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Vorwort.

Der physikalischen Forschung stehen bekanntlich zwei verschiedene Methoden
zur Verfiigung: die experimentelle und die theoretische. Die Werkzeuge des
Experimentalphysikers sind die physikalischen Mefinstrumente, seine Forschungs-
methode ist im wesentlichen die des induktiven SchlieBens auf Grund von plan-
miBig geleiteten Beobachtungen und Versuchen. Die Werkzeuge des theoretischen
Physikers sind die mathematischen Kalkiile, seine Forschungsmethode besteht
in dér mathematischen Formulierung der Gesetze und ihrer deduktiven Ver-
arbeitung mittels der mathematischen Analyse. Diese groBe Verschiedenheit
der Methoden bringt es mit sich, daB ein Forscher auf dem Gebiete der Physik
im allgemeinen entsprechiend seiner Veranlagung besser die eine oder die andere
Methode zu handhaben wissen wird und daher entweder vorzugsweise experi-
mentelle oder vorzugsweise theoretische Forschungsarbeit betreiben wird.

Wihrend jedoch entsprechend dem relativ kleinen Umfang der Physik und
der relativen Einfachheit der Methoden die Physiker der dlteren Generationen
meist experimentell und theoretisch gleich gut ausgebildet waren, ist dies heute
infolge des auBerordentlich erweiterten Umfanges der physikalischen Erkenntnis
und der auBerordentlich verfeinerten und komplizierten Methodik des Experi-
mentes und der Theorie insbesondere bei den Physikern der jiingeren Generation
keineswegs mehr der Fall. Meist entscheidet sich heute der Physiker bereits
wihrend seiner Studienzeit dafiir, ob er Experimentator oder Theoretiker werden
will und gestaltet demgemiB seine Ausbildung von vornherein mehr oder weniger
einseitig. :

Trotz der besprochenen Verschiedenheit der Methoden ist jedoch die gegen-
seitige Durchdringung und Verflechtung von Experimentalphysik und theo-
retischer Physik so innig, daB eine erfolgreiche Forschung ohne die besténdige
Wechselwirkung zwischen beiden Zweigen der Physik kaum denkbar ist. Es
erscheint daher dringend geboten, da8l sich der angehende Physiker unabhéngig
davon, ob er sich in Zukunft dem Lehrfach zuzuwenden wiinscht oder ob er sich
als Forscher in der einen oder der anderen Richtung zu spezialisieren beab-
sichtigt, so ausbildet, daB er sich die wichtigsten Methoden und Ergebnisse
sowohl auf dem Gebiete der Experimentalphysik als auch auf dem der theo-
retischen Physik in ausreichendem Mafle aneignet, um spiter mit Verstéindnis
die Fortschritte der Forschung beider Gebiete verfolgen zu konnen.

DaBl dies bei einem groBen Teil der jiingeren Physikergeneration nicht der
Fall ist, ja daB sogar die theoretische Physik sich bis zu einem gewissen
Grade in eine ,eigentliche theoretische Physik und eine ,,mathematische
Physik® aufgespalten hat, von denen jene mehr die Methodik der Theorien-
und Hypothesenbildung, diese die exakte mathematische Analyse bearbeitet,
zeigt die folgende nette Scherzfrage, deren Autor mir leider nicht bekannt ist:
»»Wodurch unterscheiden sich der Experimentalphysiker, der mathematische
und der theoretische Physiker ¢ | Der Experimentalphysiker weil, wie die
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Dinge aussehen, er weill aber nicht, was sie bedeuten und wie man sie rechnet;
der mathematische Physiker weill zwar nicht, wie die Dinge aussehen und er
weill auch nicht, was sie bedeuten, aber er weil3, wie man sie rechnet; der theo-
retische Physiker schlieBlich weil zwar nicht, wie die Dinge aussehen und auch
nicht, wie man sie rechnet, aber er weill, was sie bedeuten.”“ Ohne die aufler-
ordentlichen Leistungen gerade der jiingsten Physikergeneration fiir die Fort-
schritte der Physik auch nur im geringsten schméilern zu wollen, mufl man
doch sagen, daf} gewisse Mifistdinde in der neuesten Physik durch das wieder-
gegebene Scherzwort treffend aufgewiesen werden, wenn es sie natiirlich auch
krafl iibertreibt.

Aus der Uberlegung heraus, daB es bei dieser Sachlage besonders erwiinscht
sein diirfte, schon dem  Anfinger ein nach einheitlichen Prinzipien und wvon
einem einzigen Autor geschriebenes Buch in die Hand zu geben, dem er das
Material fiir den Bau des Fundamentes seiner physikalischen Bildung entnehmen
kénne, habe ich mich der Aufgabe unterzogen, ein Werk ,,Einfithrung in die
Physik“ zu schreiben, das aus zwei Teilen, einer ,,Einfiihrung in die Experi-
mentalphysik“ und einer , Einfithrung in die theoretische Physik* bestehen
soll. Auf Grund einer langjdhrigen Unterrichtserfahrung und Forschungstétig-
keit auf beiden Gebieten glaubte ich dieses Wagnis unternehmen zu diirfen. Der
theoretische Teil dieses Werkes liegt hiemit, nach mannigfachen Verzégerungen
in der Fertigstellung, die durch #uBlere Umsténde bedingt waren, nunmehr vor.
Der experimentelle Teil soll méglichst bald folgen.

Die vorliegende ,,Einfithrung in die theoretische Physik* stellt sich die Auf-
gabe, die Theorie der wichtigsten physikalischen Erscheinungen zu geben, etwa
in dem Umfange, wie sie der Anfinger in einer Einfithrungsvorlesung iitber Ex-
perimentalphysik meist als quantitative Formulierung der experimentellen Er-
gebnisse kennenlernen diirfte. Die theoretischen Entwicklungen werden also
itberall nur so weit gefiihrt, als es zur Erreichung dieses Zieles unbedingt not-
wendig ist, anderseits wird aber dem Leser nirgendwo zugemutet, Resultate
komplizierter theoretischer Entwicklungen auf Treu und Glauben hinzunehmen.
Dieser Vorgang bringt es mit sich, daB gewisse Dinge, wie z. B. die analytische
Mechanik hier weniger weit gefiihrt werden, andere hingegen, wie z. B. die
statistische Theorie der Materie und Elektrizitéit hier eine wesentlich ausfiihr-
lichere Darstellung gefunden haben, als es in Anfingerwerken iiber theoretische
Physik sonst der Fall zu sein pflegt.

Befremdend wird vielleicht auch manchem erscheinen, dall dem eigent-
lichen physikalischen Teil des Buches (Kapitel VII bis XXI) ein mehr oder
weniger rein mathematischer Teil (Kapitel IIT bis VI) vorangeht, in dem auch
manche Gegenstinde behandelt sind, die im allgemeinen innerhalb der eigent-
lichen Physik behandelt zu werden pflegen, wie z. B. vieles aus der Theorie der
Vektorfelder und der Kinematik in der Hydrodynamik und der Elektrodynamik
oder vieles aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der statistischen Mechanik.
Der leitende Gesichtspunkt war hiebei der, alle Entwicklungen rein formaler
Natur moglichst sauber von denen physikalischer Natur zu trennen, da er-
fahrungsgemaf der Anfinger meist die formale Seite der theoretischen Physik
itberschétzt und mnicht selten rein formale Ergebnisse irrtiimlich als physi-
kalische ansieht. ‘

Leser, die es ungeduldig zu der eigentlichen theoretischen Physik treibt
und die es verdrieft, sich durch das Hindernis des mathematischen Teiles Schritt
fir Schritt durchzuarbeiten, mégen ihn kurzerhand iiberspringen und gleich
mit der Lektiire des Kapitel VII beginnen. Die zahlreichen Hinweise werden
ihn an den entsprechenden Stellen stets darauf aufmerksam machen, wo es
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nétig ist, zum mathematischen Teil zuriickzugehen, um dort nachzuholen,
was zum Verstdndnis der betreffenden Stelle notwendig ist.

Das Kapitel IT bringt einen gedringten Uberblick iiber die wichtigsten
Methoden und Ergebnisse der theoretischen Physik. Es stellt sozusagen eine
,youverture” zu dem folgenden Stiick dar und wird wohl beim ersten Lesen des
Buches kaum mit vollem Verstéindnis vom Anfinger erfallt werden. Der Leser
wird gebeten, dieses Kapitel nach beendigter Lektiire des Buches nochmals
vorzunehmen. Er wird dann die Leitmotive darin besser heraushéren und sich
ihres Zusammenklanges und ihrer Gegenwirkung bewuBt werden.

Mit Ausnahme dieses einleitenden Kapitels wurde in dem Buche auf historische
Darstellung fast durchwegs verzichtet; fiir das zu erreichende Ziel schien es mir
ndmlich unbedingt erforderlich, den Anfinger gleich von vornherein in die
Gedankenginge der modernen Physik einzufithren und ihn mit ihrer Methode
und ihrer Sprache vertraut zu machen. Mancher wird daher vielleicht eine all-
zugroBe Bevorzugung der Statistik und der Quantenmechanik gegeniiber der
,»klassischen Physik® auszusetzen haben, insbesondere bei der Behandlung der
Elektronentheorie und der Theorie des Atombaues und der Spektren. Die Be-
rechtigung fiir diesen Vorgang glaube ich darin zu sehen, da meiner Ansicht
nach die neue Theorie keineswegs komplizierter oder schwieriger ist als die
alte,und die iibliche Methode, erst die alte , klassische® und dann die neue Theorie
zu bringen, eher geeignet erscheint, Verwirrung anzurichten.

Dem Verlag sei fiir sein verstdndnisvolles Eingehen auf die Plane des Ver-
fassers und die Sorgfalt, die er fiir die gute Ausstattung des Buches verwendet
hat, herzlich gedankt.

Prag, im Januar 1936. R. Fiirth.
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Erstes Kapitel.
Aufgabe und Methoden der theoretischen Physik.

§ 1. Der Wirkungskreis der theoretischen Physik.

1. Die Physik und ihre Grenzgebiete. Die Aufgabe der Physik bildet nach
der iiblichen Einteilung der Naturwissenschaften die Erforschung der Gesetz-
miBigkeiten, die die unbelebte Natur beherrschen, soweit sie nicht stoffliche
Verinderungen betreffen.

Diese Abgrenzung ist jedoch keineswegs scharf. So sind z. B. jene Teile der
Astronomie, der Geographie, der Mineralogie, die nicht rein beschreibender
Natur sind, teilweise Spezialgebiete der Physik, wie die Astrophysik, die Geo-
physik und die Kristallographie, teilweise Spezialgebiete der Chemie. Die Chemie
selbst wiederum ist in ihrem theoretischen Teil, der die GesetzméaBigkeiten der
chemischen Verbindungen und ihrer Umsetzungen zum Gegenstande hat, eben-
falls als ein Spezialgebiet der Physik aufzufassen, seit man erkannt hat, daf
sich diese GesetzmiBigkeiten auf die Gesetze der Atomphysik zuriickfiithren
lassen. Der experimentelle Teil der Chemie ist in seinen Methoden allerdings
von denen der Physik zum Teil wesentlich verschieden. Physikalische Methoden
verwendet vorzugsweise die physikalische Chemie, die daher heute schon vielfach
als ,,chemische Physik* bezeichnet und somit auch schon duBerlich als Spezial-
gebiet der Physik hingestellt wird.

Schirfer schon ist die Grenze gegen die biologischen Wissenschaften gezogen,
die die Erforschung der Gesetze der belebten Natur zum Gegenstande haben.
Wenn es auch keinem Zweifel unterliegt, daB die physikalisch-chemischen Ge-
setze auch die belebte Natur beherrschen, so ist es doch beim heutigen Stande
unserer Kenntnisse keineswegs klar, ob hier nicht noch andere, spezifisch bio-
logische Gesetze bestehen, die sich auf die physikalisch-chemischen prinzipiell
nicht zuriickfiihren lassen. Von der physikalisch-chemischen Begriffsbildung
und Methodik wird jedenfalls auch in den biologischen Wissenschaften soweit
sie nicht rein beschreibend sind, in immer steigendem MaBe Gebrauch gemacht,
insbesondere in den Spezialwissenschaiten Biophysik, Biochemie und Physiologie.

Die Physik ist die wichtigste Vertreterin der exakten Naturwissenschaften,
ja nach den obigen Ausfithrungen kénnte man beide Begriffe sogar zweckméBiger-
weise identifizieren. Der Name ,,exakt* bedeutet, daB die Begriffe, mit denen
diese Wissenschaft arbeitet, exakt und eindeutig definiert sind. Die Physik geht
von der Voraussetzung aus, daBl eine vollstindige Beschreibung des Zustandes
der Umwelt und seiner Verdnderungen durch die zahlenmiBige Angabe bestimm-
ter, ebenfalls genau definierter GroBen (wie Geschwindigkeit, Temperatur,
Stromstirke, Wellenlinge usw.) gegeben werden kann. Die Erfahrung lehrt,
daB diese physikalischen GrofSen nicht voneinander unabhéngig sind, dafl viel-
mehr bestimmte funktionale Beziehungen zwischen ihnen bestehen, die in der
Form von Gleichungen zwischen den Zahlenwerten dieser GréBen mathematisch
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2 Aufgabe und Methoden der theoretischen Physik.

formuliert werden kénnen. Die Gesamtheit dieser Funktionsbeziehungen stellt
die physikalischen Gesetze dar.

2. Die Aufgabe der Experimentalphysik. Um zur Kenntnis der physika-
lischen Gesetze zu gelangen, stehen dem Forscher im wesentlichen zwei Wege
zur Verfiigung: der experimentelle und der theoretische. Die Methode der Ex-
perimentalphysik besteht darin, Versuchsbedingungen herzustellen, die geeignet
sind, die Verdnderungen zu untersuchen, die eine bestimmte physikalische
GroBe A erfihrt, wenn eine andere GréBe B verdndert wird und alle anderen
nach Tunlichkeit konstant gehalten werden. Die Beobachtung erfolgt dabei
in der Regel so, daf mit Hilfe geeigneter MaBnahmen die Zahlenwerte der zu
untersuchenden GroBen bestimmt oder gemiB der physikalischen Terminologie
»gemessen werden. Das Ergebnis des Experimentes ist die Auffindung der
zwischenr 4 und B giiltigen Funktionsbeziehung.

Durch Verénderung der Versuchsbedingungen nach verschiedenen Rich-
tungen wird der Experimentalphysiker solche Beziehungen zu finden suchen,
die in einer groBen Mannigfaltickeit von Versuchen Geltung haben. Er wird
dann berechtigt sein, durch einen Induktionsschlufi das Zutreffen der Beziehung
auch noch in allen anderen, nicht untersuchten Féllen zu erwarten, wodurch
sie zum Range eines physikalischen Gesetzes erhoben wird. Selbstverstindlich
kann ein solches SchluBverfahren niemals vollstindige Sicherheit beanspruchen;
es kann sein und kommt auch in der Tat haufig vor, daB die Giiltigkeit eines
durch gewisse Experimente scheinbar sichergestellten Gesetzes durch neue
Versuche hinfillig wird.

Die Beschreibung der experimentellen Methoden und der mit ihnen erzielten
Resultate bildet den Inhalt der Ewxperimentalphysikl. Die MeBmethoden, die
Handhabung und Beschreibung der MeBapparate werden gewdhnlich als ,,prak-
tische Physik von der eigentlichen Experimentalphysik als besonderes physi-
kalisches Spezialgebiet losgeldst.

3. Die Aufgabe der theoretischen Physik. Ganz anders als die geschilderte
Methode des Experimentators ist die des Theoretikers. Die theoretische Physik
geht von der These aus, daB sich alle physikalischen Gesetze als Spezialfille aus
wenigen, sehr allgemeinen Séatzen herleiten lassen. Das ist offenbar nur dann
moglich, wenn auch nur eine geringe Anzahl physikalischer GréBen eine selb-
stindige Bedeutung hat und alle anderen GréBen aus ihnen ableitbar sind. Eine
der Hauptaufgaben des Theoretikers ist also die Stiftung von Zusammenhéngen
zwischen solchen physikalischen Gro8en und FErscheinungen, die nach dem
Befunde des Experimentators zundchst keine gegenseitige Beziehung erkennen
lassen: die Bildung von Hypothesen und Theorien. (Zwischen diesen beiden Be-
griffen besteht kein scharfer Unterschied, man spricht von einer Hypothese,
wenn ein vermuteter Zusammenhang in noch unvollstindiger und unpriziser
Form ausgesprochen wird, hingegen von einer Theorie, wenn es sich um ein
auf der Grundlage der Hypothese aufgebautes und insbesondere mathematisch
weitgehend ausgefithrtes Lehrgebdude handelt.)

So versucht die kinetische Wiarmetheorie die GesetzmiBigkeiten der Wirme-
lehre auf die der Mechanik zuriickzufithren durch die Hypothese, daB die ,,Warme*
nichts anderes als eine ungeordnete Bewegung der Molekiile sei, wobei die Wirme-
menge mit der kinetischen Energie der Molekularbewegung, die Temperatur mit
der kinetischen Energie pro Freiheitsgrad, der Druck mit der von den Molekiilen
auf die Wand iibertragenen BewegungsgroBe usw. in Zusammenhang gebracht

1 Sie bildet den Inhalt des im Vorwort erwihnten Lehrbuches des Verfassers,
auf dessen einzelne Kapitel im folgenden durch die Bezeichnung: ,,Exp.-Physik,*
Kap.... hingewiesen wird.
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werden. Selbstverstindlich kann eine Hypothese nicht auf Grund von logischen
SchluBfolgerungen erdacht werden, der Forscher ist vielmehr, um sie aufzu-
spiiren, auf seinen physikalischen Instinkt angewiesen.

Eine notwendige Bedingung, die jede Theorie erfiilllen mu8, ist natiirlich die,
daB sie wirklich gestatten mub, die speziellen, aus der Erfahrung gewonnenen
Gesetze aus den ihr zugrunde liegenden ,,Hauptsitzen herzuleiten. Da die
Hauptsétze, wie jedes physikalische Gesetz, die Form von Gleichungen oder
Gleichungssystemen haben, besteht eine weitere, vielleicht die wichtigste Auf-
gabe des Theoretikers darin, durch das Hilfsmittel der mathematischen Deduktion
diese Gleichungen unter bestimmten, vorgegebenen Bedingungen zu ldsen. Die
Losung muBl dann die spezielle, durch die Theorie zu ,erklirende* Gesetz-
maBigkeit darstellen.

Dariiber hinaus muf3 die Theorie aber noch die Méglichkeit bieten, durch
Deduktion aus ihren allgemeinen Hauptsédtzen bisher noch nicht bekannte und
durch das Experiment priifbare Beziehungen abzuleiten. Stimmt dann der
Ausfall des wirklich ausgefiihrten Versuches mit der theoretischen Voraussage
iiberein, so wird dadurch das Geb&dude der Theorie gestiitzt; es wird um so sicherer
stehen, je mehr derartige Stiitzen beigebracht werden kénnen. Nichtiiberein-
stimmung zwischen Theorie und Experiment ist jedenfalls (Fehlerlosigkeit des
Experimentes vorausgesetzt) ein Beweis fiir die Unrichtigkeit der Theorie und
zwingt den Theoretiker, seine Hypothesen, wenn es geht, so weit abzusindern, bis
die Ubereinstimmung wiederhergestellt ist, oder, wenn dies nicht moglich sein
sollte, die Theorie vollsténdig fallen zu lassen und durch eine andere zu ersetzen.
Umgekehrt ist aber Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment auch
in noch so vielen Féllen niemals ein vollkommener Beweis fiir die Richtigkeit
der Theorie.

Theorien, die eine experimentelle Priifung prinzipiell nicht zulassen, die
also mit Elementen operieren, die prinzipiell unbeobachtbar sind, gelten gemil
unserer heutigen naturwissenschaftlichen Auffassung als unphysikalisch und
gehoren in das Reich der Metaphysik. So wire beispielsweise die oben erwahnte
kinetische Wéarmetheorie abzulehnen, wenn die von ihr als wesentliches Element
eingefithrten Molekiile prinzipiell unbeobachtbar sein sollten. Dies ist jedoch
keineswegs der Fall; dadurch, daB es dem Experimentator heute moglich ist,
den Nachweis fiir den diskontinuierlichen Aufbau der Materie zu erbringen,
hat die Theorie auBerordentlich an Wahrscheinlichkeit gewonnen. Hingegen ist
die Vorstellung eines ,,Athers als masse- und schwerelose Materie abzulehnen,
da diese Definition bereits die prinzipielle Unbeobachtbarkeit implizite enthélt.

4. Die Beziehungen zwischen Experimental- und theoretischer Physik. Den
Unterschied zwischen der Arbeitsweise des Experimentalphysikers und des
theoretischen Physikers kann man kurz zusammenfassend dahin charakteri-
sieren, daB jener im wesentlichen das induktive, dieser das deduktive Schlufi-
verfahren anwendet. Das Werkzeug des Experimentators ist der physikalische
Apparat, das des Theoretikers der Apparat der mathematischen Analyse. Dar-
iber hinaus sind beide auf ihren wissenschaftlichen Spiirsinn angewiesen, der
dem Experimentator zur zweckméiBigen Interpretation seiner Beobachtungen,
dem Theoretiker zur zweckméfBligen Wahl seiner Hypothesen verhilft.

Ohne eine enge Zusammenarbeit zwischen Theoretiker und Experimentator
ist eine physikalische Forschung unmdglich. Der Experimentator mufl dem
Theoretiker die Unterlagen zur Aufstellung seiner Theorien in die Hand geben,
der Theoretiker hinwieder muB dem Experimentator auf Grund der Theorie
die Richtung weisen, in der er seine Versuche auszudehnen hat, um die Richtig-
keit der Theorie nachpriifen zu kénnen.

1*



4 Aufgabe und Methoden der theoretischen Physik.

Wenn auch aus praktischen Griinden eine Scheidung der physikalischen
Forschung in theoretische und Experimentalphysik durchgefiihrt ist, da es im all-
gemeinen bei dem heutigen Stande dieser Wissenschaft nicht moglich ist, gleichzeitig
auf beiden Gebieten Hervorragendes zu leisten, ist es doch fiir eine erfolgreiche
physikalische Forschungstitigkeit unerldBlich, daB der Experimentalphysiker
die Grundlagen der theoretischen Physik und der theoretische Physiker die der
Experimentalphysik .beherrsche. Tatsdchlich ist eine ,reine Experimental-
physik® ginzlich unmdéglich, da es keine direkt beobachtbaren physikalischen
GroBen gibt, sondern jede Beobachtung erst durch eine mehr oder weniger lange
Kette von hypothetischen SchluBfolgerungen als Messung der zu beobachtenden
GroBe interpretiert werden kann. Ebensowenig wird der Theoretiker eine Vor-
aussage iiber den nach der Theorie zu erwartenden Verlauf eines Versuches
machen kénnen, wenn er iiber die Beobachtungsmethoden und Hilfsmittel des
Experimentalphysikers nicht informiert ist.

5. Angewandte Physik. AufBer der ,,reinen Physik*, von der oben die Rede
war, gibt es noch eine ,,angewandte Physik*, die von den physikalischen Gesetz-
miBigkeiten und Methoden fiir spezielle Zwecke Gebrauch macht. Zu der an-
gewandten Physik gehéren die bersits erwihnten Wissenschaften: Astrophysik,
Geophysik, chemische Physik, Kristallographie und Biophysik. Die fiir die
menschliche Gesellschaft wichtigste Rolle spielt jedoch die ,,fechnische Physik®,
die die Losung von technischen Problemen fiir die Bediirfnisse der Industrie
auf Grund der physikalischen Gesetze und mit physikalischen Methoden zur Auf-
gabe hat. Im Grunde genommen sind eigentlich alle technischen Wissenschaften,,
soweit sie nicht Skonomische Fragen behandeln, nichts anderes als technische
Physik (bzw. Chemie).

Zur Behandlung von Problemen der technischen Physik ist die Beherrschung
der Experimental- und der theoretischen Physik in gleichem Mafe erforderlich.
So muB z. B. der technische Physiker, dem die Aufgabe gestellt ist, einen mog-
lichst guten Lautsprecher zu konstruieren, zuniichst die Gesetze der Elektro-
dynamik und Akustik kennen, um beurteilen zu koénnen, welche Bedingungen
erfiillt sein miissen, damit ein Lautsprecher richtig funktioniere. Er muB} ferner
die experimentellen Methoden beherrschen, um durch Messungen des Wirkungs-
grades die giinstigste unter verschiedenen ausgefithrten Konstruktionen aus-
wahlen zu kénnen. Er muB schlieBlich die Methoden der theoretischen Physik
so weit zu handhaben vermégen, um unter Einhaltung der ihm vorgeschriebenen
Bedingungen die Abmessungen der Bestandteile des Apparates, wie Windungs-
zahl der Spulen, GréB8e der Membrane usw. berechnen zu koénnen.

§ 2. Ubersicht iiber die Methoden der theoretischen Physik.

1. Die klassische Diskontinuumtheorie. Schon die primitivste Beobachtung
lehrt das Vorhandensein von materiellen Kérpern im Raume, deren Gréfe und
Gestalt sich veridndert und die sich gegeneinander bewegen. Es ergibt sich daher
zunichst fiir die Physik die Aufgabe, die Bewegung der materiellen Korper zu
beschreiben und die Gesetze dieser Bewegung zu erforschen und zu formulieren.

Am einfachsten wird sich die Bewegung eines Kérpers im Raume beschreiben
lassen, dessen Abmessungen klein gegeniiber den Absténden zu den diibrigen
Koérpern ist (Bewegung eines Geschosses auf der Erde, Bewegung eines Planeten
um die Sonne usw.). Man wird so dazu gefiihrt, von der Ausdehnung des betrach-
teten Kérpers iiberhaupt zu abstrahieren und einen Koérper zu fingieren, der
zwar die Eigenschaften der Materie, also Trigheit, Schwere, Undurchdringlich-
keit usw., hat, aber keine rdumliche Ausdehnung besitzt: einen ,maferiellen
Punkt“ oder ,,Massenpunkt.
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Schon im klassischen Altertum suchte man die Volumen- und Gestalts-
verinderungen der materiellen Korper durch die Hypothese zu erkliren, dafB
die Materie diskontinuierlich aus unteilbaren Teilchen, den Atomen aufgebaut
sei, deren Grofle man sich als klein gegeniiber ihrem gegenseitigen Abstand
dachte; jede Verdnderung in der Welt sollte auf die Bewegungen der Atome
zuriickzufithren sein. Dije klassische Diskontinuumtheorie behandelt die Atome
als materielle Punkte und sieht daher alle materiellen Kérper als Systeme wvon
Massenpunkien an. Dieser Auffassung entsprechend besteht die theoretische
Physik im wesentlichen aus der Mechanik der Systeme von Massenpunkten.

Die Lage eines Punktes im Raume wird durch die Angabe seiner Koordi-
naten in bezug auf irgend ein rdumliches Koordinatensystem bestimmt, das
durch bestimmte Bezugskorper fixiert ist. Die Bewegung eines Punktes im
Raume wird demnach durch die Angabe seiner Koordinaten als Funktionen
der Zeit und die eines Punktsystemes durch die Angabe von so vielen Gleichungen
zwischen den Koordinaten der einzelnen Punkte und der Zeit beschrieben, als
es in dem System Freiheitsgrade der Bewegung gibt. Die Diskussion dieser
Gleichungssysteme bildet den Inhalt der Kinematik, die eine Zwischenstellung
zwischen Geometrie und Mechapik einnimmt.

Alle in der Natur vorkommenden und experimentell beobachtbaren Bewe-
gungen von Systemen von Massenpunkten lassen sich kinematisch beschreiben.
Um sie im Sinne einer physikalischen Theorie zu erklidren, muf3 es moglich sein,
alle so gefundenen Bewegungstypen als Spezialfille aus einem universell giiltigen
Gleichungssystem, den Bewegungsgleichungen der Mechanik abzuleiten.

Nimmt man an, dal die Bewegung der Massenpunkte stetig erfolgt, dann
miissen die Bewegungsgleichungen gestatten, den Bewegungszustand in irgend
einem Zeitpunkt aus dem Bewegungszustand, der eine unendlich kurze Zeit dt
frither geherrscht hat, zu berechnen. Die Bewegungsgleichungen werden dem-
nach die Form von Differentialgleichungen haben, in denen die Koordinaten
der Massenpunkte die abhingigen Verinderlichen sind und die Zeit die unab-
hangig Verdnderliche ist. Die Losung oder Integration dieser Differentialgleichun-
gen liefert endliche Gleichungen fiir die Koordinaten als Funktionen der Zeit, in
denen noch zunichst willkiirliche Integrationskonstanten als Parameter ent-
halten sind. Verfiigt man in bestimmter Weise iiber diese Konstanten, dann
wird durch die Gleichungen eine ganz bestimmte Bewegung kinematisch be-
schrieben. Bei richtiger Wahl der Bewegungsgleichungen miissen simtliche
experimentell beobachtbaren Bewegungstypen in der Schar der so konstruier-
baren Losungen enthalten sein.

Die Bewegungsgleichungen der NEwToNschen Mechanik gewinnt man, wie
spiter noch genauer ausgefiithrt wird, in folgender Weise: Es wird zunichst
behauptet, dal zwischen je zwei Massenpunkten , Krifte* wirken, die bestimmte
Funktionen der gegenseitigen Entfernung und der Relativgeschwindigkeit der
Massenpunkte sind. Beispiele fiir Kraftgesetze dieser Art sind das NEwToNsche
Gravitationsgesetz, die elastischen Kréifte beim ZusammenstoB und andere.
Die NEwronschen Bewegungsgleichungen sagen nun aus, daf3 die Beschleunigung
eines jeden Massenpunktes gleich ist der Summe aller auf ihn von den anderen
Massenpunkten ausgeiibten Krifte, dividiert durch die ,,Masse* des Massen-
punktes, eine fiir ihn charakteristische Konstante. Bei gegebenem Kraftgesetz
stellen die so gewonnenen Gleichungen in der Tat ein System von Differential-
gleichungen der oben angedeuteten Art dar.

Festzuhalten ist, dafl die hier kurz umrissene Theorie als wesentliche Vor-
aussetzung enthilt, daB die Bewegung der Massenpunkte stetig erfolgt und daf3
die Koordinaten der Massenpunkte und die Zeit sich prinzipiell beliebig genau
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beobachten lassen. Wihrend die klassische Mechanik keinen Anlaf fand, an
diesen Voraussetzungen zu zweifeln und daher die Giiltigkeit der auf Grund
makroskopischer Beobachtungen aufgestellten Bewegungsgleichungen auch fiir
die Bewegung der Atome behauptete, hat die moderne Experimentalphysik
mit ihren verfeinerten Methoden die Unhaltbarkeit dieser Annahmen erwiesen
und daher die Atommechanik gezwungen, ganz neue Wege einzuschlagen, wovon
spater noch ausfiihrlich die Rede sein wird.

2. Die klassische Kontinuumtheorie. So lange die physikalischen Beob-
achtungsmethoden nicht fein genug sind, um die Diskontinuitaten im Aufbau der
Materie erkennenzulassen, die die Atomtheorie behauptet, erscheint die Materie
dem Beobachter als Kontinuum. Es zeigt sich, daf dieses Kontinuum eine gewisse
Struktur besitzt, da sich seine einzelnen Teile in besonderen Eigenschaften, wie
Dichte, Druck, Temperatur, Stromungszustand usw. voneinander unterscheiden.
Konsequenterweise wird man die diesen Eigenschaften entsprechenden physi-
kalischen GréBen so zu definieren haben, daB sie kontinuierliche Funktionen des
Ortes sind und in jedem Raumpunkte definierte Zahlenwerte haben.

Der physikalische Zustand des Kontinuums in einem bestimmten Zeitpunkte
wird also durch Angabe der erwidhnten physikalischen Gréfen als Funktionen
des Ortes, das heift der Koordinaten in bezug auf irgend ein geeignetes Koordi-
natensystem beschrieben. Ist der Zustand zeitlich verénderlich, dann werden die
betreffenden Funktionen auBer den Ortskoordinaten auch noch die Zeit als
weitere unabhéingig Verdinderliche enthalten; eine Zustandsverinderung wird
also durch Angabe von so vielen Funktionen der Koordinaten und der Zeit be-
schrieben, als es an dem betrachteten Kontinuum beobachtbare physikalische
GroBen gibt. Voraussetzung fiir die Durchfithrbarkeit dieser Beschreibung ist
natiirlich, daB sich die Messung der ZustandsgréBen prinzipiell in beliebig kleinen
Raumelementen mit beliebig groBer Genauigkeit ausfithren 14Bt.

Die Erfahrung lehrt, daB es auBer den materiellen auch immaterielle Kontinua
in der Natur gibt, die sich in der gleichen Weise beschreiben lassen. Beispiele
dafiir sind: Die verschiedenen Kraftfelder (elektrisches, magnetisches Feld,
Gravitationsfeld), die durch die ZustandsgréBen Potential und Feldstirke be-
schrieben werden, und das Kontinuum der Strahlung, das durch die GréBen:
Strahlungsintensitit, Schwingungszahl, Polarisationszustand usw. beschrieben
wird. In der sogenannten mechanistischen Periode der klassischen Physik suchte
man die genannten immateriellen Kontinua als bloBe Erscheinungsformen eines
an und fiir sich nicht beobachtbaren materiellen Kontinuums, des ,,Athers zu
deuten. Heute lehnen wir solche Hypothesen als unphysikalisch ab (vgl. §1,3.).

Die Beschreibung der Zustdnde und Zustandsverdnderungen der Kontinua
nach der eben dargelegten Art stellt noch kein physikalisches Gesetz dar. Um
dieses aufzufinden, wird der Experimentator zuniichst, wie bereits in §1, 2. an-
gedeutet wurde, festzustellen versuchen, ob die von ihm gemessenen Zustands-
groBen alle voneinander unabhiingig sind, oder ob gewisse von ihnen durch
gewisse andere bestimmt sind. In der Tat hat man sehr viele Abhingigkeiten
dieser Art aufgefunden. So ist beispielsweise die Dichte in einem Gas an jeder
Stelle bereits durch die Angabe des Druckes und der Temperatur an derselben
Stelle bestimmt, da diese drei GrBen eine bestimmte Beziehung in der Form einer
Gleichung, die sogenannte ,,Zustandsgleichung” des Gases erfiillen; ebenso
besteht eine solche Beziehung zwischen der Stromdichte und der Feldstérke:
das Ommsche Gesetz. Auf Grund derartiger gesetzméiBiger Beziehungen 1483t
sich die Anzahl der unabhiingigen Zustandsfunktionen, die zur Beschreibung
des Kontinuums erforderlich sind, reduzieren.

Die physikalischen Gesetze, die das betrachtete Kontinuum beherrschen,
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auffinden, heiBt offenbar nichts anderes, als ein Verfahren finden, um die Gestalt
der wirklich beobachteten Zustandsfunktionen herleiten zu kénnen. Nimmt man
wieder an, daB die Verinderungen der ZustandsgréBen stetig erfolgen, dann
wird eine jede unabhingige ZustandsgroBSe als Funktion des Ortes in einem
Zeitpunkte ¢ d¢ durch alle unabhingigen ZustandsgréBen als Funktionen
des Ortes im unmittelbar vorhergehenden Zeitpunkt ¢ eindeutig bestimmt sein.
Die physikalischen Gesetze der klassischen Kontinuumtheorie werden also die
Gestalt von Systemen von partiellen Differentialgleichungen haben, in denen
als abhéngig Verinderliche die genannten Zustandsgréfien, als unabhéngig
Verinderliche die Koordinaten und die Zeit enthalten sind.

Die Losung oder Integration der Grundgleichungen liefert, wie aus der Theorie
der partiellen Differentialgleichungen als bekannt vorausgesetzt wird, bestimmte
Bedingungen, denen die Funktionen, die die Differentialgleichungen erfiillen
sollen, gehorchen miissen; sie enthalten aber noch gewisse willkiirliche Funk-
tionen, fiber die man zunéchst frei verfiigen kann. Wenn das System der Grund-
gleichungen richtig sein soll, dann muB sich jeder spezielle, beobachtete Zustand
und jede spezielle, beobachtete Zustandsinderung des Kontinuums durch ge-
eignete Wahl der erwihnten willkiirlichen Funktionen aus der allgemeinen
Losung der Differentialgleichungen gewinnen lassen. Die Theorie der partiellen
Differentialgleichungen lehrt ferner, daf die Losung fiir alle Orte und alle Zeiten
vollkommen bestimmt ist, wenn der Zustand in irgend einem Zeitpunkte (z. B.
der ,,Anfangszustand* fiir ¢ = 0) im gesamten untersuchten Bereich und der
Zustand an der Berandung des Bereiches fiir alle Zeiten (,,Randbedingung)
gegeben ist. Sind demnach die Grundgleichungen einmal ermittelt, dann besteht
die Aufgabe des theoretischen Physikers im wesentlichen in der Lésung von
Randwertproblemen bzw. Anfangswertproblemen.

Beispiele fiir Gleichungssysteme der beschriebenen Art sind: Die Grund-
gleichungen der Hydrodynamik, die Wirmeleitungsgleichung, die MAXWELLschen
Gleichungen der Elektrodynamik, die Wellengleichung, die Potentialgleichung
u. v. a. Gelingt es, zwischen den in diese Gleichungen eingehenden GroBen Be-
ziehungen nach Art der oben erwidhnten aufzufinden, so 148t sich ihre Anzahl
reduzieren. So kann man z. B. die Wellengleichung fiir die Lichtfortpflanzung
aus den MaAxwELLschen Gleichungen gewinnen, wenn man den Lichtschwingungs-
vektor mit den elektrischen und magnetischen Feldstérken in Zusammenhang
bringt, wie es die elektromagnetische Lichttheorie tut.

Wiederum ist nicht zu vergessen, daB die hier umrissene klassische Konti-
nuumstheorie mit den grundlegenden Annahmen der Stetigkeit der zeitlichen
Verinderung der physikalischen GréSen und der Moglichkeit, sie prinzipiell
beliebig genau zu messen, steht und fillt. Die neuere Physik hegt auf Grund
der experimentellen Erfahrung berechtigte Zweifel an der Richtigkeit dieser,
der klassischen Physik selbstverstdndlichen Annahmen und stellt daher den
theoretischen Physiker vor die Aufgabe, die Physik der Kontinua in anderer
Weise zu begriinden.

3. Verkniipfung zwischen Kontinuum- und Diskontinuumtheorie. Die beiden,
unter 1. und 2. dargelegten Theorien stehen einander scheinbar schroff gegeniiber
und es scheint keine Briicke zwischen ihnen zu geben. Dennoch hat es nicht an
Versuchen gefehlt, diese Briicke zu schlagen und eine fiir das Gesamtgebiet der
theoretischen Physik giiltige, einheitliche Theorie aufzubauen; auch die neueste
theoretische Physik wird zum grofien Teil von Bestrebungen dieser Art geleitet.

Schon der klassischen Mechanik gelang es, die Lésung der Bewegungsglei-
chungen der Mechanik, also der Grundgleichungen der Diskontinuumtheorie
auf die Losung einer partiellen Differentialgleichung, der HamiLroN-JAcoBischen
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Gleichung fiir eine kontinuierliche Funktion des Ortes und der Zeit, die ,,Wir-
kungsfunktion zuriickzufithren und damit die Diskontinuumtheorie formal
der Kontinuumtheorie anzugleichen. Die moderne ,,Wellenmechanik‘, auf die
wir spater noch zuriickkommen, stellt die konsequente Weiterentwicklung dieser
Gedankengéinge dar.

Ein Weg ganz anderer und zwar physikalischer Art bot sich durch die Ent-
deckung der elektrischen Elementarpartikel, insbesondere der Elektronen. Diese
Gebilde verhalten sich, wie entsprechende Versuche beweisen, wie kleine mate-
rielle Partikel von ganz bestimmter Masse, die mit einer ganz bestimmten elek-
trischen Ladung, dem elektrischen Elementarquantum geladen sind. Nimmt man
an, daB alle elektrischen Ladungen aus solchen Elementarquanten aufgebaut
sind, dann miissen sich die beobachteten, makroskopischen elektrischen und
magnetischen Felder aus den die einzelnen Elektronen umgebenden mikro-
skopischen Feldern zusammensetzen lassen.

Die auf diesen Gedankengingen aufgebaute LorENTZsche Elekironentheorie,
die heute meist auch schon als , klassisch® bezeichnet wird, stellt an ihre Spitze
ein System von partiellen Differentialgleichungen, die LorENTZschen Gleichungen
der Elektronentheorie fiir die Feldgréfen der von den einzelnen Elektronen
,erzeugten® elektromagnetischen Felder, die als Kontinua angesehen werden.
In diese Grundgleichungen gehen als weitere unabhéingig verénderliche GréBen
noch die Koordinaten und Geschwindigkeiten der Elektronen ein. Es wird
ferner behauptet, dafl das elektromagnetische Feld seinerseits auf die in ihm
befindlichen Elektronen Krifte im Sinne der NEwroNschen Mechanik ausiibt,
die sich aus den am Orte der Elektronen herrschenden elektrischen und magne-
tischen Feldstirken und den Geschwindigkeiten der Elektronen berechnen
lassen. SchlieBlich wird angenommen, dafl die Elektronen den Bewegungs-
gleichungen fiir materielle Punkte gehorchen.

Man sieht, dal in dieses System von Gleichungen sowohl kontinuierliche
Grofen, namlich die elektromagnetischen FeldgrsBen, als auch die Bestimmungs-
stiicke der Diskontinuumtheorie, ndmlich die Koordinaten und Geschwindig-
keiten der Elektronen eingehen. Die Gleichungen 16sen, heiBt, bei gegebenem
Anfangszustand (und gegebenen Randbedingungen) die Bewegung der Elektronen
und das elektromagnetische Feld berechnen. Die erste dieser beiden Angaben ist
offenbar mit der der klassischen Diskontinuumtheorie (vgl. 1.) nahe verwandt,
unterscheidet sich aber doch von ihr wesentlich. Wihrend die NewTonsche
Mechanik nur in die Entfernung wirkende Krifte zwischen Massenpunkten
kennt, werden hier die Krifte als Wirkung von Feldern, d. h. physikalischen
Realitdten auf die Partikel gedeutet.

In der dargelegten Theorie erscheinen zundchst die Trigheit und die elek-
trische Ladung der Elektronen als unabhingige Eigenschaften. Zur weiteren
Vereinheitlichung der Theorie wird man versuchen, diese Eigenschaften mit-
einander in Zusammenhang zu bringen. In der Tat 148t sich aus den Feldglei-
chungen der Elektronentheorie ableiten, dafl eine Ladungsanhiufung sich unter
der Wirkung von Kréften wie ein Massenpunkt bewegt und Bewegungsgleichungen
gehorcht, die fiir nicht zu grofe Geschwindigkeiten mit den NEwTONschen
iibereinstimmen. Fiir groBe Geschwindigkeiten ergibt sich in Ubereinstimmung
mit der Erfahrung eine Abhéngigkeit der ,,elektromagnetischen Masse’* von der
Geschwindigkeit. In dieser Theorie erscheinen die materiellen Partikel als Singu-
laritdten des kontinuierlichen, elektromagnetischen Feldes, deren Existenz-
moglichkeit allerdings durchaus ungeklirt bleibt.

Den AbschluB und die Gipfelleistung dieser Phase der theoretischen Physik
stellt die Relativitdtstheorie dar, die von dem erkenntnistheoretischen Prinzip
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ausgeht, daB die physikalischen Erscheinungen von dem zur Beschreibung
beniitzten Koordinatensystem unabhingig sein sollen und die physikalischen
Gesetze daher in bezug auf alle Koordinatentransformationen invariant sein
miissen. Das nach dieser Theorie ausgebaute System der Feldgleichungen des
Kontinuums und der Bewegungsgleichungen der materiellen Partikel gestattet
Voraussagen, die mit dem Experiment in vollkommener Ubereinstimmung
stehen. Es gelingt nachzuweisen, dal Trigheit und Schwere nicht besondere
Eigenschaften einer ,,Materie sind, sondern allgemeine Eigenschaften von
Feldern und in einfacher Beziehung zur Energie dieser Felder stehen. Die auf
dieser Basis entwickelte Gravitationstheorie bildet mit der Mechanik ein einheit-
liches Ganzes und 148t sich an der Erfahrung priifen. Eine Erklarung fiir die als
Materiepartikel zu deutenden Feldsingularitdten kann die Theorie freilich auch
nicht erbringen.

Diese, sowie die am Schlusse unter 1. und 2. hervorgehobenen Schwierig-
keiten, weiter die Tatsache, daBl man auf Grund von neueren experimentellen
Erfahrungen genétigt ist, auch dem bisher als Kontinuum angesehenen Strah-
lungsfeld eine diskontinuierliche Struktur zuzuschreiben (Aufbau aus ,,Lichi-
quanten’‘), 148t es hoffnungslos erscheinen, das Ziel, die Diskontinuumtheorie
in der Kontinuumtheorie aufgehen zu lassen, auf diesem Wege zu erreichen;
aussichtsreicher erscheint der statistische, im folgenden beschriecbene Weg.

4. Die statistische Theorie des Kontinuums. Die Atomtheorie behauptet,
wie unter 1. auseinandergesetzt wurde, daf sich sémtliche Verdnderungen an den
materiellen Korpern auf die Bewegung der Atome zuriickfithren und daher
mit den Hilfsmitteln der Diskontinuumtheorie behandeln lassen. Anderseits
steht fest, daB einem makroskopischen Beobachter die Materie als Kontinuum
erscheint und mit den Hilfsmitteln der Kontinuumtheorie theoretisch behandelt
werden kann. Das bedeutet, dal es offenbar moglich sein muf}, die der makro-
skopischen Beobachtung zugiinglichen physikalischen GroBen auf Grund der
Diskontinuumtheorie zu deuten und die Grundgleichungen der Kontinuumtheorie
aus denen der Diskontinuumtheorie abzuleiten.

Was zunéchst die Definition der makroskopischen ZustandsgréBen der
Kontinuumphysik anlangt, ist es klar, dal in sie nicht die auf die individuellen
Atome beziiglichen Daten eingehen konnen, sondern nur Pauschaldaten iiber
eine grofle Schar von Atomen, da sich ja die individuellen Atome der makro-
skopischen Beobachtung entziehen. Klar ist ferner, daB die GroBen nur dann
den Charakter stetiger Verdnderlichkeit tragen werden, wenn diese Schar un-
endlich groB ist. Definiert man z. B. ,,Dichte‘ als Anzahl der Atome pro Volumen-
einheit mal Masse eines Atoms, so ist sie nur dann eine stetige Funktion des
Ortes, wenn in jedem, noch so kleinen Volumenelement unendlich viele Atome
enthalten sind. Da diese Forderung sicher nicht erfiillt ist, sind die so vorge-
nommenen Definitionen der ZustandsgroBen theoretisch genommen unzulissig;
dafB sie sich doch praktisch weitgehend bewdhren, beruht darauf, daB die Anzahl
der Atome in den der makroskopischen Messung zugénglichen Bereichen auBer-
ordentlich grof ist.

Um nun die Grundgleichungen der Kontinuumtheorie, denen die so definierten
GroBen gehorchen, aus denen der Diskontinuumtheorie abzuleiten, muBl man
diese auf die Bewegung von groBlen Scharen von gleichen Massenpunkten an-
wenden, indem man versucht, aus ihnen Sédtze zu gewinnen, die nichts mehr
iiber die Bewegung der individuellen Massenpunkte enthalten. DaB dies tiberhaupt
moglich ist, ist von vornherein durchaus nicht klar. Eine Fille der mannig-
faltigsten Erfahrungen beweist jedoch, daB fiir das Schicksal groBier Scharen
gleichartiger Dinge, sogenannter ,,Kollektive selbst bei weitgehender Ver-
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schiedenheit im Schicksal der Einzelindividuen bestimmte Sitze gelten, die
auf die einzelnen Dinge keine Anwendung finden. Wir nennen solche Gesetz-
méBigkeiten ,,statistische’* und die Wissenschaft, die sich mit ihrer Erforschung
abgibt, die Statistit. Um daher die Grundgleichungen der Kontinuumtheorie
aus denen der Diskontinuumtheorie zu gewinnen, hat man versucht, statistische
Methoden in die theoretische Physik einzufiihren. Diese Versuche fiithren zu einem
vollen Erfolg. Es gelingt, mit Hilfe der ,,statistischen Mechanik’‘ nicht nur die
Sétze der Kontinuummechanik, sondern mit Verwendung der friither erwihnten
kinetischen Wéarmetheorie auch die Sitze der Warmelehre aus denen der klassi-
schen Mechanik unter Hinzuziehung bestimmter statistischer Sitze und stati-
stischer Methoden zu gewinnen.

Der Umstand, daB die statistischen Sétze streng nur fiir Kollektive mit
unendlich vielen Bestandteilen gelten, das Verhalten von endlichen Kollektiven
jedoch nur ungenau beschreiben und die Moglichkeit des Auftretens beliebig
groBer Abweichungen des wirklich eintretenden vom vorhergesagten Verlauf
offen lassen, bringt es mit sich, daB die mit Hilfe der statistischen Mechanik
gewonnenen Sitze, insbesondere die Sitze der Thermodynamik, da ja die Zu-
standsgr68en nur durch endliche Kollektive von Atomen definiert sind, keine
strenge Giiltigkeit beanspruchen diirfen. Diese Ungenauigkeit wird zwar, so
lange es sich um makroskopische Beobachtungen handelt, praktisch nicht in
Erscheinung treten, sich dagegen bei Verwendung feinerer experimenteller
Hilfsmittel durch das Auftreten von sogenannten ,,Schwankungserscheinungen
bemerkbar machen. Die experimentelle Entdeckung der Schwankungserschei-
nungen, z. B. der Brownschen Bewegung, beweist den diskontinuierlichen
Aufbau der Materie und den statistischen Charakter der Kontinuumgesetze.

In ghnlicher Weise kann man durch Ubertragung der statistischen Methode
auf die Elektronentheorie, indem man die makroskopisch meBbaren, elektrischen
und magnetischen GréBen in geeigneter Weise durch Daten iiber Scharen von
Elementarteilchen definiert, eine statistische Theorie der elektrischen und magne-
tischen Erscheinungen begriinden und so die phdnomenologischen Sitze der
Elektrodynamik in materiellen Kérpern, die erwdhnten MaxweLLschen Glei-
chungen, und die Gesetze des Kontinuums der Warmestrahlung aus den Grund-
gleichungen der Elektronentheorie gewinnen.

5. Die Quantentheorie. Die unter 4. ausgefiihrte statistische Theorie des
Kontinuums kann trotz ihrer unleugbaren Erfolge nicht vollkommen befriedigen.
Zunéchst erscheint es vollig unverstindlich, wieso eine Gesamtheit von Teilchen,
in der die Bewegung jedes Einzelteilchens nach den Gesetzen der Diskontinuum-
theorie vollkommen determiniert ist, Gesetzen ganz anderer Art, nimlich stati-
stischen Gesetzen, gehorchen kann, wobei das Schicksal der Gesamtheit von
dem des Einzelteilchens weitgehend unabhingig ist. Ganz abgesehen hievon hat
sich jedoch gezeigt, daf eine Reihe von Voraussagen der ,klassischen® stati-
stischen Physik mit der Erfahrung im Widerspruche stehen. Dies gilt insbe-
sondere fiir die Theorie der Wéarmestrahlung, von der auch der erste Impuls
zur Aufstellung einer neuen, der Quantentheorie ausgegangen ist.

Diese Theorie hat gezeigt, daB sich die erwidhnten Unstimmigkeiten be-
seitigen und alle Erscheinungen, die mit der Bewegung von Elektronen in den
Atomen zusammenhingen, insbesondere die Struktur der Spektren, erkliren
lassen, wenn man annimmt, wie frither bereits angedeutet wurde, daB die Energie-
dnderungen bei diesen Bewegungen nicht kontinuierlich, sondern nur diskonti-
nuierlich in der Form von ,,Quantenspriingen® erfolgen konnen. Dies bringt es
weiter mit sich, daB eine genaue Festlegung der Bewegung eines Elektrons durch
Messung seiner Koordinaten und Geschwindigkeiten in einem bestimmten Zeit-
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punkte prinzipiell unmdglich wird, da die Vornahme der Messung stets eine
endliche und nicht voraussagbare Energieinderung der Elektronenbewegung
mit sich bringt. Da es demnach nicht mdoglich ist, die zur Beschreibung der Be-
wegung eines Teilchens im Raume notwendigen Messungen wirklich auszu-
fithren, verliert die Aussage, daf sich das Teilchen in der iiblichen Bedeutung
des Wortes im Raume ,,bewege, nach unserer Auffassung, zumindest fiir Be-
wegungen in atomaren Dimensionen, ihren Sinn.

Diesen grundlegenden Erkenntnissen Rechnung tragend, hat die Quanten-
theorie der Materie nach mannigfachen Wandlungen schlieBlich die Gestalt
der sogenannten ,,Quantenmechanik’ angenommen. Thre Grundgleichungen
haben, ebenso wie die Grundgleichungen der Elektronentheorie die typische
Gestalt von Differentialgleichungen der Kontinuumtheorie (vgl. 2.), wie es ja
schon in der klassischen HamirLroN-JacoBischen Theorie der Fall war. Eben-
so wie dort gehen auch hier in die Grundgleichungen die auf die materiellen
Partikel wirkenden Krifte ein, die sich aus dem Feld an der Stelle des Par-
tikels berechnen lassen (vgl. 3.). Der wesentliche Unterschied besteht jedoch
darin, daB sich aus der Losung dieser Gleichungen nicht die Bewegung der
einzelnen Teilchen berechnen 148t. Die unabhéingig Verdnderliche (SCHRODINGER-
Funktion), die sich als Funktion von Ort und Zeit unter gegebenen Anfangs-
und Randbedingungen berechnen 148t, gibt nur eine ,,Wahrscheinlichkeit* fiir
die Lage der Teilchen im Raume an, was den Prinzipien der Theorie entspricht,
da die Bahn des Einzelteilchens gar nicht definiert ist. Hingegen 148t sich iiber
die Bewegung einer Schar von dhnlichen Teilchen eine bestimmte Aussage machen,
die den Charakter vollkommener Sicherheit hat, wenn die Schar unendlich grof3
ist, und um so ungenauer wird, je weniger Glieder die Schar enthilt.

Damit verschwindet auch die am Beginn dieser Ziffer angedeutete Schwierig-
keit: Die Statistik wird nicht als fremdes Element in die Theorie hineingetragen,
sondern gehort zu ihrem wesentlichen Bestand. Die Tatsache, daB die klassische
Diskontinuumtheorie die Bewegung von ,,Massenpunkten‘‘ im makroskopischen
Versuch richtig wiedergibt, erklirt sich daraus, daB8 diese der makroskopischen
Beobachtung zugénglichen Gebilde ja in Wirklichkeit bereits eine groBe Schar
von Elementarteilchen enthalten. Im Gebiete der atomaren Dimensionen ver-
liert die klassische Mechanik ihre Giiltigkeit.

In neuerer Zeit sind erfolgversprechende Ansitze gemacht worden, nach dhn-
lichen Prinzipien auch eine ,,Quantenelektrodynamik’ aufzubauen, die die Schwie-
rigkeiten zu beseitigen haben wird, die der Elektrodynamik dadurch erwachsen,
daB man gleichzeitig ein kontinuierliches elektromagnetisches Feld und diskonti-
nuierliche Lichtquanten zur Erklirung der beobachteten Erscheinungen an-
nehmen muB. Es ist ferner zu hoffen, daB mit Hilfe der quantentheoretischen
Prinzipien auch die schwierigen Fragen, die mit der Existenz von Elementar-
partikeln der Elektrizitit und Materie verbunden sind und oben bereits gestreift
wurden, einmal befriedigend beantwortet werden.

Zweites Kapitel.
Mathematische Darstellung physikalischer Grofien.

§ 3. Skalare und Vektoren.

1. Skalare. Aus den Entwicklungen von §1 geht hervor, daB sich jede wohl-
definierte, physikalische Gréfle — zumindest prinzipiell — messen lassen muB.
Das MeBresultat besteht aus einer endlichen Menge von Zahlen, deren Angabe
die betreffende GréBe vollkommen genau festlegt. Die zu dieser vollkommenen
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Festlegung notige Anzahl von Zahlengréen ergibt einen wichtigen Einteilungs-
grund zur Klassifizierung der physikalischen GroBen.
Der einfachste Fall liegt dann vor, wenn zur Festlegung einer physikalischen
GréBe die Angabe einer einzigen Zahl geniigt. Ein Beispiel hiefiir ist die Lage
oder Koordinate eines punktformigen Gegenstandes P, der sich
nur auf einer bestimmten Kurve ¢ im Raume bewegen kann
P (Abb. 1). Wahlt man auf dieser einen festen Punkt O als Aus-
gangspunkt (Koordinatenursprung), und ordnet jedem P seinen
mit Hilfe eines geeigneten MaBstabes auf der Kurve gemessenen
Abstand s von O zu, und zwar mit positivem Vorzeichen, wenn
P auf der einen Seite, mit negativem Vorzeichen, wenn es auf
der anderen Seite von O liegt, dann ist die Lage des Punktes P

Abb. 1. durch die Angabe von s, das heiit durch eine algebraische Zahl

eindeutig festgelegt.

Besonders einfach ist die Messung dann, wenn die Kurve o eine gerade Linie
ist, da man dann s durch Anlegen eines starren MaBstabes mit im iibrigen will-
kiirlich gewdhlter Einteilung oder ,,Skala‘ bestimmen kann, deren Anfangs-
punkt man mit O zusammenfallen 148t. Man nennt daher alle physikalischen
GroBen, die durch die Angabe einer einzigen Zahl eindeutig bestimmt sind,
wenn man nur ein fiir alle Male zu ihrer Messung eine geeignete und im iibrigen
willkiirliche Skala definiert hat, ,,skalare Gréfen‘ oder kurz ,,Skalare*. Bei-
spiele fiir skalare physikalische Groflen sind: Linge, Zeit, elektrische Ladung,

"~ Temperatur, Energie, elektrostatisches und Gravitationspotential, Lichtinten-
sitét usw.

Da ein Skalar durch eine algebraische Zahl dargestellt wird, gelten fiir das
Rechnen mit Skalaren die Rechenregeln der gewohnlichen Algebra. Zu beachten
ist nur, daB die Addition oder Subtraktion zweier Skalare physikalisch nur dann
einen Sinn hat, wenn sie von der gleichen physikalischen Dimension sind. Man
kann also z. B. die Summe zweier elektrischer Ladungen durch algebraische
Addition ihrer MafBzahlen bilden, nicht aber die Summe einer Masse und einer
elektrischen Ladung. Zu beachten ist ferner, dal durch die Bildung des Produktes
oder des Quotienten zweier skalarer GroBen ein neuer Skalar definiert wird,
dessen Dimension von der der Faktoren verschieden ist.

2. Vektoren. Nicht skalare physikalische GréBen sind solche, die sich nicht
durch die Angabe einer einzigen Zahl festlegen lassen. Das einfachste Beispiel

hiefiir ist wieder die Lage eines punktformigen
Gegenstandes P, der sich im Raume fortbewegen
kann (Abb. 2). Die Lage des Punktes P kann be-
kanntlich durch die Angabe dreier ZahlengréBen,
seiner Koordinaten festgelegt werden, die man in
geeigneter Weise definiert. Am hiufigsten geschieht
dies durch Beziehung auf ein festes, rechtwinkeliges,
kartesisches Koordinatensystem mit drei Achsen X,
Y, Z, auf denen man die Abstinde von Punkten vom
Koordinatenursprung O mittels fester Skalen messen
Abb. 2. kann. Als Koordinaten von P bezeichnet man dann

die mit Hilfe dieser Skalen gemessenen Lingen der

Projektionen der Strecke OP auf die Koordinatenachsen. Wenn im folgenden von
einem kartesischen Koordinatensystem die Rede ist, so soll darunter stets ein
Rechissystem verstanden werden; faBt man die z-y-Ebene eines solchen Systems
als Schraubenkopf und die Z-Achse als Schraubenspindel einer gewshnlichen Holz-
schraube auf, so kommt beim Einschrauben der Schraube nach einer Vierteldrehung
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die positive X-Achse dorthin, wo vorher die positive Y-Achse war. Wir werden
spiter gelegentlich auch schiefwinklig-geradlinige und krummlinige Koordi-
natensysteme (z. B. Polarkoordinaten oder Zylinderkoordinaten) verwenden,
die mit den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten durch die aus der ana-
lytischen Geometrie bekannten Transformationsgleichungen verkniipft sind.

Eine durch drei ZahlengroBen charakterisierte physikalische (oder geo-
metrische) Gréfle nennt man einen gewShnlichen (oder rdumlichen) ,, Vektor. Der
Vektor, der die Lage eines Punktes P im Raume festlegt, heifit speziell der
» Radiusvektor des Punktes und wird geometrisch durch einen von O nach P
gerichteten Pfeil dargestellt, dessen Spitze in P und dessen Ende in O ruht.
Wir bezeichnen Vektorgréfen im allgemeinen mit deutschen Buchstaben, Skalare
mit lateinischen Buchstaben. Den Radiusvektor nennen wir t; als ,,Kompo-
nenten’* von t bezeichnen wir seine drei Projektionen auf die Koordinatenachsen ;
als ,,Ldnge’‘ oder ,,Betrag‘‘ des Vektors bezeichnen wir die Liange der Strecke OP
und schreiben dies |t| oder 7. Die Léngen der Komponenten sind offenbar gleich
den Koordinaten von P, ndmlich z, y, 2. Nach dem Pythagoriischen Lehrsatz
gilt zwischen 7, x, y, z die Beziehung

|ri2:7-2:w2+ ?/2+22- (1)

Einen Vektor von der Linge 1 nennt man einen ,,Einheitsvekior'; seine Kom-
ponenten sind gemdf der obigen Definition gleich den Kosinus der Winkel,
die er mit den Koordinatenachsen einschlieit. Die drei Einheitsvektoren, die
die Richtung der Koordinatenachsen haben, die Fundamentalvektoren, nennen
wir im folgenden stets i, j, f.

In der analytischen Geometrie pflegt man als Vektor jede Strecke mit einem
Richtungssinn zu bezeichnen. Versteht man auch hier unter seinen Kompo-
nenten die Projektionen aui die drei Koordinatenachsen, dann ist durch deren
Angabe der Vektor bis auf eine willkiirliche Parallelverschiebung im Raume
definiert. In der Physik nennen wir einen Vektor jede Grofe, deren Messung
in der Bestimmung von drei GroBen besteht und die dieselben Rechenregeln wie
ein geometrischer Vektor befolgt; jeder physikalische Vektor kann daher bildlich
durch einen geometrischen, einen Pfeil, dargestellt werden. Beispiele fiir physi-
kalische Vektorgr68en sind: Geschwindigkeit, Kraft, elektrische Feldstérke,
Stromdichte usw.

3. Addition von Vektoren. Fiir die Addition (oder Subtraktion) von Vektoren
der gleichen physikalischen Dimension definjeren wir die folgende Regel: Summe
bzw. Differenz zweier Vektoren a und a’ ist jener Vektor b, dessen Komponenten
gleich der Summe bzw. Differenz der entsprechenden Komponenten von a und a’
sind. Wir schreiben dies symbolisch in der Form

b=a+a'. (2)
Nach der obigen Definition ist diese Vektorgleichung den drei skalaren Gleichungen
bm:amia’m,’ b»y:ay:]:a/yl: bz :azj:az’ (3)

dquivalent, worin a,, a,, a, die Komponenten von a, a,’, a,’, @, die Komponenten
von o' und b,, b,, b, die Komponenten von b bedeuten.

Aus (2) und (3) folgt unmittelbar, daBl fiir die Addition von Vektoren das
kommutative und das assoziative Gesetz ebenso wie fiir die Addition von
Skalaren gilt, was sich durch die folgenden Vektorgleichungen ausdriicken 1aft:

at-a' =a+a (4)
a+-(a'+a”) =(a4a')+a”. ®)
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Unter dem Produkt eines Vektors a mit einem Skalar s wollen wir ferner
jenen Vektor ¢ verstehen, dessen Komponenten aus denen von a durch Multi-
plikation mit s hervorgehen. Wir schreiben dies symbolisch in der Form der
Vektorgleichung c=saq, 6)

die den folgenden skalaren Gleichungen dquivalent ist:
Cy =80y, Cy=280,, C,=S8a,. 7

Fiir die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren gilt gemaf ihrer Definition
das distributive Gesetz der Multiplikation:

s(at+a'+a”"+...)=satsa’ tsa’+ ... (8)

Geometrisch bedeutet das Gleichungssystem (3), daB man den Summen-

vektor durch unmittelbares Aneinandersetzen der Projektionen der Summanden-

vektoren auf den Achsen findet oder da man zur

Konstruktion des Summenvektors durch Parallelver-

schiebung die beiden Pfeile der Summandenvektoren

(] a in einer der aus Abb.3 ersichtlichen Arten an-

einanderzusetzen und den Pfeil vom Anfangspunkt

@ des ersten zum Endpunkt des zweiten Vektors zu

Abb. 3. ziehen hat. (Geometrische Addition.) Ferner sieht

man unmittelbar, daB die Multiplikation eines Vek-

tors mit einem Skalar darin besteht, daB der dargestellte Pfeil ohne Anderung
der Richtung im Raume auf das s-fache zu verlingern ist.

Aus den oben gegebenen Definitionen folgt, daB man jeden Vektor durch seine

Komponenten und die Einheitsvektoren i, j, ¥ in der folgenden Form darstellen

kann: o =ia,+ja,ta,. )
Die Gleichung (2) kann man dann ausfiihrlich so schreiben:

b=(iaz+ja,tta)E+(a,/+ia,/+1a,)=1(a,+a.)+](a,La,)+

al

+*t(a,+a,) (10)
und die Gleichung (6) in der Form:
c=s(ia,+ja,+ta,)=isa,+jsa,+¥fsa,. (11)

4. Allgemeine Produkte von Vektoren; Tensoren. Als allgemeines (dyadisches)
Produkt zweier Vektoren a und b definieren wir eine Gréfe, die wir erhalten,
wenn wir die Vektoren in der Komponentendarstellung (9) schreiben und diese
Ausdriicke unter der Annahme der Giiltigkeit des distributiven Gesetzes mit-
einander multiplizieren:

a;b=a,b,.1;1+a,b,.1;{+a,b,.1;¥
+a,b,.j;i+a,b,.i;1+a,b,.0;¢F (12)
+a,b,. 5 i4a,b,. 8 (40, b, B L

Der Ausdruck (12) enthalt als FundamentalgréBen die 9 Produkte je zweier
Einheitsvektoren, iiber deren Bedeutung man noch durch geeignete Definitionen
verfiigen kann. Die Faktoren dieser Produkte, 9 an der Zahl, kann man als
,»Komponenten“ von a; b bezeichnen. Wir nennen eine GréBe, die durch die
Angabe von im allgemeinen 9 Zahlen festgelegt wird, einen ,,T'ensor*. Das all-
gemeine Produkt zweier Vektoren hat also den Charakter eines Tensors.

In der Vektoralgebra sind zwei spezielle Formen des allgemeinen, dyadischen
Produktes zweier Vektoren iiblich, zu denen man durch die in den folgenden
Ziffern angegebenen Definitionen der Produkte der Einheitsvektoren kommt:
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5. Inneres (skalares) Produkt. Wir setzen definitionsgemdlB fest, daB die
Produkte zweier gleicher Einheitsvektoren gleich der Zahl 1, die zweier wver-
schiedener Einheitsvektoren gleich O seien. Daf diese Art von Multiplikation
gemeint ist, deuten wir dadurch an, daB wir als Produktsymbol zwischen die
Faktoren einen Punkt setzen oder sie einfach hintereinander schreiben. Wir
nennen es das ,,innere Produki‘‘, weil nur die Produkte zweier ineinander fallender
Einheitsvektoren von Null verschieden sind. Fiir das innere Produkt gilt also

ti=jj=ff=1 tj=ji=if=fi={f=F{=0. (13)
Mit Benutzung von (13) wird aus (12)
ab=a,b,+a,b,+a,b,. (Sprich: a in bl) (14)

Das innere Produkt zweier Vektoren wird also gebildet, indem man die Produkte
der entsprechenden Komponenten der beiden Faktoren addiert. Es ist, wie man
sieht, eine skalare GréBe und wird daher auch als ,,skalares Produkt bezeichnet.

Aus (14) geht unter Bezugnahme auf 3. unmittelbar hervor, dal das innere
Produkt das kommutative und das distributive Gesetz befolgt in der Form:

ab=ba, (15)
a(b+0"4+05"+..)=abt+ab'+ab”’"+ ... (16)

Nennen wir die Winkel, die die beiden Vektoren mit den Koordinatenachsen
einschlieBen, o, o0y, &, bzw. B, By, B., dann konnen wir (14) auch schreiben:

a b=a b (cos «, cos f,-+ cos «, cos B, cos &, cos §,).

Der Klammerausdruck auf der rechten Seite ist, wie die analytische Geometrie
lehrt, nichts anderes als der Cosinus des Winkels ¢ zwischen den positiven Rich-
tungen von a und b, so daBl wir erhalten

ab=abcosg. (17)

Das innere Produkt zweier Vektoren ist also gleich dem Produkt ihrer Be-
trige multipliziert mit dem Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels.
Da b . cos ¢ die Projektion von b auf die Richtung von a oder die ,,Komponente
von b in der Richtung o ist, kann man den Satz auch so aussprechen: Das innere
Produkt zweier Vektoren ist gleich dem Betrag des einen Vektors multipliziert
mit der Komponente des anderen Vektors in der Richtung des ersten. Das innere
Produkt zweier aufeinander senkrecht stehender Vektoren ist daher stets gleich
Null. Die Komponente eines Vektors in irgend einer Richtung erhélt man nach
(17), wenn man den Vektor mit dem Einheitsvektor in der betreffenden Richtung
inperlich multipliziert. :

Das innere Produkt eines Vektors a mit sich selbst ist gemifl (14) und (17)
gleich dem Quadrat seines Absolutbetrages:

aa=a*=a2+arltal=a% (18)

6. AuBeres (vektorielles) Produkt. Wir wollen nun definitionsgemaB fest-
setzen, daB in (12) die Produkte zweier gleicher Einheitsvektoren gleich Null,
die zweier verschiedener Einheitsvektoren gleich Fundamentalgrofen von anderer,
nicht vektorieller Art zu setzen seien, die bei einer Vertauschung der Reihen-
folge der Faktoren ihr Vorzeichen umkehren sollen. Diese Art der Multiplikation
deuten wir dadurch an, daBl wir zwischen die Faktoren ein Malzeichen (X)
setzen. Wir nennen dieses Produkt das ,,Guflere Produkt, da nur die Produkte
zweier auseinanderfallender Einheitsvektoren von Null verschieden sind. Es
gelten demnach fiir das duBere Produkt die folgenden Definitionsgleichungen:

iXxi=jxj=tx{=0,
Xf=—IXj=i* IXi=—iXI=i% ix |=—]Xi=I* (19)



16 Mathematische Darstellung physikalischer GroSen.

Mit Benutzung von (19) wird aus (12)
a X b=i*(a, b,—a, b,)+ i* (@, by—a, b,)+ F* (a5 b,—a, b,) (20)
(Sprich: a mal b) oder in Determinanténform geschrieben
P jx pE
. (21)

aXb=4a,a,a,

Yz Yy Y2

Die Faktoren der FundamentalgréBen i*, j*, * nennen wir die ,,Komponenien‘
des duBeren Produktes. Sie sind nach (21) gleich den zweireihigen Determinanten

der Matrix 4y 4y a,
by by b,)°
Da das Vorzeichen einer Determinante sich bei Vertauschung zweier Zeilen
umkehrt, folgt aus (21) sofort
axb=—5bxa. 22)
Das duBere Produkt befolgt also nicht das kommutative Gesetz, es dndert viel-
mehr bei Verinderung der Reihenfolge der Faktoren sein Vorzeichen. Das distri-
butive Gesetz hingegen ist erfiillt; denn nach (21) ist
i i* pr
@y, a, a, =
botb,+b, ..., bbb, b, 46, b, ..

axX (b4 +b0"4...)=

—[—...:

Ay, @, Gy ay @, ay, @, a,

bm by bz bml by/ bzl bxll b/yll bzll
=axbtaxb+axb'4+ ... (23)

Als Absoluthetrag des duBeren Produktes zweier Vektoren wollen wir in
Analogie zu der Definition dieser GroBe bei einem Vektor die Wurzel aus der
Quadratsumme der Komponenten verstehen. Nach (20) ist dies

’(1 X Biz = (ay bz — O b'y)z + (az bm Oy bz)2 + (aac by Oy bx)z =
= (aacz—{" a'y2+ azz) (bm2+ b'y2+ bzz) ——(aw bm+ Ay b'y—l— a, bz)z'
Mit Benutzung von (14), (17) und (18) wird hieraus
lax b =)a*b?—(abcosg)? =absing. (24)

Der Betrag des duBleren Produktes zweier Vek-
toren ist also gleich dem Produkt ihrer Lingen
mal dem Sinus des eingeschlossenen Winkels.
Das duBere Produkt zweier paralleler Vektoren
ist daher stets gleich Null.

Das duBere Produkt hat, wie aus seiner Defi-
nition hervorgeht, den Charakter eines Tensors
und zwar, wie wir spéter (§4, 2.) sehen werden,
eines antisymmetrischen Tensors (mit drei Kom-
ponenten). Zu seiner geometrischen Veranschau-
lichung kann man zwei Wege einschlagen. Man
kann erstens das duBere Produkt a X b als das
von den beiden Vektoren im Raume aufgespannte
Parallelogramm IT deuten (Abb. 4), gedacht als orientiertes Flichenstiick mit be-
stimmten Winkeln gegen die Koordinatenebenen und bestimmtem Flicheninhalt,
dessen zwei Seiten nicht miteinander vertauschbar sein sollen (man denke sie

+ +




Skalare und Vektoren. 17

sich z. B. verschiedenfarbig, etwa die obere Seite wei}, die untere Seite schwarz!).
Der Betrag von a X § ist dann nach (24) einfach der Flicheninhalt des Flichen-
stiickes, der, wie es (22) verlangt, sein Vorzeichen umkehrt, wenn man a mit b
(oder @ mit —¢) vertauscht. Die Komponenten von a X b sind nach (20) die
Projektionen des Flichenstiickes auf die drei Koordinatenebenen. Die Funda-
mentalgréBen i*, j*, * sind die von je zweien der Einheitsvektoren i, i, ¥ auf-
gespannten und orientiert gedachten Fliachenstiicke.

Eine andere geometrische Deutung des #uBeren Produktes erhilt man,
wenn man die FundamentalgroBen i*, j*, * mit den Einheitsvektoren i, i, ¥
identifiziert, also das duBere Produkt zweier Einheitsvektoren durch jenen Ein-
heitsvektor ersetzt, der sie zu einem orthogonalen Rechtssystem erginzt. a X b
wird dann gemé&fB (20) und (21) gleich dem Vektor
it ] f

aXb=|a, a, a, (25)

by by b,
vom Betrage (24). Bildet man nach der Regel (14) das innere Produkt aus a und

a X b, so erhdlt man ag ay a,
a(ﬂ a’.’! az

a.(axbh) = = 0.

T Yy z
Ebenso findet man, daf auch b . (a X b) =0 gelten muB. Der Vektor a X b steht
also senkrecht auf a und auf b und zwar derart, daB a, b und a X b in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Im Hinblick auf diese geometrische Deu-
tung pflegt man auch das &uBere Produkt mitunter als ,,Vekiorprodukt zu
bezeichnen.

7. Vektoren in Riumen mit beliebiger Dimensionenzahl. Der unter 2. er-
lauterte Begriff eines gewohnlichen dreidimensionalen Vektors 148t sich leicht
fir beliebige Dimensionenzahlen erweitern. Wir nennen eine physikalische
GroBe dann einen n-dimensionalen Vektor, wenn sie durch # Zahlen bestimmt ist,
denen man im n-dimensionalen Raume eine gerichtete Strecke so zuordnen kann,
daB die Lingen der Projektionen dieser Strecke auf die Koordinatenachsen gleich
diesen n Zahlen sind. Wir wollen uns die Koordinatenachsen mit den Zahlen
1 bis » numeriert denken und nennen die Komponenten von a: a,, @y, a5 . . . a,.
Die fundamentalen Einheitsvektoren nennen wir iy, i,. .., i,. Fiir die Addition
bzw. Subtraktion sollen dann wieder die Rechenregeln von 3. gelten. Zwei Vek-
toren werden addiert, indem man ihre entsprechenden Komponenten addiert.
Der Vektor kann daher in der Form

n
a=hathat .. Fia,=ha (26)
geschrieben werden und es gilt k=1
ata'=Di; (@rta'y). 27)
E=1
Fiir das innere Produkt gilt in sinngeméBer Verallgemeinerung von (13)
ikikzl, ikil=0 (k'—#l), (k,l=1,2,..,n) (28)
n
und daher ab =Zak br=abcos @. (29)
k=1

Fiir das duflere Produkt gilt in Verallgemeinerung von (19)
iy X 1 =0, e X i =—1; X iz, (B, 1=1,2,...,n) (30)
Fiirth, Theor. Physik.

(5]
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Die Komponenten von a X b sind die zweireihigen Determinanten der Matrix
@y Qy....0p
by by....b,)°

(g’) an der Zahl; die Formeln (22) und (24) bleiben offenbar in Geltung. Die geo-

metrische Bedeutung des duBeren Produktes durch das von den Vektoren auf-
gespannte, orientierte Flichenstiick bleibt ebenfalls im n-dimensionalen Raume
anwendbar, nicht aber die Deutung durch den erginzenden Vektor, da nur der
dreidimensionale Raum die Eigenschaft hat, daBl zu jedem Flidchenstiick ein
Vektor eindeutig zugeordnet werden kann, bzw. nur der dreidimensionale Raum
ebensoviele Koordinatenachsen wie Koordinatenebenen besitzt.

8. Einige einfache Vektorformeln. a) Das innere Produkt eines Vektors a
mit dem &uBeren Produkt aus zwei anderen Vektoren b und ¢ (aufgefaBlt als
Vektorprodukt) ergibt sich nach (14) und (25) zu

am a'y az[
a(bxc)=b, b, b,. (31)

Cy Cy Cy)

Da die Aufeinanderfolge von zwei Zeilenvertauschungen in der Determinante
(81) ihren Wert nicht dndert, ergeben sich die Identitédten

a(bxXe)=Db(cxa)=c(aXDh). (32)

Da der Betrag von b X ¢ gleich dem Flicheninhalt des Parallelogrammes
zwischen b und ¢ ist, ist a (b X ¢) nach (17) gleich dem Produkte dieses Flichen-
inhaltes mit der Projektion von a auf die Flichennormale, also gleich dem Vo-
lumen des von a, b und ¢ aufgespannten Parallelepipedes, mit positivem Vor-
zeichen, wenn die Vektoren in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden.

b) Das duBere Produkt eines Vektors a mit dem Vektor b X ¢ findet man am
besten, indem man hiervon die einzelnen Komponenten berechnet. Nach (20) ist

[a X (b X )], = a, (b Xc),—a, (b Xc),=ay, (b,c,—b, Ca)—y (b, Cy—bg ;) =
= bm (a’az cw+“y cy+az cz)'_‘ca: (ax bw+ay by+az bz) =
= b, (a c)—c, (a b).

Analoge Ausdriicke, in denen nur der Index x mit y, resp. z zu vertauschen ist,
erhilt man fiir die iibrigen Komponenten; daher ist

aX (bxc¢)y=Db(ac)—c (ab). (33)
¢) Mit Benutzung der Formeln (32) und (33) findet man leicht die weitere

Tdentitdt (v p). (cxd)]=c.[d X (axB)]=c.[a(bd)—b (a.d)]=
= (ac) (bd)—(bc)(ab).

§ 4. Vektorfunktionen und Tensoren.

1. Skalare- und Vektorfunktionen. Unter einer skalaren Funktion versteht
man die Zuordnung zweier veridnderlicher, skalarer Gré8en x und y zueinander,
derart, daB zu jedem Wert der unabhingig verdnderlichen GréBe z ein Wert
(oder mehrere) der abhéngig verdnderlichen Groe y gehéren. Wir schreiben dies
in der symbolischen Form y=/f () oder ¥ =y (x), indem wir auf der rechten
Seite y als Funktionssymbol gebrauchen.

Analog versteht man unter einer ,,Vektorfunktion* eine Zuordnung von zwei
veridnderlichen VektorgréBen g und y, derart, dafl zu jedem Wert der unabhéngig
Veranderlichen ¢ — das heiBt zu jeder Wertekombination der Komponenten
Xy, Loy X, - - ., T — ein Wert (oder mehrere) der abhingig Veréinderlichen — das
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heifit eine Wertekombination (oder mehrere) der Komponenten ¥;, ¥, - - -, ¥y, -
gehéren. Wir schreiben dies symbolisch in der Form der Vektorgleichung

h=y (2) (1)
die mit den n skalaren Gleichungen
Ys=Y; (Tq, Ty, . . . Ty,) i=12,...n (2)

identisch ist. Fiir gewShnliche dreidimensionale Vektoren ist n=3.

Sind ¢ und y Radiusvektoren von Punkten im Raume, so definieren die Glei-
chung (1) bzw. (2) eine Punkttransformation, bei der jedem Punkt mit dem
Radiusvektor ¢ ein Punkt mit dem Radiusvektor t) zugeordnet wird.

Die einfachste und in der Physik am héufigsten gebrauchte Vektorfunktion
ist die lineare, homogene Vektorfunktion, die dadurch definiert ist, daB} die
Funktionen y; lineare, homogene Funktionen der z; sind, von der Form

n
Y: :Z“ik L, (3)
k=1

worin die GroBfen «;; skalare Konstanten sind. Die nicht homogene Funktion
geht aus der homogenen hervor, indem man zu f) einen konstanten Vektor ad-
diert oder das Koordinatensystem parallel zu sich selbst um eine gewisse Strecke
verschiebt.

2. Tensoren. Die n? Glieder enthaltende Matrix der «,; definiert eine GriBe,
die man als ,,n-dimensionalen Tensor¢ bezeichnet. Als Spezialfall eines dreidimen-
sionalen Tensors ist uns in § 3 bereits das dyadische Produkt zweier Vektoren
begegnet. Wir wollen Tensoren im folgenden stets mit groBen griechischen Buch-
staben, den Tensor der «;; mit A bezeichnen. Die x;; nennen wir die ,,Kompo-
nenten‘‘ des Tensors. Wir nennen den Tensor ,,symmetrisch*‘, wenn die Bedingung
&5, =0y TUr alle ¢ und k erfiillt ist, wir nennen ihn ,antisymmetrisch* (oder ,,schief-
symmetrisch*), wenn die Bedingungen «;; =-—c;, &;; =0}fﬁr alle ¢ und % gelten.

(mn4+1
2
Raum sechs Komponenten; ein antisymmetrischer Tensor hat allgemein
11'—(”—2111 = (g), speziell im dreidimensionalen Raum drei Komponenten.

Man kann die in der k-ten Spalte stehenden Glieder der Matrix «;;, als die
Komponenten eines Vektors a; auffassen und bezeichnet dann die n Vektoren a,
als die ,,Vektorkomponenten des Tensors 4. Mit Benutzung der GroBen a, kann
man gemiB (3) den Vektor t) durch die Komponenten von g folgendermaflen

darstellen: ” n
U=2yiii=20¢ikiixk:2ﬂkxk- 4)
i=1 Lk B=1

Die Formel (4) erinnert an die Formel (29) § 3, den Ausdruck fiir das innere
Produkt zweier Vektoren. Es liegt daher nahe, y als ,,Produkt des Tensors 4
(mit den Komponenten a;) und des Vektors g (mit den Komponenten x;) zu
definieren und symbolisch zu schreiben:

Az =Zak Ly (5)
P

Das Produkt eines Tensors mit einem Einheitsvektor nennt man die Komponente
des Tensors in der Richtung des Einheitsvektors.

Ein symmetrischer Tensor hat allgemein d , speziell im dreidimensionalen

2%
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Ist A ein dreidimensionaler, antisymmetrischer Tensor, dann koénnen wir

t:
setzen ﬁl == 0lyy =g, ﬂz =0l =—03, ‘33 =0kyp =—0igy,
und erhalten daher nach (3)

Y1 =P Ta— B 3, Yo =P1 T—Ps T1, Ys =P T1—P1 %
y wird also nach (25) § 3 einfach gleich dem &uBeren Produkt der beiden Vek-
toren b (mit den Komponenten: §;, f,, fs) und g, oder in symbolischer Form ge-

schrieben p=Ar=bxz. (6)

3. Rechenregeln fiir Tensoren. Setzt sich eine Vektorfunktion 3 (r) aus
den linearen und homogenen Funktionen y (z), b’ (r), 9" (x), ... linear und
homogen zusammen in der Form

(D) =sy@+sy (D+s"9" @D+...,

worin s,8’,s"”, ... skalare Konstanten sind, dann ist 3 ebenfalls eine lineare,
homogene Funktion von g, deren Matrixelemente f;, sich nach (3) aus den
Kt (X'ik, 0(»”1”5, e gEmaB

Bir=s0;p+8 & sx+8" & x4 - .. )]

zusammensetzen. In der symbolischen Schreibweise (5) driickt sich dies folgender-
maflen aus:

Br=sAytsAz+s'A"r+ ... = d4s4"+s"4"+ .. )¢ (8)

In den Formeln (7) und (8) sind die folgenden einfachen Sétze fiir das Rechnen
mit Tensoren enthalten: Tensoren gleicher Dimensionenzahl werden addiert,
indem man die entsprechenden Elemente ihrer Matrizen addiert. Ein Tensor
wird mit einem Skalar multipliziert, indem man seine Komponenten mit dem
Skalar multipliziert. Offensichtlich sind fiir diese Rechnungsoperationen das
kommutative, das assoziative und das distributive Gesetz erfiillt.

Jeder beliebige Tensor 4 148t sich stets als Summe aus einem symmetrischen
Tensor A’ und einem antisymmetrischen Tensor A’ darstellen, wenn man setzt:

, O+ ' Opp = Cpg :
o= ix T ki, & ik:__zlc2 kz' (9)
In der Tat ist nach (9) o', =0's; und &'';=—0'";, ferner o, =o';p 4" i
demnach gemif der Additionsregel
A=A4"+4".

Bildet man die lineare, homogene Vektorfunktion t) () =4 ¢ und ferner
die ebenfalls lineare, homogene Funktion 3(y)=B 1, dann ist die Funktion
3 (1) ebenfalls eine lineare, homogene Funktion, deren Matrix mit den Kompo-
nenten y,; man leicht berechnen kann, wenn man nach (3) den Ausdruck fiir die
i te Komponente des Vektors 3 sucht. Man findet durch zweimalige Anwendung
von (3) "

2 22‘8” Yy —_—Zﬁ,-,Zoc,.k o=/ [Z (Bir fxrk)] T ZZViIc Ty
r=1 1 k=1

r=1 k= k=1 |r=1
n
und daher Vik :Zﬂw Ko (10)
r=1

In Tensorschreibweise driickt sich die gefundene Beziehung so aus:
I'y=B(Ay)=(BA) ¢ (11)
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Wir nennen [ das ,,Produkt der beiden Tensoren B und 4. Nach (10) werden
seine Komponenten berechnet, indem man die Zeilen des ersten Faktors mit dea
Spalten des zweiten Faktors linear kombiniert. Das Tensorprodukt ist im al -
gemeinen nicht kommutativ, wie ja auch die Reihenfolge zweier linearer Punkt-
transformationen im allgemeinen nicht vertauschbar ist.

4. Invarianzeigenschaften eines symmetrischen Tensors. Ist ) = 4 ¢ und 4
ein symmetrischer Tensor, dann erhélt man durch Bildung des inneren Produktes
L .Y nach (3)

n
L. r):Zwi Ya :fouc @, k=28 (%in =0Ri)s (12)
i=1 ik
also eine quadratische Form in den Variablen ;. x,, . . . , %,, deren Koeffizienten-

matrix mit der Matrix von 4 iibereinstimmt. Es ergibt sich demnach ein enger
Zusammenhang der Tensoranalysis mit der Theorie der quadratischen Formen,
den man ausniitzen kann, um verschiedene Sitze iiber die Transformation von
Tensoren auf bekannte Sitze iiber quadratische Formen zuriickzufiihren.

In der Theorie der quadratischen Formen wird bewiesen, dafl man jede
quadratische Form § durch eine geeignete orthogonale Transformation der Ko-
ordinaten z; in x;* auf die sogenannte ,,Hauptachsenform®

k

bringen kann, in der nur die Koeffizienten ,* der quadratischen Glieder von Null
verschieden sind, die Matrix der x;* sich also auf eine ,,Diagonalmatrix* redu-
ziert. Die GroBen o;* findet man als die Wurzeln der ,,Sikulargleichung*:

KU, Kq9, X3, - - O
Koys Kog——Uy g3« - « Koy =0 (14)
Cmtr Kpgs « o v« - Kpn—U

Da 8 gegeniiber jeder orthogonalen Transformation der x; invariant ist, mufl
die Gleichung (14) wegen der Eindeutigkeit des Hauptachsenproblems beim
Ubergang von den «;; zu den durch die Transformation entstandenen GroBen
dieselben Wurzeln liefern; hierzu ist notwendig und hinreichend, da8 die Koeffi-
zienten der verschiedenen Potenzen von u in (14) gegeniiber jeder orthogonalen
Transformation invariant sind.

Auf die Tensoranalysis iibertragen lautet dieser Satz so: durch eine orthogonale
Transformation der Koordinaten kann jeder symmetrische Tensor auf eine
Form gebracht werden, in der nur die Diagonalglieder seiner Matrix von Null
verschieden sind. Bei jeder orthogonalen Traunsformation der Koordinaten
miissen ferner gewisse Ausdriicke in den Komponenten invariant bleiben. Speziell
fiir den dreidimensionalen Tensor erhdlt man diese Ausdriicke, wenn man (14)
nach Potenzen von % ordnet:

%11 K19 0‘131
0y O Ky & .
- 0 (o 00 o) — s |312 022 - [P0 T - 2 O ) oy 00 gy = O
- [2.4 Koo [s.? . Kag X “
21 Koo 31 X33 32 X33 s Ol
31 Kga Kag|

Die Koeffizienten in dieser Gleichung sind die gesuchten Invarianten.

Setzt man die rechte Seite des Ausdruckes (12) gleich Null, so erhdlt man
die Gleichung eines Ellipsoides, das man als geometrisches Abbild des Tensors 4
ansehen kann. Die Achsen dieses ,,Tensorellipsoides sind gleich den Kompo-
nenten «,* des Tensors in der Hauptachsenform.
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§ 5. Der Wertevorrat skalarer physikalischer Grofien.

1. Grofen mit kontinuierlich unendlich groBem Wertevorrat (kontinuierlich
veriinderliche GroBen). Wie wir unter §3, 1. ausgefiihrt haben, ist das Resultat
der Messung einer skalaren physikalischen Gré8e die Angabe einer Zahl, die die
betreffende GroBe kennzeichnet. Dabei ist angenommen, daB sich die Genauig-
keit der MeBmethode prinzipiell beliebig weit steigern 148t, so daB das MeBresultat
im Grenzfalle unendlich genauer Messung wirklich eine exakt bestimmte Zahl ist.

Macht man mehrere Messungen derselben GréfBe nacheinander, so ergibt sich
als MeBresultat entweder derselbe Zahlenwert oder jedesmal ein anderer Wert.
Im ersten Falle ist die GroBe zeitlich konstant, im zweiten, dem allgemeineren
Falle, zeitlich verdnderlich. Macht man mit jeder Messung der betreffenden
physikalischen GréBe o gleichzeitig eine Messung der Zeit ¢ durch Ablesung der
Zeigerstellung einer Uhr, so erhédlt man eine Reihe zusammengehoriger Werte
von @ und {. Vermehrt man nun die Menge der so ermittelten Wertepaare a,
indem man zwischen je zwei Beobachtungen immer wieder neue Beobachtungen
zwischenschaltet, dann kann es geschehen, da8 sich dieser ProzeB (wenigstens
im Gedankenexperiment) kontinuierlich unendlich oft vervielfachen 1a8t. In
diesem Falle hat die GréBe a einen kontinuierlich unendlich groBen Wertevor-
rat, dessen einzelne Werte sie im Laufe der Zeit in gesetzmiBiger Weise an-
nimmt. Mathematisch ausgedrl‘ickt heiBt das, daB o eine kontinuierliche Funktion
der Zeit a (f) ist; wir nennen sie dann eine kontinuierlich verinderliche GréBe.
Die klassische Physik operierte ausschlieBlich mit solchen kontinuierlich ver-
anderlichen GréBen.

Nehmen wir an, da3 alle physikalischen GréBen kontinuierlich veranderlich
seien, dann lassen sich die physikalischen Gesetze durch Gleichungen zwischen
den verschiedenen physikalischen Grofien a, b, ¢ ausdriicken, die im allgemeinen
die Zeit ¢ explizite enthalten:

f@b,c,...;t)=0. (1)
Ein physikalisches Problem ist mathematisch 16sbar, wenn so viele Gleichungen
von der Form (1) gegeben sind, als in das Problem GroéBen a,b,c. .. emgehen

Man kann dann aus diesen Gleichungen durch Auflosung die GroBen a,b,c.
als Funktionen der Zeit ermitteln.

Haben die Gleichungen, wie es im allgemeinen der Fall ist, die Form von
Differentialgleichungen, enthalten sie also auBer den GréBen a,b,c... noch
ihre Ableitungen nach der Zeit, so miissen zur vollstindigen Bestimmung der
Funktionen @ (), b (), ¢ (¢) ... noch die sogenannten ,,Anfangsbedingungen,
d. h. die Werte von @, b, c ... und ihrer Ableitungen nach der Zeit bis zu einer
bestimmten Ordnung zu einer Zeit ¢ = 0 gegeben sein. Ist demnach der ,,Anfangs-
zustand‘‘ eines abgeschlossenen physikalischen Systems gegeben, so kann man
seinen ,,Zustand* zu einer beliebigen spateren Zeit, d.h. die Werte der das
System bestimmenden GréBen a,b,c, ... als Funktionen der Zeit vorausbe-
rechnen.

Das klassische Beispiel fiir ein Problem der oben beschriebenen Art ist die
mathematische Behandlung der Bewegung eines abgeschlossenen Systems von
Massenpunkten. Die klassischen Grundgleichungen der Mechanik haben die
Form von Differentialgleichungen der Gestalt (1) zwischen den Komponenten
der Krifte auf die einzelnen Massenpunkte, den Koordinaten dieser Massen-
punkte und der Zeit. Thre Losung besteht darin, unter.gegebenen Anfangs-
bedingungen, nidmlich Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit der einzelnen
Massenpunkte, die Koordinaten und Kraftkomponenten als Funktionen der
Zeit fiir jeden beliebigen spiteren Zeitpunkt zu berechnen.
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2. GroBen mit abzdhlbar unendlich groBem oder endlichem Wertevorrat.
Diskontinuierlich verinderliche Griofien. Die neue Physik hat erkannt, da@
es auller den kontinuierlich verdnderlichen GroBen noch GroBen anderer Art
gibt, die keinen kontinuierlich unendlich groBen Wertevorrat besitzen, sondern
nur einen abzdhlbar unendlich groBen oder einen endlichen Wertevorrat, die also
nur bestimmter, diskreter Werte a,, @y, @5 . . . fihig sind, die sich durch ganz-
zahlige Indizes numerieren lassen. Beispiele fiir solche Grofen sind u. a. die
Energie eines Atomes oder die Wellenldngen der Spektrallinien eines Emissions-
spektrums, GroBen, die nur eine diskrete Menge von Werten annehmen koénnen,
die sich durch ganzzahlige Indizes numerieren lassen. Aus dieser Tatsache folgt,
daB diese GréBen sich mit der Zeit nicht kontinuierlich d4ndern kénnen, sondern
nur diskontinuierlich in der Form von ,,Spriingen‘ zwischen je zwei Werten ihres
Wertevorrates. Wir konnen sie. daher als ,,diskontinuierlich wverinderliche'
GroBen bezeichnen.

Es hat sich ferner gezeigt, daB sich die Werte von Gré8en a der oben gekenn-
zeichneten Art zwar durch immer weiter gehende Verfeinerung der MeBmethoden
prinzipiell beliebig genau messen lassen, dafl jedoch eine gleichzeitige Messung
der GroBe a und der Zeit ¢t mit volliger Exaktheit nicht moglich ist. Die voll-
kommen exakte Messung von @ schlieBt die Messung von ¢ iiberhaupt aus und
umgekehrt (HEISENBERGsche Unschirferelation). Wir sind daher zwar in der
Lage, die einzelnen Werte des Wertevorrates der GriBe a mit beliebiger Genauig-
keit zu ermitteln, keineswegs jedoch das Gesetz der zeitlichen Aufeinanderfolge
dieser Werte. Diese bleibt, wenn man sich so ausdriicken will, dem ,,Zufall*
iiberlassen; genauer gesagt: sie ist fiir uns nicht durch Messung erfaBbar und
daher ohne physikalische Bedeutung. Eine solche Grofle a ist also durch die
Angabe ihres Wertevorrates a,, a,, a5 . . . bereits vollkommen bestimmt.

In manchen Fillen lassen sich die Einzelwerte des Wertevorrates von a, z. B.
nach ihrer GroBe, in eine einfache Reihe ordnen. Die einzelnen Glieder dieser
Reihe kénnen dann durch einen Index charakterisiert werden, der mit der Num-
mer des Gliedes in der Reihe identisch ist. So kann man z. B. die sogenannten
,ausgezeichneten Werte der Energie £ eines Wasserstoffatoms in einer unend-
lichen Zahlenfolge von der Form

E,EynE,...E,.. —E, @)

anordnen, in der iberall E; > E,_, ist; E, ist dann ein Haufungswert der Folge
(Die ,,Jonisationsenergie).

In manchen Fillen entspricht eine solche Anordnung der Werte von a nicht
den physikalischen Verhéltnissen, vielmehr eine Anordnung, bei der jeder Einzel-
wert von a durch zwei Indizes festgelegt wird. So z. B. kann man die Frequenzen
der Spektrallinien im Wasserstoffspektrum in ein durch zwei Indizes charak-
terisiertes unendliches Zahlenschema

Vi1 V12 Vig - - -
V21 Va2 Va3 - - - (3)

mit dem allgemeinen Glied v, bringen, worin die Indizes m und » alle ganz-
zahligen Werte zwischen 1 und Unendlich annehmen kénnen. Das Schema (3)
heil3t eine ,,unendliche Matriz‘.

Die Zahlenfolge (2) kann man auch als Spezialfall einer Matrix (3) auffassen,
einer solchen namlich, in der alle Glieder mit Ausnahme der ,,Diagonalglieder*
m=mn verschwinden. Die GroBen v,, bilden dann eine einfache Zahlenfolge.
Eine unendliche Matrix, bei der alle Glieder mit Ausnahme der Diagonalglieder
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verschwinden, heiB3t eine ,,Diagonalmatriz'‘. An Stelle von (2) kénnen wir daher
auch die folgende Diagonalmatrix setzen:

2,0 00...
0 B 00...
0 0 EO0... ()

Sind zwei oder mehrere physikalische Gréfen der oben beschriebenen Arten
miteinander verkniipft, sind sie also ,,Funktionen* von einander, so heillt das,
daB zwischen ihren einzelnen Elementen a,, @y, @, . . .; by, by, b, . . .5 €4, €5 C5, - - -
bestimmte Gleichungen bestehen. Die physikalischen Gesetze bestehen demnach
in Gleichungssystemen von der Form

flapagag, ... by,by,bs, ... 5 ¢py6565...) =0, (5)
Die mathematische Losung eines physikalischen Problems besteht dann in der Auf-
16sung der Gleichungssysteme (5), also in der Berechnung der Gréflen ay, by, ¢y, - -

3. Rechengesetze fiir Matrizen. Es zeigt sich, daBl man mit diskontinuierlich
verinderlichen Grofien, deren Wertevorrat sich durch Matrizen nach Art von
(3) darstellen 148t, genau so symbolisch rechnen kann, wie mit kontinuierlichen
Funktionen der Zeit mit unendlich groBem Wertevorrat, wenn man die aus der
Theorie der linearen Gleichungen bekannten Rechengesetze fiir endliche Matrizen
auf die unendlichen Matrizen ibertrigt. Da wir dieselben Regeln auch schon
bei dem Rechnen mit Tensoren kennen gelernt haben, kénnen wir uns hier kurz
fassen. Wir bezeichnen im folgenden eine Matrix stets durch einen fettgedruckien
lateinischen Buchstaben. ‘

Fir die Addition bzw. Subtraktion gilt der Satz: Zwei Matrizen werden
addiert oder subtrahiert, indem man ihre entsprechenden Elemente addiert bzw.
subtrahiert; in Formeln: a-+a’ =b, 6)

was mit dem Gleichungssystem
A S i, k=1, 2, 3,... (N

identisch ist. Aus (6) und (7) folgt, daB fiir die Addition von Matrizen das kom-
mutative und assoziative Gesetz gilt:

at+a =a' +a (8)
a+(a'+a’)=(at+a’)+a". 9)

Eine Matrix wird mit einer ,,Konstanten®, d. h. einer einfachen Zahl multi-
pliziert, indem man jedes Element der Matrix mit der Zahl multipliziert;

c=s.a (10)
ist also gleichbedeutend mit dem Gleichungssystem
Cin="5 . &y 1, £k=1,2,3,... (11)
Fiir diese Multiplikation gilt das distributive Gesetz
s(a+a'+a’'+.—)=sa-t+sa'+sa’+ ... (12)
Unter dem Produkt zweier Matrizen
c=b.a (13)

versteht man jene Matrix, deren Elemente aus denen von @ und & durch die
der Formel (10) des §4 entsprechende Operation der Kombination von Zeilen
und Spalten hervorgeht: ©

Cik :Zbir (20’8 (14)

r=1
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Die symbolische Gleichung (13) ist also mit dem Gleichungssystem (14) fiir alle
i, k=1, 2, 3, ... identisch. Die Multiplikation zweier Matrizen erfiillt, wie man
sieht, zwar das distributive und assoziative, nicht aber das kommutative Gesetz,

die Produkte a.bund b.a

sind im allgemeinen voneinander wverschieden. Ist @.b = b . @, dann nennt man
a und b ,wertauschbar.

Unter einer Potenz a* versteht man das nach der Rechenregel (14) (n-1)-mal
nacheinander gebildete Produkt von @ mit sich selbst.

Als ,,Einheitsmatrix‘‘ bezeichnet man die Matrix

100
(o010
1={001

SO

. (15)

Aus der Regel (14) folgt unmittelbar, dafl das Produkt einer beliebigen Matrix
mit der Einheitsmatrix unabhéngig von der Reihenfolge der Faktoren gleich @
ist, also die Identitdt gilt a.l1=1.a—a. (16)

Unter dem Reziprokwert @~ einer Matrix @ versteht man jene Matrix, die
mit @ multipliziert 1 ergibt, also in Formeln ausgedriickt

a.at=l. 17)

Multipliziert man die Gleichung (17) auf beiden Seiten vorne mit @1, so folgt
wegen der Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes und wegen (16)

alla.at)=(a'. a).al=a.

Die Multiplikation von @~ mit (@~!. @) filhrt also zur Identitit oder der Aus-
druck (@ . a) ist gemiB (16) gleich der Einheitsmatrix. Es gilt demnach in Er-
ganzung zu (17) at.a=l. (18)

Aus den oben definierten Grundoperationen fiir das Rechnen mit Matrizen
kann man nun durch eine endliche Anzahl von Kombinationen jede algebraische
Funktionsbeziehung zwischen gewshnlichen skalaren GroBen in eine solche zwischen
Matrizen iibertragen, und durch eine unendliche Anzahl von Kombinationen
auch jede analytische transzendente Funktionsbeziehung. Die physikalischen
Gesetze zwischen GréBen, die sich durch Matrizen ausdriicken lassen, haben
dann in Analogie zu (1) die Form von Gleichungen der folgenden Gestalt:

f(a,b,¢c,...) =0, (19)

worin nun aber @, b, ¢ . . . Matrizen sind. Ein wesentlicher Unterschied zwischen
den Gleichungen (1) und (19) liegt allerdings in der Nichtkommutierbarkeit des
Produktes zweier Matrizen, die, wie wir spéiter sehen werden, auch einen tief-
greifenden physikalischen Unterschied bedeutet.

Erwihnt moége noch werden, daf sich auch die Differentiation von Matiix-
funktionen in geeigneter Weise definieren 148t, wenn man die Formeln fiir die
Differentiation eines Produktes auf Matrizen iibertrigt.
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Drittes Kapitel.
Theorie der Felder.

8§ 6. Skalarfelder und Vektorfelder.

1. Definitionen und hydrodynamisches Modell. Unter einem ,,Skalarfeld* ver-
stehen wir die Zuordnung einer skalaren GréBe ¢ zu den Punkten des Raumes,
derart, dafl diese GroBe in jedem Punkte mit dem Radiusvektor r und den Ko-
ordinaten z, y, z einen bestimmten Wert hat. Analytisch ist demnach ein Skalar-
feld durch die Angabe einer Funktion ¢ (r) oder ¢ (=, y, z) bestimmt. Das Feld
kann entweder zeitlich unveranderlich oder zeitlich verdnderlich sein; im zweiten
Fall enthilt die Funktion @ noch die Zeit explizite. Physikalische Beispiele fiir
Skalarfelder sind: Dichte, Temperatur und Druckverteilung in der Atmosphire.

Unter einem ,,Vektorfeld versteht man die Zuordnung einer VektorgroBe v
zu den Punkten des Raumes, derart, da8 b, bzw. seine Komponenten v,, v,, v,
in einem Punkte mit dem Radiusvektor r bestimmte Werte haben. Analytisch
ist also ein Vektorfeld durch die Angabe der Vektorfunktion v () oder v (2, ¥, 2)
bestimmt. Tst speziell b von r unabhingig, dann heiflt das Vektorfeld ,,homogen.
Auch ein Vektorfeld kann zeitlich konstant oder verénderlich sein. Im letzteren
Falle enthilt die Funktion v die Zeit explizite. Unter der Ableitung des Feld-
vektors nach den Koordinaten bzw. nach der Zeit wollen wir stets einen Vektor
verstehen, dessen Komponenten gleich den Ableitungen der Komponenten des
Feldvektors nach den Koordinaten, bzw. der Zeit sind.

Die wichtigsten physikalischen Vektorfelder sind die ,,Stromungsfeldert und
die ,,Kraftfelder<. Ein Strémungsfeld kann durch die Strémung einer den Raum
kontinuierlich erfiillenden Fliissigkeit dargestellt werden, indem man als Stro-
mungsvektor in einem Punkte des Raumes jenen Vektor definiert, dessen Rich-
tung mit der Richtung der Strémung in diesem Punkte tibereinstimmt und dessen
Betrag gleich jenem Flissigkeitsvolumen ist, das durch eine senkrecht zur
Stromungsrichtung gelegte Fliche vom Flicheninhalt Eins in der Zeiteinheit
hindurchstrémt. Unter den ,,Stromungsliniens eines Stromungsfeldes versteht man
jene Kurven, deren Tangenten in jedem ihrer Punkte die Richtung des Stro-
mungsvektors in diesem Punkte haben. Wir werden im folgenden zur leichteren
Veranschaulichung der allgemeinen Sitze iiber Vektorfelder oft von ihrer Dar-
stellung durch Stromungsfelder Gebrauch machen.

Unter einem Kraftfeld versteht man ein Vektorfeld, dessen Feldvektor den
Charakter einer Kraft hat. Das Analogon der Strémungslinien sind in diesem
Falle die ,,Kraftlinien‘. Beispiele fiir Kraftfelder sind das Schwerefeld, das elek-
trische und das magnetische Kraftfeld.

2. Das wirbelfreie Feld. Unter einem wirbelfreien Feld versteht man ein
Vektorfeld v (%, 9, 2), dessen Komponenten sich aus einem skalaren Feld ¢
(z, y, 2) durch Differentiation nach den Koordinaten gewinnen lassen:

Yy ==— —g%, vyz———gz—, vzz——%. (1)
Die GréBe ¢ nennen wir ein skalares ,, Potential” und den Vektor v, dessen Kom-
ponenten die partiellen Ableitungen eines skalaren Potentiales nach den Koordi-
naten sind, bezeichnen wir als den ,,Gradienten* dieses Potentiales. Symbolisch
schreiben wir ihn: grad ¢ (ausgesprochen: Gradient ¢). Es gilt daher
grad g =i 58 +i 50 + 150 @)
und die Gleichungen (1) lauten in Vektorform geschrieben:

b =-—grad ¢. 3)
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Fiihrt man den symbolischen Vektor I/ (sprich: ,,Nabla‘“) durch die Definition
. 0 . 0 a

17:15;'?"1—37—‘“{—3—; (4)

ein, so kann man die rechte Seite von (2) als Produkt des Vektors [/ mit dem
Skalar ¢ auffassen und daher g an Stelle von grad ¢ schreiben. Mit Benutzung
dieser symbolischen Schreibweise wird aus (3)
v=—Fg¢. (5)
Hiéngt ¢ auBer von den Koordinaten des Aufpunktes , y, z noch von den
Koordinaten eines zweiten Punktes &, », { derart ab, da ¢ =¢ (x—§&, y—n, 2—)
ist, dann kann die Operation ¥ durch Differentiation nach z, ¥,z gemaB (4) oder
auch durch Differentiation nach &, 7, { definiert werden, in welchem Falle wir sie
mit I’ bezeichnen wollen. Wegen

o9 %9 09 __ %9 09 __ 3¢
ox  9&° 8y  @n’ @z ¢
gilt in diesem Falle die Indentitéit
Vp=—Fg. (6)

Der geometrische Ort der Punkte gleichen Potentials heiit eine »Aquipotential -
oder ,,Niveaufliche. Die Schar der Aquipotentialflichen ist durch die Gleichung
@ =const
gegeben. Da die Richtungscosinus der Normalen auf eine Fliche dieser Schar
den Grofen Sz’ ZZ , Zz proportional sind, steht der Vektor grad ¢ in jedem

Punkte auf der durch diesen Punkt hindurchgehen-
den Niveaufliche senkrecht. Nach (3) bilden daher
die Strémungslinien die orthogonalen Trajektorien
zu der Schar der Aqulpotentla]fla.chen

Wir denken uns nun eine Kurve im Raume $
konstruiert (Abb. 5), auf der die Entfernung eines
Punktes P vom Ausgangspunkte O durch die Bogen-
linge s gemessen werde. s ist dann eine gegebene
Funktion von @, y, 2. Das Bogenelement nennen
wir ds, seine Projektionen auf die Achsen dz, dy, dz. Unter der Komponente v,
von b in der Richtung s in irgend einem Punkte P der Kurve verstehen wir die
Projektion von v auf die Richtung der Tangente der Kurve in P, also nach

§ 3,5. das innere Produkt von 9 mit dem Einheitsvektor in der Richtung der

Tangente. Seine Komponenten sind offenbar Zw, Zz g5 , da diese GréBen den

N

4
Abb. 5.

Projektionen von ds auf die Achsen proportional smd und die Quadratsumme
Eins haben. Es ist daher nach (1) und (14) § 3
o9 dux o9 dy Op dz do
= (grad p); =75 ds]+ 9y ds e a5~ ds (7)
Die Komponente von grad ¢ in der Richtung s erhilt man also einfach, indem
man die Ableitung von ¢ nach s bildet.
Verbindet man zwei Punkte P; und P, durch eine beliebige Kurve ¢ und
erstreckt lings dieser das Linienintegral
2
gvsds,
1
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so erhdlt man nach (7)

2
S S LA PR— ®)

Der Wert des Integrals ist also gleich der Differenz der Potentialwerte im An-

fangs- und im Endpunkt und daher von der speziellen Wahl der Kurve ¢ unab-

7 y héngig. Verbindet man P, und P, durch eine zweite Kurves’,

so ist der Wert des lings ¢’ erstreckten Linieninfegrals

ebenfalls gleich dem Ausdruck (8). Bildet man schlieBlich

=7 das Linienintegral auf dem geschlossenen, durch die Pfeile

in Abb. 6 angedeuteten Wege, also lings ¢ von P; nach

P, und lings ¢’ von P, nach P,, so ist sein Wert ge-
méil (8) gleich Null; wir schreiben dies:

@ v, ds=0. (9)

Die Satze (8) und (9), die ausdriicken, da8 das Linienintegral der Tangential-
komponente des Feldvektors zwischen zwei Punkten vom Wege unabhingig und
nur von der Lage der Endpunkte abhingig ist und daf das Linienintegral iiber
jeden geschlossenen Weg verschwindet, charakterisieren ein ,,wirbelfreies Feld:. Die
Bezeichnung ist im Hinblick auf das Gesetz (9) gewdhlt, das man auch so aus-
driicken kann, daf in einem solchen Felde keine geschlossenen Stromlinien
existieren konnen; in der Tat hat ldngs einer Stromlinie der Integrand von (9)
immer dasselbe Vorzeichen, das Integral kénnte also nicht verschwinden, wenn
es langs einer Stromlinie erstreckt wiirde. Geschlossene Stromlinien aber wiirden
ein Kreisen oder Wirbeln der Flissigkeit bedeuten, deren Strémung durch v
dargestellt wird. Nach den Entwicklungen dieser Ziffer ist jedes aus einem
Potentialfeld gemafl (3) abgeleitete Vektorfeld wirbelfrei und umgekehrt.

3. Quellen und Senken. Ergiebigkeit von Quellen. Wir sahen oben, da8 in
einem wirbelfreien Feld keine geschlossenen Stromlinien existieren. Jede Strom-
linie mufl daher einen Anfang und ein Ende haben. Den Anfang einer Strom-
linie, den Punkt also, wo sie ,,entspringt*, nennen wir eine ,,Quelle’‘ des Vektor-
feldes, ihren Endpunkt, oder jenen Punkt, wo sie ,,versiegt’, eine ,,Senke‘.
In einem Quellpunkt tritt sozusagen ,,aus der vierten Dimension‘‘ Fliissigkeit
zutage, die, nachdem sie eine Zeitlang lings einer Stromlinie gelaufen ist, in
einer Senke wieder in die vierte Dimension verschwindet.

Unter der ,,Ergiebigkeit’ einer Quelle versteht man jene Fliissigkeitsmenge,
die in der Zeiteinheit von der Quelle geliefert wird. Der Hinfachheit des Aus-
drucks halber wollen wir im folgenden Quellen und Senken gemeinsam mit dem
Ausdruck ,,Quellen bezeichnen und darunter Quellen im eigentlichen Sinne
verstehen, wenn ihre Ergiebigkeiten positiv smd und Senken, wenn sie negativ
sind.

Die Q,uellen kénnen entweder als einzelne Quellpunkte diskontinuierlich
iiber das Feld verteilt sein oder das ganze Feld (bzw. einzelne, endliche Gebiets-
teile desselben) kontinuierlich erfiillen. Im ersten Fall muB3 die Ergiebigkeit jedes
einzelnen Quellpunktes einen endlichen Wert haben ; wir bezeichnen im folgenden
die Ergiebigkeit des k-ten Quellpunktes mit 4sme,,.

Sind die Quellen kontinuierlich verteilt, dann muB natiirlich, damit aus

Abb. 6.

- einem endlichen Gebiet nur eine endliche Fliissigkeitsmenge entspringt, jeder

einzelne Quellpunkt eine verschwindend kleine Ergiebigkeit besitzen. Eine fiir
den betreffenden Punkt charakteristische GréBe kénnen wir jedoch gewinnen,
wenn wir um den Punkt ein endliches Gebiet abgrenzen und die Fliissigkeits-
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menge, die pro Zeiteinheit von allen Quellen im Innern des Gebietes insgesamt
geliefert wird, durch das Volumen des Gebietes dividieren. Den Grenzwert dieses
Ausdruckes fiir verschwindend kleine GebietsgroBe nennen wir die ,,Divergenz‘
des Vektorfeldes. Nach ihrer Definition ist sie in einem gegebenen Vektorfeld
eine skalare Ortsfunktion. Wir schreiben dies symbolisch in der Form

div v =4mnp (z, y, 2). (10)

Die skalare Ortsfunktion o (%, y, z) nennen wir die (rdumliche) ,,Dichie’‘ der
Quellen. Ist im ganzen Raume ¢ = 0, dann nennen wir das Feld ,,quellenfrei‘.

Es kann schlieBlich noch vorkommen, daf die Quellpunkte im Raume zwar
kontinujerlich dicht liegen, aber hiebei auf ein bloB zweidimensionales Gebilde,
eine Fliche beschrinkt sind. In diesem Falle ist natiirlich iiberall ¢ = 0. Um
" die Ergiebigkeit in einem Punkte der Quellenfliche zu charakterisieren, gehen
wir analog wie oben vor, indem wir um den betreffenden Punkt auf der Fliche
ein Flichenstiick abgrenzen, die im Uberschu8 aus diesem Flichenstiick in den
umgebenden Raum pro Zeiteinheit ausflieBende Fliissigkeitsmenge durch den
Flacheninhalt des Flichenstiickes dividieren und zur Grenze fiir ein verschwin-
dend kleines Flachenstiick iibergehen. Die so gewonnene GriBe nennen wir die
»»Flichendivergenz'‘. Bezeichnet v, die ,,Normalkomponente’* von b in einem
Punkte der Quellenfliche, das heilt die Komponente von v in der Richtung
der von der Fliche wegweisenden Normalen auf die Fliche, dann ist die pro
Sekunde von einem Flichenstiick der GroBe Eins der Quellenfliche abstrémende
Fliissigkeitsmenge gleich der Summe der GréBen v, fiir die beiden Seiten der Fliche,
also- gleich v,;+ v,,, wenn wir ihre beiden Seiten mit den Indices 1 und 2 be-
zeichnen. Dies ist aber nach der obigen Definition die Flichendivergenz. Auf
der Fliche ist sie eine skalare Funktion des Ortes, auBerhalb der Fliche hat
sie den Wert Null. Wir schreiben dies in der Form:

V1 Ve =470 (2, ¥, 2) (11)

und nennen die Ortsfunktion - (2, y, 2) die ,,Fldichendichte’ der Quellen.

4. Differentialausdruck fiir die Divergenz. Um die Divergenz eines Vektor-
feldes in einem seiner Punkte aus dem Feldvektor
b zu berechnen, errichten wir in seiner Umgebung z
ein kleines Parallelepiped mit den Kantenléngen a,
b, ¢, die zu den Koordinatenachsen parallel sein
moégen. Wir verschieben ferner das XKoordinaten-
system so, dafl sein Ursprung mit einem Eckpunkt c
des Parallelepipedes zusammenfillt (Abb. 7). Den
Wert von p im Koordinatenursprung nennen wir 9,
"und nehmen an, daB sich v in der Umgebung von O in
eine TavLORsche Reihe entwickeln 14B8t. Sind @, b, ¢
geniigend klein, dann kann man unter Vernach-
lassigung von GroBen, die von hoherer Ordnung Abb. 7.
klein sind, schreiben

v=met (Gl (G )+ 12

Durch ein Flichenelement dF der yz-Ebene fliet pro Zeiteinheit in der
Richtung der positiven x-Achse die Fliissigkeitsmenge

o (55 )5
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Durch das im Abstande a gegeniiberliegende Flichenelement flieBt in derselben
Richtung die Fliissigkeitsmenge

oot (52 + () (5 v

ox

Die Differenz dieser beiden Ausdriicke

( aa”;)oadﬁ’,

iiber das Rechteck bc¢ integriert, ergibt

0,
( P )()a be.

Dies stellt offenbar den Uberschu8 der aus dem Parallelepiped in der Richtung
der positiven z-Achse ausstromenden Fliissigkeit iiber die einstrémende dar.

Bildet man die analogen Ausdriicke fiir die Komponenten der Fliissigkeits-
strémung in der y- und in der z-Richtung und addiert alle drei Ausdriicke, so
erhilt man bis auf GréBen, die von hoherer Ordnung klein sind, genau den
Gesamtiiberschul der aus dem Parallelepiped in der Zeiteinheit austretenden
iiber die eintretende Fliissigkeitsmenge

0, 0vy ov,
(()o+ (55 )t (52,
Dividiert man (13) durch das Volumen abc des Parallelepipedes und geht
zur Grenze fiir verschwindend kleine a, b, ¢ iiber, so erhélt man definitionsgemi
fir die Divergenz von b im Punkte 0 den Ausdruck in der eckigen Klammer
von (13). Da die obige Ableitung offenbar von der speziellen Wahl des Punktes O

als Koordinatenursprung unabhéngig ist, ergibt sich fiir div b der Differential-
ausdruck

abc. (13)

divy =% 1 3”" + 2%, (14)

den man mit Benutzung des Operators (4) auch als inneres Produkt von I und o
schreiben kann: div o =V . v. (15)

5. Einige einfache auf den Operationen grad und div beruhende Formeln.
a) Aus der Definitionsgleichung (2) des Vektors grad ¢ folgt unmittelbar die
Additionsformel

’ re '6 ! !’ L : 6 Y " LY
grad(p - ¢/ + ¢+ ..)=1 (<P+<p-la-gzﬁ+ )—l—l (¢+¢g;+ )+

a 7 r’ . ’ 17}
¥ (‘P+‘P-|a;z¢‘ +..) grad ¢+-grad ¢’ +grad "'+ ... . (16)

b) Ist r der Betrag des Radiusvektors
Pl =V E A,

dann gilt nach (1)

_or _ w _or _y —_or_ =
gradmr——%—7, grad, r = ay = r’ grad, r = 22 1 (17)

und daher nach (2) grad r = —} 18y

Ferner gilt grad —71‘« =———T1—2 grad r =— ria (19)
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¢) Aus der Formel (14) fiir die Divergenz folgt das Additionstheorem

> ! 1 a 7 12 a 7 r 1
div (040 ) = a0 0 ) e )
+ % (0,0, v, + .. )= div 0 div v’ div 0"+ . . . (20)
d) Die Divergenz des Radiusvektors 1 ist nach (14)
. dw oy o8

e) Fiir die Divergenz des Produktes aus einem Vektor a und einem Skalar ¢
erhalten wir
0 (‘P aa:) + 0 ((p ay) + a (‘paz)

div (pa) =
_ 4 Ody aa é?a,z
—(amamwy - zaz)+ (G + 5 + 5
=qagrad ¢ 4 (ple a. (22)
f) Aus den Formeln (3) und (14) erhz‘a',lt man
o2

div (grad ¢) = amz + byt + azz

Nach (15), (4) und (5) kann man fiir (23) auch schreiben
V.(Vp)=V2p=A¢ (Sprich: Delta-p), (24)

wenn man unter [2 oder (iiblicher) 4 den folgenden Differentialoperator (LAPLACE-
schen Operator) versteht:

Prag—_% 4 & | & (25)
oy oz2"

Wir wollen nun sehen, welche Gestalt der Ausdruck A¢ annimmt, wenn ¢
die Forderung der Kugelsymmetrie erfiillt, das heift, wenn der Wert von ¢ in
einem Punkte mit den Koordinaten z, y, z nur vom Abstande r dieses Punktes
vom Koordinatenursprung abhéingt, also eine Funktion von 7 allein ist. In diesem
Falle wird op _dp or _dp m

ox ~ dr ox ~ dr r
otp  d*¢p «f de 1 do x2

oz drz r? ar r dr r®

6w~

2o g
52 - Die Summe dieser drei Ausdriicke
. Y 0z
ergibt & a \ . .
__ o9 Gt9fe ®__ Y
A drz( + + )+d¢(1 38 18 r‘*)
2 d(p
d'r2 t r ar’ (26)

Erfiillt statt dessen ¢ die Forderung der Zylindersymmetrie um die z-Achse,
das heiBt hingt ¢ nur vom Abstande /™ = 1/902+ %% von der z-Achse ab, dann

erhélt man analog wie oben ( g‘:
1 d(p
do= d'r'2 + Y dr 27)

Wir behandeln schlieBlich noch den Fall, daBl ¢ von z und 7' unabhingig
und nur vom Winkel & zwischen 7" und der z-z-Ebene abhingig sei. Wegen
op 0@ 09 dp do 09
9z 09 ox’ oy 49 oy
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folgt zunéchst
o= ot oy = arlaa) + (5)]+ 28l + 55 o

oy?
Wegen & = arctgy/z, r2=a?+ 4> folgt weiter
o8 1 ¥ Y o9 1 1_ =z
ow  L+4+y¥z® w2/ 2 Gy 1+ yu w1t 29)
249 2my . 2%y (
axt oyt
Einsetzen von (29) in (28) ergibt schlieBlich
1 d*g

6. Der GauBsche und der Greensehe Satz. Einen in der theoretischen Physik
sehr hiufig gebrauchten Integralsatz kann man aus den obigen Entwicklungen
durch die folgende Uberlegung gewinnen:

Nach der in 3. gegebenen Definition der Divergenz ist das iiber ein endliches
Volumen des Feldes erstreckte Volumenintegral

SSSdivde (31)

gleich der Fliissigkeitsmenge, die in der Zeiteinheit in diesem Volumen ent-
springt, also gleich dem UberschuB der aus dem Volumen austretenden uber
die eintretende Flissigkeitsmenge.

Ist v, die nach auBen weisende Normalkomponente in einem Punkte der
Oberfliche des Volumens, dann ist »,dF die durch ein Flichenelement dF der
Oberfliche pro Zeiteinheit nach aufien stromende Fliissigkeitsmenge. Daher
ist der GesamtiiberschuBl der austretenden iiber die einstromende Flissigkeit
gleich dem Flichenintegral dieses Ausdruckes iiber die ganze Oberiliche des

Gebietes
| [raar. (32)
Die Gleichsetzung der Ausdriicke (31) und (32) liefert
SggdivndeggvndF. (33)

Die Gleichung (33) fithrt den Namen ,,Gaussscher Saiz*.
Macht man speziell fiir b den Ansatz

b=y grad p—p grad y, (34)

worin @ und y beliebige skalare Ortsfunktionen sein sollen, dann erhalt
man mit Beniitzung der Formeln (22) und (23)

divo=yAdop—pdy (35)
und wegen (7) o)
=230 g 2L, (36)
Einsetzen der Ausdriicke (35) und (36) in die Gausssche Formel (33) ergibt
die Beziehung 8o
SSS(%A‘P"“PA%)‘W':SS(M qvan)dF (37)

die als ,,GREENScher Saiz*‘ bekannt ist.
Der Gausssche und der GREENsche Satz kénnen dazu dienen, Volumenintegrale
in Flachenintegrale zu verwandeln und umgekehrt.
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§ 7. Wirbelfreie Felder; Potentialtheorie.

1. Berechnung des wirbelfreien Vekiorfeldes aus seinen Quellen. Wir be-
trachten nun in den folgenden Ziffern speziell ein wirbelfreies Vektorfeld v (z, v, 2),
das sich nach § 6, 2. stets von einem Potential ableiten 14B8t. Die theoretische
Bebandlung der wirbelfreien Vektorfelder bildet den Inhalt der Potential-
theorie. Eine ihrer wichtigsten Aufgaben besteht darin, das Vektorfeld zu be-
rechnen, wenn die Verteilung und Ergiebigkeit seiner (punktférmigen, flichen-
baften und rdumlich verteilten) Quellen bekanut ist.

Dafl diese Aufgabe eindeutig losbar ist, kann man leicht zeigen. Gibe es
nidmlich zwei voneinander verschiedene, wirbelfreie Felder ©, und b, mit den
gleichen Quellen, dann wire [gemafB (16)§ 6] auch 9 =b,—9, ein wirbelfreies
Feld, dessen Quellen offenbar im ganzen Raum die Ergiebigkeit Null haben
miiBten, das also gleichzeitig quellenfrei wire. Ein solches Feld kann es aber
nicht geben, da seine Stromungslinien weder in sich geschlossen sein kdnnten,
noch einen Anfangs- und einen Endpunkt haben diirften. Es kann also tat-
séchlich, wie behauptet wurde, nur eine Losung v (z, y, 2) geben, die der vor-
gegebenen Quellenverteilung geniigt.

Aus der Lésung p kann man dann das Potential ¢ (, ¥, 2) nach (3) § 6 bzw.
(1) §6 durch eine einfache Quadratur finden, bis auf eine willkiirliche und un-
wesentliche additive Konstante, die man gewshnlich so bestimmt, dafl ¢ im
Unendlichen verschwindet.

2. Systeme diskreter Quellpunkte. Wir suchen nun zunichst die Losung
der unter 1. umschriebenen Aufgabe fiir den einfachsten Fall, wo nur eine einzige
punktférmige Quelle von der Ergiebigkeit 4me im Koordinatenursprung vor-
handen ist. Aus Symmetriegriinden erhellt, daB ¢ nur von der Entfernung r
vom Quellpunkt abhingen kann. Die Niveauflichen sind also Kugelflichen
mit dem Quellpunkt als Mittelpunkt und der Vektor p hat nach §6,2. iiberall
die Richtung des Radiusvektors. Durch jede Niveaufliche muB in der Zeit-
einheit die Fliissigkeitsmenge 4me flieBen (da ja nur die eine Quelle vorhanden
ist); anderseits ist diese Menge durch b ausgedriickt gleich 4772 . 9. Die Gleich-
setzung beider Ausdriicke liefert fiir v die Gleichung

o] = v, = 55 1)

Nach (7) § 6 ergibt sich hieraus fiir das Potential eines einzigen Quellpunktes

e
¢=—Sv,dr=7,

wenn man die Integrationskonstante so wahlt, daB ¢
im Unendlichen verschwindet.

Hat das Feld, statt eines einzigen Quellpunktes n
Quellpunkte mit den Ergiebigkeiten 4 me;,, 4me,, ...,
4 ze,, dann kann man es durch Superposition von n
Feldern konstruieren, deren jedes nur einen einzigen
Quellpunkt aufweist. Das Potential ¢ mull sich dann
wegen (16) §6 additiv aus den Potentialen der Be-
standteile zusammensetzen, die Formeln von der Ge-
stalt (2) gentigen. Wir erhalten daher fiir ¢ die Formel

Abb. 8.
n
e
g=2"r 3)
k=1

worin 7, den Abstand des ,,Aufpunktes‘‘ P vom k-ten Quellpunkte bedeutet (Abb. 8).
Fiirth, Theor. Physik. 3
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Um aus ¢ das Vektorfeld v abzuleiten, hat man nach (3) § 6 den Gradienten
zu bilden, wobei man die Koordinaten der Quellpunkte als unverdnderlich an-
sieht und nach den Koordinaten des Aufpunktes gemiB (1) § 6 zu differentiieren
hat. In der Folge werden wir auch mitunter eine Gradientenbildung bei festgehal-
tenem Aufpunkt und variablem Quellpunkt vornehmen. Da ¢ ersichtlicherweise
von den Koordinaten von Aufpunkt und Quellpunkt in der unter § 6, 2., Abs. 3
beschriebenen Art abhingt, gilt gemdB den Formeln (5) und (6) daselbst, wenn
wir die erste Art der Gradientenbildung durch den Index a, die zweite durch
den Index g kennzeichnen:

grad, o=V o, grad, p=V' ¢ =—VF @ =—grad, ¢. o)

Wir betrachten nun (Abb. 9) speziell zwei Quellen von gleicher und entgegen-

gesetzter Ergiebigkeit 4me und —4me, die voneinander den Abstand ! haben.
Wir wollen ein solches Gebilde als ein ,,Quellenpaar® be-

P zeichnen. Sind r, und 7, die Abstéinde der beiden Quellpunkte
vom Aufpunkt P, dann ist dasPotential ¢ nach (3) gleich

1 1 1 1

e e Ty 1 T2
Den Vektor m, dessen Betrag gleich m ist und der von der
Senke zur Quelle weist, nennen wir das ,,Moment des Quellen-
€ paares.
Abb. 9. Vermindert man den Abstand ! der Quellen bei gleich-
zeitiger Vergroferung von e derart, daB das Moment konstant
bleibt, so kommt man im Grenzfalle mit verschwindend kleinem I zu einem
Gebilde, das man ,,Doppelguelle’ nennt. Nach (5) gilt fiir das Potential der
Doppelquelle gem#B der Definition des Gradienten in § 6, 2., wenn man be-
denkt, da bei der Gradientenbildung der Aufpunkt festgehalten wird und die
Formel (4) beriicksichtigt:

1 1

(pzm.ﬁm#"l:m.gra,dqi=—m.gradai, (6)
1=0 r r
worin 7 die Entfernung des Aufpunktes von der Doppelquelle bedeutet. Mit
Beniitzung der Formeln (17) §3 und (19) §6 ergibt sich hieraus weiter

m.r

¢ =53 =—:;n2—cos(mr). (7)

3. Flichenhaft verteilte Quellen. Zu dem Fall kontinuierlich flichenhaft
verteilter Quellen kann man durch einen Grenziibergang aus (3) gelangen, indem
man jedes Flichenelement dF der Quellenfliche als Quelle mit der Ergiebigkeit
dne, =4nwdF auffaft und die Summe mit kontinuierlich unendlich vielen
Gliedern durch das Flichenintegral iiber die ganze Quellenfliche ersetzt:

r

r ist hiebei der Abstand von dF zu dem wihrend der Integration festgehaltenen
Aufpunkte P.

Wihrend das Potential gemifB (6) beim Durchgang durch die Quellenfliche
seinen Wert stetig dndert, erleidet der Feldvektor b =grad ¢ beim Durchgang
durch die Fliche gemif8 Gleichung (11) § 6 einen Sprung seiner Normalkompo-
nente vom Betrage 4 mw.
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Belegt man zwei parallele Flichen derart mit Quellen, daB in je zwei einander
gegeniiberliegenden Punkten die gleiche und entgegengesetzte Flichendichte w
herrscht und verkleinert man bei gleichzeitiger Vergroflerung von @ den Ab-
stand 7 der Flichen derart, daB das Produkt = ! konstant bleibt, dann erhilt
man im Grenzfall von verschwindend kleinem I ein Gebilde, das als ,,Doppel-
schicht* bezeichnet wird. 1 heiBt das ,,Momenit*“ der Doppelschicht.

Jedes Flichenelement der Doppelschicht kann man als Doppelquelle vom
Moment ndF . n auffassen, wenn n den von der negativen zur positiven Seite
der Doppelschicht weisenden Normalvektor der Linge Eins bedeutet. Nach (7)

ist ihr Potential in dem Aufpunkte P gleich 1°2& 0
Nun ist, wie aus der Abb. 10 ersichtlich ist, cos (¢ 1) dF die Projektion von dF

auf eine zu t senkrechte Ebene und daher w
Winkel d Q, unter dem das Flichenelement dF

dem Beschauer in P erscheint. Durch Integra- —\+
tion iiber die ganze Doppelschichtflache folgt
demnach fiir ihr Potential im Aufpunkte P

die Formel: — S"?dg’ ©)

und zwar mit positivem Vorzeichen, wenn die
Doppelschicht dem Beobachter in P die posi-
tive Seite zukehrt und mit negativem Vor-
zeichen im entgegengesetzten Falle.

Néhert man sich dem Punkte @ der Fliche
von der positiven Seite her, so konvergiert
das zum Flichenelement dF in @ gehérige d Q2 gegen 27, alle anderen d £2
konvergieren gegen Null; der Wert des Potentials in @ ist also gleich 2 7.
Nihert man sich dem Punkte @ jedoch von der negativen Seite her, so kommt
man mit Hilfe derselben Uberlegung zu dem Werte —2z7 fiir das Potential in Q.
Das Potential g erleidet also beim Durchgang durch die Doppelschichtfliche einen
Sprung vom Betrage 477, wenn man sich in der Richtung des Momentes bewegt.

Wir nennen eine Doppelschicht ,,homogen‘‘, wenn  auf ihr iiberall den gleichen
Wert besitzt. Nach (9) ist das Potential einer solchen Doppelschicht gleich

p=4n9, (10)
worin 2 den riumlichen Winkel bedeutet, unter dem die Fliche dem Beobachter
im Aufpunkte erscheint.

Ist die Doppelschicht in sich geschlossen (Abb. 11), dann kann man sie sich
aus zwei Héilften zusammengesetzt denken, die
beide, von einem auBlen gelegenen Punkte aus
gesehen, unter dem gleichen 2 erscheinen und
von denen die eine dem Beobachter die positive,
die andere die negative Seite zukehrt. Nach (10)

gleich dem rdumlichen

Abb. 10.

ist daher dasPotential in einem Punkte P aufer-
halb der Flache stets gleich Null. Fiir jeden im
Innern der Fliche gelegenen Punkt hingegen ist
Q =4 7; das Potential im Innern der Fliche ist
daher konstant gleich 4-4 77, wobei das obere
Vorzeichen gilt, wenn die Fliche innen positiv
ist. Beim Durchgang durch die Fliche &ndert
sich der Wert von ¢ sprunghaft um den Betrag 477, wie es nach dem
Gesagten auch sein muB.

Abb. 11.

3*



36 Theorie der Felder.

4. Réumlich verteilte Quellen. Die Poissonsche und die Laplacesche Gleichung.
Das Potential raumlich verteilter Quellen mul} wegen (3) §6 und (10) §6 der Diftfe-
rentialgleichung div grad g = —4 70

geniigen, die wegen (23) §6 und (24) § 6 ausfiihrlich geschrieben lautet:

A L ATk S (11)
7= 3 x? 2 y? 0 z2 - e
Die Gleichung (11) heifit die ,,PorssoNsche Gleichung*; sie 16sen heilit, bei ge-
gebener Funktion g (%, y,2) in jedem Punkte des Feldes ¢ berechnen. Ist in
einem geschlossenen Raumgebiet iiberall o = 0, dann gilt dort die Differential-
gleichung: ot 22g
do= 3w2+3y2+322_—0 (12)
die ,,LapracEsche Gleichung*.
In Analogie zu (3) und (6) werden wir schlieBen, daf sich das Potential réum-

lich verteilter Quellen aus ihren Dichten g (%, ¥, 2) durch das iiber den ganzen
Raum erstreckte Volumenintegral

-

ausdriicken 146t, worin » den Abstand des bei der Integration fixen Aufpunktes
vom Volumenelement d ¥V bedeutet.

Daf der Ausdruck (13) tatsdchlich eine Lésung der PorssoNschen (Gleichung ist,
kann man zeigen, wenn man auf ihn die Operation 4 ausiibt, die Reihenfolge
von Differentiation und Integration vertauscht und Formel (4) beriicksichtigt:

Aqa:ASSSQ‘W:-Ssgdivgrada(%)dv. (14)

r

Die Integration in (14) ist bei festgehaltenem Aufpunkte P iiber das gesamte
Raumgebiet zu erstrecken, in dem die Dichte ¢ von Null verschieden ist. Nach
dem Gawvssschen Satz kann man diese riumliche Integration durch eine Inte-
gration iiber eine oder mehrere Flichen erstrecken, die das erwidhnte Raum-
gebiet vollkommen umschlieBen. Beniitzt man als Begrenzungsflichen zwei
konzentrische Kugelflichen mit P als Mittelpunkt und wihlt die duBere Kugel
so groB3, daf} sie das gesamte Quellengebiet umfaBit und an ihrer Oberfliche g
iiberall verschwindet- und 138t die innere Kugel mit dem Radius R gegen Null

konvergieren, dann verschwmdet offenbar das Flichenintegral von grad, (s)

erstreckt iiber die auBere Kuge]ﬂache und aus (14) wird

Ap = —lim S Sgradn (u) dF. (15)
R=0 r
R
Hierin ist nun fir grad,, —) zu setzen: —-% T) da die nach auflen weisende
Normale auf die Fliche die Richtung —r hat. (15) geht daher iiber in
do 1 .
Ag— Iltlfr(l)gSar(r>dF—}z1n(1)SS[(aT)rﬂRR ]dF_ 4mg, (16)

die Porssonsche Gleichung (11) ist also in der Tat erfiillt.

Da wir ferner in 1. gezeigt haben, daB3 die Lésung des Potentialproblems
eindeutig ist, folgt, dal die Formel (13) die Losung der Aufgabe darstellt, das
Potential eines wirbelfreien Vektorfeldes aus der Dichte seiner rdumlich ver-
teilten Quellen zu berechnen.
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5. Riumlich verteilte Doppelquellen; Polarisation. Ist ein System konti-
nuierlich rdumlich verteilter Quellen so beschaffen, daB die Ergiebigkeit jedes
einzelnen Volumenelementes gleich Null ist, d. h. die Summe der Ergiebigkeiten
aller darin enthaltenen Quellen und Senken gleich Null ist und seine Wirkung
nach auBlen dquivalent mit der einer Doppelquelle, dann haben wir ein System
kontinuierlich rdumlich verteilter Doppelquellen vor uns. Wir setzen das Moment
des Volumenelementes gleich 3¢ d V. Der Vektor M, das ,,Moment der Volumen-
einheit”, fithrt den Namen ,,Polarisation‘. Durch die Angabe des Vektorfeldes
M (x, y, 2) ist das System eindeutig bestimmt.

Um das Potential ¢ und damit das Vektorfeld v eines Systems der beschriebe-
nen Art zu finden, kénnen wir von der Formel (6) ausgehen, indem wir darin m
durch 9% dV ersetzen und wie in 4. bei festgehaltenem Aufpunkte das Volumen-
integral iiber den ganzen Raum bilden:

@ = S g S <imgradq %) av. (17)

Wir nehmen nun an, da It im ganzen Raum stetig sei und nur auf
gewissen sich nicht ins Unendliche erstreckenden Flichen Unstetigkeiten habe,
die wir uns durch beliebige Fortsetzungen (auf denen keine Unstetigkeiten
sind) zu geschlossenen Flichen erginzt denken wollen. Wir koénnen dann
das Integral in (17) stets in Teilintegrale iiber die durch diese Flichen einge-
schlossenen Volumina zerlegen, in deren jedem It tiberall stetig ist. Wir kénnen
daher fiir das Innere dieser Gebiete die Formel (22), § 6 anwenden und mit ihrer
Hilfe den Integranden von (17) wie folgt umformen:

M grad - =div @)——i— div M. (18)

Wir nehmen zunichst an, dal nur eine Unstetigkeitsfliche von 9 vorhanden

sei, auBerhalb derer It iiberall gleich Null ist. Die Einsetzung von (18) in (17)

und die Anwendung des Gaussschen Satzes (33), § 6 liefert dann fir ¢, da die
Integration bei festgehaltenem Aufpunkt vorzunehmen ist, die Formel:

¢ — gggdiv@)dv—ggg@;ﬂw:SS@M—SSS&V% av, (19)

r

worin das Flichenintegral iiber die Unstetigkeitsiliche zu erstrecken ist und M,
die Komponente von I in der Richtung der nach auBen weisenden Normalen
auf die Oberfliche bedeutet. Der Vergleich der Formel (19) mit den Formeln (8)
und (13) zeigt, daB das Potential ebenso groB ist, als ob die Unstetigkeits-
fliche mit Quellen von der Flichendichte M, und ihr Inneres mit réumlich
verteilten Quellen von der Dichte —div IR belegt wire.

Im allgemeinen Fall ergibt sich ¢ als die Summe von Ausdriicken der Form
(19) iiber samtliche Teilgebiete. Das Vektorfeld p ist also wiederum &quivalent
einem solchen, das von einem System rdumlich verteilter Quellen der Dichte

o, =—div I (20)
und einem System flichenhaft verteilter Quellen der Dichte
wp=——(Mn1+Mn2) (21)

erzeugt ist. M,; und M,, bedeuten hierin die Komponenten von % auf beiden
Seiten der Unstetigkeitsfliche, jeweils genommen in der Richtung der voh der
Fliche wegweisenden Normalen; der Ausdruck (21) ist also nach Formel (11) § 6
nichts anderes als die negativ genommene Flichendivergenz von IR an der
betrachteten Unstetigkeitsstelle.
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6. Das Randwertproblem der Potentialtheorie. Wir haben in § 7 1. bewiesen,
dafl man die PorssoNsche Gleichung stets eindeutig 16sen kann, wenn die Dichte-
funktion g im ganzen Raum gegeben ist. Ist ¢ nur in einem bestimmten, ab-
gegrenzten Raumgebiet G bekannt, auBerhalb von G dagegen nicht, sind aber
auflerdem die Werte des Potentials ¢ an der Oberfliche von G gegeben, dann
kann man, wie sich zeigen 148t, ebenfalls eine eindeutige Losung der PorssoNschen
Gleichung im Innern von G angeben oder es lassen sich die Werte von ¢ im
Innern von G auf die Werte von ¢ an der Oberfliche von @, die sogenannten
»Randwerte’* eindeutig zuriickfithren. Das hierdurch gekennzeichnete Problem
heilt das Randwertproblem der Potentialtheorie.

Um diese Behauptung zu beweisen, beweisen wir zunéchst einen anderen
Satz, der in der Potentialtheorie ebenfalls eine wichtige Rolle spielt: Ist an der
Oberfliche eines geschlossenen Gebietes ¢ iiberall gleich Null und sind im Innern
und an der Oberfliche keine Quellen vorhanden, so daB also dort die LaPLAcEsche
Gleichung (12) gilt, dann muB @ auch im Innern des Gebietes iiberall verschwinden.
Wire dies namlich nicht der Fall, dann wiren zwei Fille moglich: Entweder
miiBte ¢ im Innern von @ {iberall dasselbe Vorzeichen haben oder in verschiedenen
Teilen von G verschiedene Vorzeichen besitzen. Im ersten Falle wire das Vor-
zeichen von v,,,:—-—% an der Oberfliche iiberall gleich und es kénnte daher
nach dem (GavUssschen Satz div p im Innern unméglich iiberall verschwinden,
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Im zweiten Falle miiBte sich das
Gebiet G in Teilgebiete so einteilen lassen, daB im Innern eines jeden Teilgebietes @
sein Vorzeichen nicht éndert und an der Berandung verschwindet. Man kann hier
ebenso wie oben beweisen, dal dies mit der Forderung der Quellenfreiheit inner-
halb jedes Teilgebietes unvereinbar ist. Es muBl daher in jedem Teilgebiet-und
demnach im ganzen Gebiete @, wie behauptet wurde, ¢ =0 sein.

Da das Potential nur bis auf eine additive Konstante definiert ist und der
oben angenommene Wert Null offenbar nicht wesentlich sein kann, kann man
den Satz sofort in der folgenden erweiterten Form aussprechen: Ist an der Ober-
flache eines abgeschlossenen Gebietes das Potential konstant und sind im Innern
und an der Oberfliche des Gebietes keine Quellen vorhanden, dann muB auch
im ganzen Innern ¢ konstant und zwar gleich dem Wert an der Oberfliche sein;
der Feldvektor v =—grad ¢ mufl im ganzen Innern gleich Null sein.

Mit Hilfe des eben abgeleiteten Satzes kann man nun die Eindeutigkeit der
Randwertaufgabe folgendermaBen beweisen: Gibe es ndmlich zwei voneinander
verschiedene Ldsungen @, und ¢,, dann miifiten sie beide die Gleichung (11) be-
friedigen: Ap, =—4xop, Ay =—4mo.
Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten erhilt man

A (p1—p,) =0;

@;—@, miillte also im ganzen Innern und an der Oberfliche des Gebietes die
Larracesche Gleichung erfiillen und auferdem an der Oberfliche iiberall ver-
schwinden. Dies ist aber, wie wir oben bewiesen haben, nur méglich, wenn im
ganzen Inneren @,—@,==0 ist, im Gegensatz zu unserer Voraussetzung g, <X @,.
Die Loésung ist also in der Tat eindeutig.

7. Einige einfache Randwertaufgaben. a) Auf der Ebene z = 0 mdge ¢ iiber-
all den Wert Null, auf der Ebene = =1 den Wert @ haben. Zu berechnen sind die
Werte von ¢ in dem quellenfreien Gebiete G zwischen den beiden Ebenen. Es ist
klar, da man die Randbedingungen befriedigen kann, wenn man ¢ von vorn-
herein als Funktion von x allein ansetzt, so daB die Niveauflichen alle parallel
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zur y-z-Ebene sind. Fir das Gebiet ¢ gilt dann die Lapracesche Gleichung (12)

in der Gestalt: a2
?_
T =0 22)
aus der durch zweimalige Integration folgt
p=Ax+ B, (23)

worin 4 und B willkiirliche Integrationskonstanten sind. Damit auch die Rand-
bedingungen erfiillt sind, miissen die beiden Gleichungen

0=A4.0+B, ®=Al+B

erfiillt sein, was man erreicht, wenn man fiir die Integrationskonstanten setzt

4=2, B=o. (24)

Setzt man diese Werte in (23) ein, so erhdlt man
D

Der Ausdruck (25) erfiillt die Randbedingungen und die Larracesche Glei-
chung, ist also gemiB 6. die eindeutige Losung unserer Aufgabe. Man sieht, da8

in @ eine lineare Funktion von x ist.

b) Auf dem Mantel eines unendlich langen Kreiszylinders vom Radius B,
dessen Achse die Z-Achse ist, sei =0, auf einem zweiten, konzentrischen, engeren
Kreiszylinder mit dem Radius ' =R, sei ¢ =®. Zu berechnen sind die Werte
von ¢ in dem quellenfreien Gebiete G zwischen den beiden Zylinderménteln. Es
leuchtet ein, daf sich die Randbedingungen befriedigen lassen, wenn ¢ Zylinder-
symmetrie besitzt, d. h., wenn die Niveauflichen ebenfalls konzentrische Kreis-
- zylinder mit der Z-Achse als Achse sind. Nach Formel (27), § 6 kann man dann
die Larracesche Gleichung, die fiir das Gebiet G erfiillt sein muB, in der Gestalt

schreiben d¢ | 1 dp _ 06
dr'? P oar T (26)
Setzt man in (26) g;f = 4, so wird daraus
du w
T =0
oder du _ ar
w7
und integriert log v =—1log '+ const,
_de A
oder U = W = 7. (27)

Durch nochmalige Integration findet man aus dem ersten Integral (27)
schlieflich : g =Alogr'+ B, (28)

worin A und B willkiirliche Integrationskonstanten sind. Die Forderung, daf
der Ausdruck (28) die beiden Randbedingungen erfiillen muB, liefert fiir die Be-
stimmung von 4 und B zwei Gleichungen, die, nach 4 und B aufgelést, lauten:

D — @ log B,

~ Tog B, —log Ry’ B = log B; —logR, " (29)

Durch Einsetzen von (29) in (28) bekommt man die gesuchte Losung der Auf-
gabe. Man sieht, da8 ¢ eine lineare Funktion von log 7’ ist.
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c) Auf einer Kugelfliche vom Radius R, mit dem Koordinatenursprung als
Mittelpunkt habe das Potential den Wert ¢ = 0, auf einer zweiten, konzen-
trischen und kleineren Kugelfliche mit r = R, sei ¢ = @. Zu berechnen sind die
Werte von g in dem quellenfreien Gebiete G zwischen den beiden Kugelfldchen.
In diesem Falle lassen sich die Randbedingungen offenbar befriedigen, wenn
man @ kugelsymmetrisch wéablt, d.h. wenn die Niveauflichen konzentrische
Kugelflichen mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt sind. Nach Formel (26) § 6
lautet in diesem Falle die LarracEsche Gleichung, die im Gebiete G erfiillt sein

mul}: dztp 2 do

arr Uy dr

Durch Ausfithrung der Differentiation iiberzeugt man sich leicht, daB man
diese Gleichung auch in der Form

1 d?(rg)

rodrr T

schreiben kann. Die Gleichung (31) ist genau so gebaut wie die Gleichung (22) und

liefert daher analog zu (23) die allgemeine Losung

rog=Ar+ B
B
p=4+2, (32)

=0. (30)

0 (31)

oder

worin wieder 4 und B willkiirliche Integrationskonstanten sind. Die Einsetzung
der Randbedingungen in (32) liefert fiir sie die Ausdriicke
_ oR _ —®R,R,
A=m—r B-=m—= -

(33)

Setzt man die Werte (33) in (32) ein, so erbdlt man die gesuchte Losung, die,
wie man sieht, in % linear ist.

8. Das Feld einer homogen mit Quellen erfiillten Kugel. Als Beispiel der
Berechnung eines Feldes rdumlich verteilter Quellen wollen wir die folgende
Aufgabe behandeln: Eine Kugel mit dem Radius R, deren Mittelpunkt im Null-

punkt liegen moge, sei homogen mit Quellen von der Dichte g erfiillt, der dullere
Raum sei quellenfrei; es gelten also die Gleichungen:

0=0 fiir r > R; o =const fir r < B.

Zur Berechnung des Potentials kénnten wir die Formel (13) benutzen; ein-
facher ist es, in diesem Falle direkt die Porssonsche Gleichung zu lésen. Da ¢
jedenfalls kugelsymmetrisch sein wird, lautet diese Gleichung gem&8 (11) und

(26) § 6: @ 2 d "
. d::—f—?df =—4mp firr<R 80
un
d?p 2 dyp .
T =0 fir r> .

Die zweite dieser Gleichungen ist, wie man sieht, mit (30) identisch und liefert
daher die allgemeine Lésung (32). Verlangen wir, dafl ¢ im Unendlichen ver-
schwindet, so gilt daher B
P =" fur r > R. (35)

Die erste der Gleichungen (34) kann man nach dem Muster von (31) umformen,
so daB sie die Gestalt 1 @ (ro)

rodr? =—dmp
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annimmt. Durch einmalige Integration findet man hieraus
209D _2nerqc. (36)
Da ¢ samt seiner ersten Ableitung im ganzen Raume stetig sein mufl, muf3
auch der Wert von d (r p)/d r auf der Kugeloberfliche stetig sein. Da nun dieser
Ausdruck gemif (35) verschwindet, mufl auch die rechte Seite von (36) fiir
r = R verschwinden, was fiir die Konstante die Gleichung

C=2mp R?
liefert. Setzt man diesen Wert in (36) ein und integriert ein zweites Mal, so
erhilt man 43
rtp:Qng(R?r—?)ﬁ— const. (37)

Die Integrationskonstante in (37) muBl den Wert Null haben, da sonst ¢ fiir
r = 0 unendlich groB wiirde. Fiir das Innere der Kugel lautet also die Losung:

9 = 2mo <R2~%2) fir r < R. (38)

Unm der Stetigkeitsforderung zu geniigen, miissen fiir die Oberfliche die beiden
aus (35) und (38) berechneten Werte von ¢ miteinander iibereinstimmen, es mufl

also gelten: B 2 R?
T TIme o
woraus sich fiir die bisher noch unbestimmte Konstante B der Wert
_ 47 pg
B =5 R
ergibt. Fiir den Auflenraum der Kugel lautet also die Losung:
pa=" T Ro. L firr>R (39)

Da 4—;— R3 g gleich der durch 4z dividierten Gesamtergiebigkeit der in der

Kugel enthaltenen Quellen ist, ist das Feld im AuBenraum, wie man durch den
Vergleich mit der Formel (2) sieht, mit dem Feld einer fiktiven punktférmigen
Quelle im Mittelpunkte der Kugel identisch, deren Ergiebigkeit gleich der Summe
der Ergiebigkeiten sémtlicher in der Kugel befindlichen Quellen ist.

§ 8. Wirbelfelder.

1. Der Rotor eines Wirbelfeldes. In § 6, 2. erkannten wir als charakteristische
Bedingung fiir ein wirbelfreies Feld das Bestehen der Gleichung (9), also das Ver-

schwinden des Linienintegrals (g)v, d s iiber jeden geschlossenen Weg im Felde.
Unter einem ,, Wirbelfeld* verstehen wir ein Feld, fiir das die Bedingung (9) im all-
gemeinen nicht erfiillt ist, so daf also der Ausdruck ®v,d s im allgemeinen von

Null verschieden ist. Zur Charakterisierung der ,,Wirbelstirke eines solchen
Feldes fithren wir eine Vektorfunktion des Ortes ein, die man als ,,Wirbel*“ oder
,»Rotor bezeichnet und symbolisch rot v schreibt (sprich: Rotor-b). (Héaufig
findet man in der Literatur statt rot v auch curl v.) Wir gelangen zu ihrer Defi-
nition in folgender Weise:

Wir denken uns in einen beliebigen Punkt P des Feldes ein beliebig orien-
tiertes Flichenstiick vom Flicheninhalt F hineingelegt und errichten darauf in
P einen normalen Einheitsvektor . Bilden wir jetzt iiber die Berandung von F
das Linienintegral v, d s, derart, daBl der Umlaufungssinn zu der Richtung von
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1 im Sinne einer Rechtsschraube zugeordnet ist, dividieren den erhaltenen Wert
durch F und gehen zur Grenze fiir F =0 iiber, dann erhalten wir, wie wir gleich
zeigen werden, eine endliche GréBe, die wir mit der Normalkomponente von
rot p in der Richtung n, also mit rot, b identifizieren.

Um die Komponenten des Vektors oder, genauer gesagt, des antisymmetrischen
Tensors rot b durch die Komponenten des Feldvektors v,, v,, v, auszudriicken,
gehen wir folgendermaBen vor: Wir denken uns das Koordina-
y P tensystem so verschoben, daB sein Nullpunkt mit dem Be-

zugspunkt P zusammenfillt, und errichten in ihm ein kleines

¢ £ Rechteck (Abb. 12) derart, daf ein Eckpunkt in P liegt und

die beiden dort zusammenstoBenden Seiten auf der y- bzw.
 — > 2z-Achse liegen.

Abb. 12 Wir nehmen wieder wie in § 6,4. an, daB sich 9 in der Um-

gebung von P nach der Formel (12) entwickeln 148t und bilden

das Linienintegral (&vsds auf dem Wege PABCP. Wir erhalten
b
- ov
R O
0
0

0
oot (55 ot (52 )l o+ (52 o= (55— 52)per 0

b ¢

Dividiert man den Ausdruck (1) durch den Flicheninhalt F =b¢ und geht zur
Grenze fiir F =0 iiber, so erhdlt man den Klammerausdruck in (1); nach der
oben gegebenen Definition ist er streng gleich der z-Komponente von rot p im
Koordinatenursprung. Da die angestellte Uberlegung offenbar von der speziellen
Wahl des Koordinatenursprungs unabhéngig ist und die Ausdriicke fiir die tibrigen
Komponenten, wie man leicht einsieht, aus (1) durch zyklische Vertauschung

der Indizes hervorgehen, gelten fiir die Komponenten von rot v allgemein die
Gleichungen

(4

)¢y + g |20+ (

0

sl (G )efat

rot, b = %Z/" — é;i”
rot,y = 2% O 2)
rot, b = 661;;’ — %

Der Vergleich mit der Formel (4) §6 und der Formel (20) § 3 lehrt, dal man
rot v als Vektorprodukt aus dem symbolischen Vektor IV und dem Vektor b
auffassen und daher wie folgt schreiben kann:

RN
o 0 ]
rothb =V X = Wa—y*‘a‘zj 3)
"Ua: Vy Uy

Aus der Definition des Rotors geht unmittelbar hervor, dafl in einem wirbel-
freien Feld tiberall rot v =0 gelten muf}. Man erhilt dies auch rein formal aus
der Darstellung (2), wenn man der in § 6, 2. gegebenen Definition des wirbel-
freien Feldes folgend b = — grad ¢ setzt, also fiir die Komponenten von p die
Gleichungen (1) § 6 benutzt. Man sieht, daB stets die folgende Identitit erfiillt ist:

rot grad ¢ =0 4)
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Aus den Formeln (2) und (3) in Verbindung mit (14) § 6 geht ferner die fiir
jedes beliebige Vektorfeld giiltige Identitat
divrot =0 (5)

hervor. Das Vektorfeld rot p ist also stets quellenfrei.
2. Einige einfache Formeln iiber die Operation rot. a) Mit Hilfe der bekannten
Additionsformel fiir Determinanten erhilt man aus (3)

rot (b +0'+0"+...)=

i i f ! i i t
b 0 2 Jd o0 0
= Ers By oo =\ ow oy os |
[vx—}—vm’—}—vw”—}—...,v,,—‘—v,,’—}—vy”—{—...,vz—}—'vz’—i—vz”—l—...t Vy Uy U,
it j i ] f
+ %%%+.@%%% 4 ....=rtobbtrot v Lot b ... (6)
v, v, v, v, v, v,

b) Fiir den Rotor eines Produktes aus einem Skalar ¢ und einem Vektor a
erhélt man ebenfalls mit Benutzung von (3) und (25) § 3

S A I

e a8 o | o o o op 29 op |
b (P a) = |50 5y 35 =P 20 6y 22 |V 50 2y 35|
|(pa'wq7a'y¢a'z| Ay Qy @, Eam Ay A
=gprot a + grad ¢ X a. (7

¢) Die Divergenz eines duBeren Produktes aus zwei Vektoren a und b 148t sich
durch die Rotoren der beiden Vektoren ausdriicken, wenn man auf den Ausdruck
(25) § 3 die Regel (15) § 6 anwendet:

i 1 f Lii Ay Ay QA [ bm b?l bz I
. I oz 8y 02 o 8 @ o 2 2
div (@xB) =V.|00 0y 0=\ o 4, o |=|55 5y 05 || 5 2y b5 |
bm b'y bz l ba; b,y bz [ f bw by bz ! am a, a,
=b.roba—a.roth. (8)

d) Fiir den Rotor des dulBleren Produktes aus einem konstanten Vektor a
und dem Radiusvektor t findet man mit Benutzung der Formelp (3), (33) §3,
(15) §6 und (21) §6

rot (axXt)=V X(aXt)=a(Fr)—(@V)r=
=adivt—(a,i+a,i+a,f) =3a—a=2a. 9

e) Das Vektorprodukt aus einem Vektor v und seinem Rotor hat gemifB den
Definitionen (2) und (21) § 3 die z-Komponente
(b X rot D), = v (%__ avm>__v (3’0,,;_ 3%)._li(v2 + 2 + 02 —

rT Y\ o oy #\ 2% ox ) 2 oz \° Y z
0 7 9 1 9
— (G n G 0. ) = 5 ) — (V) v
analog lauten die y- und z-Komponente, so daf die folgende Vektorformel re-
sultiert:

(b X rot p) = % grad (v*)— (v V) v. (10)
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f) Der Rotor eines Rotors kann gemifB (3), ferner (5) § 6, (15) § 6, (24) §6
und (33) § 3 wie folgt umgeformt werden:

rot (rot p) =V x ¥V X 0)=V.FV.9)— (¥ .V)v=graddivo—Ap. (11)

3. Der Stokessche Satz. Einen wichtigen, auf Wirbelfelder beziiglichen
Integralsatz gewinnt man durch die folgende Uberlegung: Wir konstruieren im
Raum eine beliebige, in sich geschlossene Kurve S und spannen auf ihr als Be-
randung eine beliebige Fliche F auf, die wir durch zwei einander schneidende
Scharen paralleler Kurven in Flichenelemente d F teilen. Um jedes dieser Flichen-

elemente erstrecken wir das Linienintegral (§ v s @s im gleichen Sinne und addieren

simtliche so erhaltenen Werte.

Aus der Betrachtung der Abb. 13 erkennt man unmittelbar, daB bei dieser
Summation diejenigen Betridge einander aufheben, die von der Integration
itber die im Innern von F gelegenen Parallelogrammseiten
herriihren, da iiber jede solche Parallelogrammseite zwei-
mal in entgegengesetztem Sinne integriert wird. Der Wert
der Summe reduziert sich also auf das im selben Sinne wie
iiber die einzelnen Flichenelemente erstreckte Linien-
integral iiber die Randkurve S.

Nach der Definition von 1. ist das Linienintegral
iiber ein Flachenelement gleich dem Flicheninhalt d F
des Elementes multipliziert mit dem Werte von rot, b
im Innern des Elementes. Die oben betrachtete Summe
ist demnach einerseits im Grenzfalle unendlich feiner Ein-

teilung von F gleich dem Flichenintegral S S rot,, bd F'; nach der eben angestellten
Uberlegung aber muB sie anderseits gleich dem Linienintegral é) v,ds tber die
Randkurve S sein, Es gilt also der Satz

S g rot, v dF=— e'? v,ds, (12)

und zwar stets, wenn das Linienintegral auf der rechten Seite iiber eine beliebige
Raumkurve, das Fldchenintegral auf der linken Seite iiber eine beliebige, auf der
Kurve als Berandung aufgespannte Fliche erstreckt wird.

Der Satz (12) heifit der ,,Sroxmssche Safz*. Er wird in der theoretischen
Physik haufig verwendet, wenn man ein Flichen- in ein Linienintegral verwandeln
will oder umgekehrt.

4. Berechnung des quellenfreien Vektorfeldes aus seinen Wirheln. Wir legen
den folgenden Betrachtungen ein beliebiges quellenfreies Feld v (z, ¥, 2) zugrunde.
Seine Wirbelverteilung sei bekannt, d. h. rot 9 sei eine bekannte Vektorfunktion
des Ortes, die wir in der Form

rot » =4 (x, y, 2) (13)

ansetzen. Die Vektorfunktion ¢ (, ¥, 2) nennen wir in Analogie zu der skalaren
,»» Quellendichte“ die ,, Wirbeldichte .

In §7, 1. haben wir bewiesen, daB man ein wirbelfreies Feld aus seinen Quellen
eindeutig bestimmen kann. Wir wollen nun zeigen, daB man ein quellenfreies
Feld aus seinen Wirbeln eindeutig bestimmen kann, d. h. daB man b (z, ¥, 2)
eindeutig bestimmen kann, wenn ¢ (, y, z) gegeben ist. Der Beweis lduft analog
zu dem in §7 durchgefithrten Beweise. Gabe es namlich zwei voneinander ver-
schiedene Felder b, und v, mit der gleichen Wirbeldichte ¢, die beide die Gleichung
(13) befriedigen, dann miifite nach Formel (6) der Vektor (v,—1,) die Gleichung

rot (0,—1b,) =0
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und gleichzeitig wegen der Quellenfreiheit gemiB Formel (20) § 6 die Gleichung
div (p;—b,) =0

im ganzen Raume erfiillen, also gleichzeitig im ganzen Raume quellen- und

wirbelfrei sein, was, wie wir bereits wissen, nicht moglich ist. Die Losung der

Gleichung (13) ist also in der Tat eindeutig.

Wir kénnen nun leicht zeigen, daBl sich ein beliebiges Feld stets eindeutig in
ein wirbelfreies Feld b, und ein quellenfreies Feld v, zerlegen lassen muBl. In der
Tat kann man aus den gegebenen Quellen des Feldes 9, und aus den gegebenen
Wirbeln des Feldes v, eindeutig bestimmen. Wegen der Wirbelfreiheit von b,
ist dann der Rotor von b =1, b, gleich dem Rotor von p,, entspricht also den
gegebenen Wirbeln des Feldes; wegen der Quellenfreiheit von b, ist ferner
die Divergenz von b gleich der Divergenz von 9,, stimmt also mit den gegebenen
Quellen des Feldes iiberein.

5. Das Vektorpotential. Zur praktischen Durchfithrung der Loésung fiihren
wir einen Vektor U (z, y, 2) durch die Gleichung

ey = © — b =rot A (14)
ein, was sicher mdéglich ist, da ja nach Gleichung (5) der Rotor eines beliebigen
Vektorfeldes stets quellenfrei ist. Wir nehmen an, dafl sich % so wihlen 148t,
daB das Vektorfeld % ebenfalls quellenfrei ist, da8 also gilt

div ¥ = 0; (15)

den Beweis firr die Richtigkeit dieser Annahme werden wir spiter erbringen.
Mit Hilfe der Formeln (11), (14) und (15) erhilt man fiir rot b den Ausdruck

rotp=rot rot Y=grad divf —A4 A =—A4Y,
mit Hilfe dessen man die Gleichung (13) umformen kann in

AN=—4nc. (16)
Die Vektorgleichung (16) ist den drei skalaren Gleichungen

AA,=—4mc,

A4,=—4=xc,

AA,=—4me,
dquivalent, deren rechte Seiten skalare Ortsfunktionen sind. Jede dieser Glei-
chungen ist formal mit der PorssoNschen Gleichung (11) § 7 identisch. Ihre all-
gemeine Losung kann daher aus der in § 7, 4. ermittelten Lisung der PorssoNschen
Gleichung sofort gefunden werden, wenn man in der Formel (13) an Stelle von g

eine der Komponenten von ¢ und an Stelle von ¢ die entsprechenden Kompo-
nenten von U setzt:

(17)

o[
e
oder in Vektorform: 9 — S S Si‘”f (19)

Wegen der formalen Analogie der Komponenten von U mit dem skalaren
Potential ¢ nennt man U das ,, Veklorpotential*“. Ist die Wirbeldichte als Funk-
tion des Ortes bekannt, so kann man mittels der Gleichungen (18) oder (19)
hieraus das Vektorpotential in einem beliebigen Aufpunkte P berechnen, indem
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man den Wert der Wirbeldichte fiir jedes Volumenelement dV des Feldes durch
die Entfernung r dieses Volumenelementes vom Aufpunkte dividiert und iiber
den ganzen Raum integriert.

Wir miissen nun noch den Beweis nachtragen, daB das auf diese Weise be-
stimmte A tatsdchlich, wie wir vorausgesetzt haben, quellenfrei ist, also die
Gleichung (15) befriedigt. Wir bilden zu diesem Zwecke mit Hilfe von (19) den
Ausdruck div % und formen ihn vermoge des (Gaussschen Satzes um:

div%:divggggdv_—.gggdjv(;)dV:SS%dF. (20)

Die Integration in dem letzten Integral in (20) ist dabei auf einer beliebigen
Fliche vorzunehmen, die das ganze Wirbelsystem umschlieBt; auf ihr miissen
daher alle Komponenten von ¢ verschwinden, so da auch der Ausdruck (20)
verschwindet, was zu beweisen war.

Hat man nun % aus seinen Wirbeln mit Hilfe der Gleichungen (18) ermittelt,
dann erhilt man hieraus sofort den Feldvektor p aus den Gleichungen (14). Da-
mit ist also die Aufgabe, ein Feld aus seinen Wirbeln zu bestimmen, vollkommen
gelost.

6. Wirbellinien. Unter einem ,,Wirbelfaden‘ verstehen wir eine Wirbel-
verteilung, die der Bedingung geniigt, dafl rot v nur im Innern und an der Ober-
fliche eines engen Schlauches, der das Feld durchzieht, von Null verschieden ist,
aullerhalb dieses Schlauches aber verschwindet. Stellen wir uns fiir den Augen-
blick das Vektorfeld der Wirbeldichte ¢ als Stromungsfeld vor, dann ist die Ober-
fliche der Wirbelfidden aus lauter Stromungslinien von ¢ gebildet.

Da ¢ nach (5) ein quellenfreier Vektor ist, miissen seine Stromungslinien alle
in sich geschlossen sein, der die Wirbellinien bildende Schlauch muf also eben-
falls in sich geschlossen sein. Als weitere Folge der Quellenfreiheit von ¢ muB
ferner durch jeden senkrechten Querschnitt ¢ des Wirbelfadens pro Sekunde
die gleiche , Flissigkeitsmenge* des Stromungsfeldes ¢ hindurchstrémen oder
der Ausdruck |¢| . ¢ muB lings des ganzen Wirbelfadens konstant sein.

Lassen wir den Wirbelfaden immer enger und enger werden und vergréBern
wir- gleichzeitig || derart, daBl das Produkt |c|. ¢ konstant bleibt, dann kommt

man im Grenzfalle verschwindend kleinen Quer-
schnittes zu einem als ,,Wirbellinie‘‘ bezeichneten
Gebilde. Die GroBe

lim (g |c) =7 21)
q==0

nennen wir das ,,Moment‘ der Wirbellinie. Es ist
nach dem oben Gesagten eine endliche, langs der
ganzen in sich geschlossenen Wirbellinie konstante
GroBe. Mit Ausnahme der Punkte der Wirbellinie
soll ¢ im ganzen Raume verschwinden.
Abb. 14. Um das einer Wirbellinie S (Abb. 14) ent-
sprechende Vektorfeld v aus der geometrischen
Gestalt und dem Moment 7 der Wirbellinie zu bestimmen, was offenbar nach
4. moglich sein muf, bilden wir nach Formel (19) das Vektorpotential eines
die Wirbellinie umgebenden Wirbelfadens mit dem Querschnitt g,

i g e

worin d 8 den Vektor des Linienelementes der Kurve S und ds seinen Betrag
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bedeutet. Geht man jetzt zur Grenze fiir ¢ =0 iiber, so erhilt man mit Benutzung
von (21)
mznm(g)__idqdf’:mg)d—% (23)
7=0 r r

als Vektorpotential der Wirbellinie. Die Integration in dem Linienintegral (23)
ist dabei iiber die ganze Wirbellinie S zu erstrecken; r bedeutet die jeweilige Ent-
fernung des bei der Integration festgehaltenen Aufpunktes P von dem Linien-
element d3. .

Aus dem so ermittelten U erhdlt man das Vektorfeld der Wirbellinie mit
Hilfe der Gleichung (14):

ds das
b=rot%=nrot(§7=n®mt (T) (24)

Den Integranden des letzten Integrals in (24) kann man mit Hilfe der Formeln
(7) und (19) § 6 umformen in
as\ 1 _ txd3
rot (T) —gra:d*;' X dg = ——Ir3——*,
da der Rotor des Vektors d$ mit den Komponenten dz, dy, dz augenscheinlich
verschwindet. Durch Einsetzen in (24) erhidlt man schlieBlich

dsxzt
DZ"](& P I (25)

worin wieder die Integration iiber die ganze Wirbellinie zu erstrecken ist.

Als Beispiel zur Anwendung der Formel (25) behandeln wir das Feld einer
unendlich langen geraden Wirbellinie (die man sich im Unendlichen als geschlos-
sen denken mag). S habe die Richtung der z-Achse; die Entfernung des Auf-
punktes P von § sei a.

Man sieht aus der Abb. 15 unmittelbar, dal die Richtung von b auf der Ebene
ax senkrecht steht. Die Stromungslinien sind also Kreise, deren Ebenen senk-
recht auf S stehen und deren Mittelpunkte auf §
liegen. Ihr Durchlaufungssinn ist der Richtung des
Wirbelvektors wie eine Rechtsschraube zugeordnet.
Fiir den Betrag von v ergibt sich nach (25)

® -+
_ (dx.rsinec dw __ 29
v=n - (922—{—(1/2)3/2 ~ a

—w —

(26)

7. Aquivalenz von Wirbellinie und Doppelschicht.
Wir konstruieren im Feld einer Wirbellinie S eine
beliebige, geschlossene Raumkurve ¢, die § nicht
schneidet, und erstrecken lings ihrer in einem vorgegebenen Sinne das Linien-

Abb. 15.

integral (g)'vsds. Nach dem Stoxrsschen Satz kann man es in der Form
@ vsds = ‘ SrotﬂbdF

schreiben, wenn man die Integration auf der rechten Seite der Gleichung iiber
eine beliebige, auf ¢ als Randkurve aufgespannte Fliche f erstreckt. Wird diese
Fliache von 8 nicht geschnitten, d. h. umschlingt die Kurve ¢ die Kurve S nicht
{0y in Abb. 14), dann gilt auf der ganzen Fliche f: rot » =0, und der obige Ausdruck
verschwindet. Wird hingegen f von § in einem Punkte A geschnitten, d. h. um-
schlingt o die Kurve § (g, in Abb. 14), dann ist der Ausdruck rot, b dF iiberall
auf f gleich Null, mit Ausnahme des Schnittpunktes A, wo er nach (13) und (21)
gleich 4 w7 ist; der Wert des Integrals ist also gleich 4 7.
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Wir erhalten demnach den folgenden Satz: In dem Felde b einer Wirbellinie
mit dem Moment 7 ist (?v ds—0 @7)
A8 =

lings aller geschldssenen Kurven, die die Wirbellinie nicht umschlingen, und
&?vsds=i4nn (@8)

langs aller geschlossener Kurven, die sie umschlingen; das positive Vorzeichen
gilt, wenn der Durchlaufungssinn der Integrationskurve und der Sinn des Wirbel-
vektors in der Wirbellinie einander so zugeordnet sind, wie es
die Abb. 14 zeigt; im entgegengesetzten Falle gilt das negative
Vorzeichen.
Wiirde die Gleichung (27) fiir jeden Integrationsweg im
Felde von p gelten, dann wire das Feld nach (9) § 6 wirbel-
frei und daher von einem skalaren Potential ¢ ableitbar.
Dies gilt auch noch fiir das vorliegende Feld einer Wirbellinie,
wenn wir die zu (28) fithrenden Integrationswege durch einen
Kunstgriff ausschalten, indem wir iiber der Wirbellinie S eine
beliebige Fliche F aufspannen, die ,,undurchdringlich® sein
soll, also bei der Integration lings einer Kurve ¢ (Abb. 16)
Abb. 16. nicht durchstoBen werden kann. Es gilt dann in der Tat fir
jeden geschlossenen Integrationsweg die Gleichung (27).

Erstreckt man das Integral ¢ v,ds von einem Punkte P; auf der einen Seite
g 1 .

der Fliche lings der Kurve ¢ bis zu einem P, gegeniiber liegenden Punkte P,
auf der anderen Seite der Fliche, so ist der Wert des Integrals nach (28) gleich
477, wenn der Durchlaufungssinn von ¢ so wie in der Abb. 16 gewéhlt ist. Ander-
seits ist nach (8) §6 der Wert des Integrals gleich der Differenz ¢,—g, der
Potentiale in den beiden Punkten P, und P,. Die Fliche F ist also eine Unstetig-
keitsfliche des Potentials, das in allen ihren Punkten einen Sprung von der
gleichen GréBe, namlich 47 erleidet. Dies ist aber, wie wir in § 7, 3. gesehen
haben, das Charakteristikum des Feldes einer homogenen Doppelschicht vom
Moment 7. Wir erhalten demmnach den wichtigen Satz:

Das Vektorfeld einer Wirbellinie vom Moment 7 ist dem Felde einer auf der
Wirbellinie als Berandung aufgespannten homogenen Doppelschicht vom gleichen
Moment 7 dquivalent; von der positiven Seite dieser Doppelschicht gesehen,
umflieBt dabei der ,,Wirbelstrom*‘ die Berandung im positiven Sinne (entgegen-
gesetzt dem Sinne der Uhrzeigerbewegung).

§ 9. Ebene Vektorfelder.

1. Vektorfelder in Riumen mit beliebiger Dimensionenzahl. Die in den §§6
bis 8 angestellten Betrachtungen iiber Vektorfelder im dreidimensionalen Raume
lassen sich in entsprechend modifizierter Form auch auf Vektorfelder mit be-
liebiger Dimensionenzahl iibertragen. Wir werden uns in diesem Paragraphen
speziell mit zweidimensionalen oder ebenen Vektorfeldern beschaftigen.

Die in § 6 eingefithrten Differentialoperationen grad, div, I/, 4 und rot lassen
sich ohne weiteres fiir ein Vektorfeld mit beliebiger Dimensionenzahl n erweitern.

Bezeichnen z,, ;, . . . %, die Koordinaten in diesem Raume, i;, i5,...1, die
fundamentalen Einheitsvektoren und p mit den Komponenten vy, vy, . . . v, den
Feldvektor, -dann gilt an Stelle von (2) §6
n
—Po= Vi 22
grad<p_l7<p—21kawk, 1)

k=1
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an Stelle von (14) § 6 [mit Benutzung von (29) § 3]

n

o . vy

leD—V.U——l:Zawk, )

=1

an Stelle von (24) §6 und (25) § 6
n

N

d¢ , ‘13—%?' ®3)
An Stelle von (3) § 8 tritt wieder

roth =V X, (4)

was gemdlB §3, 7. bedeutet, daB roth kein Vektor, sondern (wie ja auch im
dreidimensionalen Falle) ein antisymmetrischer Tensor mit (g’) Komponenten,
nimlich den zweireihigen Determinanten der Matrix

7 0 7} 7
(3w1 0 2y 3w3"'3wn) (5)

v Uy V3 ... U,

ist, die sich fiir n =3 auf die Ausdriicke (2) § 8 reduzieren.

2. Zweidimensionale Vektorfelder, Potentialproblem der Ebene. Die zwei-
dimensionalen Vektorfelder spielen in einem euklidischen Raume mit zwei
Dimensionen, also in einer Ebene. Die Koordinaten in ihr seien z und y, » habe
die Komponenten v, und v,,.

Ein wirbelfreies Vektorfeld ist wiederum ein solches, das sich als Gradient
einer skalaren Funktion ¢ («, y) gemaf (1) darstellen 148t; es gilt also

0 0
Vg = — “3*:1’ Vy ='—‘"5;}7’ (6)
Die Divergenz des Feldes, bzw. die Dichte seiner Que]ien @ (2, y) hingt mit ¢
durch die zweidimensionale Porssonsche Gleichung
2@ 2@
0 x? + 0y?
zusammen. Die Strémungslinien bilden die Schar der orthogonalen Trajektorien
zu der Schar der Kurven ¢ = const, der g-Linien oder ,,Aquipotentiallinien
(Niveaulinien).

Ein quellenfreies Vektorfeld hat einen, im allgemeinen von Null verschiedenen
Rotor, der gemal Formel (5) fiir n =2 ein Skalar ist; er hingt mit den Kompo-
nenten von 9 durch die Beziehung

divb:——Aqa-—-—( )=4nw (7

_ 6@,___6%
oty — St 21 ®)

zusammen. Die Wirbeldichte ist beim ebenen Vektorfeld eine skalare Orts-
funktion y (%, y), die mit rotp in Verallgemeinerung von (13) § 8 durch die
folgende Gleichung zusammenhéngen soll;

roth =4my G

Um der Bedingung der Quellenfreiheit zu geniigen, kann man v, und o, in
der folgenden Form ansetzen:
0 2
Vp=— _x’ Vy = ”“”2, (10)
worin y (x, y) eine skalare Ortsfunktion ist, die im Zweidimensionalen dieselbe

Fiirth, Theor. Physik. 4
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Rolle spielt, wie das Vektorpotential im Dreidimensionalen. In der Tat folgt aus

(10) unmittelbar 2 vm

divy = 2% a"" —0.
Mit Benutzung von (10) kann man dJe Glelchungen (8) und (9) in der folgenden
Form schreiben: ]
rotb—— —{— ay2 —~471:y. (11)

Die Schar der Kurven y =-const, der g-Linien ist mit der Schar der Strémungs-
linien identisch, den_u die Komponenten des Normalvektors auf eine y-Linie

sind den GroBen 2% T 2 und 2% proportlonal und daher das innere Produkt dieses
Vektors mit 9 nach (10) glelch Null.

In einem endlichen Gebietsteil der Ebene kann das Feld sowohl quellen-
als auch wirbelfrei sein. Es existieren dann in diesem Gebiete zwei skalare Orts-
funktionen ¢ (z, y), ¥ (%, y), die ,,konjugierten Potentiale‘, die mit p nach (6)
und (10) durch die Gleichungen

vy=—2% 0%
o ==
o 2y 12)
v, — 29 _ 0%
v oy T ow

zusammenhéngen und beide der Larrackschen Gleichung geniigen:
Ap=0, Adx=0. (13)

Die @-Linien (¢ =const) und die y-Linien (y =const) bilden ein System ortho-
gonaler Kurvenscharen, von denen die letzteren mit den Stromlinien zusammen-
fallen.

Die Lésung der Gleichungen (13) unter vorgegebenen Randbedingungen ist
genau so wie im dreidimensionalen Fall eindeutig und ihre Aufsuchung bildet
das Potentialproblem der Ebene.

3. Darstellung durch komplexe Funktionen. Anstatt jeden Punkt der Ebene
durch ein Zahlenpaar z, ¥ zu charakterisieren, kann man ihm bekanntlich eine
komplexe Zahl e—atiy (14)

zuordnen. Jeder Punkt und daher auch der zu ihm gehérige Radiusvektor ¢ ist
daher durch die Angabe einer komplexen Zahl z eindeutig bestimmt und um-
gekehrt. Fihrt man statt der Komponenten z, y von t seine Lénge r und sein
Azimut o« (Winkel mit der z-Achse) ein, so ist wegen

r=r.cosx, Yy=r.sinx

und ei¢ = cos x4 sin i :
z=ret®, (15)
Wir behaupten nun, dal jede (im allgemeinen komplexe) Funktion der kom-
plexen Verdnderlichen z p (@) =0 (% 9)+iy () (16)

die Eigenschaft besitzt, da8 ihr Realteil ¢ und ihr Imaginérteil 4 die Gleichungen
(12) und (13) erfiillen und daher Losungen des Potentialproblems der Ebene sind.
In der Tat erhilt man durch partielle Differentiation von (16) nach z und y

einerseits 2
oy _ o9 i 2E
ox ox ox

oy _ 29 , ;0
By ay'HayJ

(17)
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Da 1y explizite nur von z abhéngig ist, erhilt man anderseits mit Benutzung

von (14) oy dy 0z dy
o dz 0w dz
ov _dvos v 18
oy dz 0y dz
und daher . QY ay
w0y

Setzt man hierin aus (17) ein und ordnet nach reellen und imaginéren Gliedern,
so erhilt man die Gleichung
op 6_x (Ox op\
(B +2%) +ilo—52) =0 a9
die nur erfiillt sein kann, wenn der Realteil und der Imaginirteil fiir sich ver-
schwinden, also die Gleichungen (12) befriedigt sind. Hieraus folgt dann weiter

g R 0 [0y 9 AN
aar T Gy = o (“a‘y—>+?>7(“*5;)-0’
Px oy Ox _ 0 (_ 09\, @ (09)
aw2+6y2—6m( 6y)+6y(aw)_0’
also die Giiltigkeit der Gleichungen (13).

Die Funktion % (2) heifit die zu dem betreffenden Potentialproblem gehdorige
(komplexe) ,,Stromungsfunktions. Die Losung des Problems reduziert sich auf die
Aufgabe, eine Funktion der komplexen Verénderlichen z zu suchen, die auf der
Berandung des vorgegebenen Gebietes bestimmte Randbedingungen (vorge-

gebene Werte von @ und y) erfiillt. Dies ist, wie die Funktionentheorie lehrt,
stets eindeutig moglich. Die Komponenten des Vektorfeldes gewinnt man dann,

wie aus den Gleichungen (17) und (18) hervorgeht, durch Bildung von %i:—:

dy oy _ 0@ .9y .
Te = 95 = s T os — Vi (20)

Mit dem Bestehen der Gleichungen (13) vertriglich ist die Existenz von
einzelnen punktférmigen Quellen oder Wirbeln in dem betrachteten Gebiete,
entsprechend singuliren Punkten der im iibrigen reguliren Funktion v (2). Um
ihre Ergiebigkeit zu bestimmen, bilde man das Integral der Funktion — % auf
einem beliebigen, in sich geschlossenen Wege S, der ganz in dem zu untersuchenden

Gebiet liegt. Mit Hilfe von (20) und (14) erhdlt man hiefiir
——@%idz = éy (ve—1iv,) (dx+idy)
&
= b wadoto,dy+ibwdy—r,dn)

=(§vsds+i®vnds. (21)

Der Realteil des Integrals ist also nach dem StokEsschen Satz gleich der ge-
samten Wirbelstirke der von der Kurve S eingeschlossenen punktférmigen
Wirbel und der Imaginirteil nach dem Gaussschen Satz gleich der Gesamt-
ergiebigkeit der von S eingeschlossenen punktférmigen Quellen.

4. Beispiele fiir komplexe Stromungsfunktionen.

a) Es sei p (2) =ay+ay2, (22)
4*
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worin @, und a, beliebige komplexe Konstanten bedeuten. Nach (20) ist dann

. dy .
Vit =— g =G =—x—ify,
worin «, und f; reelle Konstanten sind.

Hieraus folgt

Vp=—0, Uy=P1; (23)

b ist also ein konstanter Vektor, das Vektorfeld ist in der ganzen Ebene homogen.
b) Es sei ay

P (&) =a+a 2+, (24)

worin a, eine beliebige komplexe, a, und a, beliebige reelle Konstanten bedeuten.
Den Verlauf der Stromungslinien erhdlt man zunéchst durch Aufsuchung
der y-Linien. Bildet man den Imaginirteil von (24), so erhdlt man nach (16)

a,
2@ 9) =fotary—— % o (25)
Die Linien y=const sind also die Kurven
Y (al—— %22—) = const. (26)

Aus (26) erkennt man ohne weiteres, daf sie fiir # =co, also r =co zur x-Achse
parallel laufen. Setzt man die rechte Seite gleich
Null, so zerfillt (26) in die beiden Gleichungen

- T

— /ﬂ\\”—\ y=0 und r= ‘%—2_=R.

<—\A’\0j}‘"‘“ * Eine der K der Schar b ; ht al d
ine der Kurven der Schar besteht also aus der

D 2z-Achse und dem Kreis mit dem Radius B und

B E——— )

dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung. Die
iibrigen Kurven sind nach (26) leicht zu zeichnen.
Einige von ihnen sind in Abb. 17 dargestellt.

Bildet man ferner nach (24) die Ableitung %, so erhdlt man nach (20)

Abb. 17.

Dy iy =—y+ % @27)

Fiir = oo, also 2 = oo wird demnach v, =0, v, = —a,. Die Stromung erfolgt daher
im Sinne der eingezeichneten Pfeile und im Unendlichen mit dem Betrage a,
des Stromungsvektors parallel zur 2-Achse. In den Punkten 4; und 4, mit

z=-+R=-4]/ 2 verschwindet der Ausdruck (27), der Betrag von b ist also in

a.
diesen beiden Pu}]kten gleich Null; sie werden deshalb als ,,Staupunkte be-
zeichnet.
c) Es sei  (2) =4 logz, (28)

worin A eine beliebige komplexe Konstante bedeutet.
Dann ist nach (16) und (15)

p+iy=2Alog (ret¢)y=Alogr4ixd (29)
und nach (20) . d A
vaivy=— S A (30)

Die Fupktion (28) hat ersichtlicherweise im Endlichen nur einen singuliren
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Punkt, ndmlich den Punkt z=0. Erstreckt man das Integral (21) beispielsweise
lings eines Kreises vom Radius 7 um diesen Punkt, so erhilt man mittels (30)

d A A ; . .
— @ %—dz = @ — dz= @md (rets)y=A1 @da:.‘l wid. (31)
Ist die Konstante A reell, dann wird nach (29)

p=Alogr, y=unAd. (32)

Die @-Linien sind also Kreise mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt
und die g-Linien die Geraden durch den Ursprung. Die Lésung fiir ¢ stimmt
mit der in § 7 -gefundenen Lésung (28) fiir das Potentialproblem mit Zylinder-
symmetrie iiberein, wie es naturgemi8 sein muf. Der Koordinatenursprung er-
weist sich nach (21) und (31) als Quellpunkt mit der Ergiebigkeit 27 4.

Ist die Konstante 4 rein imaginédr, dann vertauschen einfach in (32) ¢ und y
ihre Rollen, die Stromungslinien sind also Kreise um den Koordinatenursprung
als Mittelpunkt. Der Betrag von v im Abstande @ vom Ursprung ist nach (30),

wenn wir A mit reellem # in der Form 4 =—24% ansetzen,
_2n
o] ==~ (33)

Im Koordinatenursprung sitzt nach (31) ein punktférmiger Wirbel von der
Starke 47z#n. Wie man sieht, entspricht die Losung véllig der in §8, 6. gefun-
denen Losung (26) fiir das Feld einer geraden Wirbellinie mit dem Wirbelmoment
n, was natiirlich so sein mufl, da jeder senkrechte Querschnitt durch dieses
Feld ein ebenes Wirbelfeld mit einem einzigen Wirbelpunkt ergeben muB.

Viertes Kapitel.
Kinematik.

§10. Kinematik eines einzelnen Punktes.

1. Grundlegende Begriffe, Bewegungsgleichung und Bahnkurve. Die ,,Kine-
matik (oder ,, Phoronomies) beschiftigt sich mit der mathematisch-geometrischen
Beschreibung der (kontinuierlichen) Bewegung von Punkten im Raume. Da
jeder materielle Kérper als System von endlich
oder unendlich vielen ,,materiellen Punkten
aufgefat werden kann, bildet die Kinematik
die unentbehrliche mathematische Grundlage ,
fir die theoretisch-physikalische Behandlung
der Bewegung der materiellen Kérper. Wir be-
ginnen bei ihrer Besprechung mit dem einfach-
sten Fall, nidmlich der Kinematik eines ein-
zelnen Punktes.

Die Lage eines beweglichen Punktes P zu ¥
irgend einer Zeit ¢ beschreiben wir durch den
vom Koordinatenursprung zu ihm hin gezoge-
nen Radiusvektor r oder seine Komponenten z, y,z (Abb. 18). Die Tatsache,
daf der Punkt sich bewegt, driickt sich dadurch aus, daB r eine bestimmte
Funktion der Zeit p— (1)

ist. Die Gleichung (1) heifit die ,, Bewegungsgleichung* des Punktes.
Bei seiner Bewegung beschreibt der Punkt eine Kurve § im Raume, die man
seine ,, Bahnkurve nennt. Wir wihlen auf ihr einen beliebigen Anfangspunkt A4

pds t

Abb. 18.
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und messen die Entfernung eines beliebigen Punktes P der Kurve von 4 durch
die Bogenlinge s der Kurve zwischen 4 und P. Das Element der Bogenléinge,
das ,,Bogenelement®, nennen wir ds.

Gibt man zu jedem Punkte P der Kurve seinen Radiusvektor ¢ als Funktion
der Bogenlinge s an, dann ist durch die Vektorfunktion

r=t(s) @)
oder, ausfiihrlich geschrieben, durch die drei skalaren Funktionen
r=z(s), y=y(&), =z=z(s) (3)

die Kurve (bis auf den willkiirlichen Anfangspunkt) vollkommen bestimms.
Wir nennen die Gleichungen (2) bzw. (3) die Gleichungen der Baknkurve in ,,Para-
meterdarstellung®, wobei als Parameter die Bogenléinge beniitzt ist.

Um die Bewegung des Punktes auf der Bahnkurve festzulegen, ist auBer
der Gleichung der Bahnkurve (2) noch die Angabe der skalaren Funktion (4)

s=s (1) 4)
erforderlich, durch welche die zu P gehérige Bogenlinge als bestimmte Funktion
der Zeit festgelegt wird. Betrachtet man in (2) s als implizite Funktion der Zeit
gemiB (4), dann kommt man wieder auf die Bewegungsgleichung (1) zuriick.

2. Geschwindigkeitsvektor und Tangentialvektor. Als ,,Geschwindigkeitsvektore
der Bewegung bezeichnet man den aus (1) durch Differentiation nach der Zeit

hervorgehenden Vektor " dr )
b () = -5+
mit den Komponenten at
dz ) d dz
L=y "=gp %=qr ()

v, bedeutet gemiB (6) offenbar den von der Projektion des Punktes P auf
die #-Achse zwischen ¢ und ¢ dt zurtickgelegten Weg d %, dividiert durch
die dafiir benétigte Zeit d¢, also ihren ,,Weg pro Zeiteinheit**. Analog sind v,
und v, die Wege der Projektion von P auf die y- und die z-Achse pro Zeit-
einheit.

Differentiiert man anderseits t gemif Gleichung (2) nach der Bogenlinge s,

so erhdlt man einen Vektor dr
te) =44 (7
mit den durch die Differentiation der Gleichungen (3) gebildeten Komponenten
__dx __dy __dz
b= g4 V= gst =g (8)

In § 6, 2. haben wir bereits bewiesen, daB die durch die Ausdriicke (8) dar-
gestellten Komponenten von t gleich den Komponenten eines Einheitsvektors
sind, der die Richtung der Tangente an die Kurve im betrachteten Punkte P
hat. Wir nennen daher t den ,,Tangentialvektor* der Kurve.

Zur Vereinfachung der Schreibweise und um Verwechslungen auszuschalten,
wollen wir im folgenden, wie es in der Kinematik und in der Physik allgemein
iblich ist, die Ableitung einer implizite oder explizite von der Zeit abhingigen
Grofle nach der Zeit mit dem NEwToNschen Fluxionssymbol, némlich durch
einen iiber den betreffenden Buchstaben gesetzten Punkt, die Ableitung nach
dem Parameter s mit der LrrBnIzschen Bezeichnung, ndmlich durch einen
dem betreffenden Buchstaben aufgesetzten Akzent bezeichnen. An Stelle von (5)
und (6) kénnen wir daher schreiben

D=1 (v,=2, v,=9, v,=2) (sprich: r Punkt!) (9)
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und an Stelle von (7) und (8)

t=v" (t,=x', t,=y’, t,=2') (sprich: r Strich!). (10)
Differentiiert man die Gleichung (2) implizite nach der Zeit, dann erhilt man
dr _ dr ds
dt = ds dt’

oder nach (5) und (7) b=—t.5 ai)
Der Geschwindigkeitsvektor hat also die Richtung der Tangente an die Bahn-
kurve. Bildet man auf beiden Seiten der Gleichung (11) den Absolutbetrag, so
erhilt man, da t, wie gezeigt wurde, ein Einheitsvektor ist,

b =v=25(t); (12)

der Betrag des Geschwindigkeitsvektors oder die ,,Bahngeschwindigkeit’ ist
also einfach der auf der Bahnkurve gemessene (zeitlich verdnderliche) ,,Weg
pro Zeiteinheit.

Bezeichnet man mit ¢ den Kriimmungsradius der Kurve S an der betrach-
teten Stelle P, dann kann man eine GroBe w (f) durch die Bezeichnung

vV=w.Q (13)

einfiihren, die man die ,,Winkelgeschwindigkeit’* des Punktes P nennt. Der

Name ist im Hinblick auf die Tatsache gewéhlt, daB nach (13) und (12) (Abb. 18)
ds do

gilt, worin doc der Winkel ist, unter dem vom Kriimmungsmittelpunkt K gesehen

das Bahnelement ds erscheint.

Als ,,Flichengeschwindigkeit’* bezeichnet man in Analogie zur Definition des
Geschwindigkeitsvektors b die vom Radiusvektor pro Zeiteinheit iiberstrichene
Fliche nach Grofe und Richtung. Aus Abb. 18 ersieht man unmittelbar, daB
die in der Zeit dt iiberstrichene Fliche gleich der Héilfte des von den Vektoren ¢
und dr aufgespannten Flachenstiickes ist; die Flichengeschwindigkeit | erhalt
man hieraus durch Division durch dt, also nach §3,6.:

v

1exdr _ 1
f= s =5 (tXD). (14)

3. Beschleunigungsvektor und Hauptnormalvektor. Als ,, Beschleunigungsvektor
der Bewegung bezeichnet man den aus (9) durch einmalige oder aus (1) durch
zweimalige Differentiation nach der Zeit hervorgehenden Vektor

b=0=¢% (15)
bw :‘ﬁ: bﬂv: éj’ bz :':3'; : (16)

mit den Komponenten

die gleich den Geschwindigkeitszuwéichsen der Projektionen von P pro Zeit-
einheit sind.

Durch nochmalige Differentiation der Gleichung (10) nach s erhidlt man
ferner den Vektor dt

W—t =r, (17)

dessen Richtung mit der Richtung von dt iibereinstimmt und dessen Betrag

gleich ist [—g—gl—. Tréigt man die Tangentialvektoren t{ und t, in den beiden un-

endlich benachbarten Punkten P und P; in Abb. 18 von einem Punkte 4 aus
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auf (Abb.19), dann bestimmen sie die sogenannte ,,Schmiegungsebene® der
Bahnkurve im Punkte P, also diejenige Ebene, die durch drei benachbarte
Punkte der Kurve hindurchgelegt werden kann

J und daher auch den Kriimmungsmittelpunkt ent-
/@t—y bilt. Der in dieser Ebene gelegene Vektor dt ist
die Differenz von t, und t. Da t; und t beide die

A
Linge Eins haben, steht dt auf t bzw. {; senkrecht,
also auch sepkrecht auf der Bahnkurve im Punkte P.
Der Winkel zwischen t und {; ist gleich dem in 2. eingefithrten Winkel d «, daher
ist der Betrag |dt| von dt ebenfalls gleich d « und nach (17) gilt mit Benutzung
von (12) und (13) do . 1

W=y =% =79 (18)

Abb. 19.

Wir fithren nun einen Vektor §j von der Lénge Eins ein, der auf der Kurve
im Punkte P senkrecht steht und in der Schmiegungsebene liegt. Man nennt
ihn den ,,Hauptnormalvekior der Kurve. Nach den obigen Ausfithrungen hat |
dieselbe Richtung wie t’ und sein Betrag geht nach (18) aus dem von t' durch
Multiplikation mit ¢ hervor. Es gilt daher die Beziehung

h=p.t. (19)
Die Gleichungen (10) und (19) heilen die ,,FRENETschen Gleichungen der Diffe-
rentialgeometrie.
Differentiiert man die Gleichung (11) implizite nach der Zeit, so erhilt man
nach (15), (12) und (19)

at .. 2
5=—&%-82+t.8=f)-%-{—t.v. (20)

Die Formel (20) 14Bt erkennen, dafl man den Beschleunigungsvektor stets in
zwei zueinander senkrecht stehende Komponenten zerlegen kann, von denen
die eine die Richtung der Tangente an die Bahnkurve, die andere die Richtung
der Hauptnormalen zur Bahnkurve hat.

Die erste Komponente nennt man die ,,Bahnbeschleunigung‘‘; ihr Betrag ist
einfach gleich der zweiten Ableitung von s nach der Zeit, also gleich dem im
BogenmalBl auf der Kurve gemessenen Zuwachs der Bahngeschwindigkeit pro
Zeiteinheit. Die zweite Komponente nennt man die ,,Zentripetalbeschleunigung,
da ihre Richtung vom beweglichen Punkt zum Kriimmungsmittelpunkt hinweist.
Der Betrag der Zentripetalbeschleunigung ist nach (20) und (13) gleich

2
5 =% (21)
also bei gegebener Bahngeschwindigkeit um so groBer, je kleiner der Kriimmungs-
radius ist, und bei gegebener Winkelgeschwindigkeit um so gréBer, je gréfler der
Kriimmungsradius ist.

Die GréBe f=w bezeichnet man als ,,Winkelbeschleunigung‘.

4. Diskussion einiger einfacher Bewegungstypen. a) Eine Bewegung mit
konstantem Geschwindigkeitsvektor nennt man eine ,,gleichformige’* Bewegung.

Y, PR Ihre Differentialgleichung lautet nach der De-
L 4 finitionsgleichung (9)
5/ £ =10, = const. (22)
‘ ’ Durch Integration erhdlt man hieraus die
7 endliche Bewegungsgleichung:
Abb. 20. =1, t—{-ro, (23)

worin py und y, konstante Vektoren bedeuten.
Die Bahnkurve ist also, wie aus der Konstruktion der Abb. 20 hervorgeht,
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eine gerade Linie, die mit der konstanten Bahngeschwindigkeit |v,| durchlaufen
wird und deren Richtung gleich der des Vektors b, ist. 1y ist der Radiusvektor
von P fir £t=0.

b) Eine Bewegung mit konstantem Beschleunigungsvektor nennt man eine
»gleichformig beschleunigte”® Bewegung. IThre Differentialgleichung lautet nach
der Definition (15) % — b, = const. (24)

Durch einmalige Integration der Gleichung (24) erhilt man
i = bot+ DO

und hieraus durch nochmalige Integration die endliche Bewegungsgleichung
in Vektorform

r= 20 2 vgtt g (25)

worin by, vy und v, konstante Vektoren sind.

1o bedeutet wieder wie oben den Radiusvektor der ,,Ausgangslage” von P
fiir =0, vy den Vektor der ,,Anfangsgeschwindigkeit’‘. Nach (25) geht der Vektor
(t—r1,) durch lineare Kombination aus den Vektoren
by und by hervor; er liegt also stets in der durch b,
und p, bestimmten Ebene. Die Bahnkurve ist dem-
nach eine ,ebene’ Kurve. Wihlen wir ihre Ebene als
%-y-Ebene (Abb. 21) und errichten die y-Achse in Y,

|
der Richtung von by, die z-Achse senkrecht dazu und T
verlegen den Koordinatenursprung in den Punkt g, y,i l =\ <
dann ist

bor=bo; =0, bgy=by, T=0, vy, =0. y
Die z- und y-Komponenten von ¢ lauten also nach (25) Abb, 21.
x =gy )
(26)

b
y=?°‘t2—[—vuy.t I

Durch Elimination von ¢ aus den Gleichungen (26) erhélt man die Gleichung
der Bahnkurve b, Vou
Die Bahnkurve ist also eine Parabel, deren Achse die Richtung von b, hat. Haben
by und b, die gleiche Richtung, ist also in (27) vy, = 0, dann reduziert sich die
Bahnkurve auf eine Gerade mit der Richtung b,.

Ist die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null, dann wird nach (25)

lf—to = %tz,
die Bahnkurve ist also eine Gerade in der Richtung b,, die nach dem Zeitgesetz
s=[r—tg =202 (28)

durchlaufen wird (geradlinige, gleichformig beschleunigte Bewegung).

c) Eine Bewegung mit konstanter Bahngeschwindigkeit geniigt der Diffe-
rentialgleichung §=10 oder &=wv,= const. ‘ (29)
Durch Integration erhdlt man die endliche Bewegungsgleichung

8§ =t} 8. (30)
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Aus (20) und (29) folgt 3

5.2

der Beschleunigungsvektor steht also auf der Bahnkurve stets senkrecht.
d) Eine Bewegung auf einem Kreis erfiillt stets die Bedingung

H

o =const.

Die Zentripetalbeschleunigung muBl, um dieser Bedingung zu geniigen, gemiB
(21) dem Quadrat der Bahngeschwindigkeit oder dem der Winkelgeschwindigkeit
proportional sein.

5. Die lineare harmonische Bewegung. Bewegt sich ein Punkt P auf einer
Geraden derart, daB sein von einem festen Punkt O der Geraden gemessener
Abstand z der Gleichung 2 =a cos (wt+y) (31)

geniigt, in der @, w und y Konstanten sind, dann sprechen wir von einer linearen,
harmonischen Bewegung. Aus der Bewegungsgleichung (31) kann man folgende
Eigenschaften dieser Bewegung ablesen:

Die Bewegung hat den Charakter einer regelméafigen Schwingung oder Os-
zillation um das Zentrum O. z heift die ,,Elongation der Schwingung; ihre
Extremalwerte lauten = - a; @ nennt man daher die ,,Amplitude oder ,,Schwin-
gungsweste’ der Schwingung. x ist eine periodische Funktion der Zeit mit der
,,Periode’ oder , Schwingungsdauer

2n
r= 27, (32)
denn wenn in (31) ¢ um 7 wichst, so dndert sich der Wert von x nicht. Die Kon-
stante w heiBt die ,,Kreisfrequenz der Schwingung, die Gréfe

w

=%

(33)
die ,,Schwingungszahl*‘ oder ,,Frequenz‘‘. Sie ist nach (32) der Reziprokwert der
Schwingungsdauer und daher gleich der Anzahl der Schwingungen pro Zeit-
einheit. Die Konstante 9, deren Wert davon abhéngt, in welcher ,,Phase* der
Schwingung man den Nullpunkt der Zeitzdhlung ansetzt, bezeichnet man als
,, Phasenkonstante‘‘.

Die Geschwindigkeit » der Bewegung erhilt man durch Differentiation von (31)

nach der Zeit: .
v=x’=-—aa).sin(wt+y)=aw.cos(wt—l—y—l—?). (34)

v (f) ist also ebenfalls eine harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz w

und der Amplitude aw, deren Phase gegeniiber der Schwingung (31) um % ver-

schoben ist. '
Durch nochmalige Differentiation von (34) erhdlt man die Beschleunigung

b=&=—aw?. cos (wt-F7). (35)
Der Vergleich der Ausdriicke (31) und (35) liefert die Beziehung
% +we=0, (36)

die nur mehr die Konstante w enthilt. Sie ist also fiir eine harmonische Schwin-
gung mit der Kreisfrequenz @ und beliebiger Amplitude und Phase charak-
teristisch.

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daBl jede Losung der Differentialgleichung
(36) die Gestalt (31) haben muB}. In der Tat lehrt die Theorie der linearen Diffe-
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rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, daf die allgemeine Ldsung
von (36) lautet: w=A et -+ dyent, (37)

worin A4, und 4, willkiirliche (reelle oder komplexe) Konstanten und u; und u,
die Wurzeln der ,,charakteristischen Gleichung®

W+ w?=0 (38)

sind, also Uy =W, Uy =—1. (39)

Die Einsetzung von (39) in (37) liefert demnach die allgemeine Losung
x=A,eot+ Ay,ett, (40)

Da fiir unser Problem nur 7eelle Losungen in Betracht kommen, miissen wir
die Konstanten A4, und 4, in (40) so wihlen, daB z fiir alle ¢ reell wird. Man
sieht leicht, daB die notwendige und hinreichende Bedingung hiefiir lautet,
daB die beiden Summanden auf der rechten Seite von (40) zueinander konjugiert
komplex sind. Setzt man

A4,= %e"T (@ und v reell),

dann muB also a .
.A2 = E*e—l”,

gesetzt werden und dies in (40) eingesetzt, ergibt
x:%[ez'(wrw_{_ e—i@t+ )], (41)

Durch Benutzung der bekannten MorvkREschen Formel
€% = cosu--isinu (42)

findet man, daB die rechte Seite von (41) gleich ist @ cos (w¢+7), daB also in
der Tat wieder die Bewegungsgleichung (31) als allgemeine Ldsung von (36)
herauskommt, wie wir behauptet haben.

6. Symbolische Darstellung harmonischer Schwingungen. Sehr zweckmiBig
erweist sich die Darstellung von harmonischen Schwingungen durch komplexe
GroBen, die wir im folgenden hiufig benutzen werden. Man setzt hiebei die
Bewegungsgleichung in der Form

z=A .ot = qeitr, giot (43)

an, deren reeller Teil gemiB (42) mit der gewohnlichen Bewegungsgleichung (31)
zusammenfillt, Die komplexe Konstante A, deren Absolutbetrag gleich der
Amplitude @ und deren Azimut gleich der Phasenkonstante y ist (weswegen
man sie auch oft als ,,Phasenwinkel‘ bezeichnet), nennt man die ,komplexe
Amplitude’.

In der komplexen Zahlenebene stellt # den Radiusvektor dar, dessen Betrag
gleich @ ist und dessen Azimut sich als lineare Funktion der Zeit verdndert.
Sein Endpunkt bewegt sich also auf einem Kreise mit dem Radius @ mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit w. Die Projektion dieser Bewegung auf die
reelle Achse ist nach dem oben Gesagten eine harmonische Schwingung mit der
,, Kreisfrequenz w (daher der Ursprung dieses Namens).

Die komplexe Amplitude einer Schwingung gegebener Frequenz kann durch
einen konstanten Vektor, niamlich den Radiusvektor des Punktes z=A dar-
gestellt werden.

Y. Zusammensetzung gleichgerichteter harmonischer Schwingungen. Unter
einer aus mehreren einfachen harmonischen Schwingungen zusammengesetzten
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Schwingung versteht man eine Bewegung, deren Radiusvektor durch Addition
aus denen der Komponenten entsteht. Wir betrachten zunéchst die Zusammen-
setzung von Schwingungen mit der gleichen Schwingungsrichtung.

Die Addition von beliebig vielen Schwingungen der gleichen Frequenz mit
verschiedenen Amplituden und Phasen ergibt nach (43)

x:Aleimt+Azeimt+ . ._i_Aneimt:Aeimt’ (44)
worin gesetzt ist A=A+ A,+ ...+ A4, (45)

Die Summe ist also gemdB (44) wieder eine Schwingung mit der gleichen Fre-
quenz und einer komplexen Amplitude, die nach (45) gleich der Summe der
komplexen Amplituden der Komponenten ist. Graphisch kann man die Kon-
stanten der zusammengesetzten Schwingung finden, indem man in der kom-
plexen Zahlenebene die den komplexen Amplituden der Komponenten ent-
sprechenden Vektoren addiert.

Die Addition von Schwingungen mit verschiedener Frequenz ergibt jedoch
keine harmonische Schwingung, sondern eine kompliziertere Bewegungsform.
Addieren wir z. B. speziell die beiden Schwingungen

2, =ae®?t und x,=aqe'%?

mit den Kreisfrequenzen w; und w, << w,, der gleichen Amplitude ¢ und der
gleichen Phase, dann erhalten wir, wenn wir setzen

w = X =

01+ 0, Wy1— Wy
ko = (46)
mit Benutzung von (42)
X =0+ Xy =a (e' Nt ') = gel ®¢(e?at |- g~i0t) = 2 cos i '@, (47)
Ist die Differenz (w,—w,) klein gegen w,
dann konnen wir die durch (47) dargestellte
o Bewegung als eine Schwingung mit der Kreis-

I frequenz « auffassen, bei der aber die Am-
c§ plitude nicht konstant ist, sondern selbst pe-
Z riodisch mit der Frequenz » = %;— = wl;t Da

zwischen Null und 2a variiert. Wir bezeich-

2T nen diese Schwingungsform als ,,Schwebung*

(Abb. 22)L,
Fiigt man zu (47) noch eine Schwingung
mit der Kreisfrequenz o und der Amplitude b =na
= hinzu (n>>2), so erhidlt man

Abb. 22.

ééﬂ

r=>b (1—{— %coszxt) etot, (48)

¢ Ist auch hier wieder & klein gegen w, dann kann

man diese Bewegung als Schwingung mit der Kreis-

oz frequenz o auffassen, deren Amplitude b im
@ Rhythmus &« um den Bruchteil 2/n nach oben
Abb. 25 und unten schwankt. Eine solche Schwingung

wird als eine ,,modulierte”, und zwar speziell mit

einer Frequenz « ,,harmonisch modulierte® Schwingung bezeichnet. Man kann
sie sich nach der vorstehenden Entwicklung stets aus der »» T'rdgerschwingung‘

! Hierauf beruht die bekannte akustische Erscheinung (vgl. ,,Exp.-Physik*
Kap. X), sowie die Wirkungsweise der ,», Uberlagerungsempfinger* in der Radio-
telegraphie (vgl. ,,Exp.-Physik* Kap. XXII).
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und den beiden ,,Seitenbindern w,=w-+o« und w,= w— « zusammengesetzt
denken (Abb. 23)L

Wir betrachten -schlieBlich noch den Fall der Zusammensetzung unendlich
vieler Schwingungen von der Gestalt ae’®?, wobei w das Intervall w;, —w, = 2a
kontinuierlich erfiilllt. Wir haben dann

x
statt der Addition eine Integration aus- ,
zufithren und erhalten T &
s §
x=gaeimdw=—.‘i(e"“"1f--e‘i%f}= T
(3] l
@y
fat__ ,—iat
:____a;eicot e __‘e ia _ .
3 -
2a .
=——t—e“°‘sln(xt. (4:9)

s . . . Abb. 24.
Dies ist wieder eine Schwingung von der

Frequenz @ mit Schwebungen von der Frequenz , wobei jedoch die Amplitude
wegen des im Nenner stehenden ¢ dauernd abnimmt (Abb. 24).

8. Elliptische Sehwingungen; Lissajou-Schwingungen. Wir gehen jetzt zur
Betrachtung jener Bewegung iiber, die entsteht, wenn man zwei zueinander
senkrechte Schwingungen mit der gleichen Kreisfrequenz w addiert. Wir denken
uns ein Koordinatensystem so gelegt, daf die eine Schwingung mit der Ampli-
tude @ in der z-Achse und die andere Schwingung mit der Amplitude b in der
y-Achse um den Ursprung als Mittelpunkt der Schwingung erfolgt. Die Phasen-
differenz zwischen beiden Schwingungen sei . Durch eine geeignete Wahl des
Nullpunktes der Zeitzdhlung konnen wir es dann stets so einrichten, daf die
Bewegungsgleichungen lauten:

x=a coswt }

y="bcos(wt-+7y)
Die Gleichung der Bahnkurve erhalten wir durch Elimination von ¢ aus
den Gleichungen (50):

y = b(cos wt.cosy—sinwt.siny)=>b- g—cosy—-b .l/lﬁggsiny

(50)

oder y? -}——32:22—2%0033/ .xy =bZsin?y. (51)
Dies ist die Gleichung einer Ellipse, die dem Rechteck mit den Seitenlingen 2a
und 2b eingeschrieben ist, da nach (50) = zwischen den Grenzen —a und 4o
und y zwischen den Grenzen —b und -+ & bleiben 7
muf. Die Linge und die Richtung der Achsen .
richtet sich nach dem Werte von y (Abb. 25). T ‘
Eine Schwingung der betrachteten Art wird
als eine ,elliptische’ Schwingung bezeichnet?, |
Man kann sie sich stets aus der Zusammenwirkung
von zwei zueinander senkrechten linearen Schwin-
gungen entstanden denken. Ist die Phasendifferenz
zwischen den beiden Schwingungskomponenten a
gleich Null oder gleich 7z, dann artet die elliptische Abb. 25.

x2=0

]

1 Begziiglich der grundlegenden Rolle, die diese Erscheinung bei der Radiotele-
graphie spielt vgl. ,,Exp.-Physik* Kap. XXII.

2 Uber die experimentelle Herstellung dieser Schwingungsform vgl. ,,Exp.-
Physik* §23.
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Schwingung in eine lineare Schwingung aus, da dann die Gleichung der Bahn-
ellipse (51) in die Gleichung einer Doppelgeraden

(y F %w)2= 0 (52)
iibergeht (vgl. Abb. 25). Ist die Phasendifferenz gleich -723 und @ =b, dann ver-
wandelt sich die Gleichung (51) in

@y = a?, (53)

die Bahnkurve wird also ein Kreis, der mit der konstanten Winkelgeschwindig-
keit w durchlaufen wird (vgl. 6.). Wir sprechen in diesem Falle von einer ,,zirku-
laren* Schwingung?.

Sind die Frequenzen der beiden zusammenzusetzenden Schwingungen ver-
schieden, dann entstehen kompliziertere Bewegungstypen, bei denen offenbar
wiederum der bewegte Punkt stets innerhalb des Rechteckes der Abb. 25 bleiben
und je zwei gegeniiberliegende Seiten desselben in regelmaBigen Zeitabstdnden
berithren muB. Die entstehenden Bahnkurven fithren den Namen ,,Lissajou-
Figuren‘‘. Stehen die beiden Frequenzen in einem ratio-

4 nalen Verhiltnis, dann sind diese Kurven algebraische

Kurven und in sich geschlossen. Stehen die Frequenzen je-
doch in einem irrationalen Verhiltnis, dann sind die Kur-

ven transzendent und nicht in sich geschlossen. Der be-
NOZS * wegliche Punkt kommt also nie mehr in seine Anfangslage
zuriick; er kommt jedoch im Verlaufe seiner Bewegung,

wie man zeigen kann, jedem Punkte im Innern des Recht-

Abb. 26. eckes beliebig nahe, so da8 die Punkte der Bahnkurve

die Fliche des Rechteckes ,,dicht“ erfiilllen (Abb. 26).

9. Gedimpfte, harmonische Schwingungen. Wie wir in 5. sahen, ist die

Differentialgleichung einer linearen, harmonischen Schwingung die spezielle

lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (36) mit konstanten Koeffizienten.

Es liegt nahe, zu untersuchen, welche Bewegungsformen einer allgemeinen

linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

entsprechen, die im Gegensatz zu der Gleichung (36) noch ein Glied erster Ord-
nung enthélt. Wir schreiben sie in der Form

E+pr+wie=0, (54)
worin f und w reelle Konstanten sind.

Nach dem Muster von 5. finden wir die allgemeine Lésung, indem wir in (37)
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung

2 2 _
einsetzen. Sie lauten wH-futw?=0 (55)
Az 3
u1='—‘g+l/%——w2, u2=——-fg~__l/%__w2, (56)
Fithren wir die Abkiirzung g
a=|/ w?— = (57)

ein, so kénnen wir demnach die allgemeine Losung der Differentialgleichung .(54)
folgendermafBen schreiben:

B X )
w=c" 2! (4, % 4 Ay, (58)
worin 4, und A4, willkiirliche reelle oder komplexe Konstanten sind.
1 Siehe Anm. 2, S. 61.
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Ist der Radikand von (57) positiv, also % <, dann ist & reell und der Aus-
druck (58) unterscheidet sich von dem friiher gefundenen (40) nur dadurch,

8
daB er mit dem Faktor ¢ 2’ multipliziert ist. Die Bewegung ist also eine har-
monische Schwingung mit der Frequenz «, deren Amplitude im Laufe der Zeit
nach einer Exponentialfunktion monoton wichst oder abnimmt, je nachdem g
kleiner oder groBer als Null ist. Der zweite Fall ist physikalisch wichtiger.
Wir nennen eine Schwingung, deren Am-

plitude im Laufe der Zeit nach dem Gesetz ;
B
a=age 2" (59) ig

abnimmt, eine ,,geddmpfte Schwingung** (Abb.

27). Aus (59) folgt, daB der Logarithmus von
a wihrend einer Periode um den Betrag
6="Lg (60)

abnimmt. Die GréBe & heiBt das ,,logarithmische
Dekrement‘‘ der Schwingung. Sind die Schwin-
gungsdauer und das logarithmische Dekrement einer Schwingung durch Be-
obachtungen ermittelt, dann kann man hijeraus nach (60) die Dampfungs-
konstante B berechnen.

Ist —'2> o, dann sind %, und u, in (56) reell und negativ, falls wieder >0

ist. x setzt sich also aus zwei Gliedern zusammen, die beide mit der Zeit expo-
nentiell abnehmen. Die Bewegung hat nicht mehr den Charakter einer Schwin-
gung, sie ist ,aperiodisch”. Ist f=2w, dann fallen die beiden Wurzeln der

Abb. 27.

charakteristischen Gleichung zusammen, es wird %, =u, =——-—g—; in diesem Falle
lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (54), wie die Theorie
lehrt und wie man durch Einsetzen leicht verifizieren kann,

_E,
z=Ae 2" (14-21), (61)

worin 4 und 4 willkiirliche Konstanten sind. Auch diese Bewegung hat aperiodi-
schen Charakter; x geht fiir groBe ¢ exponentiell gegen Null.

Durch allméhliches VergréBern der Dimpfungskonstanten 8 kann man aus
einer ungeddmpften Schwingung (f =0) eine geddmpfte Schwingung und schlieB3-
lich beim Uberschreiten der ,kritischen Dampfung® f=2w eine aperiodische
(iiberddmpfte) Bewegung herstellen; die Schwingungsdauer wichst dabei vom

Werte —25 angefangen bis Unendlich beim Erreichen der kritischen Dampfung an.

§ 11. Kinematik von Punktsystemen.

1. Diskontinuierliche und kontinuierliche Punktsysteme. Unter einem dis-
kontinuierlichen Punktsystem verstehen wir ein System von endlich vielen
oder abzihlbar unendlich vielen Punkten, die sich durch einen fortlaufenden
Index & numerieren lassen. Die Lage des k-ten Punktes P, zu irgendeiner
Zeit ¢ kann dann durch den Radiusvektor 1, zu diesem Punkte beschrieben
werden. Die Bewegung des Punktsystems ist vollkommen bestimmt, wenn
die Funktionen o=t (f)... k=1,2,3... )

gegeben sind. Die Gleichungen (1) stellen also die Bewegungsgleichungen des
Punktsystems dar. Thre Anzahl ist gleich der Anzahl der Punkte des Systems.
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Aus den Bewegungsgleichungen erhdlt man die Geschwindigkeit und die
Beschleunigung des k-ten Punktes durch Differentiation von (1) nach der Zeit:
by =1 (1), () by =1 (£)- 3)

Unter einem kontinuierlichen Punktsystem verstehen wir ein System von
Punkten, die ein endliches oder unendlich groBes Raumgebiet kontinuierlich
erfiilllen. Die Lage eines Punktes zu irgendeiner Zeit soll durch die Angabe
seines Radiusvektors t, seine Lage zur Zeit Null durch 1,, bezogen auf ein festes
Koordinatensystem, bestimmt werden. Nach einer Zeit ¢ wird im allgemeinen
jeder Punkt eine Verschiebung aus seiner Anfangslage erfahren haben, die durch
den Vektor D =1r—r1,, den ,,Verschiebungsvekior, gemessen werden soll. Wenn
man D als Funktion von t, und von ¢ fiir alle Punkte des betrachteten Raum-
gebietes angibt, dann ist die Bewegung des Systems vollkommen bestimmt:

t—1Ty =D (t,, ¥). (4)

D ist also eine Vektorfunktion von t,, die auBlerdem noch die Zeit ¢ enthélt.
Die Geschwindigkeit b eines individuellen bewegten Punktes erhdlt man
aus (4) durch Differentiation nach der Zeit:

b=1="D (t, 1) (5)

als Funktion der Ausgangslage 1, und der Zeit ¢, wenn man ihn auf seiner Bahn
im Auge behéilt. Falt man jedoch einen in bezug auf das verwendete Koordinaten-
system festen Punkt des Raumes ins Auge, dann kann man als Geschwindigkeit
in diesem festen Raumpunkte in jedem Augenblick die Geschwindigkeit jenes be-
wegten Punktes ansehen, der gerade den betrachteten festen Punkt passiert.
Wir kénnen so fiir jeden Punkt des Raumes einen Geschwindigkeitsvektor v
definieren, dessen Abhingigkeit von Ort und Zeit wir erhalten, wenn wir aus den
Gleichungen (4) und (5) t, eliminieren:

v="b (1, {). (6)

Die Vektorfunktion (6) bestimmt ein zeitlich veriinderliches ,,Qeschwindigkeits-
feld* im Raume.

Die Anderung der Geschwindigkeit, also die Anderung des Feldvektors b an
einer festgehaltenen Stelle des Raumes erhilt man, wenn man den Ausdruck
(6) nach der Zeit bei festgehaltenem t differentiiert. Wir deuten dies durch die
Schreibweise: Z;J an,

Um ]edoch die Anderung der Geschwmdlgkelt eines individuellen beweghchen
Punktes im Verlaufe seiner Bewegung oder seine Beschleunigung b zu erhalten,
miissen wir beriicksichtigen, da b nach Gleichung (6) in zweierlei Weise von ¢
abhingt, einmal explizite und einmal implizite dadurch, daf} der Radiusvektor ¢
des bewegten Punktes sich mit ¢ verdndert. Wir erhalten daher b durch implizite
Differentiation von (6) nach der Zeit und schreiben dies mit Benutzung von (5),
(6) § 10 und (4) §6 wie folgt:

_dvo_ oo, 9v dw  8vdy | dvds_ dv
=att T ew at oy at T ee dt —ar TV (7)

2. Das starre Punktsystem. Als starres Punktsystem bezeichnet man ein
kontinuierliches oder diskontinuierliches Punktsystem, bei dem die Entfernung
je zweier Punkte im System voneinander fest ist, sich also im Laufe der Zeit
nicht verdndert. Bevor wir die allgemeinste Form der Bewegung eines starren
Systems beschreiben, wollen wir zunichst zwei einfache Spezialtypen dieser Be-
wegung . studieren.

b
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Unter einer ,, Verschiebung oder ,, T'ranslation versteht man eine solche Bewe-
gung eines starren Punktsystems, bei der die Geschwindigkeit p nur von der Zeit,
nicht aber vom Orte abhingt; d.h. bei der alle Bahnkurven zueinander parallel
sind (durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen) und korrespondie-
rende Punkte auf ihnen mit der gleichen Bahngeschwindigkeit durchlaufen
werden. Die Translationsbewegung eines starren Systems wird durch die Bewe-
gungsgleichung (1) § 10 eines beliebigen seiner Punkte véllig bestimmt.

Unter der ,,Drehung* oder ,, Rotation‘ eines starren Punktsystems um eine feste
Achse versteht man eine Bewegung, bei der alle auf einer bestimmten Geraden,
der ,,Rotattonsachse, gelegenen Punkte in Ruhe bleiben. Offenbar
muBl dann der Abstand eines beliebigen Punktes P des Systems
von einem Punkte O auf der Achse konstant bleiben, d. h. jeder
Punkt P beschreibt bei seiner Bewegung einen Kreis, dessen Ebene
senkrecht auf der Achse steht und dessen Mittelpunkt auf ihr liegt,
mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit w (Abb. 28).

Wir wihlen O als Koordinatenursprung und legen in die Achse
einen Vektor u hinein derart, daB seine Richtung und die Rich-
tung der Rotation einander im Sinne einer Rechtsschraube zu-
geordnet sind und daf sein Betrag gleich der Winkelgeschwin-
digkeit 0 der Rotation ist. Wir wollen u den ,,Rotationsvektor: Abb. 28.
nennen.

Der Betrag v der Geschwindigkeit von P ist nach Abb. 28 gleich

v=rsinx.w (8)

und ihre Richtung steht normal auf der durch r und u bestimmten Ebene. Wir
konnen daher allgemein setzen b= X1 )

Setzt sich eine Bewegung aus mehreren, gléichzeitig erfolgenden Rotationen
um Achsen zusammen, die alle durch einen Punkt O kindurchgehen, dann findet
man ihre Geschwindigkeit b durch Addition der Ausdriicke (9) fiir die einzelnen

Rotationen mit den Rotationsvektoren iy, u,, iy, ..., also
p=uy Xt X+ uyXe+...=uxr, (10)
i tzt 1 :
Worin gesetzt ist U= gt . (11)

Die zusammengesetzte Bewegung ist also wieder eine Rotation, deren Rotations-
vektor gleich der Summe der Rotationsvektoren der Einzelrotationen ist.

Ist in der Gleichung (9) u konstant, so erfolgt die Drehung um eine feste Achse
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit oder mit der Winkelbeschleunigung Null.
Ist der Betrag von u variabel, aber seine Richtung fest, dann ist die Bewegung
eine Rotation um eine feste Achse mit variabler Winkelgeschwindigkeit. Ist
schlieBlich u nach GroBe und Richtung verdnderlich, dann bleibt bei der Be-
wegung des Punktsystems nur der Mittelpunkt O fest, wir sprechen dann von
einer Rotation wm einen festen Punkt. Wir kénnen uns diese Bewegung als eine
zeitliche Aufeinanderfolge von unendlich kurz dauernden Rotationen um eine
Achse vorstellen, die ihre Richtung im Raume stetig verindert.

Die allgemeinste Bewegung eines starren Punktsystems setzt sich offenbar aus
der Rotation um einen beliebigen, festgehaltenen PunktO des Systems und einer
Translation dieses Punktes zusammen. Nennen wir die Geschwindigkeit dieser
Translation p,, dann ist der Geschwindigkeitsvektor eines beliebigen Punktes
bei der Bewegung eines starren Punktsystems allgemein gegeben durch die

Gleichung D=1, uXr, (12)
worin 9, und 1t noch von der Zeit, nicht aber von t abhingen.
Fiirth, Theor. Physik. 5
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Bildet man den rot des Vektorfeldes b nach (12) mittels der Formel (9) §8,
so erhalt man roth =2 1, (13)

was in sehr anschaulicher Weise die Bedeutung des Rotors eines Geschwindigkeits-
feldes vor Augen fiihrt. Eliminiert man u aus (12) und (13), so kann man die
Differentialgleichung der Bewegung eines starren Punktsystems folgendermaBen

schreiben: 1
b =by4 —2~rotb><r (14)

3. Lineare Deformation. Eine lineare Deformation wollen wir die Verschiebung
eines kontinuierlichen Punktsystems aus seiner Anfangslage dann nennen, wenn
die Vektorfunktion (4) linear ist (vgl. § 4), wenn also der Verschiebungsvektor D

der Gleichung D=I(1).1ry+ D (t) (15)

gehorcht, worin I” einen dreidimensionalen Tensor und ®, einen vom Orte unab-
héngigen Vektor bezeichnet. Sind diese beiden GréBen auch zeitlich konstant,
dann stellt die Gleichung (15) eine zeitlich unverdnderliche Deformation des
Punktsystems aus seiner Anfangslage dar. Sind I" und ®, noch von der Zeit ab-
hingig, dann &ndert sich die Deformation mit der Zeit.

Nach (15) kénnen wir durch eine lineare Deformation ®, = I'j1r, + D, aus
den Anfangslagen t, der beweglichen Punkte zu gewissen anderen Lagen t, iiber-
gehen. Gehen wir nun von diesen als Anfangslagen durch eine weitere lineare
Deformation ®, = I, 1; + D,” zu Lagen 1, iiber, dann lassen sie sich durch An-
wendung der in §4 entwickelten Rechengesetze fiir Tensoren wie folgt aus-
driicken:

y— Ty = (tp—11) + (13— 10) = Dp + Dy =151, + Dy + Dy =13 (D, + 1) + D, +
+ Dy = (L34 1) D+ Lote+ Dy’ = (Io+1) (Ito+ Dy) + oo+
+ Dy = (L1 4+ T4 1) 1o+ [+ 1) D'+ Dy '] = ' tg+ Do, (16)
wenn man unter I" den Tensor (I, 1+ I';+ 1) und unter D, den vom Orte un-
abhangigen Vektor [(I5+ 1) D, -+ D,’’] versteht. (ry—1,) ist also wiederum eine
lineare Deformation aus der Anfangslage tr,, und daher ergibt die wiederholte
Vornahme linearer Deformationen immer wieder eine lineare Deformation: die
linearen Deformationen (15) bilden eine ,,Gruppe®. Die durch (15) ausge-
driickte Bewegung eines Punktsystems kann man sich auch als stetige Auf-
einanderfolge unendlich kleiner linearer Deformationen aufgefafit denken.
Nach den Ausfiihrungen von §4, 2. kénnen wir einen Tensor I” stets in einen

symmetrischen Bestandteil B und einen antisymmetrischen Bestandteil 4 zer-
legen, so daB die Gleichung (15) auch in der Gestalt

D=DBry,+Ar,+ D, (17)
geschrieben werden kann. Nach Formel (6) §4 konnen wir nun, wenn a einen
von 1, unabhingigen Vektor bezeichnet, schreiben

Arg=0a X1, (18)
D =Bry+(a X 15+ Do), (19)

worin der symmetrische Tensor B und die beiden Vektoren a und @, noch Funk-
tionen der Zeit sein konnen.
Bilden wir aus (19) durch Differentiation nach der Zeit die Geschwindigkeit v

und setzen @ = 1 und D, =1,, so erhalten wir
b = Brg+ (11 X 1o+ o). (20)

Aus (17) wird daher
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b setzt sich also aus zwei Bestandteilen zusammen, von denen der erste eine

Deformation mit dem symmetrischen Tensor B bedeutet, wiahrend der zweite,
da er mit dem Ausdruck (12) identisch ist, einfach eine Bewegung des als starr
gedachten Punktsystems als Ganzen vorstellt. Wir kénnen daher jede Bewegung
(15) eines Punktsystems stets als Superposition aus einer linearen Deformation
mit einem symmetrischen Tensor, (einer linearen ,,Verzerrung®) und einer Be-
wegung des Punktsystems als Ganzen auffassen.

Die Bedeutung der Verzerrung 9 — Br, (21).

wird klar, wenn man durch eine orthogonale Transformation der Koordinaten
zu einem Koordinatensystem iibergeht, in dem der symmetrische Tensor B
in seiner ,,Hauptachsenform‘ erscheint (vgl. §4, 4.), in der sich seine Matrix

auf eine Diagonalmatrix B*0 0
Bx*={0 B,* 0 (22)
0'0 B
reduziert. In diesem Koordinatensystem geschrieben, lauten die Gleichungen (21)
in Koordinatenzerlegung: @ — xy = pr*a,
Y — Yo = fo* ?/o} (23)
z — zp = f5*%

Der Radiusvektor jedes Punktes wird also in den drei ausgezeichneten Achsen-
richtungen proportional zu seinen auf diese Achsen bezogenen Komponenten
gedehnt. Die Punkttransformation (23) ist eine affine Transformation mit fest-
gehaltenem Koordinatenursprung.

4. Allgemeine Darstellung kleiner Deformationen eines Kontinuums. Wir
betrachten nun wieder ein kontinuierliches Punktsystem, an dem wir eine be-
liebige, aber kleine Deformation vornehmen, d.h. es soll [D| stets klein gegen
|to| sein. Wir kénnen dann wegen (4) r und 1, identifizieren und die Deformation
durch das Vektorfeld D (r) darstellen.

In der unmittelbaren Umgebung eines Punktes 1, kénnen wir die Funktion
D (r) nach den Komponenten von t—1t,: &—xg, Y—1Y, 2—2, entwickeln und
diese Entwicklung mit den linearen Gliedern abbrechen, also setzen

D) =Dt (52) (6—2d + (5 ) (=0 + (55 ) =2 @9

Die Vektorfunktion (24) ist eine lineare Funktion und kann daher gemiB 3.
in der Form D) =T, . (t—1,)+ D, (25)
geschrieben werden, worin der Tensor I', die Komponentenmatrix
oD, 8D, 8D,
ox 0y 0z
oD, 8D, oD,
ox 0y 0z
8D, 8D, oD,
dx 0y o0z
hat. Zerlegt man ihn gemiB Formel (9) § 4 in einen symmetrischen Bestandteil B
und einen antisymmetrischen Bestandteil 4, so erhédlt man fiir die sechs Kom-
ponenten Bz, Byys Bz Bevs Bozs By von B die Formeln

oD oD oD,
bro= G5 Buw= 5,5 Pu="5,"

ry= (26)

_1(eD, , 8D, _1(eD, , oD, 10
b= (5 + 50 ) Be=g (G + 50 ) Bu=13

'D’U
oz +

oD -
= Cy
5*
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wihrend die Komponenten von A offenbar gemi Formel (2) § 8 gleich den
Komponenten von 1/, rot® sind.

Analog zu (19) wird also ® in der Umgebung eines jeden Punktes in einen
,»,Verzerrungsanteil“ und einen ,,Bewegungsanteil” zerlegt. Der letztere ent-
spricht nach (20) einer Bewegung mit dem Geschwindigkeitsvektor

1 - : 1
b =§-rotib X(t—1,)+ D, = —2~-rotb X (t—1,)+ g,

was nach (14) in der Tat bedeutet, daBl die Umgebung von t, als Ganzes eine Be-
wegung im Raume ausfiihrt. Die Verzerrung wird im ganzen Raume eindeutig
durch die Angabe des Verzerrungstensors in einem jeden Punkte des Kontinuums,
d.h. durch die Funktion B (r) bzw. durch die Angabe der Komponenten (27)
des Verzerrungstensors als Funktionen von t beschrieben.

Fiinftes Kapitel.
Wellenbewegung und Wellenfelder.

§ 12. Wellenbewegung eines eindimensionalen Kontinuums.

1. Harmonische Bewegung einer Punktreihe. Zu einer besonders wichtigen
Klasse von Bewegungen kontinuierlicher Punktsysteme im Raume, der Wellen-
bewegung, gelangen wir durch die folgende Betrachtung. Wir fassen die Punkte
einer beliebigen Geraden im Raume, z. B. der z-Achse, ins Auge und nehmen an,
daB jeder dieser Punkte eine lineare, harmonische Schwingung senkrecht zur
z-Achse, z. B. in der Richtung der z-Achse, ausfiihrt. Alle Punkte sollen mit der

gleichen Frequenz v = 20)—” und der gleichen Amplitude ¢ schwingen, ihre Phasen-
konstante y sei jedoch eine lineare Funktion von z. Wir kénnen daher die Be-

wegung in komplexer Form nach (43) § 10 in der Gestalt

. Z
sea.d® 7 (1)
ansetzen, worin ¢ eine reelle Konstante bedeutet und der Koordinatenursprung so
gelegt ist, daB in ihm die Phasenkonstante gleich Null ist.

Die durch die Gleichung (1) definierte Bewegung hat die folgenden Eigen-
schaften: In einem gegebenen Zeitpunkt ¢ ist 2 eine harmonische (Sinus- oder
Kosinus-) Funktion von z. Eine Momentphotographie der Bewegung (Abb. 29) zeigt
also das Bild einer Sinuskurve oder ,, Wellenlinie** mit abwechselnd aufeinanderfol-
genden ,,Wellenbergen* B und ,, Wellentilern‘ T', deren Hohe bzw. Tiefe gleich der
Amplitude a ist. Die kleinste Entfernung zweier Punkte gleicher ,,Phase*‘, im beson-
deren die Entfernung zweier benachbarter Wellenberge oder Wellentéler, nennen wir
die ,, Wellenldnge* A. Da nach (1) die Elongation x zum gleichen Werte zuriickkehrt,

wenn f—cw—um 2 7 vermehrt oder vermindert wird, ist nach Formel (32) §10 und

(33) §10 zzzzcz_j_:m. (2)

Die Anzahl der auf die Lingeneinheit der z-Achse entfallenden Wellen-
langen nennen wir die ,,Wellenzahl® der Welle und bezeichnen sie mit »*.
Sie ist offenbar gleich dem Reziprokwert der Wellenlinge, und es gilt fiir sie

wegen (2) 1 ) v
V*ZTZ 2x¢ ¢ ®)
Die in aufeinanderfolgenden Zeitpunkten aufgenommenen Schwingungsbilder
(die einzelnen Bilder des Filmstreifens einer kinematographischen Aufnahme
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der Schwingung) unterscheiden sich voneinander nur dadurch, daB die entspre-
chenden Wellenkurven ohne Verénderung ihrer Gestalt gegeneinander in der
z-Richtung verschoben erscheinen. Da zwei Punkte nach (1) in gleicher Phase

sind, wenn der Ausdruck ¢ ——-% den gleichen Wert hat, betridgt die Verschiebung

in der Zeit ¢ offenbar c¢f. Dem Beobachter der Bewegung scheint sich also die
Wellenkurve der Abb. 29 mit der Geschwin-
digkeit ¢ in der Richtung der wachsenden z zu
verschieben. Wir nennen die durch die Be- 5\ 8 8
wegungsgleichung (1) dargestellte Bewegung eine ¢ \‘ / 7\\ /,’X\

,.fortschreitende Schwingung* oder ,,fortschreitende A\ AN £ Ay

Welle* und ¢ ihre ,,Geschwindigkeit*. \ / \\)// wz

Erfolgt die Schwingung, wie wir oben an- X ol >
genommen haben, senkrecht zur ,,Fortpflan-
zungsrichtung, dann spricht man von einer Abb. 29.

L transversalen Schwingung® oder einer transver-

salen Welle, und zwar speziell von einer ,linear polarisierten Welle”, da die
Schwingungsrichtungen aller Punkte parallel stehen. Erfolgt die Schwingung
in der Richtung der Wellenfortschreitung, dann spricht man von einer ,.lon-
gitudinalen Schwingung oder einer longitudinalen Welle.

2. Interferenz harmonischer Wellen. Die Zusammensetzung zweier Wellen-
bewegungen mit der gleichen Fortschreitungsrichtung zu einer resultierenden
Bewegung durch vektorielle Addition ihrer Elongationen nennt man ,,Infer-
ferenz*“. Die Interferenz zweier Wellenziige mit der gleichen Schwingungsrichtung
und der gleichen Frequenz, jedoch einem ,,Gangunterschied* §:

. z
io (t~—~)
r=a.e ¢

2=0) (4)

io (t—
Ty= 0y € ¢
liefert wieder eine harmonische Welle von der Gestalt (1) mit der Amplitude

iwo| l/( iwo ( z‘wé)
| = —
ay 4 age ¢ | a, + aze °© ) a,+a,e ¢

— l/a12+ a4 2a,a, cos 2. (5)

z

e -
~
-
~.,

a —

Ist in (5) %li ein ganzzahliges Vielfaches von 27 oder nach (2) der Gang-
unterschied § ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlénge A, dann wird ¢ = a, -+ a,,
die Amplituden addieren sich also einfach. Ist jedoch i”ci ein ungeradzahliges
Vielfaches von 7, der Gangunterschied § daher ein ungeradzahliges Vielfaches

von dann wird e = |@;— a,|, die Amplituden subtrahieren sich also. Ist

A
—2_‘:
@, = @y, dann heben sich in diesem Falle die beiden Wellenziige durch Inter-
ferenz auf.

Setzt man durch Interferenz zwei linear polarisierte, transversale Wellen-
ziige zusammen, deren Schwingungsebenen aufeinander senkrecht stehen, lauten
also ihre beiden Bewegungsgleichungen beispielsweise

z
zw(t-—‘)
rx=a,e ¢

1
ia)(t— z—-(ﬁ)
[

(6)

Yy =asge
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dann beschreibt jeder Punkt nach § 10, 8. im allgemeinen eine elliptische Schwin-
gung, deren Ebene auf der Fortpflanzungsrichtung senkrecht steht. Wir sprechen
dann von einer ,,elliptischen oder elliptisch polarisierten Welle*. Ist die Phasen-
differenz zwischen x und y gleich einem Vielfachen von 7, dann artet die ellip-
tische Schwingung in eine lineare aus; die Zusammensetzung zweier linear
polarisierter Wellen mit einem Gangunterschied der gleich einem ganzzahligen

Vielfachen von % ist, liefert demnach wieder eine linear polarisierte Welle.

Ist die Phasendifferenz jedoch gleich einem ungeradzahligen Vielfachen von g—

und ist @, = a,, dann wird aus der elliptischen Schwingung eine zirkulare; die
Zusammensetzung zweier linear polarisierter Wellen mit einem Gangunterschied,

der gleich einem ungeradzahligen Vielfachen von % ist, liefert demnach eine

zirkular polarisierte Welle.
3. Die eindimensionale Wellengleichung und ihre Losung. Differentiiert man
die Gleichung (1) zweimal partiell nach ¢, so erhilt man

z
2z to(t——
o — —awe ( c). (7)
Die zweimalige partielle Differentiation nach z liefert ferner
2w aw? io(t—2
98 & ° ( c)' (8)

Aus (7) und (8) folgt, daBl z als Funktion von z und ¢ der linearen partiellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung

o2z 02x
o = &)

geniigt, die man als die Differentialgleichung der eindimensionalen Wellen-
bewegung oder kurz als die eindimensionale Wellengleichung bezeichnet.

Aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es bekannt, daB
die allgemeine Losung einer Gleichung von der Form (9) zwei willkiirliche Funk-
tionen enthalten muB. Es kann daher die Funktion (1) nicht die einzige Losung
von (9) sein, sondern es mufl auch noch andere Lésungen dieser Gleichung geben.
Um die allgemeinste Losung zu finden, zeigen wir zuniichst, daf die Differential-
gleichung (9) durch jede Funktion vom Argument (z—ct) befriedigt wird. Setzt
man ndmlich

w=f (z—oct), (10)
dann gilt, wenn man mit f’ und '’ die Ableitungen von f nach seinem Argument
bezeichnet o2f ., of ,

=1 a=t

Der Ansatz (10) erfiillt also in der Tat die Gleichung (9).

Analog kann man zeigen, daB auch jede Funktion vom Argument (z-cf)
die Wellengleichung erfiillt. Wegen der Linearitdt dieser Gleichung ist also auch
die Summe zweier Funktionen der gekennzeichneten Art, also die Funktion

=3 [f (e—ct)+g (b)) (11)

eine Losung der Wellengleichung (9). Da der Ausdruck (11) zwei vollig willkiirliche
Funktionen f und g enthilt, ist er nach dem oben zitierten allgemeinen Satz die
allgemeinste Losung der Differentialgleichung (9) (p’AveMBERTsche Ldsung).

4. Diskussion der Losung. Die Losung {9) 146t sich geometrisch sehr leicht
veranschaulichen. Zur Zeit ¢ =0 néimlich stellt die Kurve  ={ (z) die Deformation

@o)
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der Punkte der z-Achse durch ihre Verschiebung aus der Mittellinie dar. Die ent-
sprechende Deformationskurve fiir irgendeine spitere Zeit ¢ erhilt man, wenn
man in f(z) das Argument 2z durch (2—c?) ersetzt, d. h. wenn man die Kurve
f () ohne Anderung ihrer Gestalt in der Rich-
tung der wachsenden z um das Stiick ¢t ver-
schiebt (Abb. 30). Dem Beobachter der Bewe-
gung scheint sich also die Kurve der Abb. 30
mit der Geschwindigkeit ¢ in der Richtung der ) P
wachsenden z zu verschieben. Wir sprechen auch > ‘7(;_;;)
in diesem Falle von einer fortschreitenden (jedoch W~
nicht harmonischen) Welle. 122
Die harmonische Welle (1), von der wir aus-
gegangen sind, ist offenbar ein Spezialfall der Abb. 30.
allgemeinen Welle (10), bei dem f eine harmo-
nische (Sinus- oder Kosinus-) Funktion jhres Arguments ist. Da man nach dem
FourieRschen Satz jede (gewissen, sehr allgemeinen Eigenschaften geniigende)
Funktion f als Summe aus lauter Sinus- und Kosinus-Funktionen darstellen kann,
sieht man, daB jede fortschreitende Welle als Summe aus (im allgemeinen
unendlich vielen) harmonischen Wellen zusammengesetzt gedacht werden kann,
Die allgemeine Losung (11) erweist sich als die Superposition von zwei fort-
schreitenden Wellen, von denen die eine von links nach rechts, die andere von
rechts nach links lings der z-Achse fortschreitet. Die Deformationskurve zur
Zeit Null hat nach (11) die Gleichung

2(0,2) =3 [/&)+9 ()] (12)

Die Anfangsgeschwindigkeit der einzelnen Punkte dieser Kurve gewinnt man,
indem man (11) nach der Zeit differentiiert und nachher ¢ =0 setzt:

& (0,9) =4 [—F @)+g @] (13)

Sind die Anfangslagen und Anfangsgeschwindigkeiten aller Punkte der Punkt-
reihe gegeben, so kann man aus den Gleichungen (12) und (13) die Funktionen
f (2) und g (2) einzeln ermitteln und daher nach Einsetzen in (11) die Bewegung,
die der Differentialgleichung (9) geniigt, fiir die folgenden Zeitpunkte voraus-
berechnen.

Ist beispielsweise die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null, dann ist nach
(13) /' (2) =g’ () und daher bis auf eine willkiirliche Konstante, die man weg-
lassen kann, f (2) = g (2). Die Lésung (11) nimmt daher die Gestalt an:

&= 2 [f(2—ct)+(z +ct)] (14)

Die anfiéingliche Deformationskurve f (z) zerspaltet sich also in zwei symmetrische
Hélften, die mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ nach verschiedenen Seiten lings
der z-Achse davoneilen.

5. Randwertprobleme. Wir wollen nun annehmen, da zur Zeit Null der
Anfangszustand nicht auf der ganzen z-Achse gegeben sei, sondern nur auf einem
endlichen Stiick derselben, beispielsweise in dem Intervall (z;, 2,). In den End-
punkten dieses Intervalls seien ferner die Elongationen z, die ,, Randwerte* von x,
fir alle Zeiten vorgegeben. Gesucht ist die dieser Bedingung entsprechende
Losung der Wellengleichung. Wir nennen dieses Problem das Randwertproblem
der Differentialgleichung (9).

DaB seine Losung stets existiert und eindeutig ist, wird in der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen exakt bewiesen. Wir wollen den Eindeutigkeits-

Z

———
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beweis nur andeuten. Gébe es néimlich zwei voneinander verschiedene Lésungen
x=f, (2,¢) und z=f, (27), die den gleichen Anfangs- und Randbedingungen
geniigen, dann miilte wegen der Linearitit von (9) auch x=f, (2, {)—F, (2, f)
eine Losung sein, die zur Zeit Null im ganzen Intervall samt ihrer Ableitung nach
der Zeit und fiir alle  an den Réndern desselben verschwindet. Zur Zeit Null
miite also die rechte Seite der Gleichung (9) im ganzen Intervall einschlieBlich
der Rénder verschwinden und daher auch die linke Seite. Das heiBit aber, daB
auch in einem um d¢ spateren Zeitpunkte der Anfangszustand unverindert bei-
behalten werden mufB. Geht man nun von hier als neuem Anfangszustand aus,
so kann man auf dieselbe Weise wieder auf einen spiteren Zeitpunkt schlieBen
und so fort; # miiBte also fiir alle Zeiten im ganzen Intervall verschwinden oder f,
und f, konnten nicht, wie angenommen wurde, voneinander verschieden sein.
6. Das Problem der schwingenden Saite. Als Beispiel fiir die Behandlung
eines Randwertproblems der eindimensionalen Wellengleichung wollen wir das
,»Problem der schwingenden Skite behandeln, bei dem die Randbedingungen so
lauten, daB in zwei Punkten, z. B. fiir z= 0 und z = [, die Elongationen dauernd
gleich Null sein sollen. Da die Bewegung einer schwingenden Saite, wie wir
spéter noch zeigen werden, (§24, 3.) in der Tat der Differentialgleichung (9) geniigt,
liefert die Behandlung des eben gekennzeichneten Problems die Bewegungs-
- gleichung einer in den Endpunkten fest eingespannten Saite von der Lange I.
Nach BERNOULLI suchen wir die gestellte Aufgabe allgemein dadurch zu 16sen,
daf wir zunéchst Partikularlésungen der Differentialgleichung (9) aufsuchen,
die sich als Produkte von Funktionen von z allein und von Funktionen von ¢
allein darstellen lassen und die vorgegebenen Randbedingungen erfiillen; die
allgemeine Losung suchen wir dann aus solchen Partikularlésungen zusammen-
zusetzen. Wir setzen also z in der Form an
x=f(2) . f (®). (13)
Setzt man den Ansatz (15) in (9) ein, so erhilt man nach einfacher Umformung
1 axf, .1 df,
-?; m‘"z“ —_— 62 ‘_f‘l“ *d'-z-z“- (16)
In dieser Gleichung ist die linke Seite eine Funktion von ¢ allein, die rechte Seite
eine Funktion von z allein. Soll sie daher fiir alle z und ¢ erfiillt sein, dann miissen
beide Seiten fiir sich gleich einer und derselben, im iibrigen willkiirlichen, Kon-
stanten sein, die wir gleich —a? wihlen. Die Gleichung (16) zerfsllt also in die
zwei gewéhnlichen Differentialgleichungen
2 2 2
Th perf=0, 1) SR =0y
Die Gleichung (17) ist mit der Differentialgleichung (36) § 10 der harmonischen
Schwingung identisch; ihre Losung lautet daher nach (31) § 10

f2 () =a’ cos (@i+y) (19)
mit willkiirlichem @’ und y.
Die Gleichung (18) hat dieselbe Bauart, ihre Losung geht daher aus (19)

hervor, wenn man f, an Stelle von £,, z an Stelle von tund -~ an Stelle von e setzt:
1 2 ¢

f1(z) = bcos (—%z—}—ﬂ), (20)

worin b und f willkiirliche Konstanten sind.

Damit die Losung (15) die Randbedingungen erfiillt, muB der Ausdruck (20)
fiir =0 und z =1 verschwinden. Man sieht, daB das nicht fiir alle Werte des
Parameters w der Differentialgleichung (18) méglich ist, sondern nur fiir ganz
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bestimmte Werte, die sogenannten , Higenwerte” dieser Differentialgleichung.
Die zu diesen Eigenwerten gehorigen Losungen nennt man die ,,Eigenfunktionen‘
des betreffenden Randwertproblems. Wir gehen nun an ihre Berechnung heran.

Um der ersten Randbedingung Geniige zu leisten, miissen die Ausdriicke (20)
fiir 2 =0 verschwinden. Dies ist, wenn man den trivialen Fall 4 =0 ausschlie8t,
(da dann z identisch verschwinden wiirde), nur méglich, wenn # gleich einem
T

ungeraden Vielfachen von 3

ist, wenn also f; die Gestalt
f1 (2) =b' sin%z @1)

hat. Um der zweiten Randbedingung zu geniigen, muB der Ausdruck (21) fiir
z=1 verschwinden, was wiederum mit AusschluB des trivialen Falles 8 =0
nur mdglich ist, wenn die Bedingung

W=, = n:lw (22)

befriedigt ist, worin » eine beliebige ganze (positive oder negative) Zahl be-
deutet. Die durch die Gleichung (22) bestimmten Werte w,, sind die gesuchten
Eigenwerte.
Die zugehdorigen Eigenfunktionen findet man nach (15), wenn man (22) in
(19) und (21) einsetzt und beide Ausdriicke miteinander multipliziert:
nme

x::acos( 7 ~t—1—y>-sin%£-z. (23)

@ und p sind hierin willkiirliche reelle Konstanten und # eine ganze Zahl,
die man ohne Beschrénkung der Allgemeinheit positiv ansetzen kann.

7. Stehende Schwingungen. Die durch eine der Lésungen (23) dargestellte
Bewegung hat den folgenden Charakter: Die Momentaufnahme der Bewegung
fiir ein beliebiges ¢ zeigt die Gestalt einer Sinuskurve; die in verschiedenen,
aufeinanderfolgenden Zeitpunkten aufgenommenen Sinuskurven unterscheiden
sich voneinander nur durch die Hohe ihrer Berge und Tiler, nicht aber durch
ihre Lage, im Gegensatze zu dem in 1. gefundenen Sachverhalt. Wir nennen
eine solche Bewegung eine ,.stehende Schwingung“. Die Eigenfunktionen (23)
stellen demnach sdmtlicb ,,stehende harmonische Schwingungen* dar; man
bezeichnet sie gewthnlich als ,,Higenschwingungen®. Die zum Index n=1 ge-
horige Eigenschwingung heiBit die ,,Grundschwingung®, die zu n=2,3, ... ge-
hérigen Eigenschwingungen heilen ,harmonische Oberschwingungen.

Jeder individuelle Punkt fiihrt senkrecht zur z-Achse eine harmonische
Schwingung mit der gleichen Frequenz aus. Zur n-ten Eigenschwingung gehort

" die Frequenz v, = 227’—:, die man als die zu dieser Eigenschwingung gehdrige ,,Eigen-

frequenz® bezeichnet. Gemaf (22) sind die Eigenfrequenzen der Oberschwin-
gungen ganzzahlige Vielfache der Frequenz der Grundschwingung.

Die Phasenkonstante y ist fiir alle Punkte gleich; im Gegensatz zur fortschrei-
tenden Schwingung gehen also alle Punkte gleichzeitig durch die Mittellage
und erreichen gleichzeitig ihre maximale Elongation. Die Amplitude

- nw
asin —— z
l
ist jedoch von Punkt zu Punkt verschieden. Die die Ampﬁtudenfunktion be-
herrschende Differentialgleichung (18) heifit die zu (9) gehérige ,,Amplituden-
gleichung®.
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Die Punkte, fiir die ﬂ_lg 2 =ma,
also e="01 firm=1,2,3 ... (24)

gilt, haben die Amplitude Null, sie bleiben also dauernd in Ruhe. Man nennt
sie die ,,Knoten der Schwingung. Zur n-ten Eigenschwingung gehéren n-+1

Knoten, die das Intervall (0,I) in n Teile

teilen (Abb. 31). Die in der Mitte zwischen

je zwei Knoten gelegenen Punkte schwingen
! mit der maximalen Amplitude @, sie heiBen
die ,,Bduche der Schwingung. Die Ent-
fernung zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Abb. 3L, Knoten oder Biuchen wird die ,,Wellen-
linge* der stehenden Schwingung genannt.
Nach (22) und (24) ergibt sich fiir sie
l me

}“n = = —(Z):’ (25)
sie ist also nach (2) halb so groBl als die Wellenlidnge der zur gleichen Frequenz

gehorigen Wellenldnge der fortschreitenden Schwingung (1).

8. Die allgemeine Losung des Problems der schwingenden Saite. Nach den
vorausgehenden Entwicklungen ist jede Funktion von der Gestalt (23) mit
beliebigem @ und y und ganzzahligem = eine Losung, nimlich die n-te Eigen-
funktion oder Eigenschwingung unseres Randwertproblems. Wegen der Lineari-
téit der Wellengleichung (9) mufl daher auch die Summe aus beliebig vielen
solchen Loésungen wieder eine Losung sein. Bilden wir demnach die GréBe

z(2,t) = E a,,sinn z. cos( t—f—yn) (26)
n=1
und erteilen den Konstanten a,, @y, . . .; 91, ¥, - - . beliebige Werte, so stellt sie eine

Losung der Wellengleichung dar, die die vorgegebenen Randbedingungen erfiillt.

Wir wollen nun versuchen, ob es mdglich ist, durch geeignete Wahl der
GréBen a, und y, auch die Anfangsbedingungen zu erfiillen, die darin bestehen
sollen, daB «x fiir £=0 gleich wird einer gegebenen Funktion von z:

z (2,0)=F (2) (27)
und % gleich wird einer anderen gegebenen Funktion von z:
z (2, 0) = G (). (28)

Soll die Funktion (26) die Bedingungen (27) und (28) erfiillen, dann miissen
sich die Funktionen F (z) und G (z) als unendliche trigonometrische Reihen von
der folgenden Form schreiben lassen:

F () ZZA,,sin%z
n=1
.. nm
G (z) =21'B,, sin ——2
n=

worin die Konstanten 4, und B, mit den Konstanten @, und y, durch die Be-
ziehungen 4

(29)

n =0, COS Y,
B,=—a,siny, - nxe 7{ ¢ (30)
zusammenhédngen.
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Nach dem Fourrkrschen Satz ist es stets moglich, die Funktionen F (2)
und @ (z), die an den Enden des Intervalls (0,) verschwinden, im Innern
des Intervalls durch die Entwicklungen (29) nach Sinusfunktionen, deren Periode
ein ganzzahliger Bruchteil dieses Intervalls ist, darzustellen. Die Koeffizienten
der Entwicklung A, und B, lauten hierbei:

lassen sich demnach berechnen, wenn die Funktionen F (z) und G (2), also die An-
fangsbedingungen bekannt sind. Aus den so berechneten 4, und B, kann man
dann mittels (30) die Konstanten a, und y,, berechnen, deren Emsetzung in (26)
die endgiiltige Losung unseres Problems liefert, die nicht nur die Randbedin-
gungen, sondern auch die Anfangsbedingungen erfu.llt Nach 5. ist sie die einzige
Losung.

Wir merken schlieflich noch an, daB nach bekannten, einfachen gonio-
metrischen Formeln der Ausdruck (26) auch auf die folgende Gestalt gebracht
werden kann:

% {%{ (z+ct)+yn]+sm[ (z—c?) yn]} (32)

Er hat also, wie wir es nach den Entwicklungen von 3. fordern miissen, die Gestalt
der p’ArLEMBERTschen Losung (10).

§ 13. Wellenbewegung im Raume.

1. Die dreidimensionale Wellengleichung. Im vorhergehenden Paragraphen
haben wir uns mit der Bewegung einer kontinuierlichen Punktreike beschiftigt,
die der eindimensionalen Wellengleichung (9) geniigt. Wir gehen jetzt zur Be-
trachtung eines kontinuierlichen, dreidimensionalen Punktsystems iiber. Es
liegt dann nahe, im Zusammenhang mit den obigen Uberlegungen solche Punkt-
bewegungen besonders ins Auge zu fassen, bei denen die Deformation durch
eine skalare GroBe @ gemessen werden kann, die als Funktion von Ort und
Zeit einer Differentialgleichung geniigt, welche durch die Verallgemeinerung der
eindimensionalen Schwingungsgleichung auf drei Dimensionen hervorgeht:

02
at(zp = 2(3x2+ 6y2 + azz>=02.A(p. (1)

Die lineare, partielle Differentialgleichung (1) nennt man die allgemeine oder
dreidimensionale Wellengleichung, die Funktion ¢ die ,, Wellenfunktion.

Ist @ nur von den Raumkoordinaten, nicht aber von der Zeit abhingig, dann
reduziert sich die Wellengleichung auf die LaPLacEsche Gleichung (12) § 7 der
Potentialtheorie. In Anlehnung an die Bezeichnung ,,Potential® fiir die Losung
der Larracmschen Gleichung nennt man mitunter die Wellenfunktion ¢ in (1)
auch ,,Wellenpotentml“

Ist @ nur von einer Raumkoordinate, z. B. z, und von der Zeit abhingig,
@ =@ (2, 1), dann reduziert sich die Wellengleichung (1) auf die Gleichung

P 2 029
212 322’ 2)
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die formal mit der bereits behandelten eindimensionalen Wellengleichung (9) § 12
iibereinstimmt. Die Bewegung hat demnach den Charakter einer in der z-Richtung
mit der Geschwindigkeit ¢ fortschreitenden Welle, wobei in jedem Augenblick
alle auf einer zur Fortschreitungsrichtung senkrechten Ebene liegenden Punkte
den gleichen @-Wert aufweisen. Nennen wir den geometrischen Ort der Punkte
gleicher ,,Phase‘ eine ,,Wellenfliche*, dann kénnen wir die Bewegung dadurch
kennzeichnen, daf alle Wellenflichen parallele Ebenen, senkrecht zur Fort-
schreitungsrichtung, sind. Eine solche Welle heifit eine ,,ebene Welle* oder ,, Plan-
welle*.

Um die Bewegungsgleichung fiir eine Planwelle aufzustellen, die sich in einer
beliebigen Richtung fortpflanzt, welche mit den Koordinatenachsen die Winkel
o, B,y bildet, miissen wir in (10) §12 an Stelle von z den Abstand des Koordinaten-
ursprungs von einer zur Fortpflanzungsrichtung senkrechten Ebene einsetzen,
also den Ausdruck (x cos -y cos -z cos 9), so dal wir in Verallgemeinerung

von (10) §12erhalten @ ={[(x cos x+ y cos f+ 2 cos y)—ct]. (3)

Bedeutet ¢ eine Deformation senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung, dann
ist die Welle transversal, ist ¢ eine Deformation in der Fortpflanzungsrichtung,
dann ist die Welle longitudinal. Im besonderen kann eine ebene Welle natiirlich
wieder harmonisch, eine harmonische, ebene Transversalwelle wieder linear,
elliptisch oder zirkular polarisiert sein.

Fiir eine ebene, harmonische Welle mit der Kreisfrequenz e und der Wellen-
lange A erhalten wir aus (3) in Verallgemeinerung von (1) § 12 und mit Benutzung
von (2) §12 io (t—- xcosa-+ycosf-+zcosy )

p=a.e ¢

9 mi (vt— aecosa—{-yc;osﬁ—{—zcosy) (4)

=a.e
Ist @ in den Raumkoordinaten kugelsymmetrisch, hingt es also beispielsweise
nur von der Entfernung r vom Koordinatenursprung ab, dann wird wegen

Gleichung (26) § 6 aus (1)
29 _ z(?ﬁ’i Efﬂ) (5)

ot or? r or

Fiibhrt man hierin rp an Stelle von ¢ als abhingige Verdnderliche ein, dhnlich
wie wir es bei dem entsprechenden Problem der Potentialtheorie in § 7, 7. ge-
macht haben, dann wird aus (5)
(o) _ 2020r9)
ot orz
Diese Gleichung ist aber wiederum mit (9) § 12 formal identisch, wenn man
darin # durch r¢ und z durch r ersetzt. Der Loésung (11) § 12 entspricht demnach

die Losung 1
= [f(r—ct)+g(r+ect)] (6)

von (5). Die Bewegungsgleichung (6) bedeutet eine aus zwei Wellenbewegungen
im Raume zusammengesetzte Bewegung, bei deren einer sich der Wellenzustand
mit der Geschwindigkeit ¢ vom Koordinatenursprung aus nach allen Richtungen
hin ausbreitet, withrend er sich bei der anderen zum Koordinatenursprung hin
zusammenzieht. Auf jeder Kugelfliche mit O als Mittelpunkt ist ¢ in jedem
Zeitpunkte konstant, die Wellenflichen sind also konzentrische Kugelflichen
mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt. Wir bezeichnen eine solche
Welle als ,,Kugelwelle”. Im Gegensatz zu einer ebenen Welle, bei der der Wellen-
zustand ¢ von Wellenfliche zu Wellenfliche unverdndert fortschreitet, nimmt
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bei der Kugelwelle die Amplitude verkehrt proportional zur Entfernung vom
Kugelmittelpunkte ab.

2. Interferenz ebener, harmonischer Wellenziige. Beziiglich der Zusammen-
setzung ebener, harmonischer Wellenziige, die sich in der gleichen Richtung
fortpflanzen, gilt im allgemeinen das, was wir in § 12, 2. iiber die Zusammen-
setzung von Wellenbewegungen lings einer Geraden auseinandergesetzt haben.
Insbesondere kann man wieder zeigen, dafl die Zusammensetzung beliebig
vieler linear polarisierter Wellen mit der gleichen Schwingungsebene wieder
eine polarisierte Welle mit dieser Schwingungsebene ergibt und die Zusammen-
setzung von zwei Wellenziigen, deren Schwingungsebenen aufeinander senkrecht
stehen, eine im allgememen e]hptlsch polarisierte Welle.

Wir wollen hier, da wir es im folgenden brauchen werden, noch die Zu-
sammensetzung einer beliebigen Anzahl # von ebenen, mit der gleichen Frequenz
und Amplitude schwingenden und in der gleichen Richtung fortschreitenden
Wellen behandeln, deren Gangunterschiede in ganzzahligem Verhéiltnis zueinander
stehen. Wir setzen sie in der Form

. 20y
(pk=a0em(f =) r—12.3...m ()

an und fordern, daf die Gangunterschiede §, ganzzahlige Vielfache einer kon-

stanten GréBe & seien, also

iw(t»«z—(k—l)é)
[

Qr=0ge k=1,2,3,...n. (®)

Die Interferenzwelle erhalten wir, indem wir alle Ausdriicke (8) von k=1
bis k= addieren: B io(—1)6

m;S¢V—%’wt‘ﬁgSe : (9)

Die Summe auf der rechten Seite von (9) ist eine geometrische Reihe mit dem

100
Quotienten ¢ ¢ , die Ausfithrung der Summation liefert daher fiir @ den Ausdruck
. z
p—a.dol7) (10)
mit iwdn
c
—1
A - ao —62—2’—3“““% . (1 1)
e ¢ —1

@ ist also, wie wir erwarten muBten, wieder eine harmonische Welle mit der
Kreisfrequenz o und der komplexen Amplitude (11). Die gewohnliche, reelle
Amplitude @ ist nach §10, 6. der Absolutbetrag des Ausdruckes (11), also

iodn wdn | wdn
e © —1 1—cos p | sin 56
! g
a:IAiza,o Y A =@y ) P =a0‘ Y é (12)
e ¢ —1 | —cos—— sin5-—

LaBt man J stetig variieren, so dndert sich, wie man sieht, a periodisch,
indem es an den Nullstellen des Zihlers von (12) verschwindet und zwischen
je zwei solchen Nullstellen Maximalwerte annimmt, die sogenannten ,,Neben-
maxima'‘. Zu den Maximis von (12) gehéren ferner die Nullstellen des Nenners,
die ,,Hauptmaxima, fiir die

6~-2“9k ki k=0,1,2,... (13)
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ist. In ihnen ist die Amplitude, wie man durch Entwicklung von (12) nach dem
Satz von pE L'HosprtaL findet, gleich na,, wihrend sie in den Nebenmaximis
offenbar von der GréBenordnung a, bleibt. Fiir sehr groBe = ist demnach die
Amplitude fiir alle Werte von §, die nicht der Gleichung (13) geniigen, gegen
die dieser Gleichung geniigenden verschwindend klein.

3. Das Randwertproblem in drei Dimensionen. Analog zu dem Randwert-
problem des §12 ergibt sich auch im allgemeinen, dreidimensionalen Falle die
Aufgabe, Losungen der Wellengleichung (1) in einem abgeschlossenen Volumen
zu suchen, an dessen Oberfliche die Werte der Wellenfunktion ¢, die Rand-
werte, als Funktionen der Zeit gegeben sind. Die Eindeutigkeit der Losung des
Randwertproblems, bei gegebenem Anfangszustande, d. h. bei gegebenen Werten
der Funktion ¢ (x, ¥, 2) zur Zeit Null im Innern des betrachteten Volumens,
kann auf demselben Wege, den wir bereits in §12, 5. angedeutet haben, er-
wiesen werden. Wir wollen deshalb hier nicht néher darauf eingehen.

Die praktische Durchfiihrung der Aufgabe kann in enger Analogie zu der
im eindimensionalen Falle befolgten Methode erfolgen, indem man versucht,
die den vorgegebenen Rand- und Anfangsbedingungen entsprechende Loésung
aus Partikularlésungen besonderer Art zusammenzusetzen, die sich als Produkte
einer Funktion der Zeit allein und einer Funktion der Koordinaten allein schreiben
lassen. Nach den Resultaten in §12, 6. werden wir vermuten, dafl die Zeit-
funktion eine harmonische Schwingung ist und setzen daher versuchsweise ¢

in der Form (p:eiwt. w(x‘ 9, Z) (14)
an, worin p die vom Ort abhingige komplexe Amplitude der Schwingung, die

sogenannte ,,Amplitudenfunktion’ ist. Durch zweimalige Differentiation des
Ausdruckes (14) nach ¢ und nach z, y, z erhélt man

—_ a)?e’lwt_w’
A(p _I_. _l.___ e _Aw_

Setzt man diese Ausdriicke in die Wellengleichung (1) ein, so kiirzt sich der
zeitabhingige Bestandteil und fiir die Amplitudenfunktion ergibt sich die Diffe-

rentialgleichun,
& Ay +2 y=o. (15)

Der Ansatz (14) erfiillt also in der Tat die Wellengleichung, wenn y der ,,Ampli-
tudengleichung (15) gentigt.

Wie im eindimensionalen Falle, wird es auch hier wiederum im allgemeinen
nicht méglich sein, fiir jeden Wert des Parameters o Losungen der Differential-
gleichung (15) zu finden, die mit den vorgegebenen Randbedingungen vertréglich
sind, sondern nur fiir bestimmte Werte w;, w,, ws, . . ., die Eigenwerte oder Eigen-
frequenzen des Problems. Die zu diesen Eigenwerten gehérigen Loésungen ;,
Yo, Py, - - - sind die Eigenfunktionen oder Eigenschwingungen. Hat man einmal
die Eigenwerte und Eigenfunktionen ermittelt, dann kann man wegen der Lineari-
tét der Wellengleichung aus ihnen eine allgemeine Lésung

= A,eonty, (2,y,2) (16)
n=1
bilden, worin die 4, beliebige, komplexe Konstanten sind. Von dem Ausdruck (16)
ist natiirlich, unserer symbolischen Schreibweise entsprechend, der reelle Teil
als Losung zu betrachten.
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Man kann nun versuchen, durch geeignete Wahl der Konstanten 4, die
Lésung (16) dem gegebenen Anfangszustand anzupassen, d. h. zu erreichen,

daB fiir =0 sowohl ¢ als auch gegebene Funktionen des Ortes sind. Dies

ist in der Tat moglich, wenn es gehngt die gegebenen Funktionen in unendliche
Reihen nach den Eigenfunktionen g, zu entwickeln. Es 148t sich zeigen, daB
sich solche Entwicklungen einer Funktion nach bestimmten Eigenfunktionen.
von denen die in § 12, 8. benutzte Fourigrsche Entwicklung ein besonders
einfacher Spezialfall ist, stets durchfiihren lassen, wenn die Funktionen gewisse,
sehr allgemeine Bedingungen erfiillen. Damit ist dann die vollstindige Losung
der Randwertaufgabe gewonnen.

4. Eigenschwingungen eines Parallelepipedes. Wir wollen die Berechnung
der Eigenwerte und Eigenfunktionen in einem einfachen Falle, der uns spiter
noch beschiftigen wird (§40, 2.), wirklich durchfithren. Wir betrachten als
Volumen ein Parallelepiped mit den Kantenldngen 1, l,, I; und verlangen, da8
an der Oberfliche dieses Volumens die Wellenfunktion ¢ dauernd gleich Null sei.

Wir wihlen das Koordinatensystem so, daf ein Eckpunkt des Parallelepipeds
in den Koordinatenursprung zu liegen kommt und die drei dort zusammen-
stoBenden Kanten [, l,, I; auf der z-, y- bzw. z-Achse liegen. Wir versuchen, die
Amplitudengleichung (15) zu losen, indem wir y als Produkt einer Funktion f,
von % allein, einer Funktion f, von y allein und einer Funktion f; von z allein

ansetzen: (@90 =h @) ks an
Mit Verwendung dieses Ansatzes geht die Gleichung (15) in
1 a4 1 &f, | 1 df —
hide TR ay T ae T e =0 (18)
iiber. Da hierin das erste Glied nur von z, das zweite nur von y, das dritte nur
von z abhangt kann diese Gleichung offenbar nur dann fiir alle Werte von %, Y, 2

erfilllt sein, wenn diese Glieder einzeln gleich Konstanten sind, die wir in der
Form —0,2, —C,?, bzw. —C,? schreiben. Es gelten dann statt (18) die drei

Differentialgleichungen d f1
+C 2]¢ 1= O
df* +Cf=0 (19)
d
dzfgs +O32f3:0!
und die Konstanten C,, 0, C; sind durch die Gleichung

O+ C2 + Cp= 2 (20)
miteinander verkniipft.

Die Gleichungen (19) sind von der Gestalt der Gleichung (18) §12 und
unterliegen auch den gleichen Randbedingungen; denn damit, wie verlangt,
@ an der Oberfliche des Parallelepipedes verschwindet, mu8 f, fiir £ =0 und
x =1, f, fiir y=0 und y =1 und f; fiir 2=0 und z = verschwinden. Die Losungen
lauten also nach (21) §12 und (22) §12:

. . nln
fi=a,sinC, ¢ = a, sin

X

na 7

i
fo=a,8in Cy y = a,sin —— } (21
JI

fs=agsin U3z = ay sin z
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worin a;, d,, a5 beliebige reelle Konstanten und n,, n,, n, beliebige ganze Zahlen
bedeuten, die wir ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit als positiv voraus-
setzen konnen. Zwischen ihnen besteht gemaB (20) die Beziehung
7y \2 Mg \2 n3\2_ w?
[+ G+ ()= 22
Die Eigenfrequenzen unseres Randwertproblems sind alle Werte w, von o,
die sich durch ein aus drei ganzen Zahlen n,, n,, n, gebildetes Zahlentripel in der
durch die Gleichung (22) angedeuteten Form ausdriicken lassen. Die zugehorigen
Eigenfunktionen lauten nach (17) und (21)

p=asin Tz sin Ty sin BT, (23)
1 2 3

Die zu den y nach (14) zugehdrigen Eigenlésungen ¢ bilden ein System von
rdumlichen stehenden Schwingungen in dem Parallelepiped. Man sieht, daB
zu jeder Eigenfrequenz w,, mehr als eine Eigenschwingung gehért, da z. B. schon
die Vertauschung der drei Zahlen n,, ny, n; stets moglich ist und im allgemeinen
drei verschiedene Systeme von stehenden Schwingungen liefert. Man nennt solche
Eigenwerte, zu denen mehr als eine Eigenfunktion gehort, entartete Eigenwerte
und die Anzahl der zu ihnen gehorigen Eigenfunktionen den Grad der Entartung.

5. Beugung ebener Wellen. Fillt eine ebene Welle senkrecht auf eine ebene
,,Wand* mit einer Offnung auf, wobei wir annehmen, daB das Material der Wand
zur Fortleitung einer Wellenbewegung nicht geeignet ist und die Wand daher
die Welle ,,abschneidet*, dann zeigt sich, daB die Wellenausbreitung jenseits der
Offnung nicht allein in der Richtung der einfallenden Welle, sondern nach allen
Richtungen im Raume mit einer ganz bestimmten Amplitudenverteilung erfolgt.
Diese Erscheinung wird als ,,Beugung® oder ,,Diffraktion” der Welle an der
Offnung bezeichnet.

Die theoretische Behandlung der Beugungserscheinungen gehért offenbar
ebenfalls unter die Randwertprobleme der Wellengleichung. Ihre exakte Aus-
fiihrung ist schon in einfachen Spezialfillen sehr schwierig und kann daher im
Rahmen dieses Buches nicht wiedergegeben werden. Eine naherungsweise richtige
Losung der Aufgabe, die Amplitudenverteilung jenseits der Offnung in einer
undurchdringlichen Wand zu ermitteln, auf die eine Planwelle senkrecht auf-
trifft, kann man recht einfach erhalten, wenn man fiir die Begrenzungsfliche
die folgende Randbedingung ansetzt: In allen Punkten der Wand soll die Wellen-
funktion ¢ dauernd verschwinden, in allen Punkten der Offnung soll ¢ die gleichen
Werte haben, die es bei ungestérter Wellenausbreitung (in Abwesenheit der
Wand) hitte.

Wir wollen hier einen besonders einfachen Spezialfall durchrechnen, der
auch von besonderer praktischer Bedeutung ist: die Offnung soll die Form
eines ,,Spaltes von unendlicher Lénge und der Breite b haben. Auf den Spalt

soll senkrecht zu seiner Ebene eine harmonische Planwelle mit der Wellenlinge
A= 2;:0 [vgl. (2) §12] auffallen. Wir suchen die Verteilung der Amplituden
auf einer zur Wand parallelen Ebene E in einem sehr groBen Abstand r von
der Wand.

Wir finden diese Verteilung, indem wir alle Punkte des Spaltes als Erregungs-
punkte von Wellen auffassen, die mit der gleichen Frequenz, der gleichen Ampli-
tude und der gleichen Phase schwingen. Wegen der unendlichen Erstreckung
des Spaltes in einer Dimension wird ¢ jedenfalls auf jeder zur Spaltrichtung
parallelen Geraden konstant sein. Wir kénnen daher den Wellenzustand jenseits
der Offnung als Superposition von unendlich vielen »Zylinderwellen* auffassen,
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die sich um die sémtlichen erzeugenden Geraden des Spaltes als Achsen aus-
bilden. In geniigend groBer Entfernung » kann man in hinreichender Niherung
diese Zylinderwellen durch ebene Wellen ersetzt denken. Um daher den Wellen-
zustand in einem Punkte P der Ebene E zu finden, geniigt es, wenn wir durch P
eine Ebene senkrecht zur Spaltrichtung legen (Abb. 32)

und die Amplitude derjenigen Welle suchen, die <~ £

durch Interferenz aus allen von den Schnittpunkten 4
der Bildebene mit dem Spalt ausgehenden und in der
Richtung O P fortschreitenden ebenen Wellenziigen
entsteht. Die Lage des Punktes P legen wir durch seine
Entfernung z von der in der Bildebene errichteten
Symmetralen zum Spalte fest.

N

In 2. haben wir dieselbe Aufgabe fiir eine endliche S L
Anzahl von Wellenziigen gelGst, die gegeneinander {;”_j

einen konstanten Gangunterschied  haben. Wir ge-
winnen daraus die Losung fiir den vorliegenden Fall,
indem wir statt aller Punkte unseres Spaltschnittes
zunichst nur n &dquidistante Erregungspunkte her-
ausgreifen und » unbegrenzt zunehmen lassen. Der Gangunterschied zwischen
den von zwei benachbarten Punkten ausgehenden und nach P hinzielenden

Abb. 32.

Wellen ist, wie die Betrachtung der Abb. 32 lehrt, gleich ¢ = % % und daher
nach (12) die Amplitudenverteilung als Funktion von x
sin 2 on | in b @ t
2 Ar 7

PO ==t 24
sin 5 ' Reyrid

L&aBt man hierin % unbegrenzt zunehmen, so kann man im Nenner von (24)
den Sinus durch sein Argument ersetzen und erhilt

. nb
sm 77 X
y(@)=a—7p—:, (25)
v G’
worin @ an Stelle der endlichen GroBe na, gesetzt wurde.

Der Ausdruck (25) stellt die gesuchte Amplitudenverteilung dar. Seine Diskus-
sion ergibt das folgende Bild dieser Verteilung : an allen Stellen, fiir die sin —;f—f— z
verschwindet, wo also 2| = ri A E—1.23 26)

=5 = .

gilt, ist die Amplitude gleich Null. Die
Verteilung weist also Minima der Ampli-
tude in #quidistanten Abstinden auf.
Die zwischen je zwei solchen Minimis
liegenden Maxima nehmen, wie man aus
(25) sieht, wegen des mit & wachsenden
Nenners mit wachsender Gliednummer

stetig ab. An der Stelle =0 befindet z
sich ebenfalls ein Maximum mit der Am-
plitude a (Abb. 33).

Je groBer A und je kleiner b wird, desto weiter riicken die Extrema der
Amplitudenverteilung auseinander. Im Grenzfall eines unendlich engen Spaltes

Fiirth, Theor. Physik. [



82 Wellenbewegung und Wellenfelder.

(% — 0) wird fiir jeden endlichen Wert von  : ¢ () =a. Ein unendlich enger Spalt

wirkt also ebenso wie eine einzige ,,Erregungslinie’, wie es zu erwarten war.
Je Kkleiner 1 und je grofer b wird, desto niher riicken die Extrema aneinander.

Im Grenzfall eines unendlich breiten Spaltes, L2 — o0, wird g nach (25) fiir alle

gleich Null mit Ausnahme von z =0, wo y gleich a wird; die Welle pflanzt sich
dann jenseits des Spaltes ebenfalls ausschlieflich in der Richtung der einfallen-
den Welle fort, die Beugungserscheinung ist verschwunden. Die charakteristische
Beugungsfigur der Abb. 33 tritt also nur dann auf, wenn Spaltbreite b und
Wellenlinge A der Welle in derselben Grofenordnung liegen.

Ist in die Wand statt des einen Spaltes ein aus n sehr engen und in gleichem
Abstande g liegenden Spalten bestehendes ,,Gitter eingeschnitten, dann kann
man nach dem eben Gesagten von der durch die einzelnen Spalte hervorgerufenen
Beugungserscheinung absehen. Die Interferenz aller von den einzelnen Gitter-
spalten ausgehenden Wellen ergibt, unter den gleichen Bedingungen wie oben
betrachtet, eine Amplitudenverteilung auf einer in gentigend groBem Abstand r
vom Gitter befindlichen Ebene, die aus (12) hervorgeht, wenn man darin fiir §

x .
den Wert g - - einsetzt, also sin 29"
Ar )
p () =ao| ot @)
sm-———-x
i Ar

Die Verteilung (27) haben wir schon unter 2. diskutiert. Sie weist Haupt-
und Nebenmaxima auf, von denen die letzteren fiir geniigend groBe » immer
schwicher werden, so daB schlieB-

" lich nur die Hauptmaxima mit
der Amplitude ay,» an den Steilen

x:lg—r-k k=1,2,3,... (28)

. allein iibrigbleiben (Abb. 34). Nach
I (28) riicken die Maxima immer weiter
i auseinander, je Kkleiner die ,,Gitter-
5 R B 7 konstante* g im Verhéltnis zur Wel-
Abb. 34 lenlénge ist, wihrend sie fiir grofe g

immer ndher zusammenriicken?.

6. Reflexion von Wellen. Auch die Erscheinung der Reflexion von Wellen
durch eine starre Wand kann als Randwertproblem der Wellengleichung theo-
retisch behandelt werden. Die Starrheit der Wand verhindert das Auftreten von
Deformationen und zwingt daher der Wellenfunktion ¢ die Randbedingung
auf, an der Oberfliche der Wand iiberall zu verschwinden.

Besonders einfach 148t sich die Aufgabe im Falle einer ebenen Wand lsen.
Wir legen das Koordinatensystem so, daB ihre Oberfliche mit der z-y-Ebene
zusammenfillt; die Wellenausbreitung soll in der positiven Halbebene erfolgen.
Ist dann ¢ eine Losung der Wellengleichung (1), die der Bedingung

@ () =—@ (—2) (29)

gehorcht, dann muB offenbar ¢ fiir 2=0 verschwinden. Die Funktion ist also
im ganzen positiven Halbraum eine Loésung der Wellengleichung und erfiillt
die vorgeschriebene Randbedingung. Im negativen Halbraum, wo nach unserer

N N

1 Beziiglich der experimentellen Anwendungen der Entwicklungen dieser Ziffer
in der Akustik und in der Optik vgl. ,,Exp.-Physik*, § 37 bzw. § 123.
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Annahme eine Wellenausbreitung nicht erfolgen soll, ist die gefundene Losung
rein fiktiv und hat keine physikalische Bedeutung. -
Ein einfaches Beispiel fiir eine Funktion der geforderten Art ist die folgende:

p= 1 r—ct)— > f (" —ct), (30)

worin zur Abkiirzung gesetzt ist:
r=[e—o? + (y—yo*+ (—7)]e
¥ = [@—ol + (— o+ (e 2%

Man sieht ohneweiters, daf 7 und »* bei Vertauschung von z mit —z ihre Rollen
tauschen und daher ¢ in —g tibergeht, wie es die Gleichung (29) verlangt. Da ¢
ferner die Summe von zwei Ausdriicken von der Gestalt (6) ist, geniigt es der
Wellengleichung.

Die durch (30) ausgedriickte Welle ist offensichtlich die Superposition von
zwei Kugelwellen spiegelbildlich gleicher Schwingungsform, von denen die eine
sich um den Erregungspunkt P (z,, ¥,, 2;), die andere um einen zur Wand
,,Spiegelbildlich* gelegenen Erregungspunkt P’ (x,, y,, —2,) ausbreitet. Anders
ausgedriickt : Breitet sich im positiven Halbraum eine Kugelwelle um den Punkt P
aus, so ist die von einer ebenen, starren Wand reflektierte Welle wieder eine
Kugelwelle, die sich so ausbreitet, als ob sie von dem in bezug auf die Wand
zu P gehorenden Spiegelpunkt P’ herkommen wiirde.

Ein anderes, ebenso einfaches Beispiel liefert die Funktion

@ =f (x cos x4y cos f+2z cos p—ct)—f (z.coso + y cos p—zcos y—ct), (32)

die als Summe von zwei Ausdriicken der Gestalt (3) ebenfalls der Wellengleichung
geniigt und auch die Bedingung (29) erfiillt. Wir haben hier die Superposition
von zweil ebenen Wellen vor uns, die wieder-
um spiegelbildlich gleiche Schwingungsform
haben und deren Fortpflanzungsrichtung mit
den Koordinatenachsen die Winkel o, 8, y
bzw.x, f, =—7y einschlieBen. Dies ist offenbar
dann der Fall, wenn die Wellennormalen der

1)

beiden Wellen mit der Normalen auf die
Wand, dem , Einfallslot’, in einer Ebene,
der ,Einfallsebene, liegen und mit ihm

gleiche Winkel einschlieBen, wobei die eine
Welle zur Wand hin, die andere von ihr
weglauft. Zu der ersten, der ,einfallen-
den‘ Welle gehort also, wenn die Randbe-
dingung erfiillt sein soll, die zweite, ,,re- Abb. 35.
flektierte’ Welle notwendig hinzu, wobei,

wie man sieht, das bekannte Reflexionsgesetz gilt (Abb. 35).

Fiir den Fall senkrechter Inzidenz, wo o == %, y =0 gilt, wird die Funktion

(32), wenn man f in eine FouriErsche Reihe entwickelt, die Gestalt (32) § 12
annehmen. Die Superposition der einfallenden und der reflektierten Welle er-
gibt also ein System stehender harmonischer Wellen, die in der Wand eine
gemeinsame Knotenfliche haben. , ’
Ist die reflektierende Wand nicht die z-y-Ebene, sondern die Ebene z =—F 9§,
dann wird die Bedingung ¢ =0 an dieser Ebene erfiillt, wenn man anstatt (32) setzt:

@ =f[xcosx+ ycosf+ zcosy—ct]—f[xcosx+ ycos B — (z+ 2k ) cosy —ct]. (33)
6*

z
/ \ , 1{ 7
& ;ﬁ_‘\ﬂ/
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Schaltet man daher in den Gang der einfallenden Welle eine Schar von parallelen,
in den Abstdnden § vonéinander befindlichen, teilweise reflektierenden Wénden
ein, dann haben die von den einzelnen Winden reflektierten Wellen alle die
gleiche Richtung, und ihre gegenseitigen Gangunterschiede sind ganzzahlige
Vielfache von 20 cos y.

Handelt es sich um eine harmonische Welle mit der Wellenléinge 4 und ist die
Anzahl der reflektierenden Ebenen sehr groB, dann wird gemif 2. die durch
Interferenz aller dieser Wellen gebildete Resultierende nur dann eine von Null
merklich verschiedene Amplitude haben, wenn der Gangunterschied gleich einer
ganzen Zahl von Wellenlingen ist, wenn demnach der Einfallswinkel y der
Bedingun,

gune cosy = —% (34)
entspricht, worin n eine ganze Zahl bedeutet. Die Formel (34) findet unter an-
derem Anwendung bei der Reflexion von Réntgenstrahlen von Kristallen, wo
die ,,Netzebenen‘“ der Atome die Rolle der reflektierenden Winde spielen’.

§ 14. Wellenfelder in inhomogenen und anisotropen Medien.

1. Allgemeines iiber Wellenfelder. Die im § 13 eingefiihrte Wellenfunktion ¢
bedeutete die Deformation in einem Kontinuum von Massenpunkten. Offenbar
werden alle dort angestellten Uberlegungen ihre Giiltigkeit behalten, wenn ¢
eine andere physikalische Bedeutung hat, sofern es nur der Wellengleichung
geniigt. Wir wollen allgemein von einem Wellenfeld sprechen, wenn in einem
den Raum kontinuierlich erfiillenden Medium eine physikalische Gréfle als ein
skalares Feld ¢ (1) oder als ein Vektorfeld ¥ () beschrieben werden kann, derart,
daBl ¢ (v) bzw. die Komponenten von 9 (r) Wellengleichungen geniigen, wenn
also eine an einer Stelle des Mediums vorgenommene Verdnderung von ¢ oder 2
sich mit einer endlichen Geschwindigkeit ¢ in dem Medium ausbreitet. Beispiele
fiir solche Wellenfunktionen sind: Dichte, Druck, elektrische und magnetische
Feldstérke.

Wir sprechen von einem ,,homogenen’ Medium, wenn die Grée ¢ eine Kon-
stante ist, wie wir es in den vorhergehenden Paragraphen angenommen hatten.
Die Ergebnisse unserer Betrachtungen lassen sich demnach unverindert auf die
Wellenausbreitung in einem beliebigen homogenen Medium iibertragen. Wir
sprechen von einem ,,snhomogenen’ Medium, wenn ¢ eine Funktion des Ortes
¢ (%, y, 2) ist. Wir werden spéter sehen, daf dies auch der physikalisch wichtigere
Fall ist, da im allgemeinen tatsichlich die Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Wellen in einem Medium vom Orte abhingt (wenn z.B. die elastischen und
elektrischen Konstanten des Mediums nicht an allen Orten den gleichen Wert
haben).

Wir sprechen von einem ,,anisotropen’ Medium, wenn die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit von der Richtung der Wellenausbreitung abhéngig ist. Dies ist
dann der Fall, wenn die elastischen oder elektrischen Konstanten des Mediums
den Charakter von Tensoren haben, wie in manchen Kristallen. Die Wellen-
gleichung wird dann natiirlich eine allgemeinere und kompliziertere Gestalt
haben. ‘

Wir sprechen schlieBlich von einer ,,Dispersion’‘, wenn die Fortpflanzungsge-
schwindigkeit einer harmonischen Welle von ihrer Frequenz abhidngt. Das be-
kannteste Beispiel hierfiir ist die Abhingigkeit. des Brechungsquotienten von der
Frequenz bei elektromagnetischen Wellen in materiellen Medien (siehe §58). Mathe-
matisch driickt sich dies darin aus, daf in der Amplitudengleichung (15) § 13

1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, § 125.
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¢ eine bestimmte Funktion von o ist. An der Losung des Randwertproblems
dndert sich dabei zunéichst nichts, soweit es sich um die Bestimmung der Eigen-
werte und Eigenfunktionen handelt. Bei der Konstruktion von allgemeinen
Losungen aus den Eigenfunktionen macht sich jedoch die Dispersion dadurch
bemerkbar, daB diese Losungen im allgemeinen nicht mehr den Charakter
von ,stehenden‘ Schwingungen haben. Ebenso kann auch bei einer nicht-
harmonischen, fortschreitenden Welle dann nicht mehr von einer ,,Fortpflanzungs-
geschwindigkeit’‘ einer bestimmten Phase gesprochen werden, da sich mit der
Ausbreitung der Wellen ihre Schwingungsform veréndert.

2. Die Eikonalgleichung in inhomogenen Medien. In einem inhomogenen
Medium® lautet gemaB §13, 1. die Wellengleichung

02
=0 (2, y,2) . A . (1)

Wir setzen die Losung wiederum in der Form (14) § 13 an und erhalten
daher wie in §13, 3. fiir die Amplitudenfunktion ¢ die Amplitudengleichung

w?
Ady+ —W?ﬂ =0, (2)
worin aber ¢ im Gegensatz zu (15) § 13 noch vom Orte abhidngt. g ist im all-
gemeinen eine komplexe Ortsfunktion von der Gestalt

p=a.etS; (3)

hierin sind die reellen Gré8en ¢ und S, von denen die erste die gewShnliche Ampli-
tude und die zweite die Phase der Schwingung bedeutet, noch Funktionen des
Ortes a =a (, ¥, 2), S=8 (2, y, 2). Die Funktion 8 (z, ¥, 2) wird mitunter als
das ,,Eikonal“ bezeichnet. In § 13, 1. definierten wir als Wellenflichen die geo-
metrischen Orte gleicher Phase. Die Schar der Wellenflichen ist also durch
Gleichungen von der Form ¢ (z, y, 2)= const
gegeben; wir stellen uns die Aufgabe, die Differentialgleichung dieser Flichen-
schar abzuleiten.

Die zweimalige Differentiation von 3 nach x gemifB Gleichung (3) liefert

oy _ aa 28

= elS—{«ma ets,
2y da oa 88 & S ; 98\ ;
9 dw? ¢S 4 24 Yow ow © ls+m' Zs—a<?a7) e,

Analoge Ausdriicke ergeben sich fiir die Ableltungen nach y und z. Die Einsetzung
in Gleichung (2) liefert demnach

Ada+2i.grad a . grad S+ aidS—a |grad S+ %a:@. 4)
Soll diese komplexe Gleichung erfiillt sein, dann muB sowohl der reelle als

auch der imaginire Teil des Ausdruckes auf ihrer linken Seite verschwinden,
es miissen also die Gleichungen

Ada—a|grad S}z—[—ﬂ: a=0 (5)
und ¢
grad a . grad S+ —g—A;S’:O (6)

bestehen. Die Elimination von ¢ aus den Gleichungen (5) und (6) wiirde die ge-
suchte Differentialgleichung der Wellenflichen liefern.

Unsere Aufgabe vereinfacht sich sehr wesentlich, wenn wir uns mit einer
Néherung begniigen, indem wir annehmen, dal die Funktion ¢ (z, y, 2) sich mit
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dem Orte so langsam veréndert, dal man das erste Glied in der Gleichung (5), das

die Ableitungen von a nach den Koordinaten enthilt, gegen die beiden anderen

Glieder, die a selbst enthalten, vernachlidssigen kann. Das wird immer dann

moglich sein, wenn Aa w [ 2m\2
o S< @ T ( T)

gilt oder wenn die relative Anderung von a beim Fortschreiten um die Linge

Eins klein gegen % und daher die relative A'ﬁderung von @ beim Fortschreiten

um die Lénge 4 klein gegen Eins ist, wenn also in Dimensionen von der GréBen-
ordnung der Wellenlinge ¢ merklich konstant bleibt.

Unter dieser Voraussetzung verwandelt sich die Gleichung (5) in

08\ 08\2 08 \2 w?

endst = (55 )+ (5,) + (%) = segar @
Da hierin @ nicht mehr vorkommt, ist dies bereits die gesuchte Differential-
gleichung fiir 8, die sogenannte ,,Eikonalgleichung®. Die rechte Seite dieser
Gleichung ist eine gegebene Funktion des Ortes, man kann daher durch Inte-
gration der Gleichung unter gegebenen Randbedingungen die Schar der Wellen-
flichen finden, vorausgesetzt, daB man sich auf Fille beschriankt, bei denen die
Néherungsannahme, unter der wir die Differentialgleichung (7) abgeleitet haben,
tatsdchlich gilt. Insbesondere werden wir also gerade die Beugungsprobleme, fiir -
die gemidB § 13, 5. wesentliche Anderungen von @ in Dimensionen der Wellen-
lange charakteristisch sind, auf diese Weise nicht behandeln kénnen.

3. Das Huyghenssche Prinzip. Die Eikonalgleichung (7) gestattet in gehr
einfacher Weise die Schar der Wellenflichen geometrisch zu konstruieren, wenn
eine Fliche der Schar gegeben ist. Wir denken uns fiir den Augenblick diese Kon-
struktion bereits durchgefithrt. Dann kénnen wir zu der Schar der Wellenflichen
die zugehorige Schar der orthogonalen Trajektorien zeichnen. Nennen wir das
Element einer Linie dieser Schar dn, so gilt nach Formel (7) § 6 und Gleichung (7)

d8 o 2= (8)
dn ~ ¢ 1
da grad § die Richtung dz hat. Die Distanz dn zwischen den benachbarten
Wellenflichen S=8; und §=28, + d8 ist demnach gleich d8 -%, also eine

gegebene Funktion des Ortes. Der Abstand zweier
S=SyrdS~kons! Wellenflichen, auf denen die Phase um 27 ver-

schieden ist, ist gleich 2 —L% =], wie es nach

der Definition der Wellenlinge als Abstand
zweier Punkte gleicher Phase auch sein muB.

Will man also zu der Fliche S = §; (Abb. 36)
die benachbarte Wellenfliche konstruieren, auf
der die Phase um d8 gréBer ist, dann hat man
einfach von jedem Punkte P der Fliche

senkrecht zu ihr um das Stiick d 8 :uc— fortzu-

Abb. 36. schreiten; alle so erhaltenen Punkte P’ liegen

auf der Wellenflache S =S;+ dS. Von hier kann

man dann zur nichsten Wellenfliche weitergehen und so fort. In einem homo-

genen Medium, wo ¢ konstant ist, sind die Wellenflichen, wie man sieht, alle
zueinander parallel.

Da die Stiicke, um die man fortschreiten mu8, der Fortpflanzungsgeschwin-

digkeit ¢ der Welle proportional sind, kann man die Konstruktion auch
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so durchfiihren, daB man um jeden Punkt der Ausgangswellenfliche eine
,,EBlementarwelle’ konstruiert, d. h. eine Kugelwelle mit einem der Gréfie ¢
proportionalen Radius, und die Einhiillende aller dieser Elementarwellen
bildet; diese ist dann wieder eine Wellenfliche der Schar. Diese Konstruk-
tion ist von HUYGHENS zuerst angegeben worden; das auf dieser Konstruk-
tion beruhende Prinzip zur Herstellung der Wellenflichen wird daher als
, HUYGHENSsches Prinzip* Dbezeichnet. Entsprechend seiner Herleitung ist es
nur unter den unter 2. formulierten Bedingungen anwendbar und versagt speziell
bei den Erscheinungen der Beugung. Hingegen lassen sich die Gesetze der Re-
flexion und der Brechung an der Grenzfliche zweier homogener Medien aus dem
HuveaeENsschen Prinzip leicht gewinnen, wie aus den Elementen der Physik als
bekannt vorausgesetzt werden darf.

4. Das Fermatsche Prinzip. Dem HuvcrENSschen Prinzip liegt offenbar die
Vorstellung zugrunde, daBl der ,,Wellenzustand® im Raume lings der ortho-
gonalen Trajektorien der Wellenfliche von Punkt zu Punkt fortschreitet, wobei
die Geschwindigkeit dieser Bewegung die gegebene Ortsfunktion c¢ (z, y, 2) ist.
Die Zeit T, die benétigt wird, damit der Wellen-
zustand von dem Punkte P; auf der Wellenfliche
S =8, zu dem Punkte P, auf der Wellenfliche
8§ =58, gelangt, der auf derselben Trajektorie 7 wie
P liegt, ergibt sich als Wert des Linienintegrals

ts Pgd P,d
t s
i P, P,

lings des Weges 7 von P, bis P, (Abb. 37).

Die Zeit, die verstreichen miite, damit der
Wellenzustand auf einem anderen, beliebig ge-
stalteten Wege ¢ von P, nach P, gelange, konnte man offenbar auch mit Hilfe
des Integrals (9) berechnen, wenn man es anstatt iiber 7 iiber ¢ erstreckt.
Wir stellen uns die Frage, auf welchen unter allen méglichen von P, nach P,
gezogenen Kurven 7' ein Minimum ist.

Wir setzen fiir ¢ aus (8) in das Integral (9) ein und erhalten:

Abb. 37.

P, S,
1(¢d8 1(ds
T=a§a—;ds=agd—nd& (10)
P, A ’

worin ds das Linienelement von ¢ bedeutet, das durch zwei benachbarte Wellen-
flichen §=8; und §=8;+d S herausgeschnitten wird, und dn den Normal-
abstand dieser beiden Flichen, der gleichzeitig das Linienelement von 7 ist
(Abb. 37). Da jedenfalls ds > dn ist, gilt auf dem ganzen Integrationswege

ds

a2l (11)
Die Ungleichung (11) geht dann und nur dann auf dem ganzen Integrations-
wege in eine Gleichung iiber, wenn ¢ mit 7 identisch wird. Daraus folgt, daf§ der
Integrand in (10) in jedem anderen Falle mindestens auf einem Teile des Inte-
grationsweges grofer als Eins sein mufl und daher der Wert des Integrals sicher-

lich groBer als der Wert des ldings © erstreckten Integrals: % Die gesuchte

Minimalkurve ist also gerade die Kurve 7.
Daraus ergibt sich ein einfaches Prinzip zur Berechnung bzw. Konstruktion
der orthogonalen Trajektorien zu den Wellenflichen, die in der geometrischen
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Optik, wie wir spiter sehen werden, die Rolle der ,,Lichtstrahlen* spielen: das
JerMATsche Prinzip. Um den ,,Strahl” zwischen zwei Punkten P, und P, zu
finden, berechne man das Integral (9) lings einer beliebigen, zwischen P, und P,
gezogenen Kurve. Diejenige unter allen diesen Kurven, ldngs derer das Integral
seinen kleinsten Wert hat, ist die gesuchte Strahlkurve. Aus der so gewonnenen
Schar von Strahlkurven kann man wiederum die Schar der Wellenflichen, die
in jedem Punkte auf den Strahlkurven senkrecht stehen, konstruieren.

Als Proben fiir die Verwendbarkeit des FErMATschen Prinzips wollen wir
die drei folgenden einfachen Beispiele durchrechnen.

a) In einem homogenen, durch keine Wand begrenzten Medium ist ¢ konstant
und nach (9) die Strahlkurve die kiirzeste Verbindungslinie zwischen zwei Punk-
ten, d.h. die zwischen diesen beiden Punkten gezogene Gerade. Man spricht
daher auch manchmal von der ,geradlinigen Wellenausbreitung in einem
homogenen Medium.

b) Der Beweis des Reflexionsgesetzes nach dem FErRMATschen Prinzip gestaltet
sich folgendermaBen (Abb. 38). Gegeben seien die beiden Punkte P; und P,
2 mit den Koordinaten #;, y¥; und #,, 3. Von P;
gehe ein Strahl iiber P mit den Koordinaten z, 0,
wo er von der z-Achse reflektiert wird, nach P,.
Der Einfallswinkel sei#, und der Reflexionswinkel
#,. Nach dem FemrmaTschen Prinzip haben wir
jenen Wert von z und demnach von ¢, und ¢, zu
suchen, fiir den die Zeit zum Durchlaufen der

¥

Xy

Strecke P, P P, ein Minimum wird. ¢ werde
als konstant angenommen ; dann muf} die Strecke
P, P P, selbst ein Minimum sein. Wir haben also jenen Wert von x zu suchen,

tiir den der Ausdruck V(@—a oty +V (—z)2+ g2

ein Minimum ist. Die Differentiation dieses Ausdruckes nach z liefert die Bedingung
hiefiir: x—x, Ty — T

V(@ —)2 + y,* V (@y— )% 4y,
woraus ¥, =¥, also in der Tat das Reflexionsgesetz folgt.

¢) Der Beweis des Brechungsgesetzes nach dem FrrmaTschen Prinzip lduft
darauf hinaus, die Zeit zur Durchlaufung des Weges P; P P, (Abb. 39) zu einem

Abb. 38.

=sind; —sind, =0,

A Minimum zu machen, wobei der Punkt P, in
einem Medium mit der Fortpflanzungsgeschwin-
P . digkeit ¢; und der Punkt P, in einem Medium
& mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit c,, - der
p Punkt P auf der Trennungsfliche der beiden
> z Z Medien liegt. #; sei der Einfallswinkel, &, der
Brechungswinkel. Es ist also jenes  zu suchen,
%\ e fir das der Ausdruck
b Ve—e)i+y9:" | V(@—2) gy
Abb. 30. l Ca
ein Minimum ist. Die Differentiation dieses Ausdruckes nach z liefert die Bedingung
hiefiir: z— 1, . Ty— @ _ sind,  sind, —0
ol (m—x)*+ 9.2 eV (wg—@)2 + ,? ! G2
oder sin &, G
sin 02‘ - _0‘;, (]‘2)

also in der Tat das SweLLIUSsche Brechungsgesetz.
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5. Anisotrope Medien. Wihrend in einem isotropen, homogenen Medium die
Wellenfléchen einer von einem Erregungspunkte ausgehenden Welle Kugelflichen
mit dem Erregungspunkt als Mittelpunkt sind, haben die Wellenflichen in einem
anisotropen, homogenen Medium eine andere Gestalt. Man konstruiert sie, indem
man auf den vom Erregungspunkte ausgehenden Strahlen Strecken abtrigt,
die den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in der betreffenden Strahlrichtung
proportional sind (Abb. 40). Offenbar werden in diesem Falle die Strahlen s zu
den einzelnen Punkten der Wellenfliiche mit den
Wellennormalen 7 in den gleichen Punkten im allge-
meinen nicht zusammenfallen, wie bei Kugelwellen.
In anisotropen Medien sind also nicht wie in isotro- "
pen die ,,Strahlen‘ mit den orthogonalen Trajektorien

der Wellenfliche identisch. % W
Obzwar die Eikonalgleichung (7) und die daran
gekniipfte Ableitung des HuvcmENSschen Prinzips

hier natiirlich ihre Giiltigkeit verlieren, kénnen wir Abb. 40.

doch nach dem Vorgange von Huvemens die Kon-

struktion der Wellenflichen als Einhiillende von ,,Elementarwellen® auch in
anisotropen Medien benutzen, wobei natiirlich als Elementarwelle anstatt einer
Kugelfliche eine Fliche zu benutzen ist, die
durch eine der Abb. 40 entsprechende Kon-
struktion gewonnen wird.

Als Beispiel betrachten wir die Brechung
einer ebenen Welle an der Grenze zwischen
einem isotropen und einem anisotropen Me-
dium. In der Abb. 41 ist die Konstruktion
gemiB dem HuverENsschen Prinzip durch-
gefiihrt und zwar, um die Unterschiede deut-
lich vor Augen zu fithren, sowohl fiir den
Fall, daB die Elementarwellen im zweiten Me-
dium Kugeln sind (Index o), als auch fiir den
Fall, dal sie nicht Kugeln (Ellipsoide) sind
(Index ). f,und f, sind die als Einhiillende
der Elementarwellen gebildeten Wellenfronten, n, und n, die zugehorigen Wellen-
normalen und s, bzw. s, die Strahlrichtungen. Man sieht, daB zwar s, und =,,
nicht aber s, und n, miteinander zusammenfallen. Das SNELLIUSsche Brechungs-
gesetz gilt nur fiir jene, nicht aber fiir diese.

Sechstes Kapitel.
Physikalische Statistik.

§ 15. Wahrscheinlichkeitsrechnung.

1. Statistische GesetzmiiBigkeiten. Aus den Darlegungen der Kapitel I und IT
folgt, daB sich der Zustand eines jeden physikalischen Systems durch Zahlen be-
schreiben 1a8t. Wére es moglich, das System mit vollkommener Genauigkeit zu be-
obachten und zwar so, daB der Vorgang der Beobachtung an dem System
selbst keine Verinderung hervorruft, dann wiirde die wiederholte Beobachtung
einer jeden physikalischen Grofie an dem betrachteten System immer exakt die
gleichen Zahlenresultate ergeben. Da jedoch, wie wir in § 2 gesehen haben, jede
Beobachtung einerseits bloB einen endlichen Genauigkeitsgrad hat und ander-
seits nicht vorgenommen werden kann, ohne eine endliche Verinderung an dem
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zu beobachtenden System hervorzurufen, wird in Wirklichkeit bei wiederholter
Beobachtung der betreffenden physikalischen GroBSe das Resultat der Messung
jedesmal in einer anderen Zahl, bzw. in einer anderen Gruppe von Zahlen be-
stehen.

Wir nehmen der Einfachheit halber zunichst an, daB die zu beobachtende
physikalische Grofe a einen endlichen Wertevorrat besitze, also nur bestimmter
diskreter Werte aq, a5, @3, . . . , @, fahig sei (§ 5, 2.). Wir werden spéter unsere
Betrachtungen auch auf GréBen mit kontinuierlich unendlich groBlem Werte-
vorrat erweitern. Wir machen nun unter den gleichen Bedingungen nacheinander
N Beobachtungen und notieren ihren Ausfall. Aus dem Beobachtungsprotokoll
kann man dann ohne weiteres entnehmen, wie oft unter diesen IV ,, Proben‘‘ der Wert
a, bzw. a,, ag, ... von a aufgetreten ist oder, wie wir uns kurz ausdriicken wollen,
wie oft das ,,Ereignis‘‘ a,, ay, ag, . . . eingetreten ist. Es sei n, die Anzahl der Ereig-
nisse a;, n, die Anzahl der Ereignisse a,, allgemein 7, die Anzahl der Ereignisse a;.
Die Zahl n; nennen wir die ,,absolute Hdufigkeit'* des Ereignisses a,; dividiert
man die absoluten Haufigkeiten n; durch die Gesamtzahl N der Proben, so erhilt

man die ,relativen Hdiufigkeiten‘ %k_’ die simtlich echte Briiche sind.

Wiederholt man nun die oben beschriebene Serie von N Versuchen éfters,
M
N
nicht miteinander iibereinstimmen, sondern von Serie zu Serie verschieden sein.
Die Erfahrung lehrt nun ganz allgemein, daBl diese Abweichungen zwischen den
relativen Haufigkeiten in verschiedenen Serien um so kleiner ausfallen, je groBer
die Zahl N der Proben einer Serie ist. Wir vermuten daher, daf3 es in der Natur
ein bestimmtes Gesetz gibt, wonach bei unbegrenzter Zunahme von N in einer
Serie die Abweichungen der relativen Héufigkeiten in verschiedenen Serien ver-
schwindend klein werden, die relativen Haufigkeiten selbst daher im Grenzfalle
N— oo exakt definierte Zahlenwerte annehmen:

so werden die relativen Hiufigkeiten in den einzelnen Serien im allgemeinen

Nlimﬁ’“— = Wy, (1)

die fiir das beobachtete System und fiir die Methode der Beobachtung charakte-
ristisch sind. Dieses Gesetz, das wir im folgenden stets als giiltig ansehen wollen,
bezeichnen wir als das ,,Gesetz der groflen Zahlen‘. Es ist sehr wichtig, sich stets
dariiber im klaren zu sein, daB das Gesetz der groBen Zahlen deduktiv-logisch
nicht bewiesen werden, sondern nur aus der Erfahrung induktiv erschlossen
werden kann. ‘

Wir gehen nun zu der Betrachtung eines physikalischen Experimentes iiber.
Ein solches Experiment besteht stets darin, daB man ein physikalisches System
in einen bestimmten , Anfangszustand* bringt und die Verinderung dieses
Zustandes nach einer gewissen Zeit beobachtet. Die wiederholte Ausfiihrung
desselben Experimentes kénnte nur dann immer das gleiche Resultat ergeben,
wenn sich sowohl der Anfangszustand exakt wiederherstellen als der End-
zustand exakt beobachten lieBe. Aus den oben angefiihrten Griinden ist beides
prinzipiell unméglich. Das ,,gleiche’ Experiment, zu wiederholten Malen ange-
stellt, wird also in Wirklichkeit im allgemeinen jedesmal ein anderes Ergebnis
liefern.

Wir beschrénken uns auch hier wiederum auf die Beobachtung einer GroBe a
mit endlichem Wertevorrat. Aus dem Beobachtungsprotokoll einer Serie von
N Experimenten kann man dann die absoluten Hiufigkeiten n,;, bestimmen,
mit denen sich aus dem gegebenen Anfangszustand a; der Endzustand a, ein-
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estellt hat. Die GroBen 7% nennen wir die relativen Héufigkeiten der Ereignisse,
g N gnis

die in dem Ubergang a; — a;, bestehen. Die Erfahrung legt es uns nahe, dem
analogen Gedankengang wie oben folgend, das Bestehen einer besonderen
GesetzmiBigkeit in der Natur anzunehmen, wonach die Grenzwerte der relativen
Hiufigkeiten der verschiedenen Uberginge sich bei unendlicher Vermehrung
der Proben bestimmten Zahlenwerten w;;, annihern:

Mg

lim " — (1), (@)

N=w

die im allgemeinen auch noch von der Zeit zwischen dem Anfang und dem Ende
des Experimentes abhéingen werden. In besonderen Fillen kann w;; entweder
vom Anfangszustand a; oder von der Zeit ¢ oder auch von beiden GréBen unab-
héngig sein. Wir werden solchen Fallen spiter noch wiederholt begegnen.

Wir nennen, wie wir bereits in § 2, 4. andeuteten, eine GesetzmiBigkeit, die
fiir den Ausfall eines einzelnen Experimentes kein bestimmtes Resultat vor-
schreibt, sondern nur bestimmte relative Haufigkeiten (2) fiir ein ,,Kollektiv‘
von Experimenten, eine ,,statistische Gesetzmdfigkeit, im Gegensatz zu einer
Jkausalen Gesetzméfigheit’, gemiB welcher der Ausfall jedes Experimentes exakt
bestimmt ist.

2. Der Begriff der Wahrscheinlichkeit. Nach dem eben Gesagten ist es immer
dann, wenn fiir eine Erscheinungsgruppe eine kausale GesetzméBigkeit bekannt
ist, moglich, den Ausfall eines Versuches oder einer Probe mit Sicherheit vorauszu-
sagen, also das Eintreten eines bestimmten Ereignisses in der Zukunft mit Sicher-
heit zu prophezeien. Ist jedoch fiir die betreffende Erscheinungsgruppe nur eine
statistische Gesetzm#Bigkeit bekannt, dann kann man zwar eine Voraussage
iiber ein Kollektiv von Versuchen machen, eine Prophezeiung iiber den Ausfall
eines einzelnen Ereignisses in der Zukunft ist jedoch mit Sicherheit nicht méglich.
Macht man dennoch eine solche Prophezeiung, so kann sie, wenn man Gliick
hat, eintreffen; wir haben dann den Ausfall des Ereignisses ,.erraten®. Sie kann
aber auch falsch sein; wir haben dann eben falsch geraten.

Landliufig driickt man die Tatsache der Unméglichkeit einer exakten Prophe-
zeiung eines Ereignisses aus, indem man sagt, daB das betreffende Ereignis
,2ufdllig® zustande kommt, oder daB die betreffende Erscheinung ,,dem Zufall
allein unterworfen ist‘‘. Das Wort Zufall pflegt man, dem allgemeinen Sprach-
gebrauch nach, immer dann anzuwenden, wenn man das Fehlen einer gesetz-
miBigen, kausalen Verkniipfung von Ereignissen andeuten will. Nun haben wir
oben gesehen, daB sehr wohl fiir ein Kollektiv eine statistische GesetzméBigkeit
bestehen kann, auch dann, wenn das Einzelereignis scheinbar véllig zuféllig
verlduft. Hilt man an dieser Terminologie fest, so ist man paradoxerweise ge-
nétigt anzunehmen, daB es auch fiir den Zufall Gesetze, ndmlich die statistischen
Gesetze gibt, die man dann ,,Zufallsgesetze‘ nennt. Da nach der Definition des
Zufalls schon das Wort ,,Zufallsgesetz* einen Widerspruch in sich enthilt, emp-
fiehlt es sich, den Begriff des Zufalls iiberhaupt aus statistischen Betrachtungen
auszuschalten.

Ist die Prophezeiung eines bestimmten Ereignisses aus prinzipiellen Griinden
unsicher, dann kann man sie nach dem Grade dieser Unsicherheit in eine be-
stimmte Rangordnung einreihen. Wir nennen eine Prophezeiung ,,wahrschein-
lich*‘, wenn sie sich in einer relativ groBen Menge von &hnlichen Féllen bereits
frither erprobt hat, ,,unwahrscheinlich‘, wenn sie in fritheren, dhnlichen Fallen
nur selten eingetroffen ist. Dem Sinne dieser Bezeichnung folgend, fithren wir
als rationelles MaB fiir die ,, Wakrscheinlichkeit** eines gewissen Ereignisses die
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durch die Gleichungen (1) bzw. (2) definierten GréBen ein, also die Grenzwerte
der relativen Hiufigkeiten des betreffenden Ereignisses bei unendlicher Ver-
mehrung der Anzahl der Proben. Ibrer Definition nach ist die Wahrscheinlichkeit
demnach stets ein echter Bruch.

Unter der ,,Zustandswahrscheinlichkeit” eines physikalischen Systems ver-
steht man speziell die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System bei einer in einem
willkiirlichen Zeitpunkte vorgenommenen Probe in einem vorgegebenen Zustand
a;, anzutreffen. Denkt man sich zum Beispiel ein von einem Gas erfiilltes Gefal
in eine Anzahl von Gebietsteilen eingeteilt und definiert den Zustand des Gases
durch die Angabe der Zahl der Gasmolekiile in jedem dieser Gebietsteile, dann
ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Zustand nach der Definition (1)
gleich der relativen Haufigkeit, mit der bei sehr oftmaliger Beobachtung des
Gases die Molekiile in einer solchen Verteilung angetroffen werden, die der Defi-
nition des betreffenden Zustandes entspricht.

Unter der ,,Ubergangswahrscheinlichkeit eines physikalischen Systems aus
einem Zustand g, in einen anderen Zustand a; versteht man die Wahrscheinlich-
keit dafiir, das System bei einer Beobachtung zur Zeit ¢ in dem Zustande a,
anzutreffen, wenn es zur Zeit Null sich im Zustande @; befunden hat. Bringt
man ein Gas durch irgendeine geeignete MaBnahme auf einen vorgegebenen
Anfangszustand und beobachtet seinen Endzustand nach einer Zeit ¢, wobei
Anfangs- und Endzustand durch eine entsprechende Verteilung der Molekiile
definiert sein sollen, dann ist nach der Definition (2) die Wahrscheinlichkeit
des Uberganges aus dem Anfangs- in den Endzustand gleich der relativen Haufig-
keit, mit der bei wiederholter Vornahme dieses Experimentes mit dem gleichen
Anfangszustand der betreffende Endzustand erreicht wird.

3. Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wahrscheinlichkeiten a priori.
Da beim Bestehen von statistischen GesetzmiBigkeiten fiir Kollektive von
Einzelfillen die Wahrscheinlichkeiten fiir diese Kollektive vollkommen exakt
definierte Zahlen sind, mufl es offenbar mdoglich sein, die Wahrscheinlichkeiten
fiir ein Kollektiv 4 aus den Wahrscheinlichkeiten fiir andere Kollektive B, C,
D, ... abzuleiten, wenn man das Kollektiv 4 aus den Kollektiven B, C,; D, ...
konstruieren kann. So muB es z. B. moglich sein, die Wahrscheinlichkeiten fiir
die unter 2. definierten Zustinde und Ubergénge eines (ases zu berechnen,
wenn von jedem einzelnen Gasmolekiil bekannt ist, mit welcher Wahrschein-
lichkeit es sich in jedem Gebietsteil des Gefdfles aufhilt und mit welcher Wahr-
scheinlichkeit es aus einem Gebietsteil in einen anderen iibergeht.

Der Kalkiil, mit dem die eben formulierte Aufgabe gelost werden kann,
wird als ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeits-
rechnung gestattet also, Wahrscheinlichkeiten aus anderen Wahrscheinlich-
keiten zu berechnen. Es ist ein weit verbreiteter Irrtum, wenn man glaubt,
daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung es ermogliche, ,,den Ausfall eines rein
zufilligen Vorganges vorauszuberechnen*. Weder li8t sich der Zufall voraus-
berechnen, noch hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung mit ihm das geringste
zu tun.

Da man demnach mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung immer nur
Wahrscheinlichkeiten aus anderen Wahrscheinlichkeiten berechnen kann, lassen
sich auf Grund der Wahrscheinlichkeitsrechnung nur dann bestimmte Aussagen
iilber ein System machen, wenn bereits eine Vielheit von Beobachtungen sta-
tistischer Natur an diesem oder einem &hnlichen System vorliegt. Es gibt jedoch
Fille, deren Mechanismus von so einfacher Art ist, daB der Ausfall eines ent-
sprechenden statistischen Versuches ohne wirkliche Ausfithrung des Versuches
aus der Betrachtung des Systems direkt abgelesen werden kann, Dies ist stets
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dann der Fall, wenn das betrachtete System eine derartige Symmetrie besitzt,
dafl die verschiedenen moglichen Ereignisse untereinander vollig gleichwertig er-
scheinen. Man wird dann mit Recht annehmen kénnen, daB bei einer wirklichen
Vornahme sehr vieler Proben die verschiedenen mdéglichen FEreignisse relativ
gleich hiufig auftreten werden, so dafl die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse
gleich grof} angesetzt werden konnen. Ist die Anzahl der méglichen Fille gleich m,
dann ist nach 1. und 2. die Wahrscheinlichkeit jedes Einzelfalles gleich 1/m.
So wird man beispielsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir, die Spitze des Se-
kundenzeigers einer Ubr bei einer willkiirlichen Beobachtung in einem beliebigen
der 60 Intervalle des Minutenkreises anzutreffen, von vornherein als gleich grof3
ansetzen und ihr daher den Wert 1/60 zuschreiben.

Gelingt es demnach, ein zu untersuchendes Kollektiv auf ein anderes Kollek-
tiv oder mehrere andere zuriickzufithren, denen man die Gleichwahrscheinlich-
keit ihrer einzelnen méoglichen Ereignisse von vornherein ansehen kann, dann kann
man auch die Wahrscheinlichkeit, die das zu untersuchende Kollektiv beherrscht,
ohne Ausfithrung eigener Versuche von vornherein berechnen. Die so berech-
neten Wahrscheinlichkeiten fithren den Namen ,, Wahrscheinlichkeiten a priori‘‘.

4. Der Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsreehnung. Wir betrachten nun
ein System, bei dem sédmtliche Moglichkeiten fiir den Ausfall einer Probe durch
die Fille a,, a,, ag, . . . a, mit den Haufigkeiten n,, ny, ny, . . . n,, erschopft sein

mogen. Es sei m
N= D" (3)
k=1

Wir wollen nun aus den Féllen a, ,,Ereignisse” E,, E,, Es, . . . E; konstruieren,
derart, daf unter das Ereignis £, die Fille a,, ay, a3, . . . a,, unter das Ereignis E,
die Falle a1, @y 49, - - . @, . . . subsumiert werden. Das Ereignis %, soll also dann
eingetreten sein, wenn der Index % von a einen der Werte 1, 2, . . . s, angenommen
hat, usf. Die absolute Héiufigkeit von E, ist dann glemh nl—l—nz—{— .. +ng und
die Wahrscheinlichkeit w (E;) nach (1) glelch

w(By) =lim F Mt Al gy “1+11m"2+ +hmns-~
N=w» N=»

=wFwy ... Fw,; 4)

analoge Ausdriicke erhilt man fiir w (By), . . . w (&,).

Die sogenannte ,,vollstindige Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, das durch
verschiedene, einander ausschlieBende Méglichkeiten realisiert werden kann,
ist also gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Méglich-
keiten. Dieser Satz wird als Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
bezeichnet,

Bildet man die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir alle moglichen Ereig-
nisse Ey, E,, ... E;, so erhilt man wegen (3) und (4)

w(EB)+w(Hy) ...+ w(ly)=1; (3)
die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller fiir den Ausfall einer Probe még-
lichen Ereignisse ist stets gleich Eins. FaBit man alle von einem Ereignis E ver-

schiedenen Ereignisse wiederum zu einem Einzelereignis E’, dem kontradiktori-
schen Gegenteil von F zusammen, so erhilt man wegen (4) und (5)

w (B) +w (B')=1. (6)

Die Summe aus der Wahrscheinlichkeit und der ,,Gegenwahrscheinlichkeit eines
Ereignisses ist stets gleich Eins.
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Besonders einfache Verhiltnisse ergeben sich, wenn alle Fille a; unter-
einander die gleiche Wahrscheinlichkeit w,c=%1,— besitzen. Nennen wir g die

Anzahl der fiir ein Ereignis ,,giinstigen unter allen m ,,moglichen* Fillen a,,
dann ist nach (4
@ w(B) = % (7)

Die Apriori-Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, das durch das Eintreffen von
untereinander gleich wahrscheinlichen, moglichen Féllen realisiert werden kann,
ist also gleich dem Quotienten aus der Anzahl der giinstigen durch die Anzahl
der moglichen Félle. Ist g=0, also fiir das betreffende Ereignis a priori kein
Fall giinstig, dann ist w =0. w =0 bedeutet also die Unmdglichkeit fiir das Ein-
treffen eines Ereignisses. Ist umgekehrt g =m, also fiir das betreffende Ereignis
a priori jeder Fall giinstig, dann ist w=1; w =1 bedeutet also die Sicherheit fiir
das Eintreffen eines Ereignisses.

Beispiele: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, den Sekundenzeiger einer Uhr bei
einer willkiirlichen Beobachtung eine Zeit zwischen der nullten und der zehnten
Sekunde anzeigen zu sehen, ist wegen g =10 und m=60 gleich 1/6; die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine angezeigte Zeit in der oberen Hilfte des Zifferblattes ist
wegen g =30 und m =60 gleich 1/2. Man kann ferner aus der Formel (7) leicht
die Wahrscheinlichkeit dafiir ableiten, daB bei n-fach wiederholter Beobachtung
einer gewissen Grofle ,rein zufillig” ein regelmiBiger Gang auftritt, derart,
daB jeder folgende Wert gro8er ist als der vorhergehende. Offenbar ist die Anzahl
der Moglichkeiten fiir eine beliebige Anordnung der beobachteten Werte gleich
der Gesamtzahl der Méglichkeiten fiir die Anordnung von 7 Elementen, also
gleich n/, wahrend fiir das gekennzeichnete Ereignis nur eine von diesen An-
ordnungen giinstig ist. Es ist also g =1, m ==/, die gesuchte Wahrscheinlichkeit

also gleich %

5. Der Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wir gehen nun
an die Betrachtung eines Systems, an dem sich zwei Merkmale o und b beobachten
lassen. Eine jede Probe soli dann in der Beobachtung beider GréBen a und b
bestehen. Das Ereignis E, soll darin bestehen, daBl bei einer Probe der Wert
von a bestimmten Bedingungen geniigt, das Ereignis K, darin, daB der Wect
von b bestimmten Bedingungen geniigt. Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB bei einer Probe gleichzeitig £, und E, eintritt, und nennen dieses aus
den Ereignissen E; und E, zusammengesetzte Ereignis K. Es soll angenommen
werden, daB das Eintreffen von E, von dem Eintreffen von E, vollkommen un-
abhéngig ist und umgekehrt.

Unter N Proben soll das Ereignis E,; n,-mal eingetreten sein und unter diesen
n, Fillen das Ereignis E, gleichzeitig n-mal. Nach der Definition (1) gilt dann
fiir die Wahrscheinlichkeiten w (£,) und w (£,) von E, und E,:

w(E) =lm 3,  w(B,) = lim — 8
() =lm 3, w0 (B = lim - (®)

und fiir die Wahrscheinlichkeit w (B) des zusammengesetzten Ereignisses:
w(E) = lim % 9)

Multipliziert man die beiden Ausdriicke (8), so erhidlt man den Ausdruck (9);
% gilb also: w (B)=w (By) . w (By). (10)

Die ,zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit* fiir das gleichzeitige Eintreffen
zweier unabhéngiger Ereignisse ist also gleich dem Produkt der Wahrschein-



Wahrscheinlichkeitsrechnung. 95

lichkeiten fiir das Eintreffen der einzelnen Ereignisse. Dieser Satz wird als
Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung bezeichnet. Er 1aBt sich
offenbar ohneweiters auch auf die Zusammensetzung von beliebig vielen un-
abhéngigen Ereignissen E,, E,, ..., E; erweitern und lautet dann

w (B)=w (By) .w (Ey) . ....w(E,). (11)

So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Sekundenzeiger zweier
ungleich gehender Uhren bei einer willkiirlichen Beobachtung beide die gleiche
Sekunde anzeigen, gleich 1/60 . 1/60=1/3600, die Wahrscheinlichkeit dafiir, die
Sekundenzeiger dreier ungleich gehender Uhren gleichzeitig eine Zeit zwischen
der nullten und der zehnten Sekunde anzeigen zu sehen, gleich 1/6 . 1/6 . 1/6 =
=1/216.

6. Die Newtonsche Formel. Bildet E,, E,, ..., E; die vollstindige Aufzihlung
der moglichen Ereignisse beim Anstellen eines bestimmten Versuches und sind
wy, Wy, . . ., w; ihre Wahrscheinlichkeiten, dann geben diese GréBen an, wie oft
unter N Proben die betreffenden Ereignisse eintreten, wenn N iiber alle Grenzen
vermehrt wird. Ist die Anzahl N der Proben endlick, dann kann iiber die Haufig-
keit, mit der die einzelnen Ereignisse darunter aufgetreten sind, aus der Wahrschein-
lichkeitsrechnung nichts Bestimmtes ausgesagt werden. Die absoluten Hiufigkeiten
ny, der Ereignisse £, konnen beliebige Werte haben, wenn nur ihre Summe gleich N
ist. Stellt man nun aber denselben, aus einer Serie von N Proben bestehenden
Versuch sehr oft hintereinander an, dann muB man offenbar aus der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung angeben kénnen, wie gro8 die relative Anzahl der Ver-
suche mit dem gleichen Versuchsausfall, d. h. den gleichen Zahlen n; ist, wenn
man die Anzahl der Versuche unbegrenzt zunehmen 148t. Mit anderen Worten:
wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daf unter N Proben n,-mal das
Ereignis E), ny-mal das Ereignis E,, . .., n;mal das Ereignis E; auftritt.

Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist offenbar
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Ereignis #, bei n, individuell durch ihre
Nummer bestimmten Proben auftritt, gleich w,™, ebenso die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dal das Ereignis E, bei n, individuell durch ihre Nummer bestimmten

Proben auftritt, gleich w,%; allgemein ist w;"* die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB das Ereignis F, bei n; bestimmten unter den N Proben auftritt. Nach dem-
selben Satz ist daher die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sowohl E,; n;-mal als
auch E, ny-mal, ..., als auch E; n;-mal unter N Proben, und zwar in ganz be-
stimmier Rethenfolge auftritt, gleich

ny

Ny
Wy

. Wy .. w;lj. (12)

Nun kommt es uns aber nicht darauf an, die Wahrscheinlichkeit des Auf-
tretens gewisser n, in bestimmter Reihenfolge zu erfahren, wir wollen vielmehr
wissen, wie grofl die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, da8 unter N Proben die be-
stimmten Zahlen n,, n,, . . ., n; ohne Riicksicht auf die Reihenfolge der einzelnen
Ereignisse auftreten. Nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
wird diese Wahrscheinlichkeit um so viele male gréfier sein als der Ausdruck (12),
als es Vertauschungen der Reihenfolge der einzelnen Ereignisse gibt, bei dénen die
Zahlen n; unverindert bleiben. Nach einer bekannten Formel der Kombinatorik
ist die Anzahl dieser ,,Komplexzionen‘ gleich

N!
nylmgl. . myl”

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Zahlen ny, n, . . ., n;

(13)
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fiir die Ereignisse E;, E,, . . ., E; bei N Versuchen ist daher gleich dem Produkt
der Ausdriicke (12) und (13), also gleich

Y 7
w(ny, Ny, ..oy ) = ml,g—j@'— wM e wy L w <k217n,v = N). (14)
Dies ist die ,,NEwTONsche Formel“ der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die in der
physikalischen Statistik eine hervorragend wichtige Rolle spielt.

Heben wir unter allen moglichen Ereignissen nur eines, ¥ mit der Wahr-
scheinlichkeit p hervor und fassen alle anderen in E’ mit der Wahrscheinlich-
keit ¢ zusammen, dann ist aus (14) sofort die Wahrscheinlichkeit dafiir zu ge-
winnen, unter N Proben das Ereignis ¥ n-mal und daher das Ereignis B’ N—n =
=m-mal eintreten zu sehen:

N!

w (n) = g (N=n+m, p+g=1). (15)

Bei jeder endlichen Anzahl von Proben ist also fiir jede beliebige Haufig-
keit n des Eintreffens von E eine endliche Wahrscheinlichkeit vorhanden, 148t
man jedoch N unbegrenzt zunehmen, dann wird » genau bestimmt und ergibt
sich gemidB der Definitionsgleichung (1) als N-facher Wert der Apriori-Wahr-
scheinlichkeit p von E: l},lm n=pN. (16)

Aus der Formel (15) kann man z. B. berechnen, dal die Wahrscheinlichkeit
dafiir, unter N willkiirlichen Beobachtungen- die Spitze des Sekundenzeigers
einer Uhr n-mal in der oberen Hilite des Zifferblattes aufzufinden, wegen

p=q=1/2 gleich ist: w (1) =(z7;7)(1>1v

n!lm!

2

Wir zeigen zum Schlusse noch, da8 die Formel (15) die Forderung (5)
erfiillt, daB also bei festgehaltenem N die Summe aller w (n) fiir simtliche Werte
von n, die kleiner oder gleich & sind, Eins ergeben mu8}, da hiedurch offenbar
alle Moglichkeiten erschépft sind. In der Tat gilt nach dem binomischen Lehrsatz :

N

SN e =@t =1 (17)
n=0

7. Thermodynamisehe Wahrscheinlichkeit von Verteilungen. Statt einen
Versuch an einem bestimmten System XN-mal zu wiederholen und abzuzéihlen,
wie oft unter den Versuchsausfillen die einzelnen méglichen Ereignisse ver-
treten sind, kann man offenbar auch so vorgehen, dafl man eine ,,Gesamtheit*
von Systemen mit genau dem gleichen Mechanismus konstruiert und an allen
Gliedern dieser Gesamtheit gleichzeitig den Versuch ausfithrt. Das Resul-
tat des Versuches besteht dann darin, dafl an n, Exemplaren der Gesamt-
heit das Versuchsresultat E,, an n, Exemplaren das Resultat E,, ... auftreten
wird. Der (im allgemeinen ungleichm#fBige) Zustand, in den die anfangs ganz
gleichférmige Gesamtheit durch den Versuch iibergefithrt wurde, nennen wir
eine ,,Verteilung® der Gesamtheit.

Jeder durch die Zahlen n,, m,, ..., n; charakterisierten Verteilung kommt
eine gewisse Wahrscheinlichkeit zu, die gleich der relativen H#ufigkeit ist, mit
der diese Verteilung auftreten wiirde, wenn man, immer vom gleichen Anfangs-
zustand der Gesamtheit ausgehend, denselben Versuch unzéhlige Male wieder-
holen wiirde. Nach der obigen Uberlegung muB sie offenbar gleichfalls der
Formel (14) geniigen, worin jetzt w, die fiir alle Glieder der Gesamtheit gleiche
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Wahrscheinlichkeit dafiir bedeutet, durch den Versuch in den Zustand K, iiber-
gefiihrt zu werden (oder sich zur Zeit der Beobachtung im Zustand Ej zu be-
finden), n; die Anzahl der Glieder, bei denen der Zustand ) registriert wird,
und N die Gesamtzahl aller Glieder der Gesamtheit.

Die Formel (14) liefert demnach z. B. unmittelbar die Losung der unter 3.
angedeuteten Aufgabe, die Wahrscheinlichkeit w fiir eine bestimmte Verteilung
der Gasmolekiile iiber die einzelnen Abteilungen des GeféBes zu finden, wenn
die Wahrscheinlichkeiten wy, w,, . . ., w; dafir bekannt sind, dafl sich ein in-
dividuelles Gasmolekiil in der 1.,2., 3., ..., j.-Abteilung des Gefdles befindet.

Ein besonders wichtiger und hiufig auftretender Spezialfall liegt vor, wenn
die w;, alle untereinander gleich sind (wenn beispielsweise in dem obigen Beispiel
das GefiB in lauter gleich groBe Abteilungen eingeteilt gedacht ist). In diesem
Falle wird aus (14) N I\

w (Mg, Ny, .« v o, Ty) = ( )

(18)

7
Hier ist der zweite Faktor auf der rechten Seite von (18) von den n; vollkommen
unabhiingig, die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Verteilungen sind also
der Anzahl (13) ihrer Komplexionen direkt proportional. Kommt es, wie bei
manchen Problemen der statistischen Mechanik (vgl. Kap. XII), nur auf die Ver-
haltnisse der w an, dann kann man zur Kennzeichnung der Wahrscheinlichkeit
von Verteilungen direkt die Ausdriicke (13) benutzen, die als ,,thermodynamische
Wahrscheinlichkeiten* bezeichnet werden. Die thermodynamischen Wahrschein-
lichkeiten sind, da sie ja die Zahlen von Komplexionen angeben, stets ganze und
positive Zahlen.

Sind die Zahlen n, alle sehr groB gegen Eins, dann kann man die STirLiNGsche
Niherungsformel fiir die Faktoriellen:

ny! ngl. . ny!

nl=mnren)/2nmn (19)
benutzen und erhilt daher fiir die thermodynamische Wahrscheinlichkeit (13)
den Niherungsausdruck NV N VIn N —
n e ™)/ 2ang . ngt e~ | 2an, . .. nM e |/ 2an;
NV+ 4

oder, wenn man alle von den n, unabhingigen Faktoren zusammenfafBt und
1 gegen n; vernachléssigt,

7
W(ng,...,n)=C.n=m .0y . ....¢% % <2nkzN>. (20)
k=1

§ 16. Diskontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktionen.

1. Definition. LBt sich der Zustand eines physikalischen Systems durch
die Angabe des Wertes einer gewissen Grofe a definieren, von der wir zunéchst
annehmen, daB sie einen endlichen Wertevorrat besitze, dann wird geméif den
Entwicklungen von § 15 jedem solchen Zustand, also jedem Werte a; von a eine
gewisse Wahrscheinlichkeit w (@) = w; (1)
entsprechen. w ist also eine diskontinuierliche Funktion der Zustandsvariablen a.
Wir nennen sie die dem Zustand des betrachteten Systems zugeordnete Wahr-
scheinlichkeitsfunktion. '

GemiB der allgemeinen Bedingungsgleichung (5) § 15, der jede Wahrschein-

Fiirth, Theor. Physik. 7
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lichkeit geniigen muB, unterliegt eine Wahrscheinlichkeitsfunktion der Nor-
mierungshedingung: Z
w(ax) =1, (2)
k

worin die Summation iiber alle Werte der Variablen zu erstrecken ist.

Denkt man sich die Numerierung der a, so durchgefiihrt, dafl die Werte a,
mit steigendem % zunehmen, dann kann man die Wahrscheinlichkeiten S, dafiir
bilden, daB a < a,, ist. Nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung

315, 4. st Sp=w+wyt ... Fwy (3)
Die Werte S, definieren ebenfalls eine diskontinuierliche Funktion
S(ar) = 8 (4)

die wir die zu der Wahrscheinlichkeitsfunktion w, gehérige ,,Summenfuniktion
nennen wollen. Die Summenfunktion beginnt mit dem Werte Null fiir a<Ca,
und endet mit dem Werte Eins gemif8 der Bedingung (2). ’

Wir kénnen die obigen Definitionen ohneweiters auch auf Variable mit
abzihlbar unendlich groBem Wertevorrat iibertragen. In diesem Falle lduft der
Index % von Eins bis Unendlich und die Summation in (2) ist natiirlich ebenfalls
von Eins bis Unendlich zu erstrecken. Damit die Bedingung (2) erfiillbar sei, ist
es jedenfalls notwendig, dafl die auf der linken Seite der Gleichung stehende un-
endliche Reihe konvergiere.

Wir kénnen uns die Wahrscheinlichkeitsfunktion (1) dadurch veranschau-
lichen, da8 wir, wie in Abb. 42, in einem Koordinatensystem in den Punkten a,

7
" S
gz 70

%4 % G Tt 0s 050y aF a @ a a o aa

&y
Abb. 42, Abb. 43.

der Abszissenachse Ordinatenstrecken von der Linge w (@;) errichten. Die zu-
gehorige Summenfunktion (4) wird durch die ,,Stufenkurve® der Abb. 43 dar-
gestellt mit Stufen von der Hohe w,, in den Punkten a,. Sie beginnt vom Niveau
Null und steigt bis zur Héhe Eins monoton an.

Ganz analog zu der oben definierten Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir den
Zustand eines Systems kann man nun auch Wahrscheinlichkeitsfunktionen
definieren, die die Uberginge zwischen den einzelnen Zustinden des Systems
regeln. Fiir den Ubergang aus dem Zustand a; in den Zustand a, in der Zeit ¢
existiert eine diskontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktion

w (aia A, t) = Wi (5)

die der Normierungsbedingung unterliegt, daf die Summe der Ausdriicke (5)
iiber alle méglichen Endzustinde bei gegebenem Anfangszustand oder iiber alle
moglichen Anfangszusténde bei gegebenem Endzustand gleich Eins sein muB:

Zw (@5 ap, t) =1, (6) Zw (a; ap, ) =1. )
k i
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Die Funktion (15) § 15 gibt ein Beispiel fiir eine Wahrscheinlichkeitsfunktion
von einer Verdnderlichen n, die alle ganzzahligen Werte zwischen Null und &
annehmen kann. Gem&$ den obenstehenden Entwicklungen und denen von § 15, 7.
stellt sie die Wahrscheinlichkeit dafiir dar, daB sich unter N in einem GefiB
befindlichen Gasmolekiilen im Zeitpunkte der Beobachtung n in einer bestimmten
Abteilung des GefdBes befinden, ohne Riicksicht auf die Verteilung der iibrigen
Gasmolekiile, wenn p die Wahrscheinlichkeit a priori fiir den Aufenthalt eines
individuellen Gasmolekiils in dem betrachteten Raumgebiet darstellt.

2. Wahrscheinlichster Wert einer diskontinuierlich veriinderlichen GriBe.
Als ,,wahrscheinlichsten Wert‘ einer diskontinuierlich verinderlichen Gréfe a
wollen wir einen solchen Wert a,, bezeichnen, der zu einem Maximum der Funk-
tion w (@) gehoért. Ein absolut wahrscheinlichster Wert ist ein solcher, der zu
einem absoluten Maximum von w gehort, der also unter allen Werten von a
die gréfte Wahrscheinlichkeit besitzt. Dafl es mindestens -einen solchen Wert
geben mufl, ist klar, da unter endlich oder abzdhlbar unendlich vielen GréSien
mindestens eine die grofte sein mufl. Ein relativ wahrscheinlichster Wert ist
ein solcher, der zu einem relativen Maximum von w gehért, der also unter allen
Werten von a in einer gewissen Umgebung der groSte ist.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB} ein Wert a, von a
ein Maximum ist, lautet gemi8 der gegebenen Definition

w (@) i W (@yy) 5 w (ay) i W (@ypr1)- (8)

Wir wollen speziell fiir die Funktion (15) § 15 die wahrscheinlichsten Werte #,,
von n aufsuchen. GemiB der Bedingung (8) muf} also » die Ungleichungen

Nt , Nt _
71,!'m,!p”qni (n—1)!(m-41)! prtgnt

‘N! 7 yhl N! n+1
w7 Z G =y P

(9)

mi—1

erfiillen, die nach Vornahme einiger Kiirzungen die Gestalt
annehmen. pm+1)>gn; gq(n+1)>pm
Addiert man zu beiden Seiten dieser Ungleichungen die Gréfie pn, so folgen
wegen ptg=1, mtn=N
fiir n = n,, die Ungleichungen:
pN—g<mn, < pN+p. (10)

Da die Differenz zwischen (pN -+ p) und (pN—¢q) gerade gleich Eins ist,
gibt es, falls die beiden Grenzen, wie es im allgemeinen der Fall sein wird, kéine
ganzen Zahlen sind, nur einen einzigen wahrscheinlichsten Wert #,,, der demnach
der absolut wahrscheinlichste Wert von » sein muBl (Abb. 42). Ist dagegen
(pN + p) und daher auch (p N—q) ganzzahlig, dann gibt es zwei wahrscheinlichste
Werte von 7, nimlich gerade diese beiden. Jedenfalls ist n,, entweder gleich p N
oder einer der zu p N benachbarten ganzen Zahlen. Wihrend also im Grenz-
falle N =00 gemiB (16) § 15 » exakt gleich pN wird, ist pN bei endlichem N
wenigstens der wahrscheinlichste Wert von =.

3. Mittelwert einer diskontinuierlich veriinderlichen GroBe. Beobachtet man
eine diskontinuierlich verdnderliche Griéfe ¢ N-mal und tritt unter diesen N
Beobachtungen der Wert a, von a n,-mal, der Wert a, n,-mal, allgemein der

7*
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Wert a,, n,-mal auf, so ist das arithmetische Mittel sémtlicher in einem gewissen
Intervall von a beobachteten a-Werte gleich

X apmy
Myt ANyt ...k
m (@) = nytngF... Sy, ’ (11)
E

worin die Summation iiber alle dem betrachteten Intervall entsprechenden Werte
des Index % zu erstrecken ist. m (a) fallt natiirlich im allgemeinen fiir jede Serie
von N Beobachtungen derselben GrioBe a verschieden aus.

LaBt man die Zahl N der Beobachtungen unbegrenzt wachsen, dann geht
der Ausdruck (11) auf Grund der Beziehung (1) § 15 iiber in

ay Ny +ayng+ ... nl—i-fnz—{—...]
v :

@ =lim

N=ow N

={allim~?vi + a,lim ?\3 -+ ...]:[ﬁm%l——}—lim%%—l— cen|=
N agw (ay)
_ AWy AWy 4. . . _k ) (12)
wy+ we ... D w (ay)
k

Wir nennen a den ,,Mittelwert” oder ,,Erwartungswert oder den ,,mathe-
matischen Hoffnungswert” der GréBe a. Er 148t sich gemif (12) berechnen, wenn
die Funktion w (a;), also die zu @ gehérige Wahrscheinlichkeitsfunktion bekannt
ist. Nach dem Gesetz der grofen Zahlen soll die von Serie zu Serie verschiedene
GroBe m (a), die sich nur durch wirklich ausgefiihrte Beobachtungen bestimmen
laBt, im Grenzfalle unendlich ausgedehnter Serien in den Mittelwert @ iiber-
gehen, der eine exakt definierte Zahl ist.

Erstreckt sich das Intervall, in dem der Mittelwert von a berechnet werden
soll, iiber alle moglichen Werte von a, so ist nach (2) der Nenner von (12) gleich
Eins.

Im allgemeinen sind der wahrscheinlichste Wert a, und der Mittelwert a
voneinander verschieden, in besonderen Fillen jedoch kénnen beide Werte
zusammentfallen, insbesondere stets dann, wenn die Funktion w (¢) um den
Wert a,, symmetrisch ist.

Ahnlich wie wir den Mittelwert & einer GroBSe o definieren, kénnen wir auch
den Mittelwert einer beliebigen Funktion f von a, also die Gré8e f (a) definieren;
indem wir in den Gleichungen (11) und (12) f (a;) an Stelle von a; setzen,

erhalten wir N1 (ag) w (ay)
— %

fla)=-

(13)

> w(ay)
k

Speziell erhdlt man z. B., wenn f (a) eine Potenz von a ist,

Ny w (a)

Nk
P
4. Mittlere Schwankung; Dispersion. Die Abweichung eines Wertes a, der
Variablen ¢ von ihrem Mittelwert @, also die GréBe

(14)

Aa’k:a'k'_" E, (15)
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nennen wir seine ,,absolute Schwankung*, das Verhiltnis dieser GroBe zu dem
Mittelwert a, also die Grofle do—T
day— =2 (16)

a

seine ,,relative Schwankung*.
Man sieht unmittelbar, daB der Mittelwert sowohl der absoluten als auch
der relativen Schwankung stets verschwinden muf3:

Ta } o))

Bildet man hingegen den Mittelwert des Quadrates der relativen oder ab-
soluten Schwankung in einer Beobachtungsreihe der GréBe a, dann erhilt man
sicher eine von Null verschiedene positive Zahl, da das arithmetische Mittel
aus lauter positiven Zahlen nicht verschwinden kann. Die so erhaltenen GréBen

@ap = @—a) = @) —23.3+ @ = (@) — @

o (dap _ (@) (18)

O ="y =@ !
werden als ,,mittleres absolutes bzw. mittleres relatives Schwankungsquadrat‘ von a
bezeichnet, die Quadratwurzeln daraus als ,,mittlere absolute bzw. mittlere relative
Schwankung*‘ von a. Sie geben ein Ma8 dafiir, wie weit sich die einzelnen Werte a,,
von ihrem Mittelwert @ entfernen, wie stark sie um diesen Wert ,,gestreut* sind,
wie groB} also die ,,Dispersion’’ der Haufigkeitsverteilung der a ist. Je kleiner
die mittlere Schwankung ist, desto schméler und héher wird die Verteilungs-
kurve 42 ausfallen, je grofler die mittlere Schwankung ist, desto breiter und
niedriger wird sie.

5. Mittelwert und mittlere Schwankung gemiB der Newtonschen Verteilung.
Als Beispiel fiir die Entwicklungen unter 3. und 4. wollen wir den Mittelwert
und die mittlere Schwankung einer Grofe n berechnen, die nur ganzzahlige
Werte zwischen Null und NV annehmen kann und deren Wahrscheinlichkeit nach
der NEwToNschen Formel (15) § 15 bestimmt ist.

Nach der Formel (12) erhalten wir

_ Nen N_'l) n— 1-—%
"=an<n> Zn Ol e _pszp i

n=0

setzen wir hierin N—1=N', n—l=n

so wird daraus _
n = NZ l'(N/ n)'ﬁ qN-—n

Da die Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung von der Gestalt der Summe
(17) § 15 ist, muB sie den Wert Eins haben; wir erhalten also fiir » die einfache

Formel = pN. (19)
Ist p N eine ganze Zahl, dann fallen geméf 2. der wahrscheinlichste Wert und der
Mittelwert von » zusammen. Ist jedoch, wie es im allgemeinen der Fall sein
wird, p N keine ganze Zahl, dann sind n,, und # um weniger als eine Einheit von-
einander verschieden.
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Auf shnlichem Wege kann man auch den Mittelwert von 72, die Gréle n2
berechnen Gemil Formel (14) erhalten wir

n2—2n2 w (n) ——Z[’n (n—1) +n]w(n)—n+2n (n—1)— =i N o~ P

N—2 2 g N—n,
=n+pN N“I)Z(n : %) (N) TP
Setzt man in der letzten Summe
N—2=N", n—2=n",
so sieht man nach einem zu dem oben gegebenen, analogen Beweis, daB sie den
Wert Eins haben mufl. Es wird also

B =n+p*N (N—1) =7+ @)R—pn =gn+ (@) (20)
Aus (18), (19) und (20) folgt nun sofort fiir das absolute Schwankungsquadrat
von n (An) =n2— ()2 =gn=pgN. 21)

Die mittlere absolute Schwankung einer dem NEwtoNschen Wahrscheinlich-
keitsgesetz gehorchenden GréBe 7 ist also bei gegebener Apriori-Wahrschein-
lichkeit p (bzw. q) der Quadratwurzel aus ihrem Mittelwert bzw. aus der Gesamt-
zahl der Beobachtungen einer Serie direkt proportional. Fiir das relative mittlere
Schwankungsquadrat erhdlt man aus (18) und (21)

S 94 __ g 1

(0 m)2= T N (22)
Die mittlere relative Schwankung von = ist also der Quadratwurzel aus dem
Mittelwert 7 bzw. aus der Gesamtzahl N der Beobachtungen verkehrt proportional.

Deutet man w (n) gemiB der Bemerkung am Schlusse von 1., dann stellt

der Ausdruck (22) das mittlere relative Schwankungsquadrat der Anzahl » der
Gasmolekiile in einem bestimmten, herausgegriffenen Raumteil eines mit N
Gasmolekiilen gefiillten GefiBes vor. Man sieht, daB die Schwankung dieser
Anzahl um ihren Mittelwert % cet. par. um so kleiner wird, je groBer n ist und
sich daher der Beobachtung um so mehr entzieht, je grofer die ins Auge gefalite
mittlere Molekiilzahl ist.

§ 17. Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktionen.

1. Ubergang von diskontinuierlichen zu kontinuierlichen Wahrscheinlichkeits-
funktionen. Wahrscheinlichkeitsdichte. Denkt man sich die Intervalle zwischen den
einzelnen Werten einer diskontinuierlich verdnderlichen Grofie immer weiter
verkleinert und gleichzeitig die Anzahl der Werte immer weiter vergrofert, so
kommt man in der Grenze zu einer kontinuierlich veridnderlichen Gréfe mit un-
endlich groBem Wertevorrat. Wir wollen untersuchen, was in diesem Falle aus der
zugehorigen Wahrscheinlichkeitsfunktion wird. ’

Da bei einer kontinuierlich Verdnderlichen x in jedem noch so kleinen end-
lichen Intervall unendlich viele Werte liegen, ist es zunichst wegen der Nor-
mierungsbedingung (2) § 16 klar, da8 fiir jeden einzelnen Wert x; die Wahrschein-
lichkeit gleich Null sein muB. Dagegen gibt es eine von Null verschiedene, end-
liche Wahrscheinlichkeit dafiir, daB x in einem endlichen Intervall zwischen
zwei Werten z; und z; liegt.

Um die Wahrscheinlichkeitsfunktion empirisch zu definieren, teilt man den
gesamten Wertebereich von # in eine Anzahl von Intervallen Ax; und bestimmt
die relativen Héaufigkeiten % (z,), mit denen bei wiederholter Beobachtung die
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GréBe z in den Intervallen A x; angetroffen wird. In der Grenze fiir unendlich
viele Beobachtungen sind dann die GréBen & (x;) exakt definierte Zahlen. Wir
machen nun die Intervalle 4 2; immer kleiner und bilden jedesmal die Ausdriicke

Z‘*a;" Wir nehmen an, daB es bestimmte Grenzwerte dieser Ausdriicke fiir
4

den Grenzfall verschwindend kleiner Intervalle A z; gibt, die wir tv (x;) nennen. Die
durch die Vorschrift B (@)

~m )

definierte Funktion v (z), die wir im allgemeinen mit Ausnahme einzelner Stellen
als stetig und stetig differenzierbar voraussetzen wollen, nennen wir die zu der
Verénderlichen z gehérige kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktion. (In der
Folge wollen wir kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktionen stets mit w
bezeichnen, um Verwechslungen mit diskontinuierlichen Wahrscheinlichkeiten
zu vermeiden). Geometrisch wird die Funktion
0 () durch eine Kurve nach Art der Abb. 44
dargestellt. Wegen der formalen Analogie der
Definition (1) zu der iiblichen Definition der
Dichte in der Mechanik (vgl. § 25) wird die
GroBe v (x) mitunter auch als ,, Wahrscheinlich-
keitsdichie’* bezeichnet.

w(@)

Praktisch 148t sich natiirlich der Grenzproze3 @ T,
(26) nicht durchfiihren. Durch geniigende Ver- Abb. 44
feinerung der Intervalle und geniigend groBe Be-
obachtungszahl kann man jedoch die Funktion v (x) bzw. die Kurve Abb. 44 stets mit
geniigender Genauigkeit approximieren. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion apriori
kann man immer mit vollkommener Exaktheit gewinnen, wenn es gelingt, die re-
lativen Héaufigkeiten fiir unendlich kleine Intervalle a priori zu definieren oder
durch den angedeuteten GrenzprozeB den Ubergang von einer diskontinuierlichen
Wahrscheinlichkeitsfunktion a priori zu einer kontinuierlichen Wahrscheinlich-
keitsfunktion zu finden. Die Frage, ob es ,,in Wirklichkeit*“ kontinuierlich ver-
anderliche GréBen und dementsprechende Wahrscheinlichkeiten gibt, blelbe
dahingestellt.

Nach der Definition (1) ist v (x) d= die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die
Variable x bei einer willkiirlichen Probe in dem unendlich kleinen Intervall
zwischen ¢ und # 4 dx angetroffen wird. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB «
in einem endlichen Intervall zwischen a und b liegt, erhilt man hieraus nach dem
Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung durch kontinuierliche Sum-

mation, d.h. durch Integration 5

w (a, b):Sm(x)dx. @)
a
Die Normierungsbedingung (2) § 16 nimmt dann die Form

+ o

Sm(x)clx=1 (3)

—_—

an, die geometrisch gedeutet ausdriickt, daB das von der Wahrscheinlichkeits-

kurve und der z-Achse eingeschlossene Flichenstiick den Inhalt Eins hat.
GemaB (2) kann man nun auch fiir den kontinuierlichen Fall die unter § 16, 1.

definierte Summenfunktion bilden, d.h. eine Funktion S (x), die die Wahr-
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scheinlichkeit dafiir angibt, daB eine Beobachtung einen kleineren Wert ergibt
als x: z
8 (2) = | w (z) da. 4)
Die geometrische Darstellung der Funktion 8 (z) ergibt eine Kurve von der Art
der Abb. 45, die aus der Stufenkurve 43 durch unbegrenzte Vermehrung der
Stufenzahl und Verkleinerung der Stufenhohe
entstanden gedacht werden kann. Sie beginnt
wiederum links mit dem Wert Null und steigt
bis zum Wert Eins stetig an, den sie moglicher-
weise erst fiir x = oo asymptotisch erreicht.
Dem obigen Gedankengange folgend, kann
man nun auch ohne Schwierigkeiten Wahr-
scheinlichkeitsfunktionen fiir den Ubergang einer
%  kontinuierlich verénderlichen GréBe von einem
Abb. 45. ihrer Werte zu einem anderen konstruieren.
Wir werden 1 (x,, x, t) dx die Wahrscheinlich-
keit dafiir nennen, daB das betrachtete System vom Werte x, zur Zeit Null
zu einem zwischen x und x4 dx gelegenen Werte zur Zeit ¢ iibergegangen ist.
Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Uberganges von 2, in einen beliebigen, im
Intervalle (@, b) gelegenen Wert von 2 erhalten wir dann:

S@)
10

95

b
1y (xo: [a: b]: t) = S 1Y (xm Z, t) dil? (5)
und die Normierungsbedingung lautet: “
+ o
Sm (%, %, 8) dw =1. (6)

2. Wahrscheinlichster Wert und Mittelwerte kontinuierlicher Wahrschein-
lichkeitstunktionen. Nach den Ausfithrungen von 1. ist es leicht, die Be-
griffe: wahrscheinlichster Wert, Mittelwert und mittlere Schwankung auf kon-
tinuierlich verdnderliche GréBen zu iibertragen und die Formeln zu ihrer Be-
rechnung aus der Wahrscheinlichkeitsfunktion anzugeben. Fiir den wahrschein-
lichsten Wert erhdlt man gemi der Definition dieses Wertes als Maximalwert
der Wahrscheinlichkeitsfunktion die Bedingungen

d o () d?w (x)
( da} )w:mw— O’ ( dwz )x:mwé O. (7)

Fiir den Mittelwert von # in dem Intervall (a,b) erhilt man in Verall-
gemeinerung der Formel (12) § 16

b b
Ezgxm(x)dngm(x)dx, (8)
. a a
bzw. fiir den Mittelwert einer beliebigen Funktion f von z an Stelle von (13) § 16
b b
f@)=\|l@w@de: |0 @das, (9)
a a

speziell fiir den Mittelwert einer Potenz s von z an Stelle von (14) § 16

()

I

b b
o w@da: (@) dae, (10)
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Ist in dem betrachteten Intervall v (z) konstant, sind also alle Werte von x
darin a priori gleich wahrscheinlich, dann wird aus (9)
e ; :
f(x):&f(x)dm:}dm: —— | f(a)da, (11)
a a

a
die als , Mittelwertsatz der Integralrechnung® bekannte Formel.

3. Die GauBlsche Wahrscheinlichkeitsfunktion. Eine sehr wichtige Rolle
bei vielen physikalischen Problemen spielt die Wahrscheinlichkeitsfunktion

i (x) = h e E—a0® (12

V=
worin 4 und x; willkiirliche Konstanten bedeuten und x alle méglichen Werte
zwischen —oo und 4 co annehmen kann; sie wird als ,,Gausssche Wahrschein-
lichkeitsfunktion'* bezeichnet. Sie ist um den

Wert x =z, symmetrisch; ihre graphische Dar- "
stellung zeigt die Abb. 46.
Fiihren wir in (12) als neue Variable die Gro8e
2=T—1x, (13)
ein, dann wird die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB z zwischen z und z-dz liegt, -
z, :
W (2)dz=1 (z) dx S e dz;  (14) Abb. 46.

Vo
z kann dabei alle Werte zwischen —oco und -+ co annehmen. Durch die neuer-
liche Substitution

u=hz (15)
nimmt die rechte Seite dieses Ausdruckes die Gestalt an:
h g2 u 1 e
Ch k] Va (1o

Wir zeigen zunichst, daB die Funktion (12) die Bedingung (3) erfiillt. In
der Tat ist wegen (14) und (16) nach einem einfachen Satz der Integralrechnung

+o=: + +
Sm(x)dz: Sm ) dz:i_ge—“*du=1.
— —_— l/ﬂ;_

Fiir die Wahrscheinlichkeit, daB z in dem Intervall zwischen a und b bzw. 2
in dem Intervall zwischen a—ax, und b— =z, liegt, erhalten wir ferner nach For-
mel (2) mit Benutzung von (14) und (16)

b b—z, h(b—xy)
0 (a, b) = Srn (2) do = Sm'(z)dzz——LS e du—
Va
a a—x, h(a—z,)

h(b—2,) k(a—a4) 1
1 2 2
= ﬁ{g e du—g e du} =g {vh b—z)] —ylh@—a)]} (A7)
0 0 _

worin y eine transzendente Funktion bedeutet, die durch das bestimmte Integral

_.2
Va

y
S e du (18)
0

Y (¥)
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definiert ist und ,,Gausssches Fehlerintegral® genannt wird. Tabellen fiir diese
Funktion findet man in jedem Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Sl Aus Formel (17) folgt sofort fiir die zu der
10 Wahrscheinlichkeitsfunktion (12) gehérige Sum-
menfunktion (4)

S@=3{yhE—mg]l+l, 19

45|
die in Abb. 47 gezeichnet ist und mit dem Gauss-
schen Fehlerintegral (18) in einfacher Weise zu-
sammenhéngt.

Aus der Gestalt der Funktion (14) liest man un-
mittelbar ab, daB ihr Maximum bei z=0 liegt.
Der wahrscheinlichste Wert von « ist daher nach (13)

Xy =Xy (20)

Ferner sieht man ebenfalls ohne Rechnung, daB simtliche Integrale von der
Form +

g Fehddz

fiir ungerade s verschwinden miissen. Daher gilt fiir alle Mittelwerte der unge-

x z
Abb. 47.

raden Potenzen von (x—ux,): @70)8 —0: @1)
insbesondere gilt fiir s=1: (z—2zp) =0
und daher T =1, (22)

Der wahrscheinlichste Wert und der Mittelwert von z fallen daher, wie fiir jede
symmetrische Verteilungsfunktion, zusammen.

Um die Dispersion der Verteilung (12) zu bestimmen, berechnen wir das
mittlere absolute Schwankungsquadrat von z. Es ergibt sich mit Benutzung der
Formeln (10), (22), (13) und (14) unter Verwendung der Substitution (15) durch
partielle Integration die Beziehung:

+ +e
(x—2f =(2—x) =22 = _?{—_: g Peedy— L Suz e du=

YV B2 n

—® —x

1
2h2°

(23)

Die Dispersion ist also nur von der Konstanten % abhingig und ihr verkehrt
proportional. In der Tat wird die Kurve der Abb. 47 um so steiler und schmaler,
je groBer A ist, und um so breiter und flacher, je kleiner 4 ist.

4. Beispiele fiir unsymmetrische Wahrschein-
lichkeitsfunktionen. Als Beispiele fiir unsym-
metrische Wahrscheinlichkeitsfunktionen, die
ebenfalls physikalisch von Bedeutung sind, be-
trachten wir die beiden folgenden:

w ()

a) Es sei -
(@) = =B ate (24)
Abb. 48 worin z alle Werte zwischen Null und Unendlich

annehmen kann (Abb. 48). Man verifiziert zu-
nichst ohneweiters die Giiltigkeit der Normierungsbedingung (3)
Sm (x)dx = 4w f xze"lwdxzihxu2e‘"‘zdu=l. (25)
Va Va )
0 Y 0
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Fiir den wahrscheinlichsten Wert von x findet man nach (7) aus

% (a? e 2), =Ty et (2, —2 h2,®) =0:

1
Ly = T- (26)
Fiir den Mittelwert x findet man nach (8)
':i:—_—Sa:.m(w)d AR Sx?' ey — _Su“‘e—uﬁdu.—:——%;--}-. (27)
7 7 V= h
0
Z ist also grofer als z,, und beide stehen zueinander im konstanten Verhéltnis
—VE_— =1,13.
Wir berechnen schlieBlich noch den Mittelwert von x2 nach (10)
— 4 h3 o—h? a? B 3
z=gx2.m()d = Sx4. Wt gy — 2V“Su4eu’du=2h2. 28)
0
]/ 22 ist also gréBer als x,, und groBer als  und steht zu diesen beiden GroBen
in den konstanten Verhiltnissen l/— =1,22..., bzw. %’1 =1,09 .
b) Hs sel 1 (z) = e, (29)

worin A eine Konstante bedeutet und x alle Werte zwischen Nul! und Unendlich
annehmen kann (Abb. 49).

Man verifiziert zunichst wiederum sofort ”"?f
Sm(x)dxzzge—wdx=1. (30)
0 0
Aus (29) ersieht man ferner unmittelbar,
daBl der wahrscheinlichste Wert von x der
Wert =0 ist: @,, =0. B (31) L L
Fiir die Mittelwerte = und 22 erhdlt man ¥ Abb. 49
nach (8) und (10) ® 1
S =Z.Sx cedn =", (32)
v 0
Sx2 w (2)d lgx%'“"dx—% (33)
0

Die Dispersion der Vertellung ergibt sich geméB Formel (18) § 16 mit Be-
nutzung von (32) und (33) zu S

(a‘“x)2=(—;§?_1=l_i.az._1=1. 34 7

Sie ist also fiir alle Verteilungen von der Form (29),
unabhiingig von der Steilheit der Kurve der Abb. 49,
gleich grof.

Die zu der Wahrscheinlichkeitsfunktion (29) ge-

horige Summenfunktion lautet Abb. 50.
z

8 (x) = S W (z)de=1—e*%; (35)
sie ist in Abb. 50 dargestellt. 0
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5. Wahrscheinlichkeitsfunktionen von mehreren Verinderlichen. Wir haben
bisher angenommen, dafl der Zustand des betrachteten Systems durch eine
einzige Variable a bzw. z bestimmt sei. Nehmen wir nun allgemein an, da@
der Zustand des Systems von einer endlichen Zahl von Variablen a,, as, . . ., a,
(mit diskontinuierlichem Wertevorrat), bzw. 2,, %, . . ., #, (mit kontinuierlichem
Wertevorrat) abhingt, dann werden durch die relativen Héufigkeiten der ver-
schiedenen Wertekombinationen dieser Variablen in Verallgemeinerung von (1) §16
und (1) § 17 Wahrscheinlichkeitsfunktionen von mehreren Verénderlichen
definiert. W (O, Qgy - - . , Bg) bZW. 1D (%q, g, . . ., Ty)

Ein Beispiel fiir eine diskontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktion von
mehreren Verdnderlichen haben wir in § 15 in der Funktion (14) kennengelernt,
bei der die Variablen #n,, n,, . . . alle ganzzahligen Werte zwischen Null und N
annehmen kénnen. Im folgenden werden wir uns, um lidstige Wiederholungen
zu vermeiden, auf den Fall kontinuierlich verdnderlicher GréBen beschrinken.
W (xg, ..., %) dx;...dx, bedeutet demgemaB die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB die Verdnderliche z,; einen Wert zwischen z, und z,4dz;, x, einen Wert
zwischen #, und z,+d2,, ..., z, einen Wert zwischen z, und z,+dz, hat.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich 2, in einem endlichen Intervall
zwischen a; und b; usw. aufhélt, erhdlt man durch Summation bzw. Integration
iiber alle diesen Bedingungen geniigenden Wertekombinationen der z

by b
W ([ag, ., (g, g, - - - [2s bs)) =g.. .Sm (@ ... x)da,. .. dz,  (36)

Erstreckt man das Integral in (36) iiber den ganzen Wertebereich der Variablen,
so muB es natiirlich Eins ergeben:

4w 4o
Sm(xl...xs)dxl...dxs::l. (37)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dall sich der Wert von z; zwischen z;, und
xy+ dx; befindet, ohne Riicksicht auf die Werte der iibrigen Variablen, erhalt
man durch Integration von v iiber den gesamten Wertebereich aller x mit Aus-
nahme von x;: doo o

 (2) da,— S . .Sm (@1 2)day ... A%y dTpsy . . . da, (38)
Die so erhaltene Wahrscheinlichkeitsfunktion i (z;) ist eine Funktion von nur
einer Verdnderlichen, wie wic sie frither betrachtet haben.

Fiir den Mittelwert einer beliebigen Funktion f (,, ..., z,) in dem betrach-
teten Intervall erhilt man nach dem Muster von (9)

b, b
3...Sf(w1°"ws)m(w1~'-ms)dx1..-dxs
. m) =t : (39)
[...[o@. . ca)da,...da,
a; ag

Auf diese Weise kann man genau so wie bei einer einzigen Variablen die Mittel-
werte und die mittleren Schwankungen der einzelnen Variablen z,, ..., z,
berechnen, wenn die Funktion t (z,, ..., ;) bekannt ist.
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6. Korrelationen. Wir betrachten als besonderen Spezialfall der Formel (39)
den Mittelwert des Produktes 4 x; 4 z; zweier verschiedener z, fiir den wir all-
gemein die Formel:

(A ;A ay) = (2,— ;) (0, — ) = (T, 23) —2 %3 Ty + %y . Ty = (T, %) — T, . Ty, (40)

erhalten, die im Falle 7=Fk in die Formel (18) § 16 fiir das mittlere absolute
Schwankungsquadrat iibergeht. Wéhrend jedoch dieses seiner Definition ent-
sprechend nur dann verschwinden kann, wenn x konstant ist, wird der
durch (40) ausgedriickte Mittelwert offenbar stets dann verschwinden, wenn
sich die Funktion v in ein Produkt zerspalten 148t, derart, daf} z; nur in dem
einen Faktor und x; nur in dem anderen vorkommt. Wir kénnen ndmlich dann
nach Integration iiber alle anderen x gemal3 (38) schreiben:

0 (2, ) da; dog =1 (2,) 0 () do; doy; (41)
daraus folgt nach der Definition (39)

(x x)_ ggwiwkm(wi,xk)dxidwk — Swiu(wi)dwi'gﬁkb(wk)dwk =z .7
o Hm(wi,wk)dwidwk B Su(wi)d%.ﬁn(wk)dm TR

wodurch unsere Behauptung erwiesen ist.

Die Beziehung (41) driickt aus, daB die Wahrscheinlichkeit fiir das gleich-
zeitige Eintreffen der ,,Ereignisse x; und z, gleich dem Produkt aus der Wahr-
scheinlichkeit u fiir das Ereignis z; und der Wahrscheinlichkeit b fiir das Ereignis
z;, ist. Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung gilt dies
dann und nur dann, wenn die Ereignisse x; und %, voneinander ,,unabhingig*
sind. Das Verschwinden des mittleren Schwankungsproduktes (40) zweier vari-
abler ZustandsgréBen driickt also stets aus, daB diese Zustandsgréflen voneinander
statistisch unabhéngig sind.

Verschwindet das Schwankungsprodukt (40) fiir ein paar von Zustands-
gréBen nicht, so bedeutet das, daB sie voneinander statistisch nicht unabhéingig
sind, dafl sie miteinander in einer gewissen ,,Korrelation* stehen. Die GroBe
dieser Korrelation wird durch den Ausdruck (40) gemessen. Ist er positiv, so
heiBt das, daB das Eintreffen von x; eine erhéhite Wahrscheinlichkeit fiir das Ein-
treffen von z; schafft oder umgekehrt (positive Korrelation); ist er negativ, so
heilt das, daB das Eintreffen von z, eine verminderte Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreffen von z; schafft oder umgekehrt (negative Korrelation).

Fiir das mittlere, absolute Schwankungsquadrat der Summe (z, + 2,+, . .+ z,)
der Variablen x; erhalten wir allgemein

L (@ + ot Fa) = Aa+Adgp+. ..+ Az )=

= (A=zp+2 Y (Ax, d). (42)
~i=1

1 <k=1

Sind die #;, sémtlich voneinander unabhéngig, dann verschwinden nach dem
oben Gesagten die mittleren Schwankungsprodukte in (42) und es resultiert

L (@t @yt A a) = Az (Aol +. .+ (A (43)

das absolute Schwankungsquadrat der Summe einer Anzahl unabhingiger
Zustandsvariablen ist gleich der Summe der Schwankungsquadrate dieser GréBen.

Sind insbesondere simtliche (A4 x,)2 untereinander gleich, dann gilt

R (2wt a)=s. () (44)
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das mittlere Schwankungsquadrat der Summe von s untereinander unabhéngigen
Zustandsgrofen ist dann s-mal so groB als das mittlere Schwankungsquadrat
der einzelnen GréBe.

Die Formeln (43) und (44) behalten ihre Giiltigkeit offenbar auch dann, wenn
man in den Ausdriicken (#; %, . . . -+ x,) einige oder alle positiven Vorzeichen
durch negative ersetzt.

Siebentes Kapitel.
Mechanik der Massenpunkte und starren Korper.

§ 18. Dynamik der Systeme von Massenpunkten.

1. Die Bewegungsgleichungen und ihre Losung. Wir wollen in diesem
Kapitel die Mechanik eines Systems von diskreten materiellen Punkten
gemiB dem in §2, 2. eingenommenen Standpunkte behandeln. Aus der Er-
fahrung 148t sich fiir die Bewegung eines materiellen Punktes unter der Wirkung
einer auf ihn wirkenden Kraft das Newronsche Bewegungsgesetz herleitenl.
Es 148t sich folgendermaBen ausdriicken:

Messen wir die Lage des materiellen Punktes durch den Radiusvektor t in
bezug auf ein bestimmtes, ausgezeichnetes Koordinatensystem, das wir das
»»Inertialsystem’ nennen Wollen, und wirkt auf ihn eine Kraft ¥, die eine be-
liebige Funktion von ¢ und ¢ sein kann, dann ist der Beschleunigungsvektor ¥
dem Kraftvektor proportional, was wir in der Form '

t=m¥ (4))]
schreiben wollen. Hierin ist m eine fiir den materiellen Punkt charakteristische
Konstante, die wir seine ,,Masse‘ nennen.

Nennen wir die Komponenten von f in bezug auf ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem k,, k,, k., die im allgemeinen Funktionen der Koordinaten z, y, z

und der Zeit ¢ sein werden, dann kénnen wir die Vektorgleichung (1) in die drei

skalaren Gleichungen kp=mi, ky=mi; k=mi @)

zerlegen.

Als Inertialsystem sah die NEWTONsche Mechanik den ,,absoluten Raum®
an. Da jedoch Ortsmessungen im Raume immer nur in bezug auf andere materielle
Korper vorgenommen werden kénnen, ist im Sinne unserer in § 1, 3. entwickelten
Auffassung der Begriff des absoluten Raumes als unphysikalisch aus der theo-
retischen Physik auszuscheiden. Die Erfahrung lehrt!, daB ein durch die Ge-
samtheit der Fixsterne festgelegtes Koordinatensystem die Eigenschaft eines
Inertialsystems der NEwroNschen Mechanik hat.

Beobachtungen an sehr schnell bewegten Teilchen? haben ferner gelehrt,
daB die Masse in Wirklichkeit nicht konstant ist, sondern noch von der
Geschwindigkeit b abhiéngt. Diese Massenverinderlichkeit wird jedoch erst
merklich bei sehr groBen, mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbaren Ge-
schwindigkeiten. In diesem Kapitel wollen wir uns auf Geschwindigkeiten
beschrénken, bei denen die Masse als konstant angesehen werden kann.,

Die Integration der Differentialgleichungen (1) bzw. (2) liefert die endlichen
Bewegungsgleichungen (1) § 10 des Massenpunktes im Sinne der Kinematik. -
Da die D]fferentla,lglelchungen von der zweiten Ord.nung sind, treten bei der Inte-
gration zwei willkiirliche Konstanten auf, als welche wir stets die Anfangslage r,

1 Vgl ,,Exp.-Physik*, Kap. IV.
z Vgl. ,,Exp.-Physik*, Kap. XXVI und XXVIII.
g P



Dynamik der Systeme von Massenpunkten. 111

und die Anfangsgeschwindigkeit b, verwenden konnen. Die endlichen Bewegungs-
gleichungen lauten also: £ =t (ty, by, ) 3)
- 0 Y00 Y/

Bei bekanntem Kraftgesetz ¥ (, f) ist die Bewegung des Massenpunktes demnach
durch seine Anfangslage und seine Anfangsgeschwindigkeit eindeutig bestimmt.

Fir ein System von Massenpunkten: my, m,, ..., my gilt das System von
Differentialgleichungen t,=m; i, i=1,2,..., N. 4)

Die Krifte f; sind entweder solche, die die einzelnen Massenpunkte aufeinander
ausiiben (,,snnere Krifte*), oder solche, die von auBlen auf das System ausgeiibt
werden (,,dufere Krifte”). Die Losung des Systems der Differentialgleichungen
(4) liefert die endlichen Bewegungsgleichungen der Massenpunkte durch die An-
gabe der Funktionen t; (£). Sie enthalten 2 N willkiirliche Integrationskonstanten,
als welche wir zweckmaiBigerweise wieder die Anfangslagen t® und Anfangs-
geschwindigkeiten 9,° der N Massenpunkte wiahlen kénnen. Die endlichen Be-
wegungsgleichungen lauten dann:

=1t (5% .., 8% b ..., 05% 0). (5)

Sind die Kraftfunktionen ¥; (t, . . ., ty, f) bekannt, soist die Bewegung des Systems
von Massenpunkten, wie man sieht, durch seine Anfangslagen und Anfangs-
geschwindigkeiten eindeutig bestimmt.

2. Impuls, Massenmittelpunkt und Impulssatz. Als ,, Bewegungsgrofe’ oder
olinearen Impuls‘ eines Massenpunktes bezeichnet man die VektorgréBe

p=mb=mz1 (6)
mit den Komponenten D =ML, Py=mY, P,=m2, (7

als ,,Gesamtimpuls’ oder ,resultierenden Impuls eines Systems von Massen-
punkten my, my, . . ., my die Vektorsumme

N N
543:2@1:27”1‘% (8)
i=1 i=1

Durch Einfithrung des Impulses in die Bewegungsgleichung (1) nimmt sie
die Gestalt 3 =ﬁ (9)

an, die integriert lautet Po—P = Sf dt. (10)

Fiir ein System von Massenpunkten erhidlt man durch Einfithrung der Im-
pulse in die Gleichungen (4) und Summation iiber alle Massenpunkte mit Be-

nutzung von (8) N N
ad .
Rt Sh= a
i=1 i=1

Nehmen wir an, dafl die inneren Krifte, die die Massenpunkte aufeinander
ausiiben, einander paarweise gleich und entgegengesetzt gerichtet sind, sodaf
ihre Resultierende verschwindet, dann bedeutet & die Resultierende aller dueren
Krifte oder die an dem System angreifende Gesamtkraft. Der Satz (11) sagt
aus, daB die Gesamtkraft gleich ist der zeitlichen Anderung des Gesamtimpulses
des Systems.

Ist 8 =0, dann ist =const. In einem System von Massenpunkten also,
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das ausschlieBlich unter der Wirkung von inneren Kriften steht, bleibt der
Gesamtimpuls konstant. Dies ist der ;,Satz von der Erhaltung des Impulses‘l.

Als ,,Massenmittelpunkt des Systems bezeichnen wir jenen Punkt, dessen
Radiusvektor R durch die Gleichung

N
R= S, (12)
N i=1
definiert ist, worin M :Zmi die Gesamtmasse des Systems bedeutet. Aus (8)
i=1
und (12) folgt R =M R (13)
und die Einsetzung in (11) ergibt die Bewegungsgleichung in der Form
f =M% (14)

Der Massenmittelpunkt bewegt sich also gemif der Bewegungsgleichung eines
einzelnen Massenpunktes (1), in dem die Gesamtmasse des Systems vereint ist
und in dem die Gesamtkraft angreift.

Ist wieder ® =0, dann folgt aus (13) wegen B =const: R =const. Die Ge-
schwindigkeit des Massenmittelpunktes ist in diesem Falle konstant, d. h. der
Massenmittelpunkt bewegt sich geradlinig und gleichférmig. War also zur Zeit
Null der Massenmittelpunkt in einem System von Massenpunkten in Rubhe,
dann bleibt er dauernd in Ruhe, sofern in dem System nur innere Kréfte wirken.
Dieser Satz, der nur eine andere Formulierung des Impulssatzes ist, fithrt den
Namen ,,Satz von der Erhaltung des Massenmittelpunktes .

3. Drehmoment, Drehimpuls und Flichensatz. Multipliziert man die Be-
wegungsgleichung (1) duflerlich mit v, dann erhidlt man

exXE=m (£ XE) =m-o (€ X ©), (15)
da das duBere Produkt © X ¢ gemaf §3, 6. verschwindet.

/\/ Der Vektor me—r X ¥ (16)
/,// g fiithrt den Namen ,,Drehmoment‘‘ der Kraft ¥ in bezug auf
{ - 3 den Koordmatenursprung Sein Betrag ist nach Formel
K (24) § 3 gleich |f| . [t|sing = |f| .a (Abb. 51), also gleich dem
T Betrag der Kraft mal dem Abstand a ihrer Wirkungslinie

7] vom Bezugspunkte, dem ,,Arm’ der Kraft.
Abb. 51. Der Vektor g=m (r % i.) (17)

heiBt ,,Drehimpuls oder ,,Impulsmoment’‘. Nach (14) § 10 ist er gleich dem
Produkt aus der Masse und der doppelten Flichengeschwindigkeit des Punktes P
in bezug auf den Koordinatenursprung O.

Mit Einfiihrung der Bezelchnungen (16) und (17) kann man die Gleichung (15)
in der Form =3 (18)

schreiben, die in enger Analogie zu der Gleichung (9) steht.
. Fiir ein System von Massenpunkten erhdlt man durch Summation iiber
alle Massen des Systems aus (18) m= G (19)

N N
M= 'm, ® =g (20)
i=1 i=1

1 Es kann auch direkt experimentell bewiesén werden, wie in ,,Exp.-Physik®,
Kap. IV gezeigt wird, woselbst auch eine Reihe von Folgerungen aus diesem Satze
besprochen werden.

worin gesetzt ist
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Sind die unter 2. gekennzeichneten Bedingungen erfiillt, dann heben sich offen-
bar die Drehmomente der inneren Krifte der Massenpunkte aufeinander paar-
weise auf, so daB MM das ,,resultierende Moment“ der duBeren Krifte auf das
System und ®& der gesamte Drehimpuls des Systems ist.

Wir betrachten nun speziell ein System, das aus bloS zwei Massenpunkten
m, und m, besteht, zwischen denen ausschlieBlich innere Krifte wirken sollen.
Nach 2. bleibt in diesem Falle der Massenmittelpunkt in Ruhe und wir kénnen
ihn als Koordinatenursprung O benutzen, also ® =0 setzen. Nach (12) gilt dann

ml t1+ my rz = 0
My Ty My 1, =0
Fiir den Drehimpuls ergibt sich daher aus (17), (20) und (21)

© = my (v X i) g (1 X £0) = (128 my (1 3 ) = (14 52 ) 01 =
= (1452 (22)

Wegen & —=const folgt aus (22) g; =const und g, =const: die auf den Massen-
mittelpunkt bezogenen Drehimpulse der beiden Massen bleiben alo wihrend der
Bewegung einzeln konstant, ebenso natiirlich die entsprechenden Flichen-
geschwindigkeiten. :

Die Bewegung der Massenpunkte kann man in diesem Falle auch dadurch
kennzeichnen, daB sie unter der Wirkung von Kriften zustande kommt, die
gegen ein fixes Zentrum, ndmlich gegen den gemeinsamen Massenmittelpunkt
gerichtet sind. Wir nennen solche Krifte allgemein ,,Zentralkrifte’’. Der oben
abgeleitete Satz kann also auch so ausgesprochen werden: Bewegt sich ein
Massenpunkt unter der Wirkung einer Zentralkraft, dann ist seine Flichenge-
schwindigkeit wihrend der Bewegung konstant. Dieser Satz fithrt den Namen
. Flichensatz* oder ,,Satz von der Erhaliung der Flichenrdume®.

4. Arbeit, Energie und Energiesatz. Als ,,drbeit*“ 4 einer Kraft f lings eines
geradlinigen Wegstiickes § bezeichnet man gemif der iiblichen Terminologie
das Produkt aus der Komponente von f in der Richtung von § mal dem Betrage

von 3, also A=%.3s. (23)

Bewegt sich daher ein Punkt P unter der Wirkung einer Kraft auf einer
beliebigen Bahn im Raume, dann ist nach (23) die Arbeit dieser Kraft gleich
dem lings der Bahn vom Anfangspunkte 1 bis zum Endpunkte 2 erstreckten

(21)

Linienintegral 2 2
A:Sfdrzgksds, (24)
1 1

worin k, die Tangentialkomponente von f und ds das Linienelement der Bahn-
kurve bedeutet.

Multipliziert man die Gleichung (1) auf beiden Seiten skalar mit 1, so er-
hilt man . e d 1, d (1
fr=mr.rzﬂ(§mr)=m(§mv)

und durch Integration nach ¢ vom Zeitpunkte ¢, bis zum Zeitpunkte £,

2 2
S(ft)dt=gfdr=%mv22——;—mv12. 25)
1 1

Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung ist gem#B (24) gleich
der in dem Zeitintervall #,—¢; von der Kraft f geleisteten Arbeit. Bezeichnet

Fiirth, Theor. Physik. 8
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man ferner die nur vom Betrage der Geschwindigkeit und der Masse abhingige
GréBe

_m s P?
L= g =5 (26)

als seine ,,kinetische Energie”‘, dann 148t sich die Gleichung (25) in der Form
A=L,—L, (27)

schreiben, worin L, und L, die kinetischen Energien in den Zeitpunkten ¢, und ¢
bedeuten.

Der Satz (27) kann durch Summation sofort auf ein beliebiges System von
Massenpunkten iibertragen werden, wenn man unter 4 die Gesamtarbeit der an dem
System angreifenden Krafte und unter L, bzw. L, die gesamte kinetische Energie
(die Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massenpunkte) des Systems
zu Beginn und am Ende des betrachteten Zeitintervalls versteht. Er kann dann
in der Form ausgesprochen werden, dafl die von dem System gegen die Krifte
geleistete Arbeit (—.A4) gleich ist der Abnahme der kinetischen Energie des
Systems, unabhingig davon, wie diese Abnahme bewerkstelligh worden ist.
Dadurch rechtfertigt sich die Bezeichnung ,,Energie* fiir die Gr&Be (26) als
,,Fahigkeit, eine bestimmte Arbeit zu leisten‘.

Ist die Arbeit zur Bewegung eines Massenpunktes von einer Lage t; in eine
Lage 1, unabhingig vom Wege und nur abhingig von Anfangs- und Endlage,
dann kénnen wir offenbar eine skalare GroSe U (r), die wir ,,potentielle Energie*
nennen wollen, durch die Beziehung

A=U,—U, (28)
einfithren, worin U, die potentielle Energie der Ausgangs- und U, die der Endlage
und 4 wie oben die Arbeit der Kraft bei dieser Verschiebung bedeutet. Die Funktion
U (r) ist natiirlich durch die Definition (28) nur bis auf eine willkiirliche additive

Konstante definiert, iiber die man zweckmiBigerweise so verfiigt, dal man fiir
einen bestimmten Wert von t:U=0 setzt. Aus (27) und (28) folgt

U+ L=U,+L,=E. (29)
Nennen wir E, die Summe aus der kinetischen und potentiellen Energie, die

»@esamitenergie’, dann kann der Inhalt der Gleichung (29), da sie fiir je zwei
beliebige Phasen der Bewegung gilt, in der Form

E =U+ L =const (30)

ausgedriickt werden. Unter der oben gekennzeichneten Bedingung bleibt also
die Gesamtenergie des Massenpunktes wihrend seiner Bewegung konstant.

Ein einfaches Beispiel fir eine dieser Bedingung entsprechende Kraftfunk-
tion bildet ein wirbelfreies Kraftfeld f (t), das sich mit der Zeit nicht d#ndert und
worin auf einen Massenpunkt in der Lage t stets die Kraft f ausgeiibt werden
soll. Schreiben wir gemifl § 6, 2.

f(t) = —grad U (v), (31)

dann liefern die Formeln (24) und (8) § 6 in der Tat die Gleichung (28).

Ist in einem System von Massenpunkten die Bedingung erfiillt, daB die fiir
eine bestimmte Verschiebung der einzelnen Massenpunkte von den #uBeren
und inneren Kriften geleistete Arbeit 4 nur von der Anfangs- und Endkonfigu-
ration abhéngt, dann 148t sich fiir das Gesamtsystem eine Funktion U (t, 1y, . . ., Ty)
der Lagen der einzelnen Massenpunkte definieren, die der Gleichung (28)
geniigt und als gesamte potentielle Energie des Systems bezeichnet werden
kann. Sie ist wieder nur bis auf eine willkiirliche Konstante definiert. Fiir ein
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solches System, das wir ein ,konservatives System’" nennen wollen, gilt dann
offenbar wieder die Gleichung (30), die ausdriickt, dafl die Gesamtenergie E
als Summe der gesamten potentiellen und der gesamten kinetischen Energie
wahrend der Bewegung des Systems erhalten bleibt. Dieser Satz heiBt: ,,Safz
von der Erhaltung der Energie*.

5. Bahnkurven materieller Systeme, erkungst’unktmn und Analogie zur
geometrischen Optik. Um die Bewegung eines beliebigen Systems von N
Massenpunkten anschaulich darzustellen, empfiehlt sich das folgende Verfahren:
Man fithre die GroBen

9= VE Ty, Qo= V’f”__i Lase o o33 y—g = l/mN. TN
9= Vﬁ Y, 9= V’”ﬁ Yos0« s P3y—1 = V,mN - Y~ (32)
q3=l/m1.21, qs=l/m2.22,...,q3N =l/m1\7.ZN

ein, die die Konfiguration des Systems vollkommen festlegen und deute sie als
rechtwinkelige, kartesische Koordinaten in einem Raume mit 3 N Dimensionen,
dem ,,Konfigurationsraum'* oder ,,9-Raum’. Jeder Konfiguration des Systems
entspricht dann ein Punkt in diesem Raume und jeder Bewegung des Systems
eine Bewegung des darstellenden Punktes.

Die Geschwindigkeit v des darstellenden Punktes ist der Vektor mit den
3 N Komponenten ¢, . . ., g5 5- Sein Betrag v ist demnach gemiB (26) und (32)

3N

U= 4% Vm1 (2 4 922 + 2.0 +. . A my (@x?+ Y52+ 28 = I/2L (33)
=1

Wir betrachten im folgenden ein konservatives System und stellen uns die
Aufgabe, die Schar der Bahnkurven zu konstruieren, die allen jenen Systemen
zugehéren, die mit einer gegebenen Gesamtenergie B von einem bestimmten
Punkte des g-Raumes ihren Ausgang nehmen. Da durch diese Anfangsbedingung
fiir jede Konfiguration des Systems auch die Geschwindigkeitskomponenten ¢
gegeben sind, ist der Vektor p eine bestimmte Funktion des Ortes im g-Raum.
Wir wollen annehmen, daB das Vektorfeld v wirbelfrei sei und sich daher von
einem skalaren Potential W (¢), der sogenannten ,,Wirkungsfunktion*, durch

die Beziehung b= grad W (34)

ableiten lasse; die Operation grad ist dabei als Differentialoperation im 3 N-
dimensionalen g-Raum nach dem Muster von (1) §9 aufzufassen, mit den Kom-
ponenten . oW

q; = oq"

Ist die Bedingung der Wirbelfreiheit von 9 nicht erfiillt, d. h. gibt es Bahnkurven,
die in sich geschlossen sind, dann kann man dennoch eine eindeutige Funktion W ()
einfithren, wenn man nach dem Vorgange von § 8, 7. um den Ausgangspunkt eine
,»»Diskontinuitatsfliche* legt, lings welcher W unstetig ist.

Die Flichen W = const stehen auf den Bahnkurven gemilB (34) senkrecht,
die Schar der Bahnkurven bildet also die orthogonalen Trajektorien der Flichen-
schar W == const. Im Falle eines einzelnen Massenpunktes, wenn also der g-Raum
bloB dreidimensional ist, erhalten wir eine unmittelbare Analogie zu der geometri-
schen Optik (vgl. §14, 4.). Die nach Abb. 36 von einem Punkte in einem inhomo-
genen Medium ausgehenden Strahlen braucht man blof durch die Bahnkurven und
die Schar der Wellenflichen durch die Schar der Flichen W =const zu ersetzen.
Daf} diese Analogie auch im Falle N >3 in Giiltigkeit bleibt, liegt auf der Hand.

8*

(35)
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Diese von Hamrurow aufgedeckte Beziehung zwischen geometrischer Optik
und Mechanik 148t sich noch weiter treiben, wenn man in die Energiegleichung (30)
die Wirkungsfunktion gemi8 den Formeln (33), (34) und (35) einfithrt. Man erhilt

3N
igrad W2= 2 (

i=1

Zl’)Z — 9L — 2(E—U), (36)
i

worin die rechte Seite eine gegebene Ortsfunktion ist. Die Gleichung (36), die
,»HaMrLroN-JacoBische Differentialgleichung®, ist, wie man sieht, das Analogon
zur Eikonalgleichung (7) § 14 der geometrischen Optik. Thre Integration liefert
W als Funktion von g, . . ., ¢sx und von 3N willkiirlichen Konstanten, die sich
durch die gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten bestimmen lassen. Hieraus 146t
sich dann ohneweiters die Schar der Flichen W= const und die Schar der Bahn-
kurven als orthogonale Trajektorien hierzu konstruieren. Aus W (g, . . ., g3n)
erhilt man dann nach (35) die Geschwindigkeiten als Funktionen der Koordinaten
und hieraus durch nochmalige Integration die endlichen Bewegungsgleichungen.
Eine allgemeine Bemerkung iiber diese Methode der Integration der Bewegungs-
gleichungen der Mechanik machten wir bereits im § 2, 3.

6. Das Prinzip der kleinsten Wirkung. In §14, 4. wurde zur Konstruktion
der Strahlen in der geometrischen Optik das FsrmaTsche Prinzip als Folgerung
aus der Eikonalgleichung abgeleitet. Im Sinne der unter 5. ausgefiihrten
Analogie zwischen geometrischer Optik und Mechanik der Punktsysteme wollen
wir nun versuchen, auch fiir die Bewegung eines materiellen Punktsystems
ein dhnliches Minimalprinzip abzuleiten.

Wir denken uns zu diesem Zwecke zwischen zwei Punkten P, und P,, die
durch das Stiick 7 einer Bahnkurve miteinander verbunden sind, einen beliebigen
anderen Weg ¢ (Abb. 37) konstruiert, langs dessen wir das Integral

iy
J— S 2 Ldt (37)
t

erstrecken, das den Namen ,,Wirkungsintegral* fithrt.
Durch eine einfache Umformung mit Benutzung der Gleichungen (33) und (36)
erhilt man aus (37)

P, P, P, Py P,
a1 2L - oW
J=82Lﬁgds:S—Tds=g[/2L.ds:S\gra,dW|ds:g—ﬁds, (38)
Py P, P,y P, Py

worin dn das Linienelement der Normalen auf die Flichenschar W= const,
also der wirklichen Bahnkurve v bedeutet. Durch einen Gedankengang, der
dem im § 14, 4. durchgefiihrten véllig gleich ist, zeigt man nun sofort, daB J auf
jeder Kurve ¢ groBer sein muB als auf der Bahnkurve 7 zwischen den gegebenen
Endpunkten P, und P,. Fiir diese letztere ist dn =ds und das Wirkungsintegral

(38) wird gleich J = Wy—W,, (39)

also gleich der Differenz der Werte der Wirkungsfunktion in den beiden End-
punkten der Bahn. '

Die von dem betrachteten konservativen System zwischen zwei vorgegebenen
Punkten wirklich durchlaufene Bahnkurve ist also jene, die dem Wirkungs-
integral (37) bei gegebener Gesamtenergie & den kleinsten Wert erteilt. Dieses
Prinzip zur Konstruktion der Bahnkurven fiihrt den Namen ,,MAUPERTUISSCheS
Prinzip* oder ,,Prinzip der kleinsten Wirkung .
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7. Bewegte Bezugssysteme. Beschreiben wir die Bewegung eines materiellen
Punktes P von einem Bezugssystem aus, das mit dem unter 1. definierten Inertial-
system nicht zusammenféllt, dann wird natiirlich die Bewegungsgleichung (1)
im allgemeinen nicht mehr gelten. Formal kann man jedoch stets die Form (1)
der Bewegungsgleichung aufrechterhalten, wenn man auf der linken Seite einen
weiteren, von t und ¢ abhiingigen Vektor ¥* hinzufiigt, also die Gleichung in
der Form N a2y ,
schreibt, worin ¢’ den Radiusvektor und b’ die Beschleunigung von P, gemessen
im bewegten Bezugssystem, bedeutet. Die Gleichung (40) kénnen wir so
deuten: Von dem Nicht-Inertialsystem betrachtet, erfolgt die Bewegung des
Massenpunktes so, als ob zu der gegebenen Kraft f noch eine weitere Kraft f*
hinzutreten wiirde, die man ,,Scheinkraft” oder ,,Trigheitskraft‘ nennt.

Wir untersuchen zunichst, welche Trigheitskrifte auf einen Massenpunkt
ausgeiibt werden, der sich gegeniiber dem Inertialsystem gem#8 der Bewegungs-

gleichung (1) § 10 t=rt (%) (41)

bewegt, wenn man ein Bezugssystem benutzt, in dem der Massenpunkt ruht,
das also gegeniiber dem Inertialsystem eine Translation mit der Bewegungs-
gleichung (41) beschreibt (§ 11, 2.).

In einem solchen System ist offenbar ’

%———O und daher nach (40) und (1)

Pre —f=—mi=—mb; (42)

die Trigheitskrifte gehen also aus der zu der Bewegung (41) gehérigen Be-
schleunigung durch Multiplikation mit —m hervor. Nach Formel (20) § 10 setzt
sich b aus zwei Bestandteilen, der Bahnbeschleunigung und der Zentripetal-
beschleunigung, zusammen. Den zu der ersten gehdrigen Anteil der Triagheitskraft,

L*=—maot, (43)
nennt man den ,,Trdgheitswiderstand‘‘; er hat, wie man sieht, die Richtung der
Bahntangente und ist zur Geschwindigkeit entgegengesetzt gerichtet, wenn

© positiv ist, er widersetzt sich also einer Vergréferung der Geschwindigkeit.
Den zu der Zentripetalbeschleunigung gehérigen Anteil von f*

fz*z——m%ff)z——mwzgf) (44)

nennt man ,,Zentrifugalkrafi‘, da er vom Kriimmungszentrum weg gerichtet ist®.

Etwas verwickelter werden die Erscheinungen, wenn wir Bezugssysteme
benutzen, in bezug auf die sich der betrachtete Massenpunkt bewegt. Wir wollen
hier bloB zwei Spezialfille diskutieren, namlich erstens den Fall, daf das be-
wegte System sich gegeniiber dem Inertialsystem gleichformig und geradlinig
mit einer Geschwindigkeit 9 bewegt, und zweitens den Fall, dafl es gegeniiber
dem Inertialsystem eine Rotation mit dem konstanten Rotationsvektor 1 ausfiihrt.

Im ersten Falle gilt offenbar zwischen v’ und ¢ wegen (23) § 10 die Trans-

formationsgleichung t=1 0.t 1, 45)
die als ,,Galileitransformation* bezeichnet wird. Aus (45) folgt durch zweimalige
Differentiation ay av

diz — ae

1 Beziiglich der experimentellen Bestitigung dieser Formeln vgl. ,,Exp.-Physik*,
§ 13 und § 16, woselbst auch eine Reihe von SchluBfolgerungen besprochen wird.
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und daher schlieflich wegen (1) und (40)
B =0. (46)

Alle Bezugssysteme also, die sich gegeniiber dem Inertialsystem geradlinig und
gleichférmig bewegen, sind ihm véllig dquivalent; es treten in ihnen keine Trig-
heitskrafte auf.

Im zweiten Fall ist die Geschwindigkeit eines in bezug auf das rotierende
System ruhenden Punktes, gemessen vom ruhenden System, nach Formel (9) §11,
gleich u X, also dr __ dv ”

a—t—dt—l-uxr. (4:1)
Die Formel (47) gibt die Anweisung dafiir, wie die zeitliche Verinderung des
Radiusvektors t, beurteilt vom bewegten Bezugssystem, aus der vom ruhenden
System beurteilten Verdnderung gewonnen werden soll, man hat einfach den

Differentialoperator % durch den folgenden Differentialoperator zu ersetzen:
d
(Et’ —ux ) (48)

Um nun die vom bewegten System gemessene Beschleunigung b’ zu erhalten,
miissen wir gemifl dieser Anweisung den Differentialoperator (48) auf den

Geschwindigkeitsvektor p’ = —%Etl— anwenden und erhalten daher mit Benutzung
von (47): o — 4V ,  der dr b —
=gy ARV =g X g uX e = ,
2
= O 2 (X v)—uxX (ux0). (49)
Aus (49), (40) und (1) erhdlt man nun fiir die Trigheitskraft
FP=—2muxv)—muXx (uXr). (50)

Der zweite Term auf der rechten Seite von (50) ist nichts anderes als die oben
bereits behandelte Zentrifugalkraft, denn der Vektor u X (1 X t) steht senkrecht
auf der Rotationsachse und weist zu ihr hin und sein Betrag ist gleich w?g, worin g
den Abstand von der Rotationsachse bedeutet; es ergibt sich also fiir diesen
Term in der Tat der Ausdruck (44).

Der erste Term jedoch, der neu hinzukommt und nur auftritt, wenn v’ = 0
ist, wenn sich also der Massenpunkt in bezug auf das rotierende System bewegt,
stellt eine Kraft dar, die senkrecht auf der Rotationsachse und senkrecht auf
dieser Relativgeschwindigkeit steht, also den Massenpunkt stets aus seiner
Bahn abzulenken sucht. Diese Kraft fithrt den Namen ,,Corioliskraft L.

§ 19. Dynamik des einzelnen Massenpunktes.

1. Bewegung unter Wirkung einer konstanten Kraft. Fall und Wurf. Der
einfachste Spezialfall eines materiellen Punktsystems ist der einzelne Massen-
punkt. Wir wollen daher in diesem Paragraphen zunéchst unter Benutzung der
im § 18 abgeleiteten allgemeinen GesetzméBigkeiten die Bewegung eines einzelnen
Massenpunktes unter Zugrundelegung bestimmter Kraftgesetze diskutieren.

Ist die auf den Massenpunkt wirkende Kraft nach GréBe und Richtung
konstant, dann ist nach dem NEwToNschen Bewegungsgesetz (1) § 18 der Be-
schleunigungsvektor konstant und er hat die Richtung der Kraft. Der Massen-
punkt wird also eine gleichformig beschleunigte Bewegung (§ 10, 4.) ausfithren
und seine Bahnkurve ist nach (27) § 10 im allgemeinen eine Parabel.

1 Uber die experimentellen Beweise fiir das Auftreten der Corioliskréifte vergleiche
,»Bxp.-Physik*, § 16.
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Ein besonders wichtiges Beispiel hierfiir ist die Bewegung eines Massen-
punktes unter der Wirkung seines eigenen Gewichtes. Wir beschrénken uns
hierbei zunichst auf Dimensionen, in denen sich das Gewicht mit der Lage
auf der Erde nicht merklich verindert und beschreiben die Bewegung in
einem in bezug auf die Erde festen Koordinatensystem, wobei wir zunéchst
von der Rotationsbewegung der Erde gegen den Fixsternhimmel absehen.
Nach § 18, 6. ist dieses Koordinatensystem dann ein Inertialsystem, wenn wir
die Translationsbewegung der Erde in nicht zu langen Beobachtungszeitriumen
als geradlinig und gleichformig ansehen.

Nennen wir das Gewicht des Massenpunktes ¢ und den Betrag der nach
abwirts gerichteten Beschleunigung ¢, dann ist nach (1) §18

G =mg, (1)

worin wegen der Proportionalitédt von triger und schwerer Masse! g konstant ist.
Beim ,,freien Foll** ist die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null, nach (28) § 10
durchliuft also der Massenpunkt eine vertikale Gerade entsprechend dem

Bewegungsgese@z s=g/2 .8 @)

worin s den vom Ausgangspunkt nach abwirts zuriickgelegten Weg bedeutet.

Hat der Massenpunkt eine ,,Anfangsgeschwindigkeit® (,, Wurf*“) mit der nach
abwérts positiv gerechneten Vertikalkomponente vy, und der Horizontalkompo-
nente vy, dann durchléuft der Massenpunkt nach (27) §10 eine Parabel, die ,,Wurf-
parabel”, mit der Gleichung

—_ 9 a2y %oy
y= 2 vyq2 v+ Vog s ©)
die durch die Abb. 21, S. 57 wiedergegeben ist. Die,, Wurfweite“ [ ist die Entfernung
zwischen den beiden Schnittpunkten der Kurve (3) mit der Abszissenachse, also
[ = 2%y%a
g
Fiihren wir hierin den ,,Elevationswinkel'‘# und den Betrag der Anfangsgeschwin-
digkeit v, gemil

Vg == Vg CO8 P, g, =~ v sin P
ein, so erhalten wir .2 '
1="""sin 29. )
Fir die ,,Wurfhohe folgt als negative Ordinate im Punkte x=1/2 aus (3)
h= 202, (5)
unabhéngig von v,,. 29

Bei Beriicksichtigung der Erdrotation miissen gemifBl § 18,7. noch Zentri-
fugal- und Corioliskrifte auftreten. Diese bewirken eine Abweichung der
Fallrichtung des frei fallenden Kdorpers von der Lotlinie und eine seitliche Ab-
weichung der Flugrichtung des geworfenen Korpers, jene eine scheinbare
Gewichtsverminderung des Korpers?.

2. Fall im widerstehenden Mittel. Erfolgt der Fall des Massenpunktes in
einem ,,widerstehenden Mittel“, dann wirkt auf ihn auBer der Schwere noch
eine Reibungskraft, die die Bewegung zu bremsen sucht. Wir setzen sie pro-
portional zur Geschwindigkeit an (vgl. § 27, 4.) in der Form

worin R bzw. f§ positive Konstanten sein sollen.

! Vgl. ,,Exp.-Physik®, § 13.
2 Vgl. ,,Exp.-Physik, § 16.
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Die Bewegungsgleichung lautet dann mit Benutzung von (1) und (6)
g—Bi=s, 1)
worin s die gleiche Bedeutung hat wie in 1.
Um sie zu integrieren, setzen wir in (7) als neue Variable

; 9
—_ §— 8
| z 3 (8)
ein und erhalten fiir z die Differentialgleichung
dz
ar T Bz,

die integriert
z= Const . e~Ft

liefert; hieraus folgt fiir die Geschwindigkeit der Bewegung durch Einsetzen

i die F 1
in (8) die Forme o5 = %(1——6"’“)——‘— _"f"l_eg_ (1—e~Rlm.t), 9)

in der wir iiber die Konstante so verfiigt haben, daB die Anfangsgeschwindigkeit
gleich Null ist. Die Geschwindigkeit wichst also mit ¢ bis zur grofiten Geschwindig-

keit 27 an, bei der die Reibungskraft nach (1) und (6) gerade gleich dem Ge-
B 8 g g

wicht ist.
Aus (9) folgt durch nochmalige Integration fiir s

m2g

S=@Rg_t+ -3 (e~Bim.t—1), (10)

worin wieder iiber die Integrationskonstante bereits so verfiigt ist, daf fiir
t=0 s=0 ist.

3. Bewegung unter der Wirkung einer elastischen Kraft. Als weiteres Beispiel
behandeln wir die Bewegung eines Massenpunktes unter der Wirkung einer
,elastischen Kraft“. Wir verstehen darunter eine Kraft, die gegen ein festes Zen-
trum gerichtet und ihrem Betrage nach der Entfernung von diesem Zentrum pro-
portional ist. Der Name ist im Hinblick auf die Tatsache gewihlt, dafl die bei
der Deformation eines elastischen Korpers geweckten Krifte den Deformationen
proportional sind und sie riickgéngig zu machen suchen (vgl. §§ 22, 23).

Machen wir den Koordinatenursprung zum Zentrum, dann konnen wir

setzen f= —xr. (11)

Die darin enthaltene positive Konstante » ist gleich dem Betrag von f im Ab-
stande 1 vom Zentrum; wir nennen sie ,,Direktionskraft*.
Die Bewegungsgleichung lautet nun

mit den drei Komponenten my =—xny (12)

ME=—nx, MYy=—ny, MZ=—=unz. (13)

Diese Gleichungen haben die Gestalt der Differentialgleichung (36) § 10 fiir die
lineare, harmonische Bewegung. Die Projektionen des Massenpunktes auf die drei
Koordinatenachsen beschreiben demnach harmonische Schwingungen, wie sie
durch die Gleichung (31) § 10 beschrieben werden, mit der gemeinsamen Kreis-

frequenz o
w = ‘/ = (14)
m

und Amplituden und Phasenkonstanten, die sich aus den Anfangsbedingungen
bestimmen lassen. Als Spezialfall ergibt sich die in § 10, 5. behandelte lineare,
harmonische Bewegung und die in §10, 8. behandelte elliptische Schwingung.
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DaBl das betrachtete System ein konservatives System ist, siecht man, wenn
man die zu einer Verschiebung s aus der Ruhelage notige Arbeit nach Formel
(24) § 18 ausrechnet. Mit Benutzung von (12) und (14) erhdlt man

8
52 w?
A_gxrdr_at?:stz, (15)
0

also einen Ausdruck, der in der Tat vom Integrationswege unabhingig ist.
Schreibt man der potentiellen Energie in der Ruhelage den Wert Null zu, dann
wird sie durch den Ausdruck (15) dargestellt.

Fiir die lineare harmonische Bewegung ist die Gesamtenergie £ gleich der
potentiellen Energie in der Amplitude, da dort die kinetische Energie gleich Null

ist, also ot a?

=205

(16)

d. h. bei gegebener Frequenz proportional dem Quadrate der Amplitude.
Das iiber die ganze Schwingungsdauer 7t erstreckte Wirkungsintegral (37) § 18
ergibt sich mit Benutzung von (31) § 10 zu

J= S2Ldt =m S #dt =ma2e? | sin? (0t + y)dt =
0 0 0
y+2w
=m a%oSsinzz dz=ma*w 7. 1
?
J und E hingen gemiB (16) und (17) durch die einfache Beziehung

E— ';_n“i —J (18)
zusammen.

4, Das mathematische Pendel. Mit der oben behandelten Type von Bewegungen
in engem Zusammenhange steht die Bewegung des mathematischen Pendels,
worunter wir einen Massenpunkt verstehen, der an einem gewichtlosen und unaus-
dehnbaren Faden von der Linge I angehdngt sein soll (Abb. 52). Infolge dieses
Mechanismus ist der Massenpunkt gezwungen, eine Be-
wegung zu durchlaufen, die auf der Oberfliche einer Kugel
mit dem Mittelpunkte P und dem Radius ! gelegen ist.

Bringt man den Massenpunkt aus seiner Ruhelage P,
und 148t ihn in irgendeiner Lage mit der Anfangsgeschwin-
digkeit Null los, so ist, wenn wir wieder von der Erdrotation
absehen, wie aus Symmetriegrinden unmittelbar ein-
leuchtet, die Bahn der durch die Ausgangslage und den
Punkt P, bestimmte gréBte Kugelkreis, das Pendel schwingt
also dauernd in einer Ebene, der Zeichenebene der Abb. 52.

Wahlen wir den Punkt O zum Koordinatenursprung,
dann lautet die Bewegungsgleichung

myi+f=mi, (19)
worin j den lotrecht nach abwirts gerichteten Einheitsvektor und f, die Kraft
des gespannten Fadens auf den Massenpunkt bedeutet. Zerlegen wir die Vek-

toren auf beiden Seiten dieser Gleichung in Komponenten in der Richtung von
H und t (vgl. §10, 3.), so erhalten wir mit Benutzung von Formel (20) § 10, da

Abb. 52.
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die Richtung von ¥, mit der von §j zusammenféllt wenn wir die Bogenldnge s von
P, angefangen rechnen

mgj.t:mgcos(%—}—qy):———mgsinq;:mé’. (20)

Beschriinken wir die Bewegung auf kleine Winkel @, dann kénnen wir mit
ausreichender Genauigkeit setzen

sing ~ p=7, (21)
was in (20) eingesetzt fiir s die Differentialgleichung
m§= ——-%ﬁ s (22)

ergibt. Sie hat, wie man sieht, die Bauart der Bewegungsgleichung (13), wenn
man darin als Direktionskraft mg

setzt. Das Pendel vollfiihrt also mit der einschrinkenden Bedingung (21) eine
harmonische Schwingung mit einer Schwingungsdauer 7, die gemiB (23) und (14)
gleich dem bekannten Ausdrucke

T:ﬂ‘:znl/?ﬁ:znyi (24)
w V4 g

ist, den man auch aus dem Experiment direkt gewinnen kannl.

Bei Beriicksichtigung der Rotation der Erde muBl man noch die Einwirkung
der Corioliskrifte in Rechnung setzen, die, da sie senkrecht auf die Schwingungs-
richtung des Pendels wirken, eine Drehung der Pendelebene hervorrufen, die in
dem Foucavrtschen Pendelversuch sichtbar gemacht wird2.

5. Geddmpfte Sehwingungen. Nehmen wir an, da8 ein unter der Wirkung
einer elastischen Kraft stehender Massenpunkt auBlerdem noch unter der Wirkung
einer Reibungskraft steht, was wir z. B. durch ein mathematisches Pendel
realisieren konnen, das in einem widerstehenden Mittel schwingt, dann tritt auf
der rechten Seite der Bewegungsgleichung (12) noch ein Glied von der Gestalt (6)
hinzu, so daf die Komponenten die Gestalt

annehmen. mé+xs+ Rs=0 (25)

Macht man hierin die Einsetzung (14), dann erh&lt man genau die Differential-
gleichung (54) § 10, deren Losung in § 10, 9. ausfiihrlich diskutiert ist. Fiir

B d. h.
g <@ R<2)/m»=R, (26)

erhélt man demnach eine geddmpfte, harmonische Schwingung mit der Kreis-
frequenz ” R
=V " gme @7
und dem logarithmischen Dekrement
2x

b=L g Zm
—ma“—‘—Roa = (28)
|/ &1

Uberschreitet B die ,kritische Reibung R, dann wird die Bewegung aperiodisch.

1 Vgl. ,,Exp.-Physik®, §15.
2 Vgl. ,,Exp.-Physik*, § 16.
p.-Fhy
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In beiden Fillen wird nach geniigend langer Zeit die Geschwindigkeit und
damit die kinetische Energie der Bewegung beliebig klein, das betrachtete System
ist demnach wie jedes System, in dem Reibungskrifte wirken, ebenso wie das
in 2. betrachtete System nicht konservativ.

6. Erzwungene Schwingungen. Wir wollen nun auf das oben betrachtete
System noch eine dufere periodische Kraft mit der Amplitude b und der Kreis-
frequenz @’ in der Richtung von s einwirken lassen, die wir nach dem Vorgange
von § 10, 6. in der Form b eiot

ansetzen kénnen. Diese Kraft kann z. B. durch die Wirkung einer im umgeben-
den Medium laufenden mechanischen, harmonischen Welle hervorgerufen sein
(vgl. §24, 4. und §26, 7.).

Die Bewegungsgleichung (25), um diese Kraft erweitert, lautet dann:

ms+x s+ Rs=b.elo't (29)
oder mit den Abkiirzungen § und w:
é-l—ﬂs—i—w%:%eiw'i. (30)

Die Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung wird, wie in der Theo-
rie der linearen Differentialgleichungen gelehrt wird, gefunden, indem man zu
der oben besprochenen Losung der homogenen Gleichung (25) eine partikulédre
Losung der inhomogenen Gleichung (30) hinzufiigt.

Durch Einsetzen iiberzeugt man sich, daB der Ansatz

§=A'eVt = g elregtet (31)

die Differentialgleichung (30) erfiillt, also eine partikulire Losung derselben
darstellt, wenn A’ der Gleichung
/ b

genﬁgt' A= [(wz — %) + ";.Bw,] m

Der Massenpunkt fiihrt also eine Bewegung aus, die als Uberlagerung einer
gedimpften Schwingung mit der Frequenz « (bzw. einer aperiodischen Be-
wegung) und der Bewegung (31), also einer ungeddmpften Schwingung mit der
Frequenz o’ aufgefalit werden kann. Die erste dieser beiden Bewegungen klingt,
wie wir oben gesehen haben, nach einer gewissen Zeit zu einem unmerklich
kleinen Betrag ab, so daBl nur die Schwingung (31) iibrigbleibt. Der Massenpunkt
wird also nach Verlauf einer gewissen ,,Einschwingungszeit® die mit der Frequenz
der &uBleren Kraft erfolgende periodische Bewegung (31) ausfithren, die wir
als ,erzwungene Schwingung® bezeichnen.

Thre Amplitude o’ ergibt sich aus (32) als Absolutbetrag von 4':

(32)

. b a/)
O Ve et et (33)
Tragen wir ¢’ als Funktion von @ bei gegebenem e’

auf, so erhalten wir Kurven von der Gestalt der
Abb. 53, die an der Stelle w =’ ein Maximum haben.
Die Amplitude der erzwungenen Schwingung ist

demnach ein Maximum, wenn die ,,Higenfrequenz w

mit der aufgezwungenen Frequenz o’ iibereinstimmt. v
Wir sprechen in diesem Falle von ,,Resonanz‘. Abb. 53.
Die Amplitude im Resonanzfalle ist nach (33) gleich
a’ (Res) = —b—,, (34)

mpw
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also um so groBer, je kleiner die Dédmpfung ist, und wichst fiir verschwindende
Diampfung unbeschriankt an. Die ,,Resonanzkurven® der Abb. 53 werden um so
schméler und hoher, je kleiner die Dampfung ist und um so breiter und niedriger,
je groBer die Dampfung ist.

Fir die Phasendifferenz y zwischen erzwungener Schwingung und Kraft
erhalten wir wegen

4'=12 Zm [(w?—w?) —ifw]=a'e”=a’ (cosy-}-isiny):
B o’

w?— 2"

tgy =— (35)

Die Schwingung bleibt also hinter der anregenden Kraft zuriick, und zwar um

einen Winkel zwischen 0 und %, wenn o’ << w ist, und um einen Winkel zwischen
—;— und 7z, wenn o’ > o ist. Im Resonanzfalle betrigt die Phasendifferenz gerade %
7. Bewegung in einem Gravitationsfelde. Nach dem Newronschen Gravi-
tationsgesetz! ziehen einander zwei Massenpunkte mit den Massen M und m in
einer Entfernung r mit einer in der Richtung der Verbindungslinie wirkenden
Kraft m M

f{|=—5-.¢ (36)
an (G = Gravitationskonstante). Wir kénnen diese Tatsache so deuten, daBl der
Massenpunkt M, den wir uns im Koordinatenursprung angebracht denken, von

einem Kraftfelde () umgeben ist, das auf den Massenpunkt m die Kraft —G mY

72
in der Richtung des Radiusvektors ausiibt. Ein solches Kraftfeld ist nach § 7, 2.
ein wirbelfreies, von einem einzigen Quellpunkt erzeugtes Feld, das sich von
einem Potential U ()= — G W; M (37)
ableiten 148t, wenn die Integrationskonstante so gewéhlt ist, daB der potentiellen
Energie bei unendlicher Entfernung der beiden Massen voneinander der Wert
Null zugeschrieben wird. Nach §18,4. ist dieses mechanische System kon-
servativ.

Wir wollen uns auf den Fall beschrinken, daB die Masse M sehr grof gegen-
itber m ist. Der Massenmittelpunkt des Systems wird dann praktisch mit M zusam-
menfallen und daher nach dem Satz von der Erhaltung des Massenmittelpunktes
§ 18, 2. der Massenpunkt M dauernd im Koordinatenursprung verweilen, wiahrend
m um ihn eine Bahn beschreibt. Gemé8 den in § 18, 3. angestellten Betrachtungen
wird dann auch der Drehimpuls von m in bezug auf den Koordinatenursprung
erhalten bleiben. Die Bahn von m liegt also mit M in einer Ebene und wird mit

konstanter Flichengeschwindigkeit durchlaufen (zweites

KrpPLERSsChes Gesetz).
Statt die Bewegungsgleichung anzusetzen und zu
% integrieren, konnen wir, was wesentlich einfacher ist,

von den beiden Sitzen von der Erhaltung des Dreh-

impulses und der Energie Gebrauch machen. Wir

— fihren in der Bahnebene (Abb.54) Polarkoordina-

Abb. 54 ten r und ¢ ein und zerlegen die Geschwindigkeit von m

o in zwei Komponenten, die eine in der Richtung von 1,

die andere senkrecht dazu, deren Betrége lauten £ und t@. Es ergibt sich daher

v2=5'2—{—r2¢2:<g—;¢)2+72¢2=¢2[7‘2—}—(%)2]~ (38)
1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, §9.




Dynamik des einzelnen Massenpunktes. 125
Der Betrag der Fléchengeschwindjgkeit ist nach (14) § 10

]ﬂ—zlrxbl r rY= —7‘2(;0 (39)
Mit Benutzung von (37), (38) und (39) konnen wir Energie- und Impulssatz in
der folgenden Form schreiben:
mv2+U__~_[ +( )2}_ G'r;LM:E’ (40)
2mffj=mro=y, (41)
worin £ und y Konstanten sind.
Durch Elimination von ¢ aus den beiden Gleichungen (40) und (41) erhalten
wir die Differentialgleichung der Bahnkurve

(ﬂ)z_*_,rz 2G"’2'2M 8__ 2'””2Er4:0.
4 7
Fithren wir darin die neue Variable y =1/r ein und setzen zur Abkiirzung
2m;E’ —C, 2Gfm;2M — B, (42)
v 7
so ergibt sich fiir y (¢) die Differentialgleichung
(42) '+ —By—c=0. (43)
Zur Integration von (43) filhrt man am einfachsten als neue Verdnderliche
statt y die Grofe o y__B/i_ _ y— B2 )
YV O+ B4 4
ein und erhélt nach einfacher Rechnung die Gleichung
dx\2
e o
die integriert die Losung x = sin (¢ + ) (46)

liefert, in der ¢, eine willkiirliche Integrationskonstante bedeutet.
Aus (46) ergibt sich mit Benutzung von (44)

. B

y=Asin(p+ @)+ 5
Verfiigt man hierin iiber ¢, so, daBl y fiir ¢ =0 seinen gréBten Wert hat, setzt
also @y = % und setzt fiir B aus (42) ein, so erhilt man die gesuchte Gleichung
der Bahnkurve: G’I;L:M ) (47)
Dies ist, wie aus der analytischen Geometrie als bekannt angenommen werden
kann, die Gleichung einer Kegelschnittskurve in Polarkoordinaten mit dem Brenn-
punkt als Ursprung. Als Spezialfall ergibt sich also das erste KepLERsche Gesetz,
das aussagt, dafl der Planet (m) um den Zentralkérpe. (M) eine Ellipse beschreibt,
in deren einem Brennpunkt der Zentralkorper steht. Ob die Bahn eine Ellipse,
Parabel oder Hyperbel ist, hingt von der GréBe der Konstanten 4, also von

der Wahl der Konstanten E und y ab.

Wir beschrinken uns nun auf eine Ellipsenbahn und versuchen, das dritte
KEeprLERsche Gesetz zu gewinnen. Da gemif3 unserer Verfiigung iiber ¢, die grofe
Achse der Ellipse dem Azimutwinkel ¢ = O entspricht, ist der ,,Parameter” p

%:Acosqy +

der Ellipse gleich dem Wert von r fiir ¢ =, also nach (47)

;}/2
P= G il (48)
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Da der Parameter p und der Flicheninhalt F der Bahnellipse mit den Achsen a
und & durch die bekannten Beziehungen
p=0ba, F=absx

zusammenhingen, erhalten wir fiir F/ mit Benutzung von (48)
3

—dp.a=2Y_ =
F=dl|p.n= ™ VR (49)

Anderseits gilt wegen der Konstanz der Flichengeschwindigkeit f nach (41)

—fp =Y
F=fr= am T (50)
worin 7 die Umlaufszeit bedeutet. Aus (49) und (50) folgt
T2 4 72
F=aU (51)

Bei gegebenem M sind also unabhingig von m und den sonstigen Bahnkon-
stanten die Quadrate der Umlaufszeiten den dritten Potenzen der groien Achsen
der Bahn proportional (dritfes KEPLERSches Gesetz).

Das Problem, die Bewegung von mehr als zwei Massenpunkten zu berechnen,
die einander nach dem Gesetz (36) anziehen, bildet das Mehrkdrperproblem
der Himmelsmechanik, das wegen seiner Schwierigkeit im Rahmen dieses Lehr-
buches nicht behandelt werden kann.

§ 20. Statik von materiellen Punktsystemen und starren Korpern.

1. Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines materiellen Punktsystems. Ein
einziger Massenpunkt befindet sich dann im Gleichgewicht, wenn die Summe aller
an ihm. angreifenden Krifte gleich Null ist. Zu diesen Kriften miissen natiirlich
auch noch die ,,Trigheitskrifte (§ 18, 7.) gerechnet werden, wenn das Koordi-
natensystem, in bezug auf das der Massenpunkt in Ruhe bleiben soll, kein Iner-
tialsystem ist.

In einem System von Massenpunkten sind jedenfalls das Verschwinden der re-
sultierenden Kraft & und des resultierenden Momentes I fiir das Gleichgewicht
notwendige Bedingungen (vgl. § 18), da ja im Gleichgewichtszustand die Impulse
simtlicher Massenpunkte und daher auch der gesamte Linearimpuls und der
gesamte Drehimpuls verschwinden miissen. Umgekehrt folgt aber aus dem
Verschwinden von & und It noch nicht das Verschwinden sémtlicher Einzel-
impulse. Die Bedingungen ® =0 und MM =0 fir das Gleichgewicht sind also
zwar notwendig, aber nicht hinreichend.

Wir nennen ein Gleichgewicht dann ,,stabil“, wenn bei einer kleinen Sto-
rung desselben das System eine Bewegung ausfithrt, die stets in der Nahe
dieser Gleichgewichtslage bleibt. Die notwendige und hinreichende Bedingung
hierfiir lautet bei einem konservativen System: Die stabile Gleichgewichtslage
ist jene Lage, fiir die die Funktion U (1, ..., ty) ein Minimum hat. Entfernt sich
némlich bei seiner Bewegung das System aus seiner Gleichgewichtslage, so wird,
wenn diese Bedingung erfiillt ist, die potentielle Energie zunehmen, die kine-
tische Energie also abnehmen miissen, so lange, bis diese ihren kleinsten Wert
angenommen hat, der sicherlich existieren muB, da sie nie kleiner als Null
werden kann. Von diesem Augenblicke an muB also die Bewegung so weiter-
laufen, daf die kinetische Energie wieder zunimmt, die potentielle Energie
wieder abnimmt, d. h. das System sich wieder der Gleichgewichtslage nihert,
worauf sich das Spiel wiederholen kann. Damit ist gezeigt, daBl bei geniigend
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kleiner Gesamtenergie, also bei kleiner Storung des Gleichgewichtes, das System
in der Tat stets in der Nahe der Gleichgewichtslage bleiben muf.

2. Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines starren Korpers. Unter einem
s,starren Korper verstehen wir ein starres System materieller Punkte. In § 11
sahen wir, daf sich die Bewegung eines solchen Punktsystems stets aus einer
Translation und einer Rotation um einen festen Punkt des Systems zusammen-
setzen laBt.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein in Ruhe befind-
licher starrer Korper von selbst keine Translationsbewegung beginnt, ist, da die
einzelnen Teile des Korpers gegeneinander keine Bewegung ausfiihren konnen,
offenbar identisch mit der Forderung, dal der gesamte Linearimpuls $ dauernd
gleich Null ist, daB also die resultierende Kraft ® =0 ist.

Analog ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB der Koérper
sich nicht von selbst um einen Punkt O in Rotationsbewegung setzt, das dauernde
Verschwinden des auf diesen Punkt bezogenen resultierenden Drehimpulses &,
also die Bedingung I =0.

DaB unter diesen Bedingungen auch keine Rotation um einen anderen Punkt
O’ des Systems stattfinden kann, 148t sich sogleich zeigen. Wir wihlen den Punkt O
zum Koordinatenursprung, dann ist nach (16) §18 wund (20) §18 das Dreh-
moment in bezug auf diesen Punkt gleich

N
M= >(r; X ). (1)
i=1

Ist 1, der Radiusvektor von O’ in bezﬁg auf 0, dann ist das Drehmoment 3’ in be-
zug auf O’ gleich

N N N
bl =§[(ri——ro) x 1] =§(ti X fi)~§(r(,f,.) =M—r1, R. (2)

Ist also ® =0, dann ist MW’ =IN. Ist demnach M =0, dann folgt, daBl auch IR’ in
bezug auf einen beliebigen anderen Punkt des starren Korpers verschwindet.
Die Bedingungen & =0 und I =0 sind also notwendig und hinreichend fiir das
Gleichgewicht des starren Korpers.

Die Arbeit eines beliebigen auf einen starren Kérper wirkenden Kraftsystems
bei einer kleinen Verschiebung erhdlt man mit Benutzung der Formel (12) § 11
und (32) §3 aus (24) § 18:

N N N N N
d4 =D fdr,= D' t0dt =Dt (v uxr)dt= [2’@ Do+ > (1 X r,.)] dt=
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N N N N
=| > tivg+ Tu (s x fi)}dtz [DOZ@—I— u e X f,-‘|dt =
=1 i=1 =1

i=1
= (0, ® + u i) dt, ®3)

worin der Term 9, ® die ,,Leistung” (Arbeit pro Zeiteinheit) der resultierenden
Kraft und uIR die Leistung des resultierenden Momentes darstellt. Im Falle
des Gleichgewichtes sind & und It gleich Null. Die bei einer beliebigen kleinen
Verschiebung aus der Gleichgewichtslage geleistete Arbeit 6.4 ist also gleich
Null, was gleichbedeutend damit ist, daBl die potentielle Energie U hier einen
stationdren Wert hat. Dies kann dann eintreten, wenn die Funktion U (¢, ..., Ly)
fiir die betreffende Lage entweder ein Maximum oder ein Minimum besitzt oder
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itberhaupt konstant, d.h. von den t; unabhingig ist. Im ersten Falle ist das
Gleichgewicht gemaB 1. stabil, im zweiten Falle nennen wir es ,,Jabil*, denn bei
einer Stérung des Gleichgewichtes wird U abnehmen, d. h. die kinetische Energie
wird zunehmen und der Kérper wird sich mit wachsender Geschwindigkeit aus
der Gleichgewichtslage -entfernen. Im dritten Falle sprechen wir von einem
»indifferenten Gleichgewicht, der Korper bleibt in jeder Lage, in die er versetzt
wurde, in Ruhe. .

3. Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Die eben angestellten Uber-
legungen iiber das Gleichgewicht eines starren Korpers lassen sich ohne weiteres
auf das Gleichgewicht eines Systems von starren Korpern iibertragen, deren ge-
genseitige Bewegung durch die Starrheit ihrer Begrenzungen behindert wird,
indem diese Grenzilichen aufeinander gleiten oder aufeinander abrollen. Bei-
spiele hierfiir sind: Bewegung einer Achse in einem Achsenlager, Abrollen einer
Kugel auf einer Unterlage, Gleiten in einer Schienenfithrung, Eingreifen von
Zahnen zweier Zahnrider ineinander u. dgl.

Nennen wir eine ,wirfuelle Verschiebung® eine solche, im iibrigen willkiirliche
Verschiebung, die mit den oben formulierten Bedingungen des Systems ver-
tréaglich ist, und ,,virtuelle Arbeit” die bei einer virtuellen Verschiebung geleistete
Arbeit, dann lautet in Verallgemeinerung des in 2. erhaltenen Resultates die
Bedingung fiir das Gleichgewicht in einem solchen System, daB die bei einer
kleinen virtuellen Verschiebung aus der Gleichgewichtslage geleistete virtuelle
Arbeit gleich Null sein muf8. Dies ist das ,,Prinzip der virtuellen Verschiebungen.
Es ist gleichbedeutend mit der Aussage, daBl in der Gleichgewichtslage des
Systems die potentielle Energie einen stationdren Wert haben soll. Wieder ist
das Gleichgewicht stabil, labil oder indifferent, wenn die potentielle Energie
dabei ein Minimum oder ein Maximum hat oder schlieBilich von der Lage un-
abhéngig istl.

4. Das Gleichgewicht des schweren Korpers. Wir untersuchen jetzt speziell
die Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines schweren Korpers, d.h. eines
starren Korpers, in dem auf jeden Massenpunkt von der Masse m; eine Kraft

ti=m;g.] (4)

einwirkt, worin j den vertikal nach abwirts weisenden Einheitsvektor und ¢ die
Beschleunigung der Schwere bedeuten.

Wir berechnen zunichst das resultierende Drehmoment dieser Krifte gemi
den Formeln (16) §18 und (20) § 18 und erhalten mit Benutzung von (4) und
Formel (12) §18

N N N
M= D', x fi=2ri><m,~gj_=<2mir,;>><gj=§ﬁ>< (Mgi)=Rx K, (5)

i=1 =1 i=1

worin & der Vektor des Gesamtgewichtes und R der Radiusvektor des Massen-
mittelpunktes ist. Das System der Krifte f; ruft also an dem Korper die gleiche
Wirkung hervor, als ob das Gesamtgewicht in seinem Massenmittelpunkst
konzentriert wire; aus diesem Grunde fiihrt der Massenmittelpunkt meist auch
den Namen ,,Schwerpunkt.

Die potentielle Energie des schweren Korpers ist demnach gleich der poten-
tiellen Energie eines im Schwerpunkt des Kérpers angebrachten Massenpunktes
der gleichen Masse, also gleich dem Gewicht des Korpers multipliziert mit dem
von irgendeinem beliebigen horizontalen Ausgangsnivean gemessenen vertika-

! Beziiglich der Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen auf das
Gleichgewicht der einfachen ,, Maschinen‘ sei auf ,,Exp.-Physik*, Kap. ITI verwiesen,
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len Abstand des Schwerpunktes. Sie ist ein Minimum, wenn der Schwerpunkt die
tiefste, mit den Bedingungen vertrigliche Lage einnimmt; dies ist gleichzeitig das
stabile Gleichgewicht des Korpers (Prinzip der tiefsten Schwerpunktslage). Das la-
bile Gleichgewicht ist dadurch charakterisiert, daf der Schwerpunkt darin seine
hochste Lage hat, und indifferent ist das Gleichgewicht schlieB8lich dann, wenn der
Schwerpunkt bei allen mit den Bedingungen des Systems vertréglichen Lagen
in der gleichen Hohe bleibt.

Ein um einen festen Punkt drehbar aufgehéngter Korper beispielsweise ist
dann im stabilen Gleichgewicht, wenn der Schwerpunkt sich vertikal unter,
im labilen Gleichgewicht, wenn er sich vertikal tiber dem Unterstiitzungspunkt
befindet; er ist schlieBlich im indifferenten Gleichgewicht, wenn der Unter-
stiitzungspunkt mit dem Schwerpunkt zusammenfillt. Eine Kugel auf ebener
Unterlage ist ferner im indifferenten Gleichgewicht auf unebener Unterlage
ist sie im stabilen Glelchgewmht auf dem Boden einer Mulde, im lab]len Gleich-
gewicht auf dem Gipfel eines Hiigels?.

5. Die Berechnung der Schwerpunktslage. Nach Formel (12), § 18 ist der
Radiusvektor des Schwerpunktes in einem diskontinuierlichen materiellen Punlkt-

system gegeben durch N
1
i=1

In einem kontinuierlich mit Materie erfiillten Korper kann man die Massen-
verteilung durch die Angabe der Masse g d V eines jeden Volumenelementes d V'
mit dem Radiusvektor t beschreiben. Die skalare Ortsfunktion g (r), die ,,Masse
pro Volumeneinheit, nennt man bekanntlich die ,,Dichte des Korpers. In
diesem Falle verwandelt sich die Summe in der Formel (6) in ein iiber alle
Volumenelemente erstrecktes Integral. Fiir die Lage des Schwerpunktes erhilt

man daher 1
5 2| {erar, o

worin das Integral iiber den ganzen Kérper zu erstrecken ist. Fiir die drei recht-
winkeligen Koordinaten des:Schwerpunktes folgt aus (7)

EZ%SSSQCMV’ n:%ggggydﬂ C:—j:iggg@de. (8)

Ist die Dichte réumlich konstant und bezeichnet man das Volumen des
Korpers mit V, dann gilt wegen M =g V statt (7) und (8)

E}tz%gggrcﬂ/’, (9)

{-‘:%—Sggxdﬂ n:%gggydv, C:%Sggde (10)

Wir besprechen einige einfache Beispiele:

a) Hat der Korper ein Symmetriezentrum, in bezug auf das sowohl seine
Dichteverteilung als auch seine Begrenzungsflichen symmetrisch sind, dann
{allt, wie unmittelbar einleuchtet, der Schwerpunkt mit dem Symmetriezentrum
zusammen, So liegt der Schwerpunkt einer homogenen Kugel in ihrem Mittel-
punkte und der Schwerpunkt eines homogenen Kreiszylinders im Halbierungs-
punkt seiner Achse.

1 Beziiglich weiterer Beispiele vgl. ,,Exp.-Physik®, Kap. III.
Firth, Theor. Physik. 9
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b) Der Schwerpunkt S einer homogenen Platte mit der konstanten Dicke D
liegt offenbar in der zur Platte parallelen Mittelebene, die wir als z-y-Ebene
wiahlen (Abb. 55). Die Begrenzungsflichen der Platte
schneiden diese Ebene in einer geschlossenen Kurve
y =f (z). Nennen wir die von dieser Kurve einge-
schlossene Fliche F und das Flichenelement dF,
dann ist wegen V=D .F und dV =DdF nach (10)
& :%S SxdF:%S rydx= g zydx: Sydx]
) ) ‘ Lo
i Z?S Sde :TS rydy= Sxydy :SxdyJ'

worin die Integrationen iiber den vollen Wertebereich
der Variablen z und y zu erstrecken sind.
¢) Der Schwerpunkt eines zylindrischen Stabes,
in dem die Dichte nur von der lings der Stabachse gemessenen Koordinate z
abhingt, liegt auf der Achse. Ist der Querschnitt des Stabes @ und seine Linge
L, dann ist dV =0 .dz und

Ty
MZSSSQdV:QSde (g—x, = 1),
Zy
daher %3 Ty
‘f:SQxdx:\de. 12y
(51 5;71
Tragt man die Funktion p (x) als Ordinate y iiber der Stabachse x auf, so
wird die Formel (12) mit der ersten der Formeln (11) identisch. Die Abszisse des
Schwerpunktes der in Abb. 55 schraffiert gezeichneten Fliche
ergibt also den Schwerpunkt des Stabes in der vorliegenden
Aufgabe.
d) Der Schwerpunkt eines geraden homogenen Kreiskegels
liegt aus Symmetriegriinden auf seiner Achse, die wir als z-
Achse wahlen (Abb. 56). Die z-y-Ebene falle in die Grund-
fliche. Wir nennen seine Hohe H, den Radius seiner Grund-
fliche R und wihlen als Volumenelement eine diinne Schicht
von der Hohe dz parallel zur Grundfliche. Dann ist

dV:dz.R%z(HEZ>2,
also nach (10)
1 H H
P 2
C:HVSS%defmiﬁSzR%<Hﬁz>dz=4%&z@L~@Wz=

0
3 (H‘l 2H* ﬁ)_ﬁ_

V= RnH, (13)

2 3 4
Der Schwerpunkt liegt also in einem Viertel der Hohe des Kegels.

= HR\ 4

§21. Dynamik des starren Korpers.

1. Translation. In § 11, 2. sahen wir, daB die Bewegung eines starren Punkt-
systems im Raume stets aus einer Translation und einer Rotation um einen
festen Punkt zusammengesetzt werden kann. Wir wollen zunichst die Bewegungs-
gleichung fiir die Translation des starren Kérpers herleiten.
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Nach (6) § 18 und (11) § 18 gilt fiir ein beliebiges Punktsystem die Gleichung

= %2’ m; T 1)

Da, bgi der Translationsbewegung alle Massenpunkte die gleiche Geschwindigkeit
t; = R haben, so folgt aus (1) Q=M. % @)

worin R den Radiusvektor eines beliebigen Punktes des starren Koérpers und M
seine Masse bedeutet.

Die Bewegungsgleichung fiir die Translation eines starren Kérpers ist also
formal identisch mit der Bewegungsgleichung eines einzigen Massenpunktes
(1) §18, auf den die Gesamtkraft & wirkt und in dem man sich die Gesamtmasse
des Korpers vereinigt denkt.

2. Rotation um eine feste Achse. Hilt man einen Punkt des starren Koérpers
fest, den man zum Koordinatenursprung wihlt, dann kann der Kérper bloB
eine Rotationsbewegung um diesen Punkt ausfithren (vgl. §11,2.). Die ent-
sprechende Bewegungsgleichung erhalten wir aus der fiir jedes Punktsystem
giiltigen Gleichung (19) § 18, die unter Benutzung der Formeln (17) § 18 und
(20) § 18 ergibt

N
d .
M=—= ¥ m, (1 X1y, 3)
=1

Hier bedeutet 9t das resultierende Moment der an dem starren Kérper an-
greifenden duBleren Krifte. Die Kraft, mit der wir den Punkt O festhalten miissen,
damit der Kérper keine Translation ausfiithrt, ergibt zu diesem Drehmoment
keinen Beitrag.

Setzen wir fiir  den fiir die Rotation des starren Korpers giiltigen Aus-

druck (9) §11 P

ein, so erhalten wir die gesuchte Bewegungsgleichung:

N
M= Xl (uxz), @)
f=
worin die Summation iiber alle Massenpunkte des starren Korpers zu erstrecken
ist. Thre Losung ergibt den Rotationsvektor 1 als Funktion der Zeit, wobei
sich im allgemeinen sowohl der Betrag als auch die Richtung von u veridndern
wird.

Wir wollen jetzt noch einen zweiten Punkt O’ des starren Kérpers festhalten,
so daB er gezwungen wird, um eine durch die beiden Punkte hindurchgelegte,
im Raume feste Achse zu rotieren. Wir nennen den in die Richtung dieser Achse
weisenden Einheitsvektor a und bilden die Komponente D von (4) in der Richtung
von a. Da die Kraft, die wir in O’ anbringen miissen, um die Achse in ihrer Lage
zu erhalten, senkrecht auf a steht, liefert sie zu der Komponente des Dreh-
momentes in der Richtung von a keinen Beitrag, und wir erhalten aus (4) wegen

U=aw 4 N
D=a.%=ﬂ{w2mia[‘cix(axri)]}. (5)
i=1
Mit Benutzung der Vektorformeln (24) § 3 und (32) § 3 konnen wir die fol-
gende Umformung vornehmen (vgl. Abb. 57):

afr; X (aXr)l=(aX1). (aX1;)=|aX>=(r;sin ¢ =a?
9*
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wobei a;, der Abstand des i-ten Massenpunktes von der Achse, sich wihrend der
Bewegung nicht &ndert. Die Summe in der Formel (5) ist also zeitlich konstant
und wir kénnen sie in der Form

W
D=Tw=T.8 (6)
schreiben, worin § die Winkelbeschleunigung bedeutet und ge-
Y setzt ist: N ¥
T—= Zmz la X t;2= Zml a?. (7)
i=1 i=1

Die Grofe T nennt man das auf die Achse O—O0’ bezogene

»» Trégheitsmoment’* des Korpers. Es ist, wie man sieht, nur von

der Lage der Achse in dem Korper, nicht aber von der Lage des
Punktes O abhingig.

Abb. 57. Die Komponente D des Drehmomentes der &suBeren Krifte

in der Richtung der Rotationsachse lautet, ebenfalls mit Hilfe

der Formel (32) § 3 umgeformt, mit Benutzung der Formeln (16) §18 und (20) §18

Sea

N N N
D=am=a(xt)="t@xr)="ka, (8)
i=1 i=1 i=1

worin %, die Komponente der Kraft ¥, in der im Angriffspunkte P auf der Ebene
(t;, o) senkrechten Richtung bedeutet und @, wie oben den Abstand des Punktes
P von der Achse. D ist also ebenfalls von der Lage von O unabhéngig und nur
von der Lage der Achse im Kérper abhéngig; wir wollen D als das ,,Drehmoment
der dGuferen Krifte in bezug auf die Achse o bezeichnen.

Die Grofie G —Tw )

nennen wir den ,,Drehimpuls des starren Korpers in bezug auf die Achse a.

Wir kénnen dann die Bewegungsgleichung (6) in der Form

schreiben. D=6 (10)
Fiir die kinetische Energie der Rotationshewegung um eine feste Achse er-

halten wir schlieBlich mit Benutzung von (7) und (9)

N bf
1 21 e T o G
L_?Zmivi --?Zmi (@; ) = 5 0 = 57 (11)
i=1

i=1

Die Gleichungen (6), (9), (10) und (11) zeigen eine formale Analogie mit den
auf den einzelnen Massenpunkt beziiglichen Gleichungen (1), (6), (9) und (26)
des § 18, wenn man die GréBen D, T, G, w, f mit den entsprechenden Grofen
£, m, p, v, b in Beziechung setzt.

Ist D=0, dann ist G konstant und & =0. Ein starrer Korper bewegt sich
also um eine feste Achse mit konstantem Drehimpuls bzw. mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit, wenn das Drehmoment der &uBeren Krifte in bezug auf die
Achse gleich Null ist.

3. Hauptirigheitsachsen und Haupttrigheitsmomente; das Triigheitsellipsoid.
Zu jeder durch den Punkt O (Abb. 57) gelegten Achse gehért gema der Formel (7)
im allgemeinen ein verschiedenes Tragheitsmoment 7'. Ist wieder a der Einheits-
vektor in der Richtung der Rotationsachse, sind ferner i, j,  die Einheitsvektoren
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in der Richtung der Koordinatenachsen und «, 8,y die Winkel von a gegen die
Koordinatenachsen, dann kénnen wir schreiben

N
T :——Zmi (i cosx + cos B+ £ cos p) X 1,2
i=1

N N N
= coszchmi [t X 1,2+ cos? ‘827"" i X t;2+ cos? yZmi |t X t,24
; i=1 i=1

i=1

N N
-+ 2 cos & cos ﬁZml (tx1,) (i X t;)+ 2 cosx cos yZ'mi (Ixt) (Ext)+

=1 i=1

N
+2 cos 8 cos yZmi (I Xt (X 1y)- (12)

i=1

T ist also eine quadratische Form in den Komponenten des Vektors a, deren
Koeffizienten man gemiB Formel (12) §4 als die Komponenten eines sym-
metrischen Tensors auffassen kann. Wie im §4, 4. gezeigt wurde, kann man es
durch geeignete Wahl des Koordinatensystems stets bewirken, da von den
sechs Komponenten dieses Tensors nur die drei Diagonalkomponenten iibrig-
bleiben, die wir mit 4, B, C bezeichnen wollen. Die Formel (12) nimmt dann

die Gestalt an T =A cos?x -+ B cos? f+ C cos? y. (13)

Setzt. man ¢ =0, f =y = g—, 148t man also a mit i zusammenfallen, dann wird

T=A. A ist also nichts anderes als das Trigheitsmoment des betrachteten
Korpers um die i-Achse; analog sind B und C die Trigheitsmomente um die
Achsen j und f. Wir nennen daher 4, B, C die ,,Hauptirdgheitsmomente* des
Korpers, die zugehérigen Achsenlagen die ,,Haupttrdgheitsachsen’‘. Das Trig-
heitsmoment 7T in bezug auf irgendeine Achse durch den Punkt O driickt sich
demnach durch die Winkel gegen die durch den gleichen Punkt hindurchgehcnden
Haupttrigheitsachsen und die zugehorigen Haupttrigheitsmomente 4, B, C
gemifB der Formel (13) aus.

Trigt man von O aus nach allen Richtungen Vektoren y mit den Kompo-
nenten &, n, { auf, die mit a und T durch die Beziehungen

gz#a, E:—Vl—Tcosa, n:#cosﬂ, =-l—/%cos'y (14)
verbunden sind, so daB T— ﬁ (15)
gilt, dann folgt durch Einsetzen von (14) in (13) die Gleichung

AB+ Bpr-002=1. , (16)

Die Endpunkte der Vektoren g liegen also auf einem Ellipsoid mit der Glei-
chung (16), dessen Achsen mit den Haupttragheitsachsen zusammenfallen und
die Langen 1/ VA, 1/ VB, 1 /]/0 haben. Es fithrt den Namen ,,T'rdgheitsellipsoid‘*.
Seine Konstruktion ergibt unmittelbar die Trigheitsmomente in einer beliebigen
vorgeschriebenen Richtung, da ein von O aus in dieser Richtung gezogener

Strahl gemifl (15) das Trigheitsellipsoid im Abstande 1 /]/"1—’ von O schneidet.
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Wir sehen schlieflich, daB die Achse des gréBten und die des kleinsten Trag-
heitsmomentes, also das Minimum und das Maximum von 7T mit je einer der
Haupttragheitsachsen zusammenfallen.

4. Der Steinersche Satz. Wir untersuchen nun, wie sich
das Trigheitsmoment bei Parallelverschiebung der Rotations-
achse in einem starren Korper verdndert (Abb. 58). Nennen
wir wie frither & den Radiusvektor des Schwerpunktes S
in bezug auf O und den Radiusvektor von S zum i-ten
Massenpunkt ¢, dann ist

ri:til+ ER

Abb. 58. und nach Formel (7)

_Zm,la X f{l2=2mz ‘a X (t + %)’2_

i=1

-—Zm la X t/P+|a RE. M+2

i=1

=1

Hierin ist der erste Term gleich dem Triagheitsmoment 7" in bezug auf eine
durch den Schwerpunkt in der Richtung a hindurchgelegte Achse. Der Aus-
druck |a %] ist gleich dem Abstand b der beiden durch O und § hindurchgehenden

parallelen Achsen, der dritte Term mufB3 verschwinden, weil die Grofe Zm t,
nach Formel (12) § 18 verschwindet. Wir kdnnen also schreiben R

T=T"+MP. an

Das Triagheitsmoment in bezug auf irgendeine durch den Korper gelegte
Achse ist also gleich dem Trigheitsmoment um eine parallel hierzu durch den
Schwerpunkt gelegte Achse vermehrt um das Trigheitsmoment des im Schwer-
punkt konzentriert gedachten Korpers in bezug auf die erste Achse. Dieser Satz
heiBlt der ,,STEINERsche Satz‘ iiber das Tréagheitsmoment.

B. Beispiele fiir die Berechnung von Trigheitsmomenten. Die Formel (7)
ergibt fiir einen kontinuierlich mit Masse von der Dichte g erfilllten Korper
(vgl. §20, 5.) zur Berechnung des Trigheitsmomentes die Formel

T=g§_§9a2dv, (18)

worin @ den Abstand des Volumenelementes d V von der Achse bedeutet. Ist o
iiberall konstant, dann vereinfacht sich die Formel (18) in

T:ggSSade. (19)

Als Anwendungen dieser Formeln rechnen wir die folgenden Beispiele durch:

a) Das Trigheitsmoment eines homogenen, geraden Kreiszylinders von der
Linge L und vom Radius R um seine Rotationsachse berechnen wir mittels
der Formel (19), indem wir darin als Volumenelement das Volumen eines
Hohlzylinders von der Dicke dr, also dV =2rmLdr einfiithren:

R
=9L8r2.2rnd7‘=
0

oLR'n MR
2 T2

(20)

worin M die Masse des Zylinders bedeutet.
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b) Das Trigheitsmoment des gleichen Zylinders um einen durch den Schwer-
punkt gehenden Kreisdurchmesser als Achse finden wir, wenn wir in den Zylinder

ein Koordinatensystem legen, dessen xz-Achse mit der Zylinder-
achse und dessen z-Achse mit der betrachteten Rotationsachse A
zusammenfillt (Abb. 59), aus . : y,“\}/“’
L .
T3 4+b+R +R ' !
2 L2 e
Tzzgg S S(xz—{—yz)dx dydz:gg-s—Lb(T—i—bz)dz: v
A A
By bR —k Abb. 59.
+R +R
— 3
— % L3 S VR—22.dz -{—% Lo S (R2—22)'dz =
—R —R
— L I pe CrRg=yu(L EZ)
=2 mat+ SLR n-M(lz-i— =) 21)

Solange demnach L>[/3 . R ist, ist das Trigheitsmoment T, groBer als T',.
Die Zylinderachse ist dann die Haupttrigheitsachse kleinsten z
Trigheitsmomentes, die darauf senkrechten Achsen sind
Achsen groBten Trigheitsmomentes und alle untereinan-
der gleichwertig. Das Trigheitsellipsoid ist ein verldngertes
Rotationsellipsoid.

2

¢) Das Triagheitsmoment einer homogenen Kugel vom
Radius R um einen ihrer Durchmesser erbdlt man, wenn
man als Volumenelement einen Zylinderring mit der Hohe
dz und dem Radius  und der Dicke dr wahlt, dessen Mittel-
punkt im Abstande z vom Kugelmittelpunkt auf der
Rotationsachse liegt (Abb. 60), also dV =2rzdr . dz setzt.
Nach Formel (19) foigt Abb. 60.

+Rb +R +R
2 bt 7o
T=p\\r?.2rxdzdr=2pm sz:—z— (R2—222d z=
—~RO —R —R

8 2
= yoRn=7 MR (22)

6. Torsionsschwingungen; das physische Pendel. Wir nennen das Moment D
ein ,.elastisches Torsionsmoment‘, wenn es mit dem von einer bestimmten
Ruhelage aus gerechneten Drehwinkel ¢ um die Rotationsachse durch die

Gleichung D=—5.¢ (23)
zusammenhéngt (vgl. § 23, 5.). Die positive Konstante ¢ ist gleich dem Betrage
von D fiir eine Verdrehung um den Winkel 1 aus der Ruhelage; wir nennen sie
das ,,Direktionsmoment’‘. Gemé Formel (6) lautet in diesem Falle die Bewegungs-
gleichung TH=—0.p. (24)

Diese Gleichung ist formal vollkommen identisch mit der Bewegungsgleichung
eines Massenpunktes unter der Wirkung einer elastischen Kraft (12) § 19, wenn
man darin ¢ durch ¢, m durch 7' und % durch ¢ ersetzt. Die Bewegung ist also
eine harmonische Schwingung, eine ,,Torsionsschwingung‘‘ mit der Schwingungs-

dauer 5
T=2x l/ 5 (25)
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Analog lassen sich die Betrachtungen von § 19, 5. und 6. iiber die geddmpfte
und erzwungene Schwingung ohne weiteres auf die Torsionsschwingungen eines
starren Korpers iibertragen, was wohl nicht ndher ausgefiihrt werden muB.

Zum gleichen Typus gehort auch die Bewegung eines ,,physischen Pendels®,
worunter man einen schweren, starren Korper versteht, der um eine festgehaltene,
horizontale, nicht durch den Schwerpunkt hindurchgehende
Achse drehbar ist (Abb. 61). Fiir das Moment D finden wir in
diesem Falle, da wir uns nach §20, 4. das Gesamtgewicht durch
die im Schwerpunkt angreifende Kraft Mg ersetzt denken

kénnen, D=—Mgs.sing, (26)

worin s den Abstand des Schwerpunktes von der Achse und ¢
den Winkel zwischen dieser Strecke und der Vertikalen be-
deutet. Die Stellung ¢ =0 ist nach § 20, 4. die stabile Gleich-
gewichtslage des Pendels.

Fiir kleine Winkel ¢ konnen wir sin g durch ¢ ersetzen und
schreiben =—Mgs.q. (27)
Man sieht, daB die Schwere mit dieser Beschrinkung ebenso wirkt wie eine ela-
stische Torsionskraft (23) mit dem Direktionsmoment

|
|
|
7
|
I

Abb. 61.

0=DMygs, (28)
die Schwingungsdauer ist also nach (25) gleich
T N

Das in §19,4. behandelte mathematische Pendel ist nichts anderes als ein
physisches Pendel, bei dem die ganze Masse wirklich im Schwerpunkte vereinigt
ist; da in diesem Falle nach (7) s=1, T =M P2 ist, erhalten wir aus (29) in der
Tat die Formel (24) § 19 fiir die Schwingungsdauer des mathematischen Pendels.

Setzt man fiir 7' in (29) aus Formel (17) ein, so sieht man, daB fiir eine gege-
bene Richtung der Achse in dem betrachteten Korper die Schwingungsdauer
nur vom Abstand s der Achse vom Schwerpunkt abhingt. Die Erzeugenden eines
jeden Kreiszylinders, dessen Achse durch S hindurchgeht, ergeben also, wenn
man den Korper um sie als Pendelachse schwingen 148t, die gleiche Schwingungs-
dauer.

Da s der quadratischen Gleichung

gt T _

5t =0 (30)

gehorcht die stets ein Paar reeller Wurzeln s, und s, ergibt, sieht man, da zu

einer gegebenen Schwingungsdauer 7 zwei solche Kreiszylinder mit den Radien

s, und s, gehoren (Abb. 62). Thre Summe ist gleich dem ne-

gativ genommenen Koeffizienten des linearen Gliedes in (30),
72

also gleich g
81+ 8= ) (31)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nach Formel (24) § 19
gleich der Lénge ! eines mathematischen Pendels, mit der
gleichen Schwingungsdauer 7, der sogenannten ,reduzierfen
Pendellinge*. Nach (31) gilt fiir sie die Gleichung

l=s;+8,. (32)

In der Ebene senkrecht zur vorgeschriebenen Achsenrichtung gibt es also auf
jeder Geraden durch S zwei Punkte O, und O,, durch die Achsen gleicher Schwin-

82—
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gungsdauer hindurchgehen. Thr Abstand ist gleich der zugehérigen reduzierten
Pendellinge. Hierauf berubt das ,,Reversionspendel”, das zur Messung der
Schwerebeschleunigung g Verwendung findet!.

7. Rotation um einen festen Punkt. Freie Achsen. Hilt man einen Punkt
des starren Korpers fest, dann wird, wenn das resultierende Moment der duBeren
Krifte M verschwindet, zwar die Summe auf der rechten Seite der Gleichung (4),
der auf diesen Punkt bezogene Drehimpuls, erhalten bleiben, die Richtung der
Achse im Raume jedoch und die Winkelgeschwindigkeit der Rotation werden
sich im allgemeinen dauernd verindern. Wir legen uns die Frage vor, unter
welchen Umstinden dies nicht der Fall sein, der Koérper also mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit um eine Achse mit konstanter Richtung rotieren wird,
ohne daf diese Achse durch ein Lager wie in 2. festgehalten wird. Wir wollen
eine solche Achse eine ,,freie Achse’“ nennen.

Die Bedingung dafiir, daf die Rotationsachse eine freie Achse sei, 1iBt sich
am einfachsten formulieren, wenn man ein Koordinatensystem benutzt, das mit
dem Korper mitrotiert. Von diesem Koordinatensystem beurteilt, mufl dann der
Korper im Gleichgewicht sein, d. h. das resultierende Moment der Zentrifugal-
krifte in bezug auf diese Achse mu83 nach § 20, 2. verschwinden.

Ist dies nicht der Fall, dann wird sich der Koérper mit einer vom mitbewegten
Bezugssystem gemessenen kinetischen Energie L' bewegen. Seine Gesamtenergie L
setzt sich aus dieser Energie L’ und der kinetischen Energie L'’ der Rotation um
die betrachtete Achse zusammen. Die letztere 148t sich mit Benutzung der Formel
(11) in der Gestalt T g

L'=Goi=45p
schreiben, so daB die Gleichung gilt

L=L4+I'=L'+ 2. (33)

Da in dieser Gleichung L und G' wegen des verschwindenden IR konstant
bleiben miissen, mufl L' um so groBer sein, je gréBer 7' ist.

Wird also wihrend der Bewegung des Korpers infolge der Verlagerung der
Achse im Koérper das Trégheitsmoment gréfer, dann wichst im bewegten Be-
zugssystem gemessen die kinetische Energie L', die potentielle Energie U der
Trigheitskrafte nimmt also ab und umgekehrt. Die potentielle Energie hat
demnach ein Minimum, wenn 7' ein Maximum hat.

Da nach §20, 2. das stabile Gleichgewicht durch das Minimum der poten-
tiellen Energie gekennzeichnet ist, folgt, daB der Koérper im bewegten Bezugs-
system dann und nur dann im stabilen Gleichgewicht ist, d. h., im Inertialsystem
betrachtet, dann und nur dann mit konstanter Winkelgeschwindigkeit stabil um
eine freie Achse rotieren kann, wenn diese Achse mit der Haupttrigheitsachse
groffiten Tragheitsmomentes zusammenféillt. Kleine Storungen der Bewegung
dubBern sich in diesem Falle in einer Pendelung der Rotationsachse um diese
Haupttragheitsachse.

Da das Maximum der potentiellen Energie ein labiles Gleichgewicht kenn-
zeichnet, kann eine gleichférmige Rotation um eine freie Achse auch dann er-
folgen, wenn diese Achse die Haupttrigheitsachse kleinsten Trigheitsmomentes
ist. Doch wird in diesem Falle eine noch so kleine Stérung die Bewegung voll-
kommen veréndern.

Ist schliellich das Trégheitsellipsoid eine Kugel, dann kann der Kérper um
jede Achse als freie Achse rotieren.

1 Vgl. ,,Exp.-Physik* §15.
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8. Kreiselbewegung. Als Beispiel fiir eine Rotationsbewegung um einen
festen Punkt, bei der das resultierende Moment der duBeren Krifte It von Null
verschieden ist, betrachten wir noch die Bewegung eines schweren Kreisels. Er
sei in bezug auf seine Achse, die gleichzeitig Haupttrigheitsachse mit maximalem
Tragheitsmoment sein soll, rotationssymmetrisch gebaut. Erteilt man dem Kreisel
um seine Achse eine bestimmte Winkelgeschwindigkeit @ und hilt man das
untere Ende der Achse fest, dann beschreibt sie, wie das Experiment lehrt!, um
die Vertikale durch diesen Punkt einen Kegelmantel mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit Q. Das Zustandekommen dieser ,,Prizessionsbewegung’ 148t
sich auf Grund der oben abgeleiteten allgemeinen Sitze verstehen und ihre
Winkelgeschwindigkeit {2 berechnen.

Ist 2 klein gegen w, dann fillt der Rotationsvektor der zusammengesetzten
Bewegung, der sich gemdB Formel (11) § 11 aus den Rotationsvektoren von £
und o additiv zusammensetzt, in jedem Augenblick sehr angendhert mit der
Kreiselachse zusammen. Wir wollen annehmen, daB dies genau erfiillt sei. Der
Kreisel dreht sich dann in jedem Augenblick um die freie Achse gréBten Trigheits-
momentes, die Drehmomente der an ihm angreifenden Trigheitskrifte heben
einander also stets auf.

Die Vertikalkomponente des gesamten Drehimpulses bleibt bei dieser Be-
wegung konstant, der Vektor der Horizontalkomponente & dreht sich mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit £ herum und hat den konstanten Betrag
|8 =Twsin®, worin T das Trigheitsmoment des Kreisels um eine durch den
festgehaltenen Endpunkt der Kreiselachse hindurchgehenden, zu ihr senkrecht
stehenden Achse und ©# den Winkel zwischen der Kreiselachse und der Vertikalen

bedeutet. Der Vektor & steht daher stets senkrecht auf ® und dreht sich in der
Horizontalebene ebenfalls mit der Winkelgeschwindigkeit {2 herum ; sein Betrag ist

6| = |82 =Tw Qsind. (34)

Auf den Kreisel wirkt nun ein durch die Schwere hervorgerufenes Dreh-
moment It ein, das in jedem Augenblick horizontal gerichtet ist, senkrecht auf
& steht und den Betrag |90 =Mgs . sind (35)

hat. Die Bewegungsgleichung (10) ist, wie man sieht, in jedem Augenblick fiir
jede Richtung im Raume erfiillt; denn in der Vertikalrichtung ist die Kompo-
nente von I gleich Null und der Drehimpuls ist, wie oben erwdbnt wurde, kor}-

stant; in der Horizontalebene fillt die Richtung von IR mit der Richtung von ®
in jedem Augenblick zusammen und da die Beitrige konstant sind, geniigt es,
um die Bewegungsgleichung zu erfiillen, wenn man die Ausdriicke (34) und (35)
einander gleich setzt, also verlangt, dafl
_ Mgs  Mgs

2= Tw ~— @
gilt, worin G' nach (9) den Drehimpuls um die Kreiselachse bedeutet.

Die beschriebene Prizessionsbewegung ist also mit den mechanischen Be-
wegungsgleichungen in der Tat vertriglich und erfolgt mit der Winkelgeschwindig-
keit (36). Macht man o geniigend groB, so ist {2 klein; die oben gemachte verein-
fachende Annahme, dafl Q klein gegen w sein soll, 148t sich also stets dadurch
erfiillen, da man die Winkelgeschwindigkeit der Kreiselrotation geniigend grof3
macht. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, dann fillt die Momentanrotationsachse
des Kreisels mit seiner Haupttragheitsachse nicht zusammen und wir erhalten
daher eine Bewegung, die man nach 7. als eine Art Pendelung um die hier be-
schriebene Bewegung auffassen kann, die man ,,Nufation nennt.

1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, §18.

(36)
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Achtes Kapitel
Mechanik elastischer Festkorper.

§ 22. Aligemeine Prinzipien der Statik elastischer Korper.

1. Der elastische Festkorper. Unter einem ,.elastischen Festkorpere verstehen
wir im Gegensatz zu einem starren Korper ein materielles Punktsystem, das bei
Abwesenheit duBerer Krifte, unter der Wirkung der inneren Krifte allein, eine
bestimmte Gleichgewichtskonfiguration einnimmt; diese soll unter der Ein-
wirkung duBerer Krifte kleine Verénderungen erfahren, die allein durch diese
Krifte bestimmt und von der Vorgeschichte des Systems unabhéingig sind. Wie
sich durch den Versuch zeigen 14Bt', geniigen die meisten Festkérper dieser
Forderung, sofern die Deformationen gewisse Grenzen, die ,,Elastizitdtsgrenzen
nicht iiberschreiten. Die beim Uberschreiten der Elastizititsgrenzen auftretenden
Erscheinungen der ,,Verformung*, der ,,Plastizitit* und der ,.elastischen Nach-
wirkung* sollen hier keine Beriicksichtigung finden2.

Vom Standpunkte der Atomtheorie erscheint der Festkorper als ein aus
Atomen zusammengesetztes Gebilde, die an bestimmte Lagen gebunden sind.
Durch die Anordnung der Atome im Raume, die in der Regel durch ein ,,Kristall-
gitter'® beschrieben werden kann, ist der mechanische Zustand des Korpers
bestimmt. Eine Deformation des Korpers wird beschrieben, indem fiir jedes
Atom oder, allgemeiner, jeden Gitterbaustein die Verschiebung aus der normalen
Ruhelage angegeben wird.

In makroskopischen Dimensionen kénnen wir geméfB § 2, 2. den materiellen
Korper als Kontinuum auffassen. Die Beschreibung der Deformationen eines
solchen Korpers kann demnach mit den Hilfsmitteln der Kinematik der deformier-
baren, kontinuierlichen Punktsysteme erfolgen, die wir in §11, 3. und § 11, 4.
kennengelernt haben.

Zur Herstellung einer Deformation in einem elastischen Korper ist erfahrungs-
gemilB eine Arbeit, die ,,Deformationsarbeit* erforderlich. Das heillt, daBl in dem
Koérper durch die Deformation Xrifte geweckt werden, die bestrebt sind, die
Deformation wieder riickgéingig zu machen.

Vom Standpunkte der Atomtheorie wird das System dieser elastischen Krifte
beschrieben durch die Angabe der auf jeden einzelnen Gitterbaustein des Kérpers
wirkenden, durch die Verschiebung der Gitterbausteine hervorgerufenen Kraft.

Vom Standpunkte der Kontinuumtheorie werden die im Innern des Kérpers
wirkenden elastischen Krifte beschrieben, indem man sich den Kérper in kleine
Volumenelemente eingeteilt denkt und fiir jedes Volumenelement dV in der
Lage ¢ die darauf wirkende Kraft {.dV angibt. Die Beschreibung erfolgt also
durch die Angabe des Vektorfeldes f (t), wobei { die Bedeutung einer ,,Kraft pro
Volumeneinheit‘‘ hat. Hierzu kommen nun noch die auf die Oberfliche des Kérpers
wirkenden elastischen Krifte, die sich beschreiben lassen, indem man die Ober-
flache in kleine Flichenelemente unterteilt denkt und fiir jedes solche Flichen-
element dF in der Lage v mit dem nach innen weisenden Normalvektor n die
darauf wirkende Kraft § . dF angibt. Die Beschreibung der Oberflichenkrifte er-
folgt also durch die Vektorfunktion P (r, n). Die ,,Kraft pro Flicheneinheit* 3
nennen wir die ,,elastische Spannung‘‘.

1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, §19.

> Vom experimentellen Standpunkte sind diese Erscheinungen in ,,Exp.-Physik*,
§ 20 behandelt.

8 Beziiglich der experimentellen Beweise hierfiir und genauerer Einzelheiten vgl.
,»Exp.-Physik¢, § 21.
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In diesem Lehrbuche wollen wir uns auf die Darstellung der klassischen Kon-
tinuums-Elastizitdtstheorie beschréinken. Thre Aufgabe besteht erstens in der
Aufstellung des Zusammenhanges zwischen der Deformation und den elastischen
Kriften und zweitens der Aufstellung von Gleichungen, aus denen sich fest-
stellen 14Bt, welche Deformationen der Korper unter der Wirkung gegebener
duBerer Krifte erfahrt. Die Statik der elastischen Korper untersucht speziell,
wann das System der duBeren und der inneren elastischen Krifte im Gleich-
gewichte ist, die Dynamik der elastischen Korper untersucht, welcher Bewegungs-
zustand unter der Wirkung dieser Krifte zustande kommt.

2. Die potentielle Energie der elastischen Deformation. Erfahrungsgemif!
ist ein elastischer Korper ein konservatives System. Jede Konfiguration ist
also durch eine bestimmte potentielle Energie U gekennzeichnet und die Arbeit,
. um einen Korper aus einem Zustande 4 in einen Zustand B zu deformieren, ist
gleich der Differenz der zugehérigen potentiellen Energien U (B)—U (4). Nach
§11, 4. kénnen wir jede Deformation als Superposition einer Bewegung und einer
Verzerrung der einzelnen Volumenelemente des Korpers betrachten.

Da in einem festen Korper Bewegungen der Volumenelemente ohne gleich-
zeitige Verzerrung derselben nicht mdglich sind, liegt es nahe anzunehmen, daf
die potentielle Energie nur von dem Verzerrungsanteil der Deformation abhingt.
Wir werden spéter sehen, daf diese Annahme zu Folgerungen fiihrt, die mit der
Erfahrung im Einklange sind, womit ihre Berechtigung erwiesen ist.

Da der Verzerrungszustand des Punktsystems durch die Angabe des Ver-
zerrungstensors B in jedem Punkte des Kontinuums mit dem Radiusvektor t
bestimmt ist, wird gemiB dieser Uberlegung die potentielle Energie eines
Deformationszustandes durch die Angabe der Funktion B (r) bestimmt.
Schreiben wir unter Einfilhrung der kontinuierlichen Ortsfunktion @ (x) die
potentielle Energie des Volumenelementes d ¥V in der Form @ (1) d V, dann wird
@ (x) durch die Angabe des zum gleichen ¢ gehérigen B (r) vollkommen bestimmt.
@ soll sich also durch die Komponenten des Verzerrungstensors P fyy,
Bz Buws Buzs Bur eindeutig ausdriicken lassen. Die Grofe @ hat die Bedeutung
einer ,,potentiellen Energie pro Volumeneinheit*, wir nennen sie die ,,Energie-
dichte’.

Da die potentielle Energie nur bis auf eine willkiirliche Konstante definiert
ist, konnen wir @ stets so normieren, daB fiir den undeformierten Normalzustand
des Korpers iiberall @ =0 ist. Nach dem in 1. Gesagten soll dieser Normalzustand
ein stabiler Gleichgewichtszustand sein, er stellt also gleichzeitig ein Minimum
von @ dar. Daraus folgt, daBl die Funktion @ (8) stets positiv sein muBl. Entwickeln
wir diese Funktion in eine Reihe nach Potenzen der 8, dann miissen in dieser
Entwicklung nach dem eben Gesagten die Glieder nullter und erster Ordnung
wegfallen, sie beginnt also mit den Gliedern zweiter Ordnung, mit denen wir sie
auch abbrechen konnen, da wir ja angenommen haben, dafl die Deformationen
klein seien. @ erscheint demnach als homogene, quadratische Funktion in den j.

Wir wollen nun annehmen, dal der Kérper in mechanischer Hinsicht ,,isotrop*
sei, d. h. alle Richtungen in ihm vollkommen gleichberechtigt seien. (Auf die Be-
sprechung der wesentlich komplizierteren Elastizitdtstheorie der ,.anisotropent
Korper, insbesondere der Kristalle, miissen wir hier verzichten.) Wir miissen
dann fordern, dal @ (f) bei einer beliebigen Drehung des Koordinatensystems
invariant bleibe. Wir haben also zunéchst zu untersuchen, wie eine homogene,
quadratische Form beschaffen sein muf, damit sie gegeniiber beliebigen Drehungen
des Koordinatensystems invariant sei.

1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, §19.
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Nach §4, 4. sind die Koeffizienten in der Gleichung (15) §4 gegeniiber Drehungen
des Koordinatensystems invariant. Von ihnen ist der Koeffizient des linearen
Gliedes vom zweiten Grad und der des quadratischen Gliedes linear, sein Quadrat
also ebenfalls vom zweiten Grad. Der Koeffizient des Gliedes nullter Ordnung
kommt nicht in Betracht, da er vom dritten Grade in den § ist. Die beiden Aus-

driicke (Bast Boyt Bl 1)

und

ﬁmm ﬂwy .Bmmﬂxz ﬂyﬂﬂﬂz
ﬂﬂ-’t .Bml ﬁzmﬂzz ﬂzu ﬁzz

haben also die gewiinschte Invarianzeigenschaft und jede Form zweiten Grades
in den B, die diese Eigenschaift ebenfalls haben soll, muB eine lineare Kombination
der Ausdriicke (1) und (2) sein.

Unter den oben gemachten Voraussetzungen hat demnach die Energiedichte
in einem isotropen, deformierten, elastischen Kérper die folgende Gestalt:

Q(B) =a {b (ﬁxw+ﬂyu+ﬁ2z)2+ (ﬁwy2+ﬂwzz+ﬂyzz_,Bmwﬂuy'—ﬂmﬂzz”"ﬂwﬁzz)}: (3)

worin a und b Konstanten sind. Nun haben wir aber weiter noch verlangt, daB@ @
stets positiv, d. h. die quadratische Form (3) positiv definit sein soll. Formt man
die rechte Seite wie folgt um:

(B) =a{(b—5 )(Bun -+ Buy +Busl 5 Buc+ B+ B+ Bor+ o+ B

dann sieht man sofort, dafl die notwendige und hinreichende Bedingung hiefiir
lautet:

+ + = (ﬂxwﬂyu+/3mmﬂzz+ﬂywﬂzz)—‘( myz‘*_ﬂxzz—i‘lgyzz) 2)

a>0, b>_. (4)

Im Hinblick auf die spiteren Anwendungen fithren wir statt der Konstanten
a und b die Konstanten E und u durch die Gleichungen

__E _ p—1
TR b_2(2u—1_) (5)
ein. Setzen wir fest, da E > 0 sein mége, dann folgt aus den Bedingungen (4)
fiir x4 die Ungleichung 1
O=pu= 5 (6)

Das elastische Verhalten eines isotropen Kérpers wird im Sinne der hier ent-
wickelten Kontinuumtheorie durch die Angabe der beiden ,,Materialkonstanten*
E und i an jeder Stelle des Korpers vollkommen bestimmt. In einem ,,homogenen‘
Kérper haben E und u iiberall die gleichen Werte. Die Atomtheorie der Fest-
koérper sucht die GréBen E und u auf andere, auf die Atome beziigliche GréBen,
wie ihre Anordnung im Kiristallgitter und die Anordnung der Elektronen in
den Atomen zuriickzufiihren.

Ist E sebr groB, dann wird @ bereits fiir sehr kleine Deformationen aufer-
ordentlich groB und im Grenzfalle fiir £ = co wird der Kérper iiberhaupt nicht
deformierbar, da fiir eine jede endliche Deformation eine unendlich groBe
Acrbeit geleistet werden miifite. Der im Kapitel VII behandelte ,starre Kérper*
ist also nichts anderes als der Grenzfall eines elastischen Korpers mit £ = co.

3. Der Tensor der elastischen Spannung. In Verallgemeinerung des bei einem
einzigen Massenpunkt giiltigen Vorganges, wo man die Kraftkomponenten den
Ableitungen der potentiellen Energie U nach den Koordinaten proportional setzt
(vgl. §18, 4.), liegt es nahe, den ,,elastischen Spannungszustand** des deformierten
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Kérpers durch die Ableitungen von @ nach den Komponenten des Verzerrungs-
tensors zu kennzeichnen.
Setzen wir oD oY) oY

Twm = aBa:x ’ T’I!’I! = 38'”1! TZZ = a1322’: (7)
oD oD
2T =55 > 2o =5 2= ok,

dann bilden die sechs Gréfen 7.y, . . ., T,, die Komponenten eines symmetrischen
Tensors 7', den wir den ,,Spannungstensor’* nennen wollen. Seine Komponenten
haben, wie man aus (7) sieht, die Dimension: Kraft/Fliche. Genaueres hieriiber
und die Beziehungen zu den in 1. eingefiihrten elastischen Kraften werden wir
spiter kennenlernen.

- Durch die Gleichungen (7) in Verbindung mit dem Ausdrucke (3) fiir die
Energiedichte sind die beiden Tensoren B und 7' miteinander verkniipft, indem
sich die Komponenten von 7' linear durch die Komponenten von B wie folgt aus-

dricken: o =4 (208t @b—1) (Byyt Bl Ty =0Bay
Tyy =@ [2bﬁw+ (26—1) (Igwm”‘ﬂzz)]’ Tz =aﬁmz (8)
Tee =@ [2bﬁzz+ (26—1) (ﬂww‘*‘ﬂu'y)}: Tyz Z“ﬁyz-

Die Auflésung des Gleichungssystems (8) nach den § ergibt, wenn wir darin.
statt ¢ und b die GréBen F und x4 gemiB (5) einfithren,

1 1
ﬂmc =5 [Too—pt (Typ+ T22)]5 By = ﬁﬂE—_ T:w]

+1

Buy = % [Tyy—tt (Tout T22)]s Be: = ﬁ'E— Tz } 9)

1 1
ﬁzz = B [Tzz'__/'& (Tww+ T’y’y)]’ /3’”2 = J‘i:‘g— Tuz

4. Die bei einer unendlich kleinen Deformation geleistete Arbeit. Nehmen
wir an dem betrachteten elastischen Kérper eine infinitesimale Anderung der
Deformation vor, die einer Anderung von B um & B entspricht, dann &ndert
sich die Energiedichte @ um 6@ wie folgt:

oD oD 0P
0D = FBon 0Bue + By 0By + Fy- 0B +
oD 0D oD
55 OBewt+ 55— 0B + b, 0By (10)
Setzen wir hierin fiir die Ableitungen von @ nach den Komponenten von B die

GroBen v gemsB (7) ein und beriicksichtigen, daB nach (27) § 11 die GréBen 58
sich durch den Deformationsvektor ® in folgender Weise ausdriicken:

6189090:-53_61)005 6/31!1!=_6_6Dw 6ﬂzz:'%6Dz:
1 1 0 0
o= 3 (55 0Dt 550D)s 8Bea= 5 (55 8Dt 5 022)
8By — ( 8D, + 2 an)
dann erhalten wir

0 7 0 o 0
6¢=Tm"ﬁapw+ TquyaDw+ Tacz“‘a-;aDw‘{“ TnyaDy—’“Tw“g'y“aDy'i"

o o 0 0
+ruz%6D1,+rszw—6Dz—§—'rz@,—a—y~6Dz+rzz—676Dz. (11)
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Wir fithren zur Vereinfachung der Schreibweise die ,,Vektorkomponenten®
ty, ty, t, des Tensors T (vgl. § 4, 2.) ein. t, hat hierbei die Komponenten 7,;, 7,,,
Ty 1y die Komponenten t,,, 7,,, T7,, und t, die Komponenten 7,,, 7,4, 7.,. Der
Ausdruck (11) kann dann folgendermaBen geschrieben werden:

0b=t,.grad 6D,+1t,.grad 6D, +t, . grad 6 D,. (12)

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden skalaren Produkte lassen
sich nach Formel (22) § 6 umformen, so dafl man erhilt

8@ =div (t,0 Dy+ t, 8 D, + t, 6 D,)—(8 D, div t,+ 6 D, div t,+ 6 D, div t,). (13)

Fiir die gesamte, von den elastischen Kriften bei der unendlich kleinen De-
formation an dem Korper geleistete Arbeit 64 erhalten wir durch Integration
des Ausdruckes (13) iiber das ganze Volumen

04=—([[00aV = —[([div(t.d Dut t,0 Dy+ 1,0 D)V +
+ M(ISDw div t, 46D, div t,+ 6D, div t,) d V. (14)

Das erste der beiden, auf der rechten Seite von (14) stehenden Volumenintegrale
kann man nach dem Gaussschen Satz § 6, 6. in ein Integral iiber die Oberfliche
des Korpers verwandeln und erhélt
de(t 8D,+t,0D,+ 1,6 D,)d V= \\ (ts0 Dyt t,6 D+ 1,6 D), dF =
\g[éDw(twn)—}— 8D, (t,n) +0D,(t,n)]dF = — H(anpﬁ P,6D,+
+P,8D,) ch:—”(iBéfD) dF, (15)
worin 1 den nach innen weisenden Einheitsvektor der Normalen des Flichen-

elementes dF und ‘B einen Vektor mit den Komponenten P,, P,, P, bedeutet,
die durch die Gleichungen

Py=ty. 0 = Tgp Nt Toy ny+ Ta 7,
Py =ty .1 =Ty Mg+ Tyy Nyt Ty, My (16)
P, =1, .11 =T Nyt Toy Nyt Ty 7,

definiert sind. Sie bedeuten, dafl die Vektoren 5 und n durch eine lineare Vektor-

funktion miteinander verbunden sind, die in der Sprache der Tensorrechnung
einfach in der Form (5) §4 BL=T.1 (17)

geschrieben werden kann.
Das zweite Volumenintegral auf der rechten Seite von (14) kann in der Form

[ {0 Dadivt, +8 D, divt, +6D,divt) AV = [ [0 Dufurt- Dy fy+8D,1)dV =
={|{qomav (18)

geschrieben werden, worin der Vektor § mit den Komponenten f,, f,, f, durch

die Gleichungen
g fo= div t, =2 7o 4 61” + arm \

o l
fy=div t,= 2= 4 a’“’ + 3”’" b (19)
f,= div t,— 331245 + aarw + 8rzz }l
definiert ist. m y
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Nach (14), (15) und (18) erscheint nun schlieflich § 4 in der einfachen Gestalt
6A=“(S}3.6§D)dF+SH(f.é@)dV. (20)

5. Die Beziehungen zwischen dem Spannungstensor und den elastischen
Kriften. Aus der Formel (20) kann die Beziehung zwischen dem Tensor 7' der
elastischen Spannung und den in 1. eingefiihrten elastischen Kriften unmittelbar
abgesehen werden. Der erste Term ist ndmlich offenbar die Arbeit, welche bei
der betrachteten Deformation von denjenigen Kriften geleistet wird, die an
den Flichenelementen der Oberfliche des Korpers angreifen, der zweite Term
die Arbeit, welche von den Kriften geleistet wird, die an den Volumen-
elementen im Innern des Koérpers angreifen. Da 69D der Vektor der Ver-
schiebung des betreffenden Flichen- bzw. Volumenelementes ist, mufl demnach
der Vektor § mit dem in 1. eingefiihrten Spannungsvektor, der Vektor { mit
der ebenda eingefithrten Volumenkraft identisch sein. Die Gleichungen (17)
und (19) geben die Anweisungen, wie man diese Vektoren aus den Kompo-
nenten des Spannungstensors berechnet, sie stellen also die gesuchte Ver-
kniipfung zwischen diesem Tensor und den elastischen Kriften dar.

Erweitert man den Definitionsbereich der Gleichung (17) auch auf das Innere
des elastischen Korpers, indem man setzt:

B,n)=T().n 21)

dann gewinnt man eine anschauliche Vorstellung von der Bedeutung des Span-
nungstensors: Auf jedes Flichenelement dF im Innern des Korpers mit dem
Radiusvektor r und der Normalenrichtung n wirken zwei Krifte P (r, n)dF
nach zwei entgegengesetzten Richtungen in gleicher Stirke, da die Vertauschung
von 1t in —n in (21) auch das Vorzeichen von $ umkehrt. Dies rechtfertigt auch
die Bezeichnung ,,Spannung®, da ja z. B. ein Seil von zwei in entgegengesetzter
Richtung wirkenden, gleich grofien Kriften ,,gespannt wird.

6. Ein Satz iiber die elastischen Krifte. Um die Resultierende der gesamten
inneren, d. h. der elastischen Krifte auf den festen Korper zu erhalten, miissen
wir die sémtlichen auf die Volumenelemente des Innern und die Fliichenelemente
der Oberfliche wirkenden Krifte addieren, erhalten also

E%=”Sde—}—H2BdF. (22)

Bildet man die 2-Komponente von (22), so ergibt sich mit Benutzung der Formeln
(19) und (16) und Anwendung des GavUssschen Satzes

Km=HSdiv tde—{—”(tw.n)dF:O.

Ebenso kann man natiirlich auch das Verschwinden der - und der z-Komponente
von & nachweisen. Die Resultierende der inneren Krifte ist also stets gleich Null.
Fir das resultierende Moment der elastischen Krifte ergibt sich analog

EUE:SSS(rxf)dV-}—H(rx?B)dF. 23)

Bildet man auch hier wiederum die z-Komponente, so erhilt man ebenfalls mit
Benutzung der Formeln (19), (16), (20) § 3 und (22) § 6 sowie Anwendung des
Gaussschen Satzes

Mnggg(ydivtz_—zdivtﬂ)dv‘{‘Sg(yfz- n—zt,.n)dF=
= || {{waiv t, —zdiv ) —div (v, —21,)} aV =

”S(tygrad z — t, grad y) dV:SSg (Tys —T,y) d V= 0.
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Die gleiche Rechnung ergibt auch das Verschwinden der y- und 2-Komponente
von IR. Das resultierende Moment der inneren Kréfte ist also ebenfalls gleich
Null.

Das Verschwinden von & und I zieht, wie in §18,2. und § 18, 3. gezeigt
wurde, die Giiltigkeit der Sitze von der Erhaltung des linearen und des Dreh-
impulses bei Abwesenheit von duferen Kriften nach sich. Da diese Sétze durch die
Erfahrung durchwegs bestétigt werden, haben wir damit fiir unsere grundlegende
unter 2. formulierte Annahme, da8 die Energiedichte ausschlieSlich von den
Verzerrungen abhingt, was die Symmetrie des Spannungstensors zwangsliufig
nach sich zieht, eine Rechtfertigung erhalten.

§ 23. Statik elastischer Korper.

1. Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines elastischen Korpers. Soll
ein elastischer Kérper unter der Wirkung von #uBleren an ihm angreifenden
Kriften im Gleichgewicht bleiben, dann mufl gefordert werden, daB sich die
guBeren und inneren Krifte an jedem Volumenelement des Innern und an jedem
Flichenelement der Oberfliche aufheben. Nennen wir die ,duBere Kraft pro
Volumeneinheit* {* und die ,duBlere Kraft pro Flicheneinheit” der Oberfliche
B*, dann erhalten wir die folgenden Gleichgewichtsbedingungen: fiir das Innere

des Kﬁrpers ;':*__{__ 1: =0 1)

oder in Komponentenzerlegung mit Benutzung von (19) §22
fo*  Liam atm + atmy + ath — I
fE4 9T 31,”5 + 81” 31,,,, __:0} @)

|
fz+a+a+a =0l

fiir die Oberfliche des Korpers
B+ B =0 3)
oder in Komponentenzerlegung mit Benutzung von (16) § 22
P 4 Top Mg + Tay My + Toe M =0
PR+ Typ g+ Tyy My + Ty 7, =0 (4)
Pz*+72wnm+rzynu+fzznz=0
Driickt man in den Gleichungen (2) und (4) die Komponenten des Spannungs-
tensors 7' gemif den Gleichungen (8) §22 durch die des Verzerrungstensors B
aus, dann stellt das Gleichungssystem (2) ein System von Differentialgleichungen
fiir die GroSen § dar, die unter den Randbedingungen (4) zu integrieren sind.
Die Losung dieses Randwertproblems der Elastizititstheorie, von dem sich, &hnlich
wie dies bei der Besprechung des Randwertproblems der Potentialtheorie § 7, 6.
geschehen ist, die Eindeutigkeit nachweisen 148t, liefert fiir das ganze Innere
und die Oberfliche des betrachteten Korpers B (tr). Hieraus kann dann schlief3-
lich durch eine neuerliche Integration vermoge der Gleichungen (27) § 11 der
Deformationsvektor in jedem Punkte des Korpers, also die Vektorfunktion D ()
ermittelt werden, womit die Aufgabe, die Deformation des Korpers unter der
Wirkung der an ihm angreifenden Krifte zu finden, vollkommen erledigt ist.
2. Dehnung eines homogenen Balkens. Als erstes Spezialproblem unter-
suchen wir die Deformation, die ein prismatischer Balken von der Lange L und
den Querschnittsdimensionen 4 und B erfiahrt, wenn seine obere Fliche fest einge-

Fiirth, Theor. Physik. 10
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spannt ist (Abb. 63) und auf seine untere Fliche die konstante Spannung P in
der Richtung von L wirkt. Von der Wirkung der Schwere auf die Teilchen des
Balkens selbst wollen wir absehen, also {* =0 setzen.
P - Die Gleichungen (2) kénnen dann offenbar befriedigt
z  2%%,.4q werden, wenn man im ganzen Korper T konstant ansetzt.
Legen wir das Koordinatensystem so, daBl die z-Achse mit
A, die y-Achse mit B und die z-Achse mit L zusammen-
t+o,  fallt, dann lassen sich die Randbedingungen so formu-
lieren: An den Seitenflichen des Balkens verschwinden

) die Spannungen, an der unteren Fliche ist P,*=P,
- 7 Ly PF=P*=0.
z l/( Die Gleichungen (4) lassen sich unter diesen Randbedin-
gungen bei konstantem 7' in der Tat erfiillen, wenn man setzt
Abb. 63.

T =Py Ton=Tyy =Toy =Tp, =Ty, =0, (5)

womit die oben gemachte Annahme iiber die Konstanz von 7' innerhalb des Bal-
kens nachtréglich gerechtfertigt ist.
Aus den Gleichungen (9) § 22 folgt nun vermége (5)

1 P
ﬁzz‘_‘_E_Tzz:f’ lgm: :ﬂw:'—%ruv: —‘%P’ lgaw =/3mz :.Byz:O' (6)

Der Tensor B hat also, wie man sieht, in dem verwendeten Koordinatensystem
seine Hauptachsenform. Nach § 11, 3. besteht die Deformation aus einer Deh-
nung in der Richtung der Koordinatenachsen, d. h. in der Richtung der Kanten
des Balkens. Nennen wir § L, 6.4, 6 B die Veriinderungen von L, 4 und B bei
dieser Dehnung, dann folgt aus (23) §11

6L=p, L J&4 :ﬂWA’ éB=8,B (7)
und daher schlieBlich wegen (6) und (7)
L 1 84 6B p o 8T
T =80 1 =p=—gP=—rz- ®)

Die Formeln (8) driicken aus, dafl erstens die relative Lingeninderung des
Balkens der Kraft pro Flicheneinheit der Endfliche proportional ist, ein Gesetz,
das als ,,HooxkEssches Gesetz* bezeichnet und durch die Erfahrung bestétigt wird!.
Gleichzeitig sehen wir, daf die Konstante E nichts anderes ist als der ,, Elastizitits-
modul’‘ des Balkenmaterials. Zweitens erkennt man aus (8), daB mit der Lingen-
vergroBerung eine ,,Querkontrakiion’ des Balkens Hand in Hand geht, was eben-
falls durch die Erfahrung bestatigt wird!. Die Konstante y erscheint als das
Verhiltnis der relativen Querkontraktion zur relativen Lingsdehnung, ist also
nichts anderes als der ,,Poissonsche Koeffizient*, der in der Tat, wie das Ex-
periment lehrt, der Ungleichung (6) § 22 gentigt, d. h. zwischen 0 und 1/2 gele-
gen istt.

3. Kompression. Als nichstes Problem untersuchen wir, wie sich das Volumen
eines homogenen Korpers verdndert, wenn auf seine Oberfliche iiberall senk-
recht zu ihr der Druck (Kraft pro Flicheneinheit) p wirkt und die Wirkung der
Schwere auf die Volumenelemente des Korpers wieder vernachlissigt wird. Die
Losung gestaltet sich am einfachsten, wenn man dem Korper wie in dem vorher-
gehenden Beispiel, die Gestalt eines rechtwinkeligen Prismas gibt. Die Gleichungen
(2) und (4) lassen sich unter den erwdhnten Randbedingungen erfiillen, wenn
man im ganzen Innern und an der Oberfliche setzt

Tax =Tyy =Tz =D, Toy = Taz =Ty =0, 9)
1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, §19.
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Aus (9) und (9) §22 folgt fiir die Komponenten des Verzerrungstensors
1—2
ﬁmm’—:ﬁyv:ﬂzz:— I3 ~ P, ﬂ:w :ﬁacz :ﬂyz‘:O' (10)

Die Kantenldngen erfahren also die relativen Verkiirzungen ~1—~—E—2ﬂ p und daher

erfihrt das Volumen V, da wir uns ja von vornherein auf kleine Deformationen be-
schrinkt haben, eine relative Verminderung vom Betrage

T4 3(1— 2u)

v = —5 P (11)
Hier ist C die ,,Kompressibilitdt”* der Substanz, die sich, wie die Formel (11)
zeigt, durch die GréBlen E und y ausdriicken 148t. Sie ist gleich Null, der Korper
also ,,inkompressibel, wenn y seinen Maximalwert 1/2 annimmt.

4. Scherung. Wihrend fiir die unter 2. behandelte Dehnung das Verschwin-
den der Komponenten des Spannungs- und Verzerrungstensors mit gemischten
Indizes charakteristisch ist, wollen wir als ,,Scherung® eine Deformation be-
zeichnen, bei der die Komponenten mit zwei gleichen Indizes verschwinden.

Wir legen wieder ein aus einem homogenen Material verfertigtes Prisma
zugrunde und verwenden das gleiche Koordinatensystem, wie unter 2. (Abb. 64).
Wir gehen jedoch diesmal den entgegengesetzten Weg, indem wir von dem

Ansatz Boy =const, By =Py =P =Poz =Py =0 (12)

fiir die Verzerrung ausgehen und fragen, durch welche an der Oberfliche an-
greifenden Krifte diese Deformation hervorgerufen wird.
Aus den Gleichungen (9) § 22 folgt wegen (12)

E
Tay = S Bowr  Tox= Tyy = Toz = Taz = Ty; =0, (13)

C.p=

was in die Gleichgewichtsbedingungen (2) und (4) eingesetzt ergibt:

im ganzen Innern des Korpers, f*=0

PF= 4 1,, Pr*=P*=0
an der oberen bzw. unteren Begrenzungsfliche,
. PF=+47,, PF=Px=0
an der rechten bzw. linken Begrenzungsfliche und schlieBlich
P} =P *=P*=0

an der vorderen und hinteren Begrenzungsfliche des Prismas.

Auf die Seitenflichen des Korpers wirken also Tangentialkrifte, sogenannte
»»Schubspannungen’ ein, die in dem betrachteten Fall alle den gleichen Betrag 7,,
haben und deren Richtung in dem rechten Teil der Abb. 64 eingezeichnet ist.

Die Annahme (12) iiber den Verzerrungs- x ,
tensor kann nach (27) § 11 realisiert werden,
wenn man setzt

D,=28,,.2%, D,=D,=0, (14)
was, wie die Abb. 64 zeigt, darauf hinauslauft,
daB alle in der z-Richtung laufenden Fasern des 5
Korpers parallel zur z-y-Ebene um einen Winkel

D 2 1 1
é¢:;y:2ﬁmy=—(—#ﬂi—l Toy = @ Tay

A

gedreht werden.

10*
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Die Konstante @ fiihrt den Namen ,,Scherungsmodul‘‘ oder ,,Torsionsmodul‘‘.
Zwischen Scherungsmodul, Elastizitdtsmodul und Poissonscher Konstanten
besteht nach (15) die experimentell! nachpriifbare Beziehung

_ E
T2+ D)7

5. Torsion eines zylindrischen Stabes. Unter der ,,7Torston‘ eines zylindrischen,
aus einem elastischen Material hergestellten Stabes wollen wir eine Deformation
verstehen, bei der jeder senkrecht zur Achse gelegte Querschnitt durch den
Zylinder als Gtanzes eine Verdrehung um einen Winkel ¢ erfihrt.

Wir lassen die Zylinderachse mit der z-Achse zusammenfallen und nennen L
die Lénge des Zylinders und R seinen Radius. Jeder Punkt erfahrt bei der Tor-
sion eine Verschiebung, die durch den Deformationsvektor

D=a¢pXt (Dy=—¢y, D,=¢z, D,=0) 7)

beschrieben wird, worin a der Einheitsvektor in der z-Richtung, r der Radius-
vektor in der w-y-Ebene und ¢ eine noch zu bestimmende Funktion von z
allein ist.

Aus (17) folgt fiir die Komponenten des Verzerrungstensors nach (27) §11

1 d 1 d
ﬂm:ﬂw:ﬂzz:ﬁmyzo’ ﬂmzz_?y%: ﬂyz:-z‘xd_(z- (18)

@ (16)

Aus (18) ergeben sich die Komponenten des Spannungstensors mit Benutzung
von (16) und (9) §22 zu

d d
Tor = Tyy = Top = Ty = 0, Tacz::zG'ﬁmz:—‘G?/d—(:> Tyz=Gx‘£- (19)

SchlieBen wir wieder dufere Volumenkrifte (z. B. die Schwere) aus, dann
ergeben die Gleichgewichtsbedingungen (2), wenn man in sie aus (19) einsetzt,
die Bedingungen

0Ty, 07,

. 2z =0 5y =0 (20)
die sich in der Tat erfiillen lassen, wenn man
<B7 2
e 0
dz2
d | oder ¢ =az 1)
o setzt, worin a eine Konstante ist und iiber die zweite Integrations-
1 konstante so verfiigt wurde, dafl fiir z=0 die Verdrehung Null ist,
8] ™~ ¥ die untere Endfliche des Zylinders (Abb. 65) also starr eingespannt ist.

Die Gleichgewichtsbedingungen (4) auf die obere Endfliche des
Abb. 65. Zylinders (2 =L, ¢ =¢;) angewendet, ergeben nach (19) und (21)

PL
—2-
also eine reine Schubspannung, die in jedem Punkte senkrecht auf ¢ steht und

den Betrag Gro
L ¥ =)/ P+ P = (23)
at.

Auf einen Kreisring vom Radius r und der Breite d» wird durch die Wirkung
von P* in bezug auf die Zylinderachse ein Drehmoment |B*|.2x rdr.r aus-

1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, §19.

PF =—Gya=—Qy P¥*=Q@ra=Gx—=, P*=0, (22)
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geiibt, das gesamte Drehmoment auf die Zylinderendfliche betrigt also mit
Benutzung von (23)

Gn Blog
2 L -

2nG r

TIPL N\ 5.

Tgrdr—
0

R
D-—-S[‘B*ﬂnrzdr——- (24)
0

Wird demnach auf die eine Endfliche eines Zylinders von der Linge L und
dem Radius R ein Drehmoment vom Betrage D ausgeiibt, wihrend die andere
Endfliche eingespannt ist, dann erfihrt der Zylinder eine Torsion, bei der sich
die beiden Endflichen gegeneinander um einen Winkel

2 L

PL=6n B

verdrehen. Die durch die Formel (25) ausgedriickte Abhdngigkeit des ¢z von L,

R und G sowie die Proportionalitét mit D lassen sich experimentell vollkommen
bestatigent.

6. Biegung eines Balkens. Als letztes behandeln wir das folgende Problem:
Ein diinner zylindrischer Balken mit beliebigem Querschnitt sei an einem Ende
horizontal fest eingespannt, am anderen Ende
wirke in vertikaler Richtung eine Kraft K.
Wir fragen nach der hierbei auftretenden Ver- 4 ‘
biegung des Balkens (Abb. 66). S e e

Wir legen die z-Achse parallel zur Stab- .
achse durch die Schwerpunkte der Stabquer- s
schnitte, die z-Achse zeige vertikal nach auf-
warts.

Wir betrachten zunéchst ein kurzes Stiick
des Balkens und setzen in ihm einen Spannungszustand von folgender Form an

.D 25)

&£

z

Abb. 66.

Toz = C&,  Tup= Tyy = Tz = Tyz = Tay = 0, (26)
worin ¢ eine Konstante sein soll. Die Spannungsverteilung (26) geniigt offenbar,
wenn wir wieder Volumenkrifte ausschlieSen, iiberall im Innern den Bedingungen
(2). Die Bedingung (4) wird erfiillt, wenn auf die rechte Endfléche des betrach-
teten Balkenstiickes eine Spannung $3* mit den Komponenten

P¥*=cx, P¥*=P*=0 (27)

wirkt. An der linken Endfliche ist * durch — * zu ersetzen.
Fiir die resultierende Kraft auf den ganzen Querschnitt erhalten wir durch
Integration iiber denselben aus (27)

SSP;"dF:cSSwdF.

Durch Vergleich mit Formel (11) § 20 erkennen wir, dal diese Kraft verschwindet,
weil wir die z-Achse durch den Schwerpunkt der Querschnittsfigur gelegt haben.

TFiir das resultierende Drehmoment auf den Querschnitt um die horizontale
y-Achse erhalten wir analog

Mz—SSPZ*xdF=——cSSdeFz——cJ, (28)

worin die GroBe J als das ,,Biegungsmoment’* auf den betreffenden Querschnitt
bezeichnet wird. Wie man durch Vergleich mit Formel (19) § 21 erkennt, geht
J durch Multiplikation mit pdz in das Trdgheitsmoment einer aus dem Stab

1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, §19.
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herausgeschnittenen Platte von der Dicke dz um die durch den Schwerpunkt
horizontal gelegte Achse iiber.
Aus (26) folgt weiter wegen (27) §11 und (9) §22

oD, cx
.Bzz = azz = T' (29)
Aus Symmetriegriinden haben wir anzunehmen, dafl D, von y nicht abhingt, so
daB aus (29) folgt w2
und hieraus D o ,
75‘ =5 + 1 (). (30)
Wegen 7, =0 mufl auch §,, =0 sein oder
oD oD
azm + awz =0. (31)
Aus (30) und (31) folgt 2D
| =5 1@ (32)
und hieraus durch einmalige Differentiation
2D
TE ST (83)

Die Gleichung (33) ergibt uns die Bedeutung der Konstanten ¢, fiir die wir
nun in (28) einsetzen kénnen, so daB wir erhalten

2 @
R (34)

M:EJ.‘E

2
Um also an einer Stelle des Balkens die durch %fo gemessene ,,Biegung*‘ hervor-

zubringen, muB man auf den dort befindlichen Querschnitt das Drehmoment
M ausiiben, das mit der Biegung durch die Gleichung (34) verkniipft ist. Die
Proportionalititskonstante EJ zwischen Moment und Biegung fithrt mitunter
den Namen ,, Biegungssteifigkeit‘, da zur Hervorbringung einer gegebenen Bie-
gung offenbar ein um so groferes Moment erforderlich ist, je gréBer die Biegungs-
steifigkeit ist.

Wollen wir die Gleichung (34) auf den oben gekennzeichneten Spezialfall
anwenden, dann miissen wir das Drehmoment M der Kraft K, die am Ende des
Balkens von der Lénge L angreift und vertikal nach abwirts gerichtet ist, auf
einen an der Stelle z befindlichen Querschnitt ausrechnen und erhalten

M =K (z—L). (35)
Einsetzen von (35) in (34) liefert fiir D, (2) die Differentialgleichung
2D K
e —mr ¢ (36)

die unter den Randbedingungen
D,—0 und 2Pz _0 fir z—0

oz
zu l6sen ist. Die zweimalige Integration mit Beriicksichtigung der Randbedin-
gungen ergibt K /22 Lz
| D=4 (-6_ _-2—), (37)

die einzelnen Fasern des Balkens deformieren sich also aus horizontalen Geraden
in Kurven dritten Grades, wie es in der Abb. 66 angedeutet ist.
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Fiir die Senkung des Balkenendes % erhilt man aus (37)
3

h=—D,(:=L)= 52 . K, (38)
sie ist also der dritten Potenz der Balkenlinge und der Kraft K direkt, dem
Elastizitdtsmodul umgekehrt proportional in Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung®. Die Abhingigkeit von der Querschnittsgestalt driickt sich durch J aus.
Fiir einen Balken von rechteckigem Querschnitt mit der Hohe a und der Breite-

b erhdlt man aus (28) +a/2

3

Juzgxzbdxz%l. (39)

—a/2
Fiir einen Stab mit kreisformigem Querschnitt vom Radius R folgt aus Formel
(21) § 21, wenn man darin L =dz setzt, auf Grund der oben gemachten Bemer-
kung iiber den Zusammenhang zwischen Biegungsmoment und Trigheitsmoment

Rin
i (40)

Die Formeln (39) und (40) lassen sich ebenfalls durch den Versuch bestétigen?.

Jo=

§ 24. Dynamik elastischer Korper.

1. Schwingungen eines Stabes von verschwindend kleiner Masse. Der einfachste
Fall der Dynamik elastischer Korper liegt vor, wenn man ein System aus einem
starren Korper und einem mit ihm fest verbundenen elastischen Kérper be-
trachtet, dessen Masse gegen die des ersten verschwindend klein ist. Man kann
dann bei der Behandlung des Bewegungsproblems so vorgehen, daBl man das
System als starren Korper betrachtet, an dem Krifte angreifen, die durch die De-
formation des mit ihm verbundenen elastischen Korpers geweckt werden. Da diese
Krifte den Deformationen innerhalb der Giiltigkeitsgrenzen der hier behandelten
Elastizitétstheorie proportional sind, haben wir es mit ,elastischen Kréiften‘
im Sinne von § 19, 3. zu tun.

Wir untersuchen als Beispiel die Schwingungen eines an einem Ende einge-
spannten kreiszylindrischen Stabes von der Lange L und dem Radius R, der aus
einem homogenen, elastischen Material mit den Elastizitdtskonstanten £ und
w verfertigt ist und an dessen freiem Ende ein starrer Korper mit einer im
Verhiltnis zur Stabmasse groBen Masse M befestigt ist. Wir konnen diesen auf
drei verschiedene Arten aus der Gleichgewichtslage bringen, indem wir ndmlich
eine Verschiebung in der Richtung des Stabes vornehmen oder senkrecht hierzu
oder indem wir schlieBlich eine Drehung des Korpers um die Stabachse vornehmen.

Im ersten Falle wird nach (8) §23 bei der Léngenéinderung 6L des Stabes
auf den Korper eine Kraft vom Betrage

Rin E
K=——% 6L
ausgeiibt, also eine elastische Kraft im Sinne von § 19, 3., entsprechend einer
Direktionskraft R:n B
= L o

Der Stab wird also, sich selbst iiberlassen, eine Schwingung in der Richtung seiner
Achse, eine ,,Longitudinalschwingung® ausfiihren, die gemaf3 Formel (14) §19 die

Schwingungsdauer I 9 T m
hat Tl:2nl/7:-ﬁ‘|/—*—E—— (1)

1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, §19.
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Im zweiten Falle wird nach (38) § 23 und (40) § 23 bei der Verschiebung 4 aus
der Ruhelage auf den Korper eine Kraft

3BoJh __ 3n ER

Ke——pm =—"% 1}
ausgeiibt, also wieder eine ,,elastische Kraft* entsprechend einer Direktionskraft
37 BB
T4 I3

Das System wird also, sich selbst iiberlassen, eine Schwingung senkrecht zur
Stabachse, eine ,Transversalschwingung® mit der Schwingungsdauer

S l/ Lo @)
ausfiihren. bR 3E

Im dritten Falle wirkt auf den Kérper bei einer Verdrehung um den Winkel ¢
gemdB (25) § 23 ein Drehmoment vom Betrage

Gn R*
D=— 2z ¥
also im Sinne von § 21, 6. ein ,,elastisches Torsionsmoment*, entsprechend einem
Direktionsmoment G R
0=—97

Der Korper wird also, sich selbst iiberlassen, eine Torsionsschwingung um dle
Stabachse ausfithren, die nach Formel (25) §21 die Schwingungsdauer

2 27 LT
TF“VT:—R?VLG“ ®)

hat, worin 7' das Trégheitsmoment des Korpers um die Stabachse und @ den
Torsionsmodul bedeutet, den man nach (16) § 23 auch noch durch E und y aus-
driicken kann.

Die Formeln (1) bis (3) werden zur experimentellen Ermittlung von Elasti-
zitédtskonstanten aus Schwingungsbeobachtungen in der praktischen Physik viel-
fach verwendet.

2. Longitudinalschwingungen eines elastischen Stabes. Wir wollen nun die
beschrinkende Bedingung unter 1. fallen lassen und untersuchen, was fiir eine
Bewegung die Teilchen eines homogenen elastischen Stabes ausfiihren, den man
durch eine Deformation in der Richtung der Stabachse aus seiner Gleichgewichts-
lage gebracht hat, derart, daB alle zur Stabachse senkrechten Querschnitte
parallel mit sich selbst verschoben werden. Aus Symmetriegriinden folgt dann
das Verschwinden simtlicher Komponenten des Spannungstensors mit Ausnahme
VOn 7, wenn wir die z-Achse in die Stabachse legen.

Auf ein Volumenelement d V' wirkt dann nach (19) § 22 die Kraft

37{6&: .
f”dVZWdV’ (4)

hierdurch erfahrt es eine Verschiebung D,, die, da die Masse des Volumenelementes
gleich pdV ist, nach der NEwroNschen Bewegungsgleichung (1) § 18 der Dif-
ferentialgleichung

.. a
oD, =3z (5)

geniigt. Mit Benutzung von (9) § 22 und (27) § 11 folgt aus (5)

#Dy, B 0B, _ E oD, 6
o2~ o 9w o oux%° (
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Die Differentialgleichung (6) ist augenscheinlich formal identisch mit der
Differentialgleichung (9) § 12 der eindimensionalen Wellenbewegung mit der
Fortpilanzungsgeschwindigkeit l/~E~

c=|/ (7
e

Die an dem Stab hervorgerufene Stérung pflanzt sich also mit der Geschwindig-
keit (7) lings des Stabes fort. Die Tatsache, da8 D, der Wellengleichung gehorcht,
188t erwarten, daB man im Sinne der Entwicklungen des § 12 fortschreitende
und stehende ,,Longitudinalwellen in dem Stabe mit der Geschwindigkeit (7)
hervorbringen kann!.

3. Transversalschwingungen einer gespannten Saite. Eine im Verhaltnis zu
ihrer Linge sehr diinne Saite sei zwischen zwei Punkten im Abstande L gerad-
linig ausgespannt (Abb. 67). In der Saite ent- 4
steht hierbei eine Spannung p. Dies kénnen wir u e
z. B. so bewirken, daB wir die Saite um ein y
solches Stiick 6 L dehnen, da8 die Spannung nach

/
(4

Formel (8) §23 den gewiinschten Betrag an-
nimmt und sie dann fest einspannen. Abb. 87.

Wir verlegen die x-Achse eines Koordinatensystems in die Saite und ver-
zerren sie nun aus ihrer Gleichgewichtslage in beliebiger Weise, jedoch so, daB
jeder ihrer Punkte in der xz-y-Ebene um ein kleines Stiick D, aus der Ruhelage
entfernt wird (Abb. 67).

Da die Saite diinn sein soll, ist die durch die Verzerrung hervorgerufene
Querspannung nach den Formeln (38) §23 und (40) §23 verschwindend klein,
die Spannung in der Saite hat iiberall die Richtung der Tangente an die Saite
und ihr Betrag ist von p nur unmerklich verschieden. Ist der Neigungswinkel
der Tangente gegen die z-Achse gleich o, dann liefert diese Spannung in der y-
Richtung die Komponente t,,, fiir die wir wegen der Kleinheit des Winkels « mit
geniigender Néherung schreiben kénnen

. oD
Toy =PSing ~ ptga=p——*. (8)
Nach (19) § 22 ergibt sich hieraus eine auf ein Volumenelement d ¥V mit den
Koordinaten z,y wirkende Kraft

OTay

fydV = dw

dV=p

2D
AV )

Unter der Wirkung dieser Kraft erfdhrt das Volumenelement eine Verschiebung D,
die der Differentialgleichung

2D, _f,_»&D,

gentigt. o e e oux?
Dies ist wieder, wie unter 2., die eindimensionale Wellengleichung mit der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit l/?
c=\|/ =.

e

(10)

(11)

DaB D, der Wellengleichung geniigt, bedeutet, dal die Saite in der z-y-Ebene
transversale Schwingungen ausfiihren kann, die sich mit der Geschwindigkeit (11)
ausbreiten, wobei noch die Randbedingung gilt, da8 fiir # =0 und x =1L dauernd
D, =0 gilt. Die hierdurch bedingte Bewegung wurde ausfiihrlich unter 6., 7.
und 8. des § 12 diskutiert?.

1 Vgl. ,,Exp.-Physik*, §23.
% Beziiglich des Experimentellen vgl. ,,Exp.-Physik®, §23.
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4. Die Aushreitung einer Storung in einem unendlich ausgedehnten Medium.
Wir wollen nun das allgemeine Problem in Angriff nehmen, Differential-
gleichungen fiir die Deformation in einem unendlich ausgedehnten Medium zu
finden, wobei wir von der Einwirkung duBlerer Krifte absehen wollen. Da in
diesem Falle eine Oberfliche des Ko6rpers nicht vorhanden ist, haben wir von den
Differentialgleichungen (19) §22 auszugehen, wihrend die Gleichungen (16)
§22 keine Bedeutung haben.

Die Komponenten von 7' kénnen wir mit Benutzung von (5) § 22 und (27) § 22
gemifl den Formeln (8) § 22 wie folgt schreiben:

(98D, 7 . __a (8D, oD,
T”"_a'< dx _2,u—1d1v@)’ T’“’_?( ay 8:1;)
_ (9D, u ) _a (9D, oD, 9
'r,,,,,—a( oy 2M—1 d1v©), -rxz_E( g T ) (12)
oD, a (0D oD
T“:“( Gz 2# dwa) TW=§(W 3;)

Mit Hilfe der Beziehungen (12) kann nun die erste der Gleichungen (19) § 22 wie
folgt umgeformt werden:

_ (#D,  p  2divd | 1 . o | @D, 321),}_
fe=\gw —3u—=1 dgz +2 ot T a2 T omay T owmes )| —

_ f{1/eD, , @D, 1 @ (9D, aD.J
”“{2(3902 ay 622 )"‘ 2 6m< % + az>

“ 1
— gt vl = 4{ap,— T 55 O @} (13)
Analoge Ausdriicke erhilt man fiir f, und f,, so daB fiir f der Ausdruck
a 1 .
= |4 D—5—— raddleD) 14
resultiert. f 2 < Su—1°8 (14)

Wenden wir wieder auf die Bewegung der Volumenelemente die NEwToNschen
Bewegungsgleichungen an, so erhalten wir die gesuchte Differentialgleichung fiir ®:

2D
e = (AfD =T grad d1vSD) (15)

Um ihre Bedeutung zu diskutieren, nehmen wir zunichst an, daB ¢ nur von
einer Raumkoordinate, z. B. z abhéingig sei und selbst die Richtung von z habe,

also | =D, @). (16)
Unter dieser Voraussetzung wird aus (16) mit Beriicksichtigung von (5) § 22
02D, 2D
3tgz =c? azzz s (17)
worin gesetzt ist _ l/ T0—pn 18)
(14+p) (1—2p)e "

Die Differentialgleichung (17) ist identisch mit der Gleichung (2) § 13 fiir eine
ebene Welle, die sich in der Richtung z mit der Geschwindigkeit ¢; fortpflanzt.
Da die Richtung der Teilchenbewegung mit der Fortpflanzungsrichtung zu-
sammenfallt, haben wir es mit einer Longitudinalwelle zu tun. Die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit (18) einer Longitudinalwelle in einem unendlich ausgedehnten
Medium ist, wie man sieht, von der Geschwindigkeit (7) einer Longitudinalwelle
in einem seitlich begrenzten Stabe im allgemeinen verschieden und f&llt mit ihr
nur im Falle y =0 zusammen. Fir x4 =1/2, d. h. fir die Kompressibilitdt Null
(§23,3.), wird ¢;=0c0
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Setzen wir statt (16) |D| = D, (2), (19)
dann wird aus (15) 381:2 =c aag , (20)

. I / B
mit C; = m- (21)

Die Differentialgleichung (20) stellt wieder eine in der Richtung z fortschrei-
tende Planwelle vor, und zwar eine T'ransversalwelle, da die Richtung der Teil-
chenbewegung auf der Fortpflanzungsrichtung senkrecht steht. Die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit (21) ist von der der Longitudinalwellen (18) verschieden.

Ist die Welle harmonisch, dann fiihrt jedes Teilchen des Mediums eine harmo-
nische Bewegung aus, deren Energie nach Formel (16) § 19 bei gegebener
Frequenz dem Quadrate der Amplitude proportional ist. In der Volumenein-
heit des Mediums ist also infolge der in ihm fortechreitenden Welle eine eben-
falls dem Quadrate der Wellenamplitude proportionale Energie enthalten, die
am zweckmiiBigsten als Ma8 fir die ,,Intensitdt der Welle benutzt wird. Die
Intensitit einer elastischen Welle ist also dem Quadrat ihrer Amplitude bei
gegebener Frequenz proportionall.

5. Elastischer StoB. In die Dynamik der elastischen Kérper gehort auch die
Behandlung des elastischen Stofles zweier Koérper?, die im allgemeinen ein recht
schwieriges Problem darstellt. In manchen Spezialfdllen kommt man jedoch mit
der Benutzung der Tatsache aus, daB ein System von elastischen Korpern ein
konservatives System ist, so daB beim AusschluB duBerer Krifte fiir einen Sto8-
prozef die Sitze von der Erhaltung der Energie und des Impulses Geltung haben.

Wir beschrinken uns auf die nihere Betrachtung des Stofles von elastischen
Kugeln, und zwar zunichst des ,,zentralen* StoBes, bei dem die Kugeln vor dem
StoB Translationsbewegungen derart ausfithren, dafBl ihre Mittelpunkte sich auf
einer und derselben Geraden bewegen. Es ist dann aus Symmetriegriinden un-
mittelbar klar, daB dies auch nach dem StoBe der Fall sein wird.

Nach dem Impulssatz (vgl. § 18, 2.) muBl sich der Schwerpunkt des Systems
geradlinig und gleichférmig bewegen, ohne daBl daran durch den StoBprozef}
etwas gedndert wiirde, da wir ja duBere Kréfte ausgeschlossen haben und die
inneren Krifte nach §22,5. die Resultierende Null haben. Wir kénnen daher
als Koordinatensystem ein solches benutzen, in dem der Schwerpunkt dauernd
ruht, da dieses nach § 18, 7. dem Inertialsystem voéllig dquivalent ist.

Die in diesem System gemessenen Geschwindigkeiten der Kuge<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>