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Vorwort.

Zwei Jahre vor Ausbruch des Weltkrieges schickte mich die
Japanische Regierung zum Studium nach Deutschland. Zunéchst
besuchte ich die Technizche Hochschule zu Berlin, wo ich mich haupt-
sichlich mit den Ingenieurwissenschaften beschéftigte. Besonders
widmete ich mich der Untersuchung von Bauwerken auf elastischer
Unterlage. Ein Teil meiner Studien auf diesem Gebiet ist schon
damals in der Zeitschrift ,Der Eisenbau“ erschienen. Nach der
Kriegserklarung mufite ich Deutschland leider verlassen, ehe meine
Arbeiten vollstdndig verdffentlicht werden konnten. Da die Kriegs-
jahre jeglichen wissenschaftlichen Verkehr unterbunden hatten, wurde
die Herausgabe meines Werkes. bis jetzt verzdgert.

Die vorliegende Abhandlung ist eng verwandt mit Problemen
der Akustik sowie der Schwingungslehre in der mathematischen
Physik. Auch auf dem Gebiet der technischen Wissenschaften sind
‘vereinzelte, diesen Gegenstand behandelnde Arbeiten bekannt.

Zuerst beabsichtigte ich nur, meine. verschiedenen Aufséitze auf
diesem Gebiete zu sichten und in organischen Zusammenhang zu
bringen. Beim tieferen Eindringen in die Arbeit aber schien es mir
am besten, so zu verfahren, dafl man darin nicht nur.eine rein wissen-
schaftliche Sammlung, sondern gleichzeitig ein angemessenes Lehrbuch
auf diesem Gebiet der Elastizititslehre sehen sollte, zumal ein solches
bisher fehlte.

Einige Artikel, die bereits in Lehrbiichern zu finden sind, habe
ich der Vollstindigkeit halber angefithrt. Vor allem aber war ich
bestrebt, die Folgerungen fiir bestimmte Aufgaben, welche noch weitere,
nicht ausdriicklich ausgesprochene Voraussetzungen zur Grundlage
haben, zu entwickeln. Um das Werk in wissenschaftlicher Hinsicht
moglichst liickenlos zu gestalten und der weiteren Erforschung von
Aufgaben dieser Art nutzbar zu machen, habe ich auch theoretische
Untersuchungen eingeschaltet, deren Bedeutung fiir die praktische
Anwendung verhéltnisméBig gering ist.

Bei Trigern auf elastischer Unterlage kommt auller E und J,
den mafigebenden Faktoren in der Festigkeitslehre, noch der Elasti-
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zitdtskoeffizient K der Unterlage in Betracht, und zwar erscheinen
die Groflen stets in der Produktform EJK? E und J sind darin
vertauschbar, so daf} alle fiir ein veréinderliches J aufstellbaren Folge-
rungen auch fiir ein verdnderliches E giiltig sind. Finen gesetz-
mifigen Zusammenhang zwischen E, J und A zu finden, ist aber
praktisch unmoglich, solange die GrdoBe n nicht festliegt.

Den Fachleuten konnte die ganze Arbeit zu theoretisch er-
scheinen und nach ihrer Ansicht keine fir die Technik verwertbaren
Resultate liefern. Tatséchlich hidngt aber die elastische Beschaffenheit
des Baugrundes sowie dessen Einfluf auf die Bauwerke von ver-
schiedenen realen Faktoren ab; die Forschung mufl immer dem
praktischen Bediirfnis Rechnung tragen und kann daher nur gleich-
zeitig mit den gemachten Erfahrungen fortschreiten. DaB die An-
nahmen, die den Untersuchungen zugrunde liegen, vollstindig zu-
treffen, kann man natirlich keineswegs behaupten. Solange aber
die Eigenschaften des Baugrundes noch so wenig erforscht sind,
dafl eine vollkommene mathematische Losung der Aufgaben aus-
geschlossen ist, glauben wir, daf unsere Annahmen, die wenigstens
innerhalb gewisser Grenzen mit einer bestimmten Anndherung zu-
lissig sind, ein Bild der wirklich auftretenden statischen Verhiltnisse
in ungefdhren Umrissen geben. Die Theorie ist iberdies berufen,
in das Wesen der offenen Fragen cinzudringen und Klarheit zu
schaffen. Kein Gebiet mathematischer Wissenschaften wird auf die
Theorie verzichten konnen; ein jedes setzt vielmehr seinen Stolz auf
die theoretischen Untersuchungén.

Eine Tafel der Kreis- und Hyperbelfunktionen nebst Tabellen
mit den meist in Produktform vorkommenden Verbindungen der-
selben ist als Anhang beigefiigt. Einige #dhnliche Tafeln existieren
schon, doch sind sie teils nicht so ausfithrlich, teils in zu geringer
Ausdehnung. Ich bin der Meinung, mit diesen Tafeln sowohl den
Lesern meines Buches als auch anderen Kreisen einen  Dienst er-
wiesen zu haben, da man annehmen darf, dafl die Hyperbelfunktionen
in den wissenschaftlichen Untersuchungen weiterhin eine bedeutende
Rolle spielen werden. Eine ausfithrlichere Tafel beabsichtige ich in
kurzem erscheinen zu lassen.

"An dieser Stelle sehe ich mich ganz besonders verpflichtet, dem
Herrn Baron K. Sumitomo meinen ehrerbietigsten Dank dafiir aus-
zusprechen, dall er meinen stets gehegten wissenschaftlichen Be-
strebungen und meiner Verehrung fiir die Wissenechaft seine Teil-
nahme bezeigte, indem er mir bei der Herausgabe des Buches seine
moralische und finanzielle Unterstiitzung in hohem Malle angedeihen
lief. Ebenso dankbar muf} ich die Bereitwilligkeit meiner Assistenten,
der Herren S. Kiyota und I. Kayama, anerkennen, mit welcher sie
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allen meinen Winschen in freundlichster Weise bei der Abfassung
der mathematischen Tabellen entgegengekommen sind.

Ferner mul ich mit dem Gefiihle tiefster Dankbarkeit des ver-
storbenen Heirn Geh. Hofrats Christoph Mehrtens, ehemaligen Pro-
fessors der Ingenieurwissenschaften an der Technischen Hochschule
zu Dresden, gedenken, der mir zur Verdffentlichung meines ersten,
obenerwiahnten Aufsatzes verholfen hat.

SchlieBlich kann ich nur noch den Wunsch ausdriicken, daf} sich
das Buch in allen technischen Kreisen Freunde erwerben moge,
und dalB alle Fachgenossen, die sich fiir diese Arbeit interessieren,
durch ihre Ratschlige zur Verbesserung und weiteren Vervoll-
kommnung des Buches beitragen mochten.

Berlin, im Herbst 1920.

K. Hayashi.
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Einleitung.

§ 1. Einleitende Vorbemerkungen.

1. Allgemeines. Beobachtet man ein Eisenbahngleis, iiber welches
ein Zug fahrt, so bemerkt man, daB es einsinkt, und zwar senken
sich die Schienen und die sich darunter befindlichen Schwellen, weil
sie beide, wie es scheint, zusammengepreft werden. Rechnet man
aber nach, so findet man, daB die durch die Zusammenpressung
hervorgerufene elastische Kontraktion sehr gering ist; man koénnte
sie nicht so deutlich sehen, wie es in Wirklichkeit der Fall ist. Die
Schwellen miissen also in die Bettung einsinken; auBlerdem muf} aber
auch die Bettung elastisch sein, weil die Schwellen, wenn der Zug
vorbeigefahren ist, wieder in die alte Lage kommen.

Unter Elastizitit eines Baustoffes versteht man die Eigen-
schaft, durch Einwirkung &uflerer Krafte hervorgerufene Forminde-
rungen wieder riickgingig zu machen. Bei Elastizitit im engeren
Sinn verschwinden letztere nach Aufhéren der Kraftwirkung voll-
stindig; bei bleibenden Verinderungen hat man es mit Elastizitit
im weiteren Sinne zu tun. Erdboden, dessen Bestandteilchen eben-
falls elastischen Forménderungen unterliegen, kann im engeren oder
weiteren Sinn elastisch sein, je nach der Grofle der angreifenden
Krifte. Alle Bauwerke, wie Gewdlbe, Stiitzmauern, Bohlwinde und
selbst Trockendocks?'), die in der Erde eingebettet sind, miissen also
durch Belastungsinderung meistens- allerdings sehr geringe elastische
Forménderungen erleiden.

Es ist iiblich, im Eisenbau nur statisch bestimmte Systeme an-
zuwenden, wenn es sich um unsicheren Baugrund handelt. Erheb-
lichen Unannehmlichkeiten begegnet man im Stein-, Beton- und
Eisenbetonbau bei der sachgemiBien Durchbildung von Gelenken
und Auflagern, wenn man erreichen will, daB keine statische Un-

1 0. Franzius, Messungen von Bewegungen der Trockendocks V u. VI
der Kaiserlichen Werft Kiel. Zeitschr. fiir Bauwesen, 1908. S. 83. Uber die
Berechnung von Trockendocks. 8. 475.

Hayashi, Theorie des Trigers. 1



2 Einleitung.

bestimmtheiten entstehen. Gewodlbe und Tunnels wird man niemals
statisch bestimmt ausfiilhren konnen. Vollkommen zwecklos ist es,
Berechnungen unter der Annalime starren Baugrundes bis in die
Einzelheiten genau durchzufiithren, da selbstredend der in Wirklich-
keit vorhandene Baugrund ganz andere Beanspruchungen der Kon-
struktion zur Folge hat.

Bei dér Griindung auf unsicherem Baugrund handelt es sich
ferner in der Regel darum, eine von einem Mauerkorper aufgenom-
mene, erhebliche Last mittels eines breiten Fundamentes auf eine
ausgedehnte Grundfliche zu iibertragen. Dabei ist es von groBer
Wichtigkeit zu wissen, wie das Fundament angelegt werden muf
oder darf, damit es in seiner ganzen Ausdehnung den Zweck der
Druckverteilung auch wirklich erfiillt, weil bei Wahl einer im Ver-
héltnis zur Bodenbeschaffenheit zu schwachen Abmessung oder zu
groBen Linge das Fundament vorwiegend in der Nihe der Auflager-
stelle gedriickt wird und folglich gegen die Enden teilweise wirkungs-
los sein kann. Soll das Fundament durch zwei oder mehrere Mauer-
korper belastet werden, so kann bei gréferem Abstand derselben
eine Druckiibertragung in der Mitte der Spannweite {iberhaupt nicht
mehr stattfinden, weil der elastisch gelagerte Fundamenttriger sich
vom Untergrund abhebt [Fig. 1].

Jpannwelte
Fig. 1.

Bei der statischen Berechnung werden in erster Linie die ver-
héltnismaBig leicht zu bestimmenden Eigenschaften des Materials in
Betracht gezogen, die elastische Nachgiebigkeit des Baugrundes so-
wie die dadurch hervorgerufene Bewegung des Fundamentes wird
gewOhnlich nicht in Rechnung gestellt, vermutlich, weil in dieser
Hinsicht soviel wie keine Erfahrungszahlen vorliegen und an eine
jedesmalige experimentelle Untersuchung des in Frage kommenden
Bodens bexziiglich seiner Elastizitit nicht zu denken ist.

2. Grundlegende Annahme hinsichtlich der Druckverteilung.
Wollen wir der Frage beziiglich der Nachgiebigkeit des Baugrundes
nidher treten, so steht nur der Weg offen, dieselbe zahlenmiBig
festzustellen. Vergleichen wir die bei verschiedenen Annahmen fiir
nachgiebigen Baugrund gefundenen Resultate mit demjenigen, das
sich fiir starren Baugrund ergibt, so kénnen wir daraus folgern, bis
zu welcher Grenze die Annahme starren Baugrundes zuldssig ist.
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Dabei st6Bt man zuerst auf die Frage, ob sich ein gesetzmiBiger
Zusammenhang zwischen der Einsenkung und der elastischen Form-
dnderung eines Bauteiles finden 1483t.

Bei kiinstlichen Griindungen, die man einfach durch Zusammen-
schiitten von Schotter und Sand in den Boden oder durch Einrammen
von Pfihlen herstellt, kann man beobachten, daf3 zwischen Fléichen-
druck und Einsenkung fast vollkommene Proportionalitit herrscht.
Wenn man die Erde bis zu einer bestimmten Tiefe aushebt, trifft
man auf den sogenannten gewachsenen Boden, welcher infolge dichter
Lagerung seiner Bestandteile als guter Baugrund gilt und, wie die
Erfahrung lehrt, ebenfalls eine gewisse Elastizitéit besitzt.

Wir beschrinken uns auf die elastische Beschaffenheit im engeren
Sinne. Bezeichnen wir den Druck auf die Flicheneinheit mit p, die
elastische Zusammenpressung mit y, so moge

y1n:yzn =P, D

sein, wobei n eine rationale, positive Zahl ist. Setzt man n =1,
dann wird

1) p=Ky,

worin 'K eine Xonstante bedeutet.

Diese Annahme kehrt bei den Schriftstellern?), die sich mit
diesem Gegenstande befat- haben, wieder und liefert bei der Berech-
nung des Eisenbahnoberbaues ein scharfes theoretisches Hilfsmittel,
mit dem man die elastische Beschaffenheit von Schiene und Bettung
in gegenseitige Beziehung bringt. Uber das Zutreffen dieser An-
nahme zu streiten, hat so lange keinen Zweck, als die elastischen
Eigenschaften der verschiedenen Bodenarten nicht genau bekannt
sind.

Bei kleinen Forméinderungen aber, wie sie gewohnlich in der
Praxis vorkommen, ist diese Annahme zulissig, wie auch das die
Beziehungen zwischen Senkung und Bettungsdruck regelnde Gesetz
in Wirklichkeit lauten mége. Fiir die Wahl dieser Funktion sprechen
jedenfalls einerseits die groBe Einfachheit, andererseits die Wahr-
scheinlichkeit einer geniigenden Ubereinstimmung mit den wirklichen
Verhiltnissen.

1) E. Winkler, Die Lehre von der Elasticitdt und Festigkeit. 1867, 8. 182.
Vortriige iiber Eisenbahnbau. 1. Heft: Der Eisenbahnoberbau. 3. Aufl. 1875,
S. 265—267. — J. W. Schwedlers Beitrag in: Minutes of Proceedings of the
Institution of Civil Engineers. Vol. LXVII, 1882, London. . 95. Eine deutsche
Ubersetzung dieses Artikels befindet sich im Centralbl. d. Bauverw. 1891. 8. 90. —
H.Zimmermann, Die Berechnung des Eisenbahnoberbaues. 1888.

1*
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§ 2. Die Baugrundziffer und die GroBie der elastischen
Einsenkung von Bauwerken.

Die Widerstandsfihigkeit eines Baugrundes wird wie die aller
anderen Korper durch die Grenzbelastung, bei der ihre Zerstérung
erfolgt, gekennzeichnet. Unsere Gleichung (1) soll nur bis zu einer
gewissen Grenze innerhalb dieser Grenzbelastung gelten. Die Kon-
stante K stellt dabei die spezifische Widerstandsfahigkeit dar; sie
entspricht ndmlich derjenigen Kraft, welche erforderlich ist, 1cm?
der Stiitzfliche um 1 em zu senken oder zu heben. Ist z. B.
K =10 kg/em?, so betrigt bei einer Pressung von 10 kg/em? die
Bodensenkung 1 cm. Man bezeichnet sie als Baugrundziffer.

Die GroBe K ist zugleich ein MafB fiir die Hérte des Bodens.
Es entspricht also dem hértesten Boden (Felsen) K = «, dem vollig
weichen (Fliissigkeit) K = 0.

Die Ziffer miiffite durch sorgféltige 6rtliche Beobachtungen genau
festgelegt werden. Eine einwandfreie Ermittlung derselben auf dem
Versuchswege ist aber nicht durchfiihrbar, weil die auf die Flichen-
einheit des Bodens wirkenden Pressungen klein, und die Forminde-
rungen infolgedessen so winzig sind, dall sie mit unseren Mefinstru-
menten kaum nachgewiesen werden konnen. Es kommt hinzu, daB
der in Betracht zu ziehende Bauteil im Boden eingebettet ist.

Nachfolgend soll zunidchst Einiges iiber die Versuche von Fach-
ménnern des Eisenbahnbaues mitgeteilt werden, die Grofle der Bau-
grundziffer, hier Bettungsziffer genannt und mit C bezeichnet, zahlen-
méfig festzustellen.

Winkler benutzte zur Berechnung der Bettungsziffer die
Versuchsergebnisse von v. Weber (M. M. v. Weber, Stabilitit des
Gefiiges der Eisenbahngleise, Weimar 1869) und erhielt aus den von
ihm beobachteten Einsenkungen von 0,05 bis 0,60 cm Werte fiir die
Bettungsziffer ¢ von 4-—45 kg/em® (E. Winkler, Vortrige iiber
Eisenbahnbau, I. Heft, 3. Aufl, 1875).

Spéter wurde durch Versuche auf der Rheinischen Bahn die
Bettungsziffer zu 9—16 kg/ecm® gefunden (Hoffmann, Der Lang-
schwellenoberbau der Rheinischen Bahn, Berlin 1880).

Da die Ziffer mit der Art des Materials wechselt, ist sie offen-
bar von den physikalischen Eigenschaften desselben abhingig. Es
liegt daher der Gedanke nahe, durch theoretische Betrachtungen aus
bekannten physikalischen Eigenschaften des Bettungsstoffes die zu-
gehorige Ziffer abzuleiten. Diesen Weg hat Kreuter eingeschlagen
{Zentralbl. Bauv. 1885). Die so gefundenen Werte waren offenbar
zu klein, so daB Kreuter am Schlull seiner Abhandlung die Werte
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C = 6 kgjem® bei ganz frischer,
C= 9 , alterer,

C=16 » ganz fest gewordener Bettung
vorschlug.
H. Zimmermann stiitzt sich auf umfangreiche Versuche, die
von Héintzschel bei den ehemaligen Reichseisenbahnen in ElsaB-
Lothringen ausgefiihrt wurden, und nimmt (Organ, 1888)

fiir Kiesbettung ohne Packlage €' = 3 kg/cm?®,

mit C=8 an.

” ” ”

Ein groflartiger Versuch iiber die Spannungsverteilung im Eisen-
bahngleis ist durch den amerikanischen wissenschaftlichen Ausschuf}
The special Committee to Report on Stresses in Railroad Track durch-
gefilhrt (Proceedings of the American Society of Civil Engineers,
Vol. XLVI, No. 2. Feb. 1920). Der Ausschull bezeichnet die Ela-
stizitit der Bettung durch die Elastizitéitsziffer an der Schienen-
auflagerstelle. Die Ziffer ist als diejenige Pressung fir die Lingen-
einheit jeder Schiene definiert, die erforderlich ist, die Schiene um
die Einheit zu senken. Der Versuch ist auf der Hauptlinie des
Ilinois Central Railroad durchgefiihrt. Die Schwellenabmessung war
6in-8in-8ft. Die Schienengewichte waren 85 und 125 lbs/yd.
Nach dem Bericht ergibt sich eine durchschnittliche Ziffer von
1100 Ibs/in?; sie kann leider nicht direkt mit den oben angegebenen
verglichen werden. Setzt man aber voraus, daB die Schwellen-
einsenkung in der ganzen Linge dieselbe wire wie die an der Schienen-
auflagerstelle, so hédtte man, da die halbe Liange der Schwelle
4.-12 = 481in ist, die Bettungsziffer fiir die Flidcheneinheit

11
K — ,zgg = 23 lbs/in®.

Die Ziffer, ausgedriickt in kg/cm? betriigt 0,64.

O. Franzius hat aus einer Reihe von Beobachtungen iiber die
elastischen Eigenschaften des Sandbodens an den deutschen Kiisten
den Schluf} (s. Funote S. 1) gezogen, daBl die Senkung fiir 1 t/m?®
Druckunterschied weniger als 1 mm betrigt. Es wirde somit dem
Sandboden K = 1 kg/cm?® entsprechen. Er empfiehlt aber der groBeren
Sicherheit wegen bei Berechnungen K = 10 kg/em® anzunehmen.

Brennecke berichtet iiber Versuche zur Feststellung der Zu-
sammendriickbarkeit des Baugrundes in seinem Grundbau, 3. Aufl.,
S.126. Danach ist die Baugrundziffer fiir gewachsenen Sand K = 1
bis 4 kg/em®. Die Versuche sind jedoch in zu kleinem MaBstabe
ausgefilhrt, um aus ihnen Schlisse auf die Einsenkung ziehen zu
koénnen. ‘
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Die Ziffer K wird in der vorliegenden Abhandlung eine bedeutende
Rolle spielen. Solange man iiber ihre GroBe nicht genau unter-
richtet ist, wird das mathematische Verfahren in seiner praktischen
Anwendung ganz unzuldssig erscheinen. Wir werden, da es sich um
eine nur ungefihr bestimmbare Gr6Be handelt, den Einflul der
zwischen den wahrscheinlichen Grenzen veridnderlich angenommenen
GroBe auf das Resultat von Fall zu Fall untersuchen.

Wir kommen noch kurz auf die EinsenkungsgréBe y zu sprechen.
Handelt es sich um ein Bauwerk mit groBer Steifigkeit, wie z. B.
ein massives Fundament, so kann y, also auch der Widerstand, den
das Bauwerk durch den Boden an einer bestimmten Stelle erfihrt,
als nur von &uBeren Kriften sowie der Widerstandsfihigkeit des
Baugrundes abhingig betrachtet werden. Im allgemeinen aber ist,
wié man sich schon bei einer Eisenbahnschwelle vorstellen kann,
y auBerdem noch durch die Abmessungen des Bauwerkes stark be-
einfluft. Der Widerstand muf}, da er proportional der Verschiebung
angenommen wurde, mit Riicksicht auf die Abmessungen des Bau-
werkes und auf seine elastische Beschaffenheit verschiedene Werte
aufweisen.

Der EinfluB der eigenen elastischen Beschaffenheit auf die Ein-
senkung des Bauwerkes wird, verglichen mit dem der Nachgiebigkeit
des Baugrundes, gewohnlich geringfiigig sein; man darf ihn daher
ofters vernachldssigen. Beim Eisenbeton, der in neuerer Zeit in der
bautechnischen Praxis mehr und mehr an Bedeutung gewinnt, 148t
man Zugspannungen zu; aus diesem Grunde fallen die Abmessungen
von Bauwerken in Eisenbeton wesentlich geringer aus als in sonstigen
Baumaterialien. Die elastische Forminderung infolge der eigenen
Elastizitit ist dabei verhdltnismédBig groB und darf nicht aufler acht
gelassen werden; dies kann man bei einigen der im Laufe der Ab-
handlung angefiihrten Beispiele mit Leichtigkeit beweisen.



I. Abschnitt.

Allgemeine Theorie des elastisch gelagerten
Tréigers.

§ 3. Ableitung der Grundgleichungen.

1, Entwicklung der Differentialgleichung. Ein gerader, zur Ver-
tikalebene durch die Schwerachse symmetrischer Stab AB von der
Breite b, dem Elastizitdtsmal E (auch Elastizitdtsziffer oder -modul
genannt), ruhe auf einer wagerechten, elastischen Unterlage und sei
in derselben Ebene von irgendwelchen lotrechten Lasten P,, P, ...
und irgendwie verteilter Belastung ¢ angegriffen, wobei ¢ die ver-
dnderliche Belastung fiir die Flicheneinheit ist [Fig. 2].

ir.rp/w"//y//c//e Lage der Stabadhse _rx »

J Il
JYYY
lice

e

Wir wihlen irgendeinen Punkt O auf der urspriinglichen Lage
der Stabachse als Ursprung des Koordinatensystems und rechnen die
Ordinaten y lotrecht von oben nach unten positiv.
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Es bedeuten in einem beliebigen Querschnitt (z, y)

J das Trigheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die
wagerechte Schwerachse des Stabes,

M das Biegungsmoment in bezug auf dieselbe Achse,

@ die Querkraft,

¢ den Neigungswinkel der Tangente mit der z- Achse.

Es sollen sich hierbei die drei GroBen J, M und @ zunichst
auf die Stabbreite b beziehen. Ferner muB ¢, in Ubereinstimmung
mit der Annahme beziiglich y, im Uhrzeigersinn positiv gerechnet
werden.

Im Querschnitt 2 wirkt als duBlere Kraft ¢. Ferner kommt der
stetig iiber die Stablinge verteilte Flichendruck p in Betracht, der
nach § 1, (1)

p=Ky

gesetzt werden kann. Man vernachlissigt hierbei den unendlich
kleinen Unterschied zwischen den Verschiebungen der neutralen Achse
und denen der duBlersten Stabfasern und versteht unter y sowohl die
Senkungen der Stitzfliche als auch die Ordinaten der elastischen
Linie der Stabachse selbst. Zu betonen ist, daB diese Gleichung
mathematisch nicht an die Bedingung gekniipft ist, daB y nur positiv
bleiben muBl. Es koénnen sich also im Laufe der Berechnung an
irgendeiner Stelle des Stabes negative Werte von y ergeben. Dann
mufl y als eine Hebung angesehen werden, wobei wir uns vorstellen
kénnen, daB der Stab dort durch elastische Zugkridfte nach unten
gezogen wird. In solchem Falle hat man es mit einer Unterlage
im allgemeinen Sinne zu tun, und die Ziffer K moge als Elastizitéts-
koetfizient der Unterlage bezeichnet werden. Bei solchen Unterlagen,
die keinen Zugwiderstand gegen einen Stab zu leisten imstande sind,
z. B. Baugrund im allgemeinen, bei dem wir K mit Baugrundziffer
benennen wollten, miissen wir die theoretischen Untersuchungen in
zweckentsprechender Weise abidndern. Davon wird in besonderen
Abschnitten die Rede sein.

SchlieBllich kann und wird der Stab, wenn er infolge der Durch-
biegung die Unterlage einzudriicken sucht, einen Reibungswider-
stand erfahren. Seine Grofie wiirde fiir den ersten Augenblick des
Aufbringens der Last gleich K,z zu setzen sein, wenn 2z die elastische
Verlingerung der untersten Faser des Stabes am betrachteten Quer-
schnitte und K, eine Erfahrungszahl bezeichnen. Erfahrungsgemif
ist aber z im Verhiltnis zu y stets eine sehr kleine GroSe, ferner
kann man mit dem dauernden Wirken der Reibungskrifte nicht
rechnen, weil sie durch zufillige duBlere Ursachen, wie Anderungen
der Temperatur, Erschiitterungen des Bauwerks u. dgl. zunichte ge-
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macht werden konnen. Aus diesen Griinden darf man wohl diesen
Widerstand in den meisten Fillen ohne Beachtung lassen.

Wir leiten zunichst die Grundgleichungen ohne Beriicksichti-
gung des Reibungswiderstandes ab; spéter soll derselbe sowie die
durch ihn hervorgerufenen Lé#ngskrifte gesondert behandelt werden,
so dafl auch ein Vergleich der gewonnenen Resultate moglich ist.

Man hat fiir die Querkraft im Punkt z den Ausdruck

Q= — SP1+ [blp - gldz,
0 0

wenn (), diejenige im Punkt O bezeichnet. Hierbei wird @ wie
gewdhnlich links vom betrachteten Querschnitt positiv nach oben,
P und ¢ immer positiv nach unten gerechnet.

Es folgt aus dem letzten Ausdruck fiir @ durch Differentiation
nach x oder auch schon auf Grund einer einfachen Uberlegung iiber
die Bedeutung von p und g¢:

. aQ
—— =b[p—q].
(1) g =Pl —d

Da ferner zwischen dem Moment M und der Querkraft @ die

Beziehung

dM
(2) Fra
besteht, findet man mit Bezug auf die Gleichung p = Ky
M
(3) T = blp—ad=0b[Ky—q]

Es gilt die bekannte Differentialgleichung der elastischen Linie
infolge der Biegungsmomente
dy
(4) M=—BJ %5
Die Gleichung ist im allgemeinen mit dem Vorzeichen + auf der
rechten Seite versehen. Wegen der-Annahme beziiglich y wihlen wir
das Minuszeichen und setzen damit fest, dal dasjenige Biegungs-
moment M als in positivem Sinn wirkend betrachtet werden soll,
welches den Stab, in positiver Richtung y gesehen, hohl kriimmt.
Beschrinken wir uns zunéchst auf einen Stab mit unverénder-
lichem Trigheitsmoment J, so liefert die Gleichung in Verbindung
mit (3) die Differentialgleichung der elastischen Linie des Stabes
E7
5) EJd—y_—;—be:bq.

xt
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Setzt man voraus, daB die elastische Eigenschaft, also die Ziffer K,
in allen Punkten der Unterstiitzung véllig gleichwertig ist, und setzt
man zur Vereinfachung der Integration

4
4EJ
\/b—K‘L

x -~
’L"’_‘é'a

(6) und

so formt sich die letzte Differentialgleichung um zu
, diy 4
(M) 3@;4—4?/:'159-

Die Grofle L, in der die drei Grolen K, B, J zusammengefallt
sind, ist in den vorliegenden Untersuchungen ein mafBigebender Faktor.
Das physikalische Verhalten des Stabes ist in den Formeln aus-
schlieBlich durch L gekennzeichnet. Aus der Betrachtung der Dimen-
sionen (ndmlich F =kgem™?, J=cm*, b=cm und K =kgem™3)
geht hervor, daBl sie eine sowohl vom Material und der Querschnitts-
form des Stabes als auch der elastischen Beschaffenheit der Unter-
lage abhingige Linge darstellt. Die GroBe £ = /L ist also eine von
der Lage des Querschnitts « abhingige, verinderliche Zahl.

Die Differentialgleichung (7), die den folgenden Untersuchungen
zugrunde liegt, ermoglicht die Berechnung der elastischen Senkung
und dadurch aller erforderlichen, elastischen GréBen des Stabes, so-
fern ¢ bekannt oder anderweitig als Funktion von & darstellbar ist.
Die Gleichung ist linear, und ihre vollstindige Losung besteht aus
vier mit den willkiirlichen Funktionen oder Konstanten behafteten
Gliedern, von denen jedes eine partikulire Losung angibt.

Setzt man g = f(£), so ergibt sich die Differentialgleichung

d* 4
®) a5 T =)

Das Integral nimmt die Form

n=4 )
y= D[Z,e"]
n=1

an, wenn unter Z_ bestimmte Funktionen von &, unter s, die vier
Waurzeln der charakteristischen Gleichung s* 4 4 = 0 verstanden sind.
! s, =—¢,=1+1

1

Da

l-‘s‘.‘:_sszl_i
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ist, 146t sich das Integral in der Form
(9) Y = Zye"" - ZyesnS - Zgem5 - Z, om0k

angeben, wobei die vier Funktionen Z, bis Z, aus den Gleichungen

es1é % es2 € % L g—8eé (%3 4 emaf % =0

d& d& 23
%% el SR Ay s
1o ' esﬁ -1 —§— s €%2¢ dd—Z‘*’ — s,emf ZZ; — s, enf iz? =0
— 826815%% — s, e%f (Z—Zg -+ s e %8 %—Z; -+ 5,68k ‘fZZg = %f(&)

zu berechnen sind.

2. Ausdriicke fiir die elastischen GréBen. Fiir die weiteren Be-
rechnungen ist die folgende Gruppe von Gleichungen grundlegend:

. N d'y —bKL? [dgyJ
(11) j T o e
I dy [dy] d®y —bKL [ds }
tg 9 = =2 Yy _ —
| ®%=% Tl Q= —BI 75 1 ld#

In den ersten Ausdriicken fiir M und @ tritt die Breite & des
Stabes nicht auf; selbstverstindlich beziehen sie sich dabei auf die-
selbe Breite des Stabes, fiir die das Trigheitsmoment J berechnet
wird. Da aber in dieser Abhandlung im allgemeinen b =1 cm an-
genommen werden soll, so beziehen sich, wenn nichts anderes an-
gegeben, diese zwei Grofien stets auf die Einheitsbreite des Trigers.

3. Bemerkung. Es ist ohne weiteres einzusehen, daB in der
oben entwickelten Theorie auch Momente My, M, ... als dulere
Krifte auftreten konnen. 9N ist gegen den Sinn des Uhrzeigers
positiv gerechnet. Die gewonnene Differentialgleichung sowie alle
daraus abgeleiteten Formeln erleiden hierbei keine Abinderung.

1”

.

T

llllll‘llllllll I
llll
g. o.

Fi



12 Allgemeine Theorie des elastisch gelagerten Trigers.

§ 4. Die Funktion £ (&) ist gegeben.

Es sollen im folgenden die allgemeinen Formeln fiir einige
Sonderfille, in denen f(£) ausdriicklich gegeben ist, niher erdrtert
werden.

1. £(§) = 0. Hierunter verstehen wir einen Stabteil, z. B. OB
in Fig. 4, der keine Streckenlast trigt.

&lastische Linse

HMomentenlinie

Fig. 4.

Man erhilt die Differentialgleichung
d*y
(12) gp TAy=0.

Das allgemeine Integral lautet

(131) Y= Y = [(Al e;c + Ag e—E) COSE + (A3 6;: + A4 6_5) Sinf] .

DO |

Hierin sind Al', 4,, A, und A, als die vier willkiirlichen, der vier-
maligen Integration entsprechenden BestimmungsgréBien zu betrachten.
In der vorliegenden Abhandlung sind solche GroBen stets mit Indizes
versehen, z.B. 4,, 4,, ..., B, B,, ....

Die Funktion ¥ wird manchmal in der Form

(18,) ¥Y=1U,Gofécosé - U, Ginécosé+ U, Cofésiné+ U, Ginésiné

gegeben. Die eine Form ldBt sich ohne weiteres in die andere um-
wandeln durch Einsetzung folgender Beziehungen:

[Ulzé[A1+A2J Uszé[As_}_AJ
(14) 1 1
U‘,=~[A1‘A,,] UAZ_[A?,_AJ-

2

Aus Gl (13,) entwickeln wir die folgenden Ausdriicke fiir die
Differentialquotienten nach &:
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dy

Y = %[Al ef (cos & — sin&) — A4, e % (cos & + sin &)

+ A, ef(cos & +sing) +- 4,675 (cos £ —sin )]

(15) t;‘é?é = —[4, 68— A,e~]siné | [d; 65 — A, eF]cosé
. d‘iy N ) ) . ‘
e — A ef(cos & 4-sin &) | A, e~ (cos & — sin §)

~++ A, e5(cosé —siné&) + A4, e~5(cos £ 4 siné).

Mit Hilfe dieser Ausdriicke lassen sich die Gleichungen fiir die
elastischen Groflen p, M, und tgd ohne weiteres angeben [vgl.
Gln. (11)]. Der besseren Ubersicht wegen stellen wir die ‘einzelnen
Ausdriicke zusammen:

%—[(Al e+ A,e=%)cosé + (4,5 4 A, e %) sin ]
M:—]%?[(A — A,e~¥)siné — (4,6 — A, e F)cos £]

(16) Q= %Q[Ales(cosg—#sin &) — A,e—%(cos & —siné)

— 4 e (cos E—sing)— A, e~ ¥(cosé+-siné)]

tg & = —2413[A1e$(cosf —siné) — 4,e¥(cos £ -1-siné)
+A;ef(cosé—-sing)+ A4, e~¥(cosé—sing)].

Man sieht ein, dafl die Funktion Y die allgemeine Kigenschaft
besitzt, sich bei der Differentiation und dementsprechend auch bei
der Integration der Form nach wieder zu erzeugen, indem man fiir
alle Abgeleiteten der Funktion die gleichgebaute Funktion erhélt.

Hieraus erkennt man, dal man fiir jeden der drei Ausdriicke d_f

d® A3y

7 fy und -+ 3 53 die oben angegebene Funktionsform Y einsetzen kann.
Was die Integrationskonstanten 4,, 4,, 4, und 4, anbelangt,

so sind sie erst bestimmt, wenn sowohl die Abmessungen als auch

die Belastungsart des Stabes feststehen; denn dann sind alle GroBen

in den Bedingungsgleichungen, die wir aus den-Ausdriicken fiir %%,

d?y a3y

iE und 3 53 aufstellen kénnen, bis auf die Konstanten 4,, 4,, 4;,
A4, numerisch gegebene Werte, und man kann diese Gleichungen
ersten Grades in bezug auf 4,, 4,, 4,, A, ohne weiteres nach den-
selben auflésen.
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Schliefllich geht aus Gl (4) und aus

_1dmM

S

hervor, dafl einem Nullpunkt in der Momentenkurve ein Wendepunkt

in der elastischen Linie entspricht, und umgekehrt gehdrt auch zu

jedem Nullpunkt in der elastischen Linie ein Wendepunkt in der

Momenteukurve mit derselben Abszisse . Davon kann man sich
bei vielen der nachfolgenden Beispiele iiberzeugen.

Die Differentialgleichung (12) ist im Jahre 1867 von Winkler?)
zuerst gegeben. Spiter, im Jahre 1881, wurde sie von Schwedler?)
zu eingehenden Untersuchungen bei der Berechnung des Eisenbahn-
oberbaues benutzt. Sie ist daher als Gleichung von Winkler und
Schwedler bekannt.

[vel. GL (3)]

+* X

X
8
TR

Fig. 5.

2. £ (§) ist konstant. Man erhélt hierbei die Differentialgleichung

d*y dq
(17) d_g‘-*—l—lly%?{_’

worin ¢ eine Konstante bezeichnet. Das Integral lautet

(18) y=2+7,

wenn unter ¥ die in (13,) angegebene Funktion verstanden ist
Somit ergibt sich
(19) p=gq+ KY.

Fiir die Ableitungen der Funktion y bis zum dritten Differential-

quotienten und folglich auch fiir die elastischen Grofien tgd, M
und @ gelten ohne weiteres die im vorigen Falle entwickelten Formeln

[vgl. Gln. (16)].

) Die Lebre von der Elasticitit und Festigkeit, 1867, Prag. S. 182.
2) 8. Fulinote S. 3.
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8. f(§) ist eine ganze, rationale Funktion 7-ten Grades, Das
Integral erscheint dann in der Form

y=F@¢&)+7,
worin F(E) eine ganze, rationale Funktion n-ten Grades bedeutet,
deren Koeffizienten nach dem Verfahren der unbestimmten Koeffi-
zienten ermittelt werden konnen.
Es sei z. B.
(20) f(&) =g, + k&,

wobei g, und -k zwei Konstanten bedeuten. Die Differentialgleichung
lautet

dty 4 [% + k]
(21) d*§z+4y~"‘—K—‘-
g x
b ¢ —4
.’// ’ﬂﬂ
g=g5+ X
P e (R 52 e
%
T
*y

Fig. 6.

Der Fall liegt vor, wenn die Streckenlast ¢ gleichméBig mit = zu-
nimmt. Mit Bezug auf Fig. 6 nimmt £ dann den Wert

k=mL
an, und man findet

gyt mLE“
und folglich

+mL¢
(22) i

worin ¥ in GL (13,) angegeben ist.
Ferner erhilt man

(23)



16 Allgemeine Theorie des elastisch gelagerten Trdgers.

worin iy durch d— in Gln. (15) ersetzt werden kann.

dé dé
Als Ausdriicke fiir M und @ gelten ohne weiteres die des

Falles 1 [vgl. Gln. (16)].

§ 5. Ableitung der Grundgleichungen mittels einer Momenten-
gleichung.

In den vorhergehenden Paragraphen haben wir die Einsenkung
y des Stabes als Funktion von z dargestellt. Analog kann man mit
den anderen elastischen GroBen verfahren.

Es soll im folgenden das Biegungsmoment M als Funktion von
z entwickelt werden. Man gelangt zur Differentialgleichung

M ,2°q
e T AM =I5

deren Richtigkeit wir in einem spiteren Abschnitt beweisen werden
[§ 8, Gl (37a)]. Hierbei haben L und & dieselbe Bedeutung wie in
Gln. (6). Bei gegebenem ¢ liBit sich das allgemeine Integral leicht
aufstellen.

Die Ausdriicke fiir die elastischen Grofen lauten dann

__{d“M_L ]v 1 [1 ‘“”+ 1
Y=k Uda K|I?dE
1 d*M

(24) o d§“+

_dy [d3M J 1 [1dM

8% =0~k ldw T s — KL b’ 53+de
Q0¥ _1dm
T dx L dE

Greifen wir auf die im letzten Paragraphen behandelten drei
speziellen Fille zuriick, also:
g=0

(25) { ¢ = konstant

l g=4q,+ k&,
so nimmt die Differentialgleichung die Form [§ 8, Gl. (38a)]

d*M

e +4M=0

an. Die Gleichung stimmt der Form nach vollkommen mit GL (12)
iiberein, wenn in dieser M statt y gesetzt wird. Alle Ergebnisse
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beziiglich der allgemeinen Lidsung sowie ihrer Ableitungen [vgl.
Gln. (134,9), (15)] bleiben daher verwendbar, wenn man nur die obigen
Werte uméndert. Man erhilt namlich

[ M=
(26) aM

|

wobel B, B,, B,, B, vier Integrationsfestwerte bezeichnen.

[(B,ef + B,e%)cos & 4 (B,ef+ B,e¥)sin £]

DO | 0o

[Byef(cos & — siné) — ...

§ 6. Aufstellung der Gleichungen, wenn Diskontinunititspunkte
vorhanden sind.

1. Vorbemerkungen. Es ist zu bemerken, dafl in den bis jetzt
gewonnenen Gleichungen #uflere Krifte P, P,..., M, M,... nicht
auftraten. Ferner war von der Linge, tiber die die Streckenlast ¢
verteilt ist, nicht die Rede. ‘

Dies 148t sich damit erkliren, daBl eine Differentialgleichung,
von der eine Integralformel abgeleitet werden soll, der Natur der
Sache nach nicht jeden besonderen Zustand zum Ausdruck bringt.
Fiir irgendwelche Belastung erleidet die Einsenkung eines Stabes
und folglich der Neigungswinkel der elastischen Linie eine stetige,
und zwar, wie es aus den oben gefundenen Gleichungen erhellt, in
graphischer Darstellung betrachtet, wellenartige Verinderung. Was
aber die elastischen GroBen ¢, M des Stabes betrifit, so erleiden
sie an den Angriffspunkten einer Kraft, eines Momentes oder an den
Endpunkten einer Streckenlast sprungweise Verdnderungen. Dort
sind also Diskontinuitdtspunkte der Gleichungen fiir die elastischen
Groflen. So z. B. erleidet die Querkraft, links vom Querschnitt be-
trachtet, eine plétzliche Anderung um den Betrag — P, wenn P die
dort vorhandene Einzellast bezeichnet.

Jede Gleichung von der Form (13, ) gilt also nur fiir die Teile
eines Stabes, die der Wirkung zweier benachbarten Einzellasten,
zweier Momente oder der Wirkung einer Last und, benachbart davon,
der eines Momentes ausgesetzt sind, wihrend Gleichungen von der
Form (18), (19) und (22) lediglich auf die Linge, iiber die sich die
stetig verteilte Last erstreckt, ausdehnbar sind:

Ferner muf} die Differentialgleichung ihrerseits dort ihre Giiltig-
keit verlieren, wo die darin auftretenden parametrischen GréBen
eine plotzliche Verdnderung erfabhren. Es miissen daher bei diesen
Differentialgleichungen die Stellen, wo J, K und selbst #, wenn es
moglich wire, sich sprungweise #ndern, Diskontinuititspunkte der

Hayashi, Theorie des Trigers. 2
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Differentialgleichungen sein, wenn auch dort die elastischen Grofen
— y, tg¥, M und @ — des Stabes selber keine Diskontinuitit
besitzen.

2. Ergiinzungsbeispiel. Die Aufstellung der Gleichungen fiir einen
Stab mit Diskontinuitdtspunkten ist im allgemeinen ziemlich um-
stdndlich. Im folgenden wollen wir darauf an der Hand eines Bei-
spieles ndher eingehen.

P

4 +X
|
Y a
Ll ’
Vs
iy 4
n
b2
+Y a -2~

*y
Fig. 7.

Ein elastisch gelagerter, gerader Stab 4B erfahre im Punkte D
eine sprungweise Verdnderung des Trigheitsmomentes. Der Stab
trage in C eine Einzellast P. Der Flichendruck p -sei fiir die
Strecken AC, CD und DB stetig verdnderlich. Es sollen die
Gleichungen fiir die elastischen Grofen des ganzen Stabes bestimmt
werden.

Nimmt man in einem belasteten, geraden Stab fiir eine elasti-
sche GroBe, z. B. die Einsenkung oder das Biegungsmoment, eine-
Integralformel irgendwelcher Form an, so lassen sich diejenigen der
anderen elastischen GroBen unmittelbar daraus ableiten. Da diese
angenommenen Formeln im allgemeinen vier Konstanten enthalten,
so sind die. abgeleiteten Gleichungen ebenfalls mit diesen vier Kon-
stanten behaftet.

¢ und D sind Diskontinuititspunkte, man hat demnach die drei
Stabteile 40, CD und DB getrennt zu betrachten. Nimmt man fiir
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jeden je eine, vorldufig unabhéngige Gleichung irgendeiner elastischen
GroBe an, so hat man im ganzen 4 (2 4 1) = 12 Konstanten zu be-
stimmen, worin 2 die Anzahl der Diskontinuitidten angibt. Da aber
im Punkt C die dort wirkenden inneren Krifte Q¢ und M, aus den
zugehorigen Gleichungen fiir AC gegeben sind, und sie infolgedessen
fir den Stabteil CD ebenso wie die Last P als bekannte, duBere
Krifte betrachtet werden konnen, wird die Zahl der Konstanten in
der Gleichung fiir CD um zwei vermindert. Ahnliches gilt fiir den
Stabteil DB. Die Zahl der in Betracht kommenden Konstanten ver-
mindert sich also auf 12 — 2.2 = 8.

Da die beiden Stabteile im AnschluBpunkte gemeinsame Ein-
senkung und Verdrehung haben miissen, erhdlt man in C die zwei
Bedingungsgleichungen

a
_ | Mo,
Y4 Yo = EJ 2Qq
(27,) %
M oM
Ba— o= sz o2,
0

wobei yo und ¥¢ durch die zugehorigen Gleichungen fur CD aus-
gedriickt werden miissen. Das Biegungsmoment M in dem Stab-
teil AC hat den Ausdruck

M=m—Qla— )+ Mo,

wobei m das auf den Punkt x bezogene Moment des auf die Strecke
(¢ — z) wirkenden Flichendruckes bedeutet. Es ergibt sich

oM
Q¢
om
NP

Somit lauten die obigen Bedingungsgleichungen

42

1
Ya — Yo = Eijlx dx
(27,

0
a
1
ﬂAhﬁgzﬁfM(iw
0

Analog erhilt man im Punkt D zwei Gleichungen &hnlicher Form.
A
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Die iibrigen erforderlichen Bedingungen liefern die Verhéltnisse,
denen die Stabenden unterliegen, die ihrerseits auch Diskontinuitéts-
punkte sind. Sind z. B. die beiden Enden des Stabes fest ein-
gespannt, so ergibt sich

y4a =10 yp=20
’l?'A_:O ’193:0.

3. Bedingungsgleichungen fiir den elastisch gelagerten Stab. Die
Bedingungsgleichungen (274,2) werden sich im allgemeinen kompliziert
gestalten. Sie sind besonders dann vorteilhaft anzuwenden, wenn
die M-Gleichung, wie bei einem Stiicke eines gewdhnlichen Balkens,
eine bequeme Form hat.

In den meisten Fillen der vorliegenden Abhandlung gehen wir
der Bequemlichkeit halber von der Gleichung der elastischen Linie
aus. Man nimmt sowohl fiir die Strecke vor dem Diskontinuitéts-
punkte als auch, vollstindig unabhingig davon, fiir die Strecke nach
demselben eine Gleichung der elastischen Linie in der allgemeinsten
Form an und bildet daraus die Ausdriicke fiir tg®, M und Q.
Dann lassen sich die zwei Bedingungen der Form (27, ,) fiir einen
Diskontinuitdtspunkt durch die vier folgenden Gleichungen:

[y1 =1yl
J [tg 9] = [tg ¥]
| [M] = [M]+ M
U @=[e]l+P

angeben. Die zweierlei Klammern zeigen, dafl die betreffenden
Grofen durch die Gleichungen fiir die links bzw. rechts des Dis-
kontinuitdtspunktes sich befindlichen Stabteile ausgedriickt werden
miissen. Handelt es sich um einen Streckenlastendpunkt oder einen
Diskontinuitdtspunkt infolge einer Parameterinderung der Differen-
tialgleichung, so sind 9t und P gleich Null zu setzen.

Man nimmt fir die Stabteile AC und CD bzw. die Gleichungen

(28)

Yy = %[(A165+ A,e= %) cosé 4 (A8 4 4,e”f)sin ]
y :—:;—[(Bleé“?{— B,e=¢)cos & + (Byef -+ B, e~ ¥)sin ]

an, worin die Veréinderliche £ und das damit zusammenhéngende L

in Gln. (8) bezeichnet sind. Setzt man ¢ — %, so lassen sich die
letzten vier Bedingungsgleichungen fiir den Punkt €' in der entwickel-
ten Form [vgl. Gln. (16)]
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[4,e"+ A,e~ “|cos ¢+ [Aget+ A, e~ “|sine = B, - B,

1 . . .

7 [A4,e*(cose —sing) — A,e™ “ (cosa--sine) + 4, e*(cosa -+ sine)

+ A4,e”*(cos ¢ — sin «)] :%[Bl— B,+4+ B, + B,]
1

(29) KL?[(de*— A,e=%)sin¢ — (43¢ — 4,6~ %) cos ¢ .
) =K,L|[B,— By]

KTEL [4,e* (cos ¢ + sina) — A,e~“(cos e — sin at)

— Aje*(cos ¢ — sina) — A,e~ “(cos ¢ + sin )]

_ Kfl [B,— B, B, — B, |- P
darstellen. K und K, bedeuten die Elastizitétskoeffizienten der Unter-
lage fiir AC und CD.

Die Auflésung solcher Gleichungsgruppen fithrt, besonders wenn
viele Diskontinuitdtspunkte vorhanden sind, zu héchst weitliufigen
Rechnungsarbeiten.

§ 7. Auflosung der Grundgleichung durch unendliche Reihen,

Es soll im folgenden die Differentialgleichung (7)
d* 4
EE?% TAy =34
noch einmal durch ein anderes Verfahren aufgelost werden, und zwar
wollen wir y mit Hilfe von Potenzreihen darzustellen suchen.

Der Vorzug der Reihenentwicklung einer Funktion besteht vor
allem darin, dal alle Zahlenrechnungen mit dem Rechenschieber
oder der Rechentafel ganz bequem ausgefiihrt werden konnen. Ferner
liefert sie, wie man sich iiberzeugen wird, fiir einige besondere
Gleichungsformen das einzige Aufldsungsmittel.

Wir betrachten zunéchst die Gleichung ohne die rechte Seite,
namlich [GL (12)]

dty
dgt

+4y=0.
Ist
y="r@

das allgemeine Integral dieser Gleichung, so hat man entweder nach
Taylor

(80) y=r(n)+ -§——1—qu’ f'(n)+ g;f!nff”(n) +e. +(§——!L)nf(")(n)+

n
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oder nach Mac Laurin

2
(B1)  y=FO) 45 FO) 5 170) 4o+ o pm(0) ..,
wobei f(n), f(n)..., f(0), f(0)... die zu &=19% bzw. £=0 ge-
hérigen Werte von f(£) und die entsprechenden Ableitungen bedeuten.
Aus der Differentialgleichung gewinnt man diese Werte folgender--
maBen:

Differentiiert man die Gleichung mehrmals nach £ und setzt
man darin &=y, so erhélt man:

() = —4f(n) YU () = 42 f(n) X () = — 43 ()
V() = —4f'(n) X (n) =471 () :
fVII(ﬁ) = — 4f"(n) X(m) =4f"(n)

Y1) = — 41" () X (n) =43f"(n)

Das Bildungsgesetz der Ableitungen liflt sich sofort erkennen:
je vier haben die gleiche Form.. Mit Hilfe dieser Entwicklung lassen
sich alle hoheren Koeffizienten in den Reihenentwicklungen (30) und
(81) durch f(n) bzw. £(0) sowie durch die drei niedrigsten Ableitungen
'), '(n), f’"(n) bzw. £'(0), £’(0), f"'(0) ausdriicken.

Ordnen wir die Reihe ( 0) nach diesen vier Ausdriicken, so
nimmt sie die Form

y =X, () + Xof (n) + Xaf"(n) + X, " (n)

an, wenn unter X,, X,, X, und X, die vier unendlichen Reihen
1 2> <ig 4

X, — 1— (¢Z’7)4+( LN Gl ik 12') LI
o2 ngi’t—zl—’l_@—g,) 4+(‘5"’7) 42 — ("&;1;?\1—3434-...
R R L
g Got Eol  Eoil e Bl g

verstanden sind. Die der GI. (31) entsprechenden Entwicklungen X,
bis X, sind hier der Raumersparnis wegen weggelassen. Sie sind in
§ 19 als (28) bezeichnet.

Die Ausdriicke f(%), f(0) stellen die Einsenkung des Stabes in
den Punkten £ — # bzw. £ = 0, ferner f'(1), (1), " (n) sowie f'(0),
f”(0), ”(0), mit konstanten Koeffizienten verbunden, die Verdrehung,
das Biegungsmoment, die Querkraft des Stabes bzw. in denselben
Punkten dar. Bei gegebener Belastungsart nehmen diese elastischen
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GroBen bestimmte Werte an, so da wir sie als Konstanten be-
trachten konnen. Die Reihen (30), (81) kdnnen dann in der Form

(33) Yy=A X, + 4, X, + 4, X, + 4, X,

angegeben werden, wenn A4,, 4,, 4, und A , vier Konstanten be-
deuten, die bzw. durch die Gleichungen

1:f<77) [ 4, =£(0)
4, = f'(n) 4,=f'(0)
A4 — f’// (17) A4 — f”/(O)

bezeichnet werden konnen.

Der gefundene Ausdruck (33) stellt das allgemeine Integral der
Gleichung von der Form (12) dar. Das Integral der Gleichung (7)
lautet dann

(35) y=A4,X +A2X2+A3X3 +A4X4+%-

Bei groBen Werten von £ konvergieren die Reihen (32) erst von
hoheren Gliedern ab; fiir solche Werte von & wird die Losung praktisch
unbrauchbar.

Die Ermittlung des Biegungsmomentes sowie der Querkraft er-
folgt in der bekannten Weise unter Benutzung der Formeln (4), (2).

§ 8. Das Trigheitsmoment J des Stabes ist mit o veriinderlich.

1. Vorbemerkungen. Wie bereits aus der Festigkeitslehre be-
kannt, pflegt man bei manchen Trédgerarten vom Standpunkte der
Wirtschaftlichkeit die #uBere Form oder besser ausgedriickt die
Steifigkeit des Trigers moglichst den in ihm auftretenden Bean-
spruchungen anzupassen. In diesem Fall mufl das Trigheitsmoment des
Stabes als mit x verdnderlich betrachtet werden.

Man hat dabei wieder auf die Gleichung

d*y

M= —EBJ -4

zurilickzugreifen, worin'J mit & verénderlich ist.
Nach zweimaliger Ableitung derselben nach z erhdlt man die
Differentialgleichung

dty dJd%y
(86) EJ G +2EISSC%

da® dx® dx?

ET By M

+E =—Ky+q.
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Dies ist eine Differentialgleichung vierter Ordnung mit verdnder-
lichen Koeffizienten. KEs unterliegt einer groBlen Schwierigkeit, sie
zur Bestimmung der elastischen Durchbiegung y zu benutzen. Wir
wollen daher einen anderen Weg einschlagen und die Aufgabe mit
Hilfe des Biegungsmomentes M als Funktion von z zu ldsen suchen.

2. ZweckmifBige Differentialgleichung. Aus Gl (3) folgt durch
zweimalige Ableitung

a’y 1 [aﬁM d*q J

- dat dx?

dz® K

Setzt man diesen Ausdruck in Gl (4) ein, so ergibt sich die Grund-
gleichung fiir das Gesetz der Bildung des Biegungsmomentes im
elastisch gelagerten Stab

EJ[d*M d?gJ B
(37 % Law T =

Man gelangt wieder zu einer Differentialgleichung vierter Ordnung
mit verénderlichen Koeffizienten. Sie ist aber in der Form viel ein-
facher als die Gl. (36), doch ihr im mathematischen Sinn véllig
gleichwertig. Die Integration dieser Gleichung liefert unmittelbar
den Ausdruck des Biegungsmomentes, und aus diesem werden durch
Ableitung die Gleichungen fiir die Querkraft @ und fir die Durch-
biegung gewonnen.

Kommt die gesamte Streckenlast ¢ gegen die Einzellast P nicht
in Betracht, oder ist ¢ entweder konstant oder héchstens im ersten

d? . .
Grade abhingig von z, dann ist Z:O, und es ergibt sich die
Differentialgleichung
EJd*M
(38) B odat = M.

In dem Sonderfall, wenn das Tréagheitsmoment konstant ist,
nehmen die Gl (37), (38) wegen der Gl (6) die Form

(37a) % LAM = —L? Zfl
bzw. )
(38a) %%1 4M =0

an.

Gl (37a) hat mathematisch dieselbe Bedeutung wie Gl (7),
wihrend (38a) ihrerseits mit Gln. (12), (17) und (21) gleichwertig ist.
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§ 9. Der Elastizititskoeffizient K der Unterlage findert
sich mit a.

1. Vorbemerkung und Differentialgleichung. Im Eisenbetonbau
kommen nicht selten Stiitzmauern, Rahmen u. dgl. zur Anwendung,
deren Fundament bzw. Kampfer, fuBlartig verbreitert, auf mehr
oder minder nachgiebigem Baugrunde aufruhen. Eine solche Flichen-
lagerung erfahrt, wegen der im allgemeinen nicht in der Mitte
des Fundamentes angreifenden Mittelkraft, eine unregelmifige elasti-
sche Senkung. In derartigen Fillen kann durch die Wahl einer be-
sopderen Griundungsart, welche geeignet ist, den ausgelibten Druck
aufzunehmen, ein ungleichmiBiges Senken verhiitet werden. Diese be-
steht in der Griindung auf Pfahlen, die man nicht in gleichlaufenden
Reiben anordnet, sondern dem herrschenden Druck entsprechend ver-
teilt, sei es, dafl dadurch ein guter, tiefliegender Baugrund erreicht,
oder dadurch lediglich der Boden im ganzen genommen fest zu-
sammengeprelt wird. Um den EinfluB dieses Verfahrens niherungs-
weise zu ermitteln, mdge angenommen werden, daB die Ziffer K sich
mit x verdndere.

Im folgenden setzen wir voraus, dafl K eine lineare Funktion von
z ist, und beschrinken uns auf den Fall, wo der Stab lediglich Einzel-
lasten tragt. Wihlt man irgendeinen Punkt des Stabes O als Koordinaten-
anfangspunkt und bezeichnet mit K, den zugehdrigen Elastizitéits-
koeffizienten der Unterlage, so laBt sich K an einer beliebigen Stelle z
durch
(39) K—K,— kx

ausdriicken, wobei unter % eine konstante GroBe verstanden ist.

14

&—xﬂ
H g

—:—{tn\ fe—

o

Aard #,-Zx
Wk Linse

N

Fig. 8.
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Mit diesem Ausdruck geht, da ¢ =0 ist, Gl (5) iiber in
i
(40) 81T Y 4 [E, — kaly = o0.
x
Dies ist wieder eine Differentialgleichung vierter Ordnung mit ver-
anderlichem Koeffizienten.

2. Unmittelbare Integration der Gleichung. Es stehen fiir die
Integration der Gl (40) zwei Wege offen. Zuerst sei der der un-
mittelbaren Integration eingeschlagen.

Faft man die in der Gleichung vorkommenden Konstanten E,
J, K, und %k zu einer einzigen Konstanten

Y B Ik
/Ky~ F

(41) zusammen und setzt
l KO — k£ =7
l Kt
so wird die Gleichung auf die einfache Form
dty
(42) g~y =20
gebracht.
Dies ist eine besondere Form der Laplaceschen Gleichung?)
Setzt man P(z) = 2*
Q(Z) = —1,
so hat man » . )
fw(«z)dz: —fz*dz: _z
Q) 5
Somit ergibt sich
P@, _z
Z = _¢" @@ e ?

Mit Hilfe dieser bestimmten Funktion Z 148t sich das allgemeine
Integral der Differentialgleichung als

22 21 -
Y :Af%ewrzd.z = Afez T oz
2 E

schreiben.
Die Grenzen z,, z,, zwischen denen die Integration ausgedehnt
werden soll, bestimmen sich aus der Gleichung
etz =0

1) A. R. Forsyth, A Treatise on Differential Equations. 4th- ed. 8. 280.
E. Goursat, Cours d’Analyse mathématique. 2me. éd. Tome II. S. 442,
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oder i
e °=0,

die durch 1

erfiilllt ist. Wenn man mit w, (n =1, 2, 8, 4, 5) die fiinf Wurzeln
. c s -1
der Gleichung z° == 1 bezeichnet, werden diejenigen von 5= 0 zu
@, 0O .

Das allgemeine Integral nimmt dann den Ausdruck

n=>5 @ s
(43) y::Z[AnwnJ(ewﬂzg—_s) dz:'
n=1 0

an, wobei die finf Konstanten durch die Beziehung
(44) 2[4,]=0
verkniipft sind. Von der Richtigkeit der Gleichung kann man sich
durch Ausfithrung der Differentiation des auf der rechten Seite der
Gl (43) stehenden Ausdrucks leicht iiberzeugen.

Hiermit ist das Integral mathematisch vollkommen bestimmt.
Die Auflésung der Gl (43) nach ¢ ist jedoch noch sehr umstindlich;
es soll daher ein anderer Weg gezeigt werden.

3. Integration durch eine unendliche Reihe. Wir suchen jetzt
die Differentialgleichung (40) mittels einer unendlichen Reihe zu
integrieren. Dafiir bringt man Gl. (40) durch die Einfiihrung von

K, — kx
1 . Bo — R¥
(45)") =g
auf die Form dty '
TE
(46) {I wobei v K’
ist. L CBJK

Man nehme fiir y die Entwicklung § 7, (30) an. Durch sukzessive
Differentiation der letzten Differentialgleichung kommt man zu den
auf 8. 30 angegebenen Ausdriicken, in denen das Bildungsgesetz ganz
iibersichtlich ist.

Mit Hilfe dieser Reihen kann die angenommene Entwicklung
fiir y wieder in der Form .

y=4,X, +4,X,+4,X,+ 4,X,
dargestellt werden, wenn unter X,, X,, X,, X, die folgenden Reihen:

1) Hier ist der Buchstabe & in anderer Bedeutung gebraucht als in den
vorhergehenden Paragraphen; er bezeichnet hier eine GroBe kleiner als 1.
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X, =

2

X,=
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30

(2) o3 e0[8T+8-F%]—(5) . /3s0[(L+€)aT+8-¢]— (3). P21 23— (D30 =(3)1axd

(2) uid 6360 — @dedeo[11+24+¢€]—(3) J3e0[(9+2)TT+2 3] — DIeP11-9-T—= (9%t
Dutster— @) Jezerlor+942]— @ m(e+1)01+ 9 1] —=(3) srx/
(9) .t 065+ ()d 6367 — ($)43eol6+o+1]—=(3) mx/
(3) Wt 2e2[81 7]+ (3)./28 ¢+ () e3¢? — = (3) ux/
(3) ik 63504 () ud3 o[L+e]+ @)fenL-B = (?)x/
(3)ud 30+ (9)43m9+2]+ (3)409-1 @i

(). 30+ @®43mle+1] =3 x
(Pt P¥ — . () eger =(3 vE%\
(2)ud 30— (3)fng— = (3)1ad
(3).f30— () na— = @5\
3) J30— @r—= (5)sf

(@) 50—= (3)ar/
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verstanden sind. Die Ausdriicke fiir die konstanten Grofen A4,, 4,,
4, und 4, finden sich in dem ersten Teil von Gl (34).

Das Biegungsmoment M sowie die Querkraft @ koénnen dann
berechnet werden wie folgt [vgl. Gln. (4), (2)]:

(- ms| ] dggﬁ
(48) {I[ k%ilsyds
| ¢=*/ H ae

§ 10. Wagerechter Widerstand wird beriicksichtigt.

1. Vorliufige Behandlung. Es soll jetzt der wagerechte Wider-
stand, den der Stab auf seiner Unterlage infolge seiner elastischen
Verbiegung findet, in Betracht gezogen werden.

Derselbe ist, wie schon frither bemerkt, in den meisten der in der
Praxis vorkommenden Aufgaben sehr klein, so dafl man ihn in der
Regel vernachlissigen darf. Bei einigen besonderen Féllen jedoch,
z. B. bei einem durch die dariiber rollenden Réder beanspruchten
Schienenstrang, der als Stab von unendlicher Linge aufzufassen ist,
kann die durch die Belastung hervorgerufene Léngsspannung sehr
ins Gewicht fallende Werte annehmen.

i

—x—

.<————Q°
Q.

144

+*
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Anstatt Gl (2) erhdlt man hierbei die Differentialgleichung
(49) —— =+ rn,

wenn unter n der auf die Lingeneinheit des Stabes bezogene, wage-
rechte Widerstand und unter r der bei unverdnderlichem Querschnitt
konstante, bei Ubertragung der Kraft n in das Innere des Stabes
in Betracht zu ziehende Hebelarm, also unter rn das auf die Liangen-
einheit infolge der wagerechten Beanspruchung hinzutretende Biegungs-
moment verstanden sind. Mit Bezug auf Gln. (4), (1) geht die letzte
Differentialgleichung iiber in

dty

dy dn
dzt

=~Ky+q—rdx-

(50) BJ

Es mége nach Francke angenommen werden, dafl das Anderungs-
d
verhiltnis = des wagerechten Widerstandes » in der letzten Gleichung
" d
im geraden Verhiltnis zum Anderungsverhéltnis d_s der wagerechten
x

elastischen Verschiebungen ¢ des Stabes steht. Dieses Verhéltnis diﬁ
x
kann aber, soweit man lediglich die Wirkungen des Biegungsmomentes
in Betracht zieht, proportional dem jeweiligen Biegungsmoment M
angesehen werden. Man kann daber mit Riicksicht auf die bekannte

Beziehung § 3, (4)
dn

dy
- i

it
dx®
schreiben, wobei unter 1 eine Konstante verstanden ist.

Daraus erhélt man

d

(51) n=0, — 2157,
x

worin C, eine Integrationskonstante bezeichnet.

Setzt man ferner

(52) rAd==u,
so nimmt die Differentialgleichung (50) die Gestalt
- dy [ u]dy K | q

3 A Vo A e PR
(53) i |57 [EJJ Y= EJ

an. Dies ist wieder eine Differentialgleichung vierter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Das allgemeine Integral 146t sich sofort
schreiben.
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Das Biegungsmoment M berechnet sich bekannverweise aus Gl. (4).
Wir gehen nun zur Behandlung der Normalspannung N iiber. Diese
Spannung ist fiir jeden Schnitt des Stabes verschieden groB, und zwar
ist sie jedesmal gleich derjenigen, -die in einem Schnitte vor dem be-
treffenden herrscht, verringert oder vermehrt um den zwischen den beiden
auftretenden, wagerechten Widerstand. Man hat also die Beziehung

anN

d_x— = Nn.
Es ergibt sich daher mit Riicksicht auf (51)
(54) N=C,+Cz—1y,

wobei C, einen Integrationsfestwert bezeichnet.

Die Querkraft @ berechnet sich dann aus Gl. (49)

d? d

(55) Q=—EJ3%+;~01—#(Z—Z.

Der Zahlenwert von 1 sowie der damit zusammenhéngende von
u konnen, -ebenso wie der Elastizitdtskoeffizient K, nur durch Erfah-
rungen auf Grund anzustellender Beobachtungen festgestellt werden.

Zu bemerken ist, dafl man hierbei auler den vier Integrations-
festwerten der Differentialgleichung noch die zwei Konstanten
und O, zu bestimmen hat.

2. EinfluB der Normalspannung des Stabes. Im vorhergehenden
haben wir dargelegt, dafl lediglich das infolge der Belastung wirkende
Biegungsmoment Reibungswiderstdnde hervorruft; .eine weitere Ur-
sache, infolge deren Reibungskrifte auftreten, ist die Normalspannung.

Man hat also

dn _ om oM | 9n ON
d oM 3a N oz
zu setzen.

Den ersten dieser beiden partiellen Differentialquotienten haben
wir bereits einer Betrachtung unterzogen und gefunden, daB er den

ay pdty
Ausdruck — 7 e ris hat. |

Um den zweiten partiellen Differentialquotienten festzustellen,

setzt man

n= —1ne,
also dn _ de
dz . Tdz’

wobei 5 den wagerechten Widerstand des Stabes, bezogen auf die

Léngeneinheit, bei einer Einheitsverschiebung bezeichnet Es ergibt.sich
N

~zF™

Hayashi, Theorie des Trigers. 3

de =



34 Allgemeine Theorie des elastisch gelagerten Trigers.

wenn unter F die Querschnittsfliche des Stabes verstanden ist.
Setzt man ferner

=1

(56) W = s
so erh&lt man

dn
Das vollstindige Differentialverhéltnis 148t sich dann
, dn udy
(67) %—_-_711962_'_601\7
schreiben.

Diese Beziehung ist mit der Gleichung (50) in Verbindung zu
bringen. Es ergibt sich also

d*y d?y
(58) EJd,4 —Ky—}—q—}—y—d?»—wrN.
d%q . . .
Setzt man voraus, dafl e gleich Null ist oder gegen die Belastung
P vernachlissigt werden darf, so erhidlt man nach zweimaliger Dif-

ferentiation der letzten Gleichung nach x die Gleichung sechster

Ordnung
dSy d? y dy d*N
B Gap = Bt Tl T O g

Verbindet man diese nochmals mit Gln. (57), (58), so erhdlt man die
endgiiltige Differentialgleichung

d*y
d"+ 1d 4+“ 2_*_“3?/*“4’

wobei

(59) a, — L
BT
4y = — 1 K
5
o
“= Tyt

ist. Das allgemeine Integral enthilt sechs Konstanten. Bei prak-
tischer Anwendung erhilt man in einem Diskontinuitdtspunkt, auBer
den vier Bedingungsgleichungen (28), noch

[V = [M].
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Ferner liefert die Forderung, dafl die Summe der wagerechten Krifte n
des ganzen Stabes gleich Null sein muB, eine weitere Gleichung.

§ 11. Der Stab steht unter dem Einfluff einer Axialkraft.

Wir betrachten jetzt den Fall, bei dem der Stab auBer durch lotrechte
Belastungen noch durch zwei an den beiden Endpunkten desselben in
der Richpung ihrer Verbindungslinie wirkende Krifte H beansprucht ist.

7 X

*y

Fig. 10.

Es werde dabei die fiir die meisten Anwendungen zulissige
Voraussetzung gemacht, die Durchbiegungen seien im Verhéltnis zu
den Stablingen so klein, daB statt der Bogenlingen die Sehnen und
die Axialkraft fiir alle Querschnitte gleich H gesetzt werden diirfen.

Anstatt Gl (2) hat man in diesem Fall die Differentialgleichung

aM dy
(60) P Q@—H i
In den meisten Fillen, von denen in den vorliegenden Unter-
suchungen die Rede sein wird, darf das zweite Glied auf der rechten
Seite der Gleichung gegen das erste vernachldssigt werden, insbeson-
dere wenn es sich um einen Stab von mi#Biger Linge handelt. In
anderen Fillen, z. B. wenn die Untersuchung der Forménderung eines
langen Trigers mit verhéltnisméfig schlanken Querabmessungen vor-
liegt, muB es aber beibehalten werden, weil die Durchbiegung y
dabei s0 wesentlich ausfallen kann, daB die Vernachlissigung des
zweiten Gliedes gegen das erste zu einem Fehler fiihren konnte.
Setzt man die letzte Beziehung in Gl. (4) ein, so erhdlt man
fir die Differentialgleichung der elastischen Linie

d*y d*y
(61) BI i —Hos +Ky=4,
mit der allgemeinen Auflésung von der Form
n=4
62 = A " _q_,
(62) y=2 4,1+ g

g%
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wenn unter 4, vier willkiirliche Konstanten und unter s, die vier
Wurzeln der charakteristischen Gleichung verstanden sind.

Wiirden diese Wurzeln reelle Zahlen darstellen, so wire hiermit
sofort das allgemeine Integral in der rechnungsmiBig brauchbaren
Form gefunden. Da die Wurzeln aber in der Formel
, H+VH*—41EJK

- 2HJ
gegeben sind, so ist die Realitit der Wurzeln an die Bedingung
H*>4EJK
gebunden. Im allgemeinen ist aber diese Bedingung nicht erfiillt,
sondern meist H < 2VEJK zu setzen.
Fiir den Grenzfall H = 0 erhélt man
. 4/
wobei L aus der Formel (6) entnommen wird. Der Fall geht nun
natiirlich iiber in den schon in §§ 3 und 4 behandelten.

Fiir alle Zwischenwerte von H = 0 bis H == 2V EJK sind die
Wurzeln s, komplexe Zahlen von der Form = [« + f¢], worin

1 H
“=Vrtigs
(63) o
B ‘/ 1 H
. VI 4EJ
ist.

Das "allgemeine Integral kanﬁ also in der reellen Form

|y =[4, e*® + 4, e=2%| cosfa + [A,e*® + A, e~**]sinfx + %
(64) {-und bei verschwindendem q
ly =1[4,e**+ 4,e %] cosfx + [4, e*% 4 A4, e~*%]sinfx

angegeben werden.

§ 12. Gekriimmter Stab.

Der in Fig. 11 dargestellte, elastisch gelagerte, gekriimmte Stab
werde nur durch Einzellasten beansprucht.

Bezeichnet man mit y die durch die duBere Belastung erfolgte,
elastische Durchbiegung des Stabes, gemessen in der Richtung des
Kriimmungshalbmessers, so kénnen wir wieder den senkrecht zur
Stabachse stehenden Druck p auf die Flédcheneinheit

p=Ky
setzen.
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Die Differentialgleichiung der elastischen Linie eines gekriimmten
Stabes liBt sich im allgemeinen auf praktisch 16sbare Form mnicht
bringen. Nur in einem Fall, nimlich dann, wenn die Stabmittel-

Fig. 11.

linie im spannungslosen Zustande einen Kreisbogen bildet, kann
man fiir Forminderungen, die nur unerhebliche Durchbiegungen der
Stabachse zur Folge haben, eine Gleichung aufstellen. Sie lautet:

dy y]_ .

wenn unter r der Kriimmungshalbmesser und unter z die lings der
urspriinglichen Stabachse gemessenen Abstinde der betreffenden
Punkte vom Ursprung verstanden sind. - Diese Differentialgleichung
entspricht derjenigen fiir den geraden Stab [vgl. Gl.(4)}. Von dieser
kann man also einen &hnlichen Gebrauch machen wie von jener.
Man vernachlissigt in der Gleichung das zweite Glied der Klammer
gegen das erste, wenn sich die Durchbiegung nur auf einen kleinen
Teil des Kreisumfanges erstreckt. Andernfalls muB es aber beibe-
halten werden, weil, wie man bei der Ableitung der Gleichung
schon erkennt, bei gleichen Werten von % und 6?7:;/ die Ordinaten ¥
um so groBer ausfallen, je groBer die Abszissen x im Vergleiche
zu r werden.

Bezeichnet man mit N die Normalspannung an der Stelle z, so
hat man die zwei Beziehungen:

pde — Ndep =d@,
Qdp=dN,
welche wegen rdg = dx
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N dQ &M
Ty &
Q 4N
r de

werden. Hieraus erhilt man
dp_1d¥_ P
de 1 dx  da®
Differentiiert man Gl. (65) dreimal nach x und setzt die letzte Be-
ziehung ein, so ergibt sich
Py 2 d?’y] [E’J ]dy
pa i 5 ) O r R =0
oder
Py By Ly
do? do® " dp

0%,

(66) wenn man

Vi)

setzt. L hat darin denselben Ausdruck wie in GL (6).

Die gewonnene Gleichung ist wieder eine lineare Differential-
gleichung fiir y, aber von spezieller Form: es fehlt das Glied, das y
enthilt. Der Gleichung entspricht die charakteristische Gleichung

4284 puls=0
mit den fiinf Losungen

s§=20
und s= + [« £ Bi],

i Vet
Ve
1/3:‘\//%-.

gesetzt wird. Da u > 1 ist, entspricht der GréBe ¢ immer eine
reelle, positive Zahl.

I

wenn

———
R
|

1) Eine #hnliche Gleichung gibt Francke in dem Artikel: Einiges iiber
Grundbigen (Schweiz. Bauz. Bd. 36, 1900, S. 71); jedoch fehlt die Ableitung,
so daB man die Richtigkeit nicht kontrollieren kann.
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Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (66) a8t sich
jetzt schreiben,

(68) y=A,+ [4, Cojap + 4, Cinag]cosfep
+ [4; Cofegp + 4, Ginag]sinfgp,

worin A4,, 4,, A,, 4, und A, fiinf Integrationsfestwerte bezeichnen.
Differentiiert man diese Gleichung nach ¢ und setzt darin

u?_ﬂ‘z:l

e 1
— 1
0616 zv—““—‘#2‘ H

so erhilt man

Z—?Zv =4, [¢Binepcosfp — f Cofapsinfop]

+ A4, [eCofep cosfo — B Ginap sinfp]
+ 4; [« Cinepsinfe 4 B Cojegp cosfg]
+ 4, [« Gofee sin o + B Ginergp cos pip]

a2 2 : .
dqji =4y —y — (1 —1)[(4, Sinap + 4, Cofeg)sinfp
(69) — (4, Ginap + 4, Cofag) cosfp]

d3

@g = — ;;%— (* —1)[4,{e Cofapsinfp -+ f Ginagpcos f o}
-+ A, {o Ginapsinfo -+ § Cofep cosf o}
— 4, {e Cofecg cosf — f Sinepsinfp}
— A,{eGinagcosfe — f Cofapsinfp}]

dty d“ .

W W #* ly — 4]

Fiir alle weiteren Berechnungen ist die folgende Gruppe von
Gleichungen grundlegend:

p=Ky
= - B
. _ 3
70 Q=%=—f‘]{d3+ J
Nemrlp— e | = Ky BT - )
tgﬂ:%:%




II.. Abschnitt.

Stetig gelagerter Triiger mit einer Einzellast
in der Mitte.

A. Konstantes Trigheitsmoment.

§ 13. Allgemeine Gleichungen.

1. Entwicklang der Formeln. Wir beginnen mit der Behandlung
des einfachsten und wichtigsten, fast allen .Anwendungen zugrunde
liegenden Falles, ndmlich mit der Untersuchung eines Stabes, der
in der Mitte eine Einzellast triigt.

+Y
Fig, 12.
Es bedeuten I, P Linge des Stabes und Last fiir die Stab-

einheitsbreite von 1 em. Die Gleichung der elastischen Linie nimmt
die Form [vgl § 4, (13,)]
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y= % (A, e° + A,e=%)cosé + (Agef + A e~ %) siné]

an. Der Ausdruck fiir die Verinderliche £ und das damit zusammen-
héingende L sind in § 3, (6) gegeben. Die vier Konstanten 4,, 4,, 4,
und A, erfordern zu ihrer Bestimmung ebenso viele Grenzbedingungen.
Wihlt man die Stabmitte, also den Lastpunkt, als Ursprung der
Koordinaten, dann lassen sich die Bedingungsgleichungen formen
wie folgt:

In der Stabmitte ist d_y: 0, also fiir £=0

dx
dy
de= 0.
GemidB § 4, (15) erhidlt man demnach
@ 4, — A4, + 4,4 4,=0.

Zwei andere Gleichungen liefert das Verschwinden des Biegungs-
momentes und der Querkraft am Stabende B.

Setzt man
l
1 —_
) =L
so lauten sie
4 _x 7 A _* i
(II) {Ale2 — 4d,e ?J siné— [A3e2~A4e 2] 008520
2 i
z ) y) -ZF. 2 A
2 i L 2 A sint
(III) A,e [cos 5 + sin 2} d,e [;}()S.2 sin 2}

A 2
= A y) —= A y)
— £ 2 — — sin — | — 2 —_— in—/| =
Age [cos 5 sin 2} Ae [cos 3 -} sin 2} 0.

Endlich bleibt noch die Bedingung zu erfiillen, daB die Summe
der iiber den Stab verteilten Widerstéinde mit der Last P im Gleich-
gewicht stehen muB. Dadurch erhilt man die Bedingungsgleichung

U2
P=2 f pdz,
0
oder entwickelt
2P
(IV) .Al—'—Ae'—-As—AA:—.KT.

Diese Gleichung 14t sich ohne Integration unmittelbar -aus der Be-
dingung
— P
Qr=0= 5

ersehen.
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Die Auflosung des Gleichungssystems?') erfolgt mittels des De-
terminantenverfahrens. Der Bequemlichkeit halber geben wir es in

Tabellenform an:

Al ‘AZ AS A4
@ 1 —1 1 1 0
i A
d1n ‘ egsin% —e 2sin% —e? cos% e 2cos§ 0
2 A
1 = A i} ___ “5[ A . l:l _ 5[ 1 . A "5[ i }.}

)] e [cos 5 + sin 5 e cosg —sin Bl e cosg —gin 3] e cos §+ sin B) 0
—2P
av) 1 -1 | —1 —1 =

Die Determinante der Koeffizienten, also der gemeinsame Nenner
aller Unbekannten, berechnet sich zu

4 = — 4[&ind + sini].

Die Zshler der Unbekannten lauten

—2P —2 .
Ay ~—I—{T[2—|~e -} cosd — sini]

—2P A
— 2 i
Ay, 7 [2 + €+ cosd - sind]

— 2P ) .
AA. — K L [—‘ e '—'— COS]. + SID.Z.]

3

A, :—2P

TR [e* — cos - sind].

bl) Geht man von der Momentengleichung [vgl. § 5, Gl. (26)]
1 By s
M= 5 [(B, e + B, e"f) o8& + (Byef + B, e ¢) sin €]
aus, so gestalten sich die vier Bedingungsgleichungen:

(O —B,+B,+B;+B,=0
i 2 i i

an [Bl e? + B, e_ﬂ 005% + [3365 + B, 6_5} sin % =0

A
(II)) B, e? [cos%— sin %} —B,e ?
A

A
3 i ) l} ""[ Yl . A7
2 Kd K 2 o n
+Bje [cos2 -+ sin 3 +B,e 0052 sin 2J 0
av) B,—B,+B,+B,=—PL.

[cos % -+ gin %}
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Es ergibt sich also

A — P 24 e %+ cosd— sinAJ .
17 2KL L &ind - sind - 2.KL
P T 2—{—el—|—cosl—|—sinl:!
@) 4, = 2KL | Ginl -+ sind 2KL 2+
A — P | —e* L cosd - sind ] -
‘ 8 T 2KL L Sind -} sini o 2KL
P [ e —cosi-tsind ] P
A4, = = —
‘T KL T Gmio sind sk 2%
worin
_ 24cosl—sind 4 e?
® ¢ Sl + sind
b— cosd - sind — e—?
~ Gini 4+ sink
ist.

Fiir die Gleichungsform § 4, (13,) ergeben sich die Konstanten

o A 2 A
p @of;-{—eos;

U, = ;[ s+ 4] =7 Gini + sini
Uz=%[A1—A2]=‘§_£
U, = % s +4,]= ZIIEL
U4=%[A Al= %z {g&i:ﬁﬂ

Setzt man ferner zur Abkiirzung

@)Y [£]; = e~¥[cos& +sin&] [€], = e~ % [cos& — sin£]
[£]l, = — e~¢siné (€], = — e~*cosé,

so liBt sich die vollstindige Losung nach § 4, (16)

1) Zur Erleichterung der Berechnung dieser hdufig vorkommenden Aus-
driicke sind am Ende des Buches Tabellen belgefugb bei deren Anwendung
man obige . Ausdriicke auf die Form

[€], = Cof& cos& 4 Coj £ sin& — [Giné cos& + Gin & siné]
[€], = Gin& sin& — Cof£ siné
[£]; = Gof& cosé I Gin& sin& — [Sin& cos& + Cof & siné]

[£], = Gin& cos& — Cof& cosé
bringt.
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— P A[
Y= 23KL

p= % [[£], - a Cofé& cos& - b Giné& siné]

[£], + a €of& cos& + b Siné siné]

) — PL118, — b Gofé cost + o Ging sing]
0— {l [2[£], 4 (@ — B) Giné cosé 4 (a + ) Gofé sing]
tg 9 — —=[2[£], + (a < B) Giné cosé — (a — b) Gofé siné]

2KL
schreiben. Der Ausdruck fiir y kann nach einer kleinen Umformung
in der Form

P
6 =
®)  v=5%L [Gind + sin/

+2 { Cof & cos % cos <§ — 5) - cos§ Gof g Cof <g— - E) }jI

gegeben werden.

Hierdurch sind die Einsenkung y, der Druck p auf die Flichen-
einheit der Unterlage, das Biegungsmoment M, die Querkraft @
und die Neigung fiir einen Querschnitt im Abstande x = £L von
der Stabmitte bestimmt.

Man bemerkt sofort, daf in den Gleichungen fiir p, M, @ der
Wert K nicht auftritt, sondern nur in L enthalten ist; d. h. fiir den
auBeren Widerstand, den der Stab erleidet, sowie fiir die inneren
Krifte des Stabes ist nur die GroBe L mafgebend, in der der Ein-
fluB der Elastizitdt der Unterlage und der Steifigkeit des Stabes
ausgedriickt ist. Da die GroBe L indessen nur vom Verhiltnis J/K
abhingig ist, haben p, M, @ immer dieselben Werte, wenn ein Stab
mit n-fachem Tragheitsmomente auf einer Unterlage ruht, deren
Elastizititskoeffizient #-mal so groB ist. Dieses scheinbar wider-
sinnige Ergebnis la8t sich leicht erkliren, wenn man auf die Ein-
senkung y achtgibt, die, auBer eine Funktion von L zu sein, noch
im umgekehrten. Verhiltnis zu K steht. Obgleich das Verhiltnis J/K
unveridnderlich ist, vermindert- sich also, wenn der Elastizititskoeffi-
zient K n-mal so grof} ist, die Einsenkung auf 1/n. Bei der Fundierung
eines Bauwerkes pflegt man ein massives Fundament auf einem ver-
dichteten Baugrund aufzubauen, auch wenn derselbe schon eine geniigend
groBe Baugrundziffer besitzen sollte. Man vermindert hierdurch die Ein-
senkung des Fundamentes, und das darauf befindliche Bauwerk im ganzen
erhilt eine vermehrte Festigkeit. Man kann aber von vornherein dariiber
keine Behauptung aufstellen, ob dadurch auf die Beanspruchung des
Fundamentes selbst ein giinstigerer Einflul ausgeiibt wird.

] {sinf Gin(d — &) — Ginésin(A — &)
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?. Berechnung besonderer Werte. Setzt man in Gl. (5) &£ =0, so
erhilt man fiir die Stabmitte

[ o= goplita  M="Lp—
()" . =
| o= 5 L+al Q="

Am Ende B, also fiir & :él, hat man

2P
Ys~RL®
- 2P
pB= L R
(8) .
worin
i
B (&of%cosg
© = Gina - sini

ist.

3. Senkungsnullpunkte. Bezeichnet man mit x, die Abszisse des
Punktes, wo die Senkung zur Hebung iibergeht, und mit &, den
zugehdrigen Wert von £, so erhilt man aus Gl (6)

-l

;“ Z A 7 1
! z2vz £ 1 2z :
P ool '
! 1P | |
| : I
%ﬂ -2
*y .
4
4o
7 <
o
77 /
76 - - B
LT |
D % P T 7 % 304
Fig. 13 ‘
") Wenn 1< 2 ist, erhilt man die Formel [vgl. § 19, (33)]
5P  J*4-48

Y= 9KL A4 190)
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(9) sing, Gin (A — &) — Ging,sin (1 — &)
2 2
+2 [@:foo cos%cos (g — §0> -+ cosg, 6075 (SM(E — EO)J = 0.

In Fig. 13 geben wir eine graphische Darstellung der zwei Ver-
dnderlichen 1 und &,. Da die Gleichung transzendent ist, gibt es
fiir ein gegebenes 1 eine unendlich grofle Zahl von Wurzeln &. Es
entsprechen also der letzten Gleichung unendlich viele Kurven. Diese
Kurven wiederholen sich in der &;-Achse, und zwar in einem Ab-
stand, der stets gleich 5 ist. Rechnet man z. B. fiir den Wert 1 =4
zwei aufeinander folgende Werte von &, aus, so erhilt man

1,610
S0 = {4,752.
Ferner, da die Ableitung der Gleichung rein mathematisch war ohne
Riicksicht auf die GroBe des zuldssigen Wertes von &, ist es mog-
lich, daB sich ein Kurvenast ergibt, in dem &, > 1/2 ist [4 B in Fig. 13].
Er hat natiirlich bei praktischer Anwendung keine Bedeutung.

4. Die HilfsgroBen a, b, c. Diese Ausdriicke |[Gln. (3), (8)]
hidngen nur von der Verhiltniszahl 1 ab und kénnen der folgenden
Tabelle entnommen werden:

A a b [ i a b 4

0 00 1 © 2,0 0,1785 0,0789 0,1838
0,01 |199,0000 | 0,9950 | 50,0000 2,2 0,1356 0,0207 0,1437
0,02 99,0000 | 0,9900 | 25,0000 2.4 0,1104 | —0,0249 0,1068
0,03 65,6794 | 0,9850 16,6694 2,6 0,0973 | —0,0576 0,0731
0,04 49,0001 | 0,9799 12,5000 2,8 0,0919 | —0,0:83 0,0429
0,05 89,0000 | 0,9750 | 10,0000 3,0 0,0904 | —0,0885 0,0164
0,06 32,3334 | 0,9699 8,3333 n 0,0903 | —0,0903 0

0,07 27,5714 | 0,9650 7,1429 3,2 0,0903 | —0,0900 | —0,0062
0,08 24,0001 | 0,9599 6,2500 3,4 0,0899 | —0,0854 | —0,0248
0,09 21,2222 | 0,9550 5,5555 3,6 0,0882 | —0,0766 | —0,0396
0,1 19,0001 | 0,9500 5,0050 3,8 0,0848 |'—0,0656 | —0,0508
0,2 9,0002 | 0,9000 2,5000 4,0 0,0800 | —0,0538 | —0,0590
0,3 5,6674 | 0,8500 1,6664 4.2 0,0738 | —0,0424 | —0,0645
0,4 4,0016 | 0,8000 1,2494 44 0,0668 | —0,0320 | —0,0676
0,5 3,0031 | 0,7498 0,9988 4,6 0,0593 | —0,0229 | —0,0688
0,6 2,3387 | 0,7002 0,3313 3,7 0,0551 —0,0185 | —0,0688
0,7 1,8657 | 0,6505 0,7111 438 0,0517 | —0,0153 | —0,0686
0,8 1,5128 | 0,6009 0,6202 5,0 0,0444 | —0,0093 | —0,0671
0,9 1,2404 | 0,5518 0,5488 5,2 0,0374 | —0,0047 | —0,0646
1,0 1,0248 | 0,5028 0,4907 5,4 0,0310 | —0,0013 | —0,0614
1,2 0,7092 | 0,4068 0,4007 5,6 0,0253 0,0010 | —0,0577
1,4 0,4952 | 0,3145 0,3322 5,8 0,0204 0,0025 | —0,0537
1,7 0,3659 | 0,2399 0,2837 6,0 0,0161 0,0034 | —0,0496
1,6 0,3476 | 0,2277 0,2761 2 0,0112 0,0037 | —0,0433
1,8 0,2462 | 0,1485 0,2275 o 0 0 0
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§ 14. Behandlung eines Beispiels.

Um die Verwendung der vorstehenden Formeln zu erldutern
und ferner die allgemeinen Gleichungen einer Diskussion zu unter-
ziehen, moge ein Zahlenbeispiel behandelt werden.

Es sei

K =15kg/cm?® J = 47430 cm*
I =820 cm E = 140000 kg/cm?.

Hiermit ergibt sich nach § 3 (6)

1
I — [4-140000-474’30}42 205 cm
15
820
und 1:205=4,OO.

Da die Konstanten £ und K nur annihernde Werte darstellen,
ist es- ohne Bedeutung, den Wert fiir L bis zur Dezimalstelle aus-
zurechnen. Uberdies ist eine kleine Anderung von L, wie man sich
in einem spéteren Abschnitt iiberzeugen wird, ohne wesentlichen
EinfluB auf das Ergebnis.

Fiir diesen Wert von 1 entnimmt man aus der Tabelle (S. 46)

a= 0,080
b= — 0,054
¢ = — 0,059.
Da ferner
1 1
= = .1 —4
2KL 2-15-205 1,625-10
£ = @ = 51,25
4 4

ist, ergibt sich nach Gln. (5)
y = 1,625-107*P[e—¥(cos&-sin&)+0,080€0]& cosE—0,054@inésiné]
M = 51,25 P [e~¥(cos& — siné&) + 0,054 €ofé cosé - 0,080 Giné siné]

Q= g [-— 2e*fcosé 4 0,134 Gin& cosé 4 0,026 (&offsiné} .

Durch diese Gleichungen berechnet man

£l ® Yy P M Q
cm om kg/cm® cmkg kg
0 0 | 1,758.10—%P|26,37-10~*P| 54,10 P | —0,500 P
04 | 82 | 1543 , |2315- , | 27,10, |—0,293,
0.8 | 164 | 1,098 . |1647. . | 471, |—0,1929 ,
12 | 246 | 0595 . | 893 . |-128, |—0,050 »
1,6 | 328 | 0,110- 165- , |—092, [+0,018,
20 | 410 |—0,377. . |-566- 0 0
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Zur Erleichterung der Ausrechnung dient. die am Ende des
Buches beigefiigte Zahlentafel, aus welcher die Zahlenwerte von
Coffcosé, Cofésiné,... entnommen oder durch Einschaltung ge-
funden werden konnen.

S20cm

Dyrchbregungs-
S Sdche 4

----- zem \
omenteiiche |
: T W‘

1 |

i . i

i
! | 0#5/’/4/’@70‘#/75 |
| ! b Ls@
! il : )
b =

Fig. 14.

Das Rechnungsergebnis ist in Fig. 14 aufgetragen.

Die Durchbiegungsfliiche ist gleichzeitig die Pressungsfliche, deren
Ordinaten im MaBstab 1:K verzerrt sind.

Die Durchbiegung y wird Null fir & = 1,691, also x = 347 cm.
Von hier an ist sie negativ. Wie aus Gl.(8) ersichtlich, tritt am Ende
des Stabes im allgemeinen eine Senkung bzw. Hebung ein, wenn 2
zwischen 0 und =, 37 und 5m,... bzw. zwischen 7 und 3x, 5=
und 7z, ... liegt. Ist 1 einem der Grenzwerte sz, 37, ... gleich, so
bewirkt die Belastung des Stabes weder “eine Senkung noch eine
Hebung der Enden.

§ 15. Das Trigheitsmoment ist als Parameter verinderlich.

1. Allgemeines. In den Formeln von y,, p,, M, und yz [Gln. (7),
(8)] sei das Trigheitsmoment J verdnderlich, wihrend sonst nichts
gedndert werden soll. Wir wollen sehen, welchen Einflufl diese
Annahme auf die eben genannten Gréflen ausiibt.

Mit J é&ndert sich die GroBe L [vgl. § 3, (6)]. Nimmt man fir
E, K und ! die Werte des vorigen Beispiels an, so erbdlt man
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4
. J
‘/4 140000 E, : T’i‘l)_

Wir berechnen nach dieser Formel fiir verschiedene Werte J
die GroBe L und dann y,, M, und yg. Das Ergebnis ist in Fig. 15a
graphisch dargestellt.

Daraus geht hervor, dafl bei wachsendem L, folglich wachsendem
J, die Mittelsenkung y,, also damit auch p,, abnimmt, wahrend das
Biegungsmoment M, zunimmt. y,, p, und M, bleiben immer positiv,

A= 78 hgferr®
£ = 790000 kgfem?®
Jverangerhch

T Wy -70050 P My

Fig. 15a.

Gon) T Fig. 15b.

1
7223970 %
e

%

Man bemerkt ferner, daBl in der Nihe vom Nullpunkt des
Argumentwertes L, also auch J, die Groflen y, und M, eine rasche
Verinderung erleiden. Fiir ein solches Gebiet konnen die herange-
zogenen Formeln praktisch keinen Anspruch auf groBe Zuverlissig-
keit ‘machen, weil bei Stdben mit geringer Steifigkeit in der Nihe
der Lastangriffsstelle noch lokale Wirkungen und infolgedessen Ab-
weichungen von der sonst hinreichend genau zutreffenden Annahme
iiber die Forménderung und die Auflagerdruckverteilung hinzutreten,
die in der Theorie nicht beriicksichtigt sind. Die Formeln geben
vielmehr nur ein ungefihres Bild der betrachteten GroBen. Die-
selben Bemerkungen gelten fiir andere Fille dhnlicher Art, die man
in vorliegender Arbeit finden wird.

") Wenn J sich auf die Breite b =100 cm bezieht, nimmt¢ die Formel
die Gestalt L==4,400J7 an.
Hayashi, Theorie des Trigers. 4
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Was die Endsenkung yp betrifft [s. GL (8)], so nimmt sie posi-
tive oder negative Werte an, wenn L, also auch J, von Null aus
zunimmt. Es findet in der Umgebung von Null ein bestindiges Oszil-
lieren der Kurde ygz um die L- bzw. J-Achse statt, aber mit gegen den
Nullpunkt fortwihrend abnehmenden Ordinaten, so daB beim An-
nihern der Argumentwerte an L = 0 bzw. an J = 0 der Funktions-
wert yp sich in unendlich vielen, kleinen Schwingungen dem Nullwert
néhert [Fig. 15b]. Wird aber L zu

l
I[ LA—':_’
T
(10) oder J zu
! ’Kl‘-*] [K#]
1 JA_L?[_E_ —0,00257 | =,

so verschwindet yz zum letztenmal. Von da ab wird yp stets positiv
und nimmt zu. In unserem Fall berechnet sich

820
Ly=——=261,01 cm
JT
15-820%
J 4= 20t .10* cm®.
4 =0,00257 140000 12,39-10* cm

2. Das Trigheitsmoment ist unendlich groB. Dies ist der
Grenzfall, bei dem der Stab unendlich steif ist.

Da die Gréfe L dabei auch unendlich grofl ist, ndhern sich die
zwei Verhiltniszahlen 1, £ gleichzeitig dem Nullwert. Man hat also
(Tabelle S. 46)

a=ow, b=1, c=ow.

Will man 4,, 4,, 4; und 4, bestimmen [GL (2)], so nimmt der
Ausdruck L [€ind 4 sind] im Nenner von % sowie —2— fir die in
Frage stehenden Werte von L und 4, ndmlich L = «, 1 =0, die un-

bestimmte Form o-0 an. Entwickelt man &ini-sinl in einer
Reihe, 0 hat man

5 7
Gini+sind=2 [l—{—%—]—%—l—..] .
Da 1= flf ist, berechnet sich dann der Grenzwert
. . . . YR
lim [L (Gin 1 + sin A)] == 21 lim [14—5—1—7—!—}—..} =21.

Somit ergibt sich
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A=y Ay=0
Ag:% 4,=0
und daher nach § 4 (13,), (16)
(11a) P
(7= 7

Die Einsenkung ist also iiberall konstant. In der Tat bemerkt
man in Fig. 15a, daB sich fiir L — w0, also J ==, die y,- und
yp-Kurven derselben Asymptote

P

= ————— == . _‘4'
= agg — 08141074 P

Y
anschmiegen.
Bei der Berechnung von M und @ [§ 4, (16)] erhalten wir, da
mit Bezug auf § 13, (2)

lim [L?(A, ¢f — A4e_§)0055]2%[2x—l]
fiir : 2 £ o Px [2x b
!:L: O} lim [L? (A4, ef — A,e7%) sin &] S a [T —_ xJ
A=
. 2
§=0 lim [a@inf]:f;i
lim [a siné] = 2790
P
» z ,
M e B
)
e
i £

S
n
o}

4%
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ist, die einfachen Formeln

[ P [l 2
ESai e
z 1]
| “=7F -3
Ebendieselben Formeln wie Gln. (11a,b) erhdlt man bei der
Annahme gleichméBiger Druckverteilung [Fig. 16].

Die Senkung y,, der Druck p, und das Biegungsmoment M,
eines in der Mitte mit P belasteten, elastisch gelagerten Trigers

(11b)

ndhern sich also mit wachsendem J bzw. den Grenzwerten I—g—, P%
Pl
d —.
und —

§ 16. Die Stablange ist als Parameter verinderlich.
1. Allgemeines. Man stelle sich zunichst vor, daB der Stab zu
einem Punkte reduziert ist. Da dabei l:é—:O ist, erhilt man

wieder (Tabelle S. 46)

a= w0, b:—_l, C == o

und daher nach Gln. (7), (8)

—P
[y = o0 QOZ 2—
(12) 1200 = o yg=20.
M, =0

Um die Abhéngigkeit der Grofen y,, yp und M, von der Stab-
linge ins klare zu bringen [vgl. Gin. (7), (8)], benutzen wir fir ¥, K
und J wieder die Werte des Beispieles in § 14. Bei der graphischen
Darstellung der GroBien [Fig. 17] erkennt man, daf die Senkung y,,
also auch der entsprechende Druck p,, immer positive Werte an-
nehmen und sich vermindern, wenn 1, mithin die Stablinge [, zu-
nimmt.

Das Biegungsmoment M, ist ebenfalls stets positiv. Es nimmt
fiir die anfinglichen Werte von i allm#hlich zu.

Die Endsenkung %z nimmt mit wachsendem i ab. Sie ver-
schwindet fiir den Wert
J A=,

also fiir

e 1=l — \4/4EJ~4443 et
l —t=a /S a5
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14 berechnet sich in unserem Fall

.
140000- 47
I, — 4,443 ‘/—02743—0 — 645 cm.

Von hier an oscilliert die yg-Kurve die 1-Achse.

ALy

£- 700000 hyyom?
S= 47430 cm*

KA 75 hgfem?
4% .4 1 verdnderhich
M, .
5Pt 70 g Sz P
Lsw
20Pt
Py ) 1 Yy =1626-10 P
F 7 3 4
Ll 1 L - { ]/
B Y =0
Fig. 17.

2. Die Stabléinge ! ist unendlich groB. Diese Aufgabe ist schon
von vielen Vorgédngern behandelt worden bei der Berechnung des
Eisenbahnoberbaues. Eine Eisenbahnschiene, die hinreichend lang
ist, um sie als unendlich lang betrachten zu koénnen, liege ihrer
ganzen Léinge nach dicht auf dem Erdboden auf. Nimmt man an,
dafl die Schiene am Boden irgendwie befestigh ist, so koénnen die
vorher abgeleiteten Gleichungen iiberall als giiltig betrachtet werden.

Da hierbei 1= zl_l = o ist, erhdlt man

a=0, b=0, ¢=0.
Somit wird nach Gln. (5)

P P
y=oxpEh @ =5 [
P
(14) PZEEL yp=20.
PL
M= ”4'* [5]3

Die auftretenden HilfsgroBen [£],, [£], und [£], sind durch Glh. (4)
bestimmt.
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Die Gleichungen (14) stellen in einfacher Weise die Wirkungen
dar, welche eine Einzellast auf den im Abstand xz = L vom An-
griffspunkt derselben befindlichen Querschnitt des endlosen Stabes

gOl:xzyh’l |

R o

3
T 7 g
| (=) i
V7 7
e
-+ - : : . ——
3 ¥ 5 ®
§(+)
+
N 1%
£l
NGz
' H 1 1 (+)
o [T ) = K3
|
—»d '776 ! VA ,§
0 +)
N
~
1

Fig. 18.

ausiibt. Um die durch [£],, [£]; und [&], ausgedriickte Abhdngigkeit
der Senkung oder Hebung, des Biegungsmomentes und der Querkraft
von der Laststellung besser zu veranschaulichen, sind dieselben in
Fig. 18 als Funktionen von & eingetragen. Man bemerkt darin, dafB
die Punkte, in denen die Kurven die &-Achse schneiden, vom ersten
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an, alle gleichweit voneinander entfernt sind, diese Entfernung be-
trigt 7. Es sind also die Kurven [£],, [£], und [£], Wellenlinien
wit iiberall gleicher Wellenlinge n, deren Ordinaten mit wachsen-
dem £ sehr schnell abnehmen.

Die Kurven stellen die elastische Linie, die Momenten- und
Querkraftkurve fir den unendlich langen, durch eine Einzellast be-
anspruchten Stab dar, denn die Werte z, y, M und @, welche zu den
einzelnen Punkten der Stabachse gehoren, sind den die Kurvenpunkte
festlegenden Werten &, [£],, [£], und [£], proportional.

Da aber durch z nicht nur die Abstinde verschiedener Quer-
schnitte von dem unverinderlichen Angriffspunkt einer ruhenden
Last, sondern auch die Entfernungen einer beweglichen Last von ein
und demselben Querschnitt gemessen werden, so geben jene Kurven
auch ein Bild der Anderungen, welche die GroBen y, M und @ in
ein und demselben Querschnitt erleiden, wenn die Last von diesem
aus die ganze Linge des Stabes durchliuft. Die Kurven der [£],,
[£]; und [£], sind also zugleich die EinfluBlinien fir die Senkung,
das Biegungsmoment und die Querkraft im Punkt O.

Setzt man in den Gln. (14) £ = 0, so ergibt sich fiir den Last-
punkt

P PL
=sxkr M=
(15)
P Q _—F
| P72z 0T Ty

Dies sind die grofiten Werte von y, p, M und @ eines Stabes von
unendlicher Linge, solange nur eine Einzellast P dariiber wandert.
Man denke sich einen vollkommen unbiegsamen, geraden Stab von
der Lange 2 L, der auf einer elastischen Unterlage mit dem Elastizitéts-
koeffizienten K ruht und in seiner Mitte eine Einzellast P trigt.

o R B TR,
3 3 lo
S 4
A ! 8
7,

(4

Fig. 19.

Der Auflagerdruck ist dabei iiberall gleich und man bemerkt
sofort, dal die soeben gewonnenen Formeln (15) genau fiir den letzt-
genannten Stab gelten.

Der Auflagerdruck p, und das Biegungsmoment M,, welche
eine auf einen endlosen, biegsamen Stab wirkende Last P in ihrem
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Angriffspunkte erzeugt, sind mithin ebenso groff, wie der iiberall
gleiche Druck bzw. das Biegungsmoment in der Mitte des gleich-
belasteten, unbiegsamen Stabes auf elastischer Unterlage von der
Linge 2L.

§ 17. Der Elastizitiatskoeffizient ist als Parameter verinderlich.

1., Allgemeines.. Den Einflul von K zu untersuchen, wird unsere
wichtigste Aufgabe sein. Denn in allen Erfahrungsformeln ist es
von gréfiter Bedeutung, den Einflu der in ihnen auftretenden Kon-
stanten kennen zu lernen, besonders wenn nur unsichere Erfahrungen
vorliegen,

Aus § 3 (6) erkennt man, daB ein Abnehmen des Wertes K den-
selben Einflull auf die GroBle L ausiibt, wie ein Zunehmen des Trég-
heitsmomentes J. Ist K =0, so wird L = «; man erhilt wieder

a=0w, bh=1, ¢(=ow.
Es ergibt sich somit gemif Gl (11a)

P
Y=k
Die Ausdriicke fiir p, M und @ bleiben dieselben wie in
Gln. (11a), (11Db).

Fir eine Unterlage, die keinen Widerstand leistet, 143t sich die
Richtigkeit des eben gewonnenen Resultates durch eine kleine Uber-
legung ohne weiteres nachpriifen.

Die elastischen Gréfen p,, y,, ys und M, fiir verschiedene
Werte von K sind fiir einen Stab, dessen Abmessungen und Elastizi-
titsmaBl wir dem Beispiel § 14 entnehmen, in Fig. 20 graphisch dar-
gestellt.

@ .

(16)

L= 700000 hgtem®
Sy 47430 cm*
___ K verdndertich .

7925 P

P -4,
NIETy/7 R e

Fig. 20.
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Daraus ersieht man, daB} die Mittelsenkung y,, solange es sich
um verhidltnisméafig kleine Werte von K handelt, wesentlich von K
beeinflufit wird. Bei einer Unterlage mit K — 4 kg/ecm? z. B. ist sie
etwa finfmal so groB als fiir K = 20. Wenn K einen gewissen
Wert, fur unseren Fall etwa K = 15, iiberschreitet, wird jedoch der
Einflu unwesentlich. -

Die Endsenkung yp vermindert sich mit zunehmendem K und
verschwindet fiir den Wert

4 I
(17) K—K,— fizfi:ssg,es %ﬁ
wobei J sich auf die Einheitsbreite des Stabes bezieht.

K, berechnet sich in unserem Falle zu

389,63-140000-47430 .
K,= 520" = 5,71 kgjem®.
Von hier an nimmt yp mit zunehmendem K negative oder posi-

tive Werte an.

Pl
Das Biegungsmoment M,, das fir K =0 den Wert ?Z hat,

nimmt ab, behidlt aber stets das positive Vorzeichen bei.
Im Gegensatz zu den anderen Gréfen nimmt nur der Auflager-

p
druck p,, vom Wert 7 fur K = 0 ausgehend, stets zu.

2. Der Elastizititskoeffizient ist nunendlich groB. Bei einer er-
schopfenden Untersuchung miissen wir noch den Fall K — o in Be-
tracht ziehen. Der Fall entspricht einer vollkommen starren Unter-
lage; als etwa zutreffendes Beispiel sei massiver Fels genannt, der
nur wenig elastische Nachgiebigkeit infolge der .auf ihn wirkenden
Krifte gestattet.

Die Grofie L ist jetzt gleich Null, und daher ist das Verhaltnis

A= % unendlich grofl. Damit wird
a=0, b=0, ¢=0.
Wir gehen dazu iiber, die elastischen Grofen in der Stabmitte

sowie am Ende zu bestimmen. Die GréBe KL = KiV4EJ in den
Gleichungen fiir y,, ¥, [Gln. (7), (8)] ist mit K unendlich groB. Ferner

¢ Gofi/2 cosi/2
hat der Ausdruck Z = mlm

die unbestimmte Form % Es ergibt sich fir L =0 und 1= o

L [@:Dfl/? 0052/2} 1 [ cos 4/2 ]

der Gleichung fir p,

P L(Gind + sind)

L&inij2
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Da ferner
. , l}_ ; [ 1 <l>° 1 <l>4 }
hmI:L@lnE —llm l{l—!—; § —{——5‘; E '—'—...} ==
ist, berechnet sich der ,Grenzwert zu +0.
Somit erhalt man
( _ —
) Yo=0 yp===0
(18) i . o
By = Pp =T

Die Senkung sowie der entsprechende Druck am Ende eines
elastisch gelagerten Stabes nehmen also mit zunehmendem K positive
oder negative Vorzeichen an und ndhern sich stets der Null

Um iiber den wirklich herrschenden Gleichgewichtszustand des
Stabes fiir unendlich groBles K ginzlich ins klare zu kommen, soll
noch die allgemeine Gleichung fiir p, M und @ [§ 13,(5)] unter-
sucht werden.

&) e

Es handelt sich zunichst um das erste Glied i7 7 (cosé& -}-sing)
in der allgemeinen Gleichung fiir p. In diesem Ausdruck ist die
verdnderliche Zahl E:E::xVL mit K unendlich groB. Da

L 4ET
aber x von K unabhéngig ist, hat die Grofle VK fiir 2 =0

immer den Wert Null, welchen Wert K auch annehmen mag. Es
folgt daher

[v'e]
£= { 0 ausschlieBlich fiir x = 0.
]

Der Ausdruck [— nimmt mithin im allgemeinen die unbestimmte

Form % an, Wahrend er nur fir x =0 unendlich grof ist. Ab-

gesehen vom Werte £= 0 hat L%i den Grenzwert Null, da

e—$ e
- = L]

und ferner

. ¢ ] z& | xé’

lim [Lef] = lim l_L'—}—x—f—E—{— 31 —{—} =
ist. HEs ist daher bei K ==

G

L (o ausschlieBlich fiir x=20.
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s
Im zweiten Glied g_@Licqsé’ wobei a der GL (3) zu ent-
 Goj¢
L(Gind-+sinl)
suchung zu unterziehen. Dieser nimmt bei Vernachlissigung von
Cofé

sinl gegen ©inl die Gestalt Teini an. Fir z= 0, also £=0,

nehmen ist, hat man den Ausdruck der Unter-

erhalten wir, da nach der obigen Entwicklung’fiir L@in%

lim [L&ind] = =
wird,
cosé

L&ni
Handelt es sich um von Null verschiedene Werte von z, demnach
£ =, so erhilt man

. _@ofE]_ . [fﬁ]_ . d—p-1
lim [L@inl = lim Le’;ﬁhm [Le 1=t

Dieser Ausdruck hat aber, da

— x)‘-'

1 — x)p?
9T, ~}——’=oo

(
+ 31 L? J

lim [Le? 8] = lim [L + 00— ¢

ist, wieder den Grenzwert Null
Man erhilt somit fur alle Werte von &

aCofécosé o
T =0.
Analog gelangt man zu
bGinfsiné 0
— =0
Die Gleichung fiir p hat daher die Form
, o w
(192) p :{ oo ausschlieBlich fiir x =0.
Ahnlich erhilt man '
M=0
(19b) 0
Q=

l:;: ausschlieBlich fiir x = 0.

Man erkennt jetzt, daB bei einem groBen Wert von K die Last P,
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im wesentlichen auf die Nihe des Lastpunktes konzentriert, verteilt
wird, daB also nur die Teilchen um die Stabmitte herum bei Uber-
tragung des Auflagerdruckes in Wirksamkeit treten. Die Druck-
verteilungsfliche gestaltet sich dann etwa wie in Fig. 21a. Im
Grenzfall K =w ist der Stab nur unter dem Lastpunkt auf-
gestiitzt. Der Druck p, ist dabei unendlich groB, wihrend @, immer
gleich — P/2 ist [Fig. 21b).

P P

g | Vg
2 |12
Fig. 21a. Fig. 21b.

Der Stab miiite abgeschert werden, wenn es moglich wére, die
Last in einem einzigen Punkte zu konzentrieren, wie es bei Ableitung
der Formeln vorausgesetzt war. In Wirklichkeit wird sich aber die
Belastung immer auf eine kleine Fliche verteilen; die Gln. 5 sind
daher zur Berechnung der Beanspruchung des Materials in der Stab-
mitte unbrauchbar. Tatséichlich wird der Stab mehr oder weniger
der Quere nach zusammengedriickt; wir werden im niichsten Para-
graphen eine kurze Untersuchung fiir einen solchen Fall anstellen
und verweisen auf die dort gefundenen Formeln.

§18. Der Balken ruhe auf elastisch nachgiébigem Baugrund.

In diesem Paragraphen soll als Unterlage elastisch nachgiebiger
Baugrund angenommen werden. Aus der Bemerkung auf S. 8 geht
hervor, daB sich beli groBer Balkenlinge die beiden Enden vom

z
7 (/r/e//m;a/s zL) ¢
Z z
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Boden abheben und bei Ubertragung der Last nicht in Wirkung
treten. Es sind daber zwei Fille zu unterscheiden:

1. Die Balkenlinge ist kleiner als .. Aus Fig. 13 erkennt
man, daB es fiir 1< =z keinen reellen Senkungsnullpunkt gibt. Da
Yy, stets positiv ist, folgt, dafl dabei an keiner Stelle Abhebung des
Balkens auftritt, d. h. der Balken liegt der ganzen Linge nach auf.

Setzt man die Ausdriicke fiir a, b aus Gln. (3) in Gln. (7) ein, so
erhélt man

y v
P Coj 5—{—005 5}
Yo =KL Gind +sinl
T .4 o A
(20) » @oj"‘g—l—cos“g}
=7 Gind +sini
sy P[00 s
0T 4 [Gind4-sin i)’

Die Senkung sowie das Biegungsmoment haben also am belasteten
Punkte stets positive Werte.
Ferner hat man

A A
Y 2 2
Dy, Liifcos 2
PB A 4
2 Coj — cos —
(21) o3 %y
[ 2 /IT
Spf — — —
B %gtbofz 0052_
Po P = T Gini L sind

Bei numerischer Berechnung obiger Werte wird die folgende
Tabelle gute Dienste leisten.

.y LA o |
1 Coj? % - cos® % Cof* 5 T cos 2 [@of % — co8 %J @of L — cos 2
s Z 7 7 -~ i
GiniFsini 2 Gof 5 cos I Ginifsmns | GnAtsind
0,00 o | 1 ‘ 0 0
0,01 100,000 1,000 0,000 | 0,005
0,02 50,000 1,000 0,000 0,010
0,03 33,339 1,000 0,000 0,015
0,04 25,000 1,000 0,000 0,020
0,05 20,000 1,000 0,000 0,025
0,06 16,667 1,000 0,000 0,035
0,07 14,286 1,000 0,000 0,030
0,08 12,500 1,000 0,000 0,040
0,09 11,111 1,000 0,000 0,045
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; )
2 2
; Cof? %—{— cos? —% Cof 5 + cos 2 2 f [@of» — oS ;] €of 1 —cos i
Gind-4sind - 2@oi—c052 .| ©inidsini in14-sin 1
!

0,1 10,000 1,000 0,000 0,050
0.2 5,000 1,000 0,000 0,100
0,3 3,340 1,000 0,001 0,150
0,4 2,500 - 1,001 0,002 0,200
0,5 2,003 1,003 0,004 O[,250
0,6 1,669 1,005 _ 0,007 0,340
0,7 1,439 1,007 0,011 0,350
0,8 1,255 1,013 0,016 0,399
0,9 1,120 1,021 0,023 0,448
1,0 1,013 1,033 0,031 0,497
1,1 0,927 1,047 0,041 0,546
12 0.855 1,068 0,053 0,593
1,3 0,796 1,093 0,067 0,640
14 0,747 1,127 0,083 0,684
15 0,708 1,150 0,101 0,730
Yo 0,684 1,201 0,116 0,760
1,6 0,674 1,220 0,122 0,772
1,7 0,646 1,286 0,144. 0,813
1.8 0,623 1,370 0,168 0,752
1.9 0,604 1.475 0,194 0,888
2.0 0,590 1,603 0,222 0.923
2.1 0,577 1,766 0,251 0,952
2,2 0,568 1,975 0,280 0,979
2.3 0,561 2,245 0.311 1,004
94 0,555 2,598 0,342 1,025
25 0,551 3,079 0,372 1,043
2.6 0,548 3,754 0,403 1,058
27 0,547 | 4,755 0,432 1,069
28 0,546 6.37 0,460 1,078
2,9 0,546 9,36 0,487 1,085
3.0 0,545 16,65 ‘ 0,513 1,088
3,1 0,545 59,15 0,536 1,090

T 0,545 © 0,545 1,090

Aus der Tabelle geht hervor: Die Pressung nimmt in der Balken-
mitte mit zunehmendem A ab. Das Verhdltnis p,/pp aber nimmt da-
bei zu, d. h. die Druckverteilung weicht um so mehr von der gleich-
miBigen ab, je groBer 1 ist.

Im Grundbau sucht man in der Regel eine gleichmiBige
Verteilung der Last iiber das Fundament zu erreichen. Da aber
die Standsicherheit des Fundamentes in der Hauptsache von der Trag-
fahigkeit des betreffenden Baugrundes abhingig ist, empfiehlt es.
sich, wenn man es mit wenig tragfihigem Baugrund zu tun hat,
einen .verhiilbnismaBig schlanken, aber passend langen Eisenbeton-
balken oder -platte als Fundament zu verwenden. Damit erreicht
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man, daB sich die Last vorwiegend auf den mittleren Teil des
Fundamentes iibertrigt, weil ein Baugrund unter einem Fundament-
balken in der Mitte desselben eine weit hohere Tragfihigkeit als an
den Enden aufweisen kann, und diese bis zu einem gewissen Grade
um so groBer wird, je groBer die Lénge des Balkens ist.

Beispiel. Ein Eisenbetonbalken von 240 em Lénge und 100 cm Breite
liege auf einem Boden, der unter einem Drucke von 1 kg/em?® eine Senkung
von 1,39 mm erfihrt. In der Mitte werde eine Belastung P kg auf 1 cm Breite
angenommen. Das Elastizititsmall des Betons sei 140000 kg/cm?,

b=7M¢'/p
T
%=82 v
dnf-T—
£-8-1256 "Wﬂ/fiﬁ
= 700,53 om?

Fig. 28.

Der Abstand der Nullinie des Balkens von der Oberkante des Quer-
schnittes ergibt sich zu

n F, 20 h
X = b [—I—F\/l"{-m}

_ 15 10053 \/1 2.100.82 | _,.
ST T 510053 | =0 e

und das Trigheitsmoment in bezug auf diese Achse zu

3 -
J=-b3i+nrf;,[h—x]2
—Ml+15 100,53 - 452 = 4743000 cm*

Fiir 1 cm Breite ist also J = 47430 cm?*.

Da
1 3
K= m = 7,2 kg/cm
ist, berechnen sich
L =246,5 cm
und
240
A= 2165~ 0,974

Damit erhalten wir folgende Werte, wobei die zugehtrige Formel rechts
angegeben ist:
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Yo=0,584.10—3 P

M,=30,15 P } @, (20)

und ferner, da [ < sz L ist, berechnet sich die Endsenkung zu

yp=0567-10-3 P, ®)

2. Die Balkenlinge 7 ist gréBer als swvI,. LiBt man im soeben
behandelten Fall die Balkenlinge ! allmihlich wachsen, so nimmt
die Endsenkung ab, bis sie bei 1 =7z verschwindet. Dem Wert
4= m entspricht notwendigerweise &, = n. Bei weiterer Zunahme
von A werden die Balkenenden den Baugrund nicht mehr beriihren,
sondern die Balkenachse verliduft geradlinig in der Verlingerung der.
Endtangente an die elastische Linie.

t

|

—f— |

e FeRtL >
Fig. 24

Die Beriihrungslinge f, die die wirksame Traglinge des Balkens
angibt, berechnet sich:

!f:nL

Y4BT 44429 4o

(22) VET.

l K ix
Die Lénge f ist, wie die Formel zeigt, um so gréfer, je grofier J,
d. h. je steifer der Balken ist, dagegen verringert sie sich, wenn K
zunimmt, also wenn der Baugrund weniger nachgiebig ist.

Bemerkenswert ist es, daB die wirksame Traglinge eines Balkens
von der GréBe der Auflast unabhiéngig .ist. In der Tat hat man
oft Gelegenheit zu beobachten, daB die Durchbiegung eines auf ziem-
lich dichtem Boden gelagerten Balkens mit der Auflast zunimmt,
daB aber dabei die Lange, iiber die der Balken in den Untergrund
eindringt, keine wesentliche Anderung erfihrt. Natiirlich gilt dies
nur fiir die Pressungen innerhalb einer gewissen Elastizitédtsgrenze
des Bodens, wihrend ein solches Verhalten im Bereiche der bleiben-
den Formé#nderungen nicht mehr erwartet werden darf.

4
Die folgenden Tabellen liefern die GréBe von 4’4439 fiir ver-

schiedene Werte von K.
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: 4,4499 [ ‘ 4,4429
K | VE | K | VE
| \

0,00 @ | 9 3,763
0,01 14,050 3 3,756
0,02 11,814 \ 4 ‘ 3,142
0,03 10,675 1 5 | 2.971
0,04 9935 | 6 2,839
0,05 9,396 i 7 ‘ 2,732
0,06 8,977 ‘ 8 } 2,642
0,07 8,638 ! 9 | 2,565
0,08 8,354 ; 10 ‘ 2,498
0,09 8112 | 20 / 2,101
0,10 7,901 I 30 \ 1,398
0,20 6,644 ‘f 40 1 1,767
0,30 6,003 50 | 1675
0,40 5,587 | 70 ‘ 1,536
0,50 5,984 ‘» 100 ‘ 1,405
0,60 5,048 4[ 300 1,068
0,70 4,857 | 500 0,940
| |
) . | 1000 0,790
1,00 4,443 w 5000 r 0,528

Will man die Gleichungen der elastischen Groflen aufstellen, so
hat man nur den aufgelagerten Balkenteil zu untersuchen. Sie lassen
sich, indem man in Gln. (5) 1 = & setzt, wie folgt, schreiben:

P
Y=5F] [[£], + 0,0903 (Gof & cos & — Gin & sin £)]

A PATL [[6];+ 0,0903 (€of £ cos & +- Sin £ sin §)|
(23) .,
= [2[£], + 0,1807 Gin & cos &]

P .
tg® = ;47 [2 [l — 0,1807 Coj é sin £].

Setzt man darin & = 0, so ergibt sich fir die Balkenmitte

P P
Yo=SKL @tg2 0545KL
, P
(24) o= L Gtg - = 0,545 -
M, =%‘9 Gtg — 0,273 PL.

Hayashi, Theorie des Tcigers 5
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Die Zahlenwerte der Ausdriicke in den Klammern der Gln. (23) sind
in der folgenden Tabelle gegeben:

[£], 4-0,0903 [Gof &-cos €| [£],1-0,0908 [GofEcos& | o L
¢ — Gin & sin & F Gingsing] | 2Eut0,1807Gingcost
0,0 1,0903 1,0908 —2,0000
01 1,0801 09012 — 177826
02 1,0518 0,7329 — 15601
0.3 1,0088 0,5864 — 13628
0.4 0,959 0,4608 — 1.1664
0,5 0,8899 0,3534 —0,9820
0.6 0,8187 0,2639 — 08111
07 0,7423 0,1907 —0,6548
08 0,6620 0,1324 — 05144
0.9 0,5790 0,0874 — 0,3901
1,0 0,4943 0,058 —0,2829
11 0,4085 0,0301 —0,1926
12 0.3221 0.0147 — 01194
13 0,2353 0,0057 — 0,0637
14 0,1485 0,0014 —0,0253
15 0,0616 0,0001 —0,0044
Yy m 0 | 0 0

8. Anwendung der Theorie auf eine elastische Zwischenlage.
Eng verwandt mit der eben behandelten Aufgabe ist eine Untersuchung,
die fiir die Praxis von grofler Bedeutung ist.

*y
Fig. 25.

Fig. 25 stelle einen Eisentrdger dar, welcher die in einem Punkte
angreifende Last P auf ein Steinfundament ubertrigt. Hier ist zu
beachten, dal das ElastizitdtsmaB des Steines gegen das des Trégers
sehr grof} ist; der Tréger erleidet daher in der Néhe des Lastpunktes
eine transversale Zusammendriickung, die man nidherungsweise dem
Druck proportional betrachten kann.
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Bezeichnet man mit y die lotrechte Abweichung der Mittellinie
des deformierten Stabes von der Verbindungslinie 4 B, so kann man,.
da y durch transversale Krifte entstanden ist, p = Ky setzen.

Es ergibt sich

2E
K=—.
h
jx:
Bei rechteckigem Querschnitt erhdlt man mit J =13
J—
L= %] = 4@_ .
Veé

Daher ist die ganze in Wirksamkeit tretende Linge des Trigers

f=nL = 3,1416 »Zﬁ_—_r\z 2h.
Vé

Elastische Zwischenlagen von der Hohe 2 mit vollem, recht-
eckigem Querschnitt iibertragen daher, sofern sie auf eine unelastische
Unterlage gelegt werden, eine Einzellast P auf eine Linge 24; die
etwa iiberstehenden Enden bleiben wirkungslos. Die Verteilung der
Last P auf die Linge 2% erfolgt nach Mafigabe der Gl (23), die in
diesem Fall die Form

P .
(28) P = gz (81 + 0.0908 (Gof £ cos € — Einésin)]

annimmt. Insbesondere ist der Druck p, unter der Last P

(26) o 0,85]7:-.
Die iibliche angendherte Berechnung, ndmlich den Druck bei

verhiltnism#Big kurzen, auf harter Unterlage ruhenden elastischen

Zwischenlagen als gleichméflig verteilt anzusehen, ergibt fiir einen

Balken von der Linge 24

P

Z:

also einen um 40 v. H. zu kleinen Wert.

P, = 0,5

4, Beriicksichtigung des Eigengewichtes des Balkens. Die gleich-
mifBig verteilte Eigenlast des Balkens iibertrigt sich unmittelbar in
das Erdreich und verursacht keine Biegungsmomente, wenn der
Balken der ganzen Linge nach aufliegt. Ist dies aber nicht der
Fall, insbesondere bei verhdltnisméflig grofer Eigenlast, so wird, wie
aus der Figur hervorgeht, der Belastungszustand derart gedndert, daB

5*
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wir es nicht mehr wie in der soeben behandelten Aufgabe nur mit
einer Einzellast in der Mitte zu tun haben, sondern es tritt eine
gleichmifBig verteilte Belastung auf den nicht aufgelagerten Enden
hinzu. Wir erdrtern diesen Fall, der eigentlich nicht in diesen Ab-
schnitt gehdrt, trotzdem kurz an dieser Stelle.

; -l -

! - %—ZZ—ZsyZ _)1:7:-5(1:}

4 p i

i£4
Fig. 26.

Wir nehmen als Gleichung der elastischen Linie die bekannte
Form

1 . s o : CE i E
y=5 [(4,€f + Aye %) cos & 4 (Aye8 + A, e7%)sin £]

an. Als neue Unbekannte tritt die Linge z der Stabenden, die bei
Ubertragung der Last wirkungslos bleiben, folglich der Wert :%
auf.

Hierbei gelten die zwei Bedingungsgleichungen § 13, (I), (IV).

Die iibrigen drei lassen sich dadurch formen, daB am Uber-
gangspunkt D y=0, M= — —q—;—_, @ = gz sein miissen, wenn ¢
das auf die Léngeneinheit bezogene Eigengewicht des Balkens be-
deutet. Es ergibt sich also

IT) [4,e? + A e F|cosp 4 [A,e” + 4,e7?|singp =0
1 2 3 4 4

(III) [A,e7 — A,e 7] singp — [A,e* — A,e %] cos ¢ :——?Kg-—g
(V) A e?[cos ¢ —+sing] — 4,e % [cos ¢ — sin ¢|
(27) — Ay e? [cos p—sin p] — A, e™?[cos @ 4 sin @] = i}—ig,
wobei ]
277 i
[ A A

ist.
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Die Unbekannte £ ist in den Gleichungen sowohl in Form einer
transzendenten Funktion als auch im Quadrat enthalten, wihrend
die iibrigen darin nur linear auftreten. Die Losung eines Gleichungs-
systems dieser Art 140t sich in praktisch verwendbarer Form nicht
durchfiihren. Ein praktisch brauchbares Losungsverfahren werden
wir spdter bei Aufgaben &hnlicher Art an Hand eines Beispiels

zeigen.

§ 19. Ableitung der Formeln durch unendliche Reihen.

Hier soll das Verfahren von § 7 des vorigen Abschnittes néher

erldutert werden.
Man nehme als Integral der Differentialgleichung

4

d'y
die entwickelte Form
y=re@)
=4, X +4,X,+4,X, 4+ 4,X,
an. In bezug auf Fig. 12 erhdlt man die Ausdriicke fiir die Reihen
X, bis X, indem man in § 7, (32) =0 setat:

£ &8 12 .
55 5 13
X, — > 2 A2 2 48
:=¢ 5'4+9'4 13!4 +
(28)
5‘3 56 510 . 14 s
_53 4‘:7 511 . 515 5
SRR TR TR ST TR
Die vier Konstanten haben den Ausdruck
{ A1 - f(0> As = f"(O)
L Az - f'(O) A4 = f”’(O).

Da fiir die Stabmitte, also fiir z =0

d

Yo £1(0) =0

folglich

_—P olglic f’”(O) _ g
’ KL
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sein muB, nimmt die letzte Gleichung fiir y die Gestalt

(29) y=AX, 4%+ X,
an. Die zwei Konstanten 4, und 4, lassen sich durch die zwei Be-
dingungen
)=
)
d. h. fir & :—g
J A, X"+ 4,X,) = -—Kiz; X
(30) Il AX A X — :K‘?L']“) X
ausdriicken, worin
2 42/7\6 3 10
%= e+ 56 - @)
%= - )+ 56 - & Q)
% =1-3le)+56) - e+
3 42 /I\7 3 11
5= — )+ ) - )
= =g—le) +ale) - mE) +
=1+ 50 - mE)

ist.

Berechnet man fiir 1 = 2 die Glieder dieser Reihen, so bemerkt
man, dall das mit 18 behaftete Glied keinen EinfluB mehr auf die
dritte Dezimalstelle ausiibt.

Fiir Werte 12 konnen daher die Reihen X", X,”,... fiir

£ =5 mit hinreichender Genauigkeit vermittels der beiden ersten

Glieder berechnet werden. Die Bedingungsgleichungen (30) lauten
dann
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2 16} [ ,ﬂ_zp{z ,15]
Al[?“rsso — 41— 96 =KLz 960

° } [ 43 i } 2P [ /14]
Al[‘“—m 455~ j0330) —xL 96
Daraus erhdlt man einen N&herungswert fiir die Wurzeln

4 g_[ B(24 + 48) }

2 (¥ 4- 120).
I S ﬂ}
37 KL L6(2* + 120))°

Somit wird die Gleichuﬁg fir y

P [ 5(A* 4 48) ]X P [615—}—360

) 2P
B ¥ =T 57+ 120)) * "KL ‘——@4+120JX3+1?I%

worin die Reihen X, X, und X, mit geniligender Anndherung aus

54
X =1— 5
E‘J 56 E‘J r Ei:|
g =2 =] — >
(32) Xo=% ~ 180~ 2 L 90
4‘_-3 57 53 T 54 :I
—_2. =21 - =2
X, 6 1260 6 210

bestimmt werden koénnen.
Setzt man in der Gleichung fiir y &= 0, so ergibt sich fiir die
Stabmitte
_ P?5(2* +-48)
Yo = KL21(f+120)

P 5(1* 4 48)

Po= T e (T 120)°

Zum Vergleich soll noch das in § 18, 1 gegebene Zahlenbeispiel
nach der hier gewonnenen Formel berechnet werden.
Da

A =10,974
1 1

= e == () 65-1 —3’
KL 17,2.246,5 0,565-10
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so erhilt man
A, — 0588-10°P

A; = —0275 »n .

Vernachldssigt man in den Reihen X,, X, und X, die mit £ und
héheren Potenzen von & behafteten Glieder, so hat man

2p
y=A,X, + A, XT—|—KL

- 5? FE'Z‘I 2P FT
— . 3 —_——
0,588-10 P[i S| —0275-107P| = 4 =
=10"%P[0,588 — 0,138 £2 - 0,189 £* — 0,098 &,
Setzt man darin £ =0, so ergibt sich

{ y,=0,588-10 P
Lyp=10/573 »n .

Um die Gleichungen fiir M und @ aufzustellen, gehen wir von
der Gleichung

y—AX—J—AX—|—2P

~a[1-G)ralg -G+ g e R

aus. Man erhilt

— KL* d% —EKL*[ & < £ > 2P 7
M= 0 TS —c bl
4 dg? 4 ( 2!4A1+A3 1 4!4 - L§_|
— KL d% —KL[ £ 2P
B i R L R <11
M, berechnet sich zu
KL® — 7,2-246,5%
My=— =4, = i [— 0,275-107% P]

= 30,05 P.
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§ 20. Der Stab ist an beiden Enden gebunden.

1. Vorbemerkungen. Die zahlreichen Formeln, zu denen wir in
den vorhergehenden Paragraphen gelangten, enthalten alle sowohl
trigonometrische als hyperbolische Funktionen. Bedenkt man aber,
dafl wir bei der Ableitung der Grundgleichung ganz allgemeine An-
nahmen gemacht haben, so folgt, daB sich diese Formeln fiir spezielle
Fille derart vereinfachen miissen, daB wir daraus die aus der Festig-
keitslehre bekannten Ausdriicke erhalten. Um dies naher zu erkliren,
sollen die folgenden beiden Aufgaben des an den Enden gebundenen
Stabes untersucht werden. Bindet man einen Stab an einer Stelle,
so erlangt man dadurch eine groBere Steifigkeit desselben und meistens
eine vergroflerte wirksame Traglinge.

2, Der Stab ist an beiden Enden aufgestiitzt. Nimmt man fiir die
Gleichung der elastischen Linie die. Gleichungsform

1 . - - o\ -
y=g [(4,ef+ A,e )cos & + (4, eF + A, ¢=F)sin &]

an, so hat man die fiinf Unbekannten 4, 4,, 4;, 4, und X fest-
zustellen, wenn unter X der Auflagerdruck an den Enden ver-
standen ist.

Als Bedingungsgleichungen gelten hier § 18, (I), (II). Die Be-
ziehung

fzpdx+X]

P {
; .|
fihrt zu der selben Gleichungsform wie § 13, (IV). Die zwei
tibrigen (III), (V) ergeben sich daraus, daB fiir den Wert & :g
Y = 0
Q=—X

sein muB. Das ganze Gleichungssystem 1a8t sich folgendermafBen
zusammenstellen:
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4, A4, A, 4, X
m 1 —1 1 1 ol o
2 P 2 i
() e? sin % —e 2Zsin é— —e? cos E e 2 c085 0 0
I A 2 ; i ; 2 )
(1 2 i P 2 ain BER
) e* cos 5 ¢ Zeosg e?sin 5 ¢ *sin 0 0
’ —2P
v 1 1 1 - —af
1) 1 )
p . J
e -2 o )
|[ e? Lcos—z— —e 2 Lcosé- —e2 [cos% | e 2 Lcosg ——% 0
V) - S
1 + sin ij —sin i} — sin A . + sin i_k
| 2 2l 2l 2

i
Die Losung desselben lautet:

— Pe* 4 cos A+ sin 4]

" 2KL[Gofa -+ cosi]
4" P[—¢ — coslsini]
" 2KL[Gof2-+ cosi]

(34) .
A — Ple~* 4 cos ] — sin /1]7
" 2KL[Gofl-+ cos i

_ Plet 4 cos i Sin_ﬂ,
+7 2KL|GojAd -+ cosd]’

Durch diese Ausdriicke lassen sich die Gleichungen der elastischen
Linie sowie des Biegungsmomentes- [§ 4, (16)] zu

_ P [ cos & Sin(A— &) — Cof £ sin(d— ;)}
Y = 9K L[Goj 4+ cosd] L+ sin & Gof (A — &) — Gin & cos (4 — &)
_PL [ cosi@in(2— &)+ Cojésin(d — §)
~ 4[GofA -+ cos 2] L— sin & €of (1 — &) — Gin & cos (1 — E)J

o
(35)
|
umformen.
Der Auflagerdruck ergibt sich zu

L
P@:ofgeos§

(36) _ .2z
T Gofd -+ cosi
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Setzt man in Gln. (35) & =0, so folgt fiir die Stabmitte
P [Ginl—sini
Yo = 9KL L Goji+ cosl]
(87) M, — PL [@m A - sin l}
l ’ Gof A - cos 1

4
Ist z. B. 1=1, so wird, da &in1=1,17520, sin1 =0,84147 ist,

P
Yo = ZKL0180-

P
M,— —Ii 0,9680.

Die entsprechenden Werte fiir einen nicht gebunden gelagerten
Stab berechnen sich nach § 13, (7), da fiir 1=1, a=1,0248,
b = 0,5028 ist, zu

P
Yo = g g 20248

PL

M,= —*O 4972 .

0

Die Mittelsenkung fillt also beim gebundenen Stab etwa elfmal kleiner
aus, wihrend das Biegungsmoment etwa doppelt so groB ist.

Der Auflagerdruck X verschwindet, wenn cos-;— =0,d h il=m,

37, ... ist. Die Bedingungsgleichung cosgz 0 ist mnotgedrungen

dieselbe wie die fiir yp =0 beim stetig gelagerten Stab [vgl. § 13,
(8)]. Wenn 4 groBer ist als #, wird X negativ. Dem Wert 1=n
entspricht aber bei einem auf Baugrund ruhenden Stab nicht die
grofite wirksame Traglinge, weil der Stab, wenn A den Wert = iiber-
schreitet, ‘aber innerhalb einer gewissen Grenze bleibt, noch der
ganzen Linge nach aufgelagert ruht.
tg9p am Ende des Stabes nimmt die Form

LA LA

f— 1 —_

(38) tgﬁB:—2P @m2sn2

KL Gofd—cosi

an. Der Wert &ndert das Vorzeichen, wenn- A= 2xn. Es ergibt
sich die groBte wirksame Traglinge des Stabes zu

(39) f=2axL,

also doppelt so groB wie die des nicht gebundenen Stabes [vgl.
Gl. (22)].
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Entwickelt man in Gln. (35) die eingeklammerten Glieder in
Reihen, so erhidlt man

VAR
(EoM—}—cos&=2[1—{—2:!4[—8—!--4—..._1J

M —E) | HA—& 6 (1 —&
cos £ Gin (1 — &) = (1 — &) — (2!/3)__}_5 (4! ) (6! L
I Gt SR o T R ot
Y 2131 413!
(4 — &) Fa—&p
+ 5! 215! T
=3 =5 &7
singGaf(l—8— & —3, 1 —5 T+
+5(/1—¢)3 Ea—gr  EA-EP
o2 3121 T prar
E(A—&r 81— 8
RE—Y B T YRR R

Die Entwicklungen von €of & sin (1 — &) und Sin & cos (1 — &) lassen
sich aus den eben angegebenen Entwicklungen fiir cos £ Gin (Z — &)
bzw. sin & €of (A — &) herleiten, indem man alle Glieder der 1., 3., 5.
usw. Zeilen mit positiven, alle Glieder der 2., 4., 6. usw. Zeilen mit
negativen Vorzeichen versieht.

Man erhilt daher

[(A— &P 2(A—

cos £ Gin (4 — &) — Cofésin(d — &) = 2 L(/ 3!) _¢ (2! §)+_,}

2[(0—=° 2*(l—=)

:_3[ Y - TEE B
g f(7 g\

siné& Gof (1 — &) — Ginfcos (4 — &) = 2 —%' +¢(22’§) — ]
2 x® z(l—ax)?

ZIT?[—Q LI —}

Hierbei sind die nicht ausdriicklich angegebenen Glieder in den
ersten Zeilen der beiden letzten Entwicklungen wenigstens vom
siebenten Grad, wihrend in den zweiten Zeilen die durch Punkte
angedeuteten Glieder alle mit &, (1 — &) oder beiden verbunden sind.
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Es moge der Fall K =0 betrachtet werden. Da dabei die
GroBe L unendlich grofi und somit A und &, folglich (2 — E) gleich
4EJ
L?

Null sind, erhilt man mit Bezugnahme auf KL =

Bl |t 1ol

Z
z
Px y B
/A
00
V22
P
/Y=?
Fig. 28.

Ahnlich erhilt man fiir das Biegungsmoment

P
Ferner folgt aus der Gl (36)
P
X=_-.
2
Will man die letzten Gleichungen fiir y und M auf das Stab-
ende 4 als Koordinatenanfang beziehen, so ersetzt man a durch
(21— ) Man gelangt dann zu den bekannten Formeln fiir den
beiderseits frei aufliegenden Balken, ndmlich:

[ _pp [@ 4(:3)3}
Y=16EJLT T 3\T

! M:fx.
( 2

Hierbei bezeichnet z die Abszisse eines Punktes links von P.

3. Der Stab ist an beiden Enden eingespannt. Man hat hierbei
die sechs Unbekannten 4, A4,, 4;, 4,, X und Mz festzustellen.
Die in 2. aufgestellten Bedingungsgleichungen stehen hier zur Ver-

fiigung mit Ausnahme von (II). Anstatt der letzteren hat man am
Ende B




Stetig gelagerter Triger mit einer Einzellast in der Mitte.

78

(IR

z _2 1 : A i
(H) |:A1 e2— 4, e 2J sinE — [AS 2 — A, e 2] cog; =—FI7

dy

d&’

Ferner folgt, da am Ende B Z—‘Z, also

A 2

— 4 My

verschwinden muf,

= Y} . A -5 y) . A
(VI) 4, [cos? — sin E] — 42 e ? [eos; -+ smg]
p 1
5 y) . A -5 y) . A
+ 4, [cos; + s1n—2»] +d,e ? {cosg — smg} =0.
Das ganze Gleichungssystem 1a8t sich folgendermaflen zusammen-
stellen:
4, 4, 4, 4, My| X
) 1 -1 1 1 0| o
. ] 2 '
9 ) A g A )
(In) [ smE —e smg —e€ cosg € cosE KLz 0] O
L _* a ; E
(III) & cos% e 2cosE € sin§~ e " sing ol 0
aw) 1 -1 -1 ~1 02
( 2 ! A ; K
I | P T = VR R [ e 1 D Y 41,
V) le [cos§+sm—2—:‘ —e [cosg—smg} e [cosg—sm;' e [cosi-{—. smE] %7
] i i P
2 Ao T2 Ao l] 2 Ao A ) A . A ol o
(VI) [e [COSE—SIH ‘—d_] —e [cosg-i—smgd € [COSZ+SIHEJ e [cos§ smg]

Daraus berechnet sich

P @oii cosi [Igi - tgiw
X 2 2 2 2 |
(40) fmlj— sinj
PL &in—sin—
Mo 2 2
B Gind 4 sind
Der Auflagerdruck X verschwindet, wenn
A A
(41) 395 + tg§ =0
ist. Diese Gleichung ist erfiillt, wenn

A=0, 4,730,...
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Das Einspannungsmoment Mp wird gleich Null, wenn

Sin— =
) 5 0

ist. Es ergibt sich daraus
A=0, 2m,...

Man erkennt, daB, wenn 1 den Wert 4,730 iiberschreitet,
X negativ wird. Der Stab erleidet dabei aber an keiner Stelle Ab-
hebung, weil das Einspannungsmoment Mz noch positiv bleibt. Erst
beim Wert 1 = 2z wird dieses gleich Null. Von diesem Werte ab
erfihrt der Stab in der Nihe der Enden Abhebung. Die grifite
wirksame Traglinge des Stabes ist wieder
(42) f=2nlL.
Es sei K = 0, dann ergibt sich

2 y) y) ;
(Sof— cos— <¢g 4 4 tg—-f> @ofi cos—}i
Gind + sind Eofi + cosi 2

und ferner, da

A 2 A\?
sm; Gin— = <~> —

2 2 3i
4 6
taile) - 3%( )+
-
sm?Cing I

ist, 1) limt{ L — -
) e Gind -+ sini 8

Somit erhélt man die iibliche Formel fiir den beiderseits eingespannten

Balken:

P Pl
X:§ MB:-E-.

B. Sprungweise verinderliches Trigheitsmoment.

§ 21. Der Stab ist in seinem mittleren Teil verstirkt.

Um die Mittelsenkung des Stabes zu vermindern, kann man
dem mittleren Teil ein groéBeres Trigheitsmoment geben. Im folgen-

1} Die Entwicklung von &inl+sinZ s. S. 50.
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den soll ein Stab untersucht werden, der in der Mitte eine Ver-

l .
starkung von der Linge Fy besitzt.

Fig. 30.

Da der Punkt D Diskontinuitdtspunkt ist, hat man die Stab-
teile CD, DB gesondert zu betrachten. Es gilt fiir beide die Lo-
sung in der Form

1 . . . S o
y=5 (A ef 4 A e=%) cosé + (Ayef + A, e )siné].

Die vier Konstanten nehmen .aber, den verschiedenen Be-
dingungen entsprechend, fiir die einzelnen Strecken verschiedene
Werte an. Wir bezeichnen mit 4,’, 4./, 4, und 4, diejenigen fiir
DB und wihlen den Koordinatenanfangspunkt in D. Bezeichnet
ferner J, das Trigheitsmoment des verstirkten Stabteils OD, J,
wie vorher, dasjenige der iibrigen Stabteile, und setzt man

PR
4EJ
Ll = ‘K‘—l
und ferner
L, l
m = Z A= Z_ B
so ist die Verinderliche &
x
fir CD =
ur & I
x z
» DB =g =

1

Man hat im ganzen acht Konstanten 4, bis 4, und 4, bis
A, festzustellen. Dazu stehen uns in der Tat acht Bedingungs-
gleichungen zur Verfiigung. Es finden die Gleichungen § 13, (I),
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(I), (III) auch hier Geltung, wenn in den beiden letzten % durch

yl
T ersetzt wird. Anstatt § 13, (IV) erhilt man

—2P
(V) m[Al—Ae*A3*A4]=—I{f~
Ferner ergeben sich im Punkt D vier Bedingungsgleichungen [vgl.
§ 6, (28)]. Diese lassen sich nach § 6, (29) sofort gestalten, wenn
man darin L und L, vertauscht und

« = i K=K, P=0

4w’ Y o

setzt. Sie lauten

i &) cos o AT
(V) [Al e4m+A2e 4mJ 0054—m + [Ag etm | A4e 4m}sm4—m

:A1l+A2l
] i £ A A
] ]
(V1) e cos4m sin i A,e cos4m }—sm4m
-+ 4, e‘“” Lcos— -+ sin 4 ] + A4 4:" [cos—l— — sm——}i}
Tl dm 4m
=ml[d,— 4+ 4+ 4]
(43) ; Ay g 2 EXNPIE
(VII) m [( gdm A,e “") sin4—m~<Ase4m—A e 4m>cos4mJ
- A3 +A4I

E ] A A
(VIIL) m [Al etm <cos4im + sin 4—/;"> - A,e 4m <cos4—];—n — sin m)

2 2 -
= A . A > —~< y: .4 ‘J

— 4m - ) — -4m - -
A;e (eos4 " sin— Ae cos m —+ sm4 m)
=4,/ — 4, — 4 — 4/

Als Beispiel benutzen wir die Abmessungen des in § 14 be-
handelten Stabes; wir nehmen jedoch den mittleren Teil des Stabes
mit doppelten Eiseneinlagen verstirkt an. Die Zahlenrechnung fir
den Stabquerschnitt des mittleren Teils gibt

z = 30,0 cm (n = 15)
J, ==1,177-10% em*
L, =257 cm,
Hayashi, Theorie des Trigers. 6
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also

257
m =—2—Og
i 4,00
am  4-126

= 1,26

— 0,80

Ferner berechnet sich

1,162.107° P

m Cﬁh; IP

-

und somit

Die Mittelsenkung y, erfihrt, im Vergleich mit dem Beispiel
in § 14, eine Verminderung um 20 v. H., wihrend das Biegungs-

27,040- »

= — 1,049 »

27,210 »

”

”

”

o062
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820
A= EE = 4300'
E-wgs0m? &=7mr///
-T-_ I~
a1},
,%._.___ __1
/o= 70953 cm*® womg
A1/: 0543010 P
4= 16910- »
A= —2533 » »
A4’= 2,689 » »

Yo = 1,410-107* P

Po=21,14- »

”

My="7040P .

moment M, um 48 v. H. vergroflert ist.

§ 22. Flanschartige Ansitze bei einem siulenartigen Korper.

1. Entwicklung der Formeln. LBt man das Triigheitsmoment J 1
der Mittelstrecke 2s des Stabes 4.B immer mehr anwachsen, bis es
schliefllich unendlich grofl wird, so erhédlt man den in Fig. 32 dar-
gestellten Fall, in welchem ein sdulenférmiger Korper eine Last P
durch Vermittlung eines flanschartigen Ansatzes auf eine breitere

Flache einer elastischen Unterlage iibertragt.
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]

i
a—

Fig. 32.

Da die Senkung des siulenartigen Korpers gleichférmig sein
mufl — sie sei y, genannt —, hat man nur die Gleichung des
Flanschansatzes DB aufzustellen, die mit D’ als Koordinatenanfang
die Gleichungsform

y = % [(A,e5 4 Aye75)cosé 4 (A, ef + A, e%) siné]

annimmt.

Die Bedingungsgleichungen fiir die fiinf Unbekannten 4, bis 4,
und y, lassen sich formen wie folgt: fiir £ =0 ist

dy _

dsho

Y=Y,
und man erhilt
0 4+ 4,=2y,
(1) 4,—A4,+4,+4,=0.
Ferner, da am Ende B, also fir £ =«

M=0, @=0
ist, folgt:

(IIT) [A,e*— A,e %|sing — [A;e* — A, e~ %] cose = 0
(IV) A, e*[cose + sine] — A, e™*[cose — sine]

— Age?[cose —sine] — A4, e~* [cose +sine] =0,
wobel « = % ist.
Endlich liefert die Beziehung

a
P:z[sKgoJrfpdx]
o 6*
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die- Gleichung

4s 2P
V) Al_Ae_AS*AJ‘:fyo_k_L"
Die Auflésung dieses Gleichungssystems ergibt:
P
Yo = %I [Cof?e 4 cos?e«]
A P [e=%¢ + 2 -} cos2 & - sin2
4= ograle TRl “
A, = m[e-‘ + 24 cos2 e+ sin2ea]
(44) P . .
Agzﬁm[—e ~+ cos2 ¢ + sin2 ¢]
A, = P [e2e 2 sin 2
=il cos2 ¢+ sin2¢],
wobei

. 2
A= &Gin2« -} sin2¢ - fs[(éjofgw—i—cos"’a]

ist. Ferner hat man fiir die Endsenkung

45 = 2P ¢
(45) Y8 =14 ofe cose .

Fir den Wert s = 0 gehen die gewonnenen Ausdriicke fiir 4,
bis 4, iiber in die fiir den bereits in § 13 behandelten Fall, in dem
der Stab in der Mitte belastet ist.

Als Beispiel diene der in Fig. 33 skizzierte Korper, fiir den die
Abmessungen sowie F, K und J dem Beispiel in § 21 entnommen sind.

Es berechnen sich

Yo = 0,880-104P

und
4,=0,138- 1074 P A3 = 0,059-107*P
A,=1,628-»n » A, =1485-» »
Man hat also fir DB
10~ 4P . o
Y = (0,138 ¢5 4 1,628 e~%) cosé + (0,059 ef - 1,435 e~¥) siné].

Der Verlauf der y-, M- und @-Linie ist in Fig. 33 ersichtlich.
Die gestrichelten Linien wiirde man bei der Annahme gleichmiBiger
Verteilung von P auf der Strecke 2 s erhalten.

Zum Vergleich stellen wir die in den Beispielen der §§ 14, 21
gefundenen Resultate mit den eben gewonnenen tabellarisch zusammen.
Somit ergibt sich:
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Fig. 33.
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1 L‘Jl=c>o 880

~J = 47430 cm* ‘
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Man erkennt daraus: je gréBer das Trigheitsmoment des mittleren
Teils ist, desto kleiner fallt die Mittelsenkung des Stabes aus, wihrend
das Biegungsmoment M, in der Stabmitte immer groBer wird [vgl. §15].

2, Die zweckmiBigste Linge des Flanschansatzes, Wir betrachten
nun einen elastischen Baugrund. Die groBte wirksame Traglinge f
der Flanschansdtze berechnet sich aus der Bedingung yz=— 0 oder

der Gleichung cose = 0, -die durch « =0, g, ... erfiillt wird.

Somit erhilt man
46) ~r.
(46) f—1

Die Linge f ist also von s unabhingig.

Wir wollen noch die Senkung y, des sdulenartigen Korpers
untersuchen, unter der die Senkung der ganzen Konstruktion ver-
standen wird. Der Ausdruck fiir y, ergibt sich nach einer kleinen
Umformung

_ P [@in?cx -+ sin2¢ 267t
o=KL Coj%e - cos®a ' L.
Bei gegebenem 2s ist also die Senkung y, eine Funktion von der
GroBe Gin2 ¢ + si 3“ + Sm“?l ,
Cof%w + cos®«
positiven Werte von « positiv bleibt.

Gin2¢ +sin2e nd [@in? o+ sin2« g‘f}_l
Cof?e + cos®e Coj%« +- cos®e L
sind im folgenden Bild als I und Il dargestellt. Fiir die Kurve LI
sind L und s dem soeben behandelten Zahlenbeispiel entnommen, d. h.

die fiir ¢ = 0 verschwindet, aber fiir alle

Die Ausdriicke

L = 205 em

s =205 cm.

A

N 2 N N

S Q QL I
] N NN N
D
N |
S V3
‘ X

7 70 Z 20 70
&
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‘Durch Differentiation ergibt sich

i[_@_ii%x—{—sin%c} —8[ Cofex cose T
do | Gof?e +cos?e ] LEofew 4 cose]

Der gewonnene Ausdruck stellt eine positive GroBe dar und
nimmt, von Null ausgehend, immer mit « zu; bei ac:—;z wird er

jedoch gleich Null.

Daraus folgt nun, daf sich die Senkung des sdulenartigen Korpers,
wenn ¢ von 0 an zunimmt, um so mehr verringert, je gréBer o, also,
bei gegebenen Querabmessungen des Flanschansatzes, je groSer die
Linge desselben wird; die Verringerung hort bei dem Wert o« = % 5 fiir
einen Augenblick auf. Nimmt &« weiter zu, so tritt wohl, wie es aus
der Fig. 34 ersichtlich ist, noch eine Verminderung von y, ein, je-
doch nur in einem verhédltnismédBig geringen Mafle. Bei einem
elastischen Baugrund aber, wie eben besprochen, erreicht bei dem
Wert « = 3= der Flanschansatz gerade seine grofite Traglinge. 1nL
muB also die zweckméBigste Linge des Flanschansatzes sein, mit der
man erreicht, daB einerseits der Flanschansatz in seiner ganzen Linge
die Last iibertrigt, anderevseits die Senkung des ganzen Korpers den
erreichbar kleinsten- Wert annimmt.

. . Sin2«-F+sin2ea .
Die Grofle 9%— fir verschiedene Werte von ¢ kann
Eof* & + cos®

aus der folgenden Tabelle entnommen werden:

« Gin2a+sin 2 « Gin2a - sin 2

Cof® ot - cos? o Cof? o0 - cos?
0,00 | 0,000 0,60 1,170
0,01 0,020 0,70 1,338
0,02 0,040 0,80 1,490
0,03 0,060 0,90 1,605
0,04 0,080 1,00 1,696
0,05 0,100 1,10 1,762
0,08 0,120 1,20 1,302
0,07 0,140 1,30 1,323
0,08 0,160 1,40 1,831
0,09 0,180 1,50 1,885
0,10 0,200 1,60 1,835
0,20 0,400 1,70 1,885
0,30 0,600 1,80 1,838
0,40 0,798 1,90 1,844
0,50 0,987 2,00 1,851
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C. Die Grofie I, indert sich mit .

Es sind hierbei zwei Fille zu unterscheiden:

§ 28. Das Trigheitsmoment éndert sich mit x.
1. Allgemeines. Es gilt die Differentialgleichung [§ 8, (38)]

EJ d*M
K @ M
Setzt man
2x —
(47) I

l J:J1 (}0(5),

wobei J, eine Konstante, J das Trigheitsnoment an der Stelle z
bezeichnen, so nimmt obige Differentialgleichung mit der Abkiirzung

o K8
T 16 EJ,
die Form
*tM
48 e
(48) P (&) aE aM

i77,
K

an. Die Zahl « ist, wenn man L, = setzt, mit L, durch

die Beziehung
(49) 0= ——

verkniipft.

Im allgemeinen wird die Verdnderlichkeit des Trigheitsmomentes
durch einen ,Trigeranlauf“®) angestrebt. Im Betonbau ferner er-
folgt sie durch eine geeignete Anordnung der Eiseneinlagen. Zu
bemerken ist aber, dal es bei einem Eisenbetontriger kaum gelingen
diirfte, die bestehende Veriénderlichkeit des Trigheitsmomentes in
eine geschlossene, mathematische Formel zu fassen. Man muf} sich
vielmehr mit jenem N&herungsgesetze zufrieden geben, welches bei
Wahrung ausreichender Sicherheit den Vorteil einfachster, mathe-
matischer Behandlung in sich birgt. Dies wollen wir im folgenden
durch Vorfiihrung einiger einfachen Aufgaben niher erkldren.

1) Dieser Ausdruck scheint uns besser als die in fritherer Zeit gebra.uehfe
Bezeichnung ,Voute“ oder die in jiingster Zeit eingefiihrte, aber nicht immer
zutreffende Bezeichnung ,Schrige“.
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SchlieBlich mufl kurz bemerkt werden, dafl bei einem mit An-
lanif ausgestatteten oder mit FEiseneinlagen versehenen Triger die
in der Berechnung zugrunde zu legende neutrale Achse eine gekriimmte
Linie ist. Der Einfachheit halber aber moge hier eine gerade neutrale
Achse vorausgesetzt werden. Wie weit diese Voraussetzung zuldssig
ist, muB von Fall zu Fall entschieden werden.

2. Das Triigheitsmoment nimmt von der Stabmitte gegen die
Enden nach dem linearen Gesetz ab. Wir wihlen den Koordinaten-
anfang auf der Lotrechten durch das Stabende A.

|
[

|

| |

| |
x| . :
|

Pl

ATA

Fig. 85.

Es sei: @& =¢§, J,=J¢, ndmlich
(50) J=Jg§,

wenn unter J, das Trigheitsmoment in der Stabmitte verstanden -ist.
Die Differentialgleichung lautet dann

d4
|[ 571:—14” = —aM
(51) { mit '
| Kl
{ “=16EJ,

Man nimmt fir M die Reihe
M=f(&)
L &, &, , &n
= £(0) + 1/ (0) + 55" (O + o + 2 FD(0) + ...
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an. Sukzessive Differentiation der letzten Differentialgleichung gibt
EfV(E) = — «f($)
@)+ 61V () = —ef'(§)

21V (8 F 7 = —er" ()
BV + &M (E) = —af" (&)

Da am Stabende A4, also fiir den Wert & =0,

M=0 { f(5=0
d. h.
Q=0, {l f’(’5> =0
sein muB, erhilt man:
.
() =0 (0 = 551 ©)
L : _ o 7
PO =— 20 X0 =2
X (0) =0
FY10) = — 5 £ (0) ¢,
FRH0) =~ L ()
f7(0) =0
Somit bekommen wir fiir M
(52) M =X, f"(0)+ X, " (0),
wobei
52 55 o 58 “2 511 CC3
Xl:?z_57<§'>+§v(2 5> —ﬁ(2 5 8>+
(53) {

ist.
Die zwei Konstanten f”(0), f”(0) bestimmen sich aus den
zwel Bedingungen, daBl in der Stabmitte, also fiir £ =1,

H=0 [ -0
dh 4
—P o, — Pl
9= | "®="¢
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sein muB. Die Bedingungsgleichungen lauten also

[l 7(0) + [e]; 77 (0) = O

(e " (0)+ e, 7 (0) = —2,
wenn 9 3
(54) [“]1:2_-2oi+2.g.51_2.50.‘8.8!+"'
54 . .
[@]s =1 _2?41—'_2.;:.7!_2-5-0;~1O!+'“
[0‘:'3:1—3%3!+3.gg.6!_~3-6(%39-9! L
[“]4:213_3.[{5!+3-i8!_3-6-a93-11!+"'

gesetzt wird.
3. Aligemeiner Fall: ¢(§) = §™. Es ist

(55) J=&mJg.
Mit Bezug auf den eben behandelten Fall lautet die Differential-
gleichung

(56) gm qE = ~aM.
Man erhélt mittels sukzessiver Differentiation nach dem Theorem
von Leibniz?) Y _ oM
mEm—1 YWV L gm YV — — g M’
’m(m — 1)§nzf2MIV -+ améEm—1 Yv +§mMVI —_ —aqM"

(m—1)(m—2) En =3 MV 3om(m — 1)Em—2 YV |- 3mém—1 YV gm YV = — ¢ M

Beschrinkt man sich auf positive Werte von m, so nimmt das
letzte Gleichungssystem, z. B. fiir m = 2, die einfache Form

EMY = —aM
QEMY L EMY = —aM
2MI"+4§MV +§2MVI — —a M’
6 MY+ 66 MV +EMT = —al”
12 MV 8 & MV L g2 YVl — _ o YV
an. .
1) Es lautet:
N - .
4] Wﬂ:u v(")—{— {ﬂ w4 ‘Lg} W v 4.+ M} u("“l)v’—{—um)v.

dz™
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Da ferner am Stabende A4, also fiir & = 0,

M =0
M =0

sein mufl, kann man fir diesen Wert von £ alle héheren Ableitungen
als MYV durch die zwei niedrigsten M”, M™ ausdriicken. Das Inte-
gral der Differentialgleichung 148t sich dann auf dhnliche Weise wie
vorher gestalten.

4. Das Triigheitsmoment verliuft nach einer Hyperbel. Wir wéihlen

die Stabmitte als Koordinatenanfang. Es sei ¢ (&) =lg, J=J,,
nimlich
J
57 J— ‘e,
7 E

wobei J, das Trigheitsmoment am Ende A4 bezeichnet. £ ist in
Gl (47) angegeben.

|
|
|
|
|
|
!
|

|
mmmﬂ mem’ﬁém
|
l_l l |
% T N &
Fig. 36.

Die Differentialgleichung lautet

4
%— = —u«tM
(58) mit

Kl

“T16EJ



§ 23. Das Triigheitsmoment #ndert sich mit z.

Man hat hierbei

MY = —aéM
MY = — oM —afM
MY — —2aM —at M
MO — 3¢ M —aEM”

MY — — dg M — ¢ & MY

Es ergibt sich, da fir £=0

M =0
— Pl
- P!
4
ist,
MIV —_ O IMIX = O
MV *‘*—C’M MX :1'6052M
- v o .
MY — _2g [:EW MY = 2.7 [%filJ
4
MV — 3 M MX1 — 3.802 M”
(1]
VI MXII ()

Bei der Reihenentwicklung von M erhalten wir dann

Pl

(59) M= M, X, —" X, + M X,
worin
55 510 . 515 5
Xy =14 (=0 + 57 (1669 4 5 (—1-6:-116%) ..
& & & 2 & 3
X —.E? 57 3 51‘3 o 1? 3.8 s
ist.

Aus den zwei Bedingungen

.Z‘/I;czl = O
M’E:l =
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folgen die Gleichungen fiir M, und M,"

(61)

gesetzt wird.

§ 24. Der Elastizititskoeffizient K andert sich mit .

Es sei angenommen, daf der Elastizitéitskoeffizient K von der

P ,
(o], My — x4 [e]; + [e], M," = O

Pl "
[e], M, — 1 [e], -+ [e]g My =0,

wenn

1 1-6
(@], =1 — e+ —5,¢" —
« 1.6 , 1.6-11
=gt g~ “F
2 7,
(el =1 — et 337 —
2 2.7
[e], =1 — et J57¢ +-
1 3 3.8,
R T LRI TR A
3 3-8
[ =2 =Gt g+

Mitte des Balkens nach den Enden gleichmi#Big abnimmt.




§ 24. Der Elastizititskoeffizient K 4ndert sich mit 2. 95
Bezeichnet man mit K, denjenigen in der Mitte, so erhdlt man
K=K, —kz,

worin unter % eine Konstante zu verstehen ist.
Es gilt hier die Differentialgleichung § 9, (46), ndmlich:

ig Ty
worin
K} . K,—k=x
“=mii T K,

ist. Die Verinderliche & geht, wean der Punkt z von der Mitte

. . K, —kl . .
nach dem Ende wandert, stetig von 1 in —Q/K—/E iiber; sie ist
0
also immer kleiner als 1.

Als Losung der letzten Gleichung nehmen wir wieder das all-
gemeine Integral von der Form

y = f(&)
—AX +A,X,--A4,X, +A,X,

an, wobei die Ausdriicke fiir 4, bis 4,, X, bis X, in bzw. § 7, (34)
und § 9, (47) angegeben sind. In den Entwicklungen der Reihen
wihlen wir den Wert = 1, dem die Stabmitte entspricht.

Da hier
W_o ( (1) =4,—0
Od@[‘ { " '—K()3P
Q::z,g l f (1)_A4_§EJ]CSA

sein muB, vereinfacht sich die Gleichung fiir y zu

K3P

(62) y=A4,X, +4,X, — é_EjﬁXu

A1 =f 1)
A :f”(l)
ist.

Die Reihen X, X,, X, lassen sich gestalten, wenn man in
§9, (47) n =1 setzt:

wobei
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(E'_) (5_1) 2

X —1——4 = T —
1y Y
_ (5,3'1)_“ -+ (Eg—'ﬁ(l -+ 5) o — ...
5_1)10 R
—[—<——1—O-!'——1.60r—~
_E=1p (-1 -1V ,
ol o
—1 1
(63) G - 1) 3a+(511,) (B+7) e —
“'—@“;“2'1)1? 3-8¢% —
(5_1; (5_1 (5 2
Xi= 3!~) 2 ¢TI e -
“E,” e+ 8 g -
| (E—1)v 2
+E e

Die zwei Konstanten 4, und 4, lassen sich berechnen aus den Be-
dingungen, da am Ende B d“y und Ly 5> also fiir &= Ko~ kl/z,
da? da® K,

f" (&) und £ (&) verschwinden miissen.
Wir greifen auf den Stab des Beispieles in § 18 zuriick, setzen

abor K, — 12 kg/om®
k = 0,08.
Die Zahlenrechnung liefert

Kp=12 — 0,08-120 = 2,4

o = Ky 122 = 0,915

T EJE' T 140000-47430-0,08° °
K,—klf2

~o TN 0.2

K, 0,
_K3P —123p

(1) = A, = — 0

1) =4, = 557 2.140000-47430-0,08°

= — (,254-10"3 P.
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Zieht man in den Reihenentwicklungen nur die Glieder von

(6 — 1) bis zur fiinften Potenz in Betracht, so erhilt, man

R R
R R AT et
a0 Bt
@[ ne Bl S5 e[ E50 MO
R

2 3
Die zwei Bedingungsgleichungen {d ? 1 =0, [_d_y} —0
dE* Je—op $=02

lauten dann

— 0,215 4, + 0,992 4, — — 0,206-10"% P
0,436 4, + 00314, — 0,250- » »

mit den Lésungen

A, =y,=0,582-10%P
A4, = —0,081-» »
Mithin ergibt sich ’
Py =12-0,582-10"* P
= 6,984- » »

yp berechnet sich zu 0,306-1072P.
Ferner, da

@y M[kr[d‘zy} _{k]? .
[dfozo_ K, la&l._, T K, [— 0,081-107% P]

ist, erhalten wir

d?y
=2
_ — 14000047430 (— 0,081)-107 P-0,08°
o 122
= 23,80 P.

Wir vergleichen. dieses Ergebnis in der nachfolgenden Tabelle

mit der in § 18 behandelten Aufgabe, wo die Baugrundziffer dem

Hayashi, Theorie des Trigers. 7

]
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durchschnittlichen Wert von K in diesem Beispiel gleich gewiblt ist,
und ersehen daraus, daf} die angenommene Verteilung des Elastizitéits-
koeffizienten eine ziemlich betrichtliche Verminderung des Biegungs-
momentes in der Mitte herbeifuhrt, aber auf die GroBle der Ein-
senkung einen #uflerst geringen Einflul ausiibt.

Ygp Yo M,
1
Bei konstantem K 3 3
e harmt 0567109 P | 0,584.10~ P 30,15 P
— 3
{ Ky=12kg/em 0306 » » | 0582 » » 93,80 »

Bei ¢ % = 0,08



III. Abschnitt.
Stab mit einer Einzellast an beliebiger Stelle.

A. Konstantes Triigheitsmoment.

§"25. Allgemeine Gleichungen.

1. Entwicklung der Formeln. Ein gerader Stab von der Linge !
trage in einem Punkte C eine Einzellast P [Fig. 38]. Es sollen die
Gleichungen der elastischen GroBen aufgestellt werden.

11-<—————— 2=-AL
e Z,=cl

o
'A.
|
]
!
[
|
|
|
|
223
— +X —1 +X
EXP) Z-4L
g ¥
A \L c__/L
7 +y
Fig. 38.

Zunéchst sei der Elastizititskoeffizient K, also somit die GréBe L
[§ 3, (6)], unverdnderlich. Der Lastpunkt ist ein Diskontinuitdtspunkt
der elastischen GroBen M und Q. Fiir die beiden Stabteile 40 und
OB gilt die Gleichung in der Form § 4, (13,).

Wir bezeichnen die vier Konstanten in den Gleichungen fiir
diese zwei Teile mit 4,, 4,, 4, und 4, bzw. B,, B,, B, und B,

7*



100 Stab mit einer Einzellast an beliebiger Stelle.

wahlen 4 bzw. C' als Koordinatennullpunkte und setzen

==l -

b' ~ b',_.@
bIl:’g

(
w4
'z

Man erkennt zunéchst, dafl am Ende 4 das Biegungsmoment ver-
2
schwindet, also fiir £ =0 in der Gleichung des Teiles 4 C Z i =0
sein muB. Es folgt daher: 4, =4,.
Die Gleichung der elastischen Linie fir 4 C' nimmt mithin die

Gestalt
(2a) y = —;— [(4, e + A,e %) cosé 4 2 4, Cof&sin]

an.

Besteht fir einen Stab im Koordinatenanfang die Bedingung
M — 0, so kann also die Anzahl der Konstanten um eine auf drei
verringert werden; die Gleichungen fiir M, @ und tg¢ lassen sich
nun in der Form

M= 1{4{—Li [(4, e — A,e %)siné — 2 4, Ciné cosé]
Q = I% [4, € (cosé — sin&) — A, e~ (cosé — sinf)
2b
(2b) — 24, (Cofé cosé — Ginésiné)]
tgd = :?1L [4, ef (cosé — sin&) — A, e % (cosé 4 siné)
+ 2 4, (Cofé cosé + Ginésing)]

darstellen [vgl. § 4, (16)].

Man hat daher hier im ganzen sieben Konstanten 4, bis 4,
und B, bis B, den Grenzbedingungen entsprechend zu bestimmen.
Dazu stehen uns auch in der Tat sieben Bedingungsgleichungen zur
Verfiigung.

Da am Ende 4 mit dem Biegungsmoment auch die Querkraft,

3

also 2—5% aus der Gleichung fiir 4C, verschwinden muB, erhdlt man

M A — A, — 24, —0.

Im Punkt C bestehen die vier Bedingungsgleichungen [vgl. § 6
(28), (29)]:



§ 25. Allgemeine Gleichungen. 101

(IT) [4,em - A,e“]cose; + 2 4, Cofe, sine, — [B, + B,] = 0
(I1T) A, em [cose; — sine, ] — A, e~ [cosa, ~ sine, |
—+ 2 A4, [Cofe, cos o, + Gine, sine, ]

—[B,—B,+ B;+B,]=0

(Iv) [4, e — A, e~ 1] sing, — 2 4, Gine, cose, + [B, — B,] =0
(MY A4, en[cose, 4 sine,] — A, e~ [cose, — sine, ]
— 2 A4, [Cofe, cosee, — Gine, sine, |

4 P
- [Bl - B-z - Bg_ B4]

KL
Am Ende B miissen auch wieder sowohl das Biegungsmoment

als auch die Querkraft verschwinden; man erhdlt demnach zwei
Bedingungsgleichungen, die wir (VI), (VII) nennen wollen; sie lassen
sich dadurch formen, daB man in Gln. § 13 (II), (III) an Stelle von

A . . . .
5 und den vier Konstanten 4, bis 4, «, bzw. B, bis B, einsetzt.

Diese sieben voneinander unabhingigen Gleichungen kann man
weiter auf die folgenden vier Formen bringen:

4, [em cosa; + Cofe, sine, ] + 4, [e~* coser;, — Cofe, sine, ]
—mB;, —nB, =0
A, [em cose; 4 Ginw, sine, ] — A, [e~* cose, + Sine, sine, | 9 p
—gB;,—hB, = %L
4, [ensine, — Gine, cose,] — A, [e~“sing, — Gine, cose, |
+B,—B,=0
A4, [ensine, — Cofe, cose,| + A, [e~“sine, + Cofe, cose,]
2P
+ Bg + B4 = ﬁ ’

wobei
_ [sin2¢, — 1] — %
T 2sin®e,
" e~2% | [sin2a, + 1]
2 sin? ¢,
[sin2 ¢, — 1]+ e*e
- 2 sin? ¢,
b e 2% — [sin2 ¢, + 1]
2 sin* ¢,
ist.

') Man kann zu derselben Gleichung durch die Bedingung

ay oy
f pdx +fp dz=P
gelangen. v U
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Die Losung dieses Gleichungssystems nach den Konstanten 4, 4,
lautet:

P

4, = 2 K L[&in®1 — sin?7]

[sine, Cofe, (2% — cos2e, — sin2a,)
+ cose, Cofe, (Gin2e, — sin2e,)
— 2(Cof? ¢, 4~ cos® &,) (e~ sine, — cose, Gine,)
— e~ cose, (sin2e, — cos2e, | e~2%)]
A, =——- EA - [sine, Coje, (e72% — cos2e, 4 sin2,)
2T QR L[GintA — sin2 ] LS0% Bl (e 2 :
—+ cose, Gofe, (Bin2¢, — sin2e«,)
— 2(Cof? &, +- cos® «,) (e sine, — cose, Gine,)
— e cose, (sin2e, 4 cos2e, — e?%)],
und man erhilt
1 P
g A= 4] = 2K L[Gin?1 — sin}] [
— cosa, Cof(1 4 a,) + Cofe, cos(1+e,)].

4, =

2 cosa, Gine, sind -+ 2 Cofe, sine, Ginl

Die Unbekannten B, bis B, berechnen sich dann aus den
Gleichungen

P
B, = A ,encose, -+ d,ensing — %7
. P
B,= A,e"*cos¢, 4 A, e using, +
- : ' KL
@ -
B, = — A, eusine, + A,etcose, + XL
. P
B, = — Ad,e~*sin¢, + 4, e % cose, + XL

Mit Hilfe dieser Ausdriicke von 4, bis A4;, sowie B, und B,
konnen die Gleichungen der elastischen Linie und aller anderen
elastischen Groflen fir den ganzen Stab vollig festgestellt werden.

z

Ty =@, L ey, L,

i
-
[ &+ X =Bt E) L——

P lx%ga

c

1 I 2

|
|
|
|
AL

Fig. 39.
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Fiihrt man in die Gleichungen fiir C B die Ausdriicke B, bis B,
aus Gln. (4) ein, so erhdlt man

= 5 [(Ay e A, om0t ) c0s (a, 4 £) -+ 2 A, Oof (e + )sim (e, +-8)]

_ }% [Gof & sin & - cos & Sin ]

(5) a2
KIL?
M—=

(A eats — A, e~ Dsin (e, + &) — 2.4, Gin (e, + &) cos (¢, + )]

*%[ﬁoffsinﬁﬂoss Biné].

Bei diesen beiden Gleichungen, die die elastische Senkung und
das Biegungsmoment im Punkt # — £L, wenn x vom Lastpunkt aus
rechnet, auf der Strecke CB darstellen, bemerkt man sofort, dafl
sie aus zwei Teilen bestehen, von denen nur der erste willkiir-
liche Konstanten enthélt, wihrend der zweite blo vom Verhéiltnis &
abhingig ist. Man erkennt iiberdies, dafi der erste Teil der beiden
Gleichungen ganz von derselben Form wie die Gl. (2a) bzw. die fir M
in Gln. (2b) ist, wenn man dabei anstatt & die GroBle «, - & als
Veranderliche betrachtet. Rechnet man also fiir den Augenblick,
ohne Riicksicht auf den Diskontinuitdtspunkt C, die Abszisse x = &L

— dabei dndert sich £ von O bis 4 — fiir den ganzen Stab vom
Ende 4 als Koordinatenanfang, so erhilt man ohne weiteres fiir die
Strecke C' B
1 . . . P
y=5 [(4,e5+ A,e=%)cos & + 24, Cof € sin &]
(6) P

[(SO]’ (§ - “1) sin (S - “1) -} cos (5 - “1) Gin (E - “1)}

Diese Gleichungen KL
beziehen sich KL? )
ausschlieBlich M—=——[A,esiné — A,e~“siné — 24,&in & cos £]
auf Fig. 40, 4 '
PL

-5 [Cof (§ — &) sin (& —- «,) + cos (& — «,) Ein (& — «,)].

Daraus geht hervor, dafl die Gleichungen der elastischen Linie
sowie des Biegungsmomentes [vgl. GL (2a, b)]. fiir die Strecke. AC
auch noch bis auf die Strecke C B ausgedehnt werden kénnen, wenn
die Abszisse x fiir den ganzen Stab von demselben Koordinaten-
anfang 4 aus gerechnet wird. Man hat dabei nur ein von z — a,,
also von & — «,, abhingiges, aber von der Stablinge I, also 1, un-
abhiangiges Glied den entsprechenden Gleichungen hinzuzufiigen.
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i Z-AL !
r—a,:a,’i_____?«az:%é___l,
fe x=£L |'
! \ x-a, =(§ra,)L
8
A [4
1
| |
I
[ | +X
x \

e

*Y
Fig. 40.

Die GroBe Cofé siné& + cosé Giné& fiur verschiedene Werte von &
konnen der folgenden Tabelle entnommen werden:

3 \@oif sin & 4 cos & Gin & 3 Cof & sin & - cos & Bin &
0,0 0,000 2,0 1,912
0,1 0,200 2.1 1,547
0,2 0,400 2,2 1,070
0,3 0,600 2,3 0,467
0,4 0,799 2,4 — 0,277
0,5 0,998 2,5 — 1,177
0,6 1,195 2,6 — 2,247
0,7 1,389 2,7 — 3,502
0,8 1,578 2,8 — 4,954
0,9 1,761 2,9 — 6,616
1,0 1,933 3,0 —- 8,497
1,1 2,093 3,1 — 10,605
1,2 2,285 3,2 — 12,942
1,3 2,353 3,3 — 15,510
14 2,443 3,4 — 18,301
1,5 2,497 3,5 — 21,305
1,6 2,507 3,6 — 24,501
1,7 2,464 3,7 — 27,863
1,8 2,358 3,8 — 31,352
1,9 2,178 3,9 — 34,920

2. Berechnung der besonderen Werte. Die Senkung am Ende 4
berechnet sich
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1
[ Ya= 9 [Al + Ael
O -
2P {cos &, €of &, Gin 4 — cos e, Cofe, sin k]
[ “KL{ Gin® 2 — sin® 1 g

Vertauscht man in dieser Gleichung «, und «,, so ergibt sich.

(8) — 27 [ costs Cofey Bind = 0980 Gof g, n |
' A ¢ Sin® 4 — sin®
und daher
_2p [cos «, Cofe, — cos«, Cof , |
(©) Y4 TYE T KL ini — sina ik

Der Grofitwert der Senkungen y entsteht im allgemeinen nicht
im Punkte (. ¢ fiir die Maximalsenkung innerhalb CB, unter der

Annahme a, > a,, 148t sich ermitteln aus der Bedingung { Zﬂ =0;
Lasiop
daraus folgt:

s

—

bo & = §1+Bs]e;c—' (B — B,]
®° T [B,— Bj]¢"+ [B, | B]

[

e
£

<

—

oder
T\ B,ef+4 B, e ¢
(10) tg(Z*Q“—BaeerBge—S‘

Eine mathematische Losung fiir £ anzugeben eriibrigt sich; bei
praktischer Anwendung ist die Losung dieser Gleichung durch Pro-
bieren zu empfehlen.

Das Biegungsmoment ist selbstverstindlich im Lastpunkt am
groBten; es ergibt sich

K 2
[ Mmaa; = AALL_ [(Al et — A_’ e—“1) sin ty — 2A3 Gin ¢, COs 061]
(11) » KL
=]

A
1) Setzt man darin o, = &, = -_-, so erhilt man die Formel [vgl: § 13, (8)]

2

iy Yl
@:0]? cos -

Ginl+sini

2P
KL

Ya=Yp=
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Fiir die Drehung der Tangente im Punkt C erhilt man
[ 1 [dy]

wn-1[2]

g% =1 A& oo

(12)! . : 2P (@ 2 OS?' ) @ a .9
I _KL'Z[C%in‘zl—sin‘zl][ of*e, + cos’w,) (Gin’e, + sine,)

— (Gof?e, + cos®e,) (Sin®e, |- sin®e,)];

der Ausdruck mufl fiir den Fall der Mittelbelastung, d. h. wenn
o, = o, = 1/2, verschwinden.

3. Das Trigheitsmoment ist unendlich groB. Wie schon erwihnt,
entspricht dem Wert J = ~ ein vollkommen unbiegsamer Stab. Es
mubl also erwartet werden, daB die oben gewonnenen Formeln in
diejenigen ubergehen, die man unter der Annahme einer gleichférmig
verdnderlichen Druckverteilung zu entwickeln pflegt. Dies kénnen
wir aus den allgemeinen Gleichungen analytisch beweisen: Da hier
L = ~ ist, nehmen die Ausdriicke fiir die Konstanten 4,, 4, und 4,
[GIn. (3)] die unbestimmte Form ——O: an. Berechnet man ihre
Grenzwerte und setzt sie in die Gleichungen fiir AC und CB ein,
so erhdlt man fiir den ganzen Stab eine lineare Gleichung

(13) y = I%{) [(3 a, — 1)+ 80— 2a)a —12 %) ”J :

‘T ZP(Zd, 'az)
K7 07

N

I

|

|

!
f—
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Ferner hat man

__ 2P(2ay,—ay)  2P(2a, —a,)
vaT ke PPT TR
(14)%)
_2PBa-—y ., P
KR Y=g

Hierdurch gelangt man zu den iiblichen Formeln der Rand-
spannungen
( ) 6e
Pa= [1 -5

l
(15) ]pB~P|1+ }

in denen man mit e den Abstand der Last P von der Stabmitte
bezeichnet.

Die von der ungleichférmigen Senkung bewirkte Drehung des
Stabes berechnet sich

" po o OPlo )

Bezeichnet M, das auf die Stabmitte bezogene Biegungsmoment

der Last P, d. h. M, = Pla, 5 a‘,)’ so geht die Gleichung in

12M,
(162) (’D_—I_{—ZS—

iiber. Diese Ergebnisse stimmen vollstindig mit den bekannten
Ausdriicken iiberein.

§ 26. Bedingungsgleichung fir y.,=0.

Da, wie oOfters erwihnt, bei einem Baugrund ein negativer
Wert von y nicht zuldssig ist, kann eine Strecke @,, die so groB ist,
daf an ihrem Ende die Senkung negativ wird, nicht mehr wirksam
sein. Jener Wert von a,, der die Senkung y, Null macht, muB
also die gr6Bte wirksame Stiitzlinge des Teils AC fiir einen gegebe-
nen Wert der Strecke a, darstellen. Setzt many, = 0, so erhdlt man

(103 cose, Coje, Sind — cose, Cofe, sind = 0,
wobei 4 =« + «, ist.

1) Wenn q, =a, = ;— ist, so ergibt sich y, =yp=y,= % .

2) Dem Fall J =00 entspricht nach Gl (14) die bekannte Bedingungs-
gleichung a, =2a, .
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Dies ist eine transzendente Gleichung. Einem gegebenen «,
entsprechen also unendlich viele «,; es geniigt aber, nur die kleinste,
auf Null folgende, positive Losung in Betracht zu ziehen, da es
sich nur darum handelt, fiir einen gagebenen Wert von «, zu
wissen, wie weit wir die Strecke «, wachsen lassen kénnen, ohne
daB sich der Stab am Ende vom Boden abhebt.

1223
76 ; V4
Z T T T T T T 17T T [ ===
Z
7% A 1
/ | |
Y, T l
72 j‘l— |
| ]
/i 0 !
3fg 1
g8 [/ |r S i h =
™~y
i
”5 } 1 T
’ /Y <§£ ! 1
04 // ‘\l { l
Y/ l ! '
I ! f
” R |
T |
Yr 1 Al
0 G2 g+ g5 98 o 12 7% ? 78 20 22 25 a,

Fig. 42.

Stellt man die GL (17) graphisch dar [Fig. 42], so ergibt sich
die Kurve ON. Es geht daraus hervor: Solange «, kleiner bleibt
als 0,5, nimmt ¢, mit «,, annihernd in demselben Verhiltnis, zu.
Bei groBlerem «, wird der Zuwachs immer kleiner. Fiir ¢, = !/,n
ist «, auch '/,x.

Die Linge a,, an deren Ende 4 weder eine Senkung noch eine
Hebung eintritt, die also die Linge des Stabes abgrenzt, iiber welche
die Druckwirkung der Last P durch den Stab verteilt wird, steht
also nicht in konstantem Verhiltnis zur Linge a,. Gibt man die
Kurve anndherungsweise durch gebrochene Linien, wie die Figur
zeigt, wieder, so erhilt man
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[Wenn o, zwischen 0,0 und 0,6 liegt: «, = 1,870¢,
(18)1) { I N ) 06 » 1,0 » « =0,925¢e,- 0,565
n o, ” 1,0 » =/2 » o =0142¢,+ 1,349.

§ 27. Der Stab ist an einem Ende belastet.
Da dabei a, = 0 ist [Fig. 43], hat man

o, =10 o, =1

- =L i

Fig. 43.

und ferner

2P [coslGind — e—"*sinlJ
VT KL ©m'l —sin®l
(19) = ?{% (eos%(’oﬂinl — 'e’-gsirﬁ]
L &in?d —sin*l
2P [ sinlGin 1 J
»  KL|Gin®2 — sin®A)°

A

Hiermit ergibt sich

2P . e
mﬁﬁ:?fhgﬂ [Gini (cosAcosé& Gofé 4 sindsiné Giné)

(20) — Gof (A — &)cosésind]
_ 2P [(EDMGOSZ (Tgd — tgl)}
| AT KLl em*l—sin’d  J

(4=

Solange 1< */,7, ist Tgi — tgl negativ; es nimmt daher die
Endsenkung y4 eines Stabes, dessen Liinge kleiner ist als */,z, einen
negativen Wert an, d.h. um das Gleichgewicht des Stabes zu er-
halten, muB am- Ende 4 ein negativer Widerstand in Wirkung
treten.

1) Die Kerntheorie lautet: ¢, =2c,.
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§ 28. Ausdehnung der Formeln auf den Fall zweier oder
mehrerer Einzellasten.

Tragt der Stab zwei Einzellasten P, und P, in den Abstéinden a,
und @, vom linken Ende 4 [Fig. 44], so zerfillt die elastische Linie
in drei ohne Knick verlaufende Teile A4C, CD und DB.

Die Abszisse sei fiir die ganze Stablinge vom Ende 4 als
Koordinatenanfang gerechnet.

fes A >
1 |
[ x 1 I
[ , | .|
a a
r ay 2
< a, a; l
| )
AL 18
r A 0
|
2 a
x
7
4 \__L/
C 0
Y
Fig. 44.
Wir setzen
z
F=¢
’
a a
(21) N
an o aﬁ, 14
= a2 - = “n
L B L =

und berechnen fiir AC und AD aus Gl (3) die den Lasten P,, P,
entsprechenden drei Konstanten. Bezeichnet man sie mit 4, A4,,
A; bzw. A/, A/, 4/, so erhilt man fir 4C, CD und DB bzw.
[vgl. Gl (5)]

[(4,e° + A,e—%)cos& + 2.4, Cofésiné]

@
|

l + = [(4, ¢t + A, e%) cosé + 2.4',Gofé siné],

l

b= D[ pof e

(22)"! [{e£2(4,) + e 3(4,)} cosé -+ 2 3(4,) Cofé siné]
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[{e2(4,) + e $3(4,)}cos& + 2 .3(4,)Cofésiné]

> [Cof & —a,)sin(f —a,) + cos(§ — « )@m(f —a,)]

wl,-a b:”hu wl»—&

[{ef2(4,) + e~ $2(4,)}cosé + 22(4,) Cofésiné]

— —K—EZ[P{GZof(S — @)sin(é — &)+ cos(é — a)Gin(é — «)}].

Ahnlich kann man mit den Gleichungen des Biegungsmomentes
verfahren.

§ 29. Der Elastizititskoeffizient K nimmt von einem Ende des
Stabes nach dem andern gleichmifig ab.

1. Entwicklung der Gleichungen. Es gilt jetzt fiir die beiden
Teile AC und CB die Differentialgleichung [§ 9, (46)]

dty
d_gz _ — Oﬂf y .
b= 5 1/ !

L . 2 !
P ’ |
AI IB
i ¢ !

| |
| | |
| | |
| : :
}<—:c—»: r—x—»l |
'4 l [ﬂl“ﬂ:g
W, [
% ‘ W -t 2
UL - Rz
[
W T hp g
K- Fliche A

Fig. 45.
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Die HilfsgroBe e bezeichnet hierbei

5
I fir AC o, = E%‘;c—_{ s
(23) ! e
| —_ 0
l ” OB 062 = EJ]C‘U

wobei K, und K, in der Figur veranschaulicht sind.
Verlegt man die Koordinatenanfangspunkte nach 4 bzw. C, so
hat die Verdnderliche & den Ausdruck

fir AC 5:&’;“,
(24)
l” OB E:Kogokx
Setzt man
Jﬂ:_KA:‘k_“l:_Igg
(25) Ka Ka
_Ko—ka_z_Kli
7="% "%

so,dndert sich &, wenn z in AC von O bis a,, in CB von 0 bis a,
wichst, bzw. von 1 bis § und von 1 bis y.
Bekanntlich kann man fiir AC

y—A,X,+ A, X, + A, X, + A4, X,
setzen, wenn
Ay =f(n) Ay =r"(n)
Ay =1'(n) A =f"(n)
ist. Die vier Reihen X, bis X, sind in § 9, (47) entwickelt.
Wir wihlen jetzt den Wert # =1, dem der Punkt x = 0 ent-

spricht. Da fiir # = 0 Biegungsmoment sowie Querkraft verschwin-
den, also fir £ =9 =1

dy d®y
P ge =0
sein muf}, hat man
A, =("(1) =0

A4 — f’”(l) — O i
Hiermit vereinfacht sich die letzte Gleichung fiir A C zu

J y:A1X1+A2X27

worin

l A1 = f(1)’ A-z = fl(l)

(26)
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ist. Die Reihen X,, X, lassen sich leicht formen, indem man in
§9, (47) e =@, n=1 setzt. '

Jetzt nehmen wir fiir den Stabteil CB die Gleichung in der
Form

Yy = Ble + BgXe -+ B3X3 -+ B4X4

an. Da am Ende B das Biegungsmoment und die Querkraft wieder
gleich Null sind, hat man

By =f"(r)=0
B, = f"(y)=0.
Die letzte Gleichung fiir ('B nimmt dann die Form

! Y= Ble + BzXe

an, worin
l Bi=F(), B,=1(2)

ist. Die Reihen X, X, lassen sich gestalten, indem man in § 9, (47)
«=u,, n=y setzt.

In den Entwicklungen (26), (27) fir y stellen £— 1 sowie
& — y negative Dezimalzahlen dar. Die Konvergenz der Entwick-
lungen hingt daher vorwiegend von den Griflen e, «, ab. Wenn
letztere verhiltnismiBig groBe Werte haben, mull bei praktischer An-
wendung eine ziemlich groBe Anzahl von Gliedern in den Entwick-
lungen in Betracht gezogen werden.

Es bleibt noch iibrig, die vier Integrationsfestwerte 4,, 4,, B,
und B, zu ermitteln. Dafiir stehen uns die vier Bedingungs-
gleichungen [vgl. § 6, (28)] zur Verfiigung. Sie lassen sich folgender-
maBen darstellen:

(27

I Z/]E =p = [?/]5 =1
1 [dy
(I1) K, LZEL F K, LdE £=1

K3 e 7L
Kild&le=p K2Ld& li=1

w LTy L[ P
K;ld&le=p EK3Ld&le=1 EJE

Die zweierlei Klammern zeigen, dal} die betreffenden GroSen durch
die Gleichungen fiir AC bzw. CB ausgedriickt werden miissen.

(28) (I11)

2. Ergiinzendes Zahlenbeispiel. Ein rechteckiges Fundament von

500 cm Lénge erleidet einen Druck P im Abstand 210 cm vom

linken Ende. Es sei die Baugrundsziffer linear iiber die ganze Liinge
Hayashi, Theorie des Trigers 8
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des Fundamentes verteilt, wie es aus Fig. 46 ersichtlich ist. Ferner
sei: B = 140000 kg/om? J = 47430 cm?*, k= 0,02.

L=-800cm
210 ] az =290

: Iqm-ﬂ"ﬁ

Linsenkungs-
N4

R

e 7 kgfem’

Fig. 46.

Die Zahlenrechnung liefert

195

%1~ 140000-47430.0,02° 4,2
7,8°

== = 927.18
% = 140000-47430-0,02% 2"
und
7.8 . 2
ﬁ=—1‘§'—0,65 7——7—,§~—-0,26.

Die Verinderliche & #ndert sich also, wenn sich z in AC -von 0
bis @, =210 cm und in CB von 0 bis a, =290 cm bewegt, bzw.
von 1 bis 0,656 und von 1 bis 0,26.

Vernachlissigt’) man in den Reihen X, und X, sowie in ihren
Ableitungen die sechsten und hoheren Potenzen, so erhilt man

1) Zur Beurteilung der Richtigkeit werten wir in der Entwicklung fiir 4C

die Reihe X, aus; wir Wahlen den h6chsten Wert — 0,35 von & — 1. Es ergibt sich
(— = 0 35)

=145 (— 234,21) +
+& 035) (—23421)+( 035‘ 20 (5 1)284,212) + . . .
(—035) .
+ I [6-284,21%

+...
=1—0,14640,3064-105+ ..,
+0,1025-10-* — 0,7152.10—4 + . .,
+0,2594-10~5 . ..

Also haben die hoheren Potenzen als die fﬁr;f:ten keinen -Einflu mehr auf



§

(29)

29. Der Elastizititskoeffizient K nimmt von einem Ende des Stabesab. 115

fiir AC E—1f (E—1p
y=A1[1~( 4! Lo, - 5!>“1}

Cafii B
G, [ Eo1r, =1

i st 4
+ 4, [1 _¢ Zg Ok %= ¢ ;!1)5 2“1}
e e
e
T
+A2[_ (5—2-!1)‘30‘1 (5;1)3 J
fiir OB ,yzBI[l_(_f_%y_)‘*%V (E;y)"’%}

+Bg[§—y—@—_z—)iu2yJ

B!
ay _pl E—=p° _ (E—p
g [ 52, B

1B, (1 I il (‘5“”)52%]

4! 2 5!
-5 E5 )
5, [~ 65 ey - B
2y p [ ey~ E 5 e E ]

B

die dritte Dezimalstelle. Das Glied von der sechsten Potenz in X, berechnet sich zu

(z,--1) 183810
[~ 2] = o2 284,21

= —0,0012.
Es ist in der dritten Dezimalstelle nicht griBer -als 1,

8%
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Mit Hilfe dieser Ausdriicke ergeben sich, da
Eﬁg = 0,033 f{—j = 1,540
ist, die vier Bedingungsgleichungen (28) fiir unseren Fall
0,863 4, — 03404, — 0,859 B, — 0,731 B, =0
1,528 4, + 0,8734,+ 1,270B, — 1,243 B, =0
— 12,6754, + 1,3814,+ 8995 B, + 2,780 B, =0
65,478 4, — 11,000 4, + 43,050 B, - 20,680 B, — 0,033 P
mit den Losungen
4, = 1,726-107*P B, = 2,940-107*P
4,= —5570. B,=1,153.

Somit erhélt man fiir AC und CB bzw. die endgiiltigen Formeln

y =1,726-10"*P [1 _ 1y “1}

41 1 5!
— 5570 , [5 —1-— (é%ﬁ wl}
y=2,940 , , [1 — %y_)‘* eyy — (ég-,y—)ﬁ %]
-+ 1,158 , [5—7—(—5:577—)5%7],

woraus ‘sich die numerische Grofle von y berechnen laft.

Zum Vergleich haben wir den Fall unveridnderlicher Baugrund-
ziffer fiir die ganze Linge des Fundamentes und zwar unter der
Apnahme K = 7,0 kg/em® berechnet. Die Zahlenrechnung liefert die
folgenden Werte, wobei die zugehérige Formel rechts angegeben ist:

L = 248 ecm §3, (6)
o, = 0,846 § 25, (1)
o, = 1,168 ” ”
und ferner
Y4 = 3,46-10"*P §25,(7)
yp=0836- , , » (8)-
Die beiden Ergebnisse sind in Fig. 46 veranschaulicht.
Daraus erkennt man sofort, daB bei Annahme einer veridnder-
lichen Baugrundziffer -eine betréchtliche Abnahme der Einsenkung

vom belasteten Punkte nach dem Ende 4 hin stattfindet. Dies hat
zur Folge, dal dabei das Fundament nach der elastischen Form-
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anderung noch im groBen ganzen in wagerechter Lage bleibt, wihrend
es bei Annahme einer unveriinderlichen Baugrundziffer nach dem
Ende 4 stark verdreht wird. Selbstredend gilt unsere Folgerung
ganz unabhingig von diesem besonderen Beispiel, das hier nur der
Anschaulichkeit wegen zugrunde gelegt war.

Dafl ein Fundamentbalken oder -platte im Tiefbau, im ganzen
genommen, bei einer verinderlichen Belastung keine wesentliche
elastische Drehung erleidet, ist -fiir statisch unbestimmte Bauwerke
eine hochst wichtige Sache, weil die statische Berechnung nur unter
der Annahme, daB keine elastische Drehung des Fundamentes statt-
findet, treffend durchgefithrt werden kann.

B. Teilweise unendlich grofies Trigheitsmoment.

§ 30. Allgemeiner Fall.

Es soll hierbei ein siulenartiger Korper vorausgesetzt werden,
der an beiden Enden mit Flanschansitzen versehen ist [Fig. 47]

i<——a7 i‘ S

A JC’I
|
: JJJJJ
|
|
4 e’
A &%
Y
¢4

Fig. 47.

Die Punkte ¢ und D sind Diskontinuititspunkte. Da fiir die
Mittelstrecke CD, deren Trigheitsmoment unendlich grol vorausgesetzt
sei, eine geradlinige Druckverteilung angenommen werden kann, hat
man es nur mit den Gleichungen fiir die beiden Flanschansitze AC,
DB zu tun. '

Der Elastizitidtskoeffizient K sei unverdnderlich. Nimmt man
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fir AC und DB bzw. die Gleichungsform

y =5 (4,6 + d,e=5) cos -+ 2.4, Gof £sin £]

y= L [(Boef - Byo)oos & -+ (Bt + Bye)sin]

an, so sind die neun Unbekannten A, bis 4,, B, bis B,, yo und
yp zu bestimmen.
Bekanntlich hat man am Ende 4
(1) A, —4,—24,=0.

Im Punkt C der elastischen Linie fiir 4C sowie in D der Linie
tir DB muB y=y¢ bzw. y =yp, und ferner in diesen zwei

Punkten tgd = y_D%g/g sein. Dazu gehoren die vier Bedingungs-
gleichungen:

(IT) A e*rcose, + d,e~*cose, + 24, Cofe, sine, = 2y¢

(I1IX) B,+ B,=2yp

: 1
(IV) oL [A e (cose, — sine,) — A, e~ (cos &, + sin e,)

+ 24, (Cof e, cos e, +Cin e, sine,)| = ?ZD_S_QQ

(V) 5zlB— B+ B+ B =222,
worin «,, ¢, dieselbe Bedeutung wie in Gl (1) haben.
Am Ende B erhilt man wieder dieselben zwei Gleichungen wie
§ 25, (VI), (VIL), die wir hier mit derselben Benennung einfiihren
SchlieBlich liefert XM = 0, bezogen auf den Punkt D, und 2V = 0.
die folgenden zwei Gleichungen:

(VIII) KL[A, {sem (cosa, 4 sine,) — (a, + s) + Lsine, }
— 4, {se” ®(coser; — sina,) — (a, 4+ §) |- Lsine, }
— 2.4, {s (Cofe, cose, — Gine, sine,) — (a, + 5)}]

, KL* Ks* (yp+ 2yc)
IX KL A e*r({cosq, + sina,) — A,e~ % (cose, — sine
4 1 1 1 2 1 1
Ks(ye+-yo)

— 24, (Cofe, cose, — Gine, sine,)] +

KL
__4_[31—B2—‘Bs—B4}=P'

2
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Durch diese neun Bedingungsgleichungen lassen sich die neun
Unbekannten bestimmen.

§ 31. Korper mit einseitigem Flanschansatz.

Hier ist ¢, = 0 und ¢, = 0. Ersetzt man die vier Konstanten
B, bis B, in den soeben eingefiihrten Gleichungen fiir DB mit 4,
bis 4,, so lassen sich die sechs Bedingungsgleichungen fiir die Un-
bekannten 4, bis 4,, y, und yp folgendermafien gestalten:

{ o U
<N N a4 4
‘”L -4 /‘}7;00 | yﬂ
A by /4~—i
{ te
| i |
[ L |
i g |
| | |
0 i
%’ Lo b
TS # 8
0

<I) 4, +4,=2yp
(II) 4, — 4, + 4, +‘A4:2Ly_p*s_—y£
(II) A,e*sine — A,e~*sine — A e* cose + 4,6~ *cose = 0

(IV) A, e*(cose + sine) — A e~ * (cose — sine) — A,e* (cos o — sine)
— A e~ (cose +sing) = 0

KL? Ks? 2
) 54— 4] = ps, - Kt 230

K
vy pEolattun) (KEr 4 g,

. a
worin ¢ = 7 ist. Setzt man

(30) | L
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und wihlt statt der Grofe y4 die Differenz yp — 44 als Unbekannte,
so liefert die Auflésung des Gleichungssystems

P . .
Yp = Hi 4 [60,(Cof*e — cos’e) + 3 (Sin2«¢ — sin2c)

6P
(31) {90 — Ya= _o[(012 — 6,%)(Cof? a + cos?e) — 0,(Gin 2 -} sin 2 ¢x)

KLA ‘
. — (Cof%a — cos’a)],
wobei

ist.

Der Drehungswinkel ¢ des Teils 4D 148t sich dann aus
(32) 9 = QD_:_?/A
berechnen.

Ist a = 0, so gelangt man mit « = 0 zu genau denselben Glei-
chungen wie Gln. (16,), (14), nimlich:

6P (s, — s5)

o= s
2P(2s, —s,)
[yp]a:o=—K—22—~-

Wir gehen jetzt dazu iiber, die zweckmifBigste Ansatzlinge a zu
bestimmen. Ein Ansatz mul} einerseits die durch den siulenartigen
Korper getragene Last gleichm#dBig auf eine breite Fliche verteilen,
andererseits so wirksam sein, daBl durch ihn der Korper bei jeder
Belastungsiinderung im ganzen eine moglichst geringe Drehung er-
leidet. Die zweckméiBigste Ansatzlinge ¢ berechnet sich also unter
der Bedingung % = 0. Man erhilt dafiir die Bedingungsgleichung:
(33) [0, — 6,°] [€of?c -+ cos®] — 0, [Gin2« 4- sin2¢]

— [Cof?e — cos’a] = 0.

Damit die Drehung ¥} gleich Null wird, mufB also « bei gegebenen
0, 0, einen bestimmten Wert annehmen, d. h. wenn die Abstéinde s, s,
gegeben sind, ist die zweckmiBigste Ansatzlinge a bei gegebenem
Elastizititskoeffizient K eine bestimmte Funktion von L, also vom
Trigheitsmoment J des Ansatzes.

Wir wollen nun an Hand eines Beispieles den Wert dieser Glei-
chung erdrtern. Es sei gegeben [Fig. 49]:

s, = 220 cm 8, = 190 cm
§ =8, + 8, = 410 cm.

— 20%(0, — 20,) (Coj*e + cos?a)]

4 = ¢* (Cof?e 4 cos®e) -+ 2 6*(Gin 2« + sin2¢«) + 6 6% (Cof*« — cos®«)
+ 30(Bin2«¢ — sin2¢) -+ 3(Gin?e — sin’e)
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Wir berechnen nach Gl (33) fir verschiedene Werte von L das
Verhiltnis ¢. Die zweckmifBige Ansatzlinge o fiir die angenommenen
Werte von L folgt dann aus ¢ =«L. Das Ergebnis haben wir in
nachstehender Tabelle:

L J a
4
cm cm* cm
32 2808 | 2,160 | 69,10
33 3175 | 1,209 | 39,90

50 16740 | 0,615 | 30,72
100 | 268000 | 0,310 | 31,00
800 | 21,70-10° | 0,100 | 30,00

1000 | 2,68-10° | 0,080 | 80,00

sowie graphisch in Fig. 49 dargestellt. In der Tabelle sind auch die
Werte J der besseren Ubersicht wegen eingeschaltet. Sie sind unter
Annahme von K= 15 kg/em® und E = 140000 kg/em?® gemill der
aus L = 13,90 J% [s. 8. 49] umgeformten Formel J— 2,68-107% L+
berechnet.

|
S,= '}iza:ﬁ(_ Sz _—;: 7500/77{
1
e e (L >
5= 470 cm
@
N %
< N
N\ be)
o
N
NS
1 Jf L 1 1 1 | I J_ ya
g 700 209 300 500 cm 7000

Fig. 49.

Aus der graphischen Darstellung bemerkt man, daf sich die
zweckmiBigste Ansatzlinge ¢ mit wachsendem L dem Wert 30 cm
nihert, und der Lastpunkt in die Sohlenmitte des ganzen Korpers
zu riicken sucht.



IV. Abschnitt.

Stab mit zwei symmetrisch zur Mitte stehenden,
gleichen Lasten.

A. Aligemeine Untersuchungen.
-§ 32. Entwicklung der Gleichungen.

! .Z‘=§L

I *Z *X a=wl

e x 5 =64

F l=2(x+a)L

4 =AL
[A
Y +Y

Fig. 50.

Jeder Last entspricht ein Diskontinuititspunks. Die elastische
Linie des Stabes zerfillt also in drei, getrennt zu betrachtende Teile
AC, CD und DB. Der Symmetrie wegen geniigt es indessen, nur
den ersten und die bis zur Symmetrieachse reichende Hilfte des
zweiten Teiles ins Auge zu fassen.

Mit Bezug auf Fig. 50 nimmt man also [vgl § 25, (2a) und § 4,
(13,)] fir AC und CO bzw.

1

Y= - [(4,65 4 A,e~%) cosé + 2 4, Cofésin £],

|~ o

y= - [(B,& 4 Bye¢)cosé + (Byef + B,e¢)siné]
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an. Die sieben Konstanten 4, bis 4, und B, bis B, sind nun zu
ermitteln. Man setzt

[ 3=« 1-v
1 %:2(&4—0):1.

Hierbei konnen die in (I) bis (V) des vorhergehenden Ab-
schnittes ausgesprochenen Grenzbedingungen [vgl. § 25] unmittelbar
benutzt werden, wenn man in ihnen « statt «, setzt. Die zwei
iibrigen liefert die Symmetrie des Stabes, d. h. man hat in der Stab-
mitte tgd¥ =0, @ =0 zu setzen; es miissen also fiir den Wert £ = ¢

3
die Ableitungen ;l_gg und Z?Z aus der Gleichung fiir CO verschwinden.
Um die spitere Vergleichung zu erméglichen, geben wir die

ganzen Gleichungen wie folgt:
(I) 4, —A4,—24,=0
(II) [A,e*+ A,e~*]cose 4 2 4, Cofesing — [B, + B,] =0
(III) A,e* [cose — sine] — A,e*[cose + si.ntx] + 2.4, [Cojecose
~+ Ginasine] — [B, — B, + B, + B,] =0
(IV) [d,e* — A,e *]sine — 2 4, Ginecose - [B;, — B,] = 0
(V) A,ev[cose - sine] — A e~*[cose — sine] — 2 4, [Cofe cose
4P
T KL
(VI) B, e°[cos 6 —sing] —B,e~[coso+- sing] 4 Bye’ [coso 4- sino]
-+ B,e~°[coss — sing] =0
(VII) .B,e°[cos 6+ sin 6] —B,e~?[cosc — sino] — B, e’ [cose — sing]
— B,e~?[coso + sino] = 0.

— Ginesine] — [B;, — B, — B, — B,]

Aus diesem Gleichungssystem erhdlt man

P .
L7 KL[&ink + sin] [Gofer{oos (2 — @) + sin(z — e}

~+ Gof (1 — «) (cosat—-sine) + e~ % cos(2 — &) 4 e~*~* cos«]

4

P - :
(2) y 4, = KLl L sin] [Cofe {cos (1 — &) — sin(L — )}
+ €of (4 — &) (cose — sine) 4 e*cos(A — &) + e*~“cose]
P . y
4= w7 [Gini I s ] [Cofesin(d — a) + Cof(A — «)sine

— Ginacos (1 —«) — cose Gin (1 — a)].
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Die iibrigen vier Konstanten lassen sich durch 4,, 4,, 4, aus-
dricken:
a a Q3 P
B,= A4, e cose + Aje* sine — %I

B,= A,e *cose+ Aze~*sine + - P
(3) ) - _KL

B, = — A,e*sine + A,e*cose +ﬁ
s —u P
B, = — A,e sine | 4d,e cosrx—l—ﬁ.

Mit diesen Werten kann die Gleichung der elastischen Linie
AC nach einigen Umformungen in der Form

Y=Y
P
| = . — [Gofe Gof& cos(A — e — &) + cose cosé Cof(A— & — &)
(4) KL[Gind + sini] + Cof (A — &) Eof& cos(a — &) + cos(l—) cosé Eof(e—:
+ Gofe Giné cosé sin(l — ) — cose siné Cofé Gin(1 — «
—+ sine cosé Cof(d—e) Siné& — Gine Cofé cos(4 — ) siné

angegeben werden.
Setzt man darin £ = «, so erhilt man fiir die Einsenkung des
Lastpunktes C den positiven Ausdruck ’

P
() ¥~ gL emiremA 2

Cof*e 4 cos?«) (€of2 & + cos2e)
+ (Gin® 20 4 sin? 24)].

Fiir den Wert £ =0 ergibt sich- die Einsenkung y,4 zu

2P [Gofecos(d — &) + cose Cof (1 — «)
(6) Ya _E{ Sl & sind ]

Fiir die Strecke CD zwischen den Lasten erhilt man
1 . .
(1) y= ?[{Ale“ﬂ + A,e~@+9} cos (e + &) + 2 4, Cof(e + &) sin(e - &)]
— 1% [Giné& cos& — siné Gojé],

worin & dem auf den Ursprung C bezogenen z entspricht.

Es kann also, wie im vorigen Falle [vgl. § 25, (5)], fiir die
ganze Stablinge eine einzige Gleichung der elastischen Linie, deren
Ursprung mit 4 zusammenfillt, aufgestellt werden; sobald wir die
Strecke AC verlassen und in die mittlere Strecke iibergehen, ist
der Gleichung nur ein lediglich vom Argumentwert £ abhingiges
Glied hinzuzufiigen.
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Setzt man in Gl (7) £=o0, so ergibt sich die Mittel-
senkung zu

2P A i
1 1 T -
(&)Y %= KL [Gini - sini] {(&ofoc(eosa Cof g T smo Gin 2>

+ cosa<cos% Cojo — sin% Sin 0)} .

Die elastische Drehung des Stabes am belasteten Punkt C ist:

1 [dy
wc=L[2]
gve=1 B& Jema(ac)
9) _ 2P [(Sof‘“’asin2a— cos%c@in?o]
( KL Ginl 1 sini
Fiir das Biegungsmoment im Punkt C erhilt man:
PL

(10) Mg —

7

[2{Cof*e cos26 — cos?a Eof20}
+ 2 {€of (¢ + 26) Cojec — cos (e 26) cose}
—{Gin20sin2¢ + sin20 Gin2ea}].

4[Gind |- sini]

§ 33. Gegenseitigkeit der Senkungen.

Im folgenden wollen wir den Beweis dafiir erbringen, daB der
Mazwellsche Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen auch
fiir die Senkungen zweier symmetrisch zur Mitte angreifenden Lasten
zutrifft. ‘

Man stelle sich vor, daf3 die zwei Lasten P in den Punkten C, D
nach rechts und links um eine gewisse Strecke verschoben sind
[Fig. 52]. Es soll fiir diese Laststellung die Senkung des Punktes ¢
berechnet werden.

1) Mit dieser Gleichung kann man leicht -beweisen, da8 die gefundene
Senkung y, denselben Wert wie y, und y;, in untenstehender Figur hat.

: ¢ -

1
~a 25 -
T e T

A%
i
TRTTIN "Ii

a-al

Ss=6/

N =2lara)l
Fig.-51;
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Bezeichnet man mit x = &L den Abstand des neuen Last-
punktes ' vom Ende 4, so kann man fiir die Einsenkung im
Punkt ¢ den Ausdruck [vgl. Gl (7)]

vo = é [(A, e* -+ A, e=%) cose -+ 2 4’ Gofsine]

_ KEL [Gin(e — &) cos(e — &) — sin(e — &) Cof(e — &)]

annehmen.

Hierin bezeichnen 4,’, 4,’ und 4," drei zum neuen Belastungs-
zustand [Fig. 52] gehorige Konstanten fiir die Gleichung der
Strecke AC. Thre Ausdriicke und folglich der erste Teil der an-
gegebenen Gleichung fiir yo lassen sich dadurch bilden, da man in
Gl (2) fir 4,, 4, und 4; an Stelle von « den Wert & einsetzt. Die
so umgeformte Gleichung fiir yo geht in genau dieselbe Form wie
die allgemeine Gleichung der Senkung fiir die Strecke AC [vgl.
Gl (4)] iiber, wenn der Stab in C und D belastet ist. Es ergibt
sich also mit Bezug auf Fig. 53

(11) Y&Bel. 1) = YC[Bel. IT] -
x=£L, Belastung T.
== 7 | P

Als besonderer Fall folgt hieraus der Satz: Die Senkung, die
eine in der Mitte eines Stabes von endlicher Linge ruhende Last P
im Abstande 2 erzeugt [Fig. 54], ist derjenigen gleich, welche in
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. C . . P
der Mitte eintritt, wenn ein Lastenpaar, jede Last 5 grofl, sym-

metrisch zur Mitte im Abstand # angebracht wird. Hierfiir erbringen
wir spiter einen direkten Beweis.

§ 34. Bedingungen dafiir, da keine Abhebung des Stabes
eintritt.

Solange nur die anfinglichen Werte von ¢ und o in Betracht
kommen, wird keine negative Senkung des Stabes zu erwarten sein;
eine Zunahme dieser Werte kann jedoch eine solche hervorbringen,
die dann in der Mitte oder an den Enden des Stabes eintritt.

Setzen wir Gln. (6) und (8) gleich Null, so ergeben sich folgende
zwei Bedingungsgleichungen:

(12) fir y4 =0 Cofecos(d — &)+ Cof(d — )cose =0,
(13). , Y,=0 Cofe [cos'a (&oi% -+ sino@in%}

-+ cosa[@ofc cosé -+ Gino sin%} =0.

Wir stellen diese Gleichungen graphisch dar [Fig. 55] und er-
kennen daraus:

I E%2
g | « z 7% 1T
o | % N e i D D
q3 | 7355 - L 1 1
95 7310 T ‘ i
L z 0356 N 3
10 | 7430 i
73 | 1530 2dno /
78 | 159 70 A
26 | 7580 5
71,0l
R/ AW
a. 124
. > 0‘5 g
761y | 92 G
7785 95
2252 Z@q
2355
0 g5 10 F 20 -0

Fig. 55.
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Ist o kleiner als 7z, so kommt keine negative Senkung des
Stabes vor, solange « kleiner bleibt als das fiir o durch GL (12) ge-
gebene «. Gl (12) gibt also den Wert von 1 fiir die groSte wirk-
same Stiitzlinge eines Stabes, in dem o<} ist.

Wenn o groBer ausfillt als 37, aber kleiner als 2,356, muB «,
damit der Stab an keiner Stelle eine Abhebung erfihrt, immer
zwischen den durch Gln. (12) und (13) gegebenen Werten liegen.
Gl (13) liefert also den kleinsten Wert von « fiir die wirksame
Stiitzlange eines Stabes, bei welchem ¢ zwischen ;7 und 2,356 liegt,
wihrend GL (12) dabei den GréBtwert der Stiitzlinge angibt.

Uberschreitet ¢ den Wert 2,356, so liefert Gl (13) kein ¢ ent-
sprechendes « mehr. Es tritt dabei im Stab eine End- oder Mittel-
abhebung auf, je nachdem der Wert & groBer oder kleiner ist als
der durch Gl (12) fiir einen jeweiligen Wert von o berechnete.

Damit der Stab an keiner Stelle Abhebung erfihrt, mufB sich
also der Punkt, der den Koordinaten («,s) entspricht, innerhalb des
durch die Koordinatenachsen und die zwei Kurven eingeschlossenen
Gebietes befinden [Fig. 55].

§ 35. Der Stab ist an den Enden belastet.

Dies ist der Grenzfall der vorhergehenden Betrachtung, bei
der a = 0.

X

Fig. 56.

Nimmt man fiir die Gleichung der elastischen Linie die Form
1 £ - EL B e—5)si
y=5 [(B,ef -+ Bye~¢) cosé + (Byef + B,e~*)siné]
an und setzt man in Gl (3)

«=0 20 = :17

l
L
8o erhilt man
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B — 4 P 2Pfe—l—{—coslh

1T KL KL L@tnl—{—smlj

2P | e 4 cosi |

(14) B, =4, +KL KL | &ini + sini]
2P|  sini

By = B, = 4, +KL KL | Ginitsmil

und somit
- 2p Gof(A — &) cosE - cos(i — £) Gofé
Y = KL [Gini 5 sind] L5014 — ) cosé + cos(d — &) Gofé]
(15) 4P @oigcosg
Yo~ KL Gmi+t sini’

Die Mittelsenkung y, verschwindet, wenn cosé:« 0 oder
A=um, 38a,...
ist. Die grofite wirksame Linge des Stabes ist also [vgl. §18, (22)]
(16) f=anL.

Man bemerkt hierbei, wie es schon aus dem Gesetz der Gegen-
seitigkeit der Senkungen folgt, daB der oben erhaltene Ausdruck
von y genau derselbe ist, wie der fiir die Endsenkung y, des all-
gemeinen Falles [Gl (6)], wenn « darin durch & ersetzt wird, und
ferner, dafl die Mittelsenkung y, doppelt so groB ist wie die End-
senkung g bei Mittelbelastung [§ 13, (8)].

Schliefilich erhdlt man fiir die Drehung des Stabes am Ende 4

1
(17) tg¥4 = - [B, — B, + 2 B,]

— 25(@inl—sin,ﬂ
KL? [ Gind-|-sindl’

Die eingeklammerten Ausdriicke der Formeln (14) geben wir
folgendermaBen zahlenmiflig an:

P e + cosi e—~4 4 cosi J sin i

’ &ini +sin ©ind +sind ‘ Sind--sind
0 e 0,5
0,01 100,0000 99, 5000 0 5000
0,02 50,0000 49,5000 0,5000
0,03 33,3333 32,8333 0,5000
0,04 25,5001 24,5000 ‘ O 4999

Hayashi, Theorie des Trigers. 9
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; e+ cos i e—4 - cos i sin 4
Gind+sin Sinit+sini Gind +sini
0,05- 20,5002 19,4998 0,4998
0,06 17,1670 16,1664 0,4997
0,07 14,7861 13,7858 0,4996
0,08 13,0006 11,9995 0,4994
0,09 11,6118 10,6104 0,4993
0,10 10,5009 9,4992 0,4992
0,20 5,5085 4,6969 0,4967
0,30 3,8417 2,8267 0,4925
0,40 3,0155 1,9888 0,4867
0,50 2,5250 1,4833 0,4792
0,60 2,2038 1,1439 0,4700
0,70 1,9807 0,8992 0,4592
0,30 1,8202 0,71388 0,4468
0,90 1,7025 0,5671 0,4328
1,00 1,6158 0,4508 0,4173
1,10 1,5528 0,8532 0,4002
1,20 1,5083 0,2718 0,3817
1,30 1,4789 0,2029 0,3620
1,40 1,4621 0,1442 0,3410
1,50 1,4559 0,0940 0,3190
ix 1,4571 0,0630 0,3020

§ 36. Untersuchung der Einsenkung einer Eisenbahn-
querschwelle.

1. Vorbemerkungen. Die im Bettungsmaterial gelagerte Eisen-
bahnquerschwelle wird durch zwei symmetrisch zur Mitte wirkende
Lasten, die Schienendriicke, beansprucht. Man hat es also mit dem
allgemeinen Fall zu tun.

Wir unterziehen das folgende Zahlenbeispiel einer eingehenden
Untersuchung: Es sei

a = 59,65 cm
s=1535cem [2s= 150,70 cm]
E =1000000 kg/em® [Eichenholz]

25.163 162 .
J = - cm? [— cm? fir 1 em Brelte} .
12 12

Als selbstversténdlich setzen wir voraus, dafl die Schwelle iiberall
gut unterstopft ist, so daB sie in ihrer ganzen Lénge vollkommen
auf der Unterlage aufruht.

Berechnet man fiir eine Reihe von K-Werten die Schwellen-
senkungen y¢, y, und die Drehungen ¢ der elastischen Linie der
Schwelle im Punkt C, so erhilt man:
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L=270cm
f——25=7507 —

1
|
|
I -
— % b=25¢cm
a |

5 s i
|2+ 5965 4.5 - 7555 T i i
A 0 78 i\
S Bom
I il
|
i | i ! |
{ ' . | i
2 i Zﬁugﬁ, St-8
738 Nré&
i [
ve- 770 o
Fig. 57.
K Yo Yo Yo— Y% P ~ tg 9o
kg/em? cm cm cm
1 15,18-10—% P 3,59-10—3P 11,54-10-3P | —0,166-10—5P
2 7,72 » 1,77 » 5,92 » —0,124- »
3 528 » 116-  » 412 » —0,102- »
4 3,92 » 0,85- » 3,07. 'y —0,088- »
5 395- » 0,66 » 259. » —0076- »
6 276 » 0,54 » 2,22. —0,070- »
7 239. 045- » 1.94. » —0064- »
8 2,14- » 0,39- » 1,75- » —0,060- »
9 1,91- » 034. » 157- » —0,056- »
10 1,75 » 0,30- » 1,45- » —0,052- »
12 1,52 » 0,25-  » 1,28-  » —0,046- »
14 128 0,19 » 1.09- » —0,042.
16 121 » 017- » 104 » — 0,088 »
18 107 » 014 » 0,93- » —0,086. »
20 0,99 » 012- » 0.87- » — 0,034 »

Stellt man das Ergebnis graphisch dar [Fig. 58], so bemerkt
man, dafl die Senkungen yc; und y, sowie ihre Differenz yo — y,
mit zunehmendem K abnehmen. Was die Drehung J¢ anbelangt,
so wird sie bei den in der Tabelle fiir KX angenommenen Werten
immer negativ und nimmt dem absoluten Werte nach ab. Da bei
positivem ¢ der Stab sich im Sinne des Uhrzeigers dreht, erkennt
man, daB sich die Schwelle bei den angenommenen Werten von K
infolge der Schienenbelastung verbiegt, wodurch die mit der Schwelle

9*
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in fester Verbindung stehenden Schienen gezwungen werden, eine
Drehung nach der AuBenseite des Gleises zu vollziehen; die Folge
ist eine Spurerweiterung des Gleises.

"
NE
R
N
“ Yo .??,
RN
X/
VAV I I o S T 7] vl
Fig. 58.

Zum Beispiel sei fiir K = 8 kg/ecm® die Schienenlast 10000 kg.
Dann hat man

P = %ﬂq =400 kg/em.

P—10000 kg

Es ergibt sich mithin
Yo — Yp=1,76-107%.400 = 0,70 cm.

Da ferner 9= — 0,060-107%.400 = — 0,24-107% ist, betrigt die
Spurerweiterung mit Bezug auf Fig. 59

0,24-107%.21,8.2 = 1,046-107% cm.

2. Uber den EinfluB der Bettungsziffer. Wenn «, o oder beide
GroBen Werte aulerhalb des in den Erliuterungen S. 128 zu Fig. 55
angegebenen Gebietes annehmen, so erleidet die Schwelle an den Enden,
in der Mitte oder an beiden Stellen Abhebung.

Im folgenden wollen wir bei einer gegebenen Schwelle, die auf
einer Bettung gelagert ist, deren Bettungsziffer wir uns von Fall zu
Fall verénderlich denken, untersuchen, an welcher Stelle zuerst und
fiir welchen Wert von K dies eintreten wird.
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Den einfachsten Weg liefert die graphische Losung: Wir suchen
den Schnittpunkt der Kurven mit der geraden Linie
l e=1ko,
worin k :g ist.

0,5965
0,7535

In unserem Fall lautet die Gleichung, da k = = 0,793 ist,

«=0,793 0.

Diese gerade Linie schneidet die Kurve I im Punkt o= 2,010
[Fig. 55]. Die Schwelle erfihrt also bei zunehmendem K zuerst an
den Enden Abhebung. Hitte die Gerade zuerst die Kurve II ge-
troffen, so wiirde die Abhebung zuerst in der Mitte stattfinden.

Der gefundene Wert von ¢ dient mithin zur Berechnung der
Grenzwerte der Bettungsziffer: Es ist

0,7535

0=2,010 =

Daraus erhilt man L = 37,48 cm und ferner nach § 3, (6)

4
4-100000-16-25
V 25.12K = 8748,

hieraus
K = 69,2 kg/cm?.

Wenn K grofler ist als der eben gefundene Wert, so iibersteigé
demnach ¢ den Wert 2,010.

Wie Fig. 55 ohne weiteres erkennen laBt, ist dann der ent-
sprechende Wert von « fiir die Schwelle grofer als der durch Gl (12)
gegebene. Dies bedeutet, daB eine Abhebung an den Enden ein-
treten mufl. Der Wert 69,2 kg/em® muB also der Maximalwert von
K fiir die angenommene Schwelle sein, wenn sich die Schwelle an
keiner Stelle vom Bettungsmaterial abheben soll.

3. EinfluB der Lénge a@ der iiberstehenden Schwellenenden.
Handelt es sich um den EinfluB der Linge @, d. h. der GroBe «,
auf die Schwellensenkung, so kann man schon aus dem in § 34 Be-
sprochenen ins klare kommen. Um jedoch einen besseren Einblick
zu erhalten, sind in Fig. 60 die elastischen Linien fiir die vier mog-
lichen Fiélle, die durch die Verdnderlichkeit von o denkbar sind,
getrennt dargestellt, und zwar haben wir in derselben der Einfach-
heit wegen fiir den Augenblick die Léngen a, s mit den zugehéorigen
Zahlen «, ¢ bezeichnet.

Im allgemeinen fiihrt eine VergroBerung von o, bei gegebenem
@, eine Verminderung der Mittelsenkung y, herbei. Wenn o gréBer
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wird als 3z [Fig. 55], konnen nur besondere Werte von ¢ die Mittel-
senkung positiv erhalten. Wenn daher bei einer gegebenen Schwelle
die GroBe L verhidltnismaBig klein ist, d.h., bei einem bedeuten-

den K oder einer geringen Steifigkeit der Schwelle, kann in der

e |
i

Fig. 60.

Schwellenmitte eine starke Abhebung stattfinden, wodurch iibermiBige
Spannungen in der Schwelle und folglich Anderungen der Spurweite
eintreten konnten.

Diesen Nachteil sucht man meist dadurch zu vermeiden, daB
man die Unterstopfung. in der Mitte der Schwellen entweder voll-
stindig unterliBt oder weniger dicht als an den Schwellenenden
ausfithrt. Allerdings ist dieser Ausweg unwirtschaftlich, da er un-
vollkommene Ausnutzung des Materials zur Folge hat, kann daher
nur als Notbehelf angesehen werden.

4. Bedingung fiir die wagerechte Lage der Schwelle an der Auf-
lagerstelle der Schiene. Beim vorliegenden Beispiel wurde der Ver-
drehungswinkel J¢ an der Auflagerstelle der Schiene negativ aus-
gerechnet., Werden aber die Linge der Schwelle, also bei gegebener
Spurweite die iiberstehenden Enden a zu grof gew#hlt, so wire
es moglich, daB die Schwelle sich im entgegengesetzten Sinn ver-
biegt, somit eine Spurverminderung eintritt.

Eine Schwelle, welche bei Belastung durch die Schienen das
Bestreben, die auf ihr befestigten Schienen nach auBlen oder innen
zu drehen, nicht zeigt, hitte demgemiB die zweckmiBigste Lénge.
Um die Bedingung fiir eine solche Schwelle durch eine Formel aus-
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driicken zu konnen, miissen wir die Forderung stellen, daf die Be-
rithrende der elastischen Linie der Schwelle an der Schienenauflager-
stelle horizontal ist. Die Bedingungsgleichung dafiir lautet also

[vel. GL (9)]

(1) Cofe _ @E?&
Cos ¢ sin 20

Die Frage, ob der Schienendruck P, fiir gegebene Werte von
K, J und ¥, das Bestreben zur Schienendrehung  veranlalt oder
nicht, ist daher abhingig von den Léngen @, s, also von der Linge
der Schwelle, nicht aber von der Grofe des Druckes P. Die GroBe
der Schienenneigung und damit zusammenhéngend die Spurerweiterung,
welche, wenn die letzte Bedingung nicht erfiillt ist, unter der Ein-
wirkung des Schienendruckes P tatséchlich eintritt, ist selbstver-
stindlich von der Grofe des jeweiligen Druckes P abhingig [vgl
Gl (9)].

Da Gin20 stets positiv ist, so kann die letzte Bedingungs-
gleichung nur dann durch reelle Werte von « erfiillt werden, wenn
sin 20 positiv ist, d. h. solange

[

A

7
2

ist. Dem oberen Grenzwert o =g entspricht cos« = 0 oder

n 3=
€=, =y ...
2’ 2’

Es ergibt sich dabei die Schwellenlinge zu

(19) —2(@+0)L=2aL.
4 >
. :
fka-gz_fl«s.;z—-. 3
J’\__l/——"\'__fl
Fig. 61.

Dies ist die grofite Schwellenldnge, die obige Bedingung erfiillen
kann.,
Fiir einen kleineren Wert von o als ;z liefert die Bedingungs-
gleichung immer einen positiven Wert von «, der kleiner ist als .
Die Beziehung zwischen « und o ist auf Fig. 62 ersichtlich. Da
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man in (GL 18) « mit — & vertauschen kann, muB die Kurve
in bezug auf die o-Achse symmetrisch sein. Solange ¢ kleiner ist
als 1, kann « anniherungsweise dem Wert o proportional betrachtet
werden. So erhidlt man eine N#herungsformel

( «=0.820¢
(20) { oder
a=0,82s.

qz0 | g0
gs0 | guos

100 | qaze
7 //

70

N R
NS
N

a5 r/

% 7

L7 S N (N (SN NS S B B
)

97 9z 43 @5 05 0

Fig. 62.

I

B. Der Stab erfihrt eine mittlere Abhebung. Die
Unterlage ist aber nicht imstande, dagegen Wider-
stand zu leisten.

§ 37. Aufstellung der Bedingungsgleichungen.

Nach den fritheren Ausfithrungen haben wir es mit einem Stab
zu tun, bei dem o zwischen 3z und 2,356 liegt, und « kleiner ist als
der fiir den jeweiligen Wert von ¢ aus Gl (13) erhaltene. Der
Punkt, der durch («, o) bestimmt ist, liegt also rechts von Kurve II
und unterhalb der Kurve I [Fig. 63].

Die Abhebungspunkte # und F sind Diskontinuitdtspunkte der
Differentialgleichung, wihrend ¢ und D solche in den Gleichungen
der elastischen GroBen sind.
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e @ 25 b 2
:
1
|
1
|

Z >
1
l
I
|
I
1

Die Teile AC und CF nehmen bekanntermaBen bzw. die Form

y= [(A e+ A,e %)cos £ - 2 4, Gof &sin &)

w}»—-t l\;{

[(Byef + B,e *)cos &+ (B, ¢ 4 B, e~¢)sin ]

an.

Der Teil EF biegt sich nach oben und hebt so die enge Be-
rithrung mit dem Boden auf. Als dufere Krifte wirken nur an den
Enden die gleich grofen Momente My; die elastische Linie ist daher
ein Kreisbogen mit dem Halbmesser g, deren Gleichung lautet:

yz(s—_-z —[fo—Ve*—(s—2z—aP Y

x[?(s~z)~aﬂ
20

~v

M
B

Hierin bedeutet M das Biegungsmoment an der Stelle x; es ist
konstant und gleich M. Den Ausdruck fiir Mz erhilt man aus der
zugehorigen Gleichung fiir O E; er liBt sich aus § 3, Gl (16) auf-

Ferner hat man die Beziehung — =

1) Hiitte, Des Ingenieurs Taschenbuch, 23. Aufl., I, S. 549, 6.
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stellen, wenn man darin & durch

2

21 -

1) =%

ersetzt. Wir erhalten namlich

KIL? . .
Mg = Y [(B,ef — B,e%)sin{ — (B, et — B, e~%)cos(].

[ 2(5-2)
E<~ (5-2)—]

Q;VVJ
1
+
]

Fig. 64.

Die letzte Gleichung fiir die elastische Linie ¥ F geht hiermit ohne
weiteres iiber in:

(22) y= 5[2(6— 0) —&][(B,es—B,e~¢)sin{ — (B,e* — B,e~%)cos {].

Da wir den Abstand.z, also {, vorerst als unbekannt ansehen,
und die zu bestimmenden sieben Konstanten A4, bis 4, und B, bis B,
alle davon abhingig sind, hat man acht Unbekannte zu bestimmen.

Finf der aufzustellenden Bedingungsgleichungen kénnen dem
§ 82 entnommen werden. Die iibrigen drei lassen sich aus den
Grenzbedingungen:

Wli=¢ciem;y =0
d3y}

ull —0
{dfg $=2(CE)

-
dflecziomy LdElzmomr)
bilden.

Sieben dieser Gleichungen stellen wir in entwickelter Form in
der nachfolgenden Tabelle zusammen; die achte ist darunter be-
sonders angegeben.

Aus der Zusammenstellung ist ersichtlich, da die Unbekannte £
im Gegensatz zu den anderen in Form einer algebraischen und einer
transzendenten Funktion "in den Gleichungen auftritt. Wie schon
bemerkt [§ 18, 4], ist die allgemeine Losung des Gleichungssystems
praktisch fast unmoglich. In der Praxis empfiehlt es sich, den nach-
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"0=1[9500,_a'g + 3500 9T — s . _a°g—3uws 0 °g] (3—9)—

(7 1ms — 3509) ,_o "7 + (s 3 505)  ° + (3 uns + 3 509) ,_a °g — (Y us— 7500) o 7] & (1114)
(7 ms+ Gus— | (us— Gust | Vi)
0 9800) 59— J 800) A= | 3 800) PR 9800) 2| 0 0 0
0 Jums 5 8 s P 38005 9 2800 -2 0 0 0 aa)
X | [0 wis 0wl —
Iv I 1 W I [ S 0 800 0 o] g — |(ouls—0s00),, _9—|(0 uIs + % 500) .9 w ()
0 1— ‘1 ! 0 0 05000 U G — vuls, 29— s 2 (AD)
M [ urs 0 W 4
0 I— 1— I I— %800 20 109] g |(0ouis+2%09),, 9—| (%0 uis —0800) 2 YEC
0 0 0 - I— ous0leng | %800, 9 809 3 (10
0 0 0 , 0 0 86— I— I (D
K2 E:d , g k:4 'y iy v
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stehenden Weg einzuschlagen: Man berechnet aus den ersten sieben
Gleichungen fiir verschiedene Werte von { die Grofien B, bis B,. Hierauf
setzt man die so berechnete Wertgruppe B, bis B, und die dazu-
gehorigen { nacheinander in die auf der linken Seite der letzten Be-
dingungsgleichung stehende Funktion ein, die dementsprechend eine
Reihe von Werten ergibt. Diese Werte sind im allgemeinen nicht
gleich Null. Aus diesem Wertsystem sucht man durch Interpolation
den Wert { zu ermitteln, der die betreffende Funktion gleich Null
macht; haben wir ihn gefunden, so ist die letzte Bedingungsgleichung
und folglich das ganze Gleichungssystem erfiilit.

§ 38. Die Lasten P wirken an den Stabenden.

1. Allgemeines. Hierbei ist a = 0, folglich ¢ = 0. Setzt man
in der Tabelle auf 8. 139 ¢« — 0, so erhdlt man

A, 4, Ay B, B, B, B,

€] 1 ) -1 -2 0 0 0 0 0
ay » 1 0 —1 —1 0 0 0
an| 1 | -1 2 —1 1 —1 —1 0
avyi o 0 0 0 0 ‘ 1 —1 0

| 4P
Ml 1 | -1 -2 - 1 '1 1 1 <7
(VI) 0 0 0 e cos { e °cost ¢t sin I e % sin I8 0
(Vinp| o 0 0 e“(cosC |—eC(cos | —e (cosC |—e " (cos O
+sing)| —sing)| —sinf)| +sing)

Bildet man daraus die Ausdriicke fiir B, bis B, und setzt sie
in die letzte Bedingungsgleichung des vorigen Paragraphen ein, so
vereinfacht sich diese zu

(6 —£)(CofLsin — cos{@inf) — CofLcosl

Gof2f — cos2¢ 0.
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Daraus ergibt sich

(23) 6'_ ¢ Goflcosl 1

.=sinC@ofC—cosC@inC:tgf—igtf'

Berechnet man aus dieser Gleichung die einer Reihe von Werten o
G R

entsprechenden Werte von { und daraus solche von ¢ —{, ——,
o
so erhdlt man:
4 ¢ c—¢ o=t
K4
Yo tom 0 0
1,6 1,895 0,205 0,128
1,7 1,260 0,440 0,259
1.8 1,188 0,617 0,343
1.9 1,124 0,776 0,408
2,0 1,080 0,910 0,460
2.1 1,045 1,055 0,503
2,2 1,012 1,188 0,540
2,3 0,986 1,314 0,572
2,4 0,961 1,439 0,600
2.5 0,943 1,557 0,623
2.6 0,917 1,683 0,647
21 0,905 1,795 0,664
2,8 0,887 1,913 0,683
2,9 0,875 2,023 0,698
3,0 0,861 2,189 0,746
4,0 0,765 3,285 0,809
5,0 0,705 4,335 0,867
6,0 0,655 5,345 0,891
7,0 0,616 6,394 0,913
8,0 0,590 7,410 0,926
9.0 0,565 8,435 0,937
10,0 0,545 9,455 0,946
iy O—C  s—z . }
Man erkennt, daB das Verhiltnis = mit ¢ zunimmt,
¢ s

d. h. je tragfihiger die Unterlage und je steifer der Stab bei einer
gegebenen Stablinge 2s ist, um so groBer fallt die Abhebungs-
strecke aus. ‘

Fig. 66 stellt die Beziehung zwischen ¢ und ¢ dar.

2. Ergiinzende Bemerkungen. Denkt man sich den Stab 4B
beiderseits um ein Stiick von der Lénge o verlingert, so nimmt
der Abstand z, folglich der Wert {, mit wachsendem a, also «, zu,
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Fig. 66.

d. h. der Senkungsnullpunkt E ndhert sich stetig der Stabmitte, bis
endlich, bei einem gewissen Wert von « die Mittelsenkung des Stabes
selbst gleich Null wird.

Die eben aus GI. (23) berechneten { stellen also die Minimal-
werte eines Stabes dar, fiir den die Lastentfernung 2s, also der
Wert o, gegeben ist.

Bei einer Kisenbahnquerschwelle mit einer Lastentfernung 2s
wird also der Senkungsnullpunkt B, falls eine mittlere Abhebung der
Schwelle stattfindet, nie weiter von der Schwellenmitte verschoben
als der dem oben errechneten Wert ¢ — { entsprechende Abstand
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(6 — {)L. Wir bringen noch einige Erginzungen im folgenden Zahlen-
beispiel: Es sei

a=19,65 cm
25 =150,7 cm
K = 50 kg/cm?.

— 7390 ¢/ ————=

7965 ‘/

»
T
LK 055y
7 1855 "
Fig. 68
Wir erhalten
3
25168 , 1807 o
12 ~ 1065
19,65
4.100000-163 o= -——— = (,483.
L= V o1z~ — 10,65 em 40,65

Da « kleiner ist als der Wert 0,564, der auf der Kurve II
dem soeben berechneten ¢ = 1,855 entspricht, tritt eine mittlere Ab-
hebung der Schwelle ein.

Die genaue Lage des Senkungsnullpunktes kann nur durch die
allgemeinen Gleichungen ermittelt werden. Anndhernd aber findet
man sie folgendermaBen: Wire « — 0, so wiirde man fiir ¢ = 1,855
aus der oben gewonnenen Kurve (8. 142) ¢ — { = 0,597 erhalten.

Da die GréBe o — { bei einer Schwelle von ¢ = 1,855 fiir den
bestimmten Wert ¢ = 0,564 verschwinden muf [s. Fig. 68], kann man
in unserem Fall, wo « = 0,483 ist,

0,564 — 0,483
0 — = 0,597 = = 0,086
setzen, wenn fiir den Augenblick eine geradlinige Abnahme von ¢ — {
mit « vorausgesetzt wird. Somit ergibt sich

s —z=/(0 —{)L =0,086-40,656 = 3,48 cm.
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C. Grundbogen.
Unter einem Grundbogen soll in der Folge die im Grundbau
héufig angewandte Grindungsart auf umgekehrtem Gewdlbe verstanden
werden [Fig. 69a].

§ 39. Der Bogen ist an den Enden drehbar
und beweglich.
Es soll ein Bogen mit zwei lotrechten Lasten P an jedem Ende
betrachtet werden [Fig. 69b].

Wir verlegen den Koordinatenanfangspunkt in die Bogenmitte.

Da fiir ¢ =0
' ( (
% _ | v _ g
dz d { do
Q—0 o | _EJ[@, dyl_
l o L P Lde® T del T
sein muf, hat man mit Bezug auf § 12, (69)
(I) Ao+ A,6=0
(IL) A4, — Aye=0.

Es ergibt sich daraus
4,=0 A4,=0.
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Die Gleichung der elastischen Linie nimmt also die Form

(24) y=A4,+ 4, Cofapcosfp + A, Ginagpsinfe
an,
Die drei Unbekannten 4,, 4, und A4, bestimmen sich aus den
drei Bedingungsgleichungen
[M],=0
[@l,cos 2+ [N]ysind =P
[@]:sind — [N],cos 1 = 0.

Sie lauten in entwickelter Form:

I A, —40*[4, Ginaldsin 1 — A, Cofadcos fi] =0
(IT) A,sind- A4, [(« Cofedsin f1 -+ f Sinal cos f1)cos
+ Ginedsinpisinl] — 4, [(« Sin el cos f1
— B Cofedsin f1)cos A+ Cofecd cos f1sini]
(25) {(I1II) — 4, cos A+ 4, [(¢Cofedsin 1+ f Sinelcos f1)sin 4
' — Ginalsin flcos 1] — A, [(« Sineldcos fi
— f Cofadsin f1)sin A — Cofad cos § Acos i] = O,

7

worin

ist.

§ 40. Der Bogen ist an den Enden gebunden.

Wir stellen uns eine Reihe von Grundbogen [Fig. 69a] vor, bei
denen die Kédmpfer des einzelnen Bogens nicht frei drehbar, sondern
je zwei Bogen in den Kimpfern unabinderlich miteinander ver-
bunden sind.

A

Hayashi, Theorie des Trigers. 10
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Beschrankt man sich auf symmetrische Belastung, so ist die
elastisehe Drehung des Bogens am Kéampfer gleich Null. Wir be-
trachten alse Bogen mit Kdmpfermoment und undrehbaren Kampfern.

Man hat, an Stelle von [M];, = 0 im letzten Fall, die Bedingung

2]

22 =0
dpla ’
zu setzen. Dies 1aBt sich entwickeln zu

(26) A, [eGinaicos i — BCofaisinfl] + A4, [c Cofedsin g4
+ fGinedcos f1] = 0.

Die iibrigen Gleichungen des letzten Falles gelten auch hier.
Eine weitere Ausarbeitung des Problems iiber Grundbogen mufB
der Verfasser wegen Zeitmangels vorldufig zuriickstellen.



V. Abschnitt.

Stab mit symmetrisch zur Stabmitte
gleichformig verteilter Last.

A. Der Stab ist an den Enden beschwert.

§ 41. Aufstellung der Gleichungen.

Da C und D Diskontinuitdtspunkte sind, hat man die Stabteile
AC und CD gesondert zu untersuchen. Man nimmt fiir sie bzw.
die Gleichungsform

| _
7z I B — - T
= 7

D z |
i T ?i%i
vy % 3 St
Fig. 71.
1 . .
y = EKAle; _.]_Age‘f)cosf + 24, (SofESmEJ +1%
1 ) .
Y= 9 [<Bl e + Bye%)cos & - (B3 et + B,e”¥)sin E]

an,

Die sieben Bedingungsgleichungen fiir die Konstanten 4, bis
4; und B, bis B, lassen sich durch &hnliche Uberlegungen wie in
§ 32 aufstellen. Da die gewdhlten Bezeichnungen den friiher verwen-
deten entsprechen, gestalten sich die Gleichungen genau wie bisher,

mit Ausnahme der zweiten und fiinften, die wegen des zweiten
10*
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Gliedes ¢/K in der Gleichung fiir 4C folgende Form

(I) [d,e* + 4, <] cosa + 2 4, Gofersine — [B, + B,] = :K?E
(V) A e*[cose+ sine] — d,e” ¢ [cos e — sin o]
— 24, [Cofecose — Ginesine] — [B, — B, — B, — B,| =0
annehmen. .
Die Auflosung des Gleichungssystems liefert:

A4, = Eom lq—l— 7] [@in o cos (& + 26) — cos & Gin (¢ -+ 20)
+ e7*{e"?*sin e — sin (a + 20)}]
(1) § 4, = K[em /1q—;—sinl] [Gine cos (@ + 20) — cos ¢ Gin (¢ 4 20)
+ e*{e?*sina — sin (¢ - 20)}]
4, = K—[_@Imq—f—ml_] [Gin o sin (¢ - 2.0’) — sin o Gin (¢ + 20)]
und ferner
{ B, = 4 e eosa—i—Ase“sincx—}—I%

B,= 4,e%cosa+ Azesine - I%

B, = — A, e* sing 4 A e*cose

B, = — 4,e %sine | A e *cosa
oder in entwickelter Form:
q 2o (q;
B — 2a__ ~20 —_e—2(@+a)
' 3K [EmA I ] [(e?*—1)cos20-Fe~2°(sin2a~+1)—e
+ 2 sin « cos (« - 20)]

B,= : —e?e 20 (g] — 2(a+o0)
* 2K[Ginl -+ sinl] [(1—e2%)cos20+€?*(sin2a—1) ¢
+ 2sin#cos (¢ + 20)]
(2,) .
By = (€2 — i — —20 qin2
? QK[@inl—l—Sinl][\e 1)sin 2¢ — 2e~27gin%y
'+ 2sinesin (e 4 20)]
B 1 [(1 —e‘“)singg_ 9629 5in? &

*T 2K [Gin £ sin 4|

+ 2sinesin (¢ + 20)].
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Setzt man diese Ausdriicke fiir B, bis B, in die Gleichung fiir
CD ein, so ergibt sich:

(3) ¥ =1 [{der i dye-er0 Y cos (e + )
4 9.4, Gof (£ &) sin (o -+ &)] + %@of&cos&.

Man sieht sogleich, dafi die Bemerkungen, die wir in § 25 fiir
den zweiten Teil CB [s. S. 103] gemacht haben, auch hier zutreffend
sind, d. h. daB die Giltigkeit der Gleichung der elastischen Linie 4C
sich auch noch auf den Teil CD erstrecken kann, wenn man ein
zweites, von Konstanten unabhingiges Glied hinzufiigt.

Die letzte Gleichung fiir €D 148t sich noch umformen:

cos (20 — &) Cof (¢ + &) Gine

3) y= q —+ Cof(20 — &) cos (@ + &) sine
2 K[Gind+ sini]| + sinecos(« - 26 — &) Gof &
+ Gine Cof (@ + 20 — &) cos &

Setzt man darin & = ¢, so ergibt sich die Mittelsenkung y,:

4 _2qcos 6 Cof (¢ + 0) Gin e + Cof 0 cos (¢ + o) sin «]
@ %= K[Gin 4+ sin ]

§ 42. Untersuchung der Mittelsenkung y,.

- 1. Vorbemerkungen. Wie aus Gl. (4) ersichtlich, hingt die Mittel-
senkung y, eines Stabes bei gegebenem s, also o, von der belasteten
Linge a ab.

Es sei beispielsweise ¢ = 1,45. Berechnet man aus Gl (4) fiir
eine Reihe von « die Werte g,, so ergibt sich

o« Yo a Yo

0,0 0 08 | —23,180-10"3%
0,1 4,500-10-3 ?qf 1,0 —18,990

0,2 4500 1,2 ~11,090
0285 | —0,178 14 — 1,732
0,4 —0821 1,41 — 1217,
0,6 — 18,990 1,6 79285

Aus der graphischen Darstellung in Fig. 72 erkennt man: Die
Mittelsenkung hat positive zunehmende Werte bis zu dem Maximum
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fiir o=, —0,15. Von dort nimmt sie wieder ab und verschwindet
bei ¢ =0, =0,275. Bei weiterer Zunahme von ¢ wird sie negativ,
d. h. es tritt eine Mittelabhebung auf.

gegeten. o-145

Fig. 72.

2. Bedingungsgleichung fiir 3, — 0. Setzt man den Ausdruck
¥, gleich Null, so erhilt man die Bedingungsgleichung

(5) cos 6 Gof (& + o) Gine 4 Cof o cos (& + 6) sine = 0.
G
=T
{6-2’—‘
3 - -
758 \\ L ||
;
\ .
7150 \ // .‘
7| 7 T
\ @ & :
145 a-gz78 ViR 9éow | gaox | 1357 [ |1
v A i 1786 | qguzs | 10 -:
\ 194 | go7s | 195 |
1725 | — | 757
1% . / ' 1969 | — | 757
z o] ¥
|
Ko = §B04 R |
135 _§.‘% — e
hEEEEENARRNNEEENEREEENHENE
95 70 75 20 25 30 % &
Fig. 73.

Die graphische Darstellung dieser Gleichung zeigt Fig. 73; daraus
kann man folgende Schliisse ziehen:

a) Solange o kleiner bleibt als ein gewisser Wert ¢,,, gibt es
keinen o entsprechenden Wert von «. Die Mittelsenkung bleibt
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positiv, wie auch immer die gleichférmige Belastung ¢ ausgedehnt
wird. Den Wert o, und dementsprechend ¢, findet man daher

durch gleichzeitige Auflésung der Bedingungsgleichung und ‘2—2 = 0;
es ergibt sich

«, = 0,804,

5, = 1,357.

Die GroBie der Mittelsenkung schwankt, wie oben besprochen,
mit «; das Maximum findet man aus der Bedingung

dyo_
da Y

b) Wenn o groBer wird als ¢, = 1,357, aber kleiner als 3z bleibt,
gibt es mindestens zwei ¢ entsprechende, positive Werte von «. Die

Hewrer ofs

"'iiii“““ 2

X

Fig. 74.

zwei niedrigsten derselben wollen wir, in Ubereinstimmung mit Fig. 72,
mit &, und ¢, bezeichnen. Einem Wert von « zwischen ¢, und «,
oder zwischen den Kurvendsten I und II entspricht immer eine
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negative Mittelsenkung. Hieraus geht hervor, daf} in einem Stab
mit bestimmtem o, das grofer als ¢,, der Senkungsnullpunkt in der
Stabmitte bei verdnderlichem « auf zweierlei Arten entstehen kann.
Die Mittelsenkung geht némlich bei zunehmendem « abwechselnd
von positiven zu negativen und von negativen zu positiven Werten
iber. Damit also der Stab kein Abheben in der Mitte erfihrt, muB
_sich der Punkt, den (¢, o) bestimmt, unterhalb der gezeichneten Kurye
befinden.

¢) Wenn ¢ den Wert 1~ erreicht, werden o, =0, «, = n. Bei
weiterer Zunahme von ¢ wird «, stets negativ, was keine praktische
Bedeutung hat. 1z ist also der hichste zuldssige Wert von o, solange
der Stab keine mittlere Abhebung erleiden darf.

Zur weiteren Erliuterung diene die obenstehende Figur, in der
die Verdnderlichkeit von ¢ fiir den Wert o = 1,45 veranschaulicht
ist. Eine Darstellung der ¢-Kurve fiir einen konstanten Wert von «
geben wir in einem spiteren Paragraphen [s. S. 161].

B. Es findet eine mittlere Abhebung des Stabes statt:
die Unterlage ist aber nicht imstande, dagegen
Widerstand zu leisten.

§ 43. Allgemeines.

1. Entwicklung der Gleichungen. Der Fall kommt vor, wenn in
einem Stab o groBer ist als das fiir den Wert ¢ aus Gl (5) erhaltene.
Bekanntlich nehmen wir fir "4C, CE und EF bzw.

Y =%[(A1e5 + A,e~%) cos & + 2.4, Cof & sin £ - fq{
Y= %[(Blef -+ Bge—'S) cos & 4 (B,ef - B,e~¢)sin £]
= % [2(0— &) — &][(B, e — Bye~%)sin { — (Byef — B,e~¢) cos (]

an.

Als Bedingungsgleichungen fiir die acht Unbekannten 4, bis Ag,
B, bis B, und ¢ konnen hier die fiinf ersten Gleichungen des soeben
behandelten allgemeinen Falles [§ 41] und die drei letzten .in § 37
Geltung finden. Sieben davon geben wir nachstehend in einer
tabellarischen Zusammenstellung, die achte darunter an:
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§ 43. Allgemeines.

"0 =[3500 ,_0%q + 3800 % — 3ws ,_o%g — 3 s %] (3~ 9) —

[(7 s — 7800) 5_o°g + (3 wis + 3 500) 2% + (s + 7 800) ;2% — (I WIS — 5 500) 27g] w (I1IA)
[7 urs + [ urs — [7us — [ s +
0 7809, _a—| 3s00]— | 3500] 5 & — 7800] 52 0 0 0 VQH\C
0 JUs 5_9 Jurs 5 78005 2 780059 0 0 i 0 (IA)
[0 s 0 g — | [ ws -
0 I 1 1 11— 20800 0 {09]g— |[wums—0s00], a—| 2s00] 92 w (A)
0 I— I 0 0 ® 800 0 MY g — ouls 9 — » Ul 3 (AD)
[0 w0 Mg + [0 urs —
0 1— 11— I 11— 0800% (09] g |[wus+0800], _9—  ws00] 9 wQHc
N.. '
mwll 0 0 I— T— ous o log g 0800, 9 0 800 2 an
0 0 0 0 0 83— - I @
wm wm. Nm. Am. mﬂ\ N.—V ﬁvﬂ
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Z _1
k—ﬂl—>k—~—-—————-25 —*—a—ﬂ
—>| z H—Z/J—Z)’—ﬂ z i<—

a- x[
- {z é[ﬁflf/l&/ﬁf)

Z=

Fig. 75.

Wie schon im § 37 bemerkt, ist es hierbei praktisch unmoglich,
die Losungen fiir die Unbekannten durch Formeln auszudriicken.

2. Zahlenbeispiel. - Zur Erklirung des Rechnungsganges diene die stati-
sche Berechnung eines Trockendocks oder eine Kammerschleuse. Die Unter-
suchung der Standsicherheit einer in zusammendriickbarem Boden eingebetteten,
kastendhnlichen Querschnittsform ist eine statisch nicht bestimmbare Aufgabe,
da die Verteilung des Bodendruckes gegen die Sohle untekannt und von
Zufilligkeiten der Bodenbeschaffenheit abhiingig ist. Im folgenden sollen unter
der bekannten Annahme lediglich die Verbiegung und damit die Beanspruchung,
die die Sohle unter der Belastung des Mauergewichtes erleidet, untersucht
werden.

Die Figur gibt die angenommenen Abmessungen in cm an.

Es sei

K =50 kg/cm?®
E —=143200 kg/ecm?;

i

1

IO ~e—— 7000 —

'
o

2790

P zoi e
T‘ 1
it

'j?-"i !é | g#2mm

Fig. 76.



§ 43. Allgemeines. 155

die Bettungsziffer K ist absichtlich grofl gewdhlt, um ein kleines L‘, also
passend groBe Werte von « und ¢ zu erzielen.
Mit diesen Angaben berechnet sich # ~ 79,56 em und fiir 5= 100 cm

J = 127000000 cm?.
Ferner erhilt man
500

L—= 347,30 cm o == wjg).—o‘ == 1,44
895
0= m = 2,58 .
Da fiir e =1,44
e* cos ¢ == 0,5505 e”sin o = 4,1847

e~a cos ¢« = 0,0309 e—a gin o = 0,2350
und ferner
29 _2q
=50 0,04 ¢
ist, nimmt die Tabelle auf S. 153 die Form

A4, A, A, B, B, B, B,
1 —1 —2 0 0 0 0 0
0,550, 0,031] 4,420 —1 —1 0 0 — 0,04 ¢
—3,634/—0,266| 4,531] —1 1 —1 —1 0
4,185|— 0,285|— 0,520 0 0 1 —1 0
4,735| 0,204 3,368 —1 1 1 1 0
0 0 0 efcos ¢ e—Ccos elsin g e—{sing 0
e—¢(cosl | —e—¢(cosl | —ef(cosl | —e—E(cosl
0 i 0 0 { +sin {) —sin{) —sin{) +sin{) } 0

an

Fig. 77.
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Mittels dieser Tabelle und der achten Bedingungsgleichung findet man
durch Probieren

¢ =10,883.
Somit berechnet sich
2={_{L=0,883-847,30 = 306,8 ¢m.

Da z nunmehr zahlenmiBig bestimmt ist, so sind auch die Konstanten 4,
bis 4; und B, bis B, festgelegt:

A4, = —207-10-4¢¢g  B,= —550-10-4¢

A, = 95,00 B,= 190,00

A, ——4860 B,=——1805
B,=——2405

§ 44. Uber den Abhebungspunkt.

Der Abstand z des Abhebungspunktes von C, also der Wert ¢,
héngt von den zwei GroBen « und o ab, die durch die Beziehung
[vgl. Gl (6)]

B, € (cos  — sin{) — B, e~¢ (cos £+ sin Z)
-+ By €¢ (cos 4 sin {) + B, e=¢ (cos { — sin C)]

o—b= 2[B1efsinC——Bee—fsiné’—Bge"cosé'ﬁ—B‘ie“?cosé‘]r

verkniipft sind, wobei die GréBe « in B, bis B, steckt.

Der Nenner sowie der Zihler dieses Bruches enthalten o nicht,
konnen also bei gegebenem ¢ als Funktionen einer einzigen Ver-
anderlichen ¢ betrachtet werden. Man nehme beispielsweise bei der
in Fig. 76 gezeichneten Docksohle, wo ¢ = 1,44 war, die Linge 2s
als verénderlich an. Stellt man fiir diesen Wert von « die zwei
Funktionen graphisch in zwei Kurven O, und C, dar und entwickelt

gegeben: ac= 744

(6-&)<Lime

Asymprore
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man daraus Kurven fiir 6 —{ und o, so bemerkt man, daff die
GroBe ¢ — ¢ nur fiur eine gewisse Strecke cd von { positiv ist, ferner,
daB an einem Ende dieser Strecke ¢ — { gleich Null, an dem anderen
unendlich grof} wird.

Fiir den Fall 6 — =0 d.h. 6=/ setzen wir den Zihler
gleich Null und gelangen nach einigen Umformungen des Ausdruckes
zur Gleichung

(7 cos { Gof (@ + {) Gine 4 Coj{ cos (¢ 4 {)sina = 0.

Diese muB notgedrungen Gl (5) ergeben, wenn man darin { durch ¢
ersetzt. In Fig. 78 findet man, daBl die (¢ — [)-Kurve beim Wert
{ = 1,45 die {-Achse schneidet, d. h. dem Wert ¢ = 1,44 entspricht
o ={ = 1,45, eine Tatsache, die schon aus Fig. 72 und 73 hervor-
ging.

Den Wert von {, fir den die GroBe ¢ — {, also o, unendlich
grof wird, bestimmt man vermittels der Bedingungsgleichung:

B, éfsin{ — Bye~¢sin{ — B, ef cos{ + B,e*cos{ =0,
die in folgende einfache Form:

(8) Gina [cos ¢ Gin(a + £) — sin ¢ €of (e -+ £)]
— sine [Cof ¢ sin (@ + ) — Ginl cos (a4 )] =0

iibergeht. Damit sind wir zu einer Beziehung zwischen den zwei
GroBlen a und [ gelangt, wenn ¢ unendlich grof ist.

Bei einem Stab mit endlichem ¢ nimmt der Wert ¢ bei ge-
gebenem « mit zunehmendem ¢ ab. Er wird sich aber bei beliebig
grofler Zunahme von ¢ nicht unbeschrinkt vermindern, sondern
ndhert sich einer bestimmten Grenze. Diesen Grenzwert liefert die
letzte Gleichung. Setzt man darin beispielsweise a = 1,44, so be-
rechnet sich hierfur { = 0,648.

Die Kurven ¢ — [ sowie o schmiegen sich also beide einer durch
den Punkt { = 0,648 verlaufenden, zur lotrechten Achse parallelen
Asymptote an [Fig. 78].

Fig. 79.

Denken wir uns das Ende eines Stabes iiber die Strecke a
gleichférmig mit q belastet [Fig. 79], so existiert bei geniigend groBer
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Stablinge eine bestimmte Strecke CZ, die bei der Druckverteilung
der Last auf die Unterlage wirksam ist. Die GroBe dieser Strecke
ergibt sich ohne weiteres aus der obigen Gleichung; denn diese trifft
hier zu, da wir ja ¢ unendlich gro angenommen hatten.

Stellt man sich aus Gl (8) einige entsprechende Werte von «
und { graphisch dar, so erhdlt man die Kurve in Fig. 80. Diese
laft das wichtige Verhdltnis zwischen den beiden Grofen ¢ und £
erkennen: wenn ¢ = 0 ist, wird auch =0, und beide nehmen
ungeféhr in geradem Verhiltnis zu, bis ¢ den Wert $x erreicht.

-

’ [T | %
EANS
aqs | 9247
98 1d396 v
g5 70 |g¥89

144 | geso / [

96582

q682:

Q1489

RN
— . 7 70 Zf}rffv-m

Fig. 80.

C. Der Stab ist in der Mitte festgehalten.
§ 45. Allgemeines.

Um zu verhindern, daBl sich der mittlere Teil eines Stabes von
seiner Unterlage abhebt, wird man ihn an dieser Stelle vermittels
eines Verankerungsbolzens oder auf &hnliche Art befestigen.

Im folgenden nehmen wir an: ein Stab sei in der Mitte derart
festgehalten, daff er in bezug auf die lotrechte Bewegung, aber nicht
in bezug auf die Verdrehung gebunden ist, obgleich die letztere
Forderung bei symmetrischer Belastung nicht unbedingt erfiill
werden mubB.

Es tritt hierbei an der Befestigungsstelle O ein Auflagerdruck X
auf. Nimmt man fiir die Gleichungen der elastischen Linien AC
und CO dieselbe Form wie in § 32 an, so sind die acht Unbekannten
A, bis 4,, B, bis B, und X zu bestimmen.



§ 45. Allgemeines. 159

In den Punkten 4 und ¢ bekommen wir sechs Bedingungs-
gleichungen, welche dieselbe Form wie (I) bis (VI) in § 32 haben.
Die beiden iibrigen ergeben sich aus der Erwégung, daf in der
Stabmitte

/

1
b g S Z
;

I‘-*v"ré' ; S a

y_—__o _

sein muB. Sie lauten in entwickelter Form:
(VII) [B, e’ + Bye~?]cosc + [By e’ + B,e?]sing =0
(VIII) B,e°[coso+sine]—B,e~°[coso— sino]— B, e’[coso— sing]
—2X

— B,e~[coso | sino)] = XL

Der Auflagerdruck X berechnet sich:

2
2qL [(Sof o sin ¢ cos % —+ cos ¢ &in a Eoj E]

€) X= — T 1
Df2+c 2

Daraus erhdlt man fiir die Bedingung X = O die Gleichung
(10) (Sofosinacosg—{—cosa@iua(&ofézO,

die notwendigerweise von derselben Form wie Gl. (5) ist.
Das Biegungsmoment M, hat den Ausdruck:

— qL? . i ) )
(11) M,= 7 7 COSE(@IRGSIHDC— €of 0 cos a)
2 [@sz 3 -+ cos® E]

+ (Sof%(sin 6 &in« + cos o Cof oc)] .
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Dije Bedingung fiir M, = 0 lautet daher:
i .
(12) cosg [Ginosine — Eofocose] (&Zofa [sinoGine - cosoCofe] = 0.

Die graphische Darstellung der Gln. (10) und (12) zeigen die Kurven I
und II in Fig. 82. Die Kurve I ist dieselbe wie in Fig. 73.

Aus ihnen geht hervor, daB der Auflagerdruck X eines Stabes
positiv oder negativ ausfills, wenn der Punkt, dem die Koordinaten
(@, o) entsprechen, sich.bzw. unterhalb oder oberhalb der Kurve I
befindet, wihrend das Biegungsmoment M, negativ oder positiv
wird, jo nachdem der Punkt sich beziiglich der Kurve II in dem-
selben Verhédltnis befindet.

+a
250
2360 E— =0
N | A z
T — et
M, neg.
200
3 E—
TN |
X, neg o
\\_/4
730 X 705
| | | ] | | *®
4 g5 70 75 20 25
Fig. 82.

Zur ndheren Erklirung sei beispielsweise ¢ == 1,44 und ¢ ver-
#nderlich. Man erhilt fiir die beiden GréBen die nachstehende Figur,
welche lehrt, daBl X anfinglich bis zu einem Werfe von o =145
positiv, M, bis ¢ = 2,24 negativ ist.

Im allgemeinen durchlaufen die X- und M,-Kurven von ge-
wissen Werten o ab, die zum erstenmal beide GréBen verschwinden
lassen, Wellenlinien von der Lénge n. Ferner sieht man, daf das
Biegungsmoment M, bei dem Wert von o, fiir den der bisher positive
Auflagerdruck X das Vorzeichen wechselt, noch negativ bleibt, d. h.
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daB dort der Stab noch nach unten gebogen ist. M, wechselt sein
Vorzeichen erst nach X, also fiir einen spiteren Wert von ¢, wo X
selbstverstéindlich schon negativ ist.

75}
459 :
70+ !
745 —t= R d
X 1 ]
5 ! |
1
!
1

...... nullll“
i

.......... IIII A ‘.‘
U

X neg. iiiﬂﬁiﬂmm
Fig. 83.

§ 46. Der Stab ist auf der ganzen Liinge belastet,

Nimmt man- fiir die Gleichung der elastischen Linie die Form
1 . . .
y =5 [(4; &+ 4,e=9 cos £ -+ 2 4, Gof & sin &] + ?95

an, so lassen sich, wenn man in den Gleichungen des vorigen Falles

Fig. 84.
Hayashi, Theorie des Trigers. 11
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6 =0 setzt, die drei Konstanten 4, bis 4, folgendermaBen be-
rechnen:

_ —q[Gofalcos - sing) |- e~“cos ]

A, =
! K [Goj*e + cos®«]
_ — q[Coja(cose — sina) + e* cos ¢]
(13) 4, = 7 K [Coj*e + cos®«]
4= ¢ [Cojesine — Sine cos ]
3 K |Goj*e + cos®]

Es ergibt sich ferner
J X: gL [in2¢ - sin 2¢]

Coj?e + cos? «

I M, — —qL? [@oi:oc — cos;cc] A
L ‘ 2 Cof*e - cos’«

(14)

Man sieht aus den Formeln, daB der Auflagerdruck X stets positiv,
das Biegungsmoment M, stets negativ ist, und beide mit zunehmen-
dem ¢ dem absoluten Werte nach wachsen. Wenn « = oo ist, nihern
sie sich bzw. den Werten 2¢L und — }qL?.

Die Auflagerkraft X und das Biegungsmoment M, welche eine
auf einen endlosen, elastisch gelagerten, in einem Punkt gestiitzten,
‘biegsamen Stab wirkende gleichméflig verteilte Last ¢ im Stiitzpunkt
erzeugt, sind mithin so grof wie der Druck bzw. das Biegungs-
moment im Stiitzpunkt eines ebenso belasteten, einfachen Stabes
von der Linge 2 L, der nur in der Mitte gestiitzt ist [Fig. 85].

Die Hilfsgrofie fiir M, ist im folgenden zahlenmifBlig angegeben;
diejenige fiir X findet man auf S. 87.
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« Cof?e —Eosga « g)fa — cos?x
Cof?e 4 cos?a Cof?e - cos®c
0 0 | 0,90 0,683
0,01 | 0,000 1,0 0,781
0,02 | 0,000 1,1 0,862
0,03 | 0,001 1,2 0,923
0,04 0,002 ‘; 13 0,964
0,05 | 0,003 14 0,988
0,06 | 0,004 L 15 0,988
|
0,07 0,005 | L6 1,000
0,08 0,006 P17 0,996
0,09 0.008 S 18 0,989
010 | 0010 I 19 0,983
0,20 ! 0,040 2,0 0,976
0,80 | 0,090 130 0,981
0,40 0,159 | 4,0 0,999
0,50 | 0,245 H 5.0 1,000
0,60 0,347 k
0,70 ! 0,458 ] o 1
0,80 | 0,571 |

§ 47. Der Stab ist an den Enden mit gleichen Einzellasten P
belastet.

Dieser Fall ist mit dem vorigen eng verwandt, obschon von
einer gleichférmigen Belastung bei ihm nicht die Rede sein kann.
Die Ergebnisse kénnen auBerdem anniherungsweise auf einen Stab
angewendet werden, dessen gleichférmige Belastung sich an den
Enden auf eine kurze Strecke ausdehnt, so da man sie durch
Einzellasten ersetzen kann.

+&

Fig. 86.

Nimmt man die Gleichung der elastischen Linie

L [(4,e + A,e%)cosé - 24, Cofé siné]

11*

Yy =

no|
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an, so berechnet sich

4 _ —P[sin2a4-14e2]
1 KL[Gof*« -+ cos®a]
— P[sin2a— 1 — €2%]
(15) 4 =%z [Cof?e 4 cos®e]
. 2 Pcos’«
8 KL[Goffa -+ cos?a]’

ferner
( 4 PCGojecose
" Goffe + cos?e
(16) ret |
y o= P [Gine cose - sine Cofe]
o L[Gof?e - cos®e] ’

Der Auflagerdruck X, der fiir anfiangliche Werte von « positiv
ist, verschwindet, wenn cos¢ = 0 oder
37

7
==y ——y ...
2 2

Das Biegungsmoment M, von negativen Werten ausgehend, wird
Null, wenn
oo = — tgu
oder o= 2,365, . ..
Mit wachsendem ¢ nehmen X und M, abwechselnd positive
oder negative Vorzeichen an und ndhern sich der Null.

Die Koeffizienten von X und M, finden sich tabellarisch in
der folgenden Zusammenstellung:

" 4 Cofa cosx |Gina cosa -+ sina Cof « 4 Cofx cosax | Gine cosa -+ sino Eof
Cof? ot + cosfa Coj2ax + cos?a Eof%at + cos®a Coj? a4 cos?a

0,0 2 0 1,8 — 0,291 0,243

0,2 2,000 0,200 2,0 — 0,436 0,132

0,4 1,975 0,396 2,365 — 0,520 0

0,6 1,871 0,574 2,5 —0,512 — 0,031

0,8 1,343 0,570 3,0 — 0,390 — 0,088

1,0 1,248 0,723. 3,5 — 0,226 — 0,078

1,2 0,772 0,655 4,0 — 0,096 — 0,052

1,4 0,316 0,525 in 0 — 0,018

im 0 0,4 5,0 0,015 — 0,009

1,6 — 0,045 0,378 © +0 +0
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§ 48. Der Wert o ist, bei gegebenem «. grofer als der aus
Gl. (12) berechnete.

Fig. 87.

1. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. Hierbei nimmt das
Biegungsmoment M, positive Werte an. Es tritt also beiderseits
der Mitte eine Abhebung des Stabes auf. Man hat wieder die
drei Teile der elastischen Linie gesondert zu betrachten. Die fiir
AC, CE nehmen bzw. die Formen

1 . . .
y= , [(4,¢° 4 A e~ coss | 2 4, Gofésing] + jq(

1 . . . - o e e
y = 5 [(B,& + Bye~<)cosé - (Byef |- B, e %) sin§)
an.
Handelt es sich um den dritten Teil EQ, so geht man von der
Differentialgleichung

aus. Nach zweimaliger Integration gelangt man zur Gleichung
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y— 1 LMEx

EJL 2 ~_}+0x+02’

worin O, und C, zwei Integrationsfestwerte bedeuten.
Fir # =0 ist y =0; daraus folgt ¢, =0. Ferner, da fir

rT=8—=z ~y=O, y = 0 sein muf}; hat man

dz
_s—z[X(s—2)
% i *ME}
_ X(s—2)
Mg = 3

Man findet daher als Gleichung der elastischen Linie fiir EO:

— Xz
(x7) y = 19EJ[x—2(s—z)x—i—(s—z)J

Nun sind noch die neun Unbekannten 4, bis 4,, B, bis B,,
X und 2 zu ermitteln. Es bestehen am Ende 4 und an der AnschluB-
stelle C der zwei Teile AC und CE fiinf Bedingungsgleichungen von
derselben Form wie in § 41. Der Umstand, dal im Punkt £ y =0
sein muf}, liefert dieselbe Gleichung wie § 37, (VI). Die iibrigen

drei findet man aus den drei Grenzbedingungen in demselben
Punkt

— KL Fd%,} X
VII —KLjdyy X
v 4 [dfa cem 2
— KIL? d“"y} — X (s —2)
VIII —K [_5 M
(VI 4 A&l om E 3

dy fdy}
) %
(%) A% z=z (¢ B) [dw £=0 (E 0)

Wir geben die Glelohungen auf der n#ehsten Seite iibersicht-
lich an,

2. Erginzungsbeispiel. Die Ausfiihrungen sollen weiter durch ein Zahlen--
beispiel ergénzt werden.

Es mo6ge die Sohle des in Fig. 76 gegebenen Trockendocks unter der in
diesem Paragraphen zugrunde gelegten Annahme noch einmal berechnet
werden. Es folgt

2 2 L
KL = 50-347.30 =1,151-10
4 4
= —9911-10—7
3K1?  3-50-347,302 2,211-10
L 347,30 —3,181-10—10.

6EJ  6-143200-1270000
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LAY
0 N§®J3+
[guts — 3s00] s _07g + [guts - 3500] 2 °g + [Juts + Js00] s 2°g — [Juis — Jsoo]0'g (XD
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Setzt man die Zahlenwerte aus dem betreffenden Beispiel ein, so er-
geben sich

4, | 4, | 4, B, B, | B B,
1 -1 —2 0 0 0 0 0
0,550 | 0,031 | 4,420 -1 -1 0 0 —0,04¢
—3,684 | —0,266| 4,531 —1 1 —1 -1 0
4,185 | — 0,235 | — 0,520 0 0 1 -1 0
4,785 0,204 3,368| —1 1 1 1 0
0 0 0 |ecost| eCcoss | efsing | e ¢sint 0
0 0 0 € [coss | — e5 [coss|— €f lcosl|—e ¢ [eost|1,151.10—4 X
+sinl]| —sing! .| —sin{] —+ sin{]
und

B, ¢ sinf — B,e %siné — By éf cosl+ Bye™* coss +2,211.10-7 (s —2) X =0
B, ¢ [coss — sin¢] — Bye % [cos ¢ + sin{] + By ef [cos{ - sin]
+B,e~ [cost — sin} 1 8,181-10-10 (s — 22 X = 0.
Durch Probieren erhilt man:
s — 2= 269,90 cm

X = 46,65 ¢q
und also

2 = 895,00 — 269,90 = 625,10 cm
625,10

C=3ga750 LS
b 7395 cm
e 800 vt 62570

l
i

Fig. 89.

Da ¢ bekannt ist, findet man leicht alle ibrigen GriéBen, nach denen
gefragt ist. Man berechnet

4, =— 6,65-10-4¢ B, =—0,052.10%¢

A,= 8710 B,= 191,90

A, =—14685 B,= 184
‘B, =—2212 ,

Zum Vergleich haben wir in der nebenstehenden Figur die gefundenen
Sohlensenkungen oder -abhebungen, Biegungsmomente und Querkrifte fiir
beide Berechnungen mit demselben MaBstab aufgetragen.
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Es ist daraus ersichtlich, daB, wenn sich eine Befestigung in der Sohlen-
mitte befindet, die Senkung sowie die Querkraft ganz unwesentlich davon be-
einfluBt werden, wihrend das Biegungsmoment in der mittleren Strecke da-

L—:rzzy;m—A '

I

Fig. 90.

durch erheblich vermindert wird. Das hat eine bedeutende VergréBerung der
Festigkeit sowohl der Sohle, also auch der des ganzen Bauwerkes zur Folge,
weil, wie eine einfache Uberlegung zeigt, die elastische Forménderung der
Sohle, von der die elastische Bewegung der sich darauf befindlichen Seiten-
mauern wesentlich abhéngt, dementsprechend verkleinert wird. Hierauf werden
wir in einem der nachfolgenden Abschnitte ausfiihrlicher zuriickkommen,

D. Der Stab ist in der mittleren Strecke gleichformig
belastet. -

§ 49. Der Stab hat konstantes Triagheitsmoment.

Nimmt man als Gleichung der elastischen Linie fiir AC und
CD bzw.

Y= %[(Al e + 4d,e %) cosé + 2 4, Cofé siné]

Y = é— [(B, e+ Bgé—5) cosé -+ (Byef -+ B,e¢)sing] + I%

an, so merkt man sofort, dal man, um die sieben Konstanten zu
bestimmen, zu genau denselben Bedingungsgleichungen wie in dem
Fall § 41 gelangt, indem man nur das Vorzeichen von ¢ dndert.
Die Ausdriicke fiir 4, bis 4, und B, bis B, sind also in beiden
ihren absoluten Werten nach gleich [vgl. Gln. (1), (2,)]-
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Man iiberzeugt sich davon, wenn man bedenkt, daB ein durch-
weg gleichformig beschwerter Stab, der als Zusammensetzung der
beiden ebengenannten Fille betrachtet werden kann, die Gleichung

der elastischen Linie
4
L ¢

annimmt, d. h. die Senkung durchweg gleichformig ist.

Fig. 91.

Die Mittelsenkung berechnet sich

n

2 <coso (Eof—;— Gine 4 Cofo cos% sin oc)

1 == 1|1 — _
(19 =% Sind - sink
wobel 1= 2 (¢ - 0) ist.

Bei gegebenem s, also o, ist die in Klammern stehende Funktion
nur von & abhingig. Man berechne z. B. fiir 6 =1 Werte der
Funktion und daraus solche von y, fiir verschiedene Werte . Die

%o
{ gegeben: o =7

Sixc N,

Six g

S S 8 ¢ S

S S S 3 g Y
I i L 1 l J # 1 ?\ L

0 Gz g4 05 g8 10 1z T# 16 76 40+x

K

Fig. 92.
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Figur zeigt die graphische Darstellung des Ergebnisses. Man erkennt
daraus, daBl, wenn « den Wert 0,4 iiberschreitet, die Mittelsenkung
keine weitere wesentliche Verdnderung erleidet.

SchlieBlich erhélt man fiir die Endsenkung

[cose Gin(d — &) — sine Cof(A — «)
— cos(4 — ) Bine 4 sin(4 — «) Coje].
Um die groBite wirksame Lénge des Stabes fiir einen gegebenen
Wert von o zu bestimmen, setzt man die letzte Gleichung gleich
Null:
(21) cose Gin(l — &) — sine €of (A — «)
— cos(A — &) Gine 4 sin(4 — ) Cofe = 0.
Wenn man die Kurve, die dieser Gleichung entspricht, durch eine

gebrochene Linie anndhernd wiedergibt, wie es Fig. 93 zeigt, dann
erhilt man:

_ q _
20 v, =g [Gind I sini]

w O ” 07 , 1,4 , «=1,390— 02500

{Wenn o zwischen 0 und 0,7 liegt, &« =3z — 0,773¢
n O ” 1,4 9 3,0 ) « = 0,780.

-~

&
2 N

N

Q78
l
——

o g7 74 20 30
Fig. 93.

§ 50. Die belastete Strecke hat ein unendlich grolles
Trigheitsmoment.

Die Formeln konnten aus denen des letzten Falles unmittelbar
abgeleitet werden. Da aber die mittlere Strecke CD eine gleich-
méBige Senkung erleidet, — sie sei mit y, bezeichnet, — behandelt
man die Aufgabe bequemer wie die in § 22.
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e
C
oo
] Tr
0:|x v
o

¥
Fig. 94.

Man nimmt fiir die iiberstehende Strecke DB die Gleichung

y=1 (4,6 + Aye=5)cosé + (dze5 + 4,e %) siné]

an.
Die vier ersten Bedingungsgleichungen in § 22 konnen hier
Geltung finden. Die letzte Bedingungsgleichung nimmt die Gestalt

o
2sq = 2[81{3/0 +fpdx]
an. ’

Die Ausdriicke fiir y, und 4, bis 4, nehmen also dieselbe Form
wie § 22, Gln. (44) an, wenn man darin anstatt P den Wert 2sq
setzt. Es gestalten sich daher die Gleichungen fiir die Senkung des
mittleren Teiles sowie fiir die elastischen Linien der iiberstehenden
Strecke ebenso, wie wenn die ganze Last 2s¢ in der Stabmitte kon-
zentriert wire [vgl. § 22].

Der mittlere Teil des in Fig. 33 skizzierten Stabes sei mit ¢
gleichmaBig belastet. Setzt man in den in § 22 gewonnenen Aus-
driicken fiir y, und 4, bis 4,

P =2sqg=410g¢,
so erhdlt man
Yo — 36,08-1073¢
A — 544 4, = 2,43.107%¢

4, = 66,70 4,=25882

Die M- und @-Flichen sind in Fig. 33 durch ‘gesbrichelte Linien
gekennzeichnet.



VI. Abschnitt.

Triger mit elastisch nachgiebigen Stiitzflichen.

§ 51. Vorbemerkungen.

Wenn auf einen Mauerkoérper an einer Stelle eine grofe Last,
z. B. der Auflagerdruck -eines Briickentréigers, iibertragen werden
soll, sucht man die zunéchst ziemlich konzentriert auftretende Be-
lastung mit Hilfe einer Eisenplatte auf die Mauer zu verteilen. Die
statischen Berechnungen von Trigern werden indessen im allgemeinen
unter der Voraussetzung durchgefiithrt, daB der Stiitzendruck sich in
einem Punkt konzentriert. Diese Annahme fiithrt bei einigen be-
sonderen Fillen zu wenig befriedigenden Ergebnissen.

Zum Beispiel wird bei einem Balken, der an beiden Enden ein-
gemauert ist, fast ausnahmslos vorausgesetzt, daf jede Drehung sowie
Verschiebung der Balkenenden unmoglich ist; die Berechnung des
Balkens erfolgt daher meistens unter der Annahme, daB an der Ein-
mauerkante die elastische Linie von der urspriinglich geraden Balken-
‘achse beriihrt wird. In Wirklichkeit aber erleidet der Balken bei
jeder Verinderung der Belastung eine Drehung und manchmal selbst
eine Verschiebung an der Einmauerkante; dabei haben die Beschaffen-
heit und Festigkeit des Stiutzkorpers sowie das elastische Verhalten
des Balkens einen betrichtlichen Einflufl auf die Beanspruchung des
letzteren.

Derartige Untersuchungen bilden ein sehr wichtiges Kapitel der
Festigkeitslehre, weil dabei, wie die Praxis hdufig zeigt, bedeutend
groflere Krifte auftreten konnen als die gewdhnlich in Rechnung ge-
stellten, so daf sie fiir die Spannungsverteilung im Tréger, also fir
die Festigkeit des ganzen Bauwerkes sehr ins Gewicht fallen.

Es sei vorausgesetzt, daf die konstruktive Verbindung zwischen
Tréger und Stiitzkorper vollig wirksam ist, und daB, wenn der Triger
sich kriimmt, auch die Stiitzfliche ihre Gestalt #ndert, um sich der
Forménderung des Trigers anzupassen, d. h. es miissen in jedem
Punkt der Stiitzfliche Triger und Lagerkorper dieselbe Formanderung
aufweisen. Bei einem beiderseits eingemauerten Tréger tritt, so-
lange es sich um eine méifige Einmauerungslinge [vgl. Fig. 95, AC]
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handelt, ein Druck der Stiitzfliche gegen den Tréager auf, der auf
ihrer linken Seite abwirts, auf ihrer rechten aufwirts gerichtet ist.

Ferner nehmen wir an, dall die Stiitzfliche nur in lotrechter
Richtung Widerstand zu leisten vermag, und vernachlissigen den
unendlich kleinen Unterschied zwischen der Verschiebung der neu-
tralen Achse und den Verschiebungen der #uBlersten Tridgerfasern;
wir diirfen also den in irgend. einem Punkte der Stiitzfliche
herrschenden Druck proportional der Senkung y dieses Punktes setzen;
daher gilt die Beziehung § 1 (1), wobei unter y sowohl die Senkungen
der Stitzfliche als die Ordinaten der elastischen Linie der Triger-
achse selbst verstanden sind.

AuBer diesem senkrechten Widerstand p kann und wird in der
Regel auch ein Tangentialwiderstand lings der Auflagerflichen ent-
stehen. Diesen lassen wir auBer Betracht mit dem némlichen Rechte;
mit dem bei den frither behandelten Aufgaben die durch die elastische
Bewegung der Triger zeitweise hervorgerufenen, unregelméBigen,
wagerechten Widerstéinde vernachléssigt wurden.

Nach diesen Voraussetzungen komnen die folgenden Aufgaben
auf genau derselben Grundlage wie die vorhergehenden behandelt
werden.

A. Der Triiger ist beiderseits eingemauert.

§ 52. Allgemeine Gleichungen.
1. Entwicklung der HilfsgréBen. Um hierbei die Entwicklung
nicht allzu kompliziert zu gestalten, soll eine Einzellast in der Triger-
mitte angenommen werden.

. ursprangliche lage
T4 A , / der Iregerachse
14 a +Z
Oz Y Iy
¢ S~ ~ ] 7%
+y Y
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Wie schon erwihnt, darf man fiir das eingemauerte Trigerende
AC die Gleichungsform

Y = % [(4,e" 4 4,e ) cos & + 2 4, Cof Esin €]

annehmen. Der Koordinatenanfang sei in der Lotrechten durch das
Ende 4 gewihlt. Die Verénderliche & hat den Ausdruck &= 2/L
wenn L fiir das dem Auflagermaterial entsprechende K aus § 3, (6)
berechnet ist.

Die Differentialgleichung der elastischen Linie fiir die Strecke
CD 1aBt sich unter der Annahme unverinderlichen Trigheitsmomentes
in der Form

dy o, d'y
29 - d il A
EJ P 0') oder 72 0
darstellen. Das allgemeine Integral lautet:
1) y=DB,2*+ B,z B,z + B, .

Zur Bestimmung der sieben Konstanten A4, bis 4, und B, bis
B, hat man bekanntlich

@ A, —A4,—24,=0.
Verlegt man den Koordinatenanfang fir CD nach der Auflager-
kante C, so ergeben sich dort die vier Bedingungsgleichungen [vgl.

§ 6, (28)]:
(II) A4, e*cose—+A,e“cosw+ 2.4, Cojesing =2 B,
(III) A, e*[cos — sin] — A, e~*[cos & + sin «]
+ 24, [Cofecose  Ginesine] = 2LB,

(IV) A, e*sine — A,e~*sine — 24, Ginwcosa = — 2L*B,
(V) A4 e*[cosa—+sina] — A,e *[cos & — sin ¢]
—24,[Cojeccos ¢ — Ginesine] = — 6 LB,
worin o = a ist
=7 .
) Wenn es sich um stetige Belastung ¢ handelt, lautet die Gleichung
dty
EJ el &
wobei g eine Funktion von z darstsllt. Bei konstantem q ergibt sich
_y_ gz B z®  B,a?
y=Y=sgzt—¢ t-5 tHhe+ B
Ist g=kx-+¢q,, wobei k und ¢, konstant sind, so erhilt man
kab
Y=1a0ms Y

wobei ¢ in Y durch ¢, ersetzt werden muB.
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Da schlieflich in der Tragermitte
dy
dx
sein muB}, erhdlt man?):

FE
_. - y_—F
=0 Q= Ede 2

(V) SBP4 B+ B =0

3 . —P
(VI) S KL'B,——

Die Auflosung des Gleichungssystem liefert

4, = Kf ik {]7 {(&,n cos o~ sin oc) + e—*cos oc} 4 L1(Ginecos« — e *sin oc)
2
+ i—{@imx (cos ¢ — sine) 4 =% sin oc}]
4, = K;})A[Lg {Gof e (cos & — sin &) + e cos )} + L 1 (Gin & cos « — e sin i)
—g{@ina(cosa+sin @) + e sinu}]
P 0 . , L
4, = %i"i {L“((&Zofusmoc — Ginccose)+ LiGinasina
2
—}—%Z(@inoccosu—}— @oiocsina}
(2) 5 _ —P
T3RD
B, = o 5 (@it — sine) — L (Gof e — cos’e)|
2 = KA1 oM — sin¢) -— L* (Cof® e — cos?et)
. Pl { 7
Bg:ﬁi—d (Gin2« - sin2«) 4 2 L (€of?e — cos®c)
P Ire
B“:I?L" il L?(Gof e - cos? (y)—}~—(@m2oc——s1n2oc)—}~ (@of o — cos*a)
wobei
A=L(Gin2e -+ sin2«) 4 1 (Gin’ « — sin® )
ist.

1) Fiir ein iiber die ganze Mittel6finung sich erstreckendes, gleichférmiges
g nehmen diese zwei Gleichungen folgende Form an:

VI B(l>2 Blirop =40
( ) 1 2 + o b+ 3=24EJ

_—q
(VI B,= L.
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2. Aufstellung der Formeln. Mit diesen Ausdriicken folgt fir
den eingemauerten Teil 4C:

[Lg {Cofe Cof& cos(e—&) -+ cose cosé Cof(e— &)
+ Cofesine cosé Giné — Gine cose siné Co E}
+ L1 {Gine €ojé& cos (e — &) — sine cos £ Cof(e — &)}
+ g{@imx Siné cosezcosé -+ Cofe Cofé sinesing
— Gine (on:f sin (¢— &) — sine cos& Gin (¢ — {-‘)}J

(B) y= KLA

Fiir die freiliegende Strecke 'O erhilt man:

= f{% Klif l§3> (Gin’e — sine) (l £ §3> (Gin2¢ 4 sin2¢)

+ (E R 15) (Cof?e — cos? a)—l— (@in2¢x—sin2o¢)

(4)
—+ (Cof?ec -+ cos? oc)},

wenn A== E=_.

Setzt man darin 5:—;—, so ergibt sich die Durchbiegung in

der Triagermitte

Pra _ ., - 2o . 2o 2

Ymitte = T 4 E(@m“a — sin®e) 4 2 (Gin2¢ +sin2e) 4 5 (Cof?e — cos®a)
(5)
-+ ; (Gin2¢ — sin2a) 4 (Sof’e |- cos? a):l .

Das Biegungsmoment an der Auflagerkante C' betrigt

d.a

MC——E][dx

J = —2EJB,
£=0(C0)

P LLZ (Sin?e — sin’c) —Z(C‘iingu — sineoc)]
" 2[L(Gn2« + sin2w) |- I (Gin‘e — sina)]

Fiir die Tangente des Drehungswinkels ¢ an der Kante C er-
hilt man den positiven Ausdruck

(6)

__[4y]
000 = (32, =
o) __ P1I F-l(@in%ﬁ + sin2e) 4+ 2L (Cof* e — oos‘“’oc)] .
"~ 2KL? | L(Gin2« + sin2¢) + (Sine — sin’e)

Hayashi, Theorie des Trigers., 12
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Der Wendepunkt der elastischen Linie bestimmt -sich durch die

Bedingung
dzyJ
e —0.
[d z*lareo

Daraus findet man ohne weiteres

® v — 11?[Gin® ¢ — sin® o] — L*[Cof% & — cos® «]
) ° L[Gin2e«+ sin2¢]+ I[Gin*a — sin®a]
3. Zahlenbeispiel.

Der in Fig. 96a skizzierte Doppel-T-Trager, NP. 20
mit J = 2139 ecm*, hat eine Lichtweite von 600 cm und ist in seiner Mitte mit

einer Einzellast W belastet. Die Einmauerungstiefe a betragt 38,4 cm. Die Auf-
lagerbreite des Trégers ist 90 mm; die auf 1 cm Breite reduzierte Belastung
betrigt also P=W/9. Vom Eigengewicht des Tragers ist abgesehen.

r

X
w *
S Y
7 1 ‘? ?
A 3 X &
HAC % B
-~ L-600cm g b 7
a-J8¢ Jg# 4 A
—a0— A
1 [H )
b=30cm - 2572 IR
1 | i N
Sy = 21390 cm® ! (‘():
Fe Bgeem® T T ! $
! l - 8 4cm
2622 kgfm 5 h

N
Fig. 96a.

—

Fig. 96D.
Es sei K =500 kg/em®, B = 2100000 kg/em?. Somit berechnet sich
py—
4EJ .
L= DK = 44,65 cm
38,4

= —— == == 0 !
o 1465 0,86  [or == 49° 16,76]
und ferner

A = 0988-10-°W

A2 =—9,050- noo»
A3 = 5,000 noo»
Es ergibt sich dann fir 4C:
10—5W & —& :
y=—5— [0,938 e cos £—9,050 ¢ * cos £ + 10,000 €of £ sin &]

. —3
= 5—%—“’ [0,988 ¢f cos £— 9,050 ¢~ cos £ - 10,000 Gof & sin &]
M =—22420 W [10,000 Gin& cos&—0,988 ¢ sinE—9,050 ¢~ sin &].
M bezieht sich auf die ganze Trigerbreite 9 cm.

Fiir verschiedene Stiitzpunkte wurden nach diesen Formeln Werte von
p und M errechnet und in Fig. 96b aufgetragen.
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Die Spannungsverteilungslinie unterscheidet sich kaum von einer geraden
Linie. Fiir Stiitzkorper mittlerer Widerstandsfihigkeit ist also die Annahme
einer geradlinigen Spannungsverteilung in praktischer Beziehung gerechtfertigt,

Aus der M-Linie erkennt man, dafl das groBte Biegungsmoment, fiir das
die Beanspruchung des Trigers bemessen werden muB, in einer kleinen Ent-
fernung ¢ von der Einmauerkante entsteht. Mit zunehmender Tiefe nehmen
die Biegungsmomente rasch ab. Es berechnet sich

e=2,68 cm Mpax =—3996 W,
wihrend M, =—389,08 W ist.

4. Sonderfille. Es sei ¢ unendlich groB. Hierunter versteht
man praktisch den Fall, bei dem entweder die Einmauerungslinge a
in Vergleich zu L verhiltnismidBig groB, oder bei gegebenem a der
Elastizitatskoeffizient K erheblich groB ist.

Da dabei sine und cose gegen Gine und Eofe vernachlissigt
werden konnen?), erhilt man fiir CO nach Gln. (4), (5) und (6)

P8  (A—2)8  iE z+2}
*K"Z[ R R
) = P B+6i24+12142
(9) Yaitte _EKTL{ + 647122 4- 24]
u, — —Pl—21]
8
Der Abstand des Wendepunktes betrigt [vgl. Gl. (8)]
I1—2L
(10) Ty =

Schlieflich sei K = co. Gin. (4), (5) und (8) fiir CO gehen dann
bzw. in die bekannten Formeln?)

v ~wwr7) ~50)]

0 _pp PP
(11) Yuite = 192 T~ 48 KL*

x, =

U

4

iiber, wihrend Gl. (3) fir AC die Form y =0 annimmt. Ferner
berechnet sich das Biegungsmoment My an der Auflagerkante C

— Pl
(12) Mi=——.
1) Somit vereinfachen sich die Ausdriicke fiir B,, B; und B, wie folgt:
_P@-2L) _ Pl _P@+21L)
Be=—x Bi=sx D B=—xr

2y Vgl. Hiitte, Des Ingenieurs Taschenbuch, 23. Aufl, I., S. 549.
12*
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§ 53. Uber die Einspannung des Trigers.

Es ist von Interesse und zur Beurteilung der tatséchlichen
Inanspruchnahme nicht selten von Wert, zu untersuchen, bis zu
welchem Grad die Einspannung eines beiderseits eingemauerten
Tragers durch die Nachgiebigkeit der Stiitzflichen beeinfluit wird.

Die Einspannung eines Trégers an einer bestimmten Stelle
der eingemauerten Enden it verschiedene Definitionen zu. Im
folgenden wollen wir unter dieser Bezeichnung einen solchen Gleich-
gewichtszustand des Tridgers an der betreffenden Stelle verstehen,
bei dem er durch ein negatives Biegungsmoment beansprucht wird.

1. Bedingung dafiir, daB der Triger an den Enden ein-
gespannt ist. Damit die Biegungsmomente gegen die Trégerenden
zu ein negatives Vorzeichen haben, mufl der Differentialquotient der
Momentenlinie, also die Querkraft @ einen negativen Wert besitzen.
An den Enden ist @ gleich Null; diese Bedingung fiilhrt daher zu
d
[£L: p,<0.

Zuerst berechnen wir die Senkung sowie die entsprechende
Pressung an der Einmauerkante €. Setzt man in Gl (3) E=ue«, so
ergeben sich die positiven Ausdriicke

(13,)

P (.. . . 1 , .
Yo = KL* A [L“(@of“oc —+ cos® ) —}—ELZ(@m?a — sin2a)
2
+ — (Bin* & 4- sin® oc)}
4
(14) P 1
Po=774 LL“(@of“oc—}—cos“a)+§Ll(@ln2c¢— sin 2 )
2 1
-+ y (Gin® « -+ sin® oc)J,

wobei sich der Ausdruck 4 in Gl (2) findet. Es entsteht also an
der Auflagerkante immer eine Senkung, folglich ein nach oben ge-
richteter Druck,

Die Endsenkung y, und p, ergeben sich

2P . Ll . ’ ‘
Yq = TIEA [L Gof e cos o — o (Cof e sin e — Gine cos «)
—Z“@inocsinoc—‘
|
N _rreemelen 00 o]
T 2K ;e ||\ Tge
__P,l‘z(&jnfoacosoa[QL 1[2]1 7
Pa= ey L e T e
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Man erkennt daraus: Fir niedere Werte von « ist p, in gleicher
Weise wie p, positiv. Die ganze Einmauerungslinge a ist also nur
durch einen nach oben gerichteten Auflagerdruck beansprucht. Aller-
dings kann man dabei nicht von einer Einspannung des Trigers
reden; er ist beiderseits auf der Strecke a aufgelagert [Fig. 97al.

{ |

L

k————ao——ﬂ(—-—zé —>}
|
|

Fig. 97a. Fig. 97b.

Da ein negativer Wert von 2L/l praktisch keine Rolle spielt,
lautet die Bedingung fiir y4 =0, also ps ==0,

(16) - = tge.

Diese Gleichung wird bei gegebenen [ und L in jedem ungeraden Qua-
dranten einmal erfiillt; wir wollen aber vorldufig nur den ersten, also
zwischen 0 und 1z liegenden Wert — er sei ¢, genannt — ins
Auge fassen.

Geht ¢ iiber «, hinaus, so wird p,4 zunichst negativ. Der Trager
erleidet an den Enden einen nach unten gerichteten Druck, und es
liegt eine Einspannung des Trigers an den Enden vor. Die Be-
dingung (13,) 148t sich dann in der Form

(13,) tgcc>%l~;-

angeben.

Damit ein beiderseits eingemauerter Triger, mit einer lichten
Weite [ und einem bestimmten L, an den Enden eingespannt ist,
muB also bei einer Einzellast in der Mitte die Einmauerungslinge a

2
groBer sein als Larctg <7L> . Der Wert «, entspricht also der kleinsten

Einmauerungslinge des Trigers, die wir mit @, bezeichnen wollen
[Fig. 97b].

Dem Verhiltnis 2L/l = o, d. h. dem Wert J = o bei gegebenem
K, entspricht ein unendlich groBes a,. Ein vollkommen steifer
Tréager kann also nie als an den Enden eingespannt angesehen
werden.
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2. Bedingung dafiir, daB der Triger an den Einmauer-
kanten eingespannt ist. Aus Gl (6) geht hervor, dal My, welches
fiir o« =0 verschwindet, positiv bleibt, wenn ¢ von Null an zu-
nimmt [Fig. 98a]. Erfiillt aber ¢ zum erstenmal die Bedingung

(17) &: @?ngtx~s%njoc,
1 Gin*e + sin® e

so verschwindet My; bei weiterer Zunahme von ¢ nimmt Mg zu-
niichst das negative Vorzeichen an. Die gesuchte Bedingung lautet also

(18) 2L/ e e

[ Gin®« + sin® ¢
Da der Wurzelausdruck kleiner ist als 1 [s. Tabelle S.183], wird
dieser Bedingung nur durch reelle Werte von o Geniige geleistet,
wenn

Kt
> <
(19) I>2L oder J:64E'
H—a,—>:<—zz—>il Le——a«——ﬁe——zz——ﬁ

! i
,

1
! |
G S N
., pos. %fﬂc’y
Fig. 98a. Fig. 98b.

Ein beiderseits eingemauerter Triger, dessen Lichtweite ! bei

gegebener Steifigkeit kleiner ist als 2L oder dessen Tragheitsmoment
4

l .
J bei gegebener Lichtweite grofer ist als %E—’ kann also bei einer

Einzellast in der Mitte nie als an den Einmauerkanten eingespannt
gelten.

Bei gegebenem 2L/l 1 wird GL (17) durch einen bestimmten
Wert von «¢ im ersten Halbkreis erfiilllt. Es gibt also in solchen
Fillen stets im ersten Halbkreis Werte von ¢, die der Bedingung (18)
entsprechen.

Fiir praktische Berechnungen sind folgende Tabellen beigefiigt:
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Fir Gl (16).

2L 2a 2L 2a,
/= o .70 futied'

7 0 i 7 %o !
0 0 0 20 1,508 30,16
0,1 0,100 0,010 30 1,538 4614
0.2 0,197 0,039 40 1,546 61,84
0.3 0.292 0,058 50 1,551 7755
0.4 03 1 0,152 60 1,554 93.24
0,5 0,464 0,232 70 1,557 108,99
0.6 0,540 0,324 80 1,558 124,64
0.7 0,611 0,428 90 1,560 140,40
0.8 0,675 0,540 100 1,561 156,10
0.9 0,733 0,660 200 1,566 313,20

1 0,785 0,785 300 1,568 470,40

2 1,107 2214 || 400 1,568 627,20

3 1,249 3.747 500 1,569 784,50

4 1,326 5,304 600 1,569 941,40

5 1,373 6,865 700 1,569 | 109830

6 1,406 8,436 800 1,570 | 1256,00

7 1.429 | 10,000 900 1,570 | 1413,00

8 1,446 | 11,568 | 1000 1570 | 1569.80

9 1460 | 13,14
10 147 14,71 o im ®

Fiir GL (17).
« | [ o sin o Gin® o —sin® &
Sin? o + sin? « &in® oo + sin? o
0 0 0,60 | 0,3456
0,01 0,0058 0,70 0,4024
0,02 0,0116 0.80 0,4520
0,03 00173 0,90 0.5137
0,04 0,0231 1,00 05676
0,05 0,0289 1,10 0,6197
0,06 0,0347 1,20 0.6693
0,07 0,0404 1,30 0.7162
0,08 0,0462 1,40 0,7599
0,09 0,0520 1,50 0.,8000
0,10 0,0578 1,60 0,8364
0,20 01155 1,70 0.8681
0,30 0,1733 1.80 0.8959
0,40 0,2309 1,90 0,9191
0,50 0,2883 2,00 0,9391
T 1
o 1

183



184 Triger mit elastisch nachgiebigen Stiitzfléiichen.

3. Untersuchung der Biegungsmomente an den Einmauer-
kanten. Mit Bezug auf Fig. 99a erkennt man, daB Gl (17) in jedem
Halbkreis, mit Ausnahme des ersten, im allgemeinen durch zwei
Werte von « erfilllt wird. GL (17) hat also eine ungerade Zahl von
Losungen fiir . Da jedem dieser « ein Vorzeichenwechsel von Mg
entspricht, folgt ohne weiteres, dafl mit zunehmendem o« das Biegungs-
moment abwechselnd positiv und negativ ist und zuletzt ein Zustand
erreicht wird, fiir den M, unabhingig von-«, stets negativ bleibt

[Fig. 99b].
Gina -sin’x
l/—z—‘—‘-"
Gt r 517
7\—- ———————————— — pp—— > —_——_—
| | , |
i S _ |
C ! ! '
1 1 1 1 l
2L
A
i | i
_\‘r 1 ; : 1
1 : — {
a A P23/ 137 : *&x
Fig. 99a.
—
e : .Z—»'
l
|
~a

-Aft-zt]
&

Fig. 99b.

Die Einspannung eines Trigers, welcher fiir Werte von « im
ersten Halbkreis an den Einmauerkanten eingespannt ist, kann bei
zunehmendem ¢ aufgehoben werden und durch die Werte von ¢ im
zweiten Halbkreis ersetzt werden usw. Dies- wird vorkommen,
wenn die Verhaltniszahl 2L/l einen Wert in der Nihe von 1 hat,
d. h. wenn bei gegebenem Trigheitsmoment der Elastizititskoeffizient
K ziemlich klein ist.

Differentiiert man Gl. (6) nach «, so ergibt sich

o . 2L 2L }
iM, PLP Gin2u¢sin2« [—f — tgu} [-l—ﬂ— g “J

20 “e L GALb s 4
(20) da 4[L(Gin2« + sin2«) -+ I (Sin® « — sin® «)]?
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Der Differentialquotient verschwindet, wenn

sin2« [# — tgu} =0

! %-—tgazo

l sing = 0.

oder
(21)

Den letzten Gleichungen entsprecheén bzw.
&=ty +nn
o« =mnsm,

wenn unter «, der bei der Diskussion von Gl. (16) angegebene Wert
von ¢ und unter n eine positive ganze Zahl verstanden ist.
Diese « liefern die Maximal- bzw. Minimalwerte von M, welche

ohne weiteres in .der Form

[Molmax = 2 [t8(cy-n ) Gtg y-t-nn) — 1]

— PB4 — L]
2[2LGtgnn + 1]

(22)

l [M(J’]min =

angegeben werden koénnen.

Das Biegungsmoment M . schwankt also mit zunehmendem «
zwischen diesen zwei GroBen.

Die Funktionen Gtg(ey+nx) sowie Gtgnz erfahren, wenn =
von Null an wichst, eine Verminderung. Die Maxima von Mg
nehmen daher mit zunehmendem n ab, wihrend die Minima dem
absoluten Wert nach zunehmen. Die beiden ndhern sich fiir 7 = o,
also ¢ ==« , demselben Grenzwert

lim Mg = :_P_[Z_JL_] .
w=o 8

Dies ist das hochstens erreichbare negative M.

Der hochstens erreichbare positive Wert von My tritt, wenn
« von Null an wichst, zuerst auf. Er betrigt

MC’ - [Mo]max(nz 0)

, Pl
(23) = g[tgtxo Ctgey — 1].

Betrachten wir den Fall, da K zunimmt, so 14t sich analog
beweisen, daBl sich fiir M abwechselnd Maxima und Minima ergeben,
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und bei K = o wieder ein bestimmter negativer Wert erreicht wird
[vgl. GL (12)).
Wegen [ > 2L folgt weiter

A Mo > lim M.

Er_n M= — ist also der groBite Wert des Biegungsmomentes, den
der Tréger in Wirklichkeit unter allen miglichen Verhéltnissen an
den Auflagerkanten annehmen kann.

4. Untersuchung der Mittelsenknng. Der Triger erleidet eine
positive Senkung in der Mitte [vgl. Gl (5)].

Um uns die Abhéingigkeit derselben von « klarzulegen, leiten wir
Gl (5) nach « ab. Wir finden

._«L : o /A . a

[ mee 2—152‘5[(1 sine 4+ 2cos ) (A Gine — 2 Cof o)®
i — 41°Gin2esin2d]
N ~LCm asin®e < 2 >2< 2 )“’ 16 A2 }

l - 2K ~~[l+5§ﬁ Z_ﬁd Tgotgel

Fir die anféinglichen Werte von « ist der Differentialquotient
negativ. Solange der in den eckigen Klammern stehende Ausdruck
positiv ist, nimmt die Mittelsenkung, die fiir ¢ = 0 unendlich gro8
ist, mit zunehmendem « ab.

Der Differentialquotient verschwindet, wenn

2 12 2 2 16 42
(25) [l +f@] [l N ig_oj - Tge tgo

ist. Da Tge tge hierin positiv sein mufB, ist Gl. (21) einmal in
jedem ungeraden Quadranten erfiillt. Solche Werte seien mit «,,
ey, o ... bezeichnet.

Die GroBle der diesen « entsprechenden Maximal- sowie Minimal-
senkungen in der Trigermitte nehmen nacheinander ab, bis sie sich
schliefilich fiir ¢ = o einem Grenzwert nihern [vgl. GL (9)].

Bei zunehmendem K kann man dhnlich beweisen, daB fiir i, ab-
wechselnd Minima und Maxima entsprechend den Werten K, K, ...
auftreten, und bei K = « wieder ein bestimmter Wert erreicht wird
[vgl. GL. (11)]; er gibt ohne weiteres die. kleinste mdgliche Durch-
biegung eines beiderseits eingemauerten Trigers bei gegebenem I
und J an.

Zusammengefafit folgt, dafl die Mittelsenkung eines beiderseits

32
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eingemauerten Trigers im grofen ganzen, bei gegebenem Elastizitéts-
koeffizienten des Auflagermaterials mit zunehmender Einmauerungs-
linge, bei gegebener Einmauerungslinge mit zunehmendem Elastizitéts-
koeffizienten des Auflagermaterials, von o« an abnimmt und sich fiir
den unendlich grofien Wert der Verdnderlichen ¢ bzw. K den an-
gegebenen Grenzwerten nihert [vgl. Fig. 100]. Die Figur zeigt den
ungefihren Verlauf der yy;.-Kurven fiir ¢ und K; der Einfachheit
wegen wurde nur eine Kurve aufgetragen. Bei rechnungsmiBiger
Auswertung miissen sich natiirlich fir ¢ und K verschiedene Werte
o, &,... bzw. K,, K,, ... ergeben.

R

. _P 3 a2
w/:{zy”/ﬂe 7y 7 [./Lf&/l *72.1*2?]

/I Ypss =___~'DZJ
oo T 797 ET

1 |
S SRS - ]
T
1 | |
: ! | ! | I L.
| ! | } ‘
| | | | | |
i ! I ! | | l i N
| 1 | l | | | | S
| | | | | | | | 8
| I | i | i } ! ! N
I | | | | | | |
| I | | | ! | ! |
] i ! 1 1 L 1 ! 1 | :
a 2 27 S E5A SR >
~H
Fig. 100.

§ b4. Erginzende Bemerkungen.

Um uns ein anschauliches Bild von den in Betracht kommenden
Gréflen zu machen, sei zunichst ein beiderseits eingemauerter Tréger,
fir den wir die Einmauerungslinge « als verdnderlich betrachten
wollen, niher untersucht. Die Werte b, I, J, K und also L sind
dem in § 52, 3 behandelten Beispiel entnommen, namlich

b=9cm K = 500 kg/em?®
{ = 600cm L = 44,65 cm.
J= 2139 cm*
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Nach Gln. (14), (6) und (15) berechnet man:

« a=aL Do MC Ya
em kg/em? cmkg ’ cm

0 0 w 0 o

0,02 0,893 0,555 P 0,223 P 11,400-10—4 P

0,04 1,786 0,297 ,, 0,446 , 5276

0,08 2,679 0,217, 0,670 ,, 3,128

0,08 3,572 0,181 ,, 0,830 ,, 1,978

0,10 4,465 0,163 , 0,939 ,, 1,320

0,20 8,931 0,158, 0831, 1 —0819

0,30 18,396 0,187, | — 1,130, | —2238

0,40 17,861 0,215, | — 549

0,50 22,326 0284, | —1246

0,60 26,790 0240, | —1971 ,

0,70 31,255 0235, | —2765 , |

0,80 85,719 0,226, | —34680 , |

0,90 40,184 0,207, . —4130 ,

1,00 44,649 0,190, = —4645 , |

o o 0,08,  —63,90 ,

1 o= 00863 P
K- -

3
X
AN
%i > &
7 Zﬂ"‘ 75
T;fqu/m‘ E
$ U
g2 3
S |
!
fim M= -639F L
Y, 22-1
Fig. 101.

Hierin bedeutet P die Last fiir 1 cm Tragerbreite. M bezieht sich
also auf die Einheitsbreite des Trdgers. Die Ergebnisse sind in
Fig. 101 graphisch aufgetragen. Man erkennt daraus: Wenn der
Wert «, also die Einmauerungslinge @, von Null aus gerechnet,
verhdltnisméBig klein ist, fallt p, sehr groB') aus, womit aus-
gesprochen wird, dal der Auflagerdruck im wesentlichen in der
Nihe der Einmauerkante C' konzentriert wirkt. Die Einsenkung y, so-

1) Im Grenzfall « =0 ergibt sich limp,= 0.

a=0
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wie das Biegungsmoment M., die fiir « = 0 bzw. « und 0 werden,
sind dabei positiv. M ist eine verhiltnisméiBig kleine GroBe. Der Trager
ruht in solchem Fall an den Enden auf einer Fliche auf; y, und
P, nehmen, wie eine einfache Uberlegung zeigt, mit wachsendem « ab,
wihrend M gleichzeitig zunimmt.

Erreicht « einen gewissen Wert, so wird die Endsenkung y4 gleich
Null. Bei weiterer Zunahme von «, fillt y, negativ aus. Das Moment
M. bleibt dabei noch positiv, aber es nimmt schon ab. Dies zeigt,
daB, wenn « den genannten Wert iiberschreitet, schon eine teilweise
Einspannung des Trigers vorhanden ist. Diesen Wert von « liefert
GL (16). Da in unserem Fall 2L/l = 0,14883 ist, berechnet sich
o, = 8°27,91 oder im BogenmaBl «,=0,14774. Demnach ist die
Einmauerungslinge

ay = 0,14774-44,65 = 6,60 cm.

Der Auflagerdruck p, beginnt von dem Wert «, an wieder zu-
zunehmen, weiterhin aber nimmt er abwechselnd ab und zu, wobei
er sich aber nur unwesentlich 4dndert. Fiir den Grenzfall ¢ = o
erhilt man ohne weiteres

. P{l+2L]
1 =2,
(26) alili Py 10
Fur das vorliegende Beispiel ist
P86 2.44,65
lim p, — [600 - ,65] = 0,086 P kg/em?.

i 4.44,657

Das Biegungsmoment M, hingegen nimmt stets ab. und wird
bei einem gewissen Wert von « seinerseits zu Null; von da ab hat
es negative Werte, nimmt aber mit Bezug auf den absoluten Wert

rasch zu. Dieser Wert von o« 148t sich bestimmen aus Gl (17). In
2

unserem Fall ist 4“15 = 0,0222, ferner im Bogenmal}’ « = 0,254 und

dementéprechend a==11,30 cm.

Bei dem Wert von ¢ kann der Tréger erst als an den Einmauer-
kanten eingespannt betrachtet werden.

Bei einem beiderseits eingemauerten Triger hat also die Ein-
mauerungslinge einen bedeutenden Einflu auf die VergréBerung des
Einspannungsgrades des Trigers; sie iibt aber nur geringen Einflu8
auf die Verminderung des Auflagerdruckes aus.

Nach Gl (9) wird

lim My — — 21600 —=2-4485] o000 p.

<
a=c 8
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Aus Fig. 101 erkennt man, dal man diesem Grenzwert erst bei einem

bedeutenden Wert von ¢ nahe kommen kann. Die Zunahme des ab-

soluten Wertes von M¢ hort, wenn « etwa den Wert 1,5 tiberschreitet,

zundichst auf. Es ist also 1,5 in unserem Fall der zweckmiBige

Grenzwert von «. Dementsprechend folgt ¢ = 1,5-44,656 = 70 cm.
Mit Bezugnahme auf Fig. 96b erhilt man

— 39,08 P

T o908 612 v. H.
“e390p  oL2V-H

Das infolge der Verteilung der Stiitzwiderstinde auf die Einmauerungs-
linge verringerte Biegungsmoment an den Einmauerkanten ist also
in Beispiel § 52,3 etwa 60 v. H. mal so klein wie dasjenige, welches
man durch Vergroferung der Einmauerungslinge erreichen kann.

Das sogenannte Einspannungsmoment des beiderseits eingespannten
Tragers, das, wie spéter erértert wird, auf der Annahme K = o be-
ruht, berechnet sich fiir diesen Fall

— Pl
Me=—¢—~=—T5,00P.

Im Vergleich mit diesem verringert sich das letzte Verhiltnis
weiter zu
— 39,08 P

-:W == 52,1 v. H.

Die Mittelsenkung fiir ¢ = oo berechnet sich nach Gl (9), da
,_ 600
44,65

= 13,42 ist,

itte = A8 00 2477 15427+ 6-13,427 4-12.13,42 24
Y uitte 48~5OO-44,65[13’42 + 6-13,42% A2 4 24]

— 3,44.107% P.
Fir K=« ergibt sich aus Gl (11)

P-600?
Yaive = 15.500. 44,650 o0 104

3,44
2,26

2

hiermit verglichen, ist die Mittelsenkung fiir « = w

= 1,52 mal

so grof3.

SchlieBlich betrachte man in den Gleichungen fiir Pe und M,
[Gln. (14), (6)] die Ziffer K als verinderlich. Wir nehmen einen
Trager mit den Zahlenwerten a, b, I und J aus dem Beispiel § 52,3
an. Es ergibt sich:
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K Pe MC’
kg/cm? kg/ecm? cmkg

10 — — 1,783 P
50 0,057P — 10,700 »
100 0,093 » — 17,290 »
300 — | —30700»
500 02145 | 39,080
108 0270» | —47,350»

3-10° 0342, | -

5.108 0,377» | —
104 0442» | — 61,8005
10° — . — 62,250 »

|
) ) | — 175,000 »
A
o
Ttc
RS
3 3 S
Vi 7000 2000 3000 A
Fig. 102.

Aus der graphischen Darstellung [Fig. 102] erkennt man, daB
die beiden GroBen mit zunehmendem K ihrem absoluten Wert nach
wachsen. Fiir K = « ergibt sich ohne weiteres
@ i = =

Bei wachsendem K nimmt der Auflagerdruck an einem beliebigen
Punkt der Stiitzfliche mit zunehmendem Abstand des Punktes von der
Auflagerkante sehr schnell ab. Bei einem Stiitzkdrper mit bedeuten-
der Widerstandsfdhigkeit 188t sich also ungefihr der ganze Druck-
widerstand auf ein kleines Gebiet an der Vorderkante konzentrieren,
und der iibrige, verhiltnism#fig kleine Teil des Druckes sich auf eine
sehr grofie Strecke der Stiitzfliche verteilen. Die Spannungsverteilungs-
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linie nimmt dann etwa eine Gestalt wie in Fig. 103 an. Das Ein-
spannungmoment My ndhert sich in solchem Fall seinem Grenzwert
[vgl GL (12)], und der Einspannungsgrad des Trégers wird vergrdBert.
Die iiberméflige Beanspruchung der Vorderkante hat die hdufig be-
obachtete Absplitterung der Kante zur Folge.

Fig. 103,

Aus Fig. 102 geht hervor, dal, wenn K fiir den betrachteten
Fall etwa den Wert 1000 erreicht, die Zunahme von M. ziemlich
langsam wird, so daf} eine weitere VergroBerung des Wertes K auf
die Einspannung des Tragers keinen wesentlichen EinfluB ausiibt.

§ 55. Uber den sogenannten ,beiderseits eingespannten Triger,

1, Der Einspannungsgrad. Im vorhergehenden haben wir einen
Tréager, bei dem die Befestigung derart erfolgt, daB bis zu einem
gewissen Grade Léngsbewegungen und Drehungen an den Enden
mdglich sind, eingemauert genannt.

In der Festigkeitslehre setzt man gew6hnlich den idealen Fall vor-
aus, bei dem der Triger derart eingemauert ist, daB er bei der Form-
dnderung keine Drehung an den Einmauerkanten erleiden darf, und
wendet dafiir den unklaren Ausdruck beiderseits eingespannt an. Zur
Unterscheidung wollen wir diese Befestigungsweise als vollkommene
Einspannung bezeichnen.

Bei der statischen Berechnung des beiderseits eingemauerten
Triagers geht man also in der Regel von der Bedingungsgleichung
aus. Diese Gleichung fiihrt bekanntlich unter der Annahme einer
Einzellast in der Mitte zu dem eindeutig bestimmten Ausdruck

Y

dem sogenannten Einspannungsmoment an den Auflagerkanten.
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Die Grofie tg¢ ist im allgemeinen nicht gleich Null, sie weist
vielmehr, wie die Formel (7) zeigt, je nach der elastischen Beschaffen-
heit des Auflagermaterials, je nach der Einmauerungslinge des Trigers,
oder scgar je mach der Querschnittsform desselben einen statisch
nicht vernachlassigbaren Wert auf. Ferner machen sich diese Ein-
fliisse, wie aus den ausfihrlichen Untersuchungen des letzten Para-
graphen erhellt, ebenfalls auf das Biegungsmoment an den Auflager-
kanten in hohem MaBe geltend.

Im folgenden wollen wir die Verdnderlichkeit von tgdy unter-
suchen und feststellen, unter welchen Verhiltnissen die iibliche Be-
dingung tgd¢=0 bei einem beiderseits eingemauerten Triger tat-
séchlich erfiillt werden kann.

Differentiiert man Gl (7) nach «, so ergibt sich

PP Gin2«sin2« [?ZE — tgoc} FZ—L 4 Ig u}
2K I*[L(Gin2¢ -+ sin2e) -1 [ (Sin’e — sin®a)?

d
(29)  -ltgde] =

Der Differentialquotient ist positiv, wenn ¢ von Null an wichst, und
andert bei weiterer Zunahme von ¢ abwechselnd sein Vorzeichen.
Er verschwindet, wenn

2—12—tgu:O
l
sing =0.

Man gelangt also zu genau denselben Bedingungen, wie wir sie in
Gln. (21) fanden.
Es ergibt sich somit

Pl
[ [tgdc] e = sz s o8 (eo+m 7)
(30) !
i Pl
l [tg ﬁc]min = VE*L—; @:tg nr.

Die Maximal- sowie Minimalwerte von tgd; nehmen demnach mit
wachsendem 7, also «, ab. Fir ¢ = o nihern sich beide demselben
Grenzwert )
Pl

31 lim tgde = ———.
B e OO OKIP

Der Gleichung tg#¢= 0 entspricht also kein reelles «. Die ela-
stische Linie eines beiderseits eingemauerten Trigers kann daher nie
eine wagerechte Tangente an der Einmauerkante besitzen, wie grofB
auch die Einmauerungslinge sein mége.

Hayashi, Theorie des Trigers. - 18
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Geht man dazu iiber, den EinfluB der Verinderlichkeit der
Ziffer K zu untersuchen, so kann man analog beweisen, daB die
Maxima und Minima von tgd¢ wiederum abwechseln und mit zu-
nehmendem K ebenso wie fiir ¢ abnehmen. Fir K = o gelangt
man, da dabei « == o« ist, wieder zu demselben Ausdruck des Grenz-

3
wertes wie in Gl. (81), der aber mit Riicksicht auf KL? = K i \721@:7 ,
(32) lim. tg '19‘0 =0
K=
wird. Die Bedingung tg#¢ =0 kann also fiir K = o erfiillt werden.

Es liBt sich ohne weiteres begreifen, dafi die Bedingung (28)
auflerdem noch durch J==o Dbefriedigt werden kann. Der Fall
kommt aber nicht in Betracht, weil der Triger dabei nie an den
Enden eingespannt ist [vgl. § 53,1].

Der iiblichen Theorie des beiderseits eingespannten Tréigers ent-
spricht also nur der Fall K = «. In der Tat sind wir im fritheren an
manchen Stellen fiir K = « zu Formeln gelangt, mit denen wir in
der Festigkeitslehre vertraut sind.

Damit der Triger an den Einmauerkanten einer vollkomimenen
Einspannung unterliegt, mufBl also das Auflagermaterial einen un-
endlich groBen Elastizititskoeffizienten besitzen, was einen unendlich
grofien Auflagerdruck an derselben Stelle zur Folge hétte [vgl. Gl (27)].
Ein beiderseits eingemauerter Triger kann also in Wirklichkeit nie-
mals im strengen Sinne des Wortes als vollkommen eingespannt an-
gesehen werden.

Dem Einspannungsmoment M¢ == — P1/8 kann man, wie es in §.54
fiir einen besonderen Fall ertrtert wurde, bei einem beiderseits ein-
gemauerten Triger nicht leicht nahe kommen, mag man es nun
durch eine Verlingerung der Einmauerlinge des Trigers oder -durch
eine Steigerung des Elastizitétskoeffizienten des Auflagermaterials
versuchen. Ferner ist die Mittelsenkung des Tridgers um ein
Mehrfaches groBer als die beim vollkommen eingespannten; sie kénnte
sogar diejenige Uberschreiten, welche ein auf unelastischen- Stiitzen
frei aufliegender Triger erleidet?).

Ein Triger kann an den Enden auf verschiedene Weise ein-
gespannt werden [vgl Fig. 104]. Bei der statischen Untersuchung
kommt fast ausschlieBlich die Formel M¢ = — PI/8 zur Verwendung.

1) Die Mittelsenkung bei einem frei aufliegenden Triger betrigt unter der’

Annahme einer Einzellast in der Mitte
pr Py

I=®ET = RRL
sie ist 4mal so gro wie yy;, fiir K==00 [vgl. Gl (11)].
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a.
P ¢
M A P
: Z i 7
& A
w c/ ! 7

Fig. 104.

Die Formel ist an sich unabhingig von der Einspannungsart des
Tragers, wihrend der Triger an der Einspannungsstelle von Fall zu
Fall auf andere Weise beansprucht wird, und der in demselben tat-
sdchlich herrschende Gleichgewichtszustand wesentlich von dieser
Beanspruchung abhingt.

Die iibliche Theorie des beiderseits eingespannten Trigers eignet
sich also mit Riicksicht auf die erwidhnten Gesichtspunkte weder fiir
praktische Berechnung noch fiir scharfe Untersuchungen, bei denen
man auf die tatsichlich in den Trigern herrschenden Spannungs-
verhiltnisse eingehen will.

2. ZweckmiiBige Formeln. Im vorigen haben wir den Triger
unter zwei voneinander unabhiingigen Annahmen K — o und ¢ = oo
ausfiihrlich behandelt. Der Bequemlichkeit halber stellen wir die fiir
diese beiden Félle gewonnenen Formeln folgendermafien zusammen:

tir K=o fiir ¢=o0
=5 -0 |~ st
Yeo=1w6ET\T) "3\7) ]  TERL 73
Y Y 1 N s . .
Yrie™ {93 EJ ~ 45 KL BTy ¢ A R
P | _ —Pl—2I]
M= S ——
‘ PR2L+Y
Yo =0 =~ iEKL’
P[2L-+1]
Po = :—‘—4—L2
l l—2L
%= 7 =g
Pl
tgde=0 1 =5R

Hierin sind 4 und & in Gln. (4) bezeichnet.
13*
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Aus der Tabelle kdnnen wir folgende Feststellung machen: Ein
beiderseits eingemauerter Triger mit der Lichtweite I erleidet, unter
der Annahme einer Einzellast in der Mitte, ein Biegungsmoment an

den Einmauerkanten, das dem Einspannungsmoment gleich ist, dem
ein beiderseits vollkommen eingespannter, gleich steifer Triger mit
der Lichtweite [-—2L unter derselben Belastung ausgesetzt ist.
{— 2L moge als stellvertretende Lichtweite des eingemauerten
Tréagers bezeichnet werden.

Es scheint ohne weiteres nicht glaublich, daf} in einem gegebenen
Fall die beiden Formelgruppen den wirklichen Gleichgewichtsverhilt-
nissen der Konstruktion entsprechen. Die Formeln der ersten Gruppe
sind -einfach in der Form und kommen gewshnlich in Verwendung,
wihrend die der zweiten von der Erfahrungsgrifle K abhingig sind
und daher die Unsicherheit des Rechnungsergebnisses vergroBern
miissen.

In der Praxis wird der Triger gewdhnlich mit geniigender Ein-
mauerungslinge a ausgefiilhrt. Die Zahl « darf daher als unendlich
grofy oder wenigstens sine und cose¢ in den allgemeinen Formeln
gegen Gine und Cofe als vernachldssigbar angesehen werden, wihrend
der Elastizitétskoeffizient X bei weitem nicht einen unendlich grofen
Wert erreicht.

Es empfiehlt sich daher, insbesondere bei theoretischen Unter-
suchungen, obige Formeln fiir « = o in Verbindung mit dem richtigen
Wert von K zu verwenden, weil wir mit einer solchen Annahme den
tatsichlichen Spannungsverhiltnissen sicherlich besser Rechnung tragen
als mit der Annahme K = oo -
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§ 56. Beriicksichtigung der Lingskraft des Trigers.

Ein beiderseits eingemauerter Triager wird auBler durch ein
Biegungsmoment auch durch eine Lingskraft beansprucht, wenn die
eingemauerten Teile keine horizontale Verschiebung des Trigers ge-
statten. Sie ist gewdhnlich eine Zugkraft, die auf die Beanspruchung
des Tragers eine giinstige Wirkung ausiibt, indem sie eine Verminde-
rung des Feldmomentes hervorruft. Daher wird auf sie bei statischen
Berechnungen der Einfachheit sowie ihres geringen Einflusses wegen
gewdhnlich keine Riicksicht genommen. Im folgenden wollen wir
kurz davon reden.

! Z :

2 % ‘
C 2v7

1 » !

MCC 2|

£ £

z 2

Fig. 106.

Wir greifen fiir die elastische Linie der lichten Weite C'D [Fig. 106]
auf die Differentialgleichung § 11, (61) zuriick. Setzt man darin
K =0, so nimmt die Gleichung die Form

oy Yy d?y
B ao ™ T =0
an, mit dem allgemeinen Integral
[ y = Bx"? - Byx=~* | B,x + B,,

(33) iwenn e
a) =- EJ .

Diese Gleichung fiir y mufl an Stelle von Gl (1) gesetzt werden.

Ferner gilt, da H eine innere Kraft ist, noch die bekannte Bedin-

gungsgleichung
I !
N oN M oM
[ i [ s = o,
0 0

welche wegen

oM d*y
e = — FJ L
= M— -804
R H[lemx+ Bg’e—wx]
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ohne weiteres die Form
1

(34) f[Bl e?? ++ B,e~*%|ydx = E—I—%
0
annimmt.

Die allgemeine Behandlung der Aufgabe fiihrt zu sehr weit-
gehenden Formeln; wir wollen hier darauf verzichten. In praktischen
Fillen empfiehlt es sich, die Gleichungen fir y sowie fiir ihre Ab-
leitungen in Potenzen von wx zu entwickeln. Da wz gewohnlich
eine verhiltnismafig kleine Zahl ist, kann man bei einer vorldufigen
Berechnung mit hinreichender Genauigkeit die Entwicklungen durch
die Summe von einigen Gliedern der niedrigsten Potenzen annéhernd
angeben.

B. Der Triger ruht beiderseits auf einer
Auflagerfliche auf.

§ b7. Allgemeine Bemerkungen.

Es soll hier ein Fall untersucht werden, der ‘mit dem vorigen
in .engem Zusammenhang steht, obwohl es sich nicht um eine Ein-
spannung handelt. Der Triiger AB trage in der Mitte eine Einzel-
last P und sei an seinen beiden Enden aufgelagert. Die Druck-
verteilung auf die Auflagerfliche des Trigers ist zu bestimmen.

A P 8

|
|
|
fe—a — 2 ! a —

Fig. 107.

Berechnet man nach der Gleichung [vgl. Gl (16)]

2L
tg 060- == T

den Wert «,, so sind zwei Fille zu unterscheiden:
oy Z .

Unter « > «, versteht man den Fall, wenn das aufliegende
Triigerende ausreichend lang gedacht wird, und zwar so, dall nur
ein Teil desselben bei Ubertragung des Auflagerdruckes in Wirksam-
keit tritt, wihrend bei ¢ < &, das aufliegende Trigerende, weil ver-
haltnism#aBig kurz, ganz zur Wirkung kommen kann.
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Bei ¢ > ¢, haben simtliche Formeln der vorhergehenden Aufgabe
Geltung, wenn man dabei « durch das soeben berechnete ¢, ersetzt.
Selbstredend gelten sie bei dem Fall ¢ < ¢,, ohne etwas zu &ndern.

Die GroBe «, im ersten Fall hingt, wie aus der oben ange-
gebenen Gleichung erhellt, bei einem gegebenen Tréger von L ab,
d. h. sie ist eine Funktion von K allein.

Als Zahlenbeispiel diene ein Tréger mit demselben Querschnitt wie
im Beispiel § 52, 3. Wir setzen eine passend grofie Auflagerlinge a
voraus. Berechnet man nach Gln. (16), (14) fiir verschiedene Werte
von K die Werte ¢, und somit @, und p,, so erhilt man

K @, Po
kg/em? cm kg/cm®

10 4420 2,27.10—2 P

50 20,83 459

100 14,55 688 ,

500 6,60 15,60 ,

1000 4,65 17,75,

3000 2,66 36,70 |

5000 2,098 46,50 ,

10000 1,471 64,30 ,

Daraus geht hervor, daBl mit wachsendem K die wirksame Auf-
lagerlinge @, abnimmt, wihrend der Auflagerdruck p, an der Kante
zunimmt,

Da fiir K=o L =0 ist, erhdlt man

[ lim ¢; = lim Larctg?i;] =0

(35) 4 K=o =0l !
limp, = o0
lK:oopO

Man ersieht, dall bei einem verhaltnismiBig grofien Wert von K die
rechnungsméBige Wirkungslinge o, sehr klein wird, und ferner, daf
der Tréager dabei an der Auflagerkante einen konzentrierten Druck
ausiibt.

Bei der Flachenlagerung eines Tragers pflegt man durch geeignete
Vorkehrungen, etwa durch Lagerung des Trigers auf Blei oder son-
stigem geeigneten Auflagermaterial, eine elastisch nachgiebige Unter-
lage zu erzielen. Hierdurch sucht man einen kleineren Elastizitiits-
koeffizienten K, also eine gréBere Wirkungslinge a, der Auflager-
fliche zu bekommen.

tg J¢ nimmt, wie es aus der Untersuchung § 55, 1 erhellt, mit
zunehmendem ¢ vom kleinsten Wert an zu. Der Triger erleidet mit
einer Verlingerung der Auflagerstrecke eine vergréBierte Drehung an
den Auflagerkanten,
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Das oben Erwihnte gilt selbstverstindlich auch noch, wenn «
kleiner ist als «,. Der Auflagerdruck P, nimmt, wie es Fig. 101
erkennen 14Bt, dabei mit abnehmendem & rasch zu.

Zusammengefaft folgt: Bei dem auf einem Flichenlager auf-
ruhenden Triger hat das Auflagerende im Gegensatz zum einge-
spannten nur den Zweck, die Beanspruchung des Auflagermaterials
zu. ermafigen; je kleiner sie gewiihlt wird, desto groBer fillt die er-
forderliche Linge des Auflagerendes aus.

§ 58. Niherungsverfahren.

Dieselbe Aufgabe soll jetzt noch einmal auf einfachere Art be-
handelt werden.

Als Verdrehungswinkel und Querkriifte in den Auflagerkanten ¢
und D seien die Werte angenommen, die man iiblicherweise fiir den
in den Punkten C und D unsenkbar gestiitzten Balken berechnet.

Nimmt man fir DB
1 . . - BN e e
Y=g [(4,ef + Aye ) cos & 4 (Aye5 + A, e~ ) sin &)

an, so lassen sich, da die Querkraft @, und die Drehung J, im
Punkt D als gegeben angesehen werden kénnen, die Bedingungs-
gleichungen fiir die Konstanten 4, bis 4, gestalten wie folgt:

Im Koordinatenanfangspunkt D erhilt man

1
(I) Vg = oL (4, — 4, + 4; + A4]

. KL
I Q,= 4 (A, — 4, — 4, — 4,].
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Da ferner am Ende B M =0, ¢ = 0 sein mul}, ergibt sich
(ILI) [4,e* — d,e~*]sing — [dye* — A,e~“|cose = O
(IV) A, e* [cos ¢+ sin o] — A, e~ *[cos ¢—sin &) — A, e*[cos e—sin«]
— A e %[cos e -} sine] = 0.
Die Auflosung dieses Gleichungssystems liefert:

A4, = 2—12 _Lﬁo (—e~2¢-+ cos2e -+ sin2oc)ﬁi%(2+e“2“+cos2oc~sin2a)jl
4, = ! »L'9 2| cos 2 — sin2¢) — 26 (2+e** +cos 2¢-}-sin 2c)

2*;3—/—10(—6 - cos2e — sin2¢) — 5 e 2
4, = i ~Lz? (—e~2¢4 2 cos 2—sin 2¢) — —Q°(~6‘2“—’rcos2a—’rsin2a)]
4, = LA [Ll() (e?%— 2 -} cos 2t -} sin 2¢) — KQI(})( —cos2cc~}»sin2a)J ,

b

wobel A = Gin2¢ -+ sin 2¢
ist.

Man erhélt somit fiir die Endsenkung

L 4Q, . .
LY, Ginesineg — Kli) Cof & cos «

(37) V5= Gin2¢ - sin 2«
Die Bedingung fir y, =0 lautet dann
(38) Tgutge = ?{J?’%_ .

Sie entspricht der Bedingungsgleichung (16) des beiderseits einge-
mauerten Tragers.
Falls der Triger eine Einzellast P in der Mitte tragt, ergeben sich

" — P2
Yo
" 16EJ
— P
Qo - 2 B
also die Bedingungsgleichung fiir y5 =0
(39) Tgutge =8 (%}
L
Falls er gleichformig mit ¢ belastet ist, erhdlt man
9 — — 4P
b= 5im7
—ql
Q= L

2
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und die Bedingungsgleichung

2

L
(40) Tgotge =12 [7} .
Fir den Triager im Beispiel § 57 folgt, unter derselben Annahme
beziiglich I, K und L wie dort,

[ 44,65
600,00

Tgotgoe =8 ] = 0,04428.
Daraus findet man durch Probieren « = (0,221; somit ergibt sich die
wirksame Auﬂagerlange a = 0,221-44,66 = 9,42 cm.
Sie nimmt also einen etwas groBeren Wert an als die aus der
genaueren Formel [Gl. (16)] berechnete Linge a = 6,60 cm [s. S.189].
SchlieBllich hat man an der Kante D

( P {l” (Coj? ¢ — cos®) -+ 4L? (Cof? ¢ -} cos® cc)]

J Ip = amE Gin2e -+ sin 2¢
(41)
| 2,

_ KP [I*(Cof* ¢ — cos® ) |- 4L* (Cof* & 4- eos® cc)J
4L3 | Gin2¢ -+ sin2«¢

C. Der Triiger ist einseitig eingemauert.

§ 59. Allgemeine Gleichﬁngen.

Der Triger sei am Ende B mit einer Einzellast belastet.

Nimmt man fiir die elastischen Linien der Teile AC und OB be-
kannterweise die Gleichungen

1 - . .
y=3 (4,65 + A,e=%)cos & + 24, Gof & sin £]

y = B,2* + B,«* |- Bx B,

an, so gelten die ersten fiinf Bedingungsgleichungen des § 52.
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Die noch fehlenden zwei Gleichungen findet man aus der Er-
d*y
dz®

wigung, daBl am Ende B =0, @ = P sein muf}. Es ergibt sich:

(VI) 8B,e-+ B,=0
(VII) 6EJB,— — P.

Wenn der Trédger anstatt mit der Last P gleichformig mit
iiber die ganze Lénge belastet wire, hitte man, da nun

dzy qa®
a = 2ps T
und
d'y _ qx
i s B

sein muBte, an Stelle der letzten zwei Bedingungsgleichungen

2

, _ g
(VI') B,l+ B, — 7

, __ 9
(VII)  B,= — .

Die Auflésung des Gleichungssystems liefert:

4, = I??I% [L (Gine cos e —e~ sin o)1 {Sin e (cos ¢ — sine)f-e~*sine} |
2P . . . . .
4,= RLA [L (Gine cos ¢ —e”sin o) — I {Gin & (cos « - sin ¢)--e* sin o} ]
2P :
A= w75 [L Ginesine + 1 (Sin ¢ cos « -+ Cof esin )]
— 2P 2Pl
218 = 3z B = k1

P . .
B, = —K2—L—32 [L (Gin ¢ - sin &) + I (Sin 2« - sin 2¢)]

B, = j{;})‘j [L (Gin 2 — sin 2¢) | 21 (Bin® ¢ - sin® )],

wobei

A= Gin*a — sin’¢

ist.
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Es ergibt sich dann fiir AC bzw. fir OB

Y= K2LI‘ZA [L {Gin & Cof & cos (& — &) — sin e cos & Cof (¢ — &)}
—+ I {Gin e« cos ¢ cos £ Gin & +- sin « Cof & Cof & siné
(43) ~— Ginea Cof £sin (@ — &) — sin ¢ cos £ Sin (& — 5)}} ,
; 3
l Y= EIEZ |:2 (/1.52 - %) (Gin? ¢ — sin® &) + 21£(Sin 2¢ - sin 2¢)
4+ 2(4 + &)(8in® ¢ -+ sin” &) 4~ (Sin 2e — sin 205):' ,

worin 1 und & dieselbe Bedeutung wie in Gl (4) haben.
Setzt man in der Gleichung fiir CB & =1, so erhilt man fiir
die Endsenkung

P 42
(44) 9= KLA ’—(fﬂm o« — sin®e) - 24 (Gin2¢ -+ sin 2¢)

4+ 42 (&in’ ¢ -+ sin® &) 4 (Sin 2 — sin 205)} .
Fiir tgd¢ folgt der positive Ausdruck

22
KIL*[Gin® « — sin? ¢]

(45) tgdo = (Gin? @ -} sin? &) + 1 (Sin 2 + sin 2a)] .

§ 60. Sonderfille.

Es sei ¢ = . B, und B, nehmen die Form

2P
L 27

an. Somit erhidlt man fir CB
2P| — & o v
Vom= o | S A8 E (20 F a1

2P
Yo =gz 1 + 4

2P
(46) Po="F" [14-4]
2P

T sKLBﬁL62+6Lrﬂ
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Ist K= «, so ergeben sich

[ Yue=0
5]
(47) I Yen = 2 3
| Pl"‘
| Y57 3@

Die Gleichungen fiir B und fir die Durchbiegung am freien
Ende B sind genau dieselben, wie man sie unter der Annahme einer
unverdnderlichen Tangente. an der Auflagerkante erhilt.

Fiir unendlich groBes Triigheitsmoment des Trigers nimmt die
Gleichung fiur AC die Form

(a8) y= D[Pt sy

a

an. Diesem Fall entspricht also die Annahme einer gleichmifigen,
geradlinigen Druckverteilung iiber die Auflagerfliche 4C. Es er-
gibt sich

- Fig. 110.
P 2P[a+ 31]
Pyu= P
2P (2a - 31
(49)  Pe = ( o L
_ala+ 30
T 3@t 2

§ 61. Uber die Einspannung des Trigers.

Es ist ohne weiteres verstindlich, daB im vorliegenden Fall das
Biegungsmoment My an der Kante keine maBgebende Rolle in der
Frage der Einspannung spielt. Es bleibt konstant und ist gleich
— Pl

tg¥¢ ist positiv [vgl. Gl (45)], ninmt mit zunehmendem K ab
und verschwindet fiir K =
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Es berechnen sich

P
Yo= %174 [L (Gin 2« — sin 2e) + 21(Gin® ¢ + sin? )]

P :
Po=jig [L (Gin 2¢ — sin 2a) 4 21 (Gin® & +- sin® )]

(50) und ferner

h—?P@inusina[ tge — Tga ]

Ya=" KL*4 Tgetge -2t
_—2P©inocsina[ tge — Ega ]

Pa™ L4 L Tgatge T2y

Man erkennt, dafl die Kantensenkung yo fiir alle Werte von «
stets positiv ist. Die Endsenkung y, aber fillt, da der Ausdruck
tge—32g fiir die anfinglichen Werte von « positiv ist, negativ aus.

tgaTge
Bei zunehmendem K nehmen y¢ sowie y, ab. Die Kantenpressung p¢
aber wichst dabei, wihrend diejenige am KEnde abnimmt. Fiir den
Grenzfall erhdlt man

limp, = «
(51) e
)
lim = 0.
l K:pr

Zusammenfassend folgt, daB, je grofer der Elastizitdtskoeffizient
des Auflagermaterials ist, desto kleiner die Drehung des Trégers an
der Vorderkante der Auflagerung, und desto kleiner die Senkungen
des eingemauerten Tragerteils ausfallen, d. h, desto fester der Tréger
eingemauert ist. Die Druckwiderstinde lassen sich dabei auf ein
kleines Gebiet an der Vorderkante der Auflagerung konzentrieren.
Die Druckverteilungslinie nimmt also bei bedeutendem K wieder etwa
die in Fig. 103 dargestellte Form an.

Um den Einflu der Einmauerungstiefe e klarzulegen, nehmen wir
den in Fig. 111a skizzierten Triger an. Er hat eine freie Léinge von
300 cm und ist an seéinem Ende mit W belastet. Die Querschnitts-
abmessungen des Trigers und die Ziffer K seien dem Beispiel § 52, 3
entnommen. Es ist also

[ = 300 cm
L =44,65 cm P:%.
Man berechnet gemi#B Gln. (50), (45) fiir verschiedene Werte
von ¢ pe und tg 9o und trigt die Ergebnisse in Kurven auf [Fig. 111b].
Daraus erkennt man, da8 p, und tg ¢ mit wachsendem « abnehmen;
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beide nihern sich fiir « = o« ihrem Grenzwerte [vgl. GL (46)|. Mittels
einer VergroBBerung der Einmauerungslinge kann also die vollkommene
Einspannung des Tréigers nicht erreicht werden.

R L AN /77—

I |
% !
|
w
Fig. 111a.
44
47 Jop= Q038
S|y d-gu7H|
N N N
S N s
é&l &m\] (IR
1 1 n 1 1 ! & Q‘*w
g 92 05 70

Fig. 111b.

Schliefilich ergibt sich fir « =
lim = w0
(52) [ impo—
tlimpy = — .
Der Tréger ist also, im Gegensatz zu dem beiderseits einge-
mauerten, stets am Ende eingespannt, wie klein auch die Einmaue-
rungslinge sein mag. Das Auflagermaterial erfihrt aber bei ver-
héltnisméaflig kleinem a bedeutende Druckwiderstinde durch den
Triger. Eine solche Befestigungsart konnte also praktisch nicht

existieren.
Im folgenden sind Zahlenwerte fiir tge, Tg e« usw. angegeben:

o tg o i Tg o tgo Tg Ty
tg o
0 0 0 0 S
0,01 0,01000 0,01000 0,0001 : 1,0000
0,02 0,02000 0,02000 0,0004 i 1,0000
0,03 0,03001 0,02999 0,0009 ‘ 0,9993
0,04 0,04002 0,03998 0,0016 i 0,9990
0,05 0,05004 0,04996 0,0025 | 0,9984
0,06 0,06007 0,05993 0,003 \ 0,9977
0,07 0,07011 0,06989 0,004 | 0,9969
0,08 0,08022 0,07983 0,0064 | 0,9951
0,09 0,09024 0,08976 0,0081 0,9947
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Tg o
o tg o Ty« tg x Tgo tg
0,10 0,10033 0,09967 0,0100 0,9934
0,20 0,20271 0,19787 0,0400 0,9737
0,30 0,30933 0,29131 0,0901 0,9417
0,40 0,42279 0,37995 0,1606 0,8987
0,50 0,54630 0,46211 0,2525 . 0,8459
0,60 0,68414 0,53704 0,3674 0,7850
0,70 0,84229 0,60437 0,5091 | 0,7175
0,80 1,02964 0,66403 0,6837 | 0,6449+
0,90 1,26015 0,71629 0,9026 E 0,5684
1,00 1,55741 0,76159 1,1861 i 0,4890
1,10 1,96476 0,80050 1,5728 | 0,4074
1,20 2,57216 0,83365 2,1443 0,3241
1,30 3,60224 0,86172 3,1041 0,2392
1,40 5,79793 0,88535 5,1332 0,1527
1,50 14,10141 0,90515 12,7640 0,0642
tw | 0 0,91715 ® 0

§ 62. SchluBbemerkung.

Der Anwendungsbereich der im Abschnitt I behandelten allge-
meinen Theorie des elastisch gelagerten Stabes ist, ohne daB wir es
besonders angedeutet haben, auf diejenigen Stibe beschrinkt, deren
ElastizitdtsmaBl hoher ist als das der Unterlage, also auf solche,
welche bei jeder Belastung in die nachgiebige Unterlage eindringen.
Daher durfte bei unseren Untersuchungen der Unterschied zwischen
den Verschiebungen der neutralen Achse und denen der #uBersten
Stabfasern als unendlich klein vernachlissigh werden. Ist aber
das ElastizitditsmaB des Stabes, wie es bei dem beiderseits ein-
gemauerten Triger der Fall sein kann, entweder dem der Unterlage
ungefahr gleich oder ist es gar kleiner als das der Unterlage, so kann
diese Annahme nicht mehr zutreffend sein. Sehr viele Teile der
bisherigen Abhandlung wiirden also unter diesem Gesichtspunkt ihren
Wert verlieren.

In soichen Fillen ist es sehr wahrscheinlich, daf sich Triger
und Auflagerkdrper bei der elastischen Formiinderung entweder da-
durch aneinander anpassen, daf} sich beide gemeinsamn durchbiegen,
oder, falls das ElastizititsmaB des Auflagermaterials gegeniiber dem
des Trégers verhidltnismiBig groB ist, der Triger selbst der Quere
nach zusammengedriickt wird [vgl. § 18, 3]. Der Fundamentalbegriff
der Grofle K, also L, muB dabei eine Abiinderung erfahren. Die
Theorie im ganzen kann natiirlich bei weiterem Ausbau des Stoffes
in dieser Richtung als Grundlage genommen werden.



VII. Abschnitt.

EinfluB der Nachgiebigkeit des Baugrundes auf
die Berechnung des elastisch eingespannten
Gewdlbebogens und Rahmens.

§ 63. Allgemeines.

1. Vorbemerkungen. Die Standsicherheit eines in den Bau-
grundfugen elastisch eingespannten Gewolbebogens hingt bekanntlich
von der elastischen Beschaffenheit des Baugrundes ab. Biegt -sich
der Bogen infolge der duBleren Belastung, so tritt eine Drehung und
Senkung der Widerlager auf. Von diesen Bewegungen haben die
meist verschwindend kleinen elastischen Senkungen nur einen ge-
ringen EinfluB auf die Anderung der inneren Kriiftc des Bogens.
Die Drehung der Widerlager hingegen, die auch verhdltnismiBig
klein ist, darf mit Riicksicht auf die Beanspruchung des Bogens
nicht auller acht gelassen werden.

Durch die elastische Bewegung des Widerlagers kann eine Ver-
groBerung der Spannweite des Bogens eintreten. Besonders bei weit-
gespannten Bogen auf hohen Widerlagern kann sich ein bedeutender
EinfluB auf die innere Beanspruchung der Konstruktionen geltend
machen. Es wire moglich, dal ein Bogen lediglich durch die zu-
fallige Beweglichkeit des Widerlagers bis zur hochsten zulissigen
Grenze beansprucht wird, was Rissebildungen und andere, zweifellos
von einer Bewegung des Baugrundes herrithrende Beschédigungen
zur Geniige beweisen,

Im folgenden sei wie frither angenommen, dafl die Zusammen-
driickung des Baugrundes der Pressung proportional ist. Weil Zug-
krifte zwischen Baugrund und Sohle des Widerlagers nicht auf-
treten konnen, miissen die Bodenpressungen und daher die zu-
gehorigen Zusammendriickungen im Ergebnis der Rechnung positive
Werte annehmen; selbstredend ist es belanglos, wenn diese GriBen
in Zwischenrechnungen negativ werden.

2. Grundlegende elastische Gleichungen. Wir denken uns den
Gewolbebogen durch einen lotrechten Schnitt nn im Scheitel aus-

Hayashi, Theorie des Trigers. 14
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einandergeschnitten und bringen die daselbst wirkenden Fugenkrifte
als duBlere Krifte an [Fig. 112]. Jede Bogenhilfte soll als statisch
bestimmtes Hauptsystem betrachtet werden. Die Fugenkrifte konnen
durch ihre in ‘den Schwerpunkt des Querschnittes verlegten, wage-
rechten und lotrechten Komponenten X, X und durch das um die
Schwerachse des Querschnittes drehende Moment X, ersetzt werden;
diese Krifte und das Biegungsmoment sind natiirlich fir die rechte
Bogenhilfte als in entgegengesetztem Sinn wirkend anzunehmen.

i G A T

i
_ Ny
L—u-—-a'

Tig. 112.

Der Verdrehungswinkel f des Widerlagers berechnet sich
(1) ﬁ:ﬂanaﬂa _"Xbcgb_«’Xcch’

wobei
B, den Verdrehungswinkel des statisch bestimmten Haupt-

systems fir X =0,

B, denjenigen fiir X = — 1,
B, ” n X, = —1,
B, ” n X, =—1

bedeuten,
Zur Ermittlung der statisch nicht bestimmbaren Grofen X,

X, und X gelten die allgemeinen Elastizititsgleichungen
! La + 6a = 6ao - 6aa’Xa - 6baXb - 6caXc
Lb + 61) = 61;; — 6ab Xa - 6bb Xb - 61:ch
ch"{—(Sc:(SCO _6114: Xa __6bc’Xb~ 6cc'Xc‘
Hierin bedeuten
0,5 0,, 0, die Wege der Belastungen X , X,, X, des
statisch bestimmten Hauptsystems, gleichgiiltig, ob
diese eine Kraft oder ein Moment sind,

@)
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0., den EinfluB der Ursache X == —1 auf den Weg 4,
0 ” ” » ” X =—1 » ” n 0

ha a

3

b

L, die virtuelle Arbeit, die man erhdlt, wenn man die
von der Ursache X == — 1 herriihrenden Auflager-
widerstinde des statisch bestimmten Hauptsystems
mit den Projektionen der wirklichen Verriickungen
ihrer Angriffspunkte multipliziert, usw.

§ 64. Der Bogen ist symmetrisch belastet.

Um den Gang der Berechnung anschaulicher darzustellen, moge
der Fall, daB der Bogen symmetrisch belastet ist, zuerst behandelt

1. Ableitung der Formeln. Bei der herrschenden vlligen Sym-
metrie verschwindet die lotrechte Kraft X . Es geniigt daher, die
Untersuchung des Systems nur auf die Hilfte des Bauwerkes aus-

Man hat fiir jede Bogenhilfte die zwei Gleichungen

rLa—{_éazaatha _Xbaba

a “aa

iLb+6b:5bu—X 8, — X, 0y,

aadb

14*
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Die Belastungszustinde X =0, X = —1 und X; = —1 sind in
Fig. 113 dargestellt. Die zwei Grofen L, und L, haben die Ausdriicke

Ly=—§ =—1[8, —X1p—X,B)]

Da die virtuellen Belastungszustdnde fiir den rechten Bogenteil
genau dieselben sind, bleiben die Groflen 6,,, J,,, 0,,, 0,y =3,
sowie L, , L, in den beiden Bogenhilften unverdndert. Was die
zwei Groflen d,, &, betrifft, die die wirklichen Verschiebungen des
betreffenden Punktes bzw. Schnittes bezeichnen, miissen sie in den
beiden Bogenhilften dieselben Werte, aber entgegengesetzte Vor-
zeichen ‘haben. Es ergibt sich daher

(4)

(3 ) rI’a:6410'_—)('atéotw'_'X'b(sba,
: lLb:(sbo_Xaaab—Xb(Sbb‘

Setzt man die Ausdriicke L, und L, aus Gl (4) ein, so erhilt
man mit Riicksicht auf g, =4 p,

{ [hﬁa+6aa:|Xa+[ﬁa+6ba]Xb__76ao+hﬂo
[ﬁa_'_ 6ab:| Xa+ [ﬂh + 6bb] Xb :6bo "l— ﬁo'

Daraus folgen die Determinantenbriiche:

X — [ﬁb + 6bb] I:(Sao + kﬁo]_ [ﬂa +6ab] [61)0 +ﬁo]
¢ [hﬂa+6ua][ﬁb +‘abb]—[ﬁa+dab:l2

X — [hﬂa—{_éaa} [6bo+ﬁo] - [ﬁa_l_ 6ab] [6ao+hﬂo]
’ [hﬁa—]‘—aaa][ﬂb_'_ébb]—[ﬂa+5ab]2 .

Bei starrem Baugrund, also fiir K = o, verschwinden alle g,
so daBl die Verschiebungen nur von der Forménderung des Bogens
herriihren. Es ergibt sich dann:

j X — 6a06bb — 6b06ba

(35)

(5)

6(1(1(s - ‘zlb

®) 4,0 N d,,0
| X — _bo aa ao _ab

O

2. Berechnung der HilfsgréBen. Um zu praktisch brauchbaren
Rechnungsmethoden zu gelangen, wollen wir in der Folge bei der
Berechnung der Forminderungen den unbedeutenden EinfluB der
Normalkrifte und der Querkrifte vernachlissigen. Diese Vereinfachung,
die auch bei manchen andern Aufgaben der Elastizititslehre iiblich
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ist, wird eine wesentliche Erleichterung bei der Untersuchung des

Systems bieten,
Die in den Formeln auftretenden Festwerte berechnen sich

dann

12M,, _12h 12
/30:37{%3 ﬂ“_bK'Lﬁ‘ ﬂb“bKu?’
M, M,ds fM M,ds

940 = ) BTy i

0

M M dx MbMods

90 = EJcosgp EJ
0
(7)1) I 7
s [MaMbdx (M, M, ds
T va T EJcosgp EJ
0
P M dx M ds

aa™" EJcoszp =) &7

M da th‘zds

% = EJ cos ¢

wobei unter ! die halbe in die Rechnung aufzunehmende Spannweite,
unter b die in Betracht gezogene Tiefe des Widerlagers und unter %
die Sohlenldnge desselben verstanden sind.

M, bezeichnet das von der Belastung herriihrende Biegungs-
moment, bezogen auf die Sohlenmitte des Widerlagers; bei gegebener
Belastung ist es eine bekannte GroBle. Unter M,, M, und M, ver-
steht man die virtuellen Momente in einem beliebigen Punkt der
Bogenachse.

Die Integrale in den Formeln konnen ohne Schwierigkeit be-
rechnet werden, sei es durch gewdhnliche Integration, sei es durch
mechanische Quadratur.

Die drei GroBen 6,,, d,, und ¢,,, welche den Faktor mit dem
Index Null in ihren Ausdriicken enthalten, beziehen sich auf die Lage
der dufleren Lasten P,, P, .... Alle iibrigen sind davon unabhingig;
es geniigt, sie nur einmal auszuwerten.

1) Fir g,, f. und g, siehe S. 107, GL. (16,).
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3. Zahlenbeispiel. Zur besseren Beleuchtung des Erérterten moge ein
Zahlenbeispiel durchgefiihrt werden.

Der in Fig. 114 dargestellte Eisenbetonbogen habe bei 19,2 m lichter
Weite einen Pfeil von 3,85 m. Die Gewdlbestiirke betrigt im Scheitel 85 cm,
an den Kampfern 70 cm. Die Eiseneinlage besteht oben und unten aus je
zehn Rundeisen 8 mm (f, = 0,503 cm?).

ST T el
/|
8
R SR
BN
=

= Y it
792m (Lie 7
%&\' L=986m i
T =7]38m
E&a-éi/ﬂ——[vgﬁw e

Fig. 114.

Fiir die statische Berechnung teilen wir .den halben Bogen in elf Teile
von ungefdhr 100 cm Linge. Die Mittelpunkte diessr Stiicke sind vom Kampfer
aus mit 1 bis 11 beziffert. lhre auf den Kimpfer bezogenen Koordinaten w,
y, die Bogenstirke d und das Trigheitsmoment J sind in der nachstehenden
Tabelle enthalten:

i | d
Punkt x y (fiir b = 100 cm)

m m m ' cm#
1 | 0313 | 0,300 | 0,700 | 295.10¢
2 | 1,085 | 0,985 | 0640 | 226 »
3 | 1,815 | 1,580 | 0,590 178 »
4 | 2465 | 2,100 | 0,580 129 »
5 | 8,555 | 2,550 | 0,490 102 »
6 | 4,485 | 2,910 | 0,440 74
7 | 54385 | 3,225 | 0,400 56
8 | 6,395 |'3475 | 0,380 48 »
9 | 7,375 | 3,650 | 0,360 41 »
10 | 8365 | 8,775 | 0,355 89 »
11 | 9,360 | 8,850 | 0,350 38 »

Als Belastung sollen Eigengewicht + Nutzlast tiber die ganze Spannweite
angenommen werden. Es seien die

stindigen Lasten:
Eisenbeton . . . . . . . .. . .. 0.0 .. 2400 kg/m?

Erdreich . . . . . .. . ... 0. 1650 kg/m?
80 em starke Pflasterdecke einschlieflich. Packlage 750 kg/m?,

Verkehrslast: 8360 kg/m®.

Im folgenden bezeichnen P, P, ... die Gewichte der Bogenstiicke samt
ihren Auflasten. Die Werte M,, M, und M, ergeben sich am zweckméiBigsten
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graphisch mit Hilfe von Seillinien: Die Ausdriicke in Integralform bestimmen
sich durch einfache Summierung.

‘ i.mi‘/m,z
lllllllllIllImlllllllllllllllllllllllllllllllllllmHllllllﬂllllllllll"llr

Punkt P M, M, M,
kg cmkg cmkg cmkg
1 8140 |13300-103 | 355,0 1
2 5580 (10750 » | 286.5 1
3 5050 8500 » | 2270 1
4 4550 6500 » 175,0 1
5 4100 | 4750 » 130,0 1
6 3500 3250 » 94,0 1
7 3050 2075 » 62,5 1
8 2700 1250 37,5 1
9 2270 | 610 » 20.0 1
10 2140 200 » 75 1
11 2020 0 0 1
M My MM, | MM, My M,
Punkt 7 7 l i J 7
1 4273.10-2 | 3,389.10-7| 1,202.10~*| 16,00-10° 451,0-10~2
2 3,635 4,425 1,268 » 13,63 » 4760 »
3 2,895 = 5,618 » | 1,275 » 10,34 » 4770 »
4 2,375 » 7,752 » | 1,358 » 8,82 508,8 »
5 1,658 » 9,804 1,275 » 6,05 » 466,0 »
6 1,194 » 13,510 » | 1,270 » 4,13 » 4390 »
7 0,697 ” 17,857 ” i 1,117 » 2,32 ” 370,0 »
8 0,293 20,838 » | 0,781 0,98 » 20,4 »
9 0,098 » 24,390 » i 0,4“8 » 0,30 » | 1487 »
10 0,014 » 25,641 » | 0192 » 0,04 » 51,3 »
11 0 26316 » | 0 0 ‘ 0
17,132.10-2 | 159,535-10~7 | 10,226-10—* | 63,11.10° | 3648,2-10~2

Das Produkt M; M, ist mit positivem Vorzeichen zu

Momente M; und M; den Stab in gleichem Sinne durchbiegen.
Es berechnet sich, wenn E = 140000 kg/em?® gewdhlt wird,

(Sab = él)a

. 63,11-102-100

ano =

B

_3643,2-10~2-100

bo —

E

E

10,226-10~*-100

=4510

=2,600-10—2

=173,00-10~%

versehen, wenn die
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_17,132-10—2-100

s = .10~
Opa= b 12,240-10
9 .10—7-
o 159,535-10 100 1,140-10-",

Somit ist fiir K=o nach Gl. (6)
X,= 37600 kg
X5 =—127500 emkg .

Der Horizontalschub X, greift also bei starrem Baugrund in einer Tiefe
— 12750

37600
zeigt, daB e von der Mitte des Scheitelquerschnittes nach unten gerechnet

werden muf.
W€
i
'
4//9:{/// €

Fig. 116.

von e= =—3,49 cm unter dem Bogenscheitel an. Das Minuszeichen

Wir gehen jetzt dazu iiber, den EinfluB der Variation der Baugrundziffer
zu untersuchen. Um der Unsicherheit bei der Wahl der richtigen Grofe der
Baugrundziffer zu entgehen, filhren wir die Berechnung mit verschiedenen
Baugrundziffern durch, zwischen welche die in der Praxis vorkommenden Werte
eingeschaltet werden konnen.

Die drei GroBen §,, 8, und f,, in denen die Ziffer K vorkommt, sind
zu erfechnen. Das Biegungsmoment M,, bestimmt sich graphisch zu

M,,=121050-10° cmkg.
Es ergibt sich, da b= 100 cm angenommen ist,

P _12M,, 12-21050-10° 0,0589
°=PKw  100-K-350° K

12k 12.600 _ 1,680-10-°

= R W~ 100K 3508 = K
12 12 _2,800-10—°
ﬂ”_bKus‘m()K.ssos— K )

Es sollen die fiinf Fille K =1, 10, 50, 100 und 1000 kg/em® berechnet
werden. Man. erhilt

K
s B b | B
© 0 0 0
1000 5,89-10—5 1,68.10—° 2,80-10—2
100 58,90 » 16,80 » 28,00 »
50 | 117,80 » 33,60 » 56,00 »
10 | 589,00 » 168,00 » 280,00 »
1 15890,00 » 1680,00 » | 2800,00 »
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und ferner

X

K X, X e= X
kg/cm3 kg cmkg cm )
) 37600 — 127500 — 3,49
1000 37500 - 126100 —3,36
100 37500 — 116000 — 3,10
50 37200 — 104800 — 2,81

10 36320 — 58400 - 1,61

1 35280 — 7800 —0,22

Fig. 117.

Die Stiitzlinie fiir K = o ist in Fig. 117 eingetragen. Sie fallt
fast genau mit der Bogenachse zusammen; in der Sohle des Wider-
lagers weicht sie von der Mitte um 22 ecm nach links ab. Ein
Zusammenfallen der Stiitzlinie mit der Bogenachse ist nur dann ge-
rechtfertigt, wenn tatsiichlich ein starrer Baugrund, z. B. Felsen, vor-
liegt, weil die Stiitzlinie, wie es aus dem Rechnungsergebnis hervor-
geht, bei abnehmendem K im Scheitel nur wenig steigt und gegen
die Kémpfer rasch nach innen'riickt. Sie weicht z. B. fiir K = 10 kg/cm?
im Scheitel um 1,61 cm von der Bogenachse und in den Kimpfern
um etwa 6 cm von derjenigen fiir K = o« ab.

Ferner kann man sich ohne weiteres iberzeugen, dall fiir eine
Anderung der Baugrundziffer zwischen den weiten Grenzen K — 1
und K ='100, die wohl auBer Felsboden alle fiir eine Griindung in
Frage kommenden Bodenarten einschlieBen, und selbst fiir K = o
die Abweichungen der Stutzlinie von der Bogenachse unwesentlich
sind; der Fehler, den man mit der Annahme starrer Einspannung
begeht, wiirde also nicht bedeutend sein.

Da die Baugrundziffer bei einem geeignet vorbereiteten Bau-
grund aller . Wahrscheinlichkeit nach nicht kleiner als 10 kg/em?
werden wird, kann man bei praktischer Berechnung diese fiir einen
sehr nachgiebigen Baugrund giiltige Anhahme immer zugrunde legen.
Unter dieser Annahme geht die Stiitzlinie bei vorliegendem Beispiel
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fast durch die Mitte der Baugrundfuge; das Bauwerk verhilt sich
dabei wie ein Bogen mit Gelenken in der Sohlenmitte des Widerlagers.

Es darf aber selbstverstdndlich hieraus nicht der SchluB ge-
zogen werden, daf die Giite des Baugrundes fiir die Standsicherheit
des Bauwerks -gleichgiiltig ist. Denn die Untersuchung setzt ja
eine vollige Unverschieblichkeit der Bausohle in wagerechter Richtung
voraus; bei schlechtem Baugrund. wiirde jedoch ohne Zweifel eine
seitliche Verschiebung- des Widerlagers auftreten; das ganze Bauwerk
wiirde also wie ein freiliegender Balken wirken.

§ 65. Der Bogen ist einseitig belastet.

1. Ableitung der Formeln. Es gelten fiir beide Hauptsysteme
die drei allgemeinen elastischen Gleichungen (2).

Fig. 118.

Die virtuellen Belastungszusténde X = — 1, X, = — 1 bleiben fiir
die beiden Bogenhiliten dieselben wie im vorigen Fall [vgl. Fig.113).
In Fig. 119 sind die Zustinde X = 0 und X = — 1 dargestellt. Das
rechte Hauptsystem ist der Bequemlichkeit halber hier als Umkehrung
des linken gezeichnet.

Linkes Hauptsysrem Rechres Hauprsysrem

Fig. 119.7)

) In der linksseitigen Figur fiir X,= —1 sind die Pfeile der Spannungs.
figur umzukehren.
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Die Ausdriicke L,, L, und L, lauten dann fiir beide Haupt-

‘systeme
[ La: — [hﬂo— ’Xahﬁa —_ »th,gb - Xchﬂc]

(8> { Lb:—‘[lﬁo ~Xuﬂa ;‘Ybﬂb _Xe/gc]
l Lc:i[fﬂoh—xafﬁa_beﬂb ‘_Xefﬂc]'
Das Minuszeichen in der Gleichung fiir L, bezieht sich auf das rechte

Hauptsystem. _
Mit Riicksicht auf 3 (d,,) = 0 und ¥ (4,,) = 0 lassen sich Gln. (2)
in der Form

{ 1 [ ] = E [6ao] ‘Xa 6aa ‘Yb 6ba
‘(91) { [ ] = 4\: [6bo] — 2 X (S 2 X, 61)1)
| (L] =3[9,,] —2X,4,

angeben. Fiihrt man die Ausdriicke fiir L, L, und L, aus Gl. (8)
ein, so ergibt sich, da X () =0,
- [h}: (180) —2 Xa hﬁa —2 thﬂb] = 3 [6ao] -2 Xa (Saa - 2Xb 6ba
(9‘2) U[E(ﬂo)— X F(t—2X Igb] :2[(>I'IUJ ! 2‘;Yaaab_gXbabb
l [f(lgol ". - Y f(ﬁ ”\] S [(Scu] — 2 ‘Yuauc’
‘wobei 8/, 8/ und f’ /3" bzw. die Werte von /5 , f, fiiv das linke

und das rechte Haupbsystem bezeichnen. Formt man die Gleichungen
‘weiter um, so erhdlt man mit Riicksicht auf h g, ==,

[ [kﬁa + aaa] Xa _}— 2 [/ga N ba] Xb = Z [6(10} + h: [ﬂo]
(93> 1 2 [ﬂa —,— (Sab]‘Xa _l_ 2 [ﬂb : 0 bb] X : [61)0] ’l“ : [ﬂoJ '
1 (18— B.))+26,1X, =23[0,] + B~ 8,1
Die Auflésung liefert
v — [But95][3(05,) -1 3 (B)] — [Ba 4 0,1 [Z(9,) + ()]

e 2[(ng, + aa) (y 19, [:) - (Ba + 043)%]
(2 By + 000l [X(9,,) + S (B)] — [By + 0,1 [Z(3,,) + 2= (B,)]
2 [(h/))a —f" aaa) (ﬂb + 61)1)) - ‘(ﬂa; + 6ab)2]
X — E (600) + f[/jo” - lﬂof]
¢ f[ﬂcll — ﬂc,] 19 (5”

und fir K=o

/)

(10} X, =

. 6 a 2 (61»0) — (Sab E(éaa‘,)
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Hierbei sind g/ und 8/’ bzw. durch den Ausdruck T

12
bKu?

B, und B/ sind aus der Formel (7) auszuwerten, in der M, 6 sich
auf die zugehorige wirkliche Belastung bezieht.

2. Zahlenbeispiel.

Wir wollen den im vorigen Paragraphen behandelten
Bogen noch einmal unter der Voraussetzung untersuchen, daB sich die Verkehrs-

last nur iiber die rechte Hiilfte des Bogens erstreckt.
Man erhdlt fiir das linke Hauptsystem folgende Tabelle:

bestimmt.

Punkt M M, M, M—_” M, M
kg cmkg cmkg J J
1 7790 11750-108 — 954,50 — 3804,00 | 0,309
2 5310 9400 » 882,50 — 3670,00° | 0,344
3 4760 7330 » — 804,50 — 38313,00 | 0,363
4 4240 5500 » — 721,50 — 3075,00 | 0,404
5 3770 3950 » — 630,50 — 2440,00 | 0,390
6 3160 2750 » — 587,50 — 1995,00 | 0,390
7 2710 1750 » — 442,50 — 1882,00 | 0,250
8 23850 1000 » — 346,50 — 722,00 | 0,230
9 1920 500 —24850 4 — 308,00 | 0,151
10 1780 170 » — 149,50 — 6520 | 0,057
11 1660 0 » — 50,00 -0 0,007
39450 | —20769,20 | 3,015
Punkt MM, M, M, M, M, M, M,
J J J
1 —1149.10~* — 3,236-104 14,14-102 398,5.10—2
2 —1120 » — 8,902 11,90 » 416,0 »
3 —1025 » — 4,518 9,35 » 4140 »
4 — 979 » — 5,600 » 7,46 » 4926,4 »
5 — 804 » — 6,185 » 5,03 » 387,0 »
6 — 684 » — 7,260 » 3,49 » 3715 »
7 — 494 » — 7,900 » 1,95 » 3125 »
8 — 271 » | — 7,228 » 0,78 » 2083 »
9 — 121 » | — 6,055 » 0,24 » 1220 »
10 - 20 » — 3,835 0,03 » 436 »
11 0 » — 1,315 » 0 » 0 »
| —e676 » | —5702 54,37 » | 3099,80 »
Man berechnet dann
5437-100
Sa0=="T39000 — 82
3099,80-10—2-100 e
Sho="Troo00 = 2212-10
8,0== — 20769,20-100 = — 14,825

140000
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_3,015-100

2 T .10-3
8o = "o 500" = 2155-10
— 6676104100 »
Saee="Tso000 — — — 476810
_ —57,029-10-%.100 e
Bpe = 140000 —— 4070-10

Ferner ergibt sich

,  —12f —12.1138 —3,184-10-¢
B T bKw®  100K-350% K '

M, , betrigt 19,00-10° cmkg. Somit folgt

, 12.19,00-10%  0,0532
°7 100K-350° = K

Fiir das rechte Hauptsystem konnen, da die P, P,... denen des vorigen
Falles gleich bleiben [vgl. S8.215], d,,, 05,, M, sowie f3, iibernommen werden.
Berechnet man

Punkt| 2, | %I
J

1 954,50 4300,0

-2 882,50 4200,0

3 804,50 3840,0

4 721,50 3634,0

5 630,50 2940,0

6 537,50 2360,0

7 442,50 1640,0

8 346,50 902,0

9 248,50 100,0

10 149,50 77,0
11 50,00 0

23993,0

so ergibt sich
23993,0-100 .
aca = -1—40’00—0— = 17,130 .

d.. bleibt dasselbe wie im linken Hauptsystem, wihrend J,,=0.s, 04c=20..
und f,, das in den Formeln mit 8,” bezeichnet wurde, dieselben Werte mit
entgegengesetzten Vorzeichen haben. Schliellich &ndern sich ebenfalls die im
vorigen Beispiel errechneten 06,,, 035, 0,5 =20s,, B, und B, fiir die beiden
Hauptsysteme nicht. N

Der besseren Ubersicht wegen mogen die Ergebnisse in Tabellenform
wiederholt werden:
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Fiir das linke Fiir das rechte | Totalsumme
Hauptsystem Hauptsystem und Differenz
Suo 3,882 4,510 S04o) = 8,392
950 2,212-10—2 2,600-10—2 2105, =4,812.10-2
00 —14,825 17,375 2d,,] = 2,550
00 = 0p4 - 73,00-10—*
Bao=0,4 —4,768-10—¢ | 4,768-10—*
Opc=0,p —4,070-10-¢ 4,070-10—¢
Saa 12,240-10-%
Opp 1,140-10-%
5ec 2,15510_3
0,1121
SR, =
2 gy 0.0582 g 00589 ,[ g K
e °TTK ° T K \ﬂ,,_ﬂ,_o,oom
(4" —pi ="
1,680-10—¢
ﬂfl K -
2,800-10—°
i ’ —
’ K
ZB]=0
8 =" 3,184.10—¢ w__3,184-10-6 [ & 6 e
¢ c*"_K—‘ ﬂc —_ K— {ﬂ”_ﬁ’:ﬁ%_s‘lo
l c c K

Mit diesen Zahlenwerten erfolgt die Berechnung der Unbekannten nach
Die Rechnungsergebnisse fiir die im vorigen Fall an-
genommenen Werte von K sind in folgenden Tabellen zusammengestellt:

Gln. (10) und (11).

K ) (ﬂo) ﬂu” - ﬂo’ ﬁa” - ﬂc’
o 0 0 0
1000 0,1121-10- |  0,57-10—5 6,368-10-9
100 1121 » | 57 » 63.68
50 2242 » 114 » 127.36  »
10 | 1121 570 » 6363  »
1 | 1121 » 5700 » 63650  »
X, X, X, .0
K X,
kg cmkg kg |" em
® 35060 — 136100 592,0 ! — 3,89
1000 | 35000 — 132500 5920 — 3,78
100 | 35000 — 131800 597.0 — 374
50 | 34800 — 120100 602.0 —38.45
10| 34300 — 93120 636.0 — 272
1] 3352 — 58500 782.0 —1.75
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Die Stiitzlinien fiir K=100, 1000 und « sind in Fig. 120 eingetragen.
Daraus erkennt man folgendes: Die bei der dlteren Gewilbetheorie iibliche An-
nahme, daB bei einseitiger Belastung die Drucklinie auf der belasteten Kdmpfer-
seite durch den unteren Kernpunkt, auf der unbelasteten Seite durch den
oberen geht, ist bei der Annahme K = oo annihernd gerechtfertigt.

Ferner bemerkt man, da8 die Drucklinien fiir die angenommenen Werte
der Baugrundziffer, im Gegensatz zur symmetrischen: Belastung, rasch voneinander
abweichen. Bei einseitiger Belastung, insbesondere wenn es sich um Bogen
mit verhdltnisméBig hohen Widerlagern handelt, kann im allgemeinen die Ver-
dnderlichkeit der elastischen Beschaffenheit des Baugrundes einen bedeutenden
Einflu} auf die Drucklinien' ausiiben. Vor der Annahme einer vollstindigen
Einspannung der Baugrundfuge ohne Riicksicht auf die Nachgiebigkeit des
Baugrundes mufl gewarnt werden; die Korrektur der Drucklinie infolge der
Nachgiebigkeit des Baugrundes ist meist ziemlich betrichtlich, so daB sich bei
derartigen Bauwerken die Drucklinien fiir gewohnliche Werte von K wesent-
lich von denen fiir vollstindig starren Baugrund unterscheiden.

Auf die Untersuchung des Bogens fiir weitere Belastungsfille kann hier
verzichtet werden. In Anbetracht der unvermeidlichen Unsicherheit der sonstigen
RechnungsgriBen, besonders des Wertes K, ist es wertlos, die kleinen Ver-
schiebungen der Stiitzlinien, die etwa bei anderer Stellung der Verkehrslast
noch entstehen, besonders zu verfolgen.

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, da8 die Annahme starrer
Einspannung des Widerlagers unzutreffende Resultate iiber die im Bogen
herrschenden Spannungen liefert. Die #ltere Gewolbetheorie ergibt fiir Bogen
mit hohen Widerlagern zu kleine Gewdlbestiirken. Beriicksichtigt man dagegen
die Nachgiebigkeit des Baugrundes, so erhilt man praktisch durchaus sich
bewdhrende Abmessungen.

§ 66. EinfluBl einer lotrechten Verschiebung des Widerlagers.

Die lotrechte Verschiebung y, in der Sohlenmitte des Wider-
lagers hat den Ausdruck

ymzyo_Xaya“—beb—chw

der wegen y, =0, y, =0

(12) Ym =Y, — X, ¥,
wird.
e q
J
S
NG |
772 e P
Ym=Yo~ c%/ r

Fig. 121.
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Die drei y,, entsprechenden GréBen L, L, und L, nehmen die
Werte:
(13) L,=0 L,=0
Lc ==x (yo - chc)

an, wobei sich das Minuszeichen der letzten Gleichung auf das rechte
Hauptsystem bezieht.

Diese Ausdriicke fiir L sind in Gln. (9,) einzusetzen. Nur die Glei-
chung fir X, erfibrt dabei eine Anderung. Sie formt sich uwm zu

2[fB” 4y + 96, + X, =20, — B, — BT~ v, —v,"]-
Daraus erhilt man:

x _ 20+ I8 — B+ [0 — ]
¢ 2[fB.” + vy, + 9. '

Bei symmetrischer Belastung werden alle Glieder, im  Zihler
gleich Null; damit verschwindet auch X, .

Bei einseitiger Belastung, z. B. fiir den soeben behandelten Fall,
erhdlt man:

(14)

, 1 1 _2,857.107°
Yo “pKu 100K350 K
, _S[Pl+G _ 39450 4-15730 1,576
Yo~ P Kwu ~ 100K350 K
o S[P]4 G _ 43100 4-15730 _ 1,680
Yo = U Ku 100 K 350 Iy
, ., 1,680 —1576 0,104
Y, Yo = K - K
und ferner
K yo” - Z/D’ yc” Xc
kg/cm? cm cm kg
o 0 J 0 592,00
1000 0,104-10~3 92,857.10—5 | 59250
100 1.04 5 9857 597,50
50 208 » 5714 602,50
10| 104 9857 » | 637.00
1| 1040 9857.0 787,00

Man bemerkt, daB X, infolge der unsymmetrischen lotrechten
Belastung auf den Verlauf der Drucklinie gar keinen merklichen Ein-
fluB austibt.

Hayashi, Theorie des Trigers. 15
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§ 67. Der eingespannte, biegungsfeste Rahmen.

Wie die vorstehenden Untersuchungen zeigen, gestattet die Theorie
der statisch unbestimmten Bauwerke in verhiltnismiBig einfacher
Weise die Einfilhrung der Nachgiebigkeit des Baugrundes in die
Berechnung.

Es sei im folgenden noch auf den im Erdreich eingespannten,
biegungsfesten Rahmen hingewiesen. Die Aufgabe bildet einen be-
sonderen Fall des soeben besprochenen Bogens. Wir beschrinken
uns daher auf die Angabe der HilfsgroBen, deren man sich bei der
Aufstellung der Elastizititsgleichungen bedienen kann.

Als &dufiere Kraft sei die sich iiber den ganzen Riegel er-
streckende gleichformige Belastung angenommen [Fig. 122].

A
o WA

Fig. 122.

Denkt man sich den Rahmen in der Mitte des Riegels durch-
schnitten, so hat man analog dem vorigen Fall fiir die so gewonnenen
zwei Hauptsysteme die drei virtuellen Belastungszustinde X = 0,
X,= —1.und X, = —1 zu betrachten. Sie sind in Fig. 122 ver-
anschaulicht.

Die HilfsgréBlen berechnen sich ohne weiteres:



(18)

§ 67. Der eingespannte, biegungsfeste Rahmen.

12M,, 12q[f—12] 6ql[2f—1]

fo= Ku® Ku? o Ku®
125 12
ﬁa:ﬁ ﬁbm ud

r
5 — M Mdx MA
@0 ) EJcosp
0

2 21,2
f[h ql _ql%n
4RJ,
f
M, M d 2
0pp = M, M,dz _ g1 [lb__}_ l]
EJcosep 2HELJ, ' 3J,
0
P
MaMbdx h?
6ab:6ba__
EJcos<p 2EJ,
A
s Mp2dx B
aa™" EJcoscp 3EJ,
f
Mz2dx 172 l
S TSI
b EJcosgo E J1+J‘,
4

s M?dx
s EJcos <p
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Bei starker Exzentrizitit des Sohlendruckes ergibt eine erste

Rechnung oft Zugspannungen an der Fundamentsoble, die der Natur
der Auflagerung nach ausgeschlossen sind. Man hat alsdann die
Rechnung zu wiederholen und dabei als neue Achse die Mittellinie

des gedriickten Teils der Fundamentsohle einzufiihren.

Durch fort-

gesetzte Wiederholung erreicht man, dafl die eingefithrte Achse mit

derjenigen der unter Spannung stehenden Fliche zusammenfillt,



VIII. Abschnitt.

Uber die Berechnung von Bohlwinden sowie
dbnlichen Bauteilen.

§ 68. Einleitende Vorbemerkungen.

1, Allgemeines., Bevor wir auf die allgemeinen Gleichungen ein-
gehen, wollen wir uns erst mit dem unsichersten Teile der Rechnung,
dem Erdwiderstand, etwas niher beschiftigen.

Wenn ein Pfosten oder eine Strebe, welche gegen einen Erd-
korper gestiitzt ist, durch irgend eine andere Ursache eine elastische
Forminderung erfahrt, wird sie sich so lange bewegen, bis sich das
Gleichgewicht durch Vermehrung oder zeitweilige Verminderung des auf
die deformierte Fliche wirkenden Erddruckes wiederhergestellt hat.

Fig. 123.

Denkt man sich den einfachen Fall einer lediglich im Boden
eingerammten Wand 4B [Fig. 123], so wirkt ein natiirlicher Erd-
druck auf das im Boden steckende Ende CB. Wird nun eine wage-
rechte Kraft P am freien Ende der Wand angebracht, so verbiegt
sie sich, indem sie sich um irgendeinen Punkt D im Boden dreht.
An diesem Punkte bleibt der Erddruck, da ja keine Verschiebung
der Wand eintritt, unverdndert. Oberhalb des Punktes mufl sich der
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Erddruck links erhthen, rechts zeitweilig verringern. = Ahnlich wird
er unterhalb des Punktes links zeitweilig vermindert, rechts vergroBert.
Wir haben es dabei mit -dem sogenannten passiven Erddruck zu
tun. Seine Verteilungslinie nimmt etwa die in Fig. 123 dargestellte
Form an.

Im Tiefbau beriicksichtigt man gewohnlich den passiven Erd-
druck nicht, oder rechnet man wenigstens nicht mit ihm, weil zu
befiirchten ist, daf er erst dann zur Wirkung kommt, wenn an dem
Bauwerke Forménderungen eingetreten sind, die den Bestand der
Konstruktion gefdbrden konnten. Bei Anlagen, besonders bei
solchen mit geringen Dimensionen, wie sie im Eisenbetonbau vor-
kommen, kann man héiufig die Beobachtung machen, daB sie bei
Formanderungen infolge Belastung oder auch nur Temperaturande-
rung neue Verbiegungen erleiden,. die durch den. betrichtlichen Erd-
widerstand entstehen. In den meisten Fillen gewinnt das Bauwerk
durch diesen Widerstand eine vergréBerte Standsicherheit. Ohne es
zu wissen, verdankt man in der Tat seinem Auftreten in der Natur,
daB nicht unzéhlige Widerlager, Streben sowie Gewdlbe eingestiirzt sind.

2. Uber die GrioBe des Erddruckes. Es sei kohasionslose Erde
mit wagerechter. Oberfliche vorausgesetzt [Fig. 124]. Fiir den so-
genannten aktiven und passiven Erddruck p, und p, auf ein lot-
rechtes Flidchenelement in der Tiefe x gelten die bekannten Ran-
kineschen Formeln:

Fig. 124.

1 — sin
Pp=rx .
1+ sin ¢
_li-sing
P II T Sing

wobei y das Raumgewicht der Erde, ¢ den Reibungswinkel von Erde
auf Erde bezeichnen. Daraus ergibt sich

4s1n<p

1 .
(1) L S e
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Dies ist der hochste wagerechte Uberdruck, den der Erdkorper in
der Tiefe x zu erleiden vermag, ohne dafl das Flichenelement seine
Lage #ndert. In Fig. 125 ist die (p, — p,)-Linie als die Grenzlinie des
hichstens zulissigen Erdwiderstandes bezeichnet.

Grepziinie des hochsiens
2uldssigen Lrawiderstandes

77

i

Fig. 125.

Ist beispielsweise ¢ — 30°, so erhdlt man

05 1 1,5

= —_— e — — ___:3
b, 7901’5 g 7* b, 7930’5 v

4-0,5
Pe = Py = 7% 58 = 2,668 yx

und daher
Po — D1 _ 2,668y ~ 8.
py Frx
Also ist der grﬁBte‘Druck, den ein lotrechtes Fldchenelement in der
Tiefe « erleiden kann, ungefihr 8mal so grof wie die dort herrschende
Aktivkraft.

Bei dem sogenannten gewachsenen Boden, der auch Zug-
spannungen, allerdings nur kleine, aufzunehmen vermag, ist der aktive
Erddruck sowie die Widerstandsfihigkeit gegen Druck keineswegs
allein auf die innere Reibung zuriickzufiihren, die in der Theorie des
Erddruckes bei kohisionsloser Erde der einzige malgebende Faktor
ist. In solchem Fall kann sich das Verhéltnis (p, — p,)[p, in Wirk-
lichkeit bis zu 10-—12 steigern. :

3. Annahme hinsichtlich der Druckverteilung., Das Gesetz,
nach welchem sich der passive Erddruck jn einem gegebenen Fall
iiber die Wand verteilt, sowie seine Beziechungen zur Forméinderung
derselben lassen sich natiirlich in genauer Weise kaum feststellen.
Daher ist man auf Hypothesen angewiesen, welche insofern zur teil-
weisen Losung des Problems beitragen konnen, als es mit ihrer Hilfe
moglich ist, einen Anhaltspunkt iiber die Grenzwerte des Erdwider-
standes zu gewinnen. Die Schwierigkeit liegt aber darin, daf da-
bei nicht nur fiir die innere Reibung des Erdkérpers, sondern auch
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fiir die eingetretene oder noch eintretende Zusammendriickung des-
selben Annahmen zugrunde gelegt werden miissen.

Es handle sich um die elastische Zuéammendrﬁckung des
Erdkorpers, die das Erdreich im allgemeinen Sinn des Wortes
noch in der Querrichtung auszuhalten vermag. Der Zusammen-
driickung entsprechend erhilt das Erdteilchen an einer bestimmten
Stelle Z (Fig. 123) einen gewissen Druck von der Wand, und zwar
so lange, bis der Druck den an jenem Punkt hochstens zuléssigen
Wert erreicht. Bei weiterer Zusammendriickung geht das Gleich-
gewicht dort verloren, und das Erdteilchen wird nach der Seite ver-
dréngt. Dieses Seitwirtsdringen mag in der Weise vor sich gehen,
daB in einer Fliche Zm der Reibungswinkel der Erde iiberschritten
wird, und nun die oberhalb dieser Fliche befindliche Bodenmasse
seitlich gedrdngt wird.

Was die GroBe des elastischen Erdwiderstandes betrifft, den die
Wand erfihrt, wird. man verschiedener Ansicht sein konnen. Eins
ist aber jedenfalls ganz ohne Frage, daf er n&mlich in einer be-
stimmten Tiefe mindestens gleich dem dort herrschenden, natiirlichen
Erddruck, und sehr wahrscheinlich noch erheblich gréBer, sein mub.
Inwieweit er sich dem sogenannten passiven Erddruck nihert oder
vielleicht noch dariiber hinausgeht, wollen wir dahingestellt sein
lassen. Immerhin steht fest, daB, sofern an einer Stelle kein
Gleiten der Erdteilchen stattfindet, der Widerstand stets zwischen
den beiden Grenzwerten, dem aktiven und dem passiven Erddruck,
liegen mubB.

Ferner ist es auch sehr wahrscheinlich, daB der Erdwiderstand
an einem Punkte der Wand um o groBer sein muB, je groBer die
Verschiebung ist, die dieser Punkt infolge der Formanderung er-
fihrt. Uberdies muB sich der Widerstand, der einer bestimmten
Verschiebung der Wand entspricht, bei gleichen Bodenverhiltnissen
mit der Tiefe des Punktes veréindern.

Nimmt man an, daB die Wandfliche nur normalen Widerstand
aufzunehmen vermag, so moge fiir ein Erdteilchen, das nur elastische
Zusammendriickung erleidet, in der Tiefe x zwischen dem Wider-
stand p und seiner Verschiebung y die Beziehung

(2) p=Ky

bestehen, wenn unter K eine Konstante fiir die betreffende Tiefe ver-
standen wird.

Handelt es sich um eine schiefe Wand, so. hat man noch mit
dem Reibungswiderstand zwischen Wand und Boden zu rechnen,
der unter Umstéinden auf die Grolle des Erdwiderstandes einen
starken EinfluBl ausiibt.
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Es ist jetzt schon die Moglichkeit vorhanden, die Frage nach
dem Erdwiderstand mittels Formeln genau zu beantworten. Da aber
schon die Berechnung des aktiven Erddruckes eine vielfach statisch
unbestimmte Aufgabe ist, deren Losung nur ndherungsweise durch-
gefiihrt werden kann, so hat man im ersten Augenblick den Ein-
druck, daBl eine Beriicksichtigung des ‘passiven Erdwiderstandes das
unsichere Resultat des- vorliegenden Problems noch steigern miiBte;
indem wir durch Einfiihrung weiterer Annahmen auch neue Fehler-
quellen erschliefen.

Man wird vielleicht zu einem anderen Urteil gelangen, wenn
man in Betracht zieht, daB der aktive Erddruck, von der inneren
Reibung des Erdkoérpers in hohem Mafle beeinflult, verschiedene
Werte aufweisen kann. Infolge der stets in gewissem Grade im
Erdreich vorhandenen, in der Rechnung nicht beriicksichtigten Kohi-
sion ist er, wie die Erfahrung lehrt, sehr oft sogar gleich Null. Der
passive Erddruck, besser der Erdwiderstand, hingegen tritt, weil er
nur durch &uBere Ursachen hervorgerufen wird, stets auf. Da er
auBlerdem vorwiegend von der elastischen Beschaffenheit und nur in
geringem Mafle von der Kohésion des Bedens abhingig ist, mufl er
in einem gegebenen Fall einen festen, ziemlich genau bestimmbaren
Wert haben im Gegensatz zu dem aktiven. Wie schon oben be-
merkt, kann er unter Umstinden etwa 10mal so grof wie der
aktive sein.

Wir wollen selbstredend nicht behaupten, daB unsere Annahmen
genau die tatsdchlich auftretenden Widerstéinde ergeben. Aber
wenigstens sind wir der Meinung, daB ein Bauwerk, fiir dessen Halt-
barkeit der Erddruck maBgebend ist, beziiglich seiner Beanspruchung
einer scharfen Untersuchung zu unterwerfen ist, bei der der Erd-
widerstand in erster Linie, und zwar den gegebenen Darlegungen
entsprechend beriicksichtigt werden mub.

§ 69. Allgemeine Gleichungen. Erste Annahme.

Im folgenden beschrinken wir uns auf den einfaohen"Fa,ll, wenn
die Bohlwand am Ende mit einer Einzellast belastet ist. Ganz #hn-
lich kann man auch vorgeben, wenn die Wand anders verteilte
Lasten tragt.

Damit die Wand im ganzen eine gewisse Sicherheit gegen das
Umkippen hat, mufl der hervorgerufene Erddruck an jedem Punkt
der Wand gerade moch innerhalb seines. Grenzwertes bleiben.

Die Verschiebung eines Punktes der Wand wird, falls sie un-
verinderlich steif, um so gréBer sein, je weiter der Punkt vom
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Drehpunkte D entfernt ist. Hitte der Koeffizient K in der Be-
ziehung p — Ky fiir die ganze Tiefe denselben Wert, so wiirde der

*y

Fig. 126.

Erdwiderstand dementsprechend grofier werden. Da aber der héch-
stens zuldssige Erdwiderstand mit der Tiefe zunimmt, muB bei einem
gegebenen P, solange an dem Bauwerk Gleichgewicht herrscht, ein
solcher Punkt in irgendeiner Tiefe der Wand vorhanden sein, in
dem dieser Grenzwert gerade erreicht wird. In Fig. 126 wird er
in Ubereinstimmung mit der fritheren Bezeichnung wieder mit Z
bezeichnet.

Der Punkt Z ist ein Diskontinuititspunkt der Differential-
gleichung. Die beiden Teile der elastischen Linien 47 und ZB
miissen also gesondert betrachtet werden.

‘Wir nehmen zunachst an, dafl die Tiefe z des Punktes Z be-
kannt ist und verlegen die Koordinatenanfangspunkte fiir 4Z und
ZB bzw. in .das Ende 4 und in den Punkt Z.

Am Punkt 2z des Teiles 4Z ergibt sich das Biegungsmoment

M== — Pzx.

Mit Bezug auf § 3, (4) erhilt man dann die Gleichung

Py Px
da®  EJ’
die nach zweimaliger Integration
Px?
(31 yzg*E“j*l—A'lx—f—A&

gibt.
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Was den unteren Teil ZB betrifft, bleibt die Bestimmung des
Koeffizienten K der Erfahrung vorbehalten. Es mdége nun

K=K,
(4) also p= Kty

gesetzt werden. Hierin sind unter ¢ die Tiefe eines betrachteten
Punktes und unter K, eine Konstante fiir die ganze Tiefe der Wand
verstanden, womit wir also annehmen, daB der Erdwiderstand der
Tiefe proportional ist.

Die letzte Beziehung in Verbindung mit § 3, (5) liefert, wenn
wir darin =1, ¢g=0 und ¢=2z--2 setzen, die Differential-
gleichung fiir den Teil ZB

4
(5,) B ol =~ K[t aly.

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie § 9, (40).

Die Auflssung soll hier in der gleichen Weise wie damals durch-
gefithrt werden [vgl. § 9, 2].

Setzt man
5 /04
EJ z+x
(6) ‘/—Ifl“ =R T &,
so laBt sich obige Gleichung in der Form
dy
(52) det = &y

angeben. Die Verénderliche £ &ndert sich von { bis u, wenn z von 0
nach m —z wandert. Hierbei ist

(7 =5 p=g.

Mgn entwickelt die Funktion y in der Reihe
y=f(&) : .
)+ e+ ES I ) o g

[

Da am Ende B M =0, @ =0 sein muB, ergibt sich
" (#) =0
fm (lu) =0.

Bezeichnet man ferner die konstanten GroBen f(u) und f'(u)
mit B, und B,, so erhilt man:

(8) y=B, X, + B, X,,
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wenn unter X,, X, zwei unendliche Reihen verstanden werden; diese
lassen sich aus § 9, (47) ohne weiteres gestalten, wenn man darin
=1, = pu setzt.

Es sind also fiinf Unbekannte 4,, 4,, B,, B, und z zu be-
stimmen. Vier Bedingungen ergeben sich im Punkt Z [vgl. § 6, (28)].
Die fehlende Gleichung folgt aus der Bedingung, dal im Punkt Z
der Erdwiderstand p dem zugehdrigen Grenzwert gleich sein muf.
Sie lautet:

4ysin @
9) {GEJ_I_A x+A}¢=h+z—1~sin2q)'

§ 70. Allgemeine Gleichungen. Zweite Annahme.

1. Entwicklung der Gleichungen. Nimmt man an, daB K fiir
die ganze Tiefe der Wand konstant ist, so fihrt die Aufgabe im
groflen ganzen auf die schon behandelten; allerdings begeht man mit
‘dieser Annahme eine groBe Ungenauigkeit, die nur unter besonderen
Umstédnden zuldssig ist. Im Interesse der Vereinfachung der Rech-
nung aber kann die Untersuchung kaum entbehrt werden.

Mit Bezug auf § 4, 1 gilt jetzt fiir ZB die Gleichung

y=4%[(B¢ 4+ Bye *)cos& 4 (B¢ + B, e *)siné],
2

wihrend Gl (3,) fir AZ mit Riicksicht aufGEJ SR} in der
Form
(8,) R R RN

angegeben werden kann.
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Man hat es mit den sieben Unbekannten 4;, 4,, B, bis B,
und { zu tun, wenn

z
(10) . (=7
ist. Es bezeichne
% =1 nt+i=«
(11)
m
T = p—C=4.

Die vier Bedingungsgleichungen im Punkt Z lauten ohne
weiteres:

2 Po® 1
O 5 +4,=55[B,— B+ By +B]
2 Po?
M) 5p +aeltd =5 [BJ+B2]
4P
(I II) 33—134:—1?%
(IV) P= EL [B; — B, + B, + B,].

Die Grenzbedingungen Mp==0, Qp= 0 liefern
(V) [Byef —B,e#lcosff —[B,ef — Bye~Flsinf =0

(VD) [(By — By)ef + (B, + B,)e~f]cos §
— [(By+ B,)ef — (B, — B,) e~ Flsin f = 0.

SchlieBlich hat man im Punkt Z

o . dyzsing
p=Ky= 1 —sing
oder
8¢y Lsin ¢
VII ——
(VI1) B+ 5, [K1—sin?¢p]’

Die ersten sechs Gleichungen geben wir folgendermafBen tabel-
larisch wieder:
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4, | 4, B, B, B, B,
-1 ! —1 -1 —2Pa?
@®]1 | 0 T o - 1|2k
—! -1 —2Po?
M |«L| 1 5 - 0 0 —2be
4P
amiy o 0 0 0 1 _1 TAL“
: —4p
(IY) 0 0 1 1 -1 -1 | 2L
V) 0 0 ¢ sin B - e P sin B | —éfcosp e f cos B 0
. — P _eb _e B
ondl o 0 & [C.os s e’ [cosB| —e .[cos Bl—e ' [cos 8 o
+sinf] —sin f] —sin f] -+ sin ]

Daraus erhilt man

— 2P
( L= % (@irﬁz — sin?p) [ (@i — sin’fh) + c (Gin 2
- sin 2)+ Gin®p 4 sin*f]
P 4¢3 o i
4, = KL (G — sin’f) [—3& (Gin?f — sin?)+ 2¢*(Gin2p
+ 8in 26) + 4o (Sin?f - sin®f) 4 Gin 2 — sin 2 ﬂ]
B, = Pa 1 2 —(1 in 2
(12) Dy = KjL(@I&leU:STn—?W[ — 0 COB ﬁ ‘—( + 05) sin /3
— (1 — a)e2F]
— P« .
B2 == Tff(@inzﬁ ~ sm‘zﬁ’j [1 + ¢« cos 2 /3 + (1 — 06) Sin 2/3
‘ — (1 4+ a)ef]
P
B; = mﬁ;‘“ sin¥f] [e(e=2# —sin2—1)—2(1-+a)sin?p]
— P
B4 = 7{1‘1 (@1112/3 _ti Sin2ﬂ) [oc(e‘”” + 51n218_1) +2 (l—w)Sinzﬁ]

Die Gleichung fiir ZB lautet dann:

, ,
(13) y=—7 (@in2,8“- sinzg) L(e+-2sinp){eoss Gof(6—f)— Cafcos(E— )}

— 2 {sin B Gin & cos (¢ — B) + Sin fsin & Cof (£ — B)}].
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Die siebente Bedingungsgleichung formt sich um:

8{yLising P 4o . o in?
1—sing Gin®f — sin’f [? (&in*8 — sin?p)
4 208 <@in2ﬂ+sin2ﬂ— @;“/i;_s‘fﬁ)
(14) , .
T 2a{2(@in‘~’ﬂ 1 sin?h) — w}
1 {@in 28 — sin 2 — 2 (&M L+ sin*f) }] .

Diese Gleichung liefert die Moglichkeit, den Wert { fiir gegebene
@, 'u, n und K zu bestimmen.
Schlieflich ergibt sich

[ Ya=4,
15) | 2P«
| Yo= I [Gmp — snp] L

(e~2f — cos 28) — sin 26].

2. Zahlenbeispiel. Es sei

K =5 kg/em3 @ =230 54
J = 277,83 cm* 7 = 0,0016 kg/cm?
E = 140000 kg/cm? P=10kg.
HE— ———12
=7399-70“cn
ﬁ:mtyy"i N R
W - } - _l
! § s9mcmhg '
| 5 S
Re
I '0\;
ez o? E N
S N -
‘g § S
Y S
5§ =
————— :
l Momenten=
Jldche
) == W PR L -

8 377470 hgfem?®
Fig. 128.
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Die Zahlenrechnung liefert

L= ‘4/4~ 140000-277,83

s = 420 em
M=§—§—8= 143 n=2;—§= 0,90
- _Si;:% — 0,485
Sé;é?y : _Si';ffz = 8:»4205-0,0016 0,455 = 0,595

Mit diesen Zahlenwerten formt sich GL (14) in eine solche um, in der
nur { als Unbekannte vorkommt. Durch Probieren erhilt man (= 0,27 und
daher

2=10,27-420 = 113,3 ¢m.
Da
a=n-+(=0,9040,27=1,17
B=p—=1,43—-0,27=1,16,

berechnet sich

4, =—0,021-10~* B = 0,084-10-2

dy,= 13,990 » By= 8440 »
B,=—2130 »
B,=—4360 »

Man hat somit fiir AZ
x3
y=10—2 {mw— 0,021z 4- 13,990}
und fir ZB
y =10-2[(0,042¢f - 4,220 e—5) cos & — (1,065 5 - 2,180 e~$) sin &]
M =10"%[(4,700¢5 — 9,610 e—5) cos & - (0,185 ¢5 — 18,600 ¢—5) sin &].

Das Rechnungsergebnis ist in Fig. 128 aufgetragen. Daraus erkennt man:
Das Moment nimmt von 4 nach unten zu, erreicht in geringer Tiefe unter dem
Punkt Z seinen groBiten Wert und wird am Ende B wieder gleich Null.

3. Bemerkungen. Es war bisher stillschweigend vorausgesetzt,
daB auf der Strecke CZ kein Erdwiderstand in Wirkung tritt. In
Wirklichkeit aber muB die Wand, wenn sie infolge der Belastung
eine Forminderung erfihrt, auf ihrer ganzen Fliche Widerstand er-
leiden. Die Erwégung, aus der wir die allgemeinen Formeln abge-
leitet haben, bezieht sich auf den Gleichgewichtszustand, auf den die
Wand endlich kommen mufl. Von dem Zwischenzustand, der wihrend
der Forménderung herrscht, konnen also die Formeln nichts sagen,
denn die Grundlagen zur Berechnung des Druckes, den das Bauwerk
erleidet, bevor der schlieBliche Gleichgewichtszustand erreicht wird,
sind hier nicht festgestellt.
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CN Grenzlinie des
Adckslens Zv/assigen 7
Lramaerstandes

Fig. 129b.

Die GroBe des Erdwiderstandes im Zwischenzustand hingt in
der Hauptsache von der Last P ab. Sie muB jedoch je nach der
Geschwindigkeit, mit der sich die Wand gegen die Erde be-
wegt, verschiedene Werte ergeben. Die Geschwindigkeit zu einer
beliebigen Zeit ist im Punkt C gewohnlich am groBten, nimmt mit
der Tiefe ab, bis sie am jeweiligen Drehpunkt D gleich Null wird.
Zu Beginn der Forménderung ist es sehr wahrscheinlich, daf sich
die wirkliche Erdwiderstandslinie derart gestaltet, dall sie bei C die
Grenzlinie des hochstens zuldssigen Erdwiderstandes beriihrt und im
weiteren Verlauf durch den Drehpunkt geht [Fig. 129a]. Hierbei ist
vom aktiven Erddruck abgesehen, weil er, beiderseits der Wand
wirkend, stets gleich gro3 angenommen wird. Am Ende der Form-
anderung mul} die wirkliche Erdwiderstandslinie eine Form annehmen,
die- man, wie in Fig. 129b, durch eine passende Abrundung zwischen
der elastischen Linie der Wand und der Grenzlinie des héchstens zu-
lissigen Erdwiderstandes einzeichnen kann, und zwar derart, daf} sie
am oberen Ende die erstere und spiterhin die letztere beriihrt. Im
grofien ganzen muf sie die oben rechnerisch bestimmte Kurve [Fig. 128]
in abgerundeter Form darstellen.

§ 71. Uber die Einspannung der Wand.

Zunichst miissen wir uns iiber die Abhéngigkeit des Wertes ¢
von den iibrigen GroBen Klarheit verschaffen. GL (14), aus der sich
die Unbekannte { bestimmen 1d8t, ist leider transzendent und eignet
sich nicht fiir eine allgemeine Untersuchung.

) Wenn sin?f sowie sin2f bzw. gegen ©in’f sowie Gin28 ver-
nachléssigt werden darf, so kann man bei vorldufiger Berechnung
die Formel ziemlich vereinfachen. Dies kommt vor, wenn es sich
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-

um eine Wand mit verhiltnismédBig groBer Raumtiefe handelt. Da

Cof f

ferner Snp niherungsweise durch 1 ersetzt werden darf, gelangt
in

man zur Gleichung

\ sin @ P ( (2 « > < 1 ) . ;1
— g 1 — e+ 1)2 1.
(16) 1 — sin® (p 4y P 3 1)+ L (& >J
Daraus 148t sich ¢ = -+ { bei gegebenen ¢ und 7 unmlttelbar be-
stimmen. Fiir die Abwelchung y, erhilt man weiter

0 el e

Im folgenden wollen wir die allgemeine Gl. (14) hinsichtlich der
praktisch verwendbaren Ergebnisse diskutieren. Es sollen die Grofen
K, L und ¢ dem soeben behandelten Beispiel entnommen werden,
namlich: K = 5 kg/em?®, L = 420 cm, ¢ = 23° 54",

Die Gleichung lautet, da KL = 2100 ist,

0,523¢ — WF}—)—s_iﬁeﬂ [15;(@‘“ —
105 <@m 28 --sin2p — W)
, 1050( 2(&in®p - sin?p) — @Lﬁgosiﬁﬂ)
i 2100{@m 26 —sin2p — 2(@in‘zfz—(})— sin2p) N

a) Die Tiefe z des Punktes Z, also der Wert {, ist im Gegen-
satz zu den bisher behandelten Aufgaben eine Funktion der duBeren
Last P.

Pin kg 4
70+

P verdnderiich

|
|
78

by

R
6o0cm

I
1
—

[ AT, S R S S .
N

g . o
-§= 33— §

Hayashi, Theorie des Trigers. 16
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Es seien 2 und m dem Beispiel § 70, 2 entnommen; nur P sei
verinderlich. Stellt man die entsprechenden Werte P und { graphisch
dar (Fig. 130), so erkennt man, daB { fiir anfingliche Werte von P
zunimmt. Die Last P kann aber nicht ins unendliche wachsen. Sie
hat den Grenzwert P = 10,30 kg fir {=0,33. Von diesem Wert
von £ ab fillt die Kurve wieder und trifit die {-Achse im Punkt
{=1,43. .

Es gibt daher bei kleineren Werten von P als 10,30 kg zwei
verschiedene Gleichgewichtszustdnde. Dies liBt sich folgendermafBen
erkliren: Wenn P von Null aus zunimmt, ist ein unbedingtes
Gleichgewicht des Systems vorhanden. Erreicht aber P die Grenze
10,30 kg, so ist das Gleichgewicht gerade im Begriffe sich zu ver-
lieren. Belduft sich P etwas hoher als dieser Grenzwert, so gibt es
eigentlich keinen entsprechenden Wert von {; das ganze Bauwerk
stiirzt um. Der Kurvenast nn, zeigt, dal wihrend des Umstiirzens ein
gewisser, immer kleiner werdender Teil des jeweils angreifenden P
einem bestimmten, immer gréfer werdenden [ entspricht. Konnte
also die Last P sowie der Wert { zu irgendeinem Zeitpunkt gerade
ein durch die Kurve feststehendes Verhiltnis annehmen, so wiirde
das Bauwerk auf der Stelle wieder ins Gleichgewicht gebracht werden.

3
X
P-4y s
*7 L / ’ A j\"t\{%
| S
N 5
g5 N l%
2
t V]

ol dr gz g5 70 75
~qoze | i *5
F-g73 - i 1

207 i |
a5 743
o
NS
-70
8972 _

Fig. 131.

b) Es sei P =10 kg, m = 600 cm und die freistehende Lénge &,
also die GroBe #, lediglich verénderlich [Fig. 131]. Dem Wert 5 = 0
entspricht ¢ — 0,028. Bei wachsendem # nimmt { ebenfalls zu. Die
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GroBe 5 aber hat die Grenze 5 = 0,925, die dem Wert = 0,33
entspricht. Man erkennt also, dafBl, wenn 5 kleiner als dieser Grenz-
wert ist, zwei Gleichgewichtszustinde moglich sind. FEine &hnliche
Bemerkung wie unter a) gilt demnach auch hier. Bei negativem # gibt
es wieder zwei entsprechende Werte von {. Wenn die Last P = 10 kg
am unteren Ende B der Wand angreifen konnte, so wiirde 0,019 der
entsprechende Wert von { sein.

¢) Es sei nur die Einrammtiefe m, also die GroBe u verdnderlich,
wahrend alle sonstigen Grofien dem Beispiel § 70, 2 entnommen sind
[Fig. 132]. Man bemerkt, dal, wenn u kleiner ist als 1,416, es
keinen u entsprechenden Wert von ¢ gibt. Die Tiefe, bis zu welcher
die Wand mindestens in den Boden gerammt werden muB}, berechnet
sich also zu 1,416L = 1,416-420 = 595 cm.

#o
ar P-70 g
i I N
i S
R S
i B T
Q)
s EIR
= IARNINEN
75+ A
NOIR
7ot ’ S l &
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N
N
ar i 95 70
1 L L ! 1 ! 1 L "‘é
U ]
) '
§=9J3

Fig. 132.

§ 72. Bemerkungen.

SchlieBlich soll kurz auf die Berechnungsweise einer Bohlwand
mit Erdhinterfilllung hingewiesen werden. Als duBlere Kraft kommt
der aktive Erddruck auf das freistehende Stiick AC [vgl. Fig. 133]
in Betracht, der mit der Tiefe zunimmt.

Um die Gleichung der elastischen Linie fiir AZ aufzustellen,
setzen wir voraus, dafl sich das Gesetz fir die Zunahme des aktiven
Erddrucks als dulere Kraft auf der ganzen Linge AZ nicht dndere.
Die Gleichung nimmt dann ohne weiteres die Form
B,2?

ka® B,z
- — - B,z + B,

(18) Y=T3057 T 6 T3

an [vgl. FuBnote S.175].
16*
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s
Fig. 133.

Was den unteren Teil ZB anbelangt, darf die Zahl K fiir die
beiden Seiten der Wand nicht mehr gleich grol angenommen ‘werden;
gie mufl auf der hinterfiillten Seite im allgemeinen groBere Werte
besitzen. Die Teile ZD und DB sind also getrennt zu.untersuchen.

Die genaue Untersuchung der Aufgabe wiirde dullerst komplizierter
Natuar sein.



IX. Abschnitt.

Uber die Berechnung von Trockendocks.

§ 73. Vorbemerkungen.

Ein Trockendock oder eine Scinleuse, deren Seitenmauern mit
der Sohle in fester Verbindung stehen, bilden einen offenen Rahmen.
Bei der Untersuchung ihrer Standsicherheit liegt also, wenn sie in
zusammendriickbarem Boden eingebettet sind, eine statisch unbe-
stimmte Aufgabe vor. Die Verteilung des Bodendruckes gegen die
Sohle ist, selbst abgesehen von Zufilligkeiten der Bodenbeschaffen-
heit, an sich unbestimmt. Ferner konnen, da sich der Einfluf der
auf die Seitenwinde wirkenden #duBeren Krifte, die ihrerseits von
der Forminderung abhingen, auf die Sohle fortpflanzen muB, bei
einer scharfen Untersuchung des Bauwerkes keinesfalls gegebene
fuBere Krifte in Betracht gezogen werden, wie man sie bei den iib-
lichen Rechnungsverfahren annimmt.

Ein Dock auf elastischem Baugrund fiir alle mdoglichen Be-
lastungszustinde erschépfend zu untersuchen, wiirde an sich schon
eine umfangreiche Aufgabe bilden. Im folgenden versuchen wir
daher nur einen Beitrag zur Verwendung der im letzten Abschnitte
angefiihrten Darlegungen und dadurch zur Bestimmung der dulleren
Krafte zu geben, denen ein Dock infolge einer Belastungsinderung
ausgesetzt sein kann. Wir werden uns dabei auf den Fall be-
schrinken, wenn das Eigengewicht der Seitenmauern sich gleichmifig
itber die Endstrecke der Sohle verteilt.

Der Fall stellt sich ein, wenn ein volles Dock infolge eintreten-
der Ebbe entleert werden soll. Der Boden hinter den Seitenmauern
sei dabei vollig mit Wasser gesdttigt. Dann ist das Gewicht der
Seitenmauern um den Gewichtsverlust, der durch -das Eintauchen in
das Wasser entsteht, zu vermehren. In dem Mafe, wie das Fallen
des Spiegels sich fortsetzt, streben daher die Sohle und mit ihr die
Seitenmauern, sich zuriickzubiegen. Da nun aber der Boden nach-
gerutscht sein mufB, ist das Zuriickbiegen der Seitenmauern mehr
oder weniger verhindert. .

Ein Erddruck muf} also auler dem bereits vorhandenen aktiven
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entstehen, welcher die Mauern in ihrer Lage erhilt. Die Druck-
verteilungsfliche infolge der letztgenannten Belastung moge etwa eine
Form wie in der Fig. 134 annehmen.

Y 7
Je/feoma//z' % c é

2
VA

Fig. 134.

Wir setzen dabei voraus, daB die unvermeidliche Auflockerung
des Bodens, die bei jeder Anderung des Belastungszustandes infolge
geines Nachrutschens durch die Mauerbewegung hinter den Mauern
entstanden sein muB, mit der Zeit wiederhergestellt ist, so dal sich
die Mauern immer gegen einen dichten Boden stiitzen. Bei diesem
Zustand ist der wirkliche Erddruck hinter den Mauern mit grofler
Wahrscheinlichkeit als in seiner gréften Stiirke wirkend zu betrachten.

§ 74. Elastische Formiinderung der Sohle.

1. Aufstellung der Formeln. Denkt man sich die Seitenmauern
an ihren unteren Enden von der Sohle abgetrennt, so ist letztere
als ein elastisch gelagerter, gerader Stab anzusehen [Fig. 135]. Soll
an der Spannungsverteilung nichts gedndert werden, dann miissen
an jedem abgetrennten Schnitt die Kraft und das Moment angebracht
werden, welche vor der Entfernung der Seitenmauern dort gewirkt
haben. Die Lastverteilung ergibt sich also wie in Fig. 135.

Uberdies ruft der Erddruck, den die Seitenmauern infolge der
Forminderung erleiden, auf der Sohle eine Axijalkraft und ein aller-
dings unbedeutendes Biegungsmoment hervor. Ihr Einfluf auf die
elastische Forminderung ist so gering, daB er fast immer vernach-
lsssigt werden kann. Bei der Ermittlung der in der Sohle herrschen-
den Spannungen jedoch miissen diese Ursachen, besonders die Axial-
kraft, in Rechnung gestellt und die einzelnen Querschnitte auf exzen-
trischen Druck in der iblichen Weise untersucht werden.

Wihlt man das Ende 4 als Koordinatenanfangspunkt fiir den
Teil AC, so nimmt die. Gleichung der elastischen Linie mit Bezug
auf § 4, (22) die Form-
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(11) Yy =
oder 4
ml ["& - 62} &
(1,) y= 7 T§[<Al S44,e %)cosE 24, Cofésiné]

an, worin bekanntlich

(I) 4 —4,—24,=0

ist. g¢,, m und « sind in Fig. 135 ersichtlich.
Die Gleichung fiir den Teil CO sei

Y= 2—[(31 ¢+ Bycm4)cos & |- (Byed -1 Bye~%)sin €],

dann ergeben sich im Punkt O die vier ABedingungsgleichungen
[s. §6,(28)]
(IT) A e*cosc -+ A,e “cosc -+ 2.4, Cofesing — B, — B,
—2 ma
e — 4 —
‘ K [(-’" "3
(III) A, e“(cose — sine) — A, e *(cos « - sine)
—2mL
-+ 24,(Cof ¢ cos ¢+ Ginaesin¢)—B,+B,— B, — B, = —%m—
(IV) A e*sine— Ay,e “sineg — 24, Ginccose -+ B, — B, =0

(V) Ae*[cosa - sina] — 4,e=“[cos ¢ — sin ]
— 24, [Cofe cose — Ginesine| — B, + B, + B, + B, = 0.
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SchlieBlich, da in der Sohlenmitte Z—U =0, Q=0 sein mub,
x
erhdlt man

(VI) B,e°[coso — sino] — B,e~"[cos o + sin o]
~+ B,e?[cos 6 |- sing] + B,e~"[cos 6 — sing] =0

(VII) B e’[coso -+ sin6] — B,e~*[cos 6 — sino]
— Byev[coso-—sino] — B,e~?[cos 0 + sino] = 0,

wenn
S

=
Der besseren Ubersicht wegen stellen wir samtliche Gleichungen
tabellarisch zusammen:

4

A, [ A, 4, B, ‘ B, B, B,
< i
) 1 —1 —2 0 1 0 0 0 0
(IT) {ex coset| e—acos | 2Coforsine | —1 —1 0 0 —_g"qmi_ma]\
KL 2
‘ 2m L
(I1T) ev[coso|—e—afcos | 2[Epfoxcosar | —1 ! 1 —1 —1 — g
— sino] +sin ot]| 4 Gin a sin o] :
(AV) |exsinx|—e—asino|—2Sineccosee] 0 0 1 -1 0
V) flex[cosoc|— e~ [cos ot — 2 [Eof ot cos x| — 1 1 1 1 0
|+ sino] —sin «]| — Sin a sin «]
(VD) 0 0 1 0 es[cos o|— e—o [cos o|ev[coso | e—o[coso |0
— sin o] +sino]| +sino] — sin o]
(VIL) 0 0 0 es[coso | — e~o[cosales [cose | — e~ [cos o0
\+sino]|  —sino] —sine]|  --sina]

2. Zahlenbeispiel. Der Deutlichkeit halber soll der Rechnungsgang an
Hand eines Beispieles auseinandergesetzt werden. Es diene das Trockendock,
dessen Abmessungen in Fig. 76 (S. 154) angegeben sind als Beispiel. Die Bau-
grundziffer sei gleich dem dort angenommenen Wert. Wir wollen die Sohlen-
forménderung unter Mitwirkung der Seitenmauern feststellen.

Setzt man die gewonnenen Zahlenwerte der Hilfsgrofen in die Bedingungs-
gleichungen ein, so ergibt sich als Losung '

4, = 0555m—0,592-10-3¢, B, =—0,009 m- 0,060-10—3¢,
d,= 4,760m--8,790 , By= 1075 m+19,170 ,
4,=—2103m—4,691 , B, =—0,0118m— 0,094 ,

B,= 2291 m— 2200 ,

Mit diesen Werten lassen sich die Gleichungen fiir die Sohle durch g,
und-m ausdriicken.
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3. Beriicksichtigung von Einzellasten. Handelt es sich ledig-
lich um den Einfluf von ZEinzellasten auf der Strecke CD, so hat
man in Gl (1,) ¢, = 0 zu setzen; somit erhilt man

.«
LLC_Q“] 1

(2) y=—z" +§[(A16'§—J,—A26‘§)COS§—I— 24, Cof &sin &].

. Die Sohle trage eine Einzellast P in der Mitte. Alle oben ge-
wonnenen Bedingungsgleichungen finden hier Geltung mit Ausnahme
der siebenten.

Q:—, = P[2 liefert
(VII) B, e°[cos o +-sino] — B,e~*[cos 6 — sin o]
- 2P
— B,e’[cos 6 —sino| — B,e~" [cos 6 -} sino]| = KL

§ 75. Elastische Formiinderung der Seitenmauern.

1. Entwicklung der Gleichungen. In einem Dock ist die Sohle
nicht der einzige tragende Teil des Bauwerkes; so z. B. konnte sie
sich, wenn sie schlanke Abmessungen hat, oder der Baugrund ver-
hiltnisméBig tragfahig ist, unter Umstéinden gegen ihre Enden senken,
aber durch die Mitwirkung der Seitenmauern wiirde eine schiidliche
Abhebung in der mittleren Strecke verhindert werden.

Wir setzen voraus, daB der Punkt Z [Fig. 186], in dem der
Erdwiderstand den hochsten Wert erreicht, zunichst hekannt ist.

TR T
Wk'z K |l

L_Y_ . ____N uﬂi

Fig. 136.

Versteht man unter K, und J , die durchschnittlichen Werte
des spezifischen Widerstandes der Hinterfiillungserde bzw. des Trig-
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‘heitsmomentes der Seitenmauern und unter L, die aus § 3, (6) fiir
dieses K, und J, errechnete Grofe und setzt man & = x/L , so gilt
fiir die elastische Linie der Seitenmauer die Gleichung

1 . - .
Y = 5[(016;—]'— O,e=%)cos& - 2C, Gof &siné],

wenn der Punkt Z als Koordinatenanfang gewidhlt ist. Bekanntlich
hat man
@ C,—0,—2C,—0.

Wir setzen voraus, dafl am Ende A4 der Sohle die wagerechte
Verschiebung des Bauwerkes gleich Null ist. Es ergibt sich somit

I [C, e 4-Cye=<]cosC + 20, GofLsinl =0.
Da sich die Sohle und die Seitenmauern im Punkt 4 um den  gleichen
Winkel drehen miissen, folgt

m , 24 1
mr) oS
( 1) K —f_ L 2 Ll

[(C.ef — Cye~s + 20, Bofl)cosl
— (C,es+C,eF — 20, Ginl)sinl].
Das Biegungsmoment M, am untern Ende der Seitenmauer hat den
Ausdruck M4 = mJ,, welcher in die Gleichung
. 4mJ,
(Iv) C,éfsin — C,e ssinf — 2C, Gin{ cos{ = - m 1
/ i ) K, L*

iibergeht. Schliefllich liefert die Bedingung p == K, y, der der Punkt
Z unterliegt, die Gleichung

K, 4[h —z]ysing
V) > [C,+Col =g { Zentg
Die dritte Gleichung in Verbindung mit der vierten formt sich zu
(I11,) 2[C, e 5 (cos{ + sinl) -— Cye=<(cos{ — sin ()]
dmd, 2Lm 4L,
“ kLT K L
um.

Wir stellen die Gleichungen (I), (II), (IIL,) und (IV) tabellarisch

zusammen :

¢, Cs ‘ Cy m
1 1 —1 ‘ _2 0 0
an | e cos¢ | e Yeos ( 2 Gof ¢ sin & 0 0
(I11,) 0 2 e (cos £+ sin &) J —2e7%(cos ¢ —sin ) B EY
o . o 4J,
vy e sin ¢ — e "sin ¢ ‘ —28in{ cos ¢ Tk LE 0
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Da in der rechten Seite der Gl (III‘_,) das Glied —I A auch eine

Funktion von m ist, kénnen ¥ und D nicht ausdruckhoh gegeben
werden.
Die Auflésung der vier ersten Gleichungen liefert

49 J;
C, = - [KL [Coflsinl — e~ cos{]
4D J, }
0, =22l feonsing - orcond]
4D }
@ G A [1?11}1 Gof ¢ cos
D .
m_zémg
wobei
S J, 4 o i o
4= ILIZI—?J [Cof? {4 cos* ] — KILI,’-’__ %.ll_@m‘zgﬂ-mnE {]

ist.
Das Einsetzen dieser Ausdriicke in Gl (V) fiihrt zu

o [1 sin? tp

g [€ofsind 4 Sindeos .

2. Fortsetzung des Beispiels § 74, 2. Es sci

K, =20 kg'em? =260 y = 0,0016 kg/em?.
—>:200l<—

I

&

S

5 §

N

N

L
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Als Trigheitsmoment wdhlen wir das des mittleren Querschnittes der
Seitenwand. Es berechnet sich etwa zu

J, =2741000 ecm* [fiir 1 cm Breite].

Somit erhilt man

L = — = 526,34 cm
y = 3;2369”3546 = 2,051.
Ferner ergibt sich
IL'1 = ?}Z—%—Z% = 1,52

4,, 4,, 4, sind in § 74, 2 berechnet.
Der auf der rechten Seite der Gleichung (III,) stehende Ausdruck

_dmdy  2mLy AL 4 utet dann — 10,280 m 4-2,843-10- g,

KL K z

Es ist also

B = 10,280 D=2,843.10"2¢g,.
4 berechnet sich
A= 3,960 [Cof2 ¢+ cos® L]+ 8,301 [Gin2 ¢ — sin2{].
Gl. (4) liefert dann

0,6162 ¢, [€oj £ sin & + Gin £ cos £
8,960 [Coj2 ¢ + cos?£]+8,301 [Gin 27 —sin 27"

2,051 — ¢ =

War das Dock bis zur Hohe +9 m gefiillt, so ist bei vollig geleertem
Zustand ¢, = 0,9 kg/em? zu setzen. Man findet nach der letzten Gleichung durch
Probieren { = 2,048.

Es berechnet sich somit

0,= 0565.103
O:_; = —0,015 »
Oy= 0290 »

Die Gleichungen der' elastischen Linie sowie des Erdwiderstandes fiir Z4
lauten dann

y=10-3[0,283 ¢ cos & — 0,007 ¢~ < cos & +- 0,290 Eof & sin &]
p=2.10-2[0,283 ¢° cos £ — 0,007 e~ cos & -+ 0,290 Cof & sin £].
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Die Zahlenrechnung ergibt:

>x
cm

p= 20 Yy
i kg/em?

& Y

cm
0,0 0,0
0.2 105,0
0.4 210,0
0,6 3155
0,8 420,0
1.0 526,3
1.2 631,0
14 736,3
1,6 840,0
1.8 946,3
2.0 1050,0
2,048 | 1079,6

0,276
0,392
0,506
0,616
0,715
0,764
0,795
0,833
0,706
0,488
0,122
0

-10—3 | 0,552-10—2

” . 0,784 »
9 1,012 »
” 1,232 »
» 1,430
k) 1,528 »
” 1,590 »
» 1,666 »
» 1,412 »
” (),976 ”
” 0,244 »
0

Der Erddruck an der Nullachse der Sohle berechnet sich mach der be-

kannten Formel wie folgt:
der aktive Druck

p:yhl”sm"’

der passive Druck

R
3
N
§
§g.
g
N
s
2
/ g‘
%
/ ~
/

———— 4960 Ay /e

o

0,603 kg/em®,

4,960 kg/om?.

9552107 hgfem?
— be—

Fig. 138.

ST

Die obenstehende Figur zeigt die Pressungsverteilung auf die
Mauer; um sie anschaulicher zu machen, ist darin der Punkt Z
tiefer als berechnet angenommen worden.
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Die analytischen Folgerungen sowie die Rechnungsergebnisse,
zu denen wir bis jetzt gelangt sind, stimmen im groBlen ganzen mit
der Erfahrung iiberein, solange man von den der Rechnung zu-
grunde gelegten Voraussetzungen nicht allzusehr abweicht.

Man bemerkt, daBl die Forminderung sowie der dadurch ent-
stehende Erdwiderstand der Seitenmauer infolge der Ungleichférmig-
keit der Sohlendruckverteilung rechnerisch auBerordentlich klein ist.
Es ist natiirlich nicht zuldssig, daraus allgemeine Schliisse auf andere
Fille zu ziehen. Bei der obigen Berechnung wéhlten wir als will-
kiirliche Anfangslage, von der aus die elastischen Form#nderungen
gerechnet wurden, die Gleichgewichtslage der Seitenmauern bei vollem
Dock mit dem Wasserspiegel + 9 m. Die Durchbiegung der Sohle
eines leeren Docks kann jedoch durch ein Panzerschiff ziemlich stark
konkav aufwérts erfolgen, so daB auch die mit der Sohle in starrer
Verbindung stehenden Seitenmauern in gleichem Mafle eine verhélt-
nismiBig betridchtliche, nach innen gerichtete Drehung erleiden; sie
konnte sogar so groB ausfallen, dall das Gerippe des mittels Steifen
gegen Mauern gestiitzten Schiffskérpers beschidigt wird.

Hitte man z. B. die eben besprochene Gleichgewichtslage der
Seitenmauern als Anfangslage gewihlt, so wiirden die Forménderungen
der Seitenmauern, folglich der Erdwiderstand, der entsteht, wenn das
Schiff den Stapel verldfit, bedeutendere Werte ergeben.

3. SchluBbemerkung. Dieselbe Bemerkung, die wir in der
vorigen Aufgabe gemacht haben (S.239), ist auch hier am Platz.
Da der wirkliche Erddruck, den die Seitenmauer in einer beliebigen
Tiefe erfihrt, gleich dem Uberdruck vermehrt um den dortigen ak-
tiven Erddruck ist, muB die Erdwiderstandlinie zu Beginn der Dock-
entleerung derart sein, dal sie am oberen Ende die Grenzlinie des
passiven Erddrucks tangiert und unten in die des aktiven Erddrucks
iibergeht [Fig. 139a]. Am Ende der Forminderung hingegen ist es
sehr wahrscheinlich, daB sie die Form annimmt, welche man, wie

Zu Beginn Am Enae
der Formanderung der formdnderang
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etwa in Fig. 139b, durch geeignete Abrundung zwischen den beiden
Grenzlinien einzeichnen kann, und zwar in der Weise, daB sie an
dem oberen und unteren Ende diejenige des aktiven Erddrucks
beriihrt.

§ 76. Uber den Auftrieb von Docks.

Wird ein volles Dock entleert, so erleidet es seiner Gewichts-
verminderung entsprechend einen Auftrieb und bewegt sich als Ge-
samtkorper nach oben. Gleichzeitig erzeugt der Erdwiderstand an
der Hinterseite der Mauern widerstehende Reibungskréifte. Der Auf-
trieb erreicht in manchen Fillen einen betrachtlichen Wert; ohne
die Reibungskraft wiirden manche Docks nach der Entleerung iiber
die Erdoberfliche hinausragen. Das Dock verdankt also seine Stand-
sicherheit zum groflen Teil der Wirkung des Erdwiderstandes.

Der letztere riihrt von der elastischen Forménderung des Docks
her. Der aktive Erddruck, den der Boden im zwanglosen Zustand
auf die Seitenmauern ausiibt, ergibt rechnerisch einen ziemlich be-
deutenden Wert. Der Auftrieb des ganzen Bauwerkes kénnte schon
durch ihn verhiitet werden. Geht man aber auf die Grunderwigungen
zuriick, auf denen die Theorie des Krddruckes basiert, so wird man
zu einem richtigen Urteil gelangen. In der Theorie, sei es die von
Coulomb oder die von Rankine, wird nur gesprochen von dem
grofiten Wert des Druckes, den das Erdmaterial auf eine fest-
liegende Stiitzmauer ausiiben kann; der tatsichliche Erddruck ist
dadurch nicht festgestellt. Derselbe kann sehr verschiedene Werte
annehmen; bei einem Dock ist von ihm nicht mit Sicherheit zu er-
warten, dal er eine Gegenkraft gegen den Auftrieb bildet. Erleiden
aber die Seitenmauern des Docks eine sehr kleine elastische Be-
wegung, so wird ein Teil des hinter den Mauern lagernden Erd-
reiches erschiittert und in Bewegung gesetzt, insofern er vermége
der im Innern auftretenden Kohisions- und Reibungskrifte ohne
Seitenmauern nicht mehr das Gleichgewicht zu bewahren vermag.
Die von Coulomb zugrunde gelegte Voraussetzung, daB ein gewisses
Erdprisma mit der sich bewegenden Mauer auf einer Gleitfliche zn
rutschen strebe, trifft erst dann zu. Der Erddruck nimmt nun einen
festen Wert an, den man rechnerisch wenigstens anniherungsweise
bestimmen kann. )

Was die Grofe des Reibungswiderstandes anbelangt, wichst sie
der Forménderung entsprechend von Null an bis zu ihrem Grenz-
wert. Bei iiberschlaglicher Berechnung modge die Reibungskraft

R=ukE

gesetzt werden, wenn unter u der Reibungskoeffizient, unter E der
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gesamte aktive Erddruck verstanden wird. Die statische Berechnung
kann stets mit diesem Wert B durchgefithrt werden, weil er bei
dem ins Auge gefaBten Zustand bereits vorhanden sein muf.

Hinsichtlich des Reibungskoeffizienten u hat man leider bis
jetzt so gut wie keine Beobachtungsergebnisse. Selbstredend mufl
er bei jedem einzelnen Fall festgestellt werden.

Die Riickseite der Mauern wird entweder in Form treppen-
formiger Stufen oder durch Verstirkung der Mauern mittels eines
schragen Anlaufes ausgefithrt. Ferner gibt man der Riickseite nicht
eine glatte, sondern durch Anbringen einer Verschalung eine rauhe,
mit Absitzen versehene Fliche. In diesem Fall ist es wahrschein-
lich, daB an der Mauerhinterseite die Reibung nicht in ganzer Stirke
in Wirkung tritt, sondern im wesentlichen durch die an der Mauer
héngende Erdmasse ersefzt wird. Weitere Ausfiihrungen iiber diese
Frage finden sich in der schon erwahnten Arbeit von O.Franzius.

Die Kraft R, die gegen den Auftrieb des Docks wirkt, strebt
die Sohle konkav nach unten zu biegen und gréBSert dadurch die
Abhebung der Sohlenmitte [Fig. 140]. Es ergibt sich [vgl. § 35,

A7), (15)]

tg 9, — — 2R [@mlf~smq

KIL® [Gind-+sini
A
ag | STg ey

Yo" KL |Gmnitsimil|

Durch Auffiillen sowie Belastung der Sohle sinkt das Dock.
Die Kraft R und folglich 9., y, wechseln dann ihr Vorzeichen.




X. Abschnitt.
Uber biegungsfeste Rahmen.

Wir schliefen unsere Arbeit mit einer Aufgabe aus dem Ge-
biet der biegungsfesten Rahmen. Die statische Untersuchung dieses
in neuerer Zeit mehr in den Vordergrund tretenden Konstruktions-
systems ist schon jahrelang Gegenstand zahlreicher Abhandlungen
gewesen. Wir wollen uns hier nur auf einige besondere Probleme
beschrénken, die mit der vorhergehenden Theorie eng verwandt sind.

Ein vollig im Erdreich eingebauter Rahmen ist infolge seiner
Forménderung elastischen, gegen die Stinder gerichteten Kriften
ausgesetzt; sie kénnen auch durch zufillige Bewegungen der Rahmen-
befestigung hervorgerufen werden. Diese Krifte diirfen bei einer
scharfen Untersuchung des Rahmens nicht vernachlissigt werden.

A. Zweistieliger Rahmen mit Fufgelenken.

§ 7. Entwicklung' der Formeln.

1. Allgemeine Gleichungen. Der im Erdreich eingebettete
Rahmen [Fig. 141a] trage in der Mitte des Riegels eine Einzel-
last P. Von der gleichformig iiber den Riegel verteilten Last sei
abgesehen.

Wir wollen zunichst die elastische Linie des Riegels bestimmen.
Denkt man sich den Riegel an den Ecken C, D von den Stindern
abgetrennt, so entsteht ein Balken CD [Fig. 141b], der an beiden
Enden unterstiitzt ist. Der Balken ist aufler der urspriinglichen
Belastung noch den Momenten My, Mp an den Enden unterworfen,
die vor der Abfrennung in den HEcken des Rahmens geherrscht
haben.

Kommt nur die Last P in Betracht, so hat man bekanntlich
fir die elastische Linie des Balkens die Gleichung

PP [oc 4 xﬂ
16 EJ, L1 312
Hayashi, Theorie des Trigers. 17

y:
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Fig. 141b.

und daraus
dy P [1 49c‘“’}
de 16EJ, L1 B

Der Koordinatenanfangspunkt ist dabei nach dem Punkt C verlegt.
Der Drehungswinkel #¢ berechnet sich dann

- dy] . rr
(pel— |72 oo T 16ET,

Wiirde der Balken statt der Einzellast P eine iiber die ganze
Linge gleichformig verteilte Last ¢ tragen, so hitte man
_ vt [DE _ 228 DEJ
Y=9ims 1 B TH
und
dyJ gl
poly =[] Al
oo = 172, _, 24 EJ,

Was den Einflul der Momente My und Mj; auf ¥¢ betrifft,
i

Meodx o Ml

b‘l‘héﬂt ma;n, dar 18 = —ET == _ET iSt,
1 1
0

—p_ — Ml

(el = — 2EJ,°
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Die gesamte Enddrehung des Balkens ergibt sich also
Vo = [Po]p+ [Polu

PP Mgl 21 [Pl MJ
T 16EJ, 2EJ, mKL'([8 2k
wenn
Jl
1) m=-

gesetzt wird.

Wir gehen jetzt zum Sténder C4 iiber. Der Koordinatenantang
sei in C gewdhlt. Setzen wir voraus, daBl die elastischen Krifte,
die auf die Stinder wirken, an einer Stelle x der Verschiebung pro-
portional sind, so ist p = Ky. Daher gilt die Gleichung

vt (4 o Ay oont 4 (4, + 4, e-9)sin .

Fig. 143.

Der Riegel sowie die Sténder werden auBler durch Biegungs-
spannungen noch durch Axialkrifte beansprucht. Den Einflu der
letzteren auf die Formé#nderung aber wollen wir der Einfachheit
halber hier aufler acht lassen.

17*
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Wir haben jetzt die sechs Unbekannten A4, bis 4,, M¢ und X
zu ermitteln, wenn X den an den FuBgelenken wirkenden, wage-
rechten Schub bedeutet. X wird an dem linken FuB A4 nach rechts
positiv gerechnet. Am Punkt C ist y=0. Es ‘ergibt sich also

@ 4,4 4,=0.
Die Unverénderlichkeit des Eckwinkels liefert

1 21 |PI
(I o AT 4y — Ay + A = g [?—‘Mc]-
Mo hat den Ausdruck
— K12
(I My = —3 [4; — 4,].
Da Q4= — X ist, ergibt sich
(IV) 4 ¢ [cos ) + siny] — A, e~ 7 [cos y — sin 7]
— 4, en[cosy — siny] — A4, e~ 7 [cosy -+ sing] 4 %:O,

Wworin

h
@) =7
ist. SchlieBlich, da am FuB 4, also fir & =,

d*y

v=0 Z=="°

sein mub, ergibt sich
(V) Ale’icosn—I—Aee*’?eosn—I—Age’?sinn—}-A;e"? sin 5 = 0
(VI) Agercosn — A,e~mcosy — A ensiny -+ A,e=7siny=0.

Das ganze Gleichungssystem 148t sich, da nach Gl (I) 4, = — 4,
ist, folgendermaBen zusammenstellen:
A= — 4, 4, 4, My | X
41 Pl
am 2 1 ! wED ° |emED
4
(III) 0 1 -1 7| 0 0
2[Ginysingy 4

(IV){ -+Gof 5 cos 7] —é"(cosy—siny)|— e~ 7 (cos n+siny)| 0 Y7 0

(V) |2 Ginncosy " sin g e "gingy 0 0 0

(VI) |—2GCojy siny e cosy —eT1Ceosy, 0 0 0
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Die Auflosung liefert
—P [1]?

S Iy 715 ARk
—P I
4 = smk 4|1 (77— cos2n]
3 rye
( ) A4 = ﬁz’ Z [62"— 005217],
wenn
L__, . l
4= —2—[@111247 — sin2g] - oy [Cof?n — cos?n]

gesetzt ist.
Mit Hilfe dieser Ausdriicke findet man fiir die elastische Linie
sowie fiir das Biegungsmoment des Sténders

P Tl . . ;
Y= GmEA Lf] [Gin (2n—&)siné — sin(29—¢&) Gin £]
TR
Il M= omd [Cof(2n—&)cos & — cos (2y—&) Coj &].

2. Untersuchung besonderer Werte. Die Auflésung der Be-
dingungsgleichungen liefert ferner

P2 . .
Mo———smA[(Eof 7 — cos? 7]

(3) PP .
X = SM{EZ [611117 Ccos %) + @DM s ’7] .

Das Eckmoment My ist also fiir alle Werte von » positiv. Wir
bringen den Ausdruck fir My auf die Form

Pl? -
'_L_{Gii1217—-sih2ﬁ} 1y
1.2 J

Mo =

Cof*n — cos?y m

Durch Differentiation erhilt man
d {@inzn — sin217} _ 2[1 — Gof29 cos2y]

dnl Goffyp —cos’y | [Cof?y — cos?y]?

Fiir anféngliche Werte von # ist der Differentialquotient positiv.
Er verschwindet, wenn

(©) ! Gof2ncos 2y =1
{ oder Gin®n cos?n = Cof?n sin?y.
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Diese Gleichung ist durch den Wert y =0 und bei weiterem Verlauf
von % in jedem der Viertelkreise I, II [Fig. 144] einmal erfiillt. Zum
Beispiel ist 7 = -4 2,365.

Fiir y =0 hat M ein Maximum. Es berechnet ohne weiteres

?) (Mol =5 -

Dem Wert 5 = 2,365 entspricht ein Minimum. Da fiir y = 2,365
Cofy = 5,3690 ©in 279 = 56,6434

cos » = 0,5088 sin 279 = — 0,9998
ist, ergibt sich
PP
8 s
( ) [MC}mm 8,14mL + 81

Setzt man X = 0, so folgt
@inn cosy 4 Cof 4 siny = 0.

Diese Gleichung ist durch die positiven Losungen von Gl (6)
erfiillt, Dem letztgenannten Minimalwert M entspricht also X = 0.

Bei dem Wert = 2,365 leisten demnach die Gelenke dem Rahmen
keine Dienste: der Erdwiderstand allein geniigt, die Konstruktionen
im Gleichgewicht zu halten. Bei gréBeren Werten von # wird X
negativ.

Der Stinder ist in seiner ganzen Lénge dem Krdwiderstand

ausgesetzt, solange
dy 1 {d yJ
k4 |2 <0.
{dxlzh Lidé E=y
ist. Die Gleichung [dg] = 0 entwickelt sich zu
d&le=y
9) Cof nsiny — Simycosy=0.
Daraus erhilt man =0, #5=23,924,...
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Der Horizontalschub H an der Ecke C berechnet sich

KL
j H:‘QC:"T[AL-“A-:’_A:;‘A«J

(10) .

Il :\TE%L_A [Gin 2% 4 sin 27].
Der Ausdruck ist positiv. Der Riegel erleidet also einen Axial-
druck.

3. Der Fall A =0. Der Rahmen geht dabei in einen geraden
Balken 0D iiber, der an beiden Enden mit Gelenken aufgestiitzt
ist. Er ist ferner der Bedingung unterworfen, daB die Endflichen,

folglich die Endtangenten der elastischen Linie unverinderlich sind.

Pl
Wir gelangen in der Tat zu dem Einspannungsmomente Mg =~

8
[GL (7)].

Dividiert man Zihler und Nenner der Ausdriicke fiir X und H
[GIn. (5), (10)] bzw. durch Gin  cos -+ Eoj % sin 5 und Sin 2% - sin 27y
und entwickelt man darin die transzendenten Funktionen in Reihen,
so erhilt man?)

lim X = lim & = lim '___1;%“__2_1 .
7=0 n=0 h=0 an v
A8mk< 3 + m)

1) Dem Wert 4 = 0 entspricht, bei gegebenem %, L= oder K =0. So-
mit gelangt man auf analoge Weise zu der bekannten Formel
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T A " [ L
: ’ i ‘ i
F’(\Jq ) ,
7 2
¢ A
2 M-z
2 r 7
2 2
Fig. 147.

Wirkt P von unten nach oben, so erhilt man
— Pl

8
X=H= — .

Mg —

Der Balken wird -an seinen Enden durch ein bestimmtes Bie-
gungsmoment beansprucht. Er kann aber nur dann in Gleichgewicht
sein, wenn er durch einen unendlich grofien Axialdruck oder -zug
‘gespannt ist. KEine solche Befestigungsart eines Trigers kann also
praktisch nicht existieren.

§ 78. Einfluf zufilliger Verschiebungen der Gelenke.

Es sei vorausgesetzt, dal die Gelenke durch irgendwelche Ursache
um J4 in wagerechter Richtung verschoben sind.

An Stelle der fiinften Bedingungsgleichung (S. 260) hat man
(V) 24, Ginncosn + Aye7sine + A,e~1singy = 245,

zu setzen.
Wir beschréinken uns zunichst nur auf den Einflu von d4. Es
ergibt sich dann
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) I .
A, = —A4,= f[L@ofq—E@mn}eosn
: 04l . B . :
(11) § 4, =1 lm Cof ysiny — L(e ”cosn—(ﬁjofnsmn)}
A4, = 6; { -Cof 7 sin 7 — L(e” cos n + Cof 7 sin 17)}

worin 4 in Gl (3) bezeichnet ist.
Ferner erhilt man

— KL,
Mo = —54 4 [Giny cos ) + Gof 7 8in 5]
12

( ) K Lé 104 l

X L
4 m
Zieht man nun den EinfluB der Einzellast P in Betracht, so

wird

(Bin2n — sin 27) — 2L (Cof? 4 + cos? 17)] .

1 Plz(
"4 4m

1 [ P2
(13) 1 x M(

+KLdy4 {7; (Gin 29 — sin 27) — 2L(Cof? 9 + cos? 77)}} .

Mo== Cof*n—cos?n)— KL"*(SA(@inncosn~|~@of17sinn)]

7, (Ginn cos 77 4 Gof 4 sin 1)

M verschwindet, wenn

_rr [ Cof2y — cos? g "’

4mKL? | Gin 5 cos n + Cof 1 sin 7.

ist. Dabei verhdlt sich der Riegel wie ein an den Enden unter-
stiitzter Balken. Man sieht, daB der Wert 0,4 bei gegebenem 7 dem
Quadrat der Spannvweite [ direkt, dem Triigheitsmoment J, des Riegels
umgekehrt proportional ist.

Zur praktischen Berechnung ist folgende Tabelle beigefiigt:

(14) 04 =

7 Eof?n — cos*y . Coj?yn — cos®y
Gin 4 cos 5 + Gof 5 siny Sin 5 cos 7 4 Coj  sin g
0 0 1,1 | 1,232
0,1 0,100 1,2 1,408
0,2 0,200 1,3 1,620
0,3 0,300 1,4 1,882
0,4 0,401 1,5 2,214
0.5 0,502 16 2,650
0,6 0,606 1,7 3,240
0.7 0,713 1.8 4,074
0,8: 0,820 1,9 . 5,316
0,9 0,947 2,0 | 7,314
1.0 1,081 21 | 10,938
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B. Zweistieliger Rahmen mit vollkommen ein-
gespannten Rahmenfiillen.

§ 79. Entwicklung der Formeln.

1. Allgemeine Gleichungen. Der Rahmen trage die Einzellast
P in der Riegelmitte. Es gilt fiir die- Gleichungen der elastischen
Linie des Riegels sowie des Sténders dieselbe Form wie im vorigen
Fall.

Fig. 149.

Das FuBmoment 9t soll als eine Unbekannte angeseheh werden.
Die fiinf ersten Bedingungsgleichungen des letzten Falles [§ 77]

finden ohne weiteres Geltung. Die Bedingung ( %J =0 liefert
Lasly

(V1) 2.4, [Cof n cos i) — Sinysiny] 4 4;e7 [cosn -+ siny]
+ A e [cosny —singy]=0.
Endlich hat man fiir 9t den Ausdruck

KIL?
4

(VII) M= — My= [(4,e7 — A e~7)cosn — 2 A, Cofnsiny].

Der besseren Ubersicht wegen geben wir-das ganze Gleichungs-
system in Tabellenform an:
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A, =— A, 4, 4, M, | m X
41 P2
(1D 2 ! 1 m K L? 0 0 ImK L3
4 | ) :
(I11) 0 1 -1 x5 | © 0 0
2 [Ginnsinyg | —e7 (cosy |[—e "(cosy 4
v { -+ Cof7 cosy) —sin #) + sin 7) 0 0 KL 0
V) | 28inncosy ¢’ sin 7 e "giny 0 0 0
VD) 2 [Cof 5 cosn e (cosy | e 7 (cosy 0 0 0 0
— Gin 7 sin %] + sin #) — sin %)
) . _ 4 :
(VII) | 2Cofysiny | —e"cosy | e "cosy 0 TIe 0 0 |
\

Lést man das Gleichungssystem nach 4, bis 4,, so ergibt sich

4= =g 1)
4, =1 ;IIII;A [LJ]] [ —em* —sin2y]
(15) 4, 4mKZWT €2 — 1 —sin27y],
worin
4 =2 L[Gin?y — sin’y] + nlz [Gin2%n — sin27y]

ist.
Man erhilt dann fiir den Stinder

l = PZ A[@mn@m@_g)sm,g—smnsm(n—f)@m5]

(16)

2

Il [@mn Cof (y — &)cos & — siny cos (n —&) Cof £].
2. Untersuchung besonderer Werte. Es foigt
2

Pl
M= T d [€of# siny — Giny cosy]

(17) M= 2V [Gin2n — sin2y]
0= g [Gin27 — sin2y

__Pl?
T oamLA

Ginysing .
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Der Ausdruck fiir My 148t sich in der Form
P

. Gin?n — sin?y ) l}
Bm [2L<_@in2n “siwzn) Tm

Mo=

angeben. Der Differentialquotient der in runden Klammern stehenden
Funktion lautet

a [ Bin?y — sin®y J _ (Gin2n — sin2y)? — 4 (Sin*y — sin'y)
dyl&in2y —sin2y ] (Gin2y — sin217)*

Er verschwindet, wenn

Gin2y — sin29 = 2 VSiny — sin'y
ist. Daraus findet man
n=0, 1,415,
Fir die Werte =0 und 5 =1,415 hat also das Eckmoment M¢
bzw. ein Maximum und ein- Minimum Sie berechnen sich zu

! [MC]max = %

(19 o

539mL 81"
Das FuBmoment M ist positiv fiir anfingliche Werte von #.
Es verschwindet, wenn

l [Mo]min=

Cofy siny — Sinycosy =0

ist. Diese Gleichung ist notgedrungen dieselbe wie Gl (9). Sie ist
durch # =0, 3,924, ... erfiillt.
Schliellich wichst X mit  und verschwindet fiir

n=0,m, ....

§ 80. Einflul zufﬁl]iget" Verschiebungen der Rahmenfiifle.

Es sei vorausgesetzt, daB die Rahmenfiife eine wagerechte Ver-
schiebung J 4 .sowie eine Drehung ¢, erleiden.

Die Bedingungsgleichungen lassen sich wie fiir den allgemeinen
Fall [§ 77] aufstellen, - Man hat nur anstatt der vierten und fiinften
bzw.

vy 24, Ginncosy + A, ensinyg 4 A e~ sing = 24y,
V) 2 A, [Cof 9 cos § — Sinn sin ] + A4, e” [cos 7 -} sin 7]

+ 4,e"[cosy —siny] = — 2Lg,
zu setzen.
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(20)
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Wir beschrinken uns zunidchst nur auf den EinfluB von &4 und
@4. Die Auflosung der Gleichungen liefert fiir eine angenommene
Verschiebung d4

2 l
A =—4,= %L’—b((&om ¢os 5 -+ Giny siny) + L (Giny cos 5+ Cof y Sin’?)J

A, = ;3_6‘1 [mi (Cof 77 cos n — Ginysinn) — L {Sin 5 (siny — cos #)
: —e~"sin n}:l

4, = :22’& L% (Gin 7y sin — Eof y cos n) — L{Sinn (siny - cos n)
+ e7sin n}]

und fiir eine Drehung ¢ 4
2KL PA

A4, =—A4,= Y [i—@oinsinn—kL@innsinn}
—2KL l .
—2KL l .
A, z_%f@[%@inncosnﬁ-L(eﬂsmn—@inncosn)],

wobei 4 den Gln. (15) zu entnehmen ist.
Ferner erhdlt man fir d,

_ 2 l
M = ——Kgili——aé [ﬁ (Gin27y -+ sin27n) + 2 L (Cof?y — cos“‘nﬂ
_ 3
(21)3 Mo ::—-%%@innsinn
X =‘:2—§—Lﬂ Lni (Sin®n + costy) + L (Gin27y + sin2n)}
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und

(22)

Uber biegungsfeste Rahmen.

fiir @4
m — ,ilﬁj_?’ipi [ﬁl (Coj?y — cos?y) -—[——g(@ilﬂn — sin2n)}
M;= :—K—jipi [Cof #sin 5 — Gin cos 7]
X — %l;ﬁgi [%(@in%j—f— sin27) + 2 L (Cof?y — cos‘zn)].

Mit Hilfe der Formeln (12), (21) und (22) kann man mit

Leichtigkeit beweisen, daf die zufilligen Verschiebungen der Ge-
lenke oder der Fiile auf die Beanspruchung der Bauwerke einen
wesentlichen Einflufl ausiiben.
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Anhang.

Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie der Funktionen e*
und e~ mit den natiirlichen Zahlen als Argument.

Formeln.
Kreisfunktionen. Hyperbelfunktionen.
xz —&t z -
cos x = 77V—|—e @0ix=e—ﬂ—
2 2
. e¥t __ g%t . T . %
SN = g Gina = 5

cos®z + sin®z = 1
cos?x — sin?x = cos 2z
2cosxsing = sin 2 x

1
cos?— = 5 [cosz - 1]
L T 1
sin? - :;[1 — cos z]

cos(x £ y) = coszcosy L sinzsiny
sin(z & y)=sinz cosy * cosxsiny

Cof?x — Ginz =1
Cof?z + Ginx = Coj 2 x
2CofzCinr=Gin2«x

x 1 ,
Cof* = —2—[@ofx—f— 1]

e 1 —
Gin 5= g [Cofz — 1]

Cof(x & y) = CojzCofy + Sinx Siny
Gin(x + y) = Ginx Cofy £ Cof x Giny

T x —
cos x + cosy = 2 cos —— +y 9y Cofx + Cofy = 2 Cof _j—‘y(&f 1/
x —_—
coS x— Ccusy= —2sin _{Z_ysm 5 —Y Cofr — Cofy = 26in %—y@in 5 y
. . X —
sin z + siny = 2 sin +y 2 Ginx 4 Giny = 26in +y@ f y
sin:c—siny:Zcos—:;—y-sinw;—y Ginx —Giny = 2Co) —— —I—y 5 —Y
et®cosx = Cofxcosx * Ginx cosx
er?sinx = Cofxsinx + Cinasinx
x x (in Grad) x x (in Grad) x x (in Grad)
0 0 1,00 | 570 17" 4478062 (0,100 | 5° 48’ 4674306
0,1 | 050 43’ 4674806001 | 0 84 22,6481|(0,001| 0 03 26,2648
0,2 |11 27 32,9612(0,02 1 08 45,2961/0,002| 0 06 52,5296
0,317 11 19,4419(0,03| 1 43 07,9442110,003; 0 10 18,7944
04 22 55 059225004 2 17 30,5922|0,004| 0 13 45,0592
0,5 |28 38 52,4031(10,06 2 51 53,2403(0,005| 0 17 11,3240
0,6 134 22 38,883710,06, 3 26 15,8884|0,006) 0 20 37,5888
0,7 |40 06 25,36440,07| 4 00 38,5364(0,007| 0 24 03,8536
0,8 145 50 11,84501(0,08] 4 35 01,1845)0,008] 0 27 30,1185
09 |51 33 58,3256(10,09| 5 09 23,8326(0,009| 0 30 56,3833
Hayashi, Theorie des Trigers. 18
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z x (in Grad) cos x sin e ‘ e—%
0 0 1 0 1 1
0,001 0° 8,438 1,00000 | 0,00100 1,00100 0,99900
0,002 0 687 1,00000 |  0,00200 , 1,00200 ( 0,99800
: j ‘
0,003 0 10,313 1,00000 1 0,00300 | 1,00300 ‘ 0,99700
0,004 0 13,751 0,99999 | 0,00400 ; 1,00401 | 0,99601
0,005 0 17,189 0,99999 ' 0,00500 | 1,00501 . 0,99501
0,006 0 20,626 0,99998 |  0,00600 1,00602 0,99402
0,007 0 24,064 0,99998 |, 0,00700 1,00702 0,99302
|
0,008 0 27,502 0,99997 . 0,00800 1,00803 0,99203
0,009 0 80,940 0,99996 |  0,00900 1,00904 0,99104
0,010 0 34,377 0,99995 |,  0,01000 1,01005 0,99005
0,011 0 37,815 0,99994 . 0,01100 1;01106 0,98906
0,012 0 41,253 0,99993 0,01200 1,01207 | 0,98807
\
0,013 0 44,691 0,99992 1  0,01300 1,01308 0,98708
0,014 0 48,128 0,99990 | 0,01400 1,01410 0,98610
0,015 0 51,566 0,99989 | 0,01500 | 1,01511 0,98511
0,016 0 55,004 0,99987 : °0,01600 | 1,01613 0,98413
0,017 0 58,442 0,99986 | 0,01700. |, 1,01715 0,98314
0,018 1 1,879 0,99984 0,01800 |  1,01816 0,98216
0,019 1 5317 0,99982 0,01900 | 1,01918 0,98118
0,020 1 8755 0,99980 0,02000 1 1,02020 0,98020
0,030 1 43,13 0,99955 0,03000 | 1,03045 0,97045
0,040 2 17,51 0,99920 0,03999 | 1,04081 0,96079
|
0,05 2 51,89 0,99875 0,04998 1,05127 0,95123
0,06 3 26,26 0,99820 0,05996 1,06184 0,94176
0,07 4 0,64 0,99755 0,06994 1,07251 | 0,93239
0,08 4 35,02 0,99680 0,07991 1,08329 ! 0,92312
0,09 5 9,40 0,99595 0,08988 1,09417 ' 0,91393
0,10 5 43,77 | 0,99500 0,09983 1,10517 ; 0,90484
0,11 6 1815 | 0,99396 0,10978 1,11628 |  0,89583
0,12 6 52,53 | 099281 - 0,11971 1,12750 |  0,88692
0,13 7 26,91 0,99156 0,12963 1,13883 |  0,87810
0,14 8 1,28 0,99022 0,13954 1,15027 0,86936
0,15 8 85,66 0,98877 0,14944 1,16183 0,86071
0,16 9 10,04 0,98723 0,15932 1,17351 0,85214
0,17 9 44,42 0,98558 0,16918 1,18530 0,84366
0,18 10 18,79 0,98384 0,17903 1,19722 0,83527
0,19 10 53,17 0,98200 |  0,18886 i 1,20925 0,82696
! {
0,20 11 27,55 0,98007 | 0,19867 | 1,22140 0,81873
0,21 12 1,93 0,97803 |  0,20846 | 1,23368 0,81058
0,22 12 36,30 0,97590 0,21823 | 124608 0,80252
0,23 13 10,68 0,97367 0,22798  1,25860 0,79453
0,24 13 45,06 0,97134 0,23770 1,27125 0,78663
0,25 14 19,44 J 0,96891 0,24740 | 1,28403 0,77880
0,26 14 53,81 0,96639 0,25708 | 1,29693 0,77105
0,27 15 28,19 0,96377 0,26673 |  1,30996 0,76338
0,28 16 2,57 0,96106 0,27636 | 1,32813 0,75578
0,29 16 36,95 0,95824 0,28595 | 1,33643 0,74826
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x Cof x Ginx Cof 2 cos x| Cof 2 sin 2 | Gin x cos z| &in z sin 2

0 1 0 1 0 0 |0
0,001 | 1,00000 | 0,00100 | 1,00000 | 0,00100 | 0,00100 | 0,00000
0,002 | 1,00000 | 0,00200 | 1,00000 | 0,60200 | 0,00200 | 0,00000

0,003 1,00000 0,00300 1,00000 0,00300 0,00300 0,00001
0,004 1,00000 0,00400 1,00000 0,00400 0,00400 0,00002
0,005 1,00001 0,00500 1,00000 0,00500 0,00500 0,00003
0,006 1,00002 0,00600 1,00000 0,00600 0,00600 0,00004
0,007 1,00002 | 0,00700 1,00000 0,00700 0,00700 0,00005

0,008 | 1,00003 | 0,00800 | 1,00000 ' 0,00800 | 0,00800 | 0,00006
0,009 | 1,00004 | 0,00900 | 1,00000 | 0,00900 | 0,00900 | 0.00008
0,010 | 1,00005 | 0,01000 | 1,00000 | 0,01000 | 0,01000 | 0,00010
0,011 | 1,00006 | 001100 | 1,00000 | 0,01100 | 0,01100 | 0,00012
0,012 | 1,00007 | 0,01200 | 1,00000 | 0,01200 | 0,01200 | 0,00014

0,018 1,00008 0,01300 1,00000 0,01300 0,01300 0,00017
0,014 1,00010 0,01400 1,00000 0,01400 , 0,01400 0,00020
0,015 1,00011 | 0,01500 1,00000 0,01500 ' 0,01500 0,00023
0,016 1,00018 | 0,01600 1,00000 0,01600 | 0,01600 0,00026
0,017 1,00014 ‘ 0,01700 1,00000 0,01700 ! 0,01700 0,00029

|
0,018 1,00016 | 0,01800 1,00000 0,01800 . 0,01800 0,00082
0,019 1,00018 | 0,01900 1,00000 0,01900 ; 0,01900 0,00036
0,020 1,00020 | 0,02000 1,00000 0,02000 ~ 0,02000 0,00040
0,030 1,00045 | 0,03000 1,00000 = 0,03001 | 0,02999 0,00090

|

\

0,040 1,00080 | 0,04001 1,00000 0,04002 ' 0,08998 | 0,00160

0,05 1,00125 | 0,05002 | 1,0000 | 0,0500 0,0500 0,0025
0,06 1,00180 | 0,06004 | 1,0000 | 00601 0,0599 0,0036
0,07 1,00245

\
‘ \
i 0,07006 | 1,0000 0,0701 | 0,0699 0,0049
0,08 1,00320 | 0,08009 | 1,0000 | 0,0802 i 0,0798 0,0064
0,09 1,00405 | 0,09012 | 1,0000 0,0902 0,0897 0,0081

0,10 1,00500 ; 0,10017 1,0000 : 0,1003 | 0,0997 0,0100

0,11 1,00606 | 0,11022 | 1,0000 0,1104 . 0,1096 0,0121
0,12 1,00721 | 0,12029 | 1,0000 01206 | 0,1194 0,0144
0,13 1,00846 | 0,13037 | 0,9999 0,1307 | 0,1293 0,0169
0,14 1,00982  0,14046 | 0,9999 0,1409 ' 0,1391 0,0196
| . |
0,15 101127 0,15056 | 0,9999 01511 | 0,1489  0,0225
0,16 1,01283 016068 | 0,999 01614 | 0,158 | 0,0256
0,17 1,01448 017082 | 0,9999 01716 | 0,1684 | 0,0289
0,18 1,01624 | 0,18097 = 0,9998 01819 | 01780 | 0,0324
0,19 LOIBIO 019115 « 09998 | 0,1923 0,1877 | 0,0361
{ ..
0,20 1,02007 | 0,20134 | 09997 | 02027 ' 0,1973 | 0,0400
0,21 1,02213 | 0,21155 | 0,9997 02181 . 0,2069 | 0,0441
0,22 1,02430 | 0,22178 | 0,9996 02235 = 0,2164 | 00484
0,23 1,02657 | 0,23203 | 0,9995 0,240 0,2259 | 0,0529
0,24 1,02894 - 0,24231 | 0,9995 | 0,2446  0,2354 0,0576
0,25 1,03141 | 0,25261 | 0,9993 0,2552 ' 0,2448 0,0625
0,26 1,03399 | 0,26294 | 0,9992 |. 0,2658 0,2541 0,0676
0,27 1,03667 | 027329 | 0,9991 02765 | 0,2634 0,0729
0,28 1,03946 | 028367 | 0,9990 02873 | 02726 | 0,0784
0,29 1,04235 | 0,29408 | 0,9988 0,2981 | 0,2818 | 0,0841



276 Anhang.

x z (in Grad) cos & sin 2 14 e—%
0,30 179 11,32 0,95534 0,29552 1,34986 0,74082
0,31 17 45,70 0,95233 0,30506 1,36343 0,73345
0,32 18 20,08 0,94924 0,31457 1,37713 0,72615
0,33 18 54,46 0,94604 0,32404 1,39097 0,71892
0,34 19 28,83 0,94275 0,33349 1,40495 0,71177
0,35 20 3,21 0,93937 0,34290 1,41907 0,70469
0,36 20 37,59 0,93590 0,35227 1,43333 0,69768
0,37 21 11,97 0,93233 0,36162 1,44773 0,69073
0,38 21 46,34 0,92866 0,37092 1,46228 0,68386
0,39 22 20,72 0,92491 0,38019 1,47698 0,67706
0,40 22 55,10 0,92106 0,38942 1,49182 0,67032
0,41 23 29,48 0,91712 0,39861 1,50682 0,66365
0,42 24 385 0,91309 0,40776 1,52196 0,65705
0,43 24 38,23 0,90897 0,41687 1,58726 0,65051
0,44 25 12,61 0,90475 0,42594 1,55271 0,64404
0,45 25 46,99 0,90045 0,43497 1,56831 0,63763
0,46 26 21,36 0,89605 0,44395 1,58407 0,63128
0,47 26 55,74 0,89157 0,45289 1,59999 0,62500
0,48 27 30,12 0,88699 0,46178 1,61607 0,61878
0,49 28 4,50 0,88233 0,47063 1,63232 0,61263
0,50 28 38,87 0,87758 0,47943 1,64872 0,60653
0,51 29 18,25 0,87274 0,48818 1,66529 0,60050
0,52 29 47,63 0,86782 0,49688 1,68203 0,59452
0,53 30 22,01 0,86231 0,50553 1,69893 0,58860
0,54 30 56,38 0,85771 0,51414 1,71601 0,58275
0,55 31 30,76 0,85252 0,52269 1,73325 0,57695
0,56 32 5,14 0,84726 0,53119 1,75067 0,57121
0,57 32 39,52 0,84190 0,53963 1,76827 0,56553
0,58 33 13,89 0,83646 0,54802 1,78604 0,55990
0,59 33 48,27 0,83094 0,55636 1,80399 0,55433
0,60 | 34 2265 0,82534 0,56464 1,82212 0,54881
0,61 34 57,08 0,81965 0,57287 1,84043 0,54335
0,62 35 31,40 0,81388 0,58104 1,85893 0,53794
0,63 36 5,78 0,80803 0,58914 1,87761 0,53259
0,64 36 40,16 0,80210 0,59720 1,89648 0,52729
0,65 37 14,54 0,79608 0,60519 1,91554 0,52205
0,66 37 4891 0,78999 0,61312 1,93479 0,51685
0,67 38 23,29 0,78382 0,62099 1,95424 0,51171
0,68 38 57,67 0,77757 0,62879 1,97388 0,50662
0,69 39 32,05 0,77125 0,63654; 1,99372 0,50158
0,70 40 6,42 0,76484 0,64422 2,01375 0,49659
0,71 40 40,80 0,75836 0,65183 2,03399 0,49164
0,72 41 15,18 0,75181 0,65938 2,05443 0,48675
0,73 41 49,56 0,74517 0,66687 2,07508 0,48191
0,74 42 23,93 0,73847 |  0,67429 2,09594 0,47711
0,75 42 58,31 0,73169 0,68164 2,11700 0,47237
0,76 43 32,69 0,72434 0,68892 2,13828 0,46767
0,77 4 7,07 0,71791 0,69614 2,15977 0,46301
0,78 44 4144 0,71091 0,70328 2,18147 0,45841
0,79 45 15,82 0,70385 0,71035 2,20840 0,45384




Anhang. 277
z Cof z Sina Cojzcosz | Cofrsine |Ginzcos x| GCinzsinz
0,30 1,04534 0,30452 0,9987 0,3089 0,2909 0,0900
0,31 1,04844 0,31499 0,9985 0,3198 0,3000 0,0961
0,32 1,05164 0,32549 0,9983 0,3308 0,3090 0,1024
0,33 1,05495 0,33602 0,9980 0,3418 0,3179 0,1089
0,34 1,05836 | 0,34659 | 0,9978 0,3530 0,3267 0,1156
0,35 1,06188 0,35719 0,9975 0,3641 0,3355 0,1225
0,36 1,06550 0,36783 0,9972 0,3753 0,3443 0,1296
0,37 1,06923 0,37850 0,9969 0,3867 0,3529 0,1369
0,38 1,07307 0,38921 0,9965 0,3980 0,3614 0,1444
0,39 1,07702 0,39996 0,9961 0,4095 0,3699 0,1521
0,40 1,08107 0,41075 0,9957 0,4210 0,3783 0,1600
0,41 1,08523 0,42158 0,9953 0,4326 0,3866 0,1680
0,42 1,08950 0,43246 0,9948 0,4443 0,3949 0,1763
0,43 1,09388 0,44337 0,9943 | 0,4560 0,4030 0,1848
0,44 1,09837 0,45434 0,9938 0,4678 0,4111 0,1935
0,45 1,10297 0,46534 0,9932 0,4798 0,4190 . 0,2024
0,46 1,10768 0,47640 0,9925 0,4918 0,4269 0,2115
0,47 1,11250 | 048750 | 0,9919 0,5038 0,4346 0,2208
0,48 1,11743 0,49865 0,9911 0,5159 0,4423 0,2308
0,49 1,12247 0,50984 0,9904 0,5283 0,4498 0,2399
0,50 1,12763 0,52110 .; 0,9895 0,5406 0,4573 0,2498
0,51 1,13289 0,53240 0,9887 0,5531 0,4646 0,2599
0,52 1,13827 0,54375 0,9878 0,5656 0,4719 0.2702
0,53 1,14377 0,55516 0,9869 0,5732 0,4790 0,2807
0,54 1,14938 0,56663 0,9858 0,5909 0,4860 0,2913
0,55 1,15510 0,57815 0,9347 0,6038 0,4929 0,3022
0,56 1,16094 0,58973 0,9836 0,6167 0,4997 0,3133
0,57 1,16690 0,60137 0,9824 0,6297 0,5063 0,3245
0,58 1,17297 0,61307 0,9811 0,6428 0,5128 0,3360
0,59 1,17916 0,62483 0,9798 0,6560 0,5192 0,3476
0,60 1,18547 0,63665 0,9784 0,6694 0,5255 0,3595
0,61 1,19189 0,64854 0,9769 0,6828 0,5316 0,3715
0,62 1,19844 0,66049 0,9754 0,6963 0,5376 0,3838
0,63 1,20510 0,67251 0,9738 0,7100 0,5434 0,3962
0,64 1,21189 0,68459 0,9721 0,7237 0,5491 0,4088
0,65 1,21879 0,69675 0,9703 0,7376 0,5547 0,4217
0,66 1,22582 0,70897 0,9684 0,7516 0,5601 0,4347
0,67 1,23297 0,72126 0,9664 0,7657 0,5653 0,4479
0,68 1,24025 0,73363 0,9644 0,7799 0,5704 0,4613
0,69 1,24765 0,74607 0,9623 0,7942 0,5754 0,4749
0,70 1,25517 0,75858 0,9600 0,8086 0,5802 0,4887
0,71 1,26282 0,77117 0,9577 0,8231 0,5848 0,5027
0,72 1,27059 0,78384 0,9552 0,8378 0,5893 0,5168
0,73 1,27849 0,79659 0,9527 0,8526 0,5936 0,5312
0,74 1,28652 0,80941 0,9501 0,8675 0,5977 0,5458
0,75 1,29468 0,82232 0,9473 0,8825 0,6017 0,5605
0,76 1,30297 | 0,83530 | 0,9444 0,8976 0,6055 0.5755
0,77 1,31139 0,84838 0,9415 0,9129 0,6091 0,5906
0,78 1,31994 | 086153 | 0,9384 0,9283 0,6125 0,6059
0,79 1,32862 0,87478 0,9351 0,9438 0,6157 0,6214



278 Anhang.

x z (in Grad) cos x s 2 ex e—%
0,80 45° 507,20 0,69671 0,71736 2,22554 0,44933
0,81 46 24,57 0,68950 0,72429 2,24791 0,44486
0,32 46 58,95 0,68222 0,738115 q 2,27050 0,44043
0,83 47 33,38 0,67488 0,73798 |  2,29332 0,43605
0,84 48 7,71 0,66746 0,74464 2,31637 0,43171
0,85 48 42,08 0,65998 0,75128 2,33965 0,42741
0,36 49 16,46 0,65244 0,75784 2,36316 0,42316
0,37 49 50,84 0,64483 0,76433 2,38691 0,41895
0,38 50 25,22 0,68715 0,77074 2,41090 0,41478
0,39 50 59,59 0,62941 0,77707 2,43513 0,41086
0,90 51 33,97 0,62161 0,78333 2,45960 0,40657
0,91 52 8,35 0,61375 0,78950 2,48432 0,40252
0,92 52 42,73 0,60582 0,79560 2,50929 0,39852
0,93 53 17,10 0,59783 0,80162 2,53451 0,39455
0,94 53 51,48 0,58979 0,80756 2,55998 0,39063
0,95 54 25,86 0,58168 0,81342 2,58571 0,38674
0,96 55 0,24 0,57352 0,81919 | 2,61170 0,38289
0,97 55 34,61 0,56530 0,32489 2,63794 0,37908
0,98 56 8,99 0,55702 0,83050 2,66446 0,37531
0,99 56 43,37 0,54869 0,83603 2,69123 0,37158
1,00 57 17,75 0,54030 0,84147 |  2,71828 0,36788
1,01 57 52,12 0,53186 0,84683 | 2,74560 0,36422
1,02 58 26,50 0,52337 0,85211 | 2,77319 0,36059
1,03 59 0,88 0,51482 | 0,85730 J 2,80107 0,35701
1,04 59 35,26 0,50622 | 086240 | 2,82922 0,35345
1,05 60 9,63 0,49757 | 0,86742 j 2,85765 0,34994
1,06 60 44,01 0,48887 | 0,87286 | 2,88637 0,34646
1,07 61 18,39 ' 0,48012 0,87720 “ 2,91538 0,34301
1,08 61 52,77 0,47133 0,88196 |  2,94468 0,33960
1,09 62 27,14 0,46249 0,88663 ‘ 2,97427 0,33622
1,10 63 1,52 0,45360 0,89121 f 3,00417 0,33287
1,11 63 35,90 0,44466 0,89570 3,03436 0,32956
1,12 64 10,28 0,43568 0,90010 3,06485 0,32628
1,13 64 44,65 0,42666 0,90441 3,09566 0,32303
1,14 65 19,03 0,41759 0,90863 3,12677 0,31982
1,15 65 53,41 0,40849 | 0,91276 3,15819 0,31664
1,16 66 27,79 0,39934 0,91680 3,18993 0,31349
1,17 67 2,16 0,39015 0,92075 3,22199 0,31087
1,18 67 36,54 0,38092 0,92461 3,25437 0,30728
1,19 68 10,92 0,37166 | 0,92837 3,28708 0,30422
1,20 68 45,30 0,36236 0,93204 | 3,32012 0,30119
1,21 69 19,67 0,35302 | 0,93562 ( 3,35348 0,29820
1,22 69 54,05 0,34365 | 0,93910 3,38719 0,29523
1,23 70 28,43 0,33424 0,94249 3,42123 0,29229
1,24 71 2,81 0,32480 0,94578 3,45561 0,28938
1,25 71 37,18 0,31532 0,94898 | 3,49034 0,28650
1,26 72 11,56 0,30582 0,95209 [ 3,52542 0,28365
1,27 72 4594 0,29628 0,95510 |  3,56085 0,28083
1,28 73 20,32 0,28672 | 0,95802 3,59664 0,27804
1,29 73 54,69 0,27712 |  0,96084 3,63279 0,27527



Anhang. 279
z Cojx ‘ Ginx »@nﬁxcosxx@niwsinx!@inxcosx!@inxsinm
0,80 1,33743 0,88811 0,9318 \ 0,9594 0,6188 0,6371
0,81 1,34638 0,90152 0,9283 0,9752 0,6216 0,6530
0,82 1,35547 0,91508 0,9247 ' 0,9911 0,6243 0,6690
0,83 1,36468 0,92863 0,9210 1,0070 0,6267 0,6853
0,84 1,37404 0,94233 0,9171 ‘ 1,0232 0,6290 0,7017
0,85 1,38353 0,95612 0,9181 | 1,0394 0,6310 0,7163
0,86 1,39316 0,97000 0,9090 . 1,0558 0,6329 0,7351
0,87 1,40293 0,98398 0,9047 | 1,0723 0,6345 0,7521
0,88 1,41284 0,99806 | 0,9002 ' 1,0889 0,6359 0,7692
0,89 1,42289 1,01224 0,8956 | 1,1057 0,6371 0,7866
0,90 1,43309 1,02652 0,8981 | 1,1226 0,6381 0,8041
0,91 1,44342 1,04090 0,8859 | 1,1896 0,6389 0,8218
0,92 1,45390 1,05539 0,8808 | 1,1567 0.6394 0,8397
0,93 1,46453 1,06998 0,8753 | 1,1740 0,6397 0,8577
0,94 1,47530 1,08468 0,8701 | 1,1914 0,6397 0,8759
0,95 1,48623 1,09948 © 0,8645 | 11,2089 0,6395 0,8943
0,96 1,49729 1,11440 0,8587 | 1,2266 0,6391 0,9129
0,97 1,50851 1,12943 0,8528 | 1,2444 0,6385 0,9317
0,98 1,51988 1,14457 | 0,8466 \ 1,2623 0,6375 0,9506
0,99 1,58141 1,15983 = 0,339 | 1,2707 0,6364 0,9697
1,00 1,54308 1,17520 | 0,8337 1,2985 0,6350 0,9889
1,01 1,55491 1,19069 ‘ 0,8270 1,3167 0,6333 1,0083
1,02 1,56689 1,20630 ‘ 0,8201 1,3352 0,6313 1,0279
1,08 1,57904 1,22203 | 0,3129 1,3537 0,6291 1,0476
1,04 1,59134 1,23788 | 10,8056 1,3724 0,6266 1,0675
1,05 1,60379 1,25386 ‘\ 0,7980 | 1,3912 0,6239 1,0876
1,06 1,61641 1,26996 | 0,7902 1,4101 0,6208 1,1079
1,07 1,62919 1,28619 | 0,7822 1,4291 0,6175 | 1,1282
1,08 1,64214 1,30254 0,7740 1,4483 0,6139 1,1488
1,09 1,65525 1,31908 ‘ 0,7655 1,4676 0,6100 1,1695
1,10 1,66852 1,33565 | 0,7568 1,4870 0,6059 1,1908
1,11 1,68196 T 1,35240 | 0,7479 1,5065 0,6014 1,2113
1,12 1,69557 1,36929 ‘ 0,7387 1,5260 0,5966 1,2325
1,13 1,70934 | 1,38631 ' 0,7293 1,5459 0,5915 1,2588
1,14 1,72329 1,40347 : 0,7196 . 1,5658 0,5861 1,2752
1,15 1,78741 | 1,42078 | 0,7097 | 1,5858 0,5804 1.2968
1,16 1,75171 1,43822 0,6995 ‘ 1,6060 0,5743 1,3186
1,17 1,76618 : 1,45581 | 10,6891 | 1,6262 0,5680 1,3404
1,18 1,78083 | 1,47355 | 0,6784 ‘ 1,6466 0,5613 1,3625
1,19 1,79565 } 1,49143 | 0,6674 ’ 1,6670 0,5543 1,3846
1,20 1,81066 | 1,50946 0,6561 | 1,6876 0,5470 1,4069
1,21 1,82584 1,52764 0,6446 | 1,7083 0,5393 1,4293
1,22 1,84121 1,54598 0,6330 1,7299 0,5313 1,4518
1,28 1,85676 | 1,56447 | 0,6206 1,7500 0,5229 1,4745
1,24 1,87250 1,58311 0,6082 | 1,7710 0,5142 1,4973
1,25 1,88842 1,60192 0,5955 1,7921 0,5051 1,5202
1,26 '1,90454 1,62088 0,5824 1,8133 0,4957 1,5432
1,27 1,92084 1,64001 | 0,5691 1,8346 0,4858 1,5664
1,28 1,93734 1,65980 = 0,5555 1,8560 0,4758 1,5896
1,29 1,95403 1,67876 | 0,5415 1,8775 0,4652 1,6130




280 Anhang.

x z (in Grad) cos & sin e% e—%
1,30 74° 29,07 0,26750 0,96356 8,66930 0,27253
1,31 75 38,45 0,25785 0,96618 3,70617 0,26982
1,32 75 387,83 0,24818 0,96872 3,74342 0,26714
1,33 76 12,20 0,23848 0,97115 3,78104 0,26448
1,34 76 46,58 0,22875 0,97348 8,81904 0,26185
1,85 77 20,96 0,21901 0,97572 3,85743 0,25924
1,36 77 55,34 0,20924 0,97786 3,89619 0,25666
1,37 78 29,71 0,19945 0,97991 3,93535 0,25411
1,38 79 4,09 0,18964 0,98185 3,97490 '0,25158
1,39 79 3847 0,17981 0,98370 4,01485 0,24908
1,40 80 12,85 0,16997 0,98545 4,05520 0,24660
1,41 80 47,22 0,16010 0,98710 4,09596 0,24414
1,42 81 21,60 0,15023 0,98865 4,18712 0,24171
1,43 81 55,98 0,14033 0,99010 4,17870 0,23931
1,44 82 30,36 0,13042 0,99146 4,22070 | 0,23693
1,45 83 4,73 0,12050 0,99271 4,26311 0,23457
1,46 83 389,11 0,11057 0,99387 [ 4,30596 0,23224
1,47 84 18,49 0,10063 0,99492 4,34924 0,22993
1,48 84 47,87 0,09067 0,99588 4,39295 0,22764
1,49 85 22,24 0,08071 0,99674 4,43710 0,22537
1,50 85 56,62 0,07074 0,99749 4,48169 0,22318
1,51 86 31,00 0,06076 0,99815 4,52673 0,22091
1,52 87 5,38 0,05077 0,99871 4,57223 0,21871
1,53 87 39,75 0,04079 0,99917 4,61818 0,21654
1,54 88 14,13 0,03079 0,99953 4,66459 0,21438
1,55 88 48,51 0,02079 0,99978 4,71147 0,21225
1,56 89 22,88 0,01080. 0,99994 4,75882 0,21014
1,57 89 57,26 0,00080 1,00000 4,80665 0,20805
im 90 -0 1 4,81049 0,20788
1,58 90 31,64 | —0,00920 0,99996 4,85496 0,20598
1,59 91 6,02 | —0,01920 0,99982 4,90375 0,20393
1,60 91 40,39 | —0,02920 0,99957 4,95303 0,20190
1,61 92 14,77 | —0,03919 0,99923 5,00281 0,19989
1,62 92 49,15 | —0,04918 0,99879 5,05309 0,19790
1,63 93 23,53 | —0,05917 0,99825 5,10387 0,19593
1,64 93 57,90 | —0,06915 0,99761 5,155617 0,19398
1,65 94 32,28 | —0,07912 0,99687 5,20698 0,19205
1,66 95 6,66 | —0,08909 0,99602 5,25931 0,19014
1,67 95 41,04 | —0,09904 0,99508 5,31217 0,18825
1,68 96 15,41 | —0,10899 0,99404 5,36556 0,18637
1,69 96 49,79 | —0,11892 0,99290 5,41948 0,18452
1,70 97 24,17 | —0,12884 0,99166 5,47395 0,18268
1,71 97 58,55 | —0,13875 0,99033 5,52896 0,18087
1,72 98 32,92 | —0,14865 0,98889 5,58453 0,17907
1,73 99 7,30 | —0,15853 0,98735 5,64065 |  0,17728
1,74 99 41,68 | —0,16840 0,98572 5,69734 0,17552
1,75 100 16,06 | —0,17825 0,98399 5,75460 0,17377
1,76 {100 50,43 | —0,18808 0,98215 5,81244 0,17204
1,77 101 24,81 | —0,19789 0,98022 5,87085 0,17033
1,78 1101 59,19 | —0,20768 0,97820 5,92986 0,16864
1,79 102 33,57 | — 0,21745 0,97607 5,98945 0,16696




Anhang. 281
|
x Cof z Ginz |Cofzcosx |Cofzsinx ! Ginzcosx | Ginzsinx
1,30 1,97091 1,69838 0,5272 1,8991 0,4543 1,6365
1,31 1,98800 1,71818 0,5126 1,9208 0,4430 i,6601
1,32 2,00523 1,78814 0,4977 1,9426 0,4314 1,6838
1,33 2,02276 | 1,75828 0,4824 | 19644 0,4193 | 1,7076
1,34 2,04044 1,77860 0,4668 1,9863 0,4069 1,7314
1,35 2,05833 1,79909 0,4508 2,0084 0,3940 1,7554
1,36 2,07643 1,81977 0,4345 2,0805 0,3808 1,7795
1,37 2,09473 1,84062 0,4178 2,0526 0,3671 1,8036
1,38 2,11324 1,86166 0,4008 2,0749 0,3530 1,8279
1,39 2,13196 | 1,88289 0,3833 2,0972 0,3386 1,8522
1,40 2,15090 1,90430 0,3656 2,1196 0,3237 1,8766
1,41 217005 | 1,92591 0,3474 | 21421 0,3083 | 1,9011
1,42 2,18942 1,94770 0,3289 2,1646 0,2926 1,9256
1,43 2,20900 1,96970 0,3100 2,1871 0,2764 1,9502
1,44 2,22881 1,99188 0,2907 2,2098 0,2569 1,9529
1,45 2,24884 2,01427 0,2710 2,2324 | 0,2427 1,9996
1,46 2,26910 | 2,03686 0,2509 | 2,2552 0,2252 | 92,0244
1,47 298958 | 2.05965 0,2304 | 2,2779 02073 | 2,0492
1,48 2,31029 2,0R265 0,2095 2,3008 |- 0,1888 2,0741
1,49 2,33123 2,10586 0,1882 2,3236 0,1700 2,0990
1,50 2,35041 | 2,12928 0,1664 | 92,3465 0,1506 | 2,1239
1,51 2,37382 2,15291 0,1442 2,3694 0,1308 2,1489
1,52 2,39547 2,17676 0,1216 2,3924 0,1105 2,1740
1,63 2,41736 2,20082 0,0986 2,4154 '0,0898 2,1990
1,54 2,43949 | 2,22510 | 0,0746 | 2,4383 0,0685 | 92,2241
1,55 2,46186 2,24961 { 0,0512 2,4613 0,0468 2,2491
1,56 2,48448 | 2.27434 00268 | 24843 00246 | 22742
1,57 2,50735 | 2,29930 0,0020 | 2,5074 0,0018 | 292993
tw 2,50918 | 2,30130 | - 0 2,5092 0 92,3013
1,58 2,53047 2,32449 | —0,0233 2,5304 —0,0214 2,3244
1,59 2,55384 2,34991 | —0,0490 2,5584 | —0,0451 2,3495
1,60 2,57746 2,37557 | —0,0753 2,5764 | —0,0694 2,3745
1,61 2,60135 2,40146 | —0,1019 2,6993 —(,0941 2,3996
1,62 2,62549 2,42760 | —0,1291 2,6223 —0,1194 2,4247
1,63 2,64990 | 245397 | —0,1568 | 2,6453 | —0,1452 | 92,4497
1,64 267457 | 248059 | —0.1849 | 2,6682 | —0,1715 | 24747
1,65 2,69951 2,50746 | — 0,2136 2,6911 —0,1984 2,4996
1,66 2,72472 | 258459 | —0,2427 | 27139 | —0,2258 | 25245
1,67 2,75021 2,56196 | —0,2724 2,7367 - 0,256387 2,5494
1,68 2.77596 2,58959 | —0,3026 2,7594 - 0,2822 2,5742
1,69 2,80200 | 2,61748 | —0,3332 | 2,7821 | —03113 | 2,5989
1,70 2,82832 2,64563 | —0,3644 2.8047 —0,3409 2,6236
1,71 2,85491 2,67405 | —0,3961 2,8273 —0,3710 2,6482
1,72 2,88180 | 270273 | —0,4284 | 2,8498 | —04018 | 2.6727
1,73 2,90897 2,73168 | —0,4612 2,8722 —0,4331 2,6971
1,74 2,93643 2,76091 | —0,4945 2,8945 —0,4649 2,7215
1,75 2,96419 2,79041 | —0,5284 2,9167 — 0,4974 2,7457
1,76 2,94224 2,82020 | —0,5628 2,9388 — 0,6304 2,7699
1,77 3,02059 2,25026 | —0,5977 2,9608 —0,5640 2,7989
1,78 3,04925 2,88061 | —0,6333 2,9828 —0,5982 2,8178
1,79 3,07521 | 291125 | —0.6694 | 38,0045 | —0,6331 | 28416




282 Anhang.

z z (in Grad) cos x gin x et e~
1,80 1080 7/94 | —0,22720 0,97385 6,04965 0,16530
1,81 103 42,32 —0,23693 0,97158 6,11045 0,16365
1,82 104 16,70 | —0,24663 0,96911 6,17186 0,16203
1,83 104 51,08 | —0,25631 0,96659 6,23389. 0,16041
1,84 105 25,45 —0,26596. 0,96398 6,29654 0,15882
1,85 105 59,83 |. —0,27559 0,96128 6,35982 0,15724
1,86 106 84,21 | —0.28519 0,95847 6,42374 0,15567
1,87 107 8,59 | —0,29476 0,95557 6,48830 0,15412
1,88 107 42,96 | —0,30430 0,95268 6,55350 0,15259
1,89 108 17,34 | —0,31381 0,94949 6,61937 0,15107
1,90 108 51,72 | —0,32329 0,94630 6,68589 0,14957
1,91 109 26,10 | —0,33274 0,94302 6,75309 0,14808
1,92 110 047 | —0,34215 0,93965 6,82096 0,14661
1,93 110 34,85 | —0,35153 0,93618 6,88951 0,14515
1,94 111 9,23 | —0,36087 0,93261 6,95875 0,14370
1,95 111 43,61 —0,37018 0,92896 7,02869 0,14227
1,96 112 17,98 | —0,37945 0,92521 7,09933 0,14086
1,97 112 52,36 | — 0,38868 0,92137 7,17068 0,13946
1,98 118 26,74 | —0,39788 0,91744 7,24274 0,13807
1,99 114 1,12 | —0,40703 0,91841 7,31553 0,13670
2,00 114 385,49 | —0,41615 0,90930 7,38906 0,13534
2,01 115 9,87 | —0,42522 0,90509 7,46332 0,18399
2,02 115 44,25 | —0,48425 0,90079 7,53833 0,13266
2,03 116 18,63 | —0,44323 0,89641 7,61409 0,13134
2,04 116 53,00 — 0,45218 0,39193 7,69061 0,13003
2,05 117 27,38 | —0,46107 0,88736 7,76790 0,12873
2,06 | 118 1,76 | —0,46992 0,88271 7,34597 0,12745
2,07 | 118 386,14 | —0,47873 0,87796 7,92482 0,12619
2,08 119 10,51 —0,48748 0,87313 8,00447 0,12493
2,09 119 44,89 | —0,49619 0,86821 8,08491 0,12369
2,10 120 19,27 —0,50485 0,86321 8,16617 0,12246
2,11 120 53,65 | —0,51345 0,85812 8,24824 0,12124
2,12 121 28,02 | —0,52201 0,85294 8,33114 0,12003
2,13 122 240 | —0,53051 0,84768 8,41487 0,11884
2,14 122 86,78 | —0,53896 0,84233 8,49944 0,11765
2,15 128 11,16 | —0,54736 0,33690 8,58486 0,11648
2,16 123 45,58 | —0,55570 0,83138 8,67114 0,11533
2,17 124 19,91 —0,56399 0,82579 8,75828 0,11418
2,18 124 5429 | —0,57221 0,82010 8,84631 0,11304
2,19 125 28,67 —0,58039 0,81434 3,93521 0,11192
2,20 126 3,04 | —0,58850 0,80850 9,02501 0,11080
2,21 126 87,42 ~0,59656 0,80257 9,11572 0,10970
2,22 127 11,80 | +0,60455 0,79657 9,20733 0,10861
2,28 127 46,18 | —0,61249 0,79048 9,29987 0,10753
2,24 128 20,55 | —0,62036 0,78432 9,39333 0,10646
2,25 128 54,93 | —0,62817 0,77807 9,48774 0,10540
2,26 129 29,31 —0,63592 0,77175 9,58309 0,10435
2,27 130 3,69 | —0,64361 0,76535 9,67940 0,10331
2,28 130 38,06 | —0,65128 0,75888 9,77668 0,10228
2,29 181 1244 | —0,65879 0,75233 9,87494 0,10127




Anhang. 283
z Cof 2 Ginz Cojx cosz | Cof z sin z | Sinz cosz | Gin wsinz
1,80 3,10747 2,94217 | —0,7060 3,0262 | 0,6685 2,8652
1,81 3,18705 | 2,97340 | —0,7433 3.0477 —0,7045 2,8887
1,82 3,16694 . 3,00492 | —0,7811 3,0691 —0,7411 2,9121
1,83 3,19715 | 3,03674 | —0,8195 3,0903 —0,7783 2,9353
1,84 3,22768 | 3,06886 | —0,8584 3,1114 —0,8162 2,9583
1,85 3,25853 | 3,10129 | —0,8980 3,1324 — 0,8547 2,9812
1,86 3,28970 | 3,13403 | —0,9382 3,1531 —0,8938 3,0039
1,87 3,32121 | 3,16709 | —0,9790 3,1736 |.—0,9335 38,0264
1,88 3,35305 ' 3,20046 | —1,0203 3,1940 —0,9739 3,0487
1,89 3,38522 | 38,23415 | — 11,0623 3,2142 —1,0149 3,0708
1,90 3,41773 3,26816 | —1,1049 3,2342 — 1,0566 3,0927
1,91 3,45058 3,30250 | —1,1481 3,2540 —1,0989 3,1143
1,92 3,48378 8,33718 | —1,1920 3,2785 —1,1418 3,1358
1,93 3,51733 3,37218 —1,2364 3,2929 L= 1,1854 38,1570
1,94 3,55123 3,40752 | —1,2815 3,119 | —1,2297 3,1779
1,95 3,58548 3,44321 | —1,3278 3,3308  —1,2746 3,1986
1,96 3,62009 3,47923 | —1,3736 3,3493 ' —1,3202 ‘ 3,2190
1,97 3,65507 3,51561 | — 1,4207 33677 | —1,3664 | 83,2392
1,98 3,69041 3,500234 | —1,4683 3,857 | — 14134 | 3,2591
1,99 3,72611 3,58942 | —1,5166 3,4035 ‘ —1,4610 83,2786
2,00 3,76220 | 3,62686 | —1,5656 | 34208 | —1,5093 | 13,2979
2,01 3,79865 3,66466 | —1,6153 38,4381 —1,5583 3,3168
2,02 3,83549 3,70283 | — 1,6656 3,4550 | —1,6080 83,3355
2,03 3,87271 3,74138 | —1,7165 3,4715 —1,6583 38,3538
2,04 3,91032 | 3,78029 | —1,7682 | 34877 | —1,7094 | 38,3718
2,05 3,94832 3,81958 | —1,8205 3,5036 —1,7611 3,3893
2,06 3,98671 3,85926 | — 1,8734 3,5191 —1,8135 3,4066
2,07 4,02550 3,89932 —1,9271 3,5342 — 1,8667 3,4234
2,08 4,06470 3,93977 | —1,9815 3,5490 —1,9206 < 3,4399
2,09 4,10430 3,98061 | —2,0365 3,5629 —1,9751 3,4560
2,10 4,14431 4,02186 | —2,0923 83,5774 —2,0304 3,4717
2,11 4,18474 4,06350 — 2,1487 3,5910 — 2,0864 3,4870
2,12 4,22558 4,10555 . | —2,2058 3,6042 —2,1431 3,5018
2,13 4,26685 4,14801 | —2,2636 3,6169 —2,2006 38,5162
2,14 4,30855 4,19089 | —2,3221 3,6292 — 2,2587 38,5301
2,15 4,35067 423419 | —2,3814 3,6411 —2,3176 3,5436
2,16 4,39323 4,27791 | —2,4413 3,6524 —2,3772 3,5566
2,17 4,43623 4,32205 | —2,5020 3,6634 — 2,4376 3,5691
2,18 4,47967 436663 | —2,5633 \ 3,6738 —2,4986 38,5811
2,19 4,52356 441165 | —2,6254 | 83,6837 — 2,5605 3,5926
2,20 4,56791 445711 = —2,6882 l 38,6932 — 2,6230 | 38,6036
2,21 4,61271 4,50301 | —2,7518 ’ 3,7020 —2,6863 38,6140
2,22 465797 | 4,54936 | —2,8160 | 3,7104- | — 27503 | 35,6239
2,23 4,70370 4,59617 | —2,8810 ‘l 3,7182 —2,8151 3,6332
2,24 4,74989 4,64344 | —2,9466 | 3,7254 — 2,8806 38,6419
2,25 4,79657 4,69117 | —3,0131 | 3,7321 —2,9469 3,6501
2,26 4,84372 | 473937 | —3,0802 ‘ 3,7381 —3,0139 8,6576
2,27 4,89136 4,78804 | —3,1481 | 3,7436 —3,0816 3,6645
2,28 4,93948 | 483720 | —3,2167 | 38,7485 —3,1501 3,6709
2,29 498810 | 4,88634 | —3,2861 | 38,7527 —3,2194 3,6765




9284 Anhang.

x z (in Grad) cos x sin & ex e—%
2,30 1310 46,82 | —0,66628 0,74571 9,97418 0,10026
2,31 182 21,20 | —0,67370 0,73901 10,07442 0,09926
2,32 132 55,57 | —0,68106 0,73223 10,17567 0,09827
2,33 133 29,95 | —0,68834 0,72538 10,27794 0,09730
2,34 134 4,33 | —0,69556 0,71846 10,38124 0,09633
2,35 184 88,70 | .—0,70271 0,71147 10,48557 0,09587
2,36 185 13,08 | —0,70979 0,70441 10,59095 0,09442
2,37 185 4746 | —0,71680 0,69728 10,69739 0,09348
2,38 136 21,84 | —0,72374 0,69007 10,80490 0,09255
2,39 186 56,21 | —0,73060 0,68280 10,91349 0,09163
2,40 187 30,59 | —0,73739 0,67546 11,0218 0,09072
92,41 188 4,97 | —0,74411 0,66806 11,13396 0,08982
2,42 138 39,35 | —0,75075 0,66058 11,24586 0,08892
2,43 189 18,72 | —0,75732 0,65304 11,35888 0,08804
2,44 189. 48,10 | —0,76382 0,64544 11,47304 0,08716
92,45 140 2248 | —0,77023 0,63776 - 11,58885 0,08629
2,46 140 56,86 | —0,77657 0,63003 11,70481 0,08543
2,47 141 381,28 | —0,78283 0,62223 11,82245 0,08458
2,48 142 561 | —0,78901 0,614387 11,94126 0,08374
2,49 142 39,99 | —0,79512 0,60645 12,06128 0,08291
2,50 143 14,37 | —0,80114 0,59847 12,18249 0,08208
251 143 48,74 | —0,80709 0,59043 12,30493 0,08127
2,52 144 2312 | —0,81295 0,58233 12,42860 0,08046-
2,53 144 57,50 | —0,81873 0,57417 12,55351 0,07966
2,54 145 381,88 | —0,82444 0,56596 12,67967 0,07887
2,55 146 6,25 | —0,83005 0,55768 12,80710 0,07808
2,56 146 40,68 | —0,83559 0,54936 12,93582 0,07730
2.57 147 15,01 | —0,84104 0,54097 13,06582 0,07654
2,58 147 49,39 | —0,84641 0,53253 18,19714 0,07577
2,59 148 23,76 | —0,85169 0,52404 18,32977 0,07502
2,60 148 5814 | —0,85689 0,51550 18,46374 0,07427
2,61 149 382,52 | —0,86200 0,50691 13,59905 0,07353
2,62 150 6,90 | —0,86703 0,49826 18,78572 0,07280
2,63 150 41,27 | —0,87197 0,48957 18,87877 0,07208
2,64 151 15,65 | —0,87682 0,48082 14,01820 0,07136
2,65 151 50,08 | —0,88158 0,47203 14,15404 0,07065
2,66 152 24,41 | —0,88626 0,46319 14,29629 0,06995
2,67 152 5878 | —0,89085 0,45431 14,43997 0,06925
2,68 153 83,16 | —0,89534 0,44537 14,58509 0,06856
2,69 154 7,54 | —0,89975 0,43640 14,78168 0,06788
2,70 154 41,92 | —0,90407 0,42738 14,87973 0,06721
2,71 155 16,29 | —0,90830 0,41832 15,02927 0,06654
2,72 155 50,67 | —0,91244 0,40921 15,18082 0,06587
2,73 156 25,05 | —0,91648 0,40007 15,33289 0,06522
2,74 156 59,43 | —0,92044 0,39088 15,48699 0,06457
2,75 157 33,80 | —0,92430 0,38166 15,64268 0,06393
2,76 158 8,18 | —0,92807 0,37240 15,79984 0,06329
2,77 158 42,56 | —0,93175 0,36310 15,95863 0,06266
2,78 159 16,94 | —0,93533 0,35376 16,11902 0,06204
2,79 159 51,31 | —0,93883 0,34439 16,28102 0,06142




Anhang. 285
z Cof I Gine l Cofz cosz | Cofx sinz | Sinzcosz | Ginasine
2,30 5,03722 4,93696 | — 3,3562 | 38,7563 — 38,2894 3,6815
2,31 5,08684 4,98758 | —3,4270 38,7592 — 38,3601 3,6859
2,32 5,18697 5,03870 | — 38,4986 38,7614 — 38,4317 38,6895
2,33 5,18762 5,09032 | —3,5708 38,7630 — 38,5039 3,6924
2,34 5,23878 5,14245 | —3,6439 2,7639 —3,5769 3,6946
2,35 5,29047 5,19510 | — 38,7177 3,7640 — 3,6506 3,6962
2,36 5,34269 5,24827 — 38,7922 3,7634 — 83,7252 3,6969
2,37 5,39544 530196 | — 3,8675 3,7621 — 3,8004 3,6970
2,38 5,44873 5,35618 | — 38,9435 3,7600 —3,8765 | 3,6961
2,39 5,50256 5,41093 | — 4,0202 38,7571 — 3,9532 3,6946
2,40 5,55695 546623 | —4,0976 3,7535 —4,0307 3,6922
2,41 5,61189 5,52207 | —4,1759 3,7491 —4,1090 3,6891
2,42 5,66739 5,57847 | —4,2548 3,7438 —4,1880 3,6850
9,43 572346 | 563542 | —4,3345 | 3,7376 | —4,2678 | 3,6502
2,44 5,78010 5,69294 | —4,4150 | .3,7307 —4,3484 3,6745
2,45 5,88732 575103 | —4,4961 3,7228 —4,4296 38,6678
2,46 5,89512 5,80969 | —4,5780 38,7141 —4,5116 38,6603
2,47 5,95852 5,86893 | —4,6606 3,7045 —4,5944 3,6518
2,48 6,01250 5,92876 —4,7439 3,6939 —4,6779 3,6425
2,49 6,07209 5,98918 | —4,8280 38,6824 —4,7621 3,6321
2,50 6,13229 6,05020 | —4,9128 38,6700 —4,8470 83,6209
2,51 6,19310 6,11183 | —4,9984 3,6566 —4,9328 3,6086
2,52 6,25453 6,17407 | —5,0846 3,6422 —5,0192 38,5953
2,53 6,31658 6,23692 | —5,1716 3,6268 —5,1064 83,5811
2,54 6,37927 6,30040 | — 5,2593 3,6104 —5,1943 8,5658
2,55 6,44259 6,36451 | —5,3477 38,5929 —5,2829 3,5494
2,56 6,50656 6,42926 | — 5,4368 3,5744 —5,3722 3,5320
2,57 6,57118 | 6,49464 | —5,5266 | 3,5548 | —54623 | 35134
2,58 6,63646 6,56068 | —5,6172 3,5341 —5,5580 3,4988
2,59 6,70240 6,62738 | —5,7084 3,5123 — 5,6445 3,4730
2,60 6,76901 | 6,69473 | —5,8003 .| 3,4894 | —57366 | 34511
2,61 6,83629 6,76276 | — 5,8929 3,4654 — 5,8295 3,4281
2,62 6,90426 6,83146 | —5,9862 38,4401 —5,9231 3,4038
2,63 6,97292 6,90085 | — 6,0802 3,4137 —6,0173 3,3784
2,64 7,04228 | 6,97092 | —6,1748 3,3861 —6,1122 3,3518
2,65 7,11284 7,04169 | —6,2701 38,3572 — 6,2078 2,3239
2,66 7,18312 | 7,11817 | —6,3661 | 38,3271 | —6,3040 | 32947
2,67 7,25461 7,18536 | —6,4628 38,2958 —6,4011 3,2644
2,68 7,32683 7,256827 | —6,5600 3,2632 — 6,4986 3,2326
2,69 7,39978 7,33190 | —6,6580 38,2293 — 6,5969 3,2654
2,70 7,47347 7,40626 — 6,7565 3,1940 — 6,6958 3,1653
2,71 7,54791 7,48137 —6,8558 3,1574 —6,7953 | . 3,1296
2,72 7,62310 7,55722 — 6,9556 3,1194 - | —6,8955 3,0925
2,73 | 7,69905 7,63383 | — 17,0560 3,0802 —6,9963 3,0541
2,74 7,77578 7,71121 | —7,1571 3,0894 — 17,0977 3,0142
2,75 7,85328 7,78935 | — 17,2588 2,9973 — 17,1997 2,9729
2,76 7,93157 7,8682%8 | —7,3611 2,9537 — 17,3023 2,9301
2,77 8,01065 7,94799 | —7,4639 2,9087 — 17,4055 2,8859
2,78 8,09053 8,02849 | — 17,5678 2,8621 — 17,5093 2,8402
2,79 8,17122 8,10980 | —7,6714 2,8141 — 17,6137 2,7929




Anhang.

“

z (in Grad) cos x sin z ez eT
160° 257,69 — 0,94222 0,33499 16,44465 0,06081
161 0,07 — 0,94553 0,32555 16,60992 .0,06021
161 34,45 —0,94873 0,31608 16,77685 0,05961
162 8,82 | —0,95185 0,30658 16,94546 0,05901
162 43,20 | —0,95486 0,29704 17,11577 0,05843
163 17,58 | —0,95779 0,28748 17,28778 0,05784
163 51,96 | —0,96061 0,27789 17,46153 0,05727
164 26,33 —0,96334 0,26827 17,63702 0,05670
165 0,71 —0,96598 0,25862 17,81427 0,05613
165 35,09 | —0,96852 0,24895 17,99331 0,05558
166 9,47 | _ 0,97096. | 0,23925 18,17415 0,05502
166 43,84 | —0,97330 1 0,22953 18,35680 0,05448
167 18,22 | —0,97555 | 0,21978 18,54129 0,05393
167 52,60 | —0,97770 ‘ 0,21002 18,72763 0,05340
168 26,98 —0,97975 0,20023 18,91585 0,05287
169 1,35 + —0,98170 0,19042 19,10595 0,05234
169 35,73 —0,98356 0,18060 19,29797 0,05182
170 10,11 —0,98531 0,17075 19,49192 0,05130
170 44,49 | —0,98697 0,16089 19,68782 0,05079
171 18,86 | —0,98853 0,15101 19,88568 0,05029
3,00 171 53,24 | —0,98999 0,14112 20,08554 0,04979
3,01 172 27,62 | —0,99135 0,13121 20,28740 0,04929
3,02 173 2,00 | —0,99262 0,12129 20,49129 0,04880
3,03 173 36,37 —0,99378 0,11136 20,69723 0,04832
3,04 174 10,75 | —0,99484 0,10142 20,90524 0,04783
3,05 174 45,18 —0,99581 0,09146 21,11534 0,04736
3,06 175 19,51 —0,99667 0,08150 21,32756 0,04689
3,07 175 53,88 | —0,99744 © 0,07153 21,54190 0,04642
3,08 176 28,26 —0,99810 0,06155 21,75840 0,04596
3,09 177 2,64 | —0,99867 0,05157 21,97708 0,04550
3,10 177 37,01 —0,99914 0,04158 22,19795 0,04505
3,11 178 11,39 | —0,99950 0,03159 22,42104 0,04460
3,12 178 45,77 | —0,99977 0,02159 22,64638 0,04416
3,13 179 20,15 | —0,99993 0,01159 22,87398 0,04372
3,14 179 54,52 ' —1,00000 0,00159 23,10387 0,04328
180 -1 0 23,14069 0,04321
180 28,90 | —0,99996 —0,00841 23,33606 0,04285
181 3,28 | —0,99983 —0,01841 23,57060 0,04243
181 37,66 —0,99960 | —0,02840 23,80748 0,04200
182 12,03 | —0,99926 | —0,08840 2404675 0,04159
182 46,41 —0,99883 —0,04839 2428843 0,04117
E 183 20,79 | —0,99829 —0,05837 24,53253 0,04076
3,21 183 55,17 —0,99766 - 0,06835 24,77909 0,04036
3,22 184 29,54 | —0,99698 —0,07833 25,02812 0,03996
3,23 185 3,92 | —0,99609 - 0,08829 25,27966 0,03956
3,24 185 38,30 | —0,99516 —0,09825 25,53372 0,03916
3,25 186 12,68 | —0,99413 —0,10820 25,79034 0,03877
3,26 186 47,05 | --0,99300 —0,11813 26,04954 0,03839
3,27 187 21,43 1+ --0,99177 —0,12805 26,31134 0,03801
3,28 187 55,81 | —0,99044 - 0,18797 26,57577 0,03763
3,29 188 30,19 i —0,98901 —0,14786 26,84286 0,03725



Anhang. 287
z Cof x Ginx | Coja cosx | Cof xsin x |'Sinx cosz | Ginx sinx
2,80 8,25273 8,19192 | — 7,7759 27646 | — 17,7186 2,7442
2,81 8,33506 8,27486 | — 17,8810 2,71135 | — 17,8241 2,6939
2,82 8,41823 8,35862 | — 17,9866 2,6608 | — 7,9301 2,6420
2,83 8,50224 8,44322 | — 8,0929 2,6066 | — 8,0367 2,5885
2,84 8,58710 8,562867 | — 8,1995 2,5507 | — 8,1487 2,5334
2,85 8,67281 8,61497 | — 8,3067 2,4933 | — 8,2513 2,4766
2,86 8,75940 8,70218 | — 84144 2,4341 | — 8,3594 2,4182
2,87 8,84686 8,79016 | — 8,5225 2,3733 | — 8,4679 2,3581
2,88 8,93520 8,87907 | — 8,6312 2,3108 [ — 85770 2,2963
2,89 9,02444 8,96887 | — 8,7404 2,2466 | — 8,6865 2,2328
2,90 9,11458 9,05956 | — 8,8471 2,1807 | — 8,7965 2,1675
2,91 9,20564 9,15116 | — 8,9598 2,1130 | — 8,9068 2,1005
2,92 929761 | 924368 | — 9.0703| 20434  — 9.0177| 20316
2,93 9,39051 9,33712 | — 9,1811 1,9722 | — 9,1289 1,9609
2,94 9,48436 943149 | — 9,2923 1,8991 | — 9,2405 1,8885
2,95 9,67915 9,52681 | — 9,4039 1,8241 1 — 9,3525 1,8141
2,96 9,67490 9,62308 | — 9,5158 1,7473 | — 9,4649 1,7379
2,97 9,77161 9,72031 | — 9,6281 1,6685 | — 9,5775 1,6597
2,98 9,86930 9,81851  — 9,7407 1,5879 | — 9,6906 1,5797
2,99 9,96798 9,91770 | — 9,8536 1,5053 = — '9,8039 1,4977
3,00 10,06766 10,01787 | — 9,9669 1,4207 | — 9,9176 1,4137
3,01 10,16835 | 10,11905 | — 10,0804 1,3342 | — 10,0815 1,8277
3,02 10,27005 | 10,22125 | — 10,1943 1,2457 ' —10,1458 1,2397
3,03 10,37277 | 10,32446 | — 10,3083 1,1551 | —10,2602 1,1497
3,04 10,47654 | 10,42870 | — 10,4225 1,0625 | — 10,3749 1,0577
3,05 10,58135 | 10,53399 | — 10,5317 0,9678 | — 10,4899 [ 0,9634
3,06 | 10,68722 | 1064033 | —10.6516| 0,8710 | —10.6049| 08672
3,07 10,79416 | 10,74774 | — 10,7665 0,7721 | — 10,7202 0,7688
3,08 10,90218 | 10,85622 | — 10,8815 0,6710 | — 10,8356 | 0.6682
3,09 11,01129 10,96579 | — 10,9966 0,5679 | —10,9512 0,5655
3,10 11,12150 | 11,07645 | — 11,1119 0,4624 | — 11,0669 0,4606
3,11 11,23282 | 11,18822 | —11,2272| ' 0,3548 | — 11,1826 0,3534
3,12 | 1134527 | 1130111 | — 11,3427 | 02449 | —11.2985| 0.2440
3,13 11,45885 | 11,41513 | — 11,4580 0,1328 | — 11,4143 0,1323
3,14 11,57857 | 11,58029 | — 11,5736 0,0184 | — 11,5303 0,0183
7 11,59195 | 11,54874 | — 11,5919 0 — 11,5487 0
3,15 11,68946 | 11,64661 | — 11,6890 | —0,0983 | — 11,6461 | —0,0979
3,16 11,80651 11,76409 | —11,8045| —0,2174 | — 11,7621 | —0,2166
3,17 | 11,92474 | 11,88274 | — 11,9200 | —0,3387 | —11.8780 | — 0.3375
3,18 12,04417 | 12,00258 | — 12,0353 | — 0,4625 | — 11,9937 | — 0,4609
3,19 12,16480 | 12,12363 | — 12,1506, —0,5887 | — 12,1094 | —0,5867
3,20 12,28665 | 12,24588 | — 12,2656 | —0,7172 | — 12,2249 | —0,7148
3,21 | 12,40972 | 12,36936 | — 12,3807 | —0,8482 | — 12,3404 | — 0,8454
3,22 12,53404 | 12,49408 | — 12,4956 | —0,9818 | — 12,4557 | — 0,9787
3,23 12,65961 12,62005 | —12,6101 | —1,1177 | — 12,5707 | —1,1142
3,24 12,78644 | 12,74728 | — 12,7373 | —1,2563 | — 12,6856 | —1,2524
3,25 12,91456 | 12,87578 | —12,8388 | —1,3974 | — 12,8002 | —1,3932
3,26 | 13,04396 | 13,00557 | — 12,9527 | —1,5409 | —12.9145  — 1.5363
3,27 13,17467 | 13,183667 | — 13,0662 | —1,6870 | — 13,0286 | — 1,6822
3,28 13,30670 | 13,26907 | — 13,1795 | —1,8359 | — 18,1422 | —1,8307
3,29 13,44006 13,40280 | — 13,2924 | —1,9872 | — 13,2555 | —1,9817




288 Anhang.

-

w @ (in Grad) cos & sin e e—2
3,30 1890 4,56 | —0,98748 | —0,15775 27,11264 0,03688
3,31 189 38,94 | —0,98585 | —0,16761 27,38513 0,03652:
3,32 190 13,32 | —0,98413 | —0,17746 27,66035 0,03615
3,33 190 47,70 | —0,98230 | —0,18729 27,93834 0,03579
3,34 191 22,07 | —0,98038 | —0,19711 28,21913 0,03544
3,35 191 56,45-] —0,97836 | —0,20690 28,50273 0,03508
3,36 192 30,83 | —0,97624 | —0,21668 28,78919 0,03474
3,37 198 5,21 | —0,97408 | —0,22643 29,07853 0,03439
3,38 193 89,58 | —0,97172 | —0,23616 29,37077 0,03405
3,39 194 13,96 | —0,96931 | —0,24586 29,66595 0,033871
3,40 194 48,34 | —0,96680 | —0,25554 29,96410 0,03337
8,41 195 2272 | —0,96419 | —0,26520 30,26524 0,03304
3,42 195 57,09 | —0,96149 | —0,27482 1 30,56942 0,03271
3,43 196 31,47 | —0,95870 | —0,28443 30,87664 0,03239
3,44 197 5,85 | —0,95581 | —0,29400 31,18696 0,03206
3,45 197 40,23 | —0,95282 | —0,30854 31,50039 0,03175
3,46 198 14,60 | —0,94974 | —0,31305 31,81698 0,03143
3,47 198 48,98 | —0,94656 | -—0,32254 32,13674 0,03112
3,48 199 23,36 | —0,94328 | —0,33199 32,45972 0,03081
3,49 199 57,74 | —0,93992 | —0,34140 392,78595 0,03050
3,50 200 32,11 | —0,93646 | —0,35078 33,11545 0,03020
3,51 201 6,49 | —0,93290 | —0,36013 33,44827 0,02990
3,52 201 40,87 | —0,92925 | —0,36944 33,78443 0,02960
3,53 202 1525 | —0,92551 | —0,37871 34,12397 0,02930
3,54 202 49,62 | —0,92168 | —0,38795 34,46692 0,02901
3,55 208 24,00 | —0,91775 | —0,39715 34,81332 0,02872
3,56 203 58,38 | —0,91374 | — 0,40631 35,16320 0,02844
3,57 204 382,76 | —0,90963 | —0,41542 35,51659 0,02816
3,58 205 7,13 | —0,90543 | —0,42450 35,87354 0,02788
3,59 205 41,51 | —0,90114 | —0,43353 36,23408 0,02760
3,60 206 15,89 | —0,89676 | —0,44252 36,59823 0,02782
3,61 206 50,27 | —0,89229 | —0,45147 36,96605 0,02705
3,62 207 24,64 | —0,8%773 | —0,46037 37,8757 0,02678
3,63 207 59,02 | —0,88308 | —0,46922 37,71282 0,02652
3,64 208 33,40 | —0,87835 | —0,47803 38,09184 0,02625
3,65 209 7,78 | —0,87352 | —0,48679 38,47467 0,02599
3,66 209 42,15 | —0,86861 | —0,49550 38,86134 0,02573
3,67 210 16,53 | —0,86361 | —0,50416 39,25191 0,02548
3,68 210 50,91 | —0,85853 | —0,51277 39,64639 0,02522
3,69 211 2529 | —0,85336 | —0,52133 40,04485 0,02497
3,70 211 59,66 | —0,84810 | —0,52984 40,44730 0,02472
3,71 212 84,04 | —0,84276 | —0,53829 40,85381 0,02448
3,72 213 8,42 | —0,83733 | —0,54669 41,26439 0,02423
3,73 213 42,80 | —0,83183 —0,55504 41,67911 -0,02399
3,74 214 17,17 | —0,82623 | —0,56333 42,09799 0,02375
3,75 214 51,55 | —0,82056 | —0,57156 42,52108 0,02352
3,76 215 2593 | —0,81480 | —0,57974 49,94843 0,02328
3,77 216 0,31 | —0,80896 | —0,58786 43,38006 0,02305
3,78 216 3468 | —0,80305 | —0,59592 43,81604 0,02282
8,79 217 9,06 | —0,79705 | —0,60392 44,25640 0,02260
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Anhang. 289
Cof x Sinx Cojzcosz |Cojzsmnz |Ginxcosz | Sinxsin
13,57476 18,53788 | — 13,4048 | — 2,1414 | — 13,3684 2,1356
13,71082 | 13,67430 | — 13,5168 | — 2,2981 | — 13,4808 2,2919
13,84825 13,81210 | — 13,6285 | — 2,4575 | — 13,5929 2,4511
13,98707 13,95127 | — 18,7395 | — 2,6196 | -~ 13,7043 2,6129
14,12728 | 14,09185 | — 13,8501 | — 2,7846 | — 13,8154 2,7776
14,26891 | 14,23382 | — 13,9601 | — 2,9522 | — 13,9258 2,9450
14,41196 | 14,37723 | — 14,0695 | — 3,1228 | — 14,0356 - 3,1153
14,55646 | 14,52207 | — 14,1784 | — 38,2960 | — 14,1449 3,2882
14,70241 | 14,66836 | — 14,2866 — 3,4721 | — 14,2535 3,4641
14,84983 | 14,81612 | —14,3941 | — 3,6510| — 14,3614 3,6427
14,99874 | 14,96536 | — 14,5008 | — 3,8328 | — 14,4685 3,8242
15,14914 | 1511610 | — 14,6066 | — 4,0176 | — 14,5748 4,0088
15,30106 | 15,26835 | — 14,7118 | — 4,2050 | — 14,6804 4,1960
15,45451 | 15,42213 | — 14,8162 | — 4,3957 | — 14,7852 4,3865
15,60951 | 1557745 | — 14,9197 | — 45892 | — 14,8391 | — 4,5798
15,76607 15,73432 | — 15,0222 1 — 4,7856 | — 14,9920 4,7760
15,92420 | 15,89277 | — 15,1238 — 4,9851 — 15,0940 4,9752
16,08393 16,05281 | — 15,2244 — £ 1877 | — 15,1949 5,1777-
16,24526 | 16,21446 | — 15,3238 | — 5,3933 | — 15,2948 5,3830
16,40822 | 16,37772 | — 15,4224 | — 05,6018 | — 15,3937 5,914
16,57282 | 16,54263 | — 15,5198 58134 | — 15,4915 5,8028
16,73908 | 16,70919 | — 15,6159 | — 6,0282 | — 15,5880 6,0175
16,90701 | 16,87741 | — 15,7108 — 16,2461 | — 15,6833 6,2352
17,07664 | 17,04733 | — 15,8046 | — 6,4671| — 15,7775 6,4560
17,24797 17,21895 | — 15,8971 — 6,6913 | — 15,8704 | 6,6801
17,42102 | 17,39230 | —- 15,9831 | - 6,9188 | — 15,9618 6,9074
17,59582 | 17,56738 | ~ 16,0780 | ~ 7,1494| — 16,0520 7,1878
17,77237 | 17,74422 | — 16,1668 | — 17,8830 | — 16,1407 7,3713
17,95071 17,92283 | — 16,2531 | — 7,6201 | — 16,2279 7,6082
18,13084 | 18,10324 | — 16,3884 | — 17,8603 | — 16,3136 7,8483
18,81278 | 1828546 | 16,4218 | — 8,1038 | — 16,3977 8,0917
18,496505 18,46950 | — 16,5048 | — 8,3506 | — 16,4802 8,3384
1868218 | 18,6539 | - 16,5847 | — 86007 | — 16,5609 8,5884
18,86967 | 18,8431h | -~ 16,6634 | — 8,8540 | — 16,6400 8,8416
19,05904 | 19,03279 | — 16,7405 | — 9,1108 | — 16,7175 9,0982
19,25038 | 19,22434 | — 16,8155 | — .9,3709 | — 16,7928 9,3582
19,44354 19,41781 | —16,3889 | — 9,6343 | — 16,8665 9,6215
19,63869 19,61321 | — 16,9602 | — 9,9010 | — 16,9382 9,8882
19,83581 19,81059 | - 17,0296 | — 10,1712 | — 17,0080 | — 10,1583
20,03491 20,00994 | — 17,0970 | — 10,2733 | — 17,0757 | —10,4318
20,23601 20,21129 | — 17,1622 | — 10,7218 | — 17,1412, — 10,7087
20,48914 | 20,41466 | — 17,2253 | — 11,0022 | — 17,2047 | — 10,9890
20,64431 | 20,62008 | — 17,2861 | — 11,2860 | — 17,2658 | — 11,2728
20,85155 | 20,82756 | — 17,3449 | — 11,5734 | — 17,3250 | — 11,5601
21,06087 | 21,03712 | — 17,4022 | — 11,8642 | —17,3815| — 11,8508
21,27230 | 21,24878 | — 17,4552 | — 12,1584 | — 17,4359 | — 12,1450
21,48585 | 21,46257 | — 17,6067 | — 12,4562 | — 17,4877 | — 12,4427
21,70156 | 21,67851 | — 17,5557 | — 12,7575 | — 17,5870 | — 12,7439
21,91943 | 21,89661 | — 17,6024 | — 13,0622 | — 17,5841 | — 13,0486
22,13950 | 22,11690 | — 17,6463 | — 13,3705 | — 17,6283 { — 13,3568



290 Anhang.

x z (in Grad) cos & sin ez e—2%
3,80 2170 43’44 | —0,79097 —0,61186 44,70118 0,02237
3,81 218 17,82 —0,78481 —0,61974 45,15044 0,02215
3,82 218 52,19 —0,77857 —0,62755 45,60421 0,02193
3,88 219 26,57 —0,77226 —0,63531 46,06254 0,02171
3,84 2200 0,95 | —0,76587 — 0,64300 46,52547 0,02149
3,85 220 35,33 | . —0,75940 —0,65063 46,99306 0,02128
3,86 221 9,70 | —0,752%5 —0,65819 47,46535 0,02107
3,87 221 44,08 | —0,74624 | —0,66568 47,94239 0,02086
3,88 222 18,46 | —0,73954 | —0,67311 48,42421 0,02065
3,89 222 52,83 | —0,73277 — 0,68047 48,91089 0,02045
3,90 223 27,21 | —0,72593 —0,68777 49,40245 0,02024
3,91 224 159 | —0,71902 | —0,69499 49,89895 0,02004
3,92 224 35,97 | —0,71203 —0,70215 50,40045 0,01984
3,93 225 10,34 | —0,70498 | —0,70923 50,90698 0,01964
3,94 225 44,72 | —0,69785 —0,71625 51,41860 0,01945
3,95 226 19,10 | —0,69065 —0,72319 51,93537 0,01925
3,96 226 53,48 | —0,68338 | —0,73006 52,45733 0,01906
3,97 227 27,85 | —0,67605 | —0,73686 | ~52,98453 0,01887
3,98 228 2,23 ! —0,66865 | -—0,74358 53,51703 0,01869
3,99 228 36,61 —0,66118 —0,75023 54,05489 0,01850
4,00 229 10,99 | —0,65864 | —0,75680 54,59815 0,01832
4,01 229 45,36 | —0,64604 | —0,76330 55,14687 0,01813
4,02 230 19,74 | —0,63838 —0,76972 55,70111 0,01795
4,03 230 54,12 | —0,63065 —0,77607 56,26091 0,01777
4,04 231 28,50 — 0,62286 —0,78234 56,82634 0,01760
4,05 232 2,87 —0,61500 —0,78853 57,39746 0,01742
4,06 | 232 37,25 | —0,60709 —0,79464 57,97431 0,01725
4,07 233 11,63 | —0,59911 —0,80067 58,55696 0,01708
4,08 233 46,01 | —0,59107. | —0,80662 59,14547 0,01691
4,09 234 20,38 | —0,58298 —0,81249 59,73989 |  0,01674
4,10 234 54,76 | —0,57482 | —0,81828 60,34029 0,01657
4,11 235 29,14 | —0,56661 —0,82398 60,94672 0,01641
4,12 236 3,52 | —0,55834 | —0,82961 61,55924 0,01624
413 | 236 37,89 | —0,55002 | —0,83515 | 62,17792 0,01608
4,14 237 12,27 | —0,54164 | —0,84061 62,80282 0,01592
4,15 237 46,65 | —0,53321 —0,84598 63,43400 0,01576
416 | 238 21,03 | —052472 | —0,85127 | 64,07152 0,01561
4,17 238 55,40 | —0,51618 —0,85648 64,71545 0,01545
4,18 239 29,78 | —0,50759 —0,86160 65,36585 0,01530
4,19 240 4,16 | —0,49895 —0,86663 66,02279 0,01515
4,20 240 38,54 | —0,49026 | —0,87158 66,68633 0,01500
4,21 241 12,91 — 0,48152 —0,87643 67,35654 0,01485
4,22 241 47,29 | —0,47273 —9,88121 68,03348 0,01470
4,23 242 21,67 | —.0,46390 —0,88589 68,71723 0,01455
4,24 242 56,05 | —0,45501 | —0,89048 69,40785 0,01441
4,25 243 30,42 | —0,44609 —0,89499 70,10541 0,01426
4,26 244 4,80 | —0,43712 —0,89941 70,80998 0,01412
4,27 244 389,18 | —.0,42810 1 —0,90373 71,52164 0,01398
4,28 245 13,56 | —0,41904 | —0,90797 72,24044 0,01384
4,29 245 47,93 | —0,40994 ' —0,91211 72,96647 0,01870



Anhang. 291
z Cof z i Ginx l@ofa:cosxl Cojxsine | Sinzcosz | Gine sin z
3,80 22,36178 | 22,33941 | — 17,6875 | — 13,6823 | — 17,6698 | — 13,6636
3,81 22,68629 | 22,56415 | — 17,7259 | — 18,9976 | — 17,7086 | — 13,9839
3,82 | 22,81307 | 22,79114 | — 17,7616 | — 14,3163 | — 17,7445 | — 14,3026
3,33 23,04212 | 23,02041 | — 17,7945 | — 14,6389 | — 17,7777 | — 14,6251
3,84 23,27348 | 23,25199 | — 17,8245 — 14,9648 | — 17,8080 | — 14,9510
3,85 23,50717 | 23,48589 | —17,8518 | — 15,2945 | — 17,8352 | — 15,2806
3,86 28,74321 | 28,72214 | — 17,8751 | — 15,6275 | — 17,8592 ' — 15,6137
3,87 23,98162 | 23,96076 | — 17,8960 | — 15,9641 | — 17,8805 | — 15,9502
3,88 24,22243 | 24,20178 | —17,9135| — 16,3044 | — 17,8982 | — 16,2905
3,89 24,46567 | 24,44522 | — 17,9277 — 16,6482 | — 17,9127 | — 16,6342
3,90 24,711385 | 24,69110 | — 17,9387 | — 16,9957 | — 17,9240 | — 16,9818
3,91 24,95950 | 24,93946 | — 17,9464 | — 17,3466 | — 17,9320 | — 17,3327
3,92 25,21014 | 25,19080 | — 17,9504 | — 17,7018 | — 17,9362 | — 17,6874
3,93 25,46331 | 25,44367 | — 17,9511 | — 18,0593 — 17,9373 | — 18,0454
3,94 25,71902 | 25,69958 | — 17,9480 | — 18,4212 | — 17,9345 | — 18,4073
/
3,95 25,97731 | 25,95806 | — 17,9412 | — 18,7865 — 17,9279 | — 18,7726
3,96 26,23819 | 26,21913 | — 17,9307 | — 18,1855 | —17,9176'| — 19,1415
3,97 26,50170 | 26,48283 | — 17,9165 — 19,5280 | — 17,9087 | — 19,5141
3,98 26,76786 | 26,74917 | — 17,8983 | — 19,9040 | — 17,8858 | — 19,8901
3,99 27,08669 | 27,01819 | — 17,8761 — 20,2837 | — 17,8639 | — 20,2699
4,00 27,30823 | 27,28992. | — 17,8498 | — 20,6669 | — 17,8378 | — 20,6530
4,01 27,58250 | 27,56437 | — 17,8172 | — 21,0587 | — 17,8077 | — 21,0399
4,02 27,85953 | 27,84158 | — 17,7850 | — 21,4440 — 17,7735 | — 21,4302
4,03 28,13984 | 28,12157 | — 17,7461 | — 21,8381 | — 17,7349 | — 21,8243
4,04 28,42197 | 28,40437 | — 17,7029 | — 22,2356 | — 17,6919 | — 22,2219
4,05 28,70744 | 28,69002 | — 17,6551 | — 22,8367 | — 17,6444 | — 22,6229
4,06 28,99578 | 28,97853 | — 17,6080 | — 23,0412 | — 17,5926 | — 23,0275
4,07 | 29,28702 | 29,26994 | — 17,5461 | — 23,4492 | — 17,5359 | — 23,4356
4,08 29,58119 | 29,56428 | — 17,4846 | — 23,8608 | — 17,4746 | — 23,8471
4,09 29,87832 | 29,86158 | — 17,4185 | — 24,2758 | — 17,4087 | — 24,2622
4,10 30,17843 | 30,16186 | — 17,3472 | — 24,6944 | — 17,3376 | — 24,6808"
4,11 30,48156 | 380,46515 | — 17,2712 | — 25,1162 | — 17,2619 | — 25,1027
4,12 30,78774 | 30,77180 | — 17,1900 | -- 25,5418 | — 17,1810 | — 25,5283
4,18 31,09700 | 31,08092 | — 17,1040 | — 25,9707 | — 17,0951 | — 25,9557
4,14 31,40937 | 81,39845 | —17,0126 | — 26,4080 | — 17,0089 | — 26,3896
4,15 31,72488 | 31,70912 | — 16,9160 | — 26,8386 | — 16,9076 | — 26,8253
4,16 82,04357 | 382,02796 | — 16,8139 | — 27,2777 — 16,8057 | — 27,2644
4,17 82,36545 | 32,35000 | — 16,7064 | — 27,7204 | — 16,6484 | — 27,7071
4,18 32,69058 | 32,67528 | — 16,5934 | — 28,1662 | — 16,5856 | — 28,1530
4,19 33,01897 | 33,00382 | — 16,4748 | — 28,6152 | — 16,4673 | — 28,6021
4,20 33,35066 | 33,33567 | — 16,3505 | — 29,0678 | — 16,3431 | — 29,0547
4,21 33,68569 | 383,67085 | —16,2208 | — 29,5231 | — 16,2132 | — 29,5101
4,22 34,02409 | 34,00939 | — 16,0842 | — 29,9824 | — 16,0773 | — 29,9694
4,23 34,36589 | 34,35184 | — 15,9428 | — 80,4444 | — 15,9355 | — 30,4315
4,24 34,71118 | 34,69672 | — 15,7939 | — 30,9096 | — 15,7874 — 30,8967
4,25 35,06984 | 35,04557 | — 15,6398 | — 31,3782 | — 15,6335 | — 31,3654
4,26 85,41205 | 35,39793 | — 15,4793 | — 81,8500 | — 15,4731 | — 81,8373
4,27 35,76781 | 35,75383 | — 15,3122 | — 32,3244 | — 15,3062 | — 32,3118
4,28 36,12714 | 36,11330 | — 15,1387 | — 32,8024 | — 15,1329 | — 82,7898
4,29 36,49009 | 36,47638 ] — 14,9587 | — 33,2830 | — 14,9531 | - 33,2705

19*



292 Anhang.

@ z (in Grad) - cos x sin & e 6%
4,30 246° 22,381 | --0,40080 —0,91617 73,69979 0,01857
431 246 56,69 | —0,39162 —0,92013 74,44049 0,01343
4,32 247 . 31,07 | —0,38240 —0,92400 75,18863 0,01330
4,33 248 . 544 | —0,37314 | —0,92778 75,94429 0,01317
4,34 248 89,82 | —0,36384 —0,98146 76,70754 0,01304
4,35 249 14,20 | —0,35451 —0,93505 77,47846 0,01291
4,36 - | 249 4858 | —0,34514 | —0,93855 78,25713 0,01278
4,37 250 22,95 | —0,38574 —0,94196 79,04363 0,01265
4,38 250 57,33 | —0,32630 — 0,94527 79,83303 0,01253
4,39 251 31,71 | —0,31683 —0,94848 80,64042 0,01240
4,40 252 6,09 | —0,30783 —0,95160 |. 81,45087 0,01228
4,41 252 40,46 | —0,29780 —~0,95463 82,26946 |- 0,01216
4,42 2563 14.84 | —0,28824 —0,95756 83,09629 0,01203
443 253 49,22 | —0,27865 —0,96089 -| 83,93142 0,01191
4,44 254 23,60 | --0,26903 —0,96313 84,77494 0,01180
4,45 254 57,97 | —0,25939 —0,96577 85,62694 0,01168
446 | 2556 38235 | —0,24972 —0,96832 86,48751 0,01156
4,47 256 6,73 | —0,24002 | —0,97077 87,35672 0,01145
4,48 256 41,11 | —0,23030 —0,97312 88,23467 0,01133
4,49 257 15,48 | —0,22056 —0,97537 ‘i 89,12145 0,01122
4,50 257 49,86 | —0,21080 —0,97753 | 90,01713 0,01111
4,51 258 24,24 | —0,20101 —0,97959 | 90,92182 0,01100
4,52 258 58,62 | —0,19120 | —0,98155 91,83560 0,01089
4,53 269 32,99 | —0,18138 —0,98341 92,75856 0,01078
4,54 260 7,37 | —0,17154 | —0,98518 | 93,69080 0,01067

4,55 260 41,75 | —0,16168 — 0,98684 94,63241 0,01057
4,56 261 16,13 | —0,15180 —0,98841 95,68348 0,01046
4,57 261 50,50 | —0,14191 —0,98988 96,64411 0,01086
4,58 262 24,83 | —0,13200 | --0,99125 97,51439 0,01025
4,59 262 59,26 | —0,12208 —0,99252 98,49443 0,01012
4,60 263 33,64 | —0,11215 —0,99369 99,48432 0,010052
4,61 264 8,01 | —0,10221 —0,99476 100,48415 0,009952
4,62 264 42,39 | —0,09226 —0,99574 101,49403 0,009853
4,63 265 16,77 | —0,08230 —0,99661 102,51406 0,009755
464 °265 51,15 | —0,07233 —0,99788 103,54435 0,009658
4,65 266 25,62 | —0,06235 —0,99805 104,58499 0,009562
4,66 266 59,90 | —0,05237 —0,99868 105,63608 0,009466
4,67 267 8428 | —0,04238 —0,99910 106,69774 0,009372
4,68 268 8,65 | —0,03238 ~0,99948 107,77007 0,009279
4,69 268 43,03 | —0,02239 —0,99975 108,85318 0,009187
4,70 269 17,41 | —0,01239 —0,99992 109,94717 0,009095
4,71 269 51,79 | —0,00239 | —1,00000 111,05216 0,009005
3w 270 0 —1 111,31778 0,008983
4,72 270 26,16 0,00761 —0,99997 112,16825 0,008915
4,73 271 0,54 0,01761 | —0,99984 113,29556 0,008826
4,74 271 34,92 0,02761 —0,99962 114,43420 0,008739
475 272 9,30 0,03760 l —0,99929 115,58428 0,008652
4,76 272 43,67 0,04759 |. —0,99887 116,74598 0,008566
4,77 273 18,05 0,05758 ’ —0,99834 117,91924 0,008480
4,78 273 52,43 0,06756 —0,99772 119,10435 0,008396
4,79 274 26,81 0,07753 4 —0,99699 120,30137 0,008312




Anhang. 293
z Cof z Ginx Cofx cosz | Cofzsin x| Ginz cosz | Ginzsinz
4,30 36,85668 | 86,84311 | — 14,7722 | — 83,7670 | — 14,7667 | — 33,7546
4,31 37,22696 | 37,21353 ' — 14,5788 | — 34,2536 | —. 14,5736 | — 34,2413
4,32 37,60096 | 37,58766 @ — 14,3786 | — 34,7433 | —14,8735 | — 34,7310
4,33 37,97873 | 37,96556 | — 14,1714 | — 35,2859 | — 14,1665 | — 35,2237
4,34 38,36029 | 38,34725 | — 13,9570 | — 35,7311 | —13,9523 | — 35,7189
4,35 88,74568 | 38,73278 | — 18,7357 | — 86,2291 | — 13,7312 | — 36,2171
4,36 39,13496 | 39,12218 |— 13,5070 | — 36,7301 | — 18,5026 | — 36,7181
4,37 39,52814 | 39,51549 | — 18,2712 | — 87,2831 | — 13,2669 | — 87,2220
4,38 89,92528 | 39,91275 | — 13,0276 | — 87,7402 | — 13,0235 | — 37,7283
4,39 40,32641 | 40,81401 — 12,7766 | — 38,2488 | — 12,7727 | — 38,2370
4,40 40,73157 | 40,71930 | — 12,5180 | — 88,7602 | — 12,5148 | — 38,7485
4,41 41,14081 | 41,12865 | — 12,2517 | — 39,2743 | —12,2481 | — 39,2626
4,42 41,55416 | 41,54213 | — 11,9776 | — 39,7906 | — 11,9741 | — 89,7749
4,43 41,97167 | 41,95975 | — 11,6625 | — 40,3092 | — 11,6921 | — 40,2977
4,44 42,39337 | 42,38157 |— 11,4051 | — 40,8303 |— 11,4019 | — 40,8190
4,45 42,81931 | 42,80763 | — 11,1069 | — 41,3108 | — 11,1039 | — 41,3423
4,46 43,24954 | 43,23797 ' — 10,8003 | —41,8794 | — 10,7974 | — 41,2682
4,47 43,68409 | 43,67264 — 10,4851 | — 42,4072 | — 10,4823 | — 42,3961
4,48 44,12300 | 44,11167 | —10,1615 | — 42,9370 |— 10,1589 |— 42,9259
4,49 44,56633 | 44,55611 | — 9,8295 | — 43,4687 | — 9,8271 | — 43,4577
4,50 45,01412 | 45,00301 | — 9,4890 | — 44,0027 |— 9,4866 | —43,9918
4,51 45,46641 | 45,45541 | 9,1392 | — 44,5384 |-~ 9,18370 | — 44,5277
4,52 45,92324 | 4591235 |— 87805 | —45,0760 |-~ 8,7784 | — 45,0653
4,58 46,38467 | 46,37389 — 84183 | --45,6151 | - 8,4113 | — 45,6045
4,54 46,85074 | 46,84006 | — 8,0368 |--46,1564 | — 8,0349 | — 46,1459
[
4,55 47,32149 | 47,31092 | — 7,6509 | — 46,6987 | — 17,6492 |- 46,6883
4,56 47,79697 ‘ 47,78651 | — 7,2556 | — 47,2430 | — 7,2540 | — 47,2327
4,57 48,27723 | 48,26688 | - 6,8510 | — 47,7887 | — 6,8496 | — 47,7784
4,58 48,76232 | 4875207 |- 6,4366 | — 48,3356 | — 6,4353 | — 48,3255
4,59 49,25229 | 49,24214 | — 6,0127 | — 48,8839 | — 6,0115 | — 48,8738
4,60 49,74718 | 49,73713 | — 5,5791 | —49,4338 | — 5,5780 | —49,4233
4,61 50,24705 | 50,23710. 1 — 5,1358 | — 49,9838 | — 5,1347 | — 49,9739
4,62 50,75194 | 50,74209 | — 4,8237 | — 50,5857 | — 4,6815 | — 50,5259
4,63 51,26191 | 51,25215 1 — 4,2189 | — 51,0881 | — 4,2181 | — 51,0784
4,64 51,77700 | 51,76734 — 3,7450 | — 51,6418 | — 3,7443 | — 51,6317
4,65 52,29727 | 5228771 | — 3,2607 | — 52,1958 | — 3,2601 | — 52,1857
4,66 52,82277 | 52,81831 — 2,7663 | — 52,7504 | — 2,7658 | — 52,7410
4,67 53,85356 | 53,34419 | — 2,2611 | — 53,3055 | — 2,2607 | — 53,2962
4,68 53,88968 | 53,88040 | — 1,7449 | —53,8617 | — 1,7446 | — 53,8524
4,69 54,43118 | 54,42200 | — 1,2187 | —54,4176 |— 1,2185 | — 54,4084
4,70 54,97818 | 54,96904 | — 0,6812 | — 54,9737 | — 0,6811 | — 54,9646
4,71 55,53058 | 55,52158 | — 0,1327 | — 55,5306 |— 0,1327 | — 55,5216
ix 55,66338 | 55,65440 0 — 55,6634 0 — 55,6544
4,72 56,08858 | 56,07967 0,4268 | — 56,0869 0,4268 | — 56,0780
4,73 56,65219 | 56,64337 0,9976 | — 56,6431 0,9975 | — 56,6343
4,74 57,22147 | 57,21278 1,5799 | — 57,1997 1,5796 | — 57,1910
4,75 57,79647 | 57,78782 2,1781 | — 57,7554 2,1728 | — 57,7468
4,76 58,37725 | 58,36868 2,7782 | — 58,3113 2,7778 | — 58,3027
477 58,96386 | 58,95538 3,3951 | — 58,8660 3,3947 | — 58,8575
4,78 59,55637 | 59,54798 4,0236 | — 59,4206 4,0231 | — 59,4122
4,79 60,15484 | 60,14653 4,6638 | — 59,9738 4,6632 | — 59,9655




294 Anhang.

x z (in Grad) cos & ; sin e e—%
4,80 275° 1,18 0,08750 —0,99616 121,51042 0,008230
4381 275 35,56 0,09746 —0,99524 122,73162 0,008148
4,82 276 9,94 0,10740 | —0,99422 123,96509 0,008067
4,83 276 44,32 0,11734 | —0,99309 125,21096 0,007987
4,84 277 18,69 0,12726 —0,99187 126,46935 0,007907
4,85 277 53,07 | 0,18718 —0,99055 127,74039 0,007828
4.86 278 27.45 | 0,14708 —0,98913 | 129,02420 | 0,%07750
4,87 279 1,83 0,15696 —0,98761 180,32092 0,007673
4,88 279 36,20 0,16683 —0,98599 131,63066 0,007597
4,89 280 10,58 0,17668 —0,98427 132,95357 0,007521
4,90 280 44,96 0,18651 — 0,98245 134,28978 0,007447
491 281 19,34 0,19633 ©—0,98054 185,63941 0,007372
4,92 281 53,71 0,20612 —0,97853 187,00261 0,007299
4,93 282 28,09 0,21590 —0,97642 138,37951 0,007227
4,94 283 2,47 0,22565 —0,97421 139,77025. 0,007155
4,95 283 36,85 0,23538 —0,97190 141,17496 0,007083
4,96 284 11,22 0,24509 —0,96950 142,59380 0,007013
4,97 284 45,60 0,25477 —0,96700 144,02689 0,006943
4,98 285 19,98 0,26443 —0,96441 145,47438 0,006874
4,99 285 54,36 0,27406 —0,96171 146,93642 0,006806
5,00 286 28,73 0,28366 — 0,95892 148,41316 0,006738
5,01 287 8,11 0,29324 —0,95604 149,90474 | " 0,006671
5,02 287 37,49 0,30278 —0,95306 151,41130 0,006605
5,03 288  11,%7 0,31230 | —0,94998 152,93301 0,006539
5,04 288 46,24 0,32178 — 0,94681 154,47002 0,006474
5,05 289 20,62 0,38123 | —0,94355 156,02246 0,006409
5,06 289 55,00 0,34065 | —0,94019 157,59052 0,006346
5,07 290 29,38 0,35004 | —0,93674 159,17433 | 0,006282
5,08 291 3,75 0,35939 —0,93319 160,77406 0,006220
5,09 291 38,18 0,36870 —0,92955 162,38986 0,006158
5,10 292 12,51 0,37798 —0,92581 164,02191 0,006097
5,11 292 46,89 0,38722 —0,92199 165,67035 0,006036
5,12 298 21,26 0;39642 —0,91807 167,33537 0,005976
5,18 293 55,64 0,40558 —0,91406 169,01712 0,005917
5,14 294 30,02 0,41470 —0,90996 170,71577 0,005858
5,15 295 4,40 0,42378 —0,90577 172,43149 0,005799
5,16 295 38,77 0,43281 —0,90148 174,16446 0,005742
5,17 296 13,15 0,44181 —0,89711 175,91484 0,005685
5,18 296 47,58 0,45076 —0,59265 177,68281 0,005628
5,19 297 21,91 0,45966 —0,88810 179,46855 0,005572
5,20 297 56,28 0,46852 —0,88345 181,27224 0,005517
5,21 298 30,66 0,47733 —0,87873 183,09406 0,005462
5,22 299 5,04 0,48609 —0,87391 184,93418 0,005407
5,23 299 39,42 0,49481 —0,86900 186,79230 0,005354
5,24 300 13,79 0,50347 —0,86401 188,67010 0,005300

-5,25 300 48,17 0,51209 —0,85893 | 190,56627 0,005248
5,26 301 22,55 | 0,52065 —0,85377 192,48149 0,005195
5,27 301 56,93 0,52916 —0,84852 194,41596 0,005144
5,28 302 31,30 0,53762 —0,84319 196,36988 0,005092
5,29 303 5,68 0,54602 —0,83777 198,34343 0,005042




Anhang. 295
z Cofz Ginx Cojz cosz | Cofx sinz | Sinzcosz| Sinzsinaz
4,80 60,75932 | 60,75109 53164 |—60,5260 | 53157 |[—60,5178
4,81 61,36988 | 61,36173 59811 |—61,0778 | 59803 |— 61,0696
4,82 61,98658 | 61,97851 6,6574 | — 61,6283 | 6,6565 |— 61,6203
4,883 62,60947 | 62,60149 7,3466 | 62,1768 | 7,3457 | —62,1689
4,84 63,23863 \ 63,23072 80477 | —62,7245 | 80467 |—62,7167
4,85 63,87411 | 63,26628 8,7623 |~—63,2705 | 87612 |— 63,2627
4,86 64,51598 | 64,50823 94890 |—63,8147 | 94879 |— 68,8070
4,87 65,16430 | 65,15662 | 10,2282 | — 64,3569 | 10,2270 | — 64,3493
4,88 65,81913 | 65,81153 | 10,9806 |— 64,8970 | 10,9793 |- 64,8895
4,89 66,48055 | 66,47803 | 11,7458 | —65,4348 | 11,7445 |— 65,4274
4,90 67,14861 | 67,14117 | 12,5239 | —65,9702 | 12,5225 |— 65,9628
4,91 67,82339 | 67,81602 | 13,3158 |— 66,5035 | 13,3143 |— 66,4963
4,92 68,50496 | 68,49766 | 14,1902 | — 67,0342 | 14,1187 |— 67,0270
4,93 69,19337 | 69,18614 | 14,9388 |— 67,5618 | 14,9373 |-— 67,5547
4,94 69,88870 | 69,88155 | 15,7704 | — 68,0863 | 15,7688 |~ 68,0793
4,95 70,59102 ‘ 70,58394 | 16,6157 |—68,6074 | 16,6140 | — 68,6005
4,96 71,0040 | 71,29389 | 17,4750 |—69,1257 | 17,4783 |— 69,1189
4,97 72,01692 | 72,00997 | 18,3478 |—69,6404 | 18,3460 |— 69,6336
4,98 72,74063 | 72,73375 | 19,2348 |— 70,1518 | 19,2330 | — 70,1452
4,99 73,47161 | 73,46481 | 20,1356 | 70,6584 | 20,1338 | —70,6518
5,00 74,20995 | 74,20821 | 21,0504 | TL1614 | 21,0485 | — 71,1549
5,01 74,95570 | 74,94908 | 21,9300 |—71,6606 | 21,9781 |— 71,6543
5,02 75,70895 | 75,70235 | 22,8474 |[—72,1552 | 22,9212 | —72,1489
5,03 76,46978 | 76,46324 | 28,8815 |—72,6448 | 23,8795 |—72,6385
5,04 77,23824 | 7723177 | 24,8537 |— 73,1299 | 24,8516 |- 73,1238
5,05 78,01444 | 78,00803 | 25,8407 |— 73,6105 | 25,8386 |— 78,6045
5,06 7879843 | 78,79209 | 26,8427 |— 74,0855 | 26,8405 |— 74,0795
5,07 79,59080 | 79,58402 | 27,8598 | — 74,5554 | 27,8576 |— 74,5495
5,08 80,39014 | 80,38392 | 28,8914 |— 75,0193 | 28,8892 |— 75,0185
5,09 81,19801 | 81,19185 | 29,9377 |— 75,4776 | 29,9354 |—754719
5,10 82,01400 | 82,00791 | 80,9997 |— 75,9294 | 30,9978 |— 75,9237
5,11 82,83820 | 82,83216 .| 32,0766 |— 76,8760 | 32,0743 |— 76,5704
5,12 83,67067 | 83,66470 | 38,1687 |— 76,8155 | 33,1664 | — 76,8101
5,13 84,51152 | 84,50560 | 34,2762 |— 77,2486 | 84,2738 |— 77,2432
5,14 85,36081 | 85,35496 | 85,3991 | — 77,6749 | 35,3967 | — 77,6696
5,15 86,21864 | 86,21285 | 86,5377 |—78,0943 | 36,5353 |- 78,0890
5,16 87,08510 | 87,07936 | 37,6913 |— 78,5055 | 87,6888 |— 78,5008
5,17 87,96026 | 87,95458 | 88,8617 |— 78,9100 | 38,8592 | — 78,9049
5,18 88,84422 | 8883859 | 40,0474 |— 79,3068 | 40,0449 | — 79,3018
5,19 89,73706 | 89,73149 | 41,2485 |— 79,6955 | 41,2460 | —79,6905
5,20 90,63888 | 90,63336 | 42,4661 |—80,0749 | 42,4635 |- 80,0700
521 91,54976 | 91,54430 | 43,6994 | —80,4475 | 43,6968 | — 80,4427
5,22 92,46980 | 92,46439 | 44,9486 |—80,8103 | 44,9460 |— 80,8056
5,28 93,39908 | 93,39373 | 46,2148 |—81,1638 | 46,2122 | — 51,1592
5,24 94,33770 | 94,33240 | 47,4958 |—81,5081 | 47,4935 | — 81,5041
5,25 95,28576 | 95,28051 | 48,7949 | —81,8438 | 48,7922 | —81,8393
5,26 96,24334 | 96,23815 | 50,1091 | —82,1697 | 50,1064 |- 82,1652
5,27 97,21055 | 97,20541 | 51,4399 | —82,4851 | 51,4372 | — 82,4807
5,28 98,18748 |. 9818239 ‘ 52,7876 | — 82,7907 | 52,7848 |— 82,7864
5,29 99,17423 |°99,16919 | 54,1511 |—83,0852 | 54,1484 | —830810



296 Anhang.

x z (in Grad) cos x sin I e ; e—=
5,30 3030 407,06 0,55437 —0,83227 200,33681 |° 0,004992
5,31 304 14,44 0,56267 —0,82668 202,35023 0,004942
5,32 304 48,81 0,57091 —0,82101 204,38388 0,004893
5,33 305 23,19 0,57909 —0,81526 206,43797 0,004844
5,34 305 57,57 0,58721 —0,80943 208,51271 . 0,004796
5,35 306 31,95 0,59528 —0,50352 210,60830 0,004748
5,36 307 6,32 0,60328 —0,79758 212,72495 0,004701
5,37 307 40,70 0,61123 —0,79145 214,86287 0,004654
5,38 308 15,08 0,61911 —0,78530 217,02228 0,004608
5,39 308 49,46 0,62693 —0,77907 219,20339 0,064562
5,40 309 23,83 0,63469 —0,77276 221,40642 0,004517
5,41 309 58,21 0,64239 — 0,76638 223,63159 0,004472
5,42 310 82,59 0,65002 —0,75992 | 225,87912 0,004527
5,43 311 6,96 0,65759 —0,75338 | 228,14925 0,004383
5,44 311 41,34 0,66509 —0,74677 230,44218 0,004339
5,45 312 15,72 0,67252 .—0,74008 232,75817 0,004296
5,46 812 50,10 0,67989 —0,73332 285,09742 0,004254
5,47 313 24,47 0,68719 —0,72648 237,46019 0,004211
5,48 318 58,85 0,69442 —0,71957 | 239,84671 0,004169
5,49 314 33,23 0,70158 —0,71259 | 242,25721 0,004128
550 | 815 7,61 0,70867 —0,70554 | 9244,69193 | 0,004087
5,51 315 41,98 0,71569 —0,69842 247,15113 0,004046
5,52 316 16,36 0,72264 | —0,69123 249,63504 0,004006
5,53 316 50,74 0,72951 [ = 0,68397 252,14391 0,003966
554 | 317 2512 0,73632 —0,67664 = 254,67800 | 0,003927
5,55 317 59,49 | 0,74305 —0,66924 ‘ 257,23756 | 0,003887
5,56 318 33,87 | 0,74970 —0,66178 | 259,82284 0,003849
5,57 319 8,25 0,75628 —0,65425 = 262,43410 @ 0,003810
5,58 319 42,63 0,76279 | —0,64665 . 265,07161 | 0,003773
5,59 320 17,00 0,76921 —0,63899 ‘ 267,73562 0,003735
5,60 320 51,38 0,77557 —0,68127 | 270,42641 0,003698
5,61 321 25,76 0,78184 —0,62348 ‘ 278,14424 0,003661
5,62 322 0,14 0,78804 —0,61563 | 275,88938 0,003625
5,63 322 34,51 0,79415 —0,60772 | 278,66212 0,003589
5,64 323 8,89 0,30019 —0,59975 ! 281,46272 0,003553
5,65 323 43,27 0,80615 — 0,59172 \ 284,29147 | 0,003518
5,66 324 17,65 0,81202 = —0,58362 287,14864 0,003483
5,67 324 52,02 0,81782 \ —0,57548 290,08453 0,003448
5,68 325 26,40 0,82353 —o0, 06727 292,94943 0,003414
5,69 326 0,78 0,82916 —0, 55900 - 295,89362 0,003380
5,70 326 385,16 0,33471 —0,55069 298,86740 ‘ 0,003346
5,71 327 9,53 0,84018 —0,54231 301,87107 | 0,008313
5,72 327 43,91 0,84556 | —0,53388 304,90492 | 0,003280
5,73 328 18,29 0,85086 | — 0 52540 307,96927 | 0,008247
5,74 328 52,67 0,85607 [ — 0 51687 311,06441 0,003215
5,75 329 27,04 0,86119 | —0,50828 814,19066 | 0,003183
5,76 330 1,42 0,36623 ‘ —0,49964 317,34833 | 0,003151
5,77 330 25,80 0,87119 — O 49095 j 320,53773 | 0,003120
5,78 331 10,18 0,87605 — 0, 48999 1 323,75919 ! 0,003089
5,79 331 44,55 0,88083 —0,47343 327,01302 | - 0,003058
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100,17090 | 100,16591 | 55,5817 | — 83,8692 |- 55,5290 | — 83,3651
101,17759 | 101,17264 | 56,9296 |— 83,6415 | .56.9268 | — 83,6374
102,19439 | 102,18949 | 583438 | — 83,9026 | 58,3410 |— 83,3986
103,22141 | 103,21657 | 59,7745 | — 84,1523 | 59,7717 |— 84,1483
104,25875 | 104,25396 | 61,2218 | —84.3902 | 61,2190 | — 84,3863

105,30652 | 105,30177 | 62,6869 | — 84,6159 | 62,6840 |— 84,6121
106,36482 | 106,36012 | 64,1678 | —84.8291 | 64,1649 |— 84,8254
107,43376 | 107,42911 | 65,6657 | — 85,0284 | 65,6639 | — 85,0248
10851344 | 108,50883 | 67,1818 | —85.2156 | 67,1789 | —85.2120
109,60397 |109,59941 | 68,7140 |—85,3892 | 68,7112 | — 85,3856

110,70547 |110,70095 | 70,2637 | — 85,5488 | 70,2608 |— 85,5453
111,81803 | 111,81356 | 71,8308 | — 85,6951 | 71,8279 |— 85,6917
112,94177 |112,93785 | 73,4144 | —85,.8267 | 734115 | — 85,8234
114,07681 | 114,07243 | 75,0158 |—85,9432 | 75,0129 |- 85,9399
115,22326. | 115,21892 | 76,6338 | —86,0453 | 76,6310 | — 86,0420

116,38123 | 116,37693 | 78,2687 |— 86,1314 | 78,2658 | — 86,1283
117,55084 | 117,54659 | 79,9216 |— 86,2024 | 79.9188 | — 86,1993
118,73220 | 118,72799 | 81,5916 |—86,2566 | 81,5887 | — 86,2535
119,92544 | 119,92127 | 83,2786 |— 86,2947 | 83,2757 |— 86,2917
121,13067 | 121,12654 | 84,9829 |—86,3165 | 84,9800 | — 86,3136

122,34801 \122,34392 86,7044 | —86,3214 | 86,7015 |— 86,3185
123,57759 | 123,57354 | 88,4432 | — 86,3091 | 88,4403 |— 86,3062
12481952 | 124,81552 | 90,1996 | — 86,2790 | 90,1967 |— 86,2762
126,07394 |126,06997 | 91,9722 | — 86,2308 | 91,9693 | — 86,2281
12734096 | 127,33704 | 93,7637 |— 86,1640 | 93,7608 |— 86,1613

128,62072 | 128,61683 | 95,5716 | — 86,0781 | 95,5687 |— 86,0755
129,91834 |129,90949 | 97,3960 | — 85,9741 | 97,3931 | — 85,9715
181,21895 |181,21514 | 99,2383 | — 85,8500 | 99,2354 | — 85,8475
182,53769 |132,53392 | 101,0984 |— 85,7055 | 101,0955 |— 85,7081
138,86968 | 133,86594 | 102,9739 | — 85,5414 | 102,9710 |— 85,5390

185,21505 | 185,21135 | 104,8687 |- 85,3572 | 104,8659 | — 85,3549
136,57395 |136,57029| 106,7790 | — 85,1511 | 106,7761 | — 85,1488
137,94650 | 137,94288 | 108,7074 | — 84,9240 | 108,7045 | — 84,9218
139,33285 | 139,32926 | 110,6512 | — 84,6754 | 110,6483 |— 84,6732
140,73314 | 140,72958 | 112,6133 | — 84,4047 | 112,6104 |— 84,4026

142,14749 | 142,14397 | -114,5922 | — 84,1115 | 114,5894 | — 84,1094
143,57606 | 143,57258 | 116,5866 | — 83,7939 | 116,5838 |— 83,7918
145,01899 | 145,01554 | 118,5994 | — 83,4555 | 118,5966 | — 83,4535
146,47642 | 146,47301 | 120,6277 | — 83,0917 | 120,6249 | — 83,0897
147,94850 | 147,94512 | 122,6730 | — 82,7082 | 122,6702 |— 82,7013

149,43537 | 149,43208 | 124,7352 | — 82,2926 | 124,7324 | — 82,2907
150,93719 |150,93388 | 126,8144 | — 81,8547 | 126,8116 |— 81,8530
152,45410 | 152,45082 | 128,9091 | — 81,3922 | 128,9063 |— 81,3904
153,98626. | 153,98301 | 131,0207 | — 80,9044 | 131,0180 |— 80,9027
155,58381 | 155,53060 | 133,1478 | — 80,3908 | 132,9528 | — 80,2730

157,09692 | 157,09374 | 135,29038 | — 79,8492 | 135,2876 |— 79,8476
158,67574 | 158,67259 | 187,4497 | — 79,2807 | 137,4470 | — 79,2792
160,27043 | 160,26731 | 189,6260. | — 78,6848 | 139,6238 |— 78,6832
161,88114 | 161,87805 | 141,8144 | — 78,0623 | 141,818 |— 78,0608
163,50804 | 163,50498 | 144,0228 | — 77,4096 | 144,0201 | — 77,4082




298 Anhang.
z z (in Grad) cos & sin x €% e—%
5,80 3320 18’93 0,88552° —0,46460 330,29956 0,003028
5,81 332 53,31 0,89012 —0,45572 333,61913 0,002997
5,82 333 27,69 0,39463 — 0,44680 336,97205 0,002968
5,83 3834 2,06 0,89906 —0,43783 340,35868 0,002938
5,84 334 36,44 0,90339 ©—0,42882 343,77934 0,002909
5,85 335 10,82 | - 0,90763 —0,41976 347,23438 0,002880
5,86 335 45,20 0,91179 —0,41067 350,72414 0,002851
5,87 336 19,57 - 0,91585 —0,40153 354,24898 0,002823
5,38 336 53,95 0,91982 —0,39235 357,80924 0,002795
5,89 337 28,33 0,92369 —0,38313 361,40528 0,002767
5,90 338 2,71 0,92748 - 0,37388 365,03747 0,002739
5,91 338 37,08 0,93117 —0,36458 368,70616 0,002712
5,92 339 11,46 0,93477 —0,35525 372,41171 0,002685
5,93 339 45,84 0,93828 —0,34589 376,15451 0,002658
5,94 340 20,22 0,94169 —0,33649 379,93493 0,002632
5,95 340 54,59 0,94501 | —0,32705 383,75334 0,002606
5,96 341 28,97 0,94823 | —0,31759 387,61012 0,002580
5,97 342 3,35 0,95136 | —0,30809 391,50567 0,002554
5,98 342 37,78 0,95439 —0,29856 395,44037 0,002529
5,99 343 12,10 0,95733 —0,28900 399,41461 0,002504
6,00 343 46,48 0,96017 — 0,27942 408,42879 0,002479
6,01 344 20,86 0,96292 —0,26980 407.48332 0,002454
6,02 344 5524 0,96557 —0,26016 411,57860 0,002430
6,03 345 29,61 0,96812 —0,25049 415,71503 0,002405
6,04 346 3,99 0,97058 —0,24080 419,89303 0,002382
6,05 346 38,37 0,97294 —0,23108 424,11303 0,002358
6,06 347 12,75 0,97520 —0,22134 428,37544 0,002334
6,07 347 47,12 0,97736 —0,21157 432,68068" 0,002311
6,08 348 21,50 0,97943 —0,20179 437,02919 | 0,002288
6,09 348 55,88 0,98140 —0,19199 441,42141 | 0,002265
6,10 349 30,26 0,98327 —0,18216 445,85777 0,002243
6,11 350 4,63 0,98504 —0,17232 450,33872 0,002221
6,12 350 39,01 0,98671 —0,16246 454,86469 0,002198
6,13 351 13,39 0,98829 —0,15259 459,43616 0,002177
6,14 351 47,77 0,98977 —0,14270 464,05357 0,002155
6,15 852 2214 | 0,99114 —0,13279 468,71739 0,002133
6,16 352 56.52 0,99242 —0,12287 473,42807 0,002112
6,17 353 30,90 0,99360 —0,11294 478,18611 0,002091
6,18 354 5,28 0,99468 —0,10300 48299196 0,002070
6,19 354 39,65 0,99566 ‘ —0,09305 .| 487,84611 0,002050
6,20 355 14,03 0,99654 | —0,08309 492,74904 0,002029
6,21 355 48,41 0,99782. | —0,07312 497,70125 0,002009
6,22 356 22,78 0,99800 l —0,06314 | 502,70328 0,001989
6,23 356 57,16 0,99859 | —0,05316 507,75548 0,001969
6,24 357 31,54 0,99907 r —0,04317 512,85851 0,001950
6,25 358 5.92 0,99945 |- —0,03318 518.01282 0,001930
6,26 358 40.29 0,99973 ‘ —0,02318 523,21894 0,001911
6,27 359 14,67 0,99991 —0,01318 528,47738 0,001892
6,28 359 49,05 0,99999 [ —0,00819 533,78366 0,001878
27 360 1 ‘ 0 535,49166 0,001867
6,30 360 57,30 0,99986 | 0,01681 544 57191 0,001836
6,40 366 41,58 0,99318 | 0,11655 601,84504 0,001662



Anhang.

299

z Coj x Ginz Cojx cosz | Cojzsinz | Ginx cosz . Gin x sin z
5,80 165,15129 | 165,14827| 146,2448 | — 76,7293 | 146,2421 ‘ — 76,7279
5,81 166,81106 | 166,80806 | 148,4819 | — 76,0191 | 148,4792 . -- 76,0178
5,82 168,48751 | 168,48454 | 150,7840 | — 752802 150,7318 ' — 75,2789
5,38 170,18081 ' 170,17787| 158,0028 | — 74,5103, 153,0001 — 74,5090
5,84 171,89112 | 171,88822 | 155,2847 | — 73,7104 | 155,2821 = — 73,7091
5,85 173,61863 | 173,61575 | 157.5988 | — 72,8782 | 157,5789° — 72,8769
5,86 175,36350 | 175,36065 | 159,8947 | — 72,0165 | 159,8921 & — 72,0154
5,87 177,12590 | 177,12308 | 162,2208 | — 71,1214 | 162,2182 — 71,1202
5,88 178,90602 | 178,90822 | 164,5613 | — 70,1938 | 164,5588 = — 70,1927
5,39 180,70403 | 180,70126 | 166,9145 | — 69,2831 166,9119 | — 69,2321
5,90 182,52010 | 182,51736 | 169,2837 | — 68,2406 | 169,2812 — 68,2396
5,91 184,35443 | 184,35172| 171,6653 | — 67,2119 | 171,6628 | — 67,2110
5,92 186,20720 | 186,20451 | 174,0609 | — 66,1501 | 174,0584 — 66,1492
5,93 188,07859 | 188,07593 | 176,0704 | — 65,0545 ! 176,4679 © — 65,0536
5,94 189,96878 | 189,96615| 178,8917 | — 63,9226 | 178,8892 - 63,9217
5,95 191,87797 | 191,87537 | 181,3266 | — 62,7537 | 181,3241 — 62,7528
5,96 193,80685 | 193,803877 | 183,7730 | — 60,3099 | 183,7705 — 61,5501
5,97 195,75411 | 195,75156 | 186,2326 | — 59,6129 | 186,2302 + — 60,3091
5,98 197,72145 ) 197,71892 | 188,7034 | — 59,0817 | 188,7010 — 59,0310
5,99 199,70856 | 199,70605 | 191,1870 | — 57,7158 | 191,1846 . — 57,7150
6,00 201,71564 | 201,71816 | 193,6813 | — 56,3634 | 193,6789 = — 56,4232
6,01 1°203,74289 | 203,74043 | 196,1881 | — 54,9698 | 196,1856 — 54,9691
6,02 205,79051 | 205,78808 | 198,7051 | — 53,5385 | 198,7028 — 53,5378
6,03 207,85872 | 207,85631 | 201,2322 | — 52,0665 201,2299 | — 92,0659
6,04 209,94771.| 209,94538 | 203,7710 | — 50,5554 | 203,7687 |. — 50,5548
6,05 212,05769 | 212,05534 | 206,3194 | — 49,0023 | 206,3171 ' —49,0017
6,06 214,18889 | 214,18655| 208,8770 | — 47,4086 | 208,8747 — 47,4081
6,07 216,34150 | 216,38919| 211,4435 | — 45,7714 | 2114413 —45,7709
6,08 218,51574 | 218,51345 | 214,0209 | — 44,0943 | 214,0186 — 44,0933
6,09 220,71184 | 220,70957 | 216,6066 | — 42,3745 | 216,6044 — 42,3740
6,10 222,93001 | 222,92776 | 219,2004 | — 40,6089 | 219,1982 , — 40,6085
6,11 225,17047 | 22516825 | 221,8019 | — 38,8014 | 221,7997 ' — 38,3010
6,12 227,43345 | 227,43125 | 224,4109 | — 36,9488 | 224,4087 | — 36,9485
6,13 229,71917 | 229,71699 | 227,0292 | — 85,0528 | 227,0270 | — 85,0525
6,14 232,02786 | 232,02571 | 229,6542 | — 33,1104 | 229,6521 | — 33,1101
6,15 234,35976 | 234,35763 | 232,2833 | — 31,1206 | 232,2281 | — 31,1203
6,16 236,71509 | 236,71298 | 2349208 | — 29,0852 | 234,9187 | — 29,0849
6,17 239,09410 | 239,09201| 237,5639 | — 27,0033 | 237,5618 | — 27,0081
6,18 241,49701 | 241,49494 | 240,2122 | — 24,8742 240,2102 | — 24,8740
6,19 243,92408 | 243,92203 | 242,8654 | — 22,6971 | 242,8634 | — 22,6969
6,20 246,37554 | 246,37351 | 245,5231 | — 20,4713 245,5211 | — 20,4712
6,21 248,85163 | 248,84962 | 248,1847 | — 18,1960 | 248,1827 | — 18,1959
6,22 251,35261 | 251,35062| 250,8499 | — 15,8704 | 250,8479 | — 15,3703
6,23 253,87873 | 253,37676 | 253,5208 | — 18,4962 | 253,5188 | — 13,4961
6,24 256,43023 | 256,42828 | 256,1917 | — 11,0701 | 256,1898 | — 11,0700
6,25 259,00738 | 259,00545 | 258,8649 | — 8,5939 | 258,8630 | — 8,5938
6,26 261,61043 | 261,60851 | 261,5398 | — 6,0641 | 261,5879 | — 6,0641
6,27 264,23964 | 264,23774 | 264,2159 | — 38,4827 | 264,2140 | — 38,4827
6,28 266,89527 | 266,89340 | 266,8926 | — 0,8514| 266,8903 | — 0,8514
2x 267,74676 | 267,74489 | 267,7468 0 267,7449 0
6,30 | 27228687 | 272,28503 | 272,2487 45771 272,2469 4,5771
6,40 300,94335 | 300,92169 | 298,8909 85,0750 | 298,8694 | 35,0724



300 Anhang.

z z (in Grad) cosx sin x er e—z
6,50 3720 2535 0,97659 0,21512 665,14163 | 0,001503
6,60 378 9,13 0,95023 0,31154 735,09519 | 0,001860
6,70 383 52,90 0,91438 0,40485 812,40583 | 0,001231
6,80 | 389 36,68 0,86940 0,49411 897,84729 0,001114
6,90 395 2045 0,81573 0,57844 992,27472 0,001008
7,00 | 401 4,23 ~0,75390 0,65699 1096,63316 0,0009119
7,10 '] 406 48,00 0,68455 0,72897 1211,96707 0,0008251
7,20 | 412 31,78 0,60835 0,79367 1339,43076 0,0007466
7,30 | 418 15,55 0,52608 0,85044 1480,29993 0,0006755
740 | 423 59,33 0,43855 0,89871 1635,98443, l 0,0006113
7,50 | 429 43,10 0,34664 0,93800 1808,04241 0,0005531
7,60 | 435 26,88 | 0,25126 0,96792 1998,19590 | 0,0005005
7,70 | 441 10,65 ! 0,15337 0,98817 2208,34799 0,0004528
7,80 | 446 54,42 } 0,05396 0,99854 2440,60198 0,0004097

St 450 i 0 1 2575,97050 | -0,0003882
7,90 | 452 38,20 ; —0,04600 0,99894 2697,28233 | 0,0003707
8,00 | 458 21,97 | —0,14550 0,98936 2980,95799 ! 0,0003355
8,10 | 464 5,75 | —0,24854 0,96989 3294,46808 | 0,0008035
8,20 | 469 49,52 | —0,33915 0,94073 3640,95031 0,0002747
8,30 | 475 3330 . —0,43188 0,90217 40283,87239 0,0002485
8,40 1 481 17,07 | 0,51929 0,85460 444706675 | 0,0002249
8,50 | 487 0,85 ’ —0,60201 0,79849 4914,76884 0,0002035
8,60 | 492 4462 | - 0,67872 0,73440 5431,65959 0,0001841
8,70 | 498 28,40 | —0,74865 0,66297 6002,91222 | 0,0001666
880 | 504 12,17 | —0,81109 0,58492 6634,24401 0,0001507
8,90 509 55,95 | —0,86544 0,50102 7331,97354 | 0,0001364

|
9,00 | 515 39,72 | —0,91118 0,41212 8103,08393 0,0001234
9,10 521 2350 | —0,94772 0,31910 8955,29270 | 0,0001117
9,20 527 7,27 ‘ —0,97484 0,22289 9897,12906 0,0001010
9,30 532 51,04 | —0,99223 0,12445 10938,01921 0,00009142
9,40 538 34,82 ‘ — 0,99969 0,02478 12088,38073 | 0,00008272
37 540 ‘ —1 0 12391,64781 0,00008070
|
9,50 | 544 18,59 | —0,99717 —0,07515 13359,72683 0,00007485
9,60 | 550 2,37 | —0,98469 —0,17433 14764,78157 0,00006773
9,70 555 .46,14 | —0,96236 —0,27176 16317,60720 “ 0,00006128
9,80 | 561 29,92 | —0,93043 —0,36648 | 18033,74493 0,00005545
9,90 | 567 13,69 ' —0,88919 —0,45754 | 19930,37044 | 0,00005018
10,00 572 5747 ' —0,83907 —0,54402. | 22026,46579 0,00004540



Anhang. 301
x Col Ginx Cojz cosx | Cofxsinz | Ginwcosz | Ginzsina
6,50 3882,57157 3832,57006 324,7861 71,5428 324,7846 71,5425
6,60| 367,54827| 367,54691 349,2554 114,5060 349,2541 114,5056
6,701 406,20353| 406,20230 371,4244 164,4515 371,4233 164,4510
6,80 448,92420| 448,92309 390,2947 221,8179 390,2937 221,8174
6,90 496,13786| 496,13685 404,7145 286,9860 407,7137 236,9854
7,00 548,31704| 548,31612 418,3762 360,2388| 418,3755 360,2382
7,101 605,98395 60598312  414,8263 441,7441 414,8257 441,7435
7,20 669,71576] 669,71501 407,4216 531,5333]  407,4211 531,5327
7,801 740,15030| 740,14963 389,3783 629,4534]  389,3779 629,4529
7.40| 817,99252| 817,99191 358,7306 735,1381 358,7304 735,1875
7,50 904,02148] 904,02093 313,3700 847,9721 313,3698 847,9716
7,601 999,09820[ 999,09770 251,0384 967,0471 251,0333 967,0466
7,70 | 1104,17422) 1104,17377 169,3472 | 1091,1118) 169,3471| 1091,1114
7,80 | 1220,30119| .1220,30078| 65,8475 | 1218,5196| 65,8474 | 1218,5191
gn | 1287,98544 1287,98505 0 1287,9854 0 1287,9851
7,90 | 1348,64185] 1348,64098|— 62,0875 | 1347,2118— 62,0375| 18472114
8,00 1490,47916| 1490,47883|— 216,8647 | 1474,6205|— 216,8647 | 1474,6201
8,10 | 1647,23419| 1647,23389|— 401,1674 1597,6360!— 401,1673 | 1597,6357
8,20 | 1820,47529| 1820,47502/— 617,4142 | 1712,5757 — 617,4141| 1712,5755
8,30 | 2011,93632| 2011,93607/— 867,9091 | 1815,1086/— 867,9090 | 1815,1084
8,40 | 2228,53849| 2223,53326|— 1154,6587 | 1900,2317|— 1154,6586 | 1900,2315
8,50 | 2457,38452) 2457,38432|— 1479,3701 | 1962,1970|— 1479,3699 | 1962,1968
8,60 | 2715,82989| 2715,82970/—1843,2880 | 1994,5055— 1843,2879 | 1994,5058
8,70 | 3001,45619] 3001,45603|— 2247,0402 | 1989,8754 — 2247,0401 | 1989,8753
8,80 | 3817,12208| 3317,12193— 2690,4845 | 1940,2510— 2690,4844 | 1940,2510
8,90 | 3665,98684] 3665,98670/— 3172,6917 | 1836,7327|— 8172,6915| 1836,7327
9,00 | 4051,54203; 4051,54190/— 8691,4815 | 1669,7215/— 3691,4814| 1669,7214
9,10 | 4477,64641) 4477,64630/— 4243,5551 | 1428,8170/— 4243,5550 | 1428,8169
9,20 | 4948,56458] 4948,56448— 4824,0587| 1102,9856|— 4824,0586 1 1102,9855
9,30 | 5469,00965] 5469,00956|— 5426,5154 680,6183|— 5426,5154 680,6182
9,40 | 6044,19041; 6044,19032|— 6042,3167 149,7750|— 6042,3166 | 149,7750
3z | 6195,82394] 6195,82386|— 6195,8239 0 — 6195,8239 i 0
9,50 | 6679,86345 6679,86338 — 6660,9594 |— 501,9917— 6660,9594 |— 501,9917
9,60 | 7382,39082) 7382,39075— 7269,3664 |— 1286,9722|— 7269,3663 | — 1286,9722
9,70 | 8158,80363| 8158,80857|— 7851,7063 |- 2217,2865|— 7851,7062 |— 2217,2365
9,80 | 9016,87249| 9016,87244,— 8389,5687 |— 3304,5034|— 8389,5686 |— 3304,5034
9,90 | 9965,18524| 9965,18519|— 8860,9431 |— 4559,4709|— 8860,9430 | — 4559,4708
10,00 |11013,28292(11018,28287|— 9240,8733 |— 5991,4190— 9240,8733 |— 5991,4189






