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Vorwort. 
Zwei Jahre vor Ausbruch des W~ltkrieg('s schickte mich die 

Japanische Regierung zum Studium nach Deutschland. Zunachst 
besuchte ieh die TeehniEehe Hochschule zu Berlin, wo ieh mich haupt­
sachlich mit den Ingenieurwissenschaften beschaftigte. Besonders 
widmete ich mich der Untersuehung von Bauwerken auf elastischer 
Unterlage. Ein Teil meiner Studien auf diesem Gebiet ist schon 
damals in der Zeitsehrift "Der Eisen bau " erschienen. N ach del' 
Kriegserklarung muBte ich Deutschland leider verlassen, ehe meine 
Arbeiten vollstandig veroffentlicht werden konnten. Da die Kriegs­
jahre jeglichen wissenschaftlichen Verkehl' unterbunden hatten, wurde 
die Herausgabe meines Werkes bis jetzt vcrzogert. 

Die vol'liegende Abhandlung ist eng verwandt mit Problemen 
der Akustik sowie der Schwingungslehre in det· mathematischen 
Physik. Auch auf dem Gebiet del' technischen Wissenschaften sind 
. vereinzelte, diesen Gegenstand behahdelnde Arbeiten bekannt. 

Zuerst beabsichtigte ich nur, meine versehiedenen Aufsatze auf 
diesem Gebiete zu siehten und in organischen Zusammenhang zu 
bringen. Beim tieferen Eindringen in die Arbeit aber schien es mir 
am besten, so zu verfahren, daB man darin nicht nureine rein wissen­
sehaftliche Sammlung, sondern gleichzeitig ein angemessenes Lehrbueh 
auf diesem Gebiet der Elastizitatslehl'e sehen solIte, zumal ein solehes 
bisher fehlte. 

Einige Artikel, die bereits in Lehrbiiehern zu finden sind, habe 
ieh der Vollstandigkeit halber angefiihrt. V orallem aber war ich 
bestrebt, die Folgerungen fiir bestimmte Aufgaben, welche noch weitere, 
nicht ausdriicklich ausgesprochene Voraussetzungen zur Grundlage 
haben, zu entwickeln. U m das Werk in wissenschaftlichel' Hinsicht 
moglichst liiekenlos zu gestalten und del' weiteren Erforschung von 
Aufgaben dieser Art nutzbar zu machen, habe ich auch theoretische 
Untersuchungen eingeschaltet, deren Bedeutung mr die praktische 
Anwendung verhaltnismaBig gering ist. 

Bei Tragern auf elastischer Unterlage kommt auBer E und J, 
den maBgebenden Faktoren in der Festigkeitslehre, noch der Elasti-
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zitatskoeffizient K del' Unterlage in Betracht, und zwar erscheinen 
die GroBen stets in del' Produktform E.J Kn. E und .J sind darin 
vertauschbar, so daB aIle fUr ein veranderliches .J aufstellbaren Folge­
rungen auch fiir ein veranderliches E giiltig sind. Einen gesetz­
maBigen Zusammenhang zW'ischen E, .J und E zu finden, ist aber 
praktisch unmaglich, solange die GroBe 11 nicht festliegt. 

Den Fachleuten kannte die ganze Arbeit zu theoretisch er­
seheinen und nach ihrer Ansicht keine fiir die Technik verwertbaren 
Resultate liefern. Tatsaehlich hangt abel' die elastische Beschafl'enheit 
des Baugrundes sowie dessen EinfluB auf die Bauwerke von ver­
schiedenen real en Faktoren ab; die Forschung muI3 immer dem 
praktischen Bediirfnis Rechnung tragen und kann daher nul' gleich­
zeitig mit den gemachten Erfahrungen fortschreiten. DaB die An­
nahmen, die den Untersuchungen zugrunde liegen, vollstandig zu­
trefl'en, kann man natiirlich keineswegs behaupten. Solange abel' 
die Eigenschaften des Baugrundes noch so wenig erforscht sind, 
daB eine vollkommene mathematische Lasung del' Aufgaben aus­
geschlossen ist, glauben wir, daB unsere Annahmen, die wenigstens 
innerhalb gewisser Grenzen mit einer bestimmten Annaherung zu­
lassig sind, ein Bild del' wirldich auftretenden statischen Verhaltnisse 
in ungefahren Umrissen geben. Die Theorie ist iiberdiesberufen, 
in das Wesen del' ofl'enen Fragen cinzudringen und Klarheit zu 
schafl'en. Kein Gebiet mathematischer Wissenschaften wird auf die 
Theorie verzichten konnen; ein jedes setzt vielmehr seinen Stolz auf 
die theoretischen Untersuchungen. 

Eine Tafel del' Kreis- und Hyperbelfunktionen nebst Tabellen 
mit den meist in Produktform vorkommenden Verbindungen der­
selben ist als Anhang beigefiigt. Einige ahnliche Tafeln existieren 
schon, doch sind sie teils nicht so ausfiihrlich, teils in zu geringer 
Ausdehnung. Ieh bin del' Meinung, mit diesen Tafeln sowohl den 
Lesern meines Buches als auch anderen Kreisen einen' Dienst er­
wiesen zu haben, da man annehmen darf, daB die Hyperbelfunktionen 
in den wissenschaftlichen Untersuchungen weiterhin eine bedeutende 
Rolle spielen werden. Eine ausfiihrlichere Tafel beabsichtige ich in 
kurzem erscheinen zu lassen . 

. An dieser Stelle sehe ich mich ganz besonders verpflichtet, dem 
Herrn Baron K. Sumitomo meinen ehrerbietigsten Dank dafiir aus­
zusprechen, daB er meinen stets gehegten wissenschaftlichen Be­
strebungen und meiner Verehrung fiir die Wissemchaft seine Teil­
nahme bezeigte, indem e1' mir bei del' Herausgabe des Buches seine 
moralische und finanzielle Unterstiitzung in hohem MaBe angedeihen 
lieB. Ebenso dankbar muB ich die Bereitwilligkeit meiner Assistenten, 
del' Herren S. Kiyota und I. Kayama, anerkennen, mit welchel' sie 
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allen meinen WLinschen in freundlichster Weise bei del' Abfassung 
der mathematischen TabeJlen cntgegengekommen sind. 

Ferner muS ieh mit dem Geflihle tiefster Dankbafkeit des ver­
storbenen ReuB Geh. Hofrats Christoph Mehrtens, ehemaligen Pro­
fessors der Ingenieurwissensehaften an der Teehni~ehen Hoehsehule 
zu Dresden, gedenken, der mir zur Veroffentlichung meines ersten, 
obenerwahnten Aufsatzes vE'rholfen hat. 

Sehlie13lieh kann ieh nur noch den Wunsch ausdrlicken, daB sieh 
daB Buch in allen technisehen Kreisen Freunde erwerben moge, 
und daB alle Faehgeno8sen, die sieh fUr diese Arbeit interessieren, 
clurch ih1'0 Ratsehlage zur Verbesserung und weiteren Vervoll­
kommnung des Buches beitragen mochten. 

Berlin, im Herbst 1\120. 

K. Hayashi. 
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Einleitung. 

§ 1. Einleitende Vorbemerkungen. 

1. AlJgemeines. Beobachtet man ein Eisenbahngleis, uber welches 
ein Zug fahrt, so bemerkt man, daB es einsinkt, und zwar senken 
sich die Sohienen und die sich darunter befindlichen SchweIlen, weil 
sie beide, wie es scheint, zusammengepreBt werden. Rechnet man 
aber nach, so findet man, daB die durch die Zusammenpressung 
hervorgerufene elastische Kontraktion sehr gering ist; man konnte 
sie nicht so deutlich sehen, wie es in Wirklichkeit der Fall ist. Die 
Schwellen mussen also in die Bettung einsinken; auBerdem muB aber 
auch die Bettung elastisch sein, weil die Sohwellen, wenn der Zug 
vorbeigefahren ist, wieder in die alte Lage kommen. 

Unter Elastizitat eines Baustoffes versteht man die Eigen­
schaft, durch Einwirkung auBerer Krafte hervorgerufene Formande­
rungen wieder ruckgangig zu machen. Bei Elastizitat im engeren 
Sinn verschwinden let.ztere nach Aufhoren der Kraftwirkung voll­
standig; bei bleibenden Veranderungen hat man esmit Elastizitat 
im weiteren Sinne zu tun. Erdboden, dessen Bestandteilchen eben­
falls elastischen Formanderungen unterliegen, kann im engeren oder 
weiteren Sinn elastisch sein, je nach der GroBe der angreifenden 
Krafte. AIle Bauwerke, wie Gewolbe, Stiitzmauern, Bohlwande und 
selbst Trockendocks 1), die in der Erde eingebettet sind, miissen also 
durch Belastungsanderung meistens· allerdings sehr geringe elastische 
Formanderungen erleiden. 

Es ist ublich, im Eisenbau nur statisch bestimmte Systeme an­
zuwenden, wenn es sich um unsicheren Baugrund handelt. Erheb­
lichen Unannehmlichkeiten begegnet man im. Stein-, Beton- und 
Eisenbetonbau bei der sachgemaBen Durchbildung von Gelenken 
und Auflagern, wenn man erreichen will, daB keine statische Un-

1) O. Franzius, Messungen von Bewegungen der Trockendocks V u. VI 
der Kaieerlichen Werft Kiel. Zeitschr. fUr Bauwesen, 1908. S. 83. Uber die 
Berechnung von Trockendocks. S. 475. 

Hay ash i, Theorie des Tragers. 1 
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bestimmtheiten entstehen. Gewolbe und Tunnels wird man niemals 
statisch bestimmt ausfiihren konnen. V oIIkommen zwecklos ist es, 
Berechnungen unter der Annahme starren Baugrundes bis in die 
Einzelheiten gena"u durchzufiihren, da selbstredend der in WirkIich­
keit vorhandene Baugrund ganz andere Beanspruchungen der Kon­
struktion zur Folge hat. 

Bei der Grundung auf unsicherem Baugrund handelt es sich 
ferner in der Regel darum, eine von einem Mauerkorper aufgenom­
mene, erhebliche Last mittels eines breiten Fundamentes auf eine 
ausgedehnte Grundflache zu iibertragen. Dabei ist es von groBer 
Wichtigkeit zu wissen, wie das Fundament angelegt werde~ muB 
oder darf, damit es in seiner ganzen Ausdehnung den Zweck der 
Druckverteilung auch wirklich erfiiIIt, weil bei Wahl einer im Ver­
haltnis zur Bodenbeschaffenheit zu schwachen Abmessung oder zu 
groBen Lange das Fundament vorwiegend in der Nahe der Auflager­
stelle gedriickt wird und folglich gegen die Enden teilweise wirkungs­
los sein kann. SoIl das Fundament durch zwei oder mehrere Mauer­
korper belastet werden, so kann bei gro/3erem Abstand derselben 
eine Druckiibertragung ~n der Mitte der Spannweite iiberhaupt nicht 
mehr stattfinden, weil der elastisch gelagerte Fundamenttrager sich 
yom Untergrund abhebt [Fig. 1]. 

~ 
L- -------.j 

..JjJonnweite 

Fig.!. 

Bei der statischen Berechnung werden in erster Linie die ver­
haItnismaBig leicht zu bestimmenden Eigenschaften des Materials in 
Betracht gezogen, die elastische Nachgiebigkeit des Baugrundes so­
wie die dadurch hervorgerufene Bewegung des Fundamentes wird 
gewohnlich nicht in Rechnung gestellt, vermutIich, weil in dieser 
Hinsicht soviel wie keine Erfahrungszahlen· vorIiegen und an eine 
jedesmalige experimentelle Untersuchung des in Frage kommenden 
Bodens beziiglich seiner Elastizitat nicht zu denken ist. 

2. Grundlegende Annahme hinsichtlich der Druckverteilung. 
Wollen wir der Frage beziiglich der N achgiebigkeit des Baugrundes 
naher treten, so steht nur der Weg offen, dieselbe zahlenmaBig 
festzustellen. Vergleichen wir die bei verschiedenen Annahmen fiir 
nachgiebigen Baugrund gefundenen. Resultate mit demjenigen, das 
sich fiir starren Baugrund ergibt, so konnen wir daraus folgern, bis 
zu welcher Grenze die Annahme starren Baugrundes zulassig ist. 
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Dabei stoBt man zuerst auf die Frage, ob sich ein gesetzmaBiger 
Zusammenhang zwischen der Einsenkung und der' elastischen Form­
anderung eines Bauteilesfinden laBt. 

Bei kiinstlichen Griindungen, die man einfach durch Zusammen­
schutten von Schotter und Sand in den Boden oder durch Einrammen 
von Pfahlen herstellt, kann man beobachten, daB zwischen Flachen­
druck und Einsenkung fast vollkommene Proportionalitat herrscht. 
Wenn man die Erde bis zu einer bestimmten Tiefe aushebt, trifft 
man auf den sogenannten gewachsenen Boden, welcher infolge dichter 
Lagerung seiner Bestandteile als guter Baugrund gilt und, wie die 
Erfahrung lehrt, ebenfalls eine gewisse Elastizitat besitzt. 

Wir beschranken uns auf die elastische Beschaffenheit im engeren 
Sinne. Bezeichnen wir den Druck auf die Flacheneinheit mit p, die 
elastische Zusammenpressung mit y, so moge 

sein, wobei n eine rationale, positive Zahl ist. Setzt man n = 1, 
dann wird 

(1) p=Ky, 

worin . K eine Konstante bedeutet. 
Diese Annahme kehrt bei den Schriftstellern 1), die sich mit 

diesem Gegenstande befaBt haben, wieder und liefert bei der Berech­
nung des Eisenbahnoberbaues ein scharfes theoretisches Hilfsmittel, 
mit dem man die elastische Beschaffenheit von Schiene und Bettung 
in gegenseitige Beziehung bringt. D'oer das Zutreffen dieser An­
nahme zu streiten, hat so lange keinen Zweck, als die elastischen 
Eigenschaften der verschiedenen Bodenarten nicht genau bekannt 
sind. 

Bei kleinen Formanderungen aber, wie sie gewohnlich in der 
Praxis vorkommen, ist diese Annahme zulassig, wie auch das die 
Beziehungen zwischen Senkung und Bettungsdruck regelnde Gesetz 
in Wirklichkeit lauten moge. Fur die Wahl dieser Funktion sprechen 
jedenfalls einerseits die groBe Einfachheit, andererseits die W ahl'~ 
scheinlichkeit einer geniigenden Dbereinstimmung mit den wirklichen 
Verhaltnissen. 

') E. Wink ler, Die Lehre von der Elasticitat und Festigkeit. 1867, S. 182. 
Vortrage liber Eisenbahnbau. 1. Heft: Der Eisenbahnoberbau. 3. Aufl. 1875, 
S. 265-267. - J. W. Schwedlers Beitrag in: Minutes of Proceedings of the 
Institution of Civil Engineers. Vol. LXVII, 1882, London. S.95. Eine deutsche 
Ubersetzung dieses Artikels befindet sich im Centralbl. d. Bauverw. 189l. S. 90. -
H. Zimmermann, Die Berechnung des Eisenbahnoberbaues. 1888. 

1* 
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§ 2. Die Baugrundziffer und die GroBe del' elastischen 
Einsenkung von Bauwerken. 

Die Widerstandsfahigkeit eines Baugrundes wird wie die aller 
anderen Korper dureh die Grenzbelastung, bei der ihre Zerstorung 
erfolgt, gekennzeiehnet. Unsere GIeiehung (1) solI nur bis zu einer 
gewissen Grenze innerhalb dieser Grenzbelastung gelten. Die Kon­
stante K stellt dabei die spezifisehe Widerstandsfahigkeit dar; sie 
entsprieht namlieh derjenigen Kraft, welehe erforderlieh ist, 1 em 2 

der Stiitzfiaehe um 1 em zu senken oder zu heben. 1st z. B. 
K = 10 kg/ems, EO betragt bei einer Pressung von 10 kg!em2 die 
Bodensenkung 1 em. Man bezeiehnet sie als Baugrundziffer. 

Die GroBe Kist zugleieh ein MaB fiir die Harte des Bodens. 
Es entsprieht also dem hiirtesten Boden (Felsen) K = 00, dem vollig 
weiehen (Fliissigkeit) K = 0. 

Die Ziffer: miiBte dureh sorgfiiltige ortliehe Beobaehtungen genau 
festgelegt werden. Eine einwandfreie Ermittlung derselben auf dem 
Versuchswege ist aber nieht durehfiihrbar, weil die auf die Fliiehen­
einheit des Bodens wirkenden Pressungen klein, und die Formiinde­
rungen infolgedessen so winzig sind, daB sie mit unseren MeBinstru­
menten kaumnaehgewiesen werden konnen. Es kommt hin~u, daB 
der in Betraeht zu ziehende Bauteil im Boden eingebettet ist. 

Naehfolgend solI zuniiehst Einiges iiber die Versuehe von Fach­
miinnern des Eisenbahnbaues mitgeteilt werden, die GroBe der Bau­
grundziffer, hier Bettungsziffer genannt und mit 0 bezeichnet, zahlen­
maBig festzustellen. 

Winkler benutzte zur Berechnung del' Bettungsziffer die 
Versuehsergebnisse von v. Weber (M. M. v. Weber, Stabilitat des 
Gefiiges der Eisenbahngleise, Weimar 1869) und erhielt aus den von 
ihm beobaehteten Einsenkungen von 0,05 bis 0,60 em Werte fUr die 
Bettungszifier 0 von 4-45 kg/cm3 (E. Winkler, Vortriige iiber 
Eisenbahnbau, I. Heft, 3. Aufi., 1875). 

SpateI' wurde durch Versuche auf der Rheinischen Bahn die 
Bettungsziffer zu 9-16 kg/cm3 gefunden (Hoffmann, Der Lang­
schwellenoberbau der Rheinischen Bahn, Berlin 1880). 

Da die Ziffer mit der Art des Materials wechselt, ist sie offen­
bar von den physikalisehen Eigenschaften dess!=)lben abhangig. Es 
liegt daher der Gedanke nahe, durch theoretische Betrachtungen aus 
bekannten phYEikalischen Eigenschaften des Bettungsstoffes die zu­
gehorige Ziffer abzuleiten. Diesen Weg hat Kreuter eingeschlagen 
(Zentralbl.Bauv. 1885). Die so gefundenen Wede waren offenbar 
zu klein, so daB Kreuter am SehluB seiner Abhandlung die Werle 
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0= 6 kg/cm3 bei ganz frischer, 

0= 9 " "alterer, 
o = 16 " "ganz fest gewordener Bettung 

vorschlug. 
H. Zimmermann stiitzt sich auf umfangreiche Versuche, die 

von Hantzschel bei den ehemaligen Reichseisenbahnen in ElsaB­
Lothringen ausgefiihrt wurden, und nimmt (Organ, 1888) 

fiir Kiesbettung ohne Packlage 0 = 3 kg/em3 , 

" " mit " 0 = 8 an. 

Ein groBartiger Versuch iiber die Spannungsverteilung im Eisen­
bahngleis ist dureh den amerikanisehen wissensehaftliehen Ausschu13 
The special Committee to Report on Stresses in Railroad Track durch­
gefiihrt (Proceedings of the American Society of Civil Engineers, 
Vol. XLVI, No.2. Feb. 1920). Der AusschuB bezeichnet die Ela­
stizitat der Bettung durch die Elastizitatsziffer an der Schienen­
auflagerstelle. Die Ziffer ist als diejenige Pressung fiir die Langen­
einheit jeder Schiene definiert, die erforderlich ist, die Schiene urn 
die Einheit zu senken. Der Versuch ist auf der Hauptlinie des 
Illinois Central Railroad durchgefiihrt. Die Schwellenabmessung war 
6in·8in·8ft. Die Schienengewichte waren 85 und 125lbsjyd. 
Nach dem Bericht ergibt sich eine durchschnittliche Ziffer von 
1100lbsjin2 ; sie kann leider nicht direkt mit den oben angegebenen 
verglichen werden. Setzt man aber voraus, daB die· Schwellen­
einsenkung in der ganzen Lange dieselbe ware wie die an der Schienen­
auflagerstelle, so hatte man, da die halbe Lange der Schwelle 
4 ·12 = 48 in ist, die Bettungsziffer fiir die Flacheneinheit 

1100 . 
K = -48- = 23lbsjm3 • 

Die Ziffer, ausgedriiekt in kg/cm:l, betragt 0,64. 
O. Franzius hat aus einer .Reihe von Beobachtungen iiber die 

elastischen Eigenschaften des Sandbodens an den deutschen Kiisten 
den SchluB (s. FuBnote S. 1) gezogen, daB die Senkung fiir 1 tjm2 

Druckunterschied weniger als 1 mm betriigt. Es wiirde somit dem 
Sandboden K = 1 kg/em3 entspreehen. Er empfiehlt aber der groBeren 
Sicherheit wegen bei Berechnungen K = 10 kgjem3 anzunehmen. 

Brennecke berichtet iiber Versuche zur -Feststellung der Zu­
sammendriickbarkeit des Baugrundes in seinem Grundbau, 3. Aufi., 
S. 126. J!anach ist die Baugrundziffer fUr gewachsenen Sand K = 1 
bis 4 kg/cm3• Die Versuche sind jedoch in zu klein em MaBstabe 
ausgefiihrt, um aus Ihnen Schliisse auf die Einsenkung ziehen zu 
konnen. ' 
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Die Ziffer K wird in der vorliegenden Abhandlung eine bedeutende 
Rolle spielen. Solange man iiber ihre GroBe nicht genau unter­
richtet ist, wird das mathematische Verfahren in seiner praktischen 
Anwendung ganz unzulassig erscheinen. Wir werden, da e,s sich urn 
eine nur ungefahr bestimmbare GroBe handelt, den EinfluB der 
zwischen den wahrscheinlichen Grenzen veranderlich angenommenen 
GroBe auf das Resultat von Fall zu Fall untersuchen. 

Wir kommen noch kurz auf die EinsenkungsgroBe y zu sprechen. 
Handelt es sich um ein Bauwerk mit groBer Steifigkeit, wie z. B. 
ein massives Fundament, so kann y, also auch .der Widerstand, den 
das Bauwerk durch den Boden an einer bestimmten Stelle erfahrt, 
als nur von auBeren Kraften sowie der Widerstandsfahigkeit des 
Baugrundes abhangig betrachtet werden. 1m allgemeinen aber ist, 
wie man sich schon bei einer Eisenbahnschwelle vorstellen kann, 
y auBerdem noch durch die Abmessungen des Bauwerkes stark be­
einfluBt. Der Widerstand muB, da er proportional der Verschiebung 
angenommen wurde, mit Riicksicht auf die Abmessungen des Bau­
werkes und auf sein e elastische Beschaffenheit verschiedene Werte 
aufweisen. 

Der EinfluB der eigenen elastischen Beschaffenheit auf die Ein­
sen kung des Bauwerkes wird, verglichen mit dem der Nachgiebigkeit 
des Baugrundes, gewohnlich geringfiigig sein; man darf ihn daher 
i)fters vernachlassigen. Beim Eisenbeton, der in neuerer Zeit in der 
bautechnischen Praxis mehr und mehr an Bedeutung gewinnt, laBt 
man Zugspannungen zu; aus dies em Grunde fallen die Abmessungen 
von Bauwerken in Eisenbeton wesentlich geringer aus als in sonstigen 
Baumaterialien. Die elastische Formanderung infolge der eigenen 
Elastizitat ist dabei verhaltnismaBig groB und darf nicht auBer acht 
gelassen werden; dies kann man bei einigen der im Laufe der Ab­
handlung angefiihrten Beispiele mit Leichtigkeit beweisen. 



r. Abschnitt. 

Allgemeine Theorie des elastisch gelagerten 
Tragers. 

§ 3. Ableitung del' Grundgleichungen. 

1. Entwicklung der Diffel'entialgleichung. Ein gerader, zur Ver­
tikalebene durch die Schwerachse symmetrischel' Stab A B von del' 
Bl'eite b, dem ElastizitatsmaB E (auch Elastizitatsziffer odeI' -modul 
genannt), ruhe auf einel' wagel'echten, elastischen Untel'lage und sei 
in del'selben Ebene von il'gendwelchen lotrechten Lasten P 1 , P 2 ••• 

und il'gendwie verteilter Belastung q angegriffen, wobei q die vel'­
andel'liche Belastung fur die Flacheneinheit ist [Fig. 2]. 

urspriingliclie!l7;eder.f!I7QQclise ~ 

Fig. 2. 

Wir wahlen il'gendeinen Punkt 0 auf del' urspriinglichen L3.ge 
del'Stabachse als Ursprung des Koordinatensystems und rechnen die 
Ol'dinaten y lotl'echt von oben nach unten positiv. 
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Es bedeuten in einem beliebigen Querschnitt (x, y) 

J das Tragheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die 
wagerechte Schwerachse des Stabes, 

M das Biegungsmoment in bezug auf dieselbe Achse, 
Q die Querkraft, 
{} den Neigungswinkel der Tangente mit der x-Achse. 

Es sollen sich hierbei die drei GroBen J, M und Q zunachst 
auf die Stabbreite b beziehen. Ferner muB {}, in Dbereinstimmung 
mit del' Annahme beziiglich y, im Uhrzeigersinn positiv gerechnet 
werden. 

1m Querschnitt x wirkt als auBere Kraft q. Ferner kommt del' 
stetig libel' die Stabliinge verteilte Fliichendruck p in Betracht, der 
nach § 1, (1) 

p=Ky 

gesetzt werden kann. Man vernachliissigt hierbei denunendlich 
kleinen Unterschied zwischen den Verschiebungen del' neutralen Achse 
und denen del' auBersten Stabfasern und versteht unter y sowohl die 
Senkungen del' Stlitzfiache als auch die Ordinaten del' elastischen 
Linie der Stabachse selbst. Zu betonen ist, daB diese Gleichung 
mathematisch nicht an die Bedingung gekniipft ist, daB y nur positiv 
bleiben muB. Es konnen sich also im Laufe der Berechnung an 
irgendeiner Stelle des Stabes negative Werte von y ergeben. Dann 
muB y als eine Hebung angesehen werden, wobei wir uns vorstellen 
konnen, daB del' Stab dort durch elastische Zugkrafte nach unten 
gezogen wird. In solchem Falle hat man es mit einer Unterlage 
im allgemeinen 'Sinne zu tun, und die Ziffer K moge als Elastizitlits­
koeffizient der Unterlage bezeichnet werden. Bei solchen Unterlagen, 
die keinen' Zugwiderstand gegen einen Stab zu leisten imstande sind, 
z. B. Baugrund im allgemeinen, bei dem wir K mit Baugrundziffer 
benennen wollten, miissen wir die theoretischen Untersuchungen in 
zweckentsprechender Weise abiindern. Davon wird in besonderen 
Abschnitten die Rede sein. 

SchlieBlich kann und wird der Stab, wenn er infoIge der Durch­
biegung die Unterlage einzudriicken sucht, einen Reibungswider­
stand erfahren. Seine GroBe wiirde flir den ersten Augenblick des 
Aufbringens der Last gleich K1z zu setzen sein, wenn z die elastische 
Verlangerung der untersten Faser des Stabes am betrachteten Quer­
schnitte und Kl eine Erfahrungszahl bezeichnen. ErfahrungsgemaB 
ist aber z im Verhaltnis zu y stets eine sehr kleine GroBe, ferner 
kann man mit dem dauernden Wirken der Reibungskrafte nicht 
rechnen, weil sie durch zufallige auBere Ursachen, wie Anderungen 
der Temperatur, Erschiitterungen des Bauwerks u. dgI. zunichte ge-
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macht werden konnen. Aus diesen Griinden darf man wohl diesen 
Widerstand in den meisten F'allen ohne Beachtung lassen. 

Wir leiten zunachst die Grundgleichungen ohne Beriicksichti­
gung des Reibungswiderstandes ab; spater solI derselbe sowie die 
durch ihn hervorgerufenen Langskrafte gesondert behandelt werden, 
so daB auch ein Vergleich der gewonnenen Resultate m,oglich ist. 

Man hat fiir die Querkraft im Punkt x den Ausdruck 

x 

Q = Qo - ~ [P] + f b[p - q]dx, 
o 0 

wenn Qo diejenige im Punkt 0 bezeichnet. Hierbei wird Q wie 
gewohnlich links yom betrachteten Querschnitt positiv nach oben, 
P und q immer positiv nach unten gerechnet. 

Es folgt aus dem letzten Ausdruck fiir Q durch Differentiation 
nach x oder auch schon auf Grund einer einfachen UberIegung iiber 
die Bedeutung von p und q: 

(1) 

Da ferner zwischen dem Moment M und der Querkraft Q die 
Beziehung 

(2) 
dM 
~-=Q 
dx 

besteht, findet man mit Bezug auf die Gleichung p = Ky 

(3) 
d2M 
dx2 = b [p - q] = b [Ky - qJ. 

Es gilt die bekannte Differentialgleichung der elastischen Linie 
infolge der Biegungsmomente 

d2 y 
(4) M= -EJ dx2 • 

Die Gleichung ist im allgemeinen mit dem Vorzeichen + auf der 
rechten Seite versehen. Wegen derAnnahme beziiglich y wahlen wir 
das Minuszeichen und setzen damit fest, daB dasjenige Biegungs­
moment M als in positivem Sinn wirkend betrachtet werden soIl, 
welches den Stab, in positiver Richtung y gesehen, hohl kriimmt. 

Beschranken wir uns zunachst auf einen Stab mit unverander­
lichem Tragheitsmoment J, so liefert die Gleichung in Verbindung 
mit (3) die Differentialgleichung der elastischen Linie des Stabes 

(5) d4 y I 

EJd~4 -r bKy = bq. x ' 



10 Allgemeine Theorie des elastisch gelagerten Tragers. 

Setzt man voraus, daB die elastische Eigenschaft, also die Ziffer K, 
In allen Punkten der Unterstiitzung vo1lig gleichwertig ist, und setzt 
man zur Vereinfachung der Integration 

(B) lund 
1~4EJ =L 
V bK 

x " ---=c;, 
L 

so formt sich die letzte Differentialg1eichung um zu 

(7) 
d4 y 4 
(R4+ 4y = K q · 

Die GroBe L, in der die drei GroBen K, E, J zusammengefaBt 
sind, ist in den vorliegenden Untersuchungen ein maBgebender Faktor. 
Das physikalische Verhalten des Stabes ist in den Formeln aus­
schlieBlich durch L gekennzeichnet. Aus der Betrachtung der Dimen­
sionen (namlich E = kg cm- 2, J = cm4, b = cm und K = kg cm-3) 

geht hervor, daB sie eine sowohl vom Material und der Querschnitts­
form des Stabes als auch der elastischen Beschaffenheit der Unter­
lage abhangige Lange darstellt. Die GroBe ~ = xjL ist also eine von 
der Lage des Querschnitts x abhangige, veranderliche Zahl. 

Die Differentialgleichung (7), die den folgenden Untersuchungen 
zugrunde liegt, ermoglicht die Berechnung der elastischen Senkung 
und dadurch aller erforderlichen, elastischen GroBen des Stabes, so­
fern q bekannt oder anderweitig als Funktion von ~ darstellbar ist. 
Die Gleichung ist linear, und ihre vollstandige Losung besteht aus 
vier mit den willkiirlichen Funktionen oder Konstanten behafteten 
Gliedern, von denen jedes eine partikulare Losung angibt. 

Setzt man q = f(~), so ergibt sich die DifferentiaIgleichung 

(8) 
d4 y 4 . 
d~4 + 4y = Kf(~). 

Das Integral nimmt die Form 

n=4 

y = 27[Z"e s,J] 
n=l 

an, wenn unter Zn bestimmte Funktionen von ~, unter 8,. die vier 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung 84 + 4 = 0 verstanden sind. 

f 8;1 = - 84 = 1 + i 
~ ,8~ = - 8;3 = 1 - i 

Da 
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ist, HiBt sieh das Integral in der Form 

(9) 

angeben, wobei die vier Funktionen Zl bis Z4 aus den Gleiehungen 

(10) 

zu bereehnen sind. 

2. Ausdriicke fiir die elastischen Grollen. Fur die weiteren Be­
recbnungen ist die folgende Gruppe von Gleiebungen grundlegend: 

(11) 1 
p=Ky 

tg {} = d y = ~ [~?lJ 
dx L d~ 

In den erst en Ausdriieken fur M und Q tritt die Breite b des 
Stabes nieht auf; selbstverstandlieb beziehen sie sieh dabei auf die­
selbe Breite des Stabes, fur die das Tragbeitsmoment J bereebnet 
wird. Da aber in dieser Abhandlung im allgemeinen b = 1 em an­
genommen werden solI, so bezieben sieh, wenn niehts anderes an­
gegeben, diese zwei GroBen stets auf die Einbeitsbreite des Tragers. 

3. Bemerkung. Es ist ohne weiteres einzusehen, daB in der 
oben entwiekelten Theorie aueh Momente W1]' W12 ••• als auBere 
Krafte auftreten konnen. 9JC ist gegen den Sinn des Uhrzeigers 
positiv gereehnet. Die gewonnene Differentialgleiehung sowie aIle 
daraus abgeleiteten Formeln erleiden hierbei keine Abanderung. 

p 

Fig. 3. 
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§ 4. Die Funktion f(S) ist gegeben. 
Es sollen im folgenden die allgemeinen Formeln fiir ermge 

Sonderfa,lle, in denen f(;) ausdrilcklich gegeben ist, naher erortert 
werden. 

1. f(s) = O. Hierunter verstehen wit, einen StabteiJ, ~. B. OB 
III Fig. 4, der keine Streckenlast triigt. 

(12) 

I 
I 
I 
I 
I 

e/(lshsche Lime 

I I I I 
I I I I I I I I 
1 I I I I I I I 

1 :,.y I : : i : : 

'~.'" !~I ::,i 
: ·1 I 

I II I 

/1omenlenli/J/e 

Fig. 4. 

Man erhiilt die Differentialgleichung 

d4 y 
d~4+4y = o. 

Das allgemeine Integral lautet 

(13 1 ) y = y = ~ [(AI e; + Ag e-") cos; + (A3 e; + A4 e-;) sin;]. 

Hierin sind AI"' A 2 , A3 und A4 als die viet, willkiirlichen, der vier­
maligen Integration entsprechenden BestimmungsgroBen zu betrachten. 
In der vorliegenden Abhandlung sind solche GroBen stets mit Indizes 
versehen, z. B. A 1 , A 2 , ••• , B 1 , B~, .... 

Die Funktion Y wird manchmal in del' Form 

(132) Y = u 1 (£of ~ cos ~ + u 2 @Sin ~ cos ~ + u 3 (£of; sin ~ + u 4 @Sin ~ sin ~ 

gegeben. Die eine Form liiBt sich ohne weiteres in die andere um­
wandeln durch Einsetzung folgender Beziehungen: 

(14) 

1 
U3 ="2[A3 +A4J 

1 
U 4. = "2 [A3 - A4] . 

Aus G1. (131) entwickeln wir die folgenden Ausdriicke fUr die 
Differentialquotienten nach ~: 
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I ~~ = ~ [Al e~ (cos~ - sin~) - A2 e-~ (cos ~ + sin~) 
+ A3 e~(cos~ +sin~) +A4e-~(COS~ - sin~)J 

( ) d2y [A '- A '-]." + [A - A'"] " 15 de = - 1 e~ - 2 e-:; Sill /; 3 e~ - ! e-I; COS /; 

~~; = - Al e~ (cos ~ + sin~) + A2 e-~ (cos ~ - sin~) 
+ A3e~( cos~ - sin~1 + A4 e-~( cos ~ + sin~). 

13 

Mit Hilfe dieser Ausdrucke lassen sich die Gleichungen fur die 
elastischen GraBen p, M, Q und tg {} ohne weiteres angeben [vgl. 
GIn. (11)]. Der besseren Dbersicht wegen stellen wir die ·einzelnen 
Ausdriicke zusammen: 

(16) 

p =! [(Al e~ + A2 e-~) cos ~ + (A3 e~ + At e-~) sin ~J 

M KP [(A· '" A")· I: (A - A'") "J = -4- 1 e" - 2 e-" sin ~ - 3 e" - 4 e-'~ cos /; 

Q KL[A '"( " .") A '"' I: .") = -4- le" cos/; + Sill/; - 2e-"(COS,; -Sill/; 

- A3 e~( cos ~- sin~)-A4 e-~( cos~+ sin~)J 

tg f} = 2~ [Al e;(cos~ - sin~) - A2e-~(cos ~ +sin~) 
+A3 e; (cos~+sjn~)+A4 e-~( cos~ - sin~)J. 

Man sieht ein, daB die Funktion Y die allgemeine Eigenschaft 
besitzt, sich bei del' Differentiation und dementsprechend auch bei 
del' Integration der Form nach wieder zu erzeugen, indem man fUr 
aIle Abgeleiteten del' Funktion die gleichgebaute Funktion erhiilt. 

Hieraus erskennt man, daB man fur' jeden der drei Ausdriieke : ~ , 
d 2y d y ,; de und dis die oben angegebene Funktionsform Y einsetzen kann. 

Was die Integrationskonstanten Al , A 2 , A3 und A4 anbelangt, 
so sind sie erst bestimmt, wenn sowohl die Abmessungen als auch 
die Belastungsart des Stabes feststehen; denn dann sind aIle GraBen 

in den Bedingungsgleichungen, die wir aus den Ausdriicken fUr ~JL, 
d2y d3 y d~ 
d~2 und d~3 aufsteIlen kannen, bis auf die Konstanten Al , A 2 , A 3 , 

A4 numerisch gegebene Werte, und man kann diese Gleichungen 
ersten Grades in bezug auf Al , A 2 , As. A4 ohne weiteres naeh den­
Belben auflasen. 
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SchlieBlich geht aus Gl. (4) und aus 

1 d2M 
Y = K dx2 [vgl. G1. (3)J 

hervor, daB einem N ullpunkt in del' Momentenkurve ein Wendepunkt 
in der elastischen Linie entspricht, und umgekehrt gehort auch zu 
jedem NUllpunkt in der elastischen Linie ein Wendepunkt in der 
Momenteukurve mit derselben Abszisse x. Davon kann man sich 
bei vielen der nachfolgenden Beispiele iiberzeugen. 

Die Differentialgleichung (12) ist im Jahre 1867 von Winklerl) 
zuerst gegeben. Spater, im Jahre 1881, wurde sie von Schwedler 2 ) 

zu einge.henden Untersuchungen bei del' Berechnung des Eisenbahn­
oberbaues benutzt. Sie ist daher als Gleichung von Winkler und 
Schwedler bekannt. 

(J 

x 
!I 

Fig. 5. 

2. f(s) ist konstant. Man erhalt hierbei die Differentialgleichung 

(17) 
d4 y 4 q 
de+ 4y =X-' 

worin q eine Konstante bezeichnet. Das Integral lautet 

(18) 

wenn unter Y die 
Somit ergibt sich 

(19) 

q 
y= K +Y, 

III (131) angegebene Funktion verstanden ist 

p=q+KY. 

Fiir die Ableitungen der Funktion y bis zum dritten Differential­
quotienten und £olglich auch fiir die elastischen GroBen tg il, M 
und Q gelten ohne weiteres die im vorigen Fane entwickelten Formeln 
[vgl. GIn. (16)]' 

') Die Lehre von der Elasticitat und Festigkeit, 1867, Prag. S. 182. 
2) S. FuBnote S. 3. 
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3. /,(g) ist eine gauze, rationale Fuuktion n·ten Grades. Das 
Integral erscheint dann in der Form 

Y =F(~) + Y, 

worin F (~) eine ganze, rationale Funktion n·ten Grades bedeutet, 
deren Koeffizienten nach dem Verfahren del' unbestimmten Koeffi­
zienten ermittelt werden konnen. 

Es sei z. B. 

(20) 

wobei qo undle zwei Konstanten bedeuten. Die Differentialgleichung 
lautet 

(21 ) 

--~~=-~.---------------+x 

Fig. o. 

Der Fall liegt vor, wenn die Streckenlast q gleichmaJ3ig mit x zu­
nimmt. Mit Bezug auf Fig. 6 nimmt le dann den Wert 

an, und man findet 

und folglich 

le=mL 

F(~) = qo + mL~ 
K 

J Y = qo + ;L ~ + Y 
(22) 

l p=lqo+mL~]+KY, 
worin Y in Gl. (131 ) angegeben ist. 

Ferner erhalt man 

(23) { 

1 [dYJ' tg {} = L d~ 

=;+~[~~], 
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worin dd~ durch ~~ in GIn. (15) ersetzt werden kann. 

Als .Ausdriicke fiir M und Q gelten ohne weiteres die des 
Falles 1 [vgl. GIn. (16)J. 

§ 5. Ableitung del' Grundgleichungen mittels einer Momenten­
gleichung. 

In den vorhergehenden Paragraphen haben wir die Einsenkung 
y des Stabes als Funktion von x dargestellt. Analog kann man mit 
den anderen ela~tischen GraBen verfahren. 

Es solI im folgenden das Biegungsmoment M als Funktion von 
x entwickelt werden. Man gelangt zur Differentialgleichung 

d4M d 2 q 
de + 41ft = - P d~2 ' 

deren Richtigkeit wir in einem spateren Abschnitt beweisen werden 
[§ 8, G1. (37a)J. Hierbei haben L und ~ dieselbe Bedeutung wie in 
GIn. (6). Bei gegebenem q laBt sich das allgemeine Integral leicht 
aufstellen. 

Die Ausdriicke fUr die elastischen GraBen lauten dann 

(24) 

Greifen wir auf die im letzten Paragraphen behandelten drei 
speziellen FaIle zuriick, also: 

r q= 0 
{ q = konstant 
l q = qo+ k~, 

(25) 

so nimmt die Differentialgleichung die Form [§ 8, G1. (38a)] 

an. Die GIeichung stimmt der Form nach vollkommen mit Gl. (12) 
iiberein, wenn in dieser M statt y gesetzt wird. AIle Ergebnisse 
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beziiglich der allgemeinen Lasung sowie ihrer AbleitungeR [vgl. 
GIn. (131,2), (15)] bleiben daher verwendbar, wenn man nur die obigen 
Werte umandert. Man erhalt namlich 

f .Ll1 = ~ [(Ble; + B 2 c;) cos ~ + (B3e; + B4e-~) sin~] 
J dM 1 [B ". ( I: • 1:) l d~ =2' le~ (os" - SIll" -- •.. 

(26) 

wobei Bl , B 2 , B s' B{ vier Integrationsfestwerte bezeichnen. 

§ 6. Aufstellung del' Gleichungen, wenn Diskontinuitiitspunkte 
vorhanden sind. 

1. Vorbemerkungen. Es ist zu bemerken, daB in den bis jetzt 
gewonnenen Gleichungcn auBere Krafte P l' P 2 ... , 9.R1 ' 9.R2 ••• nicht 
auftraten. Ferner war von der Lange, iiber die die Streckenlast q 
verteilt ist, nicht die Rede. 

Dies laBt sich damit erklaren, daB eine Differentialgleichung, 
von der eine Integralformel abgeleitet werden solI, der Natur der 
Sache nach nicht jeden besonderen Zustand zum Ausdruck bringt. 
:Fiir irgendwelche Belastung erleidet die Einsenkung eines Stabes 
und folglich der Neigungswinkel der elastischen Linie eine stetige, 
und zwar, wie es aus den oben gefundenen Gleichungen erhellt, in 
graphischer Darstellung betrachtet, wellenartige Veranderung. Was 
aber die elastischen GraBen Q, M des Stabes betrifft, so erleiden 
sie an den Angriffspunkten einer Kraft, eines Momentes oder an den 
Endpunkten einer Streckenlast sprungweise Veranderungen. Dort 
sind also Diskontinuitatspunkte der GIeichungen fUr die elastischen 
GraBen. So z. B. erleidet die Querkraft, links vom Querschnitt be­
trachtet, eine platzliche Anderung um den Betrag - P, wenn P die 
dort vorhandene Einzellast bezeichnet. 

. Jede GIeichung von der Form (131,2) gilt also nur fiir die Teile 
eines Stabes, die der Wirkung zweier benachbarten Einzellasten, 
zweier Momente oder der Wirkung einer Last und, benachbart davon, 
der eines Momentes ausgesetzt sind, wahrend Gleichungen von der 
Form (18), (19) und (22) lediglich auf die Lange, iiber die sich die 
stetig verteilte Lasterstreckt, ausdehnbar sind: 

Ferner muB die Differentialgleichung ihrerseits dort ihre Giiltig­
keit verlieren, wo die darin auftretenden parametrischen GraBen 
eine platzliche Veranderung erfahren. Es miissen daher bei diesen 
Differentialgleichungen die Stellen, wo J, K und selbst E, wenn es 
maglich ware, sich sprungweise andern, Diskontinuitatspunkte der 

Hayashi, Theorie des Tragers. 2 
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Differentialgleichungen sein, wenn auch dort die elastischen GroBen 
- y, tgiJ, M und Q - des Stabes seIber keine Diskontinuitat 
besitzen. 

2. Erganzungsbeispiel. Die Aufstellung der Gleichungen fiir einen 
Stab mit Diskontinuitatspunkten ist im allgemeinen ziemlich um­
standlich. 1m folgenden wollen wir darauf an der Hand eines Bei­
spieles naher eingehen. 

p 

+--...---+X 

Fig. 7. 

Ein elastisch gelagerter, gerader Stab AB erfahre im Punkte D 
eine sprungweise Veranderung des Tragheitsmomentes. Der Stab 
trage in C eine Einzellast P. Der Flachendruck p sei fiir die 
Strecken AC, CD und DB stetig veranderlich. Es soIl en die 
Gleichungen fiir die elastischen GraBen des ganzen Stabes bestimmt 
werden. 

Nimmt man in einem helasteten, geraden Stab fiir eine elasti­
sche GroBe, z. B. die Einsenkung oder das Biegungsmoment, eine 
Integralformel irgendwelcher Form an, so lassen sich diejenigen der 
anderen elastischen GraBen unmittelbar daraus ableiten. Da diese 
angenommenen Formeln im allgemeinen vier Konstanten enthalten, 
so sind die- abgeleiteten Gleichungen ebenfalls mit diesen vier Kon­
stanten behaftet. 

C und D sind Diskontinuitatspunkte, man hat demnach die drei 
Stabteile AC, CD und DB getrennt zu betrachten. Nimmt man fiir 
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jeden jeeine, vorlaufig unabhangige Gleichung irgendeiner elastischen 
GroBe an, so hat man im ganzen 4 (2 + 1) = 12 Konstanten zu be­
stimmen, worin 2 die Anzahl der Diskontinuitaten angibt. Da aber 
im Punkt a die dort wirkenden inneren Krafte Qe und Me aus den 
zugehorigen Gleichungen fur Aa gegeben sind, und sie infolgedessen 
fur den Stabteil aD ebenso wie die Last Pals bekannte, auBere 
Krafte betrachtet werden konnen, wird die Zahl der Konstanten in 
der Gleichung fUr aD urn zwei vermindert. .Ahnliches gilt fur den 
Stabteil DB. Die Zahl der in Betracht kommenden Konstanten ver­
mindert sich also auf 12 - 2· 2 = 8. 

Da die beiden Stabteile im AnschluBpunkte gemeinsame Ein­
senkung und Verdrehung haben mussen, erhalt man in a die zwei 
Bedingungsgleichungen 

wobei Yo und {}o durch die zugehorigen Gleichungen fur aD aus­
gedruckt werden mussen. Das Biegungsmoment M in dem Stab­
teil Aa hat den Ausdruck 

M = m - Qo (a - x) + M o, 

wobei m das auf den Punkt x bezogene Moment des auf die Strecke 
(a - x) wirkenden Fliichendruckes bedeutet. Es ergibt sich 

oM 
-- =X 
2Qo 

o~~[ 

aM~ = 1. 

Somit lauten die obigen Bedingungsgleichungen 

1,' y, _. Yo·~ E~' ( Mxdx 

{JA - {Jc = E~ fMdX. 
o 

Analog erhalt man im Punkt D zwei Gleichungen ahnlicher Form. 
2* 
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Die ubrigen erford~rlichen Bedingungen liefern die VerhaJtnisse, 
den en die Stabenden unterliegen, die ihrerseits auch Diskontinuitats­
punkte sind. Sind z. B. die beiden Enden des Stabes fest ein­
gespannt, so ergibt sich 

YA=O 
{}A = 0 

YB=O 
{}B = O. 

3. Bedingungsgleicbungen fUr den elastiscb gelagerten Stab. Die 
Bedingungsgleichungen (271,2) werden sich im allgemeinen kompliziert 
gestalten. Si~ sind besonders dann vorteilhaft anzuwenden, wenn 
die M-Gleichung, wie bei einem Stucke eines gewahnlichen Balkens, 
eine bequeme Form hat. 

In den meisten Fallen der vorliegenden Abhandlung gehen wir 
der Bequemlichkeit halber von der Gleichung der elastischen Linie 
aus. Man nimmt fOwohl fur die Strecke vor dem Diskontinuitats­
punkte als auch, vollstandig unabhangig davon, fur die Strecke nach 
demselben eine Gleichung der elastischen Linie in der allgemeinsten 
Form an und bildet daraus die Ausdriicke fur tg {}, 211 und Q. 
Dann lassen sich die zwei Bedingungen der Form (271,2) fUr emen 
Diskontinuitatspunkt durch die vier folgenden Gleichungen: 

(28) 
1 [y] = [y] 

l [tg tJ] = [tg {}] 

[MJ = [M] + WI 
[Q] = [Q] + P 

angeben. Die zweierlei Klammern zeigen, daB die betreffenden 
GraBen durch die Gleichungen fur die links bzw. rechts des Dis­
kontinuitatspunktes sich befindlichen Stabteile ausgedru('kt werden 
mussen. Handelt es sich urn einen Streckenlastendpunkt oder einen 
Diskontinuitatspunkt infolge einer Parameteranderung der Differen­
tialgleichung, so sind we und P gleich Null zu setzen. 

Man nimmt fur die Stabteile AC und CD bzw. die Gleichungen 

Y = ~ [(AI e~ + A2e-~) cos ~ + (A3e~ + A4 e-") sin~] 

y = ~ UBI e~ + B2e-~) cos ~ + (B3e~ + B4 e-~) sin~] 

an, worin die V eranderliche ~ und das damit zusammenhangende L 

in Gln. (6) bezeichnet sind. Setzt man (~= L' so lassen sich die 

letzten vier Bedingungsgleichungen fiir den Punkt C in der entwickel­
ten Form [vgl. Gln. (16)] 
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[ 
[Al e" + A2 e- "] cos (( + [A3 ea + A4 e- a] sin (( = Bl + B2 

I- [Alea ( cosa - sina) - A 2e- a (cosa+ sin a) +A3 ea(cosa+ sin a) 

I + A 4e- a (cos a - sin a)] =; [Bl - B 2+ B 3+ B 4] 

~ KL2 [(Alea - A 2e- a) sin (( - (A3 e" - A4 e~ a.) cos a] 

I ' =K1L i[B4 -B3J 

I K: [Al eO. (cos (( + sin (() - A2 e - a ( cos a - sin (() 

- A:3 ea ( cos C( - sin a) - A4 e-" (cos (( + sin a)] 

I K1Ll B P l = -4-[Bl - B2 - 3 _. B 4 ] + 

darstellen. K und Kl bedeuten die Elastizitatskoeffizienten der Unter­
lage fUr AC und CD. 

Die Auflosung solcher Gleichungsgruppen fUhrt, besonders wenn 
viele Diskontinuitatspunkte vorhanden sind, zu hochst weitlaufigen 
Rechnungsarbeiten. 

§ 7. Auflosung del' Grundgleichung durch unendliche Reihen. 

Es soIl im folgenden die Differentialgleichung (7) 

d4 y 4 
df;4 + 4y = X- q 

noch einmal durch ein anderes Verfahren aufge16st werden, und zwar 
wollen wir y mit Hilfe von Potenzreihen darzustellen suchen. 

Der Vorzug der Reihenentwicklung einer Funktion besteht vor 
aHem darin, daB aIle Zahlenrechnungen mit dem Rechenschieber 
oder der Rechentafel ganz bequem ausgefuhrt werden konnen. Ferner 
liefert sie, wie man sich iiberze~gen wird, fur einige besondere 
Gleichungsformen das einzige Auflosungsmittel. 

Wir betrachten zunachst die Gleichung ohne die rechte Seite, 
namlich [Gl. (12)] 

1st 
y = f($) 

das allgemeine Integral dieser Gleichung, so hat man entweder nach 
Taylor 

(30) y=f(17)+$ 1! 11 f'(1])+iJ.-2 !riL f "(1])+ ... + ($ n!1]t f(n)(1])+'" 
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oder nach Mac Laurin 

(31 ) 
~ ~2 "n 

y= reO) + 1! ('(0) + 2! ("(O) + '" + !!((n)(o) + ... , 
wobei {('fj), ('('fj) ... , reO), {,(O)... die zu ~ = 'fj bzw. ~ = 0 ge­
horigen Werte von {(~) und die entsprechenden Ableitungen bedeuten. 
Aus der Differentialgleichung gewinnt man diese Werte folgender-· 
maBen: 

Differentiiert man die Gleichung mehrmals nach ~ und setzt 
man darin !; = 'fj, so erhiilt man: 

(IV('fj) = - 4{('fj} 
(V ('fj) = - 4{'('fj) 
fVI(i)) = - 4{"('fj) 
f"II('fj} = --- 4{"'('fj) 

(VI1l('fj) = 42 (('fj) 
fIX('fj) =42('(1]) 
{x (1]) =42 ("(1]) 
{XI (1]) = 42 ('''(1)) 

Das Bildungsgesetz der Ableitungen liiBt sich sofort erkennen: 
je vier haben die gleiche Form .. Mit Hilfe dieserEntwicklung lassen 
sich aIle hoheren Koeffizienten in den Reihenentwicklungen (30) und 
(31) durch {('fj) bzw. {(OJ sowie durch die drei niedrigsten Ableitungen 
('('fj) , ("(1]), ("'(1]) bzw. teO), {"(OJ, {"'(OJ ausdriicken. 

Ordnen wir die Reihe (30) nach diesen vier Ausdriicken, so 
nimmt sie die Form 

an, wenn unter Xl' X 2 , Xs und X 4 die vier unendlichen Reihen 

verstanden sind. Die derCl. (31) entsprechenden Entwicklungen Xl 
bis X 4 sind hier der Raumersparnis wegen weggelassen. Sie sind in 
§ 19 als (28) bezeichnet. 

Die Ausdriicke (('fj) , reO) stellen die Einsenkung des Stabes in 
den Punkten!; = 1] bzw.!; = O,'ferner {'('fj) , {"(1]}, ("'('fj) sowie ('CO), 
("(O) , ("'(O), mit konstanten Koeffizienten verbunden, die Verdrehung, 
das Biegungsmoment, die Querkraft des Stabes bzw. in denselben 
Punkten dar. Bei gegebener Belastungsart nehmen diese elastischen 
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GroBen bestimmte Werte an, so daB wir sie als Konstanten be­
trachten konnen. Die Reihen (30), (31) konnen dann in der Form 

(33) 

angegeben werden, wenn Al , A 2 , AJ und A4 vier Konstanten be­
deuten, die bzw. durch die Gleichungen 

(34) 

r Al = f(O) 

I
I A2 = ['(0) 
) Aa = ("(O) 

A4 = f"'(O) 

bezeichnet werden konnen. 
Der gefundene Ausdruck (33) stellt das allgemeine Integral der 

Gleichung von der Form (12) dar. Das Integral der Gleichung (7) 
lautet dann 

(35) 

Bei groBen Werben von ~ konvergieren die Reihen (32) erst von 
hoheren Gliedern ab; fur solche Werte von ~ wird die Losung praktisch 
unbrauchbar. 

Die Ermittlung des Biegungsmomentes sowie der Querkraft er­
folgt in der bekannten Weise unter Benutzung der Formeln (4), (2). 

§ 8. Das Tragheitsmoment J des Stabes ist mit x veranderlich. 

1. Vorbemerkungen. Wie bereits aus der Festigkeitslehre be­
kannt, pflegt man bei manchen Tragerarten vom Standpunkte der 
Wirtschaftlichkeit die auBere Form. oder besser ausgedruckt die 
Steifigkeit des Tragers moglichst den in ihm auftretenden Bean­
spruchungen anzupassen. In diesem Fall muB das Tragheitsmoment des 
Stabes als mit x veranderlich betrachtet werden. 

Man hat dabei wieder auf die Gleichung 

M= _ EJ d2y 
dx2 

zuriickzugreifen, worin J mit x veranderlich ist. 
Nach zweimaliger Ableitung derselben nach x erh1ilt man die 

Differentialgleichung 

(36) 
d4y I dJ d3y d2J d2 y d2M 

EJ dx4 T 2EJ 7i;;dx~ + E dx2 dx2 = - dX2 = - Ky + q. 
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Dies ist eine Differentialgleichung vierter Ordnung mit verander­
lichen Koeffizienten, Es unterliegt einer groBen Schwierigkeit, sie 
zur Bestimmung del' elastischen Durchbiegung y zu benutzen. Wir 
wollen daher einen anderen Weg einschlagen und die Aufgabe mit 
Hilfe des Biegungsmomentes Mals Funktion von x zu losen suchen. 

2. ZweclimiiBige Differentialgleiclmng. Aus Gl. (3) folgt durch 
zweimalige Ableitung 

Setzt man diesen Ausdruck in G1. (4) ein, so ergibt sich die Grund­
gleichung fiir das Gesetz del' Bildung des Biegungsmomentes 1m 
elastisch gelagerten Stab 

(37) 

Man gelangt wieder zu einer Differentialgleichung vierter Ordnung 
mit veranderlichen Koeffizienten. Sie ist abel' in der Form viel ein­
facher als die Gl. (36), doch ihr im mathematischen Sinn vollig 
gleichwertig. Die Integration diesel' Gleichung Iiefert unmittelbar 
den Ausdruck des Biegungsmomentes, und aus dies em werden durch 
Ableitung die Gleichungen fUr die Querkraft Q und fUr die Durch­
biegung gewonnen. 

Kommt die gesamte Streckenlast q gegen die Einzellast P nicht 
in Betracht, oder ist q entweder konstant oder hochstens im erst en 

. d2q 
Grade abhangig von x, dann 1St dx2 = 0, und es ergibt sich die 

Differentialgleichung 

(38) EJd4M =-M 
K dx4 • 

In dem Sonderfall, wenn das Tragheitsmoment konstant ist, 
nehmen die Gl. (37), (38) wegen del' G1. (6) die Form 

d4M _ 0 d~q 
-- --L 4M = - L"--· 
d~4 I d!;2 (37a) 

bzw. 

(38a) 

an. 
G1. (37 a) hat mathematisch dieselbe Bedeutung W1e G1. (7), 

wahrend (38a) ihrerseits mit GIn. (12), (17) und (21) gleichwertig ist. 
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§ 9. Del' Elastizitatskoeffizient K del' Untedage andel't 
sich mit x: 

1. VorbemerkuD~ uud Pifferentialgleiclmng. 1m Eisenbetonbau 
kommen nicht selten Stiitzmauern, Rahmen u. dgl. zur Anwendung, 
deren Fundament bzw. Kampfer, fuBartig verbreitert, auf mehr 
oder miRder nachgiebigem Baugrunde aufruhen. Eine solche Flachen­
lagerung erfahrt, wegen der im allgemeinen nicht in der Mitte 
des Fundamentes angreifenden Mittelkraft, eine unregelmaBige elasti­
sche Senkung. In derartigen Fallen kann durch die Wahl einer be­
sopderen Griindungsart, welche geeignet ist, den ausgeiibten Druck 
aufzunehmen, ein ungleichmaBiges Senken verhiitet werden. Diese be­
steht in der Griindung auf Pfahlen, die man nicht in gleichlaufenden 
Reihen anordnet, sondern dem herrschenden Druck entsprechend ver­
teilt, sei es, daB dadurch ein guter, tiefliegender Baugrund erreicht, 
oder dadurch lediglich der Boden im ganzen genommen fest zu­
sammengepreBt wird. Urn den EinfluB dieses Verfahrens naherungs­
weise zuermitteln, moge angenommen werden, daB die Ziffer K sich 
mit x verandere. 

1m folgenden setzen wir voraus, daB K eine line are Funktion von 
x ist, und beschriinken uns auf den Fall, wo der Stab lediglich Einzel­
lasten tragt. Wahlt manirgendeinen Punkt des Stabes 0 als Koordinaten­
anfangspunkt und bezeichnet mit Ko den zugehorigen Elastizitats­
koeffizienten der Unterlage, so laBt sich K an einer beliebigen Stelle x 
durch 
(39) K = Ko - kx 

ausdriicken, wobei unter k eine konstante GroBe verstanden ist. 

p 

o 

Fig. 8. 
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Mit diesem 

(40) 

Ausdruck geht, da q = 0 ist, Gl. (5) 

d4.y 
EJ dx4 + [Ko - kxJy = O. 

fiber III 

Dies ist wieder eine Differentialgleichung vierter Ordnung mit ver­
anderlichem Koeffizienten. 

2. Unmittelbare Integration der Gleichung. Es stehen fur die 
Integration der GI. (40) zwei Wege offen. Zuerst sei der der un­
mittelbaren Integration eingeschlagen. 

FaBt man die in der Gleichung vorkommenden Konstanten E, 
J, Ko und k zu einer einzigen Konstanten 

V Kfi =2 ! 15/EJk4 

( 41) zusammen und setzt 0 

l K~o53k~=" 
so wird die Gleichung auf die einfache Form 

( 42) 

gebracht. 
Dies ist eine besondere Form der Laplaceschen Gleichung1). 

Setzt man 

so hat man 

Somit ergibt sich 

P(z) = Z4 

Q(z) = - 1, 

f P(Z) f' z~ -- dz = - Z!d7 = - -Q(z) ~ [) . 

1 JP(Z)dZ -~ 
Z = - e Q IZ) = - e 5. 

Q 
Mit Hilfe dieser bestimmten Funktion Z HiBt sich das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung als 

22 ZI 

f1 z~+Z f zi;-:::' 
y = A Q e dz = A e 5 dz 

ZI Z2 

schreiben. 
Die Grenzen Z1' Z2' zwischen denen die Integration ausgedehnt 

werden solI, bestimmen sich aus der Gleichung 

ezi;+Z = 0 

') A. R. Forsyth, A Treatise on Differential Equations. 4th. ed. S.280. 
E. Goursat, Cours d'Analyse mathematique. 2me. ed. Tome II. S. 442. 
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Z5 
z/;--;-

e "= 0 , ' 
die durch 1 

,,=0 
Z') 

erfiillt ist. Wenn man mit w" (n = 1, 2, 3, 4, 5) die fiinf Wurzeln 

der Gleichung Z5 = 1 bezeichnet, werden diejenigen von -~ = 0 zu 
Z') 

w"oo. 
Das allgemeine Integral nimmt dann den Ausdruck 

n=n 00 

(43) Y = ,,~l An W l1f( ewnZ~-~) dzJ 
o 

an, wobei die fiinf Konstanten durch die Beziehung 

(44) ~[An]=O 

verkniipft sind. Von der Richtigkeit der Gleichung kann man sich 
durch Ausfiihrung der Differentiation des auf der rechten Seite der 
Gl. (43) stehenden Ausdrucks leicht iiberzeugen. 

Hiermit ist das Integral mathematisch vollkommen bestimmt. 
Die Auflosung der Gl. (43) nach, ist jedoch noch sehr umstandlich; 
es soU daher ein anderer Weg gezeigt werden. 

3. Integration durch eine unendliche Reihe. Wir suchen jetzt 
die Differentialgleichupg (40) mittels einer unendlichen Reihe zu 
integrieren. Dafiir rringt man Gl. (40) durch die Einfiihrung von 

(45)1) ~ = Ko - kx 
Ko 

auf die Form 

f 
d4y de = -a~y, 

(46) { 
wobei K 5 

I _ 0 

ist. ~ 
cc - EJk4 

Man nehme fiir y die Entwicklung § 7, (30) an. Durch sukzessive 
Differentiation der letzten Differentialgleichung kommt man zu den 
auf S. 30 angegebenen Ausdriicken, in denen das Bildungsgesetz ganz 
iibersichtlich ist. 

Mit Hilfe dieser Reihen kann die angenommene Entwicklung 
fiir y wieder in der Form 

y = A 1 X 1 + A 2 X 2 + A3 X 3 + A 4 X 4 

dargestellt werden, wenn unter Xl' X 2 , X 3 , X 4 die folgenden Reihen: 

1) Hier ist der Buchstabe I; in anderer Bedeutung gebraucht ala iu den 
vorhergehenden Paragraph en ; er bezeichnet hier eine GroBe kleiner als 1. 
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(~_ )4 (~_ )8 - -' -'fj_ a'YJ -l- __ 'YJ_ a2 l}2. 
4! ./, BJ 

+(~ 9!,})1J (1+5)a2 'fj -~~i;r (1+5+9)a'3'fj2 

+(~~;r 1· 6a2 - (~ 14'fjt [1. 6+10(1+5)]a3 1 

(~-17)15 
- - _·_-·_··-1· 6.11 a3 

15! 

~ (~_ )5 (~_1)9 X = --:-'} _ __ 'YJ_, a'YJ + _--.1_a2 1}2 
2 1! 5!· 9! 

(~-17)13 .3 3 
-------a 'fj 

13! 

(; -17)11 + 2·7a2 
11! 

l 
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+ (~-;-8;)18 [1.6 + 10 (1 + 5) 14 (1 + 5 + 9)J a41]2 

+ (~ -;; ( Hi [1 . 6 . 11 + 15.{ 10 (1 + 5) + 1 . 6}] re4 1] 

( ~ _ )17 + . - 1] (41)4 

17! 

, (~_1])1S 
+---181 (2 + 6 + 10 + 14) (X4 1]3 

'- )19 
+ (.; -;-9; [2.7 + 11 (2 + 6) + 15 (2 + 6 + 10)] a4 1)2 -- ••• 

+ (~-;0;)2U [2.7 ·12 + 16 {11 (2 + 6) + 2· 7}] (X4 1) 

+ (~-;-9;)19 (3 + 7 + 11 + 15)0:4 1):3 

+ (~_;0;)20 [3.8 + 12 (3 + 7) + 16 (3 + 7 + 11)] a4 1]2 - ... 

+ (f -;1;?1 [3.8 ·13 + 17 {12 (3 + 7) + 3· 8}] a'1) 

+ (~ - 1] )20( 4+ 8 + 12 + 16) a 4 1)3 
20! 

+{~ -;11;)21 [4.9 + 13 (4 + 8) + 17 (4 + 8 + 12)] a4 1]2 - ••• 

+ (~_;2;)22 [4.9.14 + 18{13 (4 + 8) + 4.9}] a4 1] 
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§ 10. Wagerechter Widerstand wird beriicksichtigt. 31 

verstanden sind. Die Ausdrucke fur die konstanten GraBen AI' A 2 , 

A3 und A4 finden sich in dem erst en Teil von Gl. (34). 
Das Biegungsmoment M sowie die Querkraft Q kannen dann 

berechnet werden wie folgt [vgl. GIn. (4), (2) J: 

or [ k J2 d2y 
M = - EJ Ko d;2 

~ [ k J3 d3y l Q = E J Ko d!;3' 

(48) 

§ 10. Wagerechter Widerstand wird beriicksichtigt. 
1. Vorliiufige Behandlung. Es solI jetzt der wagerechte Wider­

stand, den der Stab auf seiner Unterlage infolge seiner elastischen 
Verbiegung findet, in Betracht gezogen werden. 

Derselbe ist, wie schon fruherbemerkt, in den meisten der in der 
Praxis vorkommenden Aufgaben sehr klein, so daB man ihn in der 
Regel vernachlassigen darf. Bei einigen besonderen Fallen jedoch, 
z. B. bei einem durch die daruber rollenden Rader beanspruchten 
Schienenstrang, der als Stab von unendlicher Lange aufzufassen ist, 
kann die durch die Belastung hervorgerufene Langsspannung sehr 
ins Gewicht fallende Werte annehmen. 

+!I 

----~--~--~-------------+x 

Fig. 9. 
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Anstatt Gl. (2) erhalt man hierbei die Differentialgleichung 

( 49) 
dM 
d~=Q+rn, 

wenn unter n del' auf die Langeneinheit des Stabes bezogene, wage­
rechte Widerstand und unter r del' bei unveriinderlichem Querschnitt 
konstante, bei Vbertragung del' Kraft n in das Innere des Stabes 
in Betracht zu ziehende Hebelarm, also unter rn das auf die Langen­
einheit infolge del' wagerechten Beanspruchung hinzutretende Biegungs­
moment verstanden sind. Mit Bezug auf GIn. (4), (1) geht die letzte 
Differentialgleichung iiber in 

(50) 
d4y T I dn 

EJ--=-RYTq-r-. 
dx4 dx 

Es mage nach Francke angenommen werden, daB das Anderungs­

verhaltnis d n des wagerechten Widerstandes n in del' letzten Gleichung 
dx .. dE 

im geraden Verhaltnis zum Anderungsverhaltnis -d del' wagerechten 
x 

elastischen Verschiebungen e des Stabes steht. Dieses Verhaltnis :~ 
kann aber, soweit man lediglich die Wirkungen des Biegungsmomentes 
in Betracht zieht, proportional dem jeweiligen Biegungsmoment M 
angesehen werden. Man kann daher mit Riicksicht auf die bekannte 
Beziehung § 3, (4) 

dn d~y 
-= - },-----
dx dx~ 

schreiben, wobei unter I, eine Konstante verstanden ist. 
Daraus erhalt man 

(51 ) 
dy 

n = C - },---, 
1 dx 

worin C1 eine Int egrationskonstante bezeichnet. 

Setzt man ferner 

(52) r}, =,Il, 

so nimmt die Differentialgleichung (50) die Gestalt 

(53) ~~4 - [:fJ J ~2~ + [iJJl!JJ y = Eqj 

an. Dies ist wieder eine Differentialgleichung viertel' Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten. Das allgemeine Integral liWt sich sofort 
schreiben. 



§ l(j. WagerechterWiderstand wird beriicksichtigt. 33 

Das Biegungsmoment itt berechnet sich bekanmerweise aus Gl. (4). 
Wir gehen nun zur Behandlung der Normalspannung N iiber. Diese 

Spannung ist iiir jeden Schnitt des Stabes verschieden groB, und zwar 
ist sie jedesmal gleich derjenigen,die in einem Schnitte vor dem be­
treffenden herrscht, verringert oder vermehrt urn den zwischen den beiden 
auftretenden, wagerechten Widerstand. Man hat also die Beziehung 

dN 
dx =n. 

Es ergibt sich daher mit Riick~cht auf (51) 

(54) N=02+01X-AY, 
wobei 02 einen Integrationsfestwert bezeichnet. 

Die Querkraft Q berechnet sieh dann aus Gl. (4"9) 

d3y dy 
(55) Q=-EJ dx3 +r01 -#dx' 

Der Zahlenwert von A sowie der damit zusammenhangende von 
# konnen,ebenso wie der Elastizitatskoeffizient K, nur durch Erfah­
rungen auf Grund anzustellender Beobachtungen festgestellt werden. 

Zu bemerken ist, daB man hierbei auBer den vier Integrations­
festwerten der Differentialgleichungnoch die zwei Konstanten 01 
und 02 zu bestimmen hat. 

2. EinflnB der Normalspannnng des Stabes: Imvorhergehenden 
haben wir dargelegt, daB lediglich das infolge der Belastung wirkende 
Biegungsmoment Reibungswiderstande hervorruft; eine weitere Ur­
sache, infolge deren Reibringskrafte auftreten, ist die Normalspannung. 

Man hat also 

zu setzen. 

dn _ on oM + on oN 
dx - oM~ oNa; 

Den ersten dieser beiden partiellen Differentialquotienten haben 
wir bereits einer Betrachtung unterzogen und gefunden, daB er den 

d2 y #d2 y 
Ausdruck - A -Q = - - - hat. 

dx" r dx2 

Urn den zweiten partiellen Differentialquotienten festzustellen, 
setzt man 

n = - 'Y) e, 
also 

dn de 
dx = - 'Y) dx' 

wobei 'YJ den wagerechten Widerstand des Stabes,' bezogen auf dje 
Langeneinheit, ber einer Einheitsverschiebung bezeichnet Es erg~bt sich 

de= - -~dx 
EF ' 

Hay a B hi, Theorie deB TragerB. 3 
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wenn unter F die Querschnittsflache des Stabes verstanden ist. 
Setzt ll1an ferner 

(56) w = -.!l __ _ 
EF' 

so erhalt ll1an 
dn 
dx=wN. 

Das vollstandige Differentialverhaltnis laBt sich dann 

(57) 
dn p- d'Jy 
dx = -- -;: dx'!. + wN 

schreiben. 
Diese Beziehung ist ll1it der Gleichung (50) in Verbindung zu 

bringen. Es ergibt sich also 

d4y d2y 
(58) EJ dx4 = -Ky+q+p-dx'J-wrN. 

Setzt ll1an voraus, daB ::~ gleich Null ist oder gegen die Belastung 

P vernachHi.ssigt werden darf, so erhalt ll1an nach zweill1aliger Dif~ 
ferentiation der letzten Gleichung nach x die Gleichung sechster 
Ordnung 

Verbindet ll1an diese nochll1als ll1it G In. (57). (58), so er halt ll1an die 
endgiiltige Differentialgleichung 

(59) 

l 

d6 y d4 y d2 y 
dx6 + a1 dx4 + a2 dx2 + as y = a4 , 

wobei 

al=-~[;+:;J 
K 

a'J .EJ 

'YJ K 
as = - E'!.FJ 

'YJ 
a4 = - E 2FJ q 

ist. Das allgell1eine Integral enthillt sechs Konstanten. Bei prak­
tischer Anwendung erhalt ll1an in einell1 Diskontinuitatspunkt, auBer 
den vier Bedingungsgleichungen (28), noch 

[NJ= [N). 



§ 11. Der Stab steht unter dem EinfluB einer Axialkraft. 35 

Ferner liefert die Forderung, daB die Summe der wagerechten Kriifte n 
des ganzen Stabes gleich Null sein muB, eine weitere Gleichung. 

§ 11. Der Stab steht unter dem EinfluB einer Axialkraft 
Wir betrachten jetzt den Fall, bei dem der Stab auBer durch lotrechte 

Belastungen noch durch zwei an den beiden Endpunkten desselben in 
der Richfung ihrer Verbindungslinie wirkende KrafteH beansprucht ist. 

~or-::--II 

ry 

Fig. 10. 

Es werde dabei die fiir die meisten Anwendungen zulassige 
Voraussetzung gemacht, die Durchbiegungen seien im Verhaltnis zu 
den StabHingen so klein, daB statt der Bogenlangen die Sehnen und 
die Axialkraft fiir aHe Querschnitte gleich H gesetzt werden diirfen. 

Anstatt Gl. (2) hat man in diesem Fall die Differentialgleichung 

(60) dM=Q_H dy . 
dx dx 

In den meisten Fallen, von denen in den vorliegenden Unter­
suchungen die Rede sein wird, darf das zweite Glied auf der rechten 
Seite der Gleichung gegen das erste vernachlassigt werden, insbeson­
dere wenn es sich um einen Stab von maBiger Lange handelt. In 
anderen Fallen, z. B. wenn die Untersuchung der Formanderung . eines 
langen Tragers mit verhaltnismaf3ig schlanken Querabmessungen vor­
liegt, muB es aber beibehalten werden, weil die Durchbiegung y 
dabei so wesentlich ausfallen kann, daB die Vernachlassigung des 
zweiten Gliedes gegen das erste zu einem Fehler fiihren konnte. 

Setzt man die letzte Beziehung in Gl. (4) ein, so erhalt man 
fiir die Differentialgleichung der elastischen Linie 

d4 y d2'!J. _ 
(61) EJdx4-Hdx2+Ky-q, 

mit der allgemeinen Auflosung von der Form 
n=4 

y = 17 [An eSn"'] + k' 
n=l 

(62) 

3* 
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wenn unter An vier willkiirliche Konstanten und unter 8" die vier 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung verstanden sind. 

Wiirden diese Wurzeln reelle Zahlen darstellen, so wiire hiermit 
sofort das allgemeine Integral in der rechnungsmiiBig brauchharen 
Form gefunden. Da die Wurzeln aber in der Formel 

~ H±VH2_4EJK 8"== ~~~~~~~. 
2EJ 

gegeben sind, so ist die Realitiit der Wurzeln an die Bedingung 

H2 > 4EJK 

gebunden. 1m allgemeinen ist aber diese Bedingung nicht erfiillt, 

sondern meist H < 2 V E J K zu setzen. 
Fiir den Grenzfall H == 0 erhiilt man 

1+il~K-- 1 . 
8== + ,12 V ifjJ== ± L [1 ;'=~], 

wobei L aus der Formel (6) entnommen wird. Der Fall geht nun 
natiirlich iiber in den schon in §§ 3 und 4 behandelten. 

Fiir aIle Zwischenwerte von H == 0 bis H == 2 V E J K sind die 
Wurzeln sn komplexe Zahlen von der Form ± [a + Pi], worin 

1: ~i+:;: (63) 

ist. 
Das 'allgemeine Integral kann also in der reellen Form ly == [Al e'"'' + A2 e-""'] cospx + [A3 ea", + A4 e- a ",] sinpx + i-

(64) und bei verschwindendem q 

y == [Al ea", + A2 e-a ",] COSPX + [A3 ea ", + A4 e-a ",] sinpx 

angegeben werden. 

§ 12. Gekriimmter Stab. 
Der in Fig. 11 dargestellte, elastisch gelagerte, gekriimmte Stab 

werde nur durch Einzellasten beansprucht. 
Bezeichnet man. mit y die durch die iiuBere Belastung erfolgte, 

elastische Durchbiegung des Stabes, gemessen in der Richtung des 
Kriimmungshalbmessers, so konnen wir wieder den senkrecht zur 
Stabachse stehenden Druck p auf die Fliicheneinheit 

setzen. 
p=Ky 
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Die Differentialgleicliillng der elastischen Linie eines gekriimmten 
Stabes laBt sich im aUgemeihen auf praktisch losbare Form nicht 
bringen. Nur in einem Fall, namlich dann, wenn die Stabmittel-

Fig. 11. 

linie im spannungslosen Zustande einen Kreisbogen bildet, kann 
man fur Formanderungen, dienurunerheblicheDurchbiegungen der 
Stabachse zur Folge haben, eine Gleichung aufstellen. Sie lautet: 

(65 ) EJ [d2y + JL] = _ M d -2 n , 
X r-. -

wenn unter rder Krummungshalbmesser und unter x die langs der 
ursprunglichen Stabachse gemessenen Abstande der betreffenden 
Punkte vom Ursprung verstanden sind. Diese Differentialgleichung 
entspricht derjenigen fUr den geraden Stab [vgl. GL( 4)}. Von dieser 
kann man also einen ahnlichen Gebrauch machen wie von jener. 
Man vernachlassigt in der Gleichung das zweite Glied der Klammer 
gegen das erste, wenn sich die Durchbiegung nur auf einen kleinen 
Teil des Kreisumfanges erstreckt. Andernfalls muB es aber beibe­
halten werden, weil, wie man bei der Ableitung der Gleichung 

schon erkennt, bei gleichen Werten von :~ und ::; die Ordinaten y 

um so groBer ausfallen, je groBer die Abszissen x im Vergleiche 
zu r werden. 

Bezeichnet man mit N die Normfl,lspannung an der Stelle x, so 
hat man die zwei Beziehungen: 

welche wegen r dcp = .dx 

p dx - N dcp = dQ, 

Qdcp = dN, 
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Nl dQ d2 M 
p - r = dx = dx2 ' 

Q dN 
r dx 

werden. Hieraus erh111t man 

dp 1 dlYI d3M 
dx - r2 dx = dx3 • 

DifIerentiiert man Gl. (65) dreimal nach x und setzt die letzte Be­
ziehung ein, so ergibt sich 

oder 

(66) wenn man 

setzt. L hat darin denselben Ausdruck wie in Gl. (6). 
Die gewonnene Gleichung ist wieder eine line are DifIerential­

gleichung fur y, aber von spezieller Form: es fehlt das Glied, das y 
enthl1lt. Der Gleichung entspricht die charakteristische Gleichung 

8 5 + 283 + ft2 8 = 0 

mit den funf Losungen 

8=0 

und 8 = ± [IX + Pi], 
wenn 

(67) 
r IX= 1Ift;1 
lp~vl'~l 

gesetzt wird. Da ft > 1 ist, entspricht der GroBe IX immer eine 
reelle, positive Zahl. 

1) Eine ahnliche Gleichung gibt Francke in dem Artikel: Einiges iiber 
Grundbogen (Schweiz. Bauz. Bd.36, 1900, S. 71); jedoch fehlt die Ableitung, 
so daB man die Richtigkeit nicht kontrolIieren kann. 
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Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (66) liiBt sich 
jetzt schreiben. 

(68) y = Ao + [AI (£ofatp + A 2 @)ina<p]cosfJtp 
+ [A3 (£of a tp + A4 @)inatp] sinfJ tp , 

worin Ao' A 1 , A 2 , A3 und A4 fiinf Integrationsfestwerte bezeichnen. 
Differentiiert man diese Gleichung nach tp und setzt darin 

a2 - fJ2 = 1 

v'~ 
2 

afJ 

so erhiilt man 

f ~~ = Al [a @)inatp cosfJ tp - fJ (£ofatp sinfJ tp] 

+ A2 [a (£ofatp cosfJtp - fJ @)inatp sinfJ tp] 

+ A3 [a@)inatpsinfJtp + fJ (£ofatp cosfJtp] 

+ A4 [a (£ofatp sinfJ tp + fJ @)inatp cosfJ;P] 

;~ = Ao - y - (ft2 - 1) [(Al @)inatp + A2 (£of atp) sinfJ tp 

(69) - (A3@)inatp+A4 (£ofatp)cosfJtp] 

d
J3 ; = - d~y - (ft2 - 1 )[Al {a (£ofatp sinfJtp + fJ@)inatpcosfJtp} 

tp tp . 
+ A 2 {a @)inatp sinfJ tp + fJ (£of atp cosfJ tp} 

- A3{a (£ofatp cosfJtp - fJ@)inatpsinfJtp} 

- A4 {a @)inatp cosfJ tp - fJ (£of atp sinfJ tp}] 

d4 y d2 y 2 
dtp4 = - 2 dtp2 - ft [y - AoJ . 

Fur aIle weiteren Berechnungen ist die folgende Gruppe von 
GIeichungen grundlegend: 

p=Ky 

M = - EJ [d2y + '!!.Jl = _ EoJ [d2~ + yJ 
dx2 r r- dtp-

70 
Q = dM = =-E J f_d3y + dy ] 

dx r3 dtp3 dtp 

I d2Ml [EJd2 .., 
N = r lp - dx2 ~ =] KAo -7{d~~ + (y - Ao)}J 

dy dy 
tg{f=-=-. 

dx r dtp 



II .. Ahschnitt. 

8tetig gelagerter Trager mit einer Einzellast 
in der Mitte. 

A. Konstantes Tragheitsmoment. 

§ 13. Allgemeine GleichuIigeIl. 
1. Entwicklung der Formeln. Wir beginnim mit der Behandlung 

des einfachsten und wichtigsten, fast allen Anwendungen zugrunde 
liegenden Falles, namlich mit der Untersuchung eines Stabes, der 
in der Mitte eme Einzellast tragt. 

I l I I Eo )II 

I---l l I 
) 1£ 

Z ~ I Z I I 

r 
I 

-1 k-
'/cm 

rX 

!I 

+-& 

11-
+!I 

Fig, 12. 

Es bedeuten 1, P Lange des Stabes und Last fur die Stab­
einheitsbreite von 1 cm. Die Gleichung der elastischen Linie nimmt 
die Form [vgl. § 4, (131)] 



§ 13. Allgemeine Gleichungen. 41 

y = ~ [(Aleg + A2e-~)cos~ + (Ase" + A4e-~)sin~] 
an. Der Ausdruck fiir die Veriinderliche ~ und das damit zusammen­
hangende L sind in § 3, (6) gegeben. Die vier Konstan.ten Al , A2 , As 
und A4 erfordern zu ihrer Bestimmung ebenso viele Grenzbedingungen. 
Wiihlt man die Stabmitte, also den Lastpunkt, als Ursprung der 
Koordinaten, dann lassen sich die Bedingungsgleichungen formen 
wie folgt: 

In der Stabmitte ist 
dy 
dx = 0, also fiir ~=o 

dy 
d~=O. 

GemiiB § 4, (15) erhalt man demnach 

(I) Al - A2 + As + A4 = O. 
Zwei andere GleichungeIl. liefert das Verschwinden des Biegungs" 
momentes und der Querkraft' am Stabende B. 

Setzt man 

(1) 

so lauten sie 

(II) 

(III) A e~ [cosi + sini] - A e -~ fcos i - sini] 
1 2 2 2 L' ,2 2 

~[2 2] -~[, 2 2] - Ase2 cos "'2 - sin "'2 - A4e 2 cos "'2 + sin"'2 = o. 

Endlich bleibt noch die Bedingung zu erfiillen, daB die Summe 
der iiber den Stab verteiIten Widerstande ~it der Last P im Gleich­
gewicht stehen muB. Dadurch erhiilt man die Bedingungsgleichung 

1I2 

P=2Jpdx, 
o 

oder entwickelt 

(IV) 

Diese Gleichung liiBt sich ohne Integration unmittelbar ,aus der Be­
dingung 

ersehen. 

-p 
Qz=o=-2-



(I) 

(II) 

(Illy 

(IV) 
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Die AuflOsung des Gleichungssystems 1) erfolgt mittels des De­
terminantenverfahrens. Der Bequemlichkeit halber geben wir es in 
Tabellenform an: 

1 -1 1 1 

-1 -1 -1 

Die Determinante der Koeffizienten, also der gemeinsame Nenner 
aller Unbekannten, berechnet sich zu 

Ll = - 4 [6in2 + sin2]. 

pie Zahler der· Unbekannten lauten 

Ll - 2P [ -A , "J 
A, = KL 2 + e + COSA - SIllA 

-2P 
LlA • = KL [2 + eA + cos2 + sin2] 

LlA • = K~P [- e-A + cos2 + sinA.J 

-2P 
Ll A • = KL [eA - cos2 + sin2]. 

') Geht man von der Momentengleichung [vgI. § 5, GI. (26)] 

M= ~ [(B,e~+B2e-;)cos~+(B3l+B.e-")sin~] 
aUB, so gestalten sich die vier Bedingungsgleichungen: 

(1) - B, + B2 + B3 + B4 = 0 
A A A). 

[ - --] l [- --1 l 
(II) Bl e 2 + B2 e 2 cos "2 + B3 e 2 + B3 e 2 J sin "2 = 0 

). ). 

( B 2 [ l . l] B -2 [ l . l] III) le cos"2-sm"2 - 2e cos "2 + Sill "2 

). 1 
- [J. 1] -2 [l II 

+B3e2 cosi+sin"2 +B4e cos"2-sin"2J =0 

(rV) Bl - B2 + B3 + B4 = - PL. 

Q 

o 

o 
-2P 
KL 
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Es ergibt sich also 

(2) 

wol'in 

(3) 

ist. 

r A =~[2 + e- J• + cos2 - sin2] = ~a 
1 2KL ®in2 + sin2 2KL 

A = ~ [ 2 +el + cos2+ Sin2] =~[2 a] 
2 2KL ®in), + sin2 2KL + 

A =~[ -e-J'+cos2+sin2] =~b 

[
a 2KL ®in1+sin2 2KL 

A = ~ [ el - cos1 + sin2 ] = ~ [2 _ 0] 
4 2KL ®in1 + sin2 2KL,' 

{

a = 2 + cos2 - sin1 + e- l 

®in2 + sin2 

c082 + sin2 - e- l 

o = ®in1 + sin2 

43 

Fiir die GIeichungsform § 4, (132) ergeben sich die Konstanten 

[ 02 22] (£of- - + cos -
U =~[A +AJ=~ 2 2 

1 2 1 2 KL ®in2 + sin2 

1 -p 
U'!. = 2 [Al - A 2 ] = 2 K L 

1 P 
Ua = 2[Aa +A4] = 2KL 

U = ~ [A _ A] = ~ P [(£ofl + COS1]. 
4 2 a 4 KL ®in2 + sin1 

Setzt man ferner zur Abkiirzung 

(4)1) {[~]1 = e-~ [cos~ + sin~] [~]a = e-~ [cos~ - sin~J 
[~]2 = - e-; sin~ rn = - e-; cos~, 

80 laBt sich die vollstandige Losung nach § 4, (16) 

1) Zur Erleichterung der Berechnung dieser haufig vorkommenden Aus­
driicke sind am Ende des Buches Tabellen beigefiigt, bei deren Anwendung 
man obige. Ausdriicke auf die Form 

bringt. 

[~]1 = ~og cos~ + ~of ~ sin~ - [6in~ cos~ + 6in~ sin~] 
[~]2 = 6in~ sin~ - ~of ~ sin~ 

[n = ~og cos~ + 6in~ sin~ - [6in~ cos~ + ~og sin~l 
[~l4 = 6in~ cos~ - ~of ~ cos~ 
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r 
(5) 

Y = 2~L [[~]1 + a [of$ cos~ + b @lin~ sin~J 

p = :L [[~]1 + a [of ~ cos ~ + b @lin ~ sin~] 

M= Pf [[~]3-b[of~cos~+a@lin~sin.~J 
Q = : [2 [~]4 + (a - b/ @lin~ cos~ +(a + b) [of~ sin~J 

tgil =2~L [2 [~]2 + (a + b)@lin~ cos~ - (a - b) [of~ sin~] 
schreiben. Der Ausdruck fUr y kann nach einer kleinen Umformung 
in der Form 

(6) Y = 2 KL [@li~ + sin1] [sin~ @lin (1 - ~) - @lin~ sin (1- ~) 
+ 2 { [of ~ cos ~ cos (~ - ~) + cos ~ [of ~ [of (~- -- ~)} ] 

gegeben werden. 
Hierdurch sind die Einsenkung y, der Druck p auf die Flachen­

einheit der Unterlage, das Biegungsmoment M, die Querkraft Q 
und die Neigung fiireinen Querschnitt im Abstande x = ~L von 
der Stabmitte bestimmt. 

Man bemerkt sofort, daB in den Gleichungen fUr p, M, Q der 
Wert K nicht auf tritt, sondern nur in L enthalten ist; d. h. fur den 
auBeren Widerstand, den der Stab erleidet, sowie fur die inneren 
Krafte des Stabes ist nur die GroBe L maBgebend, in der der Ein­
fluB der Elastizitat der Unterlage und der Steifigkeit des Stabes 
ausgedruckt ist. Da die ,GroBe L indessen nur.vom Verhaltnis J IK 
abhangig ist, haben p, M,Q immer dieselben Werte, wenn ein Stab 
mit n-fachem Tragheitsmomente auf einer Uhterlage ruht, deren 
Elastizitatskoeffizient n-mal so groB ist. Dieses scheinbar wider­
sinnige Ergebnis laBt sich leicht erklaren, wenn man auf die Ein­
senkung y achtgibt, die, auBer eine FUnktion von L zu sein, noch 
im umgekehrten. Verhaltnis zu K steht. Obgleich das Verhaltnis JjK 
unveranderlich ist, vermindert sich also, wenn der Elastizitatskoeffi­
zient K n-mal so groB ist, die Einsenkung auf l/n. Bei,der Fundierung 
eines Bauwerkes pflegt man ein massives Fundament auf ein~m ver­
dichtetenBaugrund aufzubauen, auch wenn derselbe schon eine geniigend 
groBe Baugrundziffer besitzen solIte. Man vermindert hierdurch die Ein­
senkung des Fundamentes, und das darauf befindliche Bauwerk im ganzen 
erhalt eine vermehrte Festigkeit. Man kann aber von vornherein daruber 
keine Behauptung aufstelIen, ob dadurch auf die Beanspruchung des 
Fundamentes selbst ein giinstigerer EinfluB ausgeiibt wird. 
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2. Bereehnung besonderer Werte. Setzt man in Gl. (5) 1; = 0, so 
erhiilt man fUr die Stabmitte 

(7)1) 

(8) 

ist. 

f 
P PL 

Yo= 2KL [1 + a] Mo=-[1-o1 
4 

{ 
P -p 

l Po = 2L [1 + aJ QO=~2' 

Am Ende B, also fur 
A 

1; = -, hat man 
2 

r 
worin 

2P 
YB = XL C 

2P 
PB -'-L c, 

A A 
[of - cos--

2 2 
c=---

@linA + sinA 

3. Senkungsnullpunkte. Bezeichnet man mit Xo die Abszisse des 
Punktes, wo die Senkung zur Hebung iibergeht, und mit 1;0 den 
zugehorigen Wert von 1;, so erhiilt man aus GL (6) 

Q; 

1,9 C 

A / 
~ 7 
~ n / 

7,7 

1----It 
~n 

3,1l .Jt.]2 3,S 3,6 '1,0 

Fig. 13. 

1) Wenn ;. ~ 2 ist, erhalt man die Formel [vgl. § 19, (33)] 
5P ;"+48 

yo= 2KL ~W+120)' 
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(9) sin~o €lin (A. - ~o) - €lin~o sin (A. - ~o) 

+ 2l [of~ocos ~ cos (~ - ~o) + cos~o [of ~ [Of(~ - ~o)J = o. 
In Fig. 13 geben wir eine graphische Darstellung der zwei Ver­

iinderIichen A. und ~o. Da die Gleichung transzendent ist, gibt es 
fUr ein gegebenes A. eine unendlich groBe Zahl von Wurzeln ~. Es 
entsprechen also der ,letzten Gleichung unendlich viele Kurven. Diese 
Kurven wiederholen sich in der ~o-Achse, und zwar in einem Ab­
stand, der stets gleich n ist. Rechnet man z. B. fur den Wert A. = 4 
zwei aufeinander folgende Werte von ~o aus, so 'erhiilt man 

~ _ {1,610 
0- l4,752. 

Ferner, da die Ableitung der Gleichung rein mathematisch war ohne 
Rucksicht auf die GroBe des zuliissigen Wertes von ~o' ist es mog­
Hch, daB sich ein Kurvenast ergibt, in dem ~o > A.j2 ist [A B in Fig. 13]. 
Er hat naturlich bei praktischer Anwendung keine Bedeutung. 

4. Die HilfsgroBen a, II, c. Diese Ausdrucke l GIn. (3), (8)] 
hangen nur von der VerhaItniszahl A. ab und konnen der foIgenden 
Tabelle entnommen werden: 

a a 

° 00 1 00 2,0 0,1785 0,0789 0,1838 
0,01 199,0000 0,9950 50,0000 2,2 0,1356 0,0207 0,1437 
0,02 99,0000 0,9900 25,0000 2,4 0,1104 -0,0249 0,1(168 
0,03 65;6794 0,9850 16,6694 2,6 0,0973 -0,0576 0,0731 
0,04 49,0001 0,9799 I 12,5000 2,8 I 0,0919 -0,0.83 0,0429 

0,05 39,0000 0,9750 10,0000 3,0 0,0904 -0,0885 0,0164 
0,06 32,3334 0,9699 8,3333 :n: 0,0903 -0,0903 ° 0,07 27,5714 0,9650 7,1429 3,2 0,0903 -0,0900 -0,0062 
0,08 24,0001 0,9599 6,2500 3,4 0,0899 -0,0854 -0,0248 
0,09 21,2222 0,9550 5,5555 3,6 0,0882 -0,0766 -0,0396 

0,1 19,0001 0,9500 5,0050 3,8 0,0848 '-0,0656 -0,0508 
0,2 9,0002 0,9000 2,5000 4,0 0,0800 -0,0538 -0,0590 
0,3 5,6674 0,8500 1,6664 4,2 0,0738 -0,0424 -0,0645 
0,4 4,0016 0,8000 1,2494 4,4 0,0668 -0,0320 -0,0676 
0,5 3,0031 0,7498 0,9988 4,6 0,0593 -0,0229 -0,0688 

0,6 2,3387 0,7002 0,8313 3/2:n: 0,0551 -0,0185 -0,0688 
0,7 1,8657 0,6505 0,7111 4,8 0,0517 -0,0153 -0,0686 
0,8 1,5128 0,6009 0,6202 5,0 0,0444 -0,0093 -0,0671 
0,9 1,2404 0,5518 0,5488 5,2 P,0374 -0,0047 -0,0646 
1,0 1,0248 0,5028 0,4907 5,4 0,0310 -0,0013 -0,0614 

1,2 0,7092 0,4068 0,4007 5,6 0,0253 0,0010 -0,0577 
1,4 0,4952 0,3145 0,3322 5,8 0,0204 0,0025 -0,0537 
'/.:n: 0,3659 0,2399 0,2837 6,0 

I 
0,0161 0,0034 -0,0496 

1,6 0,3476 0,2277 0,2761 2:n: 0,0112 0,0037 -0,0433 
1,8 0,2462 0,1485 0,2275 00 ° ° ° 
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§ 14. Behandlung eines Beispiels. 
Urn die Verwendung der vorstehenden Formeln zu erlautern 

und ferner die allgemeinen GIeichungen einer Diskussion zu unter­
ziehen, moge ein Zahlenbeispiel behandelt werden. 

Es sei 

Hiermit 

und 

K=15kgjem3 J=47430em4 

l = 820 em E = 140000 kgjem2 • 

ergibt sieh naeh § 3 ( 6) 

L = [4'1400~~'47430Jt = 205 em 

820 
1 = 205 = 4,00. 

Da die Konstanten E und K nur annahernde Werte darstellen, 
ist es· ohne Bedeutung, den Wert fiir L bis zur Dezimalstelle aus­
zureehnen. Uberdies ist eine kleine Anderung von L, wie man sieh 
in einem spateren Absehnitt iiberzeugen wird, ohne wesentliehen 
EinftuB auf .das Ergebnis. 

Fiir diesen Wert von 1 entnimmt man aus der Tabelle (S.46) 

Da ferner 

a = 0,080 

b = - 0,054 

C = -,0,059. 

1 1 0 = 1,625.10-4 

2KL 2·15·2 5 

L = 205 = 51,25 
4 4 

ist, ergibt sieh naeh GIn. (5) 

y = 1,625.10-4 P[ e-~( cos~+sin~)+0,080(£of ~ cos~-0,0546itt~sin~] 
M = 51,25P [e-~ (eos~ - sin~) + 0,054 (£og eos~ + 0,080 6itt~ sin~] 

Q = ~ [ - 2 e-~ eos~ + 0,134 6in~ eos~ + 0,026 (£of ~ sin~ ] . 

Dureh diese GIeiehungen bereehnet man 

0 0 
0,4 82 
0,8 164 
1,2 246 
1,6 328 
2,0 410 

y 
om 

1,758·10-4 P 
1,543· 

" 1,098· 
" 0,595· 
" 0,110· 
" -0,377· 
" 

p 
kg/cm2 

26,37.10-4 P 
23,15· 

" 16,47. " , 8,93· 
" 1,65· 
" -5,66· 
" 

54,10 P 
27,10 " 
4,71 " 

-1,28 " 
-0,92 " 

0 [ 

Q 
kg 

-0,500P 
-0,293 " 
-0,129 " 
-0,050 " 
+0,018 " 

0 
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Zur Erleichterung der Ausrechnung dient die am Ende des 
Buches beigefligte Zahlentafel, aus welcher die Zahlenwerte von 
[of ~ cos ~, [of ~ sin ~, .. , entnommen oder durch EinschaItung ge· 
funden werden konnen. 

'f.!ww~n·'??(%·)!!!%,'W}IiSY!'Y"'~J3'jY'""k'YMWlJ79?k87AJ!'? 
I I 

: : ~Cl... 
I fo>-----.]1J7cm_ I ~ 

'~~mTIrnmmTImmmTIm: mmmTImmTImmm?:~'-i ~ r - I-r~, 

I 
I 

.1 
I 

-/1 i 
I 
I 
I 
1 
I 

-f} 

Fig. 14. 

I ~ 

I 
. I 

a/l"!'/m~~Jph" 
! +17 

Das Rechnungsergebnis ist in Fig. 14 aufgetragen. 
Die Dul'chbiegungsfUiche ist gleichzeitig die Pressungsflache, deren 

Ordinaten im Ma13stab 1: K verzel'rt sind. 
Die Durchbiegung Y wird Null fiir ~ = 1,691, also x = 347 cm. 

Von hier an ist sie negativ. Wie aus GI. (8) ersichtlich, tritt am Ende 
des Stabes im allgemeinen eine Senkung bzw. Rebung ein, wenn }. 
zwischen 0 und :n:, 3:n: und 5:n:, . " bzw. zwischen :n: und 3:n:, 5:n: 
und 7:n:, . .. liegt. 1st A einem del' Grenzwerte :n:, 3:n:, ... gleich, so 
bewirkt die Belastung des Stabes weder . eine Senkung noch eine 
Rebung der Enden. 

§ 15. Das Tragheitsmoment ist als Parameter veranderlich. 

1. Allgemeines. In den Formeln von Yo, Po, Mo und YB [GIn. (7), 
(8)J sei das Tragheitsmoment J veranderlich, wahrend sonst nichts 
geandert werden solI. Wir wollensehen, welchen Einflu13 diese 
Annahme auf die eben genannten Gro13en aiusiibt. 

Mit J andert sich die Gro13e L [vgl. § 3, (6)J. Nimmt man flir 
E, K und l die Werte des vorigen Beispiels an, so erhalt man 



§ 15. Das Tragheitsmoment ist als Parameter veranderlieh. 49 

L = "lY4.140000J = 13,90Ji1). 
V 15 ' 

Wir berechnen nach dieser Formel fur verschie!iene Werte J 
die GroBe Lund dann Yo, lifo und YB. Das Ergebnis ist in Fig. 15a 
graphisch dargestellt. 

Daraus geht hervor, daB bei wachsendem L, folglich wachsendem 
J, die Mittelsenkung Yo, also damit auch Po, abnimmt, wahrend das 
Biegungsmoment .Mo zunimmt. Yo, Po und Mo bleiben immer positiv. 

Fig. 15a. 

lim •• lim e=f!8!MO-!Ip 

Yo L." 1000cm 

Fig. 15 b. 

Man bemerkt ferner, daB in der Nahe yom Nullpunkt des 
Argumentwertes L, also auch J, die GraBen Yo und Mo eine rasche 
Veranderung erleiden. Fur ein solches Gebiet konnen die herange­
zogenen Formeln praktisch keinen Anspruch auf groBe Zuverlassig­
keit ·machen, weil bei Staben mit geringer Steifigkeit in der Nahe 
der Lastangriffsstelle noch lokale Wirkungen und infolgedessen Ab­
weichungen von der sonst hinreichend genau zutreffenden Annahme 
tiber die Formanderung und die Auflagerdruckverteilung hinzutreten, 
die in der Theorie nicht berucksichtigt sind. Die Formeln geben 
vielmehr nur ein ungef ahres Bild der betrachteten GraBen. Die­
selben Bemerkungen gelten fUr andere Falle iiJmlicher Art, die man 
in vorliegender Arbeit finden wird. 

1) Wenn J sieh auf die Breite b = 100 em bezieht, nimmt die Formel 

die Gestalt L = 4,400.ft an. 
Hayashi, Theorie des Tragers. 4 
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Was die EndseIikung yBbetrifft [so Gl. (8)], so nimmt sie posi­
tive oder negative Werte an, wenn L, also aueh J, von N1:l11 aus 
zunimmt. Es findet in der Umgebung von Null ein bestandiges Oszil­
lieren der Kur~e YB um die L- bzw. J-Aehse statt, aber mit gegen den 
Nullpunkt fortwabrend abnehmenden Ordinaten, so daB beim An­
nahern der Argumentwerte an L = 0 bzw. an J = 0 der Funktions­
wert YB sieh in unendlieh vielen, kleinen Sehwingungen dem Nullwert 
nahert [Fig. 15 b J. Wird aber L zu 

(10) 
r 
10der J zu 

1 [K l4] [K l4] 
J A =4n4 FJ' = 0,00257 IF ' 

so versehwindet YB zum letztenmal. Von da ab wird YB stets positiv 
und nimmt zu. In unserem Fall berechnet sieh 

820 
LA = -~ = 261,01 em 

n 

15.8204 

J A = 0,00257 140000 = 12,39.104 em4 • 

2. Das Trligheitsmoment ist unendlich groB. Dies ist der 
Grenzfall, bei dem der Stab unendlieh steif ist. 

Da die GroBe L dabei aueh unendlieh graB ist, nahern sieh die 
zwei Verbaltniszahlen 2, ~ gleiehzeitig dem Nullwert. Man hat also 
(Tabelle S. 46) 

a=oo, 0=1, C=OO. 

Will man A 1 , A 2 , A3 und A4 bestimmen [Gl. (2)J, so nimmt der 

Ausdruek L [@3in2 + sin 2] im NenBer von ~ sowie 1 fUr die in 

Frage stehenden Werte von Lund 2, namlieh L = 00, 2 = 0, die un­
bestimmte Form 00 • 0 an. Entwiekelt man @3in 2 + sin 2 in einer 
Reihe, EO hat man 

[ 25 2' ] 
@3in 2 + sin 2 = 2 2 + 5! + 7T + ... . 

Da 2 = ~ ist, bereehnet sieh dann der Grenzwert 

lim[L(@3in2+sin2)] = 2llim [1+ ~~ + ~~ + ... J = 2l. 

Somit ergibt sieh 
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A =0 3 

P 
A2 = Kl AJ = 0 

und daher nach § 4 (131), (16) 

f Y~{l 
P l P=y' 

(11 a) 

Die Einsenkung ist also iiberall konstant, In der Tat bemerkt 
man in Fig, 15a, daB sich fUr L = 00, also J = 00, die Yo- und 
YB-Kurven derselben Asymptote 

Y = ~-- = 0 814,lO-4 P 
. 15·280 ' 

anschmiegen. 
Bei der Berechnung von M und Q [§ 4, (16)J erhalten wir, da 

mit Bezug auf § 13, (2) 

f1lim [L2(A3 e~ - A4 e-~) cos ~J = tK [2 x - lJ 
fiir 

I, [L"(4 '. A")' t] PX[2X Jl 

j l
~m[ "~le],I;- 2;e-~ sm" =K -l--X 

1m a®m~ =,,-
lim [a sin ~] = 2 t 

p 
*-----l--~------__ 

Fig, 16. 
4* 
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ist, die einfachen Formein 

(11 b) 
r M= ~-[+-xr 
i [x 1]-l Q=P Y-2· 

Ebendieselben Formein wie GIn. (11 a, b) erhalt man bei der 
Annahme gleichmaBiger Druckverteilung [Fig. 16J. 

Die Senkung Yo, der Druck Po und das Biegungsmoment Mo 
eines in der Mitte mit P belasteten, elastisch gelagerten Tragers 

nahern sich also mit wachsendem J bzw. den Grenzwerten :t' ~ 
Pl 

und S· 

§ 16. Die StabHinge ist als Parameter veranderlich. 

1. Allgemeines. Man stelle sich zunachst vor, daB der Stab zu 

einem Punkte reduziert ist. Da dabei A = i = 0 ist, erhalt man 
L 

wieder (Tabelle S. 46) 

a=oo, b=l, c=oo 

und daher nach GIn. (7), (8) 

ry =0') 

1 Po = 00 

Mo=O 

(12) YB=O. 

Urn die Abhangigkeit der GraBen Yo, YB und Mo von der Stab­
lange ins klare zu bringen [vgL GIn. (7), (8)J, benutzen wir fUr E, K 
und J wieder die Werte des Beispieles in § 14. Bei der graphischen 
Darstellung der GraBen [Fig. 17J erkennt man, daB die Senkung YO' 
also auch der entsprechende Druck PO' immer positive Werte an­
nehmen und sich vermindern, wenn A, mithin die Stablange l, zu­
nimmt. 

Das Biegungsmoment Mo ist ebenfalls stets positiv. Es nimmt 
fur die anfanglichen Werte von ). allmahlich zu. 

Die Endsenkung YB nimmt mit wachsendem A abo Sie ver­
schwindet fUr den Wert 

(13) 
J also fur 

l 
A=n, 

14/4EJ 1 4/ EJ 
l = lA = n V J( = 4,443 V K' 
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lA berechnet sich in unserem Fall 

l ,4/140000.47430 
A = 4,443 V 15 = 645 cm. 

Von hier an oscilliert die YB-Kurve die 2-Achse. 

Fig. 17. 

2. Die Stabllinge list unendlich grolt Diese Aufgabe ist schon 
von vielen Vorgangern behandelt worden bei der Berechnung des 
Eisenbahnoberbaues. Eine Eisenbahnschiene, die hinreichend lang 
ist, um sie als unendlich lang betrachten zu konnen, liege ihrer 
ganzen Lange nach dicht auf dem Erdboden auf. Nimmt man an, 
daB die Schiene am Boden irgendwie befestigt ist, so konnen die 
vorher abgeleiteten GIeichungen iiberall als giiltig betrachtet werden. 

l 
Da hierbei 2 = - - = IX! ist, erhalt man 

L 
a=O, 0=0, c=o. 

Somit wir d nach GIn. (5) 

(14) YB= O. 

Die auftretenden HiIfsgroBen [n, rn und In sind durch GIn. (4) 
bestimmt. 
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Die Gleichungen (14) stellen in einfacher Weise die Wirkungen 
dar, welche eine Einzellast .auf den im Abstand x = ~L vom An­
griffspunkt derselben befindlichen Querschnitt des endlosen Stabes 

"'~I"'''---.Jl; --~'"~I 
1 1 

(J 1 (-) 1 

<+> ~ s 

<+) 
(-) I !, 

1 

.7If 
1 

"'I 

(} 
(+) 

1 1(-) ~ 
1 1 
I 1 
I 1 
I I 
I I 
I I 
1 I 

.Jl; 
~I. 3t I 

Z "" 

Fig. 18. 

ausiibt. Urn die durch [~]1' [~]8 und [n ausgedriickte Ahhangigkeit 
der Senkung oder Rebung, des Biegungsmomentes und der Querkraft 
von der Laststellung besser zu veranschaulichen, sind dieselben in 
Fig. 18 als Funktionen von ~ eingetragen. Man bemerkt darin, daD 
die Punkte, in denen die Kurven die ~-Achse schneiden, vom ersten 



§ 16. Die StabHinge ist als Parameter veranderlich. 55 

an, aIle gleichweit voneinander entfernt sind, diese Entfernung be­
tragt n. Es sind also die Kurven [~Jl' [~]!l und rn WeIlenlinien 
mit iiberall gleicher WeIlenlange n, deren Ordinaten mit wachsen­
dem I; sehr schnell abnehmen. 

Die Kurven steIlen die elastische Linie, die Momenten- und 
Querkraftkurve fiir den unendlich langen, durch eine EinzeIlast be­
anspruchten Stab dar, denn die Werte x, y, M und Q, welche zu den 
einzelnen Punk ten der Stabachse gehoren, sind den die Kurvenpunkte 
festlegenden Werten ~, [~]l' [~]3 und [n proportional. 

Da aber durch x riiiJht nur die Abfltande verschiedener Quer­
schnitte von dem unveranderlichen Angriffspunkt einer ruhenden 
Last, sondern auch die Entfernungen einer beweglichen Last von ein 
und demselben Querschnitt gemessen werden, so geben jene Kurven 
auch ein Bild der Anderungen, welche die GroBen y, 11 und Q in 
ein und demselben Querschnitt erleiden, wenn die Last von diesem 
aus die ganze Lange des Stabes durchlauft. Die Kurven der [~Jl' 
[I;J3 und rn sind also zugleich die EinfluBlinien fiir die Senkung, 
das Biegungsmoment und die Querkraft im Punkt O. 

Setzt man in den GIn. (14) ~ = 0, so ergibt sich fiir den Last-
punkt 

f 

P PL 
YO=2KL Mo=-

4 
(15) 

P -P 

l Po = 2L- Qo=--' 
2 

Dies sind die groBten Werte von y, p, M und Q eines Stabes von 
unendlicher Lange, solange nur eine Einzellast P dariiber wandert. 

Man denke sich einen vollkommen unbiegsamen, geraden Stab von 
der Lange 2L, der auf einer elastischen Unterlage mit dem Elastizitats­
koeffizienten K ruht und in seiner Mitte eine Einzellast P tragt. 

,~ Zl ---..,.j,,1 

h--L. ->-1 i 

\~i1i1I~~;~.@P 
Fig. 19. 

Der Auflagerdruck ist dabei iiberall gleich und man bemerkt 
sofort, daB die soeben gewonnenen Formeln (15) genau fiir den letzt­
genannten Stab gelten. 

Der Auflagerdruck Po und das Biegungsmoment M 0' welche 
eine auf einen endlosen, biegsamen Stab wirkende Last P in ihrem 
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Angriffspunkte erzeugt, sind mithin ebenso groB, wie der iiberall 
gleiche Druck bzw. das Biegungsmoment in der Mitte des gleich­
belasteten, unbiegsamen Stabes auf elastischer Unterlage von der 
Lange 2L. 

§ 17. Der Elastizitatskoeffizient ist als Parameter veranderlich. 

1. AIJgemeines. Den EinfluB von K zu untersuchen, wird unsere 
wichtigste Aufgabe sein. Denn in allen Erfahrungsformeln. ist es 
von groBter Bedeutung, den EinfluB der in ihnen auftretenden Kon­
stanten kennen zu lernen, besonders wenn nur unsichere Erfahrungen 
vorliegen. 

Aus § 3 (6) erkennt man, daB ein Abnehmen des Wertes K den­
selben EinfluB auf die GroBe L ausiibt, wie ein Zunehmen des Trag­
heitsmomentes J. 1st K = 0, so wird L = 00; man erhalt wieder 

(16 ) 

a =00 , D = 1 , c = 00 . 

Es ergibt sich somit gemaB Gl. (11 a) 

p 
Y=Kl=oo. 

Die Ausdriicke fur p, M und Q bleiben dieselben wie in 
GIn. (11 a), (11 b). 

Fur eine Unterlage, die keinen Widerstand leistet, laBt sich die 
Richtigkeit des eben gewonnenen Resultates durch eine kleine Ober­
legung ohne weiteres nachprufen. 

Die elastischen GroBen Po' Yo' Y B und M 0 fiir verschiedene 
Werte von K sind fur einen Stab, dessen Abmessungen und Elastizi­
tatsmaB wir demBeispiel § 14 entnehmen, in Fig. 20 graphisch dar­
gestellt. 

Fig. 20. 

lilll !ZOO ~ 

~ 
'~ 

~-...c.;.:.:..:..:!~_-'~' 

~ 
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Daraus ersieht man, daB die Mittelsenkung Yo, solange es sich 
um verhaltnismaBig kleine Werte von K handelt, wesentlich von K 
beeinfluBt wird. Bei einer Unterlage mit K = 4 kg/cm3 z. B. ist sie 
etwa funfmal so groB als fur K = 20. Wenn K einen gewissen 
Wert, fur unseren Fall etwa K = 15, uberschreitet, wird jedoch der 
EinfluB unwesent1ich. . 

Die Endsenkung Y B vermindert sich mit zunehmendem K und 
verschwindet fUr den Wert 

4n4 EJ EJ 
(17) K = K.-l. = -Z-1 - = 389,63 -iT ' 

wobei J sich auf die Einheitsbreite des Stabes bezieht. 
KA berechnet sich in unserem Fane zu 

K 389,63 ·140000·47430 • k' 3 
A = ---~-8204-~- = 0,71 gjcm . 

Von hier an nimmt YB mit zunehmendem K negative odeI' posi­
tive Werte an. 

PI 
Das Biegungsmoment Mo, das fUr K = 0 den Wert 8 hat, 

nimmt ab, beha1t aber stets das positive Vorzeichen bei. 
1m Gegensatz zu den anderen GroBen nimmt nur der Auflager­

p. 
druck Po, vom Wert T fur K = 0 ausgehend, stets zu. 

2. Der Elastizitiitskoeffizient ist unendlich groll. Bei einer er­
schopfenden Untersuchung muss en wir noch den Fall K = IX! in Be­
tracht ziehen. Der Fall entspricht einer vollkommen starren Unter­
lage; als etwa zutreffendes Beispiel sei mas siver Fels genannt, der 
nur wenig elastische Nachgiebigkeit infolge der .auf ihn wirkenden 
Krafte gestattet. 

Die GroBe List jetzt gleich Null, und daher ist das Verhii1tnis 
Z 

2 = - unendlich groB. Damit wird 
L 

a=O, 0=0, c=O. 

Wir gehen dazu uber, die elastischen GroBen in der Stabmitte 

sowie am Ende zu bestimmen. Die GroBa K L = K! V 4 E J in den 
G1eichungen fur Yo, YB [GIn. (7), (8)J ist mit K unend1ich groB. Ferner 

hat d A dr k ~ = ~of 2/2 cos 2/2 
er us uc L L (!sin2 + sin2) in del' GIeichung fur PB 

die unbestimmte Form %. Es ergibt sich fUr L = 0 und 2 = IX! 

1· [~OP!2 cos2/2_J 1. [cos2/2 lJ 1m =-hm ---
L(!Sin2 + sin2) 2 L !Sin 2/2 . 
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Da ferner 

ist, berechnet sich der ,Grenz wert zu ± 0 . 
So mit erhiiJt man 

(18) 
[ 'Yo = 0 

l Po = 00 

YB=±O 

PB =±O. 
Die Senkung sowie del' entsprechende Druck am Ende eines 

elastisch gelagerten Stabes nehmen also mit zunehmendem K positive 
oder negative Vorzeichen an und nahern sich stets der Null. 

Urn iiber den wirklich herrschenden Gleichgewichtszustand des 
Stabes fUr unendlich groBes K ganzlich ins klare zu kommen, solI 
noch die allgemeine Gleichung fiir p, M und Q [§ 13, (5)] unter­
sucht werden. 

Es handeltsich zunachst urn das erste Glied [~J = e~~ (cos~ + sin;) 

in der allgemeinen Gleichung fur p. In diesem Ausdruck ist die 

veranderliche Zahl ; = L~ = x 11 K mit K unendlich groB. Da 
4EJ 

aber x von K unabhiingig ist, hat die GroBe xVK fur x = 0 
immer den Wert Null, welchen Wert K auch annehmen mag. Es 
folgt daher 

~ = {~ ausschlieBlich fur x . O. 

Del' Ausdruck [~1 nimmt mithin im allgemeinen die unbestimmte 

o 
Form 0 an, wahrend er nur fiir x = 0 unendlich groB ist. Ab-

gesehen vom Werte ; = 0 hat [;]1. den Grenzwert Null, da 
L 

und ferner 

lim [Le;] = lim I_L + x + ~~ + X3~2 + ... J = 00 

ist. Es ist daher bei K = 00 

Iil={O 
L ~ 00 ausschlieBlich fiir x = O. 



§ 17. Der Elastizitatskoeffizient ist als Parameter veranderlich. 59 

I . GI' d a [of ~ cos ~ b . d G () m zwe1ten 1e- L -- , wo e1 a er 1. 3 zu ent-

[of ~ 
nehmen ist, hat man den Ausdruck L( . 1 . 1) der Unter-

®tn +sm 
suchung zu unterziehen. Dieser nimmt bei Vernachliissigung von 

sinA gegen ®in1 die Gestalt L[O~~l an. Fiir x = 0, also ~ = 0, 
®tnll. 

erhalten wir, da nach der obigen Entwicklung -flir L ®in ~ 
2 

wird, 
lim [L ®in1] = ro 

cos~ 
L®in1 = O. 

Handelt es sich urn von Null verschiedene Werte von x, demnach 
~ = 00, so erhiilt man 

lim [_[o!~ J= lim [e~7l = lim [Le(!·-~l]-l. 
L®m1 Le'-~ 

Dieser Ausdruck hat aber, da 

- . [ (l -- X)2 (l - X)3 l 
lim [LeV--l;l] = hm L + (l- x) + ---+ ---- + ... = 00 

2!L 3!P J 

ist, wieder den Grenzwert Null. 
Man erhiilt somit fiir alle Werte von ~ 

Analog gelangt man zu 

)) ®in~ sin~ 
L =0. 

Die GIeichung fiir p hat daher die Form 

(19a) 
f 0 

p=) 
~ -x; ausschlieBlich fiir x = 0 . 

Ahnlich erhiilt man 

(19b) 

M=O 

( 0 
Q={ -P 

l2- ausschliel3lich fiir x = O. 

Man erkennt jetzt, daB bei einem graBen Wert von K die Last P, 
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im wesentlichen auf die Nahe des Lastpunktes konzentriert, verteilt 
wird, daB also nur die Teilchen urn die Stabmitte herum bei Dber­
tragung des Auflagerdruckes in Wirksamkeit treten. Die Druck· 
verteilungsfiache gestaltet sich dann etwa wie in Fig. 21 a. Im 
Grenzfall K = 00 ist der Stab nur unter dem Lastpunkt auf­
gestiitzt. Der Druck Po ist dabei unendIich groB, wahrend Qo immer 
gleich - P /2 ist [Fig. 21 b J. 

P 

i N 

K=oo 

P P 
Z 2 

Fig. 21 a. Fig. 21 b. 

Der Stab miiBte abgeschert werden, wenn es moglich ware, die 
Last in einem einzigen Punkte zu konzentrieren, wie es bei Ableitung 
der Formeln vorausgesetzt war. In Wirklichkeit wird sich abel' die 
Belastung immer auf eine kleine Flache verteilen; die GIn. 5 sind 
daher zur Berechnung der Beanspruchung des Materials in der Stab­
mitte unbrauchbar. Tatsachlich wird der Stab mehr oder weniger 
der Quere nach zusammengedriickt; wir werden im nachsten Para­
graphen eine kurze Untersuchung fiir einen solchen Fall anstellen 
und verweisen auf die dort gefundenen Formeln. 

§ 18. Der Balken ruhe auf elastisch nachgiebigem Baugruud. 
In dies em Paragraphen soll als Unterlage elastisch nachgiebiger 

Baugrund angenommen werden. Aus der Bemerkung auf S. 8 geht 
hervor, daB sich bei groBer Balkenlange die beiden Enden yom 

I' l , I 
I l (/r/einera/s xL) l 1 
k-- 2" .1., z---l 
I p i 
r 1------ .'''' 

Yo B ' 

ilnTmrnmHiiil'ffitmflHVfoo 

lt~ 

Fig. 22. 



§ 18. Der Balken ruhe auf elastisch nachgiebigem Baugrund. 61 

Boden abheben und bei Ubertragung der Last nicht in Wirkung 
treten. Es sind daher zwei Fane zu unterscheiden: 

1. Die BalkenHinge ist kleiner als :rrL. Aus Fig. 13 erkennt 
man, daB es fiir 1 < n keinen reellen Senkungsnullpunkt gibt. Da 
Yo stets positiv ist, folgt, da~ dabei an keiner Stelle Abhebung des 
Balkens auf tritt, d. h. der Balken liegt der ganzen Lange nach auf. 

Setzt man die Ausdriicke fiir a, 6 aus GIn. (3) in GIn. (7) ein, EO 

erhalt man 

[ 
.0)' 0 1] G:o)" - + COS"-

P 2 2 
Yo = KL Silt 1 + s1111-

(20) \!!'o)" - COS"-
[

fr:' •• , 1 + Q 1] 
Po = ~- -rsin21 + sin 12 

~"41 = _ ~~ [(£Of ), -- cos 1J 
~ 0 4 6in 1 + sin 1 . 

Die Senkung sowie das Biegungsmoment haben also am belasteten 
Punkte stets positive Werte. 

(21) 

Ferner hat man 

r 
Po 
PB 

01 Q 1 
(£of" "2 + COS" "2 

1 1 
2 (£of - cos-

2 2 

r 1 1J2 
P l IIof "2 - COS "2 

Po- PB =.-
~ L Silt 1 + sin 1 

Bei numerischer Berechnung obiger Werte wird 
Tabelle gute Dienste leisten. 

I ll":,2+ ,2 
(£ 2J,+ 0 2 .of~ 2" cos~"2 [). 2'2 

2 
oj - COS"- \tof i-cos"2J 2 2 

J, J. 
®in 2 + sin;. 2 (£of"2 cos 2" ®in2 + sin J. 

0,00 00 1 ° 0,01 100,000 1,000 0,000 
0,02 50,000 1,000 0,000 
0,03 33,339 1,000 0,000 
0,04 25,000 1,000 0,000 

0,05 20,000 1,000 0,000 
0,06 16.667 1,000 0,000 
0,07 1(286 1,000 0,000 
0,08 12,500 1,000 0,000 
0,09 11,111 1,000 0,000 

die folgende 

(£of 2 - cos J. 
®in J. + siIi.-2 

° 0,005 
0,010 
0,015 
0,020 

0,025 
0,035 
0,030 
O,(J40 
0,045 
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I J. J. 2 J. + Q}' i [. Ar 
}. 

I 
(Eoj2 - + cos· -- (Eoj ~ cos· -2 

(Eof i-cos i . (Eof J. - cos J. 2 2 
J. J. I @:lin J. + sin J. 

@:lin J. + sin J. 2 (Eo! 2" cos 2" . i @:linA+sinA 
I I 

0,1 10,000 1,000 0,000 0,050 
0,2 5,000 1,000 0,000 0,100 
0,3 3,340 1,000 0,001 0,150 
0,4 2,500 1,001 0,002 0,200 
0,5 2,003 1,003 0,004 °1250 
0,6 1,669 1,005 0,007 0,340 
0,7 1,439 1,007 

I 
0,011 0,350 

0,8 1,255 1,013 0,016 0,399 
0,9 1,120 1,021 0,023 0,448 
1,0 1,013 1,033 0,031 0,497 

1,1 
I 

0,927 1,047 0,041 0,546 
1,2 0,855 

I 

1,068 0,053 0,593 
1,3 0,796 1,093 0,067 0,640 
1,4 0,747 I 1,127 0,083 0,684 
1,5 0,708 1,150 0,101 0,730 
1/2 Jr 0,684 1,201 0,116 0,760 
1,6 0,674 1,220 0,122 0,772 

1,7 0,646 1,286 0,144. 0,813 
1,8 0,623 

I 

1,370 0,168 0,752 
1,9 0,604 1,475 0,194 0,888 
2,0 0,590 1,603 0,222 0;923 
2,1 0,577 1,766 0,251 0,952 

2,2 0,568 1,975 0,280 0,979 
2,3 0,561 ,2,245 0.311 1,004 
2,4 0,555 2,598 0;342 1,025 
2,5 0,551 3,079 0,372 1,043 
2,6 0,548 3,754 0,403 1,058 

2,7 0,547 4,7.55 0,432 1,069 
2,8 0,546 6,37 0,460 1,078 
2,9 0,546 9,36 0,487 1,085 
3,0 0,545 16,65 0,513 1,088 
3,1 0,545 .59,1.5 0,536 1,090 

;n; 0,545 00 0,545 1,090 

Aus der Tabelle geht hervor: Die Pres~ung nimmt in der Balken· 
mitte mit zunehmendem A abo Das Verhaltnis Po/PB aber nimmt da· 
bei zu, d. h. die Druckverteilung weicht um so mehr von der gleich­
maBigen ab, je groBer A ist. 

1m Grundbau sucht man in der Regel eine gleichmaBige 
Verteilung der Last iiber das Fundament zu erreichen. Da aber 
die Standsicherheit des Fundamentes in der Hauptsache von der Trag­
fahigkeit des betreffenden Baugrundes abhangig ist, empfiehlt es. 
sich, wenn man es mit wenig tragfahigem Baugrund zu tun hat, 
einen . verhaltnismaBig schlanken, aber pass end langen Eisenbeton· 
balken oder -platte als Fundament zu verwenden. Damit erreicht 
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man, daB sich die Last vorwiegend auf den mittleren Teil des 
Fundamentes iibertragt, weil ein Baugrund unter einem Fundament­
balken in der Mitte desselben eine weit hohere Tragfiihigkeit als an 
den Enden aufweisen kann, und diese bis zu einem gewissen Grade 
urn so groBer wird, je groBer die Lange des Balkens ist. 

Beispiel. Ein Eisenbetonbalken von 240 em Lange und 100 em Breite 
liege auf einem Boden, der unter einem Drueke von 1 kgjem2 eine Senkung 
von 1,39 mm erfahrt. In der Mitte werde eine Belastung P kg auf 1 em Breite 
angenommen. Das ElastizitatsmaB des Retons sei 140000 kg/em2 • 

..... ---- 2'1flcm -----1. I 
P : 

Fig. 23. 

Der Abstand der Nullinie des Balkens von der Oberkante des Quer­
sehnittes ergibt sieh zu 

X= nFe[_I+Vl+2bhJ 
b nF. 

15·100,53 [ _/ 2.100.82J 
= ---WO- -1 + V 1 + 15.100,53 = 37 em 

und das Tragheitsmoment in bezug auf diese Aehse zu 

bx3 • 

J = 3 +nFe [11 -xJ2 

100.373 
= -3--+ 15.100,53.452 = 4743000 em4 

Fiir 1 em Breite ist also J = 47430 cm4 • 

Da 
1 

K = 0,139 = 7,2 kg/em3 

ist, bereehnen sieh 
L= 246,5 em 

und 
240 

A = 2465 = 0,974. , 

Damit erhalten wir folgende Werte, wobei die zugehiirige Formel reehts 
angegeben ist: . 
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Yo= 0,584.10- 3 P} 
Mo = 30,15 P . (7), (20) 

und ferner, da l < nL ist, berechnet sich die Endsenkung zu 

YB = 0,567 ·10- 3 P. (8) 

2. Die Balkenliinge list groBer als :rr:L. LaBt man im soeben 
behandelten Fall die Balkenlange l allmahlieh waehsen, so nimmt 
die Endsenkung ab, bis sie bei A = n versehwindet. Dem Wert 
A = n entsprieht notwendigerweise ~o = n. Bei weiterer Zunahme 
von A werden die Balkenenden den Baugrund nieht mehr beriihren, 
sondern die Balkenaehse verlauft geradlinig in der Verlangerung der. 
Endtangente an die elastisehe Linie. 

I-<IE_--__ l ----_.1 
1 1 
1 P 1 

.••.. ~ 
1 

1 

1 f 1 :--2----< 
'.. f·Jri. -----.; 

Fig. 24. 

Die BerlihrungsIange {, die die wirksame Tl'agllinge des Balkens 
angibt, bereehnet sieh: 

(22) 

rf=nL 
~ = n 14j4Ei = 4,4429 ~4/E.f. 
l V K VK v 

Die Lange fist, wie die Formel zeigt,· um so groBer, je groBer J, 
d. h. je steifer der Balken ist, dagegen verringert sie sieh, wenn K 
zunimmt, also wenn der Baugrund weniger nachgiebig ist. 

Bemerkenswert ist es, daB die wirksame Traglange eines Balkens 
von der GroBe der Auflast unabhangig jst. In der Tat hat man 
oft Gelegenheit zu beobaehten, daB die Durehbiegung eines auf ziem­
lieh diehtem Boden gelagerten Balkens mit del' Auflast zunimmt, 
daB aber dabei die Lange, liber die del' Balken in den Untergrund 
eindringt, keine wesentliehe Anderung erfahrt. Natiirlieh gilt dies 
nul' fiir die Pressungen innerhalb einer gewissen Elastizitatsgrenze 
des Bodens, wahrend ein solches Verhalten im Bereiehe del' bleiben­
den Formanderungen nieht mehr !:lrwartet werden darf. 

4,4429 
Die folgendcn Tabellen liefern die GroBe von fiir ver-

VK 
sehiedene Werte von K. 
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4,4429 4,4429 
K 

yK 
K 

VK 

0,00 (yO 2 3,763 
0,oI 14,050 3 3,756 
0,02 11,814 4 3,142 
0,03 10,675 5 2,971 
0,04 9,935 6 2,839 

0,05 9,396 7 2,732 
0,06 8,977 8 2,642 
0,07 8,638 9 2,565 
0,08 R,354 10 2,498 
0,09 8,112 20 2,101 

0,10 7,901 30 1,898 
0,20 6,644 40 1,767 
0,30 6,003 50 1,675 
0,40 5,587 70 1,536 
0,50 5,284 100 1,405 

0,60 5,048 300 1,068 
0,70 4,857 500 0,940 
0,80 4,698 700 0,864 
0,90 4,561 1000 0,790 
],00 4,443 5000 0,528 

Will man die Gleichungen der elastischen GraBen aufstellen, so 
hat man nur den aufgelagerten Balkenteil zu untersuchen. Sie lassen 
sich, indem man in Gin. (5) A = 7l setzt, wie folgt, schreiben: 

(23) 

(24) 

P r Y =2itL [[~l + 0,0903 (~of ~ cos ~ - @lin ~ sin ~)J 

I M = P: l[~]3 + 0,0903 (~of ~ cos ~ + @lin ~ sin m 
i Q = ~ [2 [n + 0,1807 @lin~ cos ~J 
I tg ~ ~ 2~L [2 [,j, - 0, 1807 ~of' ,in<j. 

Setzt man darin ~ = 0, so ergibt sich fur die Balkenmitte 

( P 7l P 

j Yo = 2KL ~tg 2" = 0,545 KL 

P 7l P 
P = - ~tg - = ° 545 - -

I 0 2L 2 ' L 

I PL 7l 
Mo=-~tg- = 0,273PL. 

l 4 2 
Hayashi, Theorie des Tragers 5 
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Die Zahlenwerte der Ausdriicke in den Klammern der GIn. (23) sind 
in der folgenden Tabelle gegeben: 

l: I[n +0,0903llEof ~-cos ~I [~l3+0,0903 [lEof ~cos~ 12r;] +0 18076' ~ ~ , 
- 6in~sin ~J +6in~ sin~l L" lit, cos 

0,0 I 1,0903 1,0903 I - 2,0000 
0,1 1,0801 0,9012 -1,78::!6 
0,2 1,0518 0,7329 -1,5691 
0,3 1,0088 0,ii864 -1,3628 
0,4 0,9539 0,4608 -1,1664 

0,5 0,8899 0,3534 - 0,9820 
0,6 0,8187 0,2639 - 0,8111 
0,7 0,7423 0,1907 - 0,6548 
0,8 0,6620 0,1324 - 0,5144 
0,9 0,5790 0,0874 - 0,3901 

1,0 0,4943 0,0538 - 0,2829 
1,1 0,4085 0,0301 - 0,1926 
1,2 0,3221 0,U147 - 0,1194 
1,3 0,2353 0,0057 -0,0637 
1,4 0,1485 0,0014 -0,0:l53 

1,5 0,0616 0,0001 -0,0044 
1/21t ° ° ° 

3. Anwendung der Theorie auf eine elastische Zwischenlage. 
Eng verwandt mit der eben behandelten Aufgabe ist eine Untersuchung, 
die fUr die Praxis von grol3er Bedeutung ist. 

p 

~--+f----1 

O. x y I +.x 

+y 

Fig. 25. 

B 

Fig. 25 stelle einen Eisentrager dar, welcher die in einem Punkte 
angreifende Last P auf ein Steinfundament iibertragt. Hier ist zu 
beachten, daB das EIastizitatsmaB des Steines gegen das des Tragers 
sehr groB ist; der Trager erleidet daher in der Nahe des Lastpunktes 
eine transversale Zusammendriickung, die man naherungsweise dem 
Druck proportional betrachten kann. 
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Bezeichnet man mit y die .lotrechte Abweichung der Mittellinie 
des deformierten Stabes von der Verbindungslinie AB, so kann man,. 
da y durch transversale Krafte entstanden ist, P = K y setzen. 

Es ergibt sich 

k 3 
Bei rechteckigem Querschnitt erhalt man mit J = -

12 

Daher ist die ganze in Wirksamkeit tretende Lange des Tragers 

k 
f = nL = 3,1416 -4 _ '" 2 k . 

V6 
Elastische Zwischenlagen von der Hohe k mit vollem, recht­

eckigem Querschnitt iibertragen daher, sofern sie auf eine unelastische 
Unterlage gelegt werden, eine Einzellast P auf eine Lange 2 k; die 
etwa iiberstehenden Enden bIeiben wirkungslos. Die Verteilung der 
Last P auf die Lange 2k erfolgt nach MaBgabe der Gl. (23), die in 
diesem Fall die Form 

(25) 

annimmt. 

(26) 

P = 1 ~8k [En + 0,0903 (;£of ~ cos ~ -lSin ~ sin ~)J , 

Insbesondere ist der Druck Po unter der Last P 

P 
Po. 0,85 h-' 

Die iibliche angenaherte Berechnung, namlich den Druck bei 
verhaltnismaBig kurzen, auf harter Unterlage ruhenden elastischen 
Zwischenlagen als gleichmaBig verbeilt anzusehen, ergibt fiir einen 
Balken von der Lange 2 k 

P 
Po = 0,5J;' 

also einen um 40 v. H. zu kleinen Wert. 

4. Beriicksichtigung des Eigengewichtes des Balkens. Die gleich­
ma13ig verteilte Eigenlast des Balkens iibertragt sich unmittelbar in 
das Erdreich und verursacht keine Biegungsmomente, wenn der 
Balken der ganzen Lange nach aufliegt. 1st dies aber nicht der 
Fall, insbesondere bei verhaltnismaBig groBer Eigenlast, so wird, wie 
aus der Figur hervorgeht, der Belastungszustand derart geandert, daB 

5* 
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wir es nicht mehr wie in der soeben behandelten Aufgabe nur mit 
einer Einzellast in der Mitte zu tun haben, sondern es tritt eine 
gleichmaBig verteilte Belastung auf den nicht aufgelagerten Enden 
hinzu. Wir er6rtern diesen Fall, der eigentlich nicht in diesen Ab­
schnitt geh6rt, trotzdem kurz an dieser Stelle. 

A 

~1~-----l=~L $.L'" 
I l z;~ I 
I ~rZ;1'Li -.of 

P B 

() x y. +x 

+y 

Fig. 26. 

o 

Wir nehmen als Gleichung der elastischen Linie die bekannte 
Form 

y = ~ [(Al e; + A2e-~) cos -~ + (A3e; + A4 e-~) sin~] 

an. Ais neue Unbekannte tritt die Lange z der Stabenden, die bei 

Obertragung der Last wirkungslos bleiben, folglich der Wert ,= ~ 
- L 

auf. 
Hierbei gel ten die zwei Bedingungsgleichungen § 13, (I), (IV). 
Die ilbrigen drei lassen sich dadurch form en , daB am Ober­

qz2 
gangspunkt D y = 0, M = - --, Q = qz sein milssen, wenn q 

2 
das auf die Langeneinheit bezogene Eigengewicht des Balkens be­
deutet. Es ergibt sich also 

(27) 

ist. 

( (II) [Al eT + A 2 e-r ] cos f{! + [Aaer + A4 e-r ] sin f{! = 0 

. -2~ (III) [Al er - A 2e-T ] sm f{! - [A3e'! - A4 e-T ] cos f{! =---yr--g 

(V) Al eT [cos f{! + sin f{!] - A2 e-T [cos f{! - sin f{! ] 

- Aa eT [cos f{!- sin f{! J - A4 e-CP [cos f{! + sin f{! J = 4}/ __ , 
wobei 

l 
- -z 
2. A. 

f{!=--=--( 
L2 
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Die Unbekannte, ist in den Gleichungen sowohl in Form einer 
transzendenten Funktion als auch im Quadrat enthalten, wahrend 
die iibrigen darin nur linear auftreten. Die Lasung cines Gleichungs­
systems dieser Art laBt sich in praktisch verwendbarer Form nicht 
durchfiihren. Ein praktisch brauchbares Lasungsverfahren werden 
wir spater bei Aufgaben ahnlicber Art an Hand eines Beispiels 
zeigen. 

§ 19. Ableitung der Formeln durch unendliche Reihen. 

Hier soll das Verfahren von § 7 des vorigen Abschnittes naher 
erlautert werden. 

Man nehme als Integral der Differentialgleichung 

dill 
de+ 4y =0 

die entwickelte Form 

y = ((~) 
= AlXl + A 2 X 2 + A3 X a + A4 X 4 

an. In bezug auf Fig. 12 erhalt man die Ausdriicke fUr die Reihen 
Xl bis X 4 , indem man in § 7, (32) 17 = 0 setzt: 

~4 ~8 e2 
X = 1 - -=--4 + -4~ - - 4a + ... 

1 4! 8! 12! 

~5 ~9 0 ea 
X =~--4+-4"---43+ ... 

2 5! 9! 13! 
(28) 

Die vier Konstanten haben den Ausdruck 

( Al = ((0) 

1 A2 = 1"(0) 

A3 = ("(0) 

A4 = ("'(O). 

Da fUr die Stabmitte, also fUr x = 0 

dy 
-=0 
dx 

{ 
{'(O) =0 

folglich P 
("'(O) = ~ 

KL 
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sein muB, nimmt die letzte Gleichung fur y die Gestalt 

(29) 

an. Die zwei Konstanten Al und A3 lassen sich durch die zwei Be­
dingungen 

f"(~) = ° 
f",(~-) = 0, 

d. h. fur ~ = ~ 

(30) 

r A X " -f- A X " = =_~I!. X " 
~ 1 1 3 3 KL 4 

I A X 111+ A X 1/1 = =~~ X", l 1 1 3 3 KL 4 

ausdrucken, worin 

ist. 

Xl" = - :! (~r+ ~(~r -l~J~ro+ ." 
X l "'= -;i(~) +!~(~r - :~ (~r+··· 

Berechnet man fur 2 = 2 die Glieder dieser Reihen, so bemerkt 
man, daB das mit 28 behaftete Glied keinen EinfluB mehr auf die 
dritte Dezimalstelle ausubt. 

Fur Werte 2 <2 konnen daher die Reihen xt, xt', ... fur 

~ = ~ mit hinreichender Genauigkeit vermittels der beiden ersten 

GIieder berechnet werden. Die Bedingungsgleichungen (30) lauten 
dll-nn 
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Daraus erhalt man einen Naherungswert fur die Wurzeln 

P [ 5 (A,4 + 48) ] 
Al = XL 2 lW + 120) 

~ P 1- 15 + 360 ] 
As = XL- L6(A,4 + 120) . 

Somit wird die Gleiehung fur y 

P [5(14+48) ] P [ 15 +360 ] 2P r 

(31) Y = XL 22(.A.4 + 120) Xl ~ KL 6(14 + 120) X3 + XL X 4 , 

worin die Reihen Xl' X3 und X 4 mit genugender Annaherung aus 

(32) 

bestimmt werden konnen. 
Setzt man in der Gleiehung fur y i; = 0,' so ergibt sieh fur die 

Stabmitte 

(33) [ P 5 (14 + 48) 
Po = L 21W+ 120)' 

Zum Vergleieh solI noeh das in § 18, 1 gegebene Zahlenbeispiel 
naeh der hier gewonnenen Formel bereehnet werden. 

Da 

1 = 0,974 
1 1 --- = -------- = 0565.10-3 

KL 7,2.246,5' , 
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so erhalt man 

A3 = - 0,275 " ". 

Vernachlassigt man in den Reihen Xl' X3 und X4 die mit t;" und 
h6hercn Potenzen von ; behafteten Glieder, so hat man 

[ eJ ' !"2l 2P [;3J =0588·10-3 P 1-- -0275.10-;3PI~ +'--.---. 
' 6' I~ 2 ~ KL 6 

= 10-3,P [0,588 - 0,138;2 + 0,189;3 -- 0,098 eJ. 

Setzt man darin ; = 0, so ergibt sich 

{ Yo = 0,588.10-3 P 

lYB=0,573 " ". 

Urn die Gleichungen fUr M und Q aufzustellen, gehen WH' von 
del' Gleichung 

[ e J ' ;2 ;6 ] 2 p[e e ] =A 1--4 +A l---4 -1-_ ---4 
1 4! 3 2! 6! I KL 3! 7! 

aus. Man erh1ilt 

Q = =_KL. d3y' = =KL [ __ 4; A _ A ;3 + ~PJ 
4 d;3 4 1 3 3 ! K L . 

M 0 berechnet sich zu 

KL2 -7,2.246,52 , 
Mo = - -A = ----- [- 0275.10-3 PJ 

4 3 4 ' 

= 30,05P. 
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§ 20. Der Stab ist an beiden Enden gebunden. 
1. Vorbemerkungen. Die zahlreichen Formeln, zu denen wir in 

den vorhergehenden Paragraphen gelangten, enthalten aIle sowohl 
trigonometrische als hyperbolische Funktionen. Bedenkt man aber, 
daB wir bei der Ableitung der Grundgleichung ganz allgemeine An­
nahmen gemacht haben, so folgt, daB sich diese Formeln fiir spezielle 
Fane derart vereinfachen miissen, daB wir daraus die aus der Festig­
keitslehre bekannten Ausdriicke erhalten. Urn dies naher zu erklaren, 
sollen die folgenden beiden Aufgaben des an den Enden gebundenen 
Stabes untersucht werden. Bindet man einen Stab an einer Stelle, 
so erlangt man dadurch eine groBere St~ifigkeit desselben und meistens 
eine vergroBerte wirksame Traglange. 

2. Der Stab ist an beiden Enden aufgestiitzt. Nimmt man fiir die 
Gleichung der elastischen Linie die Gleichungsform 

Y = ~. [(Al et + A2 c t ) cos t + (A3 et + A4 e-~) sin t] 

;.-----l I 

-~----l--l 
2 18 

Fig. 27. 

an, so hat man die fiinf Unbekannten A l , A 2 , A3 , A4 und X fest­
zustellen, wenn unter X der Auflagerdruck an den Enden ver­
standen ist. 

Als Bedingungsgleichungen gelten hier§ 13, (I), (II). Die Be-
ziehung 

[f~ 1 
p= 2 0 pdx+XJ 

fUhrt zu der selben GleichungRform Wle § 13, (IV). Die zwei 

iibrigen (III), (V) ergeben sich daraus, daB fUr den Wert t = ~ 
2 

Y= 0 

Q=-X 

sein muB. Das ganze Gleichungssystem laBt sich folgendermaBen 
zusammenstellen: 
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(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 

r 
I 

(V) i 
l 

(34) 

1 

~ l 
e 2 sin 2" 

1 

i. [ l 
e2 cos2" 

. lJ + SIll 2 

-1 

). 
2 J. 

e C082" 

-1 

). [ l 
-e 2 COS 2 

• J. ] -8Ill 2 

~ J. 
-e2 cos-

2 

i. • 
"2' I. 

e EIll2" 

-1 

~ [ J. -e 2 cos"":' 
:l 

. 1.1 
-sIllIJ 

Die Losung desselben i"autet: 

1 o o 
i. 
2 J. 

e C082" o o 

-~ J. 
e 2 sini o o 

-1 o 

-~ [ l 4 
-e 2 C082" KL 0 

. II + Sln-,---: 
2J 

Durch diese Ausdriicke lassen sich die Gleichungen der elastischen 
Linie sowie des Biegungsmomentes' [§ 4, (16)] zu 

(35 ) 

r = p [ cos~~in(2-~)-~of~sin(2-~)J 
I y 2KL [~ofl + cos-2] +sin~ ~Qf(2-~) -- @:lin~cos(2-~) 

1 M = ___ ~ __ I cos ~ @:lin (2 - ~) + ~oi ~ sin (2- ~rl 
l 4 [~of 2 + cos 2] l. - sin ~ ~of (2 - ~) - @:lin ~ cos (2 - ~)J 

umformen. 

(36) 

Der Auflagerdruck ergibt sich zu 

2 ). 
p ~of-cos-

2 2 X=. __ ._.- - ..... _0 

~of 2 + cos 2 
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Setzt man in GIn. (35) ~ = 0, so folgt fur die Stabmitte 

r P '[!Sin A - sin A] 
~ Yo = 2KL ~(£of;' + cos). 

I ~,[ _ P L [!Sin A + sin A] l ~ -0 - -4 -(£of A + cos A . 

(37) 

1st z.B. A= 1, so wird, da !Sinl=1,17520, sin 1 =0,84147 ist, 

P 
Yo = 2K L 0,1802 

PL 
.1110 = -- 0,9680. 

4 

75 

Die entsprechenden Werte fur einen nicht gebunden gelagerten 
Stab berechnen sich nach § 13, (7), da fUr A = 1, a = 1,0248, 
o = 0,5028 ist, zu 

P 
Yo = 2KL- 2,0248 

PL 
JYJo = 4- 0,4972. 

Die Mittelsenkung fallt also beim gebundenen Stab etwa elfmal kleiner 
aus, wahrend das Biegungsmoment etwa doppelt so groB ist. 

A 
Der Auflagerdruck X verschwindet, wenn cos 2' = 0, d. h. A = n, 

3 n, ... ist. Die Bedingungsgleichung cos ~ = ° ist notgedrungen 

dieselbe wie die fur YB = ° beim stetig gelagerten Stab [vgl. § 13, 
(8)]' Wenn A groBer ist als n, wird X negativ. Dem Wert A = n 
entspricht aber bei einem auf Baugrund ruhenden Stab nicht die 
groBte wirksame Traglange, weil der Stab, wenn A den Wert n uber­
schreitet,aber innerhalb einer gewissen Grenze bleibt, noch der 
ganzen Lange nach aufgelagert ruhi. 

tg {}B am Ende des Stabes nimmt die Form 

A . A 
!Sin- Slll-

(38) t .{} _ - 2 ~ 2 2 
g B - KL (£op + COSA 

an. Der Werli andert das Vorzeichen, wenn - A = 2 n. Es ergibt 
sich die groBte wirksame Traglange des Stabes zu 

(39) f=2nL, 

also doppelt so groB \Vie die des nicht gebundenen Stabes [vgl. 
Gl. (22)]. 
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Entwickelt man in GIn. (35) die eingeklammerten Glieder in 
Reihen, so erhalt man 

I Xl 28 l 
(0)2+cos2= 2 Ll + 4! + 8! + .... J 

. e(2-,n t 4 (2-,n e(2-t) 
cost6m(2 - t) = (2 - t) - -2i----·+ -~ - 6! + ... 

(), - t)3 e (2 - tYl t4 (2 - ty + -3-!-- - 213-! - + 4T3i-- - . " 

..L (2- t)" e (A. - t)5 
I 5! -~-2T5!+'" 

sin ~ [uf (2 - t) = ~ 

Die Entwicklungen von [of ~ sin (2 - t) und 6in ~ cos (2 -~) lassen 
sich aus den eben angegebenen Entwicklungen fUr cos ~ 6in (2 - ~) 

bzw. sin ~ [of (2 -~) herleiten, indem man aIle GIieder der 1., 3., 5. 
usw. Zeilen mit positiven, aIle Glieder der 2., 4., 6. usw. Zeilen mit 
negativen Vorzeichen versieht. 

Man er halt daher 

'lV' - ~? - e (2 -.~) ... J cos~6in(2-t)-[ogsin(2-t)=2 3! 2! + 

= 2 [(l- X)3 __ x~_ (1 - x) + ... J 
P 3! 2! 

sin~ [0f(2 - t) - 6in~cos (2 - t) = 2 [_ ;3! + ~(2 ~~? - ... J 
+ x (1 - X)2 - ..• J. 

2! 

Hierbei sind die nicht ausdriicklich angegebenen GJieder in den 
ersten Zeilen der beiden letzten Entwicklungen wenigstens vom 
siebenten Grad, wahrend in den zweiten Zeilen die durch Punkte 
angedeuteten Glieder alle mit ~, (2 - t) odeI' beiden verbunden sind. 
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Es mage der Fall K = 0 betrachtet werden. Da dabei die 
GroBe L unendlich groB und somit l uJ}.d ~, folglich (l - n gleich 

. 4EJ 
Null sind, erh1ilt man nut Bezugnahme auf K L = ----v- die Formel 

y = /i:] U--=l~-J; ] [1 - ~ (~ l~rJ· 
_----l---::---

Fig. 28. 

Ahnlich erhaJt man fiir das Biegungsmoment 

P 
M = "4- [l - 2 x] . 

Ferner folgt aus del' Gl. (36) 

X=P 2 . 

Will man die letzten Gleichungen fiir y und M auf das Stab­
ende A als Koordinatenanfang beziehen, so ersetzt man x durch 

(f - x) . Man gelangt dann zu den bekannten Formeln fUr den 

beiderseits frei aufliegenden Balken, niimlich: 

r y = 1: ;~J [ T - ~ (1 YJ 
ilM=P X • 

2 

Hierbei bezeichnet x die Abszisse eines Punktes links von P. 

3. Der Stab ist an beiden ~nden eingespannt. Man hat hierbei 
die sechs Unbekannten A 1 , A 2 , A3 , A,p X und MB festzustellen. 
Die in 2. aufgestellten Bedingungsgleichungen stehen hier zur Ver­
fiigung mit Ausnahme von (II). Anstatt der letzteren hat man am 
Ende B 

Fig. 29. 



(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 
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(II) A e2 - A e 2 sin- - A e2 - A e 2 cos-- = ---. [ ~ -~J 2 [~ -~] 2 - 4 MB 
1 2 2 3 4 2 KL2 

Ferner folgt, da am Ende B dd
y , also dy, verschwinden muJ3, 
x d~ 

(VI) ~[2 2] -~ [2 2] A e2 cos- - sin- - A e 2 cos- + sin-
1 2 - 2 ,2 2 2 

~ [2 2] -~ [2 2] + A3 e2 cos2 + sin 2 + A4 e 2 cOS2 - sin 2 = O. 

Das ganze Gleichungssystem liiJ3t sich folgendermaJ3en zusammen­
stellen: 

1 -1 

- e 2 sin ~ 
2 

1 
}. 

2 J. -e cos 2 
}. }. 

2 ;. 2". J. e sm2 
e 2 • ;. .e cOS 2 SIll 2 

1 

(40) 

(41 ) 

ist. 

-1 -1 -1 

Daraus berechnet sich 

( 2), [2 2J 
2 2 2 I 2 I P lEof-cos- %g- -L tg-

~l X =@5in2+sin2-

PL . 2 . 2 @5tn-Slll-
M _ 2 2 

B - @5in2 + sin2 

Der Auflagerdruck X verschwindet, wenn 

2 2 
%g2+ tg2=0 

Diese Gleichung ist erfiillt-, wenn 

2 = 0, 4,730, ... 

o 0 0 

4 
KV 0 0 

o 0 0 

o o -2 
K. 

o 4 0 
KL 

o o 



§ 21. Der Stab ist in seinem mittleren Teil verstarkt. 79 

Das Einspannungsmoment MB wird gleioh Null, wenn 

. 1 
sm"2=O 

ist. Es ergiht sioh daraus 

1= 0, 2:n:, ... 

Man erkennt, daB, wenn 1 den Wert 4,730 iibersohreitet, 
X negativ wird. Der Stab erleidet dabei aber an keiner Stelle Ab­
hebung, weil das Einspannungsmoment MB nooh positiv bleibt. Erst 
beim Wert 1 = 2:n: wird dieses gleioh Null. Von diesem Werte ab 
erfahrt der Stab in der Nahe der Enden Abhebung. Die groBte 
wirksame Traglange des Stabes ist wieder 

(42) f=2:n:L. 

Es sei k = 0, dann ergibt sich 

[01- cos - :.lg - ---r- tg -- [of - cos--_1 1 (""' 1, 1) 1 1 
.2222. 221 

hm =hm-----=--
lSin1 + sin1 [ofl + cos1 2 

und ferner, da 

sin~ lSin~ = (~)2 _ ~ (~)4+ ~ (~)6 _ ... 
2 2, 2 3! 2 5! 2 

1 (},)4 1 (1)6 + 3! -2- - 3!g! "2 + .. . 
+~(~)6_ .. . 

5! 2 

[ 
.), 1 1 sm-lSin-

lim L __ 2 ___ 2_ = J_ . 
lSin1 + sin1 8 

Somit erhalt man die ubliche Formel fur den beiderseits eingespannten 
Balken: 

p 
X=-

2 

B. Sprungweise veranderliches Tragheitsmoment. 

§ 21. Del' Stab ist in seinem mittleren Teil verstarkt. 
U m die MitteIsenkung des Stabes zu vermindern, kann man 

dem mittleren Teil ein groBeres Tragheitsmoment geben. 1m folgen-

1) Die Entwicklung von EiinJ. + sin;. s. 8.50. 
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den soIl ein Stab untersucht werden, der in del' Mitteeine Ver-

k d L ·· lb' star ung von er ange 2 eSltzt. 

I ~ l 5 ' 

L-l I' 1----1 
'----c.£c..,: -~----.p-+1~--:G-J.- '~ 

Fig. 30. 

Da der Punkt D Diskontinuitatspunkt ist, hat man die Stab­
teile CD, DB gesondert zu betrachten. Es gilt fur beide die L6-
sung in del' Form 

Die vier Konstanten nehmen aber, den verschiedenen Be­
dingungen entsprechend, fur die einzelnen Strecken verschiedene 
Werte an. Wir bezeichnen mit Al" A2', As'. und A,/ diejenigen fiir 
DB und wahlen den Koordinatenanfangspunkt in D. Bezeichnet 
ferner J 1 das Tragheitsmoment des ver.starkten Stabteils CD, J, 
wie yorher, dasjenige del' ubrigen Stabteile, und setzt man 

L = ~4/4EJ~ 
1 V K 

und ferner 
L 

m=---.! 
L 

so ist die V eranderliche ~ 

flir CD 

" DB 
x x 

r=L~=mL' 

Man hat im ganzen acht Konstanten Al bis Ai und AI' bis 
A4' festzustellen. Dazu stehen uns in der Tat acht Bedingungs­
gleichungen zur Verfligung. Es finden die Gleichungen § 13, (I), 
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A (II), (III) auch hier Geltung, wenn in den beiden letzten 2 durch 

A 4 ersetzt wird. Anstatt § 13, (IV) erhalt man 

-2P 
m [Al - A2 - A3 - A4] = KL . (IV) 

Ferner ergeben sich im Punkt D vier Bedingungsgleichungen [vgl. 
§ 6, (28)]. Diese lassen sich nach § 6, (29) sofort gestalten, wenn 
man darin Lund Ll vertauscht und 

A 
cc=-

4m' 
setzt. Sie lauten 

(V) [Ale4~+A~e-f;;;Jc084~t + [A3e4~+A4e-4~Jsin4~~ 
=Al' +A2' 

~ [A A. ] -~ [A A ] (VI) A e4m 'cos- - 8in- -AQe 4m C08- + sin-
1 .. 4m 4m" 4m 4m 

~ r}, 1 ] -~ [1 1 J + A e4m lcos- + sin- + A e 4m ,cos- - sin---
3 4m 4m 4 4m 4m 

(43){ 
(VII) 

= m [At' - A/ + A3' + A/] 

[( ~. -!....) 1 (_!:. ---':..) 1 l 
m2 A e4m -A e 4m sin-- A e4m -A e 4m cos-J 

1 2 4m 3 4 4m 

= - A3' + A4' 

r i'( 1 ') i'( A A) (VIII) m Al e4m cos- + sjn~ - A" e -4m cos- - sin 4 
L 4m 4m." 4m m 

~(1 1) -~( A 1'J - A e4m cos- - sin- - A e ·4m cos- + sin-) 
3 4m 4m 4 4m 4m 

= Al' - A 2' - A3' - A4'· 

Als Beispiel benutzen wir 'die Abmessungen des in § 14 be­
handelten Stabes; wir nehmen jedoch den mittleren Teil des Stabes 
)llit doppelten Eiseneinlagen verstarkt an. DieZahlenrechnung fur 
den Stabquerschnitt des mittleren Teils gibt 

x = 30,0 cm (n = 15) 
J 1 = 1,177 ·10" cm4 

Ll = 257 cm, 
Hayashi, Theorie des Tragers. 6 
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also 
257 

n~ =--= 126 
205 ' 

~=~=080 
4m 4·1,26 ' 

Ferner bereehnet sieh 

Al = 1,162.10-5 P 

A2 = 27,040·" " 

A3 = - 1,049·" " 

A4 = 27,210·" " 

820 
1=-= 4,00. 

205 

AI' = 0,430.10-5 P 

A 2' = 16,910·" " 

A 3' = - 2,533·" " 

A 4'= 2,689·" " 

und somit 

Yo = 1,410.10-4 P 

Po = 21,14·" " 

Mo. 70,40P. 

Die Mittelsenkung y" erfiihrt, im Vergleieh mit dem Beispiel 
in § 14, eine Verminderung urn 20 v. H., wiihrend das Biegungs­
moment .111o um 48 v. H. vergroBerb ist. 

§ 22. Flanschartige Ansatze bei einem sauleuartigen Korper. 

1. Entwicklung der Formeln: LiiBt man das Triigheitsmoment J 1 

der Mittelstreeke 28 des Stabes AB immer mehr anwaehsen, bis es 
sehlieBlieh unendlieh groB wird, so erbiilt man den in Fig. 32 dar­
gestellten Fall, in welehem ein siiulenfOrmiger Korper eine Last P 
dureh Vermittlung eines flansehartigen Ansatzes auf eine breitere 
Fliiehe einer elastischen Unterlage iibertriigt. 
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kl'----------Z----------~ 
i--a _f..,----

I 
i 

:0' {BirD 
Fig. 32. 

Da die Senkung des sau4martigen Korpers gleichformig sein 
muB - sie sei Yo genannt -, hat man nur die Gleichung des 
Flanschansatzes DB aufzustellen, die mit D' als Koordinatenanfang 
die Gleichungsform 

y = ~ [(A1 e~ + A2 e-~) cos~ + (A3 e~ + A! e-~) sin~] 
annimmt. 

Die Bedingungsgleichungen fiir die funf Unbekannten A1 bis A4 
und Yo lassen sich formen wie folgt: fur ~ = 0 ist 

y =Yo 
dy 
d~ =0 

und man erhalt 

(I) A1 + A'3 = 2 Yo 

(II) Al - A2 + A3 + A4 = 0 . 

Ferner, da am Ende B, also fUr ~ = a 

.lJ{=O, Q=O 
ist, folgt: 

(III) [AI ea - A2 e-aJ sina - [A3 ea - A4 e-a] cosa = 0 

(IV) Al ea[cosa + sina] - A2 e- a [cosa- sina] 

- A3ed[ cosa - sina] - A4 e-a [cosa+ sina] = 0, 

wobei a = i ist. 

Endlich liefert die Beziehung 

P=2[SKYo+!PdX] 
6* 
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die Gleichung 

(V) 

(44) 

ist. 

(45) 

48 2P 
Al - A2 - As - A4 = L Yo - K L . 

Die Auflosung dieses Gleichungssystems ergibt: 

( P [" " ] Yo = InJ [of "a + cos"a 

wobei 

Al = 2:LtJ [e- 2a + 2 + cos2 a + sin2 a] 

p 
A2 = 2KLtJ [e 2U + 2 + cos2 c, + sin2 a] 

As = 2~tJ [- e-~a + cos2 a + sin2 aJ 

A4 = 2~tJ [e 2" - cos 2 a + sin 2 a J , 

A • +. I 28[" " ] 
LJ = i5tn2a sm2a ---,-- L [of "a + cos-a 

Ferner hat man fiir die Endsenkung 

2P 
YB = KLtJ [of a cosa . 

Fiir den Wert 8 = ° gehen die gewonnenen Ausdriicke fiir Al 
bis A4 iiber in die fiir den bereits in § 13 behandelten Fall, in dem 
der Stab in der Mitte belastet ist. 

Als Beispiel diene der in Fig. 33 skizzierte Korper, fiir den die 
Abmessungen sowie E, K und J dem Beispiel in § 21 entnommen sind. 

Es berechnen sich 

Yo = 0,880.10-4 P 
und 

Al = 0,133.10-4 P A3 ~ 0,059.10-4 P 

A2 = 1,628·"" A4 = 1,435·" " 
Man hat also fiir DB 

10-4 P [(. 0) (. ') ] Y = --2- 0,133 e" + 1,628 r< cos~ + 0,059 e< + 1,435 e-< sin~ . 

Der Verlauf der yo, M- und Q-Linie ist in Fig. 33 ersichtIich. 
Die gestrichelten Linien wiirde !Dan bei der Annahme gleichmaBiger 
Verteilung von P auf der Strecke 2 8 erhalten. 

Zum Vergleich stellen wir die in den Beispielen der §§ 14, 21 
gefundenen Resultate mit den eben gewonnenen tabellarisch zusammen. 
Somit ergibt sich: 
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10::: l~8Z0cm ----~ 
I 

--' a~205 k--Z8= '110+>1 a=205 ~ 
I I' ~ I ~"I 

.. I----L---~' ~-~-I~-1 
I ~.... ,X T:::t.: ~3" '/. 

. I "I ~ , .. 
CIJ7=e>o ~IO!J~ ~ 

I 

f-~---
I : 

CCl.. I 
~ I 
~' I 

I 
I 

Fig. 33. 

Yo 

I 
I 
I 

I !J=Lilllc I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
l.u .. I 
r/=L!llle I 

I 
I 
I 

--------------I------~---

Mo 

1,758·10-4 P I 54,10 P 

I 
J = 47430 cm4 

- ------1-----
I 
; 
I 
I 

1,410· " " I 70,40 " 
I· 

I L J1 = 117700 cm4 

'-J = 47430 cm4 I 
i-----------

0,880· " " 96,55 " 
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Man erkennt daraus: je gro8er das Tragheitsmoment des mittleren 
TeiIs ist, desto kleiner falIt die Mittelsenkung des Stabes aus, wahrend 
das Biegungsmoment Mo in der Stabmitte immer groBer wird [vgl. § 15]' 

2. Die zweckma.Bigste Lange des Flanschansatzes. Wir betrachten 
nun einen elastischen Baugrund. Die gro8te wirksame Traglange f 
del' Flanschansatze bereehnet sich aus der Bedingung YB = 0 oder 

der Gleichung cosa = 0, die durch a = 0, ;, ... erfiillt wird. 

Somit erhalt man 

(46) f= n L. 
2 

Die Lange fist also von 8 unabhangig. 
Wir wollen noch die Senkung Yo des saulenartigen Korpers 

untersuchen, unter der die Senkung der ganzen Konstruktion ver­
standen wird. Der Ausdruck fiir Yo ergibt sich nach einer kleinen 
Umformung 

Bei gegebenem 2 s ist also die Senkung Yo eine Funktion von der 

G "8 ®in2 a + sin 2 a h . d b f II ro e Q Q' die fiir ex = 0 verse WIll et, a er iir a e 
([of "'a + COS" ex 

positiven Werte von a positiv bIeibt. 

®in 2 a + sin 2 a d [®in 2 a + sin 2 a 2 s 'J-1 
Die Ausdriicke Q Q un Q + Q + -L-

([of "a + cos "a ([of" a COS" a 
sind im folgenden Bild als I und II dargestellt. Fiir die Kurve II 
sind Lund s dem soeben behandelten Zahlenbeispiel entnommen, d. )1. 

L =205 em 

s = 205 em. 

I 

~ ::: ~ 
~ 

~ t; 
~ ~ 

II 

to & -10 
x 

Z 
';:17 

Fig. 34. 
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Durch Differentiation ergibt sich 

~ [6iU: a + sin: aJ = 8 [ ~ofa cosa J2. 
da ~of"a + cos"a ~ofa + cosa 

Der gewonnene Ausdruck stellt eine positive GroBe dar und 
nn 

nimmt, von Null ausgehend, immer mit a zu; bei a=- wird er 
2 

jedoch gleich Null. 

Daraus folgt nun, daB sich die Senkung des saulenartigen Korpers, 
wenn a von 0 an zunimmt, um so mehr verringeit, je groBer a, also, 
bei gegebenen Querabmessungen des Flanschansatzes, je groBer die 
Lange desselben wird; die Verringerung hort bei dem Wert a = ~ n fUr 
einen Augenblick auf. Nimmt a weiter zu, so tritt wohl, wie es aus 
der Fig. 34 ersichtlich ist, noch eine Verminderung von Yo ein, je­
doch nur in einem verhaltnismaBig geringen MaBe. Bei einem 
elastischen Baugrund aber, wie eben besprochen, erreicht bei dem 
Wert a = ~ n der Flanschansatz gerade seine groBte Traglange. ~ n L 
muB also die zweckmaJUgste Lange des Flanschansatzes sein, mit der 
man erreicht, daB einerseits der Flanschansatz in seiner ganzen Lange 
die Last iibertragt, andererseits die Senkung des ganzen Korpers den 
erreichbar kleinsten· Wert annimmt. 

. .. 6iu 2 a + sin 2 IX .• • 
DIe GroBe > 0 fur versch18dene Werte von a kann 

~of~ IX + COS" a 
aus der folgenden Tabelle entnommen werden: 

IX 

I 
@Jin 2 IX + sin 2 IX 

II 
IX 

I 
@Jin 2 IX + sin 2 IX 

(l£of2 IX + cos2 IX (l£of2 oc + cos2 IX 

0,00 I 0,000 0,60 
I 

1,170 
0,01 0,1)20 0,70 1,:338 

0,02
1 

0,040 0,80 

1 

1,4\J0 
0,03 0,060 0,90 1,605 
0,04 0,080 1,00 1,696 

I 

0,05 0,100 1,10 1,762 
0,06 0,120 1,20 1,802 
0,07 0,140 1,30 1,823 
0,08 0,160 1,40 1,831 
0,09 0,180 1,50 1,835 

0,10 0,200 1,60 1,835 
0,20 0,400 II 1,70 1,835 
0,30 0,600 

11
1,80 

1,838 
0,40 0,798 1,90 1,844 
0,50 0,987 2,00 1,851 
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(47) 

C. Die GroBe L andert sich mit x. 
Es sind hierbei zwei Falle zu unterscheiden: 

§ 23. Das Tragheitsmoment andert sich mit x. 

1. Allgemeines. Es gilt die Differentialgleichung [§ 8, (38)J 

E.I d4M 
K- -JX4- = - M. 

Setzt man 

wobei .I1 eine Konstante, .I das Tragheitsmoment an der Stelle x 
bezeichnen, so nimmt obige Differentialgleichung mit der Abkiirzung 

Kl4 
a= ----

16 E.I1 
die Form 

(48) 
d4M 

rp(~) d~4 = - aM 

an. 1 4
/ 4E.I1 Die Zahl a ist, wenn man Ll = V -----x setzt, mit L1 durch 

die Beziehung 

( 49) 

verkniipft. 
1m allgemeinen wird die Veranderlichkeit des Tragheitsmomentes 

durch einen "Trageranlauf" 1) angestrebt. 1m Betonbau ferner er­
foIgt sie durch eine geeignete Anordnung der Eiseneinlagen. Zu 
bemerken ist aber, daB es bei einem Eisenbetontrager kaum gelingen 
diirfte, die bestehende Veranderlichkeit des Tragheitsmomentes in 
eine geschlossene, mathematische Formel zu fassen. Man muE sich 
vielmehr mit jenem Naherungsgesetze zufrieden geben, welches bei 
Wahrung ausreichender Sicherheit den Vorteil einfachster, mathe­
math"cher Behandlung in sich birgt. Dies wollen wir im foIgenden 
durch Vorfiihrung einiger einfachen Aufgaben naher erklaren. 

1) Dieser Ausdruck scheint uns besser als die in friiherer Zeit gebrauchte 
Bezeichnung "Voute" oder die in jiingster Zeit eingefiihrte, aber nicht immer 
zutreffende Bezeichnung "Schrage". 
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SchlieBlich ruuB kurz bemerkt werden, daB bei einem mit An­
Iauf ausgestatteten oder mit Eiseneiniagen versehenen Trager die 
in der Berechnung zugrunde zu Iegende neutrale Achse eine gekriimmte 
Linie ist. Der Einfachheit halber aber moge hier eine gerade neutrale 
Achse vorausgesetzt werden. Wie weit diese V oraussetzung zulassig 
ist, muB von Fall zu Fall entschieden werden. 

2. Das Tragheitsmoment nimmt von der Stabmitte gegen die 
Enden nach dem linearen Gesetz abo Wir wahlen den Koordinaten­
anfang auf der Lotrechten durch das Stabende A. 

(50) 

4:.~-------l--------~.; 
I l P Z I 
~ "2 ----;;ojf<-- - --------""1 
I' 2 I 

I 
I 
I 
I I 
I I I 
I I: I 

I~X--j 1_ vC I 

!~! 
I~I 

J~s~ 

Fig. 35. 

Es sel: rp(~) = ~, J1 = Jc , namlich 

J=Jc~, 

wenn unter J c das Tragheitsmoment in der Stabmitte verstandenist. 
Die Differentialgleichung Iautet dann 

(51 ) f mit 
Kl4 

t a = 16EJ~' 

Man nimmt flir M die Reihe 

M= f(~) 

= ((0) +f! f' (0) + ;~ f" (0) + ... + !~ fen) (0) + ... 
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an. Sukzessive Differentiation der letzten Differentialgleichung gibt 

~ fIVW = - ex f(~) 

fIV (~) + ~ rv (~) = - ex f' m 
2 rv (~) + ~ fVI m = - ex {" (~) 

3 fVI m + ~ (VII (~) = - ex ('" (~) 

Da am Stabende A, also fur den Wert ~ = 0, 

M=O 

Q=O, 
d. h. 

( fm=O 

l f'(~)=0 
sein muB, erhiilt man: 

fIV(O) = 0 

rv (0) = - ~ ("(O) 
2 

rvI (0) = - -;- f'" (0) 

[Yrr (0) = 0 

Somit bekommen wir fUr M 

rvlII(O) = «2 f" (0) 
2·5 

fIX (0) 

(x (0) 

fXI (0) 

= a2 f'" (0) 
3·6 

=0 

ex3 
" = ·--f (0) 

2·5·8 

(52) M = Xl f" (0) + X 2 f'" (0), 
wobei 

( 53) 

ist. 

Die zwei Konstanten f" (0) , f'" (0) bestimmen sich aus den 
zwei Bedingungen, daB in der Stabmitte, also fur ~ = 1 , 

dy =0 r f"'(~)=O dx 

-p 
d.h. ~ 

f'(~) = - Pl Q=-, l 2 4 
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sein muB. Die Bedingungsgleichungen lauten also 

[a]1 f"(O) + [aJ3 f'" (0) = 0 
-Pl 

[aJ2 f"(O) '+ [aJJ'" (0) = -4-' 

wenn 
- a a2 a3 

[aJ1 =-+ ----- - + ... 
2·2! 2·5·5! 2·5·8·8! 

(54) 

1 
a a2 a2 

____ -.L___ + ... 
2.4! I 2·5·7! 2.5.8.10! 

a a2 a3 
[(( J3 = 1 - -- -.L -- - --- + ... 

3.3! I 3.6·6! 3.6.9.9! 

1 (( a2 ((3 

[a]4 = 2! - 13 . 5! + 3· 6 . 8! - 3· 6 . ~ . 11 ! + ... 
gesetzt wird. 

3. Allgemeiner Fall: p (§) = §m. Es ist 

(55) J=~mJc. 

91 

Mit Bezug 
gleichung 

auf den eben behandelten Falliautet die Differential-

(56) 

Man erhiilt mittels sukzessiver Differentiation nach dem Theorem 
von Leibnizl) 

m~m-1MIV +~mMV = - aM' 

m(m-l)~rn-2MIV +2m~m-1MV +~mMVI = - aM" 

lm-l)(m-2) ~m-3Mrv + 3m(m _.1)~m-2 MV +3m~m-l MVI+~mMVII = -IXMIII 

Beschrankt man sich auf positive Werte von m, so nimmt das 
letzte Gleichungssyst~m, z. B. fur m = 2, die einfache Form 

~2 .2Wrv = - (( M 

2 ~ ~~fIY + e MV = - ajJ1' 

2 MHo + 4 ~ MY + ~2 MVI = - IX M" 

6 MV + 6 ~ MVI + ~2 MVII = - aM'" 

12 MVI + 8; MVII + e MVIlI = ~ IX MIY 

an. 

') Es lautet: 

~:~:Vl =ttV(n) + [~] u' v(n-l)+ L~J 11" v'n-2) + ... + l~J u(n--l)v'+u(n)v . 
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Da ferner am Stabende A, also flir ~ = 0, 

M =0 

M'=O 

sein muG, kann man flir diesen Wert von ~ aile hoheren Ableitungen 
als MIV durch die zwei niedrigsten M", M'" ausdrlicken. Das Inte­
gral der Differentialgleichung laBt sich dann auf ahnliche Weise wie 
vorher gestalten. 

4. Das Tragheitsmoment verHiuft nach einer HyperbeI. Wir wahlen 

die Stabmitte als Koordinatenanfang. Es sei rp (~) = I' J1 = J a , 

namlich 

(57) 

wobei J a das Tragheitsmoment am Ende A bezeichnet. ~ ist in 
Gl. (47) angegeben. 

(58) 

~----l ~I 

l I 
---..-4--- T ------<-j 

I 
I 

L~I_,...,.,.,.'I'TT1l J<Ll-
Fig. 36. 

Die Differentialgleichung lautet 

Kl4 
a = -------

16 EJ" 



ist, 

(59) 

§ 23. Das Tragheitsmoment andert sich mit x. 

Man hat hierbei 

.1~fIV - a~M 

MV aM - a~M' 

MVI = - 2 a M -- a ~ M" 

MVII = - 3aM - a~M'" 

MVlII = - 4aM - a~ MIV 

Es ergibt sich, da fUr ~ = 0 

111'" = 0 

-Pl M' = ~---~.~~ 

MIV =0 

MV = -coMo 

[- Pll 
MVI = -- 2a--4-J 
MVII = - 3 aMo" 

MVIII= 0 

4 

il!]IX = 0 

MX = 1.6a2 M 

MXI = 2. 7 a2 [ / lJ 
MXII = 3. 8 a2 M" 

MXIII = 0 

Bei der Reihenentwicklung von M erhalten wir dann 

11: Ply "X M = 1;[0 Xl - 4" 2 + Mo 3' 

93 

worin 

X = 1 + -(- a) + - (1.6 ( 2 ) + - (- 1· 6 .11 ( 3 ) + ... r 
~5 ~1O e5 

1 5! 10! 15! 

~ ~6 ~11 e6 
(60) 1 X = -- + - (-~ 2a)+ --- (2. 7(2) + -(- 2· 7 . 12(3)--L ... 

2 1! 6! 11! 16! I 

~2 (' e2 e7 
X = - + -(- 3a) +-(3.8a2 ) + -(- 3·8.13(3) + ... 

3 2! 7! 12! 17! 

ist. 
Aus den zwei Bedingungen 

.M~=l = 0 

M'i;=l = 0 
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folgen die Gleichungen fiir 1.10 und Mo" 

( 

(61) 

l 

gesetzt wird. 

[a]1 Mo - ~l [aJ3 + [a]5 lttlo" = 0 

[a]2 Mo - ~l [a]4 + [a]6 Mo" = 0, 

wenn 
1 1· 6 

[a]l = 1 - 5! a + 10! a2 - ... 

a 1·6 1·6·11 
[a]2 = - 4! + _gta2 - ----uT- a3 + ... 

2 2·7 
[a]3 = 1 - 6! a + 11! a3 - ... 

[] 2 2.7 2 --1-
a 4 = 1 - 5! a + 10! a 1 ••• 

1 3 3·8 3 
[a]r, = 2! - 7!"+ 12i- a -- ... 

S 3·8 Q 

[a]6 = 1 - 6! a + 11! a" + ... 

§ 24. Der Elastizitatskoeffizient K andert sich mit x. 

Es sei angenommen, daB der Elastizitatskoeffizient K von del' 
Mitte des Balkens nach den Enden gleichmaBig abnimmt. 

,- l,----....r 
1 l ---<>-1I1J.,.,--t---z 
1 P 
I 

i , 
I , , 

, , , ""I", 
, , I ~ 
I I 1 
I I 11"<." 

~'~ -T 
/(~/'lijc"e 

-- /(~/(o-kx 

Fig. 37. 



§ 24. Der Elastizitiitskoeffizient K lindert sich mit x, . 95 

Bezeichnet man mit Ko denjenigen in der Mitte, so erhalt man 

K=Ko-kx, 

worin unter k eine Konstante zu verstehen ist. 
Es gilt hier die Differentialgleichung § 9, (46), namlich: 

worin 

ist. Die Veranderliche'; geht, wenn der Punkt x von der Mitte 

h d E d d t t t·· Ko - k l/2 ··b .. nac em n e wan er, s e 19 von 1 In -----x--- u er; Sle 1st 
o 

also immer kleiner als 1. 
Als Losung der letzten Gleichung nehmen wir wieder das all­

gemeine Integral von der Form 

y = ((';) 

= Al Xl + A 2 X 2 + AsXs + A 4 X 4 

an, wobei die Ausdriicke fur Al bis A 4 , Xl bis X 4 in bzw. § 7, (34) 
und § 9, (47) angegeben sind. In den Entwicklungen der Reihen 
wahlen wir den Wert 'YJ = 1, dem die Stabmitte entspricht. 

Da hier 

dy 
-=0 
dx 

-p 
Q=---

2 

o~e, { 

sein muG, vereinfacht sich die Gleichung fUr y zu 

(62) 

wobei 

ist. 

Al = ((1) 

As = (" (1) 

Die Reihen Xl' Xs, X4 lassen sich gestalten, wenn man in 
§ 9, (47) 'YJ = 1 setzt: 
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(63) 

T (~ -- 1)4 (~ - 1)8 ~ 
Xl = 1 - 41--C( + ---S!-a- - ... 

(~ _ 1)" (~ - 1)9 ., 
-- --=1-- a +-9-'- (1 + [») ((" - ... 

b. . 

(~ _ 1)10 ., + -- --~-- 1 . 6 C(" - ••• 
10! 

(~ _ 1)12 ~ + --12-! - 3 . S «- - ... 

(~-lrl (~-1)' (~-1)11 2 
X = ---- - ---- a + ----(( - ... 

J 3! 7! 11! 

(~ - q (~ _ 1 )12 " 
- ----s!- 4 « + --i2!- (4 + S) C(- -- ••• 

I (~- l)ll ., 
1 13-! -4·9a" - ... 

Die zwei Konstanten Al und A3 lassen sich berechnen aus den Be-
d2 y d3 y .. Ko - kl/2 

dingungen, daB am Ende B -d" und -d 3' also fur ~ = ---, 
x" X' Ko 

{" (~) und {", (~) verschwinden mussen. 
Wir greifen auf den Stab des Beispieles in § lS zuruck, setzen 

aber 
Ko = 12 kg/cm~ 

k = O,OS. 

Die Zahlenrechnung liefert 

KB = 12 - 0,OS·120 = 2,4 

K 5 125 

a = E/f4 = 140000.47430. 0,OS4 = 0,915 

Ko~ kl/2 = 02 
Ko ' 

{", (1) -- A _ - IS/ p _ - 123 P 
. - 4 - 2EJP - 2.140000.47430.00S'} , 

= - 0,254·10- 3 P. 



§ 24. Der Elastizitatskoeffizient K andert sich mit x. 97 

Zieht man in den Reihenentwieklungen nur die Glieder von 
(~ - 1) bis zur fiinften Potenz in Betraeht, so erhalt, man 

Y = A [1 _ ~£-=- 1)4 (( _ ~L-=- 1)5 aJ + A ~_-=- 1)2 + A (~ __ 1)3 
1 4! 5! 3 -2! 4 3! 

Die zwei Bedingungsgleichungen [::!f l = 0, [d_d3?fJ = ° 
" J~=O.2 ~ ~=O,2 

lauten dann 

- 0,215 A1 + 0,992 A3 = - 0,206.10- 3 P 

0,436A1 +0,031As = 0,250·" " 

mit clen Losungen 
Ai = Yo = 0,582.10-3 P 

A J = - 0,081·" " 

Mithin ergibt sieh 

Po = 12.0,582.10-3 P 
6,984·" " 

YB bereehnet sich zu 0,306.10-3 P. 
Ferner, cla 

[d2YJ~ [ k J2 [d2YJ [ k J2. --:~ - ---:.! = - ------:J = -- [- 0,081·10 PJ 
.dx x=O Ko d~ $=1 Ko 

ist, erhalten wir 

M = - EJ id2 YJ 
o I dx2 x=O 

-- 140000·47430 (- 0,081) .10-3 P .0,083 

122 
= 23,80P. 

Wir vergleichen clieses Ergebnis in cler nachfolgenclen Tabelle 
mit der in § 18 behandelte~ Aufgabe, wo die Baugrundziffer dem 

Hayashi. Theorie des Tragers. 7 



98 Stetig gelagerter Trager mit einer EinzeJIast in der Mitte. 

durchschnittlichen Wert von K in diesem Beispiel gleich gewahlt ist, 
und ersehen daraus, daB die angenommene Verteilung des Elastizitats­
koeffizienten eine ziemlich betrachtliche Verminderung des Biegungs­
momentes ih der Mitte herbeifiihrt, aber auf die GroBe der Ein­
sen kung einen auBerst geringen EinfluB ausiibt. 

Bei konstantem K 
K = 7,2 kg/em') 

B . (Ko = 12 kg/em" 
el t k=O,OS 

Yo 

0,567.10- 3 P i 0,584.10-3 P 30,15 P 

0,306· " 0,582· " 23,80 " 



III. Abschnitt. 

Stab mit einer Einzellast an beliebiger Stelle. 

A. Konstantes Tragheitsmoment. 

§ 125. Allgemeine Gleichungen. 
1. Entwicklung der Formeln. Ein gerader Stab von der Lange 1 

trage in einem Punkte C eine Einzellast P [Fig. 38]' Es sollen die 
Gleichungen der elastischen GraBen aufgestellt werden. 

I... l.;U , I 
I I 
I. a,.xL --~az=xzt~ 
I pi I 
1 _____ "_____ I 

c 

--if----.--+x 

c 

Fig. 38. 

Zunachst sei der Elastizitatskoeffizient K l also somit die GroBe L 
[§ 3, (6)], unveranderlich. Der Lastpunkt ist ein Diskontinuitatspunkt 
der elastischen GraBen M und Q. Fur die beiden Stabtelle AD und 
CB gilt die Glcichung in der Form § 4, (131). 

Wir bezeichnen die vier Konstanten in den Gleichungen fUr 
diese zwei Teile mit All A 2 , Aa und A4 bz,,·. Bll B2l Ba und B 4 , 

7* 



100 Stab mit einer Einzellast an beliebiger Stelle. 

wahlen A bzw. C als Kourdinatennullpunkte und setzen 

(1) 

Man erkennt zunachst, daB am Ende A das Biegungsmoment ver­
d2 y 

schwindet, also fUr ~ = ° in del' Gleichung des Teiles A C d~2 = ° 
sein muB. Es folgt daher: As = A4 • 

Die Gleichung del' elastischen Linie fiir A C nimmt mithin die 
Gestalt 

(2a) y = {- [(AI ei; + A2 e-;)eos~ + 2 A3 (£of~ sin~J 
an. 

Besteht fiir einen Stab im Koordinatenanfang die Bedingung 
M = 0, so kann also· die Anzahl del' Konstanten urn eine auf drei 
verringert werden; die Gleichungen fUr JJl, Q und tg if lassen sich 
nun in del' Form 

r 
I 

(2b) ~ 
I 
I 
l 

M - K P [(A " A ")" 2 A r;-,:' I: 'J = ---4- Ie' - 2 e-' Sill'; - 3 ~mc,; COS'; 

Q = K4L [AI ei; (cos~ + sin~) - A2 e-~ (cos~ - sin~) 
- 2A3 ((£of~cos~ - @Shl~sin~)J 

tg {} = 21L [AI ei; (cos~ - sin~) - A2 e-; (cos~ + sin~) 
+ 2 A3 ((£of~ cos~ + @;in~ sin~)J 

darstellen [vgl. § 4, (16)J. 
Man hat daher hier im ganzen sieben Konstanten Al bis A3 

und BI bis B4 den Grenzbedingungen entsprechend zu bestimmen. 
Dazu stehen uns auch in del' Tat sieben Bedingungsgleichungen zur 
Verfiigung. 

Da am Ende A mit dem Biegungsmoment auch die Querkraft, 
. d3 y 
also de aus del' Gleichung fiir A C, verschwinden muB, erhalt man 

(I) 

1m Punkt C bestehen die vier Bedingungsgleichungen [vgl. § 6 
(28), (29)J: 



§ 25. Allgemeine Gleichungen. 101 

(II) [Al e'" + A2 e- al] cos al + 2 A:l ([of al sin al - r Bl + B 2 J = 0 
(III) Al eO"~ [casal - sinal] - A2 e- al [casal + sinC(l] 

+ 2 A3 [([ofal cos al + @Sinal sinc(l] 

- [HI. - B2 + Bs + B 4 ] = 0 
(IV) [AI e'" - A2 e- a,] sinc(l - 2 A3 @Sinal casal + [B3 - B 4] = 0 
(V) 1) Al e'" [COWl + sinalJ - A2 e- a , [casal - sinal] 

- 2 A3 [([ofal casal - @Sinal sinaJ 
4P 

- [Bl - B2 - B3 - B 4] = KL' 

Am Ende B mussen auch wieder sowohl das Biegungsmoment 
als auch die Querkraft verschwinden; man erhalt demnach zwei 
Bedingungsgleichungen, die wir (VI), (VII) nennen wollen; sie lassen 
sich dadurch formen, daB man in Gln. § 13 (II), (III) an Stelle von 

~ und den vier Konstanten Al bis A4 a2 bzw. Bl bis B4 einsetzt. 
2 

Diese sieben voneinander unabhangigen Gleichungen kann man 
weiter auf die folgenden vier Formen bringen: 

Al [e'" cosal + ([of al sinal] + A2 [e-'" casal - ([ofal sinal] 
-mB3 -nB4 =O 

Al [ea, casal + @Sinal sinal] - A2 [e- a , cosal + @Sinal sinal] 2 P 

-gB3 -hB4 = KL 

Al [e'" sinal - @Sinal cosecl] - A2 [e-'" sinal - Eiinccl casal] 
+B3 -B4 =O 

Al [e'" sinal - ([of ((1 COWl] + A2 [c'" sin ((1 + ([uf al cosaJ 2 P 

+B3 +B4 = KL' 

wobei 

ist. 

[sin 2 a2 - 1] - e ~ ". 
m = ---------

2 sin2 a2 

e- 2a2 + [sin2c(, + 1] 
n= .0'" 

2 sm· a2 

[ sin 2 ((2 - 1] + e2 ex2 

g = -- . Q-"---
2 sm" ((2 

h = e - 2 ", - [sin 2 a2 + 1] 
2 sin2 a2 

') Man kann zu derselben Gleichung durch die Bedingung 

gelangen. 

0:1 G.., 

Jpdx+rpdx=p 
u u 



(3) 

1.02 Stab mit einer Einzellast an beliebiger Stelle. 

Die Losung dieses Gleichungssystems nach den Konstanten A1 , A2 
lautet: 

, P 
A = -- .... ~- - [sinal (IO\((l (e-~az - cos2a2 + sin2c(2) 

2 2KL[6in21--sin~lJ 
+ cos a! Cl:of a1 (6in 2 ((2 - sin 2 ( 2 ) 

- 2 (Cl:oj2 a2+cos2 c(2 ) (eUI sincci - cosec1 6inal ) 

- eal COSCCl (sin 2 ((2 + COS 2 a2 ....:. e2az)J, 
und man erhiilt 

1 P 
A = - [A - A J = ---------.------ [2 cosa ~in a sinl + 2 fC'ofa sina tZ::t'n' 

3 2 1 2 2KL[6in21-sin2),J· 2 v 1 \!!- 2 1 v A 

l - cos a! Cl:o[p.+ ( 2 ) + (Io[cc1 cos(l +(2 )]· 

Die Unbekannten Bl bis B4 berechnen sich dann aus den 
Gleichungen 

(4) 
1 :: 

I 
~ 

P 
KL 

Mit Hilfe dieser Ausdriicke von Al bis A 3 , sowie Bl und B4 
konnen die Gleichungen der elastischen Linie und aller anderen 
elastischen Gro/3en fiir den ganzen Stab vollig festgestellt werden. 

~-----l--------~~~I 

k--- a, = a,l ~--"'~I'llz=a:el1 
IE a'+X=(1X1+~)L,: .. ! I 

i t';t~" ! 

Fig. 39. 
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Fuhrt man in die Gleichungen fUr C B die Ausdriicke B1 bis B4 
aus Gln. (4) ein, so erhiilt man 

y = ~ [(Aleal+;+A!e-(",H))cos(a1+~)+2A3O:of(a1+~)sin(a1+~)J 

-IL [O:of ~ sin ~ + cos ~ ~in ~J 

JJ;1 = Kf~ [(A 1 c"'+; - AJe -(a, +n)sin(a1 +~) - 2A3 ~ilt(((1+~)cos(a1+~)] 

-P: [O:of~sin~+cos~~in~J. 
Bei diesen beiden Gleichungen, die die elastische Senkung und 

das Biegungsmoment im Punkt x = ~ L, wenn x vom Lastpunkt aus 
rechnet, auf der Strecke C B darstellen, bemerkt man sofort, daB 
sie aus zwei Teilen bestehen, von denen nur der erste willkur­
liche Konstanten enthiilt, wiihrend der zweite bloB vom Verhiiltnis ~ 
abhiingig ist. Man erkennt uberdies, daB der erste Teil der beiden 
Gleichungen ganz von derselben Form wie die Gl. (2a) bzw. die fUr M 
in GIn. (2b) ist, wenn man dabei anstatt ~ die GroBe a1 + ~ als 
Veriinderliche betrachtet. Rechnet man also fUr den Augenblick, 
ohne Rucksicht auf den Diskontinuitiitspunkt C, die Abszisse x = ~L 

:- dabeiiindert sich ~ von 0 bis 1 - fur den ganzen Stab vom 
Ende A als Koordinatenanfang, so erh1ilt man ohne weiteres fUr die 
Strecke C B 

(6) 

Diese Gleichungen 
beziehen sich 
ausschlieBlich 
auf Fig. 40. 

r 
I 
J 

y = ~ [(AI £' + AJe-;) cos ~ + 2 A& li:of ~ sin ~J 
p 

- K 1 [O:of (f -- ( 1 ) sin (f ~ a1) cos (f - ((1) ~ilt (~ - a1)J 

) M KL'! [A ". ." A -." 2A "". I:: I::J I ~YL = -4- 1 e" sm q -- J e-" sln q - ;l 'Otlt c,; cos c,; 

l - 1!: [li:of (~ - al ) sin (~ -- ((1) + cos (~ .:.... eel) ~ilt (~ - ((l)J . 

Daraus geht hervor, daB die Gleichungen der elastischen Linie 
sowie des Biegungsmomentes [vgl. Gl. (2a, b)] fUr die Strecke AC 
auch noch bis auf die Strecke C B ausgedehnt werden konnen, wenn 
die Abszisse x fur den ganzen Stab von demselben Koordinaten­
anfang A aus gerechnet wird. Man hat dabei nur ein von x - aI' 

also von ~ - aI' abhangiges, aber von der Stablange l, also 1, un­
abhangiges Glied den entsprechenden Gleichungen hinzuzufugen. 



104 Stab mit einer Einzellast an beliebiger Stelle. 

o +x 

~--_.L-....-JB 

+!I 
Fig. 40. 

Die GroBe [of!; sin!; + cos!; @Sin!; flir verschiedene Werte von !; 
konnen der folgenden Tabelle entnommen werden: 

~ I (Eof ~ sin ~ + cos ~ @Jiu ~ II ~ I (£of ~ sin ~ + cos ~ @Jiu ~ 
I 

0,0 0,000 
I 

2,0 

I 

1,912 
0,1 0,200 2,1 1,547 
0,2 0,400 

I 
2,2 1,070 

0,3 0,600 2,3 I 0,467 
0,4 0,799 I 2,4 I - 0,277 

I 
I 

0,5 0,998 
I 

2,5 -1,177 
0,6 1,195 

I 

2,6 -2,247 
0,7 1,389 2,7 - 3,502 
0,8 1,578 2,8 -4,954 
0,9 1,761 

I 
2,9 - 6,616 

1,0 1,933 3,0 --' 8,497 
1,1 2,~3 3,1 -10,605 
1,2 2,2{5 3,2 -12,942 
1,3 2,35.3 3,3 -15,510 
1,4 2,443 3,4 -18,:301 

1,5 2,497 3,5 - 21,305 
1,6 2,507 3,6 - 24,501 
1,7 2,464 3,7 - 27,863 
1,8 2,358 3,8 - 31,352 
1,9 2,178 3,9 - 34,920 

2. Berechnung del' besondel'en Werte. Die Senkung am Ende A 
berechnet sich 
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Vertauscht man in dieser Gleichung u l und a~, so ergibt sich 

(8) 

und daher 

Der GroBtwert der Senkungen y entsteht im allgemeinen nicht 
1m Punkte O. .; fiir die Maximalsenkung inrierhalb 0 B, unter der 

Annahme a l > a"l' Ii:iBt sich ermitteln aus der Bedingung [~~JCB = 0; 

daraus folgt: 

oder 

(10) 

Eine mathematische Losung fiir .; anzugeben eriibrigt sich; bei 
praktischer Anwendung ist die L6sung dieser Gleichung durch Pro­
bieren zu empfehlen. 

Das Biegungsmoment ist selbstverstandlich im Lastpunkt am 
graBten; es ergibt sich 

(11) 

") Setzt man darin oc1 = oc 2 =~-, so erhalt man die Formel [vgL § 13, (8)J 



106 Stab mit einer Einzellast an beliebiger Stelle. 

Fur die Drehung der Tangente im Punkt C erha,lt man 

der Ausdruck muB fUr den Fall der Mittelbelastung, d. h. wenn 
ttl = tt2 = 1/2, verschwinden. 

3. Das Tragheitsmoment ist nnendlich groB. Wie schon erwahnt, 
entspricht dem Wert J = <Xl ein vollkommen unbiegsamer Stab. Es 
muB also erwartet werden, daB die oben gewonnenen Formeln in 
diejenigen ubergehen, die man unter der Annahme einer gleichformig 
veranderlichen Druckverteilung zu entwickeln pflegt. Dies konnen 
wir aus den allgemeirien Gleichungen analytisch beweisen: Da hier 
L = <Xl ist, nehn:en die Ausdriicke fUr die Konstanten AI' A2 und A3 

[GIn. (3)J die unbestimmte Form ---~ an. Berechnet man ihre 
0·"" 

Grenzwerte und setzt sie in die Gleichungen fur AC nnd CB ein, 
so erhalt man fUr den ganzen Stab eine lineare Gleichung 

(13) = ~_ [(3 _ l) --L 3 (l - 2 a2 ) x] 
y Kl2 a2 I l . 

r--'------ l ------=»0-11 

1--<---- a 7 ------.;:-t"""Ee--a", ~ 
l----+------'-----1!B 

Ie 
I.- --I I 
I I.e - acaz I 
I - 2 
1 I 
I _____ J .. .x 

,.:~ -;;. 1 _ 2P(2a, -az) 

C t' :_~:r Kl' 

p 

.8 

Fig. 41. 
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Ferner hat man 

2P (2a1 - a2) 

YB = Kl2 

P 
Yo = KI . 

Hierdurch gelangt man zu den iiblichen Formeln der Rand-
spannungen 

r PA=f[l- 6/J 
1 Plr 6eJ l PB=T l+ T ' 

(15) 

in denen man mit e den Abstand der Last P von der Stabmitte 
bezeichnet. 

Die von der ungleichformigen Senkung bewirkte Drehung des 
Stabes berechnet sich 

Bezeichnet Mo das auf die Stabmitte bezogene Biegungsmoment 
P(a - a) 

del' Last P, d. h. M 0 = 1 ;) , so geht die Gleichung in 
2 

( ) 12 Mo 
162 qJ = Kl3 

iiber. Diese Ergebnisse stimmen vollstandig mit den bekannten 
Ausdriicken iiberein. 

§ 26. Bedingungsgleichung fU1' VA = 0_ 

Da, wie ofters erwiihnt, bei einem Baugrund ein negativer 
Wert von Y nicht zulassig ist, kann eine Strecke a1 , die so groB ist, 
daB an ihrem Ende die Senkung negativ wird, nicht mehr wirksam 
sein. Jener Wert von a1, der die Senkung YA Null macht, muB 
also die groBte wirksame StiitzIange des Teils AO fUr einen gegebe­
nen Wert der Strecke a;) darstellen. Setzt man YA = 0, so erhiilt man 

1) Wenn a1 = a2 = -} ist, so ergibt sich YA = YB = Yo = it. 
2) Dem F!J.ll J = 00 entspricht nach GJ. (14) die bekannte Bedingungs­

gleichung a1 = 2 ~ . 
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Dies ist eine transzendente Gleichung. Einem gegebenen a2 

entsprechen also unendlich viele ((1; es geniigt aber, nur die kleinste, 
auf Null folgende, positive Losung in Betracht zu ziehen, da es 
sich nur darum handelt, fUr einen g~gebenen Wert von a2 zu 
wissen, wie weit wir die Strecke ((1 wachsen lassen konnen, ohne 
daB sich del' Stab am Ende vom Boden abhebt. 

? IX 

1,0 
.7t/ 
"2 
1,'f 

l-

1,Z 

1,0 

!J 
1/ 

(J 

t- i-- -.:. :- .-f--1---i--- .-t- -
! 

/~ i 
/V I I 
~ I i 

~ i I 
7 i r 

I I ~ 
VI I l"':I'i'! '" J. I ~ '; 

1/ I '" : 
h ~I i 

VI ", I 
/, I I I 

W- I T 

: I I 

t f 1 
O,z 0,'1 1]6 q8 to 1,Z 1,9 '! 

Fig. 42. 

Stellt man die Gl. (17) graphisch dar [Fig. 42J, so el'gibt sich 
die Kurve ON. Es geht daraus hervor: Solange a2 kleiner bleibt 
als 0,5, nimmt a1 mit a2 , annahel'nd in demselben Verhaltnis, zu. 
Bei groBerem a2 wird der Zuwachs immer kleiner. Fur aq = lion 
ist a l auch 1/2n . 

Die Lange aI' an deren Ende A weder eine Senkung noch eine 
Rebung eintritt, die also die Lange des Stabes abgrenzt, ubel' welche 
die Druckwirkung del' Last P durch den Stab verteilt wird, steht 
also nicht in konstantem Verhaltnis zur Lange a2 • Gibt man die 
Kurve annaherungsweise durch gebrochene Linien, wie die Figur 
zeigt, wieder, so erhalt man 
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r wenn 002 zwischen und 0,6 liegt: 001 = 1,870002 

(18)1) { " [(2 " 

0,0 
0,6 
1,0 

" 1,0 " 001 = 0,925002 + 0,565 

l "('2 " " nj2 " a1 = 0,142002 + 1,349. 

§ 27. Del' Stab ist an einem Ende belastet. 

Da dabei 0,2 = ° ist [Fig. 43J, hat man 

002 = ° a1 = A 

~---------l=AL >1 

Fig. 43. 

I 
I 
P 

und ferner 

(19) 

r A =~!' ~I· c(),~AEiin~ e-~sinA] 
I 1 KL _ Eiin2 A - sin2 A 

.{I A = ~ P I COSA Eiin A .- el'sinA] 
I 2 KL L Eiin2 ), - sin2 A 

I A = 2P [ Sill),EiinA ] 
l ;3 KL Eiin2 }, - sin2 A . 

Hiermit ergibt sich 

Solange A < 1/2n, ist ;tgA - tgA negativ; es nimmt daher die 
Endsenkung YA eines Stabes, dessen bange kleiner ist als 1/2 n, einen 
negativen Wert an, d. h. um das Gleichgewicht des Stabes zu er­
halten, muE am -Ende A e1n negativer Widerstand in .Wirkung 
treten. 

") Die Kerntheorie lautet: C'l = 2 l/.e. 
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§ 28. Ausdehnung der Formeln auf den Fall zweier odeI' 
mehrerer Einzellasten. 

Tragt der Stab zwei Einzellasten P 1 und P'J in den Abstanden al 

und at' vom linken Ende A [Fig. ~4], so zerfiillt die elastische Linie 
in drei ohne Knick verlaufende Teile A 0, 0 D und DB. 

Die Abszisse sei fUr die ganze Stablange vom Ende A als 
Koordinatenanfang gerechnet. 

1..- l >I 
I I 
II 'E x '-1 I 
I .. L--
1 ~ I 
k---a, 
I 
I 

A 
I f} 

I 

0 x 
x 

V 
Ai--- -c 0 

Fig. 44. 

Wir set zen 

(21) 

und berechnen fUr AO und AD aus G1. (3) die den Lasten PI' P'J 
entsprechenden drei Konstanten. Bezeichnet man sie mit AI' A'J' 
A3 bzw. AI', A 2', A 3', so erhiilt man fiir AO, OD und DB bzw. 
[vgl. G1. (5)] 

r y ~~[(A", + A,'--'l""", + 2A,~,r,'in,J 

I +~[(A/e; + A2'e-~)cos~+ 2A'3(£of~sin~], 

(22)" { = ~ [{e;~(AI) + e-~~(A2)}cos~ + 2~(A3)(£of~sin~] 



§ 29. Der ElastizitiitskoeffizientK nimmt von ein@1 Ende des Stabes abo 111 

I y = ~ [{e~ L'(AJ + e- ~ .2'(A~)}cost + 22'(A3)l£oftsint] 

I _ ;t[l£o[(t __ (1)sin(t - aJ.+ cos(t -oat )r5in(t - al )] 

y = ~ [{e~2'(AJ + e-;.l·(A2)}cost + 22'(A3) l£oftsint] 

l - ;L 2'[P{l£of(t - a)sin(t - a) + cos(t - a) r5in (t - a)}]. 

Ahnlich kann man mit den Gleichungen des Biegungsmomentes 
verfahren. 

§ 29. Der Elastizitatskoeffizient K nimmt von einem Ende des 
Stabes nach dem andern gleichmaBig abo 

1. Entwicklung der Gleichungen. Es gilt jetzt fUr die heiden 
Teile AO und C B die Differentialgleichung [§ 9, (46)] 

d4 y 
d{i= -aty. 

I • l • I 
I P I 

4i~' T ~, 1 
I Ie I 
I I I 
I I I 
I I I 

I: : 
i--x~ r--X-----I I 

I I 
AI I I I 18 

1!4~~-k~2 
I 1(:Kc,-kx 
I 

II(:~-kx I 
1(=f.7acne I I 

I I I 
I I I 

I I 
() () 

x­
!I 

Fig. 45. 
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Die HilfsgroBe a bezeichnet hierbei 

f K5 
fur AG A 

001 = EJP' 

i Kg 
l " G B all = EJ k4 ' 

(23) 

wobei KA und Ko in der Figur veranschaulicht 
Verlegt man die Koordinatenanfangspunkte 

hat die Veranderliche ; den Ausdruck 

, K A -- kx 
1;=---, 

·KA (24) 
f Ill, AC 

l " CB 

Setzt man 

I P KA ii.;;ka, ~~; 

l r - Ko - ka2 -1i~ 
- Ko - Ko' 

(25 ) 

sind. 
nach A bzw. G, so 

so.iindert sich ;, wenn x in AG von 0 bis aI' in GB von 0 bis all 
wachst, bzw. von 1 bis f3 und von 1 bis r. 

Bekanntlich kann man fur A G 

setzen, wenn 

Al = f(17) 

All = f'( 1]) 

A3 = ("(17) 

A4 = f"'(1]) 
ist. Die vier Reihen Xl bis X 4 sind in § 9, (47) entwickelt. 

Wir wahlen jetzt den Wert 1] = 1, dem der Punkt x = 0 ent­
spricht. Da flir x = 0 Biegungsmoment Bowie Querkraft verschwin­
den, also fUr ; = 1] = 1 

dlly 
d;2 = 0 

sein muG, hat man 
A3 =~ f"(l) = 0 

A4 = f"'(l) = o. 

Hiermit vereinfacht sich die letzte Gleichung fUr AG zu 

I y=A1X1 +AIl X 2 , 

(26) worin 

l Al = f(l), All = ('(1) 
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ist. Die Reihen Xl' X 2 lassen sich leicht formen, indem man in 
§ 9, (47) IX = IXI' 'Yj = 1 setzt. 

J etzt nehmen wir fur den Stabteil C B die Gleichung in der 
Form 

an. Da am Ende B das Biegungsmoment und die Querkraft wieder 
gleich Null sind, hat man 

(27 

B3 = ("('1).= 0 

B4 = ("'('I) = O. 

Die letzte Gleichung fur C B nimmt dann die Form 

f y = Bl Xl + B2 X 2 
~ an, worin 

l 
ist. Die Reihen Xl' X 2 lassen sich gestalten, indem man in § 9, (47) 
a = 1X2' 'Yj = 'I setzt. 

In den Entwicklungen (26), (27) fur y stell en ~ - 1 sowie 
~ - 'I negative Dezimalzahlen dar. Die Konvergenz der Entwick­
lungen hangt daher vorwiegend von den GroBen IXl , 1X2 abo Wenn 
letztere verhaltnismaBig groBe Werte haben, muB bei praktischer An­
wendung eine ziemlich groBe Anzahl von Gliedern in den Entwick­
lungen in Betracht gezogen werden. 

Es bleibt noch ubrig, die vier Integrationsfestwerte Al , A2 , Bl 
und B2 zu ermitteln. Dafiir stehen uns die vier Bedingungs­
gleichungen [vgl. § 6, (28)] zur Verfiigung. Sie lassen sich folgender­
maBen darstellen: 

(28) 

(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 

Die zweierlei Klammern zeigen, daB die betreffenden GroBen durch 
die Gleichungen fiir AC bzw. C B ausgedruckt werden mussen. 

2. Erganzendes Zahlenbeispiel. Ein reehteckiges Fundament von 
500 em Lange erleidet einen Druck P im Abstand 210 cm vom 
linken Ende. Es sei die Baugrundsziffer linear iiber die ganze Lange 

Hayashi, Theorie des Tragers 8 
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des Fundamentes verteilt, wie es aus Fig. 46 ersichtlieh ist. Ferner 
sei: E = 140000 kg!em2, J = 47430 em\ k = 0,02. 

und 

Die Zahlenrechnung liefert 

12° 
" - - 234 21 

1 - 140000.47430.0,024 - , 

785 
, - 2718 "2 = "-1-"-40-=-=-0-=-00-:--.4-:-7=-4-"-3=-0=-.---=-0,024 - , 

R 7,8 
f' =-=0,65 

12 
2 

Y =-=0,26. 
7,8 

Die Veranderliehe ~ andert sieh also, wenn sieh x in AOvon 0 
bis a l = 210 em und in 0 B von 0 bis a2 = 290 em bewegt, bzw. 
von 1 bis 0,65 und von 1 bis 0,26. 

Vernachlassigt l) man in den Reihen Xl und X 2 sowie in ihren 
Ableitungen die seehsten und hoheren Potenzen, so erhalt man 

') Zur Beurteilung der Richtigkeit werten wir in der Entwicklung fiir AD 
die Rellie X, aus; wir wahlen den h6chsten Wert - 0,35 von ~ -1. Es ergibt Bich 

X, = 1 + (- i!35)4 (_ 234,21) + (- ~,;'l5)8 (_ 234,21)2 + ... 

+ (- ~,!35)~ (_ 234,21) + (- ~,!35)9 [(5 + 1)234,212] + ... 

(- 0,35)10 2 
+---Yo~[6.234,211+ .. . 

+ .. . 
= 1- 0,1464+ 0,3064.10-3 + ... 

+ 0,1025 .10-1 - 0,7152.10-4 + .. , 
+ 0,2594.10-5 + .. . 

+ .. . 
Also haben die h6heren Potenzen alB die fiinften keinen· EinfiuJ3 mehrauf 
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flirAO 

(29) ~ 
flirOB 

= A [1 - (~- 1)4 cc - (~- 1)5 ] 
Y 1 4! 1 5! "1 

[ (~ - 1)5 ] + A ~ - 1 - ---- cc 
2 5! 1 

die dritte Dezimalstelle. DaB Glied von der sechsten Potenz in X2 berechnet sich zu 
. (~-!l [_ 20c 1 = - 1,838.10-3.2.23421 

6! . . 1 720·' 
= -0,0012. 

Es ist in der dritten Dezimalstelle nicht groBerals 1. 
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Mit Hilfe dieser Ausdriieke ergeben sieh, da 

K1 KA 
EJk3 = 0,033 K~ = 1,540 

o 
ist, die vier Bedingungsgleiehungen (28) fur unseren Fall 

0,863 Al ~ 0,340 A2 - 0,859 Bl - 0,731 B2 = ° 
1,528Al + 0,873 A2 + 1,270 Bl ~ 1,243 B2 = ° 

~ 12,675 Al + 1,381 A2 + 8,995 Bl + 2,780 B2 = ° 
65,478 Al ~ 1l,OOOA2 + 43,050 Bl + 20,680 Be = 0,033 P 

mit den Losungen 

Al = 1,726·10-4 P Bl = 2,940.10- 4 P 

A2 = - 5,570· " B2 = 1,153· 
" 

Somit erhalt man fur AD und DB bzw. die endgiiltigen Formeln 

-4 [ (~-1)4 (~_1)5 ] Y = 1726·10 P 1 - ----IX ~ ----IX , 4! 1 5! 1 

_ 5,570 [c _ 1 ~ (~- 1)5 IX Jl 
"" ~ 5! 1 

Y = 2,940 
" " 

[ 1 - (~ - y)4 IX Y ~ (~ - y)5 IX ] 

. 4! 2 5! 2 

+ 1,153 
" " 

[ (~- y)5 ] 
~ - y - ----si- IX2 Y , 

woraus 'sieh die numerische GroBe von y berechnen laBt. 
Zum Vergleieh haben wir den Fall unveranderlieher Baugrund­

ziffer fiir die ganze Lange des Fundamentes und zwar unter der 
Annahme K = 7,0 kg/em3 berechnet. Die Zahlenreehnung liefert die 
folgenden Werte, wobei die zugehorige Formel reehts angegeben ist: 

und ferner 

L = 248 em § 3, (6) 

a l = 0,846 § 25, (1) 

IX2 = 1,168 "" 

YA = 3,46.10-4 P § 25, (7) 

YB = 0,836· "" ,,(8). 

Die beiden Ergebnisse sind in Fig. 46 veranschaulieht. 
Daraus erkennt man sofort, daB bei Annahme einer verander­

lichen Baugrundziffer ·e~ne betraehtliehe Abnahme der Einsenkung 
vom belasteten Punkte naeh dem Ende A hin stattfindet. Dies hat 
zur Folge, daB dabei das Fundament naeh derelastischen Form-
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anderung nooh im groBen ganzen in wagerechter Lage bleibt, wahrend 
es bei Annahme einer unveranderlichen Baugrundziffer nach dem 
Ende A stark verdreht wircl.. Selbstredend gilt unsere Folgerung 
ganz unabhangig von dies em besonderen Beispiel, das hier nur der 
Anschaulichkeit wegen zugrunde gelegt war. 

DaB ein Fundamentbalken oder -platte im Tiefbau, im ganzen 
genommen, bei einer veranderlichen Belastung keine wesentliche 
elastische Drehung erleidet, ist· flir statisch unbestimmte Bauwerke 
eine hochst wichtige Sache, weil die statische Berechnung nur unter 
der Annahme, daB keine elastische Drehung des Fundamentes statt­
findet, treffend durchgeflihrt werden kann. 

B. Teilweise unendlich gro6es Tragheitsmoment. 

§ 30. Allgemeiner Fall. 
Es soll hierbei ein saulenartiger Korper vorausgesetzt werden, 

der an beiden Enden mit Flanschansatzen versehen ist [Fig. 47]-

I'"'-a, ':' S ~ IE az4 
: I-----S,----->1 S2 ~ 
I I jJ: 

=="'- -T----''== 

Fig. 47. 

I 
I 

I 
--'°"t:=--t-+x 

x 
!lfJ 

+!I 

Die Punkte a und D sind Diskontinuitatspunkte. Da fUr die 
Mittelstrecke aD, deren Tragheitsmoment unendlich groB vorausgesetzt 
sei, eine geradlinige Druckverteilung angenommen werden kann, hat 
man es nur mit den Gleichungen fur die beiden Flanschansatze AO, 
DB zu tun. 

Der Elastizitatskoeffizient K sei unveranderlich. Nimmt man 
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fiir AO und DB bzw. die Gleichungsform 

Y = ~ [(AI e~ + A 2 e-") cos ~ + 2As (£of ~ sin~] 

Y = ~ [(BI e; + Blle-") cos ~ + (Bse~ + B,c';) sin~] 

an, so sind die neun Unbekannten Al bis As, BI bis B" Yo und 
YD zu bestimmen. 

Bekanntlich hat man am Ende A 

(I) 

1m Punkt 0 der elastischen Linie fur AO sowie in D der Linie 
fur DB muB y = Yo bzw. Y = YD, und ferner in diesen zwei 

Punkten tg {} = YD - Y2... sein. Dazu gehoren die vier Bedingungs­
s 

gleichungen: 

(II) 
(III) 

(IV) 

(V) 

Al eal cos al + Alle-al cos al + 2As (£of al sin al = 2yo 

BI + B2 = 2YD 

1L [AI eal (cos a l - sin al) - All cal (cos al + sin a l ) 
2 

+ 2 As ((£of a l cos al + !Sin a l sin a l )] = YD - Yo 
s 

1 YD - Yo - [B - B + B + B ] = ----2L I \I s , s' 

worin aI' all dieselbe Bedeutung wie in Gl. (1) haben. 
Am Ende B erhiiJt man wieder dieselben zwei Gleichungen wie 

§ 25, (VI), (VII), die wir hier mit derselben Benennung einfiihren 
SchlieBlich liefert ~M = 0, bezogen auf den Punkt D, und ~V = 0, 
die folgenden zwei Gleichungen: 

(VIII) KL [AI {Seal (cosal + sinal) - (al + s) + L sinal} 
- All {se-al(COSal - sinal) - (al +s)+Lsinal } 

- 2As {s ((£ofal cosal - !Sinal sinal) - (al + s)} ] 
,KLIl(B _B)+Ks2(YD+2Yo)=p 
~ 4 s 4 6 ~ 

(IX) K : [AI eal (cos al + sinal) - A2 e- al (cos al - sinal) 

. . ] Ks(yo+ YDJ 
- 2As ((£ofal COSIXI - !Smal smal) + 2 

KL 
- 4 [BI - BII - Bs - B,] = P. 
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Durch diese neun Bedingungsgleichungen lassen sich die neun 
Unbekannten bestimmen. 

§ 31. Korper mit einseitigem Flanschansatz. 

Hier ist a1 = 0 und a1 = O. Ersetzt man die vier Konstanten 
B1 bis B 4 in den soeben eingefUhrten Gleichungen fUr DB mit A1 
bis A4 • so lassen sich die sechs Bedingungsgleichungen fUr die Un· 
bekannten Al bis A 4 , YA und YD folgendermaBen gestalten: 

(I) 
(II) 

(III) 

(IV) 

(V) 

(VI) 

I" S 'I 
i 1 r---- s, ---j Sz re-- a ------1 

i-------~t--:-----: 0 7-. ".' I:',' , .. ' 

YAl .' /o.{'oo I ~. Y8 
-- - I 1 

A . I J ~--

I 
I I 
1 I 4': 1~-A~tD8 

Fig. 48. 

Al + A2 = 2YD 

A - A + A + A - 2 L YD - Y~ 
I :) 3 4- S 

Al ea sina - A2 e- a sina - As ea cosa + A4 e- a cosa = 0 

Al en (cosa + sina) - A'2e- a (cosa - sin a) - A3 ea (cos a - sina) 
- A4 e- a (cosa + sina) = 0 

KL~ [A _ A J = Ps _ Ks'2 (YD + 2YA) 
4 3 4 '2 6 

p=KS(YA+YD)+KL[_A +A ·+A +A] 
2 4 I '2 3 4' 

. a. . 
worin IX = List. Setzt man 

r S 8 _ I 2 

(30) { °1- L 0'2= L 

l 0= 01 + 02 
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und wahlt statt der GroBe YA die Differenz YD - YA als Unbekannte, 
so liefert die Auflosung des Gleichungssystems 

r YD = K~Ll [6 °2 ((£0)2a - cos2a) + 3 (@iin2a - sin2a) 

- 202 (02 -- 2(1) ((£0)2 a + cos2 a)] 

(31) YD - YA = ;~~ [(°12 -- (22)((£0)2a+cos2a)-02(@iin2a+sin2a) 

ist. 

(32) 

I :Ob'~, (~Or" + 000'0) + 2 "(ein2« + 'in20) +(:::'~~Of:::~'O) 
+ 30(@iin2a - sin2a) + 3(@iin2 a - sin2 a) 

Der Drehungswinkel {} des Teils AD laBt sich dann aus 

{} = YD - YA 
8 

berechnen. 
1st a = 0, so gelangt man mit a = 0 zu genau denselben GIei­

chungen wie GIn. (16 1), (14), namlich: 

{} _ 6P(81 - 82) 
a=O - K83 

[] 2P(281 - 82) 
YD a=O = K82 • 

Wir gehen jetzt dazu liber, die zweckmaBigste Ansatzlange a zu 
bestimmen. Ein Ansatz muB einerseits die durch den saulenartigen 
Korper getragene Last gleiehmaBig auf eine breite Flaehe verteilen, 
andererseits so wirksam sein, daB durch ihn der Korper bei jeder 
Belastungsanderung im ganzen eine moglichst geringe Drehung er­
leidet. Die zweckmaBigste Ansatzlange a berechnet sich also unter 
der Bedingung {} = o. Man erhiilt dafUr die Bedingungsgleichung: 

(33) [01 2 - 0 22] [(£0)2a + cos2 aJ - 02 [®in 2 a + sin2 a] 
- [(£0)2a - eos2aJ = O. 

Damit die Drehung {} gleich Null wird, muB also a bei gegebenen 
01' O2 einen bestimmten Wert annehmen, d. h. wenn die Abstande 81 ,82 

gegeben sind, ist die zweckmaBigste Ansatzlange a bei gegebenem 
Elastizitatskoeffizient K eine bestimmte Funktion von L, also vom 
Tragheitsmoment J des Ansatzes. 

Wir wollen nun an Hand eines Beispieles den Wert dieser Glei­
ehung erortern. Es sei gegeben [Fig. 49]: 

81 = 220 em 82 = 190 cm 

8 = 81 + 82 = 410 cm. 
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Wir bereehnen naeh Gl. (33) fiir versehiedene Werte von L das 
Verhaltnis a. Die zweekmaBige Ansatzlange a fiir die angenommenen 
Werte von L folgt dann aus a = aL. Das Ergebnis haben wir in 
naehstehender Tabelle: 

L J 
em em' 

32 2808 
33 3175 
50 16740 

100 268000 
300 21,70.106 

1000 I 2,68.109 

a 

em 

I 2,160 69,10 
1,209 39,90 
0,615 30,72 
0,310 31,00 
0,100 30,00 
0,030 I 30,00 

sowie graphiseh in Fig. 49 dargestellt. In der Tabelle sind aueh die 
Werte J der besseren Dbersieht wegen eingeschaltet. Sie sind unter 
Annahme von K = 15 kg/em3 und E = 140000 kg/em2 gemaB del' 
aus L = 13,90 J{ [s. S. 49J umgeformtenFol'mel J = 2,68.10-3 L4 
bel'echnet. 

o 100 zoo 300 

L 
S1~IZZOcm. S2~ll.90cm: 

:- ~ ~ I 
k- ____ a.~ 

5~ 910cm 

500 em 

Fig. 49. 

1000 " 

Aus del' graphisehen Dal'stellung bemerkt man, daB sieh die 
zweckmaBigste Ansatzlange a mit waehsendem L dem Wert 30 em 
nahert, und del' Lastpunkt in die Sohlenmitte des ganzen Korpers 
zu riieken sueht. 



IV. A bschnitt. 

Stab mit zwei symmetrisch znr Mitte stehenden, 
gleichen Lasten. 

A. Allgemeine Untersuchungen . 
. § 32. Entwicklnng der Gleichungen. 

i l • I 
l---a , Zs 'i a-i 
1 ~s '\ s-: 1 

~ i~ _____ + _______ t : 

----a __ 
, , __ x 

rX 

Ar---'----trC 

Fig. 50. 

Jeder Last 'entspricht ein Diskontinuitatspunkt. Die elastische 
Linie des Stabes zerfallt also in drei, getrennt zu betrachtende Teile 
A 0, 0 D und DB. Der "Symmetrie wegen geniigt e.s indessen, nur 
den ersten und die bis zur Symmetrieachse reichende Halfte des 
zweiten Teiles ins Auge zu fassen. 

Mit Bezug auf Fig. 50 nimmt man also [vgl. § 25, (2 a) und § 4, 
(131)J fUr AO und 00 bzw. 

Y = -~ [(A1 e~ + A2 e-~) cos; + 2 As ~of ~ sin;J , 

Y = ~ [(Bl e~ + B 2 e-") cos~ + (Bs eii + B 4 e- ii) sin;] 
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an. Die sieben Konstanten A1 bis A3 und B1 bis B4 sind nun zu 
ermitteln. Man setzt 

8 
Z=a 

l L = 2 (a + 0) = A. 

Hierbei konnen die in (I) bis (V) des vorhergehenden Ab­
schnittes ausgesprochenen Grenz bedingungen [vgl. § 25] unmittelbar 
benutzt werden, wenn man in ihnen a statt a1 setzt. Die zwei 
iibrigen liefert die Symmetrie des Stabes, d. h. man hat in der Stab­
mitte tg {} = 0, Q = 0 zu setzen; es miissen also fUr den Wert ~ = a 

die Ableitungen ~~ und :~; aus der Gleichung fUr 00 verschwinden. 

Um die spatere Vergleichung zu ermoglichen, geben wir die 
ganzen Gleichungen wie folgt: 

(I) Al - A2 - 2 A3 = 0 

(II) [A1 ea + A2 e-aJ cosa + 2 A3 (£of a sina - [Bl + B 2 ] = 0 

(III) A1 ea [cos a - sin aJ - A2 e-a [cosa + sinaJ + 2 A3l (£ofa cosa 
+ ®inasinaJ - [B1 - R.! + B3 + B4] = 0 

(IV) [A1 ea - A 2 e- aJ sina - 2 A3 ®inacosa + [B3 - B4J = 0 

(V) Al ea [cos a + sin a] - A2e- a [cosa - sinal --..:. 2 A3 [(£ofa cosa 

- ®in a sin a] - [B - B - B _ B ] = 4P 
I 2 3 4 KL 

(VI) B1 e"[ cos 0 - sino J -B2e-" [coso + sino J + B3e" [coso + sinoJ 
+ B 4e-" [coso - sinal = 0 

(VII) Bl e"[ cos 0+ sin oj -B2e-"[ COsa - sin oJ - Bg e" [cosa - sinoJ 
- B4e-" [coso + sinaJ = O. 

AUB diesem Gleichungssystem erhalt man 

Al = [. ~ . AJ [(£ofa{cos(A - a) + sin(A - a)} 
KL ®tn + sm ' 
+ (£of (J. - a) (cosa+sina) + e- a cos (A - a) + e-()·-a) cosaJ 

(2) i Ao = L [ . ~ . A] [(£ofa{cos (A - a) - sin(A - a)} . K ®tn + ,sm 

I + (£Of(A - a)(cosa - sina) + eacos(A - a) + e.l-acosaJ 

A3 = KL [ . ~ + . AJ [(£ofasin(A - a) + (£Of(A - a) sin a 
®tn sm . ' 1) . ( 1 )] - ®tn a cos (II. - a - cos a ®tn II. - a . 
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Die iibrigen vier Konstanten lassen sich durch AI' A,;l' A3 aus­
driicken: 

(3) 

1!1= AIea cosa+A3 easina - :L 
B' A e- a cosa + A e- a sina + .. ~ ... 

2 2 3 KL 
. P 

B3 = - At ea sin a + A3eacosa + KL 

P 
B4 = - A 2 e-asina + A3e-acosa +KL' 

Mit diesen Werten kann die Gleichung der elastischen Linie 
AC nach einigen Umformungen in der Form 

Y = Y~ 

P . 
= KL [elin 1 + sin1] [lIo) a lIof~ cos(l- a -~) + cosa cos~ lIof(l- a -~) 

+ lIof(l- a) lIof ~ cos(a -~) + cos (l-a) cos~ lIof(a-i 
+ lIofa elin~ cos~ sin(l- a) - cosa sin~ lIof~ elin(l- c< 

+ sina cos~ lIof(J--a) elin~ - elina lIof ~ cos(l- a) sin~ 

angegeben werden. 
Setzt man darin ~ = a, so erhiilt man fUr die Einsenkung des 

Lastpunktes C den positiven Ausdruck 

(5) Yo = 2 KL [@5~1 + sin 1] [2 (lIof2 a + cos2 a) (~of2 a + cos2a) 
+ (elin" 20 + sin2 20)]. 

Fiir den Wert ~ = 0 ergibt sich die Einsenkung YA zu 

(6) _ 2 P [lIofa cos(l - a) + cosa lIof (1 - a)] 
YA - KL elin1 + sin1 . 

Fiir die Strecke CD zwischen den Lasten erhiilt man 

(7) Y = : [{AI eaH + A 2 e-(aHl} cos (a +~) + 2 A3 lIof(a + ~) sin\a + ~)] -:L [@5in~ cos~ - sin~ lIof~] , 
worin ~ dem auf den Ursprung C bezogenen x entspricht. 

Es kann also, wie im vorigen Falle [vgl. § 25, (5)], fUr die 
ganze Stabliinge eine einzige Gleichung der elastischen Linie, deren 
Ursprung mit A zusammenfiillt, aufgesteUt werden; sobald wir die 
Strecke AC verlassen und in die mittlere Strecke iibergehen, ist 
der Gleichung nur ein lediglich yom Argumentwert ~ abhiingiges 
Glied hinzuzufiigen. 
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Setzt man in Gl. (7) ~ = a, so ergibt sich die Mittel­
senkung zu 

(8)1) Yo = XL [E>i!: + sin1] [Q:oja (cos a Q:oj ~ + sin a E>in-}) 

(9) 

'(10) 

+ ' (1 .1. ),1 cosa cOS2 Q:oja - sm2 E>ma J. 
Die elastische Drehung des Stabes am belasteten Punkt C ist: 

tg {)o = ~ [dYJ 
L .d~ ';=a(AOj 

= 2 Po [Q:of a sin2 a - c~s2a E>in2 oJ. 
KL" E>in1 + sm1 

Fiir das Biegungsmoment im Punkb C erhalt man: 
, PL 

Mo= .1 ·1 [2{Q:oj2 acos2'a-cos2 aQ:oj2a} 
4 [E>m + sm ]+ 2 {Q:of(a+ 20) Q:oja - cos(a+ 2 a) cos a} 

- {E>in2a sin2a + sin2a E>in2a}]. 

§ 33. Gegenseitigkeit der Senkungen. 

1m folgenden wollen wir den Beweis dafiir erbringen, daB der 
Maxwellsche Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen auch 
fiir die Senkungen zweier symmetrisch zur Mitte angreifenden Lasten 
zutrifft. 

Man stelle sich vor, daB die zwei Lasten P in den Punkten C, D 
nach rechts und links um eine gewisse' Strecke verschoben sind 
[Fig. 52]' Es solI fiir diese Laststellung die Senkung des Punktes C 
berechnet werden. 

1) Mit dieser Gleichung kann man leichtbeweisen, daB die gefundene 
Senkung Yo denselben Wert wie Yo und YD in untenstehender Figur hat . 

...-----l ----, 

{
a=a;/. 
.1=6"/. 

, l =Z(a;.,.6")L 

Fig. ,51; 
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, 
~a-...--- ---t"!-a-, 

Bezeichnet man mit x = ~ L den Abstand des neuen Last­
punktes 0' vom Ende A, so kann man fUr die Einsenkung im 
Punkt 0 den Ausdruck [vg1. G1. (7)J 

Yo= ~ [(A1'ea+A2'e-a)cosa+2Ag'(£ofasinaJ 

- K~ [elin(a - ~) cos(a - ~) - sin(a - ~) (£of(a - ~)J 
annehmen. 

Hierin bezeichnen A/, A/ und A3' drei zum neuen Belastungs­
zustand [Fig. 52J gehOrige Konstanten fiir die Gleichung der 
Strecke AO. Ihre Ausdriicke und folglich der' erste Teil der an­
gegebenen Gleichung fur Yo lassen sich dadurch bilden, daB man in 
01. (2) fiir AI' A2 und A3 an Stelle von a den W ert ~ einsetzt. Die 
so umgeformte Gleichung fur Yo geht in genau dieselbe Form wie 
die allgemeine Gleichung der Senkung fur die Strecke AO [vg1. 
G1. (4)J iiber, wenn der Stab in 0 und D belastet ist. Es ergibt 
sich also mit Bezug auf Fig. 53 

(11) y;[Bel.l] = Yo [Bel. II] • 

Fig. 53. 

Als besonderer Fall folgt hieraus der Satz: Die Senkung, rue 
eine in der Mitte eines Stabes von endlicher Lange ruhende Last P 
im Abstande x erzeugt [Fig. ~4J,. ist derjenigen gleich, welche in 
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der Mitte eintritt, wenn ein Lastenpaar, jede Last P groB, sym-
2 

metrisch zur Mitte im Abstand x angebracht wird. Hierfiir erbringen 
wir spater einen direkten Beweis. 

Fig. 54. 

§ 34. Bedingungen dafiir, daB keine Abhebung des 8tabes 
eintritt. 

Solange nur die anfanglichen Werte von a und a in Betracht 
kommen, wird keine negative Senkung des Stabes zu erwarlen sein; 
eine Zunahme dieser Werte kann jedoch eine solche hervorbringen, 
die dann in der Mitte oder an den Enden des Stabes eintritt. 

Setzen wir GIn. (6) und (8) gleich Null, so ergeben sich folgende 
zwei Bedingungsgleicbungen: 

(12) fiir YA = 0 (£ofacos(2 - a) + (£0f(2- a)cosa = 0, 

(13) 
" Yo :..-. 0 (£01 a [cos~ Q:01 ~ + sina €lin ~ ] 

+ cos a [ (£of a cos ~ + @Sin a sin ~ ] = 0 . 

Wir stellen diese Gleicbungen g.raphiEch dar [Fig. 55 J und er· 
kennen daraus: 

I!J' a: ~1. 

12 oj 
4J tJSS 
(/s t310 
10 1¥3Il 

P t-' 'IC 
)...-

I , I 

J6 

tJ ,{NO 
18 t5'. 0 ' '0 

2,. 1.580 1/ 

II 
r;u, 

V 
I!J' a: 
Ii 12 5 III 

1/ 
tof9 t2z 17 16) i:i'J 
1785 OS 
2252 to 
2.J55 l¥ 

0 o,s to 2,0 ~ 

Fig. 55. 
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1st 0 kleiner als ~n, so kommt keine negative Senkung des 
Stabes vor, solange ex kleiner bleibt als das fiir 0 durchGl. (12) ge­
gebene ex. Gl. (12) gibt also den Wert von 2 fUr die gr6Bte wirk­
same Stii tzHinge eines Stabes, in dem 0 < ~ n ist. 

Wenn 0 gr6Ber ausfallt als ~n, aber kleiner als 2,356, muB ex, 
damit der Stab an keiner Stelle eine Abhebung erfahrt, immer 
zwischen den durch GIn. (12) und (13) gegebenen Werten liegen. 
Gl. (13) liefert also den kleinsten Wert von ex fiir die wirksame 
Stiitzlange eines Stabes, bei welchem 0 zwischen ~ n und 2,356 liegt, 
wahrend Gl. (12) dabei den Gr6Btwert der Stiitzlange angibt. 

Vberschreitet 0 den Wert 2,356, so liefert Gl. (13) kein 0 ent­
sprechendes ex mehr. Es tritt dabei im Stab eine End- oder Mittel­
abhebung auf, je nachdem der Wert ex gr6Ber oder kleiner ist als 
der durch Gl. (12) fUr einen jeweiligen Wert von 0 berechnete. 

Damit der Stab an keiner Stelle Abhebung erfahrt, muB sich 
alsp der Punkt, der den Koordinaten (ex, 0) entspricht, innerhalb des 
durch die Koordinatenachsen und die zwei Kurven eingeschlossenen 
Gebietes befinden [Fig. 55 J. 

§ 35. Der Stab ist an den Enden belastet. 

Dies ist der Grenzfall der vorhergehenden Betrachtung, bei 
der a = o. 

~-------Z~s--------~ 

Fig. 56. 

Nimmt man fiir die Gleichung der elastischen Linie die Form 

y = ~ [(Bl eli + B 2 e-l;) cos; + (B3 eli + B4 e-l;) sin;] 

an und setzt man in Gl. (3) 

so erhalt man 

l 
20=L=2, 
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(14) 

I( B = A - _I!_ = 2 P r e-). + cosl ] 
1 J KL KLL@5inl+sinl 

1 B = A + -P- = ~p rl e). + cosl ] 
~ ~. KL KL _@5inl+sinl 

B = B = A + ~ = 2 P r sin 1 lJ 
3 4 3 KL KL L@5inl+sinl 

und somit 

(15 ) 

r 2P [() -

1 
Y = KL l @5inl + sinl] (£of 1 - ~ cos~ + cos(l - ~) (£of~] 

1 1 
4P ~of2cos2 

Yo = K L @5inl + sinl . 

2 
Die Mittelsenkung Yo verschwindet, wenn cos 2 =\ 0 oder 

l=n, 3n, ... 

ist. Die groBte wirksame Lange des Stabes ist also [vgl. § 18, (22)] 

(16) f=nL. 

Man bemerkt hierbei, wie es schon aus dem Gesetz der Gegen­
seitigkeit der Senkungen folgt, daB der oben erhaltene Ausdruck 
von y genau derselbe ist, wie der fiir die Endsenkung YA des all­
gemeinen Falles [Gl. (6)], wenn a darin durch ~ ersetzt wird, und 
ferner, daB die Mittelsenkung Yo doppelt so groB ist wie die End­
senkung YB bei Mittelbelastung [§ 13, (8)]. 

SchlieBlich erhalt man fiir die Drehung des Stabes am Ende A 

(17) 
1 

tg{}A = 2£ [Bl - B'J + 2Bs] 

= - 2 P [@5inl- sinll . 
KL2 @5inl+sinl] 

Die eingeklammerten Ausdriicke der Formeln (14) geben wir 
folgendermaBen zahlenmiWig an: 

;. et. + COSA. e-).+cosA. sin A. 
<5tUA. +slnA. iEiuA. + sin A. iEiuA.+ sinA. 

0 00 00 0,5 
0,oI 100,0000 99,5000 0,5000 
0,02 50,0000 49,5000 0,5000 
0,03 33,8333 32,8333 0,5000 
0;04 25,5001 24,5000 0,4999 

Hayashi, Theorie des Trligers. 9 
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1 
eA + cos 1 e-~+cosl sin 1 

®in 1+ sin J. ®in J.+ sin 1 ®inl+sinl 

0,05- 20,5002 19,4998 0,4998 
0,06 17,1670 16,1664 0,4997 
0,07 14,7861 13,7853 0,4996 
0,08 13,0006 11,9995 0,4994 
0,09 11,6118 10,6104 0,4993 

0,10 10,5009 9,4992 0,4992 
0,20 5,5035 4,6969 0,4967 
0,30 3,8417 2,8267 0,4925 
0,40 3,0155 1,9888 0,4867 
0,50 2,5250 1,4833 0,4792 

0,60 2,2038 1,1439 0,4700 
0,70 1,9807 0,8992 0,4592 
0,80 1,8202 0,7138 0,4468 
0,90 1,7025 0,5671 0,4328 
1,00 1,6158 0,4503 0,4173 

1,10 1,5528 0,3532 0,4002 
1,20 1,5083 0,2718 0,3817 
1,30 1,4789 0,2029 0,3620 
1,40 1,4621 0,1442 0,3410 
1,50 1,4559 0,0940 0,3190 
in 1,4571 0,0630 0,3020 

§ 36. Untel'suchung del' Einsenkung einel' Eisenbahn- . 
quel'schwelle. 

1. Vorbemerkungen. Die im Bettungsmaterial gelagerte Eisen­
bahnquersehwelle wird dureh zwei symmetriseh zur Mitte wirkende 
Lasten, die Sehienendrlieke, beansprueht. Man hat es also mit dem 
allgemeinen Fall zu tun. 

Wir unterziehen das folgende Zahlenbeispiel einer eingehenden 
Untersuehung: Es sei 

a = 59,65 em 

8 = 75,35 em [28= 150,70 em] 

E = 1000000 kg/em2 [Eiehenholz] 

J = 2\~6~ em4 [~~3 em4 flir 1 em BreiteJ . 

Als selbstve~standlieh setzen wir voraus, daB die Sehwelle liberalI 
gut unterstopft ist, so daB sie in ihrer ganzen Lange vollkommen 
auf der Unterlage aufruht. 

Berechnet man flir eine Reihe von K-Werten die Sehwellen­
senkungen Yo, Yo und die Drehungen {}o der elastisehen Linie der 
Sehwelle im Punkt 0, so erhalt man: 
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J( 

kg/em 3 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

12 
14 
16 
18 
20 

-----l=Z7(/cm-----l 
i r--Zs • 15(7,7 ->1 

--'-- --J I 
f--, a.S.965 I s = 7535- , 1 1 

~~ A~1.bi8 
I 1 1 I 1 

: 1 ': 

, 1 I' I 1 
" I 1 I , ___ 1. ___ 1 

Ip 
() 

)+-&c 
Fig. 57. 

Yo Yo 
em em 

15,13·10-3 P 3,D9·1O-3 P 
7,72· " 1,77· " 5,28· " 1,16. 
3,92· 0,85· " 3,25· " 0,66· " 
2,76· " 0,54· " 2,39· " 0,45· 
2,14· " 0,39· " 1,91· " 0,34· 
1,75· " 0,30· 

1,52· " 0,25· " 1,28· " 0,19· " 1,21. " 0,17· " 1,07· " 0,14· " 0,99· " 0,12. 

Yo-Yo {fo "" tg {fo 
em 

11,54.10-3 P -0,166·10-5 P 
5,92· " -0,124· " 4,12· " -0,102. " 3,07· " -0,088· " 2,59· " -0,076· " 
2,22· " -0,070· " 1,94· " -0,064· " 1,75· " -0,060· " 1,57· " -0,056· " 1,45· " -0,052. " 
1,28· " -0,046· " 1,09· " - 0,042· " 1,04· " -0,038· " 0,93· " -0,036· " 0,87· " -0,034· " 

Stellt man das Ergebnis graphisch dar [Fig. 58], so bemerkt 
man, daB die Senkungen Yo und Yo sowie ihre Differenz Yo - Yo 
mit zunehmendem K abnehmen. Was die Drehung {fo anbelangt, 
so wird sie bei den in der Tabelle fur K angenommenen Werten 
immer negativ und nimmt dem absoluten Werte nach abo Da bei 
positivem {f der Stab sich im Sinne des Uhrzeigers dreht, erkennt 
man, daB sich die Schwelle bei den angenommenen Werten von K 
infolge der Schienenbelastung verbiegt, wodurch die mit der Schwelle 

9* 
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in fester Verbindung stehenden Schienen gezwungen werden, eine 
Drehung nach der AuBenseite des Gleises zu vollziehen; die Folge 
ist eine Spurerweiterung des Gleises. 

il 12,]'1, 1> 

Fig. 58. 

Zum Beispiel sel fUr K = 8 kg/cm3 die Schienenlast 10000 kg. 
Dann hat man 

10000 
P = --= 400 kg/cm. 

25 

Fig. 59. 

Es ergibt sich mithin 

Yo - Yo= 1,75.10-3 .400 = 0,70 cm. 

Da ferner {}c = - 0,060.10-5 .400 = - 0,24.10-3 ist, betragt die 
Spurerweiterung mit Bezug auf Fig. 59 

0,24.10-3 .21,8.2 = 1,046.10-2 cm. 

2. Uber den EinfluB der Bettungsziffer. Wenn IX, a oder beide 
GraBen Werte auBerhalb des in den Erlauterungen S. 128 zu Fig. 55 
angegebenen Gebietes annehmen, so erleidet die Schwelle an den Enden, 
in der Mitte oder an beiden Stellen Abhebung. 

1m folgenden wollen wir bei einer gegebenen Schwelle, die auf 
einer Bettung gelagert ist, deren Bettungsziffer wir uns von Fall zu 
Fall veranderlich denken, untersuchen, an welcher Stelle zuerst und 
fUr welchen Wert von K dies eintreten wird. 
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Den einfachsten Weg liefert die graphische Losung: Wir suchen 
den Schnittpunkt der Kurven mit der geraden Linie 

worin k =!!. ist. 
8 

(X= ko, 

0,5965. 
In unseremFalllautet die Gleichung, da k = 0,7535 = 0,793ist, 

(X= 0,793 o. 

Diese gerade Linie schneidet die Kurve I im Punkt 0 = 2,010 
[Fig. 55]. Die Schwene erfahrt also bei zunehmendem K zuerst an 
den Enden Abhebung. Ratte die Gerade zuerst die Kurve II ge­
trofIen, so wiirde die Abhebung zuerst in der Mitte stattfinden. 

Der gefundene Wert von 0 dient mithin zur Berechnung der 
Grenzwerte der- BettungszifIer: Es ist 

0,7535 
0=2,010 = L-' 

Daraus erhalt man L = 37,48 em und ferner nach § 3, (6) 

-.4/4 . 100000 . 16 . 25 = 37 48 
V 25·12K " 

hieraus 
K = 69,2 kg/cm3 • 

Wenn K groLler ist als der eben gefundene Wert, so iibersteigt 
demnach 0 den Wert 2,010. 

Wie Fig. 55 ohne weiteres erkennen laBt, ist dann der ent­
sprechende Wert von (X fiir die Schwene groLler als der durch Gl. (12) 
gegebene. Dies bedeutet, daB eine Abhebung an den Enden ein­
treten muLl. Der Wert 69,2 kg/cm3 muB also der Maximalwert von 
K fiir die angenommene Schwelle sein, wenn sich die Schwelle an 
keiner Stelle vom Bettungsmaterial abheben solI. 

3. EinflnB der Lange a der iiberstehenden Schwellenenden. 
Randelt es sich um den EinfluB der Lange a, d. h. der GroBe (x, 

auf die Schwellensenkung, so kann man schon aus dem in § 34, Be­
sprochenen ins klare kommen. Um jedoch einen besseren Einblick 
zu erhalten, sind in Fig. 60 die elastischen Linien fiir die vier mog­
lichen FaIle, die durch die Veranderlichkeit von a denkbar sind, 
getrennt dargestellt, und zwar haben wir in derselben der Einfach­
heit wegen fiir den Augenblick die Langen a, 8 mit den zugehorigen 
Zahlen (x, 0 bezeichnet. 

1m allgemeinen fiihrt eine VergroLlerung von o,bei gegebenem 
(x, eine Verminderung der Mittelsenkung Yo herbei. Wenn 0 groLler 
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wird als ~ n [Fig. 55], konnen nur besondere Werte von a die Mittel­
senkung positiv erhalten. Wenn daher bei einer gegebenen Schwelle 
die GroBe L verhaltnismaBig klein ist, d. h. bei einem bedeuten~ 

den K oder einer geringen Steifigkeit der Schwelle, kann in der 

.. ." "". "." ."1 •.••••• ' ..... '.' ,.' if? 1 / 
1 / 
I / 
1/ 

---1(-- .;.(fj 

"""'I-(J--j 
: I . l 

riC!;t::?:j:;:!!,~% 
! I-:a: I 
I • 
1 ~"",,-G_"T""n 
1 

1 

"""'-t-t!T----j 
: I I 

*~::,::!!:~ . 
i ;'a; I 

Fig. 60. 

I 
I 
I 

(qa) 

_i"-/_/+---"'~ __ +6" 

Schwellenmitte eine starke Abhebung stattfillden, wodurch ubermaBige 
Spannungen in der Schwelle und folglich Anderungen der Spurweite 
eintreten konnten. 

Diesen N achteil sucht man meist dadurch zu vermeiden, daB 
man die Unterstopfung in der Mitte der Schwellen entweder voll­
standig unterlaBt oder weniger dicht als an den Schwellenenden 
ausfiihrt. Allerdings ist dieser Ausweg unwirtschaftlich, da er un­
vollkommene Ausnutzung des Materials zur Folge hat, kann daher 
nur als Notbehelf angesehen werden. 

4. Bedingung fiir die wagerechte Lage der Schwelle an der Auf­
lagerstelle der Schiene. Beim vorliegenden Beispiel wurde der Ver­
drehungswinkel {}a an der Auflagerstelle der Schiene negativ aus­
gere~hnet. Werden aber die Lange der Schwelle, also bei gegebener 
Spurweite die iiberstehenden Enden a zu groB gewahlt, so ware 
es moglich, daB die Schwelle sich im entgegengesetzten Sinn ver­
biegt, somit eine Spurverminderung eintritt. 

Eine Schwelle, welche bei Belastung durch die Schienen das 
Bestreben, die auf ihr be£estigten Schienen nach auBen oder inn en 
zu drehen, nicht zeigt, hatte demgemaB die zweckmaBigste Lange. 
U m die Bedingung fur eine solche Schwelle durch eine Formel aus-
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driicken zu konnen, miissen wir die Forderung stellen, daB die Be­
riihrende der elastischen Linie der Schwelle an der Schienenauflager. 
stelle horizontal ist. Die Bedingungsgleichung dafiir lautet also 
[vg1. G1. (9)J 

(18) 

Die Frage, ob der Schienendruck P, fiir gegebene Werte von 
K, J und E, das Bestreben zur Schienendrehung veranlaBt oder 
nicht, ist daher abhangig von den Langen a, 8, also von der Lange 
der Schwelle, nicht aber von der GroBe des Druckes P. Die GroBe 
der Schienenneigung und damit zusammenhangend die Spurerweiterung, 
welche, wenn die letzte Bedingung nicht erfiillt ist, unter der Ein­
wirkung des Schienendruckes P tatsachlich eintritt, ist selbstver­
standlich von der GroBe des jeweiligen Druckes P abhangig [vg1. 
Gl. (9)J. 

Da @lin 20 stets positiv ist, so kann die letzte Bedingungs­
gleichung nur dann durch reelle Werte von a erfiillt werden, wenn 
sin 20 positiv ist, d. h. solange 

n 0<­=2 

ist. Dem oberen Grenzwert 0 = ~ entspricht cos a = 0 oder 

n 3n 
a="2' 2' 

Es ergibt sich dabei die Schwellenlange zu 

(19) l=2(a+o)L=2nL. 

It l l----~~i 
~2----1 I 

r-a-ffLi IL---j i 
I.... t I --' 

Fig. 61. 

Dies ist die groBte Schwellenlange, die obige Bedingung erfiillen 
kann. 

Fiir einen kleineren Wert von 0 als ~. n liefert die ,Bedingungs­
gleichung immer einen positiven Wert von a, der kleiner ist als In. 

Die Beziehung zwischen a und 0 ist auf Fig. 62 ersichtlich. Da 
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man in (Gl. 18) IX mit - IX vertauschen kann, muB die Kur~e 
in bezug auf die a-Achse symmetrisch sein. Solange a kleiner ist 
als 1, kann IX annaherungsweise dem Wert a proportional betrachtet 
werden. So erhalt man eine Naherungsformel 

(20) 
f 1X=0,82a 
{ oder 
l a = 0,828. 

t -1" t - - - -1 
1S 

I I! 
.,- '" - I-- 0 0 / - I-- (1,05 qoso 

(1,10 tloa2 V 
0,20 1(160 V to 
(1,50 (l,WJ5 / - I-- too !l4t< / ,'10 'f,19G 

I 
- I-- V 

, 
1 f I 

, 
I 

/ 
I 

u.s I 

1/ I 
I 

/ I 

/ I 
I 

0,2 

./ I 

(1,1 I 

/ I 
I 

~(l,2qJq. (1,5 10 15 & 
2 

Fig. 62. 

B. Der Stab erfahrt eine mittlere Abhebung. Die 
Unterlage ist aber nicht imstande, dagegen Wider­

stand zu leisten. 

§ 37. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. 

Nach den friiheren Ausfiihrungen haben wir es mit einem Stab 
zu tun, bei dem a zwischen ~ n und 2,356 liegt, und IX kleiner ist als 
der fiir den jeweiligen Wert von a aus Gl. (13) erhaltene. Der 
Punkt, der durch (IX, 11) bestitnmt ist, liegt also rechts von Kurve II 
und unterhalb der Kurve I [Fig. 63]. 

Die Abhebungspunkte E und F sind Diskontinuitatspunkte der 
Differentialgleichung, wahrend C und D solche in den Gleichungen 
der elastischen GroBen sind. 
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1.<------ Z ------~~r 

Fig. 63. 

Die Teile AC und C E nehmen bekanntermaBen bzw. die Form 

y = ~ [(A1 eli + A2 e- li ) cos; + 2 As. (£of ; sin;] 

y = ~ [(B1 e~ + B2 e-~) cos; + (Bs ei; + B4 e~;) sin;] 

an. 
Der Teil EF biegt sich na(Jh oben und hebt so die enge Be­

ruhrung mit dem Boden auf. Als iiuBere Krafte wirken nur an den 
Enden die gleich groBen Momente ME; die elastische Linie ist daher 
ein Kreisbogen mit dem Halbmesser' (2, deren Gleichung lautet: 

(8 - Z)2 [ , / Q ( )2 ]1) Y = ~- - (2 - Y (2" - 8 - Z - x 

X[2 (8 - z) - x] 
'" . 2(2 

1 M 
Ferner hat man die Beziehung (i = E J . 

Hierin bedeutet M das Biegungsmoment an der Stelle x; es ist 
konstant und gleich ME. Den Ausdruck fUr ME erh11lt man aus der 
zugehOrigen Gleichung fur C E; er liiBt sich aus §·3, Gl. (16) auf-

1) Butte, Des Ingenieurs Taschenbuch, 23. Aufl., I, S. 549, 6. 
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stellen, wenn man darin ~ durch 

(21) 

ersetzt. Wir erhalten namlich 

I 2(s-z)-----, 

~r~l, 
-~~--~t-t-----~-+x 

I: I I 
f«--X~ 

I 
I 
I 

'll 
Fig. 64. 

Die letzte Gleichung fiir die elastische Linie E F geht hiermit ohne 
weiteres iiber in: 

Da wir den Abstand. z, also ?;, vorerst als unbekannt ansehen, 
und die zu bestimmenden sieben Konstanten Al bis As und Bl bis B4 
aIle davon abhangig sind, hat man acht Unbekannte zu bestimmen. 

Fiinf der aufzustellenden Bedingungsgleichungen k6nnen dem 
§ 32 entnommen werden. Die iibrigen drei lassen sich aus den 
Grenzbedingungen: 

bilden. 
Sieben dieser Gleichungen stellen wir in entwickelter Form in 

der nachfolgenden Tabelle zusammen; die achte ist darunter be­
sonders angegeben. 

Aus der Zusammenstellung ist ersichtlich, daB die Unbekannte ?; 
im Gegensatz zu den anderen in Form einer algebraischen und einer 
transzendenten Funktion . in den Gleichungen auftritt. Wie schon 
bemerkt [§ 18, 4], ist die allgemeine Losung des Gleichungssystems 
praktisch fast unmoglich. In der Praxis empfiehlt es sich, den nach-
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stehenden Weg einzuschlagen: Man berechnet aus den ersten sieben 
Gleichungen fur verschiedene Werte von' die GroBen Bl bis B 4' Hierauf 
setzt man die so berechnete Wertgruppe Bl bis B4 und die dazu­
gehorigen' nacheinander in die aufder linken Seite der letzten Be­
dingungsgleichung stehende Funktion ein, die dementsprechend eine 
Reihe von Werten ergibt. Diese Werte sind im allgemeinen nicht 
gleich Null. Aus diesem Wertsystem sucht man durch Interpolation 
den Wert, zu ermitteln, der die betreffende Funktion gleich Null 
macht; haben wir ihn gefunden, so ist die letzte Bedingungsgleichung 
und folglich das ganze Gleichungssystem erfUllt. 

§ 38. Die Lasten P wirken an den Stabenden. 

1. Allgemeines. Hierbei ist a = 0, folglich a = O. Setzt man 
in der Tabelle auf S. 139 a = 0, so erhiilt man 

I 
I 

Al A2 I A3 
I I 

(I) 1 I -1 -2 
(II) 1 1 0 

, 

(III) 1 -1 2 
(IV) 0 0 0 

(V) 1 -1 -2 

(VI) 0 0 0 

(VII) 0 
I 

0 0 

'1'" .' 
{;:}2 

Fig. 65. 

Bl 
I 

B2 

0 0 

-1 -1 

-1 1 

0 0 

-1 1 

e' cos 1; e-' cos 1; 

e' (cos 1; -e-'(c081; 
+ sin 1;) - sin 1;) 

I 

I 

;01 
I 
I 
I 
I 

P: 
I 

B3 

0 

0 

-1 
1 

1 

I 
I 

B. 
. 

0 

0 

-1 
-1 

1 

l,Sin1; I e-" .. sill1; 

- e' (cos 1; - e-' (coo8 1; 
- sin 1;) ! + sin1;) 

0 

0 

0 

0 
4P 
KL' 

0 

0 

Bildet man daraus die Ausdriicke fUr Bl bis B4 und setzt sis 
in die letzte Bedingungsgleichung des vorigen Paragraphen ein, so 
vereinfacht sich diese zu 

((J - 'H ~oi , sin' - cos, (Sin ') - ~of , cos, = 0 . 
~of 2 , - cos 2 , 
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Daraus ergibt sich 

(23) o-/;= 
(£of /; cos /; 1 

sin /; (£of /; - cos /; @3in /; tg /; -=- :tg 1;" 

Berechnet man aus dieser Gleichung die einer Reihe von Wert en 0 

entsprechenden Werte von /; und daraus solche von 0 - /;, 
o-/; 

0 

so erhalt man: 

i; u-i; 
u-i; 

(J 

(J 

1/2Jf '/2 :Jt ° ° 1,6 l,il95 0,205 0,128 
1,7 1,260 0,440 0,~59 
1,8 1,183 0,617 0,343 
1,9 1,124 0,776 0,408 

2,0 1,080 0,910 0,460 
2,1 1,045 1,055 0,503 
2,2 1,012 1,188 0,540 
2,3 0,986 1,314 0,572 
2,4 0,961 1,439 0,600 

2,5 0,943 1,557 0,623 
2,6 0,917 1,683 0,647 
2,7 0,905 1,795 0,664 
2,8 0,887 1,913 0,683 
2,9 0,875 2,025 0,698 

3,0 0,861 2,139 0,746 
4,0 0,765 3,235 0,809 
5,0 0,705 4,335 0,867 
6,0 0,655 5,345 0,891 
7,0 0,616 6,394 0,913 

8,0 0,590 7,410 0,92~ 
9,0 0,565 8,435 0,937 

10,0 0,545 9,455 0,946 

o--/; 8-Z 
Man erkennt, daB das Verhaltnis -- = -- mit 0 zunimmt, 

o 8 

d. h. je tragfahiger die Unterlage und je steifer der Stab bei einer 
gegebenen Stablange 28 ist, um so groBer falIt die Abhebungs-
strecke aus. . 

Fig. 66 stellt die Beziehung zwischen 0 und /; dar. 

2. Erganzende Bemerknngen. Denkt man sich den Stab AB 
beiderseits um ein Stuck von der Lange a verlangert, so nimmt 
der Abstand z, folglich der Wert /;, mit wachsendem a, also ex, zu, 
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1-5; 

~ 

I , 

I 

to : 1\ 
_I':; 

qs r- t-I.S: E' /7' 
I 

I .,. 
0 10 15 ZO 

Fig. 66. 

d. h. der Senkungsnullpunkt E nahert sich stetig der Stabmitte, bis 
endlich, bei einem gewissen Wert von a die Mittelsenkung des Stabes 
selbst gleich Null wird. 

Fig. 67. 

Die eben aus Gl. (23) berechneten 1; stell en also die Minimal­
werte eines Stabes dar, fUr den die Lastentfernung 28, also der 
Wert a, gegeben ist. 

Bei einer Eisenbahnquerschwelle mit einer Lastentfernung 28 
wird also der Senkungsnullpunkt E, falls eine mittlere Abhebung der 
Schwelle stattfindet, nie weiter von der Schwellenmitte verschoben 
als der dem oben errechneten Wert a - 1; entsprechende Abstand 
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(u - ~)L. Wir bringen noeh einige Erganzungen im folgenden Zahlen­
beispiel: Es sei 

a = 19,65 em 

28 = 150,7 em 

K = 50 kg/em3 • 

i+--1.Jqocm-----.-. 
: 1--1So,7~ : 

1~6S( :'-~I i i 

WYY~~;:L':':*:j~~:ti~W¥& 
, II" .• 

Wir erhalten 

25.163 
J=~~- em4 

12 

~~ 

6,9/icm 

1:4-o {855 +tF 

Fig. 68. 

L = ~ / 4 ·100000 .163 = 4065 em 
. V 50·12 ' 

150,7 
u = 40,65 = 1,855 

19,65 
IX = 40,65 = 0,483 . 

Da IX kleiner ist als der Wert 0,564, der auf der Kurve II 
dem soehen bereehneten u = 1,855 entspricht, tritt eine mittlere Ab­
hebung der Schwelle ein. 

Die genaue Lage des SenkungsnulJpunktes kann nur durch die 
allgemeinen Gleichungen ermittelt werden. Annahernd aber ~ndet 
man sie folgendermaBen: Ware IX = 0, so wiirde man fiir u = 1,855 
aus der oben gewonnenen Kurve (S. 142) u - ~ = 0,597 erhalten. 

Da die GroBe u - ~ bei einer Schwelle von u = 1,855 fiir den 
bestimmten Wert IX = 0,564 verschwinden muB [so Fig. 68], kann man 
in unserem Fall, wo IX = 0,483 ist, 

u - r = 0597 0,564 - 0,483 = 0086 
\" 0,564 ' 

setzen, wenn fUr den Augenblick eine geradlinige Abnahme von u - ~ 

mit IX vorausgesetzt wird. Somit ergiht sich 

8 - Z = (u -nL = 0,086·40,65 = 3,48 em. 
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C. Grundbogen. 
Unter einem Grundbogen soIl in der Folge die im Grundbau 

haufig angewandte Griindungsart auf umgekehrtem Gew6lbeverstanden 
werden [Fig. 69aJ. 

§ 39. Del' Bogen ist an den Enden drehbar 
und beweglich. 

Es soIl ein Bogen mit zwei lotrechten Lasten P an jedem Ende 
betrachtet werden [Fig. 69b]. 

Fig. 69a. 

Fig. 69b. 

Wir verlegen den Koordinatenanfangspunkt m die Bogenmitte. 
Da fUr q; = 0 

( 
dy = 0 

( 
dy =0 

~ I dx 
oder ~ 

dq; 

l Q=O I _ F}! [ ~:~Y -L d y] = 0 
l r:l d q;3 J d rp 

sem muB, hat man mit Bezug auf § 12, (69) 

( I) 

(II) 

Es ergibt sich daraus 

A~IX + A3fJ = 0 

A2fJ - .A3 IX :-- o. 

A2 = 0 A3 = o. 
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Die Gleichung der elastischen Linie nimmt also die Form 

an. 
Die drei Unbekannten Ao' Al und A4 bestimmen sich aus den 

drei Bedingungsgleichungen 

[M]A=O 
rQJ!, cos 2 + [NJ" sin 2 = P 
[Q]!. sin 2 - [NJ" cos 2 = O. 

Sie lauten in entwickelter Form: 

r (I) Ao - 4(l [AI @5ina2sin(J2 - A4 (£of a2 cos (J2J = 0 

(II) Ao sin 2 + Al [(a (£of a2 sin (J2 + (J @5ina2cos(J2)cos2 

+ @5indsin(Jhin2J - A4 [(a@5ina2cos(J2 

- (J (£of a hin (J 2) cos 2 + (£of a2 cos (J 2 sin 2J = r~ 
(25) (III) - Ao cos 2 + Al [(a (£of a2 sin (J 2 + (J @5in a2 cos (J 2) sin 2 

l 
ist. 

wonn 

- @5in ahin (J2 codJ - A4 [(a @5in a2 cos (J). 

- (J (£of a2 sin (J2) sin 2 - (£of a2 cos (J 2cos 2J = 0, 

r e =-­
L 

§ 40. Der Bogen ist an den Enden gebunden. 

Wir stellen uns eine Reihe von Grundbogen [Fig. 69 a] vor, bei 
denen die Kampfer des einzelnen Bogens nicht frei drehbar, sondern 
je zwei Bogen in den Kampfern unabanderlich miteinander ver­
bunden sind. 

Fig. 70. 
Hay a s hi, Theorie des Tragers. 10 
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Beschrankt man sich auf symmetrische Belastung, so ist die 
elastische Drehung des Bogens am Kampfer gleich Null. Wir be­
trachten also' Bogen mit Kampfermoment und undrehbaren Kampfern. 

Man hat, an Stelle von [MJ.< = 0 im letzten Fall, die Bedingung 

zu setzen. Dies IaBt sich entwickeln zu 

(26) Al [a ®in 6:.1. cos,8A - P (£of id sin Pl] + A4 [a (£ofal sin,8l 
+ p®inalcospl] = O. 

Die iibrigen Gleichungen des letzten Falles gelten auch hier. 
Eine weitere Ausarbeitung des Problems iiber Grundbogen muB 

der Verfasser wegen Zeitmangels vorlaufig zuriickstellen. 



v. Abschnitt. 

Stab mit symmetrisch znr Stabmitte 
gleichformig verteilter Last. 

A. Der Stab istan den Enden beschwert. 

§ 41. Aufstellung der Gleichungen. 

Da a und D Diskontinuitatspunkte sind, hat man die Stabteile 
Aa und aD gesondert zu untersuchen. Man nimmt fur sie bzw. 
die Gleichungsform 

an. 

f+-I -----l------>oi 
1 
~a~s 'Ill" 
I ___ ~- - ___ _ 

• ~ 1 .....rI'ImmIIDnmnrl'lnT!, 

+---=---.---j-+,x 

{
a:"'LI 
oS -IiiL 
X= ~L 
Z = z(a...&JL • .1L 

Fig. 71. 

y = ~ [(Al e~ + ~e-~) cos ~ + 2A3 (£of ~ sin~J + j 

y = ~ [(Bl e; + B2e-~) COB ~ + (B3e~ + B4 e-;) sin~J 

Die sieben Bedingungsgleichungen fur die Konstanten Al bis 
A3 und Bl bis B 4 lassen sich durch ahnliche tJberlegungen wie in 
§ 32 aufstellen. Da die gewahlten Bezeichnungen den fruher verwen­
deten entsprechen, gestalten sich die Gleichungen genau wie bisher, 
mit Ausnahme der zweiten und fiinften, die wegen des zweiten 

10* 
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Gliedes q/K in der Gleichung fUr AC folgende Form 

. - 2q 
(II) [Al ea + A2e- aJ cosa + 2A3 (£of a sma - [Bl + B2J = K-

(V) Al ea [ cos a + sin a J - A2 e - a [ cos a - sin a] 
- 2A3 [(£ofacosa - @)inasinaJ - [Bl - B. - B3 - B4J = 0 

annehmen. 
Die Auflosung des Gleichungssystems liefert: 

( Al = K [ . 2q + . 'J [@)in a cos (a + 20) - cos a @)in (a + 20) 15m sm A . 

+ e-a{e- 2a sina - sin (a + 20)}J 

(1) ~ A2= K[@)in2q+sin2J [@)inacos(a+20)-cosa@)in(a+20) 

+ ea {e2a sin a - sin (a + 20)}] 

A3= K[ . 2q . 'J[@)inasin(a+20)-sina@)in(a+20)] 
15m. + smA _ 

und ferner 

oder in entwickelter Form: 

Al e" cos a + A3 ea sin a + i 
A 2 e-acosa + Age-a sin a + i 

B = q [(e2a-l)Cos20+e-2a(sin2a+1)-e-2(a+a) 
1 2K[@)in2 + sin 2] 

+ 2 sin a cos (a + 20)] 

B.= . q . [(1-e-2a)cos20+e2a(sin2a-1)+e2(a+a) 
" 2K[@)m2 + sm2J 

+ 2 sin Ix cos (a + 2 0)] 

Bg = K[ . i+ . 2J[(e2a_l)sin20-2~-2asin2a 2 15m sm -

+ 2 sin a sin (a + 20)] 

B - q [(1 -2a)· 2 2 2a . 2-
4, - 2 K [@)in 2 + sin 2] - e sm 0 - e sm a 

+ 2 sin a sin (a + 20)] . 
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Setzt man diese Ausdrucke fur B1 bis B4 in die Gleichung fur 
CD ein, so ergibt sich: 

(31) Y = ~ [{A1 e"H+ A2e-CaHl} cos (a + ~) 

+ 2A3 [of(a +~) sin (a + ~)J + ~ [of ~ cos~. 

Man sieht sogleich, daB die Bemerkungen, die wir in § 25 fUr 
den zweiten Teil CB [so S. 103J gemacht haben, auch hier zutreffend 
sind, d. h. daB die Gultigkeit der Gleichung der elastischen Linie A C 
sich auch noch auf den Teil CD erstrecken kann, wenn man ein 
zweites, von Konstanten unabhangiges Glied hinzufiigt. 

Die letzte Gleichung fur CD laBt sich noch umformen: 

() _ q . + [of (2 (J - ~) cos (a + ~) sin a [

COS (2 (J - ~) [of (a +~) Eiin a 1 
32 Y- K [Eiin2+sin2] +sinacos(a+2(J-~)[of~ . 

(4) 

+ Eiin a [of(a + 2 (J - ~) cos ~ 

Setzt man darin ~ = (J, so ergiht sich die Mittelsenkung Yo: 

2q [cos (J [of (a + (J) Eiina + [of (J cos (a + (J) sin a] 
Yo = K[Eiin 2 + sin 2] . 

§ 42. Untersuchung del' Mittelsenkung Yo. 

1. Vorbemerkungen. Wie aus Gl. (4) ersichtlich, hangt die Mittel~ 
senkung Yo cines Stabes bei gegebenem 8, also (J, von der belasteten 
Lange a abo 

Es sei beispielsweise (J = 1,45. Berechnet man aus Gl. (4) fUr 
eine Reihe von a die Werte Yo' so ergiht sich 

IX Yo IX Yo 

0,0 ° 0,8 - 23180.10- 3 ...i , K 
0,1 4500.10- 3 -Q 1,0 -18,990 

" , K 
0,2 4,500 

" 
1,2 -11,090 

0,285 -0,178 1,4 1,732 
" 

0,4 - 0,821 1,41 1,277 
" 

0,6 1- 18,990 1,6 + 7,255 
" 

Aus der graphischen Darstellung in Fig. 72 erkennt man: Die 
Mittelsenkung hat positive zunehmende Werte bis zu dem Maximum 
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fUr IX = IXl = 0,15. Von dort nimmt sie wieder ab und verschwindet 
bei IX = 1X2 = 0,275. Bei weiterer Zunahme von IX wird sie negativ, 
d. h. es tritt eine Mittelabhebung auf. 

Fig. 72. 

2. Bedingungsgleichung fur Yo = O. Setzt man den Ausdruck 
Yo gleich Null, so erhiilt man die Bedingungsgleichung 

(5) cos a ~of (IX + a) Sin IX + ~of a cos (IX + a) sin IX = 0. 

+11' 

\ 

{II;-: (J"z 

l.-
I 

;f11 I ...... I 

I 

I 

I 
50 

I 

11 VI I II; tT 
I 

I 

• 'l7; -filii q8f111 q8flll t.JS7 I '15 
t186 q926 t'lO 

I 

t'l'l liPS t'15 , 
i 725 - U1 I 

t989 - i5'1 
, 

'10 

f 
I 

l& 0 
1\ 1/ i ili I 

I 

'.1S 
• '8Q'I . , 

I! 
r T 1 1 1 "'I .... 1 1 1 1 , 

T 45 10 15 40 ~5 ~ox +~ 

Fig. 73. 

Die graphische Darstellung dieser Gleichung zeigt Fig. 73; daraus 
kann man folgende Schliisse ziehen: 

a) Solange a kleiner bleibt als ein 
keinen a entsprechenden Wert von IX. 

gewisser Wert am' gibt es 
Die Mittelsenkung bleibt 
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positiv, wie auch 
wird. Den Wert 

durch gleichzeitige 

es ergibt sich 

immer die gleichformige Belastung q ausgedehnt 
am und dementsprechend am findet man daher 

Auflosung der Bedingungsgleichung und .~~ = 0; oa 

am = 0,804, 

am = 1,357. 

Die GroBe der Mittelsenkung schwankt, wie oben besprochen, 
mit a; das Maximum findet man aus der Bedingung 

dY!l = O. 
da 

b) Wenn a groBer wird als am = 1,357, aber kleiner als tn bleibt, 
gibt es mindestens zwei a entsprechende, positive Werte von a. Die 

171 I 

i ! 
I 1J lTifT 

i t55 
gegeben: u-t'lS 

I 15(/ I 

*--495: 
I', ' 
'r--6_1,~/'I(J 

t.J{ 
~il~q:!",~t-'-f:'(J-{.-:':5-Z,-f,'(J:-Z.-;;',5 +iX 

Fig. 74. 

zwei niedrigsten derselben wollen wir, in tJ'bereinstimmung mit Fig. 72, 
mit a1 und a2 bezeichnen. Einem Wert von a zwischen a1 und a2 

oder zwischen den Kurvenasten I und II entspricht immer eine 
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negative Mittelsenkung. Hieraus geht hervor, daB in einem Stab 
mit bestimmtem a, das groBer als am' der Senkungsnullpunkt in der 
Stabmitte bei veranderlichem IX auf zweierlei Arten entstehen kann. 
Die Mittelsenkung geht namlich bei zunehmendem IX abwechselnd 
von positiven zu negativen und von negativen zu positiven Werten 
iiber. Damit also der Stab kein Abheben in der Mitte erfahrt, muD 
sich der Punkt, den (IX, a) bestimmt, unterhalb der gezeichneten Kur.ve 
befinden. 

c) Wenn a den Wert ~;n; erreicht, werden IXl = 0, IX2 = ;n;. Bei 
weiterer Zunahme von a wird IXl stets negativ, was keine praktische 
Bedeut,ung hat. ~;n; ist also der hOchste zulassige Wert von a, solange 
der Stab keine mittlere Abhebung erleiden darf. 

Zur weiteren ErIauterung diene die obenstehende Figur, in der 
die Veranderlichkeit von IX fiir .den Wert a = 1,45 veranschaulicht 
ist. Eine Darstellung der a-Kurve fiir einen konstanten Wert von IX 

geben wir in einem spateren Paragraphen [So S. 161 J. 

B. Es findet eine mittlere Abhebung des Stabes statt: 
die Unterlage ist aber nicht imstande, dagegen 

Widerstand zu leisten. 

§ 43. Allgemeines. 

1. Entwicklung der Gleichungen. Der Fall kommt vor, wenn in 
einem Stab 0 groBer ist als das fur den Wert IX aus Gl. (5) erhaltene. 

an. 

Bekanntlich nehmen w'ir fur 'AG, GE und EF bzw. 

y = ~ [(Al e~ + A2 e-;) cos'; + 2A3 (£of,; sin';] + l 
y = ~ [(Bl e~ + B 2c;) cos'; + (B3 e; + B4 e-;) sin';] 

y = i [2(0- 0 -,;] [(Bl e~ - B2e-~) sin' - (B3 e' - B4e-~-) cos 'J 

Als Bedingungsgleichungen fur die acht Unbekannten Al bis A3 , 

Bl bis B4 und , k6nnen hier die funf ersten Gleichungen des soeben 
behandelten allgemeinen Falles [§ 41 J und die drei letzten in § 37 
Geltung finden. Sieben davon geben wir nachstehend in einer 
tabellarischen Zusammenstellung, die achte darunter an: 
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*, ,-------l ------~,: 
:",-a;-,'"i-~~---Z{ I a-j 
: -..., z ~Z(S-z) ------I Z i : 
I I 

Fig. 75. 

Wie schon im § 37 bemerkt, ist es hierbei praktisch unmoglich, 
die Losungen fUr die Unbekannten durch Formeln auszudriicken. 

2. Zllhienbeispiel.· Zur Erkliirung des Reehnungsganges diene die stati­
sehe Bereehnung eines Troekendoeks oder eine Kammersehleuse. Die Unter­
suehung der Standsieherheit einer in zusammendriiekbarem Boden eingebetteten, 
kastenahnliehen Quersehnittsform ist eine statisch nicbt bestimmbare Aufgabe, 
da die Verteilung des Bodendruekes gegen die Sohle uncekannt und von 
Zufiilligkeiten der Bodenbesehaffenbeit abhangig ist. 1m folgenden sollen unter 
der bekannten Annahme lediglieh die Verbiegung und damit die Beanspruehung, 
die die Sohle unter der Belastung des Mauergewichtes erleidet, untersueht 
werden. 

Die Figur gibt die angenommenen Abmessungen in em an. 
Es sei 

K =50kg/em8 

E = 143200 kgjem2 ; 

200 
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die Bettungsziffer Kist absiehtlieh graB gewii.hlt, urn ein kleines L, also 
pas~end groBe Werte von IX und 0 zu erzielen. 

Mit diesen Angaben bereehnet sieh x'" 79,56 em und fUr b = 100 em 

J = 127000000 em4 • 

Ferner erhiilt man 

Da fiir IX = 1,44 

und ferner 

L=347,30 em 

ea cos IX = 0,5505 
e- a cos IX = 0,0309 

500 
IX = 34730 = 1,44 , 

895 
0=34730=2,58. , 

en sin IX = 4,1847 

e-a sin IX = 0,2350 

2q 2q 
K= 50 =0,04 q 

ist, nimmt die Tabelle auf S. 153 die Form 

I I 
I I Al A2 Aa I Bl B2 Ba 

1 -1 -2 0 0 ° 0,550 0,031 4,420 -1 -1 0 

-3,634 -0,266 4,531 -1 1 -1 

4,185 -0,235 -0,520 0 0 1 

4,735 0,204 3,368 -1 1 1 

0 0 ° ei; cos t; e-i;eos t; el:sin t; 

0 0 0 { e-i;(eo'st; -e-I:(eost; - e~-(eost; 

+ sin t;) -sin t;) -sint;) 

an 

I 
I I 
l!t70 I Z = 3176,80 
I ~-j 
J I 

Fig. 77. 

B. 

0 0 

0 -0,04 

-1 ° -1 ° 1 0 
e-i;sint; 0 

-e-!;(eost; } 
+sint;) 0 

q 
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Mittels dieser Tabelle und der achten Bedingungsgleichung findet man 
durch Probieren 

Z; = 0,883. 
Somit berechnet sich 

z = Z; L = 0,883·347,30 = 306,8 cm. 

Da z nunmehr zahlenmi1l3ig bestimmt ist, so sind auch die Konstanten A, 
bis A3 und B, bis B4 festgelegt: 

Ai = - 2,07.10- 4 q 

95,00 
" 

A3= -48,60 

B, = - 5,50.10-4 q 

B2 = 190,00 

B3 =-18,05 

B4 =-24,05 
" 

§ 44. TIber den Abhebungspunkt. 

Der Abstand z des Abhebungspunktes von C, also der Wert 1;" 

hangt von den zwei GraBen IX und a ab, die durch die Beziehung 
[vgl. Gl. (6)] 

[ 
Blel;(cosl;,-sinl;,)-B2e-:;(cosl;,+sinl;,) ] 

-+- B3 el; (cos I;, -+- sin 1;,) +B4 e-i; (cos I;, - sin 1;,) 
2 [Bl e/;sin I;, - B2 e-i; sin I;, - B3 eC cos I;, + B4 e-I; cost]· 

verkniipft sind, wobei die GraBe a in Bl bis B4 steckt. 
Der Nenner sowie der Zahler dieses Bruches enthalten a nicht, 

kannen also bei gegebenem a als Funktionen einer einzigen Ver­
anderlichen I;, betrachtet werden. Man nehme beispielsweise bei der 
in Fig. 76 gezeichneten Docksohle, wo a = 1,44 war, die Lange 28 
als veranderlich an. SteIlt man fiir diesen Wert von a die zwei 
Funktionen graphisch in zwei Kurven Cn und Cz dar und entwickelt 

Fig. 78; 
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man daraus Kurven fiir I) - 1; und I), so bemerkt man, daB die 
GroBe I) - 1; nur fiir eine gewisse Strecke cd von 1; positiv ist, ferner, 
daB an einem Ende dieser Strecke I) - 1; gleich Null, an dem anderen 
unendlich groB wird. 

Fiir den Fall I) - 1; = 0 d. h. I) = 1; setzen wir den Zahler 
gleich Null und gelangen nach einigen Umformungen des Ausdruckes 
zur Gleichung 

(7) cos 1; (£01 (a + 1;) @:lin a + (£of 1; cos (a + 1;) sin a = O. 

Diese muB notgedrungen Gl. (5) ergeben, wenn man darin 1; durch I) 

ersetzt. In Fig. 78 findet man, daB die (I) - 1;) -K urve beim Wert 
1; = 1,45 die 1; -Achse schneidet, d. h. dem Wert a = 1,44 entspricht 
(f = 1; = 1,45, eine Tatsache, die schon aus Fig. 72 und 73 hervor­
ging. 

Den Wert von 1;, fiir den die GroBe I) - 1;, also I), unendlich 
groB wird, bestimmt man vermittels der Bedingungsgleichung: 

Bl e' sin 1; - B2 e-' sin 1; - B3 e' cos 1; + B4 e-i; cos 1; = 0, 

die III folgende einfache Form: 

(8) @:lin ~ [cos 1; @:lin (a + 1;) - sin 1; (£of (a + 1;)] 
- sin IX [(£011; sin (a + 1;) - @:lin 1; cos (a + 1;)] = 0 

iibergeht. Damit sind wir zu einer Beziehung zwischen den zwei 
GroBen a und 1; gelangt, wenn I) unendlich groB ist. 

Bei einem Stab mit endlichem I) nimmt der Wert I) bei ge­
gebenem a mit zunehmendem I) abo Er wird sich aber bei beliebig 
groBer Zunahme von I) nicht unbeschrankt vermindern, sondern 
nahert sich einer bestimmten Grenze. Diesen Grenzwert liefert die 
letzte Gleichung. Setzt man darin beispielsweise a = 1,44, so be­
rechnet sich hierfiir 1; = 0,648. 

Die Kurven I) - 1; sowie I) schmiegen sich also beideeiner durch 
den Punkt 1; = 0,648 verlaufenden, zur lotrechten Achse parallelen 
Asymptote an [Fig. 78]. 

Fig. 79. 

Denken wir uns das Ende eines Stabes iiber die Strecke a 
gleichformig mit q belastet [Fig. 79], so existiert bei geniigend groBer 
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StabUtnge eine bestimmte Strecke 0 E, die bei der Druckverteilung 
der Last auf die Unterlage wirksam ist. Die GroBe dieser Strecke 
ergibt sich ohne weiteres aus der obigen Gleichung; denn diese trifft 
hier zu, da wir ja a unendlich groB angenommen hatten. 

Stellt man sich aus Gl. (8) einige entsprechende Werte von a 
und , graphisch dar, so erh1iJt man die Kurve in Fig. 80. Diese 
laBt das wichtige Verhaltnis zwischen den beiden GroBen a und , 
erkennen: wenn a = 0 ist, wird auch ,= 0, und beide· nehmen 
ungefahr in geradem Verhaltnis zu, bis (( den W ert ~:n erreicht. 

+!; 
I 

! I--' 
IX' ~ I ./ 
0,5 qZ"'7 V r-:-- q8 q396 i 

q5 r--I-- 10 tJ,'f89 
/ 

I--I-- 1,7''1 q650 / 
~ 1{682 / 

/ 
/ '" l( ~ 

/ ~ 
/ <;,; 

/ 
/ 

V 

Fig. 80. 

C. Der Stab ist in der Mitte festgehalten. 

§ 45. Allgemeines. 

U m zu verhindern, daB sich der mittlere Teil eines Stabes von 
seiner Unterlage abhebt, wird man ihn an dieser Stelle vermittels 
eines Verankerungsbolzens oder auf ahnliche Art befestigen. 

1m folgenden nehmen wir an: ein Stab sei in der Mitte derart 
festgehalten, daB er in bezug auf die lotrechte Bewegung, aber nicht 
in bezug auf die Verdrehung gebunden ist, obgleich die letztere 
Forderung bei symmetrischer Belastung nicht unbedingt erfiillt 
werden muB. 

Es tritt hierbei an der Befestigungsstelle 0 ein Auflagerdruck X 
auf. Nimmt man fur die Gleichungen der elastischen Linien AO 
und 00 dieselbe Form wie in § 32 an, so sind die acht Unbekannten 
Al bis A3 , BI bis B 4 und X zu bestimmen. 
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In den Punkten A und 0 bekommen wir sechs Bedingungs­
gleichungen, welche dieselbe Form wie (I) bis (VI) in § 32 haben. 
Die beiden iibrigen ergeben sich aus der Erwagung, daB in der 
Stabmitte 

------------l----------~I , I 
~a___t_z----t--s-z~ I 

: t------ts I s ----r-a-1 
: I! i I I 
I I I I {J :: 

. ;/ - - .lc-~-.fij-~., R~.?;;.m~~ .. Pi .. ;,;}i .. . W;.o/ir-~" ~lflm'lt!!lj*l~ 

fxf:~ 
A~ 

r!! +!! 

y=o 

x 

Fig. 81. 

-x 
Q= --;2--

sein muB. Sie lauten in entwickelter Form: 

(9) 

(VII) [Bl ea + B'J e-a] cos a + [B3 ea + B4 e-a] sina = 0 

(VIII) Bl ea[ cosa + sin a] -Bg e- a[ cosa- sinaJ-B3 ea[ cosa- sin a ] 
-2X 

-B4 e-a[cosa+sina]= KL-· 

Der Auflagerdruck X berechnet sich: 

2 q L [(£Of a sin a cos .3:. + cos a @Sin a (£of .3:.J 
X= 2 2 

Q 1 ., 1 (£of- - + COS"-
2 2 

Daraus erhalt man fUr die Bedingung X = 0 die Gleichung 

(10) (£of a sin a cos ~ + cos a @Sin a (£of ~ = 0, 

die notwendiger~eise von derselben Form wie Gl. (5) ist. 
Das Biegllngsmoment Mo hat den Ausdruck: 

(11) M, ~ [ --;. qL' ~l ['0'~(6ino'in" - ~or o ooi n) 
2 (£of2"2 + cos2 "2 

+ (£of ~ (sin a @Sin a + cos a (£of a)J . 
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Die Bedingung fUr Mo = 0 lautet daher: 

(12) cos~ [@3inasina- (fof acosa ] + (fof ~ [sina@3ina + cosa (fof a] = O. 
2 2 

Die graphische Darstellung der GIn. (10) und (12) zeigen die Kurven I 
und II in Fig. 82. Die Kurve list dieselbe wie in Fig. 73. 

Aus ibpen geht hervor, daB der Auflagerdruck X eines Stabes 
positiv oder negativ ausfaJlt, wenn der Punkt, dem die Koordinaten 
(a, a) entsprechen, sich, bzw. unterhalb oder oberhalb der Kurve I 
befindet, wahrend das Biegungsmoment Mo nega1iv oder positiv 
wird, je nachdem der Punkt sich beziiglich der Kurve II in dem­
selben Verhaltnis befindet. 

z,so 

f\ r-
~ No,,oos. ../' 

J.....--" II 
= 

No, neY' 
2,00 

"- ----~ ,(, neY' ./V I 

r-... 1--

,(,,005. 

I +x 
o 0,5 1,0 1,5 8,0 

Fig. 82. 

Zur naheren Erklarung sei beispielsweise a = 1,44 und a ver­
anderlich. Man erhalt fiir diebeiden GraBen die nachstehende Figur, 
welche lehrt, daB X anfanglich bis zu einem Werte von a = 1,45 
positiv, Mo bis a = 2,24 negativ ist. 

1m 'allgemeinen durchlaufen die X- und 1I'lo-Kurven von ge­
wissen Werten a ab, die zum erstenmal beide GroBen verschwinden 
lassen, Wellenlinien von der Lange n. Ferner sieht man, daB das 
Biegungsmoment Mo bei dem Wert von a, fiir den der bisher positive 
Auflagerdruck X das V orzeichen wechselt, noch negativ bleibt, d. h. 
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daB dort der Stab noch nach unten gebogen ist. M 0 wechselt sein 
V orzeichen erst nach X, also fUr einen spateren Wert von (], woX 
selbstverstandlich schon negativ ist. 

I--\---f,fg -------~, 
, 
I 
I 

'---t-<---- Jt -; 
I 
I 

-----.Jt I , 
I 

o·~-~~~~z~-=~J==~~~~~~:~+6 

I 

~ 
tx,fJOS, ~.'" 

~'---t9'1L--'" , o '. _. , 
I %=0 lJ ' 

I 

I ~,wL"""" o __ I : 

Fig. 83. 

§ 46. Der Stab ist auf der ganzen Lange belastet. 

Nimmt man fUr die Gleichung der elastischen Linie die Form 

y = ~ [(AI e~ + A2 e-~) cos ~ + 2 A3 ([of ~ sin ~J + -it 
an, so lassen sich, wenn man in den Gleichungen des vorigen Falles 

I l---------~ 
I l r-- r a ------t 
I 

Fig. 84. 
Hay ash i, Theorie des Trager •. 11 
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(j = 0 setzt, die drei Konstanten Al bis A3 foIgendermaBen be­
rechnen: 

(13) 

(14) 

!
Al= 

A2 = 

IA = 
~ 3 

- q [[ofa (cosa + sina) + e- a cos a] 
K [[oi~a + costa] 

- q [[0 f a ( cos a - sin a) + en cos a] 
K [[ofea + cos~a] 

- q[[ofasina - l5ina cos a] 
Kl[Df~a+cos2a] 

Es ergibt sich ferner 

Man sieht aus den Formeln, daB der Auflagerdruck X stets positiv, 
das Biegungsmoment Mo stets negativ ist, und beide mit zunehmen­
dem adem absoluten Werte nach wachs en. Wenn a = 00 ist, nahern 
sie sich bzw. den Werten 2 qL und - -~. qL2. 

Die Auflagerkraft X und das Biegungsmoment Mo' welche eine 
auf einen endlosen, elastisch gelagerten, in einem Punkt gestiitzten, 
biegsamen Stab wirkende gleichmaBig verteilte Last q im Stiitzpunkt 
erzeugt, sind mithin so groB wie der Druck bzw. das Biegungs­
moment im Stiitzpunkt eines ebenso belasteten, einfachen Stabes 
von der Lange 2 L, der nur in der Mitte gestiitzt ist [Fig. 85]. 

,. 2L • I 
I I 
I I 

: f/; : 
1111111111111111:11111111'1111111 

it· : I I 

: X=ZfTL : 
I I 
I r 
, I I 

I _ L2 ~s 
1 

Fig. 85. 

Die HilfsgroBe fiir Mo ist im folgenden zahlenmaBig angegeben; 
diejenige fiir X findet man auf S. 87. 
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a 

° 0,01 
0,02 
0,03 
0,04 

0,05 
0,06 
0,07 
0,08 
0,09 

0,10 
0,20 
0,30 
0,40 
0,50 

0,60 
0,70 ! 

0,80 

(£of 2a - cos2 ", II '" I (£o\2a - cos2 a 
(£of2a + cos2 a (£o\2a + cos2 a 

° 0,000 
0,000 
0,001 
0,002 

0,003 
0,004 
0,005 
0,006 
0.008 

0,010 
0,040 
0,090 
0,159 
0,245 

0,347 

1

1.1 0,90 I 
I 1,0 

.1. 1,1 I 
! 1,2 
II 1,3 I 

1,4 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 

1,9 
2,0 
3,0 
4,0 
5,0 

0,458 00 

0,571 

0,683 
0,781 
0,862 
0,923 
0,964 

0.988 
0~988 
1,000 
0,996 
0,989 

0,983 
0,976 
0,981 
0,999 
1,000 

§ 47. Del' Stab ist an den Enden mit gleichen Einzellasten P 
belastet. 

Dieser Fall ist mit dem vorigen eng verwandt, obschon von 
einer gleichformigen Belastung bei ihm nicht die Rede sein kann. 
Die Ergebnisse konnen aul3erdem annaherungsweise auf einen Stab 
angewendet werden, dessen gleichformige Belastung sich an den 
Enden auf eine kurze Strecke ausdehnt, so daB man sie durch 
Einzellasten ersetzen kann. 

'------ l -----' 

~rx 
A~ a~aL 

rJl 

Fig. 86. 

Nimmt man die Gleichung der elastischen Linie 

11* 



Ct; 

0,0 
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 

1,0 
1,2 
1,4 
tn-
1,6 
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an, so berechnet sich 

A = ~ P [sin2a + ~_+ e- 2_ul 
1 . KL [C1of2 a+ cos2 aJ 

(15) 
- P [sin2a-l - e2a ] 

A., = KL [It' f~ , Q ] " 12-0 "a ---r cos-a 

A = 2 Pcos2 a 
3 KL[C1of2 a + cos2 a] , 

ferner 

(16) 

Der Auflagerdruck X, der fur anfangliche Werte von a positiv 
ist, verschwindet, wenn cosa = 0 oder 

Das Biegungsmoment M o' von negativen Werten ausgehend, wird 
Null, wenn 

::tg « =~ - tg a 

oder a = 2,365, ... 

Mit wachsendem a nehmen X und Mo abwechselnd positive 
oder negative Vorzeichen an und nahern sich der Null. 

Die Koeffizienten von X und Mo finden sich tabellarisch in 
der folgenden Zusammenstellung: 

4 ([of Ct; cos IX I @JinlX cos IX + sin a [of IX I 
([of21X + COS21X ([of21X + COS21X 

IX 
I 4 ([of IX cos IX I @JinCt; cos Ct; + sin IX ([of 

([of21X + COS2 1X ([of21X + COS21X 

2 ° 1,8 - 0,291 0,243 
2,000 0,200 2,0 -0,436 0,132 
1,975 0,396 2,365 - 0,520 ° 1,871 q,574 2,5 -0,;,12 - 0,031 
1,343 0,570 3,0 -0,390 -0,083 

1,248 0,723. 3,5 -0,226 ---,- 0,078 
0,772 0,655 4,0 -0,096 -0,052 
0,316 0,525 in ° -0,018 

° 0,4 5,0 0,015 -0,009 
-0,045 0,378 00 ±O ±O 
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§ 48. Del' Wert (j ist, bei gegebenem a, gl'ofier als del' aus 
Gl. (12) berechnetc. 

Fig. 87. 

1. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. Hierbei nimmt das 
Biegungsmoment M 0 positive Werte an. Es tritt also beiderseits 
del' Mitte eine Abhebung des Stabes auf. Man hat wieder die 
drei Teile del' elastisehen Linie gesondert zu betraehten. Die fur 
AG, GE nehmen bzw. die Formen 

an. 
Handelt es sieh um den dritten Teil EO, so geht man von der 

Differentialgleiehung 

__ ~x 

, 
i' s-z---~ 

ry 

Fig. 88. 

aus. Naeh zweimaliger Integration gelangt man zur Gleiehung 
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worin 0 1 und O2 zwei Integrationsfestwerte bedeuten. 
Fii r x = 0 ist y = 0; daraus folgt O2 = o. Ferner, da fUr 

x = s - z dy = 0, y = 0 sein muE,' hat man 
dx 

(17) 

a = s-z rX(s-z)_M ] 
1 EJ L 4 E 

ME = X(s - z). 
3 

Man findet daher als Gleichung der elastischen Linie fUr EO: 

y = - XEJx [x~ - 2 (s - z) x + (s - Z)2J. 
12 

Nun sind noch die neun Unbekannten Al bis A3 , BI bis B4 , 

X und z zu ermitteln. Es bestehen am Ende A und an der AnsehluB~ 
stelle a der zwei Teile AO und a E fiinf Bedingungsgleichungen von 
derselben Form wie in § 41. Del' Umstand, daB im Punkt E y = 0 
sein muB, liefert dieselbe Gleiehung wie § 37, (VI). Die iibrigen 
drei findet man aus den drei Grenzbedingungen in demselben 
Punkt 

(VII) 

(VIII) 

(IX) 

Wirgeben die Gleiehungen auf der naehsten Seite iibersieht­
Heh an. 

2. Erganzungsbeispiel. Die AusfiihrungensoIIen weiter durch ein Zahlen­
beispiel erganzt werden. 

Es moge die Sohle des in Fig. 76 gegebenen Trockendocks unter der in 
diesem Paragraphen zugrunde gelegten Annahme noch einmal berechnet 
werden. Es folgt 

2 
XL 
4 

3KL2 

L 
6EJ 

2 
50·347,30 

4 
3.50.347,302 

= 1,151.10-4 

= 2,211.10- 7 

347,30 3 181 10-10 
6·143200·1270000='· . 
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Setzt man die Zahlenwerte aus d€m betreffenden Beispiel ein, so er-
geben sich 

Al Ae A3 BI Be 'I B3 B~ ] 
1 -1 -2 0 0 

I 
0 0 0 

0,550 0,031 4,420 -1 -1 0 0 - 0,04q 

-3,634 - 0,266 4,531 -1 1 -1 -1 0 

4,185 -0,2;J5 -0,520 I 0 0 1 -1 0 

4,735 0,204 3,368 -1 1 0 

0 0 0 el; cost e-~ cos t l sint e-~ sint 0 

0 0 0 I e~ [cost - e-~ [cost - ei; [cost -e-~ [cost 1,151.10-4 X 
, + sint] - sint] - sint] + sint] 

und 

BI ei; sine - Bee-I; sint -B3l cost + B 4 e-1; cost + 2,211.10-7 (8 - z) X = 0 

BI ei; [cost - sint] - B 2 e-1; [cost + sint] + B3i [cost -I- sint] 

+ B 4 e-i; [cost - sint] + 3,181.10-10 (s - z)" X = O. 

Durch Probieren erhiilt man: 

und also 

8-Z= 269,90 em 
X = 46,65 q 

Z = 895,00 - 269,90 = 625,10 em 

. 625,10 1 8 
C; = 34730 = , . , 

I 1.J9Scm-----; 
I 

:--so0--r-6Z4"10i I 

I rr. I I " 

~ 
Fig. 89. 

Da t bekannt ist, findet man leieht aIle iibrigen GraBen, nach denen 
gefragt ist. Man bereehnet 

Al = - 6,65·10-4q 

A2 = 87,10 " 

A3 =- 46,85 

BI = - 0,052.10-4 q 

B2 = 191,90 

B3 = 1,84 

B, =-22,12 " 

Zum Vergleich haben wir in der nebenstehenden Figur die gefundenen 
Sohlensenkungen oder -abhebungen, Biegungsmomente und QuerkrMte fUr 
beide Berechnungen mit demselben MaBstab aufgetragen. 



§ 49. Der Stab hat konstantes Tragheitsmoment. 169 

Es ist daraus ersichtlich, daJ3, wenn sich eine Befestigung in der Sohlen­
mitte befindet, die Senkung sowie die Querkraft ganz unwesentlich davon be­
einfiuJ3t werden, wahrend das Biegungsmoment in der mittleren Strecke da-

, 
, " 

, (j'; , 

~ , 'I • 

'~':': , , , , , 
, , 

I I 1- I I I 
I I I I 'I 

Fig. 90. 

durch erheblich vermindert wird. Das hat eine bedeutende Vergr6J3erung der 
Festigkeit sowohl der Sohle, also auch der des ganzen Bauwerkes zur Folge, 
weil, wie eine einfache Uberlegung zeigt, die elastische Formanderung der 
Sohle, von der die elastische Bewegung der sich darauf befindlichen Seiten­
mauern wesentlich abhangt, dementsprechend verkleinert wird. Hierauf werden 
wir in einem der nachfol~enden Abschnitte ausfiihrlicher zuriickkommen. 

D. Der Stab ist in der mittleren Strecke gleichformig 
belastet .. ' 

§ 49. Del' Stab hat konstantes Tragheitsmoment. 
Nimmt man als Gleichung der elastischen Linie fUr AO und 

OD bzw. 

Y = ~ [(AI e~ + A2 e-~) cos~ + 2 A3 [of ~ sin~J 

Y= ~ [(BIe"+B2e-~)cos~+(B3e~+B4e-~)sin~J+ i. 
an, so merkt man sofort, daB man, um die sieben Konstanten zu 
bestimmen, zu genau denselben Bedingungsgleichungen wie in dem 
Fall § 41 gelangt, indem man nur das Vorzeichen von q andert. 
Die Ausdriicke fiir Al bis A3 und Bl bis B4 sind also in heiden 
ihren absoluten Werten nach gleich [vgl. GIn. (1), (22)J. 
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Man iiberzeugt sich davon, wenn man bedenkt, daB ein durch­
weg gleichformig beschwerter Stab, der als Zusammensetzung der 
beiden ebengenannten FaIle betrachtet werden kann, die Gleichung 
der elastischen Linie 

.q 
y=X 

annimmt, d. h. die Senkung durchweg gleichformig ist. 

'RIC ----'""I 

c 

Fig. 91. 

Die Mittelsenkung berechnet sich 

=!l [1 _ 2(COSO [of ~ 6ina + [Ofacos; sina)] 

(19) Yo K 6inA + sinA ' 

wobei A = 2 (a + 0) ist. 
Bei gegebenem 8, also 0, ist die in Klammern stehende Funktion 

nur von a abhangig. Man berechne z. B. fUr 0 = 1 Werte der 
Funktion und daraus solche von Yo fUr verschiedene Werte a. Die 

gegeben: J=1 



§ 50. Die belastete Strecke hat ein unendlich groBes Tragheitsmoment. 171 

Figur zeigt die graphische Darstellung des Ergebnisses. Man erkennt 
daraus, daB, wenn IX den Wert 0,4 iiberschreitet, die Mittelsenkung 
keine weitere wesentliche Veranderung erleidet. 

SchlieBlich erhalt man fUr die Endsenkung 

(20) YA=K[ . /+. 1J.[coslX@lin(1-1X)-sinlX[of(1-1X) @lm sm 
- cos(l - IX)@linlX + sin(l- IX) [ofc,]. 

Um die gr6Bte wirksame Lange des Stabes fur einen gegebenen 
Wert von 0 zu bestimmen, setzt man die letzte Gleichung gleich 
Null: 

(21) COSIX @lin(l - IX)' - sin IX [of(l - IX) 
- cos(l - IX) @linlX + sin(l - IX) [oflX = 0. 

Wenn man die Kurve, die dieser Gleichung entspricht, durch eine 
gebrochene Linie annahernd wiedergibt, wie es Fig. 93 zeigt, dann 
erhiilt man: 

r wenn 0 zwischen ° und 0,7 liegt, 

1 ,,0 " 0,7" 1,4 " 
~ ,,0 " 1,4" 3,0 " 

+X 

~, 
~ 

",,0 
~ 

"'-
~ 
~~ 

::; ~ ", '" 
qz 

o :;'!-
Fig. 93. 

IX = ~n - 0,7730 
IX = 1,390 - 0,2500 
IX = 0,780. 

§ 50. Die belastete Strecke hat ein unendlich grofies 
Tragheitsmoment. 

f 
~ 
<:)' 

1 

Die Formeln k6nnten aus denen des letzten Falles unmittelbar 
abgeleitet werden. Da aber die mittlere Strecke 0 D eine gleich­
miiBige Senkung erleidet, - sie sei mit Yo bezeichnet, - behandelt 
man die Aufgabe bequemer wie die in § 22. 
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an. 

I" l -, 
, ' r---a:~2S "I' a---j 
I' I, 
I f-<-s -1 I , 

~---~--~-f . ·~IIII!I. __ ~l 
J=oo 

Fig. 94. 

Man nimmt fur die uberstehende Strecke DB die GIeichung 

Y = ~ [(AI e~ + A2 e-~) cos~ + (A3 e; + A4 e-;) sin ~J 

Die vier ersten Bedingungsgleichungen in § 22 konnen hier 
Geltung finden. Die letzte Bedingungsgleichung nimmt die Gestalt 

281] = 2 [8KYo + !~dX J 
an. 

Die Ausdrucke fur Yo und Al bis A4 nehmen also dieselbe Form 
wie § 22, GIn. (44) an, wenn man darin anstatt P den Wert 281] 
setzt. Es gestalten sich daher die GIeichungen fUr die Senkung des 
mittleren Teiles sowie fiir die elastischen Linien der iiberstehenden 
Strecke ebenso, wie wenn die ganze Last 281] in der Stabmitte kon­
zentriert ware [vgl. § 22]. 

Der mittlere Teil des in Fig. 33 skizzierten Stabes sei mit I] 

gleichmaBig belastet. Setzt man in den in § 22 gewonnenen Aus­
drucken fur Yo und Al bis A4 

P = 281] = 4101], 
so erhalt man 

Yo = 36,08.10-3 q 

Ai = 5,44 

A2 = 66,70 
" 
" 

A3 = 2,43.10-3 q 

A4 = 58,82 " 

Die M- und Q-Flachen sind in :Fig. 33 durch gestrichelte Linien 
gekennzeichnet. 



VI. Abschnitt. 

Trager mit elastisch llachgiebigen Stiitzflachell. 

§ 51. Vorbemerkungen. 

Wenn auf einen Mauerkorper an einer Stelle eine groBe Last, 
z. B. der Auflagerdruck eines Bruckentragers, iibertragen werden 
solI, sucht man die zunachst ziemlich konzentriert auftretende Be­
lastung mit Hilfe einer Eisenplatte auf die Mauer zu verteilen. Die 
statischen Berechnungen von Tragern werden indessen im allgemeinen 
unter der Voraussetzung durchgefiihrt, daB der Stiitzendruck sich in 
einem Punkt konzentriert. Diese Annahme fiihrt bei einigen be­
sonderen Fallen zu wenig befriedigenden Ergebnissen. 

Zum Beispiel wird bei einem Balken, der an beiden Enden ein­
gemauert ist, fast ausnahmslos vorausgesetzt, daB jede Drehung sowie 
Verschiebung der Balkenenden unmoglich ist; die Berechnung des 
Balkens erfolgt daher meistens unter der Annahme, daB an der Ein­
mauerkante die elastische Linie von der ursprunglich geraden Balken­
'achse beruhrt wird. In Wirklichkeit aber erleidet der Balken bei 
jeder Veranderung del' Belastung eine Drehung und manchmal selbst 
eine Verschiebung an der Einmauerkante; dabei haben die Beschaffen­
heit und Festigkeit des Stutzkorpers sowie das elastische Verhalten 
des Balkens einen betrachtlichen EinfiuB auf die Beanspruchung des 
letzteren. 

Derartige Untersuchungen bilden ein sehr wichtiges Kapitel del' 
Festigkeitslehre, weil dabei, wie die Praxis haufig zeigt, bedeutend 
groBere Krafte auftreten konnen als die gewohnlich in Rechnung ge­
stellten, so daB sie fiir die Spannungsverteilung im Trager, also fiir 
die Festigkeit des ganzen Bauwerkes sehr ins Gewicht fallen. 

Es sei vorausgesetzt, daB die konstruktive Verbindung zwischen 
Trager und Stiitzkorper vollig wirksam ist, und daB, wenn der Trager 
sich kriimmt, auch die Stiitzfiache ihre Gestalt andert, urn sich der 
Formanderung des Tragers anzupassen, d.h. es miissen in jedem 
Punkt der Stiitzfiache Trager und Lagerkorper dieselbe Formanderung 
aufweisen. Bei einem beiderseits eingemauerten Trager tritt, so­
lange es sich urn eine maBige Einmauerungslange [vgl. Fig. 95, AC] 
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handelt, ein Druck der Stiitzfiache gegen den Trager auf, der auf 
ihrer linken Seite abwarts, auf ihrer rechten aufwarts gerichtet ist. 

Ferner nehmen wir an, daB die Stiitzfiache nur in lotrechter 
Richtung Widerstand zu leisten vermag, und vernachlassigen den 
unendlich kleinen Unterschied zwischen der Verschiebung der neu­
tralen Achse und den Verschiebungen der auBersten Tragerfasern; 
wir diirfen also den in irgend. einem Punkte der Stiitzfiache 
herrschenden Druck ·proportional der Senkung y dieses Punktes setzen; 
daher gilt die Beziehung § 1 (1), wobei unter y sowohl die Senkungen 
der Stiitzfiache als die Ordinaten der elastischen Linie der Trager­
achse selbst verstanden sind. 

AuBer diesem senkrechten Widerstant;! p kann und wird in der 
Regel auch ein Tangentialwiderstand langs der Auflagerflachen ent­
stehen. Diesen lassen wir auBer Betracht mit dem namlichen Rechte, 
mit dem bei den fruher behandelten Aufgaben die durch die elaftische 
Bewegung der Trager zeitweise hervorgerufenen, unregelmaBigen, 
wagerechten Widerstande vernachlassigt wurden. 

N ach diesen Voraussetzungen konnen die folgenden Aufgaben 
auf genau derselben Grundlage wie die vorhergehenden behandelt 
werden. 

A. Der Trager ist beiderseits eingemanert. 

§ 52. Allgemeine Gleichungen. 
1. Entwicklung der Hilfsgro6en. Urn hierbei die Entwicklung 

nicht allzu kompliziert zu gestalten, solI eine Einzellast in der Trager­
mitte angenommen werden. 

t--a~-t---­

I 
I 

r?/ __ ?/ 

l-----a----+f 
I 
r 
I 

Fig. 95. 
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Wie schon erwahnt, darf man fiir das eingemauerte Tragerende 
A C die Gleichungsform 

y = ~ [(AI eli + A2 e-~) cos ~ + 2 A3 ([of ~ sin ~J 
annehmen. Der Koordinatenanfang sei in der Lotrechten durch das 
Ende A gewahlt. Die Veranderliche ~ hat den Ausdruck ~ = x /L, 
wenn L fiir das dem Auflagermaterial entsprechende K aus § 3, (6) 
berechnet ist. 

Die Differentialgleichung der elastischen Linie fiir die Strecke 
CD laBt sich unter der Annahme unveranderlichen Tragheitsmomentes 
in der Form 

oder 

darstellen. Das allgemeine Integral lautet: 

(1) y = BI x 3 + B z x 2 + B3 X + B 4 • 

Zur Bestimmung der sieben Konstanten Al bis A3 und BI bis 
B 4 hat man bekanntlich 

(I) Al - A z - 2 A z = 0 . 

Verlegt man den Koordinatenanfang fiir CD nach der Auflager­
kaQte C, so ergeben sich dort die vier Bedingungsgleichungen [vgl. 
§ 6, (28)J: . 

(II) 

(III) 

(IV) 

(V) 

Al e" cos a + A2 e- a cos (( + 2 A3 ([of a sin a = 2 B4 

Al ea [cos a - sin a J - A2 e-" [cos a + sin a J 
+ 2 As [([of acos (( + !Sin a sin aJ = 2 LB3 

Al e" sin a - A2 e-" sin c, - 2 A3 !Sin a cos a = - 2 L2 B2 

Al ear cos a+ sinaJ - A 2 e-"[ cos a - sin aJ 
- 2Ag[([of a cos a -!Sin a sinaJ = - 6L3 Bl' 

worin 
a . 

a = LIst. 

1) Wenn es sich um stetige Belastung q handelt, Iautet die Gleichung 

d4 y 
EJ dx" = q, 

wobei q eine Funktion von x darst3IIt. Bei konstantem q ergibt sich 

_ _ qx4 B1 x3 B2 x2 , 
Y - Y - 24EJ+ ~ + --2--,B3 x+B4 • 

1st q = k x + qo, wobei k und qo konstant sind, so erh1ilt man 

kx5 

y=120EJ+ Y ' 

wobei q in Y durch qo ersetzt werden muE. 
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Da schlieDlich in der Tragermitte 

dy d3 y -p 
dx = 0 Q = - EJ dx3 = -2 

sein muD, erhalt man l ): 

(VI) 

(VII) 

~ Bl l2 + B2 1 + B3 = 0 

'iKL4B = -p 
2 1 2 

Die Auflosung des Gleichungssystem liefert 

Al = K~;lj [p {~of a (cos a + sin a) + e-acos a} +L 1 (@5inacosa - e- a sin IX) 

+ ~ {@5ina (cos a - sin a) + e-a sin a}] 

A2 = .K~2Li [L2 {~of a (cos a - sin a) + etl cos a} +L l (@5inacosa - etl sin a) 

r ] - 4" {@5in a (cos a + sin a) + etl sin a} 

A3 = K ~ L1 [p (~of a sin a - @5in cc cos a) + L 1 @5in a sin a 

r J + 4" (@5in a cos a + ~of a sin a) 

B P [12 ( . 0 • ") L" (" 0 )] 
2 = KL4LJ 4" ,@5m"cc - sm"a - "~of"a - cos"a 

Bs '2:~!J [f(@5in2a+sin2a) + 2L(~of2C' - cos2 a)] 

B p rL" (0 ") L1 ( .) 12 (0 " )] 
4 = KPLJ L " ~of"a + cos"a + 2 @5in2a- sm2a + 4" ~of"a - cos"a 

wobei 

LJ = L (@5in 2 a+ sin 2 a) + 1 (@5in2 a - sin2 a) 

ist. 

1) Fiir ein iiber die ganze MittelOffnung sich erstreckendes, gleichformiges 
q nehmen diese zwei Gleichungen folgende Form an: 

(VI) 

(VII) 

B1 (~r +B2l +2 B3 = ;.;.~~ 
-ql 

B1 =2EJ' 



(5) 
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2. Aufstellung der Formeln. Mit diesen Ausdriicken folgt fUr 
den eingemauerten Teil AO: 

(3) Y = K~2,1 [L2{(£ofa(£01~cos(a-~)+cosacos~(£0j(a-~) 
+ (£ofa sina cos~ @?in~ - @?ina cosa sin~ (£of n 
+ Ll {@?ina (£of~ cos (a -~) - sin a cos~ (£of(a - ~)} 

+~{@?ina @?in~ cosacos~ + (£of a (£of~ sinasin~ 
4. " 1 
- @?ina(£of~sin(a-~) - sinacos~@?in(a-~)} J 

Fur die freiliegende St,recke 00 erhaIt man: 

Setzt man darin ~ = ~, so ergibt sich die Durchbiegung in 

der Tragermitte 

YMitte = :,1 [~; (@?in2a - sin2 a) + :; (@?in2a+sin2a)+ ~2 ((£of2/i - cos2a) 

Das Biegungsmoment an der Auflagerkante 0 betragt 

Mo = - EJ "~ = - 2EJB2 [d"' J 
dx x=O(OO) 

~lQ,Q .Q l2'Q .Q] 
P L" (@?m"a - sm"a) -4' (@?m"a - SIn-a) 

2 [L(@?in2a+ sin2a) + l (@?in2 a-sin2a)]' 
(6) 

Fur die Tangente des Drehungswinkels {)o an der Kante 0 er­
halt man den positiven Ausdruck 

tg{)o = fdYJ = B3 
dx x=O(OO) 

(7) = J:._l [~l (@?in2a+sin2a)+2L((£of2a-cos2a)]. 
2 KL3 L (@?in2a+ sin2a) + l (@?in2 a - sin2a) 

Hayashi, Theorie des Tragers. 12 
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Der Wendepunkt der elastischen Linie bestimmt 'sich durch die 
Bedingung 

(8) 

[d~YJ dx2 GI.CO = O. 

Daraus findet man ohne weiteres 

il2 [Sin2 a - sin2 a] - L2 [(£oF C, -- cos2 a] 
x 0 = L [Sin 2 a + sin 2 a J + l [lSin 2 a - sin 2 a] 

3. Zahlenbeispiel. Der in Fig. 96 a skizzierte Doppel-T-Trager, NP.20 
mit J = 2139 cm4 , hat eine Liehtweite von 600 em und ist in seiner Mitte mit 
einer Einzellast W belastet. Die Einmauerungstiefe a betragt :38,4 cm. Die Auf­
lagerbreite des Tragers ist 90 mm; die auf 1 em Breite reduzierte Belastung 
betragt also P = W /9. Vom Eigengewioht des Tragers ist abgesehen. 

Fig. 96a. 

r 
~ 
.~ 

l!! 

~ 
~ 
L to 
4; . 

;---18. () ------.: 
I 
:, .If,72---'-<----' 
I 
I 
I 
I 
! .78, "'cm'----'<--~ 

Fig. 96b. 

Es sei K = 500 kg/cm3 , E = 2100000 kg/em2 • Somit bereehnet sieh 

_4/4 E J 
L= V bK =44,65 em 

und ferner 

cc = :4~6~ = 0,86 [cc = 49° 16',76] 

Ai = 0,938.10-5 W 

A2 = - 9,050· " 

As = 5,000· " " 

Es ergibt sioh dann fiir A C: 

10-5 W. . . 
y = -2 - [0,938 e' COS; - 9,050 e- < cos; + 10,000 ([of; sm;] 

5·10-S W . 
P = --2- [0,938 e~ cos;-9,050e-< cos~+ 10,000 ([of ; sin;] 

M = -22,420 W [10,000 @?in;eos;-0,938 i sin;-9,050 e-; sin n 
M bezieht 8ieh auf die ganze Tragerbreite 9 em. 

Fiir verochiedene Stiitzpunkte wurden nach diesen Formeln Werte von 
p und .ill erreehnet und in Fig. 96 b aufgetragen. 
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Die Spannungsverteilungslinie unterscheidet sich kaum von einer geraden 
Linie. Fiir Stiitzk6rper mittlerer Widerstandsfahigkeit ist also die Annahme 
einer geradlinigen Spannungsverteilung in praktischer Beziehung gerechtfertigt. 

Aus der M-Linie erkennt man, daB das gr6Bte Biegungsmoment, fiir das 
die Beanspruchung des Tragers bemessen werden muB, in einer kleinen Ent­
fernung e von der Einmauerkante entsteht. Mit zunehmender Tiefe nehmen 
die Biegungsmomente rasch abo Es berechnet sich 

e = 2,68 em Mmax = - 39,96 W, 
wahrend Me = - 39,08 Wist. 

4. Sonderfiille. Es sei a unendlich groB. Hierunter versteht 
man praktisch den Fall, bei dem entweder die Einmauerungslange a 
in Vergleich zu L verhaltnismafiig groB, oder bei gegebenem a der 
Elastizitatskoeffizient K erheblich groB ist. 

Da dabei sin a und cos a gegen ®in a und (£of a vernachlassigt 
werden k6nnen 1), erhalt man fUr GO nach GIn. (4), (5) und (6) 

(9) 

(10) 

= JL I' - e + (A -= 2) ~2 + A .~ + ~+~J 
Y KL I. 3 4 2 4 

y. = --!-- [A3 + 622 + 122 + 24] 
Mltte 48KL 

- P [l- 2LJ l .J.'I1c = 8 . 

Der Abstand des Wendepunktes betragt 

l-2L 
[vgl. Gl. (8)J 

Xo =--4---' 

SchIie13lich sei K = OCJ • GIn. (4), (5) und (8) fiir GO gehen dann 
bzw. in die bekannten FormeIn 2) 

r 
Y =1:;J[(Tr-~(1rJ 

P l3 P l3 

1 YMitte = T92 E J = 48 KL4 (11) 

l Xo 4 

iiber, wahrend Gl. (3) fiir A G die Form Y = 0 annimmt. Ferner 
berechnet sich das Biegungsmoment lYle an der Auflagerkante G 

-Pl 
(12) M e=-8-' 

1) Somit vereinfachen sich die Ausdriicke fUr B 2 , B3 und B. wie folgt: 
P(l-2L) Pl P(l+2L) 

B2 = 4 K L4 Bo = 2i[J) B. = 4K L2 . 

2) V gl. Hutte, Des Ingenieurs Taschenbuch, 23. Aufl., 1., S. 549. 
12* 



180 Trager mit elastisch nachgiebigen Stiitzfiachen. 

§ 53. iJber die Einspammng des Tragers. 
Es ist von Interesse und zur Beurteilung der tatsaehliehen 

Inanspruehnahme nicht selten von Wert, zu untersuchen, bis zu 
welchem Grad die Einspannung eines beiderseits eingemauerten 
Tragers dureh die Naehgiebigkeit der Stiitzfiachen beeinfiuBt wird. 

Die Einspannung eines Tragers an einer bestimmten Stelle 
der eingemauerten Enden laBt verschiedene Definitionen zu. 1m 
folgenden wollen wir unter dieser Bezeichnung einen sole hen Gleieh­
gewiehtszustand des Tragers an der betreffenden Stelle verstehen, 
bei dem er dureh ein negatives Biegungsmoment beansprueht wird. 

1. Bedingung dafiir, da.B der Trager an den Enden ein­
gespannt ist. Damit die Biegungsmomente gegen die Tragerenden 
zu ein negatives Vorzeiehen haben, muB der Differentialquotient der 
Momentenlinie, also die Querkraft Q einen negativen Wert besitzen. 
An den Enden ist Q gleich Null; diese Bedingung fiihrt daher zu 

(13 1) [~~t = PA < O. 

Zuerst berechnen wir die Senkung sowie die entsprechende 
Pressung an der Einmauerkante C. Setzt man in GI. (3) ~ = ex, so 
ergeben sieh die positiven Ausdriicke 

Yc = K:2-j [L2 ((£of 2 ex + cos2 ex) + '~L l (@:lin 2 ex - sin 2 ex) 

(14) 
. + ~ (@:lin2ex + sin21X)] 

Pc= L~Li[L"]((£Of2ex+cos21X)+~Ll(@:lin21X- sin 2 IX) 

+ ~ (@:lin21X + Sin21X)], 

wobei sich der Ausdruck LI in Gl. (2) findet. Es entsteht also an 
der Auflagerkante immer eine Senkung, folglich ein nach oben ge­
riehteter Druck. 

Die Endsenkung YA und PA ergeben sich 

2P IL"' . Ll(. ) 
YA = KL2 LI l" - (£of IX cos IX - -2- (£of IX sm CI. - @:linlX cos IX 

P l - - @:lin IX sin IX 
4 J 

_ P Z2 (£of IX cos IX [2 L ] [2 L ] 
- 2 KL2L1 -Z - tglX -l + ~g IX 

(15) 

Pl2(£OfIXCOSIX[2L l[2L l 
PA= 2PLI -r-tglX~ -Z +~gal 
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Man erkennt daraus: Fur niedere Werte von a ist P A. in gleicher 
Weise wie Pc positiv. Die ganze Einmauerungslange a ist also nur 
durch einen nach oben gerichteten Auflagerdruck beansprucht. Aller­
dings kann man dabei nicht von einer Einspannung des Tragers 
reden; er ist beiderseits auf der Strecke a aufgelagert [Fig. 97 a J. 

Fig. 97 a. Fig. 97b. 

Da ein negativer Wert von 2L/l praktisch keine Rolle spielt, 
lautet die Bedingung fur YA. = 0, also PA. = 0, 

(16) 
2L 
-l- = tga. 

Diese Gleichung wird bei gegebenen lund L in jedem ungeraden Qua­
dranten einmal erfilllt; wir wollen abel' vorlaufig nur den ersten, also 
zwischen ° und -~- n liegenden Wert - er sei ao genannt - ins 
Auge fassen. 

Geht a uber ao hinaus, so wird PA. zunachst negativ. Der Trager 
erleidet an den Enden einen nach unten gerichteten Druck, und es 
liegt eine Einspannung des Tragers an den Enden vor. Die Be­
dingung (13 1 ) laBt sich dann in del' Form 

angeben. 

2L 
tga>-­/ l 

Damit ein beiderseits eingemauerter Trager, mit einer lichten 
Weite lund einem bestimmten L, an den Enden eingespannt ist, 
muB also bei einer Einzellast in del' Mitte die Einmauerungslange a 

groBer sein als Larctg (2t). Der Wert ao entspricht also der kleinsten 

Einmauerungslange des Tragers, die wir mit ao bezeichnen wollen 
[Fig. 97bJ. 

Dem Verhaltnis 2 L Il = 00, d. h. dem Wert J = 00 bei gegebenem 
K, entspricht ein unendlich groBes a o. Ein vollkommen steifer 
Trager kann also nie ale an den Enden eingespannt angesehen 
werden. 
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2. Bedingung dafiir, daB del' Trager an den Einmauer­
kanten eingespannt ist. Aus Gl. (6) geht hervor, daB Me, welches 
fiir a = 0 verschwindet, positiv bleibt, wenn a von Null an zu­
nimmt [Fig. 9 8 a]. Erfiillt aber a zum erstenmal die Bedingung 

(17) 

so verschwindet Me; bei weiterer Zunahme von a nimmt .llfe zu­
nachst das negative Vorzeichen an. Die gesuchte Bedingung lautet also 

(18) 
2L y@5in2 a - sin2 a 
-z< rc::., o +, o ' om" a SIn" a 

Da der Wurzelausdruck kleiner ist als 1 [so Tabelle S.183], wird 
dieser Bedingung nul' durch reelle Werte von a Geniige geleistet, 
wenn 

(19) l>2L 

~~r 
I 

I 

(~ 
t'1c,pos. 

Fig. 98a. 

odeI' 
Kl4 

J<-­
=64E' 

I-<--- a. • I , 1. --....! 
I I Z I 

~ jP 
I 

C~ 
Me, neg. 

Fig. 98b. 

Ein beiderseits eingemauerter Trager, dessen Lichtweite l bei 
gegebener Steifigkeit kleiner ist als 2 Loder dessen Tragheitsmoment 

J bei gegebener Lichtweite groBer ist als ! ~, kann also bei einer 

Einzellast in del' Mitte nie als an den Einmauerkanten eingespannt 
gelten. 

Bei gegebenem 2 L Il < 1 wird Gl. (17) durch einen bestimmten 
Wert von a im ersten Halbkreis erfiillt. Es gibt also in solchen 
Fallen stets im ersten Halbkreis Werte von a, die der Bedingung (18) 
entsprechen. 

Fiir praktische Berechnungen sind folgende Tabellen beigefiigt: 



2L 
~l~ 

° 0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

ex; 

° 0,01 
0,02 
0.03 
0:04 

0,05 
0,06 
0,07 
0,08 
0,09 

0,10 
0,20 
0,30 
0,40 
0,50 
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Fur Gl.(16). 

2L 

° ° I 20 1,508 30,16 
0,100 0,010 

I 
30 1,538 4fi,14 

0,197 0,039 40 1,546 61,~4 
0,292 0,Otl8 50 1,551 77,55 
0,3 1 0,152 60 1,554 93,24 

0,464 0,232 70 1,5;;7 108,99 
0,540 0,324 80 1,558 124,64 
0,611 0,4:28 90 1,560 140,40 
0,675 0,540 100 1,561 156,10 
0,733 0,6liO 200 1,566 313,20 

0,785 0,785 300 1,568 470,40 
1,107 2.214 400 1,568 627,20 
1,249 3:747 500 1,569 784,50 
1,326 5,304 600 1,569 941,40 
1,373 6,865 700 1,569 1098,30 

1,406 8,436 800 1,570 1256,00 
1,429 10,000 900 1,570 1413,00 
1,446 11,508 1000 1,570 1569,80 
1,460 Ifl,14 I 
1,471 14,71 00 

I 
}n i 

00 

Fur GL(17). 

I yr,sin2_ ex; ~ sin2 ex; ex; lyeAne ex; ~ sin2 ex; 
I ®in2 ex;+sin2 a @3in2 ex;+ sin2 ex; 

I ° 0,60 I 0,3456 

I 
0,00;;8 0,70 

I 
0,4024 

0,0116 0,80 I 0,4520 
0,0173 0,90 

I 
0,5137 

0,0231 1,00 0,56i6 

0,0289 1,10 0,6197 
0,0347 1,20 0,6693 
0,0404 1,30 0,7162 
0,0462 1,40 0,7599 
0,0520 1,50 0,8000 

0,0.'i78 1,60 0,8364 
0,1155 1,70 0,8681 
0,1733 1,80 0,8959 
0,2309 1,90 0,9191 
0,2883 2,00 0,9391 

Jf 1 

00 
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3. Untersuchung der Biegungsmomente an den Einmauer­
kanten. Mit Bezug auf Fig. 99a erkennt man, daB Gl. (17) "in jedem 
Halbkreis, mit Ausnahme des ersten, im allgemeinen durch zwei 
Werte von IX erfiillt wird. Gl. (17) hat also eine ungerade Zahl von 
Losungen fiir IX. Da jedem dieser IX ein Vorzeichenwechsel von Me 
entspricht, folgt ohne weiteres, daB mit zunehmendem IX das Biegungs­
moment abwechselnd positiv und negativ ist und zuletzt ein Zustand 
erreicht wird, fUr den Me, unabhangig von IX, stets negativ bleibt 
[Fig. 99b J. 

(:20) 
dMc 
(fa 

Fig. 99a. 

Fig. 99b. 

I +IX 
I 
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Der Differentialquotient verschwindet, wenn 

. [2L ] sm2a -Z- ~ tga = 0 

oder 
r 2L 
~ -Z- ~ tga = 0 

(21) 
l sina = O. 

Den let,zten Gleichungen entsprechen bzw. 

c,=ao+nn 

a=nn, 
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wenn unter ao del' bei der Diskussion von Gl. (16) angegebene Wert 
von a und unter n eine positive ganze Zahl verstanden ist. 

Diese a liefern die Maximal- bzw. Minimalwerte von Me, welche 
ohne wei teres inder Form 

(22) 
f 

P Z 
[Mc]max =8- [tg(ao+ n n) <£tg (ao+ n n) ~ lJ 

1 ~ P [[2 14 -'- L2] 
l [Mc]min = 2 [2£ <£t~ nn + Z] 

angegeben werden konnen. 
Das Biegungsmoment Me' schwankt also mit zunehmendem a 

zwischen diesen zwei GroBen. 
Die Funktionen <£tg (ao + n n) sowie <£tg n n erfahl'en, wenn n 

von Null an wachst, eine Verminderung. Die Maxima von Me 
nehmen daher mit zunehmendem nab, wahrend die Minima dem 
absoluten Wert nach zunehmen. Die beiden nahern sich fur n = 00, 

also a = 00, demselben Gl'enzwert 

limMe= ~P[Z~ 2L]. 
u=oo 8 

Dies ist das hochstens erreichbare negative Me. 
Der hochstens erreichbare positive Wert von Me tritt, wenn 

a von Null an wachst, zuerst auf. Er betragt 

Me = [Me]max(n=o) 

(23) 
Pl 

= 8 [tg ao <£tg ao ~ 1] . 

Betrachten wir den Fall, daB K zunimmt, so laBt sich analog 
beweisen, daB sich fur Me abwechselnd Maxima und Minima ergeben, 
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und bei K = 00 wieder ein bestimmter negativer Wert erreicht wird 
[vgl. GI. (12)J. 

Wegen 1 > 2 L folgt weiter 

lim Me> lim Mo. 
]{=oo a=oo 

. -Pl 
lim Me = -- ist also der groBte Wert des Biegungsmomentes, den 
K=oo 8 

der Trager in Wirklichkeit unter allen moglichen Verhaltnissen an 
den Auflagerkanten annehmen kann. 

4. Untel'suchung del' Mittelsenkung. per Trager erleidet eine 
positive Senkung in der Mitte [vgl. Gl. (5)]. 

Urn uns die Abhangigkeit derselben von a klarzulegen, leiten wir 
Gl. (5) nach a abo Wir finden 

(24) 
ilf dd. [Y.",,] ~ 2 ~~, [(l ,;0« + 2eo, ol' (l 6;0. ~·42l~:;::o';n 2 oj 

==-L ~~~;sin~~ [(l + t;cJ(;, - %:aY- %gl::;-aJ. 
Fur die anfanglichen Werte von a ist der Differentialquotient 

negativ. Solange der in den eckigen Klammern stehende Ausdruck 
positiv ist, nimmt die MitteIsenkung, die fur C( = 0 unendlich groB 
ist, mit zunehmendem a abo 

Der Differentialquotient verschwindet, wenn 

(25) 

ist. Da %g C( tg a hierin positiv sein muB, ist Gl. (;:l1) einmal in 
jedem ungeraden Quadranten erfullt. SoIche Werte seien mit a1' 

a3 , as ... bezeichne'. 
Die GroBe der diesen a entsprechenden Maximal- sowie Minimal­

senkungen in der Tragermitte nehmen nacheinander ab, bis sie sich 
schlieBlich fUr (~= 00 einem Grenzwert nahern [vgl. Gl. (9)]. 

Bei zunehmendem K kann man ahnlich beweisen, daB fur Y Mitte ab­
wechselnd Minima und Maxima entsprechend den Werten K l' K3 ... 
auftreten, und bei K = 00 wieder ein bestimmter Wert erreicht wird 
[vgl. Gl. (11)]; er gibt ohne weiteres die kleinste mogliche Durch­
biegung eines beiderseits eingemauerten Tragers bei gegebenem 1 
und Jan. 

ZusammengefaBt folgt, daB die Mittelsenkung eines beiderseits 
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eingemauerten Tragers im groBen ganzen, bei gegebenem Elastizitats­
koeffizienten des Auflagermaterials mit zunehmender Einmauerungs­
lange, bei gegebener Einmauerungslange mit zunehmendem Elastizitats­
koeffizienten des Auflagermaterials, von 00 an abnimmt und sich fUr 
den unendlich groBen Wert der Veranderlichen c< bzw. X den an­
gegebenen Grenzwerten nahert [vgl. Fig. 100]. Die Figur zeigt den 
ungefahren Verlauf der YMitte-Kurven fUr c< und X; der Einfachheit 
wegen wurde nur eine Kurve aufgetragen. Bei rechnungsmaBiger 
Auswertung muss en sich naturlich flir c< und X verschiedene Werte 
C<l' C<g,' " bzw. Xl' X g , • .• ergeben . 

.-.-y-I .... -;;.::~ ~- ~ ~ - ~ ~-­

- - ~ -- - --l- - - T __ A-----=:: 

I I I I 
I I I 
I I I 
I I I 
I ,I I 
1 I I 
I I I 

1 : : 

Fig. 100. 

§ 54. El'gallzende Bemerkungell. 

Um uns ein anschauliches Bild von den in Betracht kommenden 
GraBen zu machen, sei zuniichst ein beiderseitseingemauerter Trager, 
fur den wir die Einmauerungsliinge a' als veranderlich betrachten 
wollen, naher untersucht. Die Werte b, l, J, X und also L sind 
dem in § 52,3 behandelten Beispiel entnommen, namlich 

b = 9cm 

l = 600cm 

J = 2139 cm4 

X = 500 kg/cm:~ 

L = 44,65 cm. 
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CI: 

° 0,02 
0,04' 
0,06 
0,08 

0,10 
0,20 
0,30 
0,40 
0,50 

0,60 
0,70 
0,80 
0,90 
1,00 

00 

Trager mit elastiseh naehgiebigen Stiitzfiaehen. 

Naeh GIn. (14), (6) und (15) bereehnet 

a=Cl:L 
em 

° 0,893 
1,786 
2,679 
3,572 

4.461) 
8,931 

13,396 
17,861 
22,326 

26,790 
31,255 
35,719 
40,184 
44,649 

00 

, 
~ 

c,.t.o",C/1'1771f 
I I 
I I 
rlz.w-----< 

Pc Me I 
I-kgJem2 emkg 

00 ° 0,555P 0,223 P 
0,297 " 0,446 " 
0,217 " 0,670 " 
0,181 " 0,830 " 

0,163 " 0,939 " 
0,158 " 0,831 " 
0,187 " 1,130 " 
0,215 " 5,49 

" 0,234 " -12,46 
" 

0,240 " -19,71 
" 0,235 " - 27,65 
" 0,226 " - 34,110 
" 0,207 " - 41,30 
" 0,190 " - 46,45 
" 

0,086 " - 63,90 

Pc 
lIin fic~t1(J8C3 P 

x=oc I 

lIinlf·-6.J,9P 
a-~ 

Fig. 101. 

man: 

YA 
em 

00 

11,400.10-4 P 
5,276 

" 3,128 
1,978 

1,320 
- 0,819 

" -2,238 

Hierin bedeutet P die Last fur 1 em Tragerbreite. M c bezieht sieh 
also auf die Einheitsbreite -des ;fragers. Die Ergebnisse sind in 
Fig. 101 graphiseh aufgetragen. Man erkennt damus: Wenn der 
Wert lX, also die Einmauerungslange a, von Null aus gereehnet, 
verhaltnismaBig klein ist, fiillt Pc sehr graB!) aus, womit aus­
gesproehen wird, daB der Auflagerdruek im wesentliehen in der 
Niihe del' Einmauerkante 0 konzentriert wirkt. Die Einsenkung Y A so-

') 1m Grenzfall CI:=O ergibt sieh limpc=oo. 
u=o 



§ 54. Erganzende Bemerkungen. 189 

wie das Biegungsmoment Me, die fUr IX. = ° bzw. 00 uud 0 werden, 
sind dabei positiv. Me ist eine verhaltnismaBig kleine GroBe. Der Trager 
ruht in solchem Fall an den Enden auf eiuer Flache auf; Y.t und 
Pc nehmen, wie eine einfache Dberlegung zeigt, mit wachsendem (( ab, 
wahrend M 0 gleichzeitig zunimmt. 

Erreicht IX einen gewissen Wert, so wird die Endsenkung YA gleich 
Null. Bei weiterer Zunahme von IX, fallt YA negativ aus. Das Moment 
Me bleibt dabei noch positiv, aber es nimmt schon abo Dies zeigt" 
daB, wenn IX den genannten Wert iiberschreitet, schon eine teilweise 
Einspannung des Tragers vorhanden ist. Diesen Wert von IX liefert 
G1. (16). Da in unserem Fall 2L/l=0,14883 ist, berechnet sich 
"0 = 80 27',91 oder im BogenmaB 1X0 = 0,14774. Demnach ist die 
EinmauerungsHinge 

ao = 0,14774·44,65 = 6,60 cm. 

Der Auflagerdruck Pc beginnt von dem Wert 1X0 an wieder zu­
zunehmen, weiterhin abel' nimmt er abwechselnd ab und zu, wobei 
er sich aber nur unwesentlich andert. Fiir den Grenzfall IX = 00 

erhii.lt man ohne weiteres 

(26) 

Fiir das vorliegende Beispiel ist 

. P[600 + 2.44,65] " 
~l:' Pc = 4. 44,65'.! = 0,086 P kg/cm". 

Das Biegungsmoment Me hingegen nimmt stets ab und wird 
bei einem gewissen Wert von IX seinerseits zu Null; von da ab hat 
es negative Werte, nimmt aber mit Bezug auf den absoluten Wert 
rasch zu. Dieser Wert von IX laBt sich bestimmen aus GI. (17). In 

unserem Fall ist \~~ = 0,0222, feruer im BogenmaB' IX = 0,254 und 

dementsprechend a = 11,30 cm. 
Bei dem Wert von IX kann der Trager erst als an den Einmauer­

kanten eingespannt betrachtet werden. 
Bei einem beiderseits eingemauerten Trager hat also die Ein­

mauerungslange einen bedeutenden EinfluB auf die VergroBerung des 
Einspannungsgrades des Tragers; sie iibt aber nur geringen EinfluB 
auf die Verminderung des Auflagerdruckes aus. 

Nach G1. (9) wird 

lim Mc= - P[600 - 2.44,65] = - 63,90P. 
a=QJ 8 
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Aus Fig. 101 erkennt man, daB man diesem Grenzwert erst bei einem 
bedeutenden Wert von a nahe kommen kann. Die Zunahme des ab­
soluten Wertes von Mo hort, wenn a etwa den Wert 1,5 uberschreitet, 
zunachst auf. Es ist also 1,5 in unserem Fall der zweckmiWige 
Grenzwert von a. Dementsprechend folgt a = 1,5·44,65 = 70 cm. 

Mit Bezugnahme auf Fig. 96 b erhalt man 

- 39,OSP 
_ 63,90P = 61,2 v. H. 

Das infolge der Verteilung der Stutzwiderstande auf die Einmauerungs­
Hi.nge verringerte Biegungsmoment an den Einmauerkanten ist also 
in Beispiel § 52,3 etwa 60 v. H. mal so klein wie dasjenige, welches 
man durch VergroBerung der Einmauerungslange erreichen kann. 

Das sogenannte Einspannungsmoment des beiderseits einge!'pannten 
Tragers, das, wie spater erortert wird, auf der Annahme K = 00 be­
ruht, berechnet sich fUr diesen Fall 

-Pl 
2110= -S- = - 75,OOP. 

1m Vergleich mit diesem verringert sich das letzte Verhaltnis 
weiter zu 

- 39,OSP _ 2 H 
_ 75,00P - 5 ,1 v. . 

Die Mittelsenkung fUr a = 00 berechnet sich nach GI. (9), da 

A = 600 = 13 42 . t 
44,65 ' IS , 

S 50~ 6 [13,42 3 + 6.13,422 + 12 ·13,42 + 24J YMitte = 4· ·44, 5 

= 3,44.10-3 P. 

Fur K = 00 ergibt sich aus G1. (11) 

P·6003 
Y = = 2 26 . 10-3 p. 

Mitte 4S. 500.44,654 ' , 

hiermit verglichen, ist die Mittelsenkung fUr a = 00 3,44 = 1,52 mal 
2,26 

so groB. 

SchlieBlich betrachte man in den Gleichungen fur Po und Me 

[GIn. (14), (6)J die Ziffer K als veranderlich. Wir nehmen einen 
Trager mit den Zahlenwerten a, b, lund J aus dem Beispiel § 52,3 
an. Es ergibt sich: 
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K 
kg/em3 

10 
50 

100 
300 
500 

103 

3.103 

5·10" 
104 

105 

00 

o 1000 

Ergiinzende Bemerkungen. 

Pe 
kg/ern2 

0,057P 
0,093 " 

0,214 " 

0,270 " 
0,342 " 
0,377 " 
0,442 " 

00 

.1000 

Fig. 102. 

Me 
cmkg 

- 1,783P 
-10,700" 
-17,290 " 
- 30,700" 
- 39,080" 

- 47,350" 

- 61,800" 
- 62,250" 

-75,000 " 

io/, c 

5000 

191 

!( 

Aus der graphischen Darstellung [Fig. 102J erkennt man, daB 
die beiden GraBen mit zunehmendem K ihrem absoluten Wert nach 
wachsen. Fiir K = 00 ergibt sich ohne weiteres 

(27) lim Pc = 00. 
K=oo 

Bei wacbsendem K nimmt der Auflagerdruck an einem beliebigen 
Punkt der Stiitzfiache mit zunehmendem Abstand des Punktes von der 
Auflagerkante sehr schnell abo Bei einem Stiitzkorper mit bedeuten­
der Widerstandsfahigkeit laBt sich also ungefahr der ganze Druck­
widerstand auf ein kJeines Gebiet an der Vorderkante konzentrieren, 
und der. iibrige, verhaltnismaBig kleine Teil des Druckes sich auf eine 
sehr groBe Strecke der Stiitzfiache verteilen. Die Spannungsverteilungs-
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lime nimmt dann etwa eine Gestalt wie in Fig. 103 an. Das Ein­
spannungmoment Me nahert sich in solchem Fall seinem Grenzwert 
[vg1. G1. (12)J, und der Einspannungsgrad des Tragers wird vergroBert. 
Die iibermiiBige Beanspruchung der Vorderkante hat die haufig be­
obachtete Absplitterung der Kante zur Folge. 

A-_!III"""'liIIIIiIiIlIaIo~-~- - -­
C 

Fig. 103. 

p 

Aus Fig. 102 geht hervor, daB, wenn K fiir den betrachteten 
Fall etwa den Wert 1000 erreicht, die Zunahme von Me ziemlich 
langsam wird, so daB eine weitere VergroBerung des Wertes K auf 
die Einspannung des Tragers keinen wesentlichen EinfluB ausiibt. 

§ 55. Uber den sogenannten "beiderseits eingespannten Trager". 

1. Der Einspannungsgrad. 1m vorhergehenden haben wir einen 
Trager, bei dem die Befestigung derart erfolgt, daB bis zu einem 
gewissen Grade Langsbewegungen und Drehungen an den Enden 
moglich sind, eingemauert genannt. 

In der Festigkeitslehre setzt man gewohnlich den idealen Fall vor­
aus, bei dem der Trager derart eingemauert ist, daB er bei der Form­
anderung keine Drehung an den Einmauerkanten erleiden darf, und 
wendet dafiir den unklaren Ausdruck beiderseits eingespannt an. Zur 
Unterscheidung wollen wir diese Befestigungsweise als vollkommene 
Einspannung bezeichnen. 

Bei der statischen Berechnung des beiderseits eingemauerten 
Tragers geht man also in der Regel von der Bedingungsgleichung 

(2S) tglh= 0 

aus. Diese Gleichung fiihrt bekanntlich unter der Annahme einer 
Einzellast in der Mitte zu dem eindeutig bestimmten Ausdruck 

-PI 
Me=-S-' 

dem sogenannten Einspannungsmoment an den Auflagerkanten. 
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Die GroBe tg 1Ju ist im allgemeinen nicht gleich Null, sie weist 
vielmehr, wie die Formel (7) zeigt, je nach der elastischen Beschaffen­
heit dep Auflagermaterials, je nach der EinmauerungsHinge des Tdigers, 
oder Sf gar je nach der Querschnittsform dess~lben einen statisch 
nicht vernachHissigbaren Wert auf. Ferner machen sich diese Ein­
fiiisse, wie aus den ausfiihrlichen Untersuchungen des letzten Para­
graphen erhellt, ebenfalls auf das Biegungsmoment an den Auflager­
kanten in hohem MaBe gel tend. 

1m folgenden wollen wir die Veranderlichkeit von tg 1Jo untcr­
suchen und feststellen, unter welchen Verhaltnissen die iibliche Be­
dingung tg iJ o = 0 bei einem beiderseits eingemauerten Trager tat­
sachlich erfiillt werden kann. 

Differentiiert man Gl. (7) nach a, so ergibt sich 

(29) 

. . [2L ] [2L ] d Pl3@3m2asm2a-l--tga-l- + ~g a 

d)tg iJo] = 2 K L'l [L (@3in2a + sin 2 a) -f- l (@3in2a - sin2a)J2 

Der Differentialquotient ist positiv, wenn a von Null an wachst, und 
andert bei weiterer Zunahme von a abwechselnd sein Vorzeichen. 

Er verschwindet, wenn 

2L 
- - tga=O 

l 

sin a = O. 

Man gelangt also zu genau denselben Bedingungen, wie Wlr sie in 
GIn. (21) fanden. 

Es ergibt sich somit 

(30) 

r Pl 
~ [tgiJcJrnax = 2KI}l !£tg (ao+ nn) 

l Pl 
[tg1JO]rnin = 2KDl !£tg nn. 

Die Maximal- sowie Minimalwerte von tg1Jc nehmen demnach mit 
wachsendem n, also a, -abo Fiir a = 00 nahern sich beide demselben 
Grenzwert 

(31) r 1J Pl 
a~n: tg 0 = 2KL3' 

Der Gleichung tg 1Jo = 0 entspricht also kein reelles a. Die ela­
stische Linie eines beiderseits eingemauerten Tragers kann daher nie 
eine wagerechte Tangente an der Einmauerkante besitzen, wie groB 
auch die EinmauerungsIange sein moge. 

Hayashi, Theorie des Tragers. 13 
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Geht man dazu iiber, den EinfluB der Veranderlichkeit der 
Ziffer ]{ zu untersuchen, so kann man analog beweisen, daB die 
Maxima und Minima von tg {}a wiederum abwechseln und mit zu­
nehmendem K ebenso wie fiir a abnehmen. Fiir K = 00 gelangt 
mB,n, da dabei a = 00 ist, wieder zu demselben Ausdruck des Grenz-

.3 

wertes wie in G1. (31), der aber mit Riicksicht auf K L3 = K'/' 114 E J , 
(32) lim tg{}a = 0 

wird. Die Bedingung tg {}a = 0 karin also fUr K = 00 erfUllt werden. 
Es laBt sich ohne wei teres begreifen, daB die Bedingung (28) 

auBerdem noch durch J = 00 befriedigt werden kann. Der Fall 
kommt aber nicht in Betracht, weil der Trager dabei nie an den 
Enden eingespannt ist [vg1. § 53,1]. 

Der iiblichen Theorie des beiderseits eingespannten Tragers ent­
spricht also nur der Fall K = 00 • In der Tat sind wir im friiheren an 
manchen Stell en fUr K = 00 zu Formeln gelangt, mit denen wir in 
der Festigkeitslehre vertraut sind. 

Damit der Trager an den Einmauerkanten einer vollkommenen 
Einspannung unterliegt, muB also das Auflagennaterial einen un­
endlich groBen Elastizitatskoeffizienten besitzen, was einen unendlich 
groBen Auflagerdruck an derselben Stelle zur Folge hatte [vg1. G1. (27)). 
Ein beiderseits eingemauerter Trager kann also in Wirklichkeit nie­
mals im strengen Sinne des Wortes als vollkommen eingespannt an­
gesehen werden. 

Dem Einspannungsmoment M 0= - P 1/8 kann man, wie es in §5 4 
fiir einen besonderen Fall erortert wurde, bei einem beiderseits ein­
gemauerten Trager nicht leicht nahe kommen, mag man es nun 
durch eine Verlangerung der Einmauerlange des Tragers oderdurch 
eine Steigerung des Elastizitatskoeffizienten des Auflagermaterials 
versuchen. Ferner ist die Mittelsenkung des Tragers um ein 
Mehrfaches groBer als die beim vollkommen eingespannten; sie konnte 
sogar diejenige iiberschI'eiten, welche ein auf unelastischen Stiitzen 
frei aufliegender Trager erleidetl). 

Ein Trager kann an den Enden auf verschiedene Weise ein­
gespannt werden [vg1. Fig. 104]. Bei del' statiEchen Untersuchung 
kommt fast ausschlieBlich die Formel Mo = - Pl/8 zur Verwendung. 

1) Die Mittelsenkung bei einem frei aufliegenden Trager betragt unter der 
Annahme einer Einzellast in der Mitte 

PP Pl3 
f= 48EJ = 12i{Il; 

sie ist 4mal so groB wie YMitte fiir K = 00 [vgI. OJ. (11)]. 
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a. 

f4-.... 'P---"H 
"1{" ~ ..or'" 

, I 

I .... ,,-~-l----i: 

Fig. 104. 

c 

"C ,P ~ 
~D-

Die Formel ist an sich unabhangig von del' Einspannungsart des 
Tragers, wahrend del' Trager an del' Einspannungsstelle von Fall zu 
Fall auf andere Weise beansprucht wird, und del' in demselben tat­
siichlich herrschende Gleichgewichtszustand wesentlich von diesel' 
Beanspruchung abhangt. 

Die iibliche Theorie des beiderseits eingespannten Tragers eignet 
sich also mit Riicksicht auf die erwahnten Gesichtspunkte wedel' fiir 
praktische Berechnung noch £iiI' scharfe Untersuchungen, bei denen 
man auf die tatsachlich in den Tragel'll herrschenden Spannungs­
verhiiltnisse eingehen will. 

2. Zweckmii8ige Formeln. 1m vorigen haben wir den Trager 
unter zwei voneinander unabhangigen Annahmen K = 00 und ex = 00 

ausfiihrlich behandelt. Der Bequemlichkeit halber stellen wir die fiir 
diese beiden FaIle gewonnenen Formeln folgendermaBen zusammen: 

fiir K=oo 

Y(CO) = Ii; J [( TY - ~ (TYJ 
Pl3 Pl3 

YMitte = i92 Ej = 48 KL' 

-Pl 
Mc=-S-

Yc=O 

PC=oo 

Z 
xO=4 

tgOC=O 

fiir C( = 00 

=~ [_~a + (;.-~~+ ;'~+J'+-.!J 
KL 3 4 2 4 

= 48 iL [).3 + 6 ).2 + 12). + 24] 

-P[Z-2L] 
----8----

P[2L+Z] 
--4KL2 -

P[2L+ l] 
--;rV--

l-2L 
=-4-

Pl 
=2KL3 

Hierin sind A. und ~ III GIn. (4) bezeichnet. 
13* 
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Aus der Tabelle konnen wir foIgende Feststellung machen: Ein 
beiderseits eingemauerter Trager mit der Lichtweite l erleidet, unter 
der Annahme einer Einzellast in der Mitte, ein Biegungsmoment an 

r----- l -----I 

Fig. 105. 

den Einmauerkanten, das dem Einspannungsmoment gIeich ist, dem 
ein beiderseits vollkommen eingespannter, gIeich steifer Trager mit 
der Lichtweite l- 2 L unter derselben Belastung ausgesetzt ist. 
l- 2L mage als stellvertretende Lichtweite des eingemauerten 
Tragers bezeichnet werden. 

Es scheint ohne wei teres nicht glaublich, daB in einem gegebenen 
Fall die beiden FormeIgruppen den wirklichen Gleichgewichtsverhalt­
nissen der Konstruktion entsprechen. Die Formeln der ersten Gruppe 
sind· einfach in der Form und kommen gewahnlich in Verwendung, 
wahrend die der zweiten von der ErfahrungsgroBe K abhangig sind 
und daher die Unsicherheit des Rechnungsergebnisses vergroBern 
mussen. 

In der Praxis wird der Trager gewahnlich mit genugender Ein­
mauerungslange a ausgefuhrt. Die Zahl a darf daher als unendlich 
groB oder wenigstens sin a und cos a in den allgemeinen Formeln 
gegen @iina und [of a als vernachlassigbar angesehen werden, wahrend 
der Elastizitatskoeffizient K bei weitem nicht einen unendlich groBen 
Wert erreicht. 

Es empfiehlt sich daher, insbesondere bei theoretischen Unter­
suchungen, obige Formeln fur a = m in Verbindung mit dem richtigen 
Wert von K zu verwenden, wei! wir mit einer solchen Annahme den 
tatsachlichen Spannungsverhaltnissen sicherlich besser Rechnung tragen 
als mit der Annahme K = 00 • 
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§ 56. Bel'iiclisichtigullg del' Hillgskraft des 'rragers. 
Ein beiderseits eingemauerter Trager wird auBer durch ein 

Biegungsmoment auch durch eine Langskraft beansprucht, wenn die 
eingemauerten Teile keine horizontale Verschiebung des Tragers ge­
statten. Sie ist gewohnlich eine Zugkraft, die auf die Beanspruchung 
des Tragers eine giinstige Wirkung ausiibt, indem sie eine Verminde­
rung des Feldmomentes hervorruft. Daher wird auf sie bei statischen 
Berechnungen del' Einfachheit sowie ihres geringen Einflusses wegen 
gewohnlich keine Rilcksicht genommen. 1m folgenden wollen wil' 
kurz davon reden. 

,",,---1, '1 
I , 

~ II' ~ 
m~ow 

I , 

H;(~47;" 
z J 

Fig. 106. 

Wir greifen fiir die elastische Linie derlichten Weite CD [Fig. 106J 
auf die Differentialgleichung § 11, (61) zuriick. Setzt man darin 
K = 0, so nimmt die Gleichung die Form 

d4 y d2 y 
EJ---H-~ = 0 

dx4 dx2 

an, mit dem allgemeinen Integral 

f 
(33) 1 wenn m ~ . V~ . 

Diese Gleichung fiir y muB an Stelle von Gl. (1) gesetzt werden. 
Ferner gilt, da Heine inn ere Kraft ist, noch die bekannte Bedin­
gungsgleichung 

welche wegep 

oM 

I I 

f N_ ~~ dx + f-~- oM.dx = 0 
EF oH • EJ oH ' 

o 0 

2H-= -y 
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ohne weiteres die Form 
l 

(34) f -l 
[Bl e(,JX + B 2 e-OJX]ydx = EF 

o 
annimmt. 

Die allgemeine Behandlung der Aufgabe flihrt zu sehr weit­
gehenden Formeln; wir wollen hier darauf verziehten. In praktisehen 
Fallen empfiehlt es sieh, die Gleiehungen flir y sowie flir ihre Ab­
leitungen in Potenzen von wx zu entwiekeln. Dawx gewohnlieh 
eine verhaltnismaBig kleine Zahl ist, kann man bei einer vorliiufigen 
Bereehnung mit hinreiehender Genauigkeit die Entwieklungen dureh 
die Summe von einigen Gliedern der niedrigsten Potenzen annahernd 
angeben. 

B. Der Trager ruht beiderseits auf einer 
Auflagerflache auf. 

§ 57. Allgemeine Bemerkungen. 
Es solI hier ein Fall untersueht werden, derroit dem vorigen 

in .engem Zusammenhang steht, obwohl es sieh nieht um eine Ein­
spannung handelt. Der Trager AB trage in der Mitte eine Einzel­
last P und sei an seinen beiden Enden aufgelagert. Die Druek­
verteilung auf die Auflagerflaehe des Tragers ist zu bestimmen·. 

8 

I ~c---.JL---o~~ 
I I I 
I I I 

~~~f-J I : 
I I I 

r<- a. • I • l ----0'41 ..... -a ---I 
Fig. 107. 

Bereehnet man naeh der Gleiehung [vgl. Gl. (16)] 

2L 
tgo;,fY= -

l 

den Wert £'10 ' so sind zwei FaIle zu unterseheiden: 

0;,0 <2:: a. 

Unter Cc> 0;,0 versteht man den Fall, wenn das aufliegende 
Tragerende ausreiehend lang gedaeht wird, und zwar so, daB nur 
ein Teil desselben bei Dbertragung des Auflagerdruekes in Wirksal11-
keit tritt, wahrend bei 0;, < 0;,0 das aufliegende Tragerende, weil ver­
haltnisl11aBig kurz, ganz zur Wirkung koml11en kann. 
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Bei a > ao haben samtlicihe Formeln del' vorhergehenden Aufgabe 
Geltung, wenn man dabei a durch das soeben berechnete ao ersetzt. 
Selbstredend gelten sie bei dem Fall a < ao' ohne etwas zu andern. 

Die GroBe ao im ersten Fall hangt, wie aus del' oben ange­
gebenen GIeichung erhellt, bei einem gegebenen Trager von Lab, 
d. h. sie ist eine Funktion von K allein. 

Ais Zahlenbeispiel diene ein Trager mit demselben Querschnitt wie 
im Beispiel § 52, 3. Wir setzen eine passend groBe Auflagerlange a 
voraus. Berechnet man nach GIn. (16), (14) fill' verfwhiedene Werte 
von K die Werte ao und somit ao und Po, so erhalt man 

K ao Po 
kg/em3 em kg/em2 

10 44,20 2,27.10-2 P 
50 20,83 4,;'9 

" 100 14,55 6,88 
" " 500 6,60 15,60 
" 1000 4,65 17,75 
" " 3000 2,66 36,70 
" " 5000 2,098 46,50 
" " 10000 1,471 64,80 
" 

Daraus geht hervor, daB mit wachsendem K die wil'ksame Auf­
lagerlange ao abnimmt, wahrend del' Auflagerdruck Pc an del' Kante 
zunimmt. 

Da fill' K = 00 L = 0 ist, erhalt man 

f lim ao = lim l~ L arc tg 2lLJ = 0 
~1 K=oo L=O . 

l lim Po = 00 • 
K=oo 

(35) 

Man ersieht, daB bei einem verhaltnismaBig groBen Wert von K die 
rechnungsmaBige Wirkungslange ao sehr klein wird, und ferner, daB 
del' Trager dabei an del' Auflagerkante einen konzentrierten Druck 
ausiibt. 

Bei del' Flachenlagerung eines Tragers pflegt man durch geeignete 
Vorkehrungen, etwa durch Lagerung des Tragers auf Blei odeI' son­
stigem geeigneten Auflagermaterial, eine elastisch nachgiebige Unter­
lage zu erzielen. Hierdurch sucht man einen kleineren Elastizitats­
koeffizienten K, also eine groBere Wirkungslange ao del' Auflager­
flache zu bekommen. 

tg 1}·o nimmt, wie es aus del' Untersuchung § 55, 1 erhellt, mit 
zunehmendem a vom kleinsten Wert an zu. Del' Trager erleidet mit 
einer Verlangerung del' Auflagerstrecke eine vergroBerte Drehung an 
den Auflagerkanten. 



200 Triiger mitelastisch _ nachgiebigen Statzfliichen. 

Das oben Erwiihnte gilt selbstverstiindlich auch noch, wenn '" 
kleiner ist ala "'0' Del' Auflagerdruck Po nimmt, wie es Fig. 101 
erkennen liiBt, dabei mit abnehmendem '" rasch zu. 

ZusammengefaBt folgt: Bei dem auf einem FHichenlager auf­
ruhenden Trager hat das Auflagerende im Gegensatz zum einge­
spannten nul' 'den Zweck, die Beanspruchung des Auflagermaterials 
zu ermaBigen; je kleiner sie gewiihIt wird, destogr6Ber fiiIlt die er­
forderliche Lange des Auflagerendes aus. 

§ 58. Naherungsverfahren. 
Dieselbe Aufgabe soIl jetzt noch einmal auf einfachere Art be­

handelt werden. 
Als Verdrehungswinkel und Querkriifte in den Auflagerkanten 0 

und D seien die Werte angenommen, die man ublicherweise fUr den 
in den Punkten 0 und D unsenkbar gestiitzten Balken berechnet. 

Nimmt man fUr DB 

<f-y 
Fig. lOS. 

Y = } [(Al e; + A2e-~) cos ~ + (A3 eJ + A4e-~) sin ~J 
an, so lassen sich, da die Querkraft Qo und die Drehung {}o im 
Punkt Dais gegeben angesehen werden konnen, die Bedingungs­
gleichungen fur die Konstanten Ai bis A4 gestalten wie folgt: 

1m Koordinatenanfangspunkt D erhiilt man 

1 
(I) {} 0 = 2 L [Ai - A2 + A3 + A4J 

(II) 
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Da ferner am Ende B M =O,Q = 0 sein muB, ergibt sich 

(III) [AI e" - A 2 e-"J sin c, - [A3 e" - A4 e-"] cos c( = 0 
(IV) Al e" [cos (( + sin c'J - A 2 e- a [ cos (c-sin a] - A3 e" [cos a-sinaJ 

-A4 e-a[cosa + sin a] = O. 

Die Auflosung dieses Gleichungssystems liefert: 

r A, ~~ 2'A ~b" (- ,-'"+ ",,,2" + ,in 2") - ~~(2+'-'"1-"O'2a - 'in2a)] 

I A2 = 2~ [LI'fO (- e2a+ cos2u - sin2u) - ~~ (2+e~" +cos2a+sin2a) J 
6)~ A =~. [LI} (-e- 2 "+'2-cos2a-Lsin2a)- 2_QO(-e- 2"+cos2a+sin2a)] I 3, 2 LI 0 I XL . 

I A4 , 2~ [L19'o(e2"- 2+cos2a+sin2a)-- ~~(e2U-cos2a+sin2cc)J, 
wobei . 

l il = (Sin2a + SIll 2c, 

ist. 
Man erhiilt so mit fill' die Endsenkung 

L -Q"",' • 4Qo fl.- • 
v'o vtll (( SIll CC - XL '-!-Ol a (:08 l! 

(37) 
(Silt 2 c, + sin 2 a 

Die Bedingung fiir Y B = 0 lautet dann 

(38) stgatgu = _i~L_. 
KL-B'o 

Sie entspricht del' Bedingungsgleichung (16) des beiderseits einge­
mauerten Tragers. 

Falls del' Trager eine Einzellast P in del' Mitte tra,gt, ergeben sich 

- Pt2 
H "~" ---.. _-- -

o 16E.J 

-P 
Qo c ---2---' 

also die Bedingungsgleichung fUr YB = 0 

iLJ2 (39) stgatga= 8 LT . 
Falls er gleichformig mit q belastet ist, erhalt man 

_ ql3 
19 =-~ 

o 24E.J 

- ql 
QO=-2-



202 Trager mit elastisch nachgiebigen Stiitzfiachen. 

und die B,edingungsgleichung 

[LJ2 (40) :tgatga = 12 y.' 

Fur den Triiger im Beispiel § 57 folgt, unter derselben Annahme 
bezuglich l, K und L wie dort, 

:tg a tg a = 8 [6~~~050 r = 0,04428. 

Daraus findet man durch Probieren a = 0,221; somit ergibt sich die 
wirksame Auflageriange a = 0,221·44,65 = 9,42 cm. 

Sie nimmt also einen etwas groBeren Wert an als die aus der 
genaueren Formel [Gl. (16)J berechnete Lange a = 6,60 cm [so 8.189]' 

SchlieBlich hat man an der Kante D 

(41) 
I = ~ [l2 (£of2 a - cos2a) + 4L2 «£Of2 a + cos2 a) ] 

YD 4L3 @5in~a + sin 2a 

l p =!i P W «£of2 a - C~~.2 rv_ + 4L2 «£Of2 a + e~s2 a)J . 
D 4PL @5in2a+sin2a 

C. Der Trager ist einseitig eingemauert. 

§ 59. Allgemeine Gleichungen. 

Der Trager sei am Ende B mit einer Einzellast belastet. 

_-a_~--Z '\ 
I 

----------i--t 
I ,Yo 

-T 

Nimmt man fiir die elastischen Linien der Teile AO und OB be­
kannterweise die Gleichungen 

Y = ~ [(AI e~ + A2e-;)cos~ + 2Aa (£of ~sin~J 

Y = B 1 x 3 + B2X2 + Ba x + B4 

an, so gelten die erst en fiinf Bedingungsgleichungen des § 52. 
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Die noch fehlenden zwei GIeichungen findet man aus der Er­
d2 y 

wagung, daB am Ende B d-O> = 0, Q = P sein muB. Es ergibt sich: 
X· 

(VI) 3Bl e + B 2 = ° 
(VII) 6.1JJJB1 = - P. 

Wenn der Trager anstatt mitder Last P gleichformig mit 
iiber die ganze Lange belastet ware, hatte man, da nun 

und 

sein miiBte, an Stelle del' letzten zwei Bedingungsgleichungen 

(VI') 

(VII') 

Die Auflosung des Gleichungssystems liefert: 

Ai = K~ iJ [L (@linacosa-e.-asina)+l{@lina(cosa-sina)+e-asina}] 

A2 = K~ iJ [L (@linacos (( -.e." .sin ex) -l {@lin ex (cos ex + sin ex)+e." sin IX}] 

A3 = K~ iJ [L @lin IX sin 0: + l (@lin cc cos cc + (£0) IX sin IX)] 

-2P 
(42) { Bl = 3KL4 

2Pl 
B =--~ 

~ KL4 

B3 = ;:SiJ [L (@lin'.llX + sin21X) + l (@lin21X + sin 2 IX)] 

B 4 = K~2 iJ [L (@lin 21X - sin 2 cc) + 2l (@lin'.! (( + sin'.! IX)], 

l wobei 

ist. 
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Es ergibt sich dann fur AD bzw. fur DB 

r y = ::; LI [L {(5in a Irof ~ cos (a -. n ~ sin acoE; ~ Irof (a - ~)} 
+ l {(5in a cos a cos ~ (5in ~ + sin a Irof a Irof ~ sin~ 

- (5in a Irof ~ sin (a - ~) - sin a cos ~ (5in (a - m J ' 

'!J = K~LI [2 (M2 - 1;) ((5in2 IX -' sin2 a) + 2 M((5in 2a + sin 2a) 

+ 2 (1 + ~)(e;in2 cc + sin~ a) + ((5in 2a - sin 2 a)]. 

worin 1 und ~ dieselbe Bedeutung wie inG!. (4) haben. 

I 
J 

Setzt man in der Gleichung fur DB ~ = }" so erhiHt man fur 
die Endsenkung 

( ) P [413("",.~ '<>\+2,0("",. 2 +. ) 44 Y B = KLLI -3 ~m- a - sm- a) A." em cc sm 2a 

+ 41 ((5iIt2 a + sin2 cc) + ((5in 2 cc - sin 2a)J. 

Fur tg (}o folgt der positive Ausdtuck 

(45) tg{jo = KL3 [@lin;: _ sin2 a] [L(@Sin2 a+sin2 cc) + l((5in 2cc + sin 2a)J. 

§ 60. SonderfiUle. 

Es sei a = 00. B3 und B 4 nehmen die Form 

2P 
B3 = KL3 [L + 2lJ 

2P 
B4 =XL2 [L+lJ 

an. Somit erhalt man fUr DB 

(46) 

tg -&0 = ;~3 [L + 2lJ 

YB = 3~ [2},3 + 6},2 + 61 + ~J 



§ 61.tJberdieEinspannung des Tragers. 

1st K = 00, so ergeben sich 

r Y(.A-O) = 0 

(47) 11 Y(OB) = :J [l~2 - ~~J 
P13 

l YB =3EJ" 

205 

I 

Die Gleichungen fiir GB 1pldfiir die Durchbiegung an\. freien 
Ende B sind genau dieselben, wie man sie unter der Annahme einer 
unveranderlichen Tangente, an der Auflagerkante erhaIt. 

Fiir unendlich groBes Tragheitsmoment des Tragers nimmt die 
GIeichung fur AG die Form 

(48) 

an. DiesemFall entsptIcht also die Annahme einer gleichmaBigen, 
geradlinige:n Druckverteilung iiber die Auflagerflache AG. Es er­
gibt sich 

:------ a ----.._+_---

Fig. 110. 

(49) 

I 
- 2P[a+ 31] fP = , ------.- - .. -. 

'.4 a'.l 

2P(2a + 31) 
P = '--

,0 a2 I -a(a + 31) 
, :X:O - 3( a -+ 21) . 

§ 61. Obe-rdie Einspanllullg des T:rigers. 

Es ist ohne weiteres verstandlich, daB im vorliegenden Fall das 
Biegungsmoment Moan der Kante keine maBgebende Rolle in der 
Frage der Einspannung spielt. Es bleibt konstant und ist gleich 
-Pl. 

tg 1}o istpositiv [v;gl. G1. (4.5)], niinmt mit zunehmendem K.ab 
undverschwindetfiir K~,oo 
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Es berechnen sich 

Yc = K~2 LI [L (@lin 2a - sin 2a) + 2l (@Jin2 a + sin2 a)] 

Pc = L~LI [L (@lin 2c, - sin 2 a) + 2l (@Jin2 a + sin2 a)] 

(50) und ferner 

= _- 2 P @lin a sin a [L tg a - ~g a 2lJ 
Y.A. K£2 LI :tg a tg a + 

= - 2P ~in a sin IX [L~fLa --= :tg a + 2lJ·. 
P.A. L" LI :tg a tg a 

Man erkennt, daB die Kantensenkung Yc fiir aIle Werte von a 
stets ppsitiv ist. Die Endsenkung Y.A. aber falIt, da der Ausdruck 

tg IX - :tg IX fOO ill fOO I' h W t 't' . t t' ur e an ang lC en er e von cc POSI IV IS , nega IV aus. 
tg a:tg IX 

Bei zunehmendem K nehmen Yc sowie Y.A. abo Die Kantenpressung Pc 
aber wachst dabei, wahrend diejenige am Ende abnimmt. Fiir den 
Grenzfall erhalt man 

(51 ) 

r lim Pc = Xl 

~ K=oo 

l limp.A. = O. 
K=oo 

Zusammenfassend folgt, daB, je groBer del' Elastizitatskoeffizient 
des Auflagermaterials ist, desto kleiner die Drehung des Tragers an 
der Vorderkante der Auflagerung, und desto kleiner die Senkungen 
des eingemauerten Tragerteils ausfalIen, d. h. desto fes/cer der Trager 
eingemauert ist. Die Druckwiderstande lassen sich dabei auf ein 
kleines Gebiet an der Vorderkante der Auflagerung konzentrieren. 
Die Druckverteilungslinie nimmt also bei bedeutendem K wieder etwa 
die in Fig. lQ3 dargestelIte Form an. 

Urn den EinfluB der Einmauerungstiefe a klarzulegen, nehmen wir 
den in Fig. 111 a skizzierten Trager an, Er· hat eine freie Lange von 
300 em und ist an seinem Ende mit· W belastet. Die Quersehnitts­
abmessungen des Tragers und die Ziffer K seien dem Beispiel § 52, 3 
entnommen. Es ist also 

1 = 300 em 

L = 44,65 em p_W 
- 9' 

Man bereehnet gemaB GIn. (50), (45) fiir versehiedene Werte 
von IX Pc und tg {joc und tragt die Ergebnisse in Kurven auf [Fig. 111 b J. 
Daraus erkennt man, daB Po und tg {joo mit wachsendem a abnehmen; 
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beide nahern sieh flir IX = CJ) ihrem Grenzwerte [vgl. Gl (4(;) J. Mit,Lels 
einer Vergr6Berung del' Einmauerungslange kann also die volllwmlllCne 
Einspannung des Tragers nicht erreicht werden. 

(52) 

~ a c------- l.JOOcm----1 
, I I i 

=--iw 
Fig. lIla. 

/tin /tc·tJ,(J.J8jf' ~
y.~ 

~ L~'1~:q8€·;viY~1 

~ '" ~ ,~ ~ __ L-~-l ~ __ ~~~~~-L~ __ ~~~X 
o ~ ~ ~ 

SchlieBlieh ergiht 

Fig. 111 b. 

sich flir c, = 0 

{
lim Po = CJ) 

limpA = - CJ). 

Del' Trager ist also, im Gegensatz zu dem heiderseits einge­
mauerten, stets am Ende eingespannt, wie klein auch die Einmaue­
rungslange sein mag. Das Auflagermaterial erfahrt aber bei ver­
haltnismaBig kleinem a bedeute:rlde Druckwiderstande durch den 
Trager. Eine solehe Befestigungsart konnte also praktisch nieht 
existieren. 

1m folgenden sind Zahlenwerte flir tg IX, ;tg IX usw. angegeben: 

()( tg()( :tg ()( tg()(:tg ()( :tg ()( 
tg ()( 

° ° ° ° 1 
0,01 0,01000 0,01000 0,0001 1,0000 
0,02 0,02000 0,02000 0,0004 1,0000 
0,03 0,03001 0,02999 0,0009 0,9993 
0,04 0,04002 0,03998 0,0016 0,9990 

0,05 0,05004 0,04996 0,0025 0,9984 
0,06 0,06007 0,05993 O,003~ 0,9977 
0,07 0,Q7011 0,06989 0,004 0,9969 
0,08 0,08022 0,07983 0,0064 0,9951 
0,0!1 0,09024 0,08976 0,0081 0,9947 
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IX tg IX %g IX tg IX %gl7. ~~~ 
tg oc 

0,10 0,10033 0,09967 0,0100 0,9934 
0,20 0,20271 0,19737 0,0400 0,9737 
0,30 0,30933 0,29131 0,0901 0,9417 
0,40 0,42279 0,37995 0,1606 0,8987 
0,50 0,54630 0,46211 0,2525 0,8459 

0,60 0,68414 0,53704 0,3674 0,7850 
0,70 0,84229 0,60437 0,5091 0,7175 
0,80 1,02964 0,66403 0,6837 0,6449-
0,90 1,26015 0,71629 0,9026 0,5684 
1,00 1,55741 0,76159 1,1861 0,4890 

1,10 1,96476 0,80050 1,5728 0,4074 
1,20 2,57216 0,83365 2,1443 0;3241 
1,30 3,00224 0,86172 3,1041 0,2392 
1,40 5,79793 0,88535 5,1332 0,1527 
1,50 14,10141 0,90515 12,7640 0,0642 
tn CtJ 0,91715 00 ° 

§ 62. SchluBbemerkung. 
Der Anwendungsbereich der im Abschnitt I behandelten allge­

meinen Theorie des elastisch gelagerten Stabes ist, ohne daB wir es 
besonders angedeutet haben, auf diejenigen Stabe beschrankt, deren 
ElastizitatsmaB hoher ist als das der Unterlage, also auf solche, 
welche bei jeder Belastung in die nachgiebige Unterlage eindringen. 
Daher durfte bei unseren Untersuchungen der Unterschied zwischen 
den Verschiebungen der neutralen Achse und denen der auBersten 
Stabfasern als unendlich .klein vernachlassigt werden. 1st abel' 
das ElastizitatsmaB des Stabes, wie es bei dembeiderseits ein­
gemauerten Trager der Fall sein kann, entweder dem der Unterlage 
ungefahr gleich oder ist es gar kleiner als das derUnterlage, so kann 
diese Annahme nicht mehr zutreffend sein. Sehr viele Teile der 
bisherigen Abhandlung wiirden also unter diesem Gesichtspunkt ihren 
Wert verlieren. 

1nsolchen Fallen ist es sehr wahrscheinlich, daB sich Trager 
und Ailflagerkol'per bei der elastischen Formanderung entweder da­
durch aneinander anpassen, daB sich beide gemeinsam durchbiegen, 
oder, falls das ElastizitatsmaB des Auflagermaterials gegeniiber dem 
des Tragers verhaltnismaBig groB ist, der Tragerselbst der Quere 
nach zusammengedriickt wird [vgl. § 18, 3]. Del' Fundamentalbegriff 
der GroBe K, also L, muB dabei eine Abanderung erfahren. Die 
Theorie im ganzen kann natiirlich bei weiterem Ausbau des Stoffes 
in dieser Richtung als Grundlage genommen werden. 



VII. A. bschni tt. 

Einflu6 der N achgiebigkeit des Baugrundes auf 
die Berechnung des elastisch eingespannten 

GewOlbebogens und Rahmens. 

§ 63. Al1gemeines. 
1. Vorbemerkungen. Die Standsicherbeit eines in den Bau­

grundfugen elastisch eingespannten Gewolbebogens bangt bekanntlich 
von der elastischen Beschaffenhei~ des Baugrundes abo Biegtsich 
der Bogen infolge der auBeren Belastung, so tritt eine Drehung und 
Senkung der Widerlager auf. Von diesen Bewegungen haben die 
meist verschwindend kleinen elastischen Senkungen nur einen ge­
ringen EinfluB auf die Anderung der inneren Kriiftc des Bogens. 
Die Drehung der Widerlager hingegen, die auch verhaltnismaBig 
klein ist, dad mit Riicksicht auf die Beanspruchung des Bogens 
nicht auBer acht gelassen werden. 

Durch die elastlscbe Bewegung des Widerlagers kann eine Ver­
groBerung der Spannweite des Bogens eintreten. Besonders bei weit­
gespanntenBogen auf hohen Widerlagern kann sich ein bedeutender 
EinfluB auf die innere Beanspruchung der Konstruktionengeltend 
machen. Es ware moglich, daB ein Bogen lediglich durch die zu­
fallige Beweglichkeit des Widerlagers bis zur hochsten zuliissigen 
Grenze beansprucht wird, was Rissebildungen und andere, zweifellos 
von einer Bewegtmg des Baugrundes herriihrende Beschii;digungen 
zur Geniige beweisen. 

1m folgenden sei wie fruher angenommen, daB die Zusammen­
druckung des Baugrundes der Pres sung proportional ist. Weil Zug­
kriifte zwischen Baugrund und Sohle des Widerlagers nicht auf­
treten konnen, miissen die Bodenpressungen und daher die zu­
gehorigen Zusammendruckungen im Ergebnis der Rechnung positive 
Werte annehmen; selbstredend ist es belanglos) wenn diese GroBen 
in Zwischenrechnungen negativ werden. 

2. Grundlegende elastische Gleichungen. Wir denken uns den 
Gew61bebogen durch einen lotrechten Schnitt n n im Scheitel aus-

Hay ash i, Theorie des Tragers. 14 
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einandergeschnitten und bringen die daselbst wirkenden Fugenkrafte 
als auBere Krafte an [Fig. 112]. J ede Bogenhalfte solI als statisch 
bestimmtes Hauptsystem betrachtet werden. Die Fugenkrafte konnen 
durch ihre in den Schwerpunkt des Querschnittes verlegten, wage­
rechten und lotrechten Komponenten X a, Xc und durch das um die 
Schwerachse des Querschnittes drehende Moment Xl> ersetzt werden; 
diese Krafte und das Biegungsmoment sind natiirlich fur die rechte 
Bogenhalfte als in entgegengesetztem Sinn wirkend anzunehmen. 

(1 ) 

I<'ig.112. 

Der Verdrehungswinkel fl des Widerlagers berechnet sich 

fl = flo - Xafla -- Xbflb - Xcflc' 
wobei 

flo den Verdrehungswinkel des statisch bestimmten Haupt-
systems fiir X = 0, 

fla denjenigen fUr Xa = - 1, 

flb " "Xb = - 1, 

flc " "Xc = - 1 
bedeuten. 

Zur Ermittlung der statisch nicht bestimmbaren GraBen X a , 

Xb und Xc gelten die allgemeinen Elastizitatsgleichungen 

(2) 

Hierin 

f La + ~a _ ~ao == ~aaXa == ~baXb = ~caXc 
~ Lb + ~b - ~bO ~ab Xa ~bb Xb ~cbXC 
l Lc + ~c = ~co - ~ac Xa -- ~bC Xb - ~cc Xc' 

bedeuten 

~a., ~b' ~c die Wege de,r Belastungen Xa' X b, Xc des 
statischbestimmten Hauptsystetns, gleichgiiltig, ob 
diese eine Kraft oder ein Moment sind, 
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o"a den EinfluB der Drsache Xa= -1 auf den Weg 0a' 

a'ia " " " " Xa= -1 " " " °b' 

La die vil'tuelle Al'beit, die man erhiilt, wenn man die 
von der Drsache Xa = - 1 herl'iihrenden Auflager­
widerstiinde des statisch bestimmten Hauptsystems 
mit den Projektionen del' wil'klichen Verriickungen 
ihl'el' Angriffspunkte lilUltipliziert, usw. 

§ 64. Del' Bogen ist symmetrisch belastet. 

Dm den Gang del' Berechnung anschaulicher darzustellen, moge 
der Fall, daB del' Bogen symmetrisch belastet ist, zuerst behandelt 
werden. 

1. Ableitung del' Formeln. Bei del' herrschenden volligen Sym­
metrie verschwindet die lotrechte Kraft Xc' Es geniigt daher, die 
Dntersuchung des Systems nur auf die HaUte. des Bauwerkes aus­
zudehneh. 

Man hat fiir jede Bogenhalfte die zwei Gleichungen 

f La -I- Oa ___ Oao = Xa 0act = Xb Ob" 
lLb-l-0b-(5bo X"Oab XbObb . 

Fig. 113. 
14* 
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Die Belastungszustande X = 0, Xa = - 1 und Xb = - 1 sind in 
Fig. 113 dargestellt. Die zwei GroBen La und Lb .haben die Ausdriicke 

(4) { La _ - hfJ _ - [hfJo - XahfJa - XbhfJbJ 

Lb - - fJ -- - [fJo - XahfJb - XbfJbJ. 

Da die virtuellen Belastungszustande fUr den rechten Bogenteil 
genau dieselben sind, bleiben die GroBen bao' bbO' baa' bab = bba 
sowie La' Lb in den beiden Bogenhalften unverandert. Was die 
zwei GroBen ba, bb betrifft, die die wirklichen Verschiebungen des 
betreffenden Punktes bzw. Schnittes bezeichnen, miissen sie in den 
beiden Bogenhalften dieselben Werte, aber entgegengesetzte V or­
zeichen 'haben. Es ergibt sich daher 

f La = bao - Xa baa - Xb bba 

l Lb = bbO - Xa bab - Xb bbb' 

Setzt man die Ausdriicke La und Lb aus Gl. (4) ein, so erhalt 
man mit Riicksicht auf fJa =h fJb 

(5) 

{ [h fJa + baaJ Xa + [fJa + bbaJ Xb =; bao + h fJo 

[fJa + babJ Xa + [fJl> + bbh] Xb = bbO + fJo' 

Daraus folgen die Determinantenbriiche: 

r X = [fJb + bbbJ [bao + hfJoJ - [fJa + bab][bbo + fJo] 
a [hfJa + baaJ [fJb +.bbbJ - [fJa + OabJ2 

j Xb = [h fJa + baaH bbo + fJo] - [fJa + babH bao -t h fJo] . 
[h fJa + baa] [fJb + bbbJ - [fJa + bah] 

Bei starrem Baugrund, also fur K = CIJ, verschwinden aIle fJ, 
so daB die Verschiebungen nur von del' Formanderung des Bogens 
herruhren. Es ergibt sich dann: 

(6) 

2. Berechnung der Hilfsgrollen.Um zu praktisch brauchbaren 
Rechnungsmethoden zu gelangen, wollen wir in der Folge bei der 
Berechnung der Formanderungen den uhbedeutenden EinfiuB der 
Normalkrafte und der Querkrafte vernachlassigen. Diese Vereinfachung, 
die auch bei manchen andern Aufgaben der Elastizitatslehre iiblich 
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ist, wird eine wesentliche ErIeichterung bei der Untersuchung des 
Systems bieten. 

dann 
Die in den Formeln auftretenden Festwerte berechnen sich 

l I 

15 =J'MaMqdX =fM a M o d8 
aD EJ COS cp EJ 

o () 
I I 

15 =f~b?!odX =fM b M od8 
bo EJ COS cp EJ 

o 0 

I I 

15 = 15 =fMaMb dX =fM aM 7!d8 
ab ba EJ COS cp EJ 

o 0 

I I 

15 -f Ma2dx _fM a2dS 
aa- EJ COS cp - EJ 

o 0 

I ,I 

15 =f Mb2dx =fM
b
2d8 

b b E J COS cp E J ' 
o 0 

wobei unter l die halbe in die Rechnung aufzunehmende Spannweite, 
unter b die in Betracht gezogene Tiefe des Widerlagers 'und unter u 
die Sohlenlange desselben verstanden sind. 

MuD bezeichnet das von der Belastung herriihrende Biegungs­
moment, bezogen auf die Sohlenmitte des Widerlagers ;bei gegebener 
Belastung ist es eine bekannte GroBe. Unter M o' Ma und Mb ver­
steht man die virtu ellen Momente in einem beliebigen Punkt der 
Bogenachse. 

Die Integrale in den Formeln konnen ohne Schwierigkeit be­
rechnet werden, sei es durch gewohnIiche Integration, sei es durch 
mechanische Quadratur. 

Die drei GraBen baD' abo und bcD' welche den Faktor mit dem 
Index Null in ihien Ausdriicken enthalten, beziehen sich auf die Lage 
del' auBeren Lasten Pi' P 2 •••• AIle iibrigen sind davon unabhiingig; 
es geniigt, sie nur einmal auszuwerten. 

1) Fur {fo, {faund {fo siehe S. 107, Gl. (16 2). 
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3. Zahlenbeispiel. Zur hesseren Beleuchtung des Erarterten mage ein 
Zahlenbeispiel durehgefiihrt werden. 

Der in Fig. 114 dargestellte Eisenbetonbogen babe bei 19,2 m lichter 
Weite einen Pfeil von 3,85 m.DieGewalbestarke betragt im Seheitel 35 em. 
an den Kampi.3rn 70 em. Die Eiseneinlage besteht oben und unten aus je 
zehn Rundeisen 8 mm (fc = 0,503 em2). 

i=:-:~~:-----=-- . 
~ 
~. 

~ 

Fig. 114. 

Fiir die statisebe Bereehnung teilen wir den hal ben Bogen in elf Teile 
von ungefahr 100 em Lange. Die Mittelpunkte dieserStiieke sind vom Kampfer 
aus mit 1 bis 11 beziffert. Ihre auf den Kampfer bezogenen Koordinaten x, 
y, die Bogenstarke d und das Tragheitsmoment J sind in der naehstehenden 
Tabelle enthalten: 

d i J 
Punkt x y I (fiir b = 100 em) 

m m m em" 

1 0,313 0,300 0,700 295.·10' 
2 1,035 0,985 0,640 226 " 3 1,815 1,580 0,590 178 " 4 2.465 2,100 0,530 129 " 5 3,555 2,550 0,490 102 " 6 4,485 2,910 0,440 74 " 7 5,435 3,225 0,400 56 " 8 6,395 3,475 0,380 48· " 
9 7,375 3,650 0,360 41 " 10 8,365 3.775 0,355 39 " 11 9,360 3,850 0,350 38 " 

Als Belastung sollen Eigengewieht + Nutzlast iiber die ganze Spannweite 
angenommen werden. Es seien die 

standigen Lasten: 

Eisenbeton. ................ 2400 kg/m3 

Erdreieh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1650 kg/m" 
30 em starke Pfiasterdeeke eimchlieBlich Paeklage 750 kg/me, 

Verkebrslast: 360 kg/m2. 

1m folgenden bezeiehnen PI' Pe .•. die Gewiehte der Bogenstiieke samt 
ihren Auflasten. Die Werte 1110 , JJ1.a und My ergeben sieb am zweekmaBigsten 
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graphiseh mit HiIfe von SeilIinien;DieAusdriieke in Integralform bestimmen 
sieh dureh einfaehe Summierung. 

Punkt 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

1!!!IY!!!III!!I!11!I!!I!!!!!!!l!!l!l!I)UI!II!!llIllIIIlltmt,fr:fre1Jfi{m2 

r----:7 i 
~L~3m~ 
L ..... . 

Punkt 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

P 
kg 

8140 
5580 
5050 
4550 
4100 
3500 
3050 
2700 
2270 
2140 
2020 

Fig. 115. 

Mo 
cmkg 

13300.103 

10750 " 
8500 " 
6500 " 
471>0 " 
3250 " 
2075 " 
1250 " 
6lO " 
'200 " 

o " 

Ma M" -J-

Ma "1 
cmkg 

355,0 
286,5 
2~7,0 
175,0 
130,0 
94,0 
62,5 
37,5 
20.0 

7,5 
0 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

, MoMo 
-J-.-

4,27.3.10-2 3,389.10-7 1,202.10-4 16,00.102 451,0.10-2 

3,635" 4,425" 1,268" 13,63 " 476,0" 
2,895" 5,618" 1,275·" 10,~4 " 477,0" 
2,375" 7,752" 1,358" 8,82 " 503,8" 
1,658" 9,804" 1,275" 6,05 " 466,0" 
1,194" 13,510" 1,270" 4,1'3 " 439,0" 
0,697" 17,857" Ii 1,117 " 
0,293" 20,833" 0,781" 
0,098" 24,390" I 0,4"8 " 
0,014" 25,611" I 0,192 " ° 26,316" 0 

2,32 " 370,0" 
0,98 " 260,4" 
0,30" I 148,7 " 
0,04 " 51,3" 
o 0 

I 17,132 ·lO-2 I 159,535:10:::;rio,226:1o:::'i . 63,U.W2 -r 3643~2:io-2-
Das Produkt 1Jf; M kist mit positivem Vorzeiehen zu versehen, wenn die 

Momente M; und Mk den Stab in gIeiehem Sinne durehbiegen. 
Es bereehnet sieh, wenn E = 140000 kg/em2 gewahIt wird, 

... 63,1l·1()!l·100... 
Oao = E = 4,510 

~bo = 3643,2 .~0-2'100 = 2,600.10-2 

~ao = {jon = 10,226.~0-4.10Q = 73,00·lO-,-8 
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/Jaa = 17,132.~-2.100 = 12,240.10-5 

/Jbb = 159,535 ~0-7 .1~ = 1,140.10-8 • 

Somit ist fiir K = 00 nach Gl. (6) 

Xa= 37600 kg 

Xb = - 127500 cmkg. 

Der Horizontalschub Xa greift also bei starrem Baugrund in einer Tiefe 
-12750 

von e = 37600 = - 3,49 em unter dem Bogenscheitel an. Das Minuszeichen 

zeigt, daB e von der Mitte des Scheitelquerschnittes nach unten gerechnet 
werden muB. 

Fig. 116. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, den EinfluB der Variation der Baugrundziffer 
zu untersuchen. Urn der Unsicherheit bei der Wahl der richtigen GroBe der 
Baugrundziffer zu entgehen, fjjhren wir die Berechnung mit verschiedenen 
Baugrundziffern durch, zwischen welche die in der Praxis vorkommenden \Verte 
eingeschaltet werden konnen. 

Die drei GraBen flo, fla und flc, in denen die Ziffer K vorkommt, sind 
zu ertechnen. Das Biegungsmoment Muo bestimmt sich graphisch zu 

Muo = 21050.103 cmkg. 

Es ergibt sich, da b = 100 cm angenommen ist, 

Es soli en die fiinf Faile K = 1, 10, 50, 100 und 1000 kg/cm3 berechnet 
werden. Man erhalt 

00 ° 1000 5,89.10-5 
100 58,90" 
50 117,80" 
10 589,00 " 

1 15890,00 " 

o 
1,68.10-9 

16,80 " 
33,60 

11)8,00 " 
1680,00 " 

o 
2,80.10-12 

28,00 " 
56,00 

280,00 " 
1 2800,00 " 



§ 64. Der Bogen ist symmetrisch belastet. 217 

undferner 

kg.~m.l Xa Xb 
Xb 

e= X 
a. 

kg emkg em 

00 376()0 -127500 -3,49 
1000 37500 - 126100 -3,36 

100 37500 -116000 - 3,10 
50 37200 -104800 -2,81 

1~ I 36:'120 58400 -1,61 
35280 7800 -0,22 

9 10 11 

r------- 8-- - -I 
~ 
~ 

~ 
",-

~, ___ +1 
.5f6om I 

Fig. 117. 

Die Stiitzlinie fiir K = 00 ist in Fig. 117 eingetragen. Sie falIt 
fast genau mit del' Bogenachse zusammen; in der Sohle des Wider­
lagers weicht sie von der Mitte um 22 cm nach links abo Ein 
Zusammenfallen der Stiitzlinie mit der Bogenachse ist nul' dann ge­
rechtfertigt, wenn tatsachlich ein starrer Baugrund, z. B. Felsen, vor­
liegt, weil die Stiitzlinie, wie es aus dem Rechnungsergebnis her vor­
geht, bei abnehmendem K im Scheitel nur wenig steigt und gegen 
die Kampfer rasch nach innen'riickt. Sie weichtz. B. fUr K = 10 kgjcm3 

im Scheitel um 1,61 cm von del' Bogenachse und in den Kampfern 
um etwa 6 cm von derjenigen fii.r K = 00 abo 

Ferner kann man sich ohne weiteres iiberzeugen, daB fUr eine 
Anderllng der Baugrundziffer zwischen den wei ten Grenzen K = 1 
und K =100, die wohl auBer Felsboden aIle fiir eine Griindung in 
Frage kommenden Bodenarten einschlieBen, und selbst fii.r K = 00 , 

die Abweichungen del' Stiitzlinie von der Bogenachse unwesentlich 
sind; del' Fehler, den man mit del' Annahme starrer Einspannung 
begeht, wiirde also nicht bedeutend sein. 

Da die Baugrundziffer bei einem geeignet vorbereiteten Bau­
grund aller. Wahrscheinlichkeit nach nicht kleiner als 10 kgjcm3 

werden wird, kann man bei praktischer Berechnung diese fiir einen 
sehr nachgiebigen Baugrund gii.ltige Annahme immerzugrundelegen. 
Unter diesel' Annahme geht die Stiitzlinie bei vorIiegendem Beispiel 
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fast dureh die Mitte der Baugrundfuge; das Bauwerk verhii1t sieh 
dabei wie ein Bogen mit Gelenken in der Sohlenmitte des Widerlagers. 

Es darf aber selbstverstiindlieh hieraus nieht der SehluB ge· 
zogen werden, daB die Gii.te des Baugrundes fur die Standsieherheit 
des Bauwerks gleiehgultig ist. Denn die Untersuehung setzt ja 
eine vollige Unversehieblichkeit der Bausohle in wagerechter Richtung 
voraus; bei sehlechtem Baugrund wii.rde jedoeh ohne Zweifel ,eine 
seitliehe Verschiebung des Widerlagers auftreten; das ganze Bauwerk 
wii.rde also wie ein freiliegender Balken wirken. 

§ 65. Del' Bogen ist einseitig belastet. 
1. Ableitung der Formeln. Es geIten fUr beide Hauptsysteme 

die drei allgemeinen elastisehen Gleiehungen (2). 

Fig. 118. 

Die virtuellen Belastungszustiinde Xa = - 1, Xl) = -- 1 bleiben fur 
die beiden Bogenhiilften dieselben wie im vorigen Fall [vgl. Fig. 113]. 
In Fig. 119 sind die Zustiinde X = 0 und Xc = - 1 dargestellt. Das 
reehte Hauptsystem ist der Bequemli6hkeit halber hier als Umkehrung 
des linken gezeiehnet. 

Linkes I/al/plsllstem Recl1tes I/al/ptsllstem 

Fig. 119. ') 

') In der linksseitigen Figur fUr Xc = - 1 sind die Pfeile der Spannungs. 
figur umzukehren. 
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Die Ausdriicke La. Lb und L,. lauten dann fiir beide Haupt-
'systeme 

(8) 
r La = - [hfJo - Xa h fJa - Xb h fJb - Xc h fJJ 

{l Lb=--:[fJo -XafJ" ~XbfJb -XefJcJ 
Lc = ± [ffJo - XaffJ" - XbffJb -- XcffJcJ· 

Das Minuszeichen in del' GIeichung fiir Lc bezieht sich auf das rechte 
Hauptsystem. 

Mit Riicksicht auf ~ (oeJ = 0 und ~ (OCb) = 0 lassensich GIn. (2) 
in del' Form 

r ~ [LaJ =:::s [oaoJ - 2 Xa 0aa - 2 Xb 0ba 
(91 ) {~[L,,] =::s [OboJ - 2 X" 0ab - 2 Xb O,)b 

l ~[LJ=::S[ocoJ -2Xcocc 
angeben. Fiihrt man die Ausdriicke fiir La' Lf, und Lc aus G1. (8) 
ein, so ergibt sich, da ] (fJ J = 0, 

f - [h ~ (fJo) - 2 Xa h fJa - 2 Xb h fJ,,] =::3 [o"J --- 2 Xa 0aa -- 2 Xb 0ba 

(9~) { - [::s (fJJ - 2 XafJ" - 2 XbfJbJ =::s [(){)(,] -"- 2 Xa 0ab - 2 Xb 0bb 

l [f(fJo' - fJo") ~ XJ(fJ~' ~ fJe")J =::3 [ocol - 2 Xeoec, 

'wobei fJo', fJc' und fJo"., fJc" bzw. die Werte von f10, fJc flir das linke 
und das rechte Hauptsystem bezeichnen. Formt m~n die GIeichungen 
weiter urn, so erhalt man mit Riicksicht auf h fJ b -~~ fia 

r 2 [h fJ a -I- ° a aJ Xa +2 [fJ u + 0b aJ Xb = ::3 [0 a oJ + h::3 [P oJ 
(93 ) 1) 2 [fJa + °al,].Xa + 2 [fJb + 0bbJ Xb =::3 [01)(,] -1--::3 [fJol 

[fO(fJ " - (]') 2 ° .J X = ~ [(5 J -.J_ to[fJ " - fJ 'J. e ,-' c , c (' C .-..I . /' (J I u 0 

Die Auflosung liefert 

(10) 

r X = [fJb + Ob_~lJ~(Oa-"J+-'I.~(PQU=J~a+~"7,] [::s (ObO) -I- ::s (Po)J I ~ a 2 [(h ("Ia + 0aa) (/1b + 0bb)- «("Ia + 0abn 

{ X = [hfJa -I- 0a,,][::3 (OboH- ~ (li.,)J - [P" +oabJ[::S (Oao) -I- h] (fJo)J 

I b { 2 [(hPa -I- °aa)(flb -I- 0bb) -(fJa -I- °ab)2J 

::s (Oco) -I- t[Po" . - fJo'l 
Xc = f[fJ" - [1'] r 2:;;--

c c T uc/' 

und fiir K = 00 

r X = O')b::S (Oao) - 0ab::S (9bO ) 
a 2 [OaaObb - OdbJ 

(11) X _ Oaa::S (Obo) - (5 ab ::3Coao i 

b= 2[Oaa Obb- ogbJ 

X = ] (Oco) 
c 20cc ' 
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Hierbei sind fl' und fl" bzw. durch den Ausdruck + lK2 f3 bestimmt. 
C C b u 

flo' und flo" sind aus del' Formel (7) auszuwerten, in del' MUD sich 
auf die zugehorige wirkliche Belastung bezieht. 

2. Zablenbeispiel. Wir wollen den im vorigen Paragraphen behandelten 
Bogen noch einmal unter der Voraussetzung untersuchen, daB sich die Verkehrs' 
last nur uber dierechte Hiilfte des Bogens erstreckt. 

Man erhiilt fur das linke Hauptsystem folgende Tabelle: 

Punkt I 
1 I 2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

Punkt 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

M 
kg 

Mo 
cmkg 

Me 
cmkg 

7790 11750.103 

I 

- 954,50 
5310 9400 " -882,50 
4760 7330 " - 804,50 

I 4240 5500 " -721,50 
3770 3950 " 

I 

- 630,50. 
3160 2750 " - 537,50 
2710 1750 " -442,50 
2350 1000 " I -34fi,50 
1920 500 " ~248,50 
1780 170 " I 

-149,50 
1660 0 " - 50,00 

39450 

MaMe MbMc 
-J- -J-

-1149.10-4 3,236.10-4 

-1120 " 3,902 " -1025 " 4,518 " 979 " 5,600 " 804 " 6,185 " 684 " 7,260 " 494 " 7,900 " 271 " 7,223 " 121 " 6,055 " 20 " 3,835 " 0 " 1,315 " 
-6676 " - 57,029 " 

I 
- 3804,00 I 0,309 
- 3670,00 0,344 

I - 3313,00 I 0,363 I 
I - 3075,00 0,404 

- 2440,00 0,390 
- 1995,00 0,390 
- 1382,00 0,250 
- 722,00 0,230 
- 303,00 0,151 
- 65,20 0,057 

0 0,007 
- 20769,20 I 3,015 

MaMo MbMo 
-J- -J-

14,14.102 398,5.10-2 
11,90 " 416,0 " 9,35 " 414,0 " 7,46 " 426,4 " 5,03 " 387,0 " 3,49 " 371,5 " 1,95 " 312,5 " 0,78 " 208,3 " 0,24 " 122,0 " 0,03 " 

I 
43,6 " 0 " 0 " 

54,37 " I 3099,80 " 

Man berechnet dann 

5437·100 
~ao = 140000 = 3,882 

~ = 3099,80.10-2 ·100 = 2 212.10-2 
bo 14.0000 ' 

~ = - 20769,20·100 = -14 825 
co 140000 ' 
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~ _ 3,015·100 2,155.10-3 
ee - 140000 

~ = -6676.10-4 .100=_4768.10-4 

ac 140000 ' 

a = -57,029·10-4.}00 =-4070.10-& 
Ie 140000 ' 

Ferner ergibt sich 

, -12f -12·1138 -3,184.10- 6 

(3e='bKu3 =100K-3503 = K . 

Muo betragt 19,00.106 cmkg. Somit folgt 
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Fiir das rechte Hauptsystem konnen, da die P l , P2 • •• denen des vorigen 
Falles gleich bleiben [vgl. S. 215], ~ao, ~bo, Mo sowie (30 iibernommen werden. 
Berechnet man 

so ergibt sich 

Punkt I Me 

1 954,50 
- 2 882,50 

3 804,50 
4 721,50 
5 630,50 
6 537,50 
7 442,50 
8 346,50 
9 248,50 

10 149,50 
11 50,00 

4300,0 
4200,0 
3840,0 
3634,0 
2940,0 
2360,0 
1640,0 

902,0 
100,0 

77,0 
o 

23993,0 

a =23993,0.100=1713-
co 140,000 ' il. 

~ce bleibt dasselbe wie im linken Hauptsystem, wahrend a'e=~c', ~ae=~ca 
und (3e, das in den Formeln mit (3/' bezeichnet wurde, dieselben Werte mit 
entgegengesetzten Vorzeichen haben. SchlieBlich andern sich ebenfalls die im 
vorigen Beispiel errechneten ~aa, ~,O, aao = ~oa, (3a und (30 fur die beiden 
Hauptsysteme nicht. 

Der besseren Ubersicht wegen mogen die Ergebnisse in Tabellenform 
wiederholt werden: 
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Fur das linke 
Hauptsystem 

5a 0 3,882 
(j uo 2,212.10-2 

(j co -14,825 

I 
Fur das' reehte 
Hauptsystem 

I 
4,510 
2,600.10-2 

17,375 

Totalsllmme 
und Differenz 

~[(jao]=8,392 

~](juo] = 4,812.10-2 

~ [(jeo] = 2,550 I -----1-------'----------,'------------

73,00.10-4 I (j ab= (joa 
(j ac = ~ca 
(j oc= (jcb 

(j aa 
(j bo 
(j ee 

fI 0 

-4,768.10-4 I 4,768'10-4 ! 

_1 __ -_4_,0_7_0_.1_0_-6_~ __ 4_,0_7_0_.1_0_-6 ___ 11 

12,240.10-5 

1,140.10-8 

2,155.10-3 i 
I 

fI ,,_ 0,058~ 
0- K 

1,680.10-6 
----x--
2,800.10-9 

K 

I ,=-3,184.10-61 ,,=3-,~84'1O-61 f '::[fle] =0 -6 

fie K fie K - ~lfl" -fl '= ~,~.~~ 
1 e e K 

Mit diesen Zahlenwerten erfolgt die Bereehnung der Unbekannten nach 
GIn. (10) und (11). Die Rechnungsergebnis,e fur die im vorigen Fall an­
genommenen Werte von K sind in folgenden Tabellen zusammengestel1t: 

K 

00 

1000 
100 
50 
10 
1 

K 

00 

1000 
100 

50 
10 

1 

o i 
01121.10-3 I , I 

1,121 " i 
2,242 " 

11,21 " 

o 
0,57.10-5 

fI/' - fli 

o 
6368.10-9 

63;68 " 
127,36 " 
636,8' " 

112,1 " 

5,7 " 
11,4 " 
57,0 " 

570,0 " 636tl,0 " 

kg 

350GO 
35000 
35000 
34800 
34300 
33520 

Xu 

emkg 

-136100 
-132500 
- 131800 
-120100 

93120 J 

- 58500 

kg 

592,0 
592,0 
597,0 
602,0 
636,0 
782,0 

I I' em 

-3,89 
-3,78 
-3,74 
-3,45 
-2,72 
-1,75 
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Die Stutzlinien fUr K= 100, 1000 und 00 sind in Fig. 120 eingetragen. 
Daraus erkennt man folgendes: Die bei der alteren Gewiilbetheorie ubliche An­
nahme, daB bei einseitiger Belastung die Drucklinie auf der belasteten Kampfer­
seite durch den unteren Kernpunkt, auf der unbelasteten Seite durch den 
oberen geht, ist bei der Annahme K = 00 annahernd gerechtfertigt. 

Ferner bemerkt man, daB die Drucklinien fUr die angenommenen Werte 
der Baugrundziffer, im Gegensatz zur symmetrischenBelastung, rasch voneinander 
abweichen. Bei einseitiger Belastung, insbesondere wenn es sich' um Bogen 
mit verhaltnismaBig hohen Widerlagern handelt, kann im allgemeinen die Ver­
anderlichkeit der elastischen Beschaffenheit des Baugrundes einen bedeutenden 
EinfluB auf die Drucklinien· ausuben. Vor der Annahme einer vollstandigen 
Einspannung der Baugrundfuge ohne Rucksicht auf die Nachgiebigkeit des 
Baugrundes muB gewarnt werden; die Korrektur der Drucklinie. infolge der 
Nachgiebigkeit des Baugrundes ist meist ziemlich betrachtlich, so daB sich bei 
derartigen Bauwerken die Drucklinien fUr gewiilmliche WertI' von K wesent­
lich von denen fur vollstandig starren Baugrund unterscheiden. 

Auf die Untersuchung des Bogens fUr weitere Belastungsfalle kann hier 
verzichtet werden. In Anbetracht der unvermeidlichen Unsicherheit der sonstigen 
RechnungsgriiBen, besonders des Wertes K, ist es wertlos, die klein en Ver­
schiebungen der Stutzlinien, die etwa bei anderer Stellung der Verkehrslast 
noch entstehen, besonders zu verfqlgen. 

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB die Annahme starrer 
Einspannung des Widerlagers unzutreffende Resultate uber die im Bogen 
herrschendim SPannungen liefert. Die altere Gewiilbetheorie ergibt fUr Bogen 
mit hohen Widerlagern zu kleine Gew61bestarken. Berucksichtigt man dagegen 
die Nachgiebigkeit des Baugrundes, so erhalt man praktisch durchaus sich 
bewahrende Abmessungen. 

§ 66. EinHull einer lotrechten Verschiebung des Widerlagers. 

Die lotrechte Verschiebung Yrn III der Sohlenmitte des Wider­
lagers hat den Ausdruck 

der wegen Ya = 0, Yb = ° 
(12) 

wird. 

Fig. 121. 
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Die drei Ym entsprechenden Gr513en La' Lb und Le nehmen die 
Werte: 

La = 0 Lb = 0 

Lc= ± (Yo - Xeye) 
(13) 

an, wobei sich das Minuszeichen der letzten Gleichung auf das rechte 
Hauptsystem bezieht. 

Diese Ausdriicke fUr L sind in GIn. (91) einzusetzen. Nur die GIei­
chung fUr Xc erfahrt dabei eine Anderung. Sie formt sich urn zu 

2 [( flo" + ye" + bee] + Xc = ~ [beD] - ([flo' - flo"J - [Yo' - Yo"J· 

Daraus erhalt man: 

(14) 

Bei symmetrischer Belastung werden aIle GIieder, im Zahler 
gleich Null;damit verschwindet auch Xc' 

Bei einseitiger Belastung, z. B. fUr den soeben behandelten Fall, 
erhalt man: 

/I 1 1 2,857.10-5 

Yc = bKu = 100K350 K 

, ~[PJ + G 39450 + 15730 1,576 
Yo = bKu = 100K350 = ~K 

/I ~[P]+ G 43100 + 15730 1,680 
Yo = bKu 100K350 K 

/I , 1,680 - 1,576 0,104 
Yo - Yo = .-----x--- = K-

und ferner 

kg~m31 Yo" - yo' yc" Xc 
em em kg 

00 0 0 592,00 
1000 0,104.10-3 2,857.10-8 592,50 

100 1,04 " 28,57 " 597,50 
50 2,08 " 57,14 " 602,50 
10 10,4 28,5,7 637,00 
1 104,0 " 2857,0 " 787,00 

Man bemerkt, daB Xc infolge der unsymmetrischen lotrechten 
Belastung auf den Verlauf der Drucklinie gar keinen merklichen Ein­
tIuB ausiibt. 

Hay ash i, Theone des Tragers. 15 
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§ 67. Der eingespannte, biegungsfeste Rahmen. 
Wie die vorstehenden Untersuchungen zeigen, gestattet die Theorie 

der statisch unbestimmten Bauwerke in verhaltnismaBig einfacher 
Weise die Einflihrung der Nachgiebigkeit des Baugrundes in die 
Berechnung. 

Es sei im folge.nden noch auf den im Erdreich eingespannten, 
biegungsfesten Rahmen hingewiesen. Die Aufgabe bildet einen be­
sonderen Fall des soeben besprochenen Bogens. Wir beschranken 
uns daher auf die Angabe der HilfsgroBen, deren man sich bei der 
Aufstellung der Elastizitatsgleichungen bedienen kann. 

Als auDere Kraft sei die sich liber den ganzen Riegel er­
streckende gleichformige Belastung angenommen [Fig. 122J. 

l-~.....--l 

I 
I 

\'"'·;----f~ 

Fig. 122. 

Denkt man sich den Rahmen in der Mitte des Riegels durch­
schnitten, so hat man analog dem vorigen Fall fUr die so gewonnenen 
zwei Hauptsysteme' die drei virtuellen Belastungszustande X = 0, 
Xa = - 1.und Xb = -1 zu betrachten. Sie sind in Fig. 122 ver­
anschaulicht. 

Die HilfsgroBen berechnen sich ohne weiteres: 



f 

(15) 

§ 67. Der eingespannte, biegungsfeste Rahmen. 

fJ =12~tQ=12ql[f-l/2J= 6ql[2f-l] 
o Ku3 Ku3 Ku3 

f 

c5 _fMbMO dX - ql2 [~ l ] 
bo - EJ cos f{J - 2 E J 1 + 3 J 2 

o 

f 

c5 - a X __ _ f M 2d h2 

aa - EJ cos f{J - 3 EJ1 
o 
f 

c5 -f Mb2dx - -~ [~ .!.-J 
bb - EJ cos f{J - E J 1 + J 2 

o 
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Bei starker Exzentrizitat des Sohlendruckes ergibt eine erste 
Rechnung oft Zugspannungen an der Fundamentsohle, die der Natur 
der Auflagerung nach ausgeschlossen sind. Man hat alsdann die 
Rechnung zu wiederholen und dabei als neue Achse die Mittellinie 
des gedriickten Teils der Fundamentsohle einzufiihren. Durch fort­
gesetzte Wiederholung erreicht man, daB die eingefiihrte Achse mit 
derjenigen der unter Spannung stehenden Flache zusammenfallt. 

15* 



VIII. Abschnitt. 

Uber die Berechnnng von Bohlwanden 
ahnlichen Banteilen. 

§ 68. Einleitende V orbemerkungell. 

. 
SOWle 

1. Allgemeines. Bevor wir auf die allgemeinen Gleiehungen ein­
gehen, wollen wir uns erst .mit dem unsiehersten Teile der Reehnung, 
dem Erdwiderstand, etwas naher besehaftigen. 

Wenn ein Pfosten oder eine Strebe, welche gegen einen Erd­
k6rper gestiitzt ist, durch irgend eine andere Ursaehe eine elastisehe 
Formanderung erfahrt, wird sie sieh so lange bewegen, bis sieh das 
Gleiehgewieht dureh Vermehrung oder zeitweilige Verminderung des auf 
die deformierte Flaehe wirkenden Erddruekes wiederhergestellt hat. 

p 

Fig. 123. 

Denkt man sieh den einfaehen Fall einer lediglieh im Boden 
eingerammten Wand AB [Fig. 123], so wirkt ein natiirlieher Erd­
druek auf das im Boden steekende Ende CB. Wird nun eine wage­
reehte Kraft P am freien Ende der Wand angebraeht, so verbiegt 
sie sieh, indem sie sieh urn irgendeinen Punkt D im Boden dreht. 
An diesem Punkte bleibt der Erddruek, da ja keine Versehiebung 
der Wand eintritt, unverandert. Oberhalb des Punktes muG sieh der 
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Erddruck links erhohen, rechts zeitweilig verringern. Ahnlich wird 
er unterhalb des Punkteslinks zeitweilig vermindert, rechts vergroBert. 
Wir haben es dabei mitdem sogenanntenpassiven Erddruck zu 
tun. Seine Verteilungslinie nimmt etwa die in Fig. 123 dargestelIte 
Form an. 

1m Tiefbau beriicksichtigt man gewohnlich den passiven Erd­
druck nicht, odeI' rechnet man wenigstens nicht mit ihm, weil zu 
befiirchten ist, daB er erst dann zur Wirkung kommt, wenn an dem 
Bauwerke Formanderungen eingetreten sind, die den Bestand del' 
Konstruktion gefahrden konnten. Bei Anlagen, besonders bei 
solchen mit geringen Dimensionen, wie sie im Eisenbetonbau vor­
kommen, kann man haufig die Beobachtung mach 'en , daB sie bei 
Formanderungen infolge Belastung odeI' auch nul' Temperaturande­
rung neue Verbiegungen erl-eiden, die durch den. betrachtlichen Erd­
widerstand entstehen. In den meisten Fallen gewinnt das Bariwerk 
durch diesen WiderstaiJ.d eine vergroBerte Standsicherheit. Ohne es 
zu wissen, verdankt man in del' Tat seinem Auftreten in del' Natur, 
daB nicht unzahlige Widerlager, Streb en sowie Gewolbe eingesturzt sind. 

2. Uber die GroBe des Erddrnckes. Es sei kohasionslose Erde 
mit wagerechter, OberfHiche vorausgesetzt [Fig. 124]. Fur den so­
genannten aktiven und passiven Erddruck Pi und P2 auf ein lot­
rechtes Flachenelement in del' Tiefe x gelten die bekannten Ran­
kineschen Formeln: 

Fig. 124. 

1 - sin IP 
P =-l'X~--~ 

1 1+ sin lP 

l+ sin lP 
P = l'X-----

2 1- sin lP' 

wobei r das Raumgewicht der Erde, IP den Reibungswinkel von Erde 
auf Erde bezeichnen. Darans ergibt sich 

(1) 4 sin IP 
P2 - Pi = r x 1 _ sin 2 IP 
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Dies ist der hOchste wagerechte' Uberdruck, den der Erdkorper in 
der Tiefe x zu erleiden vermag, ohne daB das Fliichenelement seine 
Lage andert. In Fig. 125 ist die (P2 - Pl)-Linie als die Grenzlinie des 
hochstens zulassigen Erdwiderstandes bezeichnet. 

tirenzltilll! ties !Ju'cl!slens 
zu/ossigen El'Ifl1'itlel'sltJno'es 

~~!!(I!I 

Fig. 125. 

1st beispielsweise cp = 30 o,so' erhiilt man 

und daher 

1,5 
P2 = l' x - = 3 l' x 

0,5 

P'J ~Pl = 2,668 rx '" 8. 
Pl 1rr X 

Also ist der groBte' Druck, den ein lotrechtes Fliichenelement in der 
Tiefe x erleiden kann, ungefiihr 8mal so groB wie diedort herrschende 
Aktivkraft. 

Bei dem sogenannten gewachsenen Boden, der auch Zug­
spannungen, allerdings nur kleine, aufzunehmen vermag, ist der aktive 
Erddruck sowie die Widerstands£iihigkeit gegen Druck keineswegs 
allein auf die inn ere Reibung zuriickzufiihren, die in der Theorie des 
Erddruckes bei kohiisionsloser Erde der einzige maBgebende Faktor 
ist. In splchem Fall kann sich das Verhiiltnis (P2 - Pl)/Pl in Wirk­
lichkeit bis zu 10-12 steigern. 

3. Annahme hinsichtlich der Druokverteilung. Das Gesetz, 
na~h welchem sich der passive Erddruck jn einem gegebenen Fall 
liber die Wand verteilt, sowie seine Beziehungen zur Formiinderung 
derselben lassen sich natlirlich in genauer Weise kaum £eststellen. 
Daher ist man auf Hypothesen angewiesen, welche inso£ern zur teil­
weisen Losung des Problems beitragen konnen, als es mit ihrer Hilfe 
moglich ist, einen Anhaltspunkt liber die Grenzwerte des Erdwider­
standes zu gewinnen. Die Schwierigkeit liegt aber darin, daB da­
bei nicht nur fiir die innere Reibung des Erdkorpers, sondern auch 
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fiir die eingetretene oder noch eintretende Zusammendriickung des­
selben Annahmen zugrunde gelegt werden miissen. 

Es handle sich um die elastitlche Zusammendriickung des 
Erdkorpers, die das Erdreich im allgemeinen Sinn des Wortes 
nochin der Querrichtung auszuhalten vermag. Der Zusammen­
driickung entsprechend erhalt das Erdteilchen an einer bestimmten 
Stelle Z (Fig. 123) einen gewissen Druck von der Wand, und zwar 
so lange, bis der Druck den an jenem Punkt hochstens zulassigen 
Wert erreicht. Bei weiterer Zusammendriickung geht das Gleich­
gewicht dort verloren, und das Erdteilchen wird nach der Seite ver­
drangt., Dieses Seitwartsdrangen mag in der Weise vor sich gehen, 
daB in einer Flache Zm der Reibungswinkel der Erde iiberschritten 
wird, und nun die oberhalb dieser FIache befindliche Bodenmasse 
seitlich gedrangt wird. 

Was die GroBe des elastischen Erdwiderstandes betrifft, den die 
Wand erfiihrt, wird, man verschiedener Ansicht sein konnen. Eins 
ist aber jedenfalls ganz ohne Frage, daB er namlich in einer be­
stimmten Tiefe mindestens gleich dem dort herrschenden, natiirlichen 
Erddruck, und sehr wahrscheinlich noch erheblich groBer, sein muB. 
Inwieweit er sich dem sogenannten passiven Erddruck nahert oder 
vielleicht noch dariiber hinausgeht, wollen wir dahingestellt sein 
lassen. Immerhin steht fest, daB, sofern an einer Stelle kein 
Gleiten der Erdteilchen stattfindet, ,der Widerstand stets zwischen 
den beiden Grenzw~rten, dem aktiven und dem passiven Erddruck, 
liegen muB. 

Ferner ist es auch sehr wahrscheinlich, daB der Erdwiderstand 
an einem Punkte der Wand um so groBer sein muB, je gloBer die 
Verschiebung ist, die dieser Punkt infolge der Formanderung er­
fahrt. Dberdies muB sich der Widerstand, der einer bestimmten 
Verschiebung der Wand entspricht, bei gleichen Bodenverhaltnissen 
mit der Tiefe des Punktes verandern. 

Nimmt man an, daB die Wandfliiche nur normalen Widerstand 
aufzunehmen vermag, so moge fiir ain Erdteilchen, das nur elastische 
Zusammendriickung erleidet, in der Tiefe x zwischen dem Wider­
stand p und seiner Verschiebung y die Beziehung 

(2) p=Ky 

bestehen, wenn unter K eine Konstante fiir die betreffende Tiefe ver­
standen wird. 

Handelt es sich um eine schiefe Wand, so ha~ man noch mit 
dem Reibungswiderstand zwischen Wand und Boden zu rechnen, 
der unter Umstanden auf die GroBe des Erdwiderstandes einen 
starken EinfluB ausiibt. 
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Es ist jetzt schon die Moglichkeit vOl'handen, die Frage nach 
dem Erdwiderstand mittels Formeln genau zu beantworten. Da aber 
schon die Berechnung des aktiven Erddruckes eine vielfach statisch 
unbestimmte Aufgabe ist, .deren Lasung nur naherungsweise durch­
gefiihrt werden kann, so hat man im erst en Augenblick den Ein­
druck, daB eine Beriicksichtigung despassiven Erdwiderstandes das 
unsichere Resultat des vorliegenden Problems noch steigernmiiBte, 
indem wir durch Eirifiihrung weiterer Annahmen auch neue Fehler­
quellen erschlieDen. 

Man wird vielleicht zu einem anderen Urteil gelangen, wenn 
man in Betracht zieht, daB der aktive Erddruck, von der inneren 
Reibung des Erdkarpers in hohem MaBe beeinfiuBt, verschiedene 
Werte aufweisen kann. Infolge der stets in gewissem Grade im 
Erdreich vorhandenen, in der Rechnung nicht beriicksichtigten Koha­
sion ist er, wie die Erfahrung lehrt, sehr oft sogar gleich Null. Der 
passive Erddruck, besser der Erdwiderstand, hingegen tritt, wei! er 
nur durch auDere Ursachen hervorgerufen wird, stets auf. Da er 
auDerdem vorwiegend von der elastischen Beschaffenheit und nur in 
geringem MaDe von der Kohasion des Bodens abhangig ist, muB er 
in einem gegebenen Fall einen festen, ziemlich genau bestimmbaren 
Wert haben im Gegensatz zu dem aktiven. Wie schon oben be­
merkt, kann er unter Umstanden etwa lOmal so groB wie der 
aktive sein. 

Wir wollen selbstredend nicht behaupten, dl!-D unsere Annahmen 
genau die tatsachlich auftretenden Widerstande ergeben. Aber 
wenigstims sind wir del' Meinung, daB ein Bauwerk, fiir de~sen Halt­
barkeit del' Erddruck maBgebend ist, beziigIich seiner Beanspruchung 
einer scharfen Untersuchung zu unterwerfen ist, bei del' der Erd­
widerstand in erster Linie, und zwar den gegebenen Darlegungeil 
entsprechend beriicksichtigt werden muD. 

§ 69. Allgemeine Gleichungen. Erste Annahme. 

1m folgenden beschranken wir uns auf den einfachen 'Fall, wenn 
die Bohlwand am Ende mit einer Einzellast belastet ist. Ganz ahn­
lich kann man auch vorgehen, wenn die Wand andel's verteilte 
Lasten tragt. 

Damit die Wand im ganzen eine gewisse Sicherheit gegen das 
Umkippenhat, muD der hervorgerufeQe Erddruck an jedem Punkt 
del' Wand geradenoch .innerhalb seines, Grenzwertes bleiben. 

Die Verschiebung eines Punktes del' Wand wird, falls sie un~ 
veriinderlich steif, um so graBer sein, je weiter del' Punkt vom 
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Drehpunkte D entfernt ist. Ratte der Koeffizient K 10 der Be­
ziehung p = Ky fur d'ie ganze Tiefe denselben Wert, so wurde der 

Fig. 126. 

Erdwiderstand dementsprechend groBer werden. Daaber der hoch­
stens zulassige Erdwiderstand mit der Tiefe zunimmt, muB bei einem 
gegebenen P, solange an dem Bauwerk Gleichgewicht herrscht, ein 
solcher Punkt in irgendeiner Tiefe der Wand vorhanden sein, in 
dem dieser Grenzwert gerade erreicht wird. In Fig. 126 wird er 
in Dbereinstimmung mit der friiheren Bezeichnung wieder mit Z 
bezeichnet. 

Der Punkt Z ist ein Diskontinuitatspunkt der Differential­
gleichnng. Die heiden Teile der elastischen Linien AZ und Z B 
miissen also gesondert betrachtet werden. 

Wir nehmen zunachst an, daB die Tiefe z des Punktes Z be­
kannt ist nnd verlegen die Koordinatenanfangspunkte fUr AZ nnd 
Z B bzw. in .das Ende A und in den Punkt Z. 

Am Punkt x des Teiles A Z ergibt sich das Biegnngsmoment 

]V[ C.C - Px. 

Mit Bezug auf § 3, (4) erhalt man dann die Gleichung 

d2y Px 
71x2 = EJ' 

die nach zweimaliger Integration 

Px3 

y = 6 E J + Al X + A9 

gibt. 
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Was den unteren Teil Z B betrifft, bleibt die Bestimmung des 
Koeffizienten K der Erfahrung vorbehalten. Es moge nun 

K=Klt, 
(4) also p = Klty 

gesetzt werden. Hierin sind unter t die Tiefe eines betrachteten 
Punktes und unter Kl eine Konstante fur die ganze Tiefe der Wand 
verstanden, womit wir also annehmen, daB der Erdwiderstand der 
Tiefe proportional ist. 

Die letzte Beziehung in Verbindung mit § 3, (5) liefert, wenn 
wir darin b = 1, q = 0 und t = z + x setzen, die Differential­
gleichung fUr den Teil Z B 

d4y 
(51) EJ dx4 =-K1 [z+x]y. 

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie § 9, (40). 
Die Auflosungsoll hier in der gleichen Weise wie damals durch­

gefUhrt werden [vgl. § 9, 2]. 
Setzt man 

(6) 

so HiBt sich obige Gleichung in der Form 

d4y 
dx4 = - ~y 

angeben. Die Veriinderliche ~ iindert sich von!; bis fl, wenn x von 0 
nach In - z wandert. Hierbei ist 

(7) 

Man entwickelt die Funktion y in der Reihe 

y =f(~) 

=f(ft)+~ ((f'(fl) + (~ 2t[f"Cu)+ ... +(~ nt)n f(n)(~)+ ... 

Da am Ende B M = 0, Q = 0 sein muB, ergibt sich 

f" (fl) = 0 
f/lf (ft) = 0 . 

Bezeichnet man ferner die konstanten GroBen f (fl) und f' (ft) 
mit Bl und B 2 , so erhiilt man: 

(8) 
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wenn unter Xl' X 2 zwei unendliche Reihen verstanden werden; diese 
lassen sich aus § 9, (47) ohne weiteres gestalten, wenn man darin 
a = 1, r; = fh setzt. 

Es sind also fiiuf Unbekannte A l , A2 , B l , B2 und z zu be­
stimmen. Vier Bedingungen ergeben sich im Punkt Z [vgl. § 6, (28)J. 
Die fehlende Gleichung folgt aus der Bedingung, daB im Punkt Z 
der Erdwide,rstand p dem zugeh6rigen Grenzwert gleich sein muB. 
Sie lautet: 

(9) 
4y sin qJ 

1 - sin2 qJ' 

§ 70. Allgemeine Gleichungen. Zweite Annahme. 

1. Entwicklung del' Gleichungen. Nimmt man an, daB K fiir 
die ganze Tiefe der Wand konstant ist, so fiihrt die Aufgabe im 
groBen ganzen auf die schon behandelten; allerdings begeht man mit 

. dieser Annahme eine groBe Ungenauigkeit, die nur unter besonderen 
,U mstanden zuHissig ist. 1m Interesse der Vereinfachung der Rech­
nung aber kann die Untersuchung kaum entbehrt werden. 

Mit Bezug auf § 4, 1 gilt jetzt fiir Z B die Gleichung 

y =-~- [(B1 el< + B2 e-I<) cos ~ + (Bs i + B4 e-~) sin ~J, 

1 2 
wahrend Gl. (31) fiir A Z mit Riicksicht auf -- = -- III der 

6EJ 3KL4 

Form 

angegeben werden kann. 

Fig. 127. 
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Man hat es mit den sieben Unbekannten Al , A:i. Bl bis B4 
und , zu tun, wenn 

(10) . 

ist. Es bezeichne 

(11) 
ft-'=fJ· 

Die vier Bedingungsgleichungenim Punkt Z lauten ohne 
weiteres: 

(I) 

2Pa3 1 
(II) 3KI: + Al aL + A2 = 2[B1 + B 2] 

4Pa 
(I II) Ba - B4= KL 

KL 
(IV) P= T[B3 -Bl +B4 +B2]· 

Die Grenzbedingungen MB = 0, QB = 0 liefern 

(V) [Bs efJ - B4 e-p] cos fJ - [Bl efJ - B2 e- fJ] sin fJ = 0 

(VI) [(B3 - Bl)efJ + (B4 + B 2 ) e-fJ] cos fJ 

- [(B3 + B 1 ) efJ- (B4 - B 2) e- fJ] sin fJ =0. 

SchlieBlich hat man im Punkt Z 

. 4y z sin tp 
p=KY=l . " - sm· tp 

oder 

(VII) 

Die ersten sechs Gleichungen geben wir folgendermaBen tabel­
larisch wieder: 
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I At \ 
A2 Bl B. Ba B. 

(I) 1 0 
-1 1 -1 -1 -2Prx2 

2L 2L 2L 2L KL" 

(II) rxL 1 
-1 -1 

0 0 
-2Prx3 

-2 2 ·)I(L 

(III) 0 0 0 0 1 -1 
4Prx 
X,L 

(IV) 0 I 0 1 -1 -1 -1 
-4P 
XL 

(V) 0 0 eP sin fJ - e-P sin fJ -I cos fJ e-fi cos fJ 0 

(VI) { 0 0 

I 
eP [cos fJ -e-p[cosfJ - eP [cos fJ -e-# [cosfJ 

0 + sinfJJ - sin fJJ - sinfJJ + sin fJJ 

Daraus erhiilt man 

r A - - 2 P [ 2 (~. 2R • 2R) + (~. R. 
1- KL2(®in2fJ _ sin2fJ) a ~tn f' - Sill f' a >::::ltn 2f' 

+ sin 2 fJ) + ®in2fJ + sin2fJ] 

(12) 

A2 = KL (®in 2; _ sin2fJ) [4;3 (®in2fJ- sin2fJ)+ 2a2(®in2fJ 

I + .nn 2 P) + 4a (Gin"p + ,in'p) + Gin 2 P -- ,in 2 P 1 
~ B1 = KL(®iUf-/---sin27f) [1 - a cos 2 fJ - (1 + a) sin 2 fJ 

- (1 - a) e- 2 ,6'] 

-- Pa 
B2 = KL(6in2jJ~ sin2/J) [1 + a cos 2 fJ + (1 - a) sin 2 fJ 

- (1 + a) e2p] 

B = p-~--[ a(e- 2f1 -sin2fJ-l)- 2 (1 +a)sin2fJ] 
3 KL (®in2fJ - sin2fJ) 

l B, ~ KL (Gh;':-~ ,m'p) [a(," + sin 2 P-l) +2 (l-a),m'PJ 

Die Gleichung fur Z B lautet dann: 

(13) Y = KL (®in~a _ sin2fJ) [(IX + 2 sinfJ) {cos c; [of(c;- fJ)- [ofc;cos(c;- fJ)} 

- 2 {sin fJ ®in c; cos (c; - fJ) + ®in fJ sin ~ [of (~ - fJ)}] . 
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(14) 

Die siebente Bedingungsgleichung formt sich urn: 

8CrL2 sin 'P 
1 - sin2 'P 

Diese Gleichung liefert die Moglichkeit, den Wert C fur gegebene 
'P, "p, 'Yj und K zu bestimmen. 

(15) 

Schlie.6lich ergibt sich 

2. Zahlenbeispiel. Es sei 

K= 5 kg/ems 

J = 277,83 cm4 

E = 140000 kg/em2 

[a(e- 2 ,8 - cos 2/3) -sin 2/3]. 

rp = 23° 54' 

l' = 0,0016 kg/ems 

p= 10 kg. 
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Die Zahlenrechnung liefert 

L=-\l4'14000~.277,83 =420 em 

600 378 
,< = 420 = 1,43 '7 = 420 = 0,90 

sin 'P_ = ° 485 
1 - sin~ 'P ' 

8{;L,), sin'P =8{;.420.0,0016. 0485 =0523{; 
K 1 - sin2 'P 5 ' , . 

. Mit diesen Zahlenwerten formt sieh G1. (14) in eine solche um, in der 
nur {; als Unbekannte vorkommt. Dureh Probieren erhiilt man {; = 0,27 und 
daher 

Da 

berechnet sich 

z = 0,27·420 = 113,3 em. 

IX = '7 + {; = 0,90 + 0,27 = 1,17 
(3 = p, - {; = 1,43 - 0,27 = 1,16, 

Al = - 0,021.10-2 

A2 = 13,990 " 

Bl = 0,084.10- 2 

B2 = 8,440 " 
B3 =-2,130 " 
B 4 =-4,360 " 

Man hat somit fUr AZ 

y = 10-2 [23 ;~ 10' - 0,021 x + 13,990] , 
und fUr ZB 

y = 10-2 [(0,042e~ + 4,220e-~) cos ~ - (1,065e~ + 2,180e-;) sin~] 

M = 10-2 [(4,700 e~ - 9,610 e-~) cos ~ + (0,185 e~ - 18,600 e-~) sin n 
Das Rechnungsergebnis ist in l!'ig. 128 aufgetragen. Daraus erkennt man: 

Das Moment nimmt von A nach unten ZU, erreicht in geringer Tiefe unter dem 
Punkt Z seinen griiBten Wert und wird am Ende B wieder gleich Null. 

3. Bemerkungen. Es war bisher stillschweigend vorausgesetzt, 
daB auf der Strecke CZ kein Erdwiderstand in Wirkung tritt. In 
Wirklichkeit aber muB die Wand, wenn sie infolge der Belastung 
eine Formanderung erfahrt, auf ihrer ganzen Flache Widerstand er­
leiden. Die Erwagung, aus der wir die allgemeinen Formelnabge­
leitet haben, bezieht sich auf den Gleichgewichtszustand, auf den die 
Wand endlich kommen muB. Von dem Zwischenzustand, der wahrend 
der Formanderung herrscht, k6nnen also die Formeln nichts sagen, 
denn die Grundlagen zur Berechnung des Druckes, den das Bauwerk 
erleidet, bevor der schlieBliche Gleichgewichtszustand erreicht wird, 
sind hier nicht festgestellt. 
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p A 

Fig. 129a. 

p 

eN 6renzlinie des 
/JiJc/Jslens zilliisslffen 
ffdWldeFs/{/ndes 

Fig. 129b. 

Die GroBe des Erdwiderstandes im Zwischenzustand hangt in 
der Hauptsache von der Last P abo Sie muB jedoch je nac,hder 
Gcsch windigkeit, mit der sich die Wand gegen die Erde be­
wegt, verschiedene Werte ergehen. Die Geschwindigkeit zu einer 
beliebigen Zeit ist im Punkt C gewohnlich am groBten, nimmt mit 
der Tiefe ab,bis sie am jeweiligen Drehpunkt D gleich Null wird. 
Zu Beginn der Formanderung ist es sehr wahrscheinlich, daB sich 
die wirkliche Erdwiderstandslinie derart gestaltet, daB sie bei C die 
Grenzlinie des hochstens zulassigen Erdwiderstandes beriihrt und im 
weiteren Verlauf durch den Drehpunkt geht [Fig. 129aJ. Hierhei ist 
vom aktiven Erddruck abgesehen, wei! er, beiderseits der Wand 
wirkend, stets gleich groB angenommen wird. Am Ende der Form­
anderung muB die wirkliche Erdwiderstandslinie eine Form ann ehmen, 
die man, wie in Fig. 129b, dur6h eine passende Abrundung zwischen 
der elastischen Linie der Wand und der Grenzlinie des hochstens zu­
lassigen Erdwiderstandes einzeichnen kann, und zwar derart, daB sie 
am oberen Ende die erstere und spaterhin die letztere beriihrt. 1m 
groBen ganzen muB sie die oben rechnerisch bestimmte Kurve [Fig. 128J 
in abgerundeter Form darstellen. 

§ 71. Uber die Einspannung der Wand. 

Zunachst miissen wir uns iiber die Abhangigkeit des Wertes I; 
von den iihrigen GroBen Klarheit verschaffen. Gl. (14), aus der sich 
die Unbekannte I; bestimmen liiBt, ist leider transzendent und eignet 
sich nicht fUr eine allgemeine Untersuchung. 

Wenn sin2(3 sowie sin2(3 bzw. gegen <Sin2(3sowie <Sin 2(3 ver­
nachlassigt werden darf, so kann man bei vorlaufiger Berechnung 
die Formel ziemlich vereinfachen. Dies kommt VOl', wenn e.s sich 
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um eine Wand mit verhaltnismaBig groBer Raumtiefe handelt. Da 

ferner (£~l (3(3 naherungsweise durch 1 ersetzt werden darf, gelangt 
15m 

man zur Gleiehung 

sin cp P [" (2 co ) ( 1 ) . Q ~I 
(16) 1-=--. si~~ cp == 4TrL~ _CO" 3 + 1 + 1 - L (cc + l)"J . 

D8,raus laBt sieh cc = 'Y) + C bei gegebenen cp und 'Y) unmittelbar 
stimmen. Fur die Abweieh~ng Y A erhalt man weiter 

(17) 2 P [. Q (2 f( ) ( )Q] 
Y A = XL 0(," 3 + 1 + C( + 1" . 

be-

1m folgenden wollen wir die allgemeine G1. (14) hinsichtlieh der 
praktiseh verwendbaren Ergebnisse diskutieren. Es sollen die GroBen 
X, Lund cp dem soeben behandelten Beispiel entnommen werden, 
namlieh: X = 5 kg/ems, L = 420 em, cp = 23 0 54'. 

Die Gleiehung lautet, da XL = 2100 ist. 

0,523C = P [-~~-(l5m2!) - sin2(3) 
l5in2(3 - sin2(3 1575 /' 

cx2 ( l5in2(3 .- Sin2(3) 
+ 1050 l5in 2(3 + sin 2fJ - 420 

+ l~~O (2 (l5in2fJ + sin'~fJ) _ l5in 2 fJ 4tosin 2 fJ) 

1 ( 2(l5in2(3+sin2fJ))l + 2100 t l5in 2fJ - sin 2fJ - 420 t· 
a) Die Tiefe z des Punktes Z, also del' Wert List im Gegen­

satz zu den bisher behandelten Aufgaben eine Funktion del' auBeren 
Last P. 

Pin kg 
10 

n 

17 :--5- QS3-! r ,~ 
~IC------------l,~ ____________ 11 

Fig. ISO. 
Hayashi, Theorie des Tragers. 16 
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Es seien h und m dem Beispiel § 70, 2 entnommen; nur P sei 
veranderlich. Stellt man die entsprechenden Werte P und , graphisch 
dar (Fig. 130), so erkennt man, daB r fur anfangliche Werte von P 
zunimmt. Die Last P kann aber nicht ins unendIiche wach8en. Sie 
hat den Grenzwert P = 10,30 kg fUr ,= 0,33. Von diesem Wert 
von' ab fallt die Kurve wieder und trifft die '-Achse im Punkt ,= 1,43. 

Es gibt daher bei kleineren Werten von Pals 10,30 kg zwei 
verschiedene Gleichgewichtszustande. Dies HiBt sich folgendermaBen 
erklaren: Wenn P von Null aus zunimmt, ist ein. unbedingtes 
Gleichgewicht des Systems vorhanden. Erreicht abel' P die Grenze 
10,30 kg, so ist das Gleichgewicht gerade im Begriffe sich zu ver­
lieren. Belauft sich P etwas hoher als dieser Gl'enzwert, so gibt es 
eigentlich keinen entsprechenden Wert von ,; das ganze Bauwerk 
sturzt um. Der Kurvenast nno zeigt, daB wahrend des Umstiirzens ein 
gewisser, immer kleinel' werdender Teil des jeweils angreifenden P 
einem bestimmten, immer groBel' werdenden ,entspricht. Konnte 
also die Last P sowie der Wert, zu irgendeinem Zeitpunkt gerade 
ein durch die Kurve feststehendes Verhaltnis annehmen, so wiirde 
das Bauwerk auf der 'Stelle wieder ins Gleichgewicht gebracht werden. 

: 15 +s 

-tJ,5 fI-----t-J"3--+---

~, 

-to l 
!:.ql7!~_ _ _ 

Fig. 131. 

b) Es sei P = 10 kg, m = 600 em und die freistehende Lange h, 
also die GroBe 'fj, lediglich veranderlich [Fig. 131 J. Dem Wert 'fj = ° 
entspricht ,= 0,028: Bei wachsendem 'fj nimmt , ebenfalls zu. Die 



§ 71. tJber die Einspannung der Wand. 243 

GroBe 17 abel' bat die Grenze 1] = 0,925, die dem Wert z: = 0,33 
entsprieht. Man erkennt also, daB, wenn 11 kleiner als dieser Grenz­
wert ist, zwei Gleichgewlehtszustande moglieh sind. Eine ahnliebe 
Bemerkung wie unter a) gilt demnaeh aueh hier. Bei negativem 17 gibt 
es wieder zwei entspreehende Werte von i;. Wenn die Last P = 10 kg 
am unteren Ende B der Wand angl'eifen konnte, so wiirde 0,019 der 
entspl'eehende Wert von 1; sein. 

e) Es sei nur die Einrammtiefe m, also die GroBe fk veranderlieh, 
wahrend aIle sonstigen GroBen dem Beispiel § 70, 2 entnommen sind 
[Fig. 132]' Man bemerkt, daB, wenn,u kleiner ist als 1,416, es 
keinen IU entspreehenden Wert von 1; gibt. Die Tiefe, bis zu welcher 
die Wand mindestens in den Boden gerammt werden muB, berechnet 
sich also zu 1,416L= 1,416·420= 595 cm. 

1,5 

Fig. 132. 

§ 72. Bemcl'kullgen. 

SchlieBIich soll kurz auf die Berechnungsweise einer Bohlwand 
mit ErdhinterfiiIlung hingewiesen werden. Als auBere Kraft kommt 
del' aktive Erddruek auf cbs freistehende Stiiek AC [vgl. Fig. 133J 
in Betraeht, der mit del' Tide zunimmt. 

Um die Gleiehung del' elastischen Linie fiir AZ aufzustellen, 
setzen wir voraus, daB sieh das Gesetz fiir die Zunahme des aktiven 
Erddrueks als auBere Kraft auf der ganzen Lange AZ nicht andere. 
Die Gleiebung nimmt dann obne weiteres die Form 

(18) 

an [vgl. FuBnote S. 175]. 
16* 
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Fig. 133. 

Was den unteren Teil ZB anbelangt, darf die Zahl K fur die 
beiden Seiten der Wand nicht mehr gleich groB angenommenwerden; 
sie muB auf der hinterfullten Seite im allgemeinen groBere Werte 
besitzen. Die Teile ZD und DB sind also getrennt zuuntersuchen. 

Die genaue Untersuchung der Aufgabe wiirde auBerst komplizierter 
Natur sein. 



IX. Ahschnitt. 

TIber die Berechnung von Trockendocks. 

§ 73. Vorbemerkungen. 

Ein Trockendock odeI' eine Schleuse, deren Seitenmauern mit 
del' Sohle in fester Verbindung stehen, bilden einen ofl'enen Rahmen. 
Bei del' Untersuchung ihrer Standsicherheit liegt also, wenn sie in 
zusammendriickbarem Boden eingebettet sind, eine statisch unbe­
stimmte Aufgabe VOl'. Die Verteilung des Bodendruckes gegen die 
Sohle ist, selbst abgesehen von ZufiiJligkeiten del' Bodenbeschafl'en­
heit, an sich unbestimmt. Ferner konnen, da sich del' EinftuB del' 
auf die Seitenwande wirkenden auBeren Krafte, die ihrel'seits von 
del' Formanderung abhangen, auf die Sohle fortpftanzen mul3, bei 
einer scharfen Untersuchung des Bauwerkes keinesfalls gegebene 
auBere Krafte in Betracht gezogen werden, wie man sie bei den iib­
lichen Rechnungsverfahren annimmt. 

Ein Dock auf elastischem Baugrulld flit' aUe moglichen Be­
lastungszustande erschopfend zu untel'suchen, wiirde an sich schon 
eine umfangreicheAufgabc hilden. 1m folgenden versuchen wir 
dahernur einen Beitrag ZUl' Verwendung del' im letzten Abschnitte 
angefiihrten Darlegungen und dadureh WI' Bestimmung del' auBeren 
Krafte zu geben, denen ein Dock infolge einer Belastungsanderung 
ausgesetzt sern kann. Wir werden uns dabei auf den Fall be­
schranken, wenn das Eigengewicht del' Seitenmauern sich gleichmaBig 
iiber die Endstrecke del' Sohle verteilt. 

Del' Fall steUt sich ein, wenn ein voIles Dock infolge eintreten­
del' Ebbe entleert werden soIl. Del' Boden hinter den Seitenmauern 
sei dabei vollig mit Wasser gesattigt. Dann ist das Gewicht del' 
Seitenmauern urn den Gewichtsverlust, del' dureh das Eintauchen in 
das Wasser entsteht, zu vermehren. In dem MaBe, wie das Fallen 
des Spiegelssich fortsetzt, streben daher die Sohle und mit ihr die 
Seitenmauern, sich zuriickzubiegen. Da. nun abel' del' Boden nach­
gerutscht sein muB, ist das Zuriickbiegen del' Seitenmauern mehr 
odeI' weniger verhindert. . 

Ein Erddruck muB also auBer dem bereits vorhandenen aktiven 
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entstehen, welcher die Mauern in ihrer Lage erhiiJt. Die Druck­
verteilungsfHiche infolge del' letztgenannten Belastung moge etwa eine 
Form wie in del' Fig. 134 annehmen. 

Fig. 134. 

Wir set zen dabei voraus, daB die unvermeidliche Auflockerung 
des Bodens, die bei jeder Anderung des Belastungszustandes infolge 
seines Nachrutschens durch die Mauerbewegung hinter den Mauern 
entstanden sein muB, mit der Zeit wiederhergestellt ist, so daB sich 
die Mauern immergegen einen dichten Boden stiitzen. Bei diesem 
Zustand ist del' wirkliche Erddruck hinter den Mauern mit groBer 
Wahrscheinlichkeit als in seiner groBten Starke wirkend zu betrachten. 

§ 74. Elastische FOl'malldel'ullg del' Sohle. 

1. Aufstellung der Formeln. Denkt m/l:n sich die Seitenmauern 
an ihren unteren Enden von del' Sohle abgetrennt, so ist letztere 
als ein elastisch gelagerter, gerader Stab anzueehen [Fig. 135]. SolI 
an der Spannungsverteilung nichts geandert werden, dann miissen 
an jedem abgetrennten Schnitt die Kraft und das Moment angebracht 
werden, welche VOl' der Entfernung del' Seitenmauern dort gewirkt 
haben. Die Lastverteilung ergibt sich also wie in Fig. 135. 

Uberdies ruft del' Erddruck, den die Seitenmauern infolge der 
Formanderung erleiden, auf der Sohle eine Axialkraft und ein aller­
dings unbedeutendes Biegungsmoment hervor. 1hr EinfluB auf die 
elastische Formanderung ist so gering, daB er fast immer vernach­
Hissigt werden kann. Beider Ermittlung del' in del' Sohle herrschen­
den Spannungen jedoch miissen diese Ursachen, besonders die Axial­
kraft, in Rechnung gestellt und die einzelnen Querschnitte auf exzen­
trischen Druck in del' iiblichen Weise untersucht werden. 

Wahlt mandas Ende .A als Koordinatenanfangspunkt flir den 
Teil AC, so nimmt die Gleichung del' elastischen Linie mit Bezug 
auf §4, (22) die Form 
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§ 74. Elastische Formanderung der Sohle. 

A 

.,.y 

Fig. 135. 

a = xL 
S = 6'1 
X= ~L 
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L [ ~ (( l m I; --- --L q 
_ 2J i ." , 1 [(A "+A _i.:) ~--l 2A ,,-.t . tj Y - - I"" - L:'LI C' ., e - cos I; 1- ., 0.0 I ~ Sln ~ K 2 0'.' . 

an, worin bekanntlich 

(I) 

ist. q", m und a sind in Fig. 135 ersichtlich. 
Die Gleichung fiir den Teil CO sei 

y = ~[(Bl(;< + B~c-<)cOH~1 (B'le< B4e-~)sin~], 
dann ergeben sich illl Punkt C die vier Bedingungsgleichungen 
[so § 6, (28)] 

(II) Al eO. cos a + A2 e -" cos (C + 2 A:J (£0] a sin (( - Bl - B~ 
- 2 I ma l 

= -x-lq" +"2 J 
(III) Al e" (cos a - sin a) -- A 2 c" (cos (( + sin c;) 

+ 2A3 ((£of (( cos a+ lSin (( sin G)-B1 +B~--Bs-B4 = =-tmL 

(IV) Al e" sin a - A2 e-" sin C( - 2As lSin G cos C, + Bs - B4 = 0 

(V) Al e(l. [cos a + sin a] - A~e-" [cos [( - sin a] 
- 2A3 [(£ofa cosa - lSina sinc,] - BI + B~ + B3 + B4 = O. 



(I) 

(II) 
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SchlieBIich, da in der Sohlenmitte ~~ = 0, Q = 0 sein muB, 

erhalt man 

(VI) Bl eU [cosO" - sin oJ - B~e-u[cos 0" + sin oJ 

+ B3 eu [ cos (] + sin oJ + B4 e-" [cos 0" - sin 0" J = ° 
(VII) Bl eu[ coso + sin oJ - B~e-a [cos 0 - sin oJ 

- B 3 e" [cos (]- sin oJ - B 4 e-"- [cos 0 + sin oJ = 0, 
wenn 

8 
(] = L' 

Der besseren Dbersicht wegen stellen wir samtIiche Gleichungen 
tabellarisch zusammen: 

-1 -2 ° ° ° ° ° -2r ma"i' 
I ° - q,,-+- --, K L ' :L 
i 

. e" cos IX e-acoslX 2 t£of IX sin IX -1 -1 o 

(rrr){e"[~oSIX-e-"[~oslX 2[tEo,flXco.slX 1-1 -1 1-1 
- SIll IX] + SIll IX] +@3mlXsmlX]I'1 

(IV) e"sinlX-e-asinlX-2@3inlXcoslX 0' ° 1 -1 ° (V) J e"[coslX-e-a[coslX -2 [t£of IX cos IXj -1 1 1 1 I o 1 + sinlX] - sin IX] - @3in IX sin IX] I 
(VI) ° ° ° r1eu[COsa-e-a[cosa e,,[cosa e-O"[cosa 10 

- sin a] + sin a] + sin a] - sin a J 
(VII) 0 ° 0 iea[COBal-e-,,-[cosaer,[cosa i_e-a[cosaIO 

I+sinaj -sinal -sina]1 +sinaJ 

2. Zahlenbeispiel. Der Deutlichkeit halber solI der Rechnungsgang an 
Hand eines Beispieles auseinandergesetzt werden. Es dicme das Trockendock, 
dessen Abmessungen in Fig. 76 (S. 154) angegeben sind als Beispiel. Die Baue 
grundziffer sei gleich dem dort angenommenen Wert. Wir wollen die Sohlen­
formanderung unter Mitwirkung der Seitenmauern feststellen. 

Setzt man die gewonnenen Zahlenwerle der HilfsgroBen in die Bedingungs­
gleichungen ein, so ergibt sich als Lasung . 

Al = 0,555m - 0,592·1O-3 q" 

A~= 4,760m+8,790 " 
A" = - 2,103m - 4,691 " 

B I =-O,009 m+ 0,060·10- 3 qll 

B2 = 1,075 m + 19,170 " 
B3 = - 0,0118m - 0,094 " 

B.J = 2,291 m - 2,200 " 

Mit, diesen Werten lassen sich die Gleichungen fiir die Sohle durch q" 
und'1n ausdriicken. 
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3. Bel'iicksichtigung von Einzellasten. Handelt es sich ledig­
lich um den EinfluB von Einzellasten auf del' Strecke CD, so hat 
man in Gl. (12) q" = 0 zu set zen ; so mit erhalt man 

mL[~ - ~J 
(2) Y= X 2 +~[(Alei;+A2e-i;)cos~+2A3[Of~Sinn 

. Die Sohle trage eine Einzellast P in der Mitte. 
wonnenen Bedingungsgleichungen finden hier Geltung 
der siebenten. 

Q~=Ci =·P/2 liefert 

(VII) B 1 eO" [ cos a + sin a] - B 2 e - a [cos a - sin a] 

Alle oben ge­
mit Ausnahme 

[ . - [ . ] 2P - Ba eCi cosa-smaJ - B!e-u cosa+ sma = XL' 

§ 75. Elastische Fol'mandel'lmg del' Seitenmauem. 

1. Entwicklung del' Gleichungen. In einem Dock ist die Sohle 
nicht del' einzige tragende Teil des Bauwerkes; so z. B. konnte sie 
sich, wenn sie schlanke Abmessungen hat, odeI' del' Baugrunc1 ver­
haltnismaBig tragfahig ist, unter Umstanden gegen ihre Enden senken, 
abel' durch die Mitwirkung del' Seitenmauern wiirde eine :-;ehiidliehe 
Abhebung in der mittleren Strecke verhindert werden. 

Wir setzen voraus, daB del' Punkt Z [Fig. 186], in dew del' 
El'dwiderstand den hochsten Wert erreicht., z;uniiehst hekannt ist. 

Fig. 136. 

Versteht man unter Xl und J 1 die durchschnittlichen Wel'te 
des spezifischen Widel'standes del' Hinterfiillungserde bzw. des Trag-
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heitsmomentes del' Seitenmauern und unter LI die aus § 3, (6) fill' 
dieses KI und J 1 errechnete GroBe und setzt man ~ = X/L1' so gilt 
fur die elastische Linie del' Seitenmauer die Gleichung 

y = ~ [101 e; + 02 e- g) cos~ + 2 Os (£of ~sinc;], 

wenn del' Punkt Z als Koordinatenanfang gewahlt ist. Bekanntlich 
hat man 
(I) OJ - 02 - 20!) = 0 . 

Wir setzen voraus, daB am Ende A del' Sohle die wagerechte 
Versehiebung des Bau werkes gIeieh Null ist. Es ergib"t sich somit 

(II) 

Da sieh die Sohle und die Seitenmauern im Punkt A um den gleiehen 
Winkel drehen mussen, folgt 

m , 2 As 1 '(Ct " ° -," C' - f ') ;--- -r- ~- = ..... . l e' - e' + 2 ' (£0 , cos r" 
K L ~ L1 1 2 . 3 

- (01 e; + 02 e-i:; - 2°3 (5in ') sin ~'J . 
Das Biegungsmoment MA am untern Ende del' Seitenmauer hat den 
Ausdruck MA = mJl' welcher in die Gleiehung 

, 4m~ 
(IV) 0leCsin,-02e-;sin,-203 (5in,cos'=k L2 

1 1 

ubergeht. SchlieBlich liefert die Bedingung p = K1 y, del' del' Punkt 
Z unterliegt, die Gleichung 

(V) K1 [C 0
0

] = 4[h- z~ rosin cr . 
21 " <P l-sm"<p 

Die dritte Gleichung in Verbindung mit del' vierten formt sich zu 

(III 2) 2 [02 e-~: (cos, + sin ') '- 0 3 e-; (cos, - sin ')] 

urn. 

4 mJ 1 2~Klrn, _ ~:l A~ 
= -kIL~-

Wil' stell en die Gleichungen (I), (II), (III 2 ) und (IV) tabellal'isch 
zusammen: 

(I) 

(II) 

(Ill g) 

(IV) 

e" cos~' 

o 
e' sin i; , 

-1 

e-'cos ~. 

2 e - " (cos i; + sin n 
- e-~'sin i: 

-2 I 0 

I 2 ~Of i; sin ~. 1 0 

1- 2 e-' (cos i; - sin!;) I m 
, 21.'::'" '. ' 4J, - ~m s cos C 'I -., --,-

. K, L ," 

o 
o 
'!! 

o 
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Da in der rechten Seite der Gl. (III2) das Glied ~i'l.A3 auch eme 

Funktion von mist, konnen Q3 und ~ nicht ausdriicklich gegeberi 
werden. 

ist. 

(4) 

Die Auflosung der vier erst en Gleichungen liefert 

C 4~ [ J1 lJ [ ... -- '-1 l=j XL-§. ([of(sm(-e 'cos~. 
1 1 

wobei 

l L1 = 8 L1-K-JL1 2J-c [([of2 ~- + cos2 n -[-; ~' ~ -- ~1 [8in2 ~ - sin 2 ~J 
1 1 - 1 I .' 

Das Einsetzen diesel' Ausdrilcke in Gl. l V) filhl't ;t;U 

2. Fortsetzung des Beispiels § 74, 2. ]£H sci 

Xl = 20 kg 'em" " =- O,OOHi kgJcm 3 _ 

--<2tJOI-<--
I I 

Fig. 137. 
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Als Tragheitsmoment wahlen wir das des mittleren Querschnittes der 
Seitenwand. Es berechnet sich etwa zu 

J 1 = 2741000 cm4 [fur 1 em Breite]. 

Somit erhalt man 

1079,56 ° 
'7 = 526-34 = 2, 51. , . 

Ferner ergibt sich 

J 1 2741000 
KI L12 = 20.526,342 = 0,495 

J, 2741000 8 
)' L;a 0,0016.526,343 = 11,74 

L, = 52~34 = 10 527 
]( 50 - , 

1 - 8iIl~_'f' =1 - 0,438~~ = 1 845 
sin rp 0,4384 ,. 

L, = 526,34 = 1 52 
L 347,30 ' 

A 1 , A 2 , A2 sind in § 74, 2 berechnet. 

Der auf der rechten Seite der Gleichung (IIIe) stehende Ausdruck 

_ ~,"!!1 _ 2 m L1 _ 4 L, A lautet dann _ 10,280 m + 2,843.10-2 gil' 
K1 L12 K L 3 

Es ist also 

~ = 10,280 ~ = 2,843· 10-2 gn . 

LJ berechnet sich 

LJ = 3,960 [~ole f; + cos2 f;] + 8,301 [6in 2 f; - sin 2 f;]. 

Gl. (4) liefert dann 

.) 051 _ f; = 0,6162 g" [~ol f; sin f; + 6in f; cos f;] _ 
~, . 3,960 [~of2 f; + cos2 f;] + 8,301 [6in 2 f; - sin 2 f;] . 

War das Dock bis zur Hohe + 9 m gefiillt, so ist bei vollig geleertem 
Zustand q" = 0,9 kg/cm2 zu setzen. Man findet nach der letzten Gleichung durch 
Probieren f; = 2,0'8. 

Es berechnet sich somit 

0 1 = 0,565.10-3 

O2 = -0,015 " 
0 3 = 0,290 " 

Die Gleichungen del" elastischen Linie sowie des Erdwiderstandes fur ZA 
lauten dann 

y = 10-3 [0,283 e; cos ~ - 0,007 e-~ cos ~ + 0,290 ~ol ~ sin~] 

p = 2.10-2 [0,283 e; cos ~ - 0,007 e-~ cos~ + 0,290 ~of ~ sin n 
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Die Zahlenrechnung ergibt: 

~ y x p=20y 
em em kg/em' 

0,0 0,0 0,276.10- 3 0,552.10-2 

0,2 105,0 0,392 " . 0,784 " 0,4 210,0 0,506 " 1,012 " 0,6 315,5 0,616 " 1,232 " 0,8 420,0 0,715 " 1,430 
" 1,0 526,3 0,764 ., 1,528 " 1,2 631,0 0,795 " 1,590 " 1,4 736,3 0,833 " 1,066 " 1,6 840,0 0,706 " 1,412 " 1,8 946,3 0,488 " 0,976 " 2,0 1050,0 0,122 " 0,244 " 2,048 1079,6 ° ° 

Der Erddruck an der Nullachse der Sohle bereclmet sich nach der be­
kannten Formel wie folgt: 

der aktive Druck 

1 - sin rp ° 603 k I " p=yh-1~-'~=' g cm-, 
+smrp 

der passive Druck 

1 + sin rp 4 96' ° k I " p=yh-.1--.--= ,) g cm-, 
-smrp 

O,SSZ·10-2 Ay/cm2 
->< ><-

I I 

rJ·~··'>;: 
<0 / '" , 
~ / 

~ / 

/ ;::: 

/[/ ~, 

!: -- _1 ____ t=::::::;~..,-=-:-::-:"_:::-:_:-_=_:-:_ 
I I I 
I I I 
I ~ 0, 603 I-E--

!... ~96okg/cm2~ 

Fig. 138. 

Die obenstehende Figur zeigt die Pressungsverteilung auf die 
Mauer; urn sie anschaulicher zu machen, ist darin der Punkt Z 
tiefer als berechnet angenommen worden. 
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Die analytischen Folgerungen sowie die Rechnungsergebnisse, 
zu denen wir bis jetzt gelangt sind, stimmen im groBen ganzen mit 
der Erfahrung iiberein, solange man von den der Rechnung zu­
grunde gelegten Voraussetzungennicht allzusehr abweicht. 

Man bemerkt, daB die Formanderung sowie der dadurch ent­
stehende Erdwiderstand der Seitenmauer infolge der Ungleichformig­
keit der Sohlendruckverteilung rechnerisch auBerordentlich klein ist. 
Es ist natiirlich nicht zulassig, daraus allgemeine SchIiisse auf andere 
FaIle zu ziehen. Bei der obigen· Berechnung wahlten wir als will­
kiirliche Anfangslage, von der aus die elastischen Fonpanderungen 
gerechnet wurden, die Gleichgewichtslage der Seitenmauern bei vollem. 
Dock mit dem Wasserspiegel + 9 m. Die Durchbiegung der Sohle 
eines leeren Docks kann jedoch durch ein I>anzerschiff ziemlich stark 
konkav aufwarts erfolgen, so daB auch die mit der Sohle in starrer 
Verbindung stehenden Seitenmauern in gleichem MaBe eine verhalt­
nismaBig betraehtliche, nach innen gerichtete Drehung erleiden; sie 
konnte sogar so groB ausfallen, daB das Gerippe des mittels Steifen 
gegen Mauern gestiitzten Schiffskorpers beschadigt wird. 

Hatte man z. B. die eben besprochene Gleichgewichtslage der 
Seitenmauern als Anfangslage gewahlt, so wiirden die Formanderungen 
der Seitenmauern. folglich der Erdwiderstand, der entsteht, wenn das 
Schiff den Stapel verlaBt, bedeutenrlere Werte ergeben. 

3. SchlnBbemerknng. Dieselbe Bemerkung, die wir in del' 
vorigen Aufgabe gemacht haben (S. 239), ist auch hier am Platz. 
Da del' wirkliche Erddruck, den die Seitenmauer in einer beliebigen 
Tiefe erfahrt, gleich dem Uberdruck vermehrt um den dortigen ak­
tiven Erddruck ist, muB die Erdwiderstandlinie zu Beginn del' Dock­
entleerung derart sein, daB sie am oberen Ende die Grenzlinie des 
paEsiven Erddrucks tangiert und unten in die des aktiven Erddrucks 
iibergeht [Fig. 139a]. Am Ende del' Formanderung hingegen ist es 
sehr wahrscheinlich, daB sie die Form annimmt, welche man, wie 

Zu 8eginn 
der rormdnderllng 

Fig. 139a. 

AmEnde 
der rormdnderllng 
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etwa in Fig. 139b, durch geeignete Abrundung zwischen d~n beiden 
Grenzlinien einzeichnenkann, und zwar in der Weise, daB sie an 
dem oberen und unteren Ende diejenige des aktiven Erddrucks 
beriihrt. 

§ 76. Ober den Auftrieb von Docks. 

Wird ein volles Dock entleert, so erleidet es seiner Gewichts­
verminderung entsprechend einen Auftrieb und bewegt sich als Ge­
samtkorper nach oben. Gleichzeitig erzeugt der Erd widerstand an 
der Hinterseite der Mauern widerstehende Reibungskrafte. Der Auf­
trieb erreicbt in manchen Fallen einen betrachtlichen Wert; ohne 
die Reibungskraft wiirden manche Docks nach der Entleerung iiber 
die Erdoberflache hinausragen. Das Dock verdankt also seine Stand­
sicherheit zum groBen Teil der Wirkung des Erdwiderstandes. 

Der letztere riihrt von der elastischen Formanderung des Docks 
her. Der aktive Erddruck, den der Boden im zwanglosen Zustand 
auf die Seitenmauern ausiibt, ergibt rechnerisch einen ziemlich be­
deutenden Wert. Der Auftrieb des ganzen Bauwerkes konnte schon 
durch ibn verhiitet werden. Geht man aber auf die Grunderwagungen 
zuriick, auf denen die Theorie des Erddruckes basiert, so wird man 
zu einem ric:htigen Urteil gelangen. In der Theorie, sei es die von 
Coulomb oder die von Rankine, wird nur gesprochen von dem 
groBten Wert des Druckes, den das Erdmaterial auf eine fest­
liegende Stiitzmauer ausiiben kann; der tatsachliche Erddruck ist 
dadurch nicht festgestellt. Derselbe kann sehr verschiedene Werte 
annehmen; bpi einem Dock ist von ihm nicht mit Sicherheit zu er­
warten, daB er eine Gegenkraft gegen den Auftrieb bildet. Erleiden 
aber die Seitenmauern des Docks eine sehr kleine elastische Be­
wegung, so wird ein Teil des hinter den Mauern lagernden Erd­
reiches erschiittert und in Bewegung gesetzt, insofern er vermoge 
der im Innern auftretenden Kohasions- und Reibungskrafte ohne 
Seitenmauern nicht mehr das Gleichgewicht zu bewahren vermag. 
Die von Coulomb zugrunde gelegte Voraussetzung, daB ein gewisses 
Erdprisma mit der sich bewegenden Mauer auf einer Gleitflache zu 
rutschen strebe, trifft erst dann zu. Der Erddruck nimmt nun einen 
festen Wert an, den man rechnerisch wenigstens annaherungsweise 
bestimmen kann. 

Was die GroBe des Reibungswiderstandes anbelangt, wachst sie 
der Formanderung entsprechend von Null an bis zu ihrem Grenz­
wert. Bei iiberschlaglicher Berechnung moge die Reibungskraft 

R=flE 

gesetzt werden, wenn unter fl der Reibungskoeffizient, unter E der 
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gesamte l1ktive Erddruck verstanden wird. Die statische Berechnung 
kann stets mit diesem Wert R durchgefiihrt werden, weil er bei 
dem ins Auge gefaBten Zustand bereits vorhanden sein muB. 

Hinsichtlieh des Reibungskoeffizienten fl hat man leider bis 
jetzt so gut wie keine Beobaehtungsergebnisse. Selbstredend muB 
er bei jedem einzelnen Fall festgestellt werden. 

Die Riiekseite der Mauern wird entweder in Form treppen­
formiger Stufen oder dureh Verstarkung der Mauern' mittels eines 
schragen Anlaufes ausgefiihrt. Ferner gibt man del' Riickseite nieht 
eine glatte, sondern dureh Anbringen einer Verschalung eine rauhe, 
mit Absatzen versehene Flaehe. In diesem Fall ist es wahrsehein­
lieh, daB an der Mauerhinterseite die Reibung nieht in ganzer Starke 
in Wirkung tritt, sondern im wesentlichen dureh die an der Mauer 
hangende Erdmasse ersetzt wird. Weitere Ausfiihrungen iiber diese 
Frage finden sleh in der schon erwahnten Arbeit von O. Franzi us. 

Die Kraft R, die gegen den Auftrieb des Docks wirkt, strebt 
die Sohle konkav naeh unten zu biegen und groBert dadurch die 
Abhebung der Sohlenmitte [Fig. 140]. Es ergibt sieh [vgl. § 35, 
(17), (15)] 

.It _ - 2 R [@:lin 1 -- sin },] 
tg'u ----

o KL 2 @:linl+sinl 

[ 
}, 1 1 (£of - cos-

4R 2 2 
Y =- ---.-. 

o K L @:lin 1 + sm 1 

Dureh Auffiillen sowie Belastung der Sohle sinkt das Dock. 
Die Kraft R und folglieh <&0' Yo weehseln dann ihr Vorzeiehen. 



X. A bschnitt. 

Uber biegnngsfeste Rahmen. 

Wir schlieBen unsere Arbeit mit einer Aufgabe aus dem Ge­
biet der biegungsfesten Rahmen. Die statische Untersuchung dieses 
in neuerer Zeit mehr in den V ordergrund tretendcn Konstruktions­
systems ist schon jahrelang Gegenstand zahlreicher Abhandlungen 
gewesen. Wir wollen uns hier nur auf einige besondere Probleme 
beschranken, die mit der vorhergehenden Theorie eng verwandt sind. 

Ein v611ig im Erdreich eingebauter Rahmen ist infolge seiner 
Formanderung elastischen, gegen die Stander gerichteten Kraften 
ausgesetzt; sie k6nnen auch durch zufallige Bewegungen der Rahmen­
befestigung hervorgerufen werden. Diese Krafte diirfen bei einer 
scharf en Untersuchung des Rahmens nicht vernachlassigt werden. 

A. Zweistieliger Rahmen mit jI"u6gelenken. 

§ 77. Entwicklung der Formelu. 
1. Allgemeine Gleichungen. Der im Erdreich eingebettete 

Rahmen [Fig. 141 a] trage in der Mitte des Riegels eine Einzel­
last P. Von der gleichf6rmig iiber den Riegel verteilten Last sei 
abgesehen. 

Wir wollen zunachst die elastische Linie des Riegels bestimmen. 
Denkt man sich den Riegel an den Ecken C, D von den Standern 
abgetrennt, so entsteht ein Balken CD [Fig. 141 b], der an beiden 
Enden unterstiitzt ist. Der Balken ist auBer der urspriinglichen 
Belastung noch den Momenten Me, MD an den Enden unterworfen, 
die vor der Abtrennung in den Ecken des Rahmens geherrscht 
haben. 

Kommt nur die Last P in Betracht, so hat man bekanntlich 
fUr die elastische Linie des Balkens die Gleichung 

P13 [x 4X3l 
Y = 16E.J1 7:- 313 

Hayashi, Theorie des Tragers. 17 
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p 

Fig. 141a. 

Fig. 141 b. 

und daraus 

d Y _ P l3 [ 1 4 X2 ] 

dx -16EJ1 T-T . 

Der Koordinatenanfangspunkt ist dabei nach dem Punkt a verlegt. 
Der Drehungswinkel f}a berechnet sich dann 

[dYJ Pl2 
[f}a]p= dx ~=o = 16EJ1 • 

Wiirde der Balken statt der Einzellast Peine iiber die ganze 
Lange gleichformig verteilte Last q trag~n, so hatte man 

und 

q l4 [x 2 x3 x 4J 
Y=24EJ Z-T+l! 

1 

[f}a]q = [dYJ' = ~~_3 . 
dx 20=0 24EJ1 

Was den EinfluJ3 der Momente Ma und MI) auf f}a betrifft, 
I 

el'halt man, da fJ _fMa dX - Mal ist 
- EJ1 - EJ1 ' 

o 

- fJ -- Mal 
[f}a]M = -2- = 2"EJ' 

1 



§ 77. Entwicklung der Formeln. 

"><' '1jJ 
./ 'J: 

~~~ .-4f-1 I I~ 
I 

I x....., I 
IE L -, 

Fig. 14~. 

Die gesamte Enddrehung des Balkens ergibt sich also 

{}e = [&o]p + [{}O]M 

P l2 Me l 2 l [P l ] 
= 16EJI - 2EJI = mKL4 8- - Mo. ' 

wenn 

(1) 

gesetzt wird. 
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Wir gehen jetzt zum Stander CA tiber .. Der Koordinatenanfang 
sei in C gewahlt. Setzen wir voraus, daB die elastischen Krafte, 
die auf die Stander wirken, .an einer Stelle x del'Verschiebung pro­
portional sind, so ist p = Ky. Daher gilt die Gleichung 

y= ~ [(AI ei; + A2 e- 1;) cos;; + (A3 el; + A4 e- 1;) sin;;J . 

Fig. 143. 

Der Riegel sowie die Stander werden auBer durch Biegungs­
spannungen noch durch Axialkrafte beansprucht. Den EinfluB der 
letzteren auf die Formanderung aber wollen wir der Einfachheit 
halber hier auBer acht lassen. 

17* 
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Wir haben jetzt die sechs Unbekannten Ai bis A 4 , Me und X 
zu ermitteln, wenn X den an den FuBgelenken wirkenden, wage­
rechten Schub bedeutet. X wird an dem linken FuB A nach rechts 
positiv gerechnet. AmPunkt C ist y = O. Esergibt sich also 

(I) Ai +A2 =O. 

Die Unveranderlichkeit des Eckwinkels liefert 

1 2l [Pl J (II) 2L [Al 1.A3 - Ail + A4J ~ mKL4 If ~ Me . 

Me hat den Ausdruck 

(III) 

Da QA = - X ist, ergibt sich 

(IV).Al e'1 [cos 'YJ + sin 'YJJ - A2 e- '1 [cos 'YJ - sin 'YJJ 

- A3 e'1 [cos 'YJ - sin 'YJ J - A4 e- '1 [cos 'YJ + sin 'YJ] + ~~ = 0 , 

worin 

(2) 
h 

'YJ = Ii 

ist. SchlieBlich, da am FuB A, also fUr ~ = 17, 

y=O 

sein muB, ergibt sich 

(V) Al e'1 cos 'YJ + .A 2 e-'1 cos 'YJ + A3e'1 sin 'YJ + A4 e-'1 sin 'YJ = 0 

(VI) A3 e'1 cos 'YJ - .A4 e- '1 cos 'YJ - Ai e'1 sin 'YJ + A2 e- '1 sin 'YJ = 0 . 

Das ganze Gleichungssystem laBt sich, da nach Gl. (I) Al = - .A2 
ist, folgendermaBen zusammenstellen: 

Al=-.A2 .As A. Me X 

(II) 2 1 1 
4l 

0 
Pl2 

mKL3 2mKL3 

(III) 0 1 -1 
4 

0 0 KL2 

(IV) { 
2 [6in 'fJ sin 'fJ 

-e'1 (cos 'fJ-sin 'fJ) - e- '1 (cos 'fJ+sin 'fJ) 0 
4 

0 +([of 'fJcos 'fJ] KL 

(V) 2 6in 'fJ cos 'fJ e'7 sin 'fJ e-'1 sin'fJ 0 0 0 

(VI) -2~of'fJsin'fJ e'1 cos 'fJ -e-'1 cos'fJ 0 0 0 



(3) 

§ 77. Entwicklung der Formeln. 

Die auflosung liefert 

wenn 

- P r 112 . Al = - A - -~- -I sm21} 
2 - 8mKA "LJ 

-P [l"]2 
= 8mKLi LJ [e-2~ - cos21}J 

P il,2 
= ~-l-I [e 211 _ cos21}] 

8mKA L ' 

l A = ~ [®in21} - sin21}J + ~ [(£Of2 1J - COS21}J 

gesetzt ist. 
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Mit Hilfe dieser Ausdriicke findet man flir die elastische Linie 
sowie fiir das Biegungsmoment des Standers 

2. Untersuchung besonderer Werte. Die Auflosung der Be­
clingungsgleichungen liefert ferner 

(5) 

1 

Pl2 

Me = 8mA [(£Of21) - COS2 'IJJ 

Pl2 

X 8mLLI [®in 1) cos1} + (£of 1) sin 1} J . 

Das Eckmoment Me ist also flir aIle Werte von 1} positiv. Wir 
bringen den Ausdruck flir Me auf die Form 

Pl2 
Me= . . .... 

8m r ~{6iI121} - l:lin21}} + iJl· 
l. 2 C£Of21} - cos2 1} m 

Durch Differentiation erhalt man 

~ [®in 21} - sin 21} ] = 2 [1 - (£of 21J cos 21) J . 
d1} (£Of21J -cos21) [(£Of21) - COS2 1} J2 

Fiir anfangliche Werte von 1} ist der Differentialquotient positiv. 
Er verschwindet, wenn 

(6) 
{ oder 



262 tiber biegungsfeste Rahmen. 

Diese Gleichung ist durch den Wert 'YJ = 0 und bei weiterem Veriauf 
von 'YJ in jedem der Viertelkreise I, II [Fig. 144] einmal erfiillt. Zum 
Beispiel ist 'fJ = + 2,365. 

(7) 

Fig. 144. 

Fiir 'YJ = 0 hat M 0 ein Maximum. Es berechnet ohne weiteres 

'PI 
[Mo]max =8· 

Dem Wert 'YJ =2,365 entspricht ei'n Minimum. Da fiir 'YJ = 2,365 

~of 'YJ = 5,3690 

cos 'YJ = 0,5088 

Sin 2'YJ = 56,6434 

sin 2'YJ = - 0,9998 

ist, ergibt sich 

(8) 
Pl2 

[MoJmin = 8,14mL + 8l 

Setzt man X = 0, so foIgt 

@lin'fJ cos 'YJ + ~of 'YJ sin 'fJ = o. 
Diese Gleichung ist durch die positiven Losungen von Gl. (6) 

erfiillt. Dem. letztgenannten Minimalwert M 0 entspricht also X = o. 
Beidem Wert 'fJ = 2,365 leisten demnachdie Gelenke demRahmen 

keine Dienste: der Erdwiderstand allein geniigt, die Konstruktionen 
im "Gleichgewicht zu haIten. Bei groBeren Werten von 'fJ wird X 
negativ. 

Der Stander ist in seiner ganzen Lange dem Erdwiderstand 
ausgesetzt, solange 

[dyl =~[~JlJ <0· 
dX.J.,=k L d~ ;='7-

ist. Die Gleichimg [:~1='7 = 0 entwickelt sich zu 

9) 

Daraus erhalt man 

l¥:of'fJ sin 'YJ - Sin 'f} cos 'YJ= O. 

'YJ = 0, 'YJ = 3,924, ... 
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p 

{L 
A~._ .... ~. 

1j<!l,365 

Fig. 145. 

Der Horizontalschub H an der Ecke C berechnet sich 

(10) 

Der Ausdruck ist positiv. Der Riegel erleidet also einen Axial­
druck. 

3. Der Fall h = O. Der Rahmen geht dabei in einen geraden 
Balken CD tiber, der an beiden Enden mit Gelenken a,ufgesttitzt 
ist. Er ist ferner der Bedingung unterworfen, daB die Endflachen, 
folglich die Endtangenten der elastischen Linie unveranderlich sind. 

Wir gelangen in der Tat zu dem Einspannungsmomente )}la = Pl 
8 

[G1. (7)J. 
Dividiert man Zahler und Nenner der Ausdriicke fUr X und H 

[GIn. (5), (10)J bzw. durch @lin rJ cos rJ + (£oj rJ sin '17 und @lin 2 rJ + sin 2 rJ 
und entwickelt man darin die transzendenten Funktionen in Reihen, 
so erhalt man 1) 

1· X 1· H J.' P l~ I 1m ,= 1m =c· 1m = OCJ • 

'7=0 ,/=0 "=0 h(2h + l) lim -- -
_ 3 m_ 

1) Dem Wert 1) = 0 entspricht, bei gegebenem h, L = OCJ oder K = O. So­
mit gelangt man auf analoge Weise zu der bekannten Formel 
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Fig. 147. 

Wirkt P von unten nach oben, so erhalt man 

-Pl 
MO=-8~ 

X=H=-oo. 

Der Balken wird an seinen Enden durch ein bestimmtes Bie­
gungsmoment beansprucht. Er kann aber nur dann in Gleichgewicht 
sein,wenn er durch einen unendlich groBen Axialdruck oder -zug 
'gespannt ist. Eine solche Befestigungsart eines Tragers kann also 
praktisch nicht existieren. 

§ 78. EinfluB zufalliger Verschiebungen der Gelenke. 

Es sei vorausgesetzt, daB die Gelenke durch irgendwelche Ursache 
um t5.A in wagerechter Richtung verschoben sind. 

Fig. 148. 

An Stelle der fiinften Bedingungsgleichung (S. 260) hat man 

(V) 2A1 @5in'l) cos 'I) + Aa e'1 sin"'/) + A4 e'1 sin 'I) = 2 t5.A 

zu setzen. 
Wir beschranken uns zunachst nur auf den EinfluB von t5.A' Es 

ergibt sich dann 
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<5A [ l'J Ai = - A2 = Lf L !rof'fJ - m (5in'fJ cos'fJ 

= ~[! !rof'fJ sin 'fJ - L(e-'1 cos 'fJ - !rof'fJ Sin'fJ)] 

= <5; [!!roJ 'fJ sin'fJ - L(e'l cos'fJ + !rof'fJ sin 'fJ)] , 

worin ,1 inG!. (3) bezeichnet ist. 

(12) 

wird 

Ferner erhii.lt man 

{ 
M - KL3<5A [~. + rt' f . ] 

, ' 0 = ~y-l::>tn'fJCOS'fJ' \2.0 'fJSID'fJ 

X = KL~A, r i ((5in 2 'fJ - sin 2 'fJ) - 2L (!rOf2 'fJ + cos2 'fJ)] • 
4d Lm 

Zieht man nun den EinfluBder Einzellast P in Betracht, so 

MO=2~ [:~ (!rof2'fJ-COS2'fJ)-KL3<5A((5in'fJCOS'fJ+!rof'fJSin'fJ)] 

(13) X = 4~ [:~~ ((5in 1] cos 1] + !rof'fJ sin 1]) 

+ KL<5A {~ ((5in 2 'fJ - sin 2 'fJ) - 2L (!ror 'fJ + COS2 1])}] . 

M 0 verschwindet, wenn 

(14) Pl2 [ !rOf2'fJ - cos2 'fJ J 
<5A = 4mKi}- (5in'fJ cos 1] + !rof 'fJ sin 'fJ-

ist. Dabei verha.lt sich der Riegel wie ein an den Enden unter­
stiitzter Balken. Man sieht, daB der Wert <5A bei gegebenem 'fJ dem 
Q~adrat der Spanm~'eite 1 direkt, dem Tragheitsmoment J i des Riegels 
umgekehrt proportional ist. 

Zur praktischen Berechnung istfolgende Tabelle beigefiigt: 

1'} 
([Of21'} - COS21'} 

1'} 
OCof21'} - COS21'} 

@jin 1'} cos 1'} + ([of 1'}-sin 11 (sin 1'} cos 1'} + ([of 1'} sin 1'} 

0 0 1,1 1,232 
0,1 0,100 1,2 1,408 
0,2 0,200 1,3 1,620 
0,3 0,300 1,4 1,882 
0,4 0,401 1,5 2,214 
0,5 0,502 1,6 2,650 
0,6 0,606 1,7 3,240 
0,7 0,713 1,8 4,074 
0,8 0,820 1,9 5,316 
0,9 0,947 2,0 7,314 
1,0 1,081 2,1 10,938 
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B. Zweistieliger Rahmen mit vollkommen ein­
gespannten Rahmenfii6en. 

§ 79. Entwicklung del' Fol'meln. 

1. Allgemeine Gleichungen. DerRahmen trage die Einzellast 
P in der Riegelmitte. Es gilt fiir die Gleichungen der elastischen 
Linie des Riegels Bowie des Standers dieselbe Form wie im vorigen 
Fall. 

p 

o 

.. I 
I 

x~ 
t 

Fig. 149. 

Das FuBmoment we soIl als eine Unbekannte angesehen werden. 
Die fiinf ersten Bedingungsgleichungen des letzten Falles [§ 77] 

finden ohne weiteres Geltung. Die Bedingung [~~ L = 0 liefert 

(VI) 2Al [(fof 1] cos 1] - @3in 1] sin 1]] + As e'l [cos 1] + sin 1]J 

+ A4 e-'1 [cos 1] - sin 1]] = O. 

Endlich hat man fiir WI; den Ausdruck 

(VII) 

Der besseren tJbersicht wegen geben wir das ganze Gleichungs­
system in Tabellenform an: 



§ 79. Entwicklung der Formeln. 

A1 =-A 2 A3 A, 
I 

Me 
I 

9R 

(II) 2 1 1 
4l 

0 mKY 

(III) 0 1 -1 
4 

0 KL2 

(IV) { 2 [@:lin'1 sin'l - e'l (cos '1 - e- q (cos '1 0 0 + ([of '1 COS'1J -sin '1) + sin '1) 

(V) 2 @:lin '1 cos '1 I e'l sin '1 I e-'l sin '1 0 0 

(VI) { 2 [([of '1 cos '1 e'l(cos'1 e-'I(coS·'1 0 0 
- @:lin '1 sin '1J + sin '1) - sin '1) 

(VII) 2 ([of '1 sin '1 -e'l cos '1 e-'l cos '1 0 
4 

KL2 

X 

0 

0 

4 
KL 

0 

0 

0 
I 
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Pl2 

2mKY 

o 

o 

o 
o 

o 

Lost man das Gleichungssystem nach Al bis A4 , so ergibt sich 

A A - P . 11]2 .. , 
1 = - 2 = ::lmKLI LL SIll"1] 

( 

(15 ) P [lJ2[" . ] = ----- - e"'1 - 1 - sIll21] 4mKLI .L . , 

worin 

ist. 
Man erhalt dann fur den Stander 

(16) 

2. Untersnchnng besonderer Werte. Es folgt 

(17) 

f P l2 

1
1: :~~ ;::::~" ffin::~"CO'"' 

PP l X = 2 m L LI (5in 1] sin 1] • 
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Der Ausdruck fUr Me liiBt sich in der Form 

P l2 
Me = ------=~---,----=--

, 8 m[.2L( ~in21] - s~n21] ) + iJ 
®m 21] - sm21] m 

angeben. Der Difierentialqnotient der in runden Klammern stehenden 
Funktion lautet 

~ [ .®in21] - sin21] ] = (®in21] - sin21])2 - 4 (®in41] - sin41]) 
d1] ®in21] - sin 21] (6in 21] - sin 21])2 

Er verschwindet, wenn 

6in 21] -sin 21] = 2V 6in41] - sin 41] 

ist. Daraus findet man 

1]=0, 1,415, 

Fiir die Werte 1] = ° und 1] = 1;415 hat also das Eckmoment Mo 
bzw. ein Maximum und ein Minimum Sie berechnen sich zu 

(18) 
! Pl 

l 
[Me]max= 8 

P l2 
[Ma]min= 5,39mL+8l 

Das FuBmoment we ist positiv fiir anfiingliche Werte von 1]. 
Es verschwindet, wenn 

(£of 1] sin 1] - ®in 1] cos 1] = ° 
ist. Diese Gleichung ist notgedrungen dieselbe wie Gl. (9). Sie ist 
durch 1] = 0, 3,924, '" erfiillt. 

SchlieBlich wachst X mit 1] und verschwindet fiir 

1]=0, n, .... 

§ 80. EinfluB zufalliger Verschiebungen der RahmenfiiBe. 

Es sei vorausgesetzt, daB die RahmenfiiBe eine wagerechte Ver­
schiebung bA sowie eine Drehung ({JA erleiden. 

Die Bedingungsgleichungen lassen sich wie fiir den allgemeinen 
Fall [§ 77] aufstellen. - Man hat nur anstatt der vierten und fiinften 
bzw. 

(IV) 2 Ai 6in ''I cos 1] + A3 e'l sin 1] + A4 e-'1 sin 1] = 2 b..{, 

(V) 2 Ai [<£of 1] cos 1] - 6in 1] sin 1]J + A3 e'1 [cos 1] + sin 1]] 
+ A4 e-n [cos 1] - sin 1]J = - 2L({J..{ 

zu setzen. 
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Fig. 150. 

Wir beschranken uns zunachst nur auf den EinfluB von ~ A und 
fPA' Die Auflosung der Gleichungen liefert fUr eine angenommene 
Verschiebung b A 

Al = - A2 = 2 ~A [~«(£Of17 cos 17 + @lin 17 sin 17) +L (®in17 cos 17 + (£of 17 sin 17) J 

= -=-! bA [~ «(£oi 17 cos 17 - ®in 17 sin 17) - L {®in '!)(sin 17 - cos 17) 

. -- e-'1 sin 17} J 

= - ! bA [~(®in 17 sin 17 - (£of 17 cos 17) - L {®in17 (sin17 + cos 17) 

+ e'l sin 17} ] 

und £iir eineDrehung fP A 

A A 2KLfPA[l . +L' .] 
1 =- 2 = L1 m (£of 17 sm 17 @3m 17 sm 17 

(20) A3 

-2KLfPAll~. +L" ~' )] 
= L1 l m I::::)m 17 cos 17 ( e 'I sm 17 - om 17 cos 17 , 

wobei L1 den GIn. (15) zu entr;tehmen ist. 
Ferner erhalt man fiir b A 
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und fUr P A 

-KPPA[l(." 2) L(. .)] IDl =--~- m (Eo)" 1] - cos 1] +-"2 ISm 21] - sm21] 

M -KL4pA[ f' . ] c = LI . (Eo 1] SIll 1] - ISm 1] cos 1] 

Mit Hilfe der Formeln (12), (21) und .(22) kann man mit 
Leichtigkeit beweisen, daB die zufalligen Verschiebungen dcr Ge­
hmke oder der FiiBe auf die Beanspruchung der Bauwerke einen 
wesentlichen EinfiuB ausiiben. 
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Anhang. 
Tafeln der Kreis- nnd Hyperbelfunktionen sowie d'er Funktionen eX 

nnd e- ro mit den natiirlichen Zahlen als A.rgument. 

Formeln. 
Kreisfunktionen, 

exi+e-:Xi 
cos x = --~~--

2 
exi _ e -xi 

sin x =------
2i 

cos 2 x + sin 2 x = 1 

cos 2 X - sin 2 x = cos 2 x 
2 cos x sin x = sin 2 x 

x 1 
cos 2 2 = 2 [cos x + 1] 

, 0 x 1 [ ] sm" -- = - 1 - <'os X 
2 2 

cos (x ± y) = cos x cos y += sin x sin y 
sin (x ± y) == sin x cos y ± cos x sin y 

x +y x - y 
cos x + cosy = 2cos--cos--

22 

. x+y . x-y 
cos x- cos y= - 2 Sln --SIn--

2 2 
, , . x+y x-y 

smx+smy = 2sm -2-COS-2-

. , , x+y. x-y 
SIn x -- sm y = .2 COS-'-2--- SIn--

2 . 

Hyperbelfunktionen, 

eZ + e- Z 

[of x = 2 

eX -- e-Z 
~inx =-----

2 
[of 2 x - ~in 2 x = 1 
[of2 X + ~in'.l x = [of 2 x 
2 [of x ~in x = ~in 2 x 
xl. 

[of 2 2 = 2 [[of x --t- 1 ] 

• oX 1 
~tn"- = [[ofx --1] 

2 2 

[of (x + y) = [of x [of y ± ~in x ~in y 
~in (x ± 11) = ~in x [ofy + [of x @:lin y 

x+y X-1j 
[of x + [of !I = 2 [of~-2- [of -2-' 

. x + 11 _. x - 11 
[of x - [of 11 = 2@:lm 2 -'bm-2-

. +r,,:.' 2r,,:.· x+y r<' r X - y 
~t11 x omy = om -2- \!!-o -2-

r,,:.' r,,:.' 2r<'fx+11r,,:.. x-y otnx -otlly = \!!-o -2-om-2-

e:tZcos x = [of x cos x ± @:lin x cos x 
e±z sin x = [of x sin x + ~in x sin x 

i 
x I 

° 0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

° 05° 
11 
17 
22 
28 
34 
40 
45 
51 

x (in Grad) 

1,00 
43' 46'/4806 0,01 
27 32,9612 0,02 
11 19,4419 0,03 
55 05,9225 0,04 
38 52,4031 0,05 
22 38,8837 0,06 
06 25,3644 0,07 
50 11,8450 II 0,08 1 

33 58,3256 0,09 
Hayash i, Theorie des Tragers. 

57° 

° 1 
1 
2 

2 
:3 
4 
4 
5 

x (in Grad) x (in Grad) 

17' 44"8062 \0,100 5° 43' 46'{4806 
34 22~6481 0,001 ° 03 26,2648 
08 45,2961 0,002 ° 06 52,5296 
43 07,9442 0,003 ° 10 18,7944 
17 30,5922 0,004 ° 13 45,0592 
51 53,2403 0,005 ° 17 11,3.240 
26 15,8884 0,006 ° 20 37,5888 
00 38,5364 0,007 ° 24 03,8536 
35 01,1845 0,008 1 ° 27 30,1185 
09 23,8326 0,009 ° 30 56,3833 

18 



274 Anhang. 

x I x (in Grad) I cos x sin x ex e -x 

° ° 1 ° 1 1 
0,001 0° 3',438 1,00000 0,00100 1,00100 0,99900 
0,002 ° 6,875 1;00000 0,00200 1,00200 0,99800 

0,003 ° 10,313 1,00000 0,00300 1,00300 0,99700 
0,004 ° 13,751 0,99999 0,00400 1,00401 0,99601 
0,005 ° 17,189 0,99999 0,00500 1,00501 0,99501 
0,006 ° 20,626 0,99998 0,00600 1,00602 0,99402 
0,007 ° 24,064 0,99998 0,00700 1,00702 0,99302 

0,008 ° 27,502 0,99997 0,00800 1,00803 0,99203 
0,009 ° 30,940 0,99996 I 0,00900 1,00904 0,99104 
0,010 ° 34,377 0,99995 I 0,01000 1,01005 0,99005 
0,011 ° 37,815 0,99994 0,01100 1;01106 0,98906 
0,012 ° 41,253 0,99993 0,01200 1,01207 0,98807 

0,Ol3 ° 44,691 0,99992 0,01300 1,01308 0,98708 
0;014 0 48,128 0,99990 0,01400 1,01410 0,98610 
0,015 ° 51,566 0,99989 0,01500 1,01511 0,98511 
0,016 ° 55,004 0,99987 0,01600 , 1,01613 0,98413 
0,017 ° 58,442 . 0,99986 0,01700 1,01715 0,98314 

0,018 1 1,879 0,99984 0,01800 1,01816 0,98216 
0,019 1 5,317 0,99982 0,01900 1,01918 0,98118 
0,020 1 8,755 0,99980 0,02000 1,02020 0,98020 
0,030 1 43,13 0,99955 0,03000 1,03045 0,97045 
0,040 2 17,51 0,99920 0,03999 1,04081 0,96079 

0,05 2 51,89 0,99875 0,04998 1,05127 0,95123 
0,06 3 26,26 0,99820 0,05996 1,06184 0,94176 
0,07 4 0,64 0,99755 0,06994 1,07251 0,93239 
0,08 4 35,02 0,99680 0,07991 1,08329 0,92312 
0,09 5 9,40 0,99595 0,08988 1,09417 0,91393 

0,10 5 43,77 0,99500 0,09983 1,10517 0,90484 
0,11 6 18,15 0,99396 0,10978 1,11628 0,89583 
0,12 6 52,53 0,99281 0,11971 1,12750 0,88692 
0,13 7 26,91 0,99156 0,12963 1,13883 0,87810 
0,14 8 1,28 0,99022 O,13954 1,15027 0,86936 

0,15 8 35,66 0,98877 0,14944 1,16183 0,86071 
0,16 9 10,04 0,98723 0,15932 1,17351 0,85214 
0,17 9 44,42 0,98558 0,16918 1,18530 0,84366 
0,18 10 18,79 0,98384 0,17903 1,19722 0,83527 
0,19 10 53,17 0,98200 0,18886 1,20925 0,8269(} 

0,20 11 27,55 0,98007 0,19867 1,22140 0,81873 
0,21 12 1,93 0,97803 0,20846 1,23368 0,81058 
0,22 12 36,30 0.97590 0,21823 1,24608 0,80252 
0,23 13 10,68 0;97367 0;22798 1,25860 0,79453 
0,24 13 45,06 0,97l34 0,23770 1,27125 0,78663 

0,25 14 19,44 0,96891 0,24740 1,28403 0,77880 
0,26 14 53,81 0,96639 0,25708 1,29693 0,77105 
0,27 15 28,19 0,96377 0,26673 1,30996 0,76338 
0,28 16 2,57 0,96106 0,27636 1,32313 0,75578 
0,29 16 36,95 0,95824 0,28595 1,33643 0,74826 



Anhang. 275 

x (!\:oi x ®in x I (!\:oi x cos x I (!\:oi x sin x I ®in x cos xl ®in x sin ~ 

° 1 ° 1 ° ° 
I ° 0,001 1,00000 0,00100 1,00000 0,00100 0,00100 0,00000 

0,002 1,00000 0,00200 1,00000 0,00200 0,00200 , 0,00000 

0,003 1,00000 0,00300 1,00000 0,00300 0,00300 0,00001 
0,004 1,00000 0,00400 1,00000 0,00400 0,00400 0,00002 
0,005 1,00001 0,00500 1,00000 0,00500 0,00500 0,00003 
0,006 1,00002 0,00600 1,00000 0,00600 0,00600 0,00004 
0,007 1,00002 0,00700 1,00000 0,00700 0,00700 0,00005 

0,008 1,00003 0,00800 1,00000 0,00800 
I 

0,00800 0,00006 
i 0,009 1,00004 0,00900 1,00000 0,00900 I 0,00900 0,00008 

0,010 1,00005 0,01000 1,00000 0,01000 

I 
0,01000 0,00010 

0,011 1,00006 0,01100 1,00000 0,01100 0,01100 0,00012 
0,012 1,00007 0,01200 1,00000 0,01200 

I 

0,01200 0,00014 

0,013 1,00008 0,01300 1,00000 0,01300 0,01300 0,00017 
0,014 1,00010 0,01400 1,00000 0,01400 0,01400 0,00020 
0,015 1,00011 0,01500 1,00000 0,01500 ! 0,01500 0,00023 
0,016 1,00013 0,01600 1,00000 O,OJ(iOO 

I 0,01600 0,00026 
0,017 1,00014 0,01700 1,00000 0,01700 I 0,01700 0,00029 

! 
0,018 1,00016 

I 
0,01800 1,00000 0,01800 0;01800 0,00032 

0,019 

I 
1,00018 

I 
0,01900 1,00000 O,OHlOO 0,01900 0,00036 

0,020 1,00020 I 0,02000 1,00000 0,02000 0,02000 0,00040 
0,030 1,00045 1 0,03000 1,00000 0,03001 0,02999 0,00090 
0,040 1,00080 

I 

0,04001 1,00000 0,04002 I 0,03998 0,00160 
I 

I 0,05 1,00125 
! 

0,05002 1,0000 I 0,0500 , 0,0500 0,0025 
0,06 1,00180 I 

0,06004 1,0000 I 0,0(;01 0,0599 0,0036 
0,07 1,00245 1 0,07006 1,0000 0,0701 , 0,0699 0,0049 
0,08 1,00320 I 0,08009 1,0000 0,0802 i 0,0798 0,0064 i I 0,09 1,00405 0,09012 1,0000 0,0902 0,0897 0,0081 

I I 
1 0,10 1,00500 0,10017 1,0000 0,1003 0,0997 0,0100 

0,11 1,00606 0,1l022 1,0000 0,1l04 0,1096 0,0121 
0,12 1,00721 0,12029 1,0000 0,1206 0,1194 0,0144 
0,13 1,00846 0,13037 0,9999 0,1307 0,1293 0,0169 
0,14 1,00982 0,14046 0,9999 0,1409 0,1391 0,0196 

0,15 1,01127 0,1501iH 0, 9!)!l \) 0,1511 0,1489 0,0225 
0,16 1,01283 0,160f1S 0,9999 0,1614 0,1586 0,0256 
0,17 1,01448 0,17082 0,9999 0,1716 

! 
0,1684 0,0289 

0,18 1,01624, 0,180H7 0,9998 0,1819 0,1780 0,0324 
0,19 1,01810 0,1911 ;. i 0,9998 0,1923 0,1877 0,0361 

0,20 1,02007 0,20134 0,9997 0,2027 0,1973 0,0400 
0,21 1,02213 0,21155 0,9997 0,2131 0,2069 .1 0,0441 
0,22 1,02430 0,22178 0,9996 0,2235 0,2164 I 0,0484 
0,23 1,02657 0,23203 0,9995 0,2340 0,2259 0,0529 
0,24 1,02894 0,24231 0,9995 0,2446 0,2354 0,0576 

0,25 1,03141 I 0,25261 0,9993 0,2552 0,2448 0,0625 
0,26 1,03399 0,26294 0,9992 0,2658 0,2541 0,0676 
0,27 1,03667 0,27329 0,9991 0,2765 0,2634 0,0729 
0,28 1,03946 0,28367 0,9990 0,2873 0,2726 0,0784 
0,29 1,04235 0,29408 0,9988 0,2981 0,2818 0,0841 

18* 



276 Anhang. 

x I x (in Grad) cosx sin x e'" e-'" 

0,30 17 0 11',32 0,95534 0,29552 1,34986 0,74082 
0,31 17 4\70 0,95233 0,30506 1,36343 0,73345 
0,32 18 20,08 0,94924 0,31457 1,37713 0,72615 
0,33 18 54,46 0,94604 0,32404 1,39097 0,71892 
0,34 19 28,83 0,94275 0,33349 1,40495 0,71177 

0,35 20 3,21 0,93937 0,34290 1,41907 0,70469 
0,36 20 37,59 0,93590 0,35227 1,43333 0,69768 
0,37 21 11,97 0,93233 0,36162 1,44773. 0,69073 
0,38 21 46,34 0,92866 0,37092 1,46228 0,68386 
0,39 22 20,72 0,92491 0,38019 1,47698 0,67706 

0,40 22 55,10 0,92106 0,38942 1,49182 0,67032 
0,41 23 29,48 0,91712 0,39861 1,50682 0,66365 
0,42 24 3,85 0,91309 0,40776 1,52196 0,65705 
0,43 24 38,23 0,90897 0,41687 1,53726 0,65051 
0,44 25 12,61 0,90475 0,42594 1,55271 0,64404 

0,45 25 46,99 0,90045 0,43497 1,56831 0,63763 
0,46 26 21,36 0,89605 0,44395 1,58407 0,63128 
0,47 26 55,74 0,89157 0,45289 1,59999 0,62500 
0,48 27 30,12 0,88699 0,46178 1,61607 0,61878 
0,49 28 4,50 0,88233 0,47063 1,63232 0,61263 

0,50 28 38,87 0,87758 0,47943 1,64872 0,60653 
0,51 29 13,25 0,87274 0,48818 1,66529 0,60050 
0,52 29 47,63 0,86782 0,49688 1,68203 0,59452 
0,53 30 22,01 0,862';1 0,50553 1,69893 0,58860 
0,54 30 56,38 0,85771 0,51414 1,71601 0,58275 

0,55 31 30,76 0,85252 0,52269 1,73325 0,57695 
0,56 32 5,14 0,84726 0,53119 1,75067 0,57121 
0,57 32 39,52 0,84190 0,.53963 1,76827 0,56553 
0,58 33 13,89 0,83646 0,54802 1,78604 0,55990 
0,59 33 48,27 0,83094 0,55636 1,80399 0,55433 

0,60 .34 22,65 0,82534 0,56464 1,82212 0,54881 
0,61 34 57,03 0,81965 0,57287 1,84043 0,54335 
0,62 35 31,40 0,81388 0,58104 1,85893 0,53794 
0,63 36 5,78 0,80803 0,58914 1,87761 0,53259 
0,64 36 40,16 0,80210 ~ 0,59720 1,89648 0,52729 

0,65 37 14,54 0,79608 0,60519 1,91554 0,52205 
0,66 37 48,91 0,78999 0,61312 1,93479 0,51685 
0,67 38 23,29 0,78382 0,62099 1,95424 0,51171 
0,68 38 57,67 0,77757 0,62879 1,97388 0,50662 
0,69 39 32,05. 0,77125 0,63654 1,99372 0,50158 

0,70 40 6,42 0,76484 0,64422 2,01375 0,49659 
0,71 40 40,80 0,75836 0,65183 2,03399 0,49164 
0,72 41 15,18 0,75181 0,65938 2,05443 0,48675 
0,73 41 49,56 0,74517 0,66687 2,07508 0,48191 
0,74 42 23,93 0,73847 0,67429 2,09594 0,47711 

0,75 42 58,31 0,73169 0,68164 2,11700 0,47237 
0,76 43 32,69 0,72484 0,68892 2,13828 0,46767 
0,77 44 7,07 0;71791 0,69614 2,15977 0,46301 
0,78 44 41,44 0,71091 0,70328 2,18147 0,45841 
0,79 45 15,82 0,70385 0,71035 2,20340 0,45384 



Anhang. 277 

x ~ofx 6in x ! ~of x cos x! ~of x sin x !6in x cos x !6in x sin x 

I 

0,30 1,04534 0,30452 0,9987 0,3089 0,2909 0,0900 
0,31 1,04844 0,31499 0,9985 0,31.98 0,3000 0,0961 
0,32 1,05164 0,32549 0,9983 0,3308 0,3090 0,1024 
0,33 1,05495 0,33602 0,9980 0,3418 0,3179 0,1089 
0,34 1,05836 0,34659 0,9978 0,3530 0,3267 0,1156 

0,35 1,06188 0,35719 0,9975 0,3641 0,3355 0,1225 
0,36 1,06550 0,36783 0,9972 0,3753 0,3443 0,1296 
0,37 1,06923 0,37850 0,9969 0,3867 0,3529 0,1369 
0,38 1,07307 0,38921 0,9965 0,3980 0,3614 0,1444 
0;39 1,07702 0;39996 0,9961 0,4095 0,3699 0,1521 

0,40 1,08107 0,41075 0,9957 0,4210 0,3783 0,1600 
0,41 1,08523 0,42158 0,9953 0,4326 0,3866 0,1680 
0,42 1,08950 0,43246 0,9948 0,4443 0,3949 0,1763 
0,43 1,09388 0,44337 0,9943 0,4560 0,4030 0,1848 
0,44 1,09837 0,45434 0,9938 0,4678 0,4111 0,1935 

0,45 1,10297 0,46534 0,9932 0,4798 0,4190. 0,2024 
0,46 1,10768 0,47640 0,9925 0,4918 0,4269 0,2115 
0,47 1,11250 0,48750 0,9919 0,5038 0,4346 0,2208 
0,48 1,11743 0,49865 0,9911 0,5159 0,4423 0,2303 
0,49 1,12247 0,50984 0,9904 0,5283 0,4498 0,2399 

0,50 1,12763 0,52110 . 0,9895 0,5406 

I 
0,4573 0,2498 

0,51 1,13289 0,53240 O,98R7 0,5531 0,4646 0,2599 
0,52 1,13827 0,54375 0,9878 0,5656 0,4719 0.2702 
0,53 1,14377 0,55516 0,9869 0,571:l2 0,4790 0,2807 
0,54 1,14938 0,56663 0,9858 0,5909 0,4860 0,2913 

0,55 1,15510 0,57815 0,9847 0,6038 0,4929 0,3022 
0,56 1,16094 0,58973 0,9836 0,6167 0,4997 0,3133 
0,57 1,16690 0,60137 0,9824 0,6297 0,5063 0;3245 
0,58 1,17297 0,61307 0,9811 0,6428 0,5128 0,3360 
0,59 1,17916 0,62483 0,9798 0,6560 0,5192 0,3476 

0,60 1,18547 0,63665 0,9784 0,6694 0,5255 0,3595 
0,61 1,19189 0,64854 0,9769 0,6828 0,5316 0,3715 
0,62 1,19844 0,66049 0,9754 0,6963 0,5376 0,3838 
0,63 1,20510 0,67251 0,9738 0,7100 0,5434 0,3962 
0,64 1,21189 0,68459 0,9721 0,7237 0,5491 0,4088 

0,65 1,21879 0,69675 0,9703 0,7376 0,5547 0,4217 
0,66 1,22582 0,70897 0,96R4 0,7516 0,5601 0,4347 
0,67 1,23297 0,72126 0,9664 0,7657 0,5653 0,4479 
0,68 1,24025 0,73363 0,9644 0,7799 0,5704 0,4613 
0,69 1,24765 0,74607 0,9623 0,7942 0,5754 0,4749 

0,70 1,25517 0,75858 0,9600 0,8086 0,5802 0,4887 
0,71 1,26282 0,77117 0,9577 0,8231 0,5848 0,5027 
0,72 1,27059 0,78384 0,9552 0,8378 0,5893 0,5168 
0,73 1,27849 0,79659 0,9527 0,8526 0,5936 0,5312 
0,74 1,28652 0,80941 0,9501 0,8675 0,5977 0,5458 

0,75 1,29468 0,82232 0,9473 0,8825 0,6017 0,5605 
0,76 1,30297 0,83530 0,9444 0,8976 0,6055 0.5755 
0,77 1,31139 0,84838 0,9415 0,9129 0,6091 0,5906 
0,78 1,31994 0,86153 0,9384 0,9283 0,6125 0,6059 
0,79 1,32862 0,87478 0,9351 0,9438 0,6157 0,6214 



278 Anhang. 

x I x (in Grad) cos x SIn x eX e- X 

0,80 45° 50',20 0,69671 0,71736 2,22554 0,44933 
0,81 46 24,57 0,68950 0,72429 2,24791 0,44486 
0,82 46 58,95 0,68222 0,73115 2,27050 0,44043 
0,83 47 33,33 0,67488 0,73793 2,29332 0,43605 
0,84 48 7,71 0,66746 0,74464 2,31637 0,43171 

0,85 48 42,08 0,65998 0,75128 2,33965 0,42741 
0,86 49 16,46 0,65244 0,75784 2,36316 0,42316 
0,87 49 50,84 0,64483 0,76433 2,38691 0,41895 
0,88 50 25,22 0,63715 0,77074 2,41090 0,41478 
0,89 50 59,59 0,62941 0,77707 2,43513 0,410/)6 

0,90 51 33,97 0,62161 0,78333 2,45960 0,40657 
0,91 52 8,35 0,61375 0,78950 2,48432 0,40252 
0,92 52 42,73 0,60582 0,79560 2,50929 0,39852 
0,93 53 17,10 0,59783 0,80162 2,53451 0,39455 
0,94 53 51,48 0,58979 0,80756 2,55998 0,39063 

0,95 54 25,86 0,58168 0,81342 2,58571 0,38674 
0,96 55 0,24 0,57352 0,81919 2,61170 0,38289 
0,97 55 34,61 0,56530 0,82489 2,63794 0,37908 
0,98 56 8,99 0,55702 0,83050 2,66446 0,37531 
0,99 56 43,37 0,54869 0,83603 2,69123 0,37158 

1,00 57 17,75 0,54030 0,84147 2,71828 0,36788 
1,01 57 52,12 0,53186 0,84683 2,74560 0,36422 
1,02 58 26,50 0,52337 0,85211 2,77319 0,36059 
1,03 59 0,88 0,51482 0,85730 2,80107 0,35701 
1,04 59 35,26 0,50622 0,86240 2,82922 0,35345 

1,05 60 9,63 0,49757 0,86742 2,85765 0,34994 
1,06 60 44,01 0,48887 0,87236 2,88637 0,3.4646 
1,07 61 18,39 0,48012 0,87720 2,91538 0,34301 
1,08 61 .52,77 0,47133 0,88196 2,94468 0,33960 
1,09 62 27,14 0,46249 0,88663 2,97427 0,33622 

1,10 63 1,52 0,45360 0,89121 3,00417 0,33287 
1,11 63 35,90 0,44466 0,89570 3,03436 0,32956 
1,12 64 10,28 0,43568 0,90010 3,06485 0,32628 
1,13 64 44,65 0,42666 0,90441 3,09566 0,32303 
1,14 65 19,03 )0,41759 0,90863 3,12677 0,31982 

1,15 65 53,41 0,40849 0,91276 3,15819 0,31664 
1,16 66 27,79 0,39934 0,91680 3,18993 0,31349 
1,17 67 2,16 0,39015 0,92075 3,22199 0,31037 
1,18 67 36,54 0,38092 0,92461 3,25437 0,30728 
1,19 68 10,92 0,37166 0,92837 3,28708 0,30422 

1,20 68 45,30 0,36236 0,93204 3,32012 0,30119 
1,21 69 19,67 0,35302 0,93562 3,35348 0,29820 
1,22 69 54,05 0,34365 0,93910 3,38719 0,29523 
1,23 70 28,43 0,33424 0,94249 3,42123 0,29229 
1,24 71 2,81 0,32480 0,94578 3,45561 0,28938 

1,25 71 37,18 0,31532 0,94898 3,49034 0,28650 
1,26 72 11,56 0,30582 0,95209 3,52542 0,28365 
1,27 72 45,94 0,29628 0,95510 3,56085 0,28083 
1,28 73 20,32 0,28672 0,95802 3,59664 0,27804 
1,29 73 54,69 0,27712 0,96084 3,63279 0,27527 
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x (£01 x @lin x I (£0\ x cos x I (£0\ x sin x \ @lin x cos x I @lin x sin x 

0,80 1,33743 0,88811 I 0,9318 I 0,9594 0,618& 0,637l 
0,81 1,34638 0,90152 

! 
0,9283 0,9752 0,6216 0,6530 

0,82 1,35547 0,91503 0,9247 0,9911 0,6243 0,6690 
0,83 1,36468 0,92863 0,9210 1,0070 0,6267 0,6853 
0,84 1,37404 0,94233 0,9171 1,0232 0,6290 0,7017 

0,85 1,38353 0,95612 0,9131 1,0394 0,6310 0,71b3 
0,86 1,39316 0,97000 0,9090 1,0558 0,6329 0,7351 
0,87 1,!0293 0,98398 0,9047 I 1,0723 0,6345 0,7521 
0,88 1,41284 0,99806 0,9002 1,0889 0,6359 0,7692 
0,89 1,42289 1,01224 0,8956 1,1057 0,6371 0,7866 

0,90 1,43309 1,02652 0,8931 1,1226 0,6381 0,8041 
0,91 1,44342 1,04090 0,8859 1,1396 0,6389 0,8218 
0,92 1,45390 1,05539 0,8808 1,1567 0,6394 0,8397 
0,93 1,46453 1,06998 0,8753 1,1740 0,6397 0,8577 
0,94 1,47530 1,08468 0,8701 1,1914 0,6397 0,8759 

0,95 1,48623 1,09948 0,8645 1,2089 0,6395 0,8943 
0,96 1,49729 1,11440 I 0,8587 1,2266 0,6391 0,9129 
0,97 1,50851 1,12943 0,8528 1,2444 0,6385 0,9317 
0,98 1,51988 1,14457 0,8466 1,2623 0,6375 0,9506 
0,99 1,53141 1,15983 0,8339 1,2707 0,6364 0,9697 

1,00 1,54308 1,17520 0,8337 1,2985 0,6350 0,9889 
1,01 1,55491 1,19069 0,8270 1,3167 0,6333 1,0083 
1,02 1,56689 1,20630 0,8201 1,3352 0,6313 1,0279 
1,03 1,57904 1,22203 0,8129 I,R537 0,6291 1,0476 
1,04 1,59134 1,23788 0,8056 1,'3724 0,6266 1,0675 

1,05 1,60379 1,25386 0,7980 1,3912 0,6239 1,0876 
1,06 1,61641 1,26996 0,7902 1,4101 0,6208 1,1079 
1,07 1,62919 1,28619 0,7822 1,4291 0,6175 1,1282 
1,08 1,64214 1,30254 

J 

0,7740 1,4483 0,6139 1,1488 
1,09 1,65525 1,31903 0,7655 1,4676 0,6100 1,1695 

1,10 1,66852 1,33565 0,7568 1,4870 0,6059 1,1903 
I,ll 1,68196 1,35240 0,7479 1,5065 0,6014 1,2113 
1,12 1,69557 1,36929 0,7387 1,.5260 0,5966 1,2325 
1,13 1,70934 1,38631 0,7293 I 1,5459 0,5915 1,2538 
1,14 1,72329 1,40347 0,7l96 1,5658 0,5861 1,2752 

1,15 1,73741 1,42078 : 0,7097 1,5858 0,5804 12968 
1,16 1,7517l 1,4B822 0,6995 1,6060 0,5743 1,3186 
1,17 1,76618 1,45581 0,6891 1,6262 0,5680 1,3404 
1,18 1,78083 1,47355 0,fl784 1,6466 0,5613 1,3625 
1,19 1,79;;65 1,4914:3 0,6674 1,6670 0,5543 1,3846 

1,20 1,81066 1,50946 0,6561 1,6876 0,5470 1,4069 
1,21 1,82584 1,52764 0,6446 1,7083 0,5393 1,429R 
1,22 1,84121 1,54598 0,6330 1,7299 0,5313 1,4518 
1,23 1,85676 1,56447 0,6206 1,7500 0,5229 1,4745 
1,24 1,87250 1,58311 0,6082 1,7710 0,5142 1,4973 

1,25 1,88842 1,60192 0,5955 1,7921 0,5051 1,5202 
1,26 1,90454 1,62088 0,5824 1,8133 0,4957 1,5432 
1,27 1,92084 1,64001 0,5691 1,8346 0,4858 1,5664 
1,28 1,93734 1,65930 0,5555 1,8560 0,4758 1,5896 
1,29 1,95403 1,C)7876 0,5415 1,8775 0,4652 1,6130 



280 Anhang. 

x I x (in Grad) I cos x sin x e-Il: 

1,30 74° 29',07 0,26750 0,96356 3,66930 0,27253 
1,31 75 3,45 0,25785 0,96618 3,70617 0,26982 
1,32 75 37,83 0,24818 0,96872 3,74342 0,26714 
1,33 76 12,20 0,23848 0,97115 3,78104 0,26448 
1,34 76 46,58 0,22875' 0,97348 3,81904 0,26185 

1,35 77 20,96 0,21901 0,97572 3,85743 0,25924 
1,36 77 55,34 0,2lJ924 0,97786 3,89619 0,25666 
1,37 78 29,71 0,19945 0,97991 3,93535 0,2"411 
1,38 79 4,09 0,18964 0,98185 3,97490 0,2515~ 
1,39 79 38,47 0,17981 0,98370 4,01485 0,24908 

1,40 80 12,85 0,16997 0,98545 4,05520 0,24660 
1,41 80 47,22 0,16010 0,98710 4,09596 0,24414 
1,42 81 21,60 0,15023 0,98865 4,13712 0,24171 
1,43 81 55,98 0,14033 0,99010 4,17870 0,23931 
1,44 82 30,36 0,13042 0,99146 4,22070 0,23693 

1,45 83 4,73 0,12050 0,99271 4,26311 0,23457 
1,46 83 39,11 0,11057 0,99387 4,30596 0,23224 
1,47 84 13,49 0,10063 0,99492 4,34924 0,22993 
1,48 84 47,87 0,09067 0,99588 4,39295 0,22764 
],49 85 22,24 0,08071 0,99674 4,43710 0,22537 

1,50 85 56,62 0,07074 0,99749 4,48169 0,22313 
],51 86 31,00 0,06076 0,99815 4,52673 0,22091 
1,52 87 5,38 0,05077 0,99871 4,57223 0,21871 
1,53 87 39,75 

I 

0,04079 0,99917 4,61818 0,21654 
1,54 88 14,13 0,03079 0,99953 4,66459 0,21438 

] ,55 88 48,51 0,02079 0,99978 4,71147 0,21225 
1,56 89 22,88 0,01080. 0,99994 4,75882 0,21014 
1,57 89 57,26 0,00080 1,00000 

I 

4,80665 0,20805 
!n 90 ° 1 4,81049 0,20788 
1,58 90 31,64 -:::-0,00920 

I 
0,99996 4,85496 0,20598 

] ,59 91 6,02 - 0,01920 0,99982 4,90375 0,20393 

1,60 91 40,39 - 0,02920 0,99957 4;.95303 0,20190 
1,61 92 14,77 -0;03919 0,99923 5,00281 0,19989 
1,62 92 49,15 -0,04918 0,99879 5,05309 0,19790 
1,63 93 23,53 - 0,05917 0,99825 5,10387 0,19593 
1,64 93 57,90 - 0,06915 0,99761 

I 
5,15517 0,19398 

1,65 94 32,28 - 0,07912 0,99687 5,20698 0,19205 
1,66 95 6,66 - 0,08909 0,99602 5,25931 0,19014 
1,67 95 41,04 -0,09904 0,99508 5,31217 0,18825 
1,68 96 15,41 - 0,10899 0,99404 5,361;56 0,18637 
1,69 96 49,79 -0,11892 0,99290 5,41948 0,18452 

1,70 97 24,17 - 0,12884 0,99166 5,47395 0,18268 
1,71 97 58,55 - 0,13875 0,99033 5,52896 0,18087 
1,72 98 32,92 - 0,14865 0,98889 5,58453 0,17907 
1,73 99 7,30 ~ 0,15853 0,98735 5,64065 0,17728 
1,74 99 41,68 - 0,16840 0,98572 5,69734 0,17552 

1,75 100 16,06 - 0,17825 0,98399 5,75460 0,17377 
1,76 100 50,43 - 0,18808 0,98215 5,81244 0,17204 
1,77 101 24,81 - 0,19789 0,98022 5,87085 0,17033 
1,78 101 59,19 - 0,20768 0,97E-20 

I 
5,92986 

I 
0,16864 

1,79 102 33,57 - 0,21745 I 0,97607 5,98945 Q,16696 



Anhang. 281 

x 'Eo! x Sin x ['EO! x cos x [ 'Eo! x sin x I Sin x cos x [Sin x sin x 

1,30 1,97091 1,69838 0,5272 1,8991 I 0,4543 1,6365 
1,31 1,98800 1,71818 0,5126 1,9208 0,4430 1,6601 
1,32 2,00528 1,73814 0,4977 1,9426 

I 
0,4314 1,6838 

1,33 2,02276 1,75828 0,4824 1,9644 0,4193 1,7076 
1,34 2,04044 1,77t:>60 0,4668 1,9863 I 0,4069 1,7314 

],35 2,05833 1,79909 0,4508 2,0084 
I 

0,3940 ],7554 
1,36 2,07643 1,81977 0,4345 2,0305 0,3808 1,7795 
1,37 2,09473 1,84062 0,4178 2,0526 

I 
0,3671 1,8036 

1,38 2,11324 1,86166 0,4008 2,0749 0,3530 1,f;279 
1,39 2,13196 1,88289 0,3833 2,0972 

I 
0,3386 1,8522 

1,40 2,15090 1,90430 0,3656 2,1196 0/l237 1,8766 
1,41 2,17005 1,92591 0,3474 2,1421 0,3083 1,9011 
1,42 2,18942 1,94770 0,32t:>9 2,H;46 0,2926 1,9256 
1,43 2,20900 1,96970 0,3100 2,1871 0,2764 ],9502 
1,44 2,22881 1,99188 0,2907 2,2098 0,~569 1,9529 

1,45 2,24884 2,01427 0,2710 2,2324 0,2427 1,9996 
1,46 2,26910 2,03686 0,2509 2,2552 0,2252 2,0244 
1,47 2,28958 2,05965 0,2304 2;2779 0,2073 2,0492 
1,48 2,31029 2,08265 0,2095 2,3008 0,] 888 2,0741 
1,49 2,33123 2,10586 0,1882 2,3:236 0,1700 2,0990 

1,50 2,35241 2,12928 0,1664 2,3465 0,1506 2,12fl9· 
1,!Jl 2,37382 2,15291 0,1442 2,3694 0,1308 2,1489 
1,52 2,39547 2,17676 0,1216 2,8924 0,1105 2,1740 
1,53 2,41736 2,20082 0,0986 2,4154 0,0898 2,1990 
1,54 2,43949 2,22510 0,0746 2,4383 0,0685 2,2241 

1,55 2,46186 2,24961 0,0512 2,4613 0,0468 2,2491 
1,56 2,48448 2,27434 0,(1268 2,4843 0,0246 2,2742 
1,57 2,50735 2,29930 0,0020 2,5074 0,0018 2,2993 
t7C 2,50918 2,30130 . ° 2,5092 ° 2,3013 

1,58 2,53047 2,32449 -0,0233 2,5304 - 0,0214 2,3244 
1,.59 2,55384 2,3499] -0,0490 2,5534 - 0,0451 2,3495 

1,60 2,57746 2,37557 -0,0753 2,5764 -0,0694 

I 

2,3745 
1,61 2,60135 2,40146 - 0,1019 2,5993 - 0,0941 2,3996 
1,62 2,62549 2,42760 -0,1291 2,6223 - 0,1194, 2,4247 
1,63 2,64990 2,45397 - 0,15fi8 2,6453 - 0,1452 2,4497 
1,64 2,67457 2,48059 - 0,1849 2,6682 - 0,1715 2,4747 

1,65 2,69951 2,50746 - 0,2]36 2,6911 -'0,1984 2,4996 
1,66 2,72472 2,.~3459 - 0,2427 2,7139 - 0,22!J8 2,5245 
1,67 2,75021 2,.56196 -0,2724 2,7367 - 0,2537 2,5494 
1,68 2.77596 2,58959 - 0,3()26 2,7594 - 0,2822 2,.5742 
1,69 2,80200 I 2,61748 - 0,3332 2,7821 - 0,3113 2,5989 

1,70 2,82832 2,64563 -0,3644 2.8047 - 0,3409 2,6236 
1,71 2,85491 2,67405 -0,3961 2,8273 - 0,3710 2,6482 
1,72 2,88180 2,70273 - 0,4284 2,8498 - 0,4018 2,6727 
1,73 2,90897 2,73168 - 0,46]2 2,8722 - 0,4331 2,6971 
1,74 2,93643 2,76091 - 0,4945 2,8945 -0,4649 2,7215 

1,75 2,96419 2,79041 -0,5284 2,9167 -0,4974 2,74.57 
1,76 2,9\<224 2,82020 - 0,5628 2,9888 -0,5304 2,7699 
1,77 3,020.59 2,><5026 ...,- 0,5977 2,9608 -0,5640 2,7939 
1,78 3,04925 2,88061 - 0,6333 2,9828 -0,5982 2,8178 
1,79 3,07b21 2,91125 - 0,6694 3,004.5 - 0,6331 2,8416 



282 Anhang. 

IV x (in Grad) cos IV sin x e- X 

1,80 103 0 7',94 - 0,22720 0,97385 6;04965 0,16530 
1,81 103 42,32 - 0,23693 0,97153 6,11045 0,16365 
1,82 104 16,70 -0,24663 0,96911 6,17186 0,16203 
1,83 104 51,08 -0,25631 0,96659 6,23389 0,16041 
1,84 105 25,45 - 0,26596 0,96398 6,29654 0,15882 

1,85 105 59,83 . - 0,27559 0,96128 6,35982 0,15724 
1,86 106 34,21 - 0.28519 0,95847 6,42374 0,15567 
1,87 107 8,59 -0,29476 0,95557 6,48830 0,15412 
1,88 107 42,96 -0,30430 0,95258 

I 

6,55350 0,15259 
1,89 108 17,34 - 0,31381 0,94949 6,61937 0,15107 

1,90 108 51,72 I - 0,32329 0,94630 6,68589 0,14957 
1,91 109 26,10 - 0,33274 0,94302 6,75309 0,14808 
1,92 110 0,47 - 0,34215 

I 
0,93965 6,82096 0,14661 

1,93 110 34,85 - 0,35153 0,93618 6,88951 0,14515 
1,94 111 9,23 - 0,36087 0,93261 6,95875 0,14370 

1,95 111 43,61 - 0,37018 0,92896 7,02869 0,14227 
1,96 112 17,98 -0,37945 0,92521 7,09933 0,14086 
1,97 112 52,36 - 0,38868 0,92137 7,17068 0,13946 
1,98 113 26,74 - 0,39788 0,91744 7,24274 0,13807 
1,99 114 1,12 - 0,40703 0,91341 7,31553 0,13670 

2,00 114 35,49 - 0,41615 0,90930 7,38906 0,13534 
2,01 115 9,87 -0,42522 0,90509 7,46332 0,13399 
2,02 115 44,25 -0,43425 0,90079 7,53833 0,13266 
2,03 116 18,63 -0,44323 0,89641 7,61409 0,13134 
2,04 116 53,00 - 0,45218 0,89193 7,69061 0,13003 

2,05 117 27,38 - 0,46107 0,88736 7,76790 0,12873 
2,06 118 1,76 -0,46992 0,88271 7,84597 0,12745 
2,07 118 36,14 -0,47873 0,137796 7,92482 0,12619 
2,08 119 10,51 -0,48748 0,87313 8,00447 0,12493 
2,09 119 44,89 - 0,49619 0,86821 8,08491 0,12369 

2,10 120 19,27 - 0,50485 0,86321 8,16617 0,12246 
2,11 120 53,65 - 0,51345 0,85812 8,24824 0,12124 
2,12 121 28,02 - 0,52201 

I 
0,85294 8,33114 0.12003 

2,13 122 2,40 - 0,53051 0,84768 8,41487 0)1884 
2,14 122 36,78 - 0,53896 0,84233 8,49944 0,11765 

2,15 123 11,16 - 0,54736 0,83690 8,58486 0,11648 
2,16 123 45,53 - 0,55570 0,83138 8,67114 0,11533 
2,17 124 19,91 - 0,56399 0,82579 8,75828 0,11418 
2,18 124 54,29 - 0,57221 0,82010 8,84631 0,11304 
2,19 125 28,67 - 0,58039 0,81434 8,93521 0,11192 

2,20 126 3,04 -0,58850 0,80850 9,02501 0,11080 
2,21 126 37,42 - 0,59656 0,80257 9,11572 0,10970 
2,22 127 11,80 1-0,60455 0,79657 9,20733 0,10861 
2,23 127 46,18 -0,61249 0,79048 9,29987 0,10753 
2,24 128 20,55 -0,62036 0,78432 9,39333 0,10646 

2,25 128 54,93 - 0,62817 0,77807 9,48774 0,10540 
2,26 129 29,31 - 0,63592 0,77175 9,58309 0,10435 
2,27 130 3,69 -0,64361 0,76535 9,67940 0,10331 
2,28 130 38,06 - 0,65123 0,75888 9,77668 0,10228 
2,29 131 12,44 -0,65879 0,75233 9,87494 0,10127 



Anhang. 28;3 

x \£0\ x @linx I \£01 x cos x I \£0] x sin x I @lin x cos x I @lin x sin x 

1,80 3,10747 2,94217 1- 0,7060 I 3,0262 I - 0,6685 I 2,8652 
1,81 3,13705 2,97340 - 0,7433 

I 
3;0477 I -0,7045 2,8887 

1,82 3,16694 3,00492 - 0,7811 3,0691 - 0,7411 2,9121 
1,83 3,19715 3,03674 I -0,8195 3,0903 - 0,7783 2,9353 
1,84 3,22768 3,06886 , - 0,8584 3,1114 - 0,8162 2,9583 

1,85 3,25853 3,10129 I -0,8980 3,1324 - 0,8547 2,9812 
1,86 3,28970 3,13403 . - 0,9382 3,1531 - 0,8938 3,0039 
1,87 3,32121 3,16709 - 0,9790 :cJ,1736 .-0,9335 3,0264 
1,88 3,35305 3,20046 - 1,0203 3,1940 - 0,9739 3,0487 
1,89 3,38522 3,23415 -1,0623 3,2142 -1,0149 3,0708 

1,90 3,41773 3,26816 -1,1049 3,2342 - 1,0566 3,0927 
1,91 3,45058 3,30250 -1,1481 3,2540 -1,0989 3,1143 
1,92 3,48378 3,33718 -1,1920 3,2735 - 1,1418 3,1358 
1,93 3,51733 3,37218 -1,2364 3,2929 -1,1854 3,1570 
1,94 3,55123 3,40752 -1,2815 3,3119 I -1,2297 3,1779 

1,95 3»8548 3,44321 -1,3273 3,3308 -1,2746 3,1986 
1,96 3,62009 3,47923 -1,3736 3,3493 ! -1,3202 3,2190 
1,97 3,65507 3,51561 -1,4207 3,3677 -1,3664 3,2392 
1,98 3,69041 3,55234 -1,4683 :cJ,3857 -1,4134 3,2591 
1,99 3,72611 3,58942 -1,5166 3,4035 -1,4610 3,2786 

2,00 3,76220 3,62686 -1,5656 3,4208 -1,5093 3,2979 
2,01 3,79865 3,66466 -1,6153 3,4381 -1,5583 3,3168 
2,02 3,83549 3,70283 -1,6656 3,4550 -1,6080 3,3355 
2,03 3,87271 3,74138 -1,7165 3,4715 - 1,6583 3,3538 
2,04 3,91032 3,78029 - 1,7682 3,4877 - 1,7094 3,3718 

2,05 3,94832 3,81958 -1,8205 3,5036 -1,7611 3,3893 
2,06 3,98671 3,85926 - 1,8734 3,5191 -1,8135 3,4066 
2,07 4,02550 3,89932 -1,9271 3,5342 -1,8667 3,4234 
2,08 4,06470 3,93977 -1,9815 3,5490 - 1,9206 3,4399 
2,09 4,10430 3,98061 - 2,0365 3,5629 -1,9751 3,4560 

2,10 4,14431 4,02186 - 2,0923 3,5774 - 2,0304 3,4717 
2,11 4,18474 4,06350 - 2,1487 3,5910 - 2,0864 3,4870 
2,12 4,22558 4,10555 . - 2,2058 3,6042 - 2,1431 3,5018 
2,13 4,26685 4,14801 - 2,2636 3,6169 - 2,2006 3,5162 
2,14 4,30855 4,19089 - 2,3221 3,6292 - 2,2587 3,5301 

2,15 4,35067 4,23419 - 2,3814 3,6411 - 2,3176 3,5436 
2,16 4,39323 4,27791 - 2,4413 3,6524 - 2,3772 3,556(, 
2,17 4,43623 4,32205 - 2,5020 3,6634 - 2,4376 3,5691 
2,18 4,47967 4,36663 - 2,5633 3,6738 - 2,4986 3,5811 
2,19 4,52356 4,41165 - 2,6254 3,6837 - 2,5605 3,5926 

2,20 4,56791 4,45711 - 2,6882 3,6932 - 2,6230 3,6036 
2,21 4,61271 4,50301 - 2,7518 3,7020 - 2,6863 3,6140 
2,22 4,65797 4,54936 - 2,8160 3,7104 - 2,7503 3,6239 
2,23 4,70370 4,59617 - 2,8810 3,7182 - 2,8151 3,6332 
2,24 4,74989 4,64344 -2,9466 3,7254 - 2,8806 3,6419 

2,25 4,79657 4,69117 - 3,0131 3,7321 -2,9469 3,6501 
2,26 4,84372 4,73937 . - 3,0802 3,7381 - 3,0139 3,657(;' 
2,27 4,89136 4,78804 I - 3,1481 3,7436 - 3,0816 3,6645 
2,28 4,93948 4,83720 - 3,2167 3,7485 - 3,1501 3,6709 
2,29 4,,98810 4,88684 : - 3,2861 3,7527 - :cJ,2194 3,6765 



284 Anhang. 

x ·1 x (in Grad) cosx sin x e- ill 

2,3.0 131 0 46',82 - .0,66628 .0,74571 9,97418 .0,10.026 
2,31 132 21,2.0 - .0,6737.0 .0,739.01 1.0,.07442 .0,.09926 
2,32 132 55,57 - .0,681.06 .0,73223 1.0,17567 .0,.09827 
2,33 133 29,95 -.0,68834 .0,72538 1.0,27794 .0,.0973.0 
2,34 134 4,33 - .0,69556 0,71846 10,38124 0,09633 

2,35 134 38,70 .-0,7.0271 0,71147 1.0,48557 0,09537 
2,36 135 13,08 - 0,70979 0,70441 10,59095 0,09442 
2,37 135 47,46 - 0,7168.0 0,69728 10,69739 0,.09348 
2,38 136 21,84 - 0,72374 .0,69007 1.0,80490 0,09255 
2,39 136 56,21 -0,73060 0,68280 10,91349 0,09163 

2,4.0 137 30,59 -.0,73739 0,67546 11,02318 0,.09072 
2,41 138 4,97 -0,74411 0,66806 11,13396 0,08982 
2,42 138 39,35 

I 
- 0,75.075 0,66.058 11,24586 .0,08892 

2,43 139 13,72 - 0,75732 .0,65304 
I 

11,35888 0,.08804 
2,44 139 48,10 - .0,76382 0,64544 

I 
11,473.04 0,08716 

2,45 140 22,48 - 0,77023 0,63776· 11,58835 0,08629 
2,46 14.0 56,86 - 0,77657 0,63003 11,70481 0,08543 
2,47 141 31,23 I - 0,78283 0,62223 11,82245 .0,08458 
2,48 142 5,61 - 0,78901 0,61437 11,94126 0,.08374 
2,49 142 39,99 - 0,79512 0,6.0645 12,06128 .0,08291 

2,5.0 143 14,37 -0,8.0114 

I 
0,59847 12,18249 0,082.08 

2,51 143 48,74 - 0,8.07.09 .0,59043 12,3.0493 0,08127 
2,52 144 23,12 -0,81295 .0,58233 12,42860 0,08046 
2,53 144 57,5.0 - .0,81873 0,57417 12,55351 0,07966 
2,54 145 31,88 ;- 0,82444 0,56596 12,67967 0,07887 

2,55 146 6,25 -.0,830.05 0,55768 12,80710 

I 
0,07808 

2,56 146 40,63 -.0,83559 0,54936 12,93;;82 0,.07730 
2.57 147 15,01 -.0,84104 0,54097 13,06582 0,07654 
2,58 147 49,39 -0,84641 0,53253 13,19714 0,07577 
2,59 148 23,76 - 0,85169 0,524.04 13,32977 0,07502 

/ 

2,60 148 58,14 - 0,85689 0,51550 13,46374 0,07427 
2,61 149 32,52 - 0,86200 0,50691 

I 

13,59905 .0,07353 
2,62 150 6,90 

I 
- 0,86703 0,49826 13,73572 0,07280 

2,63 150 41,27 - 0,87197 0,48957 13,87377 0,07208 
2,64 151 15,65 - 0,87682 0,48082 14,01320 0,.07136 

2,65 151 50,03 - 0,88158 0,47203 14,154.04 0,07065 
2,66 152 24,41 - 0,88626 0,46319 14,29629 .0,06995 
2,67 152 58,78 -0,89085 0,45431 14,43997 0,06925 
2,68 153 33,16 - 0,89534 0,44537 14,58509 0,.06856 
2,69 154 7,54 - 0,89975 0,43640 14,73168 0,.06788 

2,70 154 41,92 - 0,90407 0,42738 14,R7973 0,06721 
2,71 155 Hl,29 - 0,90830 0,41832 15,02927 0,06654 
2,72 155 50,67 - 0,91244 0,40921 15,18032 0,06587 
2,73 156 25,05 - 0,91648 0,40007 15,33289 0,06522 
2,74 156 59,43 -0,92044 0,39088 15,48699 0,.06457 

2,75 157 33,80 - 0,92430 0,38166 15,64263 0,06393 
2,76 158 8,18 - 0,92807 0,37240 15,79984 0,06329 
2,77 158 42,56 - 0,93175 0,36310 15,95863 0,06266 
2,78 159 16,94 - 0,93533 0,35376 16,11902 0,06204 
2,79 159 51,31 - 0,93883 0,34439 16,281.02 0,.06142 
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x ~of x I @Sin x I ~of x cos x I ~of x sin x l@Sin x cos x l@Sin x sin x 

2,30 5,03722 4,93696 -3,3562 3,7563 I -il,2894 3,6815 
2,31 5,08684 4,9~758 - 3,4270 3,7592 I -3,3601 3,6859 
2,32 5,13697 5,03870 - 3,4986 3,7614 I - 3,4317 3,6895 
2,33 5,18762 5,09032 - 3,·'">708 3,7630 - 3,5039 3,6924 
2,34 5,23878 5,14245 -3,6439 2,7639 - 3,5769 3,6946 

2,35 5,29047 5,19510 - 3,7177 3,7640 -3,6506 3,6962 
2,36 5,34269 5,24827 -3,7922 3,7634 -3,7252 3,6969 
2,37 5,39544 5,30196 -3,8675 3,7621 -3,8004 3,6970 
2,38 5,44873 5,~5618 -3;9435 3,7600 - 3,8765 3,6961 
2,39 5,50256 5,4101.13 -4,0202 3,7571 -3,9532 3,6946 

2,46 5,55695 5,46623 -4,0976 3,7535 -4,0307 3,6922 
2,41 5,61189 5,52207 -4,1759 3,7491 -4,lO90 3,6~91 
2,42 5,66739 5,57847 ·-4,2548 3,7438 -4,1880 3,6850 
2,43 5,72346 5,63542 -4,3345 3,7376 -4,2678 3,6~02 
2,44 5,78010 5,69294 -4,4150 .3,7307 -4t3484 3,6745 

2,45 5,83732 5,75103 -4,4961 3,7228 -4,4296 
t 3,6678 

2,46 5,89512 5,80969 -4,5780 3,7141 -4,5116 3,6603 
2,47 5,953"52 5,86893 1-4,6606 3,7045 -4,5944 

I 
3,6518 

2,48 6,01250 5,92876 - 4,7439 3,6939 -4,6779 3.6425 
2,49 6,07209 5,9~918 -4,8280 3,6824 -4,7621 3,6321 

2,50 6,13229 6,05020 -4,9128 3,6700 -4,8470 3,6209 
2,51 6,19310 6,11183 -4,9984 3,6566 -4,9328 3,6086 
2,52 6;~5453 6,17407 -5,0846 3,6422 - 5,0192 3,5953 
2,53 6,31658 6,23692 -5,1716 3,6268 -5,1064 3,5811 
2,54 6,37927 6,30040 -5,2593 3,6104 - 5,1943 3,5658 

2;00 6,44259 6,36451 - 5,3477 3,5929 -5,2829 3,5494 
2,56 6,50656 6,42926 -5,4368 3,5744 -5,3722 3,5320 
2,57 6,57118 6,49464 -5;5266 3,5548 -5,4623 3,5134 
2,58 6,63646 6,56068 - 5,6172 3,5341 - 5,5530 3,4938 
2,59 6,70240 6,62738 -5,7084 3,5123 - 5,6445 3,4730 

2,60 6,76901 6,69473 -5,8003 . 3,4894 - 5,7366 3,4511 
2,61 6,83629 6,76276 - 5,8929 3,4654 - 5,8295 3,4281 
2,62 6,90426 

I 
6,83146 - 5,9862 3,4401 - 5,9231 3,4038 

2,63' 6,97292 6,90085' -6,0802 3,4137 - 6,0173 3,3784 
2,64 7,04228 6,97092 -6,1748 3,3861 -6,1122 3,3518 

2,65 7,11234 7,04169 - 6,2701 3,3572 -6,2078 2,3239 
2,66 7,18312 7,11317 -6,3661 3,3271 -6,3040 3,2947 
2,67 7,25461 7,18536 -6,4628 3,2958 - 6,4011 3,2644 
2,68 7,32683 7,25827 -6,5600 3,2632 - 6,4986 3,2326 
2,69 7,39978 7,33190 -6,6580 3,2293 - 6,5969 3,2654 

2,70 7,47347 7,40626 - 6,7565 3,1940 - 6,6958 3,1653 
2,71 7,54791 7,48137 -6,8558 3,1574 -6,7953 . 3,1296 
2,72 7,62310 7,55722 -6,9556 3,1194 -6,8955 3,0925 
2,73 7,69905 7,63383 -7,0560 3,0802 -6,9963 3,0541 
2,74 7,77578 7,71121 -7,1571 3,0394 -7,0977 3,0142 

2,75 7,85328 7,78935 -7,2588 2,9973 .:.-. 7,1997 2.,9729 
2,76 7,93157 7,8682'1 -7,3611 2,9537 -7,3023 2,9301 
2,77 8,01065 7,94799 -7,4639 2,9087 -7,4055 2;8859 
2,78 8,09053 8,02849 -7;5673 2,8621 -7,5093 2,8402 
2,79 8,17122 8,10980 -7,6714 2,8141 -7,6137 2,7929 
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x x (in Grad) cos x sin x eX e~X 

2,80 160 0 25',69 - 0,94222 0,33499 16,44465 0,06081 
2,81 161 0,07 - 0,94553 0,32555 16,60992 0,06021 
2,82 161 34,45 -0,94873 0,31608 16,77685 0,05961 
2,83 162 8,82 - 0,95185 0,30658 16,94546 0,05901 
2,84 162 43,20 -0,95486 0;29704 17,11577 0,05843 

2,8.5 163 17,58 . - 0,95779 0,28748 17,28778 0,05784 
2,86 163 51,96 - 0,96061 I 0,27789 17,46153 0,05727 
2,87 164 26,33 - 0,96334 0,26827 17,63702 0,05670 
2,88 165 0,7] - 0,96598 0,25862 17,81427 0,05613 
2,89 165 35,09 - 0,96852 0,24895 17,99331 0,05558 

2,90 166 9,47 - 0,97096 

I 

0,23925 18,17415 0,05502 
2,91 166 43,84 - 0,97330 0,22953 18,35680 0,05448 
2,92 167 18,22 - 0,97555 0,21978 18,54129 0,05393 
2,93 167 52,60 - 0,97770 0,21002 18,72763 0,05340 
2,94 168 $6,98 - 0,97975 i 0,20023 18,91585 0,05287 

2,95 169 1,35 - 0,98170 I 0,19042 19,10595 0,05234 
2,96 169 35,73 - 0,98356 0,18060 19,29797 0,05182 
2,97 170 10,11 - 0,98531 0,17075 19,49192 0,05130 
2,98 170 44,49 - 0,98697 0,16089 19,68782 0,05079 
2,99 171 18,86 - 0,98853 0,15101 19,88568 0,05029 

3,00 171 53,24 - 0,98999 0,14112 20,08554 0,04979 
3,01 172 27,62 - 0,99135 0,13121 20,28740 0,04929 
0,02 173 2,00 - 0,99262 0,12129 20,49129 0,04880 
3,03 173 36,37 - 0,99378 0,11136 20,69723 0,04832 
3,04 174 10,75 -- 0,99484 0,10142 20,90524 0,04783 

B,O[} 174 45,13 - 0,99581 0,09146 21,11534 0,04736 
3,06 175 19,51 - 0,99667 0,08150 21,32756 0,04689 
3,07 175 53,R8 -0,99744 . 0,07]53 21,54190 0,04642 
3,08 176 28,26 - 0,99810 0,06155 21,75840 0,04596 
3,09 177 2,64 - 0,99867 0,05157 21,97708 0,04·1550 

3,10 177 37,01 -0,99914 0,04158 22,19795 0,04505 
3,11 178 11,39 - 0,99950 0,03159 22,42104 0,04460 
3,12 178 45,77 - 0,99977 0,02159 22,64638 0,04416 
3,13 179 20,15 - 0,99993 0,01159 22,87398 0,04372 
3,14 179 54,52 -1,00000 0,00159 23,10387 0,04328 

n 180 I -1 ° 23,14069 0,04321 

3,15 180 28,90 - 0,99996 -0,00841 23,33606 0,04285 
3,16 181 3,28 - 0,99983 - 0,01841 23,57060 0,04243 
3,17 181 37,66 - 0,99960 -0,02840 23,80748 0,04200 
3,18 182 12,03 - 0,99926 - 0,03840 24,04675 0,04159 
3,19 182 46,4] - 0,99883 -0,04839 24,28843 0,04117 

3,20 183 20,79 - 0,99829 -0,05837 24,53253 0,04076 
3,21 183 55,17 - 0,99766 -- 0,06835 24,77909 0,04036 
3,22 184 29,54 - 0,99693 - 0,07833 25,02812 0,03996 
B,23 185 3,92 -0,99609 - 0,08829 25,27966 0,03956 
3,24 185 38,30 - 0,99516 -0,09825 25,53372 0,03916 

3,25 186 12,68 - 0,99413 - 0,10820 25,79034 0,03877 
3,26 186 47,0.5 -- 0,99300 - 0,11813 26,04954 0,03839 
3,27 187 21,43 - 0,99177 - 0,12805 26,31134 0,03801 
3,28 187 55,81 - 0,99044 -- 0,13797 26,57577 0,03763 
3,29 188 30,19 - 0,98901 - 0,14786 26,84286 0,03725 



x 

2,80. 
2,81 
2,82 
2,83 
2,84 

2,85 
2,86 
2,87 
2,88 
2,89 

2,90. 
2,91 
2,92 
2,93 
2,94 

2,95 
2,96 
2,97 
2,98 
2,99 

3,0.0. 
3,01 
3,0.2 
3,0.3 
3,0.4 

3,0.5 
3,0.6 
3,0.7 
3,0.8 
3,0.9 

3,10. 
3,11 
3,12 
3,13 
3,14 

3,15 
3,16 
3,17 
3,18 
3,19 

3,20. 
3,21 
3,22 
3,23 
3,24 

3,25 
3,26 
:3,27 
3,28 
3,29 

([of x 

8,25273 
8,3350.6 
8,41823 
8,50.224 
8,58710. 

8,67281 
8,75940. 
8,84686 
8,93520. 
9,0.2444 

9,11458 
9,20.564 
9,29761 
9,390.51 
9,48436 

9,57915 
9,67490. 
9,77161 
9,86930. 
9,96798 

10.,0.6766 
10.,16835 
10.,270.0.5 
10.,37277 
10.,47654 

10.,58135 
10.,68722 
10.,79416 
10.,90.218 
11,0.1129 

11,12150. 
11,23282 
11,34527 
11,45885 
11,57357 
11,59195 

11,68946 
11,80.651 
11,92474 
12,0.4417 
12,16480. 

12,28665 
12,40.972 
12,5340.4 
12,65961 
12,78644 

12,91456 
13,04396 
13,17467 
13,30.670. 
13,440.0.6 
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@lin x I ([of x cos x I ([of x sin x I'@linx cos x I @lin x sin x 

8,19192 
8,27486 
8,35862 
8,44322 
8,52867 

8,61497 
8,70.213 
8,790.16 
8,8790.7 
8,96887 

9,0.5956 
9,15116 
9,24368 
9,33712 
9,43149 

9,52681 
9,6230.8 
9,720.31 
9,81851 
9,91770. 

10.,0.1787 
10.,1190.5 
10.,22125 
10.,32446 
10.,42870. 

10.,53399 
10.,640.33 
10.,74774 
10.,85622 
10.,96579 

11,0.7645 
11,18822 
11,30111 
11,41513 
11,530.29 
11,54874 

11,64661 
11,7640.9 
11,88274 
12,0.0.258 
12,12363 

12,24588 
12,36936 
12,4940.8 
12,620.0.5 
12,74728 

12,87578 
i 13,0.0.557 

1

13,13667 
13,2690.7 

I 1:3,40.280. 

I-
I-

i-
1= 

7,7759 
7,8810. 
7,9866 
8,0.929 
8,1995 

8,30.67 
8,4144 
8,5225 

- 8,6312 
I - 8,740.4 

I - 8,8471 
8,9598 
9,0.70.3 

, - 9,1811 
i - 9,2923 

9,40.39 
9,5158 
9,6281 
9,740.7 
9,8536 

9,9669 
-10,0.80.4 
-10.,1943 
-10.,30.83 
-10.,4225 

-10.,5317 
-10.,6516 
-10.,7665 
-10.,8815 
-10.,9966 

-11,1119 
-11,2272 
-11,3427 
-11,4580. 
-11,5736 
-11,5919 

-11,6890. 
-11,80.45 
-11,920.0. 
-12,0.353 
-12,150.6 

-12,2656 
-12,380.7 
-12,4956 
-12,610.1 
- 12,7373 

-12,8388 
-12,9527 
-13,0.662 
- 13,1795 
-13,2924 

2,7646 1-
2,7135 -

7,7186 I 

7,8241 
7,930.1 
8,0.367 
8,1437 

2,660.8 I -

2,60.66 1-_ 
2,550.7 

2,4933 
2,4341 
2,3733 
2,310.8 
2,2466 

2,180.7 
2,1130. 
2,0.434 
1,9722 
1,8991 

1,8241 
1,7473 
1,6685 
1,5879 
1,50.53 

1,420.7 
1,3342 
1,2457 
1,1551 
1,0.625 

0.,9678 
0.,8710. 
0.,7721 
0.,6710. 
0.,5679 

0.,4624 
.0.,3548 
0.,2449 
0.,1328 
0.,0.184 
0. 

-0.,0.983 
-0.,2174 
- 0.,3387 
-0.,4625 
- 0.,5887 

- 0.,7172 
-0.,8482 
-0.,9818 
-1,1177 
-1,2563 

-1,3974 
-1,540.9 
-1,6870. 
-1,8359 
-1,9872 

8,2513 
8,3594 
8,4679 
8,5770. 
8,6865 

8,7965 
8,90.68 
9,0.177 
9,1289 
9,240.5 

9,3525 Ii 

9,4649 
! - 9,5775 

9,690.6 ; 
9,80.39 

I - 9,9176 
'I -10,0.315 

-10.,1458 
-10.,260.2 
-10.,3749 

-10.,4899 
-10.,60.49 
-10.,720.2 
-10.,8356 

I -10.,9512 

-11,0.669 
-11,1826 
-11,2985 
-11,4143 
-11,530.3 
-11,5487 

-11,6461 
-11,7621 
-11,8780. 
-11,9937 
- 12,10.94 

-12,2249 
-12,340.4 
-12,4557 
-12,570.7 
-12,6856 

-12,80.0.2 
-12,9145 
-13,0.286 
-13,1422 
-13,2555 

2,7442 
2,6939 
2,6420. 
2,5885 
2,5334 

2;4766 
2,4182 
2,3581 
2,2963 
2,2328 

2;1675 
2,10.0.5 
2,0.316 
1,960.9 
1,8885 

1,8141 
1,7379 
1,6597 
15797 
1:4977 

1,4137 
1,3277 
1,2397 
1,1497 
1,0.577 

0.,9634 
0.,8672 
0.,7688 
0.,6682 
0.,.5655 

0.,460.6 
0.,3534 
0.,2440. 
0.,1323 
0.,0.183 
0. 

- 0.,0.979 
- 0.,2166 
- 0.,3375 
-0.,460.9 
-0.,5867 

- 0.,7148 
- 0.,8454 
- 0.,9787 
-1,1142 
-1,2524 

-1,3932 
-1,5363 
-1,6822 
-1,830.7 
-1,9817 
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x I x (in Grad) I cos x sin x e-" 

3,30 189 0 4',56 - 0,98748 - 0,15775 27,11264 0,03688 
3,31 189 38,94 - 0,98585 - 0,16761 27,38513 0,03652· 
3,32 190 13,32 - 0,IJ8413 -0,17746 27,66u35 0,03615 
3,33 190 47,70 - 0,98230 - 0,18729 27,93834 0,03.)79 
3,34 191 22,07 -0,9il038 -0,19711 28,21913 0,03544 

3,35 191 56,45· - 0,97836 - 0,20690 28,50273 0,03508 
3,36 192 30,83 - 0,97624 - 0,21668 28,78919 0,03474 
3,37 193 5,21 -0,97403 - 0,22643 29,07853 0,03439 
3,38 193 39,58 - 0,97172 - 0,23616 

I 

29,37077 0,03405 
3,39 194 13,96 - 0,96IJ31 - 0,24586 29,66595 0,03371 

3,40 194 48,34 - 0,96680 - 0,25554 29,96410 0,03337 
3,41 195 22,72 - 0,96419 - 0,26520 30,26524 0,03304 
3,42 195 57,09 - 0,.96149 - 0,27482 30,56942 0,03271 
3,43 196 31,47 - 0,95870 -0,28443 30,87664 0,0::12"19 
3,44 197 5,85 -0,95581 -0,29400 31,18696 0,03206 

3,45 197 
4il.23

1 

- 0,95282 -0,30354 

I 

31,50039 0,03175 
3,46 198 14,60 - 0,94974 - 0,31305 31,81698 0,03143 
3,47 198 48,98 -0,94656 - 0,32254 32,13674 0,03112 
3,48 1'-19 23,36 -0,943ll8 -0,33199 32,45972 0,03081 
3,49 199 57,74 - 0,93992 - 0,34140 32,78595 

I 
0,03050 

3,50 200 32,11 - 0,93646 - 0,35078 33,11545 0,03020 
3,51 201 6,49 - 0,93290 - 0,36013 33,44827 0,02990 
3,52 201 40,87 - 0,92925 - 0,36944 33,78443 0,02960 
3,53 202 15,25 - 0,92551 -0,37871 34,12397 0,02930 
3,54 202 49,62 - 0,92168 I - 0,38795 34,46692 0,02901 

3,55 203 24,00 - 0,91775 I - 0,39715 34,81332 0,02872 
3,56 203 58,38 - 0,91374 - 0,40631 35,16320 0,02844 
3,57 204 32,76 - 0,90963 - 0,41542 35,51659 0,02816 
3,58 205 7,13 - 0,90543 - 0,42450 3.\87354 0,02788 
3,59 205 41,51 - 0,90114 -0,43353 36,23408 0,02760 

3,60 206 15,89 - 0,89676 -0,44252 36,59823 0,02732 
3,61 206 50,ll7 -0,89229 - 0,45147 36,96605 

I 

0,02705 
3,62 207 24/i4 -0,8 .. m3 - 0,46037 37,33757 0,02678 
3,63 207 59,02 - 0,88308 - 0,46922 37,71282 0,02652 
3,64 208 33,40 -0,87835 - 0,47803 38,09184 0,02625 

3,65 209 7,78 - 0,87352 - 0,48679 38,4 7467 0,02599 
3,66 209 42,1.5 - 0,86861 - 0,49550 38,86134 0,02573 
3,67 210 16,53 - 0,86361 - 0,.50416 39,25191 0,02548 
3,68 210 50,91 -0,85853 -0,51277 39,64639 0,02522 
3,69 211 25,29 - 0,85336 - 0,.52133 40,04485 0,02497 

3,70 211 59,1)6 - 0,84810 -0,.52984 40,44730 0,02472 
3,71 212 34,04 - 0,84276 - 0,53829 40,85381 0,02448 
3,72 213 8,42 - 0,83733 -0,54669 41,26439 0,02423 
3,73 213 42,80 - 0,83183 - 0,55504 41,67911 0,02399 
3,74 214 17,17 - 0,~2623 - 0,56333 42,09799 0,02375 

3,75 214 51,55 -0,82056 - 0,57156 42,52108 0,02352 
3,76 21.5 25,93 - 0,81480 - 0,.57974 42,94843 0,02328 
3,77 216 0,31 - 0,80896 - 0,58786 

I 

43,38006 0,02305 
3,78 216 34,68 -0,80305 - 0,59592 43,81604 0,02282 
3,79 217 9,06 - 0,79705 - 0,60392 44,25640 0,02260 
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x (£of x 
1 

@5in x 1 (£01 x cos x 1 (£oi x sm x I @5in x c~s x I @5in x sin x 

3,80 13,5747t; I 13,53788 -13,4048 2,1414 -13,%84 1- 2,1356 
8,81 13,71082 I 13,67430 -13,5168 2,2981 -18,4808 - 2,2919 
8,)32 13,84825 13,81210 -1:-l,6285 2,457.5 -13,.'i929 2,4511 
3,33 13,98707 13,95127 -13,7395 2,6196 - 13,7013 2,6129 
3,34 14,12728 14,09185 -13,8501 2,7846 -13,8154 2,7776 

3,35 14,26891 14,23382 -13,9601 2,9522 -13,9258 2,9450 
3,36 14,41l!Hi 14,37723 -14,0695 3,1228 -14,0356 -- 3,1153 
3,37 14,!i!i046 14,5221)7 -14,1784 3,2960 -14,1449 3,2882 
3,38 14,70241 14,66836 -14,2866 3,4721 -14,2535 3,4641 
3,39 14,84!l88 14,81612 -14,3941 3,6510 -14,3614 3,6427 

3,40 14,9\)874 14,96536 -14,5008 3,8328 -14,4685 3,8242 
3,41 15,14914 15,11610 - 14,6066 4,0176 - 14,5748 4,0088 
3,42 15,30106 15,26835 -14,7118 4,2050 -14,6804 4,1960 
3,4:3 15,454.51 15,42213 -14,8162 4,3957 - 14,7852 4,38li5 
3,44 1.5,60951 15,57745 -14,9197 4,5892 -14,8891 4,5798 

3,45 15,76607 15,73432 -15,0222 4,7856 -14,9920 4,7760 
3,46 15,92420 15,89277 -15,1288. 4,9851 I - 15,0940 4,9752 
3,47 16,08393 16,05281 -15,2244! - ;,,1877 -15,1949 5,1777 . 
3,48 16,24526 16,21446 -15,3238 1- ;),:)933 -15,2948 5,3830 
3,49 16,40822 16,37772 -15,4224. - [,,6018 -15,3937 5,5914 

3,50 16,57282 16,.54263 - 15,51!Ji'l :',8134 -15,4915 5,8028 
3,51 16,73908 16,70919 -15,6ir)!) b,0282 -15,5880 6,0175 
3,52 16,90701 16,87741 -1!),7108 (;,2461 -15,6833 6,2352 
3,53 17,07664 17,04733 -lfi,i'l04(; 6,4671 -15,7775 6,4560 
3,.54 17,24797 17,21895 -1;"i'l!J71 6,6913 -15,8704 6,6801 

3,55 17,42102 17,39230 - 1 ;',!)i'li'll - fi,9188 - 15,9618 . 6,9074 
3,.56 17,59582 17,56738 -·IIi,fJ780 7,1494 

-16,0520 1- 7,1378 
3,57 17,77237 17,74422 -lH,W()3 7,3830 -16,1407 - 7,3713 
3,.58 17,9;'071 17,92283 - lfi,2;):n 7,6201 -16,2279 - 7,6082 
3,59 li'l,1:l084 18,10:)24 - W,H384 7,8603 -16,3136 I - 7,8483 

3,60 18,:n 27i'l li'l,28;,4(; 1fi,4218 8,1038 -16,3977 1- 8,0917 
3,61 1 i'l,4!H;;,;, li'l,4ti!);,O .- Ui,5043 8,3506 -16,4802. - 8,3384 
3,62 18,(;8218 18,1i;,;,:l!) - Hi,5847 8,6007 -16,5609 1- 8,5884 
3,63 18,8f;!lfi7 18,84:11:' - lIi,fi634 8,8540 -16,6400 I - 8,8416 
3,64 19,0;,!)04 1 !),O:127!) - 10,7405 .- 9,1108 -16,7175 1- 9,0982 

3,65 19,250:m 1!),224:)4 - 10,8155 9,3709 - 16,7928 - 9,3582 
3,66 19,44:);'4 1 !),41781 -16,8889 9,63 t3 - 16,86651- 9,6215 
3,67 19,638fi$l l!),(i1:)2l -16,9602 9,9010 - 16,9382 - 9,8882 
3,68 19,83581 1!),81O!i!J - 17,0296 -10,1712 - 17,0080 1- 10,1583 
3,69 20,03491 20,OO!J94 -17,0970 - 10,2733 - 17,0757 - 10,4318 

3,70 20,23601 20,2112fl -17,1622 -10,7218 -17,1412 -10,7087 
3,71 20,43914 20,41400 -17,2253 -11,0022 - 17,20471- 10,9'890 
3,72 20,64431 20,fi2008 -17,2861 - 11,2860 - 17,26.58 - 11,2728 
3,73 20,85155 20,827,o)() -17,3449 -11,5734 - 17,3250· -11,5601 
3,74 21,0-6087 21,03712 -17,4022 -11,8642 -17,3815 -11,8508 

3,75 21,27230 21,24878 -17,4552 -12,1584 -17,43;;9 -12,1450 
3,76 21,48585 21,46257 -17,5067 - 12,4562 - 17,4877 -12,4427 
3,77 21,70156 21,67851 - 17,5557 -12,75751-17,5370 -12,7439 
3,78 21,91943 21,89661 I -17,6024 - 13,0622 - 17,5841 -13,0486 
3,79 22,13950 22,11690 . - 17,6463 - 13,3705: - 17,6283 -13,3568 
HayashI, Theorie des Tragers. 19 



290 Anhang. 

x I x (in Grad) \ cos x sin x eX e- X 

3,80 217 0 43',44 - 0,79097 - 0,61186 44,70118 0,02237 
3,81 218 17,82 - 0,78481 - 0,61974 45,1.1044 0,02215 
3,82 218 5~,19 - 0,77857 - 0,62755 45,60421 0,02193 
3,83 219 26,57 - 0,77226 - 0,63531 46,06254 0,02171 
3,84 220 0,95 - 0,76587 - 0,64300 46,52547 0,02149 

3,85 220 35,33 . - 0,75940 - 0,65063 46,99306 0,02128 
8,86 221 9,70 - 0,7521'5 - 0,65819 47,46535 0,02107 
8,87 221 44,08 - 0,74624 - 0,66568 47,94239 0,02086 
3,88 222 18,46 - 0,73954 - 0,67811 48,42421 0,02065 
8,89 222 52,88 - 0,73277 - 0,68047 48,91089 0,02045 

3,90 223 27,21 - 0,72598 - 0,68777 49,40245 0,02024 
3,91 224 1,59 -0,71902 - 0,69499 49,89895 0,02004 
3,92 2:l4 35,97 - 0,71203 - 0,70215 50,40045 0,01984 

8,93 225 10,M - 0,70498 - 0,70923 50,90698 0,01964 
3,94 225 44,72 - 0,69785 - 0,71625 51,41860 0,01945 

3,95 226 19,10 - 0,69065 - 0,72319 51,93537 0,01925 

3,96 226 53,48 - 0,68888 - 0,73006 52,45738 0,01906 
3,97 227 27,85 - 0,67605 - 0,73686 . 52,98458 0,01887 

3,98 228 2,23 -0,66865 - 0,74358 53,51703 0,01869 

8,99 228 36,61 - 0,66118 - 0,75028 54,05489 0,01850 

4,00 229 10,99 - 0,65364 - 0,75680 54,59815 0,01832 

4,01 229 45,36 - 0,64604 - 0,76830 55,14687 0,01813 

4,02 230 19,74 - 0,63838 - 0,76972 55,70111 0,01795 

4,03 230 54,12 - 0,63065 - 0,77607 56,26091 0,01777 

4,04 231 28,50 - 0,62286 - 0,78234 56,82634 0,01760 

4,05 232 2,87 - 0,61500 - 0,78853 57,39746 0,01742 

4,06 232 37,25 - 0,60709 -0,79464 57,97431 0,01725 

4,07 233 11,63 - 0,59911 - 0,80067 1)8,55696 0,01708 

4,08 238 46,01 - 0,59107 - 0,80662 59,14547 0,01691 

4,09 234 20,38 - 0,58298 - 0,81249 59,73989 0,01674 

4,10 234 54,76 - 0,57482 - 0,81828 60,84029 0,01657 

4,11 

1
235 

29,14 - 0,56661 - 0,82398 60,94672 0,01641 

4,12 286 8,52 -0,55884 - 0,82961 61,55924 0,01624 

4,Vr 286 87,89 - 0,55002 - 0,83515 62,17792 0,01608 

4,14 237 12,27 - 0,54164 - 0,84061 62,80282 0,01592 

4,15 287 46,65 - 0,53821 -0,84598 63,48400 0,01576 

4,16 238 21,03 .- 0,52472 -0,85127 64,07152 0,01561 

4,17 288 55,40 - 0,51618 - 0,85648 
i 

64,71545 0,01545 

4,18 239 29,78 - 0,50759 I 
- 0,86160 65,36585 0,01580 

4,19 240 4,16 - 0,49895 - 0,86663 66,02279 0,01515 

4,20 240 88,54 - 0,49026 - 0,87158 66,68638 0,01500 

4,21 241 12,91 - 0,48152 - 0,87643 67,85654 0,01485 

4,22 241 47,29 -.0,41278 - 0,88121 , 68,03848 0,01470 

4,23 242 21,67 - 0,46890 - 0,88589 68,71728 0,0145.5 

4,24 242 56,05 - 0,45501 - 0,89048 69,40785 0,01441 

4,25 248 30,42 - 0,44609 - 0,89499 70,10541 0,01426 

4,26 244 4,80 - 0,43712 - 0,89941 70,80998 0,01412 

4,27 244 39,18 -.0,42810 - 0,90373 71,52164 0,01398 

4,28 245 13/i6 - 0,41904 - 0,90797 72,24044 0,01384 

4,29 245 47,93 ! - 0,40994 - 0,91211 I 72,96647 0,01370 
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x lrof x €lin x \ lrof x cos x IlrOf x sin x I €lin x cos x I €lin x sin x 

3,80 22,36178 22,33941 -17,6875 -13,6823 -17,6698 -13,6686 
3,81 22,58629 22,56415 -17,7259 -13,9976 -17,7086 - 13,98;39 
3,82 22,81307 22,79114 -17,7616 -14,3163 - 17,7445 - 14,3026 
3,83 23,04212 23,02041 -17,7945 -14,6389 -17,7777 -14,6251 
3,84 23,27348 23,25199 - 17,8245 -14,9648 -17,8080 -14,9510 

3,85 23,50717
1 

23,48589 - 17,8513 -15,2945 - 17,8352 -15,2806 
3,86 23,74321 23,72214 -17,8751 -15,6275 -17,8592 • -15,6137 
3,87 23,98162 23,96076 -17,8960 -15,9641 -17,8805 -15,9502 
3,88 24,22243 24,20178 -17,9135 -16,3044 - 17,8982 -16,2905 
3,89 24,46567 24,44522 -17,9277 -16,6482 - 17,9127 -16,6342 

3,90 24,71135 24,69110 -17,9387 -16,9957 -17,9240 -16,9818 
3,91 24,95950 24,93946 -17,9464 -17,3466 -17,9320 -17,3327 
3,92 25,21014 25,19030 - 17,9504 -17,7013 - 17,9362 -17,6874 
3,93 25,46331 25,44367 - 17,9511 -11l,0593 . - 17,9373 -18,0454 
3,94 25,71902

1 

25,69958 -17,9480 -18,4212 - 17,9345 -18,4073 
) 

3,95 25,97731 25,958061- 17,9412 -18,7865 [ - ]7,9279 -18,7726 
3,96 26,23819 26,21913 -17,9307 - 18,1555 - 17,9176 -19,1415 
3,97 26,50170 26,48283 - 17,9165 -19,5280 I -17,9037 -19,5141 
3,98 26,76786 26,74917 -17,8983 - 19,9040 I - 17,8858 -19,8901 
3,99 27,03669 27,01819 -17,8761 - 20,2837 -17,8639 - 20,2699 

4,00 27,30823 27,28992 -17,8498 - 20,6669 - 17,8378 -20,6530 
4,01 27,58250 27,56437 -17,8172 - 21,0537 -17,8077 -21,0399 
4,02 27,85953 27,84158 -17,7850, -21,4440 -17,7735 - 21,4302 
4,03 28,13934 28,12157 -17,74611-21,8381 -17,7349 - 21,8243 
4,04 28,42197 , 28,40437 -17,70291 -22,2356

1 
-17,6919 - 22,2219 

4,05 28,70744 I 28,69002 - 17,6551 - 22,11367 - 17,6444 - 22,6229 
4,06 28,99578 28,97853 -17,6030 - 23,0412 -17,5926 - 23,0275 
4,07 29,28702 29,26994 -17/)461 -23,4492 -17,5359 - 23,4:~56 
4,08 . 29,:i8119 29,56428 -17,4846 - 23,8608 -17,4746 -23,8471 
4,09 29,87832 29,86158 -17,4185 - 24,'.:l758: - [7,4087 

I 
- 24,2622 

4,10 30,17843 30,16186 - 17,3472 - 24,6944.1 - 17,3376 - 24,6808 
4,11 30,48156 30,46515 -17,27121-25,llfi21 -17,2619 - 25,1027 
4,12 30,78774 3l1,77 J50 -17,1900 -- 25,5418 -17,1810 - 25,5283 
4,13 31,09700 31,08092 -17,1040 -25,!l707 -17,0951' - 25,9557 
4,14 31,40937 31,39345 - 17,0126 - 26,4030 - 17,0039 - 26,3896 

4,15 31,72488 31,70912 -16,9160 -26,8386 -16,9076 - 26,8253 
4,16 32,04357 32,02796 -16,8139 -27,2777 - 16.,8057 - 27,2644 
4,17 32,36:'45 32,3f,OOO -16,7064 -27,7204 -16,6lJ84 - 27,7071 
4,18 32,69058 32,67528 -16,5934 -28,1662 -16,5856 - 28,1530 
4,19 33,01897 33,00382 -16,4748 - 28,6152 -16,4673 - 28,6021 

4,20 33,35066 33,33.'i67 - 16,fl505 - 2.9,0678 -16,3431 - 29,0547 
4,21 33,68569 33,67085 -16,2203 - 29,5231 - 16,2132 - 29,5101 
4,22 34,02409 34,00939 - 16,0842 -29,9824 -In,0773 -29,9694 
4,23 34,36589 34,3.'d34 -15,9423 -HO,4444 - 15,9355 - RO,4::115 
4,24 34,71113 34,69672 -15,7939 - 30,9096 -15,78741- 30,8967 

4,25 35,05984 3.'i,04.'i57 -15,6398 - 31,3782 - 15,6335 - 31,R654 
4,26 35,41205 35,39793 i- 1:';4793 - 31,8500 -15,4731 - 31,8373 
4,27 35,76781 31),75383 I -11),3122 - 32,3244 -15,3062 - 32,3118 
4~28 36,12714 36,11330 i -15,1387 -32,8024 - 15,1329 - 32,7898 
4,29 36,49009 36,47638 I - 14,9587 -33,2830 -14,9531 - 33,2705 

19* 
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x I x (in Grad) I cos x sin x 

4,30 246 0 22',3.1 -0,40080 - 0,91617 73,69979 0,01357 
4,31 246 56,69 -0,39162 .- 0,92013 74,44049 0,01343 
4,32 247 . 31,07 -0,38240 - 0,92400 75,18863 ·0,01330 
4,33 248 . 5,44 -0,37;H4 -0,92778 75,94429 0,01317 
4,34 248 39,82 -0,36384 - 0,93146 76,70754 0,01304 

4,35 249 14,20 -:- 0,35451 -0,93505 77,47846 0,01291 
4,36 '249 48,58 . -0,34514 - 0,93855 78,25713 0,01278 
4,37 250 22,95 -0,33574 - 0,94196 79,04363 0,01265 
4,38 250 57,33 -0,32630 -0,94527 79,83803 0,01253 
4,39 251 31,71 - 0,31683 -0,94848 80,64042 0,01240 

4,40 252 6,09 - 0,30733 -0,95160 81,45087 0,01228 
4,41 252 40,46 -0,29780 -0,95463 82,26946 0,01216 
4,42 253 14.84 -0,28824 - 0,95756 83,09629 0,01203 
4,43 253 49,22 - 0;27865 -0,96039 ' 83,93142 0,01191 
4,44 254 23,60 --0,26903 -0,96313 

I 
84,77494 0,01180 

4,1,5 254 57,97 -0,25939 -0,Q6!i77 85,62694 0,01168 
4,46 '255 32,35 -0,24972 -0,96832 86,48751 0,01156 
4,47 256 6,73 -0,24002 -0,97077 87,35672 0,01145 
4,48 256 41,11 -0,23030 - 0,97312 88,23467 0,01133 
4,49 257 15,48 . -0;22056 -0,97537 89,12145 0,01122 

4,50 257 49,86 -0,21080 -0,97753 90,01713 0,01111 
4,51 258 24,24 -0,20101 - 0,97959 90,92182 0,01100 
4,52 258 58,62 - 0,19120 - 0,98155 91,83560 0,01089 
4,53 259 32,99 - 0,18138 - 0,98341 92,75856 0,01078 
4,54 260 7,37 -0,17154 - 0,98518 93,69080 0,01067 

4,55 260 41,75 . -0,16168 -0,98684 94,63241 0,01057 
4,56 261 16,13 - 0,15180 - 0,98841 95,58348 0,01046 
4,57 261 50,50 -0,14191 -0,98988 96,54411 0,01036 
4,58 262 24,88 - 0,13200 -- 0,991'l5 97,51439 '0,01025 
4,59 262 59,26 - 0;12208 - 0,99252 98,49443 0,0,1012 

4,60 263 33,64 -0,11215 - 0,99369 99,48432 0,010052 
4,61 264 8,01 - 0,10221 -0,99476 100,48415 0,009952 
4,62 264 42,39 -0,09226 -0,99574 101,49403 0,009853 
4,63 265 16,77 -0,08230 - 0,99661 102,!i1406 0,009755 
4,64 \ 265 51,15 -0,07233 -0,99738 103,54435 0,009658 

4,65 266 25,52 -0,06235 -0,99805 104,58499 0,009562 
4,66 266 59,90 -0,05237 - 0,99861r 105,63608 0,009466 
4,67 267 34,28 -0,04238 -0,99910 106,69774 0,009372 
4,68 268 8,65 - 0,03238 . -0,99948 107,77007 0,009279 
4,69 268 43,03 - 0,02239 -0,99975 108,85318 0,009187 

4,70 269 17,41 _-0,01239 -0,99992 109,94717 0,009095 
4,71 269 51,79 -Q,00239 -1,00000 111,1)5216 0,009005 
tn 270 0 -1 111,31778 0,008983 
4,72 270 26,16 0,00761 -0,99997 112,16825 0,008915 
4,73 271 0,54 0,01761 -0,99984 113,295!i6 0,008826 
4,74 271 34,92 0,02761 -0,99962 114,43420 0,008739 

4,7.5 272 9,30 0,03760 -0,99929 115,58428 0,008652 
4,76 272 43,67 0,04759 . -0,99887 116,74593 0,008566 
4,77 273 18,05 0,05758 -0,998a4 117,91924 0,008480 
4,78 273 52,43 0,06756 -0,99772 119,10435 0,008396 
4,79 274 26,81 0,07753 -0,99699 120,30137 0,008312 
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x [of x 6inx I [of x cos x I [of x sin x !6in x cos x !6in x sin x 

4,30 36,85668 36,84311 1-14,7722 - 33,7670 1-14,7667 - 33,7546 
4,31 37;~26116 37,21353 1- 14,5788 - 34,2536 1-.14,5736 - 34,2413 
4,32 37,60096 37,58766 I - 14,3786 - 34,7433 -.14,3735 -- 34,7310 
4,33 37,97873 37,96556 1-14,1714 - 35,2359 -14,1665 - 35,2237 
4,34 38,36029 38,3472Q ,- 13,9570 - 35,7311 -.13,9523 - 35,7189 

4,35 38,74568 38,732781-13,7357 - 36,2291 -13,7312 - 36,2171 
4,36 39,13496 39,12218 - 13,5070 - 36,7301 -13,5026 - R6,7181 
4;37 39,52814 39,51:149 1-13,2712 - 37,2331 -13,2669 - 37,2220 
4,38 39,92528 39,91275 - 13,0276 -37,7402 -13,0235 - 37,7283 
4,39 40,32641 40,31401 1-12,7766 - 38,2488 -12,7727 - 38,2370 

4,40 40,73157 40,71930 -12,5180 - 38,7602 - 12,5143 - 38,7485 
4,41 41,14081 41,12865 -12,2517 - 39,2743 -- 12,2481 - 39,2626 
4,42 41,5!\416 41,54213 -11,9776 - 39,7906 - 11,9741 - 39,7749 
4,43 41,971fi7 41,95975 -11,6625 -40,3092 - 11,6921 - 40,2977 
4,44 42,39337 42,38157 -11,4051 - 40,8303 - 11,4019 - 40,8190 

4,45 42,81931 42,80763 - 11,1069 - 41,3108 -11,1039 -41,3423 
4,46 43,24954 43,23797 -10,8003 -41,8794 -10,7974 - 41,8682 
4,47 43,68409 43,67264 • - 10,4851 -42,4072 -10,4823 -42,3961 
4,4g 44,12300 44,11167

1

- 10,1615 - 42,9370 1- 10,1589 -42,9259 
4,49 44,566;)3 44,55511 - 9,8295 - 43,4687 - 9,8::l71 -43,4577 

4,50 45,01412 45,00~01 ,- 9,4890 - 44,0027 9,4866 - 43,9918 
4,.51 45,46641 {;),45M1 9,1392 -44,5384 9,1370 - 44,5277 
",52 45,92324 45,912:3;) 1- 8,7805 - 45,0760 -- 8,7784 -45,0653 
4,53 4(;,38467 46,37388 1-- 8,4133 -- 45,6151 - 8,4113 -- 45,6045 
4,54 4(),85074 46,84006 - fl,0368 - 4(;,15(;4 8,OR49 !- 46,1459 

I 

4,55 47,32149 47,31092 1- 7,fl509 - 46,6987 7,6492 .- 46,6883 
4,!ifj 47,79697 47,78651 - 7,2556 -47,2430 7,2540 - 47,2327 
4/)7 48,27723 48,26688 !-- 6,8510 -47,7887 6,8496 -47,7784 
4,58 48,76232 48,75207 1-- 6,4366 - 48,~356 -- 6,4353 -48,32.';5 
4,59 49,25229 49,24214 1- 6,0127 - 48,8839 6,0115 -48,8738 

4,60 49,74718 49,73713 ,I - 5,5791 - 49,4333 5,5780 -- 49,4233 
4;61 50,24705 50,23710 , - 5,13.58 - 49,9838 5,1347 -49,9739 
4,62 50,75194 .'JO,74209 1- 4,8237 - 50,5357 4,6815 - 50,5259 
4,63 51,26191 51,25215 1- 4,2189 - 51,0881 4,2181 - 51,0784 
4,64 51,77700 51,7()734 1- 3,7450 - 51,6413 3,7443 -51,6317 

4,65 52,29727 52,28771 - 3,2607 - .'J2,1953 3,2601 i - 52,1857 
4,66 52,82277 52,81331 . - 2,7663 - 52,7504 -- 2,7658 - 52,7410 
4,67 53,35356 53,34419 2,2611 - 53,3055 2,2607 - 53,2962 
4,68 53,88968 53,88040 1,7449 - 53,8617 1,7446 - 53,8524 
4,69 54,43118 54,42200 -; 1,2187 - 54,4176 1,2185 -54,4084 

4,70 54,97813 54,96904 0,6812 - 54,9737 0,6811 - 54,9646 
4,71 55,53058 55,52158 0,1327 - 55,5306 0,1327 - 55,521() 
j.:7l 55,66338 55,65440 ° - 55,6634 ° - 55,6544 

4,72 56,08858 56,07967 0,4268 - 56,0869 0,4268 - 56,0780 
4,73 56,65219 56,64337 0,9976 - 56,6431 0,9975 - 56,6343 
4,74 57,22147 57,21273 1,5799 - 57,1997 1,5796 - 57,1910 

4,75 57,79647 57,78782 2,1731 - 57,7554 2,1728 -57,7468 
4,76 58,37725 58,36868 2,7782 - 58,3113 2,7778 -58,3027 
4,77 58,96386 58,95538 3;S951 - 58,8660 3,3947 - 58,8575 
4,78 59,55637 59,54798 4,0236 - 59,4206 4,0231 - 59,4122 
4,79 60,15484 60,14653 4,6638 - 59,9738 4,6632 - 59,!!655 



294 Anhang. 

I :c (in Grad) 
I sin x eX x cos x 
i 

e- X 

4,80 275 0 1',18 0,08750 

I 
- 0,99616 121,51042 0,008230 

4,81 275 35,:'>6 0,09746 -0,99524 122,73162 0,008148 
4,82 276 9,94 0,10740 

J 
-0,99422 123,96509 0,008067 

4,83 276 44,32 0,11734 ( - 0,99309 12:;'21096 0,007987 
4,84 277 18,69 0,12726 i - 0,99187 126,46935 0,007907 

4,85 277 53,07 0,13718 -0,\)9055 127,74039 0,007828 
4,86 278 27,45 0,14708 - 0,98913 129,024:W 0,()07750 
4,87 279 1,83 0,15696 - 0,98761 I 130,32092 0,007673 
4,88 279 36,:W 0,16683 - 0,98599 131,630116 0,0()7597 
4,89 280 10,58 0,17668 - 0,98427 132,95357 0,007521 

4,90 280 44,96 0,18651 - 0,98245 134,28978 0,007447 
4,91 281 19,~4 0,1963~ . - 0,98054 135,63941 0,007372 
4,92 281 53,71 0,20512 - 0,97853 137/'0261 0,007299 
4,93 282 28,09 0,21590 - 0,97642 138,37951 0,007227 
4,94 283 2,47 0,22565 - 0,97421 139,77025 0,007155 

4,95 283 36,85 0,23538 - 0,97190 141,17496 0,007083 
4,96 284 11,22 0,2 ~509 - 0,96950 142,59380 0,007013 
4,97 284 45,60 0,25477 - 0,96700 144,02589 0,006943 
4,98 28') 19,98 0,26443 - 0,96441 145,47438 0,006874 
4,99 285 54,36 0,27406 -0,96171 146,93642 0,006806 

5,00 286 28,73 0,283fl6 - 0,95892 148,41316 0,006738 
5,01 287 3,11 0,2932-1 - 0,95604 149,90474 . 0,006671 
5,02 287 37,49 0,30278 - 0,95306 151,41130 0,006605 
5,03 288 11,~7 0,31230 - 0,94998 152,93301 0,0065:39 
5,04 288 46,24 0,32178 -0,94681 154,47002 0,006474 

5,05 289 20,62 0,33123 - 0,943.55 156,02246 0,006409 
5,06 289 55,00 0,34065 - 0,94019 157,59052 0,006346 
5,07 290 29,38 0,35004 - 0,93674 L)9,174:~3 0,006282 
5,08 291 3,75 0,35939 -0,93:n9 160,77406 0,006220 
5,09 291 38,13 0,36870 -0,92955 162,38986 0,006158 

5,10 292 12,.'i1 0,37798 - 0,92581 164,02191 0,006097 
5,11 292 46,89 0,38722 - 0,92199 165,67035 0,006036 
5,12 293 21,26 0,39642 - 0,91807 167,33537 0,005976 
5,13 293 5\64 0,40558 - 0,91406 169,01712 0,005917 
5,14 294 30,02 0,41470 -c 0,90996 170,71577 0,005858 

5,15 295 4,40 0,42378 - 0,90577 172,43149 0,00.,)799 
5,16 295 38,77 0,43281 - 0,90148 174,16446 0,005742 
5,17 296 13,15 0,44181 - 0,89711 175,91484 0,005685 
5,18 296 47,53 Q,4.">076 - 0,>"1926.5 177,68281 0,00.5628 
5,19 297 21,91 0,45966 - 0,88810 179,46855 0,005572 

5,20 297 56,28 0,46852 - 0,88345 181,27224 0,005517 
5,21 298 30,66 0,47733 - 0,87873 183,09406 0,00.5462 
5,22 299 5,04 0,48609 - 0,87391 184,93418 0,00.5407 
5,23 299 39,42 0,49481 -0,86900 186,79280 0,005354 
5,24 300 13,79 0,50347 - 0,86401 188,67010 0,005300 

5,25 300 48,17 0,51209 - 0,8.')893 190,566.27 0,005248 
5,26 301 22,55 0,52065 - 0,8.~377 192,48149 0,005195 
5,27 301 56,93 0,52916 -0,84852 194,41596 0,00:')144 
5,28 302 3I,KO 0,.53762 - 0,84319 196,36988 0,00.)092 
5,29 303 5,68 0,54602 - 0,83777 198,34343 0,005042 



Anhang. 295 

x ij;of x @lin x I ij;of X cos x I ij;of x sin x I @lin x cos x I @lin x sin II: 

4,80 60,75932 60,75109 5,3164 -60,5260 5,3157 - 60,5178 
4,81 61,36988 61,36173 5,9811 - 61,0778 5,9803 - 61,0696 
4,82 61,98658 61,!J7851 6,6574 :..- 61,6283 6,6565 -61,6203 
4,83 62,60947 62,60149 7,3466 ... 62,1768 7,3457 - 62,1689 
4,84 63,23863 63,23072 l:!,0477 -62,7245 8;0467 - 62,7167 

4,85 63,87411 63,86628 8,7623 - 63,2705 8,7612 - 63,2627 
4,86 64/>1598 64,50823 9,4890 - 63,8147 9,4879 -63,8070 
4,87 65,16430 65,15662 10,2282 - 64,3569 10,2270 - 64,3493 
4,88 65,81913 65,81153 10,9806 -M,8970 10,9793 - 64,8895 
4,89 66,48055 66,47303 11,7458 -65,4348 11,7445 -65,4274 

4,90 67,14861 67,14117 12,5239 - 65,9702 12,5225 - 65,9628 
4,91 67,82339 67;81602 13,3158 - 66,5035 13,3143 - 66,4963 
4,92 68,50496 68,49766 14,1202 - 67,0342 14,1187 - 67,0270 
4,93 69,19337 69,18614 14,9388 - 67,5618 14,9373 - 67,5"547 
4,94 69,88870 69,88155 15,7704 - 68,0863 15,7688 - 68,0793 

4,95 70,59102 70,58394 16,6157 - 68,6074 16,6140 1- 68,6005 
4,96 71,30040 I 71,29339 17,4750 - 69,1257 17,4733 - 69,1189 
4,97 72,01692 72,00997 18,3478 - fi9,6404 18,3460 1- 69,6336 
4,98 72,74063 72,73375 19,2348 -70,1518 19,2330 -70,1452 
4,99 73,47161 73,46!l:!1 20,1356 -70,6584 20,1338 -70,6518 

5,00 74,20995 74,20321 21,0504 1- 71,1614 21,0485 -71,1549 
5,01 74,95570 74,94903 21,9800 -71,6606 21,9781 -71,6543 
5,02 75,70895 I 75,70235 22,8474 1- 72,1552 1 22,9212 -72,1489 
5,03 76,46978 76,46324 23,8815 -72,6448 23,8795 -72,6385 
5,04 77,23824 77,23177 24,8537 -73,1299 24,8516 - 73,1238 

5,05 78,01444 I 78,00803 25,8407 -73,6105 25,8386 -73,6045 
.5,06 78,79843 78,79209 20,8427 -74,0855 26,8405 -74,0795 
!l,07 79,59030 79,584002 27,8598 -74,5554 27,8576 -74,5495 
'),08 80,39014 80,38392 28,8914 -75,0193 28,8892 -75,0135 
5,O!) 81,19801 81,19185 29,9377 -75,4776 29,9354 -75,4719 

S,1O 82,01400 82,00791 30,9997 - 75,9294 30,9973 -75,9237 
5,11 82,83820 

1 82,83216 , 32,0766 -76,3760 32,0743 -76,3704 
5,12 83,67067 83,66470 . 33,1687 -76,8155 33,1664 -76,8101 
5,13 84,51152 84,50560 B4,2762 -77,2486 34,2738 -77,2432 
5,14 85,36081 85,35496 35,3991 - 77,6749 35,3967 -77,6696 

5,15 86,21864 86,21285 36,,5377 -78,0943 36,5353 -78,0890 
5,16 87,08510 87,07936 37,6913 -78,5055 37,6888 -78,5003 
5,17 87,96026 87,95458 38,8617 -78,9100 38,8592 - 78,9049 
.'>,18 88,84422 88,83859 40,0474 -79,3068 40,0449 -79,3018 
5,19 89,73706 89,73149 41,2485 -79;6955 41,2460 -79,6905 

;',20 90,fi3888 90,63336 42,4661 -80,0749 42,4635 - 80,0700 
5,21 91,54976 91,54430 43,6994 -80,4475 43,6968 -80,4427 
;),22 92,46980 92,46439 44,9486 - 80,8103 44,9460 -80,8056 
;',23 93,39908 93,39373 46,2148 -81,1638 46,2122 - :-;1,1592 
;',24 94,33770 940,33240 47,4958 -81,5081 47,4935 - 81,5041 

5,25 95,28576 95,28051 48,7949 - 81,8438 48,7922 -81,8393 
fl,26 96,24334 96,23815 50,1091 - 82,1697 50,1064 - 82,1652 
5,27 97,210.'>5 97,20541 51,4399 - 82,4851 51,4372 -82,4807 
5,28 98,18748 .98,18239 52,7876 - 82,790.7 52,7848 -82,7864 
;',29 99,17423 99,16919 54,1511 -83,0852 54,1484 -83,0810 



296 Anhang. 

x I x (in Grad) I cos x sin x e- Z 

5,30 303 0 40',06 0,55437 -0,83227 200,33681 0,004992 
5,31 304 14,44 0,56267 -0,82668 202,35023 0,004942 
5,32 304 48,81 0,57091 - 0,82101 204,38388 0,004893 
'i,3a 305 23,19 0,57909 - 0,81526 206,43797 0,004844 
5,34 305 57,57 0,58721 -0,80943 208,51271 . 0,004796 

5,35 306 31,95 0,59528 -0,80352 210,60830 0,004748 
5,36 307 6,1l2 0,60328 - 0,797.')3 212,7249;; 0,004701 
5,37 307 40,70 0,61123 -0,79145 214,86287 0,004654 
5,38 308 15,08 0,61911 - 0,78530 217,02228 0,004608 
5,39 308 49,46 0,62693 - 0,77907 219,20339 0,064562 

5,40 309 23,83 0,63469 - 0,77276 221,40642 0,004517 
5,41 309 58,21 0,64239 - 0,76638 223,63159 0,004472 
5,42 310 32,59 0,65002 -0,75992 225,87912 0,004527 
5,43 311 6,96 0,65759 - 0,75338 228,14925 0,004383 
5,44 311 41,34 0,66509 - 0,74677 230,44218 0,004339 

5,4.'} 312 15,72 0,67252 .- 0,74008 232,75817 0,004296 
5,46 312 50,10 0,67989 - 0,73332 235,09742 0,004254 
5,47 313 24,47 0,68719 - 0,72648 237,46019 0,004211 
5,48 313 58,85 0,69442 - 0,71957 239,84671 0,004169 
5,49 314 33,23 0,70158 -0,71259 242,25721 0,004128 

5,50 315 7,61 0,70867 -0,70554 244,69193 0,004087 
5,51 315 41,98 0,71569 -0,69842 247,15113 0,004046 
5,52 316 16,36 0,72264 - 0,69123 249,63504 0,004006 
5,53 316 50,74 0,72951 ...,.0,68397 252,14391 0,003966 
5,54 317 25,12 0,73632 - 0,67664 254,67800 0,003927 

5,55 317 59,49 0,74305 - 0,66924 257,23756 

I 

0,003887 
5,56 318 33,87 0,74970 - 0,66178 259,R2284 0,003849 
5,57 319 8,25 0,75628 - 0,65425 262,43410 0,003810 
5,58 319 42,6f1 0,76279 - 0,64665 265,07161 0,003773 
5,59 320 17,00 0,76921 - 0,63899 267,7S562 0,003735 

5,60 320 51,38 0,77557 - 0,63127 270,42641 0,003698 
5,61 321 25,76 0,78184 - 0,62348 273,14424 0,003661 
5,62 322 0,14 0,78804 -0,6156a 275,88938 0,003625 
5,63 322 34,51 0,79415 -0,60772 278,66212 0,003589 
5,64 323 8,89 0,80019 -0,59975 281,46272 0,003553 

5,65 323 43,27 0,8061!) - 0,59172 284,29147 0,003518 
5,66 324 17,65 0,81202 - 0,58362 287,14864 0,003483 
5,67 324 52,02 0,81782 - 0,57548 290,03453 0,003448 
5,68 325 26,40 0,82353 -0,56727 292,94943 0,003414 
5,69 326 0,78 0,82916 -0,55900 295,89362 0,003380 

5,70 326 35,16 0,83471 - 0,55069 298,86740 0,003346 
5,71 327 9,53 0,84018 - 0,.)4231 301,87107 0,003313 
5,72 327 43,91 0,84556 -0,53388 304,90492 0,003280 
5,73 328 18,29 0,85086 -0,52540 307,96927 0,003247 
5,74 328 52,67 0,85607 - 0;51687 311,06441 0,003215 

5,75 329 27,04 0,86119 -0,50828 314,19066 0,003183 
5,76 330 1,42 0,86623 -0,49964 317,348f13 0,003151 
5,77 330 35,80 0,87119 -0,49095 320,53773 0,003120 
5,78 331 10,18 0;87605 -0,48222 323,75919 0,003089 
5,79 331 44,55 0,88083 -0,47343 327,01302 I 0,003058 



Anhang. 297 

x (Eoj x @'lin x 1 (Eoj x cos x 1 ~oj x sin x l@'li~ x cos x 1 @'lin x sin x 

5,30 100,17090 1100,16591 I 55,5317 -83,3692 - 55,.,)290 i -83,3651 
5,31 101,17759 101,17264 56,9296 - 83,6415 56,9268 1- 83,6374 
5,32 102,19439 102,18949 58,3438 - 83,9026 58,3410 - 83,8986 
5,33 103,2:2141 103,<l1657 59,7745 - 84,1523 59,7717 - 84,1483 
5,34 104,25875 104,25396 61,2218 - 84,3902 61,2190 -84,3863 

5,35 105,30652 1105,30177 62,6869 - 84,6159 62,6840 - 84,6121 
5,36 106,36482 . 106,36012 64,1678 -- 84,8:291 64,1649 -84,8254 
5,37 107,43376 107,42911 65,6657 - 8.5,0284 65,6639 1- 85,0248 
5,38 108,51344 108,50883 67,1818 - 85,2156 67,1789 - 85,2120 
5,39 109,60397 109,59941 68,7140 - 85,3892 68,7112 - 85,38.'i6 

5,40 110,70547 110,70095 70,2637 -85,5488 70,2608 - 85,545~ 

5,41 111,81803 1111,813.;6 71,8308 - 85,6951 71,8279 -85,6917 
5,42 112,94177 1112,93735 73,4144 - 85,8267 73,4115 -85,8234 
5,43 114,07681 114,07243 [ 75,0158 - 85,9432 75,0129 .. 8.5,9399 
5,44 115,22326. 115,21892. 76,6338 -86,0453 76,6310 -86,0420 

i 
5,45 116,38123 116,37693 . 78,2687 

- 86,1314
1 

78,2658 - 86,1283 
5,46 117,55084 117,54659 79,9216 - 86,2024 79,9188 - 86,1993 
5,47 118,73220 118,72799 81,5916 - 86,2566 81,5887 -86,2535 
.'),48 119,92544 119,9<l127 83,2786 - 86,2947 83,2757 - 86,2917 
5,49 121,13067 121,12654 84,9829 - 86,3165 84,9800 - 86,3.136 

5,50 122,34801 122,34392 86,7044 - 86,3214 86,7015 - 86,3185 
5,51 123,577."9 12;~,57354 88,4432 - 86,3091 88,4403 - 86,3062 
5,52 1:24,81952 124,81552 90,1996 - 86,2790 90,1967 - 86,2762 
.5,53 126,07394 126,06997 91,9722 - 86,2308 91,9693 - 86,2281 
.5,.54 127,34096 127,33704 I 93,7637 - 86,1640 93,7608 - 86,1613 

.5,55 128,62072 128,61683 I 9;;,5716 - 86,0781 95,5687 - 86,0755 
5,56 129,91334 129,90949 97,3960 - 85,9741 97,8931 - 85,9715 
5,57 131,21895 131,21514 99,2383 - 85,8500 99,2354 - 85,8475 
5,58 132,53769 132,53392 101,0984 - 85,7055 101,0955 - 85,7031 
.1,.59 133,86968 133,86594 102,9739 - 85,5414 102,9710 - 85,.')390 

5,60 135,21505 135,21135 104,8687 - 85,3572 104,8659 - 85,3549 
5,61 136,57395 136,57029' 106,7790 - 85,1511 106,7761 - 85,1488 
5,62 137,94650 137,94288 108,7074 - 84,9240 108,7045 - 84,9218 
5,63 139,33285 139,32926 110,6512 - 84,6754 110,6483 -84,6732 
5,64 140,73314 140,72958 112,6133 - 84,4047 112,6104 -84,4026 

5,65 142,14749 142,14397 114,5922 - 84,1115 114,.')894 1- 84,1094 
5,66 143,57606 143,.~7258 116,5866 - 83,7939 116,.5838 - 83,7918 
5,67 14",01899 145,01554 118,5994 - 83,4555 118,5966 - 83,4535 
5,68 146,47642 146,47301 120,6277 - 83,0917 120,6249 - 83,0897 
5,69 147,94850 147,94512 122,6730 - 82,7032 122,6702 - 82,7013 

5,70 149,43537 149,4fl203 124,7352 - 82,2926 124,7324 - 82,2907 
5,71 150,93719 150,93388 12fl,8144 - 81,8547 126,8116 - 81,8530 
5,72 152,45410 1."2,45082 128,9091 - 81,3922 128,9063 - 81,3904 
5,73 1il3,98626. 153,98301 131,0207 - 80,9044 131,0180 - 80,9027 
5,74 155,53381 155,53060 133,1478 -- 80,3908 132,9528 -80,2730 

5,75 +57,09692 157,09374 135,2903 - 79,8492 135,2876 - 79,8476 
5,76 158,67574 158,67259 137,4497 -79,2807 137,4470 -79,2792 
5,77 160,27043 160,26731 139,6260 1- 78,6848 139,6233 -71',6832 
5,78 161,88114 161,87805 141,8144 - 78,0623 141,8133 -78,0608 
5,79 163,50804 163,50498 144,0228 1- 77,4096 144,0201 - 77,4082 



298 Anhang. 

I x (in Grad) I ODS X sin x e- X . 
5,80 332 0 18',93 0,88552 -0,46460 330,29956 0,003028 
5,81 332 53,31 0,89012 - 0,45572 333,619I:-~ 0,00~997 
5,82 333 27,69 0,89463 - 0,44680 336,97205 0,00~968 
5.8;3 334 2,06 0,89906 - 0,43783 340,35868 0,002938 
5;84 334 36,44 0,90339 ' - 0,4~882 343,77934 0,002909 

5,85 335 10,82 . 0,90763 -0,41976 347,234:-)8 0,002880 
5,86 335 45,20 0,91179 - 0,41067 350,72414 0,OU2851 
5,87 336 19,57 0,91585 - 0,40153 354,24898 0,002823 
5,88 336 53,95 0,91982 - 0,39235 357,80924 0,002795 
5,89 337 28,33 0,92369 - 0,38313 361,405:::8 0,002767 

5,90 338 2,71 0,92748 -0,37388 365,03747 0,002739 
5,91 338 37,08 0;9;)117 - 0,36458 368,70616 0,002712 
5,92 339 11,46 0,93477 - 0,35525 372,41171 0,002685 
5,93 339 45,84 0,93828 - 0,34589 376,15451 0,002658 
5,94 340 20,22 0,94169 - 0,33649 379,9349;1 0,002632 

5,95 340 54,59 0,94501 -0,3270" 383,75334 0,002606 
,5,96 341 28,97 0,94823 - 0,31759 387,61012 0,002580 
5,97 342 3,35 0,95136 - 0,30809 391,50567 0,002554 
5,98 342 37,73 0,95439 - 0,29856 390,44037 0,0025~9 
5,99 343 12,10 0,95733 - 0,289UO 399,41461 0,002504 

6,00 343 46,48 0,96017 - 0,27942 403,42879 0,002479 
6,01 344 20,86 0,96292 - 0,26980 407.48332 0,002454 
6,02 344 55,24 0,96557 -0,26016 411,57860 0,002430 
6,03 345 29,61 0,96812 - 0,25049 41'i,71503 0,002405 
6,04 346 3,99 0,97058 - 0,24080 419,89303 0,002382 

6,05 346 38,37 0,97294 - 0,2;1108 424,11303 0,002358 
6,06 347 12,75 0,975:20 - 0,22134 428,37544 0,002334 
6,07 347 47,12 0,97736 - 0,21157 432,68068' 0,002311 
6,08 348 21,50 0,97943 - 0,'<'0179 437,02919 0,002288 
6,09 348 55,88 0,98140 - 0,19199 441,42141 0,002265 

6,10 ·349 30,26 0,98327 - 0,18216 445,85777 0,002243 
6,11 350 4.63 0,98504 - 0,17232 450,33872 0,002221 
6,12 350 39,01 I 0,98671 - 0,16246 454,86469 0,002198 
6,13 351 13,;19 0,98829 - 0,15259 459,43616 0,002177 
6,14 351 47,77 I 0,98977 - 0,14270 464,05357 0,002155 

6,15 352 22,14 I 0,99114 - 0,13279 468,71739 0,002133 
6,16 352 56.52 0,99242 - 0,12287 473,4"!807 0,002112 
6,17 353 30,90 0,99360 -0,11'194 478,18611 0,002091 
6,18 354 5,28 0,99468 - 0,10300 482,99196 0,002070 
6,19 354 39,65 0,99566 -0,09305 487,84611 0,002050 

6,20 355 14,03 0,99654 - 0,08309 492,74904 0,002029 
6;21 355 48,41 0,99732 - 0,07312 497,70125 0,002009 
6,22 356 22,78 0,99800 - 0,06314 502,70323 0,001989 
6,23 356 57,16 0,99859 - 0,05316 507,75548 0,001909 
6,24 357 31,54 0,99907 - 0,04317 .512,85851 

I 
0,001950 

6,25 358 5,92 0,99945 -0,03R18 518.01282 0,001930 
6,26 358 40.29 0,99973 - 0,02318 523,21894 0,001911 
6,27 359 14,67 0,99991 - 0,01318 528,47738 0,001892 
6,28 359 49,05 0,99999 - 0,00319 533,78866 0,001873 
2% 360 1 ° 535,49166 

I 
0,001867 

6,30 360 57,80 0,99986 0,01681 544,57191 0,001836 
6,40 366 41,58 0,99318 0,11655 G01,84504 I 0,001662 



Anhang. 299 

x ([of x l5in x [ ([of x cos x [ ([of X sin: [l5inx cos x ['l5in x sin x 

5,80 165,151291165,14827 146,24481- 76,72931 146,2421 : - 76,7279 
5,81 166,81106 166,80806 148,4819 - 76,0191 i 148,4792 i -- 76,0178 
5,82 168,48751 168,48454 150,7340 1 - 75,280~ i 150,7313 . - 75,2789 
5,83 170,18081' 170,17787 153,0028 i - 74,5103 153,0001 - 74,5090 
5,84 171,89112 171,88822 155,2847 - 73,7104 155,2821 , - 7;3,7091 

5,85 173,61863 173,61575 157.5988 -72,8782 157,5789 -72,876lJ 
5,86 175,36350 175,36065 159,8947 -72,0165 159,8921 . -72,0154 
5,87 177,12590 177,12308 162,2208 - 71,1214 162,2182 - 71,1202 
5,88 178,90602 178,90322 164,5613 -70,1938 164,5588 -70,1927 
5,89 180,70403 180,70126 166,9145 - 69,2331 166,9119 i - 69,2321 

5,90 182,52010 182,51736 169,2837 - 68,2406 169,2812 - 68,2396 
5,91 184,35443 184,35172 171,6653 [ .- 67,2119 171,6628 i - 67,2110 
5,92 186,20720 186,20451 174,0609 - 66,1501 174,0584 - 66,1492 
5,93 188,07859 188,07593 176,0704 - 65,0545 176,4679 - 65,0536 
5,94 189,96878 189,96615 178,8917 - 63,9226 178,8892 -- 63,9217 

5,95 191,87797 191,87537 181,3266 - 62,7537 181,3241 - 62,7528 
5,96 193,80635 193,80377 183,7730 - 60,3099 183,7705 - 61,5501 
5,97 195,75411 195,75156 186,23:l6 - 59,6129 186,2302 ! - 60,3091 
5,98 197,72145 197,71892 188,7034 - 59,0317 188,7010 - 59,0310 
5,99 199,70856 199,70605 191,1870 - 57,7158 191,1846 . - 57,7150 

6,00 201,71564 201,71316 193,6813 - 56,3634 193,6789 - 56,4232 
6,01 '203,74289 203,74043 196,1881 - 54,9698 196,1856 - ;}4,9691 
6,02 205,79051 205,78808 198,7051 - 53,5385 198,7028 - 53,5378 
6,03 207,85872 207,85631 201,2322 - 52,0665 201,2299 - .,)2,0659 
6,04 209,94771 209,945:33 203,7710 I -- 50,5554 203,7687 - .)0,5548 

6,05 212,05769 212,05534 206,3194 - 49,0023 206,3171 ' - 49,0017 
6,06 214,18889 214,18655 208,8770 - 47,4086 208,R747 - 47,4081 
6,07 216,34150 216,33919 211,4435 -45,7714 211,4413 - 45,7709 
6,08 218,51574 218,51345 214,0209 - 44,0943 214,0186 - 44,0938 
6,09 220,71184 220,70957 216,(j066 - 42,374.) 21G,6044 - 42,3740 

6,10 222,93001 I 222,9277(j 219,2004 - 40,6089 219,1982 . - 40,(j085 
6,11 225,17047 225,16825 221,8019 - 3'),8014 221,7997 - 38,8010 
6,12 227,43345 227,43125 224,4109 1 - 36,9488 224,4087 - 36,9485 
6,13 229,71917 229,71699 227,0292 - 3.~,0528 227,0270 - 3.'),0525 
6,14 232,02786 232,0257J 229,(jS42 1 - 33,1104 229,6521 - 33,110] 

6,15 234,3597(j 234,35763 232,2833 - 31,1206 232,2281 - 31,1203 
6,16 236,71509 236,71298 234,9208 -29,0852 234,9187 - 29,0849 
6,17 239,09410 239,09201 237,5639 - 27,0033 237,5618 - 27,0031 
6,18 241,49701 241,49494 240,2122 - 24,8742 240,2102 - 24,8740 
6,19 243,92408 243,92203 242,8654 - 22,6971 242,8634 - 22,6969 

6,20 246,37554 246,37351 245,5231 - 20,4713 245,5211 - 20,4712 
6,21 248,85163 248,84962 248,1847 -18,1960 248,1827 -18,195lJ 
6,22 251,35261 251,35062 250,8499 -15,8704 250,8479 - 15,8703 
6;23 253,87873 253,87676 253,5208 -13,4962 253,5188 - 13,4961 
6,24 256,43023 256,42828 256,1917 - 11,0701 256,1898 - 11,0700 

6,25 259,00738 259,00545 258,8649 8,5939 258,8630 I - 8,5938 
6,26 261,61043 261,60851 261,5398 (j,0641 261,5379 I - 6,0641 
6,27 264,23964 264,23774 264,2159 - 3,4827 264,2140 I - 3,4827 
6,28 -266,89527 266,89340 266,8926 0,8514 266,8903 i - 0,8514 
2"" 267,74676 267,74489 267,7468 ° 267,7449 ° 6,30 272,286871 272,28503 272,2487 4,5771 272,2469 1 4,5771 

6,40 300,94335 300,92169 298,8909 35,0750 298,8694 I 35,0724 



300 Anhang. 

x x (in Grad) I. cos x sin x eX e- X 

6,50 372° 25',35 I 0,97659 0,21512 665,14163 0,001503 
6,60 378 9,13 

I 

0,95023 0,31154 735,09519 0,001360 
6,70 383 52,90 0,91438 0,40485 812,40583 0,001231 
6,80 389 36,68 0,86940 0,49411 897,84729 0,001114 
6,90 395 20,45 

I 

0,81573 0,57844 992,27472 0,001008 

7,00 401 4,23 0,75390 0,65699 1096,63316 0,0009119 
7,10 406 48,00 

I 
0,68455 0,72897 1211,96707 0,0008251 

7,20 412 31,78 0,60835 0,79367 1339,43076 0,0007466 
7,30 418 15,55 I 0,52608 0,85044 1480,29993 0,0006755 

I 
7,40 423 59,33 

I 

0,43855 0,89871 1635,98443. 0,0006113 

7,50 429 43,10 0,34664 0,93800 1808,04241 0,0005531 
7,60 435 26,88 I 0,25126 0,96792 1998,19590 0,0005005 
7,70 441 10,65 I 0,15337 0,98817 2208,34799 0,0004528 
7,80 446 54,42 0,05396 0,99854 2440,60198 0,0004097 
~- Jl" 450 ° 1 2575,97050 0,0003882 

7,90 452 38,20 -0,04600 0,99894 2697,28233 0,0003707 

8,00 458 21,97 - 0,14550 0,98936 2980,95799 0,0003355 
8,10 464 5,75 - 0,24354 0,96989 3294,46808 0,0003035 
8,20 469 49,52 - 0,33915 0,94073 3640,95031 0,0002747 
8,30 475 33,30 - 0,43138 0,90217 4023,87239 0,0002485 
8,40 481 17,07 - 0,51929 0,85460 4447,06675 0,0002249 

8,50 487 0,85 - 0,60201 0,79849 4914,76884 0,0002035 
8,60 492 44,62 - 0,67872 0,73440 5431,65959 0,0001841 
8,70 498 28,40 - 0,74865 0,66297 6002,91222 0,0001666 
8,80, 504 12,17 - 0,81109 0,58492 6634,24401 0,0001507 
8,90 509 55,95 - 0,86544 0,50102 7331,97354 0,0001364 

9,00 515 39,72 - 0,91113 0,41212 8103,08393 0,0001234 
9,10 521 23,50 -- 0,94772 0,31910 8955,29270 0,0001117 
9,20 527 7,27 - 0,97484 0,22289 9897,12906 0,0001010 
9,30 5;j2 51,04 - 0,99223 0,12445 10938,01921 0,00009142 
9,40 538 34,82 - 0,99969 0,02478 12088,38073 0,00008272 
3"" 540 -1 ° 12391,64781 0,00008070 

9,50 544 18,59 - 0,99717 - 0,07515 13359,72683 0,00007485 
9,60 550 2,37 -0,98469 -0,17433 14764,78157 0,00006773 
9,70 555 46,14 - 0,96236 - 0,27176 16317,60720 0;00006128 
9,80 561 29,92 - 0,93043 - 0,36648 18033,74493 0,00005545 
9,90 567 13,69 - 0,88919 -0,45754 19930,37044 0,00005018 

10,00 572 57,47 -0,83907 - 0,54402 22026,46579 0,00004540 



Anhang. 301 

x I ~ofx ®inx 1 ~of x cos x 1 ~of x sin x I ®in x cos x 1 ®in x sin x 

6,50 332,57157 332,57006 324,7861 I 71,5428 324,7846 \ 71,5425 
6,60 367,54827 367,54691 349,2554

1 
114,5060 349,2541 1 114,5056 

6,70 406,20353 406,20230 371,4244 164,4515 37l,4233 164,4510 
6,80 448,92420 448,92309 390,2947 221,8179 390,2937

1 

221,8174 
6,90 496,13786 496,13685 404,7145 286,9860 407,7l37 2136,9854 

7,00 548,31704 548,31612 413,3762 360,2388 413,3755 1 S60,2382 
7,10 605,98395 605,98312 414,8263 441,7441 414,8257 441,7435 
7,20 669,71576 669,7l501 407,4216 531,5333 407,4211 531,5327 
7,30 740,15030 740,14963 389,3783 629,4.534 389,3779 629,4529 
7,40 817,99252 817,99191 358,7306 735,1381 358,7304 735,1375 

7,50 904,02148 904,02093 313,3700 847,9721 313,3698 1 847,97l6 
7,60 999,09820 999,09770 251,0334 967,0471 251,0333 967,0466 
7,70 1104,17422 1104,17377 169,3472 1091,1118 169,3471 1091,1114 
7,80 1220,30119 1220,30078 65,8475' 1218,5196 65,8474 1218,5191 
t?t 1287,98544 1287,98505 ° 1287,9854 ° 1287,9851 
7,90 1348,641351 1348,64098 - 62,0375 1347,2118 - 62,0375 1347,2114 

8,00 1490,4791611490,47883 - 216,8647 1474,6205 1- 216,8647 1474,6201 
8,10 1647,23419 1647,23389 401,1674 1597,63601- 401,1673 1597,6357 
8,20 1820,47529 1820,47502 - 617,4142 1712,57571- 617,4141 17l2,5755 
8,30 2011,93632 2011,93607 - 867,9091 1815,10861- 867,9090 1815,1084 
8,40 2223,53349 2223,53326 -1154,6587 1900,2317 - 1154,6586 1900,2315 

8,50 2457,38452 2457,38432 -1479,3701 1962,1970 -1479,3699' 1962,1968 
8,60 2715,8291\9 2715,82970 - 1843,2880 1994,5055 - 1843,2879 1994,5053 
8,70 3001,45619 3001,45603 - 2247,0402 1989,8754 - 2247,0401 1989,8753 
8,80 3317,12208 3317,12193 - 2690,4845 1940,2510 - 2690,4844 1940,2510 
8,90 3665,986841 3665,98670 - 3172,6917 1836,7327 - 3172,6915 1836,7327 

9,00 4051,5420311" 4051,54190 - 3691,4815 1669,7215 - 3691,4814 1669,7214 
9,10 4477,64641 4477,64630 - 4243,5551 1428,8170 - 4243,5550 1428,8169 
9,20 4948,56458

1 
4948,5644 - 4824,0587 1102,9856 - 4824,0586 1102,9855 

9,30 5469,00965 5469,00956 - 5426,5154 680,6183 - 5426,5154 680,6182 
9,40 6044,19041\ 6044,19032 - 6042,3167 149,7750 - 6042,3166 149,7750 
3 Jt 6195,82394 6195,82386 - 6195,8239 ° - 6195,8239 ° 

9,50 6679,86345 6679,863381- 6660,9594 - 501,9917 - 6660,9594 501,9917 
9,60 7a82,39082 7382,39075

1
- 7269,3664 - 1286,9722 - 7269,3663 1286,9722 

9,70 8158,80363 8158,80357 - 7851,7063 - 2217,2365 - 7851,7062 2217,2365 
9,80 9016,87249 9016,8724411- 8389,5687 - 3304,5034 - 8389,5686 - 3304,5034 
9,90 9965,18524 9965,18519 - 8860,9431 - 4559,4709 - 8869,9430 - 4559,4708 

10,00 11013,23292 11013,23287- 9240,8733 - 5991,4190 - 9240,8733 - 5991,4189 




