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Vorwort zur eDlbm. AuHage. 

Die vorliegende Arbeit, welche i:h zwei Lieferungen erschienen 
lilt, von denen die erste, bis§ 40 reiclaend, Ende Februar und die zweite 
Ende September 1889 abgeschlossen wurde, ~ - in beschränkterem 
Umfange und mit Hinweglassung dessen, was sonst anderwärts zu­
sammengestellt zu finden ist - ursprünglich nur für die Zuhörer meines 
Vortrags über die Elastizitätslehre bestimmt, mit dem Ziele, ihnen die 
erlahrungsmäßigen Grundlagen der technischen Elastizitäts- und Festig­
keitslehre zu bieten, ohne hierzu die für die Vorlesung verfügbare Zeit 
{3 Stunden im Sommersemester), welche mit Rücksicht auf die Behand­
lung der schwierigen Aufgaben dieses Gebiets an und für sich knapp 
bemessen erscheint, in Anspruch nehmen zu müssen. Wiederholten 
Anregungen schließlich Folge leistend, übergebe ich dieselbe mit den 
hierdurch bedingten Erweiterungen der Öffentlichkeit. 

Sie geht davon aus, daß es in erster Linie aufdie Erkenntnis 
des tatsächlichen Verhaltens der Materialien ankommt. 

In Gemäßheit dieses Standpunktes war zunächst der unanschau­
liche Begriff des Elastizitätsmoduls fallen zu lassen. Selbst wenn man 
von der verbreiteten und angesichts des wirklichen V erhaltans der Stoffe 
höchst bedenklichen Begriffsbestimmung absieht, nach der unter 
Elastizitätsmodul diejenige Kraft zu verstehen ist, welche ein Prisma 
vom Querschnitte 1 um seine eigene Länge ausdehnen würde, falls 
dies ohne Überschreitung der Elastizitätsgrenze möglich 
wäre, so erweist sich der Umstand, daß der als Maß der Elastizität 
für die Betrachtungen und Rechnungen geschaffene Elastizitätsmodul 
umgekehrt proportional der Elastizität ist, als außerordentlich 
störend. Durch Einführung des Dehnungskoeffizienten oder der 
Dehnungszahl (§ 2), deren Größe in geradem Verhältnisse zur 
Formänderung steht, läßt sich dieser Übelstand 1 auf einfache Weise 
beseitigen. Demgemäß sind sämtlic~e Rechnungen und Erörterungen 
mittels des Dehnungskoeffizienten oder der Dehnnngszahl durch­
geführt. Die Gewinnung von Maßen für den Dehnungsrest und für 
die Federung, d. i die eigentliche Elastizität zum Unterschied von 
dem Maße für die Gesamtdehnung, ist damit ohneweiteres gesichert. 

a.* 



IV Vorwort zur ersten Auflage. 

An die Stelle des der Anschauung unzugänglichen Schubelastizitäts­
moduls tritt der Schubkoeffizient oder die Schubzahl (§ 29), deren 
Bedeutung unmittelbar aus dem Vorgange der Schiebung folgt. 

Sodann war der mit der Längsdehnung (Zusammendrückung) 
verknüpften Querzusammenziehung (Querdehnung) (§ 1) und 
deren Einfluß (§ 7, § 9, Ziff. 1, § 14, § 20, Ziff. 2, S. 82 usw.) mehr Be­
achtung zu schenken, als dies sonst zu geschehen pflegt; zumal in 
weiten Kreisen z. Z. noch die Auffassung besteht, daß die Proportio­
nalität zwischen Dehnungen und Spannungen innerhalb ge­
wisser Spannungsgrenzen allgemein gültig sei, gleichgültig, ob 
außer der Zug- und Druckkraft, welche in Richtung der Stabachse 
wirkt, auch noch Kräfte senkrecht zu letzterer tätig sind oder nicht. 

Ferner mußten aus der meist ganz unbeachtet gelassenen Tat­
sache, daß die eben erwähnte Proportionalität überhaupt nicht 
für alle der Technik wichtigen Materialien vorhanden ist, 
die nötigen Folgerungen gezogen werden. Dies trifft beispielsweise zu 
für das dem Maschinenbau unentbehrliche und daselbst so vielfach 
verwendete Gußeisen, bei dem die Dehnungen rascher wachsen als die 
Spannungen; für das als Kraftübertragungsmittel so wichtige Leder, 
bei welchem das Umgekehrte stattfindet, usf. (insbesondere § 2, § 20, 
Ziff. 4, S. 85 u. f., § 22, Ziff. 2, § 26, S. 113, Fußbemerkung 1, § 35 und 
§ 36, § 40, § 41, § 56, S. 324 u. f., § 58, S. 344, Fußbemerkung usw.). 

Was Einzelheiten anlangt, so glaubfie ich Wert legen zu sollen 
auf die K1arlegung von Begriffen wie Festigkeit (§ 3), Proportio­
nalitäts- und Elastizitätsgrenze (§ 2, § 4), Knickbelastung 
(§ 23), Zerknickungskoeffizient (§ 26), zulässige Anstrengung 
(§ 48, Ziff. 1), Einspannung (§53) usw. sowie auf die Beseitigung von 
eingebürgerten Irrtümern. Wie oft wird beispielsweise die Berechnung 
auf Schub vorgeschrieben, wo Biegung maßgebend ist (§ 40, §52); 
wie allgemein ist bei Ermittlung des Dehnungskoeffizienten (Elastizitäts­
modul) aus Biegungsversuchen der Einfluß der Schubkraft vernach­
lässigt worden (§ 22, Ziff. 1, § 52, Ziff. 2b); wie verbreitet ist die Auf­
fassung der unbedingten Gültigkeit der Gleichung der einfachen Zug­
und Druckfestigkeit, nach welcher es nur auf die Größe des Querschnittes 
ankommt (§ 9, § 13, § 14); wie selten wird erkannt, daß die Druck­
festigkeit bei Materialien, wie weichem Stahl usw., die Fließ- oder 
Quetschgrenze ist (§ 11, Schluß; § 27, Ziff. 1, S. 122 usf.). 

Die bedeutende Abhängigkeit der Biegungsfestigkeit 
des Gußeisens von der Querschnittsform war so weit festzustellen 
daß sie rechnungsmäßig berücksichtigt werden kann (§ 20, § 22, Ziff. 2): 

Das immer dringender gewordene Bedürfnis, die Anstrengung 
auf Drehung beanspruchter Körper von nichtkreisförmigem Quer­
schnitt mit mehr Sicherheit feststellen zu können, als dies bisher 



Vorwort zur ersten Auflage. V 

möglich war, verlangte eine eingehende Behandlung der hierher ge­
hörigen Aufgaben(§ 32 bis § 36, § 43, § 47, § 49, §50, §52, Fußbe­
merkung S. 281 und 282). Dabei ergab sich die Notwendigkeit, Form­
änderungen ins Auge zu fassen, die bisher bei Beurteilung der Material­
anstrengung ganz unbeachtet gelassen worden waren (§ 34, Ziff. 3). 

Dem Umstande, daß die zulässige Schubspannung zur zulässigen 
Normalspannung ziemlich häufig nicht in dem Verhältnisse steht, 
wie dies die Elastizitätslehre ermittelte (Gleichung 101, 102 [§ 31, 
Gleichung 5 und 6]), habe ich - wie bereits in meinen Maschinenele­
menten 1880 getan (S. 11, S. 205 u. f. daselbst) - durch Einführung 
des Anstrengungsverhältnisses Rechnung getragen (a0 in § 48, 
Zifi. 2, auch ß0 in § 45, Zi:ff. 1). 

Die Außerachtlassung der schon ursprünglich vorhandenen 
Krümmung der Mittellinie bei auf Biegung beanspruchten Körpern 
erschien nicht mehr in dem Maße zulässig, wie dies bisher bei Berechnung 
von Kettenhaken und dergleichen ziemlich allgemein üblich war. 
Wenn auch die Endergebnisse der mit Rücksicht hierauf in § 54 an­
gestellten Erörterungen nichts Neues bieten, so dürfte doch der hierbei 
eingeschlagene Weg zur Gewinnung eines besseren Einblicks in die An­
strengungsverhältnisse sowie dazu beitragen, daß mancher, welcher 
bisher die ursprüngliche Krümmung nicht berücksichtigte, sie mindestens 
schätzungsweise bei Wahl der zulässigen Anstre:ngung in Betracht zieht. 

In§60wardieAnstrengungderelliptischen Platte zu bestimmen; 
außerdem waren bisher nicht beachtete Einflüsse festzustellen. Weiter­
gehende Ermittlungen mußten namentlich bei den großen Schwierig­
keiten, welchen hierauf bezügliche Versuche begegnen, zunächst 
unterbleiben. 

Gern hätteich Versuche der in §56 behandelten Art in größerem 
Umfange sowie auch solche zu § 57 durchgeführt. Da mir aber weder 
für meine Lehrtätigkeit noch für meine Versuchsarbeiten ein Assistent 
zur Verfügung steht, und der eigenen Arbeitskraft durch die Natur eine 
Grenze gezogen ist, auch die übrigen Mittel sehr knapp bemessen sind,. 
so mußte wenigstens vorerst Beschränkung geübt werden. Dieselbe 
Bemerkung hat auch Geltung für andere Abschnitte, insbesondere 
für § 61. 

Im ganzen habe ich mich namentlich im Hinblick auf die Be­
dürfnisse der mitten in der Ausführung stehenden Ingenieure bestrebt, 
die einzelnen Entwicklungen so viel als tunlieh für sich 
allein verständlich durchzuführen und den hierzu er­
forderlichen mathematischen Apparat unter Heranziehung 
von Ve rauchen nach Möglichkeit zu beschränken. Daß sich 
auf diesem Wege Aufgaben, welche sonst trotz ihrer großen Wichtigkeit 
gar nicht oder nur ganz ausnahmsweise behandelt zu werden pflegen, 



VI Vorwort zur ersten Auflage. 

recht klar und dazu fruchtbringender, als es bisher geschehen ist, er­
örtern lassen, davon dürften beispielsweise die §§ 33, 34 und 43, S. 220 
u. f., sowie §52, Ziff. 2, Zeugnis ablegen. Die Tatsache, daß die vor vier 
Jahrzehnten von de Saint Venant gegebene Lösung der Torsions­
aufgabe - ungeachtet ihrer wissenschaftlichen Strenge - nur ganz 
vereinzelt Eingang in die technische Literatur gefunden hat, dürfte 
vorzugsweise in dem Mangel an verhältnismäßiger Einfachheit der zur 
Lösung führenden Rechnungen begründet sein. 

Um den Umfang des Buches innerhalb einer gewissen Grenze zu 
halten, wurde die zweite Lieferung etwas weniger umfassend gestaltet, 
als ursprünglich geplant war, wodurch übrigens die Anschauung über die 
wirklichen Vorgänge, über das tatsächliche Verhalten des Materials eine 
Beeinträchtigung nicht erfährt. Es erschien dies um so mehr zulässig, 
als seit Abschluß der ersten Lieferung das v. Tetmajersche Werk: 
"Die augewandte Elastizitäts- und Fe stigkeitslehre" mit 
einer Fülle von Beobachtungsmaterial zur Ausgabe gelangt ist (siehe 
auch des Verfassers Besprechung dieses Buches in der Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1889,S. 452-455 undS. 473-479), und 
überdies die wertvollen Arbeiten von Mehrtens vorliegen. Beispiele 
und Erfahrungszahlen glaubte ich ohnehin als naturgemäß in meine 
Maschinenelemente gehörig dahin verweisen zu sollen. 

Möge auch diese Arbeit, welche nicht mehr als ein Schritt in neuer 
Richtung sein soll, zur Förderung der Technik und damit der Industrie 
beitragen, indem sie die Bedeutung der Erkenntnis des tatsächlichen 
Verhaltens der Materialien klarlegt, und indem aus ihr erhellt, 

daß es nicht genügt, von dem Satze der Proportionalität zwischen 
Dehnungen und Spannungen allein ausgehend, das ganze Gebäude der 
Elastizität und Festigkeit auf mathematischer Grundlage aufzubauen, 

daß es vielmehr für den Konstrukteur - namentlich wenn er 
in voller Erkenntnis der wirklichen Verhältnisse die Abmessungen 
festsetzen und sich nicht in dem Geleise hergebrachter Formen halten 
will - notwendig erscheint, immer und immer wieder die Voraus­
setzungen der einzelnen Gleichungen, welche er benützt, im Spiegel 
der Erfahrungen, soweit solche vorliegen, sich zu vergegenwärtigen 
und die auf dem Wege der Überlegung, der mathematischen Ableitung 
gewonnenen Beziehungen hinsichtlich des Grades ihrer Genauigkeit 
zu beurteilen, soweit dies bei dem jeweiligen Stande unserer Erkennt­
nisse überhaupt möglich ist, 

und daß da, wo die letzteren und die Oberlegung- Aufsuchung und 
Ausbildung neuer Methoden eingeschlossen - nicht ausreichen, in erster 
Linie durch den Versuch Fragestellung an die Natur zu erfolgen hat. 

Stuttga.rt, den 30. September 1889. 
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Vorwort zur zweiten Außage. 
Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten - abgesehen 

von der Umarbeitung des Abschnittes über die plattenförmigen Körper 
- in der Hauptsache durch Ergänzungen, entsprechend einer V er­
mehrung des Textes um 56 Seiten. Beschränkung in dieser Hinsicht zu 
üben, erschien schon deshalb angezeigt, um dem Buche das Eindringen 
in weitere Kreise zu sichern, wozu gehört, daß der Preis desselben eine 
gewisse Grenze nicht überschreitet. Hierin lag auch der Grund, der 
veranla.ßte, davon abzusehen, die ursprüngliche Idee, eine Anzahl von 
Aufgaben nebst Lösungen aufzunehmen, zur Ausführung zu bringen. 

Die Grundgedanken, welche bei Abfassung der ersten Auflage 
maßgebend waren, sind die leitenden geblieben, weshalb ich in dieser 
Beziehung nichts hinzuzufügen habe. Daß die Ersetzung des Elastizitäts­
moduls durch den Dehnungskoeffizienten oder die Dehnungszahl nicht 
ohne Bemängelung abgehen würde, war vorauszusehen. Demgegenüber 
kann ich nur auf die Arbeit selbst, insbesondere auf die Fußbemerkung 
zu § 2, verweisen, welche durch Übernahme einer bereits in der 
zweiten Auflage meiner Maschinenelemente gegebenen Darlegung er­
gänzt worden ist. Im Laufe der Zeit wird sich von selbst entscheiden, 
ob die Begriffe "Elastizitätsmodul" und "Schubelastizitätsmodul" d8.s 
Feld behaupten, oder ob die Begriffe "Dehnungskoeffizient" oder 
"Dehnungszahl" und "Schubkoeffizient" oder "Schubza.hl" an deren 
.Stelle treten werden. 

Im ganzen hat sich die Arbeit einer so wohlwollenden Aufnahme 
seitens der Fachgenossen zu erfreuen gehabt, daß ich nicht umhin 
kann, für die außerordentliche Förderung, welche hierin liegt, zu danken. 
Die Arbeitskraft des einzelnen ist eine begrenzte und das Arbeitsfeld 
des Maschineningenieurwesens ein so ausgedehntes, daß der einzelne 
.selbst nur einen kleinen Beitrag durch das in seinen Arbeiten enthaltene 
Neue zu leisten vermag, infolgedessen dieses der entschiedenen Förde­
rung durch die Fachgenossen bedarf, soll der Fortschritt ein allgemeiner 
und damit ein erheblicher werden. 

Stuttgart, den 1. Juni 1894. 



VIII Vorwort zur dritten Auflage. 

Vorwort zur dritten Außage. 

Die dritte Auflage ist, abgesehen von einer Anzahl rechnerischer 
Ergänzungen, vorzugsweise durch Aufnahme von Versuchsergebnissen 
und den hierzu gehörigen Darlegungen in Zahl, Wort und Bild ergänzt 
worden. Ich halte es für zweckmäßig, den Leser geistig teilnehmen zu 
lassen an den wesentlichen Einzelheiten des Versuchs und ihn auf diese 
Weise zu befähigen, sich nach Möglichkeit ein eigenes, auf die 
tatsächlichen Verhältnisse gegründetes Urteil zu bilden. 
Dem jungen Fachgenossen kommt dabei von Anfang an zum Bewußt­
sein, daß es sich nicht um ein Gebiet handelt, das zu einem großen Teil 
bereits abgeschlossen ist, wie ma:n vielfach anzunehmen pflegt, sondern 
daß er sich auf einem Gebiet befindet, welches selbst hinsichtlich der 
Feststellung seiner erfahrungsmäßigen Grundlagen noch in lebhafter 
Entwicklung begriffen ist. 

In dieser Richtung weiterzuschreiten, dazu veranlaßte nicht bloß 
der leitende Grundgedanke des ganzen Buches (vgl. Vorwort zur ersten 
Auflage), sondern auch der Umstand, daß in mathematischer Hinsicht 
ausführliche und vorzügliche Werke vorliegen: die Arbeiten von Gras­
hof, Keck, Müller-Breslau, Ritter, Weyrauch, Winkler u. a. 

Eine vorurteilsfreie Überprüfung des Standes der Elastizitäts­
und Festigkeitslehre zeigt, daß die physikalische Seite gegenüber der 
mathematischen Behandlung in gewissen Richtungen recht erheblich 
zurückgeblieben war. Damit hängt es dann auch teilweise zusammen, 
daß mancher der an und für sich richtigen, aber nicht auf ausreichend 
sicherer physikalischer Grundlage ruhenden mathematischen Entwick­
lungen der Vorwurf des Zuweitgehens oder gar der Unbrauchbarkeit 
gemacht werden konnte. Andererseits ließ man bei der mathematischen 
Bearbeitung Aufgaben von großer praktischer Bedeutung so gut wie 
unbeachtet, oder man sah bei ihrer Einkleidung in das mathematische 
Gewand von Wesentlichem ab, ließ wohl auch im Laufe der Rechnung 
mehr oder minder weitgehende Vernachlässigungen eintreten, ohne 
dann die Ergebnisse durch den Versuch einer Prüfung und nötigen­
falls einer Berichtigung zu unterziehen. 

Auf diesem Boden gedieh der Satz von dem Widerspruch zwischen 
Wissenschaft und Praxis. Man übersah dabei allerdings, daß eine Wissen­
schaft, die im Widerspruch steht mit der Wirklichkeit, d. h. mit dem, 
was tatsächlich ist, oder deren Folgerungen zu solchen Widersprüchen 
führen, nicht den Anspruch machen kann, wirklich Wissenschaft zu sein, 
mindestens nicht in Beziehung auf diejenigen Punkte, welche der Wirk-
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lichkeit zuwiderlaufen. Wo ein Gegensatz zwischen Wissenschaft und 
Praxis in die Erscheinung tritt, da zeigt eine scharfe Untersuchung 
meist sehr bald, daß entweder die Annahmen, die Grundlagen, von 
denen die wissenschaftliche Betrachtung ausgegangen ist, fehlerhaft 
waren, oder daß die Schlußfolgerungen mit Mängeln behaftet sind. 

Ich habe es mir von vornherein, d. h. mit Eintritt in die Lehrtätig­
keit im Jahre 1878, zur Aufgabe gestellt, mein bescheidenes Teil dazu 
beizutragen, daß solche Gegensätze verschwinden 1). Wissenschaft 
und ausführende Technik müssen naturgemäß Hand in Hand gehen. 
Wo dieser Zustand nicht besteht, da muß von beiden Seiten mit Eifer 
und Ausdauer daran gearbeitet werden, ihn herbeizuführen. Wer in 
dieser Richtung kräftig strebt, wird sehr bald zu der Erkenntnis ge­
langen, daß den Ingenieurwissenschaften in erster Linie eine Sicherung 
und Erweiterung ihrer erfahrungsmäßigen Grundlagen, d. h. eine be­
sondere Pflege ihrer physikalischen und chemischen Seite, not tut. Die 
Mathematik wird hierbei nicht nur ein sehr oft außerordentlich 
wertvolles Hilfsmittel sein, sondern sie wird häufig das Werkzeug bilden, 
ohne dessen Vorhandensein eine tiefere Erkenntnis überhaupt uner­
reichbar bliebe. 

Die ausführende Technik ist nach meinen Erfahrungen immer 
dankbar, wenn ihr die Wissenschaft Hilfe leistet; sie läßt sich nicht -
wie wohl zuweilen gemeint wird - durch das Schlagwort von dem 
Widerspruch zwischen Theorie und Praxis abhalten, die wissenschaft­
lichen Darlegungen zu studieren und zu verwerten, vorausgesetzt, daß 
diese die Anforderung der Klarheit und genügender Einfachheit be­
friedigen. Sie weiß ihr Interesse, welches die volle Beachtungder Wissen­
schaft verlangt, wohl wahrzunehmen. Aber sehr empfindlich ist sie, 
wenn ihr von wissenschaftlicher Seite Darlegungen geboten werden~ 
durch deren Befolgung Schaden entsteht. Bei der unmittelbaren und 
oft recht weitgehenden Verantwortlichkeit, welche die ausführende 
Technik zu tragen hat, erscheint dies durchaus begreiflich. Jeder 
Verstoß, den der Ingenieur gegen die Wirklichkeit begeht, pflegt bei der 
Ausführung seines Werkes als Fehler an das Tageslicht zu treten 
und in irgendeiner Form Strafe nach sich zu ziehen. In der hieraus 
folgenden Notwendigkeit, möglichst zuverlässig zu arbeiten, liegt auch 
einer der Gründe, weshalb schon seit längerer Zeit die Technik 
und ihre wissenschaftlichen Vertreter nicht bloß manche in das Gebiet 
der Physik und Chemie gehörige Zahl genauer festgestellt haben, als 
dies von der Physik beziehungsweise von der Chemie selbst geschehen ist, 
sondern daß sie auch manches bisher überhaupt nicht Erkannte auf-

1) Vgl. z. B. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894, S. 1361 
und 1362; 1895, S. 1215 und 1216; 1896, S. 268 und 269, S. 1571. 
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gefunden sowie manchen ins Dunkle gehüllten Vorgang aufgeklärt und 
ganz wesentlich zur Entwicklung und Förderung dieser Wissenschaften 
an sich beigetragen haben. Ein weiterer Grund dafür, daß die Technik 
der Wissenschaft an sich häufiger vorauseilt, als man anzunehmen 
pflegt, ist dadurch gegeben, daß ihr Aufgaben entgegengebracht werden, 
die sie lösen muß - möglichst vollkommen, namentlich auch in wirt­
schaftlicher Beziehung -, ohne sich auf wissenschaftlich Erkanntes 
stützen zu können. Die deutsche Industrie und die technischen Staats­
betriebe Deutschlands besitzen eine vergleichsweise große Anzahl 
von Ingenieuren, die in einer Weise streng wissenschaftlich arbeiten, 
wie vielfach selbst von Vertretern der Wissenschaft nicht vermutet wird. 

Inwieweit es mir mit der Bearbeitung der dritten Auflage gelungen 
ist, zur Klarstellung schwebender oder aufgeworfener Fragen (vgl. z. B. 
den Inhalt von§ 4 und§ 5, ferner S. 116 u. f., S. 192 u. f., S. 211 u. f .. 
S. 470 u. f., usw.) zur Vertiefung unserer Erkenntnisse auf dem Gebiet 
der Elastizität und Festigkeit beizutragen, muß ich dem wohlwollenden 
Urteil der Fachgenossen zur Entscheidung anheimstellen. Gern hätte 
ich noch weiteres aufgenommen, aber die starke Inanspruchnahme 
durch die unmittelbare Berufstätigkeit, zu welcher sich z. Z. noch die 
Errichtung eines Laboratoriums für Maschineningenieure gesellt hat. 
im Zusammenhange damit, daß das Buch schon seit längerer Zeit ver­
griffen ist, nötigten zur Beschränkung. 

Stuttgart, Anfang Januar 1898. 

Vorwort zur vierten Auflage. 
Die vierte Auflage wurde, abgesehen von einer größeren Anzahl 

von Ergänzungen in allen bisher vorhandenen Abschnitten des Buches 
{vgl. z. B. § 13, Ziff. 3, § 22, Ziff. 4 usw.), durch Aufnahme eines neuen 
(achten) Abschnittes: "Allgemeine Beziehungen über Spannungen 
und Formänderungen im Innern eines elastischen Körpers" erweitert. 
Hierzu veranlaßtein erster Linie der Umstand, daß ich seit Erscheinen 
der dritten Auflage infolge des wachsenden Umfanges der mir sonst 
obliegenden Verpflichtungen u. a. auch die Vorlesung über Elastizitäts­
lehre abgegeben habe. In diesem Vortrag, der im Jahre 1878 an unserem 
Polytechnikum mit besonderer Rücksichtnahme auf die dem Maschinen­
konstrukteur sich bietenden Aufgaben zur Einführung gelangte, habe 
ich in den 21 Jahren, während deren ichihn gehalten, auch das gegeben, 
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was der genannte Abschnitt bietet. Die Aufnahme in das Buch ist 
bisher unterblieben, weil, wie schon in dem Vorwort zur ersten Auflage 
ausgesprochen, dasselbe ursprünglich nur für die Zuhörer dieses Vor­
trages bestimmt war. 

Ich weiß recht wohl, daß die Anzahl derjenigen Studierenden 
und Ingenieure, welche sich mit den allgemeinen Betrachtungen über 
den Spannungs- sowie Formänderungszustand und insbesondere den 
aus ihnen sich ergebenden Gleichungen zu beschäftigen pflegen, ver­
hältnismäßig gering ist, und ich bin der Überzeugung, daß dies auch 
voraussichtlich so bleiben wird, ohne daß hierin ein schwerwiegender 
Nachteil für die Technik erblickt werden kann. Es setzt dies allerdings 
voraus, daß sich eine, wenn auch kleine, Minderzahl erfolgreich mit 
Bearbeitung des hier zur Erörterung stehenden Gebietes befaßt. Der 
großen Mehrzahl der mitten in der Ausführung stehenden Ingenieure, 
welche auf den Gebieten des wirtschaftlichen Lebens leitend oder auch 
noch schöpferisch tätig sein müssen, liegen andere Aufgaben ob 1), und bei 
der Begrenztheit der Arbeitskraft des einzelnen einerseits und angesichts 
der ungeheueren Ausdehnung des Ingenieurwesens andererseits wird 
die Arbeitsteilung zur Notwendigkeit. 

Diese Verhältnisse haben mich jedoch niemals abgehalten, mit 
meinen Zuhörern die Betrachtungen durchzunehmen, welche zu den 
allgemeinen Gleichungen der Elastizitätslehre führen. Der zukünftige 
Ingenieur muß - auch wenn er keine Neigung hat, an der Entwicklung 
der wissenschaftlichen Grundlagen des Ingenieurwesens mitzuarbeiten -, 
die allgemeinen Grundlagen der Gebiete, die er studiert, ausreichend 
kennen. Im vorliegenden Sonderfalle heißt dies, daß ihm die allgemeinen 
Gleichungen der Elastizitätslehre, wenn sie ihm in der Literatur ent­
gegentreten, nicht fremd sein dürfen. Er soll - wenn auch nur in 
beschränktem Sinne- ein Urteil darüber haben, wie sicher oder un­
sicher die Grundlagen sind, auf denen sich derartige Rechnungen auf­
bauen, und ob aus der einen oder anderen solcher Rechnungen ein 
brauchbares Ergebnis für das Ingenieurwesen zu erwarten steht. Es ist 
für den ausführenden Ingenieur nicht selten außerordentlich wichtig, 
ein Urteil, wenn auch nur einigermaßen, darüber zu haben, was man 
überhaupt nicht oder doch nicht sicher weiß, gegebenenfalls· nicht 
sicher ermitteln kann. 

Außerdem kommt in Betracht, daß eine strenge Behandlung 
verschiedener, für die ausführende Technik wichtiger Aufgaben von den 
allgemeinen Gleichungen der Elastizitätslehre auszugehen oder doch 
auf sie zurückzugreifen hat, wenn auch nur, um zu prüfen, ob die ge-

1) Vgl. z. B. das Vorwort zur achten Auflage der Maschinenelemente des 
V erfassera. 
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machten Annahmen mit ihnen in Widerspruch stehen oder nicht. Es 
sei hier erinnert an die Aufgaben der Drehungselastizität, deren strenge 
Lösung allerdings bisher nur für wenige der in Betracht kommenden 
Querschnitte ausreichend gelungen ist, sowie an die Aufgaben, bei 
denen Normal- und Schubspannungen in den Querschnitten stabförmiger 
Körper gleichzeitig auftreten, an die Aufgaben, welche plattenförmige 
Körper und Gefäße vielfach bieten usw. 

Wenn auch manche Entwicklungen in dem bisherigen Inhalt 
des Buches (Abschnitt 1 bis 7) auf die Ergebnisse des neuen achten 
Abschnittes hätten gestützt werden können, so habe ich dies doch ab­
sichtlich unterlassen, weil ich es für den Ingenieur als wertvoll erachte, 
jede untersuchung für sich so weit selbständig durchzuführen, als es 
die Verhältnisse gestatten und als im Einzelfalle zweckmäßig erscheint, 
und zweitens, weil ich der Überzeugung bin, daß die Elastizität und 
Festigkeit am erfolgreichsten zunächst in der Weise studiert wird, daß 
man von den einfachen Fällen ausgeht und unter Benutzung der hierbei 
gewonnenen Ergebnisse zu Zusammengesetzteren fortschreitet. Ich 
halte dieses Vorgehen auch dann für richtig, wenn derStudierende über 
gute Kenntnisse auf dem Gebiete der höheren Mathematik verfügt. 
Die Auffassung, daß der wissenschaftliche Gang bei der Behandlung 
der Elastizitäts- und Festigkeitslehre auch für den Ingenieur vom All­
gemeinen zum Besonderen zu führen habe, vermag ich nicht zu teilen. 
Derjenige Studierende, welcher beim erstmaligen Studium des Gebietes 
zunächst die seinem Verständnis näher liegenden Sonderfälle mit den 
verschiedenen Abweichungen von den Voraussetzungen, welche die 
Elastizitätslehre bei ihren allgemeinen Entwicklungen notwendigerweise 
machen muß, gründlich studiert hat und sodann fortschreitend schließ­
lich bis zur Klarheit über die allgemeinen Beziehungen der Elastizitäts­
lehre gelangt ist, wird bei demselben Zeitaufwand in der Regel einen 
weiter- und tiefergehenden Einblick gewonnen haben als derjenige, 
welcher den umgekehrten Weg eingeschlagen hat. Insbesondere wird 
dies zutage treten, wenn es sich um die Verwendung der Kenntnisse 
auf dem Gebiete des Ingenieurwesens handelt, also um das Können 
gegenüber den tausendfältigen Aufgaben, die das Leben fortgesetzt 
bietet. 

Stuttgart, Anfang September 1901. 
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Vorwort zur fünften A ußage. 

Die neue Auflage hat verschiedene Ergänzungen erfahren, so z. B. 
im ersten Abschnitt durch die Kla.rstellung, daß im allgemeinen eine 
untere und eine obere Streckgrenze zu unterscheiden ist, und daß diese 
Spannung in erheblichem Maße von der Querschnittsform beeinßußt 
wird (§ 2, § 4), ferner durch die Aufnahme von Versuchsergebnissen 
über die Änderung der Festigkeitseigenschaften von Metallen bei 
höheren Temperaturen (§ 10) usw. Allerdings konnten die Ergänzungen 
nicht in dem Umfange stattfinden, wie ich es selbst gewünscht hatte. 
Das Buch war schon seit einiger Zeit vergriffen und ich sonst recht 
stark in Anspruch genommen; infolgedessen mußte Beschränkung ge­
übt werden. 

Im übrigen darf ich wohl auf das zu den früheren Auflagen Gesagte 
verweisen; die daselbst niedergelegten Gesichtspunkte sind auch jetzt 
wieder für mich leitend gewesen. 

Die wohlwollende Aufnahme, welche das Buch gefunden hat, 
im Zusammenhange mit dem Umstande, daß ein großer Teil dessen, 
was ich in den früheren Auflagen dargelegt habe, bereits Allgemeingut 
geworden ist oder doch anregend und klarstellend gewirkt hat, läßt 
mich hoffen, daß auch die neue Auflage zur Förderung der Erkenntnis 
des tatsächlichen Verhaltens der Materialien beitragen wird. 

Meinem früheren Assistenten, Herrn Ingenieur Braun, habe 
ich für die Unterstützung bei der Arbeit (vgl. z. B. S. 498) bestens 
~u danken. 

Stuttgart, den 15. März 1905. 

Vorwort zur sechsten Außage. 

Die neue Auflage weist in allen Hauptteilen Ergänzungen auf. 
Vgl. z. B. S. 53 und 54, S. 66 und f., S. 81, S. 115, S. 129, S. 155 u. f., 
S. 163, S. 171 u. f., S. 195 sowie S. 227 u. f., S. 255 u. f., S. 302, S. 317 
sowie S. 343 und 346, S. 341, S. 467 u. f., S. 4 77 u. f., S. 482, S. 508 u. f., 
8. 587 u. f., S. 638; ferner Taf. I, III, VI, VIII, XI, XVI, XVIII und XIX. 
Durch dichteren Druck wurde angestrebt, Unhandlichkeit des Buches 
zu vermeiden. 
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Bei den Versuchen sind in der Regel diejenigen genannt, von denen 
sie durchgeführt wurden; wo das nicht geschehen ist, handelt es sich 
um eigene Versuche. 

Die Heranziehung eines Mitarbeiters war bei meiner großen Inan­
spruchnahme im Interesse der Sache geboten. 

Die früher ausgesprochenen Grundgedanken (vgl. Vorwort zur ersten, 
dritten und vierten Auflage) sind auch jetzt wieder leitend gewesen. 

Stuttgart, Ende April 1911. 

Vorwort zur siebenten Auflage. 

Die siebente Auflage mußte während der Kriegszeit hergestellt 
werden: in der zweiten HäHte des Jahres 1916 und in dem ersten 
Drittel des Jahres 1917. So sehr ich mich mit meinem Mitarbeiter 
auch bemüht habe, die nachteiligen Einwirkungen dieser Zeit ab­
zuschwächen, so ist dies doch nicht ganz gelungen. Immerhin hat 
eine bedeutende Zahl von Ergänzungen stattgefunden, wie ein Blick 
auf den Umfang des Textes, der von 642 Seiten auf 699 Seiten 
gestiegen ist, sowie ein Vergleich der Tafeln, deren Anzahl von 2(} 
auf 26 vermehrt wurde, erkennen lassen. 

Zu den eigentlichen Prüfungsarbeiten, die uns in der Material­
prüfungsanstalt obliegen: Prüfung der Materialien, Untersuchung 
von Konstruktionsteilen und ganzen Konstruktionen hat sich bald 
nach Beginn des Krieges - bei sehr weitgehender Verminderung 
der Arbeitskräfte infolge der Einberufung zum Heeresdienste - noch_ 
eine an Umfang und Tiefe stetig gewachsene Beratung der Antrag­
steller gesellt: zu einem Teil die Folge der Absperrung vom Aus­
lande, also die Folge der Notwendigkeit, andere Materialien und 
andere Konstruktionen zu verwenden als bisher, zu einem anderen 
Teile die Folge des Umstandes, daß für die Heereslieferungen eine 
große Zahl von Werkstätten herangezogen werden mußte, die vorher 
auf ganz anderen Gebieten tätig gewesen waren und denen daher 
für die Herstellung der von den Militärbehörden verlangten Gegen­
stände zunächst die Erfahrungen fehlten, ·die erforderlich sind, um 
den ungewohnten und scharfen Abnahmebestimmungen zu ent­
sprechen, die von der Heeres- und der Marineverwaltung gestellt. 
werden. Dazu kamen die gesteigerten Anforderungen in bezug auf 
die Raschheit, mit der die Untersuchungen gemäß den Bedürfnissen. 
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der Antragsteller und ihrer Auftraggeber durchgeführt werden mußten. 
Die neue Auflage weist infolgedessen nicht alle die Ergänzungen,. 
überhaupt nicht diejenige Vollkommenheit auf, die wir ihr unter 
anderen Verhältnissen gern gegeben hätten. Inwieweit es uns und 
dem Verleger gelungen ist, die Schwierigkeiten bei der Herstellung 
guter Abbildungen im. dritten Jahre des Krieges zu überwinden, sei 
dem · Urteil der Fachgenossen anheimgestellt. 

Die Kriegszeit und ihre Anforderungen haben in noch weit 
höherem Grade als die Entwicklung während der Friedenszeit ge­
zeigt, daß die Grundgedanken, die für das vorliegende Buch von 
Anfang an maßgebend gewesen sind, recht fruchtbar gewirkt haben, 
wie ein .kurzer Rückblick erkennen läßt. Als ich mich vor nahezu 
drei Jahrzehnten zur Abfassung und Herausgabe des Buches ent­
schloß, da war der Stand im allgemeinen der, daß man auf dem 
Gebiete der Elastizität und Festigkeit der Konstruktionsmaterialien 
die mathematischen Entwicklungen als die Hauptsache und das. 
Material, für das diese Entwicklungen gemacht wurden, als Neben­
sache behandelte. Ausgehend von dem Satze der Proportionalität 
zwischen Dehnung und Spannung, den man als allgemein gültiges 
Gesetz für das Material annahm und diese Annahme der heran­
wachsenden Jugend durch Worte, wie "Hookesches Gesetz: ut tensio. 
sie vis" als ein Naturgesetz 1) hinstellte, während es in Wirklichkeit 
nur eine Minderzahl von Stoffen ist, für welche diese Proportionalität 
gilt, wurde mit solchen Rechnungen der ganze Bau aufgeführt. Wie 
ich in dem Vorwort zur ersten Auflage ausgeführt habe, hatte das 
Buch u. a. den Zweck, diesem für die ausführende Technik, nament-­
lich für die Industrie, unhaltbaren Zustand ein Ende zu machen. 
Ich glaube, daß das zu einem großen Teile gelungen ist, und daß. 
man heute das Material, mit dem sich die Elastizitäts- und Festig­
keitslehre befaßt, mindestens ebenso als eine Hauptsache ansieht,. 
wie die Entwicklungen der mathematischen und zeichnerischen Me­
thoden. Daß ich diese Entwicklungen hoch einschätze, ergibt sich 
aus dem im Vorwort zur dritten und vierten Auflage Gesagten. Sie 
würden nicht selten einen weit größeren Wert besitzen - zuweilen 
haben sie solchen für den Ingenieur überhaupt nicht -, wenn man 
sich nicht mit ihrer Aufstellung begnügen, sondern sie auch prüfen, 
namentlich in ihren Konsequenzen verfolgen würde. Damit soll 
kein Vorwurf ausgesprochen, sondern nur eine Feststellung gemacht 
werden; denn der Grund, weshalb das nicht geschieht, liegt eben in 

1) Eine geschichtliche Klarstellung, die recht lehrreich ist, bietet in dieser 
Hinsicht der Vortrag "Wissenschaft, Geschäftsgeist und Hookesches Gesetz", 
veröffentlicht in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1917, S. 117 u. f. 
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der Verschiedenheit der Berufsziele. Der Vertreter der reinen Wissen­
schaft begnügt sich mit der Erkenntnis, zu der ihn die Entwick­
lungen geführt haben, während der Ingenieur das nicht kann. Dem 
Ingenieur stellt sein Beruf das Ziel, durch Beherrschung des Stoffes 
dem Einzelnen oder der Allgemeinheit - in der Regel gemäß eines 
bestimmten Auftrages, der ausgeführt werden muß - zu dienen. 
Er hat Werke oder Teile solcher zu entwerfen und auszuführen, 
für die er eine oft recht weitgehende Verantwortlichkeit - nicht 
nur in wirtschaftlicher, sondern ·auch in strafrechtlicher Hinsicht -
übernehmen muß. 

Dabei ist es von Interesse, zu beachten, daß, während zur Zeit 
der ersten Herausgabe des Buches der Mangel an Erfahrungsmaterial, 
an Versuchsergebnissen es war, der die mathematischen Entwick­
lungen häufig von vornherein nicht fruchtbar werden ließ, heute 
und schon seit längerer Zeit ein solcher Mangel nicht mehr besteht, 
vielmehr die Sachlage derart ist, daß recht viele Versuchsergebnisse 
der weiteren mathematischen oder, allgemeiner gesprochen, der zu­
sammenfassenden geistigen Verarbeitung harren 1). 

Der Umstand, daß bei Ausbruch des Krieges dank der Schulung 
Ingenieure vorhanden waren, welche die Fähigkeit besaßen, neue 
Aufgaben planmäßig und selbständig zu bearbeiten, die das tat­
sächliche Verhalten der Materialien ausreichend kannten und die ins­
besondere auch wußten, daß ein und dasselbe Metall in vergütetem 
Zustande weit höheren Anforderungen gerecht werden kann, als in 
natürlichem Zustande (vgl. z. B. sechste Auflage, S. 157 u. f.: Fig. 16 
bis 21, siebente Auflage, S. 57 : Fig. 16, S. 65: Fig. 20, S. 17 7 u. f.: 
Fig. 16 bis 18, 21 bis 24, 29 bis 32), erleichterte den Übergang 
von der Friedens- zur Kriegsindustrie ganz bedeutend. 

Es genügt für den heutigen Ingenieur nicht mehr, daß er die 
Elastizitäts- und Festigkeitseigenschaften eines bestimmten Metalls, 
z. B. eines Stahles, für den Zustand kennt, in dem das Material von 

1) Dieser Umstand hat mich schon seit rund zwei Jahrzehnten veranlaßt, 
zu solcher Verarbeitung anzuregen. Siehe z. B. die Zeitschrift für Mathematik 
und Physik 1897, S. 280, oder aus neuerer Zeit das Jahrbuch der Schiffbau­
technischen Gesellschaft 1915, S. 546 (Vortrag vom 27. Mai 1914). Dasselbe 
bezweckt der von mir im Deutschen Ausschuß für Eisenbeton (mit dem Sitze 
im Ministerium der öffentlichen Arbeiten in Berlin) am 2. Mai 1917 gestellte 
Antrag, betreffend Zusammenstellung unserer derzeitigen Erkenntnisse auf dem 
Gebiete des Eisenbetonbaues und Feststellung dessen, was noch fehlt, um 
die wissenschaftlichen Grundlagen für die Berechnung der einzelnen Kon­
struktionselemente des Eisenbetonbaues (Säulen, Balken, Platten usw.) als aus­
reichend gesichert betrachten zu können. Der Antrag wurde angenommen 
und ihm durch Ausschreiben entsprochen (vgl. z. B. Zentralblatt der Bau­
verwaltung, Anzeiger vom 16. Mai 1917, S. 350). 
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ihm gekauft wird. Es ist vielmehr nötig, daß er weiß, was sich 
aus dem gegebenen Material bei verschiedener Behandlung machen 
läßt. Die Entscheidung darüber, welche Behandlung dem gewählten 
Material zuteil werden soll, um einen Höchstwert der Widerstands­
fähigkeit zu erzeugen, ist nicht unabhängig von der Gestalt (Form 
und Größe) des Gebrauchsstückes und von den Einflüssen, die sich 
im Betriebe auf das Gebrauchsstück geltend machen. Auf diesem 
Wege der dem jeweiligen Verwendungszweck angepaßten Material­
behandlung wird es auch möglich, weniger teueres Material zu be­
nützen und dem Geb~auchsstück doch eine ausreichende Widerstands­
fähigkeit zu sichern. 

Die Absicht, dem mitten in der ausführenden Technik stehenden 
Ingenieur die Möglichkeit zu bieten, sich tunliehst rasch über· das 
Tatsachenmaterial zu ~nterrichten, das auf dem Gebiete der Elasti­
zität und Festigkeit der Konstruktionsmaterialien vorhanden ist, 
hat mich und meinen Mitarbeiter zur Herausgabe der im Jahre 1915 
erschienenen Scl'irift "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder der 
Konstruktionsmaterialien" veranlaßt. In die Darlegungen eines Lehr­
buches über Elastizität und Festigkeit kann dieses Material nur zu 
einem kleinen Bruchteil aufgenommen ~nd dort auch nicht derart 
angeordnet werden, wie es die rasch zu befriedigenden Bedürfnisse 
des Ingenieurs verlangen. Dem gleichen Zweck, dessen Bedeutung 
durch die Anforderungen, die der Krieg an die Industrie stellt, 
noch ganz außerordentlich gesteigert worden ist, dient ferner der 
gegen Ende 1916 gehaltene und 1917 ·im Buchhandel erschienene 
Vortrag meines Mitarbeiters über das Vergüten von Eisen und Stahl. 

Stuttgart, Mitte Mai 1917. 

C. Bach. 

C. Bach, Elastizitat. 7. Auft. b 
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Erster Abschnitt. 

Die einfachen Fälle der Beanspruchung gerader 
stabförmiger Körper durch Normalspannungen 

(Dehnungen). 

Einleitung. 

§ 1. Formänderung. Spannung. 
Der gerade stabförmige Körper, Fig. 1, den wir uns als Kreis­

zylinder vorstellen wollen, besitze die Länge l und den Durch-

messer d, also den Querschnitt f = ~ lP. Von seinem 

Material wird vorausgesetzt, daß es das Stabvolumen 

stetig erfüllt und in allen Punkten, sowohl in Rich- ,..f: ·u 
tung der Stabachse als auch senkrecht dazu, je 
gleiches Verhalten zeigt. Der Körper werde jetzt-

: A­Fig. 2 - von zwei ziehenden Kräften PP er- : 
griffen, die gleichmäßig über die beiden Endquer- •­
schnitte verteilt angreifen, und deren Richtung mit 
der Stabachse zusammenfällt. Ihre Größe liege unter­

, -I 
---. 

' I 
I 
I 
I 
I 
I 

ha.lb der Grenze, bei welcher eine Aufhebung des Fig.l. Fig. 2. 
Zusammenhanges des Stabes, ein Zerreißen des letz-
teren, eintreten würde; sie halten sich demnach an dem Stabe das 
Gleichgewicht. 

und 

Unter der Einwirkung dieser Kräfte 

a) vergrößert sich die Länge des Stabes von l auf l1 , d. h. 
um l1 -l=Ä 

b) vermindert sich der Durchmesser des Stabes von d auf 
d1 , d. h. um d-d1 =~. 

Es finden also gleichzeitig zwei Formänderungen statt: 
eine Ausdehnung in Richtung der Stabachse und eine Zusammen-

c. Bach, Elastizität. 7. Aufl. 1 



2 Einleitung. 

ziehung (Kontraktion) senkrecht zu derselben. Die letztere er­
weist sich übrigens weit kleiner als die erstere (vgl. § 7). 

Wirken die beiden Kräfte PP nicht ziehend, wie in Fig. 2 an­
genommen, sondern drückend auf den als kurz vorausgesetzten 
Körper, wie in Fig. 3 dargestellt ist, so besteht die eintretende Form­
änderung 

und 

a) in einer Verkürzung der Länge des Zylinders von l auf 
l2 , also um Ä=l-l2 , 

b) in einer Vergrößerung des Durchmessers des Zylinders 
von d auf d9 , also um " = d2 - d. 

BI! ·r 

t 
.i. 

ß 

Es findet somit gleichzeitig eine Zusammen 
drückung in Richtung der Zylinderachse und eine 
Ausdehnung senkrecht zu derselben, eine Quer­
dehnung, statt. 

Fig. 3. 

Der Vergleich dieser bei der Druckwirkung auf­
tretenden Erscheinungen mit den bei der Zugwirkung 
sich einstellenden zeigt, daß die Umkehrung der Kraft­
richtung auch die Formänderung umkehrt. Wird die 
Richtung der ziehenden Kraft als positiv, diejenige der 

drückenden Kraft als negativ bezeichnet, so hat zur Folge 

+ P eine positive Ausdehnung in Richtung der Stabachse und 
" negative " senkrecht zur " 

- P eine negative Ausdehnung in Richtung der Stabachse und 
" positive " senkrecht zur " 

Wir denken uns in dem Stabe, an welchem sich die Kräfte PP 
das Gleichgewicht halten, einen Querschnitt. Die auf beiden Seiten 
desselben liegenden Stabteile werden infolge des Vorhandenseins 
dieser äußeren Kräfte mit gewissen über den Querschnitt verteilten 
Kräften aufeinander einwirken. Diese inneren Kräfte, bezogen 
auf die Flächeneinheit, heißen Spannungen, und zwar Zugspan­
nungen, Spannungen im engeren Sinne, positive Span­
nungen, wenn die äußeren Kräfte ziehend wirken (Fig. 2), oder 
Druckspannungen, Pressungen, negative Spannungen, wenn 
die äußeren Kräfte drückend tätig sind (Fig. 3). 

Insoweit zum Ausdruck gebracht werden soll, daß diese inneren 
Kräfte senkrecht zum Querschnitt, d. h. senkrecht zu den Flächen­
elementen, in denen sie wirken, gerichtet sind, werden sie als N or­
malspannungen bezeichnet. 

Unter den Voraussetzungen gleichmäßiger Verteilung der Kräfte 
PP über die Endquerschnitte des Stabes und durchaus gleichartiger 
Beschaffenheit des Stabmaterials wird auch die Spannung für die 
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einzelnen Teile des in Betracht gezogenen Stabquerschnittes, d. h. 
für die einzelnen Flä.chenelemente desselben, gleich groß sein. Be­
zeichnen wir dieselbe mit a, so erscheint sie bestimmt durch die 
Gleichung 

p 
a=y ........... 1) 

Streng genommen müßte hierin f denjenigen Querschnitt be­
deuten, den der Stab tatsächlich besitzt, während er durch P be­
lastet ist. Wie wir oben (S. 1 und 2) bei b) sahen, ändert sich unter 
Einwirkung der äußeren Kräfte nicht bloß die Länge, sondern auch 
der Durchmesser des Körpers und damit auch der Querschnitt. 
Unter Umständen kann diese Querschnittsänderung, die abhängt von 
der verhältnismäßigen Größe der Belastung und der Art des Mate­
rials, von Bedeutung werden. Aus diesem Grunde ist es notwendig, 
festzuhalten, daß die Gleichung 1 die Spannung a bezogen auf 
den ursprünglichen Stabquerschnitt liefert, sofern, wie oben 
angenommen, f den Querschnitt des unbelasteten Stabes bezeichnet. 

§ 2. Dehnung. Debnungszahl. Proportionalitätsgrenze. 
Die absolute Größe Ä. der Längenänderung (vgl. § 1, a) hängt 

ab von der ursprünglichen Länge l des Stabes. Um sich für Zwecke 
der Rechnung von dieser Abhängigkeit zu befreien, pflegt man die 
auf die Längeneinheit bezogene Längenänderung 

Ä. e=T ........... 1) 

anzugeben. Diese verhältnismäßige (spezifische) Längenänderung 
e wird dann kurz mit Dehnung bezeichnet, und zwar als positive 
oder negative, je nachdem es sich um Verlängerung (durch eine Zug­
kraft) oder um Verkürzung (durch eine Druckkra.ft) handelt. 

Die Bestimmung der Dehnung durch die Gleichung 1 setzt für 
den Fall, daß die ursprüngliche Länge l nicht eine sehr kleine 
Größe ist, voraus: es sei die Dehnung an allen Stellen der Strecke l 
gleich groß. 

Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen der Dehnung 8 und 
der zugehörigen Spannung a (vgl. § 1) pflegt angenommen zu werden, 
daß innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Proportionalität zwischen 
ihnen bestehe, entsprechend der Gleichung 

e=aa, ........... 2) 
worin 

8 Ä.1 Ä.f 
a=--=--=--

a la lP 
3) 

1* 



4 Einleitung. 

eine innerhalb der erwähnten Belastungsgrenzen konstante Erfahrungs­
zahl bedeutet, nämlich diejenige Zahl, die angibt, um welche 
Strecke ein Stab von der Länge 1 bei einer Belastung 
gleich ,der Krafteinheit (Kilogramm) auf die Flächeneinheit 
(Quadratzentimeter) seine Länge ändert; oder kurz: die Än­
derung der Längeneinheit, d. h. die Dehnung, für das Kilo­
gramm Spannung 1). Diese Erfahrungszahl sei demgemäß als Deh­
nungszahl bezeichnet. 

Diese Begriffsbestimmung liefert die Dehnung unmittelbar als 
Produkt aus Spannung und Dehnungszahl, und die Änderung der 
Länge des Stabes, die ursprünglich l betrug, 

A = {(Ol, 4) 

sowie die Spannung als den Quotienten: Dehnung durch Dehnungs­
zahl, d. i. 

e 
0=­

a 5) 

Die Spannung, bis zu der hin die Proportionalität zwischen 
Dehnungen und Spannungen als vorhanden vorausgesetzt wird, führt 
den Namen Proportionalitätsgrenze. Je nachdem es sich hier­
bei um Zug- oder Druckspannungen handelt, kommt die Proportio­
nalitätsgrenze gegenüber Zug bzw Druck in Betracht. a pflegt 
innerhalb dieser beiden Spannungsgrenzen als gleichbleibend, also 
unabhängig von der Größe un\1 dem Vorzeichen von a vorausgesetzt 
zu werden. Inwieweit diese Voraussetzungen zutreffend sind, darüber 
gibt das in § 4 enthaltene Versuchsmaterial Auskunft. Bemerkt sei 
jedoch schon hier, daß es nur eine Minderzahl von Stoffen ist, für 
die innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Proportionalität zwischen 
Dehnungen und Spannungen besteht, und daß demzufolge die große 
Mehrzahl der Körper auch keine Proportionalitätsgrenze besitzt. Je 
nachdem bei der Feststellung, ob für ein gegebenes Material die 
Proportionalität besteht, die gesamten oder die federnden Dehnungen 

1) Gegen diese Begriffserklärung sind in neuerer Zeit Einwendungen er­
hoben worden. So z. B. wird in der Zeitschrift des Verbandes deutscher Archi­
tekten und Ingenieurvereine 1914, S. 279' u. f. als verbesserte Begriffserklärung 
gegeben: "oc ist 'eine Zahl, die in Zentimetern angibt, um welche Strecke ein 
Stab von 1 cm Länge bei einer Belastung gleich der Krafteinheit auf die Flächen­
einheit seine Länge ändert." Daß die Änderung der Längeneinheit eine Länge 
ist und nach dem gewählten Maßsystem in Zentimetern gemessen wird, ist ebenso 
selbstverständlich, wie daß das Kilogramm Spannung gleich der Krafteinheit auf 
die .l!'lächeneinheit gemäß der in § 1 gegebenen Begrifiserklärung. Kurze, die 
Sache deckende Begriffserklärungen dürften den Vorzug verdienen. 
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(vgl. § 4 und 5) zugrunde gelegt werden, kann das Ergebnis ver­
schieden ausfallen. Da die Entwicklungen der Elastizitätslehre nur 
auf elastische Formänderungen sich zu erstrecken pflegen, so ist es 
das Gegebene, die federnden Dehnungen zu grunde 
zu legen 1). 

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes 
über das Gesetz, nach dem sich Dehnungen und 
Spannungen ändern, greüen wir zur bildliehen 
Darstellung. 

Auf der Abszissenachse OX, die senkrecht 
angenommen sein soll, werden die Belastungen 
P aufgetragen, auf der wagrechten Ordinaten­
achse 0 Y die durch diese Belastungen veran­
Jaßten Verlängerungen l. Der Betrachtung werde 
ein Körper aus zähem Flußeisen zugrunde ge­
legt. und der Maßstab für die Verlängerungen ver­
hältnismäßig sehr groß gewählt. Wir erhalten 
die in Fig. 1 dargestellte Schaulinie 0 Q AB. Für 

Fig. 1. 

den beliebigen Punkt Q ist 0 Q1 = Q2 Q die Belastung P und 0 Q~ = 

Q1 Q die zugehörige Verlängerung l. 
Wie ersichtlich verläuft die Linie bis zum Punkte A als Gerade, 

entsprechend dem Umstande, daß von der Belastung P= 0 bis 
P = O.A1 Proportionalität zwischen Belastungen (Spannungen) und 
Verlängerungen (Dehnungen) besteht. Bei höherer Belastung (über 

P= O.A1 hinaus) beginnt die Verlängerung rascher zu wachsen: die 
Schaulinie löst sich tangential von der Geraden OQA nach. der 
Ordinatenachse OY hin, den Punkt A als Grenze der Proportionalität 
kennzeichnend. 

Dehnungszahl und Elastizitätsmodul. 

Der Ausdruck Gl. 4 entspricht ganz demjenigen, der sich für 
die Ausdehnung eines Stabes durch die Wärme oder auch für die 
Zusammenziehung infolge Abkühlung ergibt, wie folgende Betrach­
tung zeigt. 

Ein Stab von der Länge la und der Temperatur ta wird auf die 
Temperatur te gebracht. Hierbei dehnt sich derselbe aus um 

aw (te- ta) la, 

1) Der Unterschied kann sehr bedeutend ausfallen; unter Umständen über 
die Hälfte des Wertes betragen, der' sich bei Zugrundelegung der federnden 
Dehnungen ergibt. Vgl. z. B. C. Bach und R.Baumann, Festigkeitseigenschaften 
und Gefügebilder der Konstruktionsmaterialien 1915, S. 4. 
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sofern «w die Längenausdehnungszahl durch die Wärme, d. h. die Zu­
nahme der Längeneinheit für 1° Erwärmung bedeutet. 

Ein Stab, welcher anfangs so belastet ist, daß in seinen Quer­
schnitten die Spannung a4 herrscht, besitzt in diesem Zustande die 
Länge l 4 • Durch Vermehrung der Belastung steigt die Spannung auf 
a •. Hierbei dehnt sich der Stab aus um 

IX ( a.- a 4 ) l 4 , 

worin n die oben erörterte Dehnungszahl bedeutet. 
Wie ersichtlich, tritt einfach an die Stelle des Temperaturunter­

schiedes t,- t4 der Spannungsunterschied a.- aa und an die Stelle 
der Längenausdehnungszahl durch die Wärme die Dehnungszahl 
Beide Erfahrungswerte sind hierbei allerdings als unveränderlich vor­
ausgesetzt, wenigstens innerhalb dieser Temperatur- beziehungsweise 
Spannungsunterschiede. 

Es ist bis zum Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches in 
der technischen Literatur ganz allgemein üblich gewesen, nicht mit 
der Dehnungszahl a, sondern mit dem reziproken Werte derselben, 

d. h. mit..!-., zu rechnen und für diesen den Begriff des Elastizitäts-
a 

mod ul einzuführen. Derselbe ist dann erklärt worden als diejenige 
Kraft, die ein Prisma vom Querschnitt 1 um seine eigene Länge 
ausdehnen würde, falls dies ohne Überschreitung der Elastizitäts­
grenze möglich wäre. Das liefert für das schmiedbare Eisen rund 
2 000000 kg. Man hat sich also diese Kraft von zwei Millionen Kilo­
gramm auf ein schmiedeisernes Prisma von 1 qcm Querschnitt wirkend 
vor~ustellen. In Wirklichkeit würde bei etwa 1500 kg schon die Pro­
portionalitätsgrenze, innerhalb der überhaupt die Gleichungen 2-5 
für schmiedbares Eisen als gültig angenommen werden dürfen, über­
schritten und voraussichtlich bei 4000 kg der Stab bereits zerrissen 
sein! Wie man sich die Zusammendrückung eines Körpers um seine 
ganze Länge vorstellen soll, darf unerörtert bleiben. 

Verfasser ist der Ansicht, daß eine solche, mit dem tatsächlichen 
V erhalten des Materials nicht im Einklang stehende Begriffsbestimmung 
höchst bedenklich erscheint und jedenfalls nicht ohne den dringend­
sten Zwang oder ohne durchschlagende Nützlichkeitsgründe als zu­
lässig bezeichnet werden kann. Seines Erachtens muß der Grund­
begriff der ganzen Elastizitäts- und Festigkeitslehre, d. i. nach dem bis­
herigen Standpunkt dieses Teiles der Mechanik die Erfahrungszahl, 
die Dehnung nnd Spannung verbindet, so erklärt werden, wie es dem 
tatsächlichen Verhalten des Materials entspricht, damit dieser 
Grundbegriff und mit ihm die Hauptgesetze dieses Verhaltens in 
Fleisch und Blut übergehen. Das ist für den mitten in der Aus-
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führung stehenden, zu raBchen Entschlüssen veranlaßten Techniker 
eine Notwendigkeit. Die Bedeutung von a als Zunahme der Längen­
einheit für das Kilogramm.Spannung ist eine so einfache und natür­
liche, daß, wenn nicht die Macht der Gewohnheit in Betracht käme, 
es nicht erklärlich erscheinen würde, daß der unanschauliche Be­
griff des Elastizitätsmodul - .dieses bleibt er, auch wenn andere 
Erklärungen als die oben besprochene aufgestellt werden - nicht 
schon längst von der gesamten technischen Literatur über Bord ge­
worfen ist. Zu einem bedeutenden Teile ist dies allerdings seit Er­
scheinen der ersten Auflage dieses Buches geschehen. 

Der Umstand, daß es an einzelnen Stellen für Rechnungs· 

zwecke bequemer erscheint, an Stelle von a mit.!._ zu rechnen, wobei 
a 

übrigens wieder die Macht der Gewohnheit, und zwar ganz erheblich, 

einwirkt, berechtigt noch lange nicht dazu, _!_ zum Grundbegriff der 
a 

Elastizitäts- und Festigkeitslehre zu machen, deren Aufgabe doch 
schließlich darin besteht, das wirkliche Verhalten des Materials gegen­
über der Einwirkung äußerer Kräfte klarzulegen und nicht bloß 
der Rechnung, sondern namentlich auch der Anschauung 
möglichst zugänglich zu machen. 

Weiter kommt in Betracht, daß die Zahl, welche Dehnungen 
und Spannungen verbindet, naturgemäß ein Maß für die Formände­
rung des Materials zu bilden hat, und zwar derart, daß sie, je nach­
giebiger ein Stoff ist, um so größer sein muß. Nun ist aber der 

Elastizitätsmodul, d. h. _!_, umgekehrt proportional der Größe der 
a 

Längenänderung, so daß einem Material, daB eine größere Dehnung 
ergibt, dessen Nachgiebigkeit also bedeutender ist, ein kleinerer 
Elastizitätsmodul entspricht, und umgekehrt. Dies erweist sich oft 
recht unbequem, namentlich für den, der sich mit dem Material 
selbst zu beschäftigen hat. Die Dehnungszahl a dagegen steht in 
geradem Verhältnisse zur Formänderung, ist also tatsächlich ein 
unmittelbares Maß derselben. 

Gegenüber dem für die Beibehaltung des Begriffs "Elastizitäts­
modul" geltend gemachten Grund, daß sich seine Größe leichter dem 
Gedächtnis einprägt - man pflegt seinen Wert in abgerundeten 
Zahlen anzugeben: für Holz 100000, für Gußeisen 1000000, für 
Schmiedeisen 2000000 usw. - sei darauf hingewiesen, daß bei 
zweckmäßiger Schreibung der Dehnungszahl sich noch mehr erreichen 
läßt. Schreibt man, wie das im späteren geschehen soll, die Deh­
nungszahl in Milliontel, so erhält man beispielsweise 
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für Holz 
10 

= 10 Milliontel 1) -----
1000000 

Gußeisen 
1 

" -----
1000000 

1 " 

Flußeisen 
0,5 

0,5 " ·----·--· " 1000000 

" Stahl_, der bei der Prüfung a = 217~ 000 lieferte, = 0,46 " 

Die Zahlen 10, 1, 0,5 und 0,46 lassen in gerader Linie anschaulich 
die verschiedene Größe der Elastizität der bezeichneten Stoffe er­
kennen und sich dem Gedächtnis mindestens ebenso leicht und 
bleibend einprägen wie die Werte 100000, 1000000, 2000000, 
2170000. 

Diese Schreibweise hat überdies den Vorteil, daß in den Zahlen 
10, 1, 0,5 und 0,46 die Genauigkeit sichtbar zum Ausdruck gebracht 
werden kann, mit der die Erfahrungszahl a bestimmt worden ist, und 
daß sie bei Versuchen mit dem gleichen Material Mittelbildungen 
der gemessenen Elastizität ohne weiteres zuläßt. In dieser Hin­
sicht werden bei Angabe des Elastizitätsmodul nicht selten Fehler 
gemacht; beispielsweise findet man in der Literatur angegeben für 
die beiden aus V ersuchen ermittelten Einzelwerte des Elastizitäts­
modul 

.E1 =2120000 und E 2 =2035000 

1) Man könnte diese Zahlen auch schreiben: 
10. 10-6, 1 '10-6, 0,5. 10-6, 0,46 . 10-6, 

doch verdient die oben angegebene Schreibweise den Vorzug, wie man sofort 
erkennt, wenn man sich daran gewöhnt, auch die Wärmeausdehnungszahlen in 
Milliontel anzugeben, beispielsweise 

bei Gußeisen, für das in runden Zahlen ermittelt wurde, 
IX,.= 0,000010 = 10 Milliontel 

bei Flußeisen, für das in runden Zahlen ermittelt wurde, 
IX.,= 0,0000115 = 11,5 Milliontel, 

bei Kupfer, für das in runden Zahlen ermittelt wurde, 
IX,.= 0,000016 = 16 Milliontel, 

bei Aluminium, für das in runden Zahlen ermitte~t wurde, 
IX,. = 0,000024 = 24 Milliontel. 

Die Zahlen 10, 11,5, 16 und 24 zeigen ein sich leicht einprägendes Bild über 
das Verhältnis der Längenänderungen der verschiedenen Stoffe zueinander, 
herbeigeführt durch die Änderungen der Temperatur. Dazu kommt, daß es 
für den Ingenieur zweckmäßig ist, Längenänderungen, herbeigeführt durch 
Temperaturänderungen, möglichst vergleichen zu können mit Längenänderungen, 
herbeigeführt durch die Anderung der Spannungen. 
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als Mittelwert 

E"' = 2120000 t 2 035 000 = 2 077 500. 

Bei Benutzung dieses Mittelwertes erhält man jedoch nicht den 
Mittelwert der gemessenen elastischen Dehnungen, die man eigentlich 
haben will, sondern einen davon abweichenden Wert. Um die mitt­
lere elastische Dehnung zu erhalten, ist der mittlere Elastizitäts­
modul zu berechnen aus 

E = 2EtE2 
"' E 1 +E2 

• • • • • • • • 6) 

Bei Verwendung des Mittelwertes aus den Dehnungszahlen wird 
kein Fehler begangep. 

§ 3. Fließgrenze. Bruchbelastung. Zugfestigkeit. 
Querschnittsverminderung .. Bruchdehnung. Arbeitsvermögen. 

Die bisherigen Betrachtungen setzten stillschweigend vollkommen 
elastische Formänderungen voraus, derart, daß, wenn der Stab von 
P= OQ1 entlastet wird, er sich um den vollen Betrag l=OQ2 , um 
den er sich gedehnt hatte, federnd verkürzen, also seine ursprüng­
liche Länge l wieder annehmen würde. In Wirklichkeit stellen sich 
jedoch außer der federnden Dehnung auch solche Verlängerungen 
ein, die nach Aufhören der belQ.stenden Kraft nicht wieder ver­
schwinden und deshalb als bleibende Dehnungen bezeichnet wer­
den (Näheres § 4). Diese pflegen um .so größere Bedeutung zu er­
langen, je höher die Belastung gesteigert wird. Während sie zu 
Anfang der Belastung so klein sind, daß sie nicht festgestellt wer­
den können, so daß also nur federnde Dehnungen ermittelt werden, 
erreichen sie z. B. bei Flußeisen für starke Belastungen Werte, die 
die federnden Dehnungen weit überschreiten. 

Um das Verhalten des Flußeisenstabes bei starker Belastung zu 
verfolgen, messen wir bei fortschreitender Belastung die gesamten 
Verlängerungen und stellen diese dar, wie in Fig. 1, § 2, geschehen, 
jedoch mit weit kleinerem Maßstab der Dehnungen, und erhalten 
auf diesem Wege Fig. 1 auf S. 11. Wie ersichtlich, nehmen die ge­
samten Verlängerungen des Stabes anfangs langsam zu. Die Deh­
nungslinie verläuft zunächst steil und geradlinig, biegt hierauf unter 
etwas rascherer Zunahme der Dehnung in leichter Krümmung ab 
bis zum Punkte B, von B an verläuft sie (auf eine längere Strecke) 
faat parallel zur Achse der Belastungen, wie zunächst angenommen 
werden möge, entsprechend einem außerordentlich starken Wachstum 
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der Verlängerungen bei sehr geringer Steigerung der Belastung: der 
Stab streckt sich. Der Eintritt des Streckens zeigt sich beispiels­
weise bei den Materialprüfungsmaschinen mit W aghebel durch Fallen 
desselben, bei den Maschinen mit Messung der Belastung mittels 
Quecksilbersäule (Bauart Amsler-Laffon) durch Sinken der letz­
teren usw. Der Stab streckt sich weiter unter einer Belastung, die 
häufig kleiner zu sein pflegt als diejenige, bei der das Strecken be­
gann. Verfolgt man den Verlauf des Linienzuges in solchen Fällen 
näher, so zeigt sich z. B. für zähes Flußeisen ein ziemlich plötzlicher 
Abfall bei B und darauffolgendes langsames Ansteigen, etwa wie in 
Fig. 1 durch den gestrichelten gebrochenen Linienzug BDO ange­
deutet ist. Häufig wird wiederholter Abfall und darauffolgendes 
Ansteigen, d. h. mehrfaches Auf- und Niederschwanken im Verlauf 
der Dehnungslinie während der Streckperiode beobachtet. 

Die Spannung, bei der dieses bedeutende Verlängern, das Strecken 
oder Fließen des Materials beginnt, also die zum Punkt B gehörige 
Spannung, wird als Streck- oder Fließgrenze bezeichnet 1). 

Streckt sich der Stab weiter unter einer Belastung, die erheblich 
kleiner ist als diejenige, bei der das Strecken begann, wie in Fig. 1 
durch den gebrochenen Linienzug BDO angedeutet wird, so kann 
eine obere und eine untere Streckgrenze unterschieden werden 
derart, daß die obere Streckgrenze aufgefaßt wird als diejenige 
Spannung, bei der das Strecken beginnt, und die untere Streckgrenze 
als der kleinste Wert der Spannung, auf den· die Belastung während 
des Streckens sinkt, oder als die kleinste Spannung, unter der das 
Strecken noch vor sich geht 2). (Erstmals dargelegt Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1904, S. 1040 u. f.) 

1) Es ist üblich geworden, bei Metallen, auch wenn sie keine ausgeprägte 
Streckgrenze besitzen, doch von einer solchen zu sprechen. Als Streckgrenze 
pflegt dann die Spannung gemeint zu werden, die eine bleibende Verlänge­
rung von bestimmter Größe im Vergleich zur ursprünglichen Länge· hervorruft. 
Das Maß dieser bleibenden Verlängerung ist willkürlich. Nach dem heutigen 
Stand schwanken die Annahmen zwischen 0,2 und 0,5 Ofo. Die Firma Fried. 
Krupp A.-G. in Essen nimmt 0,3 Ofo an. 

2 ) Nach dem Eintreten der Streckgrenze lassen sich auf der vorher glatten 
Staboberfläche Linien beobachten, die gegen die Richtung der Stabachse unter 
etwa 45 ° geneigt sind. Sie werden als Streck- oder Fließfiguren bezeichnet. 
Besaß der Flußeisenstab die Walzhaut, so springt diese längs der Linien ab, 
wie z. B. aus Fig. 2, Taf. I, deutlich zu erkennen ist; war die Staboberfläche 
glatt, so treten die Streckfiguren als Furchen hervor, vgl. Fig. 3, Taf. I. Diese 
Erscheinung besitzt eine größere Bedeutung deshalb, weil sie ermöglicht, fest­
zustellen, ob und unter Umständen bei welcher Belastung in einem solchen Stabe 
die Streckgrenze erreicht oder überschritten worden ist. Gibt man z. B. einem 
Konstruktionsteil veränderlichen Querschnitt und beobachtet, bis zu welchem 
Querschnitt die Streckfiguren eintreten, so läßt sich mit Annäherung von dem 
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Handelt es sich um Druckbelastung, so tritt an die Stelle des 
Streckans des Körpers ein Zusammenquetschen desselben. Man spricht 
dann von Fließ- oder Quetschgrenze und versteht darunter die­
jenige Druckspannung, bei der das Material verhältnismäßig rasch 
nachzugeben beginnt, ohne daß Zerstörung eintritt. 

Wie bereits erwähnt, besitzen nicht alle Stoffe Proportionalitäts­
grenzen. Dasselbe ist auch hinsichtlich der Streck- und Quetsch­
oder Fließgrenze zu bemerken. In ausgeprägtem. Maße pflegt sie 
nur bei wenigen Stoffen aufzutreten, so z. B. bei zähem Flußeisen. 

$ 

\ y 
I 
I 
I 
I 
I 
I, 

~~ Jii ~ 0 

Fig. 1. 

Die Fließgrenze und die Proportionalitätsgrenze werden nicht 
selten als nahe beieinander liegend ermittelt, so z. B. bei weichem 
Stahl. 

Wird die Belastung des Stabes, die wir uns im folgenden zu­
nächst nur als Zug vorstellen, fortgesetzt gesteigert, so findet schließ­
lich eine Trennuag desselben, ein Zerreißen (Zerbrechen), statt. 

Denken wir uns den in § 2 erwähnten Flußeisenstab in eine 
Materialprüfungsmaschine eingespannt, welche die Linie der Verlän­
gerungen selbsttätig aufzeichnet derart, daß die Belastungen die 
senkrechten Abszissen bilden, während die Verlängerungen l die zu­
gehörigen wagrechten Ordinaten liefern, und sodann die Belastung 
allmählich bis zum Zerreißen gesteigert, so erhalten wir die Schau­
linie 0 BDO E F in Fig. 1. 

Zuverlässiger als durch eine solche mechanische Vorrichtung, 
die Selbstzeichner genannt wird, läßt sich die Dehnungslinie dadurch 
festlegen, daß für verschiedene Belastungen die zugehörigen Verlän-

Produkt aus der Größe des betreffenden Querschnittes und der bekannten 
Spannung an der Streckgrenze auf die Höhe der Kraft schließen, welche ge­
wirkt hat. 
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gerungen bestimmt und damit die erforderlichen Punkte für die 
Kurve erlangt werden. Nach Überschreitung der Streckgrenze ver­
fährt man dabei zweckmäßig derart, daß jeweils die Belastung ab­
gelesen wird, bei der eine angenommene Verlängerung eintritt. Nach 
einiger Übung läßt sich auf diese Weise die Dehnungslinie bis in 
die Nähe des Bruches mit ausreichender Genauigkeit feststellen. 
Eine gewisse Unsicherheit pflegt nur an den 'in Fig. 1 durch Striche­
lung hervorgehobenen Stellen, d. i. auf der Strecke BO (Fig. 1), und 
in der Nähe des Bruches zu bestehen. Doch läßt sich der Verlauf 
an der zuerst bezeichneten Stelle mit ausreichender Genauigkeit fest­
stellen, wenn man den Selbstzeichner verwendet und für die in der 
Mitte des Stabes gelegene Meßstrecke das soeben angegebene Ver­
fahren benutzt. Die Dehnungslinien Fig. 13 und 14 in § 4 sind auf 
diese Weise gewonnen. 

Von der Verlängerung 2 = 0 E2 , welche die der Messung unter­
worfene Stabstrecke unmittelbar bei der Belastung P = E 2 E ergibt, 

wird angenommen, daß sie sich gleichmäßig 
-k;-=:::'_.. über die ganze Länge dieser Strecke verteilt. 

Nachdem diese Verlängerung 0 E 2 ein-
Fig. 4· getreten ist, beginnt der Stab an einer Stelle 

sich einzuschnüren, also hier seinen Quer­
schnitt stärker zu vermindern, Fig. 4 (vgl. auch Fig.13 auf Tafel I und 
Fig. 23 auf Tafel V). Die Belastung P, die von jetzt an zu weiterer 
Verlängerung erforderlich ist, nimmt ab, bis sich schließlich der Stab 
bei A. = OF~ trennt 1 ). Die Belastung im Augenblicke des Zerreißens 
ist F 2 F<E2 E. 

Die größte zur Aufhebung des Zusammenhanges des Stabes er­
forderlich gewesene Kraft E2 E-= P max wird als Bruchbelastung 
bezeichnet'!). Die Spannung, die dieser zum Zerreißen nötigen Be­
lastung entspricht, heißt Zugfestigkeit. Dieselbe ist hiernach 

1 ) Es ist noch nachzuweisen, ob der Größtwert der Belastung des Stabes 
genau mit dem Beginn der örtlichen Einschnürung zusamml:'nfällt. Für die 
Notwendigkeit eines solchen Nachweises spricht die Beobachtung, daß zuweilen 
bei zähem Material, wie z. B. weichem Stahl, Bronze, Kupfer usw. die Erschei­
nung mehr oder minder großer Einschnürung an mehreren Stellen des Stabes 
nacheinander auftritt; es bilden sich gewissermaßen Knoten, bis schließlich 
der Bruch an der zuletzt oder am stärksten eingeschnürten Stelle erfolgt_ 
Hierbei nimmt die Geschwindigkeit, mit der das Strecken erfolgt, sowie der 
Grad der Gleichartigkeit des Materials Einfluß. 

2 ) Liegt die Veranlassung vor, diese Belastung von derjenigen im Augen­
blicke des Bruches, d. h. von P= -F~F zu unterscheiden, so muß das ausdrück­
lich hervorgehoben werden. In der Regel wird nur Pma.r; = E;E angeführt und 
als Bruchbelastung bezeichnet. 
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unter der Voraussettung .gleichmäßiger Lastverteilung über den 
Querschnitt 

K = Bruchbelast~~g_ 
# Stabquerschnitt 

Hierbei erhebt sich die schon bei Gleichung 1, § 1 berührte 
Frage, mit welchem Querschnitt die Bruchbelastung zu teilen ist: Soll 
der ursprüngliche Querschnitt des Stabes, oder soll derjenige Quer­
schnitt gewählt werden, den der Stab an der Bruchstelle in dem 
Augenblicke besaß, in welchem die Bruchbelastung wirkte? Streng 
genommen wäre der letztere Querschnitt in die Rechnung einzuführen. 
da der Quotient durch gleichzeitig vorhandene Größen gebildet werden 
sollte. Dieser Querschnitt ist jedoch schwer zu ermitteln. Tatsächlich 
benutzt man den ersteren Querschnitt als Nenner und erhält in 

K =!!_"'!!~ 
z f 1) 

die Zugfestigkeit,. bezogen auf den ursprünglichen Stab­
querschnitt1). 

Materialprüfungsmaschinen mit Waghebel lassen den Eintritt der 
höchsten Belastung dadurch erkennen, daß nach Überschreitung der­
selben der Waghebel zu sinken beginnt, je nach dem Material mehr 
oder minder rasch. 

Der größere Teil der Konstruktionsstoffe zeigt keine örtliche 
Einsnhnürung; er liefert Schaulinien, die Wachstum der Spannungen 
bis zum Zerreißen aufweisen. Dann fallen die Punkte E und F 
(Fig. 1) zusammen. Vgl. hierüber z. B. § 4, Fig. 8, 19, 20 und 21 '.l). 

1) Dieses Verfahren pflegt im Sinne des Zweckes unserer Festigkeits­
rechnungen zu liegen, die von dem ursprünglichen Querschnitt auszugehen oder 
diesen zu ermitteln haben. 

Handelt es sich um die technologische Aufgabe der Ermittf'llung der 
Materialeigenschaften an sich, so kann die Bestimmung des Quotienten: Zug­
kraft dividiert durch den kleinsten zugehörigen Stabquerschnitt, geboten er­
scheinen. Dabei wird allerdings die Eigenartigkeit der Beanspruchung im 
kleinsten Querschnitt im Auge zu behalten sein. 

2) Die scharfe Beachtung des Vorstehenden sowie der späteren Erörterungen 
über Festigkeit läßt deutlich erkennen, daß die durch den Versuch bestimmten 
Zugfestigkeiten abhängen müssen von den Umständen, unter denen der V ersuch 
durchgeführt wurde, und von den Voraussetzungen, die bei der Ermittlung ge­
gemacht worden sind. Dasselbe gilt auch für die später zu erörternde Druck­
festigkeit. Es gibt keine tatsächlich bestimmte Zug- oder Druck­
festigkeit, die als vollständig losgelöst von diesen Umständen 
und Voraussetzungen angesehen werden darf. 

Ganz allgemein empfiehlt es sich, folgenden vom Verfasser bereits früher 
an anderer Stelle (Zeitschr. des Vereins deutscher Ingenieure 1895, 8. 417, S. 489 
Fußbemerkung) ausgesprochenen Satz im Auge zu behalten, wenn es sich um 



14 Einleitung. 

Wird der Querschnitt des Stabes an de\' Bruchstelle (an der 
Stelle der Einschnürung, Fig. 4) mit fb bezeichnet, so findet sich in 

'ljJ = 100 f f' fb • • • • • 2) 

die Verminderung des Querschnittes an der Bruchstelle in 
Hundertteilen des ursprünglichen Querschnittes, die Bruchzusammen­
z.iehung oder Bruchkontraktion oder kurz die Zusammenziehung, Ein­
schnürung oder Kontraktion genannt. Klarer und schärfer erscheint 
die Bezeichnung Querschnittsverminderung des zerrissenen 
Stabes, da fb an dem zerrissenen Stabe gemessen wird. 

Bezeichnet lb die Länge, die das ursprünglich llange Stabstück nach 
dem Zerreißen besitzt, wobei man sich vorstellt, der Bruch erfolge in 
der Mitte von P), so wird in 

l -l 
g;=100~- .......... 3) 

die Verlängerung der der Messung unterworfenen Stabstrecke in Hundert­
teilen der ursprünglichen Länge, die Dehnung des zerrissenen 
Stabes, die Bruchdehnung oder auch kurz die Dehnung erhalten 9). 

Die mechanische Arbeit, die das Zerreißen des ursprünglich l 
langen Stabes, dessen Verlängerungen der Dehnungslinie OBDOEF 
zugrunde liegen, fordert, wird dargestellt durch die Größe der Fläche 
0 B D 0 E F F2 • Die mechanische Arbeit bis zum Eintritt der größten 
Belastung gemäß der Zugfestigkeit wird durch die Fläche OBDOEE9 

gemessen. Nach .Aufnahme dieser Arbeit ist die der Zugfestigkeit 
entsprechende Widerstandsfähigkeit des Stabes erschöpft; denn nach 
Überschreitung des Punktes E sinkt die Widerstandsfähigkeit, der 
Stab schnürt sich ein, und die mechanische Arbeit, wie sie durch 
die Fläche EFF1 E9 bestimmt erscheint, wird in der Hauptsache auf 
die örtliche Formänderung an . der Einschnürungastelle verwendet, 
also vorzugsweise nur von demjenigen Material verbraucht, das an 
der sich zusammenziehenden Stelle vorhanden ist 3). Die mechanische 

Übertragung vot\ Versuchsergebnissen auf Ausführungen handelt: Die Ver­
suche sind in der Regel unter solchen Verhältnissen anzustellen, 
wie sie bei den wichtigeren technischen Anwendungen vorzuliegen 
pflegen, so daß die ermittelten Erfahrungszahlen auf diese mit 
ausreichender Sicherheit übertragen werden können. 

1) über das Vorgehen, wenn dieses nicht der Fall ist, vgl. das S. 144 Be­
merkte. 

2) Da lo nach dem Zerreißen des Stabes gemessen wird, so enthält es nur 
die bleibende Verlängerung in sich, wird also um die federnde Verkürzung 
kleiner sein müssen als die Verlängerung, welche die Dehnungslinie Fig. 1, 
gültig für die gesamten Verlängerungen, liefert. 

3) Von dem Ausnahmefall, daß sich der Stab an mehreren Stellen nach­
einander einschnürt, darf hier abgesehen werden. 
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Arbeit, welche die Dehnung de!!! zylindrischen Stabes bis zum Eintritt 
der Bruchbelastung P ma~ für die Kubikeinheit der ursprünglichen 
Stabmasse fordert, wird als Arbeitsvermögen des Materials be­
zeichnet. Seine Größe ergibt sich zu 

..4. - Fläche OBDO E E2 4) 
- fl ....... . 

Kilogrammeter für das Kubikzentimeter Material, sofern die Belastungen 
P in kg, die Verlängerungen l in m aufgetragen, der Querschnitt f 
n qcm und die Stablängt' l in cm eingeführt werden 1). 

Angaben von Zahlenwerten für Zugfestigkeit, Querschnittsver­
minderung, Bruchdehnung, Arbeitsvermögen usw., welche die für den 
Konstrukteur vorzugsweise in Betracht kommenden Materialien liefern, 
finden sich außer in § 4 in des VerfaBBers Maschinenelementen im 
'rsten Abschnitt unter "E. Koeffizienten der Elastizität und Festig-

Rt~it" (11. Auß., S. 65 bis 125 ). Eine umfassende Zusammenstellung 
mit zahlreichen Abbildungen enthält das Buch von C. Bach und 
R. Baumann, Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder der Kon­
struktionsmaterialien, 1915. 

§ 4. Längenänderungen verschiedener Stoße. 
Gesamte, bleibende und federnde Längenänderungen. 

Elastizitätsgrenze. 
1. Versuche mit Gußeisen. 

GußeisenkUrper I. (1895.} 
(Druck.) 

Wir nehmen einen aus zähem, grauem Gußeisen, wie es zu Ma­
schinenteilen Verwendung findet, hergestellten sowie abgedrehten Zy­
linder und unterwerfen ihn in einer senkrechten Prüfungsmaschine 
der Druckprobe. 

Die vorher stattgehabte Messung ergibt: 
Durchmesser des Zylinders . . . . . . . . . . . d = 8,00 cm 

1) Das häufig anzutreffende Vorgehen, das Arbeitsvermögen durch die 
ganze Fläche 0 B D 0 E F F 9 zu messen und zu beurteilen, erscheint bedenklich. 
Erstens ist die Widerstandsfähigkeit des Materials unter der Belastung EE9 

erschöpft, zweitens wird die Arbeit EFF9 E 9 zum überwiegenden Teile nur 
von dem Stabstück, das sich örtlich einschnürt, geleistet und drittens ist diese 
Arbeit weniger genau zu ermitteln als die Fläche 0 BD OEE9 • Daß die Fläche 
EF F9 E 11 zu einem Teile einen gewissen Arbeitsüberschuß darstellt, ist nicht zu 
verkennen; die Nichtberücksichtigung dieses Teiles erscheint jedoch mehr im 
Sinne des Zweckes unserer technischen Rechnungen gelegen als die Beurteilung 
des Materials nach der ganzen Fläche OBDOEFF9 • 
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Querschnitt . . . . . . . f"=: 82 =50,27 qcm 

Länge . . . . . . . . . . . . . . . . . 62,15 cm 
Länge der mittleren Strecke, für welche die Zusammen-

drückung bestimmt werden soll, d. i. die Meß-
länge . . . . . . . . . . . . . . . . l = 50,00 cm1) 

Temperatur unveränderlich 16,3 ° C. 

Belastung in kg Länge der Zusammendrückungen in 1/ 1~00 cm 
·-

I 
I blei~:nde I p Meßstrecke in gesamte federnde p o=r cm ;. J.-J.' 

1 I 2 3 4 I 5 I 6 

0 0 l I - - I -

10000 198,9 
13,86 

13,86 l- ----
1200 

0 0 l- 0,~ 
1200 I 

0,75 13,11 

10000 198,9 l- !_~,94 
1200 

13,94 I 
l- 0.~ I 

0 0 
1200 

0,89 13,05 

10000 198,9 l- !!ßO 
1200 

14,00 

0 0 
1,00 

1,00 13,00 l-------
1200 

10000 198,9 l- _!_~,03 
1200 

14,03 

0 0 l--~~ 
1200 

1,04 12,99 

10000 198,9 l- !4,03 14,03 

I 
1200 

I 
l-~~-0 0 

I I 
1,04 12,99 

1200 

1) Die Maßlänge ist mindestens um einen Betrag etwa gleich d kleiner zu 
wählen als die Stablänge, um die Unregelmäßigkeiten auszuscheiden, die in der 
Nähe der Druckflächen auftreten (vgl. § 13, § 14). Letztere sind sorgfältig eben, 
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Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Zylinder 
wird abwechselnd in Zeiträumen von 1,5 Minuten zunächst mit der 
Kraft P= 10000 kg belastet und bis auf P= 0 entlastet 1). Hierbei 
ergeben sich aus den Beobachtungen die vorstehend zusammenge­
stellten Zahlen. 

Wie hieraus ersichtlich, erfährt der Zylinder durch die erstmalige 
Belastung mit P = 10 000 kg auf die Erstreckung von 50 cm eine Zu-

sammendrückung um l = ~!·~g cm. Nach der hieran sich schließen-

den Entlastung zeigt sich noch eine Verkürzung um J..' = ~;~~ cm. 

Der Zylinder hat also infolge der einmaligen Belastung eine blei­
bende Zusammendrückung um diesen Betrag erlitten. Die sich 
wieder verlierende, d. h. federnde Zusammendrückung beträgt 

h . h 13,86-0,75 13,11 
Iernac 1200 12oo cm. 

Die erste Wiederholung des Belastungswechsels mit P= 10000 kg 

'b d' t z d .. k 13•94 d' bl 'b d ergt t 1e gesam e usammen ruc ung zu 1200 cm, te e1 en e 

0,89 d d' 13,94-0,89 13,05 zu 1200 cm un . Ie federnde zu 1200 = 1200 cm. Hier-

nach ist gewachsen : 
13,94- 13,86 0,08 

die gesamte Zusammendrückung um 1200 = 1200 cm, 

" bleibende " " 
dagegen hat abgenommen: 

0,89-0,75 
1200 

0,14 
1200 " 

d 13,11-13,05 0,06 
die federn e Zusammendrückung um 1200 = 12oo cm. 

Die fernere Wiederholung des Wechsels zwischen Belastung mit 
P= 10000 kg und Entlastung führt schließlich zu dem Ergebnis, 

parallel zueinander und senkrecht zur Stabachse zu bearbeiten, so daß gleich­
förmige Druckverteilung erwartet werden kann; andernfalls sind mehr oder 
minder ungenaue Versuchsergebnisse zu verzeichnen, was auch heute noch häu­
figer eintritt, als man geneigt ist anzunehmen. 

1) Eine vollständige Entlastung des in der Prüfungsmaschine senkrecht 
stehenden Zylinders ist, streng genommen, nicht möglich, da er durch das 
eigene Gewicht sowie durch das in Betracht kommende Gewicht der Maßvor­
richtung belastet wird. Diese Belastung beträgt im vorliegenden Falle für den 
mittleren, d. h. in der halben Höhe liegenden Querschnitt rund 17 kg, ent-

sprechend 5~,~7 = 0,34 kgfqcm. Sie wurde hier vernachlässigt; bei späteren 

Versuchen wird sie Berücksichtigung erfahren. 
C. Bach, Elastizität. 7. Aufl 2 
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daß sich nach viermaliger Belastung und Entlastung die gesamten, 
bleibenden und federnden Zusammendrückungen nicht mehr oder -
mit Rücksicht auf den Genauigkeitsgrad unserer Messungen - doch 
nur noch unerheblich ändern 1). Ihre Endwerte betragen 

14,03 1 , ___ 1,04 m 12 99 
l= 1200 cm, II. 1200 c ' l-l' =iloo cm. 

Wir unterwerfen jetzt den Zylinder einem Belastungswechsel 
zwischen P= 20000 kg, entsprechend 

p 20000 
a=y= 50,27 =397,9kgfqcm 

und P=O mit dem 

l= 30,4~cm 
1200 ' 

Erfolg, daß der erste Wechsel 

li _ _;_06 m l-l'=27,36cin 
-1200 c ' 1200 

ergibt, und daß der elfte Wechsel zu den Endwerten 

31,20 
l=---cm 

1200 ' 
11 3,95 
""=1200cm, 

1- 11-27,25 
"" ""--1200 cm 

führt. Die Temperatur im Versuchsraum steigt während des 12 maligen 
Belastungswechsels von 16,3 auf 16,4° C, also um 1 / 10° C. 

Der Belastungswechsel zwischen P= 30000kg, entsprechend 

30000 a= - ----=596 8kgfqcm 
50,27 ' 

und P = 0 liefert. zu Anfang die Zahlen 

48,66 
l=-- --- cm 

1200 ' 
).1 = _6,18 cm 

1200 ' 
l-l1 =~'48 cm 

1200 ' 

nach zwölfmaliger Wiederholung, die noch immer eine geringe Nei­
gung zum Wachsen der gesamten Zusammendrückungen erkennen 
läßt, die Werte 

49,50 
l=-1200 cm, 

11 7,49 
""=1200cm, 

l-l~ = 42,01 cm. 
1200 

Die Temperatur bleibt während des ganzen V ersuche unveränderlich 
16,4° c. 

1) Rasches Erreichen des Endzustandes pflegt sich - selbst. wenn es der 
Natur des Materials entspricht - nur im Falle sehr sorgfältiger Durchführung 
des Versuchs einzustellen. Bei Fehlern in dieser Richtung schwanken die Werte 
für Ä. bei den einzelnen Belastungswechseln mehr oder minder auf und nieder, 
ohne daß diese Abweichungen durch das untersuchte Material bedingt werden. 
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Aus dem Vorstehenden erkennen wir folgendes. 
Es sind dreierlei Längenänderungen zu unterscheiden: die ge­

samte, die bleibende und die federnde Längenänderung. 
Werden für den untersuchten Gußeisenzylinder die Endwerte 

ins Auge gefaßt, so beträgt die bleibende Längenänderung 

bei a=198,9kgfqcm~'04 100= 7,4°/0 derGesamtlängenänderung, 
14,03 ' 

" a=397,H 

" (j = 596,8 

" 

" 

3,95 
--- 100 = 12,7 " 
31,20 " " 
7,49 

49,50 100 = 15,1 " " " 

I 

I 
I 
I 
I 

' I / -----------+ 198" / I . 
/ I 

' I ; I 
/ I 

/ I 
' I / I 

.• -"·' I 
,_., I ;? 

' I ~ 
' ' ~ _,L-~-- -------------------------!--~ 3971 

./' I ~ I 

/ I ~ 
/ I <~ 

/ I ~ 

/ I ~ 
" I t 

"/ I , 
,/ I ~ 

// I ~ 
~----- ~----------------iiz-;,-----------.L------ ;ss•" 

~------- ---~ -1~·0,00D700 ------ -c-- ____ " 

Fig. 1. 

Je größer die Belastung des Stabes, um so bedeutender fällt 
die bleibende Längenänderung aus; sie beginnt bei dem untersuchten 
Gußeisen schon für sehr kleine Belastungen. Um so mehr-Belastungs­
wechsel werden auch unter sonst gleichen Umständen zur Erreichung 
des Endzustandes (Ausgleichs) erforderlich. 

Die federnden Längenänderungen bleiben um so mehr hinter 
den gesamten zurück, je stärker der Körper belastet wird. Wir 

2* 
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sehen, daß die Änderungen, die die Zylinderlänge irrfolge der Be­
lastung erfahren hat, um so vollständiger verschwinden, je weniger 
groß sie waren. 

Jedem Körper wohnt die Eigenschaft inne, unter der Einwir­
kung äußerer Kräfte eine Änderung seiner Gestalt zu erfahren 
und mit dem Aufhören dieser Einwirkung die erlittene For~ände­
rung mehr oder minder vollständig wieder zu verlieren. Insoweit 
er die erlittene Formänderung wieder verliert, d. h. zurückfedert. 
wird er als elastisch bezeichnet. Ist die Rückkehr in die ursprüng­
liche Form eine vollständige, so spricht man von "vollkommen 
elastisch"· Bei den vorstehend besprochenen Versuchen ist die 
edernde Längenänderung diejenige, die hiernach als die elastische 
gelten kann. 

Stellen wir die für den untersuchten Gußeisenzylinder gewon­
nenen Ergebnisse in Fig. 1, S. 19, bildlich dar derart, daß zu den 
Belastungen oder Spannungen als senkrechten Abszissen (nach ab­
wärts gehend, da es sich um Druckspannungen handelt) die jeweils 
erhaltenen Endwerte der Zusammendrückungen als wagrechte Ordi­
naten aufgetragen werden, so erhalten wir den strichpunktierten 
\-.- · -) Linienzug als Linie der gesamten Zusammendrückungen, 
den gestrichelten (----) als Linie der bleibenden und den 
ausgezogenen als Linie der federnden Zusammendrückungen. 
Deutlich erhellt aus dieser Darstellung, daß die Zusammendrückungen. 
sowohl die gesamten als auch die federnden - jedenfalls innerhalb 
der Spannungsgrenze, bis zu der sich die Untersuchung erstreckt 
hat - stärker wachsen als die Belastungen, daß also bei dem unter­
suchten Gußeisen Proportionalität zwischen beiden nicht besteht. 
Ebenso scharf zeigt dies die folgende Zusammenstellung, die in den 
Spalten 3, 5 und 7 die Unterschiede der Zusammendrückungen für 
das Fortschreiten der Belastung um je 10000 kg angibt. 

Zusammendrückungen auf 50 cm in 1/ 1200 cm 
Belastungsstufe 

gesamte bleibende I federnde 
kgfqcm 

I Unter- I Unter- I Unter-

I 

schied 

I 
schied I I 

schied 

1 2 3 4 5 6 7 
' 

0 0 0 
1,04 

0 
12,99 

und 
14,03 

0 198,9 14,03 1,04 12,99 
14,26 17,17 2,91 

0 " 397,9 31,20 3,95 
3,54 

27,25 
14,76 18,30 

0 " 596,8 49,50 7,49 42,01 
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Berechnet man die durch Gleichung 3, § 2 bestimmte Dehnungs­
zahl a unter Zugrundelegung der federnden Zusammendrückun­
gen 1) für die erste Belastungsstufe, so findet sich: 

für die Belastungsstufe 0 und 10000 kg 

12,99 1 1 .. 
a = -~---- -------= "'----= 1 088 Milliontel 

1200.50 10000:50,27 919000 ' ' 

für die Belastungsstufe 0 und 20 000 kg 

a=~~---1--="-' 1 =1142 " 
1200. 50 20000: 50,27 876 000 ' 

für die Belastungsstufe 0 und 30 000 kg 

42,01 1 1 
a= ="' 1,173 1200.50 30000:50,27 852000 " 

1) Sofern im späteren nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt wird 
sollen der Bestimmung des Zusammenhanges zwischen Dehnungen und Span­
nungen immer die federnden (elastischen) Dehnungen zugrunde gelegt werden. 

In Sonderfällen kann Veranlassung vorliegen, neben der so bestimmten 
Dehnungszahl auch noch diejenige für die gesamten Dehnungen oder die Deh­
nungsreste zu verwenden; dann wird allerdings eine Unterscheidung notwendig: 
etwa Dehnungszahl der Federungen, Dehnungszahl der gesamten Dehnungen 
und Dehnungszahl der Dehnungsreste oder der bleibenden Dehnungen. Der 
Begriff Elastizitätsmodul würde für diese Unterscheidung nicht wohl verwendet 
werden können. 

Dabei ist im Auge zu behalten, daß die Entwicklungen der Elastizitäts­
lehre nur elastische Formänderungen vorauszusetzen pflegen, von dllnen über­
dies angenommen wird, daß sie bei Wiederholung der Belastung die gleiche 
Größe behalten. 

2) Wie ersichtlich, läuft dieses Verfahren darauf hinaus, daß die Kurve 
der Deh.nungen OP1 P2 P3 , Fig. 2, für diese Belastungsstufe durch die gerade 
Strecke (Sehne) 0 P 3 ersetzt wird. Die so 
ermittelte Dehnungszahl t " 

Ot=~ 
oa 

ist dann gleich der Tangente des Winkels• 
unter dem die betreffende Sehne gegen die 
o-Achse geneigt erscheint, während der 
richtige Wert für Punkt P3 der Dehnungs­
kurve die Neigung der Tangente an die­
selbe sein wird, d. h. 

de 
Ot= da· 

Um eine bessere Annäherung zu er­
halten, kann man auch so vorgehen, daß 
die Kurve OP1 P9 P3 durch gerade Strecken 
ersetzt wird, di eSehnenderselben bilden. 

I 
I 
I 

i 
I 
I 
I 
I 
I 

.. I 
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Fig. 2. 
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d. i. ausgesprochen wachsend mit höher liegender Spannungsstufe, 
d. h. mit 2;unehmender Spannung. 

Hiernach ist festzustellen, daß durch Gleichung 2, § 2, d. h. 
durch e = aa, worin a als Konstante gilt, der Zusamm~nhang zwi­
schen den Dehnungen ·e und den Spannungen a für das untersuchte 
Material nicht zum Ausdruck gebracht wird. 

Legt man die allgemeinere Gesetzmäßigkeit (vgl. S. 99 u. f.) 

zugrunde und wählt man für das geprüfte Gußeisen 

1 
a = 1 320000 ·, m= 1,0685, 

setzt also 
1 e = ____ 0 1,0685 

1320000 

so zeigt folgende Zusammenstellung: 

Spannungsstufe 

in kgfqcm 

0 und 198,9 
0 " 397,9 
0 " 596,8 

Federung auf 50 cm in 1/1900 cm 

beobachtet I berechnet n~~h 
GI. 2 

12,99 
27,25 
42,01 

12,99 
27,25 
42,03 

1) 

2) 

eine sehr·gute Übereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde, 
und dem, was die Rechnung liefert. 

Die Linie der bleibenden Zusammendrückungen in Fig. 1 

Beispielsweise für die Stufe der Spannungen a1 und a2 , denen die Dehnungen e1 

und e2 entsprechen. 
OC= e2- El 

a2 -a1 

Je kleiner man die Strecken, d. h. je niedriger man die Höhe der betreffen­
den Spannungsstufe wählt, um so genauer erhält man oc für diese Strecke. Im 

Grenzfall wird oc = :: . 
Im Falle von vornherein keine ausreichende Sicherheit dafür besteht, daß 

die Dehnungslinie 0 P 1 P2 Pa unabhängig von der Art der Versuchsdurchfüh­
rung erhalten wird (Belastungswechsel zwischen 0 und Pu 0 und P 2 , 0 und 
P 3 oder zwischen 0 und Pu P1 und P 2 , P2 und Pa) so empfiehlt sich, die 
Berechnung der Dehnungszahl der Versuchsdurchführung entsprechend vorzu­
nehmen (vgl. in bezughierauf S. 25 und 26, sowie Fußbemerkung S. 106 und 107). 
Um die Krümmung der Dehnungslinie deutlicher hervortreten zu lassen, wie~ 
trotzdem häufig anders verfahren. 
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löst sich schon bei kleinen Sp~nnungen von der senkrechten Ab­
szissenachse, um sich nach der Achse der Zusa.mmendrückungen zu 
krümmen. Das vorliegende Gußeisen, in dem Zustande, in dem es 
sich befindet, erweist sich demnach selbst für diese kleinen Span­
nungen nicht als vollkommen elastisch. 

Die Linie der bleibenden Zusammendrückungen kann insofern 
von praktischer Wichtigkeit erscheinen, als sie Auskunft da.rüber 
gibt, welche bleibende Zusammendrückung bei einer bestimmten In­
anspruchnahme des Körpers zu erwarten ist. Zu diesem Zwecke 
ließe sich in ganz gleiaher Weise, wie dies oben für die federnden 
Zusammendrückungen durch Gleichung 2 geschehen ist, eine Beziehung 
zwischen Spannung und bleibender Zusammendrückung feststellen. 

In der Regel muß von den Konstruktionen gefordert werden, 
daß bleibende Formänderungen so gut wie nicht auftreten oder 
wenigstens eine gewisse Grenze nicht überschreiten. Dementsprechend 
ka.nn man in der Linie der bleibenden Zusammendrückungen (vgl. 
Fig. 1) einen Punkt, den wir Z nennen wollen, annehmen, bis zu 
dem hin die bleibenden Zusammendrückungen als verschwindend 
oder doch genügend klein erscheinen; man erhält dadurch in dem 
zugehörigen Höhenabstand einen Spa.nnungsgrenzwert, unterhalb 
dessen die bleibenden Zusammendrückungen vernachlässigba.r er­
scheinen. Diese Spannung kann in Übereinstimmung mit bisheriger 
Auffassung als Elastizitätsgrenze bezeichnet werden. 

Wie kla.r ersichtlich, ist der Punkt Z nicht durch die Natur 
des Materials allein bestimmt. Diese setzt nur seinen geometrischen 
Ort - die Linie der bleibenden Zusammendrückungen- fest; seine 
Lage auf dieser Linie erscheint, sofern die bleibenden Zusammen­
drückungen nicht verschwindend klein sind, zu einem bedeutenden 
Teile von dem persönlichen Ermessen desjenigen abhängig, der über 
die höchstens noch für zulässig erachtete Größe der bleibenden Zu­
sammendrückung zu entscheiden hat. Daß hierbei auch der beson­
dere Zweck des Gegenstandes, um den es sich handelt, sowie die 
gewählte Meßlä.nge der Probestäbe und der Genauigkeitsgrad der 
verwendeten Meßinstrumente Einfluß nehmend auftreten können, ist 
selbstverständlich 1). 

Ganz das gleiche, was hier zunächst hinsichtlich Zusammen­
drückungen gesagt worden ist, gilt auch in bezug auf Verlängerungen, 

1) In neuerer Zeit bezeicl;men einzelne Werke, wie z. B. die Firma Fried. 
Krupp A.-G. in Essen, als Elastizitätsgrenze diejenige Spannung, bei der die 
bleibende Dehnung den Betrag von 0,030fo der Meßlänge des Probestabes 
erreicht. 

Ober ähnliche Festsetzungen hinsichtlich der Streckgrenze vgl. S. 10. 
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weshalb in den folgenden Bemerkungen ganz allgemein von Deh­
nungen (positiven und negativen) gesprochen werden soll. 

Die Vermengung der Elastizitätsgrenze mit der Proportio­
nalitätsgrenze, indem man ausspricht: die Elastizitätsgrenze ist 
diejenige Spannung, bis zu der die Dehnungen nach dem Entlasten 
vollständig oder doch nahezu ganz wieder verschwinden, d. h. sich 
also das Material vollkommen oder doch nahezu vollkommen elastisch 
verhält, und ferner, daß innerhalb der Elastizitätsgrenze Proportio­
nalität zwischen Dehnungen und Spannungen bestehe, erscheint hier­
nach mindestens im allgemeinen unzulässig. Sie läuft selbst in den 
meisten derjenigen Fälle, in denen Proportionalität zwischen Deh­
nungen und Spannungen besteht, darauf hinaus, daß durch das mehr 
oder minder willkürliche Festlegen des oben genannten Punktes Z 
auf der Linie der bleibenden Dehnungen oder Dehnungsreste 
gleichzeitig der Linie der Federungen oder auch der Gesamtdeh­
nungen, falls man diese zur Grundlage nehmen will, vorgeschrieben 
wird, auf welche Strecke sie mit einer Geraden zusammenzufallen 
hat, oder daß dem Punkte Z der Dehnungsrest-Linie dieselbe Ab­
szisse aufgezwungen wird, die der Endpunkt der geraden Strecke in 
der Kurve der Federungen bzw. der Gesamtdehnungen besitzt. 

Gußeisenkörper II. (1910.) 

(Zug.) 

Material: Graues Gußeisen, wie es zu Maschinenteilen Verwen-
dung findet, in Form eines abgedrehten Rundstabes. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt . . . . . . . . . . . . . 
Meßlärige . • . . . . . . . . . . . . . . 

. 2,00 cm 

. 3,14 qcm 

. 10,00 cm 

Der Stab, der schon mehrfach Zugbeanspruchungen bis zu 
637 kgfqcm erfahren hatte, wurde in einer liegenden Prüfungsmaschine 
der Zugprobe unterworfen. Die Belastung und Entlastung wurde -
wie beim Gußeisenkörper I - jeweils so oft wiederholt, bis die ge­
samten, bleibenden und federnden Verlängerungen sich nicht mehr 
änderten. Als Anfangsbelastung des Stabes diente nicht, wie beim 
Gußeisenkörper I, P = 0, sondern P = 400 kg entsprechend a = 
400: 3,14 = 127 kgfqcm, um Bewegungen (Verschiebungen) des wag­
recht liegenden Stabes, die sich bei vollständiger Entlastung einzu­
stellen pflegen, fernzuhalten. Bei der ersten Spannungsstufe fand 
Wechsel statt zwischen P= 400. und P= 800 kg, bei der zweiten 
zwischen 800 und 1200 kg, bei der dritten zwischen 1200 und 1600 kg 
und bei der vierten zwischen 1600 und 2000 kg. Im Gegensatz zu 
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dem Verfahren beim Gußeisenkörper I begann hier jede Belastungs­
stufe mit derjenigen Kraft, mit der die vorhergehende Stufe geendet 
hatte. Die Schlußergebnisse sind im folgenden zusammengestellt: 

1. Versuchsreihe. 

Verlängerungen auf 10 cm Länge in 1/ 1000 cm 
Spannungsstufe 

kg}qcm bleibende federnde 
gesamte 

Einzelstufe I Summe Einzelstufe I Summe 

1 2 3 I 4 5 I 6 

127 und 255 1,24 0,02 0,02 1,22 1,22 
255 " 382 1,38 0,09 0,11 1,29 2,51 
382 " 510 1,46 0,14 0,25 1,32 3,83 
510 " 637 1,46 0,16 0,41 1,30 5,13 

Derselbe Stab wurde hierauf nochmals geprüft, jedoch derart, 
daß jeweils beim Entlasten auf die Anfangsbelastung P = 400 kg, 
entsprechend a= 127 kgfqcm, zurückgegangen wurde, oder Wechsel 
stattfand zwischen 

P=400 und 800kg, P=400 und 1200kg, P=400 und 1600kg, 

P=400 und 2000kg. 

Die Endergebnisse sind die nachstehenden: 

2. Versuchsreihe. 

Verlängerungen auf 10 cm in 1/1000 cm 
Spannungsstufe 

I kgfqcm federnde 
gesamte bleibende 

Summe I Unterschied 

1 2 I 3 4 I 5 

127 und 255 1,22 0,00 1,22 1,22 
127 " 382 2,57 0,00 2,57 1,35 
127 " 510 4,04 0,00 4,04 1,47 
127 " 637 5,53 0,00 5,53 1,49 

I 

Vergleicht man die Werte der Spalte 6 der ersten Zusammen­
stellung mit denjenigen der Spalte 4 der zweiten Zusammenstellung, 
so erkennt man, daß der erste und zweite Versuch das gleiche nur 
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für die erste Spannungssture ergeben haben. Dagegen zeigt der Ver­
gleich der Spalten 2 fast genau denselben Endwert, nämlich 

1,24 + 1,38 + 1,46 + 1,46 = 5,54 gegen 5,53. 

Berechnet man die durch Gleichung 3, § 2, bestimmte Dehnungs­
zahl a unter Zugrundelegung der federnden Verlängerungen für die 
4 Belastungsstufen, so findet sich aus dem 1. Versuch für die einzelnen 
Belastungsstufen: 

erste 
1,22 1 1 1) 

a=1000.10 (800-400):3,14 ="" 1044000 
0,958Milllonte 

zweite 
1,29 1 1 1) 

a=1000.10 (1200-800):3,14 ="" 987500 
1,013 ~ 

dritte 
1,32 1 

a.= 1000.10(1600-1-200):3,14="' 

1,30 1 
a= ="" 1000.10 (2000-1600):3,14 

vierte 

1 1) 
965000 

1 1) 
980000 

1,036 

1,021 

" 

" 
Die Dehnungszahl wächst also zunächst und nimmt später wieder 

ab. Das Potenzgesetz e = a om würde daher in diesem Falle nur dann 
anwendbar sein, wenn die oberste Belastungsstufe nicht in Betracht 
gezogen wird. 

Gußelsenkörper 111. (1896.) 

(Druck.) 

Material: Graues, zähes Gußeisen, wie es zu Maschinenteilen 
Verwendung findet, in Form eines Hohlzylinders, der innen sorgfältig 
ausgebohrt und außen abgedreht ist. 

Äußerer Durchmesser • 
Innerer Durchmesser 
Mittlere Wandstärke . 

Querschnitt 

Länge 
Meßlänge . 

20,50cm 
18,54 " 
0,98 " 

17, . 4 (20,511 -18,542) = 60,1 qcm 

•......•. 100,00cm 
• . . . . . . . • 75,00 " 

Der Zylinder, der bereits vorher mehrfach Druckversuchen bis 
reichlich 1000 kg/qcm Belastung unterworfen worden war, wurde in 
einer senkrechten Prüfungsmaschine der Druckprobe unterzogen. Die 
Belastung und Entlastung wurde dabei - ganz wie beim Gußeisen-

1) V gl. Fußbemerkung 2, S. 21. 
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körper I - jeweils so oft wiederholt, bis die gesamten, bleibenden 
und federnden Zusammendrückungen sich nicht mehr änderten. Die 
Endergebnisse der 6 Versuchsreihen sind im folgenden zusammen­
gestellt. 

Spannungsstufe Zusa.mmendrückungen auf 75cm Länge in 1f800 cm 

kgfqcm gesamte bleibende federnde 

0 und 166 7,72 0,12 7,60 
0 " 333 16,07 0,19 15,88 
0 " 499 24,79 0,19 24,60 
0 " 666 33,65 0,23 33,42 
0 " 832 42,61 0,27 42,34 
0 " 998 51,67 0,36 51,31 

Hiernach betragen die Unterschiede der federnden Zusammen­
drückungen 

für den Spannungsunterschied 0 und 166 kgfqcm 7,60 

" " " 166 " 333 " 8,28 

" " " 333 " 499 " 8,72 

" " " 499 " 666 " 8,82 
,, 

" 
,, 666 " 832 " 8,92 

" " " 832 " 998 " 8,97 

zeigen also - ganz in Übereinstimmung mit dem für den Gußeisen­
körper I Gefundenen - namentlich zu Anfang ausgeprägt stärkere 
Zunahme als die Spannungen. 

Die bleibenden Zusammendrückungen sind hier weit kleiner, was 
eine Folge davon ist, daß der Zylinder bereits vorher mehrfach stark 
belastet worden war. 

Werden zur Prüfung der Brauchbarkeit der durch Gleichung 1 
ausgesprochenen Gesetzmäßigkeit die mittels der Methode der kleinsten 
Quadrate bestimmten Werte 

1 
a = 1381 700' m = 1,0663 

in die Rechnung eingeführt, wird also 

- 1 1,0ti6S 
e-1381700 ° 3) 

gesetzt, so findet sich die folgende Zusammenstellung: 
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Spannung Federung auf 75 cm in 1/ 600 cm 

0 I berechnet nach I Unterschied 
GI. 3 beobachtet 

166 kgfqcm 7,60 7,59 -0,01 d.s. -0,13°/0 

333 " 15,88 15,94 +0,06 " +0,38" 
499 " 24,60 24,54 -0,06 " -0,24" 
666 " 33,42 33,38 -0,04 " -0,12" 
832 " 42,34 42,32 -0,02 " -0,05" 
998 " 51,31 51,38 +0,07 " +0,14" 

Die Übereinstimmung der Werte in der zweiten und dritten 
Spalte muß ebenfalls als eine sehr gute bezeichnet werden. 

------ 168 

------------ 333 

----------------- '199 

----------------------- 666 

------------ ------------------E s:! 
SI 
~ 

/

------------1:- .51•31 -0oOH'IZ ___________ :::~998 
oOD-75 ' -.:! 1 

:;I 
~I 

____________________________________ _j1200 

Fig. 3. 

In Fig. 3 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vorgange zu 
den Spannungen als senkrechten Abszissen die Federungen als wag­
rechte Ordinaten aufgetragen und so die durch Kreuze hervorgeho­
benen Punkte erhalten worden. Die ausgezogene Kurve ist die durch 
Gleichung 3 bestimmte Linie. Wie ersichtlich, treffen die durch 
Beob~chtung erhaltenen Punkte fast ganz genau auf diese Linie. 
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Gußeisenkörper IV. (1898.) 

Material wie unter I und III bezeichnet, durch Bearbeitung am 
prismatischen, der Messung unterworfenen Teile von der Gußhaut 
befreit. 

Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 6,99. 7,00 = 48,9 qcm 

Länge " ,. ,. ,, 54,5 cm 

Meßlänge . . . . . . . . . . . . . 50,0 " 

Gewicht . . . . . . . . . . . 29,55 kg 

Belastung und Entlastung wurden - ganz wie im Fall I, II 
und III - so oft gewechselt, bis die gesamten, bleibenden und 
federnden Dehnungen sich nicht mehr änderten. 

Der vorher noch nicht belastet gewesene Körper wurde zunächst 
in einer senkrechten Maschine auf 

Zug 

beansprucht und dabei jeweils vollständig von der Zugkraft der 
Maschine entlastet, so daß sein Querschnitt in der Mitte nur noch 
belastet war durch das halbe Eigengewicht und durch die in Betracht 
kommenden Teile der Meßvorrichtung. 

Diese Belastung des mittleren Querschnittes durch das Eigen­
gewicht und durch den Anteil des Gewichtes der Meßvorrichtung 
betrug rund 21 kg, entsprechend 

21 
21 
21 
21 
21 

21 --= 0,43 kgfqcm. 
48,9. 

1. Versuchsreihe. 

Temperatur nahezu unveränderlich 19,2° C. 

Belastungsstufe in kg Verlängerungen auf 50 cm in 1/ 600 cm 

p I (J gesamte I bleibende J federnde 

I 
und 1000 0,43 und 20,45 0,575 0,00 0,575 

" 5000 0,43 " 102,25 3,405 0,105 3,30 

" 10000 0,43 " 204,5 7,55 0,565 6,985 

" 15000 0,43 " 306,75 12,405 1,385 11,02 

" 20000 0,43 " 409,0 18,255 2,82 15,435 
I 

Der Versuch wird wiederholt. 

-
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2. Versuchsreihe. 

Temperatur nahezu unveränderlich 19,1° C. 

Belastungsstufe in kg Verlängerungen auf 50 cm in 1/ 600 cm 
------- -----

p a gesamte I bleibende I federnde 

21 und 500 0,43 und 10,22 0,245 
I 

0,00 
I 

0,245 
21 " 1000 0,43 " 20,45 0,59 0,00 0,59 
21 " 5000 0,43 " 102,25 3,37 I 0,01 I 3,36 
21 " 10000 0,43 " 204,5 7,105 I 0,02 I 7,085 
21 " 15000 \0,43 " 306,75 11,14 

I 
0,035 

I 
11,105 

2i " 20000 0,43 " 409,0 15,465 0,10 15,365 

Hiernach ergibt die zweite Versuchsreihe eine ganz bedeutende 
Herabminderung der bleibenden Dehnungen, eine Folge des Umstandes, 
daß der Körper bereits einmal den Belastungen ausgesetzt gewesen 
ist. Ungefähr den Beträgen entsprechend, um welche die bleibenden 
Dehnungen zurückgegangen sind, erscheinen die gesamten Dehnungen 
kleiner. Die federnden Dehnungen haben sich nur wenig geändert, 
wie folgende Zusammenstellung erkennen läßt: 

1. Versuch 0,575 3,30 6,985 11,02 15,435 
2. Versuch 0,59 3,36 7,085 11,105 15,365 

Unterschied+ 0,015 + 0,06 + 0,100. + 0,085 -0,070 

in o/o 2,6 1,8 1,4 0,8 -0,45. 

Bis auf das letzte Zahlenpaar zeigt sich eine kleine Zunahme 
der Federung. Bei Beurteilung dieser Ausnahme muß im Auge be­
halten werden, daß das Material bei dem zweiten Versuch bereits 
allen Belastungen bis 20000 kg (409 kg/qcm) vorher unterworfen 
gewesen war, infolgedessen, wie schon bemerkt, seine Neigung zu 
bleibenden Formänderungen vermindert worden ist. Sein Zustand 
erscheint deshalb nicht mehr als der gleiche wie bei der ersten 
Versuchsreihe. Erwartet darf werden, daß der Unterschied in den 
Federungen verhältnismäßig um so kleiner ausfällt, je mehr sich 
die Beanspruchung der Endbelastung nähert, die bereits vorher wirk­
sam gewesen war. Das zeigen aber auch die Zahlen, die den Unter­
schied in Hundertteilen angeben. 

Ferner darf bei Beurteilung des Unterschiedes nicht übersehen 
werden, daß die Beobachtung nur bis zur Feststellung der Zahlen 
der zweiten Dezimalreihe reicht, daß also nur bis 0,01 abgelesen 
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werden kann, und daß die hierbei auftretenden Unsicherheiten, sofern 
noch der Grad der Genauigkeit, mit der die belastende Kraft be­
stimmt werden kann, Berücksichtigung findet, bei kleinen Belastungen 
1°/0 recht erheblich überschreiten können. 

Werden für die Koeffizienten a und m der Gleichung 1 solche 
Werte eingeführt, daß 

_ 1 1,08S ) 
e- 1338000 ° · · · · · · · · · 4 

und sodann die aus Gleichung 4 berechneten Längenänderungen mit 
den arithmetischen Mitteln aus den federnden Dehnungen der beiden 
Versuchsreihen in Vergleich gestellt, so ergibt sich: 

Sp~nnungsstufe in kg(qcm\ Versuchemittelwert I Berechnet Unterschied nach Gl. 4 

0,43 und 10,22 0,245 I 0,269 +0,024 
0,43 " 20,45 0,58 0,580 0,000 
0,43 " 102,25 3,33 3,357 +o,027 
0,43 " 204,5 7,035 7,122 +0,087 
0,43 " 306,75 11,06 11,054 -0,006 
0,43 " 409,0 '15,40 15,097 -0,303 

Die Übereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerten und de1,1 
berechneten Größen befriedigt hier, namentlich bei der untersten und 
der obersten Belastungsstufe, nicht ganz. 

Der Körper wird hierauf in einer senkrechten Prüfungsmaschine auf 

Druck 

beansprucht und darauf jeweils ganz vom Druck der Maschine ent­
lastet, so daß als Belastung des mittleren Querschnittes sein halbes 
Eigengewicht und das Gewicht des oberen Teiles der Maßvorrichtung 
verbleibt, zusammen 24 kg, entsprechend 

24 
48 9 = 0,49 kgfqcm. 

' 
Die Ergebnisse, welche die zunächst durchgeführten zwei V er­

suchsreihen 3 und 4 lieferten, sind im folgenden zusammengestellt. 
Die 3. Versuchsreihe zeigt sehr bedeutende bleibende Zusammen­

drückungen, was zu erwarten stand, nachdem der Körper vorher Zug­
belastungen ausgesetzt worden 'war. Während der darauf folgenden Be­
lastungen der 4. Versuchsreihe wurden bleibende Zusa.mmendrückungen 
nur noch bei der höchsten Belastung beobachtet. Die federnden Zu-
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3. Versuchsreihe. 4. Versuchsreihe 
Temperatur nahezu un- Temperatur nahezu un-

Belastungsstufe in kg veränderlich 19,30 C. veränderlich 19,~° C. 
Zusammendrückungen Zusammendrückungen 
auf 50 cm in 1/ 600 cm auf 50 cm in 1/ 600 cm 

- ----- ·-- --

I 

Q) 
Q) 

Q) I 
11> Q) '"d 11> '"d i 

~ .: '"d ""' .: I '"= 
p 8 Q) e 8 11> I = 0 o:l 

I 
,.Q o:l ,.Q .... 

11> Q 

"' "al '"d IZl "al 
I 

'"0 "' "' bll ::;:; .;:! bll ::;:; "' -
24u. 3024 0,49u. 61,84 - I - - 2,051 0,00 2,05 
24 " 5024 0,49 " 102,7 4 3,75 'I 0,285 3,465 3,45 0,00 3,45 
24" 10024 0,49 " 204,99 8,11 1,095 7,015 7,02 0,00 7,02 
24 " 15024 0,49 " 307,24 12,75 2,02 10,73 10,75 o,oo 10,75 
24" 20024 0,49 " 409,49 17,555 3,005 14,55 14,48 0,00 114,48 
24" 25024 0,49 " 511,74 22,335 4,01 18,325 18,34 0,09 18,25 

sammendrückungen stimmen gut überein, wie die folgende Zusammen­
stellung erkennen läßt. 

3. Versuchsreihe 3,465 7,015 10,73 14,55 18,325 

4. " 3,45 7,02 10,75 14,48 18,25 

Unterschied -0,015 +ü,005 +0,02 -0,07 -0,075 

in Ofo -0,4 +ü,07 +0,2 -0,5 -0,4 

Werden für die Zahlen tx und m der Gleichung 1 die Werte 

eingeführt, also 

1 
f( = --· - und m= 1,035 

1043000 

e = ___ 1 __ 0 1,oaa 
1043000 

- . . . . . . 5) 

gesetzt und sodann die hiermit berechneten Zusammendrückungen 
mit den arithmetischen Mitteln aus den federnden Zusammendrückungen 
der beiden Versuchsreihen ip Vergleich gebracht, so findet sich: 

Spannungsstufe in kgfqcmj Versuchsmittelwert I Berechnet Unterschied nach Gl. 5 

0,49 und 61,84 2,05 I 2,04 -0,01 
0,49 " 102,74 3,46 3,46 0,00 
0,49 " 204,99 7,02 7,09 +o,o7 
0,49 " 307,24 10,74 10,78 +o,04 
0,49 " 409,49 14,515 14,52 +o,005 
0,49 " 511,74 18,288 18,297 +ü,009 
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Die Übereinstimmung zwischen deJ! Versuchsmittefwerten und den 
berechneten Größen muß als eine gute bezeichnet werden. 

In Fig. 4 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen V orga.nge für 
den ersten Zug- und für den ersten Druckversuch (Versuchsreihe 1 
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Fig. 4. 

und 3) die Linienzüge der gesamten, bleibenden und federnden 
Dehnungen eingetragen: Zugspannungen nach oben, positive Deh­
nungen nach rechts und Druckspannungen nach unten, negative 
Dehnungen nach links. Fig. 5 gibt die gleiche Darstellung für den 
zweiten Zug- und für den zweiten Druckversuch (V ersuchereihe 2 
und 4). 

C. Bach, Ela.tlziU.t. 7. Anfl. 3 
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Fassen wir den ausgezogenen Linienzug von Fig. 4 ins Auge, 
so zeigt sich, daß die Linie der Federungen auf der Zugseite zu 
Anfang, d. h. in der Nähe des Koordinatenanfangs, also für kleinere 
Spannungen, etwas steiler verläuft als auf der Druckseite. Für 

-E: 

:~·:~~-:···'·~~.-·7 
/ 

./ 
/ 

eoll,sr ------- ------- / 

102,J 

~0,1f5-

------------~1~~2,;2r--------------------~---

! 

/j:~.~ 
.. - ____I, .... 

---- -.. -- -L. 
·--------------------------- '109,~9 

':: 
I 

Fig. 5. 

größere Spannungen kehrt sich das Verhältnis um. Zu dem gleichen 
Ergebnis führt eine scharfe Betrachtung von Fig. 5. 

Das gleiche lehren auch die Gleichungen 

e = ___ l __ a 1•083 gültig für Zugbelastung 
1338000 ' 

4) 
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1 
e = ------ a 1•035 gültig für Druckbelastung . . 5) 

1043000 ' 

Aus ihnen folgt, daß die Federung für die Spannung 1 beträgt 

gegenüber Zug 

gegenüber Druck 

1 ----= 0, 74 7 Milliontel. 
1338000 ' 

1 
-·--=0959 
1043000 ' 

., 

also im letzten Falle erheblich mehr als im ersten. 
Für Spannungen größer als 1 wird der größere Exponent 1,083 

auf rascheres Wachsturn der durch Zugkräfte veranlaßten Federungen 
hinwirken. Aus 

1 1 . ____ 01,oss = -· . 0 1,o.~r. 

1338 000 1 043 000 

ergibt sich die Spannung 

a = 179,4 kgfqcm, 

nach deren Überschreitung die Federungen gegenüber Zugkräften 
größer werden als diejenigen gegenüber Druckbelastungen. 

Die gemachte Feststellung, betreffend den anfänglich steileren 
Verlauf der Linie der Federungen gegenüber Zugkräften, widerspricht 
dem, was man bisher angenommen hatte. Sie widerspricht auch den 
Werten der Koeffizienten a und m, welche Verfasser früher für einen 
der Zugprobe unterworfenen Gußeisenstab in der Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 250, Gl. 9, sowie in der 6. Auf­
lage seiner Maschinenelemente, S. 687, veröffentlicht hat. Eine da­
hin gehende Untersuchung hat dazu geführt, daß hinsichtlich 
dieses Gußeisenstabes sich ein Irrtum eingeschlichen hat, so daß 
dieser Widerspruch entfällt. Es muß zunächst dahingestellt bleiben, 
ob die bezeichnete Feststellung allgemeine Gültigkeit für Gußeisen 
besitzt oder nur für den untersuchten Körper gilt1). Andere Ver-

1) Um über diesen Punkt sowie über einige andere Verhältnisse Klarheit 
zu schaffen, hat Verfasser Herrn Dr.-lng. Otto Berner, damals Assistenten 
der Materialprüfungsanstalt an der Techn. Hochschule Stuttgart, Anregung 
gegeben, Elastizitätsversuche mit Gußeisen und Flußeisen derart durchzuführen, 
daß ein und derselbe Kö"rper der Zug- und Druckprobe unterworfen 
wird, wie in § 8 näher angegeben ist. Die Ergebnisse dieser Versuche sind in 
der 1903 erschienenen Schrift von Berner: "Untersuchungen über den Einfluß 
der Art und des Wechsels der Belastung auf die elastischen und bleibenden 
Formä.nderungen" veröffentlicht worden. Hinsichtlich der Klarstellungen, die 
die Schrift bringt, muß auf diese verwiesen werden. 

3* 
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suche sprechen dafür, daß in der Mehrzahl der Fälle bei Gußeisen 
ein anfänglich steilerer Verlauf der Zug-Dehnungslinie nicht vorhan­
den ist, daß vielmehr für kleine Spannungen die Zug-Dehnungslinie 
fast genau so verläuft wie die Druck-Dehnungslinie. Die sich er­
gebenden Abweichungen dürften - jedenfalls zu einem Teile - auf 
den schon früher vom Verfasser festgestellten Umstand zurückzu­
führen sein, daß das gegen~eitige Verhältnis zwischen Zug­
und Druckelastizität bei Gußeisen stark beeinflußt wird 
davon, ob und in welchem Ma.ße der untersuchte Körper 
vorher belastet worden war. In dieser Hinsicht seien noch die 
folgenden Versuchsergebnisse mitgeteilt. 

Der zu den Versuchsreihen 1 bis 4 verwendete 

Gußeisenkörper IV. (1898.) 

wurde einem Druck von P = 90000 kg, d. i. 1841 kgjqcm, 15 Mi­
nuten lang ausgesetzt und sodann den aus folgender Zusammen­
stellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen. Da bei der 
Höbe der Belastung der Maßbereich des Instrumentes für eine Meß­
länge des Körpers von 50 cm nicht mehr ausreichte, so wurde eine 
kürzere Meßlänge, und zwar l = 15 cm - in der Mitte der früheren 
liegend -, gewählt. 

24 
24 
24 
24 
24 
24 
24 
24 

p 

und 

" 
" ,, 

" ,. 

" 
" 

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,2° C. 

Belastungsstufe 
in kg 

(J 

5024 0,49 und 
10024 0,49 " 
20024 0,49 " 
30024 0,49 " 
40024 0,49 " 
50024 0,49 
60024 0,49 " 
70024 0,49 " 

Zusammendrückungen auf 15 cm 
in lf6oo cm 

-- ----- gesamt~-- ! bleib~~deTf~dernde 

102,74 0,96 0,00 0,96 

204,99 2,00 0,00 2,00 

409,49 4,15 0,00 4,15 

613,99 6,375 0,04 6,335 

818,49 8,61 0,065 8,545 

1022,99 10,92 0,10 10,82 

1227,48 13,265 0,14 13,125 

1431,98 15,66 0,21 15.45 

Werden für die Koeffizienten a und m der Gleichung 1 solche 
Werte eingeführt, daß 

13 = __ 1 __ 01,052 

1217000 
. 6) 
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und werden sodann die hieraus berechneten Zusammendrückungen 
mit den beobachteten verglichen, so ergibt sich die folgende Zu-
sammenstellung. 

I Berechnet Spannungsstufe in kgfqcm i Versuchswert nach GI. 6 Unterschied 

0,49 und 102,74 0,960 0,963 +o,oo3 
0,49 ., 204,99 2,00 1,995 -0,005 
0,49 " 409,49 4,15 4,137 -0,013 
0,49 " 613,99 6,335 6,336 +o,001 
0,49 " 818,49 8,545 8,575 -I- 0,030 
0,49 " 1022,99 10,82 10,814 -0,006 
0,49 " 1227,48 13,125 13,136 +0,011 
0,49 " 1431,98 15,45 15,449 -0,001 

Auch hier ist die Ubereinstimmung der beobachteten und der 
auf Grund der Gleichung 6 berechneten Zusammendrückungen eine 
sehr gute. 

Gleichung 5 verglichen mit Gleichung 6 lehrt, daß durch vor-
1 1 

hergegangene starke Druckbelastung a von 1 043 000 auf 1217 000 

vermindert, m dagegen von 1,035 auf 1,052 vergrößert wird. Bier­
durch wird die Federung gegenüber Druck (Gleichung 5 und 6) der 
Federung gegenüber Zug (Gleichung 4) genähert. 

Gußelsenkörper v. (1895.) 

Material von dem gleichen Guß wie Körper IV, bearbeitet. 

Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 6,99 . 7,00 = 48,9 qcm 
Gewicht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • 29,81 kg. 

Zug. 

Nach vorhergegangener Belastung mit 40000 kg, entsprechend 
818 kgfqcm, was in der Regel bei Gußeisen für Zug als Überlastung 
bezeichnet werden muß, wurde der Körper den aus folgender Zu­
sammenstellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen. 
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Temperatur schwankt zwischen 19,5 und 19,6° C. 
---- ----·--- . 

Belastungsstufe Federnde Verlängerungen auf 50cm 
in kg in lf6oo cm 

------- I ber~~hncl_I_T___ . p (J beobachtet nach GI. 7 Unterschied 

I 

I 21 und 5oo 1 o,43 und 10,22 0,33 0,326 -0,004 
21 ·~ 1000 0,43 " 20,45 0,695 0,711 +0,016 
21 " 2000 0,43 " 40,90 1,53 1,536 +ü,006 
21 " 3000 0,43 )) 61,35 2,41 2,405 -0,005 
21 " 4000 0,43 " 81,80 3,295 3,304 +0,009 
21 " 5000 0,43 " 102,25 4,185 4,226 +o,041 
21 " 10000 0,43 " 204,50 8,96 9,072 +0,112 
21 " 20000 0,43 " 409,00 19,49 19,457 -0,033 

Die Übereinstimmung der beobachteten Federungen mit den auf 
Grund der Gleichung 

1 
c 0 1,1 
c= 1150000 • • • 0 • 7) 

berechneten muß als eine befriedigende bezeichnet werden. 
Der Vergleich der Zahlenwerte in Gleichung 7 mit denjenigen 

in Gleichung 4 zeigt, daß sich für den vorher überlasteten Körper 
sowohl a als auch m größer ergeben haben. 

Druck. 

Nach vorhergegangener Belastung durch 90000 kg, entsprechend 
1841 kgfqcm. 

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,2° C. 
----·-· -·--------- ---·--~ 

Belastungsstufe Federnde Zusammendrückungen 
in kg auf 15 cm in 1/ 600 cm 

--------
p (J beobachtet I :::hc~~~~ ! Unterschied 

24 und 5024 0,49und 102,74 1,012 I 1,024 I +0,012 
24 " 10024 0,49 " 204,99 2,122 I 2,115 --0,007 
24 " 20024 0,49 " 409,49 4,445 4,373 --0,072 
24 " 30024 0,49 " 613,99 6,80 6,687 -0,113 
24 " 40024 0,49 " 818,49 9,11 9,039 -0,071 
24 " 50024 0,49 " 1022,99 11,47 11,420 ---0,050 
24 " 60024 0,49 " 1227,48 13,845 13,824 -0,021 
24 " 70024 0,49 " 1431,98 16,245 16,247 +ü,002 



§ 4. Längenänderungen verschiedener Stoffe. Gußeisen. 39 

Eine Prüfung der dritten und vierten Spalte zeigt auch hier, 
daß die aus 

1 e = ____ 0 t,048 
1124000 . . 8) 

berechnetenWerte befriedigend mit den beobachteten übereinstimmen. 
Der Vergleich von Gleichung 7 mit Gleichung 8 bestätigt so­

dann die früher gemachte Beobachtung, daß die Linie der Fede­
rungen auf der Zugseite in der Nähe des Koordinatenanfanges etwas 
steiler verläuft als auf der Druckseite. 

Doch ist der Unterschied hier weit geringer als im Falle des 
Gußeisenkörpel'S IV (s. Gl. 4 und 5). Es steht dies damit in Ober­
einstimmung, daß auch bei letzterem durch vorherige starke Belastung 
der Unterschied vermindert wurde (s. Gl. 5 und 6). 

Zusammenstellung der für die besprochenen Gußeisen­
körper I, IV und V erhaltenen Elastizitätsgleichungen: 

Für Zug. 
wenn vorher nicht belastet 

(Körper IV) 
1 e = ____ 0 t,oss 4) 

1338000 • . . . . . . . 

wenn vorher stark belastet 

(Körper V) 

Für Druck, 

1 
e = 1150000 °1' 1 • • • ' • • • • • 7) 

wenn vorher nicht belastet 

(Körper I) e = --~-- 0 t,0685 
1320000 

. • 2) 

wenn vorher auf Zug und noch nicht durch Druck belastet 

(Körper IV) li = __ 1 __ ol,OS:> 

1043000 . 
. . 5) 

wenn vorher stark durch Druck belastet 

(Körper IV) .,_ 1 0 t,052 
---1217000 . . . • . . . 6) 

(Körper V) 
1 .,_ 0 t,048 

---1124000 . . . . . . . 8) 

Wie bereits oben bemerkt, muß es zunächst noch dahingestellt 
bleiben, inwieweit die Ermittlungen, betr. das Verhältnis zwischen 
Zug- und Druckelastizität, allgemeine Gültigkeit haben, oder ob sie 
nur für die untersuchten Gußeisenkörper Geltung besitzen. 
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Bei Beurteilung der für a und m der Gleichung 1 gewonnenen 
Zahlenwerte ist. überdies im Auge zu behalten, daß sie sich unter 
der Voraussetzung ergeben, das Material sei auf der Meßlänge l von 
gleicher Beschaffenheit und gleich dicht, es seien also bei prisma­
tischer Form des Versuchskörpers vom Querschnitt f sowohl die 

Spannung a = ~ als auch die Dehnung e = -} an allen Stellen der 

Strecke l gleich groß. Daß diese Voraussetzung namentlich bei ge-

~ 
~~ .J179,L ________ -----------

~ _1!2QJ ___ ----- - -------------- --- -- 18,:5 

s 

Fig. 6. 

gossenen Körpern von größerem Querschnitt, die Hohlstellen im 
Innem besitzen können und auch hinsichtlich der Dichte Veränder­
lichkeit zu zeigen pflegen derart, daß dieselbe von außen nach innen 
abnimmt, im allgemeinen nicht - jedenfalls nicht streng - erfüllt 
sein wird, liegt bei der Natur solcher Gußstücke auf der Hand. 

Im allgemeinen ist festzuhalten, daß die Dehnungszahl auch 
mit der Beschaffenheit des Gußeisens ganz erheblich schwankt, und 
zwar viel stärker als bei dem schmiedbaren Eisen und Stahl 1). 1898 

1) Dies ist in erster Linie .der verschiedenen Größe des Graphitgehaltes 
zuzuschreiben. Gußeisen, das von Graphit frei wäre, würde sich ähnlich wie 
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und 1899 durchgeführte Versuche mit Gußeisen von hoher Festig­
keit (hochwertiges Gußeisen), ferner mit Gußeisen, das für Hartguß 
bestimmt, und mit solchem, das durch ganze oder teilweise Ab-

191, 1 
160,1 

f!!tf.! ________ ----------------------------- 30,70 

~~-------------------------

17,18 

Fig. 7. 

schreckung in Hartguß übergeführt worden war, gewähren einen 
lehrreichen Einblick nach dieser Richtung hin. So fand sich bei­
spielsweise für das hochwertige Gußeisen (durchschnittliche Zug-

Stahl verhalten, also eine kleinere und weniger veränderliche Dehnungszahl 
besitzen. (V gl. das S. 42 zu Hartguß Bemerkte.) Auch die Dichte des Gusses, 
soweit sie von der Druckhöhe beim Gießen abhängt, scheint die Dehnungszahl 
zu beeinflussen. Vgl. C. Bach, Die Widerstandsfähigkeit von Rohren mit und 
ohne Rippen, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1907, S. 1700 u. f. 
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festigkeit bis rund 2400 kgfqom, durchschnittliche Biegungsfestigkeit 
unbearbeiteter Quadratstäbe bis rund 4400 kgfqcm) bei der Zugprobe 
die Dehnungszahl der Federung 

Spannungsstufe Dehnungszahl 

160,1 und 480,3 kgfqcm 
1 ----= 0,875 Milliontel 

1143000 

480,3 " 800,5 " 
1 

. 970300 = 1'031 " 

800,5 
1 

" 1120,7 " 835300 = 1' 197 " 

1120,7 " 1440,9 " 
1 

687100 = 1'455 " 
1 

1440,9 " 1761,1 " ~-- =1834 " 545200 ' 

Das zu Hartguß bestimmte Gußeisen zeigt kleinere Werte, wäh­
rend das Gußeisen, wie es für gewöhnlich zu gutem Maschinenguß 
Verwendung findet, erheblich größere Werte und besonders zähes 
Gußeisen noch größere Werte besitzt. Fig. 6, welche die Linienzüge 
der gesamten Dehnungen, und Fig. 7, die diejenigen der federnden 
Dehnungen, je in 1/ 1000 cm für 15 cm Meßlänge gültig, enthält, 
lassen dies deutlich an der mehr oder minder großen Steilheit des 
Verlaufes erkennen. 

Der Hartguß ergab bei der Zugprobe weit kleinere und weniger 
veränderliche Dehnungszahlen, z. B. 

Spannungsstufe Dehnungszahl 

133,0 kgfqcm 
1 

13,3 und -- ---= 0 535 Milliontel 
1870000 ' 

1 
133,0 " 266,1 " 1775000 = 0'563 " 

266,1 
.1 

" 532,2 " 175ÖOOO = 0'571 
,, 

1 
532,2 " 798,3 " -------- = 0 585 " 1710000 ' 

Hiernach hat das Abschrecken des Gußeisens einen sehr großen 

Einfluß auf die Größe der Dehnungszahl 1). 

1) Durch das Abschrecken wird die Absoheidung des Graphits mehr oder 
minder vollständig verhindert. Hartguß muß sich deshalb ähnlich verhalten 
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Hinsichtlich weiterer Einzelheiten, namentlich über die Elasti­
zitätsverhältnisse der nur einseitig abgeschreckten Stäbe, muß auf 
des Verfassers Arbeiten in der Zeitschrift des Vereines deutscher In-

wie ein kohlenstoffreicher Stahl, der in gleicher Weise abgekühlt, also einer 
Härtung unterworfen worden ist (vgl. die Kleinheit und verhältnismäßig ge­
ringe Veränderlichkeit der Dehnungszahl des Hartgusses oben). 

Bei schmiedbarem Stahl tritt eine so starke Änderun~ des inneren Material­
aufbaues durch die Härtung nicht ein wie bei dem Gußeisen durch Abschrecken. 
Für ihn sind auch nur vergleichsweise unerhebliche Unterschiede der Dehnungs­
zahl festgestellt worden, wenn er im gehärteten und ungehärteten Zustand 
untersucht wird; und zwar ergibt sich die Dehnungszahl des gehärteten Mate­
rials meist größer als die des ungehärteten. 

Stribeck ermittelte für Gußstahl, wie er von den Deutschen Waffen- und 
Munitionsfabriken in Berlin zu Stahlkugeln für Lager verwendet wird, durch 
Druckversuche mit 48 mm hohen Zylindern (Meßlänge 32 mm): 

1 1. <X= 2127000 = 0,470 Milliontel, Zylinder ungehärtet. 

2. 1 
in Öl gehärtet. 

<X= 2128000 = 0•470 " 

3. 
1 

in Wasser gehärtet. 
<X= 2102000 = 0•476 " " 

Dagegen ergab sich die Proportionalitätsgrenze, die im Falle Ziff. 1 zwi­
schen 5500 und 6000 kgfqcm lag, im Falle Ziff. 3 bei etwa 9000 kgfqcm. In 
ähnlichem Maße zeigte sich die Elastizitätsgrenze nach oben verschoben (Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, S. 73 u. f.). 

Eineneuere Arbeit Stribecks ergibt aus Druckversuchen für Zylinder 
je aus derselben Stange Chromstahl 

ungehärtet vollgehärtet ungehärtet vollgehärtet 
1 1 1 1 

<X= 
2206000 2ö96öoo 2227000 -2120000 
=0,453 =0,477 =0,449 =0,472 Milliontel 

Elastizitäts- 4400 und 5000 < 10000 3800 und 4000 < 10000 grenze 

. Die Biegungaverauche lieferten: 

d= 

Ölhärtung d = 1,2 cm 

<X= 20~000 = 0,489 Milliontel 

Wasserhärtung 

1,2 1,2 1,0 1,0 0,8 0,8 

1 1 1 1 1 1 
<X=2032000 1988000 2011000- 2011000 1984400 1984000 

= 0,492 = 0,503 = 0,497 = 0,497 = 0,504 = 0,504 Milliontel 

(Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1907, S. 1445 u. f.) 
Vgl. hierzu § 10, Ziff. 3, sowie "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder", 

S. 42 u. f. sowie Fig. 225. 
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genieure 1899, S. 857 u. f. (Hartguß), und 1900, S. 409 u. f. (hoch­
wertiges Gußeisen), verwiesen werden 1). 

Für die Dehnungslinie bis zum Bruch ergibt sich bei Gußeisen, 
wie es für gewöhnlich zu gutem Maschinenguß verwendet wird, die 
Linie OG in Fig. 8 2). Für andere Gußeisensorten ergeben sich Linien 
von dem gleichen Verlaufe. Das Arbeitsvermögen (§ 3) wird dem­
nach bei Gußeisen durch eine Fläche von der Gestalt OGG'J gemessen. 
Ihre Größe - etwa 0,08 kgm/ccm für das in den Fig. 6 und 7 als 

gewöhnliches Gußeisen bezeichnete Material und etwa 
0,14 kgmfccm für das daselbst genannte hochwertige Guß­
eisen -- beträgt nur einen sehr kleinen Bruchteil von der 
Fläche, welche z. B. das Arbeitsvermögen des Flußeisens 
(Fig. 10) liefert (Fig. 10 und 8 sind in demselben Maßstab 
gezeichnet). 

Querschnittsverminderung und Bruchdehnung sind 
selbst bei zähem Gußeisen so gering, daß für gewöhnlich 
eine Bestimmung unterbleiben kann. 

Fig. 8. Über die Ergebnisse neuerer Versuche mit Gußeisen, 
· das von fünf verschiedenen Firmen geliefert wurde, ist in 

der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1908, S. 2061 u. f., 
1909, S. 299 u. f., sowie § 22 unter Ziff. 3 berichtet. 

Im Zusammenhange werden die Versuchsergebnisse mit Guß­
eisen behandelt in der Schrift von Nonnenmacher "Über den der­
zeitigen Stand unserer Erkenntnisse hinsichtlich der Elastizität und 
Festigkeit von Gußeisen", 1916. 

2. Versuche mit Flußeisen. 
Rundstab I. (1895.) 

Wir unterwerfen den aus zähem Flußeisen hergestellten Stab 
in einer liegenden Prüfungsmaschine der Zugprobe. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt " ,, ,, 
Meßlänge ..... . 

. 2,007 cm 

. 3,16 qcm 

. 15,00 cm 

1) Diese Arbeiten finden sich auch in Heft 1 der vom Verein deutscher 
Ingenieure herausgegebenen Mitteilungen über Forschungsarbeiten auf 
dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin 1901. 

2) In dieser Darstellung ist genau bestimmt die Höhe 0 2 0 und der Ver­
lauf der Linie OG, soweit sie ausgezogen ist. Vor Eintritt des Bruches müssen 
die Instrumente zum Messen der Verlängerungen abgenommen werden, damit 
sie durch den Bruch nicht beschädigt werden; infolgedessen kann die Bestim­
mung der V er Iängerungen in der Nähe des Bruche'! nicht mehr genau erfolgen, 
was durch StricheJung in Fig. 8 angedeutet ist. Doch läßt sich der Verlauf der 
Dehnungslinie ausreichend festlegen. 
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Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Stab 
wird zunächst mit P= 1000 kg und sodann abwechselnd mit P= 
.3000 kg belastet und bis auf P= 1000 kg entlastet 1). Hieran Echließt 
sich der Belastungswechsel P= 1000 und 5000 kg sowie P= 1000 
und 6000 kg. In jedem Falle wurden Belastung und Entlastung 
so oft gewechselt, bis sich die gesamten, die bleibenden und die 
federnden Verlängerungen nicht mehr änderten, somit der Wechsel 
zwischen Belastung und Entlastung zu einem bestimmten Endzustand 
führte, also Ausgleich eintrat. Dazu ist auch hier schon zu Anfang 
mehrmaliger Belastungswechsel erforderlich 2). 

Die Ablesungen der Dehnungen erfolgen in Zwischenräumen 
von 3 Minuten. 

Temperatur schwankt zwischen 17,6 und 17,8° C. 

Belastungsstufe in kg Verlängerung auf 15 cm in 1/ 1000 cm 

p IJ gesamte I bleibende I federnde 

1000 und 3ooo kg I 316,5 und 949,4 4,61 I 0,17 4,44 I 

! 1000 " 5000 " I 316,5 " 1582,3 9,21 0,22 8,99 
1000 " 6000 ,, 316,5 " 1898,7 11,90 0,63 11,27 

------
1) Wenn ein Stab in liegender Maschine der Prüfung unterworfen wird, 

und man entlastet ihn vollständig, d. h. bis die in der Einspannvorrichtung 
gehaltenen Stabköpfe sich zu lösen beginnen, so liegt die Gefahr vor, daß die 
Anzeigen der Meßeinrichtung (hier Spiegelapparat, vgl. Fig. 2 und 4, § 8, S. 122 u. f.) 
-ungenau werden. Das läßt sich dadurch vermeiden, daß man mit der Ent­
lastung nicht bis Null zurückgeht, sondern einen erheblichen Betrag darüber 
bleibt. Hierfür wurde im vorliegenden Falle P = 1000 kg gewählt, entsprechend 

1000 
.o = 31T = 316,5 kgfqcm. 

B~im Entlasten ist die Vorsicht zu gebrauchen, daß man jeweils etwas 
unter die Anfangsbelastung, d. i. hier 1000 kg, zurückgeht und alsdann vor­
wärtsschreitend auf dieselbe einstellt. Dadurch wird erreicht, daß die Maß­
einrichtung innerhalb des Maßbereichs sich stets in der gleichen Richtung be­
wegt; Fehler infolge toten Ganges usw., die bei den üblichen Einrichtungen in 
der Regel befürchtet werden müssen, werden auf diese Weise von den Ergeb­
nissen ferngehalten. 

II) Wird dieser vom Verfasser bereits seit 1885 geübte Belastungswechsel 
nicht angewendet, der Berechnung der Dehnungszahl ot also die gesamte Deh­
nung zugrunde gelegt, so erhält man für ot einen zu großen Wert. Auf diese 
Weise erklären sich die in der älteren Literatur und leider auch in der neueren 
Literatur für die Dehnungszahl von schmiedbarem Eisen zu findenden viel zu 
großen Werte von ot. Der Belastungswechsel läßt auch den Einfluß von Tem­
peraturänderungen auf die Ablesungen leichter erkennen und damit das Ver­
suchsergebnis zuverlässiger gestalten. 
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Wie ersichtlich, wachsen die federnden Dehnungen etwas rascher 
als die Spannungen, denn es beträgt 

für die erste Stufe von 2000 kg die Federung 

" " zweite " " 2000 " " " 
" dritte " " 1000 " ,, " 

4,44 
8,99- 4,44 = 4,55 

11,27-8,99 = 2,28 

In Fig. 9 sind die Verlängerungen nach dem in Fig. 1 u. f. ge­
gebenen Vorgange eingetragen, und zwar von a= 316,5 kgfqcm an 
gerechnet (vgl. Fußbemerkung 1, S. 45). 

Unter der Belastung von 6850 kg sinkt der Waghebel der Ma­
schine auf seine Unterlage; beim Nachspannen verschwindet die 
Skala in den beiden Spiegeln der Meßvorrichtung: die Fließ- oder 
Streck grenze (§ 3) ist erreicht. Sie liegt demgemäß bei . 

6850 
a = 3,!6 = 2168 kgfqcm 1). 

Nach dieser Feststellung wird der Stab entlastet und hierauf 
der Versuch, wie vorher durchgeführt, wiederholt. Dabei ergibt sich 

für den Belastungswechsel 
die Federung . . . . . . . 
somit Unterschied . . . . 

1000/3000 
.J-,50 

1000/5000 1000/6000 kg 
9,01 11,28 

4,51 2,27 

also die Federung nur wenig stärker wachsend als die Spannung. 
Mit der Federung 4,50 für die erste Belastungsstufe der zweiten 

Versuchsreihe findet sich die durch Gleichung 3, § 2 bestimmte 
Dehnungszahl zu 

~50 1 . . a = - ,,,__ ------,--,---- , ---- -- ,_ = ---- = 0 4 7 4 Milliontel, 
1000.15 (949,4-316,5) 2109700 ' 

Bei erneuter Steigerung der Belastung über 6000 kg hinaus ist 
die Streckgrenze - durch Sinken des Waghebels auf seine, Unter­
lage - jetzt bei P= 6500 kg zu beobachten, entsprechend 

6500 -a = ---= 20o7 kgfqcm. 
3,16 

Nachdem durch Nachspannen eine Verlängerung der Meßstrecke 
l = 15 cm um 0,14 cm erfolgt ist, beginnt der Waghehel wieder zu 
steigen und einzuspielen, hierdurch anzeigend, daß die inneren 
Kräfte, mit denen der Stab der Verlängerung widersteht, die Größe 
von 2057 kgfqcm wieder erreicht haben und zu überschreiten an­
fangen. Bei Fortsetzung des Nachspannans steigt die Belastung 

1) Auf die Ermittlung auch der unteren Streckgrenze (vgl. § 3, S. 10) wird 
S. 50 bis 53 eingegangen werden. 
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stetig' bis sie mit p max = 11840 kg ihren 
Größtwert erreicht hat (vgl. § 3, Fig. 1). Als­
dann sinkt der Waghebel - nachdem er vor­
her einige Zeit hindurch eingespielt hatte -, 
der Stab beginnt sich einzuschnüren (vgl. § 3), 
und schließlich erfolgt der Bruch an der stark 
eingeschnürtenStelle unter rund P= 8700kg 1) 

Belastung. 
In Fig. 10 ist der Verlauf der Linie der 

gesamten Dehnungen, wie sie sich für den 
untersuchten Flußeisenstab bei dem zweiten 
Versuch ergab, unter Zugrundelegung der 
Meßlänge von ursprünglich 15 cm eingetragen. 
Derselbe ist nicht unabhängig von der Ge­
schwindigkeit, mit der die Belastung gestei­
gert, d. h. von der Raschheit, mit der der 
Stab gedehnt wird. 

Die Zugfestigkeit beträgt 

11840 
K =---=3747 kglqcm. 

z 3,16 I 

Die Messung des mittleren Durchmessers 

c__ _____ +;; 

Fig. 9. 

des Bruchquerschnittes liefert 1,23 cm, entsprechend fb =!!.. 1,232 = 
4 

Fig. 10. 

1) Eine gena.ue Feststellung dieser Belastung begegnet Schwierigkeiten. 
(Vgl. S. 12.) 
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1,19 qcm (vgl. § 3); somit ist nach Gleichung 2, § 3 die Querschnitts­
verminderung 

3,16- 1,19 , OJ 
tp = 100 - 3,16-- = 62,3 0 • 

Nach dem Bruche zeigt das mittlere, ursprünglich 20 cm lange 
Stabstück 25,48 cm Länge; infolgedessen ergibt sich nach Gleichung 3. 
§ 3 die Bruchdehnung zu 

25,48- 20,0 0 / 
cp= 100 ·- 20,0 = 27,4 0 • 

Das nach Maßgabe der Gleichung 4, § 3 bestimmte Arbeits­
vermögen beträgt A = 6, 76 kgmfccm. 

Bundstab ll. (1895.) 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . . 2,495 cm 
Querschnitt " ,, " ,. . . 4,89 qcm 
Maßlänge . . . . . . . . . . . . . . . . .· . 15,00 cm 
Der Stab, der aus ausgeglühtem Material besteht und vorher 

noch keiner Prüfung unterworfen worden ist, wird in derselben 
Weise wie Rundstab I geprüft und liefert folgende Ergebnisse: 

Versuchsreihe 1. 

Temperatur schwankt zwischen 17,0 und 17,2° C. 

Belastungsstufe in kg Verlängerung auf 15 cm in 1/ 1000 cm 
---- ------------ --- ---~~--

p (J gesamte , bleibende / federnde 

1000 und 3000 kg . 204,5 und 613,5 2,99 

I 
0,05 2,94 

1000 " 5ooo " I 204,5 ,, 1022,5 5,98 0,11 5,87 
1000 " 7000 " . 204,5 1431,5 8,95 I 0,16 8,79 
1000 9ooo " 1 204,5 1840,5 11.92 i 0,21 11,71 " 

,, I 

i 
Die Wiederholung des Versuchs liefert: 

Versuchsreihe 2. 

Temperatur schwankt zwischen 17,2 und 17,4° C. 

Belastungsstufe in kg 

p 

1000 und 3000 kg I 
1000 " 5000 " 1 

1000 " 7000 " I 
1000 " 9000 " 

204,5 
204,5 
204,5 
204,5 

a 

und 613,5 
" 1022,5 
" 1431,5 
" 1840,5 

Verlängerung auf15 cm in 1/ 1000 rm 

gesamte I bleibende I federnde 

2,93 
5,89 
8,85 

11,80 

0,00 
0,02 
0,06 
0,09 

2,93 
5,87 
8,79 

11.71 
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Hiernach betragen die gesamten Verlängerungen: 

1. V ersuchereihe 
Unterschied 

2. Versuchsreihe 
Unterschied 

2,99 
2,99 

2,93 
2,93 

Die fede'rnden Verlängerungen: 

5,98 
2,99 

5,89 
2,96 

1. Versuchsreihe 2,94 5,87 
Unterschied 2,94 2,93 

2. V ersuchereihe 
Unterschied 

2,93 
2,93 

5,87 
2,94 

M.it Rücksicht auf den Grad der Genauig­
keit, mit der bei den Prüfungsmaschinen die 
Einstellung auf eine bestimmte Belastung er­
folgt, und mit der sodann die Dehnung 
selbst ermittelt werden kann, sowie in An­
betracht des Einflusses der nicht ganz fern­
zuhaltenden kleinen Temperaturänderungen 1) 

- hier um 0,2° 0 - während einer Versuchs­
reihe, darf die Unveränderlichkeit der Fede-

9000 
rungen bis a = -- = 1840,5 kg/qcm als 

4,89 
wirklich vorhanden angesehen werden. Fig.ll, 
die mit den bei der ersten Versuchsreihe ge­
wonnenen Verlängerungen hergestellt wurde, 
bestätigt dies. 

M.it der Federung 2,93 folgt nach Glei­
chung 3, § 2: 

2,93 a=--- ---------------
1000. 15 (613,5- 204,5) 

1 
-2-0-9-4-0-0-0- = 0,4 78 Milliontel. 

8,95 11,92 
2,97 2,97 

8,85 11,80 
2,96 2,95 

8,79 11,71 
2,92 2,92 

8,79 11,71 
2,92 2,92 

-1'f3f,5 ---------

1~Z,s ----

613,> --

Fig. 11. 

+~ 

Die bleibenden Dehnungen ergeben sich für die zweite Ver­
suchsreihe weit geringer als bei der ersten, was zu erwarten war. 

1) Bei dem verwendeten Meßinstrument, dessen in Betracht kommende 
Teile wegen der geringen Querschnittsabmessungen den Temperaturänderungen 
rascher folgen als der verhältnismäßig dicke Versuchsstab (vgl. Fig. 2, S. 122), 
äußert sich der Einfluß der kleinen Temperaturzunahme in einer solchen Weise, 
daß eine kleine Abnahme der beobachteten Dehnungen zu erwarten steht. Tat­
sächlich zeigt sich auch eine solche Abnahme. Vgl. auch das in § 8, 8.125 u. f. 
Gesagte. 

C. Bach , Elastizität. 7. Auf!. 4 



50 Einleitung. 

Bei Steigerung der Belastung über P = 9000 kg hinaus zeigt 

sich plötzliehes Sinken des Waghebels der Maschine bei P= 10500 kg 

die obere Streckgrenze wurde somit bei 

erreicht. 

10500 
--=2147 kgfqcm 

4,89 

Um die Kraft festzustellen, welcher der sich streckende Stab 

unmittelbar nach Sinken des Waghebels das Gleichgewicht hält, wird 

die Wage stetig entlastet, bis wieder Einspielen stattfindet 1). Dies 

tritt ein bei P = 9900 kg, d. i. für a = 99~Q_ = 202 5 kgfqcm. Bei län-
4,89 

gerer Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Widerstandsfähigkeit 

2!!"19. ----
21'1'1 i/ 

-l -"). 
' ' ' ' ' ' ' ' 

' 
' ' : : 
~ :t. 

7 r .. 
•,' 

i ! 

------··--------

' 
' 

1M'r.d. 51 '7't\.lm.< 'ZlvM-tt "., .a•J.l.., .. 50-m"n 

Fig. 12. 

des Stabes zu steigen, wie dies Fig. 12, die auch den Belastungs­

abfall von 10500 kg auf 9900 kg zeigt, erkennen läßt. Nach Er­
. 11000 

reichung der Belastung von 11000 kg, d.1. 4,89 =2249kgfqcm, 

fällt der W aghebel zum zweiten Male plötzlich, und zwar auf 

9800 
P= 9800 kg, entsprechend - 8- = 2004 kgfqcm. Bei dem nun 

4, 9 
folgenden Nachspannen steigt die Belastung ziemlich rasch, wie 

Fig. 12 deutlich angibt. 
P ma.a: tritt bei 17 050 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit 

17050 
K. = 4,89 = 3487 kgfqcm. 

1) Im Falle der Fig. 10 geschah diese Feststellung nicht. 
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Die Belastung hält sich ziemlich lange auf dieser Höhe, wie 
ebenfalls aus Fig. 12 zu ersehen ist. Die letzte Belastung, die un­
mittelbar vor dem Bruche und nach weitgehender Einschnürung des 
Bruchquerschnittes beobachtet werden konnte, beträgt P = 13 500 kg. 

Da fb = ~-1,542 = 1,86 qcm, so liefert Gleichung 2, § 3 die 

Querschnittsverminderung 
w = lOO 4,89 :- 1,86 = = 620 ,0 
r 4,89 1 

und wegen lb = 3 2 3, 7 bei 2 50 mm ursprünglicher Länge findet sich 
nach Gleichung 3, § 3 die Bruchdehnung 

Durchmesser 
Querschnitt 
Meßlänge 

323,7-250 .• 0 <p == 100----250 ----= 29,o [0 • 

Rundstab 111. (190!.) 

des mittleren zylindrischen Teiles 

" " ., 
" 

2,60 cm 
5,31 qcm 

26,00 cm. 
Der Stab, d8r aus geglühtem Material besteht, wird der Prüfung 

insbesondere behufs Ermittlung der oberen und unteren Streckgrenze 
(§ 3) unterworfen; weiter sollen festgestellt werden: Zugfestigkeit, 
Bruchdehnung und Querschnittsverminderung. 

Zu dem bezeichneten Zweck wird ein Selbstzeichner verwendet, 
d. h. eine Vorrichtung angeordnet, die die Dehnungslinie selbsttätig 
aufzeichnet 1 ). 

1) Die Einrichtung ist derart, daß der in senkrechter ~ichtung sich be­
wegende Schreibstift von dem Laufgewicht der Wage, dessen Stellung die Größe 
der Belastung bestimmt, betätigt wird, während die um eine senkrechte Achse 
sich drehende Papiertrommel ihre Bewegung von dem fortschreitenden Ein­
spannkopf der Prüfungsmaschine erhält. Es werden also nicht bloß - wie zu 
wünschen ist - die Dehnungen des mittleren zylindrischen Teiles des Versuchs­
stabes auf die Papiertrommel übertragen, sondern auch die übrigen Formände­
rungen, die sich unter der jeweiligen Belastung einstellen, insoweit sie die 
Lage des unteren Einspannkopfes der stehenden Maschine beeinflussen. Die Dar­
stellung der Dehnungen ist somit keine reine und auf die Maßlänge des Stabes 
beschränkte, ganz abgesehen von den etwaigen Unvollkommenheiten der Über­
tragung der Bewegung von dem Einspannkopf auf die Papiertrommel. Um 
die letzteren zu vermindern, ist die Trommel leicht drehbar zu lagern (Kugel­
lager, Spitzenlagerung) und zur Übertragung der Bewegung ein wenig elasti­
scher Faden (Draht, dünnes Drahtseil, Kette) zu verwenden. 

In bezug auf die Darstellung der Belastungen ist zu beachten, daß das 
Laufgewicht, von dem aus der Schreibstift seine Bewegung erhält, jeweils von 
Hand so eingestellt werden muß, daß die Wage einspielt. Bei rasch vor sich 
gehender Änderung der Kraft, die eben durch Verstellung des Laufgewichts 

4* 
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Der Versuch liefert die in Fig. 13 dargestellte Dehnungslinie 
mit den eingetragenen Spannungen. Die Dehnungen sind zurückgeführt 
auf die in der Mitte des Stabes gelegene Meßstrecke von ursprüng­
lich 20 cm Länge (vgl. S. 14). 

Wir erkennen: Beginn des Streckens bei 2465 kgfqcm Belastung, 
sofortiges Fallen der letzteren auf 1895 kgfqcm, Fortsetzung des 

"' "' .., 
T 
I 

I 
I 
I 

f 
I 
I 
I 

I 
I .... 
~ 
I 

I 
I 
I 
I 

6Q1 >tMM 'tl .. 

Fig. 13. 

Streckens unter dieser Belastung, später geringes Aufsteigen und fol­
gendes Schwanken der Belastung, bis sich schließlich wieder stetiges 

gemessen werden soll, kann die Einstellung des letzteren mit einiger Schwie­
rigkeit verknüpft sein. Aus diesem Grunde werden in solchen Fällen Unge­
nauigkeiten hinsichtlich der Darstellung der Belastungsänderungen nicht zu 
vermeiden sein. Bei vorhandener Übung und bei sorgfältigem Verfahren des­
jenigen, der den Versuch durchzuführen hat, pflegen diese Ungenauigkeiten 
übrigens nicht bedeutend zu sein. Vorrichtungen zur selbsttätigen Verstellung 
des Laufgewichtes geben häufig größere Fehler, namentlich an solchen Stellen 
der Dehnungslinie, an denen die Belastung rasch wechselt, wie das der Fall 
ist bei Material mit ausgeprägter Streckgrenze. 

Ist hiernach die Darstellung des Verlaufs der Dehnungslinie während der 
Streckperiode durch den Selbstzeichner nicht vollständig genau, so gewährt sie 
doch ein anschauliches Bild von dem eigenartigen Verhalten des Materials 
unter den Verhältnissen, bei denen die Streckung vor sich geht. 

Die Zurückführung auf die Meßlänge des Stabes, also die Ausscheidung 
der außerhalb dieser Strecke auftretenden Formänderungen, erfolgt nach Maß­
gabe des auf S. 11 und 12 angegebenen Verfahrens oder dadurch, daß an den 
Enden der Maßstrecke des Stabes Bügel angeklemmt werden, deren gegenseitige 
Bewegung auf den Schreibstift übertragen wird. 
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und ausgeprägtes Wachsturn der letzteren einstellt, das bis zur Über­
windung der Zugfestigkeit von 3578 kgfqcm andauert. 

Somit ergibt sich 

die obere Streckgrenze 
" untere " 
" Zugfestigkeit 

zu a0 = 2465 kgfqcm 
" Ou= 1895 " 
,, K.= 3578 " 

Die Querschnittsverminderung und die Bruchdehnung werden auf 
dem bereits für Rundstab I und II angegebenen Weg ermittelt zu 

'lfJ=71,0% q;=31,9%. 

Rundstab n. (1904.) 

Abmessungen und Untersuchung des Stabes IV genau wie bei 
Rundstab III; beide sind derselben Stange Flußeisen entnommen. 

Der Versuch (vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1904, S. 1040 u. f.) liefert die Größen: 

0 0 = 2407 kgfqcm, 

a"=2075 " 
K 2 = 3667 ,, 

'ljJ = 69,7°/0 , 

q; = 33,8°/0 

und die Dehnungslinie Fig. 14, deren Vergleich mit 
Fig. 13 erkennen läßt, daß sich das Material aus 
einer und derselben Stange innerhalb der Periode 
des Streckens oder Fließens nicht gleich verhält. Die 
Unterschiede sind oft noch weit erheblicher1). 

3. Versuche mit Flußstahl. 

Rundstab l. (1895.) 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt " " ,, " 
Meßlänge ... 

--- --T 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

~ ~ 
i 
! 
I 
I 

Fig. 14. 

2,00 cm 
3,14 qcm 

15,00 cm 

Der Stab wird in einer liegenden Prüfungsmaschine der Zug­
probe unterworfen, jeweils unter Wechsel zwischen Belastung und 
Entlastung, so oft, bis sich die gesamten, bleibenden und federnden 
Dehnungen nicht mehr ändern. 

1 ) Ausnahmsweise ist sogar die obere Streckgrenze höher als die Zugfestig­
keit festgestellt worden, die nach weiterer Streckung des Stabes für diesen er­
mittelt wurde. 
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Die Ablesungen der Längenänderungen erfolgen in Zeiträumen 
von 3 Minuten. Die Ergebnisse sind in folgender Zusammenstellung 
angE-geben. 

Temperatur schwankt zwischen 16,4 und 16,5 ° C. 

Belastungsstufe in kg Verlängerung auf 15 cm in 1/ 1000 cm 
-----------------------

p (J geaamte bleibende federnde 

jUnter-' Unter-
schied I :schied 

I I 

1000 und 3000; 318,5 und 955,4 4.4 7 ' 4,4-7 : 0,00 4,4-7 
4,47 

' I 4.72 I 4,-!7 
1000 ., 5000: 318,5 " 1592,4 9,19 i 4,54 I 0,25 8,94 

4,49 
1000 " 7000 318,5 ., 2229,3 13,73 I l ' 0,30 13,4-3 
1000 9000 818,5 " 2866,2 18491 4•76 . 0,57 • 17,92 

4,49 ., 
' I 4 ~9 4.4H 

1000 ., 11000 318,5 .. 3503,2 23,28 ' ( O,SH 22,40 
4,48 

1000 ., 13000 318,5 .. 4140 1 27 88 ' 4•60 ' 1,00 i 26,88 ' ' I 9 31 . 2,24 
1000 ., 14000 318,5 ., 4458,6130.19 1 ~, 1,07 '29,12 
1000 ., 15000 318,5 

' ' 3,55. 
" 4777.1 33,74 ' , I 

Nachdem P= 15000 kg eingestellt ist, sinkt der Waghebel plötz­
lich, so daß die Streckgrenze bei 

15000 
a=---=4777 kg/qcm 

3,14 
erreicht ist. 

Bei Fortsetzung des Nachspannans beginnt die Belastung wieder 
zu steigen und erlangt mit P..,a.,=22720 kg ihren Größtwert; als­
dann sinkt der Waghebel, der Stab beginnt sich einzuschnüren, und 
schließlich erfolgt der Bruch. 

Wie die letzte Spalte der Zusammenstellung zeigt, wachsen die 
Federungen bis P= 14000 kg unter Berücksichtigung des tatsäch­
lich erreichbaren Genauigkeitsgrades recht befriedigend in gleichem 
Verhältnis wie die Spannungen 1). Fig. 15, die nach dem Vorgange 
von Fig. 1 u. f. die Schaulinien der gesamten, bleibenden und federn­
~en Dehnungen enthält, zeigt den geradlinigen Verlauf der Federungen. 
Wir haben demgemäß Proportionalität jedenfalls bis zur Spannung 

14000 
a =--- ="' 4459 kgfqcm. 

3,14 . 

Da auf der folgenden Belastungsstufe P = 15 000 kg die Er­
scheinung des Fließens eintrat, so ist anzunehmen, daß die Propor-

1) Die gesamten Verlängerungen tun dies weniger. 
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tionalität sich nur unerheblich über P = 1 4 000 kg hinaus erstreckt 
haben wird, weshalb die Proportionalitätsgrenze als nur wenig 
oberhalb 4459 kgjqcm liegend an­
genommen werden kann 1). 

Die Dehnungszahl be-

h . h . 4,48 rec net s1c m1t -- cm Fede-
1000 

rung auf 15 cm bei 2000 kg 
Belastungsunterschied nach Glei­
chung 3, § 2 zu 

4,48. 3,14 
{~ =~= -·-- ·- --

1000. 15. 2000 

1 
= - · - - = 0 469 Milliontel. 

2133000 ' 

Die Streckgrenze ist bei 

15000 -- -- = 4 777 kgfqcm 
3,14 ' 

anzunehmen. 
Die Zugfestigkeit beträgt 

7' 22 720 
K =--=7236kgjqcm 

z 3,14 . 

Die durch Gleichung 2, § 3 
bestimmte Querschnittsverminde­
rung ergibt sich, da 

:7l .) ,.., 
fb = 41,51-= 1, t9 qcm. 

zu 
3,14- 1, 79 0 / 

'1-f! = 100--314--- = 43 0 

' 318,5 

OL-__________ +~t~---

und die Bruchdehnung nach Glei­
chung 3, § 3 mit lb = 238 mm auf 
200 mm ursprüngliche Länge zu 

Fig. 15. 

q; = 100 238- '200 = 19Dfo. 
200 

1) Scharf tritt hier die Unzulässigkeit hervor, die Begriffe der Proportio· 
nalitäts- und Elastizitätsgrenze (vgl. S. 23 und 24) miteinander zu vermengen. 
Die erstere liegt hier nahe bei 4459 kg, während die letztere, aufgefaßt als die-
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Rundstab li. (1910.) 

Da beim Rundstab I Proportionalitäts- und Streckgrenze nahezu 
zusammenfielen, so seien noch die Ergebnisse eines Stabes aus Chrom­
nickelstahl angeführt, die den Unterschied deutlich erkennen lassen. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt ., ,, ,, ,, 
Meßlänge ... 

1,99 cm 
3,11 qcm 

15,00cm 

Spannungsstufe 

in kgfqcm 

Verlängerung auf 15 cm in 1/ 1000 cm 

gesamte : bleibende I federnde 

Unter- I Unter-
schied I schied 

4,54 4,54 I 0,09 4,45 4,45 
4,65 I 4,45 9,19 I 0,29 8,90 

13,85 4,66 I 0,49 13,36 4,46 

18,55 4,70 I 0,65 17,90 4,54 

23,91 5.36 I 1,39 22,52 4,62 
15,78 I 4,84 39,69 I 12,33 27,36 

I 

322 und 965 
322 ,, 1608 
322 " 2251 
322 ,, 2894 
322 ., 3537 
322 " 4180 

Unter der Belastung P = 13 000 kg, entsprechend 4180 kgfqcm, 
dehnt sich der Stab langsam nnd fortgesetzt, so daß ein Ausgleich 
nicht mehr erreicht wird. Unter P = 13 280 kg, d. i. 4270 kgjqcm, 
sinkt der Waghebel entsprechend dem Eintritt der oberen Streck­
grenze; die untere Streckgrenze ergab sich zu 4248 kgfqcm. 

Bei Inbetrachtziehung der federnden Dehnungen war die Pro­
portionalität zwischen Dehnungen und Spannungen bei a = 2251 kgjqcm 
noch vorhanden, bei a= 2894 sicher verschwunden. Für die gesamten 
Dehnungen läßt sich überhaupt keine Proportionalität erkennen. 

Bei der Fortsetzung des Versuchs bis zum Bruch ergab sich 

Zugfestigkeit . . . • . . 6640 kgfqcm 
Bruchdehnung auf 200mm 18,6°/0 

Querschnittsverminderung . 61,7 " 

Rundstab III. (1910.) 

Abmessungen und Material wie unter II, jedoch nach Angabe 
bei 780° C gehärtet (vergütet). 

jenige Spannung, bis zu der die bleibenden Formänderungen Null oder doch 
verschwindend klein sind, weit tiefer liegt (vgl. die Werte in der Spalte der 
bleibenden Verlängerungen). Die gleichfalls nicht selten anzutreffende Verwechs­
lung der Elastizitätsgrenze mit der Streckgrenze ist natürlich ebenso unzulässig. 
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Spannungsstufe 

in kgfqcm 

Verlängerung auf 15 cm in 1/ 1000 cm 
------~--~ 

gesamte 1
-hleibende I federnde 

Unter- Unter-
schied schied 

6,77 6,77 0,00 6,77 6,77 

13,63 6,86 0,01 13,62 6,85 

20,51 6,88 0,01 20,50 6,88 

27,49 6,98 0,01 27,48 6,98 

34,53 7,04 0,01 34,52 7,04 

43,21 8,68 1,35 41,86 7,34 

325 und 1299 
325 ., 2273 
325 " 3247 
325 " 4221 
325 " 5195 
325 " 6169 

Von besonderem Interesse scheint das fast vollständige Fehlen 
der bleibenden Dehnungen bis a = 5195 kgfqcm, sowie daß sowohl 
bei den gesamten wie für die federnden Dehnungen Proportio­
nalität überhaupt nicht festgestellt 
wurde; die Proportionalitätsgrenze, 
falls eine solche vorhanden ist, muß 
somit unterhalb a = 1299 kgfqcm 
liegen. Die Elastizitätsgrenze war 
bei a = 5195 kgfqcm noch nicht er­
reicht. Bei Fortsetzung des V er­
suchs ergab sich die Streckgrenze 
zu 6494 kgfqcm (nicht ausgeprägt, 
sehr kurzes Stehenbleiben des W ag­
hebels bei Steigerung der Belastung), 
die Zugfestigkeit zu 8136 kgfqcm; 
die Bruchdehnung betrug (Meßlänge 
20 cm) 13,2°/0 , die Querschnittsver­
minderung 52,9°J0 • Die Linie der 
gesamten Dehnungen ist in Fig. 16 
dargestellt. In dieselbe Abbildung 
ist auch die Dehnungslinie für den 
Rundstab II (aus dem gleichen Ma­
terial, jedoch ungehärtet) eingetragen. 
Sie zeigt obere und untere Streck­
grenze bei 4270 bzw. 4248 kgfqcm, 
also weit unterhalb der des ge­
härteten Stahles, bedeutend grö­
ßere Dehnung und weit geringere 
Festigkeit. 

Über den Einfluß verschie-

I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
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dener Behandlung des Materials auf die Festigkeitseigenschaften 
vgl. § 10. 

Über die Ergebnisse der Untersuchung von Stahlguß hat Ver­
fasser in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898, 
S. 694 u. f. berichtet. Bei diesem Material pflegen sich bleibende 
Dehnungen bei weit geringeren Spannungen in größerem Maße ein­
zustellen als bei Flußeisen von gleicher Festigkeit. Auch das Aus­
sehen der Oberfläche zerrissener Stahlgußstäbe ist nicht selten ein 
ganz anderes als dasjenige von Flußeisenstäben. Vgl. S. 1ßü u. f. 

4. V ersuche mit Kupfer. 

Rundstab I. (1895,) 

Material: weiches Kupfer. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . . . . 2,502 cm 
Querschnitt " ., 0,25 n 2,502~ = 4,92 qcm 

Die Priifung erfolgte zunächst ganz wie unter Ziff. 3 bemerkt, 
und wurde sodann wiederholt. Die Ergebnisse sind im folgenden 
zusammengestellt. 

Belastungsstufe in kg 

--

p 

750 und 1500 1152,4 und 304,9 
750 " 2250 152,4 ., 457,3 
750 ., 3000 1152,4 ,. 609,8 
750 ., 3750 152,4 ., 762,2 

' 

1. Versuchsreihe 
Temperatur 

16,8 bis 17,1°C 

Verlängerung auf 
10 cm in 1/ 1000 cm 

-------- -- --
a> a> I a> ...., '"0 '"0 ::.. s d I d a> ::.. ! ... I '" .... ::= I a> 
00 "0 a> a> ' ... 
bll :;5 C1) 

I -
1,41 1 o.u 1,30 
3,18 i 0,53 2,65 
5.38 ; 1,33 4,05 
8,051 2,52 5,53 

2. Versuchsreihe 
Temperatur 

17,4 bis 17,5° C 

Verlängerung auf 
10 cm in 1/ 1000 cm 
-- -- --

C1) 
I a> 

I a> __. '"0 '"0 
8 d I d ... ... a> I .. I dl ::= .... a> 
"' '";j C1) a> "" t:>ll :;5 I 

a> -
1,32 0,00 1,32 
2,68 0,00 2,68 
4,11 0,04 4,07 
5,68 0,15 5,53 

I 

In Fig. 17 sind die Schaulinien, die sich hiernach für die ge­
samten, die bleibenden und die federnden Dehnungen aus der 1. V er­
suchsreihe ergeben, dargestellt. 

Wie ersichtlich, stellen sich bei der ersten Versuchsreihe blei­
bende Dehnungen außerordentlich früh und überhaupt von bedeu­
tender Größe ein. Bei der zweiten Versuchsreihe dagegen treten die 
bleibenden Dehnungen ganz in den Hintergrund, eine Folge davon, 
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daß der Stab schon einmal den Belastungswechseln ausgesetzt ge­
wesen ist. 

Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen besteht 
nicht; denn es betragen die Unterschiede 

der gesamten Ver­
längerungen 

bei der 1. Versuchsreihe 1,41 1, 7 7 2,20 2,67 
,~ 2. 1,32 1,36 1~43 1~5 7 

d. h. ausgeprägt wachsend mit den Spannungen. 

,..._ --- ----- -----t =-~f.J = Ooocss ... ·-- ----- _____ ., 
W0Cl10 ' ~ 

der federnden Ver­
längerungen 

1.30 1,35 1,40 1,48 
1,32 1.36 1,39 1,46 

~: 
+i 

I 
I ! 

I 

/ 

I 
I 

I 
I 

- I --­
I 

/ 
/ 

I I ~----->,:~7 
60fl,s ----· -~-/ 
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Fig. 17. 

Wird den Federungen die dmch Gleichung 1 ausgesprochene 
Gesetzmäßigkeit zugrunde gelegt, und werden dabei die Koeffizienten 
c~ und m so gewählt, daß fiir die erste Versuchsreihe 

1 e = 0 t,o9s 
2195000 

9) 
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und für die zweite Versuchsreihe 

1 e- al,074 10) -1865000 ' . . . . . . . . . 

so zeigt folgende Zusammenstellung: 

Federungen auf 10 cm in 1/1000 cm 
Spannungsstufe ~ 

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe 
in kgjqcm 

b b ht t I berechnet I berechnet 
eo ac e nach GI. 9 beobachtet nach GI. 10 

152,4 und 304,9 1,30 

I 
1,30 1,32 I 1,32 

152,4 ., 457,3 2,65 2,66 2,68 ' 2,69 
152,4 " 609,8 4,05 

I 
4,07 4,07 4,09 

152,4 " 762,2 5,53 5,52 5,53 i 5,52 
I 

eine befriedigende Übereinstimmung zwischen Beobachtung und 
Rechnung. 

Der Unterschied in den Zahlenwerten der Koeffizienten a und m 
der Gleichungen 9 und 10 läßt den Einfluß der vorhergegangenen 
Belastung auf die Federung deutlich erkennen. 

Über die Anzahl der Spannungswechsel, die jeweils erforderlich 
waren, um festzustellen, daß sich die gesamten, die bleibenden und 
die federnden Dehnungen nicht mehr ändern, gibt die folgende Zu­
sammenstellung Auskunft. Ebenso darüber, wie sich die Verlänge­
rungen bei dem erstmaligen Wechsel (Anfangswerte) von denjenigen 
bei dem letzten Wechsel ( Endwerte) unterscheiden. 

1. Versuchsreihe 

Spannungsstufe Zahl der Anfangswerte Endwerte 
in kg/qcm Span-

nungs-
i. l' i.-J.' }. }.' J.-J.' wechsel 

152,4/304,9 2 1,41 0,11 1,30 1,41 0,11 1,30 
152,4/457,3 5 3,10 0,47 2,63 3,18 0,53 2,65 
152,4/609,8 7 5,13 1,16 3,97 5,38 1,33 4,05 
152,4/762,2 7 7,60 2,15 5,45 8,05 2,52 5,53 

2. Versuchsreihe 

152,4/304,9 2 1,32 0,00 1,32 1,32 I 0,00 I 1,32 
152,4/457,3 2 2,68 0,00 2,68 2,68 0,00 I 2,68 
152,4/609,8 4 4,13 0,03 4,10 4,11 0,04 

I 
4,07 

152,4/762,2 4 5,60 0,07 I 5,53 5,68 0,15 5,53 
I i 
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Für die zweite Spannungsstufe findet sich die durchschnittliche 
Dehnungszahl zu 

~68:10.1000 1 
(( = = -- - - = 0,879 Milliontel. 

457,3- 152,4 1138000 

Die weitere Untersuchung des Stabes führte zur Erlangung der 
Dehnungslinie Fig. 18 sowie zur Feststellung: 

der Zugfestigkeit 
r 10980 

Kz=4,92= 2232kgfqcm, 

Fig. 18. 

der Querschnittsverminderung 

4,92- 1,89 0/ 
'IJ' = 100 --4;92 ~ = 61,6 0 • 

da 

f~ = ~- 1,552 = 1,89 qcm, 

und der Bruchdehnung auf 200 mm 

g; = 100 ~2-'~---=- 200 = 46,1°/0 . 200 

Die unmittelbar vor dem Bruch beobachtete Belastung betrug 
rund 8200 kg. 

Eine ausgeprägte Streckgrenze in dem Sinne, wie in § 3 er­
klärt, und wie wir sie bei Flußeisen und bei Flußstahl kennen 
lernten, besitzt hiernach das Kupfer nicht. 

Das Arbeitsvermögen gemäß Gleichung 4, § 3, ergibt sich 
zu A = 7,11 kgmfccm. 

Rundstab II. (1895.) 

Material: weiches Kupfer, jedoch von anderer Herkunft als 
Stab I, bereits einmal bis a = 964,4 kgfqcm beansprucht gewesen. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . 
Querschnitt " " " " 
Meßlänge .... 

1,99 cm 
3,11 qcm 

10,00cm. 
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Die Untersuchung führt ganz wie beim Rundstab I zu dem Er­
gebnis, daß die federnden Verlängerungen rascher wachsen als die 
Spannungen, entsprechend 

1 "= ~ ___ 0 t,093 11) "' 2084000 . . . ..... . 

Nachdem für den Rundstab I ausführliche Besprechung statt­
gefunden hat, wird es genügen, die folgende Znsammenstellung an­
zuführen. 

---- --- -- -- -------

Spannungsstufe 
Federnde Verlängerung in 1/ 1000 cm 

kgfqcm beobachtet berechnet nach 
Glll 

160,75 und 321,5 1,40 1,40 
160,75 " 482,25 2,89 2,87 
160,75 " 643,0 4,39 4,39 
160,75 " 803,75 5,95 5,94 
t"ß0,75 ., 964,6 7,53 7,53 

Die Übereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde, 
und dem, was Gleichung 11 liefert, muß alr; eine sehr gute be­
zeichnet werden. 

o. Versuche mit Bronze. 
Rundstab I. (1895.) 

Material: Gegossene Bronze, vorher noch nicht belastet. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . 2,20 cm 
Querschnitt " ., ,, ., 3,80 qcm 
Meßlänge . . . . . . . . . . . . . . . . 15,00 cm 

Die Prüfung wurde in gleicher Weise, wie unter Ziff. 3 ange­
geben, durchgeführt mit den aus folgender Zusammenstellung ersicht­
lichen Zahlenergebnissen. 

Temperatur schwankt zwischen 15,4 und 15,6° C. 

Belastungsstufe in kg 

p 

750 und 1500 
750 " 2250 
750 " 3000 

0 

197,4 und 394,7 
197,4 " 592,1 
197,4 " 789,5 

Verlängerung auf 15 cm in 1/1000 cm 

gesamte 

3,31 
6,61 

10,33 

bleibende 

0,07 
0,09 
0,48 

federnde 

3,24 
6,52 
9,85 
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Hiernach wachsen die Fe4erungen rascher als die Belastungen. 
Wird 

1 
e=--- at,o2s 12) 733800 ...•..•.. 

gesetzt, so ergeben sich die Federungen 

nach Gleichung 12 . . . • . • . . 
gegenüber den beobachteten Werten • 

also in guter Übereinstimmung. 
Die Wiederholung des Versuchs liefert: 

3,24 
3,24 

6,53 9,85 
6,52 9,85, 

Belastungsstufe in kg Verlängerung auf 15 cm in 1/1000 cm 

p (} gesamte bleibende federnde 

750 und 1500 197,4 und 394,7 3,30 0,01 3,29 
750 " 2250 197,4 " 592,1 6,60 0,01 6,59 
750 " 3000 197,4 " 789,5 9,89 0,03 9,86 

Somit betragen die Unterschiede 

in den gesamten Verlängerungen 3,30 3,30 3,29 

" " federnden " 3,29 3,30 3,27 

d. i. in Berücksichtigung aller Verhältnisse nahezu so gut wie Un­
veränderlichkeit. Hiernach zeigt der Bronzestab, für den die erste 
Versuchsreihe die Gleichung 12 lieferte, im Falle vorhergegangener 
Belastung Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen 1 ). 

Mit der Federung 3,29 für das Material in dem Zustande, in dem 
es sich während der zweiten Versuchsreihe befindet, bestimmt sich 
die Dehnungszahl nach Gleichung 3, § 2, zu 

3,29 1 
(( = =,......, ---= 1,11 Milliontel, 

15000 0197,4 900000 

Wird die Belastung weiter gesteigert, so stellt sich schließlich 
der Bruch bei 7 500 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit 

7500 
K. = 380 = 1974 kgfqcm. 

' 
1) Diese Erscheinung, daß durch die vorhergegangene starke Belastung 

die Krümmung der Linie der federnden Dehnungen stark vermindert, hier die 
Kurve nahezu in eine Gerade übergeführt worden ist, zeigt sich nach den bis 
heute vorliegenden Erfahrungen überhaupt bei den Stoffen mit veränderlicher 
Dehnungsza.hl, sofern die Vorbelastung genügend 4och war. 

Bei den Materialien, welche Proportionalität zwischen Spannungen und 
Dehnungen aufweisen, führt hohe Vorbelastung zur Verschiebung der Propor­
tionalitätsgrenze nach oben. 
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Die Querschnittsverminderung nach Gleichung 2, § 3. ergibt 
sich, da 

9m.m "~~:f"nqt~u?tq 
.au..f" C •1'5Jmm." 

Fig l!J. 

:Jl t;, = 4 2,082 = :3.40 qcm. 

zu 
3.80- 3.40 - 0• 

1p = 100 ·- -3~~0 -- = 10.n io 

und die Bruchdehnung auf ~0 cm nach Glei­
chung 3, § 3, zu 

= 100 212,0-= 200 = 60/ 
q; 200 o· 

Über den V er lauf der Linie der ge­
samten Dehnungen gibt Fig. 19 Auskunft. 

Wie ersichtlich, besitzt die untersuchte 
Bronze gleich dem untersuchten Kupfer keine 
ausgeprägte Streckgrenze. 

Rundstab II. (1Sß5.) 

Material wie bei Stab I. 
Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt '' " 

1.99 ('111 

3,11 qcm 
Meßlänge . . . . 15,00 cm 
Prüfung wie Stab I, jedoch ohne Wiederholung des Versuchs. 

Belastungsstufe in kg Verlängerung auf 15 cm in 1/ 1000 cm 
- ------- ------- -----

p 0 gesamte ( bleibende ~ federnde 

750 und 1500 241,2 und 482,3 3,98 I 
0,02 3.9{i 

750 " 2250 241,2 " 723.5 8.99 0,93 8.06 
750 ,. 3000 241,2 " 964,6 17.81 I 5.63 12.11:! 

I 

Hiernach wachsen die Dehnungen. ganz wie in Versuchsreihe 
des Stabes I. rascher als die Spannungen. 

Ferner ergibt sich 

6500 
K, = -- = 2090 kgfqcm. 

3,11 

3,11- : 1,91 ~ 3.11- 2.87 -o 
'IJ.' = 100 3 =100 3 . = 7.1 /(1" 

,11. . .11 

qJ = tooE-~2 -_200 = 8 1 Oj 
200 ' o· 



~ 4. Längenänderungen verschiedener Stoffe. Bronze. 65 

Eine große Zahl von weiteren Untersuchungen des Verfassers 

über Bronze sowohl bei gewöhnlicher Temperatur als auch bei 

höheren Temperaturen finden sich V!')röffentlicht in der Zeitschrift 

des Vereines deutscher Ingenieure 1899, S. 354', 1900, S. 1745 u. f., 

1901, S. 1747 u. f.l). Vgl. auch§ 10 sowie in "Festigkeitseigenschaften 

und Gefügebilder", IX. Kupferlegierungen. 

Stt:Uil,ölgeluirteb 

h Yel"fiÜid 

[/~I\ 
rf.. ~ I • 
· .Kidtg o n Stah/; 
,>---, 

( t 
I 

Fig. 20. 

Um einen Überblick über die bisher besprochenen Metalle zu 

gewähren, sind in Fig. 20 die Dehnungslinien für verschiedene der­

selben eingetragen: 

das untersuchte Kupfer zeigt K.= 2232 kgjqcm, q?="-' 52· 0 / 0 

" " Flußeisen ,. K.=3578 ., q?="-'34 " 

der " Stahll,ausgeglüht•· K.=5182 ,, lf?="-'25 ,, 

" ,. "II, " " K.=6656 " lf?="-'18,5•· 

,. " I, kaltgezogen" K,=6589 " q?="-' 8 " 

•• " " II, vergütet 

" 

(wasser­
gehärtet und 
bei 680° C 
angelassen) ,, K.=8577 

" II,ölgehärtet " K,=9694 
" ,, ff ="" 13,5" 

q?="-' 9 " 

1) Mitteilungen über Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur­

wesens, Berlin 1901, Heft 1, 1902, -Heft 4. 
C. Bach. Elastizität. 7. Auß. 5 
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Die letztere Zahl 9694 kgfqcm begrenzt die Zugfestigkeit von 
~tahl nicht; nach eigenen V ersuchen ergeben sich für Stahl Werte 
für Kz bis über 20000 kgfqcm. 

6. Versuche mit Messing. (1895.) 
Rundstab (Messingguß). 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . 2,20 cm 
3,80 qcm Querschnitt ., ., ., ., 

Prüfung genau wie bei Bronzestab I (Ziff. 5). 

I. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe 
Temperatur 15,4-15,6° Temperatur 14,8-15,1° 

Belastungsstufe in kg 
Verlängerung auf 15 cm V er längerung auf 15 cm 

in 1/ 1000 cm in 1f1ooo cm 
-- ~--~- -- ----- -- --- -----~---

I 
<I) I <I) <) <) 

<I) <I) ..., I "0 "0 ..., "0 "0 
8 i 

s::: s::: 8 s::: e p 
I a <I) .. <I) 

oj ..0 <I) Cll ..0 ., 
"' 'öl "0 "' 'öl "0 

I 
<I) <I) 
101) I ::0 .2: 101) :0 

<I) .... 

500 u. 1000 ' 131,6 u. :263,2 2,57 I 0,21 2,36 2,44 o,oo I 2,44 
500 u. 1500 131,6 u. 394,7 5,34 I 0,54 4,80 4,91 0,00 14,91 
500 u. 2000 131,6 u. 526,3 8,61 1,24 7,37 7,39 0,02 7.37 

Wie ersichtlich, wachsen bei der ersten Versuchsreihe (Stab war 
vorher noch nicht belastet gewesen) die Dehnungen rascher als die 
Spannungen; denn es betragen die Unterschiede --

der gesamten Verlängerungen der federnden Verlängerungen 

2,57 2,77 3,27 2,36 2,44 2,57 

.Den Federungen der ersten Versuchsreihe entspricht die Gleichung 

1 I 08" e=-------- (J. a 
947000 

Sie liefert die Federungen . . . . 2,36 
während die Beobachtung ergab . 2,36 

4,82 
4,80 

13) 

7,36, 
7,37. 

Die zweite Versuchsreihe (der Stab war vorher durch die Be­
lastungen der ersten Versuchsreihe in Anspruch genommen gewesen) 
liefert die Unterschiede 

der gesamten Verlängerungen der federnden Verlängerungen 

2,44 2,4 7 2,48 2,44 2,4 7 2,46 

also nahezu Unveränderlichkeit. Diese Ergebnisse stehen in Über­
einstimmung mit dem, was für Bronze festzustellen war. 
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Die Dehnungszahl für das Material in dem Zustand, in dem 
sich dasselbe während der Durchführung der zweiten Versuchsreihe 
befand, ergibt sich bei Zugrundelegung der Federung von 2,46 nach 
Gleichung 3, § 2 zu 

2,46 1 
« = - ---- = "-' ---= 1,25 Milliontel. 

15000.131,6 802000 

Fig. 21. 

""" "-"' ·-\!! 
n 

'O 

Die weitere Fortsetzung der Belastungen bis zum Bruche ergibt 
für den Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen Fig. 21 und 

6350 
K. = 3,80 = 1671 kgfqcm, 

380-~200'3 
' 4 ' 3 80-314 

1jJ = 100 -3-;80-- -- = l00-'-3,RO .?.._ = 17,4 °/0 , 

10 226- 200 0. 

q;= o -ioo-= 13 /o· 

Eine ausgeprägte Streckgrenze ist nicht vorhanden. 

7. Versuche mit Leder. (1886 u. f.) 

Für einen schon früher vielfach belasteten Riemen von 6,44 qcm 
Querschnitt ergaben Zugversuche folgendes. Einstellung erfolgte 
von 3 zu 3 Minuten. 

Spannungsstufe in kgfqcm 

3,88 und 11,65 
3,88 " 19,4 
3,88 " 27,2 

Federnde Verlängerung in mm 

5,5 
10,0 
14,0 

Hiernach nehmen die Dehnungen mit wachsender Spannung ab. 
5* 
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Unter Zugrundelegung einerursprünglichen Meßlänge des Riemens 
von 780,7 mm entsprechen diese Ergebnisse der Beziehung 

1 
E=--00,7 

415 
14) 

worm die Zahlenwerte abgerundet worden sind. 

Die durchschnittliche Dehnungszahl für die erste Spannungs­
stufe berechnet sich zu 

5,5:780.7 1 
(~ = ------' - = --= 907 Milliontel. 

11,65 - 3,88 1100 

Gleichung 14 liefert für die Verlängerungen 

5.6 mm gegen 5,5 mm beobachtet 
10,1 ,. 10,0 .. ,. 
14,1 ,. 14,0 .. 

Diese Übereinstimmung ist mit Rücksicht auf die vorgenommene 
Abrundung der Zahlenwerte in Gleichung 14 sowie in Anbetracht 
des bedeutenden Einflusses, den die Zeit auf die Formänderungen 

IT 

m~---------

~J ________ _ 
I 

I 
·i~5 f--- ------­

I 

I 
s;L __ 

Fig. 22, 

des Leders äußert, und auf den an anderer Stelle eingegangen wer­
den soll, recht befriedigend. 

In Fig. 22 ist die Linie der gesamten Dehnungen für einen 
anderen, vorher stark gespannt gewesenen Riemen dargestellt; sie 
kehrt der Achse de:r Belastungen ihre hohle Seite zu, krümmt sich 
demnach entgegengesetzt wie die Linie der Dehnungen bei Gußeisen. 
Kupfer, Bronze, Messing usw. 

Fig. 23 zeigt die Linie der gesamten Verlängerungen für einen 
neuen Riemen von ursprünglich 49,6 mm Breite und 6,5 mm mitt­
lerer Stärke, entsprechend f = 4,96 . 0,65 = 3,224 qcm, auf 500 mm 
ursprünglicher Länge. Die Belastungen wurden anfangs je um 25 kg 
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gesteigert, später je um 50 kg. Nach 35 Minuten erfolgte der Bruch 
unter 760 kg Belastung, wobei unmittelbar vorher die Länge der 
Meßstrecke des Riemens zu 602,2 mm gemessen worden war. Un­
mittelbar nach dem Zerreißen zeigte die Meßstrecke, durch Anein-

' 

' 
' I 

i i 
~ .1' 
-1 ! 
~ ~ 

~ 

Fig. 23. 

anderstoBen der Bruchflächen hergestellt, 520 mm, 40 Stunden später 
516,8 mm, 10 Tage darauf 515,6 mm und 23 Tage später 515 mm 
Länge. 

Bei Beurteilung der Spannungen darf die weitgehende Vermin­
derung des Querschnittes mit steigender Belastung nicht außer acht 
gelassen werden. So beträgt beispielsweise bei P = 400 kg die 
Breite 47,5mm und die Stärke 6,0mm, also (=4,75.0,60= 
2,85 qcm gegen ursprünglich 3,224 qcm. Mit dem ursprünglichen 
Querschnitt ergibt sich somit die Spannung 

o = _!OO- = 124 kgfqcm 
~224 ' 

dagegen mit dem Querschnitt, der tatsächlich unter der Belastung 
P = 400 kg vorhanden war, 

400 
a = -- = 140 kgfqcm. 

2,85 

Bei P= 600 kg war f= 4,66. 0,59 = 2,75 qcm, 

" P = 700 kg " f = 4,59 . 0,59 = 2, 70 qcm. 

Da das Reißen des Riemens unerwartet bei P= 760 kg eintrat, 
so war f = 2, 70 qcm der letzte der bestimmten Querschnitte des 
gespannten Riemens. 
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Je nachdem nun dieser Wert f = 2, 70 qcm oder der ursprüng­
liche Querschnitt f = 3,224 qcm zur Ermittlung der Zugfestigkeit 
in Rechnung gestellt wird, ergibt sich diese zu 

760 
2,70 = 281 kgfqcm, 

bzw. 
760 

3 224 = 236 kgfqcm. 
' 

Über die Elastizität des Leders an den verschiedenen 
Stellen einer und dersei ben Haut berichtet Verfasser in der 
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 1446 und 1447 
oder auch in den "Mitteilungen über Forschungsarbeiten", Heft 5. 

Ähnlich wie Lederriemen verhalten sich Hanfseile und dergl.' ). 

8. Versuche mit Körpern aus Gummi. (1909 und 1910.) 

A. Körper aus weichem Gummi (Baumgewicht 1,03). 

a} Zugversuche. 

Als Probekörper diente Rundgummi von 1,6 cm Stärke. 
Bei der Belastung 0,5 2,5 4,5 6,5 8,5 10,5 

betrug 
kg 

die Meßlänge 
der Durchmesser 
der Querschnitt 

82,07 
1,54 
1.863 

89,36 
1,47 
1,697 

98,16 108,98 121,71 
1,40 1,33 1,27 
1,539 1,389 1,267 

136,48 cm 
1,20 cm 
1,131 qcm 

Mit Rücksicht auf diese bedeutende Veränderlichkeit der Ab­
messungen des Probekörpers bei steigender Belastung scheint es 
notwendig, Spannung, Dehnung und Dehnungszahl auf zwei verschie­
dene Weisen zu berechnen: 

1. unter Zugrundelegung der bei der Anfangsbelastung (hier 
0,5 kg) vorhandenen "ursprünglichen" Abmessungen des Versuchs­
körpers, wie es für Festigkeitsrechnungen üblich ist, und 

2. unter Verwendung der bei P kg jeweils vorhandenen Ab­
messungen. 

Bei den Versuchen wurde das S. 17 u. f. besprochene Verfahren 
des Belastungswechsels angewendet. Die angegebenen Zahlen sind 
die erlangten Ausgleichswerte. 

1) Siehe hierüber die Ergebnisse der vom Verfasser durchgeführten Ver· 
suche in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887, S. 221 u. f., 
S. 241 u. f., 8,891 und 892, oder auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 5 u.f., 
s. 59 u. f. 
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1. Versuchsreihe. 
Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte). 

a) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 1,863 qcm, 
Dehnungen " " " die ursprüngliche Meßlä.nge " 82,07 cm. 

Belastu~gsstufe 
Meß. 

strecke 
Verlängerungen der 
Maßstrecke in cm 

P kg I kg/ qcm l cm geeamte I federnde I bleibende 

Dehnungszahl der 
Federung 

0,5 0,5: 1,863 = 0,26~ 
1

82,07 1 1 3,20 c ) 
1,5 1,5 . 1,863 = 0,80o 85,57 3,50 a = 82 o7 : 0,805- 0,268 

_0,5 __ _ ___ 0,2681 82,37 ___ I_ 3•2~ __ 0 •30 I =1:,13,8 = 72600Milltontel 

1,5 0,805 85,57 3,65 ( ) 
2,5 2,5:1,863 = 1,342 89,36 3,79 a= 82,07 : 1,342-0,805 
1,5 0,805 85,71 3•65 0•14 = 1:12,1 = 82800MIIIIontel 
---+---------7--~----:-----i------ -----------------
2,5 1,342 89,36 
3,5 3,ö: 1,863 = 1,879 93,50 4,14 
2,5 1,342 89,58 3,92 

3,92 ( ) a = 82 07 : 1,879- 1,342 
0 22 ' 

' = 1 : 11,2 = 88 900 Milliontel 
-- -~-----+-----:------- ------------------

3,5 1,879 93,50 434 
4,5 4,5: 1,863 = 2,415 98,16 4,66 a= 8~,07 :(2,415-1,879) 

3,5 1,879 93,82 4,34 0,32 
= 1 : 10,1 = 98 700 Millionte 

--------- ------ -- ---- . -- - -----~--~------
4,5 2,415 98,16 

5,16 4,80 ·(<~ ) 
5,5 5,5: 1,863 = 2,952 103,32 a= 82,07 ... ,952- 2,415 

4,5 2,415 98,52 4,80 0,36 = 1:9,2 = 108900 Milllonte 
------ -- --- -------------------- ----------------------
5,5 2,952 103,32 5 66 
6,5 6,5: 1,863 = 3,489 108,98 ' 
5,5 2,952 103,75 5,23 

a = 8~~~ : (3,489- 2,952) 
0,43 8 00 = 1 : 8,4 = 11 7 MUliontel 

--- -- ------------ -~------- ----~------

6,5 3,489 108,98 
6,17 

5,63 ( 6-3,489) 7,5 7,5: 1,863= 4,026 115,15 a= 82,07: 4,02 
6,5 3,489 109,52 5,63 0,54 

=1:7,8=12 7 700 MUliontel 
-------- ------ -------
7,5 4,026 115,15 

6,56 6,00 ( 3-4,026) 8,5 8,5:1,863= 4,563 121,71 a = 82,07 : 4,56 
7,5 4,026 115,71 6,00 0,56 

=1: 7,4= 13 6100 Milliontel 
-------- -----
8,5 4,563 121,71 

7,18 
6,29 ( -4,563) 9,5 9,5: 1,863= 5,099 128,89 a= 82,07 : 5,099 

8,5 4,563 122,60 6,29 0,89 
=1:7,0=14 3 000 Milliontel 

---------
9,5 5,099 128,89 

7,59 
6,48 ( -5,099) 10,5 10,5: 1,863 = 5,636 136,48 a = 82,07 : 5,636 

9,5 5,099 130,00 6,48 1,11 
=1:6,8=147 000 Milliontel 
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ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 

Dehnungen ., " " die jeweilige Meßlänge. 

Belastungsstufe' Meß- : Verlängerungen der 
strecke 'I Meßstrecke in cm 

P kg I kgfqcm i l cm 1 gesamte j federnde I bleibende 

Dehnungszahl der 
Federung 

0,51 0,5: 1,863 = 0,268182,071 I I / a = __ 13_,_20 : (o,838 _ 0,2ss) 
1,511,5. 1, 791 = 0,838 85,571 3•50 . 82,37 
0,5 0,2681 82,371 3•20 0•30 I = 1 : 14,7 = 68 200 Milliontel 

1,5 
2,5 
1,5 

0,838 85,57 
2,5: 1,697 = 1,473 89,36 

0,838 85,71 

3,79 

2,5 1,473 89,36 
3,5 3,5: 1,629 = 2,149 93,50 4•14 
2,5 1,473 89,58 

3,5 
4,5 
3,5 

4,5 
5,5 
4,5 

2,149 93,50 
4,5: 1,539 = 2,924 98,16 4·66 

2,149 93,82 

2,924 98,16 
5,5: 1,453 = 3,785 103,32 5•16 

2,924 98,52 
- -~---------!-

5,5 
6,5 
5,5 

3,785 103,32 
6,5: 1,389 = 4,680 108,98 5•66 

3,785 103,75 

6,5 4,680 108,98 
7,5 7,5: 1,327 = 5,652 115,15 6•1 7 
6,5 4,680 109,52 

7,5 5,652 115,15 
8,5 8,5: 1,267 = 6,709 121,71 6•56 
7,5 5,65j 115,71 

8,5 
9,5 
8,5 

6,709 121,71 
9,5: 1,208 = 7,864 128,89 7•18 

6,709 122,60 

9,5 • 7,864 128,89 
10,5 110,5: 1,131 = 9,284 136,48' 7•5 9 

9,5 I 7,864 130,00 I 
I I 

3,65 

3,92 

4,34 

4,80 

5,23 

5,63 

6.00 

6,29 

6,48 

3,65 ( ) a= -----: 1.473-0 838 
85,71 ' ' 

= 1 : 14,9 = 67100 Milliontel 
0,14 

3,92 ( ) a= 89-58 : 2,149-1,473 
0,22 ' 

= 1 : 15,4 = 64 700 Milliontel 

0,32 

4.34 ( ) a = _ __:__ __ : 2 924 -- 2 149 
93,82 ' ' 

= 1 : 16,8 = 59 700 Milliontel 

a =~,_so : (3 785- 2 924) 
98,52 ' ' 

= 1 : 17,7 = 56 600 Milliontel 
0,36 

0,43 

5,23 ( ) a= ---- · 4 €80-3 785 
103,75 ·. ' , 

= 1 : 17,8 = 56300 Milliontel 

5,63 (" ) 
a =~ io9,52 : o,652- 4,680 

0•54 = 1 : 18,9 =52 900 Milliontel 

0,56 

0,89 

1,11 

6,00 ( '') a= 115,71 : 6,709-5,65;:: 

== 1 : 20,4 = 49100Milliontel 

a= ~~: (7,864-6,709) 
122,60 

= 1 : 22,5 = 44400Milliontel 

a=--~~: (9 284-7 864) 
130,00 '. ' 

= 1 : 28,5 = 35100Milllontel 
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In Fig. 24 sind die Linien der bleibenden, federnden und ge­
samten Dehnungen verzeichnet, und zwar je doppelt: einmal ent­
sprechend der Berechnungsweise a, unter Zugrundelegung der ur­
sprünglichen Abmessungen (dünne Linien), das zweitemal unter 

+f' 

Fig. 24. 

Bezugnahme auf die jeweiligen Abmessungen, gemäß der Zusammen­
stellung fJ (stärkere Linien). Im ersten Falle scheinen die Deh­
nungen weit rascher zu wachsen als die Spannungen; die Betrachtung 
der stärkeren Linien zeigt das Gegenteil. Somit erweist sich die 
Dehnungszahl abnehmend oder wachsend, je nachdem der 
tatsächliche oder der ursprüngliche Querschnitt bei Be­
stimmung der Spannungen zugrunde gelegt wird. 

Die in Fig. 24 schwach ausgezogenen Linien stellen auch den 
Zusammenhang zwischen den wirkenden Kräften und den Verlänge­
rungen dar. Sie rufen den Eindruck wach, daß die Dehnungen bei 
höheren Belastungen rascher als die Spannungen wachsen, während 
bei Einführung des tatsächlichen Querschnitts in die Rechnung das 
Umgekehrte der Fall ist. 

2. Versuchsreihe. 

Derselbe Probekörper wurde einen Tag später derart bean­
sprucht, daß Entlasten jedesmal auf die Anfangslast (hier 0,5 kg 
erfolgte, wie beim Versuch 2 mit Gußeisenkörper II auf S. 25 be­
sprochen. 
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Versuchsergebnisse. 
Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte). 

a) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 1,815 qcm, 
Dehnungen " " '' die ursprüngliche Meßlänge von 82,27 cm. 

1
1 Verlängerungen de~ I Meß-
f Meßstrecke in cm 
.

1 

strecke 

I ge- I feder~~~~er-1 blei-1 
P kg I kgfqcm I l cm samte schied I bende 

Belastungsstufe Dehnungszahl der 

Federung 

I I I I ! I I o,5 1 0,5:1,815=0,275 82,27 I' 3,47 ( ) 
15,15·1815=0826 8579 3,521 3,47 rc=-8-2--2: 0,826-0,275 
'- ' . ' ' ' 3,47, 0,051 ' 7 

O.n 0,2751 82,321 1 f =1:13,1 = 76500.Milliontel 

0,51___ 0,275182,32 II I 7,10 ( ) 
25_ 25:1815=1377 8953 7,21 3,63 fC=-82-27: 1,377-0,275 

' ' , ' ' 710 0 11 ' 
0,5j 0,275!82,43 'I '/ =1:12,8=78300.Milliontel 

~':r1 a 5 ·1 815 - - ~~:~ir~;,~~ 11~,27-,~-~-~,;~-- -- 1
1 
~c-- 81 21 ' 214 = (1,928-0,275) 

' ' • ' ' I ' I 11 14' 0 13 ' 7 
0,5 i 0,27 51 82,561 I ' [ ' I = 1: 12,2 = 81900~illi_~~te~ 
0,5 0,275 82,561 I 15,69 .., 
45 45:1815=2479 .983215,76 4,55 fC=82-27:(2,4t9-0,275) 

' ' ' , ' ' 15 69 0 07 , 
0,5 ___ 0,27~ 82,:~1 ~ __ :_ --~-----2__=_]._~~-- 8_{i_~00 .Milliontel 

0,5: 0,275 82,63 I I 20,69 ( _) 
55 55:1815=3030 10342 20,79 5,00 a=8227: 3,030-0,27n , , , , . , 20 69 0 10 ' 
0,5, _ ~~7_5_ -~2~~~ _ _ _' __ I ___ --~ __ L_ l: 11,~ __ 9 ~--~00 ~illiontel 
0,5 0,275

1 
82,73 1 26,12 

6 5 6 5: 1 815 = 3 581 , 109 01 26,28 5,43 a= 82 27: (3,581- 0,275) 

o:5 ' _ ' __ o:27 5 !_ 82:89 _ -~·12 __ I~~~- = 1 = '10,4 = 96 ooo .Milliontel 

0,51 0,27 5
1 

82,89 I 32,12 
7,51. 75:1815=4132 11513 32,24 6,00 a=82-27:(4,132-0,275) 

' ' , , 32 12 0 12 ' 
0,5 1 0,27 51 83,01 ' I ' = 1: 9,9 = 101200 .Milliontel 

~:~ 8,5:1,815 -~::1r~~~:~; ~~.~:~1~8:·~,;~11006 cc--~~::~:(4,683-0,275) 
0,5 0,275 83,07 ' , ' = 1: 9,4 = 106100 .Milliontel 

I ---~~------

0,5' 0,275 83,07 
9,5 I 9,5: 1,815 = 5,234 128,41 45•34 6, 71 
0,51 0,275 83,22 45,19 0,15 

I 

45,19 
((=--: (5,234~ 0.275) 

82,27 ' 
= 1: 9,0 = 110800 .Milliontel 

1g;~l10,5: 1,815 - ~:~~i ;~~:!f~2';;lf 52-J~;~-o 04 
0.5' 0,275 83,26 I ' I , 

a = 52'14 : (5 785-0.27 5) 82,27 , ' 
= 1 : 8, 7 = 115 000 .Milliontel 
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ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 

Dehnungen " " " die jeweilige Meßlänge. 

-Meß- I Ve~längerungen d~r -~ 
Belastungsstufe ! strecke I ge~~ßst;:dc::d~n cl ~Iei- I 

Pkg kgfqcm J lern samte! ~~~~~:d bende 

Dehnungszahl der 

Federung 

0,51 0,5:1,815 = 0,275 I 82,27 i I I· I l 3,47 . 

'- ' ' ' ' ; 3 47 1 :0 05 ' 
15 15:1767=084918579:_ 3,521 3,47, a=82-32.(0,849-0,275) 

-~~ _ _ __ _ 0,~:-~-~~,3~i __ , ' I j ' __ ! = 1: 13,6 = 73400 Milliontel 

0,5 0,275 82,32; i - 7,10 . ) 
2,~i 2,5:1,697=1,473 89,531 7,21 7,10 3,63 0111{(-82,43.(1,473-0,275 
O,o ~ 0,27 5 82,43: ' ; = 1: 13,9 = 71900 Milliontel 

0,5 0,275 8923,,47oal,u,2;il ~~~. 4,04 '[ c~---~~~14 :(~,149- ~,275) 
3,5 3,5: 1,629 = 2,149 1114 0.13! 82,56 
0,5 0,275 82,56 i I ' 1 ' I = 1: 13,9 = 72000 Milliontel 

o,5 ---o,275 82,561 :- 1 - .: ---15,6-~-:----------

4,5 4.5: 1 539 = 2 924 98 32\1 o,761 '4.oo a=82 63. (2,924- 0,275) 
' ' ' ' 115 69 0 07 ' 

0,5 --~,27 5 _82,63 \_ _ _ _ '__ _ _ _ __' _ _ _ _ __ 1 : 14,0 = 71 700 Milliontel 

0 51 0,27 51 82,63 I I 20,69 

05):55~ 5,5:1,453 = 3,785 103,42 20,79 20 69,5,00 010 I a=s2,73 :(3,785-0,275) 
0,275182,73 ' I ' =1:14,0=71300Milliontel 

~:~ 65:1389 --~,:~r~;g~,~~ ~6,~~ ---:5,43 --- Cc= 2
8

6
2'18

2
9 :(4,680-0,275) 

, , , I , 26 12 o 16 , 
0,5 0,275 82,89 ' 1 ' = 1: 14,0 = 71500 Milliontel 

~::, ~,5: 1~327 - ~::~~ 1:~!:~~ ~~-32,;~~ . 6,00 a ~~:~~i~~;~2-- 0,275) 

0,5 __ -~'=75\ 83,01 __ _1 132~12 0, 1 ~ =1: 13,9 = 72000M~io~tel 
o,27 5 83,01 1 : 38,48 

85:1267= 670912155 38,54 
1
6,36 la= 83 -0-- :(6,709-0,275) 

' ' ' ' 38 48 o 06 I ' 7 
0,275 83,07 ' I ' I = 1: 13,9 = 72000 Milliontel 

~,: ,_ 9 5: 1-208--- ~,~~~ 11~~~T114~~~~ 11· -I~~~------ cc --4~' 19 = (7,864-0,275) 
' ' ' ' ' ' 45 19 0 15 83,22 

0,5 0,275 J 83,~2 1 i ' I ' = 1: 14,0 = 71600 Milliontel 

~'~l~ 5-:1131 - ~':~~ 11~;'!~1152,18 11 ____ 11-~1 - ic: --58-23-~-146-: (9,~84- 0,275) -
' ' ' ' ' 52 14 0 041 '2 

0,5 0,275 I 83,26\ 
1 

' : ' I = 1: 14,4 = 69 500 Milliontel 
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Die vorstehenden Ergebnisse sind in Fig. 25 zeichnerisch dar­
gestellt. (Dabei mußte die Linie der bleibenden Dehnungen ent­
sprechend der Berechnungsweise a weggelassen werden, weil sie zu 

+, t- 5!'14 - anG 
---------- !&~-- -------- --"' 

-~· 

L------------------------------+E 
Fig. 2:,. 

nahe mit der eingezeichneten Kurve nach der Berechnungsart ß zu­
sammenfällt.) Bei der Versuchsreihe 2 ergaben sich die bleibenden 
Dehnungen weit kleiner als bei Versuchsreihe 1. 

Zu Fig. 25 sind die gleichen Bemerkungen zu machen wie S. 73 
zu Fig. 24. 

Die Linie der federnden Dehnungen, bezogen auf den jeweils 
vorhandenen Querschnitt, bildet hier nahezu eine Gerade. 
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b) Drnckversuche. 
Durchmesser des verwendeten Körpers rd. 6,9 cm, Höhe desselbP-n 

rd. 18 cm, Meßlänge ursprünglich 8,0 cm. 

1. Versuchsreihe, durchgeführt wie Zugversuch '1. 

Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten ( Ausgleichswerte ). 

a) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 37,28 qcm. 
Dehnungen " " " die ursprüngliche Meßlänge von 8,00 cm. 

Belastungsstufe 

Pkg[ 
I 

kgfqcm 

I Meß- 1
1 Zusammendrückungen 

I strecke I der Meßstrecke in cm 
' I 

I 

l cm : gesamte i federnde ; bleibende 

Dehnungszahl der 
Federung 

I 0,67 8,00 \ 0,69 I 
7,31 
7,9s ~~--~0,67 I 

I' a=soo :1,341 
002 , 

' I = 1: 16,0 = 62 500 Milliontel 
----~---~-

1 o,58 

I 

50 1,341 : 7,31 
100 100:37,28=2,682 I 6,73 

50 1,341 i 7,25 

0,52 ( ) cx = --: 2,682-1,341 
8,00 

= 1 : 20,6 = 48 500 Milliontel 
0,52 0,06 

1 0 150: 37,28 = 4,024 6,19 
1050 II 2,682 6,73 0,54 

100 2,682 6,65 0,46 0,08 
I a= 0'400

6 :(4,024- 2,682) 
I 8, 
: = 1: 23,3 = 42800 Milliontel 

----- - --------·--- -----·--·---·--------~--

1 I 150 4,024 I 6,19 • 0,49 I I ' 0,41 ( - ) 
200 00 3 8 I : a=--: 5,36o-4,024 

2 : 7,2 =5,365 5,70 I 1 : 8 1 8,00 
150 4,024 i 6,11 ' t 0·41 [ O,O ; = 1 : 26,2 = 38 200 Milliontel 

ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 
Dehnungen " " " die jeweilige Meßlänge. 

--------- -----,---- -----
0 I 8,oo 

5o: 40,49 = 1,235 1 7,31 
o 1 7,98 

50 1,235 7,31 
100 100: 44,65 = 2,24:0 6,73 

50 1,235 7,25 

1001 2,240 6,73 
150 I 150 = 48,89 = 3,068 6,19 
100 2,240 6,65 

150 3,068 6,19 
200 200: 53,59 = 3, 732 5,70 
150 3,068 6,11 

0,69 

I 
I 

0,58 I 
I 
I 
I 

I 

0,54 

' 

I 0,49 
I 
' 
i 

I 

: 0,67 
I 
I 

I 0,52 

0,46 

0,41 

0,02 

I 
i 0,06 I 
I 
I 
I 
I 

I 
0,08 

' 

I 
I 0,08 
I 

I o 67 
I a=__:-·1235 7,98. , 
I = 1: 14,7 = 68000 Milliontel 

i 
I o,52 ( ) a=~--: 2,240-1,235 
' 7,25 
t = 1 : 14,0 = 71 400 Millionte 

) a= ~::: :(3,068-2,240) 

I = 1 : 12,0 = 83 500 Millionte 

a= ~'~:(3,732-3,068) 
,11 

= 1 : 9,9 = 101100 Millionte 
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2. Versuchsreihe, durchgeführt wie Zugversuch 2. 
Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte). 

a) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 37,28 qcm, 
Dehnungen " " " die ursprüngliche Meßlänge von 7,99 cm. 

Meß- Zusammendrückungen 
Belastungsstufe 

strecke der Meßstrecke in cm Dehnungszahl der 
Federung 

Pkgj kgfqcm lcm gesamte! federnde I blel-
j Unter- bende scbled 

I 

I 
1 0,731 1 0,71 

1 _ o,71_ Ol 0 7,99 
I 002~a- 799-.1,341 50/ 50= 37,2g = 1,341 I 7,26 

I 1°'
71

1 ' ' 01 7,97 _ _ 1 : 15,1 = 66 300 Milliontel 

0 7,97 1,31 
100: 37,2~ = 2,6821 I 

1,34 0,60 
100 6,63 1,31 0,03 

a=-7,99 :2,682 

0 0 I 7,94 
I = 1: 16,3 = 61100 Mlllionte 

I -----

0 0 7,94 
150 150 :37,28 = 4,024 6,10 11,841 I o, 

I 11,811 
50 I · I a= ~·:~: 4,024 

I 0,03
1 

,. 

0 0 7,91 i = 1: 17,7=56300Milllonte 

0 I 7,91 I 0, : 37,28 = 5,365 5,63 
2,28 

0 7,89 2,261 -
I 

ol 451, I a= 2,26:5,365 

2og 1200-------'----~---- ---- -'-~,02_1 ___ _/;i~,o --~:yoo ~mio~~~ 

1 

1 

2 

ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 
Dehnungen " " " die jeweilige Meßlänge. 

50°1, -_-----0 ------r 7•99 -~:7-~T----~-~,71' 1 CC= 0•71 = 1,235 

0 I 50. 40,49 = 1,2351 7,26 I 0, 711 I 0,021 7,97 
0 7,97 ! I = 1: 13,9 = 72100 Milliontel 

---
0 0 7,97 

00 100: 44,65 = 2,240 6,63 
1,3~ ~- i 0,60 I ja= 1•31 :2,240 -

0 0 7,94 ' ' = 1: 13,6 = 73 700 Milliontel 

0 0 7,94 
50 150: 48,89 = 3,068 6,10 

1 31l I 003! 7,94 

---!----------'-----+--1,-8-4-+-----~ 0,50 a= 1•81 · 3;;8 _____ _ 

1,811 0,03 7,91. ' 
0 0 

0 0 
00 200: 53,59 = 3, 732 
o, 0 

7,91 

7,91 
5,63 
7,89 

2,28 0,45 
2,26 

= 1:13,4 = 74600Millionte 

2,26 
a= 7,89 :3,732 

0,02 
= 1 : 13,0 = 76 800 Mlllionte 

Der Vergleich der beiden Versuchsreihen führt zu denselben Beobachtungen 
wie bei den Zugversuchen. 
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b) Zusammentilgung der Ergebnisse de~ Zug· und Druekversuche. 

Verlängert man in Fig. 24 und 25 die Linien der federnden 
Dehnungen sinngemäß, bis sie die wagrechte Achse der Dehnungen 
schneiden - dies ist mit um so größerer Sicherheit möglich, je 
geradliniger diese Kurven in der Nähe des Ursprungs verlaufen-, 
so lassen sich die Ergebnisse der Druckversuche an diejenigen der 
Zugversuche anschließen, wie es in Fig. 26 und 27, gültig für die 
V ersuche 1 bzw. 2~ geschehen ist. 

Von besonderem Interesse erscheint in Fig. 27 der fast gerad­
linige Verlauf der stark ausgezogenen Linie. 

c) Einß.uß des .llters. 

Die Probekörper, über die unter a) und b) berichtet ist: waren 
1/ 9 Jahr früher bereits denselben Versuchen unterworfen worden. 
Dabei hatten sich für gleiche Beanspruchungen etwas größere Form­
änderungen ergeben. Bei Zugversuch 1 z. B. war die Dehnungszahl 
von 7 7 500 Milliontel bis 164 000 Milliontel veränderlich gewesen, gegen­
über 72600MIIllontel bis147000Milllontei bei den späterenVersuchen. 

B. Körper aus hartem Gummi. (Raumgewicht 1,48.). 

Ein Teil der Ergebnisse ist in den folgenden Zusammenstellungen 
enthalten. 

a) Zugversuche. 

1. Versuchsreihe, durchgeführt wie Versuchsreihe 1 unter A. 

<c) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 1, 767 qcm, 
Dehnungen " " " · die ursprüngliche Meßlänge von 80,25 cm. 

strecke 
Belastungsstufe Meß- Verlängerungen der 

Maßstrecke in cm 

P kg I kg/ qcm l cm gesamte I federnde I bleibende 1 

Dehnungszahl der 
Federung 

0,5
1 

0,5 = 1, 76 7 = 0,283
1
80,25! I 0,46 ( ) 

1,5 1,5: 1,767 =0,849 80,78 0,53 I a= 80,25: 0,849-0,283 

0,51__ _ _ _ _ _ 0,283180,32 j _____ ,__0_·_4;_6_,__0_•0_7--; ___ 1_:_9_9 __ 1_0_1 __ o_o_M_i_n_to_nt_et 

5,5 5,5: 1, 767 = 3,113 83,21 1 

6,5 6,5: 1, 767 = 3,679 83,91 °• 70_/· __ o_,5_1 __ 
5,5 3,113 83,40 

l1,5111,5:1,767=6,508 87,66 o,81 1 ,----7----o-,5-4_(______ ) 
12,5 12,5: 1,767 = 7,074 88,47 I a=8ö 25 : 7·074 - 6,508 
11,51 6,508 87,93 

1 
O,M I 0•27 = 1 :' 84 = 11900 Milliontel 

0,51 ( ) a= 8025 : 3,679-3,113 
0,19 ' 

= 1 : 89 = 11200 Milliontel 
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ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 

Dehnungen ,, " " die jeweilige Meßlänge. 

-. - .. 

Belastungsstufe Meß- Verlängerungen der Dehnungszahl der 
strecke Maßstrecke in cm Federung 

Pkgl kgfqcm lern gesamte I federnde I bleibende 
I I . 

0,5\ 0,5: 1, 767 = 0,283180,251 0,53 0,46 ( ) 
1,5 I 1,5. 1, 7 44 = o,86o 8o, 78 ! 0,46 0,07 

a = 80,32 : 0,860-0,283 

. ~~-!-;·- . -- _______ 0,2~:180,32 i ----!---
5,5 I 5,5: 1, no = 3,216 83,21 
6,5 I G,5: 1,697 = 3,830 83,91 
5,5 3,216 83,40 

----1 I I 
11,5 111,5: 1,629 = 7,060 187,66 
12,5:12,5: 1,606 = 7,783

1 
88,47 I 

11,5 . 7,060 \ 87,93 : 
I 

= 1 : 101 = 9900 Milliontel 
----~-~---- -------

0,70 I 
I 0,51 I 

0,51 ( ) 
a=83 40: 3,830-3,216 

019 ' ' = 1 : 100 = 10000 Milliontel 

---- -~---~ 0,54 - -
0,81 1 : c~= 87 93 :(7,783 -7,060) 

0,54 I 0,27 I ' I ' = 1 : 118 = 8490 Milliontel 

· 2. Versuchsreihe, durchgeführt wie Versuchsreihe 2 unter A. 

a) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 1,767 qcm, 
Dehnungen " " " die ursprüngliche Meßlänge von 80,35 cm. 

Belastungsstufe Maß­
strecke 

Verlängerungen der 
Meßstrecke in cm 

I k I 1 ge- 1 federnde I blei-p kg g qcm • cm samtel 1 für 1 kg bende 

Dehnungszahl der 
Federung 

0,5! 0,5: 1,767 = 0,283 80,35 i I I 0,46 ( ) 
1,5! 1,5:1,767=0,849 80,82\0,47 0 0,46:1 a=8035: 0,849-0,283 

-~~~I_ ____ 0,283 80,361 •46
1 = 0•46 0•01

1 = 1 :' 99 = 101 ~0 M~l~ntei _ 

0,5: 0,283 80,53 i 3 341 II 3,30 
6,5J 6,5:1,767 = 3,679 83,87 ' I 3,30:6 a= 80 35 : {3,679 -0,283) 
0 5 0 283 80 57 3,301 = 0,55 0;04 ' ' I ' ' : 

1 
I =1: 83 = 1:2100Milllontel 

ü:~r -- 0,283 80,65/--,-~---. ---- _ 7,36 . 
125!125·1767=7074 8805: 7•401 7•36-12 a- 8035 -(7,074-0,283) 

' I ' • ' ' ' i ,7,361=0,61 0,04 ' 0,5' 0,283 80,69/ i = 1 : 74 = 13 500 Milliontel 

C. Bach, Elastizität. 7. Anti. 6 
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ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 
Dehnungen ,, " " die jeweilige Meßlänge. 

. - - -

Belastungsstufe Meß- Verlängerungen der 
Dehnungszahl der 

strecke Meßstrecke in cm 

Pkgj kgfqcm ge- I federnde I blel-
Federung 

Zcm samte I für lkg bende 

0,5 0,5: 1, 767 = 0,283 80,35 ' 0,46 I I I 
1,5,1,5:1,744=0,860 80,82 0,47 0,46:1 a=8o36:(0,860-0, 
0,5, 0,283 80,36 !0•46 = 0•46 0•01 = 1 :' 101 = 9920 .M 

·;- - I i ~---'-· 0,5 I 0,283 80,53 
6,516,5 ' 1,697 - 3,830 83,8 7 3,34 ' 3>30 ' • 

3,30 ( 
a= 80,57 : 3,830-0, 

0,04 
- ~·~ --··-- . -------0,283 80:57 .1__,3,301 __ 0,55 = 1:87 = 11500!11 

---
0,5

1 
0,283!80,65 I , 7,36 ( 

12,5 12,5: 1,606 = 7, 783 88,05 7•40 17,36: 12 a = 80 69 : 7, 783-0, 
0,51 0,283! 80,69 17,361 = 0,61 0,04 = 1 :' 82 = 12 200 .M 

b) Droekversueh, 
durchgeführt wie die Versuchsreihen 2. 

a) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 39,() 
Dehnungen " " " die ursprüngliche Meßlänge von 8,00 cm. 

-

Belastungsstufe Meß- Verlängerungen der 
I Dehnungszahl d4 strecke Maßstrecke in cm 

ge- I federnde I blel- I Federung 
Pkg kgfqcm Zcm aamte I für 100 kg bende 

o o I 8,00 
I 

0,27 
1001100:39,04 = 2,561 i 7,70 o,3o I o,27 = : 

0,03 
a = S,OO : 2,561 

. o, o I 7,97 0,271 = 0,2t = 1:76 =13200J 

oj o 7,95 I I -, I = 1,37·~~~07-,·1,391 . 1,37:5 5001500: 39,04 = 12,807 6,56 
1 1,37 =0,27 Ia 800 ' 

0 0 7,93 
I I 

0•02 =1~75=13400: 

0 0 7,90 1229 --
2,25:9 

2,25 
900 900: 39,04 = 23,053 5 61 I . a = S,OO : 23,053 

0 0 7:86 2,25 =0,25 0,04 
=1:82=12200 

i I 
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ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 
Dehnungen " " " die jeweilige Meßlä.nge. 

Belastungsstufe I Meß- Zusammendrückung der 
I strecke Meßstrecke in cm Dehnungszahl der 
I Federung 

Pkg\ kgfqcm I lcm ge- j federnde j blel-aamte I für 100 kg bende 

o 1 o 8,00 I I I 0 I _0,27. 
100 100:39,82 = 2,511 7,70 0,30 I 0,27 .1 I ·-7,97. 2,011 

01 0 7,97 10,27 =0,27 0,03 

- ---. I 
I J I =1:74=13500Milliontel 

1,37 0 0 I 7,95 ,. I 
1,37:51 500 000:4 7,29 = 10,0731 6,66 1,391 a= 7 93 :10,573 

0 0 7,93 . 1,37 =0,2710,02 
, 

= 1:61 = 16300Milliontel 
---- ----- -· ---- ·- ---I . ! I I I 2,25 0 0 i 7,90 1 

900 
1
900: 60,02 = 16,368

1
0,61 I 2,29

1 
2,25 , 9 a= 7 86 :16,358 

0 0 7 86 2,25 =0,25 004 , 
I ' 

1 r = 1: 57= 17 500 Milliontel 
I I 

C. KUrper aus Hartgummi (Ebonit). · 

Beim Druckversuch erwiesen sich die Dehnungen den Span­
nungen fast genau proportional. Die Dehnungszahl ergab sieb für 
Beanspruchungen bis 108 kgfqcm zu 1:2630 = 380 Milliontei 1). 

9. Versuche mit Körpern aus reinem Zement, 
Zementmörtel, Beton. 

Die zahlreichen vom Verfasser mit solchen Körpern durchgeführten 
Druckversuche, binsichtlich welcher auf die früheren Veröffentlichungen 
verwiesen werden muß'l), ergeben ausnahmslos, daß die Zusammen­
drückungen rascher wachsen als die Spannungen. 

Die erlangten Versuchsergebnisse liefern innerhalb der für die 
ausführende Technik in Betracht kommenden Spannungsgrenzen bei­
spielsweise die aus dem Folgenden ersichtlichen Beziehungen, in denen 
die Zahlenwerte abgerundet sind. 

1) Die Zugfestigkeit, ermittelt an 2 Streifen, betrug 514 und 590, im Mittel 
552 kgfqcm. Die Druckfestigkeit von 2 Würfeln ergab sich zu 875 und 865, im 
Mittel 870 kgfqcm. Weitere eigene Versuche, namentlich über das Verhalten 
bei höherer Temperatur s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1913, 
s. 907 u. f. 

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, S. 489 u. f., 1896, 
S. 1381 u. f., 1897, S. 248 u. f.; oder ".Abhandlungen und Berichte" 1897, 
S. 230 u. f., 268 u. f., S. 289 u. f.; C. Bach, Mitteilungen über die Herstellung 
und die Untersuchung von Betonkörpern mit verschiedenem Wa.sserzusatz, 
Stuttgart, I. Teil 1903, II. Teil 1906, 111. Teil 1909. 

6* 
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Kqrper aus reinem Zement. 

1 
li = - (11,09 

250000 

Körper aus Zementmörtel. 

1 
1 Zement, 11/ 2 Donausand: e= 356000 o1'11 

1 3 
1 115 e= ----------o • 

" " 315000 

41/2 
1 

" " e= 
230000 1 

Körper aus Beton. 

1 Zement, 21/ 2 Donausand, 5 Donaukies: 

- 1 1,145 

e- 298000 11 • 

(11,17 

1 Zement, 21/ 2 Egginger Sand, 5 Kalksteinschotter: 

1 1,157 

e= 457000 11 

1 Zement, 5 Donausand, 6 Donaukies: 

15) 

18) 1) 

. . . 19) 

... 20) 

1 e = 111,137 

280000 
. . . . . 21) 

1 Zement, 3 Donausand, 6 Kalksteinschotter: 

1 e = ____ 0 1,161 

380000 
.... 22 

1 Zement, 5 Donausand, 10 Donaukies: 

1 e = 111,157 2 3) 217000 . • . . . . . . 

1) Es ist von Interesse, zu beachten, wie ausgeprägt sich der Einfluß des 
Sandzusatzes auf die Größe der Exponenten m und die Größe von oc: äußert. 
Darin liegt überhaupt ein Vorteil der Beziehung 1, daß ihre beiden 
Koeffizienten oc: und m sehr empfindlich sind gegenüber Verschieden­
heiten in der Zusammensetzung des Materials (Gußeisen, Kupfer, 
Bronze, Messing, Zementmörtel, Beton, Granit usw.) sowie gegen­
über den Verschiedenheiten des Zustandes, in dem es sich jeweils 
in dem untersuchten Körper befindet (z. B. ob vorher ausgeglüht, ob 
kalt bearbeitet, oder vorher belastet usw.). Es erscheint wahrscheinlich, daß 
durch genaue Feststellungen in dieser Richtung in manche Materialien Ein­
blicke erlangt werden können, die bisher auf physikalischem Wege sich nicht 
gewinnen ließen. 
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1 Zement, 5 Egginger Sand, 10 Kalksteinschotter: 

1 
13 = ____ 01,207 

367000 
... 24 

Umfangreiches Zahlenmaterial über die Elastizität und Festig­
keit von Beton verschiedener Zusammensetzung unter Anwendung 
verschiedenen Wassergehaltes findet sich in den in Fußbemerkung 2 
auf Seite 83 zuletzt genannten Schriften, ferner in Heft 22, 29, 39, 
45 bis 47, 72 bis 74, 90, 91, 95, 122, 123 und 166 bis 169 der 
Mitteilungen über Forschungsarbeiten, herausgegeben vom Vereine 
deutscher Ingenieure, sowie in den Heften des deutschen Ausschusses 
für Eisenbeton: 9, 10, 12, 16, 19, 20, 24, 27, 30 und A. 

Von den Feststellungen, zu denen diese Versuche geführt haben' 
seien mit Rücksicht auf die Bedeutung, die der Beton an sich und 
sodann in Verbindung mit Eisen erlangt hat, die folgenden angeführt. 

a) Probekörper aus Beton müssen ausreichend große Abmes­
sungen erhalten, wenn die Versuchsergebnisse zuverlässig ausfallen 
sollen und Übertragung der erlangten Erfahrungszahlen auf Bauten 
beabsichtigt wird (1895). 

b) Für die Ermittlung des elastischen Verhaltens ist dasS. 15 u. f. 
sowie in der Fußbemerkung 2 S. 45 hervorgehobene Belastungs­
wechselverfahren anzuwenden. Zur Erreichung des Ausgleichs­
zustandes sind um so mehr Lastwechsel erforderlich, je höher die 
Belastung ist. Der Einfluß der Belastungszeit macht sich ins­
besondere bei stärkerer Beanspruchung geltend (1895) . 

. c) Die gesamten, bleibenden und federnden Längenänderungen 
wachsen ausgeprägt rascher als die Spannungen. Die Größe 
und die Veränderlichkeit der Dehnungszahl hängen in hohem Maße 
von dem Alter ab, in dem die Prüfung erfolgt; die Krümmung der 
Dehnungslinie nimmt ab und diese nähert sich der Geraden, wenn 
der Beton älter wird, die federnden Dehnungen fallen kleiner aus, 
dasselbe gilt von den bleibenden Dehnungen (1906). 

d) Die Zusammensetzung beeinflußt die Dehnungen in ver­
schiedenartiger Weise. Kiesbeton ergab z. B. größere Dehnungen als 
Beton aus Muschelkalkschotter (1895). Das Verhalten von Mörtel­
körpern mit verschiedenem Sandzusatz unter Druck geht aus folgenden 
Zahlen hervor. 

, Zusammensetzung Reiner Port- 1 Zement, 1 Zement 1 Zement, 
Iandzement 1 Sand 3 Sand 41/ 2 Sand 

Durchscbnitlliche l 
Dehnungszahl a, 4,74 3,56 4,31 6,2 9 Milliontel 
auf der Spannungs-
stufe 0-7,8 kg/qcm 

1;91kgfcdm Raumgewicht 2,07 2,12 2,04 
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Die Dehnungszahl nimmt also zunächst ab, bei weiterem Sand­
zusatz aber rasch zu. Bemerkenswert ist das umgekehrte Verhalten 
der Werte des Raumgewichts. Näheres s. Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1896, S. 1381 u. f. Neue Versuche: Armierter 
Beton 1911, Heft 9. 

Die Druckfestigkeit nimmt mit steigendem Sandgehalt ab (Ar­
mierter Beton 1914, Heft 6 und 7). 

Von sehr bedeutendem Einfluß erweist sich die Größe des Wasser­
zusatzes. Bei geeigneter Znsammensetzung des Betons liefert die 
geringste Wassermenge, die eben noch ausreicht, um einen vollkom­
menen Stampfbeton zu erzeugen, bei sachgemäßer Herstellung die 
größte Festigkeit. Zur Verarbeitung eines solchen Betons gehören 
aber zuverlässige und geübte Arbeiter. Beton mit größerem Wasser­
zusatz ist leichter zu verarbeiten; seine Festigkeit ist im Alter von 
28 Tagen je nach der Größe des Wasserzusatzes mehr oder weniger 
bedeutend kleiner, doch nimmt der Unterschied mit zunehmendem 
Alter ab und verschwindet unter Umständen ganz (1906, 1909). Bei 
Beton mit sehr großem Wasserzusatz tritt die Gefahr der Entmischung 
ein, d. h. der Beton erweist sich an verschiedenen Stellen sehr ver­
schieden zusammengesetzt, hat somit nicht die Zusammensetzung, die 
ihm zu geben beabsichtigt war. 

· Bei der Beurteilung des Wasserzusatzes kommt es nicht darauf 
an, wieviel Wasser zugesetzt wird, sondern darauf, wieviel Wasser 
schließlich im Beton verbleibt (dichte und undichte Formen). Trockene 
Holzformen entziehen dem Beton Wasser, eiserne Formen tun das 
nicht. Beton, in letzteren hergestellt, enthält also mehr Wasser; er 
weist deshalb unter sonst gleichen Umständen eine geringere Druck-
estigkeit auf als Beton in Holzformen. Mangelhafte Holzformen lassen 

durch Risse und Spalten Zementbrühe verloren gehen, wodurch Ver­
minderung der Festigkeit sich einstellen kann. 

Zahlenmäßig geht der Einfluß des Wasserzusatzes z. B. aus fol­
genden Werten der Druckfestigkeit hervor, denen auch die Raum­
gewichte beigefügt sind. (Beton aus 1 Raumteil Zement, 2 Raum­
teilen Rheinsand und 3 Raumteilen Rheinkies; Heft 72/74 der Mittei­
lungen über Forsehungsarbeiten.) 

Wasserzusatz 
Druckfestigkeit 
Raumgewicht 

6,8 
274 

2,34 

7,8 
224 

2,33 

9,0 
201 
2,33 

10,0 °/0 

166kgfqcm 
2,32kgfcdm 

e) Je größer die auf die Raumeinheit entfallende Stampfarbeit 
ist, desto dichter und fester fällt der Beton aus. Kleine Probekörper 
weisen bei gleichem Stampfverfahren unter sonst gleichen Umständen 
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größere Werte der Druckfestigkeiten auf als größere. Es fanden sich 
z. B. folgende Werte für Körper aus 1 Teil.Zement und 3 Teilen Sand. 

Würfel Zylinder, 25omhoch Verhältnis-
Handmischung: 50 qcm Querschnitt 480 qcm Querschnitt zahlen 

Druckfestigkeit, kgfqcm 285 165 1:0,58 
Raumgewicht, kgfcdm 2,28 2,23 1: 0,98 

Maschinenmischung: 
Druckfestigkeit. kg/qcm 
Raumgewicht, kgfcdm 

292 
2,32 

203 
2,25 

1:0,70 
1:0,97 

Die Ergebnisse lassen auch die Überlegenheit guter Maschinen­
mischung gegenüber der Handmischung erkennen. 

Näheres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898, 
S. 238 u. f. Über neuere eigene Versuche mit Betonwürfeln von 12,5, 
30 und 40 cm Seitenlänge berichtet 0. Graf unter: Druckversuche 
mit Betonwürfeln. Zusammenfassung von Ergebnissen, ermittelt in 
der Materialprüfungsanstalt an der K. Technischen Hochschule Stutt­
gart, in Armierter Beton 1914, Heft 6 und 7. Diese Arbeit enthält 
eine Zusammenstellung aller Einflüsse, die fü.r die Druckfestigkeit 

1 des Betons von Bedeutung sind. 
Ähnlich wie vermehrte Stampfarbeit wirken Erschütterungen 

der Betonmasse. Die erste Veröffentlichung über diesbezügliche Be­
obachtungen aus dem Jahr 1904 ist in Heft 22 der Mitteilungen 
über Forschungsarbeiten erfolgt. 

f) Die Druckfestigkeit wächst mit zunehmendem Alter. Mit 
Annäherung kann die Druckfestigkeit K in kgfqcm, die nach A Mo­
naten Erhärtungsdauer vorhanden ist, aus der Beziehung 

berechnet werden, in der a und m Erfahrungszahlen 
betragen z. B. 

bedeuten. Sie 

a-:- 786, m = 9 (Beton 1:21 / 9 : 5, 
a= 897, m = 6 ( " 1:21 / 2 :5, 
a=874, m=6( " 1:21/ 2 :5, 

5,7°/0 Wasser, Maschinenmischung) 

3,5o/o " " 
3,5o/o " " 

) 
) 

Näheres s. z. B. in der Zeitschrift des Vereines deutscher Inge­
nieure 1909, ·s. 828 u. f. 

g) Die Art der· Lagerung (trocken oder feucht) äußert ver­
schiedenen Einfluß, je nachdem es sich um fette oder magere 
Mischungen handelt. 

Von sehr bedeutendem Einfluß kann die Behandlung der Körper 
unmittelbar vor dem Versuch ausfallen, insbesondere bei Zug-
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versuchen. Werden die Körper z. B. aus dem Wasser genommen und 
einige Zeit vor der Prüfung liegen gelassen, so trocknen sie an der 
Oberfläche aus. Infolgedessen schwindet der Beton an der Oberfläche 
(Näheres hierüber s. Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 72/74, 
Anhang). Dies hat das Auftreten großer Zugspannungen in den äußeren 
Schichten zur Folge, die sich zu den durch die Belastung bei der 
Prüfung hervorgebrachten Zugspannungen addieren und die Trag­
fähigkeit bedeutend vermindern. Dasselbe tritt ein, wenn trockene 
Körper vor der Prüfung befeuchtet werden. Zugspannung stellt 
sich dann im Innern ein. Näheres s. das eben erwähnte Heft 72/74, 
Anhang. 

h) Über den Einfluß der Höhe der Probekörper vgl. § 13 
unter 1, d. 

i) Die Belastungsgeschwindigkeit äußert ebenfalls Einfluß, 
wie z. B. aus folgenden Zahlen hervorgeht. 
Würfel aus Normalsand, Mörtelt: 3, 7 cm Kantenlänge. 

Steigerung der Belastung in 1 Sek. um . 1 3 13 kgfqcm 
Druckfestigkeit . . . . . . . . . . . 313 319 326 " 

Würfel aus Kiesbeton 1 : 4, 30 cm Kantenlänge. 

Steigerung der Belastung in 1 Sek. um 1 
Druckfestigkeit . . . . . . . . . . . 254 

4 12 kg/qcm 
267 276 " 

10. Versuche mit Granit. (1896.) 

Die vom Verfasser durchgeführten Versuche liefern 

bei Zug Dehnungslinien, wie z. B. in Fig. 28 dargestellt 

" Druck " " " " " " 29 " 

+~ 
aL-------------------

Fig. 28. 
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Hiernach kehrt die Linie der gesamten und der federnden Zu­
sammendrückungen (Fig. 29) der Achse der Spannungen zunächst ihre 
erhabene Seite und später ihre hohle Seite zu, d. h. zu Anfang wachsen 
die Zusammendrückungen rascher als die Spannungen und später 
langsamer. Die Linienzüge besitzen demnach Wendepunkte; diese 

/T 
I I 

I I 
I I 

I I 
I I 

I I 
1-: ----; 14,9 

I I 
I I 

I I 

/ I 
I I 

I I 
I I 

I I r- ----------1- Z9,7 
I 1 

I I 

I : 
1 I 

I I 
/1 J 'i 

/ I 
1--- -----------------t-- '1'1.6 

I 1 
I I 

I I 
I I 

I I 
I I 

I I 
I I 

I I 

~/~----- --------------------- r----1,59.~ 

/ J 
.I I 

I I 
I I 

I I 

I I 
I I 

I I 
I I 

/ I 
I I 

I I 
I I 1c 

I I 1 

L ___ C.~~-~~~-~-~-~~;-~ii~~ ~ ~~~.:,==~-~-~=~-~-~-~~=~:-~:t·"' 
Fig. 29. 

liegen oberhalb der für die ausführende Technik in Betracht kom­
menden Spannungsgrenze, die gegenüber Druck bei etwa 40 kgfqcm 
angenommen werden darf. Innerhalb dieser Grenzen fand sich, wenn 
die Zahlen abgerundet werden: 

für Granitkörper 
1 

I (Druck) e = 250000 at,132 25) 
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1 
für Granitkörper II (Druck) e = 340000 ou09 26) 

1 
III (Zug) e = o1•37' 235000 " " 27) 

Mit welcher Genauigkeit diese Beziehungen die beobachteten Fede­
rungen wiedergeben, darüber gibt die in der Fußbemerkung angeführte 
Stelle Auskunft, auf die auch hinsichtlich der weiteren Einzelheiten 
verwiesen werden darfl). 

Übrigens ergeben sich nach Versuchen des Verfassers selbst 
für Granit aus einem und demselben Bruch die Federungen recht 
verschieden 2). 

11. Versuche mit .Marmor. (1897.) 

Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 9,115. 9,13=83,2 qcm 
Länge " " ,, " 54 cm 
Maßlänge. 
Gesamtlänge des Körpers 
Gewicht des Körpers . . 

50 cm 
74,5cm 
17,715 kg 

Der Körper wird zunächst in einer stehenden Prüfungsmaschine 
auf Druck beansprucht und dabei jeweils vollständig von der Druck­
kraft der Maschine entlastet, so daß als -Belastung des mittleren 
Querschnitts sein halbes Eigengewicht und das Gewicht des oberen 
Teiles der Maßvorrichtung verbleiben, zusammen rund 18 kg, ent-

18 
sprechend 83 2 = 0,22 kgfqcm. 

' 
Hieran schließt sich Beanspruchung auf Zug in einer zweiten 

stehenden Maschine, ganz wie dies bei dem Gußeisenkörper IV 
(S. 29 u. f.) beschrieben worden ist. Die Belastung des mittleren 
Querschnitts durch das halbe Eigengewicht und durch den Anteil 
des Gewichts der Maßvorrichtung beträgt hierbei rund 15 kg, d. i. 

15 
83,2 = 0,19 kgfqcm. 

Der Zugversuch wird wiederholt. 
Darauf folgt abermals Druckbelastung usw., wie dies aus den 

folgenden Zusammenstellungen der Versuchsergebniss~ erhellt. 

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 241 u. f., oder 
auch des Verfassers "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 281 u. f. 

9) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, S. 1445 u. f., oder 
auch "Mitteilungen über Forschungaarbeiten", Heft 17, S. 78 und 79. 
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1. Versuchsreihe. 

Druck. 

Der Körper war vorher mit rd. 6000 kg belastet, entsprechend 
72,1 kgfqcm. 

Temperatur 20,0 bis 20,1° C. 

Belastungsstufen in kg Zusammendrückungen in 1/ 600 cm auf 50 cm 

p 

18 und 20181 0,22 und 24,25 
18 " 4018 . 0,22 " 48,29 
18 " 60181 0,22 " 72,33 

gesamte 

4,10 
0 7,265 
10,035 

Die Unterschiede der Federungen sind 

bleibende 

0,25 
0,315 
0,33 

3,85 3,10 2,755, 

federnde 

3,85 
6,95 
9,705 

sie nehmen also ausgeprägt ab mit wachsender Spannung. Der 
Marmor verhält sich hiernach umgekehrt wie z. B. das Gußeisen. 

2. Versuchsreihe. 

Zug. 

Der Körper wurde kurze Zeit mit rund 2000 kg belastet, ent­
sprechend 24 kgfqcm. 

Temperatur 20,0° C. 

Belastungsstufen in kg Verlängerunge~ in 1/ 600 cm auf 50 cm 
--------~-------------1---------.-

p I 0 gesamte bleibende 

15 und 300! 0,19 und 3,61 0,82 0,085 
15 " 600 0,19 " 7,21 1,935 0,115 

15 " 900 0,19 " 10,82 3,365 0,18 
15 " 1200 0,19 " 14,42 4,96 0,215 

federnde 

0,735 
1,820 
3,185 
4,745 

Eine Wiederholung des Versuchs - 3. Versuchsreihe - ergab 
nahezu die gleichen federnden Dehnungen. 

Die Unterschiede der Federungen 

0, 735 1,085 1,365 1,560 

zeigen deutliche Zunahme der Verlängerungen mit wachsender 
Spannung. 
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4. Versuchsreihe. 

Druck. 

Temperatur 20,0 bis 20,1° C. 

Belastungsstufen in kg Zusammendrückungen in 1/ 600 cm auf 50cm 

p (1 gesamte bleibende federnde 

18 und 20181 0,22 und 24,25 7,77 3,295 4,475 
18 " 40181 0,22 " 48,29 11,63 3,795 7,835 
18 " 6018 0,22 " 72,33 14,54 4,125 10,415 

Die großen bleibenden Zusammendrückungen sind die Folge 
des Vorhergehens von Zugbelastung. Auch die federnden Zusammen­
drückungen zeigen größere Werte als Versuchsreihe L Doch hat 
sich daran, daß sie langsamer als die Spannungen wachsen, nichts 
geändert. Denn es betragen die Unterschiede 

4,475 3,360 2,580. 

Dieselben unterscheiden sich hier noch bedeutender voneinander 
als bei der Versuchsreihe 1. 

5. Versuchsreihe. 

Druck. 

Temperatur 20,1 ° C. 

Belastungsstufen in kg Zusammendrückungen in 1/ 600 cm auf 50 cm 
- -·----- ---------· 

p (1 gesamte bleibende federnde 

18 und 2018 0,22 und 24,25 4,185 0,025 4,16 
18 " 4018 0,22 " 48,29 7,54 0,05 7,49 
18 ,, 6018 0,22 " 72,33 10,30 0,09 10,21 

Die bleibenden Zusammendrückungen ergeben sich jetzt klein; 
die federnden haben sich ebenfalls etwas geändert, sie sind aber 
noch etwas größer als bei der 1. Versuchsreihe. Von Interesse ist, 
zu beachten, daß sich die Federung der obersten Stufe derjenigen 
genähert hat, die bei der 1. Versuchsreihe erhalten wurde; dort 
waren die Unterschiede 

3,85 3,10 2,755 
hier betragen sie 

4,16 3,33 2,72. 
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Eine Wiederholung des Versuchs - 6. Versuchsreihe ergab 
die gleichen federnden Zusammendrückungen. 

In Fig. 30 sind die federnden Dehnungen der 2. Versuchsreihe 
(Zug) und die federnden Zusammend.rückungen der 5. Versuchsreihe 
in der mehrfach erörterten Weise eingetragen und die so erhaltenen 

-e 

~ e .. 6~.~ • o,ooo1nt 
1=00 ,---·-- -----

9\Jor-------
EOO - ------

---------- 201$ 

----------------'!DIS 

Fig. 30. 

Punkte verbunden. Der so erlangte Linienzug hat die Eigentüm­
lichkeit, daß er der Achse der Spannungen auf der Zugseite seine 
erhabene, dagegen auf der Druckseite seine hohle Seite zukehrt. 
Für a = 0 darf nach dem Verlauf der beiden Kul'venzweige mit 
Annäherung eine gemeinschaftliche Tangente angenommen werden. 
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Werte der Dehnungszahlen oc, 

unter Zugrundelegung der Federungen berechnet für die einzelnen 
Belastungsstufen. (Vgl. S. 21 und 22, insbesondere auch die Fußbemer­

kungen daselbst.) 

Spannungs­
stufe 

kgfqcm 

0,22 
24,25 

24,25 
48,29 

48,29 
72,33 

Druck. 

1. Versuchsreihe 14 V h 'h 5· (S.) I · ersuc sreJ e Versuchsreihe 

3,85 · e = 187200 1 1:161100 
600. 50 {24,25 - 0,22) = 5,34 Milliontel I 6,21 Milliontel 

6,95- 3,85 {1 : 232 600 I 1:214600 
600.50{48,29-24,25) = 4,30Milliontel 4,66 Milliontel 

9,705 _ 6,95 e = 261800 1:279500 
600.50{72,33-48,29) = 3,82 Mllllontel 3,58 Milliontel 

Zug. 

Spannungsstufe 

kg{qcm 
2. (3.) Versuchsreihe 

1:173300 
5, 7 7 Milliontel 

1:216600 
4, 6 2 Milliontel 

1:265100 
3, 7 7 Milliontel 

0,19 
3,61 

0,735 { 1: 139600 
--:-60~0:-.-5:-:0:-:(3,61- 0,19) = 7,16 Mllliontel 

3,61 
7,21 

7,21 
10,82 

10,82 
14,42 

1,82-0,735 { 1: 99 500 
6oo-:-oo (7,21-3,61) = 10,05 Muuontel 

-- 3,1~5-1,82---{ 1 : 79 300 
600.50(10,82-7,21)- 12,60llfllllontel 

__ 4,745-;185 ___ {1: 69200 
600. 50 (14,42 -10,82)- 14,44 llfllllontel 

12. Versuche mit Sandstein. (1898.) 

Die vom Verfasser durchgeführten Versuche ergaben für Sand­
stein im ursprünglichen Zustande ausnahmslos, daß die Dehnungen 
weit rascher wachsen als die Spannungen. Da grundsätzlich Neues 
hierbei nicht auftritt, so darf auf die dahingehenden Veröffentlichungen 
des Verfassers verwiesen werden: Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1899, S. 1402; 1900, S. 1169 u. f.1). 

1) Mitteilungen über Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur­
wesaas 1901, Heft 1, und 1904, Heft 20. 
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§ 5. Gesetz der Längenänderungen. Vollkommenheit und 
Größe der Elastizität. Gesetz der elastischen Dehnung. 

Einßuß der Zeit. Elastische Nachwirkung. 

1. Gesetz der Ungenänderungen. 

Wie wir in § 4 sahen, sind bei einem in Richtung seiner Achse 
durch Zug oder Druck beanspruchten Körper dreierlei .Änderungen 
der Länge desselben zu unterscheiden: 

1. die gesamte Längenänderung l, 
2. " bleibende " l', 
3. " federnde " l- l' =I.". 

Ein Blick auf Fig. 1 , S. 19, in der die Linien der gesamten 
(-.-.-), der bleibenden (----) und der federnden Längen­
änderungen (-) eingetragen sind, lehrt, daß zur Feststellung des 
Zusammenhanges zwischen diesen drei Arten von Längenänderungen 
und den zugehörigen Spannungen im allgemeinen drei Funktionen 
erforderlich sind: 

l'=(g(o), l" = fs (o). 

Die erste Funktion bestimmt die Linie der gesamten, die zweite 
diejenige der bleibenden und die dritte diejenige der federnden 
Längenänderungen. 

Früher pflegte man nur die erste dieser Funktionen zu bestimmen 
und sie zur Grundlage der Elastizitäts- und Festigkeitslehre zu 
machen. Daß dies unter Umständen zu recht groben Fehlern führen 
mußte, liegt auf der Hand. Deshalb ging Verfasser dazu über, J..', 
und damit auch l" = l- ).' in der Weise zu bestimmen, wie dies 
in § 4 mehrfach besprochen worden ist (vgl. z. B. daselbst Ziff. 1, 
Gußeisenkörper I): man wechselt für jede Spannungsstufe Belastllng 
und Entlastung so oft, bis die gesamten, bleibenden und federnden 
Dehnungen sich nicht :~pehr ändern, und erhält so für die betreffende 
Spannungsstufe in ).'' die Federung, d. h. die eigentliche elastische 
Dehnung, die der Körper unter den Verhältnissen, unter denen die 
Untersuchung stattfindet, aufweist1). Es erscheint deshalb richtiger, 
die Funktion f3 (o) zur Grundlage der Elastizitätslehre zu nehmen. 

1) Die Bestimmung von Maßzahlen für die Federung, d. h. für die Elasti­
zität, die bei mehr oder minder rasch aufeinanderfolgenden Spannungsände­
rungen vorha.nden ist, wurde vom Verfasser bereits in den Jahren 1885 und 
1886 aufgenommen. Seines Wissens waren dies die ersten derartigen Ver­
suche. Als Materia.l wurden zunächst diejenigen Stoffe gewählt, für die das 
Bedürfnis nach dem Ela.stizitätsma.ß am dringendsten war: Lederriemen, 
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Die zweite Funktion {2 (a), welche die Linie der bleibenden 
Längenänderungen oder kurz der Dehnungsreste bestimmt, kann zur 
Beurteilung des Materials an sich oder auch des Zustandes heran­
gezogen werden, in dem sich das letztere in dem untersuchten Körper 

Hanf- und Drahtseile. über einen Teil dieser Versuche ist in der Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1887, S. 221 bis 225, S. 241 bis 245, S. 891 
und 892 (oder auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 5 u. f., S. 59 
und 60) berichtet. Daselbst findet sich u. a. angegeben, daß in manchen Fällen 
die Federung nicht viel mehr als die Hälfte der gesamten Dehnung beträgt, 
übrigens in hohem Maße eine Funktion der Spannung ist (mit Zunahme der 
letzteren abnimmt), und daß sie auch von der Zeit abhängt. Bis dahin war 
ganz allgemein mit einer konstanten Dehnungszp.hl oder mit konstantem Elasti­
zitätsmodul gerechnet worden. Die genannten Versuche wiesen beispielsweise 
nach, daß die Dehnungszahl der Federung, d. i. die Federung der Längen­
einheit für das Kilogramm Spannung, betrug: 

für einen neue n Lederriemen 

12~0 = 800 Milliontel bei der Spannungsstufe a1 = 7,5 und a2 = 18,75 kgfqcm 

1 
1890 =529 " " " " o2 =18,75" a3 =30,0 " 

für einen gebrauchten Lederriemen 
1 

2680 = 373 Milliontel bei der Spannungsstufe a1 = 7,2 und a2 = 21,6 kgfqcm 

1 
3600 = 278 " n a2 =21,6 n 0 3 =36,0 n 

1 
4130 = 242 " " " a3 = 36,0 " o, = 50,4 

Dabei erfolgten die Wechsel in der Belastung durchschnittlich während 
der Zeit von 1,5 Minuten, die zur Vomahme der Messungen erforderlich war. 

Leder, das vorher nicht gestreckt war (Ledertreibriemen werden vor der 
Verwendung kräftig gestreckt), lieferte unter Umständen für die gesamte, d. h. 
bleibende und federnde Dehnung Werte, welche die Dehnungszahl von rund 
1 0.000 Milliontel ergaben. 

Später hat Martens das gleiche Verfahren aufgenommen (vgl. Mittei­
lungen aus den Königl. Technischen Versuchsanstalten 1888, li, S. 2, sowie 
1904, s. 202). 

Einige Zeit darauf hat sich auch H artig auf den Standpunkt des Ver­
fassers gestellt und ist dafür eingetreten, daß die federnde Dehnung bestimmt 
werde. Doch muß dem von Hartig im Zivilingenieur 1893, S. 126 Bemerkten 
gegenüber hervorgehoben werden, daß es im allgemeinen nicht ausreichend 
ist, der Bestimmung des Elastizitätsgesetzes nur einen einmaligen Spannungs­
wechsel unmittelbar vorhergehen zu lassen. Für manche Materialien, z. B. Stahl 
von großer Festigkeit, ist es innerhalb der Belastungsgrenzen, für welche die 
Dehnungszahl bestimmt zu werden pflegt, meist überhaupt nicht nötig, diesen 
vorbereitenden Spannungswechsel auszuführen: für Materialien dagegen wie Guß­
eisen (vgl. z. B. § 4, Ziffer 1), zähes (ausgeglühtes) Flußeisen, Kupfer, Bronze, 
Messing, Beton usw., also ganz abgesehen von Stoffen wie Leder u. dgl., er­
weist sich der einmalige Wechsel meist als durchaus ungenügend. 
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befindet. Insofern die Linie der Dehnungsreste Auskunft darüber 
erteilt, welche bleibende Dehnung bei einer gewissen Belastung des 
Körpers zu erwarten steht, kann sie überdies noch weitere Bedeutung 
erlangen, worauf bereits S. 23 hingewiesen worden ist1). 

2. HaB der Vollkommenheit und der Gröle der Elastizität. 

Wie bereits S. 20 bemerkt, wohnt jedem Körper die Eigenschaft 
inne, unter der Einwirkung äußerer Kräfte eine Änderung der Ge­
stalt zu erfahren und mit dem Aufhören diesel' Einwirkung die er­
littene Formänderung mehr oder minder vollständig wieder zu ver-
1 ieren. Insoweit er die erlittene Formänderung wieder verliert, d. h. 
insoweit sein Material zurückfedert, wird er als elastisch bezeichnet. 

Das Verfahren, die -für die Untersuchung oft recht unerwünschten und 
Zeitaufwand verursachenden - bleibenden Dehnungen dadurch zu beseitigen, 
daß man den Versuchskörper von vomherein weit über die Spannung hinaus 
belastet, mit der das Material später im Gebrauchsstück beansprucht wird, 
d. h. daß man ihn vorher überlastet, läuft - je nach der Höhe der vorherigen 
Belastung - unter Umständen auf eine Mißhandlung des Materials hinaus. 
Jedenfalls wird dasselbe hierdurch oft in einen Zustand versetzt, der von dem 
mehr oder weniger verschieden ist, in dem sich das normal behandelte Material 
in den eigentlichen Gebrauchsstücken befindet, während doch die Untersuchung 
des Materials zu dem Zwecke zu erfolgen pflegt, sein Verhalten in den Ge­
bra.uchsstücken möglichst richtig beurteiJen zu können. Ziemlich häufig erwidert 
das überlastet gewesene Material diese Behandlung durch elastische Nach­
wirkung (§ 5, Ziffer 4), indem es sich dem ursprünglichen" Zustand wieder 
nähert, also den verläßt, für den die ermittelten Zahlen gelten. 

Die Zahlenwerte in den Gleichungen 4 bis 8, S. 39 , lassen deutlich den 
Einfluß der vorhergegangenen Belastungen bei Gußeisen erkennen, noch emp­
findlicher pflegen Steine, insbesondere aber Leder zu sein. Man erhält für 
solche Stoffe nach vorhergegangenen starken Belastungen Federungen, die sich 
außerordentlich stark von denjenigen unterscheiden können, die das gleiche 
Material im ursprünglichen Zustande lieferte. 

Vgl. auch die Fußbemerkung 1, S. 84, sowie diejenige S. 106 und 107. 
Der gemachte Einwand gegen da.s Verfahren entfällt natürlich in den 

Fällen, in denen das Material auch in den Gebrauchsstücken vorher überlastet 
wird, was z. B. zu dem Zwecke geschehen kann, bleibende Formänderungen 
später von ihnen fernzuhalten. 

1) Die Erkenntnis der Gesetze der bleibenden Formänderungen bildet vor­
wiegend eine Au:Cga.be der mechanischen Technologie. Erst in neuerer Zeit ist 
derselben die ihr gebührende Wertschätzung zuteil geworden (Tresca, dem 
wohl die ersten Erkenntnisse hinsichtlioh des Fließans ~ester Körper zu ver­
danken sind, Kick: Gesetz der proportionalen Widerstände und seine Anwen­
dungen 1885, sowie die späteren Veröffentlichungen Kicks, Rejtö: Die innere 
Reibung der festen Körper, 1897, sowie die späteren Arbeiten dieses Forschers 
(s. "Ba.umaterialienkunde" 1900 und folgende Jahrgänge), Ludwik: Technische 
Blätter 1903 und 1904 sowie Elemente der technologischen Mechanik, Berlin 
1909, usw.). 

C. Bach, Elutlz!W. 7. Anti. 7 
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Ist die Rückkehr in die ursprüngliche Form eine vollständige, so 
spricht man von "vollkommen elastisch"· 

Hieraus erhellt, daß der Grad der Vollkommenheit der 
Elastizität eines Körpers oder kurz der Elas:tizitäts:grad des­
selben zum Ausdruck gebracht werden kann durch den Quotienten: 

_ federnde Dehnung 
1-'- gesamte Dehnung ' 

wenn nur die Längenänderung eines auf Zug oder Druck bean­
spruchten Körpers 1ns Auge gefaßt wird. Hiernach würde beispiels­
weise der in § 4 unter Zifi. 1 besprochene Gußeisenkörper IV auf 
der mit P= 20000 kg schließenden Belastungsstufe folgende Elasti­
zitätsgrade aufweisen: 

bei der ersten Versuchsreihe 

bei der .zweiten 

bei der dritten 

bei der vierten 

15,435 
18,255 

,...., 0,845, 

15,365 
15 465 =,...., 0•996• 

' 
18,325 
22,335 = ,...., 0•826' 

18,25 
18 34 =,...., 0,995. 

' 
Der in § 4 unter Ziff. 4 behandelte Kupferrundstab weist auf 

der obersten Belastungsstufe einen Elastizitätsgrad auf 
bei der ersten Versuchsreihe von· 

bei der zweiten 

5,53 
8,05 =,...., 0,687, 

5'53 =,...., 0 974 
5,68 ' . 

Je niedriger die Spannung liegt, mit der die Belastungsstufe 
abschließt, um so mehr pflegt unter sonst gleichen Verhältnissen 
sich p. der Einheit zu nähern. Die Spannung, bis zu der hin 
p, = 1 ist oder sich doch ~ur sehr wenig von 1 unterscheidet, kann 
nach Maßgabe des S. 23 und 24 Gesagten als Elastizitätsgrenze be­
zeichnet werden. 

Dieses Maß der Vollkommenheit der Elastizität eines 
Körpers ist zu unterscheiden von dem Maß der Größe jler Elasti­
zität, als das die Federung der Längeneinheit für das Kilogramm 
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Spannung oder allgemein für das. Kilogramm Spannungsunterschied, 
d. i. die Dehnungszahl, angesehen werden kann. So wird beispiels­
weise von dem unter § 4, Ziff. 7, zuerst besprochenen Riemen sowie 
von den beiden in der Fußbemerkung S. 96 angeführten Riemen zu 
sagen sein, daß die Größe ihrer Elastizität oder kurz ihre Elastizität 
mit wachsender Spannung abnimmt. Damit wird eben ausgesprochen, 
daß die Federung, d. i. die Größe der Elastizität für das Kilogra.mm 
(Spannungsunterschied) um so kleiner ausfä.llt, je höher die Spannungs­
stufe (vgl. S. 21, Fußbemerkung 2) liegt, d. h. in der Sprache des 
gewöhnlichen Lebens, je stärker der Riemen angespannt ist. In 
gleicher Weise wird man von einem Gußeisenkörper (vgl. z. B. § 4, 
Ziff. 1, Gußeisenkörper III, S. 26 u. f.), einem Kupferstab (vgl. z. B. 
§ 4, Ziff. 4, Rundstab I und JI, S. 58 u. f.), einem Betonkörper usw. 
sagen, daß die Größe ~einer Elastizität, kurz seine Elastizität, mit 
wachsender Spannung zunimmt. Bei Besprechung der Elastizität 
von Körpern aus Zementmörtel mit verschiedenem Sandzusa.tz, wie 
solche in § 4, Ziff. 9 angeführt sind, wird man festzustellen haben, 
daß die Elastizität mit (über 11 /, Teile hinaus) wachsendem Sand­
zusatz unter sonst gleichen Verhältnissen zunimmt, daß beispiels­
weise Zementmörtel mit 3 Teilen Sandzusatz mehr Elastizität zeigt 
als solcher mit 1,5 Teilen Sand. Ebenso wird man beispielsweise 
den Gummi als sehr elastisch, Bausteine als weniger elastisch be­
zeichnen. Von der Größe der Elastizität eines Körpers zu sprecpen, 
liegt im praktischen Leben vielfach Bedürfnis vor, wie bereits an­
gedeutet worden ist, und wie sich auch ergibt, wenn man der Fälle 
gedenkt, in denen der Ingenieur bei der Auswahl von Material 
darauf bedacht sein muß, daß es ausreichende Elastizität besitzt. 

S. Allgemeinere Gesetzmäßigkeit der elastischen Dehnung. 

Wie bereits in § 2 bemerkt, pflegt hinsichtlich des Zusammen­
hanges zwischen der Dehnung e, die stillschweigend als vollkommen 
elastisch vorausgesetzt wird, und der zugehörigen Spannung a ange­
nommen zu werden, daß innerhalb eines gewissen Spannungsgebietes, 
das. nach oben durch die positive Spannung a' und nach unten 
durch die negative Spannung a'' begrenzt werden möge, Proportio­
nalität zwischen e und a bestehe entsprechend der Gleichung 

e = a a . • • • . • • • . . 2 (§ 2) 

Hierin wird dann a als :eine innerhalb dieser beiden Grenz­
spannungen a' (Proportionalitätsgrenze gegenüber Zug) und a'' (Pro­
portiona.litätsgrenze gegenüber Druck) gleich'bleibende, somit von der 
Größe und dem Vorzeichen von a oder e unabhängige Erfahrungszahl 
angesehen. 

7* 
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Diese angenommene Gesetzmäßigkeit zwischen s und a, bekannt 
unter dem Namen "Hookesches Gesetz", wurde bis zum letzten 
Jahrzehnt des vorigen Jahrhunderts noch in weiten Kreisen als all­
gemein gültig angesehen 1). Das in § 4 niedergelegte Erfahrungs­
material, das noch bedeutend hätte vermehrt werden können, wäre 
nicht Nötigung vorhanden, Beschränkung zu üben, beweist deutlich, 
daß für die Mehrzahl der Stoffe Proportionalität zwischen Dehnungen 
und Spannungen nicht besteht, und daß somit die Hookesche Be­
ziehung, d. h. die Proportionalität zwischen Dehnungen und Span­
nungen, in der Tat nur für ei,ne Minderzahl von Baustoffen des 
Ingenieurwesens, zu denen übrigens die hervorragend wichtigen Ma­
terialien: Schmiedeisen und Stahl gehören, als zutreffend angenommen 
werden kann; aber im allgemeinen auch nur mit Annäherung. Denn 

1) Daß dies selbst in den Kreisen der Physiker bis vor einiger Zeit noch 
der Fall gewesen zu sein scheint, erhellt aus einer Arbeit von Thompson in 
Wiedemanns Annalen der Physik und Chemie 1891, S. 555 u. f.: "über das 
Gesetz der elastischen Dehnung". Er sagt daselbst: "Meines Wisse~s hat bis 
jetzt jeder für selbstverständlich geltalten, daß das alte Gesetz gültig sei, und 
es ist n i e versucht worden, dasselbe einer Kritik zu unterziehen." Daß dies 
nicht ganz zutreffend, daß vielmehr bereits im Jahre 1891 die Erkenntnis in 
der Tat erheblich weiter vorgeschritten war, ergibt sich aus den Darlegungen 
des Verfassers in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 248 u. f., 
oder in "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 289 u. f. 

In dem hervorragenden Handbuch der Physik, das von Winkelmann 
unter Mitwirkung einer größeren Anzahl von Physikern herausgegeben wird, 
heißt es im ersten Band (1891), S. 218: "Dieses Gesetz ist schon von Hooke, 
und zwar in der Form ,Ut tensio, sie vis' ausgesprochen worden, in die heutige 
Redeweise übersetzt, lautet es: Zwischen Zwang und Veränderung, zwischen 
Veränderung und elastischer Kraft besteht Proportiona.lität. Schon aus dem 
Umstande, daß man es hier meist mit kleinen Veränderungen zu tun hat, 
könnte man nach dem Prinzipe, daß kleine Wirkungen sich einfach addieren, 
auf jene Proportionalität schließen, und die Erfahrung bestätigt 
sie durchaus, vielleicht mit Ausnahme einiger in elastischer Hinsicht a.nor· 
maler Stoffe (z. B. Kautschuk)." 

Diese Auffassung gehört auch heute noch nicht zu den Seltenheiten; 
ziemlich häufig wird sie stillschweigend als richtig angenommen. 

Wie in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1917, S. 117 11· f., 
a.n Hand der in Betracht kommenden Veröffentlichungen Hookes nachgewiesen, 
kann die weitverbreitete Annahme, Ho o k e sei durch Versuche mit verschiedenen 
.Materialien zur Aufstellung des Satzes von der Proportionalität zwischen Deh­
nungen und Spannungen gelangt, nicht als zutreffend angesehen werden. Er hat 
solche Versuche nur beschrieben ; hätte er sie ausgeführt, so würde er gefunden 
haben, daß bei vielen der von ihm erwähnten Stoffe (Metalle, Holz, Steine, ge­
brannter Ton, Haare, Hom, Seide, Bein, Sehnen, Glas) dieser einfache Zusammen­
hang zwischen Kraft und Formänderung nicht besteht, daß die nach ihm be­
nannte lineare Beziehung kein Naturgesetz ist und nur für wenige Stoffe als 
zutreffend angesehen werden kann. Es wird also richtiger sein überhaupt nicht 
von einem "Hookeschen Gesetz" zu sprechen. 
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selbst bei Schmiedeisen und Stahl führt eine scharfe Prüfung nicht 
selten zu dem ~rgebnis, daß die Dehnungslinie von a = 0 an eine 
Kurve, wenn auch eine sehr flach gekrümmte, ist. 

Bei dieser Sachlage erscheint es begreiflich, daß das Bedürfnis 
sich einstellte, die Dehnungszahl a (oder ihren reziproken Wert, den 
Elastizitätsmodul E) als ]\mktion der Spannung a zu kennen, 
oder auch eine Beziehung zwischen a und o aufzusuchen, welche die 
Versuchsergebnisse befriedigt1). 

W. Schüle ermittelte auf Grund des ihm vom Verfasser 1896 
zur Verfügung gestellten V ersuchsmaterials, gewonnen· in den Jahren 
1885 bis 1896, daß die Gleichung 

. . . . . . . . 1 (§ 4) 

gute Übereinstimmung ergab. Seine Arbeit beschränkte sich dabei 
auf Gußeisen, Granit, Körper aus Zement, Zementmörtel und Beton 
gemäß den Gleichungen 2, 9, 10, 14 bis 16, 18 bis 26 in des Ver­
fassers "Abhandlungen und Berichte", S. 291 u. f., und gemäß dem 
zugehörigen VersuchsmateriaL 

Die Prüfung des Verfassers führte zu dem Ergebnis, daß -
wenigstens für die durch _das vorliegende Versuchsmaterial gedeckten 
Gebiete - Gleichung 1, § 4, die gesuchte Gesetzmäßigkeit innerhalb 
der für die ausführende Technik in Betracht kommenden Spannungs­
gebiete befriedigend zum Ausdruck bringt 2). Ein großer Teil der 
in § 4 aufgenommenen Versuchsergebnisse lag damals noch nicht 

1) Bis dahin stellte Verfasser die Veränderlichkeit von Ot dadurch fest und 
tut dies zum Teil auch heute noch, daß er die elastischen Längenänderungen 
für verschiedene Belastungsstufen ermittelt ·und dafür Ot berechnet, wie in der 
Fußbemerkung 2 S. 21 und 22 angegeben ist. 

2) Verfasser glaubt auch hier hervorheben zu sollen, was er bereits an 
anderer Stelle ("Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 294) bemerkt hat, 
nämlich, daß das Zutreffen der Beziehung e = Ot om nach Maßgabe des von ihm 
Gesagten ausdrücklich beschränkt erscheint: zunächst auf das Gebiet, das durch 
das vorgelegte Versuchsmaterial gedeckt wird, und sodann auf solche Verhält­
nisse, die Spannungen liefern, die innerhalb der für die ausübende Technik in 
Betracht kommenden Grenzen liegen. Die Notwendigkeit der zweiten Be­
schränkung erhellt schon ohne weiteres - ganz abgesehen von anderem -
aus dem Vorhandensein von Wendepunkten in den Linienzügen für Granit 
(vgl. Fig. 29, § 4, oder auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 283 u. f.: 
Fig. 2, 3, 4 und 5). Inwieweit die erste Beschränkung Berechtigung hat, wird 
durch weitere Versuche, namentlich auch mit anderen Stoffen, festzustellelf sein. 
Bei der großen Masse von Materialien und der Verschiedenheit ihrer Eigen­
schaften erscheint es wahrscheinlich, daß das elastische Verhalten aller Mate­
rialien durch eine einfache mathematische Funktion überhaupt nicht genau 
zum Ausdruck gebracht werden kann. 

Wie aus den Arbeiten des Verfassers, betr. die Elastizität der Materialien, 
hervorgeht, handelt es sich für ihn in erster Linie nicht um Auftindung einer· 
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vor. Un;t so lehrreicher ist es, festzustellen, daß, wie die Bemer­
kungen in § 4 zu den Gleichungen 2 bis 27 zeigen, auch die späteren 
Untersuchungen von Gußeisen, Kupfer, Bronze, Messing usw. die 
Brauchbarkeit der Gleichung 1, § 4, bestätigen1). 

Für m = 1 geht Gleichung 1, § 4, in Gleichung 2, § 2, über. 
Die Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen 
bildet somit einen Sonderfall der d'urch Gleichung 1, § 4, 
bestimmten Gesetzmäßigkeit. Die Abweichung des Expo­
nenten m von der Einheit bringt die Veränderlichkei]t der 
Dehnungen zum Ausdruck. Für m > 1 wachsen die Dehnungen 
rascher als die Spannungen, für m < 1 langsamer. Je größer die 
Apweichung des Exponenten m von der Einheit ist, um so mehr 
wölbt sich die Dehnungslinie Gleichung 1, § 4, gegen die e-Achse, 
also dieser ihre hohle Seite zukehrend, wenn m > 1, und hohl gegen 
die a-Achse, wenn m < 1. 

Der Koeffizient a hat die Bedeutung der Dehnung für 
die Spannung 1, und nicht für die Spannungszunahme 1, wie bei 
vorhandener Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen. 

Aus Gleichung 1, § 4, folgt 

de -=maam-1 
da ' 

d. i. die Tangente des Winkels, unter dem die durch Gfeichung 1, 
§ 4, bestimmte Dehnungskurve gegen die a-Achse geneigt ist. 

neuen Gesetzmäßigkeit, sondern vielmehr darum, durch den Versuch das tat­
sächliche Verhalten der Stoffe festzustellen und dazu beizutragen, daß die Be­
ziehung e = oc a, die nur für eine Minderheit vdrl Stoffen innerhalb gewisser 
Grenzen zutreffend erscheint, nicht mehr als allgemein gültiges Gesetz ange­
sehen (vgl. in dieser Hinsicht auch Fußbemerkung S. 100) und ohne weiteres 
zur Grundlage der gesamten Elastizitäts- und Festigkeitslehre gemacht wird. 
Die Anforderungen, welche die Technik an den Ingenieur stellt, gestatten dies 
- wenigstens in verschiedenen Fällen der Anwendung - heute nicht mehr. 
Sollte sich das tatsächliche elastische Verhalten aller Materialien durch irgend­
eine andere Funktion zwischen e und a ausreichend genau zum Ausdruck 
bringen lassen, die noch dazu den Vorteil böte, für die Entwicklungen, be­
treffend die Ermittlung der Anstrengung von auf Biegung oder Drehung be­
anspruchten Körpern, bequemer zu sein als e = cxom, so würden seines Er­
achtens Wissenschaft und ausübende Technik die Aufstellung einer solchen 
Funlhion willkommen heißen. 

1) Vgl. auch die Darlegungen Schüles in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1898, S. 855 u. f., sowie die Fußbemerkung Ziffer 1, S. 104. 

Ausnahmen wurden festgestellt für Marmor (vgl. S. 90), für Gußeisen im 
Falle gewisser· Belastung (vgl. S. 26), Gummi (vgl. S. 70 u. f.). 

Siehe ferner die klarstellende Mitteilung in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1902, S. 25 und 26. 
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Für m > 1, was z. B. für Gußeisen der Fall, und a = 0 er­
gibt sich 

de _ 0 
da- ' 

d. h. die Dehnungslinie hat im Koordinatenanfang die a-Achse zur 
Tangente, gleichgültig, wie groß a und m, sofern nur m > 1. 

Für m < 1, was z. B. bei Leder zutrifft, findet sich mit a = 0 

de a 
-=m oo, da al-m 

d. h. die e-Achse ist Tangente im Koordinatenanfang, ebenfalls U:Q­

abhängig von den Sonderwerten von a und m. 
Wir würden also beispielsweise für Gußeisen erhalten, daß die 

Dehnungslinie in senkrechter Richtung durch den Koordinatenanfang 
geht 1), und für Leder, daß diese Kurve in wagerechter Richtung den 
Koordinatenanfang verlassend emporsteigt. 

Gerade mit Rücksicht; auf diese Eigenschaft der Kurve Glei­
chung 1, § 4, scheint es angezeigt, die DeJ:lnung auch für verhältnis­
mäßig kleine Spannungen zu ermitteln. Das ist z. B. geschehen für 
den Gußeisenkörper IV, indem die unterste Spannungsstufe bei 
Versuchsreihe 1 mit ~ = ·20,45 kgfqcm, bei Versuchsreihe 2 mit 
a = 10,22 kgfqcm abschließend angenommen wurde. Fig. 5, § 4, 
läßt erkennen, daß die beobachteten kleinen Dehnungen in der Tat 
auf starke Näherung an die a-Achse hindeuten; der Grad der Genauig­
keit, mit dem die Längenänderungen bei so kleinen Spannungen 
festgestellt werden können, ist jedoch nicht sehr weitgehend, weshalb 

1) Für den ersten Augenblick könnte diese Folgerung wohl befremden, 
namentlich wenn man sich an die Darstellungen mit übertrieben großem Maß­
stabe für die Dehnungen hält. Wenn beispielsweise für Schmiedeisen die Linie 
E = Ota mit Ot = 0,5 Milliontel als Gerade dargestellt wird, die gegen die a-Achse 
unter einem Winkel geneigt ist, dessen Tangente gleich 0,5, so entspricht dies 
einer Vergrößerung der Dehnungen auf das 1 000 000 fache. In Verbindung mit 

einer so gezeichneten Geraden ist es allerdings schwer, sich :: = 0 für a = 0 

vorzustellen. Anders liegt die Sache, wenn man den Maßstab nicht übertreibt, 
sich also die Gerade unter einem solchen Winkel gegen die a-Aohse gezogen 
denkt, daß dessen Tangente = 0,5 Milliontel ist. 

Uberdies wendet sich die Linie nach Verlassen des Koordinatenanfangs 

außerordentlich rasch; denn während für a = 0 ~: = 0, ergibt sich für das Guß-

eisen IV nach Gleichung 4, § 4, für o = 1 kgfqom bereits ~: = 0,747 Milliontel, 

d. i. erheblich mehr, als der Neigung der Geraden entspricht, die gemäß B = Ota 

für Schmiedeisen gelten würde. 



104 Einleitung. 

dieser Ermittlung eine durchschlagende Bedeutung nicht zuerkannt 
werden kann. 

Wie S. 101 hervorgehoben, steht die Gleichung 1, § 4, in guter 
Übereinstimmung mit den Ergebnissen der vom Verfasser bisher in 
großer Anzahl durchgeführten Elastizitätsversuche bis auf die daselbst 
angegebenen Ausnahmen. Die erste Ausnahme bildet der in § 4 unter 
Ziff. 11 behandelte Marmorkörper. Fig. 30, § 4, zeigt, daß hier die 
Dehnungslinie der a-Achse auf der Zugseite ihre erhabene und auf 
der Druckseite ihre hohle Seite zukehrt. Demgemäß müßte der 
Exponent m in der Gleichung 1, § 4, für die Zugseite größer als 1 
und für die Druckseite kleiner als 1 sein, d. h. nach dem Obigen: 
auf der Zugseite wäre die a-Achse im Koordinatenanfang Tangente 
der Dehnungslinie, auf der Druckseite müßte dies die e-Achse sein. 
Da ein solcher Verlauf der Dehnungskurve aus dem Gebiete der Zug-· 
spannungen in das Gebiet der Druckspannungen nicht angenommen 
werden kann - wie ersichtlich, ist der Verlauf der beiden Linien­
züge in Fig. 30 vielmehr · derart, daß im Koordinatenanfang eine 
gemeinschaftliche Tangente zu erw~rten ist -, so muß geschlossen 
werden, daß für den untersuchten Marmor die Gleichung 1, § 4, nicht 
als zutreffend erscheint. 

Hinsichtlich der beiden anderen Ausnahmen darf auf die be­
treffenden Stellen verwiesen werden. 

Verfasser muß es unter Bezugnahme auf das S. 101 und 102 
Fußbemerkung Gesagte zunächst dahingestellt sein lassen, ob sich 
im Laufe der Zeit noch andere Ausnahmen zu den bis jetzt er­
mittelten gesellen werden; ebenso, ob es überhaupt gelingen 
wird, eine g e,n ü g end ein f a ehe Funktion 1) ausfindig zu machen, 

1) Die Zeitschrift für Mathematik und Physik (begründet von Schlömilch) 
bringt im Schlußheft des Jahrganges 1897 eine Arbeit von R. Mehmke "Zum 
Gesetz der elastischen Dehnungen", die u. a. eine zeitgemäße Zusammenstellung 
der bis dahin vorgeschlagenen Formeln zur Darstellung der Abhängigkeit zwi­
schen Dehnungen und Spa1;1nungen enthält. Aus derselben geht hervor, daß 
das Potenzgesetz e=~o"' bereits im Jahre 172\:1 von Bülffinger für die Zug­
elastizität in Vorschlag gebracht worden war, und daß es 1822 auch Hodg­
kinson aufgenommen hatte. Das Ergebnis der bis jetzt vorliegenden rechne­
rischen Untersuchungen von Mehmke besteht darin, daß - soweit diese 
reichen - das Potenzgesetz die Beziehungen zwischen Spannungen und Deh­
nungen im ganzen genauer zum Ausdruck bringt als die parabolische Gleichung 
F= ao+ba2• 

· In neuerer .Zeit findet ziemlich häufig das Hyperbelgesetz 

Anwendung, worin 

(J 

s=---
a-bo 

1 . d 
CX= b , wenn e= ~o gesetzt w1r . 

a- o 
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die das elastische Verhalten aller Materialien genau zum Aus­
druck bringt1). 

4. EinHuB der Zeit. Elastische Nachwirkung. 

Wie in § 4 hervorgehoben, wohnt jedem Körper - allerdings 
in verschiedenem Grade - die Eigenschaft inne, unter der Einwirkung 
äußerer Kräfte eine Änderung der Gestalt zu erfahren und mit dem 
Aufhören dieser Einwirkung die erlittene Formänderung mehr· oder 
weniger vollständig wieder zu verlieren. Eine klar zutage liegende 
Folge dieser Eisenschaft ist es, daß der Körper bei plötzlicher Ein­
wirkung der Kräfte oder bei plötzlicher Entlastung in Schwingungen 
versetzt wird. Aus diesem Zustande geht er, indem die Schwingungen 
kleiner und kleiner werden, nach mehr oder minder langer Zeit in 
den Ruhezustand über. 

Aber auch dann, wenn die Inanspruchnahme oder die Entlastung 
des Körpers allmählich erfolgt, wenn also derartige Schwingungen 
nicht beobachtet werden, erweist sich die Formänderung im all­
gemeinen nicht unabhängig von der Zeit. Die durch eine bestimmte 
Belastung erzeugba.re Formänderung bedarf zu ihrer Ausbildung einer 
gewissen, zuweilen kurzen, unter Umständen aber auch sehr langen 
Zeit. Beispielsweise wird ein Stab aus Werkzeugstahl schon unmittelbar 
nach allmählich erfolgter Belastung die überhaupt durch diese er­
reichbare Dehnung aufweisen, während ein belasteter Lederriemen 
nach Monaten, ja selbst nach Jahren noch Längenzunahmen, wenn 
auch immer kleiner werdende, zeigt. In Fällen letzterer Art führt 
die Zeit asymptotisch zum Endzustand 

Ganz das Entsprechende gilt hinsichtlich der Entlastung: der all­
mählich entlastete Stab nähert sich dem ursprünglichen Zustande 

je nach der Art des Materials - mit verschiedener Geschwindig-

Auch für diese Gesetzmäßigkeit können innerhalb der durch den Versuch 
festgelegten Grenzen a und b so. gewählt werden, daß die Dehnungslinie dem 
tatsächlichen Verhalten des Stoffes innerhalb dieser Grenzen befriedigend 
entspricht. 

Die Anwendung über dieselben hinaus kann allerdings zu Fehlern führen ; 

keinesfalls erscheint es zulässig, mit a bis a = ~ zu gehen, was geschehen ist, 

um aus Elastizitätsversuchen die Bruchfestigkeit zu befe#lhnen. 
1) Hieraus geht deutlich hervor, daß Gleichung 1, § 4, in den Augen des 

Verfassers nichts weiter ist als eine Gesetzmäßigkeit, durch die sich die bis da­
hin über den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen vorliegenden 
Versuchsergebnisse innerhalb gewisser Grenzen, mit Ausnahme von Marmor und 
Gummi, befriedigend zum Ausdruck bringen lassen. S. dagegen Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 25 sowie S. 1512; 1903, 8.1014; Dinglers 
polyt. Joumal 1902, Bd. 317, S. 149 u. f. 
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keit, um so langsamer, je größer die erlittene Formänderung war 
und je länger sie angedauert hatte. 

Diese Erscheinung der allmählichen Ausbildung und der all­
mählichen Rückbildung der Formänderungen wird elastische 
Nachwirkung genannt. Sie beeinträchtigt namentlich dadurch, daß 
sie das Verhalten des untersuchten Körpers unter einer neuen Be­
lastung von den Belastungen oder Entlastungen abhängig macht, 
denen er vorher unterworfen war, die Genauigkeit der Beobachtungen 
bei Versuchen zur Bestimmung der Forniänderungen mehr oder 
minder. Insbesondere bei wechselnden Belastungen kann dieselbe 
zu eigentümlichen Abweichungen führen, entsprechend einem gleich­
zeitigen, beiderseits mit veränderlicher Geschwindigkeit erfolgenden 
Verlaufe entgegengesetzter Änderungen, oder kurz entsprechend einem 
Übereinanderlagern von Nachwirkungen 1). 

1) Hiermit hängt es auch zusammen, daß die Federung (§ 4) bei manchen 
Körpern verschieden erhalten wird, je nachdem man die Untersuchung, wie 
in der Fußbemerkung 2 S. 21 bzw. 22 angegeben ist, in der einen oder anderen 
Weise durchführt. Besonders stark tritt dieser Unterschied bei Riemen auf. 
Beispielsweise fand sich für einen Ledertreibriemen, der in der Weise geprüft 
wurde, daß für jede Belastungsstufe mit Belastung und Entlastung so"!oft ge­
wechselt wurde, bis sich die gesamten, die bleibenden und die federnden 
Dehnungen nicht mehr änderten: 

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe 

Belastungsstufe I federnde Verlängerung Belastungsstufe I federnde Verlängerung 

50 und 150 kg 
150 " 250 " 
250 " 350 " 

6,0mm 
3,6 " 
2,7 " 

Wir erkennen folgendes: 

50 und 150. kg 
50" 250" 
50 n 350n 

5,5mm 
10,0 " 
14,0 " 

Für die gleiche Belastungsstufe 50 und 150 kg liefert die erste Versuchs­
reihe eine um 6 - 5,5 = 0,5 mm größere Federung als die zweite Versuchsreihe. 

Für die Belastungsstufe 150 und 250 kg liefert die erste Versuchsreihe 
unmittelbar 3,6 mm Federung, während ~die Ermittlung aus der zweiten Ver­
suchsreihe durch Bildung des Unterschiedes 10,0- 5,5 zu 4,5 mm führt, also 
mehr ergibt. 

Für die dritte Belastungsstufe 250 und 350 kg liefert die erste Versuchs­
reihe unmittelbar 2, 7 mm Federung, während die zweite Versuchsreihe zu 
14,0 - 10,0 = 4 mm führt. 

Die Summe der Federungen der ersten Versuchsreihe ergibt 6,0 + 3,6 + 2, 7 
= 12,3 mm gegen 14,0 mm bei der zweiten Versuchsreihe. 

Auch bei der Untersuchung von anderen Stoffen fand sich ein, wenn auch 
meist weit kleinerer Unterschied, z. B. bei Steinen. Selbst Gußeisen ist nicht 
frei hiervon. (Vgl. S. 25.) Auch bei gehärtetem Werkzeugstahl sind häufig ela-
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Dieser Einfluß der Zeit auf die Formänderungen wie auch auf 
die Festigkeit 1) des Stoffes macht es notwendig, daß im allgemeinen 
den Ergebnissen von Versuchen auf diesem Gebiete die erforder­
lichen Angaben über die Zeit beigefügt werden. 

Aus dem Vorstehenden folgt ferner, daß die im § 4 erörterten 
Längenänderungen sowie die aus ihnen ableitbaren Maßzahlen der 
Gesamtdehnung, des Dehnungsrestes und der Federung, d. h. die 
Dehnungszahlen, streng genommen, Funktionen der Zeit sein müssen. 
Praktische Bedeutung erlangt diese Abhängigkeit von der Zeit jedoch 
in der Regel erst für solche Stoffe, bei denen die elastische Nach­
wirkung von Erheblichkeit ist (vgl. § 10 unter Hanfseile sowie Fuß­
bemerkung S. 96). 

Bei Leder, das für das Maschineningenieurwesen eine große Be­
deutung hat, pflegt die elastische Nachwirkung so stark zu sein, daß 
sich die Frage aufdrängt, ob es überhaupt berechtigt ist, die elasti­
schen Dehnungen in zwei Teile zu zerlegen, von denen der eine als 
plötzlich oder doch sehr rasch eintretend und wieder verschwindend 
angesehen, der andere als nachwirkend, d. h. als allmählich mit ab­
nehmender Geschwindigkeit verlaufend aufgefaßt wird. Daß hierin 
- streng genommen - eine Willkürlichkeit liegt, bedarf keiner 
Erörterung. Doch wird auf diesem Wege zunächst wohl noch am 
ehesten Einblick in das tatsächliche V erhalten des Materials erlangt. 
Zulässig ist es natürlich nicht, elastische Nachwirkung und blei­
bende Formänderung als identisch zu betrachten, wie es zuweilen 
geschieht. 

stische Nachwirkungen zu verzeichnen, was sich z. B. bei der Herstellung ge­
nauer Maße, die unveränderlich sein sollen, unangenehm fühlbar macht. Da 
ein Eingehen an dieser Stelle zu weit führen würde, so muß sich der Verfasser 
hier auf diese Feststellung beschränken. 

1) Beispielsweise werden Stäbe aus Schmiedeisen, Lederriemen usw., sehr 
rasch zerrissen, einen größeren Wert für die durch Gleichung 1, § 3, bestimmte 
Festigkeit liefern, als wenn das Zerreißen langsam erfolgt. Dagegen pflegen im 
letzteren Falle Dehnung und Querzusammenziehung größer auszufallen, sofern 
die Ergebnisse, die Stäbe mit mehreren örtlichen Einschnürungen geliefert 
haben, nicht verglichen werden mit denjenigen von Stäben mit nur einer Ein­
schnürung; die zur Ausbildung der Formänderungen gelassene Zeit ist eben 
bedeutender. (Vgl. auch § 10.) 

Siehe auch die Angaben über das Kürzerwerden der beiden Bruchstücke 
eines zerrissenen Riemens mit der Zeit auf S. 69. 
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I. Zug. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren 
Richtungslinie in die Stabachse fällt, und die diese zu verlängern 
strebt. 

§ 6. Gleichungen der Zugelastizität und Zugfestigkeit. 
1. Es bedeute für den prismatischen Stab 

P die ziehende Kraft, 
f die Größe des ursprünglichen Stabquerschnittes, 
l die ursprüngliche Länge des Stabes, 
A. die Verlängerung, die der Stab durch die Einwirkung der Kraft P 

erfährt, 

e = : die Dehnung (§ 2), 

a die Dehnungszahl (§ 2), 
a die Spannung, die durch die Belastung P hervorgerufen wird, und 

die mit der Dehnung e verknüpft ist, bezogen auf den ursprüng­
lichen Querschnitt (§ 1), 

k. die zulässige Anstrengung des Materials gegenüber Zugbean­
spruchung. 

Dann ist nach Gleichung 1, § 1, 

P=al 1) 

P< k.f 2) 

Die Benutzung von Gleichung 2 für einen auf Zug beanspruchten 
Körper mit k. als zuläs!liger Anstrengung des Materials setzt voraus, 
daß die Inanspruchnahme nur durch die Kraft P veranlaßt wird. Ist 
der Stab nicht frei, sondern mit anderen Teilen derart verbunden, 
daß bereits vor Angriff von P Spannungen in ihm vorhanden sind, 
die kurz als Vorspannungen bezeichnet werden sollen, so treten 

diese zur Spannung a = ~ hinzu: positiv, wenn sie Zugspannungen, 

und negativ, wenn sie Druckspannungen sind. Diese Bemerkung ist 
sinngemäß bei allen späteren Entwicklungen, die Spannungslosigkeit 
voraussetzen, im Auge zu behalten und dabei zu beachten, daß im 
Material auch von Haus aus Spannungen vorhanden sein können, wie 
das z. B. bei Körpern aus Gußeisen, gehärtetem Stahl, kalt bearbei­
tetem Flußeisen usw. in mehr oder minder hohem Maß häufig der 
Fall zu sein pflegt. 
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Unmittelbar aus dem Begriff der Dehnungszahl folgt 
p 

l=alo=aly . . . . . . . . . 3) 

Soll das eigene Gewicht G des senkrecht hängend gedachten 
Stabes berücksichtigt werden, so ergibt sich für den obersten Quer­
schnitt 

P+G=af 
P+G < k.f 

. . . ~ . 4) 
• . • • . 5) 

oder, sofern r das Gewicht der Raumeinheit des Stabmaterials be­
deutet, 

P+rtl<ksf . ......... 6) 
Ist P = 0, d. h. wird der Stab nur durch sein Eigengewicht be­

lastet, so findet sich 

oder l< ~"­=r . . • • . . . . 7) 

Der durch Gleichung 7 bestimmte Wert von Z gibt diejenige 
Länge an, die der Stab höchstens besitzen darf, wenn die zulässige 
Beanspruchung nicht überschritten werden soll. Wird in Gleichung 7 
a.n Stelle von k11 die Zugfestigkeit K, des Materials eingeführt, so 
ergibt sich in dem zugehörigen Wert von .z gleich dem Verhältnis: 
Zugfestigkeit durch Gewicht der Raumeinheit die sogenannte "Reiß­
länge", d. i. diejenige Länge, die der Stab besitzen muß, damit sein 
Eigengewicht ~ben zum Zerreißen führt 1). Die Reiß]ä.nge bildet ein 
Maß für die verhältnismäßige Tragfähigkeit in Fällen, in denen das 
Eigengewi-cht des gezogenen Körpers von Bedeutung wird. 

·nie Verlä'ngerung l des Stabes info1ge des Eigengewichtes G 
und der Last P berechnet sich, wenn e die Dehnung in dem Quer­
schnitt .ist, der um :~: von dem freien Stabende absteht, 

I l 

l Jea:~:-J[a~ +arx]dx=al[~ +r !] 
0 0 

---- =a ~ ~+ :] . . . . 8) 

1} Die Reißlänge weist beispielsweise folgende Werte auf: 

Material ·I Raumgewicht I Zugfestigkeit Reißlänge 

Aluminium geglüht . 2,7 900 kgfqcm 3300m 
" kalt gewalzt . 2,7 4000 " 14800 " 

Stahldraht geglüht • 7,8 9000 " 11500 n 

" gezogen •.. 7,8 25000 " 32000 " 
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2. Diese zunächst nur für prismatische Stäbe entwickelten Be­
ziehungen werden dann auch auf gerade stabförmige Körper von 
veränderlichem Querschnitte übertragen. 

Es bezeichne, Fig. 1, 

P die Kraft, die den Körper auf Zug in Anspruch nimmt, 
f die Größe des beliebigen, um x von der einen Stirnfläche ab-

stehenden Querschnittes, 
{ 0 den kleinsten Stabquerschnitt, 
l die Länge des Stabes vor der Dehnung, 
2 die Zunahme der Stablänge infolge der Einwirkung der Kraft P, 
13 die Dehnung im Querschnitt (, 

a = J die Spannung im Querschnitt (, 

a die Dehnungszahl, 
k. die zulässige Anstrengung des Materials gegenüber Zugbean­

spruchung. 

Die Dehnung 13 ist hier von Querschnitt zu Querschnitt als ver­
änderlich aufzufassen, weshalb in bezug auf die Größen l und 2 der 

~fff ' ' ' • _ _%. k 

' ' -,-4 ... . 
I ~ ~ 
' ' ' L _l. 

7f 
Fig. 1. 

Bestimmungsgleichung 1, § 2, die Vorschrift getroffen 
werden muß, daß die Stablänge unendlich klein, also 
im vorliegenden Falle dx ist. Wird die Längenände­
rung, die dx erfährt, mit L1 dx bezeichnet, so folgt 

Adx 
13=--· 

dx 

Dann gelten außer der Gleichung 1) die folgen-
den Beziehungen: 

9) 

. . 10) 

Ist a unveränderlich, was bei Spannungen innerhalb der Pro­
portionalitätsgrenze zutrifft, falls dem in Frage stehenden Material 
~ine solche überhaupt eigentümlich (§ 2), so darf a vor das Inte­
gralzeichen gesetzt werden. 

Soll das eigene Gewicht G des Körpers berücksichtigt 
werden, so ergibt sich für den obersten Querschnitt von der Größe 
{ 1 in Fig. 1 
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Von dem Querschnitte f (im Abstande x) bis zu dem um 
dx davon entfernten Querschnitt ändert sich die Gesamtzugkraft 
fa um r fdx, sofern r das Gewicht der Raumeinheit des Stab­
materials bedeutet. Hieraus folgt 

d (fa) = rfdx. 

Wird nun . verlangt, die Stabquerschnitte derartig nach oben 
zunehmen zu lassen, daß a für alle Querschnitte den gleichen Wert 
k. hat, so ergibt sich 

und hieraus 

Für x=O muß sein f=P:k., d. h. 

0 =ln P. 
1 k. 

Hiermit wird schließlich in 
y:o: 

Pk, 
f=--e 

k. 
. . 11) 

die Gleichung erhalten, nach der der gezogene Stab als Körper 
gleichen Widerstandes zu formen wäre. 

Die Voraussetzungen, die den vorstehenden Beziehungen 1-11 
zugrunde liege!\, sind in manchen Fällen der Verwendung sehr un­
vollkommen erfüllt. Mit Rücksicht auf diesen Umstand seien sie 
kurz zusammengestellt. 

1. Die äußeren Kräfte ergeben für jeden Querschnitt nur eine 
in die Stabachse fallende Zugkraft. 

2. Auf die Mantelfläche des Stabes wirken Kräfte nicht. 
3. Die Dehnungen und die Spannungen sind in allen Punkten 

eines beliebigen Stabquerschnittes gleich groß und senkrecht 
zu letzterem gerichtet. (Gleichmäßige Verteilung der Zug­
kraft über den Querschnitt1).) 

4. Die Form des Querschnittes ist gleichgültig. 

1) Diese Voraussetzung ist in der Mehrzahl der Fälle weit unvollkom­
mener erfüllt, als man anzunehmen pflegt. So ist z. B. - streng genommen -
überall da., wo die äußere Kraft in den Stab eintritt, gleichmäßige Verteilung 
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Dabei ist im Auge zu behalten, daß den Entwicklungen der 
Elastizitäts- unq Festigkeitslehre allgemein die Vorstellung stetiger 

der Spannungen über den ganzen Querschnitt nicht vorhanden, allerdings wird 
dabei der Grad der Ungleichmäßigkeit sehr verschieden sein können. 

Bei den Schrauben, Fig. 2 und 3, tritt die Kraft durch den Kopf in den 
Schaft über; in dem Querschnitt des Schaftes da, wo dieser an den Kopf an­
schließt, werden die nach dem Umfange zu gelegenen Fase.rn mehr zur Über­
tragung herangezogen werden als die nach der Achse zu gelegenen. Bei 
Schraube Fig. 3 wird diese Ungleichmäßigkeit noch bedeutender sein müssen 
als bei Schraube Fig. 2, weil bei der ersteren zunächst nur ein Teil des Um­
fanges zum Eintritt der Kraft herangezogen wird. 

Fig. 2. Fig. 3. 

i 
~txx 

+ 
Fig. 4. 

Bei der Kraftübertragung durch Keil oder Splint, Fig. 4, legt sich der 
Keil oder Splint gegen die angenähert rechteckige Fläche bcef. Die Bean­
spruehung der beiden Kreisabschnitte abf und cde im Querschnitt xx muß 
dabei eine ungleichmäßige derart sein, daß die Spannungen in den dem Keil­
loche, d. h. bf und ce am nächsten · gelegenen Flächenelementen größer aus­
fallen als in den nach dem Umfange, d. h. nach a und d hin gelegenen Ele­
menten. 

Weitere Beispiele ungleichmäßiger Spannungsverteilung finden sich in des 
Verfassers Maschinenelementen, z. B. S. l47, Fig. 127; S. 192, Fig. 244 (11. Auflage). 

Mit Rücksicht auf diese Sachlage ist es bei Zugversuchen eine der Haupt­
aufgaben, die Form der Probestäbe so zu wählen, daß die Zugkraft möglichst 
gleichmäßig über die Querschnitte des der Messung unterworfenen mittleren 
Stückes verteilt wird (vgl. § 8). Von besonderer Wichtigkeit erweist sich diese 
Forderung bei Stäben aus sprödem Material.· 

Vergleiche auch den Einfluß der Hinderung der Querzusammenziehung 
§ 9, Ziff. I. 

Bei Stäben mit veränderlichem Querschnitt, Fig. 1, können die Span­
nungen in den sämtlichen Elementen eines Querschnittes nicht 'die gleiche 
Richtung haben. Die Spannung im Schwerpunkte des Querschnittes wird aller­
dings in die Stabachse fallen, also senkrecht zu dem letzteren stehen, dagegen 
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Erfüllung des Raumes durch das Material zugrunde liegt, die streng 
genommen für kein bekanntes Material zutrifft. 

Damit ein Stab nur auf Zug beansprucht wird, reicht es nicht 
aus, daß die beiden äußeren Kräfte, die sich an ihm das Gleich­
gewicht halten, genau in die geometrische Achse des Stabes fallen; 
es wird vielmehr auch noch erforderlich, daß das Material das Stab­
volumen stetig erfüllt und in allen Punkten desselben in Richtung 
der Stabachse gleiches Verhalten zeigt. Nur dann wird die Resul­
tante der inneren Kräfte, die in den Flächenelementen eines Quer­
schnittes wachgerufen werden, für alle Querschnitte in die geome­
trische Achse fallen. 

3. Beispiel der Zugelastizität mit Rücksicht auf den Ein:O.uß der 
Temperatur. 

Der Draht einer elektrischen Leitung zum Zwecke der Arbeits­
übertragung wird von Stangen getragen, die je um 2l voneinander ab­
stehen. Die Aufhängepunkte A und B, .Fig. 5, liegen in gleicher Höhe. 

' 1"-------,f.-------------- ..e -------"1 

a' -----.. -------e}-------------- · .'ß 
.;:.: . • S' 
~. I I -"}. 

~---&--~-=~~~--~-L-___ $ . : r-----oo------>i 

I 
Fig. 5. 

Mit welcher Pfeilhöhe h muß der Draht bei der Sommertem­
peratur t ausgelegt werden, damit im Winter bei de.r niedrigsten 
Tempera~ur t0 die Spannung o0 nicht überschritten wird 1 

Es sei 
H die Kraft, mit welcher der Draht im Scheitel 0, und 

S " " " " " " " beliebigen Punkte P, be-
stimmt durch die Koordinaten x und y, gespannt ist, 

h die Pfeilhöhe 0 0, d. i. der Höhenabstand zwischen dem Scheitel 0 
und der durch die Aufhängepunkte A und B bestimmten W ag­
rechten, 

werden beispielsweise die Spannungen· in den auf der Umfangslinie des Quer­
schnittes liegenden Flächenelementen die Richtung der Mantellinie des Stabes 
besitzen, somit geneigt gegen die Stabachse sein müssen. Ähnliches wird auch 
bei prismatischen Stäben aus zähem Material nach Beginn der lirtlichen Ein­
schnürung eintreten. 

C. Bach, Elastizltll.t. 7. Aull. 8 
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q = fy das Gewicht der Längeneinheit des Drahtes vom Quer­
schnitt t" und dem spez. Gewicht y. 

Unter der Voraussetzung, daß der Draht vollkommen biegsam 
sei und nach einem so flachen Bogen durchhänge, daß das Gewicht 

des Drahtstückes von der Länge 0P mit Annäherung gleich dem 
Produkte aus q und der Horizontalprojektion des Drahtes, d. h. gleich 
qx gesetzt werden darf, folgt unter Beachtung von Fig: 6 

Somit 

wie auch 

S sin rp = q . OP = "' q x 
Scoscp =H. 

qx dy 
tg rp =-·-=--, 

H dx 
. . . . . . 12) 

"W,I .qx- $ 

j P~:Jt: 
X~<----~~~-=~-~~ 

I ~ r-----x------., 
Fig. 6. 

da die Integrationskonstante wegen y = 0 bei x = 0 zu Null wird. 
Die Drahtkurve ist hiernach mit der Annäherung, die der Rechnung 
zukommt, eine Parabel, für die 

sowie 

ql2 h=--2H 
oder 

ql2 
H=-

2h 

Die Länge 0 B = 8 ergibt sich aus 

I l l 

. . 13) 

8= JV1 + (~!Ydx= JV~+(2 hz:Ydx=~ J[t -t-2 (~:r]dx 
0 0 0 

l 

= J(t -t-·2~;x2)dx=z[1 +: (~_r] .......... 14) 
0 
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Mit der Temperatur der Luft wird sich die Länge des Drahtes 
ändern, damit auch nach Gleichung 14 die Pfeilhöhe des Bogens und 

H 
mit dieser nach Gleichung 13 die Spannung a = f des Drahtes. 

Je mehr die Temperatur sinkt, um so höher steigt die Beanspruchung 
des Materials. Die letztere werde, da es sich um einen flachen 
Bogen handelt, mit Annäherung als gleich groß in allen Punkten 

des Drahtes aufgefaßt, und zwar gleich ~ gesetzt. 

Nehmen wir an, daß die Größen H, h, s und a, die bei der 
Temperatur t gelten, bei der niedrigsten Temperatur t0 die Werte 
H0 , h0 , s0 und o0 besitzen. Steigt die Temperatur von t0 auf t, so 
vermindert sich infolge der Verlängerung des Drahtes aus Anlaß der 
Ausdehnung des Drahtes durch die Wärme die Spannung von o0 

auf a. Diese Verminderung der Spannung wirkt gleichzeitig zurück 
auf die elastische Dehnung. Der Zusammenhang zwischen den ein­
zelnen Größen läßt sich leicht feststellen, wenn man zunächst die 
Längenänderung infolge der Spannungsänderung und sodann diejenige 
infolge der Temperaturänderung in Betracht zieht. Das gibt, sofern aw 
die Wärmeausdehnungszahl bedeutet, 

s=s0 [1 +a(o-o0)][1 +aw(t-t0)] 

= "'-' s0 [1 + a (a -a0) + aw(t- t0)] 1). 

Unter Beachtung von Gleichung 14 folgt hiermit 

( 2 h 2
) s = l 1 + B ~~ [ 1 + a ( a - a0) + aw ( t - t0)] 

[ 2 h 2 ] 
= "'-' l 1 + 3 l~ + a ( a- o0) + aw (t- t0 ) 

1) Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man sich ein Stück span­
nungslosen Draht von der Länge 1 denkt. Wird dasselbe der Spannung o und 
sodann der Spannung oo. unterworfen, so steigt seine Länge auf 1 + oto bzw. 
1 + oco0• Demnach gilt bei Unveränderlichkeit der Temperatur 

s I+oto 1+oto 
--- oder s = s0 ----

s0 1 + oc o0 1 + oc o0 

und bei Steigerung der Temperatur von t0 auf t, wobei die LäJigeneinheit um 
OCrv (t- t0) zunimmt. 

S=S0 : t:~- [1 + 1Xw(t-t0)] =80 [t-ot 1°-t~:o] [1 +IX,., (t- t0)] 

S = "'-' 80 [1- IX (o0 - o)] [I+ IXw (t- t0);, 

was sich, wie wir oben sahen, fast unmittelbar anschreiben läßt. 
8* 
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und unter Beachtung von Gleichung 13, nach der 

q l2 f 'Y [2 'Y [2 
ho=--=--=--, 

2 H 0 2 fa0 2 a0 

'Y' [2 ?' [2 
h= 20 oder o= 2 h, 

ergibt sich 

[ 1 y2[2 ( 'Y [2 ) ] 
8="-'l 1+-6- 002 +a 2h-a0 +ccw(t-t0 ) 

( 2 h2 ) 
=l 1+312 

h3 3 [2 [ 1 ?'2 [2 + ( ) ] h 3 [4 -2. 6 ao2 aw t-to -two =4ay 

Hieraus läßt sich die gesuchte Pfeilhöhe berechnen. 
Soll der im Winter zuweilen eintretende Fall berücksichtigt 

werden, ·daß der Draht noch durch auf ihm hängenden Schnee be­
lastet wird, so läßt sich dies leicht dadurch bewerkstelligen, daß ')' 
oder q = fr entsprechend höher in die Rechnung eingeführt wird. 

Will man die - unter den gewöhnlichen Verhältnissen übrigens 
außerordentlich geringe - Biegungsbeanspruchung, die der Draht 
infolge der Durchbiegung erfährt, feststellen, so kann das am ein­
fachsten in der Weise geschehen, daß man den Krümmungshalbmesser 
e für den Scheitel der Parabel, deren Gleichung nach Beziehung 12 

" 2H x·=--y 
q 

ist, als Halbparameter zu 
H 

e=--q 
16) 

ermittelt und sodann unter Beachtung von Gleichung 10, § 16, und 
Gleichung 13, § 16, die Biegungsanstrengung für den 2 e dicken 
Draht zu 

q e r e f r e· a=----=--=··· 
b aH a H a H:f 

17) 

bestimmt, also unabhängig von der Spannweite. 

1) Grashof hat diese Aufgabe in seiner 1878 erschienenen Theorie der 
Elastizität und Festigkeit S. 46 und 47 behandelt, dabei jedoch den Einfluß 
der Spannungsänderung auf die Drahtlänge außer acht gelassen und kommt 
infolgedessen für h zu einer quadratischen Gleichung. Hierauf machte zuerst 
W ehage im Zivilingenieur 1879, S. 619 u. f., aufmerksam und gab daselbet die 
vollkommene Lösung. 
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Für 

y=O,OOS, 
1 

a = ----= 0,455 Milliontel, 
2200000 

e=0,2 cm 

H: f = 1000 kgfqcm. 

ergibt sich beispielsweise 

o,oos o,2 k I 
ab=--1--·. 1000 = 3,5 g qcm. 

2200000 

§ 7. Maß der Zusammenziehung. Kräfte senkrecht 
zur Stabachse. Gehinderte Zusammenziehung. 

Wie wir in § 1, b sahen, findet mit der Ausdehnung des nur 
in der Richtung der Achse gezogenen Stabes Fig. 2, § 1, gleich­
zeitig eine Zusammenziehung senkrecht zur Achse statt. Beträgt 
die durch Gleichung 1, § 2, bestimmte Dehnung e, so werden die 
nach jeder zur Achse senkrechten Richtung eintretenden Zusammen-

Fig. 1. 

ziehungen, bezogen auf die Längeneinheit, d. s. die verhältnismäßigen 

Zusammenziehungen (im Falle § 1, b gleich ! ) , als gleichgroß be­

trachtet und durch 
e 

€ =- ........... 1) 
q m 

gemessen. Die Größe m pflegt als eine zwischen 3 und 4 liegende 
Konstante aufgefaßt zu werden, so daß hiernach die verhältnismäßige 
Zusammenziehung 1/! bis 1/ 3 der Dehnung beträgt. 

Der in Fig. 1 dargestellte Würfel, bestehend aus Material, das 
in jedem Punkte nach allen Richtungen hin gleich beschaffen, also 
isotrop ist und Proportionalitätsgrenze (§ 2) besitzt, werde innerhalb 
der letzteren zunächst nur in Richtung der x-Achse auf Zug (durch 
P.,, P ,.) in Anspruch genommen. Die in dieser Richtung eintretende 
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Dehnung sei durch ex und die damit verknüpfte Spannung durch 

a = ~- bezeichnet. Nach Maßgabe des Erörterten beträgt dann 
X (X 

in Richtung der y-Achse 

die verhältnismäßige Zusammenziehung 5:_ 
m 

in Richtung der z-Achse 

die verhältnismäßige Zusammenziehung 5:_ 
m 

die Spannung 0, 

die Spannung 0. 

Wird der Würfel nur in Richtung der y-Achse (von PY, P,) 
gezogen, und werden die hierdurch in dieser Richtung veranlaßte 

B 
Dehnung und Spannung BY beziehungsweise a = _Y_ genannt, so 

Y a 
findet sich: 

in der Richtung der z-Achse 

die verhältnismäßige Zusammenziehung !JJ_ 
m 

in der Richtung der z-Achse 

die Spannung 0, 

die verhältnismäßige Zusammenziehung .51_ die Spannung 0. 
m' 

Wird schließlich der Würfel nur in Richtung der z-Achse auf 
Zug in Anspruch genommen (durch P., Pz) und die hiermit in 
dieser Richtung verknüpfte Dehnung durch s., die Spannung durch 

az = ~ gemessen, so müßte betragen: 
(X 

in Richtung der x- Achse 

die verhältnismäßige Zusammenziehung !L 
m 

in Richtung der y-Achse 

die verhältnismäßige Zusammenziehung ~ 
m 

die Spannung 0, 

die Spannung 0. 

Wirken die Kräfte PxPx, PYPY, P,P. gleichzeitig, so beträgt die 
resultierende Dehnung 

· R" h d A h 811 + ez m 1c tung er z- c se e = B - ~--
1 x m 

,. ,. y-

,. z- ,. B =B- Bx+~ 
a z m 
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woraus unter Berücksichtigung, daß 

e =cxa 
"' "' folgt 

e =ct(a - ~+a.!..) 
1 "' m oder 

oder 4) 

e =a(a - a.,+au) 
a z m oder 

Die Beziehungen 4 lehren, daß die einfache Proportiona­
lität, die bei dem ausschließlich in der Richtung seiner 
Achse gezogenen Stabe nach Maßgabe der Gleichungen 2. 
§ 2, und 3 dieses Paragraphen zwischen Dehnungen und 
Spannungen- unter derVoraussetzung, daß a konstant - vor­
handen ist, zu bestehen aufhört, sobald auch Kräfte senk­
recht zur Stabachse den Körper angreifen. Die resultie­
rende Dehnung wird durch solche Kräfte, wenn sie ziehend 
wirken, vermindert; sind Druckkräfte senkrecht zur Stab­
achse tätig, so wird die resultierende Dehnung vergrößert. 

In Anbetracht, daß derartige Kräfte eine mehr oder minder 
große Hinderung der Zusammenziehung zur Folge haben, erkennen 
wir, daß Erschwerung oder teilweise Hinderung der Zu­
sammenziehung (Kontraktion) des Stabes (senkrecht zu 
dessen Achse) die Dehnung (in Richtung der Achse) ver­
ringert und damit bei solchen Mate'rialien, die im Falle 
des Zerreißens eine erhebliche Querzusammenziehung er­
fahren, auch die Festigkeit erhöht, wie Versuche nach­
weisen 2) (§ 9, Ziff. 1). 

1) Besitzt das Material keine Proportionalitätsgrenze, so wird die Deh­
nungszahl ot nicht konstant, sondern eine Funktion von a oder e sein. Es 
würde dann heißen müssen etwa: 

B_"=ot1a..,, By=ot2ay, Bz=ot3az• 

Hierin würden je nach der Verschiedenheit der Spannungen ax ay a, die 
Dehnungszahlen ot1 ota ota verschieden große Werte aufweisen, d. h. ot1 ot2 ot3 wür­
den Funktionen von a oder e sein. 

2) Hinsichtlich der ersten dahingehenden Darlegung des Verfassers, die 
sich auf die Ergebnisse der von Kirkaldy 1862 angestellten Versuche stützt, 
über die § 9, Ziff. 1 berichtet ist, s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1880, s. 285 u. f. 
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§ 8. Zugproben. 
Der Zugprobe werden die Metalle, auf die sich das Nach­

stehende zunächst nur bezieht, meist in Form von Rundstäben 
(Fig. 1) oder in Form von Flachstäben unterworfen. 

Probestäbe und deren Einspannung. 

Die Form der Probestäbe muß so gewählt werd.en, und die 
zum Einspannen in die Prüfungsmaschine benutzten Vor­
richtungen müssen so beschaffen sein, 

1. daß die Zugkraft möglichst gleichförmig über die Querschnitte 
des der Messung unterworfenen mittleren Stückes des Probekörpers, 
d. i. der Meßlänge , verteilt wird (vgl. Fußbemerkung 8.111 bis 113), 

2. daß der Bruch des Körpers innerhalb der Meßlänge erfolgt, 
sofern das nicht durch Mängel im Material u. dgl. verhindert wird. 

f--L-..t · -+-• • 1- r--+ 1 --+---"-- -+-+-+ · -1 - .-- · 

Fig. 1. 

Der ersten Bedingung läßt sich bei Rundstäben durch die ku­
gelige Lagerung oder Aufhängung entsprechen (Fig. 1), bei Flach­
stäben durch Befestigung mittels Loch und Bolzen, wenn die Löcher 
genau in der Stabachse liegen, oder durch Einlegen der mit ge­
frästen Nuten versehenen Enden in Gebißkeile, wenn schiefe Bean­
spruchung vermieden wird, oder durch Einbeißkeile, wenn sie den 
Stab in der Mitte der Kopffläche fassen. Die Herstellung und Ein­
spannung der Flachstäbe fordert jedoch unter allen Umständen be­
sondere Sorgfalt, wenn den aufgestellten Bedingungen genügt sein soll. 

In bezug auf die Gestalt des Probestabes sucht man diese Be­
dingungen dadurch zu erfüllen, daß man das prismatische Mittel­
stück des Stabes etwas länger ma~ht als die Meßlänge, und daß man 
die Querschnitte des Stabes von dem Mittelstück nach den Ein­
spannsteilen hin zunehmen läßt, wie dies Fig. 1 für den Rundstab 
zeigt. (Vgl. auch Fußbemerkung S. 111 bis 113.) 

Eine zutreffende Vergleichung der Ergebnisse mehrerer V ersuche 
setzt voraus, daß diese unter den gleichen Verhältnissen durchgeführt 
worden sind. Wie aus dem in § 9 und § 10 Erörterten hervorgeht, 



§ 8. Zugproben. 121 

gehört hierzu, daß die Stäbe gleiche oder wenigstens geometrisch 
ähnliche Querschnitte besitzen und im allgemeinen gleich lange Zeit 
den V ersuchen unterworfen werden. 

Die der Messung unterzogene Strecke l, die Meßlänge, pflegt 
- insoweit es sich um die Ermittlung der durch Gleichung 3, § 3, 
bestimmten Bruchdehnung handelt - zu 200 mm angenommen und 
das mittlere Stück um wenigstens 20 mm länger, d. h. l + 20 mm, 
prismatisch gehalten zu werden. 

Wird für den Rundstab von 20 mm Durchmesser ·- wie in 
Deutschland, Österreich, Schweiz usw. üblich - l = 200 mm zu­
grunde gelegt, dann fordert die S. 162 unter e ausgesprochene Be­
dingung für einen Rundstab von d mm Durchmesser als Meßlänge 

d 
l=20020=10d . . . . . . 1) 

und für einen Flachstab von (qmm Querschnitt die Meßlänge 

Vr -; 
l= 200 -v-== 11,3V, .. 

!!..._ • 202 

4 

2) 

Bei der großen Masse der Zugproben pflegt nur festgestellt zu 
werden: 

a) die Bruchbelastung P.,.ax (§ 3) und damit die Zugfestigkeit 
Kz (§ 3), 

b) der Querschnitt fb an der Bruchstelle (an der Stelle der Ein­
schnürung, Fig. 4, § 3, sofern eine solche eintritt), 

c) die Länge lb, die das ursprünglich l lange Stabstück nach 
dem Zerreißen besitzt. 

Die Beobachtung nach a liefert durch Gleichung 1, § 3, die 
Zugfestigkeit, bezogen a,uf den ursprünglichen Stabquerschnitt. 

Die Ermittlung nach b ergibt durch Gleichung 2, § 3, die Quer­
schnittsverminderung des zerrissenen Stabes. 

Die Feststellung nach c liefert durch Gleichung 3 , § 3, die 
Bruchdehnung. 

Einrichtungen zum Messen der Längenänderungen 
bei Zug und Druck. 

Zur Bestimmung der Längenänderungen hat Bauschinger den 
aus Fig. 2 ersichtlichen Apparat ausführen lassen, der zu den besten 
gehört, die für den Zweck benutzt werden können. 

Der zu untersuchende Stab, auf dessen richtige Lagerung in 
der Prüfungsmaschine besondere Sorgfalt zu verwenden ist, wird an 



122 I. Zug. 

den Enden A und B der Strecke AB, für welche die Längenände­
rungen bestimmt werden sollen, durch die Reißnadel mit zwei leichten 
Querrissen versehen. In die Ebene des einen Querrisses, etwa bei A. 
legen sich pressend die Stahlschneiden der beiden schraubstockartig 

a 
T ·::r--J 

- -;----al-r 
111 r· 1\\ I I 

/I I I I\ I I 
II I I. I I\ 
I/ 1 . I I \~ 

I I I I I I I <>),: 
I I I . ~A-# j.. 

I I i I : I i\ 
I . !'i I ·j j_g __ __t \ 

I I& &' \ 
I . I \ 

II 'i 
I •\ 

I I \ 
I ~ \ 

I 1 \ 
I \ 

I ' I \ 
/ \ 

I \ 
I \ 

I \ 
I \ 

I I \ 
I I \ 

1-- -f--------- .((, - -------- I J.. -------- --t--.a.- --- --------\ ---'"1 
I I I I II : \ I 
: / I 1 I \: aev J 1 1 !:J t \j :Je 

I 1: I ! :r I 
~­

I I ! I I 

+ 1-.:.. 
J<'ig. 2. 

verbundenen Backen 00, die damit am Versuchsstabe festgeklemmt 
werden. Diese Backen bilden die Träger zweier rechts und links 
vom Versuchsstab befindlichen senkrechten Achsen, auf deuen unten 
kleine Rollen (aus Hartgummi) vom Halbmesser r sitzen, während 
sie oben stellbare Spiegel tragen, wie dies in der Abbildung ange­
deutet ist. An die kleinen Rollen legen sich Stahlstäbchen DE, 



§ 8. Einrichtungen zum Messen der Längenänderungen. 123 

deren Schneiden durch Kräfte G G, ausgeübt mittels Stellschrauben, 
in den Querriß des anderen Endes B der Meßlänge gedrückt werden. 
Damit nun bei einer .Änderung der Meßlänge l die beiden kleinen 
Rollen von den Stahlblättern D E mitgenommen werden, sind diese 
auf dem Rücken da, wo sie die Hartgummirollen berühren, mit 
feinem Schmirgelpapier belegt. Einer stetig erfolgten Längenände­
rung l des Stabes wird unter diesen Umständen eine Drehung der 
Rollen und damit auch der Spiegel um den Winkel a entsprechen, 
derart, daß l = ar ist. Mit den Fernrohren F F sieht man durch 
die Spiegel auf den im Abstande L aufgestellten Maßstab H J J H. 
Waren die Spiegel bei Beginn des Versuchs so eingestellt, daß man 
mit dem Fernrohr die Stelle J des Maßstabes sah, so wird bei einer 
Drehung des Spiege~ um a der Beobachter mit dem Fernrohr durch 
den Spiegel die Stelle H des Maßsta;bes sehen, die dadurch be­
stimmt ist, daß 

JH =a=Ltg2 a. 
Damit ergibt sich 

Ä ra 
a Ltg 2 a 

. . . . 3) 

woraus für kleine Werte von a, wenn mit Annäherung 

gesetzt wird, 

(( 1 
tg2 a 2 

Ä=a.!_ 
2L 

. . . . . 4) 

Somit erscheint der Apparat als ein Fühlhebel, dessen kleiner 
Arm gleich dem Halbmesser r der Rolle und dessen großer Arm 
gleich der doppelten Entfernung des Maßstabes von dem Spiegel ist. 
Für r = 3,500 mm und L = 3500 mm ergibt sich somit die Über­
setzung 3,500: 2 . 3500 wie 1 : 2000. Bei Einteilung der Skala des 
Maßstabes derart, daß die Teilstriche um 4 mm voneinander entfernt 
sind, hat demnach der Teilstrichabstand auf dem Maßstabe den Wert 

von 5~0 mm für die Längenänderung, und da im Gesichtsfelde des 

Fernrohres 1/ 10 Teilstrichabstand noch mit ausreichender Sicherheit 
geschätzt werden kann, so geht in diesem Fall die Messung auf 

50
1
00 mm, d. i. bei l = 150 mm gleich 7 50

1
000 der Meßlänge. 
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Um zu beurteilen, mit welcher Annäherung die Gleichung 4 zu 
treffend ist, sei folgende Zusammenstellung angefügt: 

a = 1° 2° 3° 4° 5° 
(C 

-- = 0 4998 0,4992 0,4982 0,4967 0,4949 
tg2a ' 

a 
0,5 - tg 2 a = 0,0002 0,0008 0,0018 0,0033 0,0051 

Fehler in % = 0,04 0,16 0,36 0,66 1,02 

Will man den Fehler bei Rechnung mit Gleichung 4 nach Mög· 
lichkeit gering erhalten, so muß der Spiegel bei Beginn des Ver· 
suchs ungefähr so eingestellt werden, daß der größte in Betracht zu 
ziehende Wert von a etwa zur einen Hälfte links von J und zur 
anderen rechts von J zu liegen kommt. Dann bleibt, da der Ge­
samtdrehungswinkel der Rolle und des Spiegels kleiner als 4° zu 
sein pflegt, der Fehler kleiner als 0,16°/0• Durch Benutzung von 
Fehlertabellen läßt sich der nach Gleichung 4 ermittelte Wert überaus 
leicht berichtigen; in der Regel ist dies jedoch nicht nötig. Die 
Gleichung 4 ergibt genau richtige Werte, wenn der Maßstab H J J H 
nicht gerade, sondern nach einem Kreisbogen gekrümmt wird, wie 
es zweckmäßigerweise in neuerer Zeit auch geschieht. 

Wie aus dem Vorstehenden erhellt, geschieht die Messung der 
Verlängerung doppelt: auf zwei Seiten des Versuchskörpers. Das 
arithmetische Mittel wird als die Verlängerung des Stabes angesehen. 
Die Messung auf nur einer Seite würde in den meisten Fällen zu 
Irrtümern führen: 

1. weil auf genau zentrische Kraftübertragung von vornherein 
nicht mit Sicherheit gerechnet werden kann (ein sich einstellendes 
Biegungsmoment liefert für die eine Seite eine zusätzliche Streckung 
und auf der entgegengesetzten Seite eine Zusammendrückuns von 
der gleichen Größe; infolgedessen führt die Bildung des Durch­
schnitts aus beiden Messungen zur Ausschaltung des Einflusses der 
Biegung)1); 

2. weil sich die ManteloberBäche- deren Dehnung doch allein 
durch den Apparat gemessen wird - nicht an allen Stellen um 
gleich viel dehnt; 

1) Sind die für beide Seiten ermittelten Einzelwerte bekannt, so geben 
sie Auskunft über die Größe des Unterschiedes und damit Anhalt über die Be­
deutung der Einflüsse, die diese Einseitigkeit veranlaßt haben. Wird die ~eß. 
einrichtung so getroffen, wie es in neuerer Zeit nicht selten geschieht, daß nur 
die Summe abgelesen werden kann, so geht die Möglichkeit verloren, diese 
Einflüsse ihrer Größe nach zu beurteilen. 
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3. weil das Versuchsstück mit dem aufgeklemmten Meßinstru­
ment einschließlich des letzteren nicht selten kleine Bewegungen 
ilrfährt. 

Es empfiehlt sich, die beiden Endquerschnitte der Maßstrecke 
je in mehr als zwei Punkten zu fassen. 

Für genauere Elastizitätsbeobachtungen ist es nicht bloß not­
wendig, daß die in der Fußbemerkung S. 45 angegebene Vorsichts­
maßregel beachtet wird, sondern es erweist sich a·..tch als ganz 
wesentlich, daß Temperaturänderungen während eines Versuches mög­
lichst vollständig vermieden werden, namentlich · deshalb, weil die 
dünnen Stahlstäbchen D E viel rascher die neue Temperatur an­
nehmen als der Versuchsstab, und der so entstehende Unterschied 
in dem Wärmezustand das Ergebnis des Versuchs - selbst wenn 
der Stab aus dem gleichen Material bestände wie die Stahlstäb­
chen D E - erheblich beeinträchtigen kann. Man muß sich eben 
immer vergegenwärtigen, daß bei der Wärmeausdehnungszahl von 

1 
:rund SOOOO = 12,5 Milliontel und der Dehnungszahl von rund 

1 = 0,5 Milliontel die Verlängerung durch 1° C Tempera.tur-
2000000 
zunahme gleich derjenigen ist, die durch 25 kgfqcm Spannung herbei­
geführt wird. Selbst J / 10 ° C Temperaturunterschied entspricht noch 
2,5 kgfqcm Spannungsu.nterschied. 

Diesem Punkte · wird, nach den Erfahrungen des Verfassers, 
selbst heute noch viel zu wenig Beachtung zuteil. Dabei reicht es 
nicht aus, daß man die Temperatur im Versuchsraum während einer 
Untersuchung möglichst unveränderlich erhält. Eine Berührung mit 
der Hand, ein Anhauchen, ein Luftzug usw. äußern ihren die Ge­
nauigkeit der Messung herabsetzenden Einfluß. Im Falle einer solchen 
Störung des Wärmezustandes, die auch vom Versuchskörper selbst 
herrühren kann, z. B. dann, wenn dieser eine andere Temperatur be­
sitzt als im Versuchsraum herrscht, ist es angezeigt, zu warten, bis 
der Apparat in Hinsicht auf seinen Wärmezustand zu ausreichender 
Ruhe gelangt ist. Dies gilt namentlich auch unmittelbar nach dem 
Ansetzen des Spiegelapparates, weil hierbei Erwärmungen durch die 
Berührung mit den Händen einzutreten pflegen, die erst durch Ab­
kühlung wieder verschwinden müssen. 

Falls mit ausreichender Sicherheit darauf zu rechnen ist, daß die 
Raumtemperatur gleichbleibend gehalten werden kann, so empfiehlt 
e~ sich, als Material für die Meßstäbeben Nickelstahl mit möglichst 
geringer Wärmeausdehnungszahl (etwa nur ein ZwöHtel des für den 
gewöhnlichen Kohlenstoffstahl gültigen Wertes) zu verwenden (vgl. 
des Verfassers Maschinenelemente, 11. Aufl., S. 124 und 125). 



126 

I 
I 
i 
i 
i 
I 
I 

~I 

J! 
.... , 
SI 

l! 
::i 

L"S i 

:J 1t)ht<11t<mt 

iimfto 

i 
i 
I 
i 
i 
i 
i 

I. Zug. 

Fig. i>. 

i 
i 
i 
I 
i 
i 
i 

~i 
"'"' 8i 
~~ 
sl 
=r 
$ · 
1! 
g ! 
-I 

t">j 

i 
I 
i 

:Jtt-oh<(llllCIIC 
- - ·-·-·-

uclib 



§ 8. Einrichtungen zum Messen der Längenänderungen. 127 

Ist auf Temperaturgleichheit im Versuchsraum nicht zu rechnen, 
so sollten die Meßstäbeben aus einem Material bestehen, dessen Aus­
dehnungszahl sich möglichst wenig von derjenigen unterscheidet, 
die dem Versuchsstab eigen ist. Daß auch dann rasche Temperatur­
änderungen Fehler von erheblicher Größe hervorrufen müs">en, ergibt 
sich aus dem oben Bemerkten. 

Bei Anwendung des S. 16 u. f., sowie S. 95 u. f. hervorgehobenen 
Verfahrens des Belastungswechsels wird der Versuchsdurchführende 
durch die Versuchsergebnisse auf das Auftreten von Temperatur­
schwankungen eindringlich aufmerksam gemacht. Auch auf das Gleich­
halten der Belastungszeit ist im allgemeinen zu achten. 

Die Sicherheit der Messung hängt natürlich davon ab, daß die 
Reibung die Rolle mitnimmt. Da nun bei Beschleunigung von Massen 
durch Mitnahme mittels Reibung unbedingt ein Gleiten eintreten 
muß, wenn die Reibungskraft kleiner ist als das Produkt aus Masse 
und Beschleunigung, so muß bei genauen Elastizitätsmessungen, na­
mentlich wenn es sich um eine genaue Bestimmung der bleibenden 
Dehnungen handelt, mit größter Sorgfalt auf ganz allmähliebe Steige­
rung der Belastung oder Verlängerung geachtet werden. 

Auch dieser Punkt, auf dessen Bedeutung man erst dann zu 
treffen pflegt, wenn zum Zwecke der Ermittlung der elastischen 
Längenänderungen die bleibenden Dehnungen genau festgestellt wer­
den sollen, ist viel zu wenig beachtet, was den Verfasser veranlaßt, 
ihn hier besonders hervorzuheben. Erst durch volle Beachtung des­
selben werden Instrumente, welche die Dehnung oder Zusammen­
drückung der Versuchskörper unter Zuhilfenahme der Reibung als 
Übertragungsmittel messen, zu V ersuchen mit fortgesetztem Wechsel 
von Belastung und Entlastung verwendbar. Sie besitzen aber bei 
sorgfältiger Anwendung einen hohen Grad der Zuverlässigkeit. 

Der Spiegelapparat ist seiner Natur nach eine Meßeinrichtung, 
die eine weitgehende Genauigkeit ermöglicht. Sollen nur Annäherungs­
werte erzielt werden, was für praktische Zwecke häufig ausreicht, 
so können Meßgeräte mit entsprechend geringerer Empfindlichkeit 
verwendet werden; man wird dann auch nicht mit der großen Sorg­
falt arbeiten müssen, wie bei den Feinmessungen. 

Fig. 3, Taf. II zeigt den Bauschingerschen Spiegelapparat in seiner 
ur:sprünglichen, von C. Klebe herrührenden Gestalt. Die demselben 
von 0. Haberer in der Materialprüfungsanstalt Stuttgart gegebene 
Ausführungsform geht aus Fig. 4, Taf. II hervor. Auf Fig. 3 ist eine 
Schrägstellung der Spiegelachsen zu erkennen, die daher rührt, daß 
die zur Befestigung des Apparates am Probestab dienenden Spann­
backen, die eben angepreßt werden müssen, eine Aufbiegung hervor­
bringen, womit der Parallelismus verloren geht. Dieser Mangel ist 
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bei Fig. 4 durch die geschlossene Bauart verhindert. Bei ihr sind auch 
die Spannbacken besser zugänglich, das Eigengewicht ließ sich durch 
Ausarbeiten bedeutend vermindern. Um beim Anbringen des Appa­
rates an dünnen Stäben gegenseitige Berührung der Spiegel zu ver­
hüten, sind diese bei Fig. 4 in ·der Höhenlage versetzt angeordnet. 
Bei Verwendung an stehenden Prüfungsmaschinen werden die langen 
Spiegelachsen gegen kurze ausgewechselt. 

Der Bauschingersche Spiegelapparat kann auch zur Ermittlung 
der Zusammendrückung von Körpern benutzt werden, doch zieht 
Verfasser vor, hier in der Regel eine andere, für stehende Prüfungs­
maschinen und für Versuchskörper von größeren Querschnitts­
abmessungen geeignete Einrichtung zu verwenden. Die Abbildungen 
Fig. 5 bis 7 zeigen dieselbe, wie sie zur Bestimmung der Elastizität 
von Körpern aus Zement, Zementmörtel, Beton, Sandstein usw. in 
den Abmessungen: rund 250 mm Durchmesser 1) und 1000 mm Höhe 1) 

seit 1894 benutzt worden ist und heute noch Verwendung findet. 
Die Versuchskörper sind mit genau parallelen und zur Körper­

achse senkrechten Stirnflächen (Druckflä~hen) zu versehen, so daß 
bei der vorhandenen kugeligen Lagerung der Druckplatten der· Ma­
schine ( vgl. Fig. 5) eine gleichmäßige Druckverteilung, soweit sie 
überhaupt zu erreichen ist, erwartet werden darf. Auf selbsttätiges 
Einstellen, d. h. Parallelstellen der Druckplatten zu rechnen, erscheint 
nicht richtig; diese Stellung ist vielmehr vor dem V ersuch mit Sorg­
falt herbeizuführen; man stellt zunächst die untere Platte gemäß 
der Wasserwage und richtet nach Einbauen des Versuchskörpers, 
wobei besonders darauf zu achten ist, daß dessen Achse in die Achse 
der Maschine fä1lt, die obere Platte genau parallel zur oberen Fläche 
desselben 2). Die Messung der Zusammendrückung erfolgt stets durch 

1) Verwendet man zu Elastizitätsvensuchen mit Betonkörpern Prismen 
von Querschnitten bis etwa 12 cm Seite und 15 cm Meßlänge, wie dies bis zur 
Aufnahme der Untersuchung der Elastizität des Betons (1894) durch den Ver­
fasser geschehen war, so können die Versuche bei der Ungleichartigkeit des 
Materials - man denke an die einzelnen Schotterstücke (Steine, Ziegelbrocken, 
Kiesel bis Apfelgröße) - wenigstens im allgemeinen nicht zu Ergebnissen 
führen, die mit ausreichender Genauigkeit auf die praktischen Anwendungen, 
d. h. auf auszuführende Betonbauten, übertragen werden dürfen. 

2) In neuerer Zeit ist ausgesprochen worden, daß es genügt, wenn nur 
eine der beiden Druckplatten, und zwar die obere, kugelig gelagert wird. Dies 
erscheint zutreffend, wenn die Druckflächen am Probekörper genau senkrecht 
zu dessen Achse stehen. Kann hierauf nicht mit voUer Sicherheit gerechnet 
werden, was in der Mehrzahl der Fälle zutreffen dürfte, so wird der Eintritt 
von Biegungsspannungen unvermeidlich, und zwar werden diese unter sonst 
gleichen Umständen von um so größerer Bedeutung sein, je länger die Stab­
achse ist. 

Die Annahme, daß die Druckplatten sich infolge der kugeligen Lagerung 
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zwei einander gegenüberliegende Instrumente, welche die Endquerschnitte 
der Maßstrecke in je 4 Punkten fassen. (Ober die Berechtigung, die 
Messung an der Oberfläche vorzunehmen, vgl. A. Menzel, Unter­
suchungen über das bei der Bestimmung der Druckelastizität übliche 
Verfahren, die Dehnungen auf der Mantelfläche des Versuchskörpers 
zu messen, 1902.) 

Die Meßvorrichtung, vgl. Fig. 5 'bis 7, besteht aus dem oberen 
Ring AA und dem unteren Ring B B, die je durch 4 im rechten 
Winkel zueinander stehende Schrauben am Versuchskörper festgestellt 
werden, und zwar um l (bei Betonkörpern u. dgl. in der Regel gleich 
'i 50 mm) übereinander. 

Fig. 6 und 7 zeigen die eigentliche Meßvorrichtung. Erfolgt eine 
Zusammendrückung des V ersuchskörpers, so wird der obere End­
punkt der Stange 0, die ihre Länge beibehält, gegenüber dem 
Ringe AA und dem daran befestigten Meßinstrument um den Betrag 
der Verkürzung nach oben rücken; dadurch dreht sich der Hebel DEF, 
der gegen das Ende der Meßstange 0 durch eine Feder gedrückt 
wird, um seine bei E gelegene Achse und nimmt durch das auf 
dem segmentartigen Ende F befestigte dünne Metallbändchen das 
Röllchen G mit, auf dessen Achse der an einer Bogenskala entlang 
laufende Zeiger sitzt. Dieser trägt am Ende nicht eine Spitze, son­
dern ist hier flach gehalten und mit einem radialen, deutlich sicht­
baren Strich versehen. Die Übersetzungsverhältnisse sind bei einem 
älteren l!nstrument des Verfassers (ausgeführt von C. Klebe in 
München) so gewählt, daß 1 mm Zusammendrückung des Versuchs­
körpers 300 mm Weg auf der Bogenskala entsprechen. Da nun hier 
1 / 10 mm noch abgelesen werden kann, so erfolgt die Messung der 
Zusammendrückung der ursprünglich l = 750 mm langen Strecke bis 

auf 1/ 8000 mm, d. i. 300;. 750 = 225~000 der Strecke, auf der die 

Zusammendrückung ge-messen wird. 
Bei neueren in der Materialprüfungsanstalt Stuttgart selbst aus­

geführten Instrumenten entspricht 1/ 9 mm Zusammendrückung des 
untersuchten' Körpers einem Skalenweg von 300 mm, das ist 600mal 

aelbsttätig den Druckflächen der Probekörper parallel stellen, insbesondere an 
der oberen Fläche, trifft meist durchaus nicht mit der erforderlichen Annähe­
rung zu ; das Moment, welches von der Reibung im Kugelgelenk herrührt, 
pflegt zu bedeutend zu sein. Mängel in dem Parallelstellen von Druck­
platte und Druckfläche vor dem Versuch können zu erheblichen Fehlern 
führen. 

Längere Säulen usf. werden zweckmäßigerweise in stehender Lage ge­
prüft mit Rücksicht auf die Wirkungen des Eigengewichts, es sei denn, daß 
dieser Einfluß absichtlich zur Geltung gelangen soll. 

C. Bach. Elastizität. 7. Auft. 9 
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mehr. Da nun auf der Skala noch 1/ 10 mm abgelesen werden kann, 
so erfolgt die Messung der Zusammendrückung der ursprünglich 

l langen Strecke auf - 1 - mm, d. i. bei l = 500 mm, für welche 
6000 

1 
Meßlänge das Instrument meist benutzt wird, auf 3 OOO 000 von l. 

Für l = 7 50 rum würde sich ----1-- ergeben. 
4500000 

Zur Messung großer Wege werden Bändchen-Instrumente mit 
der Übersetzung 1: 100 verwendet. 

I 
I 
I 
' I 

I 
I 
I 

I 
I 

I 

Fig. 7. 

Neu ist in der Hauptsache an dem ersten Instrumente die Mit­
nahme des Röllchens G -durch ein dünnes. Metallbändchen 1), und an 
dem zweiten überdies die Anordnung von Kugelzapfen an de~ 
Enden der Stange 0, · die zum Zwecke tunliebster Fernhaltung des 
Einflusses von Temperaturänderung aus Holz besteht (vgl. dasS. 125 
hinsichtlich des Einflusses der Temperaturänderungen Gesagte). Die 
Bändcheninstrumente besitzen den Vorteil, daß sie.!,licht wie Spiegel­
apparate die getrennte Aufstellung von Ablesefernrohr und Skala 

1) Vgl. des VerfaBBers Vorrichtung zur Messung der Durchbiegung von 
Platten in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1042, 
Fig. 9 und 10, oder auch die Schrift: "Versuche über die Widerstandsfähig­
keit ebener Platten", Berlin, S. 4, Fig. 9 und 10, oder "Abhandlungen und 
Berichte" 1897, S. 112, Fig. 90 und 91. Da bei diesem Instrument die den 
Zeiger tragende Rolle mehr als eine Umdrehung auszuführen hat, so ist das 
Bändchen in Gestalt eines Y ausgeführt. 

9* 
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erfordern. Ihre Zuverlässigkeit steht nicht hinter der der Spiegel­

apparate zurück. 

Fil!'• 8. 

Verfasser benützt diese Meßvorrichtung auch zur Ermittlung 

der Zugelastizität. Wie ersichtlich, besteht der einzige Unterschied 

darin. daß, während bei Druckbelastung der Zeiger au.f der Bogen-
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skala von unten nach oben sich bewegt, er bei Zugbelastung von 
oben nach unten schwingt. Da die Berührung zwischen Hebel und 

Fig. 9. 

Stange bei D, Fig. 6, durch Federkraft gesichert ist, so findet in 
beiden Fällen die Messung mit der gleichen Zuverlässigkeit statt. 
Dadurch läßt es sich in bequemer Weise ermöglichen, daß ein und 
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derselbe Körper der Zug- und der Druckprobe unterworfen 
und dabei die Dehnung, bzw. die Zusammendrückung, mit den­
selben Instrumenten genau auf die gleiche Erstreckung 
gemessen werden kann. Will man vom Zug- zum Druckversuch 
oder von diesem zum Zugversuch übergehen, so bedarf es jeweils 

Fig·. 10. 

~­
·1~®0-~ 

nur der Versetzung des Körpers mit den angeschraubten Instru­
menten aus der Zug- in die Druckmaschine bzw. aus der letzteren 
in die erstere. Fig. 8 zeigt den Körper (Marmor) mit dem zweiten 
der Instrumente in der Zug- und Fig. 9 in der Druckmaschine. 

Da bei den in Fig. 8 dargestellten V ersuchskörpem die genaue 
Bearbeitung der Keilflächen recht viel Zeit erforderte und der Bruch 
häufig an der Einspannstelle eintrat, was auch leicht stattzufinden 
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pflegt, wenn die Befestigung der Zugkörper aus Beton, Steinen u. dgl. 
mitte1st Klauen erfolgt, so ist Verfasser in neuerer Zeit zu der in 
Fig. 10 gezeichneten Einspannvorrichtung übergegangen. Der Körper 
wird durch die beiden seitlichen innen geriffelten Stahlplatten, die 
durch Schrauben gegen ihn gepreßt werden, gepackt; der hierdurch 
wachgerufene Widerst.and gegen Gleiten muß natürlich größer sein 
als die Kraft, die zum Zerreißen erforderlich ist. Die vier Flächen, 
gegen die sich die Stahlplatten legen, werden sorgfältig gehobelt. 

Neben dem Bauschingerschen Spiegelapparat steht der Spiegel­
apparat von A. Martens, hinsichtlich dessen auf A. Martens, 
Materialienkunde, S. 477 u. f. verwiesen werden darf. Der Unter­
schied zwischen beiden besteht in der Hauptsache darin, daß an 
Stelle der Rolle vom Halbmesser r eine rhombenförmige Schneide 
von der Höhe z tritt, deren Ausschlag die Drehung der Rolle ersetzt. 
Beide Arten von Spiegelapparaten lassen sich nach Form und Größe 
Sonderzwecken anpassen. 

Zur Messung der Verlängerungen und Zusammendrückungen an 
den Oberflächen von Balken, die durch Biegung beansprucht werden, 
verwendet Verfasser die von Haberer in der Materialprüfungsanstalt 
Stuttgart 1902 konstruierte, in Heft 39 der Mitteilungen über For­
schungsarbeiten S. 8 u. f. veröffentlichte Einrichtung. 

Die ausgedehnten eigenen Untersuchungen mit Platten 1), Wasser­
kammerplatten ~), ebenen und gewölbten Kesselböden 3), Flanschen­
verbindungen 4), kugeligen Böden, die äußerem Überdruck ausgesetzt 
sind 5), Ein- und Zweiflammrohrböden 6), W ellrohren 7 ), Kolben 8) usf., 
bei denen die Formänderungen jeweils an einer sehr großen Anzahl 
von Stellen ausreichend genau zu ermitteln waren, führten seit 
1889 zur Anwendung der "Stiftmessung", die später auch bei den 
umfangreichen Arbeiten auf dem Gebiete des Eisenbetonbaues be­
nutzt wurde. 

Bei der Stiftmessung wird die Bewegung des zu untersuchenden 
Punktes auf einen Stift übertragen, dessen eines Ende in einer Körner­
vertiefung auf dem Probekörper steht und dessen anderes Ende über 
einen feststehenden Meßtisch hervorragt. Die Länge x ( vgl. Fig. 11) des 

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure, 1890, S. lOH u. f. 
2) Ebenda 1893, S. 489 u. f., 526 u. f. 
3) Ebenda 1897, S. 1157 u. f., 1899, S. 1585 u. f. 
4) Ebenda 1899, S. 321 u. f., 1912, S. 161 u. f. 
5) Ebenda 1902, S. 333 u. f. 
6) Ebenda 1908, S. 792 u. f., 1649 u. f. Mitteilungen über Forschungs­

arbeiten, Heft 51, 52. 
7) Ebenda 1904, S. 1227 u. f., 1905, S. 2062 u. f. 
8) Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 31. 
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überstehenden Teiles wird mittels einer Mikrometerschraube, wie sie 
in Fig. 12, Taf. II abgebildet ist, gemessen. Ihre Änderung gibt die 

Fig. 11. 

gesuchte Formänderung. 

Fig. 11 zeigt die Anwendung des Verfahrens 
auf die Bestimmung des Betrages, um den das 
Ende eines einbetonierten· Eisens E durch die 
Kraft P sich gegenüber der Stirnfläche des Beton­
körpers B bewegtl). Der Meßtisch ist hier auf 
der oberen Fläche des Betonkörpers befestigt. 
Bei den unter 1) bis 7) erwähnten Versuchen war 
für zahlreiche Meßpunkte ein gemeinsamer Meß­
tisch vorhanden. 

Die Genauigkeit der Messung reicht bei vor­
handener Übung bis etwa 0,005 mm. 

In neuerer Zeit ist die Zahl der Meßvor-
richtungen im Wachsen begriffen. 

Für Sonderzwecke können auch Mikroskope entsprechende V er­
wendung finden. 

Brucherscheinungen. 

Die Vorgänge während der Streckung und beim Bruch sind für 
die einzelnen Metalle verschieden; sie werden auch von Ungleich­
förmigkeiten und Materialfehlern beeinflußt, worauf jedoch an dieser 
Stelle nicht eingegangen zu werden braucht. Unter stetiger Strek­
kung der Stäbe zeigen sich dann in der Hauptsache folgende Er­
scheinungen. 

Bei sprödem Material, wie z. B. Gußeisen, nimmt die Kraft 
stetig zu, bis die Widerstandsfähigkeit des Stabes erschöpft ist (vgl. 
die Dehnungslinie Fig. 8, § 4). Der Bruch erfolgt ungefähr in einer 
zur Stabachse senkrecht verlaufenden Ebene, wie erwartet zu werden 
pflegt. Nennenswerte bleibende Querschnittsverminderung und erheb­
liche Bruchdehnung sind nicht zu beobachten. Die ursprünglich glatte 
Oberfläche erfährt keine sichtbare Veränderung. 

Bei zähem Flußeisen tritt, wie in§ 3 besprochen, eine Unter­
brechung der stetigen Belastungszunahme ein, wenn die Streckgrenze 
erreicht ist (Fig. 1, § 3, Fig. 10, 12, 13 und 14, § 4). Gleichzeitig 
sind an der Staboberfläche die auf S. 10, Fußbemerkung 2 erwähnten 
Streckfiguren zu beobachten, die schräg, unter ungefähr 45°, gegen 
die Stabachse geneigt verlaufen und den Beginn der bedeutenderen 
bleibenden Dehnungen ohne weiteres sichtbar zeigen. Die ursprüng-

1) Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 22. 
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lieh glatte Staboberfläch~ raubt sich auf, vorhandener Walzzunder 
springt ab usf. Mit Fortschreiten der Streckung, die sich auf den ganzen 
prismatischen Teil des Stabes auszudehnen pflegt, verminßert dieser 
seinen Durchmesser, und zwar derart, daß das Stabvolumen nur ge­
ringe Veränderung erfährt. Schließlich bei Erreichen der Höchstlast 
(EE2 in Fig. 1, § 3) tritt eine ~teile am Stab hervor, die sich mehr 
streckt als die übrigen Teile der Meßlänge und infolgedessen örtliche 
Einschnürung erfährt (Fig. 4, S.12, sowie die Abbildungen gebrochener 
Stäbe Fig. 13, Taf. I, Fig. 23, Taf. V). In der Regel erfolgt dort 
nach ausreichender Formänderung der Bruch, begleitet von einer 
Erhöhung der Temperatur, entsprechend der Umsetzung eines Teiles 
der aufgewendeten Zerreißarbeit in Wärme. · Nach dem Zerreißen 
pflegen die Stabenden, insbesondere bei Stahl, magnetisch zu sein. 
Fig. 14, Taf. I läßt das an den anhängenden Eisenspänen erkennen. 

Unter Umständen schnürt sich der Stab an mehr als einer 
Stelle ein. 

Fig. 15, Taf. I zeigt die beiden Hälften eines zerrissenen Rund­
stabes. Deutlich ist in der Mitte je eine kreisförmige, zur Stabachse 
senkrecht stehende Fläche zu erkennen, an die sich am rechten 
Bruchstück ein kegelförmiger Rand, am linken die entsprechende 
Hohlform anschließt. In der Regel sind die Flächen nicht so regel­
mäßig gestaltet, vgl. z. B. Fig. 16 und 17, Taf. I (bei letzterer ist der 
Stab liegend abgebildet). Der mittlere· Teil ist weniger eben, ein 
Stück des Randes weist die Hohlform, das andere die Kegelgestalt 
auf. Das deutet darauf hin, daß an beiden Stabenden eine Kegel­
fläche in der Ausbildung begriffen ist, so daß zwischen diesen beiden 
Flächen ein wulstartiger Ring mit dreieckigem Querschnitt stehen 
bleibt. Dieser Ring pflegt je zu einem Teil an einem der Bruchstücke 
festzusitzen. Fig. 10, Taf. V zeigt den seltenen Fall, daß sich ein 
Stück des Ringes ganz· losgelöst hat. 

Ausnahmsweise fehlt auch der ebene Teil der Bruchflächen. 
Die eine der letzteren besteht dann aus einem Vollkegel, die andere 
aus einem entsprechenden Trichter. 

Die Trennung der Stabhälften erfolgt also nicht oder nicht aus­
schließlich jp der Richtung senkrecht zur größten Zugspannung, 
sondern schräg dazu, ganz wie das bei den Streckfiguren an der 
Außenfläche des Stabes zu beobachten war. 

Erfährt Flußeisen ausreichende Härtung oder wird es bei hoher 
Temperal;ur zerrissen, so verschwindet die ausgeprägte Streckgrenze 
(vgl. § 10, Ziff. 3 unter a, Versuchsreihe 1, Stab 2a, Versuchsreihe 2, 
Stab 2. und 5, Versuchsreihe 3, Stab 2, 4, 5 und 6, sowie § 10, Fig. 4 
gegenüber Fig. 1, 2 und 3). Auch Kupfer und die meisten anderen 
Metalle zeigen keine ausgeprägte Streckgrenze (vgl. § 4, Fig. 18, 19, 
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20). Im übrigen spielt sich der Streckvorgang und der Bruch ganz 
ähnlich ab wie bei Flußeisen. 

Um die Veränderlichkeit der Dehnung, überhaupt die Formände­
rung zu zeigen, die ein der Zugprobe unterworfener Flachstab auf­
weist, wurde (1885) die in Fig. 18 (Taf. III) wiedergegebene Zusammen­
stellung gefertigt. Auf zwei Flachs~äben aus Flußstahl von genau 
60 mm Breite und 12 mm Stärke waren durch Längs- und Quer­
linien im Abstande von 10 mm Quadrate von 10 mm Seitenlänge 
gezeichnet worden. Alsdann wurde der eine Stab der Zugprobe 
unterworfen. Derselbe erfuhr die aus Fig. 18 deutlich ersichtliche 
Formänderung. Der Bruch erfolgte an einer Stelle, die durch eine 
der eingerissenen Querlinien etwas verletzt worden war. Man erkennt 
an dem Klaffen in der Mitte der Bruchstelle, daß die Widerstands­
fähigkeit des Stabes zuerst in der Mitte überwunden wurde, und daß 
sich von hier aus der Bruch nach den Kanten hin fortsetzt (vgl. 
S. 159, sowie Fig. 24 bis 26, Taf. V). Bei zähem Material ergibt sich 
diese Erscheinung oft noch viel ausgeprägter. Die Bruchflächen 
weisen bei Flachstäben an Stelle der oben bei den Rundstäben er­
wähnten Kegelflächen Pyramidenflächen auf. Bemerkenswert ist die 
Gestalt des Querschnittes am Bruch. Das ursprünglich vorhandene 
Rechteck hat eine Veränderung seiner Gestalt erfahren, derart, daß 
die Langseiten nach innen hohl gekrümmt, die kurzen Seiten dagegen 
nach außen gewölbt sind; Länge und Breite des Querschnittes haben 
aber infolge der Einschnürung Verminderung erfahren. Für die Be­
rechnung der Größe des Bruchquerschnittes sind also Durchschnitts­
werte von Dicke und Breite zu verwenden. 

Die Prüfung der in Fig. 18 wiedergegebenen Flachstäbe lieferte 
folgende Ergebnisse: 

Höchste Belastung (E E 2 in Fig. 1, § 3) . . •. . . • 3'7 460 kg 
ursprünglicher Querschnitt f . 
Bruchquerschnitt fb • 
Dehnung auf 100 mm 

Demnach beträgt: 

. . 6 .1,2=7,20 qcm 
. 4,82.0,94=4,53 " 
. . . . . . 27,5 mm 

die Zugfestigkeit ........ Kz=37460:7,20=5203kgfqcm 
" Querschnittsverminderung 'lfJ 100 (7,20- 4,53): 7,20 = 37°/0 

" Bruchdehnung q; auf 100mm 100 (127,5 -100): 100=27,5% 

Harter Stahl zeigt entweder einen ähnlichen Bruch wie Guß­
eisen, der oft durch kleine Verletzungen an der Staboberfläche ein­
geleitet wird (vgl. Fig. 19, Taf. 11), oder schwache Kegelbildung; dünne 
Stahlbänder brechen nicht selten schräg zur Stabachse, wie Fig. 20 
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und 21, Taf. III zeigen. Dasselbe ist häufig bei Aluminiumstäben 
(Fig. 22, Taf. III), bei gewalztem Messing usf. zu beobachten. 

Vergüteter Stahl zeigt oft das fräserartige Bruchaussehen, das 
aus Fig. 23 und 24, Taf. II, sowie Fig. 20, Taf. VI hervorgeht. 

Material mit ausgeprägten, großen Kristallen läßt diese nach 
weitgehender Formänderung deutlich sichtbar werden, vgl. Fig. 11 
bis 14, Taf. VII. 

Bei zäher Bronze, Messing usf. ist häufig bedeutende über die 
ganze Stablänge gleichförmige Streckung und Querschnittsverminde­
rung zu beobachten. Die örtliche Einschnürung tritt dann nicht mehr 
ausgeprägt auf. 

Einige Prüfungsergebnisse und Bilder zerrissener Stäbe aus verschie­
denem Material sind im folgenden zmiammengestellt. Zahlreiche weitere 
Beispiele sind in" Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder" enthalten. 

Fig. 13 (Taf. I) zeigt einen Flußeisen- und Fig. 25 (Taf. III) einen 
Schweißeisenrundstab nach dem Zerreißen. Die Verschiedenheit der 
Oberfläche der Stäbe kennzeichnet die beiden Materialien. Weitere 
Unterscheidungsmerkmale liefert die metallographische Untersuchung 
(s. das eben erwähnte Buch S. 100). Ein zerrissener Stab aus Chrom­
nickelstahl ist in Fig. 26, Taf. III abgebildet. 

Fig. 27 und 28 (Taf. IV) geben zwei Stäbe von Aluminiumbronze 
wieder, die beide nach Angabe 90°/0 Kupfer enthalten sollen . 

. Fig. 29 (Taf. IV.) läßt einen Bronzestab (gegossen) und Fig. 30 
einen Messingstab (gegossen) erkennen. 

Die :Prüfung dieser Stäbe hat ergeben: 

Stab I Fig. 191 Fig. 231 Fig. 241 Fig. 261 Fig. 271 Fig. 281 Fig. 291 Fig. 30 
Durchmesser cm 2,00 2,00 2,00 2,00 1,50 ,1,50 ,1,99,1,97 
Querschnitt . qcm 3,14 3,14 3,14 3,14 1,77 1,77 3,11 3,05 
Streck-{obere kgfqcm 6646 6414 4936 8137 Streckgrenze nicht ausgeprägt 
grenze untere " 6156 6111 4713 8121 vorhanden 

Zugfestigkeit " 8057 7914 7029 9398 3983 3232 2090 
Bruch- {auflOOmm 0/ 0 - - - 20,2 64 50 -

dehnung " 200 " " 11,8 15,4 16,0 13,9 - - 8,1 
Querschnitts-

I verminderung . . " 27,7 61,5 57,6 53,2 - - 7,7 

Ein Flußeisenstab mit Fehlstelle ("Naht") ist in Fig. 31, Taf. III 
abgebildet. 

Die Beschaffenheit des Materials wird im allgemeinen beurteilt 
nach den für Kz, rp und 'P erhaltenen Werten. Dem Arbeitsvermögen 
(§ 3) wird ein Gewicht namentlich in den Fällen eingeräumt, in denen 
es sich um Widerstandsfähigkeit gegenüber dynamischen Wirkungen 

1472 
-
11,5 

15,7 
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(lebendigen Kräften) oder gegenüber den Einwirkungen von Span­
nungen handelt, die durch stark wechselnde Belastungen oder durch 
große Temperaturunterschiede veranlaßt werden. 

Da für ein bestimmtes, gleichartiges Material das Arbeitsver­
mögen mit Annäherung proportional dem Produkt aus Zugfestigkeit 
und Bruchdehnung gesetzt werden darf, so kann auch dieses Produkt 
an Stelle des Arbeitsvermögens als ein Maß der Materialgüte ange­
sehen werden (vgl. Maschinenelemente, 11. Aufl., S. 95 u. f.). 

Nach heutigem Stand bieten Zugfestigkeit, Bruchdehnung, Quei­
schnittsverminderung und Arbeitsvermögen keine ausreichende Grund­
lage zur Beurteilung des Materials. Ob die zur Beurteilung der Zähig­
keit vorgeschlagene und auch vielfach gehandhabte Kerbschlagprobe 
die in sie gesetzten Erwartungen befriedigen wird, erscheint noch 
unsicher. Hat ein und dasselbe Material, z. B. Flußeisen, verschiedene 
Behandlung erfahren, so pflegt diese Verschiedenheit in den Ergeb­
nissen der Kerbschlagprobe besonders scharf sich auszuprägen. Näheres 
s. in "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder", S. 14 u. f., 50, 122. 
(Über den Einfluß der Breite der verwendeten Stäbe s. Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1912, S. 1311 u. f.) 

Bei umfassenden Versuchen tritt zu den oben angegebenen Er­
mittlungen, zu denen sich noch die Beurteilung des Aussehens der 
Bruchflächen fügen läßt, die Bestimmung 

der Längenänderungen (§ 4 und 5) und aus ihnen zutreffenden­
falls d~r Dehnungszahl (§ 2, § 4 Ziff. 1, FußbemerkUJlg 2, S. 21, 
§ 5 Ziff. 3, Fußbemerkung S. 21 und 22) und der Proportio­
nalitätsgrenze oder der Koeffizienten a und m der Gleichung 1. 
§ 4 (§ 5, Ziff. 3), 

der Elastizitätsgrenze (§ 4 Ziff. 1, S. 23 und 24) und der Deh­
nungsreste (§ 4 Ziff. 1, S. 23, § 5 Ziff. 1), 

der Fließ- oder Streckgrenze (§ 3), 
der Dehnungslinie bis zum Bruch (§ 3, Fig. 1) und des Arbeits­

vermögens (§ 3). 

Zur erschöpfenden Klarstellung gehören im allgemeinen ferner 
die chemische und metallographische Untersuchung des Materials, so­
wie die Prüfung des Verhaltens gegenüber Biegung, gebotenenfalls 
auch im gehärteten Zustand (Hartbiegeprobe), insbesondere gegenüber 
Schlagwirkungen. Viele hierhergehörige Angaben finden sich in 
"Festigkeitseigenschaften und Gefügebilde:c". 

Bruchdehnung. 

Wie wir in § 3 sahen, dehnt sich zunächst die ganze Stabstrecke 
mehr oder minder gleichmäßig bis zum Eintritt der Bruchbelastung. 
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dann folgt die Einschnürung des Stabes - falls eine solche über­
haupt eintritt -, die mit einer verhältnismäßig großen Ausdehnung 
an dieser besonderen Stelle verknüpft ist. Diese erstreckt sich über 
eine'Länge, die für ein und dasselbe Material um so größer ausfällt, 
je größer der Stabquerschnitt ist (vgl. Fig.13, Taf. I und Fig. 23, Taf. V). 
Es setzt sich hiernach die durch Gleichung 3, § 3, gemessene Dehnung 
im aUgemeinen zusammen: aus der Dehnung der ganzen Strecke bis 
zum Eintritt der höchsten Belastung unl/1' aus der örtlichen Dehnung 
an der Einschnürungsstelle, vermindert um die (elastische) Verkürzung. 
die aus Anlaß der mit dem Zerreißen erfolgten Entlastung des Stabes 
eintritt. Wird zunächst angenommen, der Bruch erfolge in der Mitte 
der Strecke l, so ergibt Gleichung 3, § 3, bei vorhandener Ein­
.schnürung einen um so größeren Wert für cp, je kleiner l ist, weil 
die örtliche Dehnung an der Einschnürungastelle verhältnismäßig um 
so mehr ausmacht, je geringer die Meßlänge l ist. Im allgemeinen 
.gehört hiernach zur Angabe von t:p auch die Größe von l neben f. 

Wie bemerkt, pflegt man in Deutschland, der Schweiz, Öster­
rei('h usw. l nach Maßgabe der Gleichung 1 bzw. 2 zu wählen. In 
Frankreich ist es üblich geworden, l kleiner zu nehmen, nämlich 
l = 7,235 d, bzw. l = 8,2 v(; infolgedessen ergeben sich dort im 
allgemeinen größere Werte für die Bruchdehnung des gleichen Ma­
terials; somit liefert ein und ·dasselbe Material, in Deutschland mit 
l = 10 d und in Frankreich mit l = 7,235 d geprüft, an letzterer 
.Stelle eine größere Bruchdehnung, erscheint also hier, wenn t:p als 
Maß der Zähigkeit angesehen wird, zäher. Es muß dies im Auge 
behalten werden, wenn man die Angaben über die Bruchdehnung 

,(Zähigkeit) des Materials aus. den verschiedenen Ländern vergleichen 
will. In Nordamerika wird vielfach die Meßlänge noch kleiner ge­
wählt als in Frankreich. 

Um sich bei kurzen Stäben ein Urteil darüber zu verschaffen, wie 
groß - wenigstens angenähert - die Bruchdehnung sich ergeben 
.haben würde, wenn die Meßlänge nach Gleichung 2 gewählt worden 
wäre, kann in der Weise vorgegangen werden, daß man an dem 
zerrissenen Stab für zwei genügend weit auseinander liegende Maß­
längen 11 und 19 die Bruchdehnungen t:p1 und t:p9 unmittelbar mißt, 
alsdann die Gleichung 

benutzt, zunächst, um aus 
B 

t:pl = .A + ry" 
\ 1 

und 

• • 0 • 0 0 • 5) 

B 
f{Jg =A + rr· 

\ II 

die dem .vorliegenden Material entsprechenden Erfahrungswerte A 
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und B zu ermitteln, und sodann, um durch Einführung desjenigen 
Wertes von l in Gleichung 5, für den <p bestimmt werden soll, diese 
Größe selbst zu berechnen. 

Beispielsweise ergab sich für Rundstäbe von 26 mm Durchmesser 

bei l= 50 70 100 160 200 260 mm 
durch Messung <p = 62,0 53,7 46,3 39,3 35,2 31,9 °/0 

Wird in Gleichung 6 A = 8,3 und B= 380 gesetzt, so findet• 
sich aus ihr 

<p = 62,1 53,3 46,3 39,7 35,3 31,9 °/0 

(Näheres über diese im Jahre 1905 durchgeführten Versuche 
siehe des Verfassers Darlegungen in Heft 29 der Mitteilungen über 
Forschungsarbeiten S. 69 u. f.). 

Weitere eigene Versuche (1914) mit 6 Kruppsehen Kesselblechen 
(K,= 3800, 4500 und 6000kgfqcm) (Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1916, S. 854 u. f.) bestätigen diese Ergebnisse. Sie zeigen 
darüber hinaus, daß für das untersuchte Material mit ausreichender 
Genauigkeit die Umrechnung der Bruchdehnungen auf eine andere 
Meßlänge auch in folgender, rascher zum Ziel führenden Weise er­
folgen kann. Der Übersicht halber seien drei Fälle unterschieden. 

a) Die Meßlänge beträgt 200 mm, wie bei Kesselblechen üblich, 
der Querschnitt ist aber größer als 314 qmm, nach Gleichung 2 wäre 
also l > 200 mm zu wählen. 

Mit Annäherung kann für das untersuchte Material gesetzt werden 

<{Ju,s V7 ='!I· <fJ9oo • • • • • • • • • • 6) 
worin y entsprechend der folgenden Zahlentafel zu wählen ist. 

•••?" l•uisoo I''" l•oo+•+•+•+•+soioaooi27soi•~imoissoo 
y 11,001 0,931 0,861 0,8110,771 0,741 0,7110,68510,661 0,6410,6310,621 0,611 0,60 

Für das vorstehende Beispiel· findet sich z. B., da 269 .!!._ = 
4 

531 qmm, also (durch geradlinige Interpolation) y = 0,92, mit q;1100 

= 35,2°/0 <p960 = 0,92. 35,2 = 32,4°/0 • 

Beobachtet war (s.o.) 31,9°f0 • 

Statt der Zahlentafel kann mit Annäherung die Gleichung 

-026+ 22,5 
'!1- ' . Vf+600 

. . . . 7) 

Verwendung finden, in die f in qmm einzuführen ist. 



§ 8. Bruchdehnung. 

b) Die Meßlänge l ist von 200 mm verschieden. 

Dann ist zu setzen 
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. . . . . 8) IJ?n,s vt = Y · qy, • 

Hierin ist y der folgenden Zahlentafel 
Gleichung 9 zu bestimmen. 

zu entnehmen oder aus 

l: {f=l11·3l8·9l7·3l6·3l5·7l5·2l4·8 I 4,5 I 4,2 I 4,1 I 3,8 I 3,6 I 3,5 I 3,4 
y = 1,00 0,93 0,86 0,81 0,77 0,74 0,71 0,685 0,66 0,64 0,63 0,62 0,61 0,60 

Dies liefert z. B. für das oben angeführte Beispiel mit f = 
531 qmm und l=100mm, also qy100 =46,3°J0 

0 + 22,5 . 
y = ,25 = 0,25 -t- 0,43 = 0,68 

V4. 531 + 6oo 

IJ?n,s V(= (]'260 = 0,68. 46,3 = 31,5°/0 • 

Beobachtet war (s.o.) 31,9°/0 • 

Während das zuerst beschriebene Verfahren nach Gleichung 5 
sich auch bei Anwendung auf andere Stoffe als Flußeisen bewährt 
hat, muß bei Gleichung 8 und 9 abgewartet werden, wie sich an­
deres Material als das untersuchte verhält. 

Ganz allgemein ist festzuhalten, daß brauchbare Werte für die 
Bruchdehnung nur dann erhalten werden, wenn die Enden der ver­
wendeten Maßlänge so weit von den Einspannköpfen oder von den 
verdickten Teilen des Probestabes entfernt sind, daß eine Beein­
flussung der Streckung durch diese nicht mehr erfolgt. Soll also 
die Meßlänge z. B. 200 mm betragen, so muß die prismatische Länge 
des Stabes größer als 200 mm sein. Meist wird etwa 220 mm ge­
nügen. 

Geht der Bruch außerhalb der Mitte vor sich - was in der 
Regel der Fall ist -, so wird ({' um so kleiner ausfallen, je mehr 
die Bruchstelle an das Ende von l rückt. 

Mit Rücksicht auf diesen Übelstand und sonstige Unsicherheiten 
hat man in bezug auf die Messung von lb folgende Vorschriften 
vereinbart: 

Die Dehnung ist auf zwei entgegengesetzten Seiten des Rund­
stabes so zu messen, daß beiderseits auf jedem der Bruchstücke von 
dem Ende der Meßlänge bis zur Bruchstelle gemessen und aus 
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den zwei Summen der zusammengehörigen Stücke das Mittel ge­
nommen wird. 

Erfolgt der Bruch außerhalb des mittleren Drittels der Meß· 
länge, so ist der V ersuch auszuschließen oder das folgende V erfahren 
anzuwenden. 

Die Meßlänge l ist von 10 zu 10 mm einzuteilen, Fig. 32 (s. 
die unterhalb stehenden Zahlen). 

Es erfolge der Bruch im Querschnitt b b. Von der Bruchstelle 
ausgehend, werden zunächst die Teilstriche nach links und rechts 
hin neu bezeichnet, so, wie über der Figur eingeschrieben ist. So­
dann wird links die Länge zwischen den Teilstrichen 1-10 ge­
messen und zu ihr b 0 + b 1 addiert; hierauf rechts die Entfernung 

1~1't1)tt1ttt, 116 , .. ~' 1 Q 1 ... ) 

1111111111111!1111111 

Fig. 32. 

der Teilstriche 0 3 bestimmt und zu ihr die von links zu entneh­
mende Strecke 3-10 hinzugefügt. Die Summe der so erhaltenen 
beiden Größen ergibt l6 • Hiernach ist 

lb =[Länge zwischen den Teilstrichen 1-10 (links vom Bruch) 

+ (bO + b 1)] +[Länge zwischen den Teilstrichen 0-3 (rechts 
vom Bruch) + Länge zwi~chen den Teilstrichen 3-10 (links 
vom Bruch)]. 

Würde im vorliegenden Falle die Länge l nicht 200 mm. son­
dern 100 mm betragen, so würde sein 

lb =[Länge zwischen den Teilstrichen 1-5 (links vom Bruch) 

+ (bO + bt)] +[Länge zwischen den Teilstrichen 0-3 (rechts 
vom Bruch)+ Länge zwischen den Teilstrichen 3-5 (links 
vom Bruch)]. 

Auf diese Weise hat man unter der Voraussetzung, daß die 
Längenänderungen zu beiden Seiten des Bruches einen symmetrischen 
Verlauf haben, den Stab nahezu so ausgemessen, wie wenn der Bruch 
in der Mitte erfolgt wäre. 

Im Falle sich der Stab an mehr als einer Stelle besonders stark 
zusammengezogen hat (vgl. die Fußbemerkung S. 12), verliert aller­
dings das angegebene Verfahren an Wert. · 
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Die Einteilung der Strecke l wie auch die Bestimmung von l6 

nach dem Bruche sind immer auf zwei entgegengesetzten Seiten des 
Stabes vorzunehmen. 

Bei Flachstäben wird empfohlen, die Dehnung sowohl auf beiden 
Schmalseiten als auch auf einer Breitseite zu messen und d~s Mittel 
aus den beiden ersteren Messungen sowie das Ergebnis der letzteren 
getrennt anzugeben. 

(Vgl. hiermit das S. 162 unter f Gesagte.) 
Über die Veränderlichke~t der Dehnung auf der Meßlänge vgl. 

Fig.18, Taf. III sowie Fig. 13, § 9. 
Die Bruchdehnung ist hiernach in nicht unerheblicllem Grade 

von den Abmessungen des Stabes und von dem Vorgehen bei der 
Ermittlung von dessen Verlängerung abhängig. 

Ein solches Maß kann, streng genommen, nicht als richtiges be­
zeichnet werden. Trotzdem ist es heute nqch üblich, die Dehnung 
in der angegebenen Weise zu messen und die erhaltene Größe bei 
Beurteilung der Güte des Materials zugrundezulegen (s. o.). Ein 
weniger beeinflußtes Maß würde erhalten, wenn, wie auch von 
Hartig vorg~f!chlagen wurde, diejenige Dehnung bestimmt würde, 
die im Augenblicke des Auftretens des größten Zugwiderstandes 
oder unmittelbar vor Beginn der Einschnürung vorhanden ist. Es 
wäre dies die Größe OE2 in Fig. 1, § 3. Da es mit den üblichen 
Prüfungsmaschinen schwer hält oder wenigstens umständlich ist, die 
Dehnung in dem bezeichneten Augenblick genau festzustellen, so 
fehlt zunächst noch die Aussicht, daß diese Größe als Maß der 
Dehnung allgemein angenommen werden wird. Fälle, wie sie nicht 
selten zu verzeichnen sind, daß der gezogene Stab sich an einer 
Stelle einschnürt, hierauf eine noch weiter wachsende Belastung 
verträgt, dann an einer zweiten Stelle eine Einschnürung erfährt 
und in dieser bei sinkender Belastung zerreißt, würden verlangen, 
daß das Dehnungsmaß unmittelbar vor Beginn der ersten Ein­
schnürung genommen wird 1). 

Über die Abhängigkeit der Dehnung rp von der Querschnitts­
form, den Abmessungen usw. s. § 9. 

1) Über das Vorgehen zur mittelbaren Bestimmung dieser Dehnung bei 
DuranametaU s. Stribeck, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1904, 
s. 897 u. f. 

Vgl. auch die Darlegungen von P. Ludwik in dessen Schrift "Elemente 
der technologischen Mechanik", Berlin 1909. 

C. Bach , Elastlzitit. 7. Aull. 10 
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§ 9. Einßuß der Form des Stabes. 
Die Aufstellungen in § 6 enthalten nur die Größe f des Stab­

querschnittes; die Form desselben wäre hiernach vollständig gleich­
gültig. Tatsächlich ist sie es jedoch nicht, wenn auch ihr Einfluß 
nicht bedeutend erscheint. Daß die Querschnittsform nicht gleich­
gültig ist, erhellt, abgesehen von Versuchsergebnissen, schon aus fol­
gender Erwägung. 

Den Entwicklungen der üblichen Gleichungen für die Zugelasti­
zität und Zugfestigkeit, wie sie in § 6 ·und § 8 aufgeführt sind, liegt 
zunächst die Voraussetzung zugrunde, daß die Dehnungen und Span­
nungen in allen Punkten des Stabquerschnittes gleich groß sind, daß 
sich alle Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht werden kann, 
ganz gleich verhalten und nicht gegenseitig aufeinander einwirken. 
Es ändert an jenen Gleichungen nichts, ob eine Kraft P - gleich­
mäßig verteilt - getragen wird von einem Stab, dessen Querschnitt 
10 qcm beträgt, oder von 1000 Stäben von je 1 qmm Querschnitt. 
In dem einen Fall ist f= 10 qcm, in dem anderen f= 1000.0,01 = 

10 qcm, d. h. in beiden Fällen gleich. In Wirklichkeit aber -
immer gleichmäßige Verteilung der Last und gleiches Material voraus­
gesetzt - werden sich die 1000 Metallfäden von je 1 qmm Quer­
schnitt unabhängig voneinander (senkrecht zur Achse) zusammen­
ziehen können; sie werden, wenn sie sich vorher gerade berührten, 
die Berührung ~nfolge der mit der Dehnung (Belastung) verknüpften 
Querzusammenziehung aufgeben." Die einzelnen FatJern des Stabes 
von 10 qcm Querschnitt jedoch besitzen eine solche Unabhängigkeit 
nicht; sie wirken senkrecht zur Achse aufeinander ein. Das Er­
gebnis dieser Einwirkung aber muß ein verschiedenes sein, je nach 
der Form des Querschnittes, es wird ein anderes sein bei einem 
kreisförmigen als bei einem langgestreckt rechteckigen oder einem 
I-förmigen, es wird ein anderes sein bei einem dünnwandigen Hohl­
zylinder als bei einem Vollzylinder, bei einem Stab ohne Unter­
brechung der Stetigkeit des Querschnittes als bei einem Stab, bei 
dem sich der Querschnitt sprungweise ändert usw. Daß aber die 
bezeichnete seitliche Einwirkung Dehnung und Festigkeit beeinflußt, 
ergibt sich aus den Betrachtungen, die in § 7 angestellt wurden. 

Derselbe Gedankengang führt zu dem Ergebnis, daß auch die 
verhältnismäßige Größe der Abmessungen bei einer und derselben 
Querschnittsform - streng genommen - nicht ganz gleichgültig 
sein wird. 

Bei Beurteilung von Versuchsergebnissen in dieser Hinsicht ist 
allerdings im Auge zu behalten, daß der Unterschied in der Material­
J?eschaffenheit, bedingt durch die Verschiedenheit der Querschnitts-
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abmessungen, von großer Bedeutung sein kann (L'"nterschied der 
Dichte und Festigkeit bei Gußstücken verschiedener Stärke, Unter­
schied in der Zusammensetzung von Kern und Randzone bei Fluß­
eisen usw.). 

Versuchsergebnisse. 

1. Einfluß der Stabform, die der Querschnittsverminderung 
(Zusammenziehung) hinderlich ist. 

Kirkaldy stellte 1862 Zerreißversuche mit Rundstäben aus 
Schweißeisen nach Fig. 1, 2 und 3 an. Die Stäbe Fig. 2 sind ent­
standen. aus Zylindern Fig. 1, je durch Eindrehen einer schmalen 
Nute auf den Durchmesser d, die· Stäbe Fig. 3 aus solchen Fig. 1 
durch Abdrehen auf den Durchmesser d. 

Q a ~ 8 .. 
. 

' 

Fig. 1. Fig. 2. Fig. ~-

Ein Teil der Ergebnisase dieser Versuche ist in folgend e 
Zahlentafel zusammengestellt. Sie zeigen die für den ersten Augen­
blick schlagende Eigentümlichkeit, daß die Festigkeit, d. h. Bruch­
belastung, dividiert durch den kleinsten ursprünglichen Querschnitt, 
bei den nach Fig. 2 eingedrehten Stäben weit größer ist als bei den 
nicht eingedrehten. 

Zugfestigkeit Querschnitts-
~1aterial Form des Stabes K: (GI. 1, § 3) Verminderung 

in kgfqcm •p (GI. 2, § 3) 

Low Moor Fig. 1, D = 2,54 cm 4560 51,0° '0 

Walzeisen, " 2, d= 1,85 " 6420 8,0" 
härteste Sorte " 3, d=1,85" 4920 49,2" 

Die Erklärung ergibt sich unmittelbar aus dem in § 7 Gesagten. 
Unter Einwirkung der Belastung dehnen sich die Fasern, die durch 
den kleinsten Querschnitt bb, Fig. 2, gehen; gleichzeitig tritt eine 
Zusammenziehung .senkrecht hierzu ein. Das bei aa aa an den 
kleinsten Querschnitt sich anschließende Material setzt ditser Zu­
sammenziehung Widerstand entgegen, d. h. übt in senkrechter Rich­
tung zur Achse des Stabes ZugsJ?annungen auf die durch den klein-

10* 
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sten Querschnitt gehenden und gespannten Längsfasern aus, welche 
Zugspannungen, wie die Gleichungen 4 in § 7 lehren, eine Vermin­
derung der Längsdehnung zur Folge haben. Demnach greift das bei 

aa aa an den Querschnitt : d2 anschließende Material, indem es der 

Ausbildung der Zusammenziehung sowie der Dehnung hinderlich in 
den Weg tritt, gewissermaßen unterstützend gegenüber dem kleinsten 
Querschnitt ein und erhöht dessen Festigkeit. Daß die Zusammen­
ziehung gehindert wurde, darüber geben die Werte für 'P deutlich 
Auskunft. 

Hieraus folgt im allgemeinen für das untersuchte Material: Er­
schwerung oder teilweise Hinderung der Zusammenziehung 
senkrecht zur Stabachse (Querschnittsverminderung) ver­
ringert die Dehnung in Richtung der letzteren und erhöht 
die Zugfestigkeit. 

Zur Untersuchung des Einflusses der Länge der Eindrehung 
sowie der Ausrundung der letzteren hat Verfasser 1889/90 folgende 
V ersuche mit Rundstäben nach Fig. 4 bis 7, je aus dem gleichen Ma­
terial von bemerkenswerter Gleichartigkeit hergestellt, ausgeführt. 

Flußeisen Schweißeisen 

Zugfestig- Quer- Dehnung Zugfestig- Quer- J 
Stabform keit schnitts- keit h 'tt Dehnung 

Kz (GI. 1, vermin- auf Kz (GI. 1, 
sc m. s- auf 

100mm tp vermm-~100 mm ' § 3) in derung1p § 3) in derungv' . 9 
kgfqcm (GI. 2, § 3) (GI. 3, § 3) kgfqcm (GI. 2, § 3) (GI. 3, ~ 3) 

l 4239 66~/0 33% 3664 

I 
34% 28o/o 

Fig. 4 4242 66" 36 " 3674 27 " 24 " 
4281 65" 33 " 3676 I 28" 26" 

Durchschnitt 4254 I 660Jo I 34o/o 3671 I 30% I 26o/o 

l 4428 62o/o - 3738 13% 

I 
-

Fig. 5 4380 65" - 3701 12" -
4447 63" - 3622 10" I -

Durchschnitt 4418 I 630Jo I - 3687 I 12% I -

l 5082 55% - 4154 25% 

I 
-

Fig. 6 4935 55" - 4029 21 " -
5031 54" - 3925 24" I -

Durchschnitt 5016 I 55% I - 4036 I 23% I -

Fig. 7 1 5894 1 50% 1 1 4474 1 14% 1 
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Die eingedrehten F I u ß e i s e n s t ä b e rissen sämtlich in der Mitte 
der Eindrehung oder in der Nähe derselben; gleich verhielten sich 
die Schweißeisenstäbe nach Fig. 6 und 7. Die Schweißeisenstäbe 
nach Fig. 5 dagegen rissen nach Angabe der Fig. 8 am Ende der 
Eindrehung unter Bildung eines größeren Spaltes, wie in der Ab­
bildung angedeutet ist, eine Folge der ausgeprägten Fasernatur des 
Schweißeisens, wozu sich noch der Einfluß der Schlackeneinschlüsse 
gesellt. Dadurch erklärt sich auch die vergleichsweise geringe Quer­
schnittsverminderung. Die scharfe Eindrehung führt also hier beim 
Schweißeisen zum Bruch, bei dem zähen Flußeisen dagegen nicht. 
Der nachteilige Einfluß, den die Ungleichförmigkeit der Spannungs­
verteilung in dem Bruchquerschnitt des Schweißeisenstabes äußern 
muß (vgl. Fußbemerkung S.111 bis 113), wird fast ganz aufgehoben 
durch den Einfluß der Hinderung der Querzusammenziehung; denn 
die Festigkeit ist im Falle der Stabform Fig. 4 nahezu die gleiche 
wie im Falle der Stabform Fig. 5. Bei dem Flußeisen überwiegt in 
dem Querschnitte der scharfen Eindrehung der Einfluß der gehin­
derten Querzusammenziehung, eine Folge der Gleichartigkeit und der 
großen Zähigkeit des Materials. Die Fig. 5 a, 5 b, 6 a und 6 b auf 
Taf IV geben die photographischen Bilder der Probestäbe nach dem 
Zerreißen, und zwar 

Fig. 5 a einen Flußeisenstab nach Fig. 5, 
,, 5b " Schweißeisenstab " " 5, 

" 6a " Flußeisenstab ,, ,, 6, 

" 6b " Schweißeisenstab " " 6. 

Die in vorstehender Zusammenstellung enthaltenen Ergebnisse 
zeigen, daß bei einer Eindrehungslänge von 2 5 mm der Einfluß de; 
gehinderten Querzusammenziehung noch nicht erheblich ist, daß er da­
gegen mit Abnahme dieser Länge rasch wächst. Im übrigen bestätigen 
sie das oben hinsichtlich dieses Einflusses Ausgesprochene vollständig. 

Der letztere ist auch der Grund, weshalb die der Messung unter­
worfene Strecke der Probestäbe - Fig. 1, § 8 - kürzer gewählt 
werden muß als der prismatische Teil derselben. Man hat sich eben 
zu sichern, daß ein solcher Einfluß innerhalb der der Beobachtung 
unterworfenen Strecke nicht mehr Geltung erlangen kann. 

Zur Feststellung des Einflusses solcher Eindrehungen auf die 
Festigkeit von Stäben aus nichtzähem Material hat Verfasser Ver­
suche mit grauem Gußeisen angestellt, und zwar unter Zugrunde­
legung 

a) der Stabform Fig. 4, jedoch Durchmesser des mittleren zy­
lindrischen Teils 2 cm, 
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b) der Stabform Fig. 5, jedoch Durchmesser der Eindrehung 
2 cm bei 2,9 cm Stabstärke, 

c) der Stabform Fig. 7, jedoch Durchmesser der Eindrehung 
2 cm bei 2,9 cm Stabstärke. 

Die Ergebnisse mit den 10 Stäben, hergestellt bei demselben 
Guß aus dem gleichen Material, sind dem Folgenden zu entnehmen. 

Stabform a b c 
(Fig. 4) (Fig .. )) (Fig. 7) 

r 1557 1446 1508 

Zugfestigkeit l 1557 1583 1350 
1417 1521 1439 

1449 

Durchschnitt 1545 1471 1436 

Der Bruch erfolgte bei den Stäben a (Fig. 4) innerhalb des zylin­
drischen Teiles, bei den Stäben b (Fig. 5) am Ende der Eindrehung. 

-Br3+- -n+----E Et1} 
I I I --

}..ßo..jAO~- -~o-- .!.-- ------ _..,""' ---- -·- --..!..- -'HJ-~ i..JA-1 

Fig. 4. 

Fi!l. 'l. Fig. 6. Fig. 7. 

Fig. ~. 

d. h. da, wo der 20 mm starke Zylinder aus dem 2H mm dicken heraus­
tritt, und bei den Stäben c (Fig. 7) in der Mitte der Eindrehung. 

Wie ersichtlich, ist die durchschnittliche Festigkeit der Stäbe 
mit Eindrehung geringer als diejenige der glatten Stäbe, Fig. 4. Der 
Einfluß, welchen die Ungleichförmigkeit der Spannungsverteilung 
über den Bruchquerschnitt äußert, überwiegt den hier nicht bedeu­
tenden Einfluß der gehinderten Querzusammenziehung. 



C. Bach , Elastiutat. 7. Aulf. Taf IV. 
Fig. 29. 

Fig. 27. Fig. 28. § 8, S. 139. 

Fig. 5~ Fig. 6~ . § 9, S. 149. 

Fig. 5,g,. 



C. Bach, Elastizitat. 1, Aull. Taf V 

Fig. 9, § 9, S. 152. Fig. 10, § 9, S. 152, 137. Fig. 11, § D. S. 152. 

Fig. 23, Fig. 24, Fig. 25, Fig. 26, 
§ 9, s. 157, 138. 
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Zur weiteren Verfolgung des Einflusses der Länge der Ein­
drehung bei zähem Material (Flußeisen) wurden 1912 1) eigene Ver­
suche mit Stäben von 48 bzw. 24 mm äußerem Durchmesser D an­
gestellt, die scharfe Eindrehungen auf d cm Durchmesser aufwiesen. 
wie die folgende Zahlentafel zeigt, aus der auch die Länge l der 
Eindrehungen hervorgeht. Die Probekörper mit gleichem Durch­
messer D waren je aus einer Stange herausgearbeitet. 

Von den erlangten Ergebnissen sind die folgenden Durchschnitts­
werte angeführt. 

d Ehin· j Streckgrenze Zug- . Ein- ·1 ~tre~kgrenze 
re ung , festigkeit drehung I I 

Zug-
festigkeit 

l I obere I untere l obere I untere 
cm I kg/qcm . kgfqcm 1 kg/qcm cm 1 kg/qcm kg/qcm 1 kg/qcm 

D=4,8cm und d=4,0cm D=2,4cm und d=2,0cm 
25,10 2423 2182 3543 12,49 3086 2715 4096 
10,13 2495 2272 3751 5,01 3021 2694 4054 

5,12 2487 2117 3874 2,51 3039 2753 4130 
2,60 2510 2406 4049 1,26 3086 2918 4287 
1,00. 2769 2744 4419 0,53 3405 3288 4804 
o,31 1 2859 2818 4773 0,10 3578 

i. 
3419 I 5157 

D=4,8cm und d=2,5cm D = 2,4 cm und d = 1,25 cm 
2~11 2542 2302 3819 12,49 3295 2868 4250 
1~04 2606 2356 3940 5,00 3301 2866 4167 
~06 2579 2374 3981 2,50 3212 2793 4082 
2,50 2566 2276 3914 1,26 3102 2712 4163 
1,00 2741 2708 4487 0,51 3493 3318 4925 
~30 5622 0,10 5432 6243 

D=4,8 cm und d= l,Ocm D=2,4cm und d~0,5cm 

25,12 2474 2156 3627 12,48 3003 2593 3725 
1~06 2483 2225 3661 5,01 3290 2545 3745 
~05 2430 2190 3731 2,52 3073 2618 3828 
~52 2429 2210 3754 1,25 2765 2495 3830 
1,00 2388 2251 4019 0,51 2695 2608 4048 
~30 3214 5025 0,10 5918 

Die vorstehenden Zahlen lassen erkennen: 

1. daß die Zugfestigkeit, bezogen auf den Querschnitt in der Ein­
drehung, erst dann erheblich größer ausfällt als diejenige pris­
matischer Stäbe, wenn die Länge l der Eindrehung kleiner ist als 
ihr Durchmesser d, 

1) Zeitschrift des, Vereines deutscher Ingenieure 1912, S. 1314 u. f. 
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2. daß die Zunahme der Zugfestigkeit bei gleicher Verminderung des 
Verhältnisses l: d um so größer ausfällt, je tiefer die Eindrehung 
ist; z. B. findet sich für die 2,4 cm starken Stäbe bei l: d = rd. 2,5 
und rd. 0,2, d. h. 

bei d = 2,0 cm für l = 5,01 und 0,53 cm, die Zunahme zu 
4804- 4054 = 7 50 kgfqcm, 

bei d = 0,5 cm für l = 1,25 und 0,10 cm, die Zunahme zu 
5918- 3830 = 2088 kgfqcm, 

a. daß die Streckgrenze meist in ähnlicher Weise erhöht wird wie 
die Zugfestigkeit. 

Die Zunahme A K3 von Kz gegenüber dem prismatischen Stab 
kann durch die Beziehung 

dK,~;(~ 1 C)~o,1 '/, ....... 1) 

zum Ausdruck gebracht werden. In ihr ist zu setzen 

a=3,5 für die Stäbe mit D = 4,8 cm, d=2,5 und 1,0cm, 
a=5 " " " " D=2,4 " , d= 1,25 " 0,5 " 
a=4 " " " " D=4,8 " ' d=4,0 " 

D=2,4 " , d=2,0cm. 

Bei letzteren erfuhr der dicke Teil Beanspruchung über die 
Streckgrenze und weitgehende Formänderung, wie Fig. 9, Taf. V 
erkennen läßt. In der Regel erfolgte der Bruch der Stäbe, wie 
Fig. 10, Taf. V zeigt, auschließlich im eingedrehten Teil. Auch bei 
Fig. 9 begann der Bruch an den Ecken der kurzen Eindrehung. 
Dort löst sich der Zusammenhang des Materials, lang ehe die Höchst­
last, aus der Kz berechnet wird, erreicht ist, so daß ein Ring ent­
steht, dessen dreieckiger Querschnitt (nach dem Bruch) aus Fig. 10 
links oben hervorgeht. Unter diesem Ring streckt sich das Material 
noch erheblich weiter, ehe der Bruch erfolgt. Die eintretende Form­
änderung geht aus Fig. 9 anschaulich hervor. 

Auch bei Probekörpern mit längeren Eindrehungen ist deutlich 
zu beobachten, daß schon bei verhältnismäßig niederer Belastung 
an den Ecken sehr hohe Beanspruchung stattfindet, indem die 
Oberfläche dort Aufrauhung erfährt, eine Folge der obenerwähnten 
Ungleichförmigkeit der Spannungsverteilung. 

Fig. 11, Taf. V zeigt die Ansicht .der Stirnfläche eines der ge­
prüften Stäbe. Auf der Stirnfläche der Eindrehung sind schräg 
nach innen verlaufende Streckfiguren vorhanden. Diese sind ein 
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Zeichen dafür, daß der eingedrehte Stabteil, wenn er sich einschnürt, 
bedeutende Kräfte in radialer Richtung auf das außerhalb der Ein­
drehung gelegene Material ausübt. 

In Fig. 12 sind die Dehnungslinien für Stäbe mit D = 4,8 cm 
und d = 2,5 cm für verschiedene Längen l der Eindrehung wieder: 
gegeben. Als wagrechte Abszissen sind die V er Iängerungen von l, 

als Ordinaten die zugehörigen Spannungen P: ~- d~ aufgetragen. Die 

das Arbeitsvermögen messende Fläche (vgl. Fig. 1. S. 11) nimmt 

l 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I '----':'-co--'_L_=-:-'---'--:---L------'----______ _]__ eu.. <~.. ev~ A-. 

Fig. 12. 

sehr stark ab, wenn l kleiner wird. Dies erscheint nicht nur im 
Hinblick auf stoßweise Beanspruchung von Bedeutung, sondern über­
haupt als eine der am schwersten wiegenden Folgen der Anordnung 
von kurzen Eindrehungen usf. bei hoch beanspruchten Konstruk­
tionsteilen (vgl. § 41). Von Interesse ist auch der Verlauf der Deh­
nungslinien nach Überschreiten der Höchstlast. Der alsdann noch ver­
bleibende Teil des Arbeitsvermögens ist bei kurzen Eindrehungen 
verhältnismäßig klein. 

Trägt man in Fig. 13 auf dem eingedrehten Teil des Stabes 
von der Eindrehungslänge l = 12,5 cm an den Stellen der vor dem 
Zerreißen angebrachten Teilung die Größl:! der Querschnittsfläche auf, 
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die sich nach dem Zerreißen je an der betreffenden Stelle vorfindet, 
so ergibt sich die durch "l = 12,5 cm" gekennzeichnete Linie. Sie 
zeigt ausgeprägt die Änderungen, welche die Größe der Querschnitte 
auf der eingedrehten Strecke beim Zerreißen erfährt. Erst gegen 

Fig. 13. 

die Enden der Eindrehung hin macht sich dagegen die Hinderung 
der Querdehnung bemerkbar; dort ist auch die Längsdehnung be­
einträchtigt. Die Linie bc gilt für einen Stab mit l = 5 cm, die 
Linie de für einen solchen mit l= 2,5 cm Eindrehungslänge. Unge­
hinderte Dehnung hat bei diesen an keiner Stelle stattfinden können. 

Zusammenfassung. 

Bei Stäben mit Eindrehungen, wie erörtert, wird die Zugfestig­
keit, d. h. 

beeinflußt 

Bruchbelastung 
kleinster Querschnitt 

1. von der Ungleichförmigkeit der Verteilung der Spannungen 
über den Querschnitt in dem Sinne, daß die Festigkeit Ver­
minderung erfährt (vgl. auch§ 6, S. 111 bis 113, Fußbemerkung). 

2. von der Hinderung der Querzusammenziehung in dem Sinne~ 
daß die Festigkeit erhöht wird. 

Bei zähem Material, wie es als Flußeisen, Schweißeisen usw. 
gegeben sein kann, überwiegt im Augenblick des Bruches· der Ein­
fluß Ziff. 2 namentlich dann, wenn die Eindrehung kürzer als der 
Durchmesser ist (Fig. 2, Fig. 7); die Zugfestigkeit ergibt sich dann 
bedeutend größer als diejenige prismatischer Stäbe (Fig. 4). 

Bei Material, das eine merkbare Querschnittsverminderung im 
Bruchquerschnitt nicht zeigt, wie z. B. graues Gußeisen, scheint der 
Einfluß Ziff. 1 das Übergewicht zu erlangen; die durchschnittliche 
Festigkeit ergibt sich etwas kleiner als bei prismatischer Form, doch 
ist der Unterschied sehr gE!ring. 
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Hinsichtlich dieses verschiedenen Verhaltens beider Arten von 
Material kommt auch in Betracht, daß bei zähen Stoffen die am 
stärksten angestrengten Fasern - ohne zu reißen - nachgeben, 
wodurch die weniger stark beanspruchten mehr zur Übertragung 
herangezogen werden. 

Hieraus folgt, daß in bezug auf die Zugfestigkeit von Körpern 
mit Eindrehungen oder Einkerbungen nicht allgemein gesagt werden 
kann: sie ist größer oder kleiner als diejenige von prismatischen 
Körpern aus dem gleichen Material. Es erscheint unstatthaft, das 
für ein zähes Material gewonnene Ergebnis ohne weiteres auf ein 
weniger zähes oder ein sprödes zu übertragen und umgekehrt 1). In 
bezug auf den Grad der Ungleichmäßigkeit der Spannungsverteilung 
über den Querschnitt bei Belastungen unterhalb des Bruches ist 
hiermit kein Urteil ausgesprochen 2). 

Ähnlich wie bei den Stäben mit Eindrehungen liegen die Ver­
hältnisse bei Stäben mit Bohrungen, seitlichen Kerben usf. Zer­
reißversuche mit solchen Stäben liefern für zähes Material eine höhere 
Festigkeit, eine Folge der Hinderung der Querzusammenziehung, 
wie Verfasser bereits in der Zeitschrift des Vereines deutscher In­
genieure 1889, S. 478 darzulegen veranlaßt war. Bei sprödem Ma­
terial ist Verminderung der Festigkeit zu erwarten, entsprechend 
den oben angeführten Ergebnissen mit Gußeisenstäben. 

2. Einfluß der Länge und des Durchmessers. 

Versuche von Barba, die in der Hauptsache. von Coureau 
und Biguet durchgeführt wurden (Barba, Memoires et compte 
rendu des travaux de la Societe des Ingenieurs Civils 1880, S. 682 
bis 714), sowie von Bauschinger (Mitteilungen aus dem mechanisch­
technischen Laboratorium der K. technischen Hochschule in München. 
1892, Heft XXI), zeigen: 

a) eine, allerdings nicht bedeutende Abnahme der Festigkeit 
mit wachsendem Durchmesser, welche Verminderung auch 
von Ungleichartigkeit des Materials herrühren kann 3), 

1) Über die aus dem Einfluß der Stabform auf die Zugfestigkeit herge­
leiteten Begriffe "scheinbare" und "wahre" Zugfestigkeit s. des Verfassers 
Darlegungen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898, S. 238 u. f. 
V gl. auch Fußbemerkung 2, S. 13 und 14. 

2) V gl. in dieser Hinsicht § 56, Ziff. 3. 
3) Bei Untersuchungen der vorliegenden Art, für welche die Probestäbe 

in der Regel aus Stangen von solchem Querschnitt herausgearbeitet werden. 
daß der Stab mit den größten Querschnittsabmessungen entnommen werden 
kann, darf nicht übersehen werden, daß die Beschaffenheit des Materials im 
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ß) Unabhängigkeit der Querschnittsverminderung "'' vom Durch­
messer, 

r) Wachsen der Dehnung rp, wenn bei gleicher Meßlänge der 
Stab stärker gewählt wird (vgl. die Darlegungen S. 140 u. f.). 

1.5) Unabhängigkeit der Dehnung rp vom Durchmesser d und der 
Länge l, sofern das Verhältnis l: d das gleiche bleibt. 

3. Einfluß der Querschnittsform. 

A. Die Versuchsstäbe haben verschiedene Querschnitts­
form, jedoch gleich große Querschnittsfläche. 

(Eigene Versuche 1904.) 

Aus einer und derselben Stange Flußeisen von 40 mm Quadrat-
seite wurden hergestellt: 

3 Rundstäbe von 2 6 mm Durchmesser, 
3 Flachstäbe von 40 mm Breite und 13 mm Stärke, 
3 ausgefräste Stäbe mit Querschnitt nach Fig. 14. 

Die mittlere prismatische Länge betrug 290 mm, die Meßlänge 

260 mm, entsprechend der Gleichung 2 in § 8. 

--r 
-, I 

I I CJ7 · 
I I 

I i (i 
I I 
I I 

~ ~ 
I f 
I I 
I 
I I 
I I 

_ __1______1 
-L-.--

Fig. 14. Fig. 15. 

Die Stäbe wurden der Stange so entnommen, daß zunächst 
ein Rundstab, sodann ein Flachstab, hierauf ein Stab mit Quer­
schnitt nach Fig. 14, alsdann wieder ein Rundstab usw. aufeinander 
folgten. 

Die Ergebnisse der Untersuchung, der das Material in ausge­
glühtem Zustande unterworfen wurde, sind in den folgenden Zu-

Kern der Stange abweichen kann von derjenigen des Randmaterials, wie be­
reits S. 14 7 hervorgehoben worden ist. 
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sammenstellungen und den Schaulinien: § 4, Fig. 13 und 14 sowie 
Fig. 15 bis 21 dieses Paragraphen niedergelegt. 

"lig. 23 (Stab J1), Fig. 24 (J8 ), Fig. 25 und 26 (J0 ) Taf. V geben 
die photographischen Bilder der zerrissenen Stäbe; insbesondere läßt 
Fig. 23 die Güte des Materials erkennen. 
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Fig. 21. 

Die Durchschnittswerte der Zusammenstellungen S. 159, die in 
Fig. 22 zeichnerisch dargestellt sind, lassen beim Vorwärtsschreiten 
von den Rundstäben zu den Rechteckstäben und von diesen zu den 
Stäben mit dem Querschnitt Fig. 14 deutlich erkennen: 

1. bedeutendes Sinken der oberen Streckgrenze o0 , 

2. weit geringeres Sinken der unteren Streckgrenze ou, 
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3. erhebliche Verminderung des Unterschiedes a0 - a,., 
4. Abnahme der Zugfestigkeit K •. 

Hiernach erweist sich die Streckgrenze, namentlich 
der Wert a0 , abhängig von der Querschnittsform; sie liegt 

~ I 
Fig. 22. 

am höchsten für die Rundstäbe, dann folgen die Flach­
stäbe und hierauf die Stäbe mit dem Querschnitt Fig. 14. 
Diese Abhängigkeit besteht auch hinsichtlich der Zug­
festigkeit, wenn auch in geringerem Maße. 
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Nach der S. 146 u. f. angestellten Erwägung steht ein solcher 
Einfluß der Querschnittsform . zu erwarten. Die Fasern, die bei dem 
Zugversuch das Bestreben haben, sich senkrecht zu ihrer Achse zu­
sammenzuziehen, sind hieran bei dem kreisförmigen Querschnitt mehr 
gehindert als im Durchschnitt bei dem rechteckigen und bei diesem 
mehr als bei dem Querschnitt Fig. 14. 

Von Interesse ist es, den Einfluß der Querschnittsform auf den 
Verlauf der Dehnungslinie während der Periode des Streckens des 
Materials in den Fig. 13 und 14, § 4, und den vorstehenden Fig. 15 
bis 21 zu verfolgen. 

Lehrreich ist ferner die Verfolgung des Vorganges beim Zer­
reißen der Stäbe mit dem Querschnitt Fig. 14: zunächst reißt der 
Steg in der Mitte, dann erweitert sich der Riß nach den Flanschen 
hin, diese beginnen in der Mitte zu reißen, und zuletzt erfolgt der 
Bruch an den Flanschenecken; die beiden photographischen Bilder, 
Fig. 25 und 26, Taf. V, deuten auf diese Aufeinanderfolge hin. 

"" 

Streckgrenze Zug- Bruch- Quer-
festig- dehnung schnitts-

Querschnittsform obere \untere keit verminde- Schaulinie 
(Jo O'u K, f(' rung 'I' 

kgjqcm kgjqem kgjqcro 
" 0 

o;o 

Rundstab J 1 240712075 3667 33,8 69,7 Fig. 14, § 4 ,, ~ 2465 1895 3578 31,9 71,0 " 13, § 4 .. J, 2134 1972 3525 30,0 70,2 " 15, § 9 

Durchschnitt 2335 1981 3590 31,9 70,3 

Flachstab J; 2255 1988 3507 30,4 62,6 Fig.16, § 9 ., J.~ 2009 1940 3474 30,5 63,7 ,, 17, § 9 ., Js 2291 2004 3484 26,3 61,4 ., 18, § 9 

Durchschnitt 2185 1977 3488 29,1 62,6 

Stab nach Fig. 14 J 3 1893 1870 3333 35,3 62,7 Fig. 1H, § 9 .. ,, 
" 14 .]6 1922 1886 3320 30,4 59,5 ,, 20, § 9 .. 

" 
,, 14J9 1941 1880 3353 26,6 61,0 " 21, § 9 

Durchschnitt\19191187913335\ 30,8.1 61,1 I 
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B. Die Flachstäbe haben verschiedene Breite 
(1885). 

~~ ~ ~ 

Nummer Stärke Breite Ver- Festigkeit Dehnung 

des a b hältnis Kz 100 l&-l Material 
Versuchs b:a 

rp= -,-

cm cm I kgfqcm % 

1 1,015 2,000 1,98 4270 29,5 
Fluß-2 0,995 5,985 6,02 4130 35,0 

3 1,017 9,980 9,81 4020 40,0 eisen 

1 1,310 2,000 1,53 2400 51,5 
2 1,308 I 5,980 

I 
4,57 2380 

I 
55,2 Kupfer 

I 3 1,313 I 9,990 7,61 2315 59,0 
i 

Nach diesen Versuchen nimmt die Festigkeit mit der Breite 
etwas ab. 

Hierbei ist nicht außer acht zu lassen, daß dieser Einfluß, wenn 
von der Möglichkeit geringer Materialunterschiede abgesehen wird, 
auch von der Einspannung herrühren kann, und daß es über­
haupt nicht leicht ist, bei verhältnismäßig breiten Stäben eine 
gleichmäßige Verteilung der Zugkraft über den Querschnitt zu 
sichern. 

Wir schließen aus den im vorstehenden niedergelegten Versuchs­
ergebnissen, daß Ergebnisse von Zugversuchen, streng ge­
nommen, nur dann unmit~elbar verglichen werden können, 
wenn die Versuchsstäbe, sofern sie nicht dieselben Ab­
messungen besitzen, wenigstens geometrisch ähnlich sind. 

Meß- Querschnitts- Querschnitt länge abmessung 
Gelten für 2 Rundstäbe 

die Größen lll'!l dld2 
:n; II 

ft =4dl' 
~ :n; ., 11=4d2· 

und für 2 Flachstäbe die 
Größen. lllll albl allbs f1 =a1b1, ( 11 =a11 b11 

so finden sich als Bedingung der Vergleichbarkeit der ermittelten 
Dehnungen für Rundstäbe 

l1 :l2 =d1 :d2 = ~:~=Yft:Vf;, 
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und für Flachstäbe mit Annäherung 

11 : l2 = v a1 b1 : v a9 b2 = vft: : vt;;. 
Der Satz, der soeben hinsichtlich der Vergleichbarkeit der 

Ergebnisse von Zugversuchen festzustellen war, gilt mit der in 
§ 10 ausgesprochenen Ergänzung dahin gehend, daß auch die Ge­
schwindigkeiten, mit denen die Versuche durchzuführen sind, aus­
reichend übereinstimmen .müssen, gleichfalls für alle anderen Bean­
spruchungsarten. 

Bei den Versuchen, über die im vorstehenden berichtet worden 
ist, durfte angenommen werden, daß sich das Material in allen Stab­
teilen im gleichen Zustande befand. Bei Probekörpern, die 9uer­
schnittsteile sehr verschiedener Dicke aufweisen, wie z. B. die Schau­
feln von Dampfturbinen, ist diese Voraussetzung häufig nicht erfüllt; 
an den dünnen Stellen besitzt dann das Material oft größere Festig­
keit und kleinere Dehnung als an den dickeren (infolge stärkerer 
Bearbeitung durch Ziehen, Walzen oder infolge rascher Abkühlung, 
Härtung usw.). Wird der ganze Stab zerrissen, so beginnt der Bruch 
an der Stelle, an der das Material die geringste Zähigkeit besitzt. 
und pflanzt sich von dort aus fort; die Festigkeit und die Zähig­
keit aller Teile wird nicht ausgenutzt. Zur richtigen Beurteilung des 
Materials gehört in solchem Falle, daß Stäbe aus den verschiedenen 
Stellen der Gebrauchsgegenstände entnommen und geprüft werden. 
(Vgl. auch das unter C sowie auf S. 180 u. f. Gesagte.) 

C. Versuche mit Rund- und Flachstäben aus Fluß­
und Sch weißeisen. 

Bauschinger gelangte hinsichtlich des Einflusses der Form 
der Probestäbe zu folgenden Ergebnissen. 

a) Die Dehnungszahl (a, Gleichung 3, § 2), wie sie durch die 
üblichen Messungen an der Oberfläche der Stäbe erhalten 
wird, ist bei Rundstäben etwas kleiner als bei Flachstäben 
aus dem gleichen Material; bei dicken Flachstäben etwas 
kleiner als bei dünnen und überhaupt bei größeren Quer­
schnittsabmessungen ein wenig geringer als bei kleineren 
Querschnitten. Diese Unterschiede sind jedoch nur gering 
und werden durch zufällige, von Materialungleichheiten her­
rührende Abweichungen weit übertroffc:n. 

b) Die Zugfestigkeit (Kz, Gleichung 1, § 3) erscheint von der 
Querschnittsform nicht beeinflußt. (V gl. dagegen die Ver­
suchsergebnisse unter A, insbesondere Fig. 22.) 

C. Bach . Elastlzitllt. 7. Auf!. 11 
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c) Die Querschnittsverminderung (tp, Gleichung 2, § 3) ist 
bei Flachstäben von der Form und Größe des Querschnittes 
unabhängig. Stärkere Rundstäbe geben etwas kleinere Werte 
für dieselbe als schwächere aus dem gleichen Materia~ doch 
ist der Unterschied nicht bedeutend. 

d) Die Dehnung (q;, Gleichung 3, § 3), gemessen für eine be­
stimmte ursprüngliche Länge, ist von der Querschnittsform, 
von dem V erhältnie der Breite zur Dicke bei Flachstäben, 
also davon, ob der Querschnitt überhaupt kreisrund oder 
rechteckig ist, nicht abhängig; aber sie wächst mit der 
Größe f des Querschnittes derart, daß 

gesetzt werden kann, worin die Koeffizienten a und b we­
sentlich von der Beschaffenheit des Materials abhängen. 
(Vgl. hierzu S. 140 u. f.) 

e) Vergleichbare Ergebnisse für die Dehnung' (rp, Gleichung 3, 
§ 3) werden erhalten, wenn man die Meßlänge der Probe­
stäbe proportional der Quadratwurzel aus dem Querschnitt 
wählt. Unter Zugrundelegung eines Normal-Rundstabes von 
20 mm Stärke und 200 mm Maßlänge ergibt sich die propor­
tionale Länge eines Probestabes vom Querschnitt f gleich 

sofern f in qmm eingesetzt wird. 
f) Das auf S. 143 und 144 zuerst angegebene Verfahren zur 

Messung der Dehnung erscheint genügend genau, solange 
die Bruchstelle noch wenigstens ein Viertel der Meßlänge 
von den Enden der letzteren abliegt. Dabei sind Rund­
stäbe auf zwei entgegengesetzten Seiten, Flachstäbe auf 
einer Breitseite zu messen. 

g) Querschnittsverminderung (tp, Gleichung 2, § 3) und 
Dehnung (g;, Gleichung 3, § 3) stehen in keinem Zusammen­
hang. 

h) Proportionalitäts- und Streckgrenze können auch dann, 
wenn die Probestäbe sorgfältigst ausgeglüht worden sind, in 
einem und demselben Eisenstück oder in Stücken der näm­
lichen Erzeugungsfolge in so hohem Grade verschieden sein, 
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daß dagegen alle anderen Einflüsse, diejenigen der Form 
und der Größe des Querschnittes, falls sie überhaupt vor-
handen sind, verschwinden. · · 

Wird die Proportionalitätsgrenze von zerrissenen Stäben 
gleichen Materials bestimmt, so ergibt sie sich nahezu gleich 
hoch gehoben, wie hoch oder niedrig sie auch ursprünglich 
gelegen war 1). 

§ 10. Versuchsergebnisse über den Einfluß der Zeit auf 
Festigkeit, Dehnung und Querschnittsverminderung. 

EinfluH der Temperatur und der Behandlung des Materials. 

1. Einfluß der Zeit. 

Von Untersuchungen, die den schon längst bekannten, auch in 
§ 5, Ziff. 4 bereits erörterten Einfluß der Zeitdauer des Versuchs 
nachweisen, seien die folgenden angeführt. 

Versuchsreihen mit Rundstäben von 1,6 cm Stärke 
aus Flußeisen. 

Dauer des Versuchs 

2,5 Minuten 
Festigkeit K, 

3935 kgfqcm 

3720 " 

Dehnung, gemessen auf 10 cm 

32 o/o 
75 " 34" 

(Barba, Memoires et compte rendu des travaux de la Societe des 
Ingenieurs Civils 1880, S. 710.) 

Dauer des Versuchs 

Rasch zerrissen 
Langsam zerrissen 

Feinkorneisen. 

Festigkeit K, 

4990kgfqcm 

4493 " 

Dehnung cp 

22 % 
25,2" 

Festigkeit K, Dehnung cp 

4340kgjqcm 23,3% 

3770 " 28,8 " 

Gewöhnliches Puddeleisen. 

Dauer des Versuchs 

Rasch zerrissen 
Langsam zerrissen 

Festigkeit K, 

3720kgfqcm 

3516 " 

Dehnung <p 

30,4°/0 

35,2" 

1) Dieses Ergebnis dürfte in erster Linie eine Folge des Umstandes sein, 
daß das Material beim erstmaligen Zerreißen den weitaus größten Teil der 
bleibenden Dehnung erfahren hat, deren es überhaupt fähig war, ehe die Ein­
schnürung beginnt. 

11* 
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Harter WolframstahL 
~auer d~s Versuchs 
Rasch zerrissen 
Langsam zerrissen 

Festigkeit K. 
14350 kgfqcm 
12300 " 

Festigkeit Kz 
13270 kgfqcm 
11339 " 

Festigkeit Kz 
11359 kgfqcm 
10230 " 

Dehnung 1 bis 1,5°/0 • 

(Goedicke, Osterr. Zeitschrift für Berg- u. Hüttenwesen 1883, S. 578.) 

Hiernach ergaben für schmiedbares Eisen rascher durchge­
führte Versuche eine größere Festigkeit sowie eine kleinere 
Dehnung. Dadurch erklärt es sich, daß die Prüfung eines und des­
selben Materials, die an der einen Stelle sehr rasch durchgeführt 
worden ist, daselbst ungenügende Dehnung ergibt, an einer zweiten 
Stelle, langsamer vorgenommen, die bedungene Dehnung aufweist. 

Eigene Versuche mit Ru,ndstäben von 20 mm Durchmesser 
aus Flußeisen und Flußstahl (1913). 

Versuchsdauer 120 Sek. 18Sek.I2Min.14Sek. 2Min.56Sek.I23Min.53Sek. 19Min. 

Kzinkgfqcm 3997 4010 3961 3897 3847 3862 
Mittel . 4004 3929 3855 . o; cp m o. 35,0 33,8 31,4 30,1 33,8 31,1 
Mittel . 34,4 30,8 32,5 . o; "''m o. 70,4 68,5 70,1 71,1 70,4 70,4 
Mittel . 69,5 70,6 70,4 

Versuchsdauer 116 Sek. 18 Sek. ,2Min.32Sek. 2Min.33Sek.,21Min.39Sek.23Min.41Sek. 

Kz in kgfqcm 5653 5583 I 5494 5522 I 5338 5331 
Mittel . 5618 5508 I 5335 

cp in % . 26,9 24,4 25,6 25,4 
1

1 25,8 28,0 
Mittel . 25,7 25,5 26,9 

"'' in % . 52,2 52,2 54,5 55,1 
1

1 58,3 
Mittel . 52,2 . 54,8 56,4 

54,5 

Diese Ergebnisse bestätigen für Flußeisen und Fluß­
stahl, daß rascher durchgeführte Versuche größere Festig­
keit liefern. 

Die Vergleichbarkeit der Bruchdehnungen wird dadurch beein­
trächtigt, dp.ß einzelne der Flußeisenstäbe ausgeprägt zwei oder mehr 
Einschnü:rungen aufweisen. Bei den Flußstahlstäben war das nicht 
der Fall. Bei höherer Temperatur pflegt der Einfluß der Zerreiß­
geschwindigkeit viel erheblicher zu sein (vgl. S. 169, Fußbemerkung). 
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Beispielsweise fanden sich für Stahlguß aus eigenen Versuchen (1903) 
folgende Werte. 

I 3000 c I 400 0 c I 500 0 c 
. . bedeutend wie üblich I bedeutend wie üblich I bedeutend Versuchsdauer Wie üblich I länger länger länger 

K,inkgjqcm 4242 ! 4107 3473 2866 2043 1565 
• Oj 19,0 23,8 33,3 38,5 51,3 41,4 <p m o • . 

"'P " o/o •. 49,4 52,8 58,0 63,8 75,7 67,0 

Kupfer. 

Den Einfluß der Belastungsdauer bei höherer Temperatur stellte 
zuerst S tri b eckfest (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 190 3, 
S. 559 u. f.). Er fand z. B. bei 317° C 

Versuchsdauer 2 Min. K,= 1580kgfqcm cp = 41,5°/0 1p = 720Jo 
cp=28,40fo 1p=300Jo. " lang K.= 820 " 

Ludwik (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1913, 
S. 209 u. f.) ermittelte bei gewöhnlicher Temperatur für Versuchsdauer 
von 5 Minuten bis 141/ 9 Monate 

K, = 2530 bis herunter auf 2020 kgfqcm. 

Auch für die Kupferlegierungen ergibt sich der Einfluß der 
Versuchsdauer im Falle höherer Temperatur weit erheblicher als bei 
gewöhnlicher Temperatur. 

Leder. 
Dauer des Versuchs 

1 Stunde 26 Minuten 
166 Tage 

Festigkeit Kz 
301 kgfqcm 
200 " 

( George Leloutre, Les tra.nsmissions par courroies, cordes et 
cables metalliques, Paris 1884, oder des Verfassers Bericht hierüber 
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1884, S. 871. 
Daselbst finden sich auch Mitteilungen über das asymptotische Wachs­
tum der Verlängerung mit der· Dauer der Belastung sowie über das 
dementsprechende Verhalten bei Entlastung.) 

Versuche des Verfassers über den Einfluß der Zeit auf die 
Festigkeit des Leders bestätigen das von Leloutre Gefundene. 
Vergleiche auch den dritten, in § 4, Ziff. 7, besprochenen Riemen. 

Hanfseile (1886). 

Die ursprünglich 7 50 mm lange, der Beobachtung unterworfene 
Strecke eines 55 mm starken Seiles aus badischem Schleißhanf, das 
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nach und nach bis zu 500 kg belastet worden ist, zeigt, nachdem 
diese Belastung 10 Minuten gewirkt hat, die Länge 788,4 mm. Das 
Seil bleibt längere Zeit hindurch derselben Anstrengung ausgesetzt. 

Es beträgt nach 10 Minuten 1 7 26 50 82 120 Std. 

die Seillänge 788,4 789,7 791,8 793,2 794,5 795,8 796,5 mm 
entsprechend einer 
weiteren Verlänge-

run!J um 0 1,3 3,4 4,8 6,1 7,4 8,1 " 

Hierauf wurde das Seil bis auf 100 kg entlastet. 

Es beträgt unmittelbar nach der Entlastung 

die Seillänge 791,9 mm 
entsprechend einer 

nach 34 Stunden 

790,8 mm 

Verkürzung um 4,6 " 5, 7 " 

(Des Verfassers Versuche über die Elastizität von Treibriemen und 
Treibseilen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887, 

S. 221 u. f.). 

Hieraus folgt, daß die Gesamtdehnung, der Dehnungsrest wie 
auch die Federung Funktionen der Zeit sind. 

Nach Maßgabe des im vorstehenden enthaltenen Materials wird 
behufs Erlangung vergleichbarer Versuchsergebnisse davon auszugehen 
sein, daß auch die Geschwindigkeit bei der Durchführung der Ver­
suche entsprechend gewesen sein muß (vgl. § 9, Ziff. 3). Dabei ist, 
wie bereits in § 5, Ziff. 4, hinsichtlich des Einflusses der Zeit bemerkt 
wurde, die Art des Stoffes im Auge zu behalten. Beispielsweise wird 
ein Stab aus hartem Stahl bei gewöhnlicher Temperatur rasch zerrissen 
werden müssen, soll ein bedeutender Einfluß der Zeit auf das Ergebnis 
hervortreten. Dagegen wird sich dieser bei einem Lederriemen auch 
noch im Falle längerer Versuchsdauer feststellen lassen. 

Die unmittelbare Vergleichbarkeit der Prüfungsergebnisse setzt 
somit voraus: entweder es ist jeweils die Versuchsdauer so lang, daß 
der Einfluß der Zeit ein unmerklicher, oder es muß die Geschwin­
digkeit, mit der die Dehnung erfolgt, wenigstens angenähert die gleiche 
Größe besitzen. 

Von Bauschinger ausgeführte Versuche über den Einfluß der 
Zeit bei Zugproben mit verschiedenen Metallen haben nach dessen 
Mitteilung zu dein Ergebnisse geführt, daß bei Fluß- und Schweiß­
eisen, bei Kupfer, bei Messingblech und bei Bronzeguß ein Einfluß 
der Zeit oder der Geschwindigkeit, mit der die Dehnung vorgenommen 
wird, nicht oder kaum merklich ist innerhalb der Grenzen, in 
denen diese Versuche durchgeführt worden sind. Bei Messing-
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guß ist er sehr gering und wird, wenn überhaupt vorhanden, leicht 
durch zufällige Ungleichmäßigkeiten des Materials verdeckt; ebenso 
bei Zinkguß und Gußeisen. Bei Zinkblech dagegen ist er im Ver­
laufe der Dehnungslinie (vgl. § 3, Fig. 1, S. 11) sowohl als auch bei 
der Bruchbelastung (E2 E, Fig. 1, § 3) deutlich erkennbar, nicht 
aber an der Dehnung (<p, Gleichung 3, § 3) und Querschnittsver­
minderung (tp. Gleichung 2, § 3). Bei Blei (Guß- und Walzblei) ist 
der Einfluß der Zeit unsicher gegenüber dem Verlaufe des Arbeits­
diagramms, unverkennbar an der Bruchbelastung und kaum bemerk­
bar an der Bruchdehnung. Am größten erwies sich der in Rede 
stehende Einfluß bei gegossenem Zinn. (Mitt~ilungen aus dem me­
chanisch-technischen Laboratorium der k. technischen Hochschule in 
München 1891, Heft XX.) 

Die Dauer dieser Bauschingerschen Versuche z. B. mit den 
4 Flußeisenstäben betrug nach Überschreiten der Streckgrenze und 
unter Abrechnung der Ruhepausen (von 30 Min., 17 Min., 22 Std. 
32 Min., 22 Min.) 26, 41, 46 und 77 Minuten, d. s. Zeiträume, von 
denen der kleinste noch bedeutend größer erscheint als derjenige, 
innerhalb dessen sich bei Flußeisen der Einfluß der Dauer des Ver­
suchs durch die Prüfungsergebnisse überhaupt deutlich äußert; sie 
liegen somit außerhalb des Gebietes, das für die obigen Darlegungen 
wie auch für diejenigen des § 5, Ziff. 4, in Betracht kommt. Bei 
Beachtung dieses Umstandes klärt sich der Widerspruch auf, der 
zwischen den Ergebnissen der Bauschingerschen Versuche und dem 
oben angeführten zu bestehen scheint. 

Zu beachten ist im allgemeinen, daß mit der Form.änderung 
beim Zerreißen eine Erwärmung des Materials verknüpft ist, ins­
besondere an der Einschnürungsstelle. Diese Erwärmung fällt unter 
sonst gleichen Verhältnissen um so höher aus, je weniger Zeit für 
die Ableitung der Wärme zur Verfügung steht; sie ist also bei rascher 
Versuchsdurchführung größer als bei langsamer Streckung des Stabes. 
Tritt Erwärmung von Erheblichkeit auf, so wird, auch wenn der Stab 
ursprünglich die gewöhnliche Temperatur des Versuchsraumes besaß, 
doch die Festigkeit bei höherer Temperatur ermittelt. Bei manchen 
Metallen kann hierdurch eine erhebliche Beeinflussung der Festigkeit 
bewirkt werden (vgl. Ziff. 2). 

2. Einfluß der Temperatur. 

Die Angaben, die über die Elastizitäts- und Festigkeitseigen­
schaften der Materialien gemacht werden, gelten, sofern nichts anderes 
bemerkt ist, für die gewöhnliche Temperatur, d. i. bei etwa 20° C. 
Zur Klarstellung, daß sich diese Eigenschaften bei höheren 1:empe-
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raturen wesentlich ändern, seien die folgenden Versuche des Ver­
fassers angeführt 1). 

a) Versuchsreihen mit Rundstäben aus demselben 
Flußeisenblech (1903). 

Bei jeder Temperatur wurden 4 Stäbe geprüft; die angegebenen 
Größen sind Durchschnittswerte . 

. -- -- -~-. -·- --- -
Versuchs- Streckgrenze Zug- Bruch-

Quer- Be-
tempe- schnitts- Iastungs- Schau-festigkeit dehnung verminde-
rat ur ~~;; I untere rung dauer Iinie 
oc kgfqcm kgfqcm kgfqcm 0/o Ofo Minuten 

20 2649 2176 3561 28,4 69,3 27 Fig. 1 
200 2391 2105 5140 18,9 55,1 22 " 2 
300 1373 - 4352 34,8 63,7 29 " 3 
400 - - 3200 38,2 64,6 20 " 4 

Eine Betrachtung der Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigt, daß der 
Vorgang des Streckens oder FJießens (§ 3) mit steigender Tempe­
ratur immer mehr an Ausdehnung verliert; die Streckgrenze sinkt 
und ist bei 400° C überhaupt nicht mehr ausgeprägt vorhanden. 

Die Zahlen der Zusammenstellung lassen erkennen 

1. zunächst starkes Wachsen der Zugfestigkeit von 3561 kgfqcm 
(bei 20° C) auf 5140 kgfqcm (bei 200° C), sodann Wiederabnahme 
derselben, 

2. zunächst starke Abnahme der Bruchdehnung von 28,4 auf 
18,9°/0 , alsdann Wiederzunahme derselben, 

3. Änderung der Querschnittsverminderung in demselben Sinn 
wie die der Bruchdehnung. 

1) Über die Versuche anderer finden sich Angaben in des Verfassers Ma­
schinenelementen, 11. Aufl., S. 88 u. f. V gl. namentlich auch die daselbst an­
gegebene Schrift von R. Ba.umann, Die Festigkeitseigenschaften der Metalle 
in Wärme und Kälte, Stuttgart 1907. Hinsichtlich der Abhängigkeit der Deh· 
nungszahl von der Temperatur s. u. a. Martens, Mitteilungen usw. 1890, 
Heft 4; Pani A. Thomas, Annalen der Physik, vierte Folge, Bd. 1, 1900, 
s. 232 u. f. 

Über Versuche bis in die Nähe des Schmelzpunktes. von Metallen be­
richtet P. Ludwik in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1915, 
s. 657 u. f. 

Auskunft über die Dehnungszahlen bei Fl.ußeisen und }'lußsta.hl, über die 
Größe der bleibenden Dehnungen bei verschiedenen Temperaturen gibt das · 
Buch "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder". S. z. B. Fig. 3, 4, 8 usw., 
Fig. 361, 362, 365, 369, 372 usw., Fig. 424, 425, 547, 574, 577, 632, 641, 642, 
646, 660, 672. 
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Die Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigen durch !Jlren Verlauf sowie 
in der Größe der umschlossenen Fläche die Änderungen der Festig­
keit, der Bruchdehnung und des Arbeitsvermögens (§ 3) deutlich 1). 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

I } ! -r I 
I I !: ~ I I I 

I I ~ I ..r 
I I ~ 

I I ~ 

"'! zoDe. ... "' 200 119 . .. 
"' ~ "" J\ ! ... oC\ ..... oft 
I ':'" .... I I I I 

I I I I I 
I I I I 

I I I 
I I 

Fig. 1. Fig. 2. 

b) Versuchsreihen mit Rundstäben aus dem gleichen 
Stahlguß (1903). • 

Bei jeder Temperatur wurden 4 Stäbe geprüft. Die angegebenen 
Größen sind Durchschnittswerte. 

- -- - - -- - - --
Versuchs- Zug- Bruch- Querschnitts-

temperatur festigkeit dehnung verminderung 
oc kgfqcm % 0 /o 

I 

20 I 4286 25,6 50,4 
200 4502 7,7 15,9 
300 4788 12,0 15,8 
400 3984 15,3 24,1 
500 2691 33,3 44,6 
550 2071 I 39,6 49,2 

1) ~er die Einzelheiten dieser Untei'S)lchung sowie über die Ergebnisse 
der Prüfung von weiteren 14 Flußeisenblechen ist berichtet in der Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1904, S. 1300 u. f. An dieser Stelle ist auch 
über den Einfluß der Dauer der Belastung berichtet; derselbe beginnt sich 
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Die Ergebnisse lassen eine sehr bedeutende Abnahme 
der Bruchdehnung des Materials (Zähigkeit) bei rund 200° C 
erkennen, und zwar auf weniger als ein DritteP). 

-T 
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zwischen 300° und 400° C geltend zu machen durch wesentliche Abnahme der 
Zugfestigkeit. 

1) Die Ergebnisse der unter a besprochenen Versuche mit Flußeisenblech 
sowie die angeführten Versuche mit Stahlguß führen u. a. zu der Schlußfolge­
rung: für Dampfkessel, Dampfgefäße usw., welche Gegenstände im Betriebe 
höhere Temperaturen annehmen, und von denen man natürlich verlangt, daß 
sie in diesem Zustande volle Widerstandsfähigkeit besitzen, müssen die Festig­
keitseigenschaften der Baustoffe bei diesen höheren Temperaturen ileachtet 
werden. Das Material lediglich nach den Festigkeitseigenschaften bei gewöhn­
licher Temperatur zu beurteilen, was jetzt noch geschieht, erscheint nicht 
richtig. Jedenfalls muß im Falle der Verwendung von Flußeisen und Stahlguß 
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In Fig. 5 bis 7 sind die Linienzüge der Zugfestigkeiten, der 
Bruchdehnungen und der Querschnittsverminderungen dargestellt. 

zu Dampfkesseln usw. die Zähigkeit des Materials bei höherer Temperatur und 
nicht diejenige bei gewöhnlicher Temperatur als maßgebend angesehen werden. 
(Über Material, das noch in hohen Temperaturen größere Widerstandsfähig­
keit besitzt vgl. "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder", S. 86.) 

Gegen die hier ausgesprochene Vorsicht ist der Umstand geltend gemacht 
worden, daß der Arbeitsverbrauch bei der Kerbschlagprobe für 200 bis 300° C 
einen Höchstwert erreicht, was darauf hindeute, daß das Flußeisen in diesem 
Temperaturgebiete zäher, also auch weniger zur Rißbildung geneigt sei, als 
bei gewöhnlicher Temperatur. Demgegenüber muß festgestellt werden, daß 
Nietköpfe, die am Übergange des Schaftes in den K9pf nur wenig gerundet 
sind, Schraubenbolzen usw. in dem bezeichneten Temperaturgebiet viel leichter 
abspringen. Über die hierher gehörigen Versuche mit Nieten ist im Protokoll 
der 42. Delegierten- und Ingenieurversammlung des internationalen Verbandes 
der Dampfkessel- Überwachungsvereine in München 1912, S. 76 u. f. berichtet. 

I 

I I 
I j 

I I 
.$ I 

I 
~ ~I I ~I I 

~I I ;I I 
I I I ~ I I I I I I s 
I I ~I 

I I I 

a b c d 

Fig. a, b, c und d zeigen die vom Schaubildzeichner der Prüfungsmaschine ge­
zeichneten Dehnungslinien, die an folgenden Probekörpern erlangt wurden: 

a Nietschaft mit Übergang am Kopf; Niete beim Nieten auf die ganze 
Länge erwärmt. 

b Nietschaft mit Übergang am Kopf; Niete beim Nieten nur an dem 
zur Nietbildung erforderlichen Schaftstück glühend gemacht. 

c Nietschaft ohne Übergang am Kopf; Niete auf die ganze Länge er­
wärmt. 

d Nietschaft ohne Übergang am Kopf; Niete wie unter b erwärmt. 
Deutlich tritt die Wirkung der scharfen Ecke am Nietkopf (Fig. c und d), 

f'Owie der Einfluß der teilweisen Erwiirmung (Fig. b und d) in die Erscheinung. 
Bis auf weiteres wird der Konstrukteur gut tun, Anzeichen für weniger 

günstiges Verhalten voll zu würdigen, gleichgültig ob sie sich bei der Zug­
oder bei der Kerbschlagprobe gezeigt haben. 

Beachtung in bezug hierauf verdient noch der Umstand, daß Flußeisen, 
das im kalten Zustande Quetschung erfahren hat, oft sich spröde erweist. 
wenn es später Erwärmung auf 200 bis 400° C erfährt. V gl. hierüber Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1911, S. 1296; 1915, S. 628 u. f. so­
wie Jahrbuch der Schiffsbautechnischen Gesellschaft 1915, S. 479 u. f. 
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Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, 
S. 1762 u. f., 1904, S. 385 u. f. 

c) Versuchsreihen mit Rundstäben aus Bronze 
(1900). 

Die Bronze, deren Analyse die Zusammensetzung: 91,35 Kupfer, 
5,45 Zinn, 2,87 Zink, 0,28 Blei, 0,025 Eisen ergab, lieferte unter der 
üblichen Belastungsdauer im Durchschnitt 

bei 20° 100° 2000 300° 400° 500° c 

Zugfestigkeit { 2395 2424 2245 1368 625 441 kgjqcm 
1 1,01 0,94 0,57 0,26 0,18 

Bruchdehnung { 36,3 35,4 34,7 11,5 0 0 o/o 
1 0,98 0,96 0,32 0 0 

Querschnitts- { 52,1 47,4 48,2 16,2 0 0 % 
Verminderung 1 0,91 0,93 0,31 0 0 

Die Verhältniszahlen bringen die Veränderlichkeit deutlich zum 
Ausdruck. 
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In Fig. 8 und 9 sind die Linienzüge der Zugfestigkeiten und 
Bruchdehnungen dargestellt. 
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:~ 1C'~ :co H'O sco 
Fig. 8. 

Fig. 9. 

Nach Überschreiten der Temperatur von 200° C beginnt die 
Zugfestigkeit ausgeprägt abzunehmen, die Bruchdehnung (das übliche 
Maß der Zähigkeit) außerordentlich stark abzufallen. 

Lehrreich ist das Aussehen der Oberfläche der Stäbe: 

Fig. 10, Taf. VII zeigt den gedrehten Stab vor dem Versuch 
" 11, " VII " " " " nach " " bei 2 0 ° C 

(Der Aufb!tu des Materials aus Kristallen, die weitgehende Form­
änderung erfahren haben, tritt deutlich zutage. Näheres s. "Festig­
keitseigenschaften und Gefügebilder" unter IX.) 
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Fig.12, Taf. VII zeigt den gedrehten Stab nach dem Versuch bei 100° C 
" 13, " VII " " " " " ,, " " 200 ° C 
" 14, " VII " " " " " " " " 300° C 
" 15, " VII " " " " ,, " " " 400° C 

Fig. 14 läßt deutlich die Querrissigkeit erkennen, Fig. 15 (Form­
änderung der Kristalle nicht mehr erkennbar) zeigt keine Form­
änderung mehr, wohl aber die Sprödigkeit des Materials. 

Das bei gewöhnlicher Temperatur außerordentlich zähe 
Material hat mit steigender Temperatur seine ganze Zähig­
keit verloren. 

Weiteres hierüber siehe Zeitschrift des Vereines deutscher Inge­
nieure 1900, S. 1745 u.f., 1901, S.1477 u.f. 

d) Versuchsreihen mit hochwertigem Gußeisen (1900). 

Die Ergebnisse lieferten die in l!,ig. 8 gestrichelt eingetragene Kurve. 
Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, 

S. 168 u.f. 

Mit Kupfer und DuranametaB hat Stribeck eingehende 
Versuche ausgeführt. Näheres hierüber s. Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1903, S. 559 u. f., bzw. 1904, S. 897 u. f. 

Eigene Versuche mit Preßmessing ergaben innerhalb des 
Temperaturgebietes 20 bis 400° C angenähert geradlinigen Abfall 
der Zugfestigkeit (also nicht den raschen Abfall bei rund 200° 0, 
den Fig. 8 zeigt) und Ansteigen der Bruchdehnung; bei der Kerb­
schlagprobe fand sich zwischen 200 und 300° C rascher Abfall der 
Widerstandsfähigkeit. Näheres s. "Festigkeitseigenschaften und Ge­
fügebilder" S. 12 3. 

3. Einfluß der Behandlung des Materials. 

a) Härten und Anlassen (1910). 

Aus demselben Material wurden durch Drehen auf angenähertes 
Maß Stäbe hergestellt und sodann folgenden Behandlungen unter­
worfen. 

1. Stab: auf Kirschrotglut erwärmt, langsam in Asche abgekühlt 
·("ausgeglüht"); 

2. Stab: auf Kirschrotglut erwärmt, in Wasser von 15° C abgekühlt 
("gehärtet"); 

3. Stab: zuerst gehärtet (wie Stab 2), hierauf dunkelkirschrot erwärmt 
und in Wasser von 15 ° C abgekühlt; _ 

4. Stab: auf Kirschrotglut erwärmt, in 01 abgekühlt ("ölgehärtet"); 
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5. Stab: zuerst gehärtet (wie Stab 2), sodann erwärmt, bis blaue An­

lauffarbe eintrat, und in Wasser abgekühlt ("gehärtet und 
blau angelassen"). 

I Stab 
Bruch- Quer-

Streckgrenze I Z ugfestig- dehnung schnitts- Arbeits-
Material keit verminde- vermögen 

I auf 10 d 
! 

I I 

rung 

I Nr. kgfqcm kgfqcm 0/o 0/o kgmfccm 

I I 

I 

I I 

Versuchs- e445 0. 3498 34,5 72,2 8.3 reihe 1 1 2252 u. 
2 3344 4538 16,7 70,8 4,5 

2 a1) 
nicht ausgeprägt 

5228 16,7 35,3 6.6 vorhanden 
Flußeisen 

4 {3089 o. 
4169. 25,3 69,7 7,4 2994 u. I 

e248 
I 

o. I 

5 3169 u. 4312 21,9 70,8 I 5,7 
I 

-------
~-----~--~~ ~--------- -·-~ ------- ---~-- ---1 -

Versuchs-~ {3217 o. 1 

reihe 2 1 2962 u. 5182 26,05 57,0 9,3 

2 nicht ausgeprägt 8945 0 I vorhanden 0, 7 1,4 

Siemens- I' · 1 
Martin- 3 (5318) 2 ) 7197 11,0 62,7 er:~~!lt 

Stahl I 4 4554 684 7 12,4 59,6 4.7 

-
"_H--ä-rte III"I_ nicht ausgeprägt I 5 vorhanden 7427 8,5 52,3 1 · 3.7 

. ______ I ____ -- ~- ---- ··-~--~~---~ 

Versuchs-
reihe 3 1 

2 

{ 3656 0. 

3624 u. 1 

nicht ausgeprägt j 
vorhanden 1 

I 

6656 

10047 

! 
18,9 36,7 8,9 

1,05 7,2 1,2 

nicht 
3 7261 I 

nicht ausgeprägt~~ 
vorhanden 

8815 7,5 47,5 ermittelt 
Siemens-
Martin-
Stahl, 

"Härte V" 

--~---

4 

5 
63) 
7 4) 
8 5) 

" 
" 7291 

5714 

I 
I 

9694 9,4 31,9 6,0 

12787 0,7 1,0 
13181 5,3 32,0 3,8 

8577 13,6 49,5 7,9 
8754 32,0 49,0 

1 ) Gehärtet"nach Erhitzung auf rund 860° C, d. i. höher als bei Stab 2. 
~) Streckgrenze schwach ausgeprägt. 
~) Behandlung wie bei 5, jedoch mit Anlassen auf rund 450° C. 
4 ) Behandlung wie bei 5, jedoch mit Anlassen auf rund 680° C. 
~) Behandlung wie bei 7, geprüft bei 300° C. 
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Fig. 16. 
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Die Stäbe wurden alsdann auf den gerrauen Durchmesser ab­
gedreht bzw. geschliffen und der Zugprobe unterworfen. Die Ergeb­
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Fig. 18. 

nisse der letzteren sind in der 
Zahlentafel, S. 176, enthalten . 

Die DehnungBlinien der Stäbe 
der Versuchsreihe 1 sind in Fig. 16, 
diejenigen der Stäbe 1, 2, 4 und 5 
der Versuchsreihe 2 in Fig. 1 7 und 
die der Stäbe 1, 4, 6 und 7 der 
V ersuchsre.ihe 3 in Fig. 18 dar­
gestellt. Diese Linien lassen den 
Einfluß der Behandlung auf das 
untersuchte Material deutlich er­
kennen. (V gl. auch Fig. 16, § 4, 
S. 57, die den Einfluß des Härtens 
bei Chromnickelstahl zeigt. Die 
dortigen Linienzüge sind den für 
die Stäbe 1 und 7 in Fig. 18 
dargestellten sehr ähnlich.) 

Das Aussehen der zerrissenen 
Stäbe 1 und 3 der Versuchsreihe 3 
zeigen die Figuren 19 und 20 auf 
Tafel VI. 

Von erheblichem Interesse ist 
auch das Verhalten des in ver­
schiedener Weise gehärteten Ma­
terials, wenn zum Zwecke der 
Ermittlung der Dehnungszahl 
Feinmessungen vorgenommen und 
dabei auch die bleibenden Form­
änderungen bestimmt werden. Je 
nach der Behandlung gelingt es, 
zu erreichen, daß bleibende beh­
nungen erst bei höheren Be­
lastungen eintreten, so daß die 
Elastizitätsgrenze höher gelegt er­
scheint (Federhärtung, vgl. auch 
S. 57). Wird bei der Härtung 
hohe Temperatur gewählt und die 
Wärme rasch entzogen, so zeigen 
sich bei verhältnismäßig niedrigen 
Belastungen bleibende Dehnungen. 
Überdies ergeben sich sehr häufig 
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die federnden Dehnungen nicht mehr proportional den Span­
nungen. 

Weitere Einzelheiten s. "Festigkeitseigenschaften und Gefüge­
bilder" unter Ic und in dem Vortrage von R. Baumann: "Über 
das Vergüten von Eisen und Stahl", Stuttgart 1917. 

b) Einsetzen und Härten (1914) 1) • . . 
Rundstäbe aus Flußeisen von 15 mm Durchmesser wurden durch 

Glühen in Einsatzpulver (in der Hauptsache aus Kohle von Leder, 
Horn, Knochen usw. bestehend) außen mit einer Schicht von höherem 
Kohlenstoffgehalt versehen und zunächst im ausgeglühten Zustande 
der Zugprobe unterworfen. Die Einsatztiefe betrug ungefähr 0,4, 
1,1 und 1,6 mm. Zum Vergleich wurde auch ein Stab geprüft, der 
nicht eingesetzt war. 

Die für den letzteren erlangte Dehnungslinie (vgl. § 3, Fig. 1) 
ist in Fig. 21 mit a, die zu dem 1,1 mm tief eingesetzten Stab ge­
hörige mit b bezeichnet. Während die Linie a nach Erreichung der 

Fig. 21. 

Höchstla!'lt EE2 wieder absinkt, wobei sich der Stab örtlich ein­
schnürt, pricht die Linie b unter der Belastung GG2 plötzlich ab. 
Dies erklärt sich aus der Art, wie das Rand- und Kernmaterial zu­
sammenwirken, was im folgenden besprochen sei. 

Die am Stab angreifende Kraft überträgt sich, solange vor­
wiegend federnde Dehnungen entstehen, ziemlich gleichmäßig auf 
die Randschicht und das Kernmaterial, weil die Dehnungszahlen für 
beide ziemlich gleich groß sind (s. u.). Bei weiterer Steigerung der 
Belastung, wenn die bleibenden Verlängerungen Bedeutung er­
langen, findet eine gemeinsame Streckung beider statt. Dies ist 
aber nur solange möglich, als die Dehnungsfähigkeit der weniger 

1) Jahrbuch der Schiffbautechnischen Gesellschaft 1915, S. 156 u. f. 
12* 



180 I. Zug. 

zähen Randschicht nicht überschritten wird. Erfolgt dies, so reißt 
die Randschicht ein, es bildet sich ein feiner Riß (vgl. ~~ig. 27. 
Taf. VI), der sich in das Kernmaterial fortpflanzt und damit den 
Bruch des ganzen Stabes bewirkt, obgleich der Kern, falls eben der 
Riß nicht vorhanden wäre, noch eine weit größere Streckung ver­
tragen würde. 

Dabei wird auch die Zugfestigkeit des Kernmaterials nicht voll 
ausgenutzt. Einen Anhalt dafür, welche Spannmtg· im Kern bei Ein­
tritt des Bruches wirksam geworden ist, bietet die Länge H.G'!. in 
Fig. 21. d. i. diejenige Ordinate der Dehnungslinie a, die zu der· 
Streckung OG2 im Augenblick des Bruches von Stab b gehört. 

6S,5 

"'4\~ I 

"qJ\ I J 
" \ 16,0 

"' ' <v.-.5./ 
5.~ 

Hiernach besitzt im aus-
geglühten Zustande der einge­
setzte Stab zwar eine höhere Zug­
festigkeit als das KernmateriaL 
aber eine weit geringere Dehnung. 
Auch seine Querschnittsvermin­
derung ist sehr klein. weil das 
Auftreten des Risses in der 
Außenschicht das Zustandekom­
men der örtlichen Einechnürung 
verhindert. 

Dies geht anschaulich aus 
Fig. 22 hervor, in der zu den 
Einsatztiefen als wagrechten Or­
dinaten die Werte Kz. g; (diese 
nur für die Stäbe mit Ö, 0,4 
und 1,1 mm Einsatztiefe, der 
1,6 mm tief eingesetzte Probe-

1.6"'"'"" körper brach außerhalb der Meß­
länge) und 1p als senkrechte Or­
dinaten aufgetragen sind. Die 

Zugfestigkeit nimmt mit der Einsatztiefe zu; damit gelangt die größere 

0 o.~ 1,1 

Fig. 22. 

Festigkeit des mehr Kohlenstoff enthaltenden Randmaterials soweit 
zur Geltung, als es nach dem zur Fig. 21 Bemerkten möglich ist. 
Die Werte von g; und 1p dagegen nehmen mit wachsender Einsatz­
tiefe bis zur Versuchsgröße 1,1 mm stark ab. 

Noch viel ausgeprägter treten diese Erscheinungen auf, wenn 
die eingesetzten Stäbe nicht im ausgeglühten Zustande, sondern ge­
härtet zerrissen werden. Fig. 23 und 24 enthalten die Ergebnisse 
der Prüfung von Probekörpern, die in gleicher Weise eingesetzt 
waren, wie oben bemerkt, hierauf jedoch Härtung in Wasser erfahren 
hatten, gefolgt von Anlassen bei 200° C. 



C. Uach, Elastizität. 7. Auß, 'l'a/ Vl. 

Fig. 19, § 10, S. 178. Fig. 20, § 10, S. 178, 109. 

Fig. 25, § 10. Fig. 26, § 10. Fig. 28, § 10, S. 182. 

Fig. :n, § 10, s. 18~. 

Fig. 11, § 13, S. 205. Fig. 12, § 13, S. :!05. Fig. 13, § 13, S. 20fl. 



C. Bach, Elastizität. 7. AuO. 

Fig. 10. Fig. 11. Fig. 12. Fig. 13. 

Vor dem 
Versuch 

bei 200 C 

zerrissen 

§ 10, S. 174 und 175. 

bei 1000 C bei 2000 C 

zerrissen zerrissen 

Fig. 14. 

bei 3000 c 
zerrissen 

Taf VIL 

Fig. 15. 

bei 4000 C 

zerrissen. 



C. Bach, Elastizität. 7. Auf!. Taf VIIL 

Fig. 1, § 11, S. 187. 

Fig. 2, § 11. S. 187. 
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Die Dehnungsfähigkeit der Außenschicht, die dabei große Härte 
annimmt, ist dann sehr klein. Infolgedessen tritt schon nach ge­
ringer Streckung des Stabes Anreißen und damit der Bruch des 

1,1 

Fig. 23. 

Stabes ein, ~was an dem Verlauf der Dehnungslinien b, c und· d, 

Fig. 23, zu erkennen ist. Die Ausnutzung der Zähigkeit sowie der 
Festigkeit des Kernmaterials ist 
entsprechend der unbedeutenden 
Streckung eine sehr unvollkom­
mene. Ein Bild hierfür wird 
erlangt, wenn z. B. die V erlänge­
rung des Stabes b, d. i. die 
Strecke l, in die Dehnungslinie a 
des nicht eingesetzten , sonst 
gleich behandelten Stabes über­
tragen wird. So kommt es, daß 
die Stäbe mit 0,4 und 1,1 mm 
Einsatztiefe sogar' eine kleinere 
Zugfestigkeit ergeben haben, als 
der nicht eingesetzte Stab. Erst 
wenn die Einsatztiefe so groß 
ist, daß die höhere Festigkeit 
der h,arten Außenschicht die Ein­
buße an Tragkraft infolge der 
schlechten Ausnützung des Kern­
materials überwiegt, ist die 

65i5 

60,0 

16,7 

o.~ ~ 1,1 16 

L--f-----+---_j 
Fig. 24. 
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Festigkeit des 1,6 mm tief eingesetzten Stabes - im gehärteten 

Zustande - höher als die des nicht eingesetzten. 
Fig. 24, die in gleicher Weise entstanden ist, wie Fig. 22, zeigt, 

daß dies bei 1,6 mm Einsatztiefe erreicht worden ist. Sie läßt 

auch erkennen, wie außerordentlich klein die Werte von rp und 'IJ1 

für die eingesetzten, gehärteten Stäbe sind. Entsprechend klein 

ist auch das Arbeitsvermögen solcher Stücke, was darauf hindeutet, 

daß sie gegenüber stoßweiser Beanspruchung sehr wenig widerstands­

fähig sein werden, obgleich ·das Kernmaterial große Zähigkeit besitzt. 

Diese Eigenschaften gehen auch aus dem Aussehen der zer­

rissenen Stäbe hervor. Fig. 25 und 26, Taf. VI geben je eine Hälfte 

Stäbe nicht eingesetzt Stäbe eingesetzt 

f!lö--J 
! --------;;;::".t-10-

! --~ --~..."...---.t ea..e;" / .:r 
QOOO ':ß..~wo7/ 2000 

l 1 
1000 1000 

~ ~ 

~ ~ 
~ ~Sl 

Fig. 29. Fig. 30. 

von solchen wieder, Fig. 28, Taf. VI zeigt eine Bruchfläche. In Fig. 27 

ist ein bei 400° C geprüfter Stab abgebildet, der in der Einsatz­

schicht zahlreiche Risse enthält. 
Die Dehnungszahl erfährt durch das Einsetzen keine nen­

nenswerte Veränderung, wie aus folgender Zusammenstellung her­

vorgeht. 

------

-, Einsatztiefe, mm . 0,4 1,1 1,6 

Werte der Dehnungszahl a, Milliontel 

Material ausgeglüht 0,463 0,467 0,452 0,454 
----

Material gehärtet und ange-
lassen bei 200° C 0,456 0,462 0,4M 0,455 
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Hiernach beeinflußt auch die Härtung den Wert von a 
wesentlich. Dagegen ist dies für die Werte der bleibenden 
nungen in ausgeprägtem Maße der 
Fal1, wie ein Blick auf Fig. 29, 30 
und 31 zeigt. Sowohl bei den ein­
gesetzten wie bei den nicht einge­
setzten Stäben sind die bleibenden 
Dehnungen für die gehärteten und 
bei 200° C angelassenen Probekörper 
weit größer als für das stärker an­
gelassene und für das ausgeglühte 
Material. Fig. 31 läßt erkennen, daß 
dies auch für Sondermaterial (Nickel­
stahl) zutrifft. 

Hinsichtlich aller weiteren Ein­
zelheiten, insbesondere des Verhaltens 
in höheren Wärmegraden - bei 
diesen ist die Anlaßwirkung zu be­
achten -, sowie bei Schlagversuchen 
muß auf die S. 179, Fußbemerkung, 
angeführte Stelle verwiesen wer­
den. Dort ist auch über Versuche 
mit Nickel- oder Chromnickeleinsatz­
material berichtet, sowie über die 
Eigenschaften eines hochwertigen Son­
derstahles, der an Stelle von Ein­
satzmaterial zu verwenden ist, wenn 
größere Widerstandsfähigkeit gegen­
über stoßweiser Beanspruchung ange­
strebt wird. 

c) Kaltbearbeitung. 

Stäbe eingesetzt 

8000 

1000 

1000 

Fig. 31. 

nicht 
Deh-

Von einer Stange kalt gezogenem 
Flußeisendraht, Stärke rund 8,5 mm, 
wurden 2 Abschnitte entnommen 
(1910). Der eine erfuhr Ausglühen, 
der andere verblieb im Anlieferungs­
zustand. Bei den mit beiden ·--Stäben 
ergaben sich die folgenden Werte. 

vorgenommenen Zugversuchen 
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--~----

I St<ookgren" I Zugfestig- Bmoh- - I Qu<<O<hnitt~ 
Material keit dehnungauf ver-

100 mm minderung 
kgfqcm 

I 
kgfqcm I Dfo I Ofo 

kalt-
i nicht deut- / 
I lieh aus- 1 

gezogen I geprägt vor-~ 6589 8,8 46,4 
handen 

I 

ausgeglüht I 3195 0. 4395 26,6 64,4 3159 u. I 

~ft~~ 
'C~<W- : \ 

, I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 

l 
Jtse _..,-~~~, I 

I I I 

~I .: II ::I 
~~ I 
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~~ ~I 1 
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I ! I 
; I 
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Fig. 32. 

"i 

I 

I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 

Arbeits-
vermögen 

kgmfccm 

3,3 

8,7 

Die zugehörigen Dehnungslinien sind in Fig. 32 wiedergegeben. 
Wie ersichtlich, besitzt das ausgeglühte Material weit geringere Zug­
festigkeit und bedeutend größere Bruchdehnung als das im gezogenen 
Zustand belassene Flußeisen. 

Eigene Versuche mit Stahldraht (1916) ergaben folgende 
Werte. 
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------·--------
I 

Ausgeglüht 
Dwhm~~' I 

Kaltgezogen 

Kz I <p auf 100 mm K: I <p auf lOOmm 
mm kgfqcm Dfo kg/qrm Ofo 

1 I 24560 

I 
0,8 7848 

I 
7,5 

1 24110 1,2 8608 7,0 

1,5 

I 
21530 I 1,0 7345 

I 
5,5 

1,5 23080 I 1,5 8814 5,6 
··-· -----

2 I 18620 3,0 6688 8,7 
- --- -------

2,5 

I 
18010 2,2 8859 7,1 

2,5 18560 2,5 9409 7,7 
... 

I I 3,0 17540 3,9 8062 8,2 
3,0 I 17360 

! 3,4 8840 8,5 
------·-

4,0 I 16110 3,7 8274 6,0 
4,0 I 17600 2,3 8473 7,0 

Im allgemeinen wird zu erwägen sein, ob die mit dem Kaltziehen 
(überhaupt Kaltbearbeiten) verbundene Minderung der Zähigkeit zu­
lässig erscheint oder ob. die Anwendung des Vergütens (d. i. Härten 
und .Anlassen s. o.) vorzuziehen ist. 

Über den die Zähigkeit stark vermindernden Einfluß der Erwär­
mung kaltbearbeiteten Flußeisens auf 200 bis 400° C vgl. dasS. 171, 
Fußbemerkung, Gesagte. 

Der Einfluß der Versuchstemperatur auf Material, das nach Maß­
gabe des hier unter a und b Angeführten behandelt (vergütet) wor­
den ist, wird durch besondere Untersuchungen festzustellen sein. 
Nach den bisher gewonnenen Ergebnissen kann dieser Einfluß recht 
bedeutend sein. 
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II. Druck. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren 
Richtungslinie in die Stabachse fällt, und die diese zu verkürzen 
strebt. Die Querschnittsabmessungen werden als so bedeutend voraus­
gesetzt, daß der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt. 

§ 11. Formänderung. Druckfestigkeit. 
Wie wir in § 1 und § 2 sahen, erfährt der Stab unter Einwir­

kQ.ng der Druckkraft gleichzeitig eine Zusammendrückung in 
Richtung der Achse und eine Vergrößerung der Querschnitte, eine 
Querausdehnung. Die Umkehrung der Spannungsrichtung hat auch 
eine Umkehrung der Formänderung zur Folge. 

Dementsprechend werden für den auf Druck in Anspruch ge­
nommenen Körper die zur Beurteilung nötigen Beziehungen sich 
durch Umkehrung der im Bisherigen für Zugbeanspruchung aufge­
stellten Gleichungen gewinnen lassen, in welcher Beziehung auf § 12 
zu verweisen ist. 

Wir erhalten so - indem wir zum Teil früher Bemerktes wieder­
holen - die Größen: 

negative Dehnung, d. i. die auf die Einheit der ursprüng­
lichen Länge l bezogene Verkürzung, 

Dehnungszahl gegenüber Druck, d. i. die Verkürzung eines 
Stabes von der ursprünglichen Länge 1 bei der Belastung 
von 1 Kilogramm auf die Flächeneinheit, oder kurz: die Ver­
kürzung der Längeneinheit für das Kilogramm Pressung, und ' 
für den Fall, daß diese Zahl bis zu einer gewissen Pressung 
konstant ist, in der letzteren die 

Proportionalitätsgrenze gegenüber Druck, 
Elastizitätsgrenze gegenüber Druck, d. i. diejenige Druck­

spannung, bis zu der hin das Material sich als vollkommen 
oder doch als nahezu vollkommen elastisch erweist, 

Fließ- oder Quetschgrenze, d. i. diejenige Druckspannung, 
bei der das Material beginnt, verhältnismäßig rasch nach­
zugeben, ohne daß Zerstörung eintritt. 

Hinsichtlich dieser Größen gelten sinngemäß dieselben Bemer­
kungen, die in § 2 und 3 über sie für den Fall gemacht worden 
sind, daß es sich um Belastung durch eine Zugkraft handelt. 
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Wird die Belastung des in eine Prüfungsmaschine gespannten 
Prisma fortgesetzt gesteigert, so tritt schließlich der Augenblick ein, 
in dem der Widerltand des gedrückten Körpers aufhört, der Be­
lastung das Gleichgewicht zu halten; der Widerstand erscheint über­
wunden: das Prisma wird zerdrückt, d. h. mehr oder minder voll­
ständig zertrümmert, wie z. B. harte Gesteine, oder es wird zerquetscht, 
d. h. sein Material weicht nach den Seiten aus, fließt seitlich ab, wie 
z. B. Blei. Streng genommen, wird in beiden Fällen der Widerstand 
dadurch überwunden, daß das Material nach den Seiten ausweicht: 
im ersteren Falle erfolgt diese Ausweichung nach vorhergegangener 
oder gleichzeitiger Zertrümmerung, im letzteren dagegen behält der 
Stoff, weil er weich und bildsam ist, seinen Zusammenhang bei. 

Beobachten wir einen dem Zerdrücken ausgesetzten Sandstein­
würfel, so sieht man bei normalem Verlaufe an den Mantelflächen 
Platten sich ablösen, die in der Mitte stärker sind als uach den in 
die Druckflächen verlaufenden Rändern hin. Im Innern dagegen 
bilden sich zwei pyramidale Bruchstücke aus, wie dies Fig. 1 auf 
Taf. VIII deutlich erkennen läßt; die Platten, die sich seitlich lösten, 
sind hierbei weggenommen. Man erkennt, wie das Material von den 
beiden Stirnflächen aus je in pyramidaler Form in das Innere ge­
drückt worden ist. (Vgl. auch § 13, Ziff. 2, a, D.) Werden die Druck­
platten der Prüfungsmaschine einander noch weiter genähert, so pflegt 
sich der Zusammenhang der beiden Pyramiden durch Abschiebung 

.zu lösen. 

Ein dem Zerdrücken ausgesetzter Bleizylinder baucht sich zu­
nächst aus, wie Fig. 2 auf Taf. VIII zeigt, und geht schließlich bei 
fortgesetzter Näherung der Druckplatten in eine immer dünner wer­
dende Scheibe über. Ursprünglich besaß der wiedergegebene Zylinder 
einen Durchmesser und eine Höhe von je 80 mm; sein Mantel war 
durch 7 Parallelkreise in Abständen von je 10 mm und durch 25 senk-

rechte Gerade in Abständen von je 1l 80 = 10,05 mm in 200 Quadrate 
• 25 

eingeteilt. Fig. 2 stellt den Zylinder dar, nachdem er auf 64 mm, 
d. i. 0,8 seiner ursprünglichen Höhe, zusammen:gedrückt ist. Wie er­
sichtlich, haben sich die Höhen der beiden End- oder Stirnschichten 
am stärksten vermindert: von 10 mm auf 6,5 mm, d. h. um. 35°/0 

gegen 20°/0 . durchschnittliche Verringerung, entsprechend einer Be­
wegung des Materials in das Innere des Körpers, von wo aus der 
Stoff nach dem Umfange zu ausweicht. Diese Einwärtsbewegu:rag des 
Materials in der Richtung des Druckes ist offenbar in der Mitte der 
Druckfläche am stärksten und nimmt nach außen ab, infolgedessen 
erscheint auch die Druckverteilung über den Querschnitt - jeden-
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falls während des Fließens - nicht mehr als gleichmäßig, sondern 
derart ungleichförmig, daß die Pressung von innen nach außen 
abnimmt 1). 

Fig. 3 auf Taf. IX und Fig. 4 geben einen Bleiwürfel wieder, 
der ursprünglich 80 mm Seitenlänge besaß, und dessen 6 Begrenzungs­

ebenen je in 64 gleiche Quadrate­
eingeteilt worden waren. Fig. 3 

I 
I 
i 

- ----:-------
1 

I 
I 

Fig. 4. 

zeigt den stark zusammengedrück­
ten Körper und läßt deutlich die 
Figuren erkennen, in welche die­
kleinen Quadrate übergegangen sind, 
sowie den Umstand, daß auch hier 

t- die beiden Stirnschichten am mei­
sten zusammengepreßt wurden, oder 
richtiger, daß deren Material zum 
Teil in das Innere gedrückt wor­
den ist. Der Grundriß Fig. 4 gibt 
die eigentümliche Wölbung wieder, 
welche die ursprünglich ebenen vier 
Seitenfllächen bei der Zusammen-
drückung angenommen haben. 

Fig. 5 zeigt einen Gummizylinder von ursprünglich 6,9 cm 
Durchmesser und 18 cm Höhe, welchen Abmessungen die gestrichelte 
Abblldung entspricht. Unter Einwirkung der Druckbelastung geht 
der Zylinder in die durch ausgezogene Linien dargestellte eigen­
artige Form über. 

Die 3 in Fig. 6 auf Taf. IX dargestellten Bruchstücke gehören 
Gußeisenzylindern von verschiedener Höhe an. Auch hier ist zu­
nächst eine Ausbauchung zu beobachten, die schließlich in Zerstö­
rung übergeht. Die höheren Zylinder (40 mm bei 19,9 mm Durch­
messer) schieben sich ab, die niederen (19,8 mm Höhe bei 19,8 mm 
Durchmesser) erfahren die aus der Figur ersichtliche eigenartige 
Zertrümmerung. (Vgl. § 13, Ziff. 1 a.) Bemerkenswert •erscheint, daß 
das Gußeisen, das beim Zugversuch nur sehr geringe Formände­
rungen aushält, ehe es bricht, sich beim Druckversuch weniger 
spröde verhält, eine Folge des Umstandes, daß die Graphitteilchen, 
mit denen das Gußeisen durchsetzt ist, dem Druck gegenüber wider­
standsfähiger sind, als dem Zug gegenüber. Die Zerstörung erfolgt 

1 ) Es hängt dies zusammen mit dem Einfluß der Reibung zwischen Druck­
platte der Versuchsmaschine und Stirnfläche des geprüften Körpers (vgl. § 14). 
Die obenerwähnte Druckverteilung zeigt sich auch bei dem Schmiermaterial, 
das sich zwischen Zapfen und Lagersclude befindet (vgl. Fußbemerkung S. 192). 



C. Bach, Elastizität. 7. Aufl. Taf. IX. 

Fig. 6, § 11, S. 188, 193. 

Fig. 3, § 11, S. 188. 

Fig. 8, § 11, S. 189. 

Fig. 21, § 13, S. 209. 



C. Bach, Elastizität. 7. Auß. Taj. X. 

Fig. 9, § 11, S. 189. 
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schließlich durch Abschieben längs Jnächen, die gegen die Druck­
richtung geneigt sind (vgl. das in § 3 zu Fig. 2, Taf. I Bemerkte). 
Noch ausgeprägter ist das bei Lagermetall zu beobachten, bei dem 
sich in einem Fall ein Druckkegel ausbildete, wie Fig. 7, Taf. IX 
erkennen läßt. 

Zähes Flußeisen in genügend kurzen Stücken verhält sich ähn­
lich wie Blei. Die Versuchszylinder nehmen faßartige Gestalt an, 
ohne daß eine Zerstörung eintritt. 

Bei Schweißeisen läßt sich in der Regel Aufspalten in der Längs­
richtung beobachten (vgl. Fig. 8, Taf. IX), eine Folge der geringeren 
Festigkeit quer zur Walzrichtung. 

Fig. 9 und 10 auf Taf. X stellen zwei ver­
schiedene Seitenfliichen eines Bronzewürfels dar, 
der, bevor er der Druckprobe unterworfen 
wurde, durch Hobeln mit ebenen Flächen ver­
sehen worden war. Die Gestaltung, welche die 
Seitenflächen unter Einwirkung des Druckes 
gegen die Stirnflächen angenommen haben, ist 
eine eigenartige, die inneren Strukturverhält­
nisse nach außen übertragende und deshalb 
außerordentlich lehrreich. Der Umstand, daß 
die vom Hobelstahl herrührenden, ursprünglich 
genau wagrechten, also parallel zu den Stirn­
flächen laufenden Striche noch deutlich zu sehen 
sind, läßt die Formänderungen noch deutlicher 
hervortreten, als es sonst der Fall sein würde. 

Die Belastung, bei der der Widerstand des 
gedrückten Körpers überwunden wird, dieser 

Fig. 5. 

also der Zertrümmerung verfällt oder in dem geschilderten Sinne 
nach der Seite abfließt, heißt Bruchbelastung. Die Pressung, die 
dieser Belastung, die mit P .,. .. ., bezeichnet werden mag, entspricht, 
wird Druckfestigkeit genannt. Dieselbe ist hiernach 

K = Bruchbelastung . 
Stabquerschnitt 

In der Regel pflegt man als Nenner den ursprünglichen Quer­
schnitt f des Stabes in die Rechnung einzuführen und erhält 
dann in 

K=!;~ . .... . t) 

die Druckfestigkeit, bezogen auf den ursprün,glichen Stab­
querschnitt (vgl. das in § 3 über die Zugfestigkeit Bemerkte). 
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Wie aus dem Späteren sich ergibt, ist die so ermittelte Druck­
festigkeit abhängig von der Höhe des gedrückten Körpers, derart, 
daß sie abnimmt mit zunehmender Höhe desselben. In der großen 
Mehrzahl der Fälle wird das Material der Druckprobe in Form von 
Würfeln unterworfen, weshalb man die hierbei ermittelte Druckfestig­
keit auch als "Würfelfestigkeit" bezeichnet, falls es zur Vermeidung 
von Mißverständnis geboten erscheint, das hervorzuheben. Wird die 
Druckfestigkeit an Körpern von großer Höhe bestimmt, was z. B. 
dann ein Bedürfnis ist, wenn das Material in Form von Säulen V er­
wendung finden soll, so kann nach dem Vorschlage des Verfassers 
von "Prismen·" oder "Säulenfestigkeit" gesprochen werden 
(vgl. S. 201 u. f.). Wo von Druckfestigkeit schlechthin die Rede ist, 
darf man annehmen, daß die an Würfeln oder an ·Zylindern, deren 
Höhe gleich dem Durchmesser, ermittelte gemeint ist. 

Wenn für ein Material das Verhältnis der Säulenfestigkeit zur 
Würfelfestigkeit zutreffend angegeben werden soll,· so muß daran 
festgehalten werden, daß es sich um das Verhältnis der Druckfestig­
keiten zweier Körper handelt, die sich nur durch ihre Höhe vonein­
ander unterscheiden dürfen1). 

Körper aus Materialien, die unter Einwirkung der Druckbelastung 
nach der Seite ausweichen, ohne daß hierbei eine Zerstörung eintritt, 
vergrößern ihren Querschnitt; infolgedessen wächst die zu weiterer 
Zusammendrückung erforderliche Kraft. In solchen Fällen ist es un­
zulässig, die am Ende einer weitgetriebenen Zusammendrückung 
beobachtete Kraft Pmax durch den ursprünglichen Querschnitt .zu 
dividieren und in dresem Quotienten ein Maß der Widerstandsfähig­
keit des Materials erblicken zu wollen. 

Diese erscheint gegenüber den Zwecken der Konstruktion er­
schöpft, sobald das Abfließen nach der Seite beginnt; die Druck­
festigkeit ist dann die Fließ- oder Quetschgrenze. 

§ 12. Gleichungen der Druckelastizität und Druckfestigkeit. 

1.- Es bedeuten für den prismatischen Stab 
P die auf Druck wirkende Kraft, 
f die Größe des ursprünglichen Querschnitts, 
l die Länge des Stabes vor Einwirkung der Kraft, 
2 die Verkürzung, die der . Stab durch P erfährt, 

i) Hiergegen wird häufig gefehlt (vgl. "Armierter Beton", Heft 7 und 8, 
1916). 
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- e = _! die negative Dehnung, d. i. die verhältnismäßige Zusammen­
Z 

drückung oder Verkürzung, 
a die Dehnungszahl gegenüber Druckbeanspruchung, d. i. die Ver­

kürzung der Längeneinheit für das Kilogramm Spannung, 
- a die Spannung, die mit der Dehnung - e verknüP,ft ist, also 

. ' durch P hervorgerufen wird, 
k die zulässige Anstrengung des Materials gegenüber Druckbean­

spruchung. 
Dann gilt 

P=-af. 

P<kf .. 

p 
l=-ala=al-

f 

1) 

2) 

3) 

2. Für einen gedrückten Stab mit veränderlichem Querschnitt, 
entsprechend der Fig. 1 in § 6, jedoch mit auf Verkürzung hinwir­
kender Kraft P, gelangt man bei Benutzung der daselbst einge­
führten Größen f0 und x zu den Beziehungen 

P< kf0 • . . 4) 

! 

J dx 
l=PaT . . . . . . 5) 

0 

Die Voraussetzungen, die diesen Gleichungen zugrunde liegen, 
sind: 

1. Die äußeren Kräfte ergeben für jeden Querschnitt nur eine 
in die Stabachse fallende Druckkraft. 

2. Auf die Stirnflächen des Stabes wirken nur senkrecht gegen 
dieselben gerichtete Kräfte. 

3. Auf die Mantelfläche des Stabes wirken Kräfte nicht. 
4. Der Einfluß des Eigengewichtes des Körpers kommt nicht 

in Betracht. 
5. Die Abmessungen des Querschnittes sind so bedeutend, daß 

der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt. 
6. Die Dehnungen und Spannungen sind in allen Punkten des 

beliebigen Querschnittes gleich groß. (Gleichmäßige Verteilung 
der Druckkraft über den Querschnitt.) 

7. Die Form des Querschnittes ist gleichgültig. 
8. Sofern nur die Voraussetzung 5 erfüllt wird , ist die Länge 

oder Höhe des Stabes ohne Einfluß .. 
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§ 13. Druckversuche. 
Einfluß der Gestalt des Körpers auf die Druckfestigkeit. 

Der Probekörper muß so in die Prüfungsmaschine eingespannt 
werden, daß die Druckkraft sich möglichst gleichmäßig über den 
Querschnitt verteilt. Zur Erfüllung dieser Bedingung werdeh die 
beiden Druckplatten der Einspannvorrichtung möglichst leicht be­
weglich angeordnet (kugelige Lagerung, vgl. § 8, Fig. 5 ); außerdem 
werden die Probekörper je mit zwei möglichst genau parallelen, 
ebenen Druckflächen (durch Hobeln - erforderlichenfalls mit Dia­
mant- oder durch Abdrehen auf der Planscheibe, durch Schleifen usw.) 
versehen. Das zuweilen noch gebrauchte Verfahren, die Befriedigung 
der letzteren Forderung dadurch zu umgehen, daß zwischen Druck­
platte und Probekörper nachgiebige Scheiben, wie z. B. Bleiplatten, 
gelegt werden, erscheint unzulässig. Dieses bildsame, unter der hohen 
Pressung wie dicke Flüssigkeit sich verhaltende Material wird bei 
Probekörpern aus einigermaßen festen und dichten Stoffen wie Eisen, 
Basalt u. dgl. herausgequetscht, also nicht nur nichts nützen, sondern 
vielmehr zu einer ungleichmäßigen Verteilung des Druckes über die 
Stirnfläche Veranlassung geben 1), bei Probekörpern aus porösen oder 
Vertiefungen besitzenden Steinen u. dgl. überdies in die Poren sowie 
Vertiefungen eindringen und auf Sprengung hinwirken, also zu dem 
Vorgange des Zerdrückens andere Wirkungen hinzufügen. 

Die in § 11 besprochenen Erscheinungen beim Zerdrücken der 
Körper treten in der geschilderten Reinheit nur dann auf, wenn die 
Probewürfel mit ihren parallelen, ebenen Stirnflächen gleichmäßig und 
unmittelbar an den Druckplatten anliegen. 

Die in den §§ 11 und 12 enthaltenen Gleichungen lassen die 
Gestalt des Körpers gleichgültig erscheinen, sofern nur nicht der Fall 
der Knickung(§ 23) vorliegt. Tatsächlich entspricht dies jedoch nicht 
der Wirklichkeit: die Querschnittsform ist nicht ganz gleichgültig. 
ganz besonders aber beeinflußt die Höhe des Körpers dessen Druck­
festigkeit, wobei die in § 14 erörterte Hinderung der Querdehnung 

1 ) Vergleiche in dieser Hinsicht die Ergebnisse der Versuche von Tower, 
betreffend die Verteilung des Zapfendrucks bei geschmierten Traglagern über 
die Länge des Zapfens. Die Pressung nimmt von der Mitte des Zapfens nach 
den Stirnflächen hin ab, zuerst langsam und später ziemlich rasch. (S. des Ver­
fassers Maschinenelemente im vierten Abschnitt unter "2. Tragzapfen", 2. (1892) 
bis 10. (1908) Auflage, in letzterer S. 497 u. f.) . 

Vergleiche ferner im Zentralblatt der Bauverwaltung 1899, S. 590 und 591; 
sowie 1900, S. 402 und 403 die Darlegungen in der Frage der Verwendung 
weicher Körper oder von Schmiermaterial zwischen Druckplatte und Versuchs­
körper, sowie die S. 43, Fußbemerkung, erwähnte Arbeit von Stribeck. 
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an den Stirnflächen einflußnehmend auftritt. In dieser Beziehung 
geben die nachstehenden Versuchsergebnisse deutlich Auskunft. 

1. Die Belastung trifft die ganze Stirnfläche des Probekörpers. 

a) Eigene Versuche mit Gußeisen (1884). 

Zylinder aus einem und demselben Gußeisen-Rundstab, der bei 
2,00 cm Durchmesser (bearbeitet) eine Zugfestigkeit von 1860 kgfqcm 
ergeben hatte. 

Die Zahlen sind das Mittel aus je 3 Versuchen. 

Höhe Durchmesser Querschnitt Druckfestigkeit 
Versuchsreihe nach GI. 1, § 11 

cm cm qcm kgfqcm 

1 4,00 1,99 3,11 7232 
2 1,98 1,98 3,08 7500 
3 1,00 I 1,99 3,11 8579 

I 

Die Druckfestigkeit wächst hiernach mit abnehmender 
Höhe der Versuchskörper, in der Hauptsache eine Folge der in 
§ 14 erörterten Hinderung der Querdehnung an den Stirnflächen, die 
gegen die beiden Platten der Versuchsmaschine gepreßt werden, also 
nicht eine Eigenschaft des Materials an sich. 

Sie beträgt für den Fall, daß die Höhe des Zylinders gleich 
dem Durchmesser desselben ist, das 

7500 
1860 ="' 4fache 

der Zugfestigkeit. 
Bei den Versuchsreihen 1 und 2 erhaltene Bruchstücke sind in 

Fig. 6, Taf. IX, dargestellt. 
Weitere Versuche mit Gußeisen s. S. 197 u. f. 
Bei dem hochwertigen Gußeisen, das S. 288 mit B 2 bezeichnet 

ist, fand sich für Kreiszylinder von 2 cm Durchmesser und 2 cm Höhe 

1. Druckfestigkeit= (8710 + 8714 + 8762): 3 = 8728 kgfqcm 
= 8728: 2535 = 3,44. Zugfestigkeit. 

2. Druckfestigkeit = (8133 + 8101 + 8048): 3 = 8094 kgfqcm 
= 8094: 2334 = 3,46. Zugfestigkeit. 

3. Druckfestigkeit = (8032 + 8127 + 8035): 3 = 8081 kgfqcm 
= 8081: 2261 = 3,57. Zugfestigkeit. 

C. Bach, Elastizität. 7. Aufi. 13 
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l>rismen von kreisförmigem und von quadratischem Quer­
schnitt aus einem und demselben Gußeisen-Rundstab, dessen Zug­
festigkeit zu 2082 kgfqcm ermittelt worden war. 

Querschnitts-
Durch- Quadrat- Höhe Quer- Druckfestigkeit 

form 
messer seite schnitt nach GI. 1, § 11 

cm cm cm qcm kgfqcm 

0 1,70 - 1,70 2,27 7771 
D - 1,70 1,70 2,89 7509 

Die Druckfestigkeit ergibt sich demnach für den kreis­
förmigen Querschnitt etwas größer als für den q uadrati­
s c h e n. Der Unterschied ist jedoch nicht bedeutend: 3,5 ° J 0• 

b) Versuche von Bauschinger mit Sandstein. 

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium 
der Königl. polytechnischen Schule in München. 6. Heft. 
München 1876.) 

Bauschinger stellte auf Grund der Ergebnisse seiner eigenen 
Versuche (s. S. 195 u. f.) und derjenigen anderer für die Druckfestig­
keit die Gleichung 

auf, gültig für Prismen, bei denen 

h < 5 a, sofern a 2 = (, d. i. a = Vf. 
Hierin bedeutet 

f' den Querschnitt des Prisma in qcm, 
u den Umfang dieses Querschnittes in cm, 
h die Höhe des Prisma in cm, 
K die Bruchbelastung in kgfqcm, 
a und ß Zahlenwerte, die von der Art des Materials abhängen. 

Bauschinger hält übrigens die einfachere Gleichung 

1) 

K=(a+ß ~7) V~ ......... 2) 

4 

für ausreichend; nur wenn die Ergebnisse der Versuche von Ron­
delet und Vicat einbezogen werden sollen, erscheint es nötig, auf 
Gleichung 1 zurückzugreifen. 
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A. Prismen von rechteckigem Querschnitt, hergestellt aus 
einer und derselben Platte von sehr feinem graublauen 

Schweizer Sandstein. 

Druckrichtung senkrecht zum Lager. 

Nr. ~-Seit~ a.~-~ei~: b Höhe h 

cm I cm cm 

Que~- DruckfestigkeitKinkgfqcm 
schmtt 

ab beobachtet I berechnet 
___ q,cm GI. I,§ 11 nachG1.3,§13 

- 1---, -2--/ --8--,- 4 5 ----- s 1 -~----

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

9,95 I 9,85 I 9,6 
10,0 I 9,85 I 9, 7 

6,0 I 5,85 I 5,7 
5,2 I 5,2 5,05 
4,8 4,7 1,1 
5,0 4,6 1,1 
4,4 I 9,7 1,1 

98,01 
98,60 
35,10 
27,04 
22,56 
23,00 
42,68 

680 
685 
670 
690 

1950 
1910 
2140 

666 
663 
670 
666 

1805 
1818 
2273 

Die Versuche Nr. 1 bis 4 sind angestellt mit Prismen, deren Quer­
schnitt als quadratisch angesehen werden darf, und deren Höhe ange­
nähert gleich der Seite des Quadrates ist. Die Werte der Spalte 6 für 
diese 4 Versuche lassen erkennen, daß Würfel von verschiedener 
Größe, jedoch aus gleichem Material hergestellt, die gleiche 
Druckfestigkeft besitzen. . 

Die Versuche Nr. 5 und 6 beziehen sich auf Prismen mit an­
genähert quadratischem Querschnitt und einer Höhe, die weit kleiner 
ist als die Querschnittsabmessungen. Die Zahlen in der Spalte 6 
lehren, daß die Druckfestigkeit unter sonst gleichen Ver­
hältnissen mit abnehmender Höhe wächst, mit zunehmen­
der Höhe sich vermindert. 

Das Ergebnis des Versuches Nr. 7, verglichen mit den Ergeb­
nissen, die für Nr. 5 und 6 erlangt wurden, zeigt, daß die Druck­
festigkeit bei gleicher Höhe mit wachsender Grundfläche, 
d. i. mit verhältnismäßiger Abnahme der Höhe, zunimmt. 

Aus 18 derartigen Versuchen (Tab. III, S. 10 der Mitteilungen), 
wobei die Höhe h die Länge der Seiten nicht überschreitet, berechnen 
sich die Größen a und ß der Gleichung 1 zu a = 310 und ß = 346, 
so daß diese übergeht in 

( v7)l jvr 
K= 310+346T y :- ....... 3) 

13* 
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Die Übereinstimmung der hieraus ermittelten und in Spalte 7 
eingetragenen Werte mit den beoba.chteten (Spalte 6) ist eine recht gute. 

B. Prismen wie unter A. 

Druckrichtung parallel zum Lager. 

Quer- DruckfestigkeitKin kg/ qcm 
Nr. Seite a Seite b Höhe h schnitt 

ab beobachtet I berechnet 
cm cm cm qcm GI. I,§ 11 nachGI.4,§~3 

1 2 3 4 5 6 I 7 

1 10,0 9,9 29,5 99 444 371 
2 10,0 9,8 9,7 98 602 588 
3 6,6 6,5 4,75 42,9 676 684 
4 4,8 4,6 1,4 22,08 1540 1337 
b 4,7 10,0 1,4 47,00 1850 1767 

Aus 17 derartigen Versuchen (Tab. li, S. 9 der Mitteilungen), 
wobei die Höhe h die Querschnittsabmessungen bedeutend über­
schreitet, ergibt sich er.= 262 und ß = 320, also 

. . . . • 4) 

C. Prismen von kreisförmigem und von rechteckigem 
Querschnitt, hergestellt aus feinkörnigem gelben Bunt­

sandstein (Heilbronn). 

Aus 18 solchen Versuchen (Tab. V, S. 11 der Mitteilungen) wird 
unter Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur Bestim­
mung der Werte a und ß in Gleichung 1 erhalten 

für die rechteckigen Prismen: 

x~(s•1+121 V!)f'! ....... 5) 

für die Kreiszylinder: 

( v7)vv7 K= 369+1loT = ....... 6) 
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für sämtliche Prismen: 

( v7)J;v7 K= 358+118h / : ....... 7) 

Im ganzen erweist sich hiernach der Einfluß der Querschnitts­
form auf die Festigkeit kurzer Prismen - im Gegensatz zu dem­
jenigen der Höhe als nicht bedeutend. 

Druckrichtung parallel zum Lager. 

I I I Querschnitt Druckfestigkeit in kgfqcm 
Quer- Durch· Seite Seite : Höhe 1 :r d• - b h t 

Nr. schnitts· messer a 1 b I h I 4 beob- erec ne 
form d I 1 bzw. ab achtet GI 5 --

· Gl.l 11 . GI. 7 
cm cm I cm 1 cm , qcm I '§ bzw. 6 

I 2 3 4--5-~---6--l- 7-- 8 9 -1-0-

1 0 - 9,25 9,18 36,3 84,91 381 377 387 
2 0 9,2 - - 36,25 66,47 451 418 407 
3 0 - 9,05 9,17 12,45 82,99 440 436 444 
4 0 9,22 - - 12,20 66,76 463 473 473 
5 0 - 9,20 9,22 2,73 84,82 790 754 755 
6 0 9,15 - - 2,90 65,75 806 733 729 

Der Vergleich der Ergebnisse für 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6 
zeigt die Druckfestigkeit bei kreisförmigem Querschnitt größer als 
bei quadratischem, und zwar um 15°/0 bzw. 5°/0 bzw. 20fo. 

c) Eigene Versuche zur Prüfung der Gleichungen 1 und 2 (1910). 

• Gußeisen, je 3 Versuchskörper. 

Durchmesser 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 cm 
Höhe 1,0 2,8 4,0 6,0 15,0 " 
Druckfestigkeit nach { 8528 6911 6621 6512 6216kgfqcm 

8586 6956 6789 6537 6208 " Gl. 1, § 11 . 
8325 7065 6732 6325 6166 " 

Durchschnitt 8479 6977 6714 6458 6197 " Gleichung 1 liefert mit 
a = 5 700 u. fJ = 920 8479 6921 6661 6458 6216 " Gleichung 2 liefert mit 
a= 5365 u. fJ=867 8481 6920 6661 6458 6215 " 

Hiernach ergibt bereits Gleichung 2 eine sehr gute Überein-
stimmung mit den Versuchswerten. In Fig. 1 ist die Kurve nach 
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Gleichung 2 (mit a = 5365, ß = 867, Vf= 2,4814, ~ = 2,1991) 
4 

dargestellt. Die eingetragenen Punkte entsprechen den Einzelwerten 
der Versuche. 

o 1 t.a 1t 1S 

Fig. I. 

Das S. 202 besprochene Verhältnis der Säulenfestigkeit zur 
Würfelfestigkeit (vgl. S. 190) findet sich bei Zugrundelegung der Werte 
für den 2,8 cm und den 15 cm hohen Körper (15 : 2,8 = 5,36) zu 
6197: 6977 = 0,89. 

d) Eigene Versuche mit Blei (18B4). 

Zylinder aus einem und demselben Gußbleikörper durch Drehen 
hergestellt. 

--- --- -- - - - --

Belastung in kgfqcm, bei 

Höhe Durch- Quer- Raum- der das Material 
Nr. messer schnitt gewicht I ausweicht, noch nicht d. h. seitlich 

I ausweicht cm cm qcm 
I 

abfließt 
I 

1 7,05 3,525 9,76 11,37 46 51 
2 3,47 3,53 9,79 11,36 59 69 
3 1,01 3,48 9,51 11,35 105 126 

i 
I 
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Hiernach steigt bei nahezu gleichem Durchmesser von rund 
3,5 cm die Belastung, die das Blei erträgt, ohne nach der Seite aus­
zuweichen, von 46 kgfqcm auf 105 kgfqcm, wenn die Höhe des Zy­
linders 7,05 cm auf 1,01 cm vermindert wird. 

Gußblei in Würfeln von rund 8 cm Seitenlänge ertrug Be­
lastung von 50 kgfqcm; mit 72 kgfqcm belastet, wich dasselbe fort­
gesetzt, wenn auch sehr langsam, aus. 

Gußblei in Form von Scheiben, deren Durchmesser 16 cm 

und deren Stärke 1,5 cm, vertrug eine Belastung von 100 kgfqcm; 
bei 150 kgfqcm wich das Material sehr langsam nach der Seite aus. 

Weichwalzblei in Form von Scheiben verhielt sich nicht 

wesentlich anders als Gußblei. 
Aus den angeführten Zahlen erhellt deutlich die Zunahme der 

Druckfestigkeit bei Abnahme der Höhe der Bleikörper. 
(S. au<;Jh Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1885, 

s. 629 u. f.) 

e) Eigener Versuch mit Kupfer (1910). 

Ein Zylinder aus geglühtem Kupfer von 10,0 mm Durchmesser 
und 15,00 mm Höhe wurde der Druckprobe unterworfen und dabei 

~=-------- --------10,1( """""""- -- ·- ------- - ...... 
100001 __ 1 ________________________ _ 

-t --1--------------- ---- -·- ·-- ----
I I sovo t'f-------------- ____ _ 
t -1,~---- -- --· ----- - ---
~ ~ 

•o: -\~------- -- -----~"' 
~ ---,- ---- --- --- - -- • II' 

"i \ /.;J' 
---\- -- ------ ,,~ 

"-..'of" 
~ _j +- .o.p/'.)-• 

J N ~\,•"' 
--;;-

Fig. 2. 

bestimmt 1. die wirkende Kraft, 2. die bleibende Zusammendrückung 
des Zylinders, nachdem die Lasten von 1000, 2000, 3000 kg usf. je 
30 Sekunden lang gewirkt hatten, 3. der Durchmesser des Zylinders 
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in der Mitte der eingetretenen Ausbauchung. Die Ergebnisse sind 
in Fig. 2 zeichnerisch dargestellt; gestrichelt ist in dieser die Linie 
der bleibenden Zusammendrückungen für je 1000 kg eingezeichnet. 
Diese nehmen zunächst in folge der stärkeren Nachgiebigkeit des 
Kupfers zu, später jedoch ab, weil der Durchmesser des Zylinders 
stark gewachsen ist. 

Höhe Bleibende 

- Zu~ah~e ···-~ . -- . 

der bleibenden · Größter 
Belastung des Zusammen- Zusammen- \Durchmesser des 

Zylinders drückung drückung für I Zylinders 
1000 kg I 

kg mm mm mm I mm I 

0 15,00 10,0 
1000 0,59 

0 14,41 0,59 
2000 1,32 

0 13,09 1,91 
3000 1,68 

0 11,41 3,59 
4000 1,64 

0 9,77 5,23 
5000 1,36 

0 8,41 6,59 
6000 1,05 

0 7,36 7,64 14,5 
7000 0,85 

0 6,51 8,49 
8000 0,66 

0 5,85 9,15 
9000 0,54 

0 5,31 9,69 
10000 0,43 

0 4,88 10,12 18,0 

f) Eigene Versuche mit Holz (1910). 

a) Würfel aus Buchenholz (Raumgewicht 0,66) in Richtung 
der Fasern gedrückt. Die Druckfestigkeit ergab sich zu 499 kgfqcm. 
Das Aussehen des Körpers nach der Prüfung zeigt Fig. 3, Taf. XI. 
Die einzelnen Fasern sind örtlich ausgeknickt. 

b) Würfel aus Tannenholz (Raumgewicht 0,46), in Richtung 
der Fasern gedrückt. Die Druckfestigkeit ergab sich zu 459 kgfqcm. 
Fig. 4, Taf. XI, zeigt den Körper nach der Prüfung. Auch hier sind 
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Fig. 14. Fig. ln, Fig. 3, § 13, S 200. 
§ 13, S. 205. 

Fig. 7, § 13, S. 20:&. 
Fig. 4, § 13, S. 200. 

Fig. 5, § 13, S. 201. 

Fig. 8, § 13, S. 202. 
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die einzelnen Fasern a.usgeknickt. Außerdem ist Spaltung eingetreten 
infolge der geringen Festigkeit in Richtung quer zur Faser. 

c) Würfel aus Buchenholz (Raumgewicht 0,77), quer zur Rich­
tung der Fasern gedrückt. Die Druckfestigkeit ergab sich zu 
144 kgfqcm. Fig. 5, Taf. XI, zeigt den Körper nach der Prüfung und 
läßt die längs den Jahresringen eingetretene Verschiebung erkennen. 

Weitere Versuchsergebnisse und Zahlenwerte für die häufig zur 
Verwendung gelangenden Hölzer s. Mitteilungen über Forschungsarbei­
ten Heft 131, sowie "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder", Ab­
schnitt XII. 

g) Eigene Versu ehe mit Beton (1913). 
Betonkörper quadratischen Querschnitts von a = 32 cm Seite 

und in Höhen von h = 16 bis 384 cm, somit h: a = 0,5 bis 12, wur­
den im Alter von 45 Tagen senkrecht stehend, zwischen oben und 

210 

1t 

Fig. 6. 

unten kugelig gelagerten Druckplatten der Druckprobe unterworfen. 
Sie ergaben - ohne daß bei den hohen Körpern der Fall des Aus­
knickans eintrat -
bei der Körperhöhe k = 16 

"----

die Druckfe stigkeiten 427 r16 
438 

Mittel 427 
für k:a 0,5 

32 

302 
306 
321 
310 

1 

64 

283 
283 
299 
288 

2 

256 

288 
258 
265 
270 

8 

I 384cm 

266 kgfqcm 
268 " 254 " 
263 kgfqcm 
12 
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Werden zu den Werten von h (oder h : a) als wagrechten Abszissen 
die zugehörigen Druckfestigkeiten als senkrechte Ordinaten aufge­
tragen, so findet sich mit den Mittelwerten in Fig. 6 die ausgezogene 
Linie; die Einzelwerte sind gleichfalls eingetragen. 

Die Linie verläuft ganz ähnlich wie diejenige in Fig. 1, gültig 
für Gußeisen. 

Das Verhältnis der Säulenfestigkeit zur Würfelfestigkeit ergibt 
sich für k = 8 a 1t = 12 a 

ZU 0,87 0,85 
irrfolgessen bei sorgfältiger Herstellung des Betons man ausreichend 
sicher gehen wird, wenn die Säulenfestigkeit zu 0,8 der Würfelfestig-· 
keit angenommen wird. (Näheres s. Deutsche Bauzeitung, :Mitteilungen 
über Zement, Beton- und Eisenbetonbau 1914, Nr. 5.) 

h) Eigene Versuche mit dünnwandigen Hohlzylindern aus 
Flußeisen (1910). 

Wird ein Rohr in Richtung seiner Achse gedrückt, so treten bei 
nicht· zu kurzer Länge des Rohres wellenförmige Wülste auf, die sich 
zuerst in der Nähe der Rohrenden bilden (vgl. Fig. 7 und 8, Taf. XI); 
die Rohrwand knickt hier aus. Diese Erscheinung läßt sich der An­
schauung näher bringen, wenn man sich das Rohr der Länge nach 
durch Einschnitte von beiden Enden her in einzelne schmale Streifen, 
deren Querschnitt Ringsektorenform besitzt, zerlegt denkt, auf die 
je eine Druckkraft wirkt. Jeder diesor Streifen hat das Bestreben. 
auszuknicken, dem der in Wirklichkeit vorhandene Zusammenhang 
mit dem Nachbarmaterial entgegenwirkt. Daß das Ausknicken in 
der Nähe der Enden zuerst erfolgt, "hat seinen Grund in der größeren 
Nachgiebigkeit der Streifenenden an den Stirnflächen. Die Länge, 
auf welche die Ausbauchung der Rohrwand eintritt, hängt ab von 
der Wirksamkeit der Versteifung durch den seitlichen Material­
zusammenhang (d. h. vom Rohrdurchmesser) und von der Wandstärke; 
dieselben Größen beeinflussen auch die Widerstandsfähigkeit gegen 
Druck. 

Zum Zwecke der Ermittlung dieser Widerstandsfähigkeit wurden 
aus Flußeisen von etwa 4800 kgfqcm Zugfestigkeit Hohlzylinder von 
34 mm mittlerem Durchmesser bei verschiedenen Wandstärken her­
gestellt und in der aus Fig. 9, S. 204, ersichtlichen Weise der Druckprobe 
unterworfen, wobei sich der Druck auf den mittleren Kreis von 
34 mm Durchmesser überträgt. Die Versuche mit den 50 mm hohen 
Zylindern ergaben die in der folgenden Zahlentafel enthaltenen und 
in Fig. 10 eingetragenen Werte. (Körper mit 100 und 150mm Höhe 
lieferten fast gerrau dieselben Festigkeiten.) 



Äußerer 
Durch­
messer 

D 

cm 

Wand­
stärke 

s 

cm 
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Quer­
schnitt 
'f= 

n(D-s)s 

qcm 

Belastung, bei welcher 

die Quetschgrenze des I die Wide~~ta~dsf~hig­
Materials erreicht ist keit des Rohres gegen-

(Belastung hört über Druck endgültig 
vorübergehend auf zu erschöpft ist (vgl. 

steigen) Fig. · 8, Taf. XI) 

P,, kg !Pdkgfqcm P kg 1 P:fkg/qcm 

3,89 I 0,50 5,325 
3,89 0,50 5,325 

15ooo i 2817 I 36480 I 6851 
152oo 1 2854 1 an~~-- i 6977 

~:~g-,- .g::f ~:~g 10800 I 3375 19280 I 6025 
9650 3016 16800 5250 

3,60 I 0,20 2,14 7215 3371 
3,60 0,20 2,14 7030 3285 

3,50 I' 0,10 1,07 3430 3206 
3,50 0,10 1,07 3550 3318 

--~--------~-------

3,43 0,053 0,56 1810 3234 

11340 
11100 

4390 
4540 

1730 
1850 

5299 
5187 

4103 
4243 

3145 
3304 

3,43 I 0,052 0,55 1730 3145 

----~------~------~------~--------~-------
3,40 1 o,o2o o,212 462 2179 
3,40 I 0,020 0,212 380 1792 

Wie ersichtlich, sinkt die Widerstandsfähigkeit gegen Druck von 
rund 6900 kgfqcm (bei 5 mm Wandstärke) fortgesetzt; bei dem 
0,52 mm starken Körper der 5. Versuchsreihe ist P: f nicht größer 
al<> Pq: {, bei dem zweiten 0,53 mm starken Körper dieser Reihe fand 
sieh P: f nur wenig größer als Pq: (, und bei 0,2 mm Wandstärke ist 
die Widerstandsfähigkeit des Rohres durch Ausbauchen (Wulstbildung) 
längst erschöpft, ehe die Quetschgrenze des Materials erreicht wird. 

Rohre, die gegenüber Druckbeanspruchung widerstands­
fähig sein sol1en, dürfen also im. Verhältnis zum Durch­
raesser nicht. zu dünnwandig gewählt werden. 

Soll die Widerstandsfähigkeit des Hohlzylinders erst mit Er­
reichen der Quetschgrenze erschöpft werden, und geht man davon ~us, 
.daß das der Fall sei bei dem ersten der Versuchskörper der 5. Reihe, 
so muß für das untersuchte Material die Wandstärke mindestens. 

0,052 1 . 
3 43 0 = --- des mittleren Durchmessers 

' - ,052 65 
betragen 1). Dabei ist einseitiger Belastung sowie der Möglichkeit des 
.seitlichen Eindrückens der Rohrwand durch äußere Kräfte noch nicht 

1) Im Fahrradbau usw. werden vielfach dünnwandige Rohre angewendet, 
die nicht selten durch Einknicken zugrunde gehen, weil bei ihnen. übersehen 
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Rechnung getragen. Überschreitet die Beanspruchung den Wert, welcher 
der Widerstandsfähigkeit entspricht (Kurve in Fig. 10), so knickt das 
Rohr einseitig ein (vgl. Fußbemerkung). 

Fig. 9. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I I I 
_l~·*_i._~ t .u.~l~ J 
I I I f ! 
I I I I I 

I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I : 
I I I I 

"'""' '!tl<>MA. ~ -
t J 

Fig. 10. 

Eigene Versuche mit Rohren anderer Abmessungen und aus 
verschiedenen Materialien bestehend, lieferten Ergebnisse, die sich 
mit Annäherung durch die Beziehung zusammenfassen lassen 

13/-y = 4 a 8 V ~ , . . . . . . . . . . . . 8) 

wurde, was im vorstehenden festzustellen war. Selbstverständlich darf, um 
eine gewisse Sicherheit zu schaffen, für das vorliegende Material mit s nicht bis 

1 auf 65 d herabgegangen werden. Soll für dasselbe die Druckbeanspruchung 

ungefähr 5000 kg/qcm, was etwa seiner Zugfestigkeit entsprechen würde, nicht 
überschreiten, so hätte Wahl des Verhältnisses s: d nach der 3. Versuchsreihe 
zu erfolgen, d. h. 

8 0,2 1 - 2: --- ----=-. 
d - 3,6 - 0,2 17 
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worin bezeichnen: 

a die Quetschgrenze des Materials, • 
8 und d die W andstärke, bzw. den mittleren Durchmesser 

des Rohres. 

Fig. 11 und 12, Taf. VI, zeigen die Bruchstücke vergüteten 
Chromnickelstahlrohres (d = 34 mm, s = 1,5 mm), P = 27 600 und 
30720 kg, entsprechend P:f= 16932 und 18847 kg/qcm. In Fig. 13 
ist ein nicht vergüteter Abschnitt desselben Rohres nach der Druck­
probe dargestellt (P= 16270 kg, P:f=9982 kgfqcm). 

Gehärtete Chromnickelstahlrohre von d = 58 mm und s = 2 mm. 
aus Material mit rund 17 000 kgfqcm Zugfestigkeit, ergaben P: f = 

14600 kgfqcm. 
Ganz ähnlich, jedoch in der Regel noch weit ungünstiger, liegen 

die Verhältnisse bei Hohlkörpern mit elliptischer oder auch anderer 
Begrenzung sowie bei aufgeschnittenen Rohren, bei dünnwandigen 
Profilstäben usw. 

Fig. 14, Taf. XI, zeigt einen Abschnitt eines im Feuer verzinkten 
Rohres nach Vornahme der Druckprobe. Deutlich ist zu sehen, wie 
der Zinkbelag an den Stellen abspringt, an denen sich Wülste (Fig. 8) 
auszubilden beginnen. 

Fig. 15, Taf. XI, gibt das Aussehen eines galvanisch verzinkten 
Rohrstückes wieder. Abspringen des Belags ist hier nicht erfolgt. 
Die Schweißnaht hat sich geöffnet (Zähigkeitsprohe ). 

2. Die Belastung trifft unmittelbar nur einen Teil der Querschnitts­
fläche des Probekörpers. 

a) Versuche von Bauschinger. 

Mitteilungen usw., 6. Heft, 1876, S. 13 u. f. 

D. Würfel mit einer durch Abschrägung der Kanten ver­
kleinerten Stirnfläche. 

Der Bruch erfolgte immer in der Weise, daß von der kleinen 
Druckfläche aus eine Pyramide in das Innere des Probestückes hinein­
getrieben und das umliegende Material auseinandergesprengt wurde. 

Bei den V ersuchen 1 bis 3 war die Stirnfläche von durchschnitt­
lich 98,5 qcm (Spalte 5) vermindert auf im Mittel 63,7 qcm (Spalte 9); 
die Festigkeit, die bei Würfelgestalt z. B. nach dem unter 1, b, A, 2 
angegebenen Versuch 685 kg (Spalte 6, S. 195) beträgt, sinkt beispiels­
weise bei V ersuch 3 auf 460 kg, sofern sie auf den Querschnitt a b 
bezogen wird, und steigt auf 702 kg bei Beziehung auf den Querschnitt 
a' b'. Hiernach würde sich die Druckfestigkeit eines solchen Körpers 
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Material, wie oben unter A bezeichnet. 

Druckrichtung senkrecht zum Lager. 
-

Würfelquerschnitt Stirnfläche 
Druckfestigkeit 

Ab- Kin kg/qcm 
... 

Höhe schrä- Be- bezogen auf 
"' -~---·- lastung 8 h gung I 8 i 

p den den x:y i = b ab abge- a' 

I 
b' a' b' Quer- Quer-z a ~ schnitt schnitt rundet 

i 
I 

ab a' b' 
cm cm cm I qcm cm I cm qcm kg P:ab P: a',b' 

4 5 I 7 I s 9 1 10 1 u 1 12 

1 9,8 10,1 I 9,9 i10o,o [1: 1 8,0 I 51000 510 807 7,9 '63,2 
2 9,7 9,8 9,9 97,0 2:1 7,9 8,0 1 63,2 45000 460 712 
3 9,7 9,95 9,9 98,5 3:1 8,05 8,05 64,8 45500 460 702 

4 9,85 10,0 9,751 97,5 1:2 6,2 6,0 37,2 34500 350 927 
5 9,90 10,1 110,05 101,5 2:2 6,3 6,25 39,4,35000 345 888 
6 9,80 10,1 9,8 99,0 3:2 6,2 6,0 37,2 32000 325 860 
7 9,80 9,9 10,0 99,0 4:2 6,9 6,1 36,0 31500 320 875 

8 9,75 10,0 9,8 98,0 1:3 4,4 4,2 18,5 23000 235 1243 
9 9,75 9,95 9,9 98,5 2:3 4,2 4,2 17,6 20500 210 1165 

10 9,75 10,05 10,0 100,5 3:3 4,4 4,2 18,5 23000 230 1243 
11 9,85 10,l0 9,75 98,5 5:3 4,2.5 4,1 17,4 19700 200 113:1 

(Fig. 16) zu groß ergeben, wenn man, von der an Würfeln ermit­
telten Festigkeit ausgehend, die Fläche a b der Rechnung zugrunde 
legt, und zu klein, .wenn die Fläche a' 1/ in die Rechnung eingeführt 
wird. Dieses vorauszusehende Ergebnis tritt um so schärfer hervor, 
je kleiner die Stirnfläche a' 1/. Für Versuch Nr. 11 erscheint die aus 

--:~ -: ! : I I ~- .~:·-~ 

:·T f_~·- _;-~~~~fj-i ----.0.---- --·-'--

'1:-- -----

Fig. 16. 

Versuchen mit Würfeln gewonnene Druckfestigkeit von 685 kg einer­
seits vermindert auf 200 kg, andererseits vergrößert auf 1132 kg, je 
nachdem die Bruchbelastung durch a b oder a' b' dividiert wird. 

Der Einfluß des Abschrägungsverhältnisses (Spalte 6) läßt sich 
zwar erkennen, wie ein Vergleich der Versuche 1 bis 3, 4 bis 7, 
8 bis 11 je unter sich lehrt, ist jedoch nicht sehr bedeutend. 
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E. Würfel aus dem unter A genannten Material. 

r-~~=;--
' I 
I 

'1 
I 
j_~ __ _y 

Fig. 17. 
Stahlprisma (von 39 mm Höhe) nur auf einer Seite. 

Der Druck wird durch Stahlprismen, deren Achsen mit denjenigen 
der Würfel zusammenfallen, und deren Kanten den Würfelkanten 
parallel laufen, nur auf einen Teil der Stirnfläche übertragen. 

Würfelquerschnitt 
Höhe 

.. 

.Nr. h 
I 

I 
a b I ab 

cm cm 1.cm I qcm 

1 \ 9,65 1 10,0 9,9 1 99,0 

2 19,70 I 9,85 9,9 I 97,5 
3 9,75 10,0 9,85 98,5 

I Stahlprisma 
_, __________ 

z 
cm 

6 

3,9 
5,7 
7,8 

I 

I 
z• 

I qcm 

7 

1 15,21 

\
. 32,49 

60,84 

Bruch-
belastung 

p 

kg 

8 

16000 
30000 
47000 

Druckfes tigkeit 
-- --- -~-

P:ab 

kgJqcm 

9 

162 
308 
477 

P:z• 

kgfqcm 

10 

1052 
923 
772 

Der Bruch erfolgte auch hier wieder in der Weise, daß von der 
Stirnfläche des Stahlprisma aus eine Pyramide in das Innere des Prisma 
getrieben und das umliegende Material auseinander gesprengt wurde. 

Fig. 18. 
Stahlprismen auf beiden Stirnftächen. 

-

Würfelquerschnitt I 
Höhe 

I I 
Nr. h a b ab 

cm cm I cm I qcm 

1 1 9, 7 
1

9,9 \10,0 \99,0 I 
2 1 9,75 9,65 9,9 95,5 

Stahlprisma 
I 

z . \ 
cm 

6 

5,7 
7,8 

I 
z2 

qcm 

7 

32,49 
60,84 

-
Druckfestigkeit 

Bruch-
belastung ---~---

P P:ab P:z2 

kg kgJqcm lkgJqcm 

8 

16000 
36000 

9 

162 
377 

10 

492 
592 
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Wie ersichtlich, ist die Bruchbelastung weit kleiner, wenn der 
Druck auf beide Stirnflächen durch die Stahlprismen wirkt. 

DiesA Ergebnisse sind in folgender Beziehung noch besonders 
bemerkenswert. Wird nach Gleichung 3 

x~(ato+a•s vnv: 
für ein quadratisches Prisma berechnet, dessen Querschnitt gleich 
dem der Stahlprismen und dessen Höhe gleich der Würfelhöhe ist, 
d. h., da dann Vf=z und u=4z, 

so ergibt sich 

für V ersuch 1 

,, ,, 2 

K=310+346 ~f, 

' 5,7 K= 310 1 346-=513, 
9,7 

. 7,8 
K= 310+ 346-g,75 = 587. 

Diese Werte unterscheiden sich von den beobachteten Größen 
492 bzw. 592 nur um wenig. ·Hiernach hätte also das Material, das 
dasjenige Prisma umschließt, das im lnnem des geprüften Würfels 
erhalten wird, wenn man sich die Seitenflächen der aufgesetzten 
Stahlprismen fortgesetzt denkt, keinen merkbaren Einfluß auf die 
Druckfestigkeit. Dieses Ergebnis, das Bauschirrger auch durch Ver­
suche mit Granit angenähert bestätigt fand, dürfte sich durch die 
verhältnismäßig geringe Zugfestigkeit des Materials erklären lassen. 
Mit demselben steht in Übereinstimmung, daß unter D die Zunahme 
des Wertes x in dem Abschrägungsverhältnis x : y (Spalte 6) bei gleich­
bleibender Größe von y nur einen untergeordneten Einfluß besitzt. 

Fig. 19. 

F. Wird die eine Stirnfläche des Würfels (hier die untere) voll­
ständig, dagegen die andere nur über eine kleinere, im allgemeinen 
einseitig gelegene Fläche, die in Fig. 19 durch Strichlage hervor-
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gehoben ist, belastet, so gilt nach Bauschioger 
nur für Sandstein -

Hierin bedeutet: 

V-
K=K -~-~!. 

0 a/b/ 

209 

zunächst immer 

!!) 

K die Druckfestigkeit bei Belastung des Würfels in der schraffierten 
Fläche, bezogen auf die Flächeneinheit der letzteren, 

K0 die Druckfestigkeit für den Fall, daß die Belastung über die 
ganze Stirnfläche gleichmäßig verteilt ist. 

b) Eigene Versuche (1887). 

Material: Buntsandstein. 

Druckrichtung senkrecht zum Lager 

Fig. 21. 

Stahlprisma nur auf einer Seite. 

Versuchsreihe, je 3 bis 5 Körper I 2 3 4 5 6 

Seite a durchschnittlich 6,46 10,04 10,01 10,02 9,99 9,9B cm 

" b " 6,03 9,99 . 10,01 10,03 9,95 10,02 .. 
Höhe k ,. 6,00 9,89 9,85 9,82 9,84 9,84 .. 
Breite z des Prisma 6,03 2,50 2,00 1,50 1,00 0.50 " 
Bruchbelastung auf 1 qcm 

des Querschnitts ab 653 232 188 156 120 102kg 
Bruchbelastung auf 1 qcm 

des Querschnitts b z 653 92ß 943 1044 1193 2050 ., 

Gleichung 9 liefert 653 1038 1117 1230 1406 1770 " 

Fig. 21, Taf. IX, zejgt Steine der Versuchsreihen 2 bis 6. Wie 
ersichtlich, erfolgte der Bruch in der Weise, daß von der Stirnfläche 
der Stahlplatte aus ein keilförmiger Körper in das Innere des V er­
suchswürfels getrieben und so das umliegende Material auseinander­
gesprengt wurde. 

C. Bach. Elastizität. 7. Auft. 14 
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8. Die Belas~ng trifft einen Körper mit gewölbter Oberfläche 
(Kugel, Zylinder). 

Die hier vorliegende allgemeine Aufgabe: Ermittlung der Be­
anspruchung und der Formänderung zweier beliebig gestalteten 
Körper, die gegeneinander gedrückt werden und sich dabei nur in 
einem sehr kleinen Teile ihrer gewölbten Oberflächen berühren, ist 
trotz ihrer großen Schwierigkeit einer strengen Lösung zugänglich, 
wie zuerst Hertz (1881) gezeigt hat 1). Ausgehend von den Voraus­
setzungen: 

1. die Stoffe beider Körper sind in allen Punkten nach allen Rich­
tungen hin gleich beschaffen (isotrop), 

2. zwischen Dehnungen und Spannungen besteht Proportionalität, 
die Dehnungszahl a besitzt gegenüber Druck denselben Wert 
wie gegenüber Zug, 

3. die Größe der Druckflächen, in denen sich die Körper unter 
Einwirkung der Belastung infolge ihrer Elastizität berühren, 
ist sehr klein gegenüber den Oberflächen der Körper, 

4. in den Druckflächen wirken nur Kräfte, die senkrecht zu diesen 
gerichtet sind (Hertz denkt sich vollkommen glatte, also rei­
bungsfreie Oberflächen), 

und den allgemeinen Gleichungen der Elastizitätslehre (vgl. Ab­
schnitt IX) gelangt Hertz zu den im nachstehenden zusammen­
gestellten Ergebnissen. 

a) Zwei Kugeln 

werden mit der Kraft P gegeneinander gedrückt. Es seien 
r 1 r 9 die Halbmesser der beiden Kugeln, 
cc1 a2 die Dehnungszahlen der Stoffe, aus denen die Kugeln be­

stehen, 
m1 m2 die Zahlen, durch die das Verhältnis der Längsdehnung zur 

Querzusammenziehung bei diesen Stoffen gemessen wird 
(§ 7, § 14). 

Dann beträgt: 
die Strecke y, um die sich die beiden Kugeloberflächen unter der 

Belastung P einander nähern (Summe der Zusammendrückungen 

1) H. Hertz, Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 155 u. f. oder auch Verhand­
lungen des Vereins zur Beförderung des Gewerbefleißes in Preußen 1882, 8.449 u. f. 

Eine Ergänzung der Hertzsehen Arbeit lieferte M. T. Huber in den An­
nalen der Physik, Bd. 14, 1904, S. 153 u. f. 

Über die Kugeldruckprobe s. S. 212, Fußbemerkung. 
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an beiden Oberflächen - S. 183 bei Hertz - strengge:aommen 
nicht die Änderung von r 1 + r9 ), 

der Halbmesser a der Druckfläche 

die größte Pressung amu: in der Mitte der Druckfläche 
p 

am,.",=1,5-2, ......... 12) 
:na 

d. i. 1.5 mal so groß als bei gleichmäßiger Verteilung des Druckes P 
über die Berührungsßäche. 

Mit m1 =m2 =m a1 =a2 =a 
geht Gleichung 12 nach Einführung von a aus Gleichung 11 über in 

und für m= ~O 1) 

12b) 

Mit 
10 

m -m -- und a1 ="'~=a 1- 2-3 "'2 

folgt aus den Gleichungen 10 und 11 

y = 1,231.3/ p2((2 (~ + ~) V r 1 r2 
10a) 

3 I Pa 
a=1,11 V 1 1 ... 

-+-r1 r2 

. . . . . . 11a) 

1) Es empfiehlt sich, festzuhalten, daß selbst erhebliche Abweichungen 
hinsichtlich der Größe von m (vgl. § 7) einen bedeutenden Einfluß auf das Er­
gebnis '11.icht äußern; dies gilt auch für die folgenden Gleichungen. 

14* 
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b) Kugel und ebene Platte 1). 

Mit r1 =rund r2 =00 folgt au~ Gleichung 12a 

somit. 

1 8/3 P -
0 max =-;:;- ~ 2 ~ ( 1 ~)2 ~.' 

cc 2 1- -~ · 1·· 
m2 

P 2 3 0 ( 1 ) 2 3 0 = ~- n a· 1 - - a r· 
3 m'!. max 

und nach Einführung des Kugeldurchmessers d = 2 1· 

P-=kd2, 

wenn 

c) Zwei Zylinder, 

13) 

parallel liegend und von der Länge l, werden so stark gegenein­
ander gepreßt, daß auf die Längeneinheit die Kraft P: l entfällt, 

1) Die gegebenen Ableitungen beziehen sich auf das Gebiet der federn­
den Formänderungen. Bei der zur Materialprüfung in steigendem Maße ver­
wendeten Kugeldruckprobe dagegen wird die Größe der bleibenden Formände­
rung als Maß der Härte herangezogen. indem man setzt die Härtezahl 

H=P:f, 
worin bedeutet 

P die Kraft, mit der die Kugel gegen den Probekörper. der in der 
Regel als eben vorausgesetzt wird, iedrückt wurde, 

f die Oberfläche des erzeugten kugeligen Eindruckes. 

Die so bestimmte Härtezahl hängt, in höherem Maße als man anzunehmen 
pflegt, ab von der Größe der verwendeten Stahlkugel, der Höhe des Druckes P 
sowie von der Dauer der Einwirkung des letzteren. Zur Prüfung von Fluß­
eisen wird eine Stahlkugel von 10 mm Durchmesser mit P= 3000 kg 1 Minute 
lang angepreßt. Die so gefundene Härtezahl ist für Flußeisen usw. mit einer 
für manche Zwecke ausreichenden Annäherung der Zugfestigkeit proportional. 
wie folgende Zusammenstellung aus eigenen Versuchen erkennen läßt. 

K. H K.:H 
Flußeisen, ausgeglüht . 4006 105 38 
Nickelstahl. ausgeglüht . 5135 148 35 
Chromnickelstahl, ausgeglüht 7918 241 33 
Federstahl, gehärtet 14275 401 36 
Sonderfederstahl, gehärtet • 19520 534 37 

Näheres s. z. B. Brinell, Mitteilungen des Intern. Verbandes für die 
Materialprüfungen der Technik 1901; Meyer und K ürth, Mitteilungen über 
Forschungsarbeiten, Heft 65j66 usw. 

Eine Abänderung der Kugeldruckprobe in eine Kegeldruckprobe wurde 
von Ludwik vorgeschlagen (vgl. Ludwik, Die Kegeldruckprobe, Berlin 1908). 
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gleichmäßige Verteilung der Belastung P über die Länge l voraus­
gesetzt. Es seien. 

r r die Halbmesser der beiden Zylinder, 1 2 
a1 a2 die Dehnungszahlen, 
m m die bereits unter a bezeichneten Zahlenwerte. 1 2 

Die Breite b der durch die Belastung erzeugten Berührungs­
fläche beträgt 

. . . 15) 

die größte Pressung in der Mitte der Berührungsfläche 

4P 
amax=-;bl' .... • . 

4 
d. i. -mal so groß als bei gleichmäßiger Druckverteilung. 

n 
Für gleiches Material, d. h. für 

wird 

16) 

Die Bestimmung der Strecke, um die sich die beiden Zylinder­
oberflächen einander nähern, unterläßt Hertz, indem er bemerkt, 
daß sie nicht allein abhängig von den Vorgängen an der Druck­
stelle ist, sondern wesentlich bedingt wird durch die Form des ganzen 
Körpers (a. a. 0. S.187). 

d) Zylinder und ebene Platte. 

Mit r 1 =rund r2 =00 ergibt sich aus Gleichung 15a 

15 b) 

und damit aus Gleichung 16 

I P 
a ma:t-V 2 na_(_l ___ m_1_2 )-z r. 
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Nach Einführung des Zylinderdurchmessers d = 2 r 

sofern 
P= kld, 17) 

18) 

Die Gleichungen 11 und 12, 15 und 16 werden vielfach, nament­
lich im Bauingenieurwesen, als solche angesehen, welche die unmit­
telbate Ermittlung der zulässigen Belastung P ermöglichen, indem 
man für a sowie m die den betreffenden Materialien eigentümlichen 
Werte und für amaz die größte, noch für zulässig erachtete Spannung 
gegenüber Druck einsetzt 1). 

Nun liegen ausgedehnte und gründliche Versuche von Stribeck 
mit Stahlkugeln vor 2), durch die u. a. nachgewiesen wird, daß bei 
vorzüglicher Ausführung der Kugeln und ihrer Laufflächen (beider­
seits gehärteter Stahl) die zulässige Belastung für ebene Laufflächen 
noch zu P = 50 d2 gewählt werden darf, sofern an der Druckstelle 
nur rollende Reibung auftritt. Nach Maßgabe der Gleichungen 13 
und 14 entspricht diese Belastung mit 

1 
a = 2120 ÜÜÜ = 0,4 7 2 Milliontel, 

welchen Wert Stribeck für das Stahlmaterial der Kugeln bestimmte, 
und mit 

zufolge 

10 tn=--s 

- ;n3 0,4~(1- 2)2 • 
50 - 6 10000002 0•3 Omaz 

einer Druckspannung von 

amaz = 37 450 kgfqcm. 

Diese Zahl geht weit über das hinaus, was man bisher als zu­
lässige Anstrengung angesehen hat, selbst wenn berücksichtigt wird, 
daß im vorliegenden Falle nicht die größte Pressung, sondern die 

1) V gl. z. B. Zeitschrift des Hannoverschen Ingenieur- und Architekten­
,·ereins 1894, S. 131 u. f. 

2) Stribeck, Mitteilungen aus der Zentralstelle für wissenschaftlich-tech­
nische Untersuchungen, Heft 1, Mai 1900, oder auch Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1901, S. 73 u. f., 1907, S. 1445 u. f., sowie Sch winning, 
am gleichen Ort 1901, S. 332 u. f.; ferner Stribeck, Glasers Annalen für Ge­
werbe und Bauwesen 1901, Bd. 49, Nr. 577. 
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betreffende Hauptdehnung als maßgebend anzusehen ist 1) (§ 48, § 69 
und § 70). 

Stribeck bestimmte durch unmittelbare Druckversuche die 
Proportionalitätsgrenze für den in Wasser gehärteten Stahl zu rund 
9000 kgfqcm (die Elastizitätsgrenze lag noch ein wenig tiefer). 

Dieser Wert wäre unter Berücksichtigung, daß im mittleren 
Element der Berührungsfläche zwischen Kugel und Platte drei Haupt­
spannungen 

vorhanden sind, infolgedessen die Hauptdehnung senkrecht zur Ober­

fläche nach Gleichung 1, § 69 mit m = 1
3° 

a (1- 2. 0,8. 0,3). amax = 0,52 aamax' 

also nur das 0,52 fache der Zusammendrückung beträgt, welche die · 
Pressung amax für sich allein erzeugen würde, auf 

9000 - ··· -- =........, 17 300 kgfqcm 
0,52 

zu erhöhen. Diese Größe führt (Gleichungen 13 und 14) zu 

k=n3 ~~(1 ~032)2 .(17300)a=.......,5 
6 10000002 , , 

somit 

gegenüber P = 50 d2 , durch unmittelbaren Versuch ermittelt, d. h. 
wird in der Hertzsehen Gleichung 12 in Verbindung mit 11 für die 
größte Druckspannung diejenige Zahl eingeführt, die der Zusammen­
drückung an der Proportionalitätsgrenze, die hier noch oberhalb der 
Elastizitätsgrenze liegend festgestellt worden ist, entspricht, und die 
noch eine höhere Anstrengung liefert, als man nach bisheriger Auf­
fassung für zulässig erachtet, so ergibt sich die zulässige Belastung P 
der Kugeln zu einem Zehntel derjenigen, die durch unmittel­
baren Versuch noch als zulässig festgestellt worden ist. 

Daraus folgt, daß die Hertzsehen Gleichungen nicht in 
der eingangs bezeichneten Weise zur Bestimmung der zu-

1) Bei späteren Versuchen ermittelte S tri b e c k die Druckfestigkeit voll­
ständig durchgehärteter Zylinder von 12 mm Durchmesser und 12 mm Höhe 
aus Chromstahl zu durchschnittlich 45540 kgfqcm (erstes Härteverfahren) und 
zu durchschnittlich 47 700 kg/qcm (zweites Härteverfahren). Näheres s. Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1907, S. 1445 u. f. 
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lässigen Belastung P benutzt werden können, d. h. daß der 

Wert k der Gleichung 13 nicht aus Gleichung 14 berechnet 
sondern daß diese Belastung nur durch unmittelbare Ver­

suche bestimmt werden kann. Daß diese Versuche unter solchen 

Verhältnissen anzustellen sind, die denjenigen entsprechen, unter denen 
die Kugeln in den betreffenden Konstruktionen sich befinden, ist 
selbstverständlich. 

Sodann ist in bezug auf die Verwendung der Hertzsehen Glei­
chungen noch folgender Punkt im Auge zu behalten. 

Werden gehärtete Stahlkugeln unter steigender Belastung gegen­
einander gepreßt, so tritt zunächst ein die Druckfläche umgebender 

Kreissprung ein, zuweilen unter Belastungen, denen noch weniger als 

ein Zehntel der Belastung entspricht, bei der die Kugel auseinander­
bricht1). Meridianrisse treten erst später auf. 

Das Entstehen der Umfangrisse ist die Folge von Zugspannungen, 
die sich nach dem Umfange der Druckfläche hin einstellen. In der 

Tat pflegen auch in Kugellagern stark überlastete Kugeln durch Ab­
splittern kleiner Teilchen unbrauchbar zu werden, nicht aber durch 
Bruch. 

Für die bezeichnete Zugbeanspruchung, durch welche die ge­

gehärtete Stahlkugel zuerst der Unbrauchbarkeit zugeführt wird, gibt 

Hertz eine Gleichung nicht; er hat die Rechnung nur für das am 

stärksten· gedrückte Flächenelement durchgeführt. Er sagt, nach­

dem er über das Verhalten plastischer Körper gesprochen hat (S.167): 

"Schwieriger ist es, die Erscheinung in spröden Körpern wie hartem 
Stahl, Glas, Kristallen zu bestimmen, in denen eine Überschreitung 

der Elastizitätsgrenze nur als Entstehung eines Risses oder Sprunges, 

also nur unter dem Einflusse von Zugkräften auftritt. Von dem oben 

betrachteten Elemente, als von einem allseitig komprimierten, kann 
ein solcher Sprung nicht ausgehen, und es ist bei unserer heutigen 

Kenntnis von der Festigkeit spröder Körper überhaupt nicht mög­
lich, genau dasjenige Element zu bestimmen, in welchem die Bedin­

gungen für das Zustandekommen eines Sprunges bei wachsendem 

Druck zuerst auftreten. Indessen zeigt eine eingehendere Diskussion 

soviel, daß in Körpern, die in ihrem elastischen Verhalten dem Glase 

1 ) Für gute Kugeln bis etwa P/t engl. (31,8 mm) Durchmesser ist 
P= 550 d2 bis 700 d2 als Belastung zu fordern, bei welcher der Umfangssprung 
eintritt. Grenzzahlen: 7/s'' (22,2 mm)-Kugeln brachen erst bei P = 38000 bis 
40000 kg, entsprechend P =rund 8000 d2, während der erste Sprung bereits 
bei 27 000 kg, also bei 550 d2 eintrat. P/4" (31,& mm) -Kugeln, deren Bruch­
belastung nur P '-= 3500 d2 = rund 35000 kg war, zeigten die hohe Sprung­
belastung von 1000 d9 = 10000 kg. (S. die in der Fußbemerßung 2, S. 214 an­
gegebenen Quellen.) 
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oder hartem Stahle ähnlich sind, bei weitem die stärksten Zugkräfte 
in der Oberfläche, und zwar am Rande der Druckfläche auftreten 1). 

Vorbehaltlich der Prüfung durch V ersuche wird man gut tun, 
anzunehmen, daß die Zugspannung, die am Rande der Druckfläche 
sich einstellt, namentlich bei Materialien mit geringer Zugfestigkeit, 
die zulässige Druckbelastung beeinflussen, d. h. diese herabdrücken kann. 

1) Wenn nun Hertz zur Bestimmung der Härte eines Materials den 
Vorschlag macht, aus ihm zwei Körper herzustellen und ihre Oberflächen dabei 
so zu wählen, daß die beim Aufeinanderpressen sich bildende Druckfläche kreis­
förmig ausfällt, sodann (S. 193) bestimmt: "Die Härte eines Körpers wird ge­
messen durch den Normaldruck auf die Flächeneinheit, der im Mittelpunkte 
einer kreisförmigen Druckfläche herrschen muß, damit in einem Punkte der 
Körper die Spannungen eben die Elastizitätsgrenze erreichen", und dann später 
bemerkt (S. 195): "im Glase und allen ähnlichen Körpern besteht die erste 
Überschreitung der Elastizitätsgrenze in einem kreisförmigen Sprunge, der in 
der Oberfläche am Rande der Druckellipse entsteht", ohne festzustellen, in 
welchem Punkte des Körpers die Elastizitätsgrenze überschritten wird - der 
mit t I er e Punkt der Druckfläche ist es eben nicht - und von welchen Größen 
die Spannung in diesem Punkte beeinflußt wird, sowie welche Beziehungen 
zwischen diesen Größen bestehen, so tritt hier mindestens eine Lücke zutage; 
man gelangt damit auf ein Gebiet, das jedenfalls noch der Klarstellung bedarf. 
Ob diese zur Aufklärung der Tatsache, daß Versuche mit verschieden gekrümmten 
Körpern aus gleichem Material keine übereinstimmenden Pressungen für die 
Elastizitätsgrenze und somit keine übereinstimmenden Werte für die Härte des 
gleichen Materials ergaben, beitragen wird, mag zunächst dahingestellt bleiben. 

Hinsichtlich der Versuche, die Härte auf dem vonHertzvorgeschlagenen 
Wege zu bestimmen, sei insbesondere auf die Arbeiten von Aue rbach in Wiede­
manus Annalen verwiesen. 

In bezug auf die Härteprüfung von Kugeln s. die in der Fußbemerkung 2, 
S. 214 angegebenen Veröffentlichungen. Stribeck sagt hierüber: "Werden 
2 Kugeln aus gleichem Material mit der Kraft P gegeneinander gedrückt, so 
bildet sich eine kreisförmige Druckfläche aus, deren Halbmesser a mm beträgt. 
Läßt man die Belastung von Null an stetig wachsen, so nimmt die Druckflä<'he 

3---
zunächst nach Maßgabe von VPJ" (vgl. Gleichung 11) "und die durchschnitt-

p ~r.-
liche Pressung a = --.- entsprechend v P zu. Aber schon nach Überschrei-

n a 2 

tung der Proportionalitätsgrenze ändert sich die Abhängigkeit von P in dem 
Sinne, daß die Druckfläche rascher und demgemäß die Pressung langsamer 
zunimmt, und zwar so lange, bis sich schließlich die Druckfläche im gleichen 
Verhältnis wie die Kraft ändert, und demzufolge die Pressung konstant bleibt. 
Diese konstante Pressung, die sich auch durch eine Steigerung der Belastung 
bis zum Eintritt des Bruches nicht mehr vergrößern läßt, wird die Druck­
härile oder kurz die Härte der Kugeln (Widerstand gegen Eindringen) ge­
nannt. Sie ergibt sich für gute Kugeln aus gehärtetem Gußstahl zwischen 
780 und 850 kgfqmm. Von kleinen Kugeln wird man die größere Härte, von 
2'' (50,8 mm)-Kugeln noch etwa 780 erwarten dürfen. Bei Kugeln, die nach 
innen zu weicher werden, nimmt die Pressung, nachdem sie ihren größten Be­
trag erreicht hat, sogar wieder ab." 

Über die übliche Kugeldruckprobe s. S. 212 E'ußbemerkung. 
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Versuche, die Verfasser mit Quadern aus Granitl) und Sand­
st.ein2) zu Brückengelenken (Quader mit zylindrischer Fläche auf 
ebenem Quader) durchgeführt bat, lehren, daß die Zerstörung der 
Granit- bzw. Sandsteinkörper nicht durch die in der Mitte der Be­
rührungsfläcbe sich einstellende, von Hertz bestimmte größte Druck-
spannung 

4 p 
0 max =-; bl' 

worin b durch Gleichung 15 b bestimmt ist, sondern durch auftretende 
Zugspannungen herbeigeführt wird. Die photographischen Abbildungen 
Fig. 3 und 4 bzw. Fig. 4 und 9 in den Veröffentlichungen, welche 
die beiden Fußbemerkungen angeben, lassen das deutlich erkennen. 

Wie sich aus dem Vorstehenden ergibt, ist die entwerfende 
und ausführende Technik genötigt, die Koeffizienten k der 

Fig. 22. Fig. 23. 

Gleichungen 13 und 17, die von ihr schon seit langer Zeit 
auf Grund von gewissen Annahmen entwickelt worden waren. 
nach wie vor durch unmittelbare Versuche festzustellen. 

Mit Rücksiebt bierauf und in Anbetracht, daß den älteren Be­
trachtungen, die zu den Gleichungen 13 und 17 führten, schon wegen 
ihrer Einfachheit eine gewisse Bedeutung zuerkannt werden muß, 
sei im nachstehenden der Fall, daß Kugeln gegeneinander gepreßt 
werden, Fig. 22, in der älteren Weise behandelt. 

Infolge der Zusammendrückbarkeit des Materials berühren sich 
die Kugeln unter der Einwirkung der Belastung in einer kleinen 
Kreisfläche gemäß der in übertriebenem Maße gegebenen Darstellung 

1) Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 17. 
2) Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 20. 
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Fig. 23, wobei wir die mittlere der drei Kugeln, die gleichen Durch­
messer besitzen, ins Auge fassen wollen. 

Für den beliebigen Punkt C der ursprünglichen Kreislinie MOA 
sei die Zusammendrückung in Richtung der Belastung 

x = r(1-cos lflo)- r (1- cos <r) = r(cos 1p- cos lflo), 

woraus bei Beachtung, daß 

cos IJl = V1- sin2 IP 

und q; sowie q;0 sehr kleine Winkel sind, also 

f<>lgt 

2 

cos !p = "' v' 1 - !p2 = "' 1 - !p 
2 

cos lflo ="' 1- To2 
2 

Unter der Voraussetzung, daß sich diese Zusammendrückung 
gleichmäßig durch die Kugel hindurch fortpflanzt, fände sich die 
verhältnismäßige Zusammendrückung in C 

X To ~ - <J'~ 
€=-=----, 

r 2 
der die Normalspannung 

lflo2 - 'P·J 
a=----

2a 

entsprechen würde, falls die bezeichnete Voraussetzung erfüllt wäre 
und Kräfte senkrecht zur Richtung von x nicht einwirkten. Letzteres 
erkennt man sofort als unzutreffend, da die Faser, die im Punkte C 
in Richtung der Belastung gedacht werden kann, durch das sie um­
schließende Material bei der Zusammendrückung gehindert ist, sich 
quer zu dehnen. Dieser seitliche Zusammenhang mit dem Material 
wird auch eine gleichmäßige Fortpflanzung der Zusammendrückung 
der Faser durch die Kugel hindurch hindern. Infolge dieser Umstände 
muß der Ausdruck für a mit einem aus Versuchen zu bestimmenden 
Berichtigungskoeffizienten "P multipliziert werden, der ganz allgemein 
den Abweichungen Rechnung zu tragen hat, die zwischen der Wirk­
lichkeit urrd den gemachten Voraussetzungen bestehen. Aller Wahr­
scheinlichkeit nach ist 1p mit (p veränderlich, wohl auch sonst noch 
von den Umständen beeinflußt. Nichtsdestoweniger wurde der Ko­
effizient 1p, um die Rechnung überhaupt und einfach durchführen zu 
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können, als Konstante angenommen und ihre mittlere Größe bis zur 
Ermittlung durch Versuche auf etwa 3 geschätzt. 

Damit ergibt sich 
2 2 

a = ljJ Cf!o - Cf'_ 
2a 

Den größten Wert erlangt a für cp = 0, d. i. in der Mitte, 
2 

a _'lfJJ'JL 
max- 2 (( · 

Der Gleichgewichtszustand bedingt 

To ~o 

f d _ 1pn 2 f ( 2 2) d _ 1pn 4 2 P = a . 2 n r cp • r fP - - r cp0 - ({! ({! cp -- q;0 r , 
a 4a . 

0 0 

woraus mit 

sofern 
n 2 

k=-{(Omall:. 
41p 

Gleichung 22 stimmt mit Gleichung 13 vollständig überein. 

19) 

20) 

21) 

22) 

23) 

In ähnlicher Weise läßt sich auch die Entwicklung für den 
Zylinder durchführen. Sie führt zu 

P=kld, . .......... 24) 

wenn l die Länge des Zylinders ist, und P die Gesamtbelastung für 
den Zylinder bedeutet, also ganz zum gleichen Ergebnis, wie oben 
in Gleichung 17 ausgesprochen. Für den Wert k der Gleichung 24 
ergibt sich der Ausdruck 

1 /a a!.a:r: 
k=0,94 y~"P~ . . . . .. ' . . . 25) 

Dabei ist jedoch die Größe von k ebensowenig aus Gleichung 23 
bzw. 25 zu berechnen, wie dies aus Gleichung 14 oder 18 zu ge­
schehen hat, k ist vielmehr durch V ersuche unmittelbar zu bestimmen, 
wie S. 214 u. f. angegeben wurde. 

Daß die Gesetzmäßigkeit, wie sie in den Gleichungen 23 bzw. 25 
für k zum Ausdruck gelangt, nicht beanspruchen kann, genau zu sein, 
folgt aus dem Gange der Rechnung. 
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Eine Beziehung für die größte am Rande der Druckfläche auf­
tretende Zugbeanspruchung liefert die Annäherungsrechnung ebenso­
wenig wie die Hertzsehen Entwicklungen; doch läßt, wie schon oben 
angedeutet, Fig. 23 deutlich erkennen, daß infolge der starken Ab­
biegung, welche die Körperelemente am Rande der Druckfläche (bei A) 
erfahren, bedeutende Zugspannungen auftreten werden, die bei spröden 
Materialien zu dem beobachteten Kreissprung (S. 216) führen können. 

§ 14. Hinderung der Querdehnung. 
Wie wir in § 11 sahen, wird der Widerstand,· den ein auf Druck 

in Anspruch genommener Körper leistet, schließlich dadurch über­
wunden, daß das Material nach der Seite hin ausweicht. Daraus 
folgt, daß der Widerstand an sich unüberwindbar erscheint, wenn 
das Material gehindert wird, nach der Seite auszuweichen, d. h. wenn 
genügend große Druckkräfte auf die Mantelflächen wirken. 

Dieser Satz gilt nicht bloß für feste, sondern auch für flüssige 
Körper. Denken wir uns beispielsweise einen genügend festen Hohl­
zylinder, zum Teil gefüllt mit Wasser, auf dem ein gegen die Zy­
linderwandung vollkommen abdichtender Kolben ruht. Wie stark 
wir auch - innerhalb der Widerstandsfähigkeit des Hohlzylinders­
den Kolben belasten, das nach allen Seiten hin am Entweichen ge­
hinderte Wasser trägt die Belastung, weist also trotz seiner tropfbar 
flüssigen Natur unter diesen Umständen eine große Widerstands­
fähigkeit gegen Druck auf. 

Die Erscheinung ist eine ähnliche wie die in § 7 erörterte. Dort 
handelt es sich um den Einfluß gehinderter Zusammenziehung, hier 
um denjenigen der Hinderung der Querdehnung, welche die Druck­
kraft zur Folge haben würde. wenn Kräfte auf die Mantelfläche 
senkrecht zur Achse nicht tätig wären. Die in § 7 enthaltenen Glei­
chungen gelten in sinngemäßer Weise auch hier. Insbesondere folgt 
daraus. daß die Beziehung 

E 
a = -- oder e = cc a, 

a 

die bei dem nur in Richtung der Achse gedrückten Stab zwischen 
der Spannung - a (Pressung) und der Dehnung - e (Kürzung) 
sowie der Dehnungszahl a gegenüber Druckbeanspruchung besteht., 
nicht mehr. gültig -ist;, sobald auch Kräfte senkrecht zur Stabachse 
angreifen1). Solche Kräfte wirken bei den Versuchskörpern in der 

1 ) Damit hängt es dann auch zusammen, daß die zulässige Druck­
anstrengung im Falle gehinderter Querdehnung größer· genommen werden darf. 
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Regel auf die Stirnflächen; sie rühren hier her von der Reibung, die 
bei der Pressung zwischen Druckplatte der Prüfungsmaschine· und 
Stirnfläche des Probekörpers durch das Bestreben des letzteren, sich 
quer auszudehnen, wachgerufen wird. Infolge dieser Reibung, welche 
die volle Reinheit der Erscheinung der Druckelastizität und Druck­
festigkeit mehr oder weniger beeinträchtigen muß 1), beträgt die Quer­
dehnung in der Mitte des Probekörpers mehr als an den Stirnfl.ächen, 
wie die Fig. 2, Taf. VIII, und 3, Taf. IX, deutlich erkennen lassen; 
ferner muß infolge der an den Stirnflächen vorhandenen Hinderung 
der Querdehnung die Druckfestigkeit niederer Körper sich größer 
ergeben als diejenige höherer Körper, bei denen der Einfluß dieser 
Hinderung um so mehr zurücktritt, je größer die Höhe ist. (V gl. 
Fig. 1, S. 198, Fig. 6, S. 201). 

Ist e die durch eine Druckkraft in Richtung der Stabachse ver­
anlaBte Zusammendrückung für die Länge 1, so wird die hiermit 
verknüpfte Querdehnung eq nach allen zur Achse senkrechten Rich­
tungen als gleich groß angesehen und, bezogen auf die Längenein­
heit, gemessen durch 

1) 

Die in l!'ig. 1 auf Druck beanspruchte Bleiseheibe vom Durchmesser d = 35 mm 
und der Höhe h= 10 mm würde na.ch den Versuchen § 13, Ziff. ld, eine Be­
lastung von 126 kgfqcm nicht mehr vertragen. Dieselbe Bleischeibe, nach Fig. 2 

Fig. I. Fig. 2. 

vertieft eingelegt, so daß das Blei nach der Seite nicht ausweichen kann, ver­
trägt die doppelte Belastung und mehr. 

Eingehende Versuche mit Marmorkörpern unter der Einwirkung allseitigen 
Druckes sind von v. Karman angestellt worden, über deren Ergebnisse in 
Heft 118 (1912) der Mitteilungen über Forschungsarbeiten berichtet ist. 

1) Auf der Hinderung der Querdehnung beruht auch. die Wirksamkeit der 
Eisenspiralen, die in Betonsäulen am Umfange derselben eingelegt sind. 

Da die Körper, welche Druckversuchen unterworfen werden, verhältnis­
mäßig kurz zu sein pflegen, so wird die Bestimmung der Querdehnung durch 
unmittelbare Messung derselben für die verschiedenen Querschnitte leicht zu ver­
schiedenen Werten führen können. Man wird deshalb bei Dehnungsmessungen• 
die Meßlänge ausreichend kleiner als die Stablänge, somit diese entsprechend 
groß wählen müssen. · 
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Für ein und dasselbe Material pflegt man die Größe m in Glei­
chung 1, § 7, und 1, § 14, als gleich zu betrachten, also das Ver­
hältnis der Dehnung (in Richtung der Stabachse) zur Zusammen­
ziehung (senkrecht zur Achse) bei Zugbeanspruchung gleichzusetzen 
dem Verhältnis der verhältnismäßigen Zusammendrückung zur Quer­
dehnung bei Druckbeanspruchung. (V gl. § 7 .) 

§ 15. Theorien der Druckfestigkeit. 
Über den Vorgang des Zerdrückens sind zwei Hauptanschauungen 

geltend gemacht worden. 
Die ältere, von Coulomb herrührende, denkt sich nach Maß­

gabe der Fig. 1 das Zerdrücken durch Abschieben erfolgend und 
dabei die Druckkraft P in zwei Seitenkräfte 

Psin a, wirkend in der Gleitungsebene, 
P cos a, senkrecht dazu, 

Fig. 1. 

zerlegt. Wird der Widerstand gegen Gleiten für das Quadratzenti­
meter mit K. (Schubfestigkeit) bezeichnet, so findet sieb, sofern f 
den Querschnitt des Prismas bedeutet: 

. f Psina=K -~ 
8 cos (( 

p =K-2-. 
f 8 sin 2 a 

Das Gleiten wird die kleinste Kraft P erfordern, wenn sin 2 a 
am größten ausfällt, d. i., wenn a = 45°; womit nach Einführung 
der Druckfestigkeit 

sich ergibt 

p 
K=.-( 

K=2K8 , 

d. h. die Druckfestigkeit müßte gleich dem Doppelten der Schub­
festigkeit sein. 

Diese Theorie wurde später durch Hereinziehung der von P cos a 
veranlaßten Reibung ergänzt. 
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Die zweite Anschauung faßt die Querdehnung ins Auge (§ 111 
und nimmt an, daß das Zerdrücken stattfinde, wenn dieselbe so groß 
geworden wie die Längsdehnung beim Zerreißen im Falle von Zug­
beanspruchung. Mit der Genauigkeit, mit der die Längsdehnung drei­
bis viermal so groß angenommen werden darf wie die Querdehnung. 
findet sich auf diesem Wege die Druckfestigkeit gleich dem Drei­
bis Vierfachen der Zugfestigkeit, was beispielsweise fiir das Gußeisen 
§ 13, Ziff. 1 a, mit Annäherung zutreffen· würde. 

Beide Lehren haben durch Druckversuche nicht die erforder­
liche Bestätigung erfahren. 

Eine befriedigende Theorie der Dru<'kfestigkeit würde diese 
jedenfalls als Funktion der Höhe geben müssen (§ 13) und, wenn 
sie vollkommen sein soll, auch den Fall der Knickung (§ 23) einzu­
schließen haben. 

111. Biegung. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden Kräfte 
treffen dessen Achse rechtwinklig und geben für jeden Querschnitt 
ein Kräftepaar. dessen Ebene senkrecht auf demselben steht. 

§ 16. Gleichungen der Biegungsanstrengung 
und der elastischen Linie unter der Voraussetzung, daß der 
Stabquerschnitt symmetrisch ist, und daß die Ebene des 
Kräftepaares in die Symmetrie-Ebene des Stabes fällt oder 

ihr parallel ist. 1) 

Bei der Entwicklung dieser Beziehungen pflegt man von der 
du~ch Fig. 1 dargestellten Sachlage aus in folgender Weise vorzugehen. 

Der bei A als eingespannt vorausgesetzte Balken AB ist am 
freien Ende B durch die Kraft P belastet, hinsichtlich welcher an­
genommen wird, daß sie in die Ebene und Richtung der einen 
Hauptachse des Stabquerschnittes falle. (Über das Kennzeichen der 
beiden Hauptachsen eines Querschnittes vgl. § 21, Ziff. 1). Die Kraft P 
ergibt dann für den beliebigen, um x von A abstehenden Quer-

1) Den Nachweis, daß die Hauptgleichungen 12 (S. 228) der Biegungs­
Iehre Symmetrie des Querschnittes, wie oben angegeben, voraussetzen, hat Ver­
fasser durch die S. 259 u. f. besprochenen Versuche erbracht. Bis dahin wurde 
allgemein angenommen, daß die Symmetrie nicht nötig sei, daß es ausreiche", 
wenn die Ebene des Kräftepaares den Querschnitt in einer der beiden Haupt­
achsen schneide. 
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schnitt CC ein Kräftepaar, dessen Moment P (Z- x) ist, und dessen 
Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet, sowie eine in die Quer­
schnitt;sebene fallende Kraft P. Die letztere wird als nicht vorhan­
den angesehen und damit die oben als Voraussetzung der einfachen 

-~ 

Fig. 1. 

Biegung hingestellte Bedingung, daß sich die äußeren Kräfte für 
jeden Querschnitt durch ein Kräftepaar ersetzen lassen, dessen Ebene 
den letzteren rechtwinklig schneidet, erfüllt. 

Es bezeichne mit Bezugnahme auf die Fig. 1 bis 7 : 
Mb das Moment des biegenden Kräftepaares hinsichtlich des in Be­

tracht gezogenen Querschnittes, 
'YJ den Abstand eines Flächenstreifens df= zd'YJ im letzteren von 

derjenigen Hauptachse, die senkrecht zur Ebene des Kräfte­
paares steht, d. i. hier 0 0 (Fig. 7), 

8 = f 'YJ 2 df= f r/zd'YJ das Trägheitsmoment des Querschnittes 
hinsichtlich dieser Hauptachse, 

e1 den größten positiven Wert von 'YJ (Abstand der am stärksten 
gezogenen oder gespannten Faser), 

e2 den größten negativen Wert von 'YJ (Abstand der am stärksten 
gedrückten Faser), 

e = e1 = e2 , sofern der Querschnitt so beschaffen ist, daß beide 
Abstände gleich groß sind, 

a die durch Mb im Abstand 'Y), d. h. im Flächenstreifen df=zdr; 
hervorgerufene Spannung, 

kz bzw. k die zulässige Anstrengung des Materials auf Zug bzw. Druck, 
x und y die Koordinaten des beliebigen Punktes 0 der elasti­

schen Linie, d. h. der Kurve, in welche die ursprünglich gerade 
Stabachse bei der Biegung übergeht, bezogen auf das aus Fig. 2 
ersichtliche Koordinatensystem, 

e den Krümmungshalbmesser der elastischen Linie in dem be­
liebigen Punkte 0, 

a die Dehnungszahl, d. i. die Änderung der Längeneinheit für 
das Kilogramm Spannung. 

Unter der Einwirkung der Kraft P biegt sich der Stab, wie 
Fig. 2 erkennen läßt. Infolgedessen werden zwei ursprünglich parallele 

C. Bach. Elastizität. 7. Aufl.. 15 
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Querschnitte CC und 01 Cv Fig. 1, die um dx = 001 voneinander 
abstehen, diesen Parallelismus verloren haben und einen gewissen 
Winkel CMC1 = dcp, Fig. 2 und 3, miteinander einschließen. Daß 
sie eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben, wird vorausgesetzt. 
Die oberhalb einer gewissen Faserschicht, die sich in G H, Fig. 2 
und 3, darstellt, liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb 

i 
i1j 

Fig. 2. 

:~~ 
.st-·-*--1~ 

eh/l 
I 1 

I 
l...trt 
I I 
I I 
I I 
I I vm 

Fig. 3. 

gelegenen verkürzt. In der bezeichneten Faserschicht ist die Deh­
nung gleich Null, weshalb sie "neutrale Schicht" genannt wird. 

Für den in Betracht gezogenen Querschnitt UGC findet sich die 
verhältnismäßige Dehnung e im Abstand v von der Geraden, die 
sich in G projiziert, aus der Erwägung, daß bei EHP1 E II CGPC 
die Strecke PP1 = CE=GH=dx infolge der Biegung übergegangen 

ist in P P1', also 

. P-P~'-PPl 
e=--===--

ppl GH 

vdcp 
dx 

1) Diese Beziehung wird nur dann für sämtliche im Abstande v gelegenen 
Elemente des Querschnittes richtig sein, wenn die einzelnen Flächenelemente 
des ganzen Querschnittes ausreichend innig zusammenhängen. Für volle Quer-

II 
Fig. 4. Fig. 5. 

schnitte, wie Kreis, Rechteck usw., ist diese Voraussetzung erfüllt, für Quer­
schnitte, wie z. B. Fig. 4, um so unvollkommener, je dünner die Rippen sind 
und je weiter sie ausladen. In noch weit höherem Maße kann diese Unvoll-
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Die hiermit verknüpfte Spannung a ergibt sich unmittelbar aus 
dem Begriff der Dehnungszahl cc nach Gleichung 2, § 2, zu 

_ e _ v dq; 
0--- --,. 

a a dx 
2) 

sofern Kräfte senkrecht zur Stabachse auf die Faserschicht nicht ein­
wirken (vgl. § 7 und § 14). 

Die so im Innern des Stabes durch das Moment Mb wachgerufenen 
Kräfte müssen sich mit diesem im Gleichgewicht befinden. Dazu ge­
hört, daß die algebraische Summe dieser 
inneren Kräfte in Richtung der Stabachse 
gleich Null, und daß sie ein Moment liefern, 
das gleich und entgegengesetzt Mb ist. Die 
erste Forderung gibt, wenn der im Ab­
stande v von der neutralen Schicht liegende 
Flächenstreifen mit d f bezeichnet wird, 

e 6 ~-~--.. 

'} --~~-~ .. Im_:-.. : 
I R- I . 

·-· ~·--"'·l -+- 0 
I . 

I ~ I 
I I . 

el ,, .:~--'---- i ..... "~ J adf= 0, 3) "44rr.-
l I 

genommen über den ganzen Querschnitt. 
Mit Rücksicht auf Gleichung 2 sowie in 

Anbetracht, daß der Quotient ddq; für sämt-x . 

; I 
1/ 
im, 

Fig. 6. Fig. 7. 

liehe Streifen eines und desselben Querschnittes den gleichen Wert 
hesitzt, findet sich aus der Gleichung 3 

J~vdf=O ....•.•••.. 4) 

Unter der Voraussetzung, daß die Dehnungszahl a für alle 
Punkte des Querschnittes gleich groß, also unabhängig von der Größe 
und dem Vorzeichen der Spannung a oder der Dehnung e ist, folgt 

Jvdf=O, . ...•••..•. 5) 
d. h. die Gerade, in der die Dehnungen und die Spannungen den 
Wert Null 'besitzen, die sogenannte "neutrale Achse" oder "Null­
achse", geht durch den Schwerpunkt des Querschnittes und ist, da 
die Ebene der äußeren Kräfte den letzteren in der einen Hauptachse 
schneidet, die andere Hauptachse desselben. Somit ist unter Beach­
tung von Fig. 6 und 7, worin 00 die Nullachse bedeutet, zu setzen 

V= fJ• 

kommenheit sich einstellen bei getrennten Querschnitten, wie z. B. Fig. 5, des­
halb, weil die Flächenelemente der beiden Querschnittsteile bei vorhandener 
Schubkraft nicht in derselben Ebene verbleiben. (Vgl. §52.) In solchen Fällen 
kann die Benutzung der Gleichungen 9 bis 12 unter Umständen zu einer außer­
ordentlich weitgehenden Überschätzung der Widerstandsfähigkeit führen. 

15* 
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Die zweite Bedingung liefert 

J adf. fJ =M6 • • • • • • • • • • 6) 

und nach Maßgabe der Gleichung 2 unter der bezüglich a unmittelbar 
vorher ausgesprochenen Voraussetzung 

M, =_!_ d<pf 2df 
6 a dx fJ ' 

woraus mit 
J fJ 2df= e, . . . . . . . . . . 7) 

d. i. das Trägheitsmoment des Querschnittes in bezug auf 00, 

M.-ed<p ) 
•-adx · · · · · · · · · · 8 

oder 

womit Gleichung 2 übergeht in 
M. 

0=-_if] e . . . 9) 

Hiernach sind die Spannungen proportional dem Ab­
stande der Flächenelemente von der Nullachse, wie in 

Fig. 8. 

Fig. 8 dargestellt ist. 
Damit ergibt sich die größte Zugspannung a1 

für den größten positiven Wert von 'YJ, d. i. nach 
Fig. 7 für 'YJ = + e1 , zu 

10) 

die größte Druckspannung a11 für den größten ne­
gativen Wert von fJ, d. i. für fJ = - e2 , zu 

so daß 

oder 

Mb k > ---e •= e 1 

. . . . . . 11) 

Ist e der Abstand des Punktes M, in dem sich die Durch­
schnittslinie der beiden Querschnitte (Fig 3 und 6) projiziert von 
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dem Punkte 0, Fig. 6, also der Krümmungshalbmesser der jetzt 
gekrümmten Stabachse, d. h. •der elastischen Linie im Punkte 0, so 
findet sich 

d:r: = (!dcp 

d:r: fJ e=-=--dp (( J{b 

oder 
1 M, ;=a e .......... 13) 

Der reziproke Wert des Krümmungshalbmessers, d. h. die Krüm­
mung, ist hiernach proportional der Dehnungszahl a, dem biegenden 
Moment Mb und umgekehrt proportional dem Trägheitsmoment B. 

Mit der Annäherung, mit welcher der allgemein gültige Ausdruck 

ersetzt werden darf durch 
1 d2 y e-=+ dx'' ....... 14) 

was wegen 1. + (::) 11 = "" 1 zulässig erscheint für Durchbiegungen 

des Stabes, die klein sind im Verhältnis zur Stablänge, findet sich 

M, =+ 8d11 y 
b - a d:r:' 

. . . 15) 

§ 17. Trägheitsmomente. 

Die in § 16 entwickelten Haup'tgleichungen setzen im Falle ihrer 
Benutzung die Kenntnis des betreffenden Trägheitsmomentes voraus. 
Hinsichtlich der Berechnung desselben sei folgendes bemerkt. 

Ist 
8 das Trägheitsmoment des Querschnittes 

in bezug auf die Schwerpunktsachse 0 0, 
Fig.l, also 8=fTJ11 df=f'YJ 11 Zd'YJ, 

9 1 das Trägheitsmoment desselben Quer­
schnittes in bezug auf die Achse QQ, 
die im Abstande a zu 0 0 parallel läuft, 
demnach fJ1 = J ('YJ + a)2 df, 

f die Größe des Querschnittes, Fig. 1. 
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so ergibt sich 

el = f (1] +a)2df= f 1]2 d( + 2 a J 1Jdf + a2 J df 

und unter Beachtung, daß 

j r;df=O 

el = e + a2( 
J df=f 

Von diesem Hilfssatz, der ausspricht, daß das Trägheits­
moment in bezug auf die Achse QQ gleich ist dem Träg­
heitsmoment hinsichtlich der zu QQ parallelen Schwer­
punktsacilise 00, vermehrt um das Produkt aus Que:uschnitts­
fläche und Quadrat des Abstandes der beiden Achsen, läßt 
sich oft mit Vorteil Gebrauch machen. 

1. Rechteck, Fig. 2. 

t4--r-~ 
.- I 

I --, 

_.;_e __ i - e; j' 
! i ~ I 

I i t~lc-! 

a ~~ ~ 

Fig. 2. 

Das Trägheitsmoment in bezug auf die Seite AB beträgt 

" 
el Jx2 bdx=-}bh8 , 

0 

folglich in bezug 

achse 00 

auf die um !!_ davon abstehende Schwerpunkts-
2 

~,;~=.;:;. -a2f=~b1,s_(!)\h=-~bhs 2) 
0' 171 3 ,. 2 12 . . . . 

und 

_f! = e =!_bh2 ••••••••• 3) 
e h 6 

2 

1) Bei der Anwendung dieser Beziehung, sowie überhaupt der Trägheits­
momente sind die Voraussetzungen im Auge zu behalten, die in § 16 zur 
Gleichung 9 führen. (V gl. Fußbemerkung S. 226, sowie § 20.) 
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Für die Achse Q Q 

2. Dreieck, Fig. 3. 

h 

tl 
I 
I 

"!! 

-+~-
·~ .... 1----+-i.--L 

1..-- .$ --~ 
Fig. 3. 

8 1 Jx2 (b~-)dx= ~bh3• 
0 

Fur die um : h davon abstehende Schwerpunktsachse 0 cJ 
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a=_!_bh3 - (~h)2 ,.!_bh=-!._ bh3 4) 
t7 4 3 2 36 .•. 

3. Kreis, Fig. 4. 

' I 

0...--J.--~ 

Fig. 4. 

Für die Schwerpunktsachse 0 0 wegen 'YJ = r sin lp, z = 2 r cos cp 
n 

-I-r 2 

8= f 1]2ZdfJ = 4r4 f sin2 cp cos2 cp dcp =: r 4 

-·· 0 
D_ :TZ d4 
o- 64 · · · ' 5) 

8 = 8 =~d3=--~d3 
e d 32 10 · 

6) 

2 

4. Ellipse, Fig. 5. 

Wir denken uns die Ellipse in Verbindu~g gebracht mit dem 
sie umschließenden Kreis vom Radius a und beide Querschnitte in 
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unendlich schmale Streifen senkrecht zur Achse 0 0 geschnitten. 
Das Trägheitsmoment eines jeden Kreisstreifens verhält sich nach 

~-

Fig. 5. 

Gleichung 2 zu demjenigen des Ellipsenstreifens wie 

Folglich ergibt sich das auf 0 0 bezogene Trägheitsmoment der 
Ellipse nach Gleichung 5 zu 

B=~(2a)'(!Y=: ab3 ••••• 7) 

5. Zusammengesetzte Querschnitte. 
a) Rechnerische Bestimmung, Fig. 6. 

Fig. 6. 

Der Querschnitt kann zusammengesetzt gedacht werden aus 

dem liegenden Rechteck 14. 2 = 28 qcm, 
1 

" Dreieck 2 . 1 . 1 = 0,5 " 
" stehenden Rechteck 1 . ( 12,05 - 2 - 1) = 9,05 " 
" liegenden Rechteck 2,8 . 1 = 2,8 " 

Die Lage der Schwerpunktsachse 0 0 bestimmt sich aus 

28: +o,5(2+ !)+9,o5.(2+9,os.o,s)+2,8.(12,05-o,5) 
x= =299cm 28+0,5+9,05+2,8 ' 
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und das Trägheitsmoment in bezug auf diese Achse nach Maßgabe 
der Gleichungen 2, 4 und 1 zu 

e = ; 2 14,0. 2,o3 + u. 2 (2,99- 1)'.! 

+3261.13 + ~ 1.1(2,99-2,33)2 

+ __!__ 1 . 9,053 + 1. 9,05 (6,525 - 2,99)2 
12 • 

1 ° 

+-2,8.13 + 2,8.1 (11,55- 2,99)2 = 500,7 cm4• 
12 

b) Zeichnerische .Bestimmung, Fig. 7 bis 9. 

Bei zusammengesetzten, insbesondere unregelmäßig begrenzten 
Querschnitten pfl.egt das folgende, von Mohr angegebene zeichnerische 
Verfahren rascher zum Ziele zu führen als der Weg der Rechnung. 

Die Querschnittsfl.ä.che von der Größe f (im Falle des gewählten 
Beispiels Querschnitt einer Eisenbahnschiene) wird parallel zur Achse, 
in bezug auf die das Trägheitsmoment gesucht werden soll, in 
eine Anzahl Streifen zerlegt; hierauf trägt man die Querschnitte 
( 1 ( 9 ( 3 •••• ( 10 dieser Streifen als Strecken (1 = 0 1, (9 = 12, 
( 3 = 2 3 .... [10 = 910 auf einer zur genannten Achse parallelen 
Geraden auf (Fig. 8) und stellt sich diese Flächen als Schwerkräfte 
vor, die in den Schwerpunkten der Streifen angreifen; konstruiert 
mit dem symmetrisch zu 0 10 gelegenen und von dieser Linie 

um. ; abstehenden Punkt 0 als Pol Kräfte- und Seilpolygon, Fig. 8 

bzw. Fig. 9. In dem Schnittpunkt C (Fig. 9) der äußersten Polygon­
seiten 1 C und 10 C wird alsdann - wie ohne weiteres aus der 
Natur des Seilpolygons folgt - ein Punkt der gesuchten Schwer­
linie CD erhalten, während die von dem Seilpolygon 12 3 .... 10 
und den beiden Polygonseiten 1 C und 10 C eingeschlossene Fläche FP 
(in Fig. 9 durch Strichlage, von links nach rechts ansteigend be­
zeichnet) mit f multipliziert das Trägheitsmoment bezüglich der 
Schwerachse CD liefert. 

Beweis: 

Auf den Knotenpunkt 1 des Seilpolygons, den wir uns heraus­
geschnitten denken, wirken in der Richtung C 1 die Kraft 80 , in 
der Richtung 1 2 die Kraft 81 und senkrecht abwärts die Schwer­
kraft ft. Dieselben ergeben in bezug auf den. Durchschnittspunkt A 
der Geraden C 1 mit der beliebigen, zur Richtung der Streifen und 
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der Schwerpunktsachse CD parallel laufenden Achse AB10 die Mo­
mentengleichung 

( 1 x1 = H.AB1 , 

sofern 81 in der eigenen Richtungslinie nach B 1 verlegt und hier 

Fig. 7. 

:t===~~~1e Fig. s 
I 
I 
I 

Fig. !-!. 

/ 

m seme Vertikalkomponente und in seine wagrechte Seitenkraft 

f H= .. 
2 

zerlegt wird. 
Durch Multiplikation mit x1 findet sich 

( 1 x1 2 = 2 H AB1 • x1 = 2 H. Fläche A 1 B1 = f. Fläche A 1 B1 • 

2 

In ganz gleicher Weise folgt für den Knotenpunkt 2 

f2 x:l 2 =(.Fläche B1 2 B2 , 
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für die folgenden Knotenpunkte 

f8 x/· = f. Fläche B~ 3 B3 • 

f10 x\0 = f'. Fläche B 11 10 B10 • 

Nun ist das Trägheitsmoment 6J1 des ganzen Querschnittes in 
bezug auf die Achse AB10 - streng genommen allerdings nur unter 
Voraussetzung unendlich schmaler Streifen -

f)l = f1 X12 + f2X~ ~ + faXa 2 + · · · · + f10xio 1) 

= f. (Fläche A 1 B 1 +Fläche B 1 2 B.3 + Fläche B 2 3 B:~ + 

.... +Fläche B9 10 B 10) 

= f. Fläche A 1 5100 B 10 

und in Hinsicht auf die Schwerpunktsachse 0 D nach Gleichung 1 

e = el- {a 2• 

Unter Beachtung. daß Fläche AB100 = a~ (wegen 1:::: AG B10 

= 90°), wird 

8 = f. (Fläche A 15 10 OB10 - Fläche AG B 10) 

= f. Fläche 1 5 10 0 = f. FP.' 

wie das Mohrsehe Verfahren voraussetzt. 
Für die Achse E E II 0 D ist, wie nach Maßgabe des Erörterten 

ohne weiteres klar. das Trägheitsmoment 

f. (FP +Fläche OEG). 

1) Gemäß diesem Satze läßt sich beispielsweise für den Querschnitt Fig. 6 
das Trägheitsmoment leicht in folgender Weise rechnerisch feststellen. 

Nach Zerlegung des Querschnittes in 10 mm hohe Streifen findet sich 

e = "' 10. 28. 85,62 + 10. 10. 75,62 + 10. 10. 65,62 + 10. 10. 55,62 

+ 10 . 10 . 45,62 + 10 . 10 . 35,62 + 10 . 10 . 25,62 + 10. 10. 15,62 

+ 10. 10. 5,62 + 0,5. 10. 0,352 + 0,5 (10+20). 5,52 + 10. 140. 14,92 

+ 10.140. 24,92 =4970000mm4 = 497 cm4 • 

Wird der Steg in 20 mm hohe Streifen zerlegt, so ergibt sich 

e = "' 10. 23·. 85,6• + 20. 10. 70,62 + 20. 10. 50,62 + 20. 10. 3o,s~ 
+ 20.10 .10,62 + 0,5. 10. 0,352 +0,5(10+20).5,52 + 10.140.14,92 

+ 10. 140.24,92 = 4950000 mm4 = 495 cm4 • 

Bei Anwendung von 20-mm Höhe auch für die untere Fläche findet sich 

e = "' 488 cm4• 
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d. h. gleich dem Produkt aus Stabquerschnitt und der Summe der 
beiden in Fig. 9 durch Strichlage hervorgehobenen Flächen. 

c) Ermittlung durch Instrumente. 

Durch Umfahren des Querschnittes mitteist "Integrators" lassen 
sich die Trägheitsmomente beliebig gestalteter Flächen rasch und 
ausreichen9- genau ermitteln. Solche Instrumente werden z. B. von 
der Firma J. Amsler-Laffon & Sohn in Schaffhausen a. Rh. geliefert. 

Querschnittsform 

Fig. 10. •

11--!d..-, 
I 

- . 
_1 

Fig. 11. 

]<'ig. 12. 

Fig. 13. 

Fig. 14. 

l<'ig. 15. 

I .. ,& .... ~ 

Fig. 16. ~- ~ 
~ : .._ . 

6. Zusammenstellung. 

Trägheitsmoment 
e 

_n_ d4 
64 

----

!!_W-d 4) 
64 ° 

-~---

!!... a3 b 
4 

-----

!!_ (asb- aosbo) 
4 

5 -vs b4 = o,54 b4 

16 
---------- -·-

0,54 b4 

~bh3 
12 

Schwerpunkte­
abstand 

d 
e=-

2 

d 
e=-

2 

e=a 

e=a 

e= 0,866b 

e=b 

h 
e=-

2 

Größe des 
Querschnittes 

f 

!!_ d2 
4 

: (d2-do2) 

nab 

n(ab- a0 b0) 

s -vs b2= 2,6b2 
2 

--

2,6 b2 

bh 
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Trägheitsmoment Schwerpunkts- Größe des 
Querschnittsform Querschnittes e abstand 

f 

·jjjf I ' I • 

_!_(bh3 -b h 3) 
h ,1 .. ~ , ... o 

~ ,._ ~l' -· ---...: e=- bk-b0 h0 I I I I 12 0 0 2 I I t 
~- I 

~ 

Fig.17. Fig. 18. Fig. 19'). 

--- ---- ------ ----- -· --

_. .. 

·~ 1 h I J Fig, 20. ~ ,'f! -- [h3 s+(b-s)s3] e=- hs+(b- s)s 12 2 
lo 1 "' tL.. . . .J • .i 
"--' --.4 

-------- ------ -----~-------- -

1 
e =-h 

~-~~: lbh3 
1 3 

!...bh Fig. 21. 
I - --t .. 

2 2 ·- - _ ... -~~ 36 e =-h 
2 3 

---

... ~1-)1 b+ 2b~ h 

~--·- __!___ b2+4bb1+bl2 h3 et= b+bt 3 b+b1h Fig. 22. I "' ~ -li 
36 b +bl X- _. 2b+ bl h 2 r<----' _.., 

e2= b+bt 3 -). 0,0069d4 
e1 = 0,212 d !!_ d2 

Fig. 23. .... e~ =0,288d 8 ...--.d,- ... 

Über die beiden Hauptträgheitsmomente eines Querschnittes vgl. 
§ 21, Ziffer 1. 

1) Für Stäbe, deren Querschnitt in bezug auf die Ebene, in der die 
äußeren Kräfte wirken, unsymmetrisch ist, wie das z. B. bei Fig. 19 zutrifft, 
liefern die Entwicklungen in § 16, die zu den Gleichungen 12 daselbst führen, 
die Inanspruchnahme zu gering; vgl. die Darlegungen S. 259 u. f. 

In bezug auf Hohlquerschnitte, solche mit Rippen un9- getrennte Quer­
schnitte, ist die Fußbemerkung S. 226 zu beachten, auch wenn die Querschnitte 
symmetrisch gestaltet sind. 

--
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§ 18. Fälle bestimmter Belastungen. 

1. Der Stab (vgl. Fig. 1 und Fig. 2, § 16) ist an dem einen Ende 
eingespannt, am freien Ende mit P belastet. Außerdem trägt 
derselbe eine gleichmäßig über seine Länge l verteilte Belastung 

Q=pl. 

Für den beliebigen Querschnitt 00, der um x von der Ein­
spannsteile absteht, ergibt sich 

Mb = P(l- x) +P U-=..x)2 

2 

Den größten Wert erlangt Mb für x=O, nämlich 

max(Mb)=Pl + p~2 
= (P+ ~) l. 

Demnach findet nach den Gleichungen 12, § 16, die stärkste An­
strengung im Querschnitt der Einspannstelle A statt. 

Zur Feststellung der elastischen Linie ergibt sich mit Glei­
chung 15, § 16, 

0~~ · ~lP(l-x)+P(l--x)2 Jl 
dx· e L 2 

und für Materialien, für welche die Dehnungszahl a konstant ist -
Gleichung 15, § 16, gilt zunächst auch nur für solche - sowie unter 
der Voraussetzung der Unveränderlichkeit des Trägheitsmomentes e 

dy a [ ( x2) p (, ., xB) J dx=-6 P lx--2- + 2 l·x-Zx·+s +O , 

sofern die Integrationskonstante 0 genannt wird. Dieselbe bestimmt 
sich aus folgender Erwägung. Mit der Bezeichnung der Einspan­
nung verknüpft man den Begriff, daß an der Einspannstelle die 
elastische Linie (in Fig. 2, § 16, AG H B) von der ursprünglich ge­
raden Stabachse (AX) berührt wird 1), d. h. 

für x=O ist dy =0. 
dx 

Damit folgt 0 = 0, so daß 

d Y a r ( X) p ( 2 -+ X
2).J dx= e Lp l-2 +2 l -lx -3 X. . . . . 1) 

Hieraus läßt sich für jeden beliebigen Punkt der elastischen 
Linie der Winkel berechnen, den die Tangente an letzterer in dem 

1 ) Über die Zulässigk'eit dieser nur ausnahmsweise tatsächlich vollkommen 
erfüllten Voraussetzung vgl. § 53. 
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betreffenden Punkt mit der ursprünglich geraden Stabachse ein­
schließt. Beispielsweise findet sich für das freie Ende B, Fig. 2, § 16, 
dieser Winkel ß mit x = l zu 

tg ß = 2 (~ ( p + ~-) [2 

und angenähert, da es sich nur um sehr kleine Werte von ß zu 
handeln pflegt, 

,, a ( + Q) z2 p=-2e P -3 · · · · 

Aus Gleichung- 1 folgt unter Beachtung, daß 

für x= 0 auch y= 0, 

die Gleichung der elastischen Linie 

. . . . . . 2) 

Die Durchbiegung des freien Endes, also im Punkt B, beträgt, 
da hierfür x = l, 

yB =-~(~ +P;)zs= ~ (~ + ~)za ...... 4) 

Sehr anschaulich läßt sich die Durchbiegung und Winkeländerung 
mit dem in § 54 unter 5 angegebenen V erfahren ermitteln, wie da­
selbst gezeigt ist. Dasselbe bietet namentlich bei veränderlichem 
Querschnitt Vorteile. 

2. Der Stab , liegt beiderseits auf Stützen, Fig. 1. Er ist' belastet 
durch die gleichmäßig über ihn verteilte Last Q = p (a + b) = pl 

und durch die im Punkte C angreifende Kraft P. 

c-~~~~,.;-__ 
~----- .t 
I I 

1 1· 
Fig. I. 

Die Auflagerdrücke der Stützen A und B sind 

A=P!!_+~ 
l 2' 
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Für den innerhalb der Strecke AO um x vom Auflager A ab­
stehenden Querschnitt ist das biegende Moment 

x2 ( b Q) px2 M11 =Ax-p 2 = Py+ 2 x-2. 

Dasselbe erlangt innerhalb der Strecke AO = a einen größten Wert für 

P~+g_=px 
l 2 

p l 
X= Q b+2' 

sofern 

Der gesuchte Querschnitt könnte hiernach nur in der größeren der 
beiden Strecken a und b liegen, und zwar zwischen der Balkenmitte 
und dem Angriffspunkt 0 der Kraft P, vorausgesetzt, daß 

P l P 2a-l a-b 
Q b<a-2 oder Q <~2-b-=-21-

b Q 
pa>Py+ 2 , 

d. h. daß die über die Strecke a gleichmäßig verteilte Last größer 
ist als der Auflagerdruck A. 

Für den Fall, daß 
P a-b ->-­Q= 2b ' 

liegt der durch die Biegung am stärksten beanspruchte Querschnitt 
im Angriffspunkte 0 der Kraft P. 

Demnach ergibt sich, 

wenn P a-b ->-­Q= 2b ' 
für den Querschnitt 0 

max(Mb)=(P~+ ~)a-p;2 =(P+ ~)azb; ... 5) 
wenn 

P a-b P l -<----· für X=-b+-Q 2b ' Q 2 

max(M )= (p ~+ Q) (p b +i_) _'!!_ (p b +I.)2 

b l 2 Q 2 2Q 2 

=(P~+ ~r 2~ ............ 6) 
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Für Q=O wird 

und, wenn 

Für P=O wird 

l 
a=b=-, 

2 

Pl 
max(Mb)= 4 

Ql p[2 
max(Mb)=s= S 
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7) 

8) 

Zur Bestimmungder elastischen Linie innerhalb derStrecke AG 
ergibt sich nach Gleichung 15, § 16, 

d2y a ( x2) dx2=- 8 Ax- P2 

und unter der Voraussetzung der Unveränderlichkeit von a und f)l) 
(vgl. Ziff. 1) 

d Y =-~ (_!_ A x-:~ - _!._ p x3 + 0 ) • 
dx e 2 6 1 . 

y=- ~ G Ax3_214px4+01x+o2). 

1) Ist der Querschnitt des Stabes stetig oder sprungweise ver­
änderlich, so können zur Ermittlung der Durchbiegung und der Neigung 
der elastischen Linie verschiedene Wege eingeschlagen werden. Die Grundlage 
für rein rechnerisches Verfahren findet sich z. B. in der Arbeit von W e y rauch: 
"Die Gleichung der elastischen Linie willkürlich belasteter Stäbe" unter III. 
"Homogene Stäbe mit sprungweise veränderlichem Querschnitt" (Zeitschrift 
für Mathematik und Physik 1874, S. 392 u. f.). Land (Zentralblatt der Bau­
verwaltung 1886, S. 249: "Die Durchbiegung voller Träger mit veränderlichem 
Querschnitt") und später unabhängig von ihm Ensslin (Dinglers polyt. Journal 
1901, S. 341 u. f.: "Die Durchbiegung ungleich starker Wellen"; ferner: "Mehr­
fach gelagerte Kurbelwellen mit einfacher und doppelter Kröpfung. Ihre Form­
änderung und Anstrengung". Stuttgart 1902) gehen von dem Mohrsehen Satz 
aus, daß die elastische Linie des ursprünglich geraden Stabes als Seilkurve 
aufgefaßt werden kann, während Kloß ("Analytisch-graphisches Verfahren zur 
Bestimmung der Durchbiegung zwei- und dreifach gestützter Träger". Berlin 
1902) Einfachheit der Lösung durch Verbindung von rechnerischem und zeich­
nerischem Verfahren auf etwas anderem Wege anstrebt. Vgl. auch das in 
§ 54 unter 5 besprochene Verfahren. In nicht wenigen Fällen führt schätzungs­
weiser Ersatz des Stabes mit veränderlichem Querschnitt durch einen prismati­
schen zu genügend genauer Ermittlung der Durchbiegung und der Neigung 
der elastischen Linie. 

Über das Bedürfnis, die Durchbiegung von Wellen oder auch die Winkel 
zu bestimmen. unter denen die elastische Linie der Welle in den Lagern gegen 

C. Bach, Elastizität. 7. Auft. 16 
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Wegen 
y=O für x=O wird 0 2 =0. 

Für die Strecke BO findet sich entsprechend 

=2~;=- ~(Bx~-px~2), 
dy1 a (1 1 ) -=-- -Bx 2--px 8 +0' dx1 8 2 1 6 1 ' 

- a (1 B s 1 4+0' + ") y1- - 8 6 x1 - 24 pxl xl 0 ' 
0"=0. 

Die Senkung im Punkte 0 muß fÜ.r beide Strecken gleich er­
halten werden, d. h. 

~ Aa3 - ~pa'+O a=~ Bb3 -~pb4 +0'b 
6 24 1 6 24 . 

Ferner muß der Neigungswinkel der elastischen Linie im Punkte 0 
der Strecke AO gleich dem negativen Wert des Neigungswinkels der 
elastischen Linie im Punkte 0 der Strecke BO sein, d. h. 

_!._ Aa2 - -~pa8 -1-0 =-~ Bb2 +__!:_pb3 -0' 
2 6 ' 1 2 6 . 

Nach Beseitigung von 01 und 0' mitteist der beiden letzten 
Gleichungen findet sich 

für die Strecke A 0 

dy ( 1 A ~ 1 s) a 
ß1 - dx = .2 X - 6 px f9 

( 1 A 3 1 4) a ß1x-y= 6 x·- 24px e 

ß =(Pab(a±2b)+ Ql~)~; 
1 6l 24 A 

für die Strecke BO . . . . 9) 

den Horizont geneigt ist, vgl. des Verfassers Maschinenelemente, 4. Abschnitt 
unter "B. Achsen und Wellen" (1892, S. 317 u. f., S. 324 u. f., 1908, S. 541 u. f., 
s. 548 u. f.). 
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Die Durchbiegung y0 im Angriffspunkte 0 der Kraft P ergibt 
sich zu 

y = (P + ~~-j-a~ Q) ~~-~: ~ 
c Sab 3l 8 . 10) 

Für den Fall, daß 
l 

a=b=--, 
2 

folgt 

( 5 )ccl3 

Yc= p +sQ (..) 48 ....... . 12) 

und, sofern Q = 0, 

13) 

14) 

In vielen Fällen, namentlich bei Belastung durch zahlreiche Einzel­
kräfte, führt. das in der Fußbemerkung 1, S. 241 erwähnte Mohr'sche 
Verfahren rascher zum Ziele als die Rechnung. Über die Anwen­
dung desselben auf mehrfach gelagerte Wellen, gekröpfte Wellen usw. 
finden sich Beispiele in des Verfassers Maschinenelementen, 10. Aufl. 
S. 21 u. f., S. 573 u. f., 11. Aufl. S. 22 u. f. 

3. Der StQ.b ist beiderseits wagrecht eingespannt, Fig. 2, und be­
lastet durch die gleichmäßig über ihn verteilte Last Q = pl, sowie 

durch die in der Mitte C angreifende Kraft P. 

Wie bereits unter Ziff. 1 erörtert, wird mit der Bezeichnung 
der Einspannung der Begriff verknüpft, daß die elastische Linie an 

Fig. 2. 

der Einspannstelle die ursprünglich gerade Stabachse zur Tangente 
hat. Die vorausgesetzte Einspannung in A und B bedingt hiernach, 
daß die gerade Stabachse AB die elastische Linie AOB in A und B 

16* 
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berührt. Inwieweit sich dies tatsächlich erreichen läßt, darüber wird 
in § 53 das Nötige erörtert werden. Bemerkt sei jedoch schon hier, 
daß nur in sehr seltenen Fällen von wirklicher Einspannung in dem 
bezeichneten Sinne gesprochen werden kann. 

Bei der Symmetrie der Belastung genügt es, nur die Hälfte AC 
des Stabes in Betracht zu ziehen. 

An der Einspannstelle A wirken auf den Balken 

ein Kräftepaar vom Moment MA 

A fl d k A--P+Q· " u ager ruc 2 2 

Für den beliebigen, um x von der Einspannstelle A abstehenden 
Querschnitt ist das biegende Moment 

px2 
Mb=MA+Ax--2-. 

Hiermit liefert die Gleichung 15, § 16, 

d2y a ( px2) (i-;;;2=--8 MA+Ax--2- , 

woraus unter Voraussetzung, daß a und e unveränderlich sind, 

djJ__ =-_!'_ (MAx +..!..Ax2 - px3
). dx e 2 6 

Die Integrationskonstante ist wegen der angenommenen Be­
festigungsweise der Stabenden, d. h. wegen 

dy_=O für x=O, 
dx 

ebenfalls gleich Null. 
Die unbekannte Größe 

Erwägung, daß für 
des Momentes M A ergibt sich durch die 

l 
X=-

2 
dy =0 
dx 

sem muß; aus der Gleichung 

zu 

MA=-(Pl + Ql) 
8 12 

15) 

also links drehend, wie nach der Form der elastischen Linie erwartet 
werden mußte. 



§ 18. Fälle bestimmter Belastungen. 245 

Hiermit das biegende Moment im Abstande x von A 

M =-(Pl + Ql)+(P + Q)x-px2 

t 8 12 2 2 2 . 

Für die Stabmitte x = ~ folgt 

Pl Ql Mb=s+ 24' ......... 16) 

d. i. absolut genommen ~~ weniger als das Moment MA an der 

Einspannstelle. 
Da Mb für die Mitte C positiv ist, so muß das Moment für 

~inen Querschnitt zwischen A und 0 Null sein, entsprechend einem 
Wendepunkt der elastischen Linie. (In Gleichung 13, § 16, wird 
e=oo für Mb=O.) 

Für den Fall, daß Q = 0, ergibt sich das Moment 

im Punkte A zu 

" " 0 " +Pl 
8' 

l 
" Abstande x = 4 (Wendepunkt) 0. 

Für den Fall, daß P = 0, wird das Moment 

im Punkte A 
Ql pl2 

12=--12, 

Ql pl2 

+24=+ 24' " " 0 

" Abstande x = 0,2113 l (Wendepunkt) 0. 

Die Gleichung der elastischen Linie wird erhalten durch noch­
malige Integrafiion des für den ersten Differentialquotienten erlangten 
Ausdruckes unter Beachtung, daß für x = 0 auch y = 0, 

'!J=- !!___ (..!:.. MAx2 + _.!:.. Ax3 - px4
). e 2 6 24 

Hieraus findet sich die größte Durchbiegung '!Ia für x = ! zu 

( Q) a Z3 

'!Ia= P+2 e 192 ...... · · 17) 

Sehr anschaulich gestaltet sich auch im vorliegenden Falle das 
in § 54 unter 5 angegebene V erfahren. 
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4. Der Stab werde als senkrecht stehende, an den Enden frei be­
weglich gelagerte und mit n Umdrehungen in der Minute um­
laufende Welle angenommen, die durch die Fliehkraft eines mit 
ihr in der Mitte fest verbundenen Körpers, dessen 1\laße m = 
G : g ist und dessen Schwerpunkt um die sehr kleine Größe a 

von der Stabachse absteht, belastet wird. 

Die eigene Masse der Welle werde vernachlässigt, ebenso der 
Einfluß des Momentes G . a. 

Infolge der Fliehkraft biegt sich die Welle in der Mitte um y 
durch, so daß die Fliehkraft beträgt 

P=(a+y)(26~nr m ........ 18) 

Ihr entgegen wirkt die Elastizitätskraft der Welle, die nach 
Glejchung 14 sich zu 

48 e P=y--­
a Z3 

berechnet, also y proportional ist. 
Da beide Werte von P einander gleich sein müssen, folgt 

48 e (:n:n)2 

y-----=(a+y) - m 
a za 30 

a. m(~;r 
y= ~8~- (~~rm 

19) 

Durch Einführung dieses Wertes in Gleichung 18 ergibt sich 
die auf Biegung wirkende Kraft und damit auch das biegende 
Moment. 

Für 

~~ e - (:n: n)2 m = 0. • . . . . . . . 20) 
a l3 30 · 

d. 1. für 

n = 30-. / ~~ ~ ~, 
:n: V a t3 m 

. 21) 

wird y = oo, d. h. das Gleichgewicht zwischen Fliehkraft und Elasti­
zitätskraft hört auf zu bestehen. Diese Umdrehungszahl wird als 
kritische Umdrehungszahl bezeichnet 1). 

1) Über die eingehende Behandlung dieser für rasch umlaufende Weilen 
bedeutungsvollen Aufgabe s. Föppl, Civilingenieur 1895, Heft 4; Mitteilungen 
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Die vorstehende Rechnung ist natürlich nur mit der Genauig­
keit zutreffend, die den Voraussetzungen entspricht, die bei der Ent­
wicklung gemacht warden. Diese nimmt, ganz abgesehen von an­
derem, insbesondere auf die Kräfte nicht Rücksicht, die an den 
Lagerstellen wirksam werden, sobald Durchbiegungen von Erheblich­
keit sich einstellen. Die gemachten Voraussetzungen müssen im Auge 
behalten werden, wenn die vorstehenden Rechnungsergebnisse auf die 
im Maschinenbau vorkommenden Wellen übertragen werden sollen. 
Das gilt auch hinsichtlich der Betrachtung, die man anstellen kann. 
wenn in Gleichung 19 

wird. Dann erhält y, das im Falle der Gleichung 20 oo wurde. 
plötzlich einen kleinen negativen Wert. 

Für kreiszylindrische Wellen aus Flußeisen von der Länge 
geht Gleichung 21 mit a = 0,4 7 Milliontel über in 

d2 d2 
n=21380--= = 670000 ,;-

lVml lrG.l 
22) 

§ 19. Körper von gleichem Widerstande. 

Körper dieser Art sind so geformt, daß die Belastung in sämt­
lichen Querschnitten eines und desselben Körpers die gleiche Größt­
spannung hervorruft. Unter Bezugnahme auf die ~eziehungen 12, 
§ 16, heißt dies, daß für sämtliche Querschnitte 

k =Mb 
z e bzw. 

konstant ist. Daraus folgt, daß die Querschnitte mit Mb sich derart 
ändern müssen, daß der Quotient 

für alle Querschnitte gleich bleibt. 

aus dem mechanisch-technischen Laboratorium der Techn. Hochschule München, 
24. Heft, 1896; Klein, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, 
S. 1191; Kirsch, ebenda 1895, S. 702; insbesondere Stodola, Die Dampf­
turbinen, ferner Schweizerische Bauzeitung 1916, S. 197 u. f. (kurze Mitteilung 
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1916, S. 971). 
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Hiermit führt Gleichung 13, § 16, zu 

1 Mb Mb 1 lcz -=a-=a--=a--
n 8 Be e~ 
... - 1 1 

el 

woraus ersichtlich, daß im Falle eines konstanten Abstandes e1 und 
bei Unveränderlichkeit von a die elastische Linie zum Kreise wird. 

1. Der einerseits eingespannte, andererseits freie Körper 
mit rechteckigem Querschnitt von konstanter Breite b ist am 

freien Ende durch P belastet, Fig. 1. 

Fig. 1. 

Für den um x von A abstehenden Querschnitt beträgt 

1 z e 1 
Mb=P(l-x), e= 12 bz3, e1 =e2 =2' e

1
-=6bz'l. 

Folglich 
P(l-x) · 

k =-~-=konstant, 
$ 1 b Q - z· 

6 
woraus mit l - x = x1 

2 _6P _ )-6P 
z - k b (l x - lc b x1' 

• z 

d. i. die Gleichung einer Parabel. Demnach ist in Fig. 1 die Be­
grenzung EBD nach einer Parabel zu gestalten, für die BA die 
Hauptachse, B der Scheitel und E (D) ein zweiter Punkt ist, dessen 
Lage bestimmt erscheint durch 

AE=AD=!!_=]:_-. /f!l 
2 2 V -~1 · 

Die Durchbiegung YB am freien Ende ergibt sich unter Zu­
grundelegung des Koordinatensystems xy (vgl. Fig. 2, § 16) nach 
Gleichung 12 und 15, § 16, unter Beachtung des S. 247 und 248 Be­
merkten aus 
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sofern a als unveränderlich betrachtet und im Auge behalten wird, 
daß für 

X=Ü 

zu 

dy =0 
dx 

y=O, 

• . . . 1) 

Für den gleichbelasteten, jedoch prismatischen Stab ergab 
Gleichung 4, § 18, 

d. i. die Hälfte des Wertes von Gleichung 1. 

Nach Maßgabe der vorstehenden Rechnung würde · der Quer­
schnitt im Angriffspunkte der Kraft P gleich Null sein. Dieses natür­
lich unzulässige Ergebnis ist die Folge der Vernachlässigung der 
·Schubkraft. 

Unter "Biegung und Schub" wird in § 52 das zur Feststellung 
der Querschnittsabmessungen gegen das Ende des Stabes hin Er­
forderliche bemerkt werden. 

2. Der Stab wie unter 1, jedoch von konstanter Höhe h, Fig. 2. 

Für den um x1 vom freien Ende B abstehenden Querschnitt 
ergibt sich 

Mb=Px1 , 

Px 
1c. = _L =konstant, 

_!._ k2 z 
6 

6P 
z= k h,?.xl, 

• 
d. h. die Begrenzungslinien BO und BD sind Gerade, deren Lage 
durch 
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- - b 3Pl 
AO=AD=-=--

2 k,h2 

bestimmt wird. 
Die elastische Linie ist nach Maßgabe der Gleichung 

1 k k 
-=a~=2a-.!.. e el h 

infolge der konstanten Höhe des Stabes em Kreis vom Halbmesser 

h 
(!= 2 ak · 

z 

Fig. 2. 

Die Durchbiegung YB am freien Ende B wird daher 

12 12 6 pza 
YB=2e=ak,h=a bhs ....... 2) 

d. i. 1,5mal so groß, wie die Durchbiegung (nach Gleichung 4, § 18) 
unter sonst gleichen Verhältnissen bei konstanter Breite sein würde. 

V gl. Schlußbemerkung zu Ziff. 1. 

3. Der Stab liegt beiderseits auf Stützen, Fig. 3, und ist durch 
die im Punkte C angreifende Kraft P belastet. 

~----4---
1 

Fig. 3. 

Der Teil AG verhält sich wie ein bei C befestigter und 
b 

bei A durch PT belasteter Stab, der Teil BO wie ein bei 0 be-
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festigter und bei B mit P ; belasteter Balken (Fall wie bei Ziff. 1 

und 2). 
Ist der Querschnitt kreisförmig, so findet sich für den beliebigen, 

um x von A abstehenden Querschnitt der Strecke AC 

Damit wird 
b 

Pyx 
k, =--=konstant, 

n s 
32 z 

3 32Pb 
z = nk,l x, 

d. i. die Gleichung einer kubischen Parabel, für die AC die Haupt­
achse, A der Scheitel ist, und deren Ordinate im Querschnitt bei C 
durch die Gleichung 

bestimmt wird. 
Da sich für die Strecke BO ein ganz entsprechendes Ergebnis 

findet, so besteht der gesuchte Körper AB aus zwei nach kubischen 
Parabeln, die sich im Querschnitt bei 0 schneiden, geformten Um­
drehungskörpern. 

V gl. Schlußbemerkung zu Ziff. 1. 

§ 20. Die bei der Entwicklung der Gleichungen in § 16 ge­
machten Voraussetzungen und ihre Zulässigkeit. 

Der durch Biegung in Anspruch genommene Stab auf 
Grund des Gesetzes E = a am. 

Die Voraussetzungen, die in § 16 zur Bestimmung der Biegungs­
anstrengung, Gleichung 12, führten, sind: 

L Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für jeden Querschnitt nur ein Kräftepaar. 

2. Die Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht werden 
kann, wirken nicht aufeinander ein, sind also unabhängig 
voneinander. 

3. Die ursprünglich ebenen Querschnitte des Stabes bleiben 
eben. 
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4. Der Stabquerschnitt ist symmetrisch, und die Ebene des 
Kräftepaares fällt mit der Symmetrieebene des Stabes zu­
sammen oder ist ihr parallel. 

5. Die Dehnungszahl ist für alle Fasern 
gleich groß, also auch unabhängig 
von der Größe und dem Vorzeichen 
der Dehnungen oder Spannungen. 

Fig. I. 

Von Fällen, in denen infolge über­
großer Höhenabmessungen des Querschnitts 
im Verhältnis zu den Breitenabmessungen 
Ausknicken zu erwarten steht, oder in denen 
die auf S. 226, Fußbemerkung, berührten 

Fig. 2. 

! 
I I 
I ...0• 

boo ! 1 
ooo 1 oq 
000 . Oej 
00004'000000 
00004'000000 
ooo I oo 
000 00 
090 • 
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Fig. 3. 

Verhältnisse in Betracht kommen, ist hier-
bei abgesehen. 

Diese Annahmen treten am deutlichsten 
vor das Auge, wenn wir uns einen Körper 
so ausgeführt und beansprucht denken, daß 
sie erfüllt sind. Zu dem Zwecke stellen wir 
uns vor, der Stab bestehe aus einzelnen, 
voneinander unabhängigen, ursprünglich 
gleichlangen Fasern, etwa wie die Fig. 1 
und 2 (Durchschnitt) erkennen lassen. Mit 
dem einen Ende seien dieselben im Boden 
AB befestigt, mit dem anderen an der 
Platte 0 D. Die letztere, die wir uns ge­
wichtslos denken wollen, werde in der Mittel­
eb.ene von einem Kräftepaar PP, dessen 
Moment Mb =Pa ist, ergriffen. Sie dreht 
sich infolgedessen um eine Achse E E. Die 
links von dieser gelegenen Fasern werden 
gedehnt, die rechts davon befindlichen 
erfahren eine Verkürzung. Von den ge­
drückten Fasern werde vorausgesetzt, daß 
sie sich nach der Seite hin nicht aus­
biegen. Die Auffassung der Fasern als voll­
kommen gleicher Spiralfedern, etwa wie in 
Fig. 3 gezeichnet, wird diese Vorstellung 
erleichtern. 

Wie ohne weiteres ersichtlich, sind bei dieser Sachlage die Ver­
längerungen bzw. Verkürzungen der Fasern proportional dem Ab­
stande von der Achse E E. 

Bedeutet l die Längenänderung, welche die ursprünglich llangen 
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und im Abstande '1/ von der Achse E E gelegenen Fasern erfahren 
haben, so ist 

;. 
e=--

l • 

die verhältnismäßige Längenänderung, d. h. die Dehnung im All­
stande 'IJ· Wird diese Größe im Abstande 1 mit e' bezeichnet, so 
findet sich 

' e=e'YJ. 

Hiermit ist eine Spannung 
e e' 

a=-=---f) 
a ct 

verknüpft, der bei dem Querschnitt f0 der im Abstande fJ gelegenen 
Fasern eine Kraft 

entspricht. 

e' 
afo =-1Jfo 

a 

Die Gesamtheit dieser inneren Kräfte muß sich mit den äußeren 
Kräften im Gleichgewicht befinden. Infolgedessen muß sein: 

die algebraische Summ.e dieser inneren Kräfte in Richtung 
der Stabachse gleich Null, d. h. 

e' 
Iaf0 =I --1]{0 = 0, 

a 

und ferner die Summe der Momente dieser inneren Kräfte 
gleich dem Moment des Kräftepaares Pa= Mb' d. h. 

e' 
Zof0 ·1J =I- {0 r; 2 = Mb. 

a 

Aus der ersten Bedingungsgleichung folgt bei Unveränderlich-
keit von a 

Z(0 r; = 0, 

d. h. die Nullachse E E geht durch den Schwerpunkt sämtlicher Faser­
querschnitte, bildet also die zweite Hauptachse des Gesazntquer­
schnittes. 

Die zweite Bedingungsgleichung führt unter der soeben genannten 
Voraussetzung, a betreffend, und bei Beachtung, daß ~fo'YJ2 = e, zu 

e' 
Mb=-8. 

a 
Beträgt der Abstand 1] der am stärksten gezogenen Fasern ev 

der am stärksten gedrückten - e2 , so erfahren diese Fasern die 
Spannungen 
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woraus folgt 

und hiermit 

e' 
a = ----e 

1 a 1 

6 M =a ----
b t et 

III. Biegung. 

bzw. 

Bei Berücksichtigung, daß 

folgt 

oder 

01 < k. 

e M <k --
b = • et ' 

M <k fJ 
b= e 

2 

d. s. die in § 16 entwickelten Gleichungen 12. 
Wir bemerken - wie hervorgehoben sei -, daß bei der voraus­

gesetzten Sachlage '- die einzelnen Fasern sind gelenkig an die 
Platte angeschlossen - die Stabachse gerade bleibt, daß also das 
Kräftepaar PP mit dem Momente Pa eine Krümmung derselben 
nicht veranlaßt. 

An die Stelle der Krümmungsachse, die sich im Krümmungs­
mittelpunkt projiziert, tritt hier der Durchschnitt der Ebenen 0 D 
und AB 1). 

Weiter bemerken wir, daß hier die Ebene 0 D aufhört, senk­
recht zur Faserrichtung und zur Stabachse zu stehen. 

Die Beziehung 1, § 16, die für den gebogenen Stab, Fig. 2, § 16, 
unter der Voraussetzung abgeleitet worden war, daß die Querschnitte 

1) Der Winkel 'lfJ, den beide Ebenen miteinander einschließen, läßt sich 
durch folgende Erwägung leicht feststellen. 

Es beträgt die Spannung im Abstande 1 von der Nullachse ~ und die 

Dehnung dieser Faser s' = oc ~, somit die Längenänderung der ursprünglich 

l langen Faser im Abstande J von der Nullachse 

Mb 
oc f) l, 

d. i. aber auch gleich das Maß des Drehungswinkels der einen Ebene gegen 
die andere, also 

Mb 
•p=OC (-) l . ............. I) 
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senkrecht zur gekrümmten Mittellinie stehen, gilt eben auch dann, 
wenn die Achse gerade bleibt, Fig. 1, nur müssen dann die einzelnen 
Querschnitte sich gegen die Achse derart neigen, daß ihre Ebenen 
sich sämtlich in derselben Geraden schneiden, die den Durchschnitt 
der Ebenen AB und 0 D bildet. 

Die Tangente des Neigungswinkels eines beliebigen, zwischen 
A. B und 0 D gelegenen Querschnittes ist proportional dem Abstand 
des Schwerpunktes desselben über AB. e hat dann hierbei allerdings 
nicht mehr die Bedeutung des Krümmungshalbmessers, sondern b~­
zeichnet den Abstand der Schwerachse E E von der Durchschnitts-

t d2 y 
Iinie der Ebenen AB und 0 D. Eine Ersetzung von - durch + -- ;;-

(} -dx· 
ist dann natürlich unzulässig. 

1. Was nun zunächst die Voraussetzung unter 1 betrifft, 
daß die auf den Stab wirkenden äußeren Kräfte für jeden 
Querschnitt nur ein Kräftepaar liefern, so ist festzustellen, 

I ff 

r-"" t----- .t ----t.a.""' -·r -- -~---

8 l 
Fig. 4. Fig. 5. 

daß dieselbe nicht erfüllt zu sein pflegt. Die Erzeugung des biegen­
den Momentes erfordert Kräfte, die nur ganz ausnahmsweise, etwa 
wie im Falle der Fig. 1, oder im Falle der Fig. 4 oder 5 für den 
mittleren Teil AB, der dann wegen M b = konstant nach einem 
Kreise gekrümmt ist, nicht mehr als ein Kräftepaar ergeben. In 
der Regel ist immer eine Schubkraft oder eine Normalktaft vor­
handen (vgl. Einleitung zu § 16), deren Einfluß allerdings in vielen 
Fällen in den Hintergrund tritt.· 

Hinsichtlich der Fälle, in denen die Schubkraft Bedeutung er­
langt, muß auf "Biegung und Schub" in § 52 verwiesen werden. 

2. Was sodann die unter 2 genannte Voraussetzung an­
belangt, daß die Fasern eine gegenseitige Wirkung auf­
einander nicht ausüben, so erkennt man sofort, daß dieselbe für 
einen aus dem Ganzen bestehenden Stab nicht erfüllt ist. Wie wir 
in § 1 bzw. § 7 und 11 sahen, ist verbunden: mit der Dehnung in 
Richtung der Stabachse eine Zusammenziehung senkrecht zu der­
selben, also eine Verminderung des Faserquerschnittes, und mit der 
Verkürzung eine Querdehnung, demnach eine Vergrößerung des Faser-
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querschnittes. Diese Formanderungen senkrecht zur Stabachse sind 
um so bedeutender, je mehr die Dehnungen (positive wie negative) 
in Richtung der Fasern betragen. Da nun hier diese Längsdehnungen 
mit dem Abstande von der Nullachse in absoluter Hinsicht zu­
nehmen, so werden die von der letzteren weiter abstehenden Fasern 
sich quer auch mehr zusammenziehen bzw. mehr dehnen wollen als 
die unmittelbar benachbarten und nach der Nullachse hin gelegenen. 
Infolgedessen werden diese der angestrebten Querzusammenziehung 
blw. Querdehnung zu einem Teile hinderlich sein. Dieser gegen­
seitige Einfluß der Fasern senkrecht zu ihrer Richtung muß nach 

dem Früheren (§ 7 bzw. 14) die Beziehung a = ~. also im Falle der 
a 

Unveränderlichkeit von a die Proportionalität zwischen Dehnungen 
und Spannungen beeinträchtigen und die Festigkeit etwas erhöhen 
(§ 9, Ziff. 1, bzw. § 14). Er wird allerdings nicht bedeutend sein. 

Außerdem werden aber auch die fest miteinander verbundenen 
Fasern noch dadurch aufeinander einwirken müssen, daß sich die 

Fig. 6. 

Fig. 7. 

D 
"" I I 

I 
I 
I elr1-lntl 
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weiter von der Nullachse abstehenden mehr 
ausdehnen bzw. verkürzen und deshalb gegen­
über den unmittelbar benachbarten, dieser 
Achse näher gelegenen, ein Bestreben zu gleiten 
haben. 

In bezug auf den gegenseitigen Einfluß 
der Fasern werden sich verschiedene Quer­
schnittsformen verschieden verhalten (vgl. auch 
§ 9 ). V ergleieben wir beispielsweise den recht­
eckigen Querschnitt (Fig. 6) mit dem H-för­

migen Fig. 7, so erkennt man sofort, daß die auf der Linie GG 
liegenden Fasern des ersteren von ihren benachbarten inneren Fa­
sern mehr beeinflußt werden müssen als die in gleichem Abstand 
liegenden Fasern BOOB des anderen Querschnittes. Diese sind 
eben zum größten Teile nach innen frei. (V gl. auch S. 226, Fuß­
bemerkung.) 

Werden aus einem und demselben Material zwei Stäbe vom 
Querschnitt Fig. 6 und Fig. 7 hergestellt, beide sodann der Biegungs­
probe mit stetig wirkender Belastung unterworfen und werden hierauf 
die beobachteten Durchbiegungen mit denjenigen verglichen, welche 
die Rechnung liefert, so ergibt sich für den Querschnitt Fig. 6 ein 
vergleichsweise etwas geringerer Wert als für den Querschnitt Fig. 7, 
entsprechend einer etwas größeren Widerstandsfähigkeit gegen Bie­
gung, vollständige Gleichartigkeit des Materials in beiden Stäben 
vorausgesetzt 
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Die Ergebnisse von Versuchen des Verfassers mit breitflansehigen 
I-Trägern aus Flußeisen deuten darauf hin, daß dieser Einfluß inner­
halb des Gebietes der elastischen Dehnungen sehr gering ist (s. Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1910, S. 382 u. f.). Je nach 
der Stärke des Steges und der Flanschen kann er allerdings auch 
erheblich werden. 

Größer als bei statischer Beanspruchung steht er bei dynami­
scher Wirkung der belastenden Kräfte zu erwarten. 

Aus dem Erörterten folgt weiter beispielsweise für die breit­
basige Eisenbahnschiene, Fig. 8, daß die im Kopfe des Querschnittes 
zusammengedrängte Masse der Dehnung (positiven wie negativen) 
einen verhältnismäßig (im Vergleich zu dem, was bei den Entwick­
lungen im § 16 vorausgesetzt wird) größeren Widerstand entgegen­
setzt als das Material in dem breiten, wenig hohen Fuß, und daß 
infolgedessen die tatsächliche Nullachse oberhalb der horizontalen 
SchWerpunktachse des Querschnittes gelegen sein muß. Wird der 

pnzynanzu 

Fig. 8. Fig. 9. 

letztere so bestimmt, daß diese Achse in halber Höhe liegt, so kann 
hiernach der Querschnitt nicht als ganz zweckmäßig bezeichnet wer­
den, namentlich dann nicht, wenn der Fuß sehr breit ist. In solchem 
Falle muß die wagrechte Hauptachse des Querschnittes entsprechend 
tiefer als in halber Höhe sich befinden. Hierdurch erklärt sich auch 
eine verhältnismäßig größere Widerstandsfähigkeit starkköpfiger Stahl­
schienen usw. sowohl gegenüber gewöhnlicher Biegungsbeanspruchung 
als auch gegenüber Schlagproben. 

Je mehr sich die Querschnittsfläche in zwei schmale, der Null­
achse parallele Streifen zusammendrängt, Fig. 9, um so geringer wird 
der gegenseitige .Einfluß der Fasern aufeinander, um so zutreffender 
erscheinen unter sonst gleichen Verhältnissen die Beziehungen, die 
auf Grund der Voraussetzung Ziff. 2 entwickelt wurden, vorausgesetzt, 
daß nicht ein anderer Umstand in Betracht kommt, der sofort er­
örtert werden wird. 

Ohne den Querzusammenhang der Fasern müßten diejenigen 
von ihnen, die gedrückt 11;erden, in der Mitte nach der Seite aus-

c. Bach , Elastizltlit. 7. Aufl. 1 7 
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weichen (Fall der Knickung, vgl. § 23). In der Tat kann diese,Nei­
gung der gedrückten Fasern, nach der Seite auszuweichen, bei ver­
hältnismäßig großer Länge des auf Biegung beanspruchten Stabes und 
bei entsprechender Querschnittsform des letzteren, wie z. B. Fig. 9, 
dessen Widerstandsfähigkeit erheblich vermindern. (V gl. auch § 13 
unter h, S. 202 u. f.) 

Der Querzusammenhang der Fasern kann infolge des örtlichen 
Angriffs der Kräfte, welche das biegende Moment liefern, noch einen 
weiteren, zunächst die Form des Querschnittes und sodann auch die 
Widerstandsfähigkeit des Stabes ändernden Einfluß äußern. 

Überblicken wir das hinsichtlich des gegenseitigen Einflusses der 
Fasern Gefundene, so erkennen wir, daß im allgemeinen: die An­
strengungen k. bzw. k, wie sie sich nach den Gleichungen 12, § 16, 
ergeben, nicht mehr den Charakter der reinen Zug- bzw. Druck­
beanspruchung besitzen, und daß es deshalb im allgemeinen als richtig 
erscheint, bei Ermittelung der Abmessungen eines auf Biegung in An­
spruch genommenen Stabes als zulässige Anstrengung des Materials 
Werte einzuführen, die aus Biegungsversuchen gewonnen wurden. 
Inwieweit es zutreffend ist, wenn an Stelle dieser Biegungsanstrengung 
die aus Zugversuchen abgeleitete Größe kz gesetzt wird, muß -
streng genommen - durch Vergleichung der Ergebnisse von Zug­
und von Biegungsversuchen für jedes Material und die einzelnen 
Querschnittsformen festgestellt werden. Hierbei ist im Auge zu be­
halten, daß es sich empfiehlt, die Versuche in der Regel unter solchen 
Verhältnissen anzustellen, wie sie bei den technischen Anwendungen 
vorliegen, auf welche die ermittelten Zahlen übertragen werden sollen. 
Der Beschreitung dieses Weges können sich allerdings in manchen 
Fällen sehr erhebliche Schwierigkeiten entgegenstellen. 

Bei zusammengesetzten Körpern wie Gitterträgern usw., die so 
konstruiert sind, daß die einzelnen Teile fast nur Zug und Druck 
erfahren, ist naturgemäß mit k, und k (falls nicht Knickung in Be­
tracht kommt) zu rechnen. 

3. Was die oben unter 3 aufgeführte Voraussetzung anlangt, 
daß die Querschnitte eben bleiben, so ist festzustellen, daß 
auch sie nicht genau zutrifft; die Schubkraft, die mit dem biegen~ 
den Moment verknüpft zu sein pflegt, wirkt auf K:r;ümmung der ur~ 
sprünglich ebenen Querschnitte hin (vgl. "Biegung und Schub" in 
§ 52); doch scheint, soweit das bis heute vorliegende Material ein Urteil 
gestattet, die Annahme des Ebenbleiheus der Querschnitte in vielen 
Fällen bei ausschließlich oder wenigstens in entschieden vorwiegender 
Weise auf Biegung beanspruchten Stäben, die aus einem Material be­
stehen, fiir das die Voraussetzung Ziff. 5 erfüllt ist, zulässig zu sein. 
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Für einen rechteckigen Stab aus weichem Bessernerstabi von 
140 mm Höhe bei 55 mm Breite und 1200 Länge, der sich bei einer 
Auflagerentfernung von 1000 mm um 241,5 mm durchgebogen hatte, 
ohne zu brechen, stellte Hausehinger fest, daß bei dieser ganz be­
deutenden Durchbiegung die ursprünglich ebenen Querschnitte eben 
sowie senkrecht zur elastischen Linie geblieben waren, und die Länge 
der früher geraden, 1000 mm langen elastischen Linie sich n"icht 
geändert hatte. 

V ersuche des Verfassers mit allerdings weniger hohen Stäben 
rechteckigen Querschnittes aus Schmiedeeisen führten zu dem gleichen 
Ergebnis. 

Das Ebenbleiben der Querschnitte bei Materialien, die Pro­
portionalität zwischen Dehnungen und Spannungen überhaupt nicht 
aufweisen, wird nach dem in der Fußbemerkung .2, S. 282 Be­
merkten und nach dem, was aus dem bis heute 
vorliegenden Versuchsmaterial geschlossen werden 
kann 1), bis auf weiteres gleichfalls als zulässig an- ' 
genommen werden dürfen. ~ '" r. ~ 

Bei Querschnittsformen, wie in der Fußbemer­
kung S. 226 hervorgehoben, wird Ebenbleiben der 
Querschnitte im allgemeinen nicht stattfinden. Das 
daselbst hinsichtlich der Überschätzung der Wider­
standsfähigkeit Gesagte wird fest im Auge zu be-
halten sein. · 

4. Um die Bedeutung der unter 4, S. 252 ange­
gebenen Voraussetzungenmöglichst einfach und deut- Sr 
lieh klarzulegen, sollen die folgenden Betrachtungen 
an einen bestimmten Fall angeknüpft werden. Wir 
denken uns einen Stab vom Querschnitt Fig. 10, 
in der Mittelebene der Stegmitte belastet 2) gemäß 
Fig. 5, so daß für den mittleren Stabteil, den wir 

Fig. 10. 

allein ins Auge fassen wollen, die äußeren Kräfte nur ein Kräfte-
. paar ergeben. 

Der Kern des auf Biegung beanspruchten Stabes ist der Steg, 
wie in der Abbildung durch Strichlage hervorgehoben ist. Bei der 
Durchbiegung in senkrechter Richtung werden die Fasern in E ver­
kürzt und bei F gedehnt. Damit wirkt der Steg bei E auf die 

1) Vgl. in dieser Hinsicht u. a. E. Meyer in der Zeitschrift des Vereines 
·deutscher Ingenieure 1908, S. 197 u. f. 

2) Auf den Fall der Belastung in der senkrechten Hauptachsenebene 
wird S. 262 eingegangen werden. 

17* 
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obere Flansche E D drückend und bei F auf die untere Flansche F 0 
ziehend. Die obere Flansche erscheint hiernach als ein Stab, der 
durch ejne exzentrisch angreifende Kraft auf Druck beansprucht 
wird und infolgedessen eine ungleichmäßige Verteilung der Spannung 
über den Querschnitt erfährt. Die untere Flansche zeigt sich als 
Stab, der durch eine exzentrisch wirkende Kraft auf Zug bean-

G---~ 

(3---.....,~ 

Fig. 11. Fig. 12. 

sprucht wird und deshalb gleichmäßige Verteilung der Spannungen 
über den Querschnitt nicht aufweisen kann. Die obere Flansche 
und mit ihr der obere Teil des Steges wird sich daher krümmen 
müssen, wie in Fig. 11 in übertriebenem Maße für ein mittleres 
Stück des Stabes angegeben ist, während die untere Flansche sich 
in entgegengesetzter Richtung zu krümmen bestrebt ist, wie Fig. 12 
darstellt. Der Steg selbst wird sich also oben nach links, 
unten nach rechts ausbiegen, seine ursprünglich eine senk­
rechte Gerade bildende Mittellinie wird eine S-förmige Ge­
stalt annehmen; er wird eine Verdrehung erfahren, seine 



Fig. 13. 

Fig. 14. 

Fig. 15. 

Fig. 18. 
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Querschnitte werden sich 
wölben müssen (vgl. Taf. XIII). 
Durch diese Verdrehung werden 
natürlich auch die Flanschen in 
Mitleidenschaft gezogen. Je höher 
der Steg ist, um so leichter wird 
sich unter sonst gleichen Umstän­
den seine Formänderung vollziehen 
können. Die Stegstärke wird den 
entgegengesetzten Einfluß äußern, 
je größer sie ist, um so J>edeuten­
der wird der Widerstand sein, den 

I 
--~ 

I 
I 

Fig. 16. 

der Steg gegenüber der ihm zuge­
muteten Formänderung leistet. 

Um den Grad der Ungleich­
mäßigkeit der bezeichneten Span­
nungsverteilung über die Flanschen 
festzustellen, wurde ein ]-Träger 
Profil Nr. 30 8= 7975cm4 Fig.13 
in eine stehende Prüfungsmaschine 
gebracht und darin belastet gemäß 
Fig. 5. l= 1000mm, a=1000mm. 
Durch Spiegelapparate wurden ge­
messen: die Längenänderungen der 
Fasern auf 200 mm Erstreckung an 
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den in Fig. 13 bezeichneten 4 Stellen: M1 M 9 M8 und M._, die um 
je 145 mm von der wagrechten Hauptachsenebene abstehen. Die 
Untersuchung lieferte für die Belastungsstufe P= 250/1750 kg die 
Beanspruchungen in der Richtung, in der die Dehnungen gemessen 
worden waren, 

in Ml G1 =- 417 kgfqcm 
in M, a,=- 45 " 
in Ms a8 =+370 " 
in M._. a4 =+ 113 " 

Die Zahlen zeigen deutlich die außerordentlich ungleichmäßige 
Verteilung der Beanspruchung über die Flanschen, während die übliche 
Rechnung (in§ 16) im gleichen Abstand von der Nullebene die gleiche 
Beanspruchung annimmt. 

Wenn geradliniger Verlauf der Beanspruchungen von M 1 nach M 2 

und von M 8 nach M4 angenommen werden darf (in Wirklichkeit wird 
der Verlauf - mindestens durch den Steg hindurch - voraussicht­
lich ein etwas anderer sein), so wird sich für die obere Flansche die 
Druckverteilung nach Fig. 14 und für die untere die Zugverteilung 
nach Fig. 15 eJgeben, während die übliche Rechnung (§ 16) den Ver­
lauf der Beanspruchung nach den Geraden N 1 N2 bzw. N8 N 4 voraus­
setzt, entsprechend a = 273 kgfqcm. Somit führt der Versuch für 

: 417-273 
M 1 zu emer um 100 = 53°/0 höheren Druckbeanspruchung 

273 

M 8 " " " 100 370 
27} 73 = 36°/0 " Zugbeanspruchung. 

Außer der Untersuchung mit Belastung des Trägers in der Steg­
mittelebane wurden 'noch Versuche durchgeführt mit Belastung in 
der senkrechten Hauptachsenebene des Querschnitts, wie Fig. 16 an­
rleutet. Dabei ergab sich 

in M1 a1 =- 518 kgfqcm 

in M 2 a2 = + 104 " 
in M 3 a3 =+456 " 
in M 4 a, =- 16 " 

Diese Zahlen liefern die Fig. 17 und 18; sie zeigen noch eine 
weit größere Ungleichmäßigkeit der Verteilung der Beanspruchungen 
über die Flanschen, als diejenigen, die sich im Falle der Belastung des 
frägers in der Stegmittelebene ergaben; in der gedrückten Flansche 
zeigt sich außen sogar eine Zugspannung und in der gezogenen 
Flansche eine - allerdings sehr kleine - Druckspannung. Hier 
führj;e der V ersuch für 
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. 518- 273 OJ h''h D kb h M zu emer um 100 --------- = 90 0 o eren ruc eanspruc ung 
1 273 

" 
" 100456--:-273 =670Jo 

273 

als die übliche Rechnung. 

" Zugbeanspruchung 

Hiernach ist festzuhalten, daß die Entwicklungen in § 16 nur 
unter der Voraussetzung gelten, daß der Stabquerschnitt symmetrisch 
ist, und daß die Kraftebene (Ebene der belastenden Kräfte) mit der 
Symmetrieebene zusammenfällt. Die Beurteilung der Widerstands­
fähigkeit nach den Gleichungen 12, § 16, kann bei Körpern mit 
unsymmetrischem Querschnitt - je nach den Verhältnissen - zu 
einer mehr oder minder großen, unter Umständen zu überaus be­
deutender Überschätzung Veranlassung geben. 

Werden die infolge der Unsymmetrie oder Einseitigkeit des 
Querschnittes auftretenden Formänderungen mehr oder weniger ( z. B. 
durch Verbindung mit anderen Teilen) gehindert, so wird dadurch 
die Widerstandsfähigkeit erhöht. So wird das z. B. eintreten, wenn 
zwei :J-Träger mit dem Rücken ihrer Stege zusammengenietet wer­
den usw. 

Der im vorstehenden besprochene nachteilige Einfluß der Un­
symmetrie des Querschnittes ist vom Verfasser auch noch festges~ellt 
worden durch Bruchversuche mit Gußeisen und aus Durchbiegungs­
versuchen mit Flußeisenträgern. Näheres hierüber sowie über die 
oben erwähnten Untersuchungen findet sich in der Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1909, S. 1790 u. f. und 1910, S. 382 u. f. 
V gl. auch das nach Durchführung dieser Versuche erschienene Buch 
von Sonntag, Biegung, Schub und Scherung, Berlin 1909. 

5. Die Voraussetzung 5, daß die Dehnungszahl a konstant 
ist, also gleich für Zug und für Druck, sowie unabhängig 
von der Größe der Spannungen oder Dehnungen, erscheint 
nach Maßgabe der in § 4 niedergelegten Versuchsergebnisse und der 
hierauf bezüglichen Darlegungen in § 5 nur für manche Materialien, 
beispielsweise für Schmiedeeisen und Stahl, zulässig, solange die 
Spannungen gewisse Grenzen nicht überschreiten. Bei Gußeisen z. B. 
ist sie dagegen nicht zutreffend; hier wachsen die Dehnungen rascher 
als die Spannungen. Dasselbe ist der Fall bei weichem Kupfer; 
auch bei Legierungen desselben wie Bronze, Messing usw. wird in 
der Regel rascheres Wachstum der Dehnungen beobachtet. Gleich 
verhält sich Sandstein, Granit, Zementmörtel, Beton usw. 

Nach Maßgabe des Gesagten werden für _einen auf Biegung 
beanspruchten Stab aus Gußeisen unter der Annahme, daß die Quer-
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schnitte eben bleiben, zwar die Dehnungen proportional mit den1 
Abstande 'YJ von der Nullachse wachsen, nicht aber die Spannungen; 
letztere müssen vielmehr langsamer zunehmen, entsprechend dem 
Umstande, daß a in a = e: a mit wachsender Dehnung (Spannung) 
zunimmt (vgl. z. B. S. 21). Fig. 19 veranschaulicht dies unter Voraus­
setzung starker Beanspruchung des Stabes. Für die beliebig um 'fJ 
von der in X sich projizierenden Nullachse 1) abstehende Faserschicht 
sei P P1 die Dehnung und P P2 die Spannung; dann ist fiir Gußeisen 
der geometrische Ort aller Punkte P2 eine gegen die Achse der 'fJ 
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gekrümmte, in D2 X P2 Z 2 sich projizierende Fläche, wenn auch die 
Punkte P1 auf der durch die Nullachse gehenden Ebene D1 XZ1 liegen. 
Bei Proportionalität zwischen e und a, d. h. auf Grund der gewöhn­
lichen Biegungsgleichung 

e 
.Mb=a-, 

'YJ 

würde sich die Spannungsverteilung nach Maßgabe der gestrichelt 
eingetragenen Geraden DOZ gestalten. Wie ersichtlich, weicht die 
Spannungsverteilung, wie sie sich unter Berücksichtigung der Ver­
änderlichkeit der Dehnungen mit den Spannungen ergibt, bedeutend 
ab von derjenigen, die unter der üblichen Voraussetzung der Unver-

1) Daß diese hier nicht mehr durch den Schwerpunkt des Querschnittes 
geht, folgt unmittelbar aus dem, was S. 227 und S. 253 in bezug auf die Glei­
chung Jvdf=O bzw. Ifo'I'J=O gesagt ist. Dieselben werden nur erhalten 
unter der Voraussetzung, daß die Dehnungszahl IX konstant ist. 
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änderlichkeit von a gewonnen wird. Die Abweichung ist - unter 
der Voraussetzung größerer Beanspruchung - hinsichtlich der 
Lage der Nullachse derart, daß das Material auf der Seite 
der größeren Dehnung, der größeren Nachgiebigkeit (der 
geringeren Festigkeit) zur Übertragung des Momentes einen 
größeren Querschnitt bietet als auf der anderen Seite, und 
in bezug auf die Zunahme der Spannungen zeigt sich, daß 
das nach der Nullachse hin gelegene Material besser aus­
genutzt wird, indem die Spannungskurve der senkrechten 
Abszissenachse ihre hohle Seite zukehrt, also die Span­
nungen nicht mit der ersten Potenz von "' zunehmen, son­
elern langsamer wachsen. Beides hat zur Folge, daß die 
Widerstandsfähigkeit eines solchen Balkens gegenüber Bie­
gung größer sein muß, als es die übliche Biegungsgleichung 
erwarten läßt. Infolgedessen liefern die Gleichungen 10 und 12, 
§ 16, die Zugspannungen größer, als sie tatsächlich sind. Ein und 
dasselbe Gußeisen muß deshalb bei Biegungsversuchen eine höhere 
Festigkeit ergeben als bei Zugversuchen, wenn diesel.be auf Grund 
der Gleichung 10, § 16, berechnet wird. 

Aus dem Erörterten folgt dann weiter, daß Stäbe mit Quer­
schnitten, bei denen sich das Material nach der Nullachse hin zu­
sammendrängt, widerstandsfähiger sein müssen, als nach Gleichung 12, 
§ 16, zu schließen ist. Beispielsweise wird ein Stab mit kreisförmigem 
Querschnitt eine.größere Bruchbelastung, bestimmt nach Gleichung 10, 
§ 16, liefern müssen als ein Stab mit quadratischem Querschnitt, 
dieser wird dagegen eine größere Biegungsfestigkeit aufzuweisen 
haben als der I-förmige Querschnitt usw.1). 

Will man den Einfluß der Veränderlichkeit der Elastizität mit 
der Spannung schärfer verfolgen, se1 hat das unter Zugrundelegung 
der Gesetzmäßigkeit zu geschehen, die zwischen e und a besteht. 
Im nachfolgenden soll das in Kürze ausgeführt und demgemäß 

der durch Biegung in Anspruch genommene Stab 
auf Grund des Gesetzes 

e = aam 2) 

rechnerischer Betrachtung unterworfen werden. 

1 ) Hiermit stehen die Ergebnisse der vom Verfasser in den Jahren 1885 u. f. 
durchgeführten Biegungsversuche mit Gußeisen in voller Übereinstimmung. Siehe 
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 193 u. f., S. 221 u. f., 
S. 1089 u. f., oder auch .Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 60 u. f., sowie 
§ 22, Ziff. 2 dieses Buches. 

2) Wie Verfasser bei Veröffentlichung betreffend das Potenzgesetz s = ocam 
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 248 u. f. am 



266 III. Biegung. 

a) Allgemeine Gleichungen. 

Wir gehen von der zu Anfang ~es§ 16 dargestellten Sachlage aus. 
Der einerseits eingespannte und am freien Ende mit P belastete 

prismatische Stab biegt sich unter Einwirkung dieser Kraft. Hier-

durch werden zwei ursprünglich parallele, um dx = 001 voneinander 
abstehende Querschnitte 00 und 0 1 0 1 , Fig. 1, § 16, sowie Fig. 20 
und 21, sich unter einem gewissen Winkel OMO/ gegeneinander 
neigen. Daß sie eben bleiben, werde vorausgeset~t; mit welcher Be­
rechtigung, ergibt sich aus dem am Schlusse vori Ziff. 3, S. 259 
Bemerkten. 

Die oberhalb einer gewissen Linie, die mit xx bezeichnet sein 
möge, .liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb liegenden 
zusammengedrückt. Demgemäß sind im Querschnitt oberhalb xx Zug­
spannungen az und unterhalb xx Druckspannungen aa, wachgerufen 
worden, für die im allgemeinen die Beziehungen gelten 

2) 

Wird der Abstand des Punktes M, in dem sich die Durch­
schnittslinie der beiden Querschnitte projiziert, von der Linie xx, 
in der die Spannungen gleich Null sind, und die deshalb " Null­
achse" genannt werden soll, mit e bezeichnet, so ergibt sich für 

Schlusse ausgesprochen, erscheint durch dasselbe eine Grundlage gewonnen, 
um an Entwicklungen heranzutreten, die sich die Aufgabe zu stellen haben, 
die Anstrengung von solchen auf Biegung oder Drehung beanspruchten Kör­
pern zu ermitteln, für deren Material Proportionalität zwischen Dehnungen 
und Spannungen nicht besteht. Verfasser hoffte durch diese Hervorhebung noch 
besonders zu dahin gehenden Arbeiten anzuregen. In der Tat erwies sich diese 
Erwartung als berechtigt, denn bereits im Juni 1897 wurde ihm von Ingenieur 
Ensslin eine Arbeit vorgelegt, die sich mit der Biegungsaufgabe auf Grund 
des Gesetzes e =cxom und insbesondere mit der Untersuchung des auf Biegung 
beanspruchten gußeisernen Balkens mit rechteckigem Querschnitt beschäftigte. 
und in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 941 u. f. be­
handelt Latowski die gleiche Aufgabe unter Anwendung der allgemeinen 
Sätze auf Granitbalken. Beide Arbeiten gelangen in der Hauptsache zu den 
gleichen Ergebnissen. Eine weitere Darlegung von Latowski s. Zeitschrift 
des österr. Ingenieur- und Architektenvereins 1898, S. 56, und am gleichen Or4, 
S. 249, den Aufsatz von W. Carling. 

Vgl. auch die Arbeit von L. Geusen in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1898, S. 463 u. f., sowie S. 516; ferner die Arbeit von 
Fr. Engesser am gleichen Ort, S. 903 u. f.: "Widerstandsmomente und Kern­
figuren bei beliebigem Formänderungs- und Spannungsgesetz". 
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den Querschnitt 000 die verhältnismäßige Dehnung im Abstande 1J 

von xx zu 
PP/- p pl p P/ (! + 1J 1} 

e=---=--=-=== -1 = -~---1 ==--. 
p~ p~ (! g 

Fig. 20. 

I t 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
l I 
j/ ,, 
" ,, 
tJn 

Fig. 21. 

Infolgedessen findet sich für die beliebige um 1J von der Null­
achse xx abstehende Faserschicht 

auf der Zugseite 

"'• 1J e=a1o =~ 
I (! 

oder 

auf der Druckseite 3) 
1 

c-c· o"'•-!L ---'2d -(! oder ( 1J )"'" Od= lX~(! ' 

und für die äußersten, um e1 bzw. e2 von der 
den Fasern, sofern deren Dehnungen mit e1 

Spannungen mit o1 bzw. a2 bezeichnet werden, 

Nullachse abstehen­
bzw. e2 und deren 

. . . . . . . 4) 
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woraus durch Division 

5) 

Das Gleichgewicht zwischen dem äußeren biegenden Moment M,. 
von dem Einfluß der Schubkraft P werde abgesehen - und den 

inneren, durch dasselbe wachgerufenen Kräften verlangt, sofern der 
im Abstande 1] liegende und in Fig. 20 durch Strichlage hervor­
gehobene Flächenstreifen mit df bezeichnet wird, 

et e2 

Ja.df-Jaadf=O 6) 
0 0 

und 
e1 e2 

Mb=Ja,df ·1'/ + J aadf.1'J 7) 
0 0 

Aus Gleichung 6 folgt unter Beachtung der Gleichung 3 

und mit Rücksicht auf die Gleichung 4 sowie Gleichung 5 

8) 

Diese Gleichung bestimmt durch den Abstand e1 die Lage der 
N ullachse. Sie zeigt, daß dieselbe hier abhängt von der Größe der 
Spannung av also von der Größe des biegenden Momentes. Da nun 
dieses für die verschiedenen Querschnitte des Stabes verschieden ist, 
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so muß bei gleichb~eibender Belastung derselben die Null­
achse ihre Lage von Querschnitt zu Querschnitt ändern. 
Wird die Belastung des Balkens eine andere, d. h. ändert 
sich die belastende Kraft P, so verschiebt sich auch die 
Nullachse in den auf Biegung beanspruchten Querschnitten. 

Bei Voraussetzung von Proportionalität zwischen Dehnungen 
und Spannungen (§ 16) war die Lage der Nullachse unabhängig von 
der Spannung; sie fiel mit der einen Hauptachse zusammen; sie 
.änderte sich deshalb nicht von Querschnitt zu Querschnitt und auch 
nicht mit der Belastung, wie dies hier der Fall ist. 

Infolge der Abhängigkeit der Lage der Nullachse, d. h. der 
Größe e1 von dem biegenden Moment, muß Gleichung 7 zur Bestim­
mung herangezogen werden. Dieselbe ergibt unter Berücksichtigung 
der Gleichungen 3 und 4 

und nach Ersetzung von a2 durch den Wert Gleichung 5 

9) 

Für den Fall der Proportionalität zwischen Dehnungen und 
Spannungen, d. h. für 

geht Gleichung 9 über in 
el e2 

Mb= :: (fn 2 dt+ JrJ2 dt), 
0 0 

d. i. die bekannte Biegungsgleichung, da der Klammerausdruck das 
Trägheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die Hauptachse 0 0 
bedeutet. · 
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b) Rechteckiger Querschnitt. 

Für einen rechteckigen Querschnitt von der Breite b und der 
Höhe h = e1 + e2 gehen die Gleichungen 8 und 9 unter Beachtung, 
daß df=bdr;, über in 

Für die Integralwerte wird erhalten 

Damit folgt aus der ersten der beiden Gleichungen 

oder 
1 

~_! _ {a1 lm2 (m1 + 1)]"'" 0 m, ~ mzl'"z-t-1 
e2 - a2 m1 ( m2 + 1) 1 J 11) 

Aus der zweiten Gleichung wird 

und nach Beseitigung von a1 mittels der Gleichung 10 

1 "'• "'•+1 

1u. = (~:)"',-•~~. ml [ =~ ~=: t nr•;~m; b ( ~-t'=-m; {2 m11~Fi 
+ m2 + 1 e21 2 12) 

( m1 + 1) ( 2 m~ + 1) etf e1 · • • • • • 
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Sind für ein bestimmtes Material die Werte a1 a~ m1 und m2 

bekannt, so liefert Gleichung 11 mit einem bestimmten Wert von a1 

das Verhältnis e1 = rp, w~mit die Lage der Nullachse bestimmt 
e2 

erscheint; denn es ist 

e , _!+1=rp+1 
e'.l 

et + ~ = rp + 1 = _'!_ 
e2 e'.l. 

k d 'k q; e1 = 1 +rp un e1 = I+rp. 
Durch Einführung von e1 und e2 in Gleichung 12 erhält man 

den Wert des Biegungsmomentes, der in dem betrachteten Quer­
schnitt die Zugspannung a1 im Abstande e1 hervorruft. 

Mit dem angenommenen Werte von a1 (gleich der zulässigen 
Zuganstrengung) ergibt Gleichung 5 die größte Druckspannung a2 • 

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes hinsichtlich der 
Spannungsverteilung über den Querschnitt ist auf die Gleichungen 3 
und 4 zurückzugehen, nach denen 

Fig. 19, S. 264, zeigt ein solches Schaubild für Materialien, wie 
z. B. Gußeisen (vgl. das auf S. 264 und 265 zu dieser Abbildung 
Bemerkte). 

Wie oben erkannt wurde, hängt die Lage der Nullachse in 
dem prismatischen Stab, Fig. 2, § 16, von der Größe des biegenden 
Momentes für den betreffenden Querschnitt ab 1 ). Denkt man sich 
den Stab stark belastet, so zeigt sich bei näherer Verfolgung, daß 
ein um so größerer Teil des Querschnittes an der Übertragung der 
Zugspannungen, gegenüber denen das Gußeisen, der Sandstein, der 
Granit usw. weniger wid.erstandsfähig sind, teilnimmt, je größer das 

1) Eine kritische Besprechung über "die bis jetzt vorliegenden Ver­
suche zur unmittelbaren Bestimmung der Lage der neutralen 
Achse im gebogenen Stab aus Stein und Gußeisen" von E. Roser 
findet sich in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1899, S. 205 u. f., 
und dazu gehörig die hieran sich schließende Auseinandersetzung am gleichen 
Ort, S. 371 und 372. Aus neuerer Zeit ist die Arbeit von 0. Hönigsberg: 
n Über die unmittelbare Beobachtung der Spannungsverteilung und Sichtbar­
machung der neutralen Schichte an beanspruchten Körpern" (Zeitschrift des 
österr. Ingenieur- und Architektenvereines 1904, Nr. 11) hervorzuheben. 
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biegende Moment ist: die Nullachse rückt aus der Mitte des Quer­
schnittes nach der Druckseite hin, wie in Fig. 19 angenommen ist 1). 

Je nach den Zahlenwerten, welche die Größen a1 m1 a2 m2 der Be­
ziehungen 2 besitzen, kann die Nullachse zu Anfang, d. h. für kleinere 
Beanspruchung nach der Zugseite hin aus der Mitte gelegen sein 
und erst mit Steigerung der auf Biegung wirkenden Last durch die 
Mitte nach der Druckseite hin sich bewegen. 

Die auf S. 265 erörterte Abweichung der Spannungsverteilung 
fällt demnach um so größer aus, je stärker die Beanspruchung wird. 

Die gewöhnliche Biegungsgleichung M b = a e wird deshalb um so 
e 

weniger zutreffende Ergebnisse liefern, je mehr sich die Anstrengung 
derjenigen beim Bruche nähert. 

Aus diesem nach dem Vorstehenden schon lange bekannten Um­
stand sind in neuester Zeit Bedenken gegen die Verwendung von 
aus Bruchversuchen mit Gußeisen gewonnenen Versuchsergebnissen 
erhoben worden; hierbei ist insbesondere auf die Gleichung 1 in 

1) Die Strecke, um welche die Nullachse in dem am stärksten bean­
spruchten Querschnitt selbst bei hoher Belastung des Stabes aus der Mitte 
gelegen ist, ergibt sich für Stoffe wie Gußeisen und Sandstein usw. nicht sehr 
groß. Sie beträgt- soweit das Versuchsmaterial des Verfassers reicht - gegen 
den Bruch hin noch keine lOOfo der Höhe des rechteckigen Querschnittes. 

Indem man z. B. für ein und dasselbe Gußeisen durch Zugversuche den 
Zusammenhang zwischen Dehnungen und Zugspannungen sowie die Zugfestig­
keit, durch Druckversuche die Beziehung zwischen Zusammendrückungen und 
Druckspannungen, durch Biegungsversuche die zu den einzelnen Belastungen 
gehörigen Durchbiegungen und schließlich die Bruchbelastung feststellt, erhält 
man das zu einer Prüfung nötige VersuchsmateriaL Durch die Zug- und Druck­
versuche sind oc1 m1 oc2 m2 der Gleichung 2 und damit auch die Durchbiegungen 
bestimmt, die bei dem Biegungsstab für gewisse Belastungen erwartet werden 
dürfen. Da nun diese Durchbiegungen beim Biegungsversuch unmittelbar ge­
messen worden sind, so ist eine Vergleichung, d. h. eine Prüfung gegeben. 
Eine zweite Prüfung ermögbcht der Umstand, daß aus den Zugversuchen die 
Zugfestigkeit und bei den Biegungsversuchen die Bruchbelastung ermittelt 
worden ist. Das setzt allerdings voraus, daß die Werte oc1 m1 oc.m2 für genügend 
hoch gesteigerte Belastungen, d. h. daß insbesondere oc1 m1 noch für Zugkräfte 
bestimmt worden sind, die nahe an diejenige Belastung heranreichen, die das 
Zerreißen herbeiführt. 

Der Natur der Sache nach sind der vorstehend angedeuteten Unter­
suchung die gesamten Dehnungen, Zusammendrückungen und Durchbiegungen 
zugrunde zu legen. 

Statt des Potenzgesetzes kann eine andere Funktion zugrunde gelegt 
werden, die den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen aus­
reichend genau zum Ausdruck bringt und die Durchführung der Rechnungen 
ermöglicht. 

S. 295 u. f. ist die zweite Prüfung ohne Zuhilfenahme einer Funktion 
auf zeichnerischem Wege durchgeführt. 
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§ 22 (S. 287) Bezug genommen worden 1), weshalb folgendes bemerkt 
sein möge. 

Die einzige hier in Betracht kommende Folge der Zunahme 
der Dehnungszahl des Gußeisens mit wachsender Belastung besteht 
darin, daß die Beanspruchung a bei niederer Belastung einen größeren 
Teil der Bruchfestigkeit ausmacht. Die "Sicherheitszahl", die aus 
den Ergebnissen von Bruchversuchen abgeleitet worden ist, fällt in 
Wirklichkeit geringer aus. Dieser Unterschied wird mit steigender 
:Belastung immer kleiner; infolgedessen gleicht er sich in den Fällen, 
in denen er von Bedeutung werden könnte, mehr oder minder voll­
ständig aus. Es erscheint deshalb richtiger, die Veränderlichkeit 
von a in der Weise, wie in § 2 2 geschehen ist, zu berücksichtigen, 
als sie vollständig außer acht zu lassen. (V gl. auch das in § 48 
unter Ziff. 1 über Bruchversuche Bemerkte.) 

6. Zusammenfassung. 
Bedeutet 

kb die im allgemeinen aus Biegungaverauchen abgeleitete zulässige 
Anstrengung des Materials, 

e den Abstand der am stärksten angestrengten Faser des auf Biegung 
in Anspruch genommenen Stabes, 

so wird nach Maßgabe des unter 2 und 5 Erkannten an Stelle der 
Beziehungen 12, § 16, zu setzen sein 

13) 

Hierin ist kb - streng genommen für alle Materialien - ab­
hängig von der Querschnittsform. Von größerer Bedeutung 
wird diese Abhängigkeit - wie das vorliegende V ersuchematerial 
schließen läßt - jedoch erst bei solchen Materialien, für welche 
die Dehnungszahl a veränderlich ist (Gußeisen); bei Materialien mit 
konstantem a (Schmiedeeisen, Stahl) tritt sie zurück. 

Die Feststellung der elastischen Linie auf Grund der Gleichung 15, 
§ 16 , liefert für den Fall, daß a konstant ist, befriedigende Ergeb­
nisse. Trifft jedoch diese Voraussetzung nicht zu, so kann bei starker 
Beanspruchung des Materials der Unterschied zwischen Rechnung 
und tatsächlichem Ergebnis erheblich ausfallen 11). 

1) Eingehend ist diese Frage behandelt in der auf S. 44 bezeichneten 
Schrift von N onnenmacher. 

2) Nach Gleichung 14, § 18, 

kommt es bezüglich der Durchbiegung y0 eines in der Mitte mit P belasteten 
C. Bach, Elastizität. 7. Auf!. 18 
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Streng genommen, wären für Stäbe aus Materialien mit ver­
änderlichen Dehnungszahlen die in §§ 16 , 18 und 19 gegebenen 
Entwicklungen unter Beachtung der zwischen e und a bestehenden 
Gesetzmäßigkeit (GI. 1, § 4, S. 22) durchzuführen, wie es beispiels­
weise oben für Gußeisen geschehen ist. Die Rücksicht auf die er­
forderliche Einfachheit unserer technischen Rechnungen hält jedoch 
im allgemeinen zurzeit noch davon ab, in dieser Weise vorzugehen; 
nur in denjenigen Fällen, in denen die Anforderungen der Technik 
das bisherige Verfahren nicht mehr gestatten, wird die strengere 
Rechnung anzulegen sein. Hinsichtlich des vom Verfasser vor reich­
lich drei Jahrzehnten eingeschlagenen Annäherungsweges, der V er­
änderlichkeit von a bei Gußeisen Rechnung zu tragen, sei auf § 22, 
Ziff. 2, verwiesen. 

* 21. Biegungsanstrengung und Durchbiegung unter der 
Voraussetzung, daß die Ebene des Kräftepaares keine det• 

beiden Hauptachsen des Querschnittes in sich enthält. 

Die im nachstehenden wiedergegebenen Entwicklungen sind die 
üblichen; sie lassen im allgemeinen die unter 4. S. 252 aufgeführte 
und S. 259 u. f. näher erörterte Voraussetzung der Symmetrie des 
Querschnittes außer Betracht. Das ist bei Beurteilung oder Verwen­
dung der Ergebnisse, zu denen die Entwicklungen unter Ziffer 2 
und 3 gelangen, im Einzelfalle zu beachten. 

1. Hauptachsen eines Querschnittes. Hauptträgheitsmomente. 

In der durch Fig. 1 dargestellten Fläche sei 0 ein beliebiger 
Punkt, OX und 0 Y ein rechtwinkliges, sonst jedoch beliebig ge­
legenes Achsenkreuz; die Koordinaten des mit dem Flächenpunkte P 
zusammenfallenden Flächenelementes df seien x und y. Dann ist 
das Trägheitsmoment der Fläche 

in bezug auf die X- Achse fJ a: = f y2 d (, 

" " " " Y- " 8u=fx2df 
und hinsichtlich der unter dem Winkel q; gegen d~e X -Achse ge-

Stabes nur auf das Trägheitsmoment e des Querschnittes an; infolgedessen es 
z. B. gleichgültig erscheint, ob bei einem Querschnitte wie Fig. 6, § 17, die 
breite oder die schmale Flansche als die gezogene auftritt, wenn nur P und Z 
die gleichen Werte besitzen. Tatsächlich erweist sich bei gußeisernen Trägem 
wegen der Veränderlichkeit von IX die Durchbiegung im letzteren Falle ent­
schieden größer als im ersteren. (V gl. des Verfassers Arbeit "Die Biegungslehre 
und das Gußeisen" .in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, 
S. 224, oder auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 72 und 73.) 
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neigten Geraden 0 0, von der P, demnach auch d f, um z = y cos cp -

x sin cp absteht, 

fJ = J z2 d f = J (y cos cp - x sin cp )2 d f' 
f) = e., cos2 'P + ey sin2 cp- 2 z sin 'P cos cp, 1) 

sofern 
Z=Jxydf 2) 

Auf der Achse 00 werde nun von 0 aus die Strecke OQ = (! = 

V~ aufgetragen und den Koordinaten des so erhaltenen Punktes Q 

in bezug auf 0 X und 0 Y die Bezeichnung ~ und 7J erteilt, so daß 

Fig. 1. 

.; = f! cos cp 7J = e sin cp • 

Aus Gleichung 1 folgt dann mit Rücksicht darauf, daß 

1 
f) = --;; rr 

1 = e"' (!2 cos2 cp + g y e"! sin 2 cp - 2 z (!2 sin cp cos cp' 

1 =e.,e + ev 7J 2 - 2 z.;TJ. 

Diese Beziehung zwischen den Veränderlichen .; und t} ist die 

Gleichung einer Ellipse. Hiernach findet sich der geometrische Ort 

aller derjenigen Punkte Q, die erhalten werden, wenn auf jeder 

durch 0 möglichen Geraden die W'llrzel aus dem reziproken Werte 

des für diese Gerade sich ergebenden Trägheitsmomentes aufgetragen 

wird, als Ellipse, mit 0 als Mittelpunkt, d. i. die sogenannte Träg­

heitsellipse. Nun sind in einer Ellipse zwei senkrecht aufeinander 

stehende Achsen vorhanden - die große und die kleine Achse -, 

für die das Glied mit dem Produkt der beiden Koordinaten ver­

schwindet. Dies tritt ein, wenn Z = 0. Werden demnach diese bei­

den Achsen zu Achsen der x und der y gewählt, so wird der Aus-

druck Gleichung 2 zu Null. . 
18* 



276 111. Biegung. 

Ferner ist bekannt, daß die große Halbachse der Ellipse der 
größte und ~Iie kleine Halbachse der kleinste der möglichen Werte 
von e ist. Diese beiden ausgezeichneten Richtungen werden als die 
beiden Hauptachsen der Fläche für den Punkt 0 bezeichnet. Sie 
sind nach Maßgabe des Vorstehenden gekennzeichnet durch 

Z=fxydf=O 
und 

8.,=Max., By=Min. oder 8.,=Min., By=Max. 

Dieser kleinste und dieser größte Wert unter den Trägheits­
momenten, die sich für alle Geraden ergeben, die durch den Punkt 0 
in der Ebene der Fläche gezogen werden können, heißen die beiden 
Hauptträgheitsmomente der Fläche für den Punkt 0 derselben. 

Werden die beiden Hauptträgheitsmomente mit 8 1 und 8 2 be­
zeichnet, so findet sich das Trägheitsmoment 8 für eine beliebige 
durch 0 gehende Gerade, die mit del"' Achse des Hauptträgheits­
momentes 8 1 den Winkel r:p einschließt, nach Gleichung 1 zu 

8=81 cos2 r:p+B2 sin2 r:p. . . . . . . 3) 

Besitzen 8 1 und 8 2 gleiche Größe, so folgt 

8=81 =82, 

d. h. die Trägheits.momente für alle durch 0 möglichen Geraden sind 
einander gleich. Die Trägheitsellipse geht dann in einen Kreis über. 

Das Vorstehende gilt für einen beliebigen Punkt der Fläche. 
Dementsprechend hat eine Fläche unendlich viele Hauptachsen und 
Hauptträgheitsmomente. Wird von den Hauptachsen oder den Haupt­
trägheitsmomenten eines Querschnittes kurzhin gesprochen, so sind 
hierunter die entsprechenden Größen für den Schwerpunkt des letz­
teren verstanden. 

2. Biegnngsanstrengo.ng. 

Wir wählen die beiden Hauptachsen des Querschnittes Fig. 2 
zu Achsen der y und z. 8 1 gelte als das Trägheitsmoment in bezug 
auf die Hauptachse 0 Y und 8 2 ll)s dasjenige hinsichtlich der Haupt-
achse OZ. Ferner sei OMb die Paarachse des biegenden Kräfte­
paares vom Momente Mb, d. h. diejenige Gerade, die in 0 senkrecht 
zur Paarebene steht, mit ihrer Größe OM-" das Moment Mb darstellt 
und derart eingetragen wird, daß, von M b nach 0 hin gesehen, das 
Moment Mb rechtsdrehend erscheint. Die zur Krümmungsachse, die 
um e von 0 absteht, parallele Nullachse besitze die Lage N N, 
schließe also mit 0 Y den Winkel r:p ein; während 0 Mb um ß gegen 
0 Y geneigt ist. 
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Na~h Fig. 6, § 16 ist 

und daher mit 

PP/:P1 0 1 =001 :OM 

edx: 'YJ =dx: (! 

E = aa 
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für das Flächenelement d {, dessen Lage durch y und z bestimmt ist. 

1 'YJ 1 zcoscp-ysincp 
a=--= . 

ae a (! 

Je die Summe der Momente, die diese Spannung für alle Flächen­
elemente in bezug auf die y- und die z-Achse ergibt, muß sich im 
Gleichgewicht befinden mit den Komponenten des Kräftepaares M 6, 

d. i. mit 

Folglich 

M 6 cosß=Jadf.z= - zd{, . J 1 z cos cp- y sin cp 
(C (! 

Mbsinß=- fadf.y= 

-f2.. z cos cp- ysin cp ydf. 
(( (! 

Unter Voraussetzung der Unveränderlich­
keit der Dehnungszahl a und unter Beach­
tung, daß 0 Y und 0 Z die Hauptachsen des 
Querschnittes sind, für welche die Größe Z 
(Gleichung 2) verschwindet, ergibt sich Fig. 2. 

1 
Mb cosß=- el COB cp ae oder 

cos cp M 
--=a r-~ 6 cosß, 

(! 01 

M6 sin ß=2_ 6l2 sin cp ae 
und hieraus 

oder sin.cp M 6 • ß --=a"L'.\ s1n , 
(! '"'2 

e 
tgcp=eltgß, .......... 4) 

2 

1 'YJ a=--=M 17 a (! b 
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oder 

0 = 2_ z ~os_q;~=}! si~~ = M (z eos ~ _ y sin fi) 7 ) 
a (! b el f)2 

Die Gleichung 6 geht in Gleichung 9, § 16, über, wenn 

ß=O, 
d. h. wenn die Paarachse mit einer der beiden Hauptachsen zu-
sammenfällt, oder wenn 

f)l=f>2=8, 

d. h. wenn die Hauptträgheitsmomente und damit alle Trägheits­
momente gleich sind, was beispielsweise zutrifft für den Kreis, das 
gleichseitige Dreieck, das Quadrat, überhaupt für alle regelmäßigen 
Vielecke, für den kreuzförmigen Querschnitt bei gleichen Abmessungen 
der Rippen usf. 

Für den besonderen Fall des Rechteckes, Fig. 3, folgt wegen 

Fig. 3. 

e = 1 bh'~ 
1 12 

e =·1 bah 
2 12 

aus Gleichung 4 

(h)2 tgrp= b tgß. 

Die größte Spannung a",ax wird auftreten 1m Punkte E. für 
den z = 0,5 h, y = - 0,5 b 

0 = ~.1!!!! (cos fJ + sir1_~) 
max bh h b 

und mit Rücksicht auf § 20, Ziff. G, 

k > ~ ~ b (~O.sJ!. + sir1 ß) 
b = bh h b 8) 

Zu demselben Wert für kb läßt sich gelangen, wenn man Mb 
in seine beiden Komponenten, parallel und senkrecht zur Höhen­
richtung des Querschnittes, zerlegt. die sich für sie ergebenden Span­
nungen ermittelt und sie addiert. 
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3. Durchbiegung. 

Die Durchbiegung eines Stabes, dessen Belastungsebene die Quer­
schnitte nicht in einer der beiden Hauptachsen schneidet, pflegt nur 
insofern praktisches Interesse zu haben, · als unter Umständen der 
Stab gehindert sein kann, sich in der Richtung zu bewegen, in der 
er sich durchbiegen will, wodurch Zusatzkräfte wachgerufen werden. 
Denken wir uns beispielsweise einen l langen Stab von dem in Fig. 4 
gezeichneten Querschnitt an einem Ende eingespannt und am anderen 
Ende mit P belastet, so ergibt sich für die senkrechte Belastungs-

ebene OP die horizontale Paarachse O.if"" . Mb = Pl. Unter der 
Voraussetzung, daß der winkeiförmige Querschnitt gleiche Schenkel 
besitzt, werden die beiden Hauptachsen 0 Y und 0 Z unter 45 ° gegen 
den Horizont geneigt sein. Bezeichnet nun G1 das Trägheitsmoment 

w--- i, 
Fig. 4. 

in bezug auf die eine Hauptachse 0 Y und 8 2 dasjenige hinsichtlich 
der zweiten Hauptachse 0 Z, so folgt die Lage der Nullachse N N 
nach Gleichung 4 unter Beachtung, daß ß = 45°. Da die Krüm­
mungsachse parallel zu N N läuft, so ergibt sich die Durchbiegungs­
richtung in der zu N N senkrechten Geraden 0 B. Hiermit wird 
sich das eine Ende des Stabes unter Einwirkung der vertikalen Be­
bstung P in der Richtung 0 B durchbiegen. 

Wenn nun zwei solche Stäbe miteinander verbunden sind. wie 
z. B. Fig. 5 erkennen läßt,_' so wird diese Durchbiegung infolge der 

Fig. 5. 

Verbindung mehr oder minder vollständig gehindert, d. h. auf die 
beiden Stäbe wirkt noch je eine horizontale, nach innen gerichtete 
Kraft H, die unter Umständen, namentlich dann, wenn sie nicht 
durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht - und damit au'ch 
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auf Verdrehung hinwirkt -, die Anstrengung des Materials wesent­
lich beeinflussen kann. 

Unter der Annahme, daß die Abweichung der Träger in hori­
zontaler Richtung durch ihre Verbindung vollständig gehindert wird, 
würde sich H aus der Erwägung ergeben, daß die Durchbiegungs­
richtu:qg mit 0 P zusammenfallen muß. Damit dies eintritt, müßte 
-1::: Y 0 N = cp = 45 ° sein, also nach Gleichung 4 

8 
tg45°= rt/tgß, 

2 

e 
tgß= e2. 

1 

Die hierdurch bestimmte Lage der Paarachse 00 lieferte in der 
zu ihr Senkrechten OD die Richtung der Belastung (für vertikale 

Durchbiegung) und damit in PD die gesuchte Horizontalkraft Y.. 

§ 22. Biegungsversuche. 
1. Biegungsversnche im allgemeinen. 

Biegungaverauche werden in der Regel nach Maßgabe der Fig. 1, 
§ 18, angestellt, derart, daß die Belastung P in der Mitte des Stabes 
angreift. Mit der Genauigkeit, mit der das Eigengewicht desselben 
vernachlässigt werden darf, ergibt sich alsdann für den mittleren 
Querschnitt die Durchbiegung y0 der Mittellinie des Stabes nach 

Gleichung 14, § 18, zu 

und die Spannung a1 der um e1 von der Nullachse abstehenden 
und am stärksten gespannten Fasern nach Gleichung 7, § 18, und 
Gleichung 10, § 16, zu 

Pl 
a1 = 48 el, 

unter den Voraussetzungen, die zu diesen beiden Gleichungen führten: 
Ebenbleiben der Querschnitte und Unabhängigkeit der Dehnungs­
zahl a von der Größe und dem Vorzeichen der Spannungen oder 
Dehnungen. 

Durch Beobachtung der zu einer gewissen Belastung P ge­
hörigen Durchbiegung y 0 läßt sich für einen bestimmten Stab die 
Dehnungszahl 

f9 Yc 
a=48-­zs p 
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oder auch deren reziproker Wert (Elastizitätsmodul) 

1 l3 p 
c;= 486? y0 
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innerhalb des Spannungsgebietes, für das a als unveränderlich an­
gesehen werden kann, ermitteln. 

Es ist bis vor nicht zu langer Zeit allgemein üblich gewesen, 

a bzw. ~ in dieser Weise zu bestimmen, gleichgültig, wie groß die 
a 

Höhe des Stabes im Verhältnis zur Entfernung der Auflager war. 
Ist sie verhältnismäßig bedeutend, so verliert die Gleichung 14, § 18, 
an Genauigkeit, da die Durchbiegung des Stabes nicht bloß von 
dem biegenden Moment, sondern auch von der Schubkraft abhängt. 
Die Vernachlässigung des Einflusses der Schubkraft liefert a zu groß 

und ~ zu klein. Wie Verfasser in der Zeitschrift des Vereines 
a 

deutscher Ingenieure 1888, S. 222 u. f., erstmals nachgewiesen hat, 
beträgt der hierdurch begangene Fehler in Fällen stattgehabter Er-

mittelung des Wertes ~ über 30 OJo. 
a 

Diese Außerachtlassung der Schubkraft vorzugsweise ist es ge­
wesen, die zu dem Irrtum Veranlassung gegeben hat, daß der Elasti-

zitätsmodul, d. i . ..!_, für Biegung entschieden geringer sei als für Zug 
a 

und Druck 1). Die Erwägung des in § 20 unter 2 Erörterten führt 
übrigens ohne weiteres zu der Erkenntnis, daß genaue Biegunga­

l 
versuche und strenge Rechnung a eher ein wenig kleiner, also -

a 
eher etwas größer als Zug- und Druckversuche liefern müssen. 

Unter Umständen kann .der nach Gleichung 14, § 18, ermittelte 
Wert von a noch durch einen anderen Einfluß ungenau geworden 
sein. Infolge der Durchbiegung gleitet die Staboberfläche auf den 
Auflagern; hierdurch werden Reibungskräfte wachgerufen, die auf 
die Größe des biegenden Momentes je nach den Verhältnissen mehr 
oder minder abändernd einwirken. (V gl. Zeitschrift des Vereines deut­
scher Ingenieure 1888, S. 224 u. f.) Sie so klein zu halten, daß ihre 
Vernachlässigung statthaft wird, ist Aufgabe bei Biegungsversuchen. 

Im vierten Abschnitt unter "Biegung und Schub" (§ 52) sowie 
unter "Zug, Druck, Biegung" (§ 46, Ziff. 1) wird auf den Einfluß 

1) Hiernach ist auch die ältere Angabe zu beurteilen, daß der Elastizitäts­
modul für Biegung um etwa ein Zehntel geringer als für Zug und Druck zu 
wählen sei. 
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der Schubkraft bzw. der zuletzt erwähnten Reibung näher einzu­
gehen sein. 

Die Beobachtung der Belastung Pmaz' bei welcher der Brueh 
des durchgebogenen Stabes erfolgt, führt mittels der Gleichung 

K = Pmax! e 
b 48 1 

zur Biegungsfestigkeit Kb, bezogen auf den ursprünglichen Stab­
querschnitt. 

In Hinsicht auf diese Bestimmung der Biegungsfestig­
keit sei Nachstehendes zur Klarstellung hervorgehoben, wobei zähes 
und nicht zähes Material unterschieden werden soll. 

a) Zähes Material, wie z. B. Flußeisen. 

Der der Biegungsprobe unterworfene Körper, den wir uns der 
Einfachheit der Betrachtung wegen als Prisma mit rechteckigem 
Querschnitt vorstellen wollen, sei so bel~stet, daß die Spannung in 
der äußersten Faser gerade der Proportionalitätsgrenze entspricht. 
Dann erfolgt die Spannungsverteilung im Querschnitt nach Maßgabe 
der Fig. 1. Steigern wir die Belastung derart, daß in den äußersten 
Fasern die Streck- bzw. Quetschgrenze überschritten wird, so geben 
die außen gelegenen Fasern verhältnismäßig rasch nach 1). Die nach 
innen gelegenen Fasern werden dagegen verhältnismäßig stark zur 
Übertragung des biegenden Momenteß herangezogen: die Spannungs­
verteilung gestaltet sich etwa, wie in Fig. 2 dargestellt, gleiche Ver­
hältnisse für Zug und _Druck vorausgesetzt 2). Sie weicht weit ab 

1) V gl. die Dehnungslinien § 4, Fig. 10, 12, 13 usw. (S. 47 bzw. 50 u. f.). 
Dieses Nachgeben erfolgt allerdings nicht ganz so rasch, als diese Linien 
schließen lassen, da die nach außen liegend~ Fasern durch die benachbarten 
inneren, nocli nicht über die Streck- und Quetschgrenze hinaus beanspruchten 
:Fasern im Fließen eine gewisse Hinderung und damit eine gewisse Erhöhung 
c1er Widerstandsfähigkeit erfahren. Biegung s versuche mit Stäben, deren 
Material bei Zugversuchen Dehnungslinien wie in Fig. 10 oder 12 liefert, also 
sehr deutlich die Fließgrenze hervortreten läßt, ergeben keine derart ausge­
prägte Streck- oder Quetschgrenze; es wird eben zunächst nur in der Mitte 
des Stabes und hier wieder nur in der äußersten Faserschicht die dieser Grenze 
entsprechende Spannung eintreten. 

2) Es ist von Interesse, zu beachten, daß, wie Versuche Hausehingers 
und des Verfassers nachweisen, die Querschnitte von Stäben aus zähem Stahl 
oder Schmiedeeisen (Fluß· oder Schweißmaterial) selbst bei sehr weit getrie­
l1ener Durchbiegung eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben. Wenigstens 
läßt sich dies mit großer Annäherung aussprechen. Dieses Verhalten - bei 
einer Spannungsverteilung, wie in Fig. 2 dargestellt, - läßt vermuten, daß auch 
Lei Materialien. bei denen Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen 
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von derjenigen in Fig. 1, die bei Entwicklung der oben angegebenen 
Gleichung für Kb vorausgesetzt wurde. Durch weitere Erhöhung der 
Belastung wird diese Abweichung noch gesteigert werden. In dem 
Maße, wie die Durchbiegung fortschreitet, also die gezogenen Fasern 
gedehnt, die Bedrückten verkürzt werden, beginnt auch noch die Quer­
zusammenziehung der ersteren und die Querdehnung der letzteren 
eine Änderung der Querschnittsform des. Stabes im mittleren Teil 
herbeizuführen derart, daß sie trapezförmig wird: auf der Zugseite 
nimmt die Breite ab, auf der Druckseite wächst sie. (V gl. Fig. 9, 
Taf. XIX.) Ein Bruch tritt meist überhaupt nicht ein, nur eine große 

-·f-·-·-· ~~----

Fig. 1. Fig. 2. 

Durchbiegung. Dabei erlangt die Belastung eine Höhe, die bei der 
Beurteilung mittels der Gleichung 

K = pm_{lxl e 
b 4 e 

zu Biegungsfestigkeiten führt, die nach den vorstehenden Darlegungen 
- der Versuch lehrt das gleiche -- mehr oder minder weit über die 
Zugfestigkeit des gleichen Materials hinausgehen müssen. 

Ähnliches tritt, wenn auch weniger ausgeprägt, bei Flußeisen usw. 
schon nach Überschreiten der Streckgrenze ein. (V gl. das in § 48 unter 
Ziff. 1 Bemerkte, dahingehend, daß die zulässige Biegungsanstrengung 
höher gewählt werden darf, als die zulässige Zuganstrengung.) 

Streng genommen, läuft die obige Rechnung darauf hinaus, daß 
man die Deht!ungslinie bis zum Eintritt der größten Belastung als 
Gerade ansieht, also beispielsweise im Falle der Fig. 1, § 3, auf S. 11 
(gültig für Flußeisen) die Kurve OBOE als gerade Linie auffaßt. 

überhaupt nicht besteht, Ebenbleiben der Querschnitte mit Annäherung wird 
vorausgesetzt werden dürfen, insoweit es sich um den Einfluß eines biegenden 
Momentes handelt. 
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Wird der weitdurchgebogene Stab (vgl. Fig. 2) entlastet, so haben 
nur die federnden Dehnungen das Bestreben, zurückzugehen; die 
bleibenden nicht. Die in der Mitte des gebogenen Stabes gelegenen 
Fasern sind nur innerhalb der Elastizitätsgrenze beansprucht worden; 
sie haben also das Bestreben, vollständig zurückzufedern. Darin 
werden sie durch das nach dem Rande zu gelegene Material, das 
sich bleibend umsomehr gedehnt oder verkürzt hat, je weiter es von 
der Mitte absteht, gehindert. Infolgedessen entstehen auf der Zug­
seite des Querschnittes: in der Mitte Zugspannungen, außen Druck­
spannungen und auf der Druckseite: in der Mitte Druckspannungen. 
außen Zugspannungen. Diese Spannungen, die im Innern des Stabes 
nach dem Versuch vorhanden sind und durch diesen wachgerufen 
wurden, können unter Umständen von Bedeutung werden. 

Verwandt mit diesen. "inneren" Spannungen sind in gewissem 
Sinne die "Gußspannungen", die beim Erstarren und Abkühlen von 
Gußstücken sowie die Spannungen, die beim Härten von Stahl 

· entstehen. 
Welch bedeutende Kräfte im letzteren Falle zur Auslösung ge­

langen können, läßt Fig. 3, Taf. XVII, erkennen, die eine durch 
Härtespannungen zum Zerreißen gebrachte Feile zeigt. Die Feile 
zersprang, nachdem sie längere Zeit nach der Herstellung gelagert 
hatte. (Länge der Feile 35 cm, Breite 3,5 cm.) 

b) Material, wie z. B. Gußeisen, Beton, Granit, Sandstein 
und dergl. 

Biegungaverauche mit Körpern aus solchen Stoffen führen zum 
Bruch, infolgedessen hier die Beobachtung einer tatsächlichen Bruch­
belastung möglich ist. Auch zeigen die Dehnungslinien dieser Mate­
rialien einen gleichmäßigeren, stetigeren Verlauf (§ 4, Fig. 8) als zähe 
Materialien wie Flußeisen (§ 4, Fig. 10, 12, 13 usw.), bei denen an 
der Fließgrenze eine Stetigkeitsunterbrechung auftritt. Die Form­
änderung, die der Stab bis zum Bruch erleidet, ist eine weit ge­
ringere. 

Infolge dieser Umstände gestatten die Ergebnisse von Biegungs­
Bruchversuchen mit Körpern aus solchen Materialien - trotz der 
Veränderlichkeit von a - in der einen oder anderenJiinsicht meist 
eher einen - wenn auch beschränkten - Schluß auf die Wider­
standsfähigkeit eines Körpers innerhalb der üblichen Anstrengung als 
die Ergebnisse von Biegungaverauchen mit zähen Körpern. (V gl. die 
Spannungsverteilung § 20, Fig. 19, mit derjenigen in Fig. 2, hier.) 
Immerhin müssen solche Schlüsse auch hier mit großer Vorsicht und 
mit Rücksicht auf die wesentlichen Einfluß nehmenden Verhältnisse • 
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gezogen werden (vgl. S. 272 u. f.); es sei denn, daß man die Ver­
änderlichkeit von a in der Rechnung oder zeichnerischen Ermittlung 
berücksichtigt (vgl. Fußben1erkung, S. 272). 

2. Abhängigkeit der Biegungsfestigkeit des Gußeisens von der 
Querschnittsform. 

Nach § 20, Ziff. 5, muß Gußeisen infolge der Veränderlichkeit 
der Dehnungszahl gegenüber den Konstruktionsmaterialien, die inner­
halb gewisser Spannungsgrenzen konstante Dehnungszahlen be­
sitzen, ein abweichendes Verhalten bei Biegungaverauchen zeigen; 
namentlich muß trotz der vergleichsweise geringen Formänderungen, 
die Gußeisen erfährt, die Biegungsfestigkeit Kb, berechnet auf Grund 
der Gleichung 10, § 16, 

e 
Mb=Kb­

el 

wesentlich größer sich ergeben als die Zugfestigkeit und in be­
deutendem Maße abhängig sein von der Querschnittsform. 

In diese Verhältnisse gewähren die vom Verfasser in den 
Jahren 1885 u. f. angestellten Versuche Einblick. Ausführlich ist 
hierüber berichtet in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1888, S. 193 bis 199, S. 221 bis 226, S. 1089 bis 1094; 1889, S. 137 
bis 145. 

Aus neuester Zeit liegt die S. 44 genannte Schrift Nonnen­
machers vor. 

Die im folgenden je unter einer Bezeichnung aufgeführten V er­
suchskörper sind aus dem gleichen Material bei einem und dem­
selben Gusse hergestellt worden. 

Gußeisen A. 

Zug- und Biegungsstäbe bearbeitet. 

Zugversuche zur Ermittelung der Zugfestigkeit. 

Z gf t . k .t 1445 + 1355 + 1409 + t377 1396 k I u es tg e1 = 4 = g qcm 

Zugfestigkeit= _1_36_9_+_:__1_3c::-03___,_-f-_13_5_5 __ = 1342 
3 " 

K. = 1369 kgfqcm. 
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4 7 Eiegongsversuche zur Bestimmung der Biegungsfestigkeit. 

Nr. 

1 

2 

,, .-, 

4 

6 

7 

8 

Querschnitts­
form 

r:t I t 
:i 10,5 ~ 
I ' 
I i 
~-

&..-- io- .. 

tl~ll 
,..:)D..,. 

ri1 
j.)'o..,j 

rf4~~-' .3 
: :! 
' ~ 
I ,_, ' 

... -65,5- ., 

Biegungsfestigkeit 
K PmaxZ 

b=4ee1 

·n I in Teilen 
l ' d 

kfcm' er 
g q 1 Zugfestigkeit 1 

----a-~--- 4 I 

1979 1,45 

2081 1,52 

2076 1,52 

2395 1,75 

2372 1,73 

2905 2,12 

2929 2,14 

3218 2,35 

6 "1 ;-; 

5 V Zo 

bzw. Bemerkungen 

:v~o-
5 

1,43 

1,49 

1,49 

1,70 

1,70 

2,05 

2,06 

2,31 

6 

Es zerreißt 
die schmale 

Flansche, die 
breite bleibt 
unverletzt. 
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Die in der bezeichneten Weise ermittelte Eiegunga­

festigkeit überschreitet hiernach die für dasselbe Guß­

eisen ermittelte Zugfestigkeit um so bedeutender, je mehr 

sich das Material verhältnismäßig nach der Nullachse hin 

zusammendrängt. (Vgl. § 20, Ziff. 5.) 

Fig. 4. 

Die hiernach festgestellte Abhängigkeit der Biegungsfestigkeit Kb 
von der Querschnittsform und der Zugfestigkeit K. läßt sich mit 
guter Annäherung zum Ausdruck bringen durch die Beziehung 

Kb=.uo"'/!_.K •.. V z~ 1 )1) 

Hierin bedeutet 

z0 den Abstand des Schwerpunktes des auf der einen Seite der 
Schwerlinie (Nullachse) gelegenen Teiles der Querschnittsfläche 
von dieser Linie, Fig. 4, 

,u0 einen Koeffizienten, der im vorliegenden Falle (vgl. die Werte der 
Spalte 4 und 5, S. 286) gewählt werden darf 

a) für diejenigen Querschnitte, die oben und unten durch eine 
wagrechte Gerade begrenzt sind, wie Nr: 1, 2, 3, 4, 5 und 7, 

6 
etwa -;- = 1,2, 

D 

b) für die beiden Querschnitte Nr. 6 und 8, die oben und unten 
nicht durch wagrechte Gerade begrenzt sind, bei denen -
streng genommen - nur eine einzige Faser am stärksten 

gespannt ist, etwa : = 1,33. 

Über den Einfluß der Gußhaut auf flo vgl. Ziff. 4, Schluß. 

1) Diese im Jahre 1887 aufgestellte Beziehung hat sich auch bei neueren 
und den neuesten (1916) Versuchen mit Gußeisen, dessen Festigkeitseigen­
schaften von denen des Gußeisens der älteren Untersuchungen bedeutend ab­
weichen, als zutreffend erwiesen. 
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Gußeisen B1• 

Zug- und Biegungsstäbe bearbeitet. 
Querschnitt kreisförmig, 36 mm Durchmesser. 

Zugfestigkeit= (1893 + 184 7 + 1805 + 1846): 4 = 1848 kgfqcm. 

Biegungsfestigkeit = (4321 + 4148 + 4073 + 3930 + 4295 + 3903 
+ 4513 + 3920): 8 = 4138 kgfqcm = 2,24. Zugfestigkeit. 

Gußeisen B2 von hoher Festigkeit 1). 

Biegungsstäbe von 30mm Quadratseite mit Gußhaut. 

Zugstäbe von 20 mm Kreisdurchmesser bearbeitet. 

Material 1. 

Zugfestigkeit= (2535 + 2312 + 2334): 3 = 2394 kgfqcm. 

Biegungsfestigkeit = ( 4294 + 434 7 + 4305): 3 = 4315 kgfqcm 
= 1,80. Zugfestigkeit 2). 

Arbeitsvermögen = (0,120 + 0,126 + 0,132): 3 = 0,126 kgmfccm. 

Material 2. 

Zugfestigkeit= (2379 + 2354 + 2261): 3 = 2331 kgfqcm. 

Biegungsfestigkeit = ( 4392 + 4442 + 44 72): 3 = 4435 kgjqcm 
= 1,90. Zugfestigkeit 2). 

Arbeitsvermögen = (0,142 + 0,136 + 0,116): 3 = 0,131 kgmfccm. 

Über die Abnahme der Zugfestigkeit dieses Gußeisens für 
Temperaturen bis 570° C findet sich berichtet in der Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 168 u. f. (Mitteilungen über 
Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 1, 
S. 61 u. f.). S. auch Fig. 8, S. 17 4. 

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 409 u. f. (Mit­
teilungen über Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin, 
Heft 1, S. 49.) 

2) Diese Verhältniszahlen 1,8 und 1,9 sind ganz erheblich größer, als sie 
sich für gewöhnliches Maschinen-Gußeisen ergeben (Quadratische Biegungsstäbe 
mit Gußhaut, kreisförmige Zugstäbe ohne Gußhaut.) Inwieweit hierbei der 
Umstand mitgewirkt haben kann, daß kleine Ungleichmäßigkeiten im Guß die 
Zugfestigkeit stärker zu beeinflussen vermögen als die Biegungsfestigkeit, muß 
dahingestellt bleiben. 
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Gußelsen C. 

Zugstäbe bearbeitet, Biegungsstab unbearbeitet 
(also mit Gußhaut). 

Zugfestigkeit 
Biegungsfestigkeit 
V erhältnie beider 

Fig. 4a. 

1310 kgfqcm, 
2114 kgfqcm, 

2114:1310 = 1,61 : 1. 

Gußeisen D. 

Zug- und Biegungsstäbe bearbeitet. 

a) Querschnitt: Fig. 6, § 17. 
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Die schmale Flansche ist die gezogene, die breite die gedrückte. 
Beim Biegungsversu_ch reißt die schmale Flansche, die breite 

bleibt unverletzt. 

Zugfestigkeit 
Biegungsfestigkeit 
Verhältnis beider 

1418 kgfqcm, 
2077 kgfqcm, 

2077: 1418 = 1,46: 1. 

b) Quadratischer Querschnitt: 

Biegungsfestigkeit 
Verhältnis 

Fig. 4b. 

2539 kgfqcm, 
2539: 1418 = 1, 78: 1. 

3. Durchbiegung und Festigkeit von Gußeisen bei quadratischem 
und kreisförmigem Querschnitt. 

Es war üblich, das Gußeisen nach den Ergebnissen von statischen 
Biegungsversuchen zu beurteilen, die mit unbearbeiteten, also die Guß­
haut besitzenden Stäben von quadratischem Querschnitt, dessen 
Seitenlänge 30 mm beträgt, bei l = 1000 mm Entfernung der Auflager 
durchgeführt wurden. Ermittelt wurde dabei die in der Mitte des 
Stabes wirkende Kraft P, die den Bruch herbeiführt, und die Durch-

c. Bach, Elastizitllt. 7. Auft. 19 
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biegung y des Stabes in der Mitte unmittelbar vor dem Bruch. 
Hieraus wird gemäß der Gleichung 

worin b die Breite und h die Höhe des Bruchquerschnittes bezeichnet, 
die Biegungsfestigkeit Kb berechnet, in ihr das Maß der Festigkeit 
und in der Durchbiegung y das Maß der Zähigkeit. des Materials 
erblickt. In neuerer Zeit wurde vorgeschlagen, zur Prüfung kreis­
zylindrischer Stäbe überzugehen, und zwar 

Stäbe von 40 mm Durchmesser bei 800 mm Auflagerentfernung, 

" " 30 " ,, ,, 600 " " 

" " 20 " " " 400 " " 
Drei verschieden starke Stäbe glaubte man wählen zu sollen, 

weil Gußeisenstäbe, aus derselben Pfanne gegossen, bei größeren 
Stärken geringere Festigkeit besitzen. 

Es entstand nun das Bedürfnis, zu bestimmen: welche Werte 
von Kb und y ergeben sich für diese runden Biegungsstäbe im Ver­
gleich zu denjenigen Größen, die quadratieche Stäbe lieferten, und 
welche Werte von Kb und y können von runden Biegungsstäben 
aus gutem zähen Gußeisen gemäß den Leistungen der heutigen 
Technik verlangt werden. Zur Befriedigung dieses Bedürfnisses bei­
zutragen, hat Verfasser eine größere Anzahl von Versuchen durch­
geführt, über die in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
Hl08, S. 2061 u. f., und 1909, S. 299 u. f., berichtet worden ist. Die 
Hauptergebnisse sind die folgenden, wobei die Biegungsstäbe die 
Gußhaut besaßen, während die Zugstäbe aus den Bruchstücken der 
Biegungsprobe herausgearbeitet worden waren, also Gußhaut nicht 
mehr aufwiesen. 

Bezeioh· 
nung 
des 

Materials 

a 
b 
c 
d 
e 

Biegungsversuche. 

Kb in kgfqcm y in mm 
--- --------------1---- -----c--------

30 mm 40 mm ~~ 30 mm i 20 mm 30 mm f 40 mm /30 mm [ 20 mm 

oro ojo 0 1 ürüi0 

3831 
3988 
3476 
3013 
4072 

4370 ! 
4561 : 
4109 i 
3011 1 

4264 . 

4568 
4855 
4571 
3678 
4138 

4957 
5739 
4786 
4793 
4991 

23,9 
23,7 
23,4 
19,4 
25,1 

16,7 
15,6 
16,0 
10,1 

1 15,1 

11,6 
11,2 
12,6 

9,5 
9,1 

6,9 
7,5 
8,0 
6,7 
6,3 
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a 
b 
c 
d 
e 
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Zugversuche. 

Zugfestigkeit Arbeitsvermögen in kgmjccm 

30 

0 

-

1 

---~~---~~ _3_0 __ --;0---1 -~-r-· 30 

! 0 I 0 0 I 0 I 0 

2666 I 

2542 I 
2381 
1956 
2750 ! 

2233 
2377 
2118 
1670 
2608 

2"547 
2801 
2484 
2001 
2757 

0,140 

0,100 
0,197 

0,118 

0,071 
0,166 

0,119 

I 0,081 
0,145 

I 

Die vorstehenden Zahlen, die für die 30 mm starken Rund­
stäbe, auf die man sich geeinigt hat, beim Material b die durch­
schnittliche Biegungsfestigkeit zu 4855 kgfqcm und die durchschnitt­
liche Zugfestigkeit zu 2801 kgfqcm zeigen, stellen noch nicht die 
Grenze des Erreichbaren dar. In der Materialprüfungsanstalt Stutt­
gart wurden für Gußeisen schon Zugfestigkeiten bis 4366 kgfqcm 
an Stäben von 18 mm Durchmesser ermittelt. 

4. Einfluß der Gußhaut. 

Gußeisen E. 

Zugstäbe (3 Stück) bearbeitet. 
Biegungsstäbe (14 Stück), zum Teil bearbeitet (5 Stück), 

· zum Teil unbearbeitet (9 Stück). 

. . 1560 + 1586 + 1640 
Zugfestigkeit K. = 3 · ·- = 1595 kgfqcm. 

Der Vergleich der Spalten 4 und 6 (s. folgende Seite) zeigt 
deutlich, daß die Biegungsfestigkeit der bearbeiteten, also 
von der Gußhaut befreiten Stäbe entschieden größer ist 
als diejenige der unbearbeiteten Stäbe. Das Vorhanden­
sein der Gußhaut wirkt demnach ·auf Verminderung der 
Biegungsfestigkeit hin. 

Diese Erscheinung läßt sich erklären einmal durch den Einfluß 
etwa vorhandener Gußspannungen und zweitens dadurch, daß die 
Dehnungszahl - der federnden und der bleibenden Dehnungen -
für das Gußhautmaterial ·geringer ist als diejenige für das weiter 
nach dem Innern des Stabes zu gelegene Gußeisen. Für die letztere 
Erklärung spricht insbesondere die Beobachtung, daß die Durch­
biegungen, namentlich die bleibenden, bei den bearbei­
teten Stäben verhältnismäßig weit größer sind als bei den 

19* 
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Eiegongsfestigkeit Kb = p.i'e l e1 

Nr. 
Querschnitts-

form Stäbe bearbeitet Stäbe unbearbeitet 

in kgfqcm I in Teilen 
von Kz 

. k I I in Teilen m g qcm von Kz 

1 2 3 4 5 6 

1 ~~ 2765 1,73 

2 2295 1,44 

3 
l'$'-<1 
-,~ ; 2390 1,50 

4 2254 1,41 

5 f!Et 2026 1,27 

unbearbeiteten. Die geringere Nachgiebigkeit der an und für sich 
am stärksten beanspruchten äußeren Fasern hat zur Folge, daß die 
Festigkeit der inneren Fasern weniger ausgenützt wird 1) 

Die Größe des hiermit festgestellten Einflusses der Gußhaut auf 
die Biegungsfestigkeit hängt jedenfalls auch z. B. davon ab, ob die 
Gußstücke in frischem Sand oder in getrockneten Formen gegossen 
werden. Unter Umständen wird dieser Einfluß sehr bedeutend wer­
den können 2). 

1) Den vom Verfasser aus Eiegongsversuchen in der Mitte der achtziger 
Jahre gezogenen Schluß, daß die Gußhaut eine kleinere Dehnungszahl be­
sitze als das weiter nach dem Stabionern gelegene Material, haben unmittel­
bare Zugversuche, über die er in der Zeitschrift des Vereines deutscher Inge­
nieure 1899, S. ·857 u. f. (Mitteilungen über Forschungsarbeiten auf dem Ge­
biete des Ingenieurwesens, Heft 1, S. 1 u. f.) berichtet, bestätigt. 

9) Hieraus folgt, daß nur bearbeitete Stäbe der Prüfung unterworfen 
werden sollten, falls man Zahlen erhalten will, die unter sich mit voller Be­
rechtigung verglichen werden können. Rücksicht auf die Kosten veranlaßt 
häufig, hiervon abzuweichen. 
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Demgemäß ergibt sich der Koeffizient p0 der Gleichung 1 für 
unbearbeitete Stäbe kleiner als für bearbeitete. Den Werten in Spalte 6 
würde ein Wert p0 im Mittel reichlich 1 entsprechen, d. i. nahezu 1 / 6 

kleiner als für die bearbeiteten Stäbe. 

ö. Versuche zur Klarstellung des Zusammenhangs zwischen Zug­
und Biegungsfestigkeit von Gußeisen und der Spannungsverteilung 

über den Querschnitt des gebogenen Stabes. 

Zu diesen Versuchen wurden von Gußeisen bei dem gleichen 
Guß (aus derselben Pfanne), also aus dem gleichen Material, soweit 
sich dies überhaupt erreichen läßt, hergestellt: 

Zylinder von 90 mm Durchmesser und rund 950 mm Länge, 
quadratische Stäbe von 90 mm Seite und rund 1100 mm Länge. 

Durch Bearbeitung dieser Körper auf der Drehbank bzw. Hobel­
maschine fand Überführung derselben in Zylinder von 80 mm Durch­
messer bzw. in quadratische Stäbe von 80 mm Seitenlänge statt. 

Von den Zylindern wurden sodann Stücke in der Länge von 
ungefähr 320 mm abgestochen und aus ihnen zu Zugversuchen je 
4 Rundstäbe von 20 mm Durchmesser im mittleren Teile heraus­
gearbeitet. Das jeweils verbleibende Zylinderstück von rund 620 mm 
Länge wurde zu Druckversuchen verwendet. 

Die quadratischen Stäbe dienten den Biegungsuntersuchungen. 
Die Belastung wurde von Stufe zu Stufe gesteigert und dabei 

ohne Zurückgehen auf die erste Belastungsstufe - jeweils die 
gesamte Längenänderung bzw. Durchbiegung festgestellt. 

Sowohl bei den Zug- als auch bei den Druck- und Biegungs­
versuchen wurden die Verlängerungen bzw. Zusammendrückungen 
und Durchbiegungen je nach 5 Minuten Belastungsdauer abgelesen. 

Von den Ergebnissen seien die folgenden hier mitgeteilt. 

Belastungsstufe 
in kgfqcm 

159,15 und 318,3 
159,15 " 477,5 
159,15 " 636,6 
159,15 ,, 795,8 
159,15 " 954,9 
159,15 " 1114,1 
159,15 " 1273,2 

a) Zugversuche. 

Gesamte Verlängerungen 
in 1/ 1000 cm auf 10 cm 

Länge 

2,14 
4,99 
8,83 

14,15 
21,60 
33,31 
55,58 

Unterschied der 
Verlängerungen 

2,85 
3,84 
5,32 

·7,45 
11,71 
22,27 
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Die Zugfestigkeit des Stabes ergab sich zu 

Kz= 1315 kg/qcm, 

diejenige von zwei anderen Stäben zu 

1289 und 1273 kgjqcm. 

b) Druckversuche. 

Belastungsstufe Gesamte Zusammen- Unterschied der 
drückungen in 1 / 200 cm Zusammen-in kg/qcrn auf :l9,0 cm drückungen 

0,46 und 298.4- 2,13 2,50 
0,46 " 596,8 4,63 2.57 
0,46 " 895,2 7,20 3,25 
0,46 " 1193,6 10.45 4,09 
0,46 " 1531.9 14,54 

~.97 
0,46 " 1790,4 18,51 5.59 
0,46 " 2088,8 24.10 6,98 
0,46 " 2387,2 31,08 10.12 
0,46 " 2685,6 41,20 15.52 
0,46 " 2984,0 56.72 

c) Biegungsversuche. 

Stabbreite b = 8,01 cm, Stabhöhe h·= 8,005 cm. 

Entfernung der Auflager l = 1000 mm. 

Belastung erfolgt in der Mitte durch die Kraft P. 

Belastung P 
0,25Pl Gesamte ;urchbiegungen I Unters~hied der 

lbh~ der Stabachse in der Durchbiegungen kg 
6 Mitte in mm I in mm 

500 146,1 0 0,355 
1000 292,2 0.355 0,872 
2000 584,4 1,227 

0,99~ 
3000 876,6 2,226 1,166 
4000 1168,8 3.392 1,438 
5000 1461,0 4,830 1,868 
6000 17 53,2 6,698 2,445 
7000 2045.4 9.143 
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Der Bruch erfolgt bei P= 7880 kg. Die für Proportionalität 
zwischen Dehnungen und Spannungen gültige Gleichung auf S. 290 
würde liefern 

·25.7380 Kb=----- --- ·· =2157kgfqcm. 
~ . 8,01 . 8,005 2 

d) Prüfung des Zusammenhanges der Versuchsergebnisse. 

Es liegt nahe, die Prüfung in der Art auszuführen, daß auf die 
Entwicklungen S. 265 u. f. zurückgegriffen und ermittelt wird: 

aus den Zugversuchen a1 und m1 

" " Druckversuchen a2 ,, m2 

" GI. 11 (S. 270) mit o1 = 1315 kgjqcm die Lage der 
Nullachse, 

•· GI. 12 (S. 270) die Größe des biegenden Momentes, 
das mit o1 = 1315 kgjqcm den Bruch herbei­
führen würde. 

Dieses Moment wäre sodann mit dem tatsächlichen Bruchmoment 

Pl 100 
4 = 4 . 7380= 184p00kg.cm 

zu vergleichen. 
Die Beschreitung dieses Weges führt zunächst zu der Erkenntnilil. 

daß das Potenzgesetz e=aom für die gesamten Dehnungen bis 
zum Bruch den tatsächlichen Verlauf der Dehnungslinie weder bei 
Zug noch bei Druck zutreffend genug zum Ausdruck bringt. In Fig. 5 
sind auf Grund der unter a und b angegebenen· Versuchsergebnisse 
zu den Spannungen als wagrechten Abszissen die jeweils erhaltenen 
Dehnungen als senkrechte Ordinaten aufgetragen und dadurch die 
ausgezogenen Kurven erhalten worden: OZ1 Z gilt für Zug und 
OE1 ED für Druck. 

Der Linienzug, wie ihn das Potenzgesetz mit 

1 
((1 = 24956000000 

m1 = 2,623, 

1 
a2 = 20000000 ' 

m2 = 1,491 

liefert, ist strichpunktiert eingetragen. Man erkennt deutlich, daß, 
wenn auch die Werte von a1 m1 bzw. a2 m2 anders als geschehen 
gewählt werden, bedeutende Abweichungen der beiden Linienzüge 
bestehen bleiben. 
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Unter diesen Umständen verzichten wir auf die Benutzung des 
Potenzgesetzes sowie auf die Heranziehung einer anderen Funktion 
und verfahren in einer anderen, schon von W. Schüle angedeuteten 

~---------------. 

.m 
' 

s.t 1!>----------------
I _____ !_ 

Fig. 5. 

Weise 1). Dl.e in Fig. 5 ausgezogene Kurve OZ1 Z liefert für az = 1315 
kgfqcm = A Z in der Ordinate 0 A die zugehörige Dehnung. Unter 

1) Wie dem Verfasser später bekannt geworden, hat Ritter schon früher 
diesen Weg bezeichnet: "Anwendungen der graphischen Statik", I, 1888, 
S. 134 u. f. unter "Spannungen, welche die Elastizitätsgrenze überschreiten". 
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der Voraussetzung, daß der Stabquerschnitt bei der Biegung eben 
bleibt 1), ergibt die Linie OZ1 Z die Verteilung der Zugspannungen 
von der durch 0 gehenden Nullachse bis zu der am stärksten ge­
spannten Faser in A. Die Größe der Fläche 0 A Z bildet unter 
Berücksichtigung der Breite des rechteckigen Querschnittes das Maß 
für die Summe der inneren Kräfte auf der Zugseite. Da nun diese 
Summe, die mit N bezeichnet sei, gleich sein muß der Summe der 
inneren Kräfte auf der Druckseite (GI. 6, S. 268)1 so ist auf letzterer 
eine Fläche OBE =Fläche OAZ abzugrenzen, was sich mittels des 

Polarplanimeters ziemlich rasch ausführen läßt. BE ist alsdann die 
größte Spannung, die auf der Druckseite eintritt, wenn die größte 

Spannung auf der Zugseite AZ = 1315 kgfqcm beträgt. Die zeich­

nerische Darstellung liefert die größte Druckspannung BE= 

Ok I d . 2270-1315 0/ ""ß l d" 227 g qcm, . 1. um 100--1315--= 73 0 gro er a s 1e 

größte Zugspannung. 
Die Nullachse ist in dem rechteckigen Querschnitt von der 

Höhe AOB so gelegen, daß die Abstände von außen 

und 

betragen. Dies gibt, da der für die Dehnungen - zunächst ohne 
Rücksicht auf die Höhe des Stabquerschnittes - gewählte Maßstab 

in der ursprünglichen Zeichnung Fig. 5 zur Strecke OA = 20,3 cm 

und zur Strecke OB= 14,7 cm, also zu AB= 20,3 + 14,7 = 35,0 cm 
geführt hat, bei der Querschnittshöhe k = 8,005 cm 

8,005 
e1 = 20,3 3"5~ = 4,64 cm, 

8,005 
e2 = 14,7 35 0 = 3,36 cm. 

' 
Die Nullachse liegt somit im Augenblick des Bruches 

um 0,64 cm, d. i. um 8°/0 der Querschnittshöhe aus der Mitte 
nach der Druckseite hin. 

Sind s. und Sd die Schwerpunkte der beiden Flächen OAZ 
bzw. OBE, so findet sich zunächst in der Strecke y der Abstand, in 
dem die beiden resultierenden Innenkräfte N wirkend anzunehmen 
sind, und damit das .Moment der inneren Kräfte gleich Ny. 

Aus der Zeichnung entnehmen wir unter Berücksichtigung, daß 
die Stabbreite 8,01 cm beträgt, 

1) V gl. Fußbemerkung 2, S. 282. 
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N = 37160 kg 

III. Biegung. 

8,005 
y = 21,0 --= 4,8 cm, 

35,0 

Ny= 37160. 4,8= 178368 kg. cm. 

Das Moment der äußeren Kräfte, das zum Bruche führte, be­
trug - wie oben ermittelt - 184 500 kg. cm. Somit findet sich 
der Unterschied zwischen diesem Bruchmoment und dem Moment 
der inneren Kräfte, *ie es im vorstehenden festgestellt worden ist, zu 

Dieser Unterschied hält sich nicht bloß innerhalb der Grenzen 
der Abweichungen, die in solchen Fällen zu erwarten sind, sondern 
er muß sogar als recht klein bezeichnet werden. Hiernach er­
scheint die Spannungsverteilung im Querschnitt des ge­
bogenen gußeisernen Stabes im Augenblick des Bruches 
und damit auch der Zusammenhang zwischen der Eiegunga­
festigkeit und der Zugfestigkeit klargestellt. Man erkennt, 
daß in dem gebogenen Stabe wesentlich höhere Zugspan­
nungen nicht auftreten, als sie der unmittelbare Zerreiß­
versuch liefert. 

Für ein unterhalb des Bruchmomentes liegendes Biegungsmoment, 
etwa für ein solches, das a. = A1 Z1 liefert, welchem Werte dann gemäß 
der Gleichgewichtsbedingung, daß Fläche OA1 Z1 =Fläche DB1 E1 

sein muß, die Druckspannung ad=E1 B~ entspricht, verschiebt 
sich wegen des flacheren Verlaufs der Drucklinie OE1 E 
gegenüber demjenigen der Zuglinie OZ1 Z die Nullachse 
nach der Mitte hin, für noch kleinere Momente kann sie 
aus der Mitte des rechteckigen Querschnittes nach der 
Zugseite hin gelegen sein 1). 

1) Diese Feststellung gibt nicht nur eine weitgehende Aufklärung über 
die Anstrengung von auf Biegung beanspruchten Körpern, deren Material stark 
ve~änderliche Dehnungszahlen besitzt, wie Gußeisen, Sandstein, Beton usw., 
sondern sie beleuchtet auch die Mitteilungen, die in neuerer Zeit hinsichtlich 
der Lage der Nullachse bei Biegungsbalken aus solchen Stoffen gemacht worden 
sind. Je nach der verhältnismäßigen Größe des biegenden Momentes konnte 
man die Nullachse in der Stabachse oder auch mehr oder minder weit außer­
halb gelegen ermitteln, ohne damit der eigentlichen Erkenntnis der Spannungs­
verteilung über den Querschnitt näher zu kommen. Über diese gibt Fig. 5, 
S. 296, vollen Aufschluß. 

G. Tiraspolsky, Professor in Tomsk, der 1901;1902 in dem Labora­
torium des Verfassers tätig war, hat auf dessen Anregung die weitere Ver­
folgung dieses Verfahrens aufgenommen und eine dahingehende Arbeit ver-
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Beispielsweise findet sich 

für az = 1000 kgfqcm, 

aa = 1388 kgfqcm, e1 = 4,27 cm, e2 = 3,73 cm, 

somit die Nullachse um 0,27 cm, d. i. 3,4°/0 der Höhe aus der Mitte 
nach der Druckseite gelegen, 

für az=500kgfqcm, 
aa = 525 kgfqcm, e1 = 3,77 cm, e2 = 4,23 cm, 

somit die Nullachse um 0,23 cm, d. i. 2,9°/0 der Höhe aus der Mitte 
nach der Zugseite gelegen. 

Um für kleine Momente, die auch nur geringe Spannungen 
(Dehnungen) geben, die "Lage der Nullachse auf dem zeichnerischen 
Wege ausreichend genau feststellen zu können, müssen bei den Zug­
und Druckversuchen die Dehnungen und Zusammendrückungen für 
geringere Spannungen mit entsprechend niedrigeren Belastungsstufen 
ermittelt und muß für die Dehnungen ein größerer Maßstab gewählt 
werden, als dies im Falle der Fig. 5 geschehen ist, mit der nur die 
Aufgabe zu lösen war, die Verhältnisse für den Bruch zu untersuchen. 

Zur weiteren Klarstellung sind V ersuche mit verschiedenen 
Gußeisensorten, mit Steinen, Beton usw. durchzuführen; ebenso 
wird der Einfluß zu ermitteln sein, den Wechsel der Belastungen 
(Spannungen) äußert. 

öffentlicht, zufolge der er bei Gußeisen Abweichungen um 4,3°/0 und 3,3°/0 

egen 3,3% oben) ermittelte .. 
Größere Abweichungen ermittelte W. Finegin (Zeitschrift des Vereines 

deutscher Ingeni~ure 1906, S. 2029 u. f., Mitteilungen über Forschungsarbeiten, 
Heft 48, S. 43 u. f.). E. Meyer, der die Versuchsarbeiten von Finegin ein­
gehender verarbeitete, stellt fest, daß die Durchbiegungen, die sich auf Grund 
des oben angegebenen Verfahrens aus den Ergebnissen der Zug- und Druck­
versuche berechnen lassen, mit den von Finegin gemessenen Durchbiegungen 
recht gut übereinstimmen, so daß auch die Finegin sehen Versuche für 
dieses Verfahren sprechen (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1908, 
S. 167 u. f.). Die Abweichungen, zu denen Finegin gelangte, dürften sich -
jedenfalls zu einem Teile - durch die Schwierigkeit erklären, die sich infolge 
der Flötzlichkeit des Bruches bei der Ermittlung der tatsächlichen Bruch­
dehnung bietet; auch können kleinere Fehlstellen im Material im Augenblick 
des Bruches einen Einfluß äußern, den sie vorher bei der Biegung des Stabes 
nicht hatten usw. 

An der angegebenen Stelle zeigt M e y er in Erweiterung unserer Erkennt­
nisse, daß sich die Durchbiegungen von Flußeisen, das über die Streckgrenze 
hinaus beansprucht wird, auf dem oben angegebenen Wege mit guter An­
näherung berechnen Jassen. 

Lud wik fand in seiner Arbeit "Zur Frage der Spannungsverteilung in 
gekrümmten stabförmigen Körpern mit veränderlichem Dehnungskoeffizienten" 
(Techn. Blätter 1905) die gleicke Übereinstimmung wie Verfasser. 
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IV. Knickung. 

§ 23. Wesen der Knickung. 

Es sei AB, Fig. 1, ein prismatischer Stab von großer Länge 
und geringen Querschnittsabmessungen, belastet durch die Kraft P. 
Wenn nun die Voraussetzungen, 

1. daß die Kraft P genau mit der Stabachse zusammenfällt, 
2. daß diese tatsächlich eine gerade Linie bildet, daß das 

Material des Stabes durchaus gleichartig ist und an allen 
Stellen in dem gleichen Zustande sich befindet, 

3. daß seitliche Kräfte auf den Stab nicht einwirken, daß der­
selbe überhaupt Einflüssen, die solche hervorrufen würden, 
nicht unterworfen ist, 

zuträfen, so würde der Stab nach § 11 nur eine Zusammendrückung 
in Richtung der Achse und senkrecht dazu eine Querschnittsver­
größerung erfahren. Eine Veranlassung, mit dem freien Ende seit­
lich auszuweichen, läge dann nicht vor. 

In Wirklichkeit sind die genannten Voraussetzungen, namentlich 
diejenigen unter Ziff. 1 und 2, genau überhaupt nicht zu erfüllen und 
angenähert um so weniger leicht, je größer die Länge des Stabes 
im Verhältnis zu seinen Querschnittsabmessungen ist.· Infolgedessen 
zeigt die Erfahrung, daß ein solcher Stab mit seinem freien Ende 
auszuweichen bestrebt ist, daß er eine .Biegung erleidet. Um 
uns über das, was hierbei eintritt, ein richtiges Bild zu verschaffen, 
führen wir folgende V ersuche duTch. 

a) Wir nehmen einen sorgfältig gerade gerichteten Stahldraht 
von 3,5 mm Durchmesser, spannen denselben möglichst genau senk­
recht in den Schraubstock so ein, daß er eine freie Länge von 
l = 850 mm besitzt, Fig. 2. Hierauf belasten wir ihn in Richtung 
seiner Achse mit P = P1 = 0,4 kg. Sobald Draht und Belastung sich 
selbst überlassen werden, beginnt das freie Ende des ersteren aus­
zuweichen, bis er bei y' = rund 2 5 mm zur Ruhe gelangt. In dieser 
Lage befindet sich das biegende Moment Py' (sofern von dem Ein­
fluß des Eigengewichtes des Drahtes abgesehen wird) im Gleich­
gewicht mit den durch dasselbe im Innern des Stabes wachgerufenen 
Elastizitätskräften. Die wiederholte' Zurückführung des ausgewichenen 
Drahtes in die senkrechte Lage erwidert derselbe durch erneute Aus­
biegung um y'. Wird das freie Ende des Stabes mit der Hand 
etwas weiter, d. h. um mehr als y' ausgebogen und alsdann sich 
selbst überlassen, so kehrt es in die Lagtl y' = 25 mm zurück. Der 
Gleichgewichtszustand ist demnach ein stabiler. 
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Die Belastung P1 = 0,4 kg wird eD;tfernt und durch P = P 2 = 
1,1 kg erBtltzt. Sobald der Drahtstab mit der Belastung sich selbst 
überlassen bleibt, beginnt das freie Ende auszuweichen, der Draht 
biegt sich fortgesetzt, bis das belastende Gewicht die Werkbank, an 
welcher der Schraubstock befestigt ist, erreicht hat, Fig. 3. 

Die Biegung ist naturgemäß an der Einspannstelle am stärksten. 
Der Stab ist hierbei nicht gebrochen. Nach der Entlastung ver­
schwindet ein ziemlich bedeutender Teil der erlittenen Formänderung 
wieder; namentlich erlangt die nach dem freien Ende hin gelegene 
Strecke die Geradlinigkeit wieder. 

b) Ein schlanker Holzstab von quadratischem Querschnitt, Seiten­
länge 7,5 mm, wird möglichst genau senkrecht in den Schraubstock 

Fig. 1. 
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gespannt, alsdann am freien Ende mit P= P1 = 1,1 kg belastet, 
wobei l = 850 mm. Das freie Ende beginnt auszuweichen und ge­
langt schließlich bei y' = rund 150 mm z11r Ruhe. 

Die Belastung P 1 = 1,1 kg wird entfernt und durch P = P2 = 
1,3 kg ersetzt. Der hierauf sich selbst überlassene Stab beginnt mit 
dem freien Ende auszuweichen, auch nach wiederholter Zurückführung 
in die senkrechte Lage, und biegt sich, bis er bei y' etwa gleich 
550 mm bricht. 

Die Erscheinungen, welche die beiden Stäbe bei der Belastung 
mit P= P2 zeigen, werden unter dem Namen Knickung des Stabes 
:zusammengefaßt: im ersten Falle tritt eine Biegung ein, die - ab­
gesehen von der Möglichkeit, daß es sich um eine Feder handeft -
mit dem Zwecke des Stabes, ein widerstandsfähiger Konstruktions­
teil zu sein, unvereinbar ist; im zweiten Falle erfolgt ein Bruch, der 
gleichfalls unzulässig erscheint. 
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Aus den Versuchen a und b erkennen wir folgendes. 
Bei der Belastung P1 weicht der Stab nur um y' aus und ge­

langt zur Ruhe. Wird das freie. Ende des Stabes mit der Hand 
noch etwas weiter ausgebogen und sich dann selbst überlassen, so 
kehrt der Stab in diese Lage zurück. In derselben herrscht demnach 
stabiles Gleichgewicht zwischen dem biegenden Moment, das die auf 
den Stab wirkenden äußeren Kräfte, d. h. die Schwerkräfte der Be­
lastung und der eigenen Masse liefern, und den hierdurch im Innern 
des Stabes wachgerufenen Elastizitätskräften. Bei der Belastung P 2 

dagegen besteht überhaupt ein Gleichgewichtszustand nicht, der Stab 
biegt_ sich aus, bis die Belastung zum Aufruhen gelangt, also zum 
Teil aufgehoben wird (Versuch a), beziehungsweife bis zum Bruche 
führt (Versuch b). In ·beiden_ Fällen muß es hiernach eine zwischen 
P1 und P2 gelegene Belastung P= P0 geben, für die der stabile 
Gleichgewic.ktszustand, der bei P = P1 noch zu beobachten war, 
gerade aufhört zu bestehen. 

Diese Kraft P0 wird als Knickbelastung bezeichnet. 

§ 24. Knickbelastung. 
(Eulersche Gleichung.) 

Für den Stab Fig. 1 bezeichne 

P die in der Richtung der ursprünglich geraden Stabachse wirkende 
Kraft, 

P0 die Knickbelastung, d. h. diejenige Größe von P, welche die 
Knickung herbeizuführen imstande ist, 

6 das der Biegung gegenüber in Betracht kommende Trägheits­
moment des Stabquerschnittes (in der Regel das kleinere der 
beiden Hauptträgheitsmomente ), 
die Länge des Stabes, 

a die DehnungszahL 

In bezug auf den durch den Abstand x bestimmten Querschnitt 
ist, da die zu x gehörige Ordinate der elastischen Linie y beträgt, 
das biegende Moment, dessen Ebene den Querschnitt in einer der 
beiden Hauptachsen schneide, 

Mb=P(a+ y' -y) 

und damit unter den Voraussetzungen, die in § 16 zu Gleichung 14 
führen, nach Gleichung 15 daselbst 

d 2 y r:P , 
dx2 =Er(a+y -y). 
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Wird gesetzt 
ctP 2 + , r-r=n a y -y=-z, 

so folgt 

Dieser Gleichung entspricht unter Voraussetzung, daß a und 8 kon­
stant sind, das Integral 

z = 0 1 sin (nx) + 0 2 cos (nx) 
oder 

y-a- y' =01 sin (nx) + 0 2 cos (nx), 

sofern die beiden Integrationskonstanten mit 0 1 und 
02 bezeichnet werden. Dieselben sind bestimmt da­
durch, daß für den Punkt A, also für x = 0 

d. h 

y=O und dy=O, 
dx 

0., =-a- y' 0 1 = 0. 

Hiermit folgt 
y = (a + y') [1- cos (nx)] 

Fiir x = l wird y = y', also 

y' =(a +Y') [1- cos(nl)] 

, 1-cos(nl) [ 1 J 
y =a cos(nl) =a cos(nl) - 1 
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und damit findet sich die Gleichung der elastischen Linie 

( -vaP) 1-cos x -
1- cos(nx) 0 e 

y=a- -cöS(~=a (-. /cr..P) 
COB ly (9 

. . . . 3) 

Denken wir beispielsweise die Gleichung 2 angewendet auf einen 
schmiedeisernen Stab von 100 cm Länge und 1 cm Durchmesser, so 
findet sich mit 
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1 :n 1 1 e =- d4 = ""- d4 =-
64 20 20 

l=100 a=2000000 

Für den Hebelarm a wollen wir uns einen kleinen Betrag vor­
stellen, etwa daher kommend, daß der Stab schon ursprünglich nicht 
genau gerade war, und daß P nicht genau durch den Schwerpunkt 
des Querschnittes geht. 

Es ergibt sich 

fürP= 5kg y'=a(cos~,707 - 1)= 0,32a, 

für P=10kg y'=a( 
1 

-1)= 0,85a, 
cos 1 

für P= 15kg y' = a ( cos ~,225 - 1) = 1,95a, 

für P=20kg y'=a(cos 1~4142 - 1) = 5,54a, 

für P=22,5kg y'=a( cos\,5 -1)=13,16a, 

Wir erkennen, daß y' anfangs langsam, da.nn aber außerordent­
lich rasch mit P wächst; für P=24,674kg würde sogar 

y'=a( 1 -1) =a(!-1) =a.oo=oo. cos 1,5708 0 

Wie klein also auch a sein mag - sofern es nur nicht Null 
ist-, für P=24,674kg liefert die Rechnung y'=oo. Dieses Er­

·gebnis ist natürlich nicht so aufzufassen, daß die Ausbiegung des 
Stabes, der eine endliche Länge besitzt, tatsächlich unendlich sich 
ergibt, sondern es wird damit nur ausgesprochen, erreicht P den 
Wert 24,674kg, 'so wird bei der geringsten Abweichung der Be­
lastung von der Stabachse oder bei nicht vollkommener Geradlinig­
keit derselben oder bei nicht vollständiger Gleichartigkeit des Stab­
materials oder seines Zustandes oder endlich bei der geringsten seit­
lichen Einwrkung auf den Stab dieser umknicken, das ~leichgewicht 
zwischen der äußeren Kraft P und den inneren Elastizitätskräften 
wird aufhören, zu bestehen. Dabei ist P selbstverständlich nur mit 
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derjenigen Genauigkeit bestimmt, die den Voraussetzungen der Rech­
nung entspricht 1). 

Dieser Wert von P kann demnach als diejenige Kraft bezeichnet 
werden, die imstande ist, die Knickung herbeizuführen, und die sie 
auch herbeiführen wird , da die Voraussetzungen unter Ziff. 1 
und 2 in § 23 nicht streng erfüllbar sind, und deshalb stets ein 
biegendes Moment vorhanden sein muß. 

Diese Kraft ist die Knickbelastung P0 • 

Allgemein lä'ßt sich dieselbe aus der Gleichung 2 durch die Er­
wägung bestimmen, daß 

d. h. 
P=P0 für y'=a.oo. 

cos (z va:~) = 0 

lv~:~=; 
n 2 1 e 

Po=4-a·z2- . . . . . • . . . 4) 

Für den Fall der Fig. 2, nach Maßgabe welcher der Stab ge­
zwungen ist, mit seinen sonst beweglichen Enden A und B in der 
ursprünglich geraden Stabachse zu bleiben, verhält sich jede der 
beiden Stabhälften genau so wie der ganze Stab in Fig. 1. Demnach 
ergibt sich für die Kraft, durch die hier die Knickung erfolgen wird. 
mittels Einführung von 0,5l in die Gleichung 4 an Stelle von l 

n 2 1 e 1 e 
Po= 4 a (0,5l)2 = n2a 12 2), . . . . . . 5) 

d . .i. ein viermal so großer Wert wie für den Stab mit freiem 
Ende. 

Die Beziehung 5 wird nach ihrem Urheber als die Eulerache 
Gleichung bezeichnet. 

Wenn der Stab, Fig. 3, an beiden Enden A und B so befestigt 
ist, daß bei etwaiger Ausbiegung die Gerade AB Tangente in den 
Punkten A und B der elastischen Linie bleibt - was übrigens in 

1) Eine strengere Entwicklung gibt Schneider in der Zeitschrift des 
österr. Ingenieur~ und Architekten-Vereins 1901, S. 633 u. f. 

t) Eine einfache, elementare Ableitung dieser Gleichung liefert R. Land 
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1896, S. 99 u. f. In an­
derer, auf die Vorgänge bei der Knickbeanspruchung eingehender Weise be­
handelt W. Schüle diese Aufgabe, Zeitschrift des Vereines deutscher Inge­
nieure 1899, S. 779. 

C. Bach, Elastizitlit. 7. Auf!. 20 
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Wirklichkeit nur sehr selten zutreffen wird (vgl. § 63) -, so liegen 
in den Mitten 0 und E der Stabstrecken AD und BD Wendepunkte. 
Die hierdurch entstehenden Endstücke AO und BE verltalten sich 
wie der ganze Stab im Falle der Fig. 1 (a = 0 gesetzt), während 
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Fig. 2. Fig. 3. 

das Mittelstück 0 D E dem Stabe in Fig. 2 entspricht. Diese Er­

wägung ergibt für die beiden Endstücke je von der Länge l nach 
4 

Gleichung 4 
:n2 1 e 1 e P. =----=4:n2 --

0 4cc(!r ccl2
' 

für das Mittelstück, dessen Länge ! nach Gleichung 6 

1 e 1 e 
Po= :n2- ( l )2 = 4 :n2- -lq . a a • 

2 

Folglich gilt für den ganzen Stab, Fig. 3, 

1 e 
Po=4:n2al2. . . . .. 6) 

Hiernach verhalten sich die Knickbelastungen für die Stäbe 
Fig. 1, 2 und 3 unter sonst gleichen Verhältnissen wie 

:n2 1 e 1 e 1 e 
-4 - lq : ;n2- l2 : 4 ;n'l.- l2 = 1: 4: 16. cc • a cc 

Die drei Gleichungen 4 bis 6 lassen sich zusammenfassen in die eine 

18 
P0 = wa t2, . . . . . . . . . . 7) 
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;n2 
w =- für die Befestigungsweise 

4 

w = :n2 für diejenige Fig. 2 und 
w = 4 :n2 für diejenige Fig. 3 
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8) 

Als zulässige Gesamtbelastung P der in § 24 besprochenen Stäbe 
wird der 6-te Teil von P0 genommen, d. h. 

Insbesondere 

P=~o. 
6 

für Stab Fig. 1, § 24, 

" 

" " 
oder allgemein 

" 2, ., :n2 1 e P=----- -
6 a r~ ' 

" 3, " 
4 :n2 1 e P-----­

- 6 al2 ' 

w 1 (-j 
P= -·----;.-, 

6 a l· 

1) 

2) 

worin w einen von der Befestigungsweise der Stabenden abhängigen 
Koeffizienten, den Befestigungskoeffizienten, bedeutet, dessen 
Größe für bestimmte Fälle am Schlusse von § 24 angegeben ist. 
Hinsichtlich w = 4 :n2 sei nochmals darauf hingewiesen, daß es nur 
äußerst selten der Wirklichkeit entsprechen wird, den Stab als bei­
derseits eingespannt anzusehen (vgl. § 53). 

Die Benützung der Gleichungen 1 oder 2 bei Feststellung der 
Querschnittsabmessungen einer Stütze kommt nach Maßgabe des Er­
örterten darauf hinaus, diese so zu wählen, daß erst durch das 
6-fache der wirkenden Kraft P die Knickung herbeigeführt wird. 
Mehr ist hierdurch zunächst nicht erreicht. Insbesondere erscheint 
es unzutreffend, bei Verwendung dieser Gleichungen zu schließen, 
daß erst durch das 6-fache der Kraft P die Möglichkeit einer 
Biegung eintreten würde. Die beiden in § 23 unter a und b an­
gegebenen Versuche zeigen deutlich eine ganz bedeutende Ausbiegung 
bei P = P1 < P0 • Die tägliche Erfahrung lehrt ebenfalls, daß Aus­
biegung von schlanken Stäben schon bei verhältnismäßig sehr ge­
ringer Belastung eintritt. (V gl. auch die in § 2 7 unter Ziff. 1 am 

20* 
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Schlusse von a gemachten Angaben.) Aus der Unmöglichkeit, die 
in § 23 unter Ziff. 1 und 2 angegebenen Voraussetzungen genau zu 
erlüllen, was darauf hinauskommt, daß die Größe a in Gleichung 2, 
§ 24, größer als Null ist, erklärt sich diese Erscheinung ohne weiteres. 

Will man das Eintreten solcher weit unterhalb der Knickungs­
gefahr liegenden Ausbiegungen nach Möglichkeit verhindern, so wird 
das unter sonst gleichen Verhältnissen um so erfolgreicher geschehen, 
je größer man 6 in die Gleichungen 1 oder 2 einführt. 

Bei gewissen stangenartigen Maschinenteilen wechseln Zug und 
Druck, so (laß die Stange zunächst auf Zug, hierauf auf Knickung 
beansprucht ist usf. Folgen nun - wie häufig der Fall - Zug und 
Druck so rasch aufeinander, daß von einer Ausbildung der Form­
änderung, wie sie die Entwicklung der Gleichungen voraussetzt, nicht. 
die Rede sein kann, so wird ein gerirrgarer Wert von 6 genügen, 
als wenn der genannte Vorgang langsamer vor sich geht 1). 

Ferner kommt in Betracht, daß in den meisten Fällen selbst 
der Anordnung Fig. 2, § 24, schon infolge der Reibung in den Ge­
lenken bei A. und B ein (wenn auch nicht bedeutendes) Biegungs­
moment vorhanden zu sein pflegt. Bei nicht senkrechter Lage der 
Stange tritt noch hinzu der auf Biegung wirkende Einfluß des Eigen­
gewichts 2) und im Falle ungleichförmiger Bewegung noch derjenige 
des Trägheitsvermögens. Nicht selten wird der Wärmezustand des 
Stabes ein einseitig verschiedener sein, welcher Umstand für eiserne 
Stützen Bedeutung erlangen kann. Auch diesen Einflüssen, wenn 
sie sich innerhalb gewisser Grenzen halten, wird in der Regel bei 
Wahl von 6 Rechnung getragen. 

Unter diesen Verhältnissen ist es natürlich ausgeschlossen, daß 
für 6 ein bestimmter Wert angegeben werden kann; es werden viel­
mehr jeweils die besonderen Umstände in Erwägung zu ziehen sein. 
Hierzu gehört insbesondere auch die Befestigung der Enden der ge­
drückten Stange. Eine Säule mit großer und kräftiger Fuß- und 
Kopfplatte wird sich anders verhalten als eine sonst gleiche Säule 
mit kleinen Endplatten. Die erstere Säule erscheint in höherem 
Maße als an den · Enden eingespannt wie die letztere und insofern 
tragfähiger; dagegen wird die belastende Kraft um so mehr von 
der Achse der Säule abweichen, d. h. die Säule voraussichtlich mit 

1) Vgl. z. B. des Verfassers Maschinenelemente, 1. Aufl. (1881), S. 311, oder 
2. Autl. (1891/92), S. 493, 10. Autl. (1908), S. 814 und 816. 

2) Mit Rücksicht hierauf empfiehlt es sich, Versuche mit Säulen in 
stehenden Prüfungsmaschinen vorzunehmen. Ferner ist es gemäß der S. 13 
im zweiten Absatz der zweiten Fußbemerk\Ing ausgesprochenen Richtschnur 
angezeigt, Versuche mit Säulen aus Eisenbeton u. dgl. in solchen Formen aus­
zuführen, wie sie der Verwendung entsprechen. 
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einem um so größeren Hebelarm belasten können, je größer die 
Kopf- und die Fußplatte sind (vgl. auch Fig. 1 und Fig. 2, § 27) 1). 

Bei Bleiunterlage wird sich die gleiche Säule leichter nach Fig. 2, 
§ 24, krümmen können, als wenn sie mit Zement untergossen worden 
ist, der vor der Einwirkung der Belastung genügend erhärtet usw. 
Streng genommen wäre allerdings diesen Umständen bei Feststellung 
des Befestigungskoeffizienten w Rechnung zu tragen; ·doch kommt 
es, da P proportional dem Quotienten w: 6, tatsächlich auf das­
selbe hinaus, wenn w, wie es für Stützen, deren Enden seitlich nicht 
ausweichen können, zu geschehen pflegt, mit n 2 eingeführt und 6 
entsprechend kleiner gewählt wird, falls man nicht, durch Erwägungen 
besonderer Art veranlaßt, vorzieht, statt der ganzen Säulenlänge einen 
Bruchteil derselben in Rechnung zu stellen. (V gl. Schluß von § 27.) 

Für Säulen von Gußeisen darf, ganz abgesehen der selbstver­
ständlichen Rücksichtnahme auf die Herstellungsweise (liegend oder 
stehend gegossen), nicht außer acht bleiben, daß a, das bei der Ent­
wicklung in § 24 als konstant vorausgesetzt wurde, tatsächlich ver­
änderlich ist, und zwar zunimmt mit wachsender Spannung oder 
Dehnung (vgl. § 20, Ziff. 5) sowie überdies für die Gußhaut weniger 
beträgt als für das im Innern gelegene Material (vgl. § 22, Ziff. 4). 

Schließlich wird auch dem Umstand Beachtung geschenkt werden 
müssen, daß in der Regel schon frühzeitig, d. h. unter verhältnis­
mäßig geringer Belastung, bleibende Formänderungen eintreten ( vgl. 
§ 4), weshalb die Durchbiegung des auf Knickun,g beanspruchten 
Stabes sich größer ergeben muß, als es die Dehnungszahl der 
Federung a erwarten läßt, und infolgedessen der einmal durch­
gebogene Stab sich so verhält, als ob der Hebelarm a (Fig. 1) von 
vornherein um die bleibende Durchbiegung größer gewesen wäre. 

Unter allen Umständen muß bei einem Stabe, der auf Knickung 
berechnet wird, die in § 12 aufgestellte Forderung bei einfacher 
Druckbeanspruchung 

P<kf 
befriedigt sein. 

3) 

Die Widerstandsfähigkeit einer Säule wird hiernach unter sonst 
gleichen Umständen je nach ihrer Länge entweder durch Gleichung 3 
oder durch Gleichung 2 bestimmt. Wird für verschiedene Stäbe aus 
dem gleichen Material, von demselben Querschnitt, aber von ver­
schiedener Länge die Bruchlast P auf dem Wege des Versuches er-

1) Schlanke Stäbe mit sorgfältig bearbeiteten Stirnflächen, die zwischen 
feststehenden Druckplatten gepreßt werden, ergeben ein mehr oder minder 
großes Einspannmoment. So wurde z. B. bei Bambusstäben die Befestigungs­
zahl w = 3 n2 ermittelt. 
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mittelt und werden sodann zu den Werten l als wagrechte Abszissen 
die zugehörigen Werte von P als senkrechte Ordinaten aufgetragen, 
so ergibt sich der in Fig. 1 dargestellte Linienzug ABOD (gültig für 
Säulen aus Beton). Für kurze Säulenstücke gilt der Teil AB (Druck­
festigkeit, wie in § 13 ermittelt); hieran schließt sich der schwach 
geneigte Teil BO (Säulenfestigkeit, gültig für Säulenhöhen, bei denen 

a. 

Fig. 1. 

noch kein Ausknicken stattfindet, wie gleichfalls in § 13 bestimmt), 
während GD für das Gebiet der Knickung Geltung hat. 

Weniger einfach liegen die Verhältnisse bei Stäben, deren Quer­
schnitte nicht voll sind. Werden z. B. Rohre mit verhältnismäßig 
dünnen Wandstärken geprüft, so kommen die in § 13 unter k be­
sprochenen Formänderungen in Betracht. Ähnliches tritt bei dünn­
wandigen Profilstäben auf. Auch das in der Fußbemerkung S. 226 
und 227 Gesagte ist zu beachten. 

§ 26. Naviersche (Schwarzsehe) Knickungsformel. 
Die in den §§ 24 und 25 erörterte Grundgleichung zur Berech­

nung einßs Stabes, welcher der Gefahr des K.nickens ausgesetzt ist, 
hat bis auf unsere Tage in den Kreisen der Techniker des Hoch­
bau- und Bauingenieurwesens vielfach Bemängelung erfahren, deren 
Wurzel namentlich in dem Umstande zu suchen sein dürfte, daß in 
ihr nicht die Spannung auftritt, die man sich gewöhnt hat, als Maß­
stab der Sicherheit einer Konstruktion aufzufassen, und von der man 
deshalb bei Feststellung der Abmessungen immer auszugehen pßegt 1). 

1) Im Maschineningenieurwesen war nichts oder verhältnismäßig nur wenig 
von einer solchen Bemängelung zu bemerken, und zwar aus verschiedenen 
Gründen. 
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Ferner zeigten die Ergebnisse von Knickungsversuchen keine 
Übereinstimmung mit dem, was die Eulerache Gleichung 

Zunächst hat der Gleichgewichtszustand, wie er im Augenblicke des Be­
ginnes der Knickung vorhanden ist, für den Maschineningenieur nichts Fremdes. 
Es ist demselben geläufig, daß schon die Herstellung eines längeren schlanken 
Körpers mit tatsächlich gerader Achse und vollständiger Gleichartigkeit des 
Materials trotz größter Sorgfalt nicht zu erzielen ist, und daß infolgedessen, 
ganz abgesehen davon, mit welcher Genauigkeit es möglich erscheint, die 
Achsialkraft P in die vermeintlich gerade Stabachse fallen zu lassen, bei Be­
lastung durch P eine mit dieser Kraft wachsende Durchbiegung eintreten muß. 
(Lange Druckstangen, wie sie z. B. bei vertikalen Balanciermaschinen auftreten, 
sind deshalb auch bei genau senkrechter Lage niemals durchbiegungsfrei zu 
erhalten, die Erzitterungen lassen sich bei wechselnder Belastung nicht ganz 
beseitigen.) Daß bis zu einer gewissen Größe von P das mit dieser Kraft und 
dem Eigengewicht verknüpfte biegende 1\foment von den inneren Elastizitäts­
kräften des Stabes im Gleichgewicht gehalten wird, und daß bei Überschreitung 
der bezeichneten Grenze dieses Gleichgewicht aufhört, und der Stab sich um­
biegt oder zerbricht, erscheint dann ganz natürlich. Durch Steigerung der 
Belastung wird der Stab auf einfachstem Wege aus dem Zustand des stabilen 
Gleichgewichts in den des labilen übergeführt. An den letzteren muß sich 
dann schon irrfolge des Einflusses der Zeit auf die Aus­
bildung der Formänderungen der Vorgang des Knickens 
anschließen. 

Das Verhalten des unter äußerem Überdruck stehen­
den Flammrohres eines Dampfkessels, Fig. I, ist ein ganz 
entsprechendes. Erfährt die Pressung der Flüssigkeit, die 
das Rohr umgibt, eine Steigerung, so wird das letztere 
schließlich eingedrückt oder zusammengedrückt. Eine eigent­
liche Zerstörung des Materials tritt hierbei häufig nicht ein· 

Fig. 1. 

Die Größe der Pressung, die das Ein- oder Zusammendrücken herbeiführt, 
hängt in erster Linie mit ab von der Vollkommenheit der Kreisform des Rohr­
querschnittes. In ganz gleicher Lage befinden sich nicht wenige Gefäße und 
Rohrleitungen der Industrie, die der Regel nach oder auch nur ausnahmsweise 
äußerem Überdruck Widerstand zu leisten haben. 

In solchen Fällen sind eben die Abmessungen so zu wählen, daß unzu­
lässige Formänderungen ferngehalten werden. Allgemein von einer zu­
lässigen Spannung auszugehen, erscheint dann unzutreffend. Die üblichen 
Sicherheitskoeffizienten @:) haben, wie oben (§ 25) bereits erörtert, hierbei den 
allgemeinen Rücksichten und den besonderen Umständen des gerade vorliegen­
den Falles Rechnung zu tragen. 

Im Maschinenbau ist auch in anderen l!,ällen als bei Knickbeanspruchung 
von einer höchstens zulässigen Formänderung auszugehen, selbstverständlich 
unter Festhaltung der Forderung, daß die Anstrengung des Materials in keinem 
Punkte den höchstens für zulässig erachteten Wert überschreitet. Bei stark 
belasteten Wellen usw. gestattet man nur eine bestimmte Durchbiegung oder 
eine gewisse Abweichung der Richtung der elastischen Linie von der ursprüng­
lich geraden Stabachse an bestimmten Stellen; in anderen Fällen wird von 
einer höchstens zulässigen Verdrehung ausgegangen. Die zulässigen Belastungen 
unserer Treibriemen usw. bezwecken, die Dehnungen innerhalb gewisser Grenzen 
zu halten usf. Andererseits werden Federn u. dgl. so konstruiert., daß mit 
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P " 1 (-) 
-;n,"--o- a z2 

lieferte 1 ). 

Auf diesem Boden war die von Navier herrührende Knickungs­
formel 

1) 

entstanden 2). 

Sicherheit auf eine gewisse Formänderung gerechnet werden darf, (V gl. des 
Verfassers Maschinenelemente 1881, Vorwort S. IV, S. 35, 37, 202, 279, 317 usf. 
oder 1891/92, Vorwort S. IV, VIII, S. 61, 64, 232, 317, 318, 323 u. f., S. 427 u. f., 
S. 498, 504, 540 usw.) 

Die obenerwähnten Bemängeh.ingen der Eulerachen Gleichung in den 
Kreisen des Baufachs haben von H. Z im m er man n im Zentralblatt der 
Bauverwaltung 1886, S. 217 u. f. eine klare und eingehende Beleuchtung er­
fahren. 

1) Man übersah hierbei, daß, während die Entwicklung dieser Gleichung 
freie Beweglichkeit der Stabenden voraussetzt (Fig. 2, § 24), bei den Versuchen 
diese freie Beweglichkeit nicht vorhanden war. Hätte man in der Erwägung, 
daß die vollständige Aufhebung dieser Beweglichkeit, d. i. die Einspannung 
des Stabes, dazu führt, in Gleichung 5, § 24, an Stelle der Länge l nur deren 
Hälfte einzusetzen, in jedem einzelnen Fall zu ermitteln gesucht, welcher Bruch­
teil von t oder welcher Wert von w in Gleichung 7, § 24 (Gleichung 2, § 25) den 
Befestigungsverhältnissen der Stabenden ungefähr entsprochen haben würde, 
das Ergebnis würde ein anderes gewesen sein. 

Auch der Einfluß der Veränderlichkeit der Dehnungszahl des Gußeisens, 
derjenige der Gußhaut und etwaiger Gußspannungen durften bei der Beurtei­
lung der Versuchsergebnisse, die gußeiserne Stützen lieferten, nicht übersehen 
werden (vgl. § 20, Ziff. 5 und § 22). 

Die Versuebe von Bauschinger und v. Tetmajer (§ 27) lieferten den 
Nachweis, daß der Wert 

1 e P. = "'~ ~~ ~--
0 oc l2 

der Knickbelastung bei freier Beweglichkeit der Stabenden entspricht. 
2) Rühlmann stellt in seinem Werk: Vorträge über die Geschichte der 

technischen Mechanik, Leipzig 1885, S. 364 und 365 fest, daß diese Gleichung, 
die auch als Gordon- und Rankinesche Formel bezeichnet wird, von Na vier 
zuerst entwickelt wurde, daß später 1854 Schwarz sie in anderer Weise ab­
leitete usf. 

Sie hat, 'Yenn es sich darum handelt, ihre Richtigkeit durch die Ergeb­
nisse von Knickungsversuchen zu prüfen, den Vorteil, zwei Koeffizienten k 
und x zu besitzen, durch deren Wahl leichter eine Anschmiegung der Ver­
suchsergebnisse erreicht werden kann, als wenn nur ein Koeffizient vorhan­
den ist. 

Die Eulersche Gleichung 5, § 24, ist in dieser Hinsicht allerdings weniger 
gut daran. 



~ 27. Naviersche Knickungsformel. 

Hierin bedeutet 

P die zulässige Gesamtbelastung des Stabes, 
k die zulässige Druckanstrengung des Materials, 
f den Querschnitt des Stabes, 
l dessen Länge, 
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f) das kleinere der beiden Hauptträgheitsmomente des Stabquer­
scbnittes, 

r den Trägheitshalbmesser derart, daß e = lr2, 

x eine Erfahrungszahl, den sogenannten Zerknickung s k o e ff i­
zienten. 

Die von Navier dem Wesen nach gegebene Begründung er­
hellt aus dem Folgenden. 

Der in Fig. 2 gezeichnete Stab ist im mittleren Querschnitt 
durch das Moment Pa, dessen Ebene den letzteren senkrecht zu 
derjenigen Hauptachse schneidet, für die e gilt, auf Bie-
gung und durch die Kraft P auf Druck in Anspruch ge­
nommen; infolgedessen erfährt die im Abstande e von der 
Nullachse gelegene Faserschicht eine Pressung 

woraus 

P Pa k=-,-+ e e, 

P=(-!:__-
1 + a_ef__ 

A 

2) 

I 

I :-.a. 
I 
I 
I 
I 
I 

In dieser Gleichung tritt die Unbekannte a auf, deren Fig. :l. 
Zweck nach § 23 und 24 darin zu bestehen hat, die Mög-
lichkeit des exzentrischen Angreifens der Kraft P bei auf Knickung 
in Anspruch genommenen Stäben sowie die Ungleichartigkeit des 
Materials, die etwaige Verschiedenartigkeit des Wärmezustandes usw. 
und den Umstand zu berücksichtigen, daß die Stabachse keine genau 
geradlinige ist. Um diese - offenbar außerhalb des Rahmens der 
wissenschaftlieben Elastizitäts- und Festigkeitslehre liegende - Größe 
nicht willkürlich wählen zu müssen, worin überhaupt die hauptsäch­
lichste Schwierigkeit bei der Berechnung eines auf Knickung be­
anspruchten Stabes liegt, hat N avier folgender Erwägung statt­
gegeben. 

Durch das Moment Pa (allein) tritt in den um e von der Null­
achse abstehenden Fasern die Spannung 

Pa 
a=-e 

f) 
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auf. Zu dieser Spannung oder Pressung gehört die Dehnung oder 
Zusammendrückung 

e = aa. 

Hiermit wird aus der vorigen Gleichung 

e 
P=e- ... 

aae 
3) 

und durch Gleichsetzung dieses Wertes mit der rechten Seite von 
Gleichung 5, § 24, 

woraus folgt 

e .. 1 e P= e- =:n·-----. 
aae a l2 ' 

l2 
a=e-~-· :n·e 

Durch Einführung dieses Wertes in die Gleichung 2 findet sich 

Mit 

ergibt sich 

wie oben. 

k 
P=f-e fl2' 

1+-­:n;'J e 

k k 
P=f • fl'J=f (l)'J 1+r.-- 1+r.-e r 

1) 

Richtiger erscheint es, die Gleichung 3 nicht mit Gleichung 5. 
§ 24, sondern mit Gleichung 2, § 25, in Verbindung zu setzen, so daß 

woraus dann mit 

ebenfalls folgen würde 

' e w1t9 
P=e-=---, aae @:i a l2 

e r.=-e 
(Q 

. . . . . . . . 4) 

k k 
P = r rz'J = r- ---z :j • • • • • • • 1) 

.1+"-e 1+"(r) 
Hiernach bedeutet der Koeffizient " das .§_fache der­

w 
jenigen Dehnung (Zusammendrückung), die im maßgeben-
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den Faserabstande e vorhanden ist, insoweit dieselbe von 
dem biegenden Momente allein herrührt. 

Die Einführung von " als einem Erfahrungskoeffizienten heißt 
demnach nichts anderes als die Festsetzung eines bestimmten Wertes 
für die Dehnung, insoweit diese durch das vorhandene biegende Mo-

ment hervorgerufen wird. Ob es leichter ist, " = !§_ e anzunehmen 
w 

oder a unter Beachtung der besonderen Verhältnisse schätzungsweise 
zu wählen, mag hier dahingestellt bleiben. 

Soll nun " - wie unter dem Vorbehalt, die etwaige V eränder­
lichkeit des Befestigungskoeffizienten besonders zu berücksichtigen, 
angegeben wird - eine vom Material abhängige Konstante sein, so 
wird damit festgesetzt, daß diese Dehnung (oder die ihr entsprechende 
Kantenspannung), soweit sie von der Biegung herrührt, für ein be­
stimmtes Material konstant anzunehmen ist, also beispielsweise 
unter sonst gleichen Verhältnissen unabhängig davon, ob es sich 
um eine Stütze von 10m Höhe oder um eine solche von 3m Höhe 
handelt. 

Greifen wir auf die Gründe zurück, die überhaupt dazu ver­
anlaßten, die Größe a einzuführen, so finden wir, daß diese Größe 
folgenden Umständen Rechnung tragen sollte: . 

a) die Achse ist bei längeren Stäben keine gerade Linie, 
b) das Material ist nicht vollkommen gleichartig, sein Zu­

stand nicht an allen Stellen der gleiche, 
c) die Kraft P fällt nicht genau mit der Stabachse zusammen. 

Naturgemäß wachsen die Abweichungen unter a und b vom 
normalen Zustande mit der absoluten Länge der Stütze verhältnis­
mäßig rasch, so daß nicht Unveränderlichkeit, sondern Abnahme der 
für das biegende Moment zugelassenen Kantendehnung oder Kanten­
spannung angezeigt erscheint. Knickungsversuche werden den Nach­
weis erbringen müssen, daß " nicht konstant sein kann, sondern 
mit l zunehmen muß, und zwar bedeutend, wenn schlanke hohe 
Stützen in das Bereich der Prüfung gezogen werden 1). 

1) Tatsächlich glaubte man, diesen Einfluß der Stützenhöhe bereits voll 
bei der Entwicklung der Gleichung 1 berücksichtigt. zu haben. 

Laissie & Schübler (Bau der Brückenträger, 4. Auflage, 1876, S. 70), 
die wohl am meisten zur Verbreitung der N avierschen Knickungsformel bei­
getragen haben dürften, ausgehend von der Gleichung 2 

k 
P=f--1, 

I+~ 
f) 

setzen in der Erwägung, daß a "für ein und dasselbe Material mit zunehmen-
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Eine scharfe Betrachtung des Zweckes, zu dem überhaupt die 
Gleichung 1 dienen soll, sowie dessen, was von dem Zerknickungs­
koeffizienten x verlangt wird, führt zu der Erkenntnis, daß x -
selbst bei dem gleichen Werte von w - nicht bloß Material­
konstante sein kann, sondern in der Hand eines rationell 
arbeitenden Konstrukteurs - falls derselbe die Gleichung 1 
überhaupt benutzt - eine von verschiedenen Umständen zum 
Teil sehr stark beeinflußte Größe sein muß. (Vgl. das in§ 25 
über 6 Bemerkte.) 

Laissie & Schübler setzen (S. 71 ihres Werkes "Der Bau der 
Brückenträger", 4. Auflage, 1876) für an den Enden drehbare Stäbe 
(Fig. 2, § 24) 

x = 0,0001 für Schmiedeeisen (zutreffendenfalls auch für 
weichen Stahl), 

x = 0,0003 für Gußeisen, 
x = 0,0002 für Holz. 

Es entspricht dies, wenn w = n 2 =,....... 10 genommen wird, 

0,001 
f=-e~-, 

0,003 
bzw. --:;;;;,-, 

'b 

bzw 0,002 
. 6 . 

Scharowski gibt in seinem Musterbuch für die Säulen der 
Eisenkonstruktioneil 

kz k " 
(§ 6) (§ 12) 

bei Schmiedeeisen 1000kgfqcm 1000 kgfqcm 0,0001, 
bei Gußeisen 250 " 500 " 0,0002. 

der Länge sich sehr vergrößern, dagegen bei zunehmenden Querschnittsdimen­
sionen abnehmen wird", 

"worin " ein durch die Erfahrung für jedes Material festzustellender Koeffizient 
ist", und erhalten damit 

k 
P=f--fle 

I+u-­(-J 
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Wenn bei gußeisernen Säulen. 'J'.(fA: B > 3. so wählt Scharowski 

250( P=- -------fl2. 
-1+x -e 

Hierbei ist freie Beweglichkeit der Säulenenden nicht vorhanden. 
andererseits kann aber auch nicht Einspannung derselben angenommen 
werden. 

Möller - Über die Widerstandsfähigkeit auf Druck bean­
spruchter eiserner Baukonstruktionsteile bei erhöhter Temperatur. 
von M. Möller und R. Lühmann, vom Vereine zur Beförderung 
des Gewerbfleißes in Preußen mit einem Preise gekrönte Arbeit. 
Berlin 1888. - Abdruck aus den Verhandlungen des Vereines zur 
Beförderung des Gewerbfleißes 1887 (siehe daselbst S. 603 u. f.) -
empfiehlt für gußeiserne und schmiedeiserne Säulen, die im Falle 
eines Brandes dem Feuer ausgesetzt sein können, zu nehmen 

k=1000 bis 1200kgfqcm 
. 0,0004 

x=0,0004, d.1. e=~ w. 

Krohn entwickelt im Zentralblatt der Bauverwaltung 1885. 
S. 400 bis 401, für an den Enden bewegliche Sä-qlen die Beziehung 

1 
x=--ak. 

8 

worin a die Dehnungszahl bedeutet. 
Dies würde beispielsweise geben 

für Schmiedeeisen mit a = 0,5 Milliontel, k = 800 

x=0,00005, 

für Gußeisen mit a = 1,11 Milliontel k = 800 

x=0,00011. 

Über die Größe x vergleiche auch § 2 7. 
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§ 27. Knickungsversuche. 

1. V ersuche von Bauschinger. 

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium der 
Königl. Technischen Hochschule in München, Heft 15, München 1887.) 

Von der großen Anzahl von Versuchen mit Stützen aus H-, u-, 
j_-, L-Eisen greifen wir diejenigen heraus, die sich auf Stäbe mit 
Querschnitten beziehen, die zwei Symmetrieachsen besitzen. 

Material: Walzeisen. Querschnittsform: H· 
a) Die Enden der Versuchsstäbe sind in Spitzen, also 

frei beweglich gelagert, Fig. 2, § 24. 

Querschnitt Träg- Knickbelastung 
Ab-heits- Be-

Nr. I mo- Länge Iastung weichung 

Inhalt ment l beob- berechnet auf 1 qcm Po'-Po 100 
Breite Höhe f e achtet P. - "'2 e o =Po' :f P.' 
I 

0 

I 
Po' o-~12 

cm cm qcm cm4 cm kg kg kg 0/0 

6 
I 

7 8 9 10 

1125,2 13,8 63,55 575,6 1405,5170500) 69000 1105 + 2 
2 12,4 7,2 20,7 37,99 89 610001 94500 3035 s. u. 
31- 18,22 - 1151 302501 33000 1662 - 9 
4 - - 18,22 - 223 17250 15000 948 +13 
5 9,93 4,92 11,16 11,7 156,1 10650 9500 956 +11 
6 - - 11,38 - 270 4100 3200 360 +22 
7 - - 11,76 - 465 1300 1100 111 +15 
8 9,99 5,01 10,58 12,2 254,3 3900 3700 369 + 5 
9 9,98 5,01 10,58 12,2 254,3 4000 3700 378 + 8 

10 9,95 5,00 10,551 12,2 254,4 3900 3700 370 + 5 
11!10,0015,00 10,561 12,2 254,41 4050 3700 384 + 9 
121 9,96 4,99 10,55 12,2 254,3 3900 3700 370 + 5 

Bis auf den Versuch Nr. 2, der bei der Belastung von 3035 kgfqcm 
(Spalte 9) schon infolge der Anforderungen der einfachen Druckfestig­
keit hier auszuscheiden hat (vgl. § 25, Bemerkungen zu Gleichung 3), 
also nicht in Betracht kommt, sind die Abweichungen zwischen den beob­
achteten Knickbelastungen P0' (Spalte 7) und den mit a = 0,5 Milliontel 

berechneten Werten P0 (Spalte 8) durchschnittlich nicht so groß, daß 
das in der Gleichung 
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ausgesprochene Gesetz als unzutreffend erschiene, namentlich wenn 
noch berücksichtigt wird, daß die Querschnittsform, die hier vorliegt, 
gegenüber Knickung sich nicht ganz so widerstandsfähig verhalten 
dürfbe, wie dies die Entwicklung voraussetzt. 

Hiernach ist in den Ergebnissen der vorstehenden Versuche 
eine Bestätigung des in Frage stehenden Gesetzes zu erblicken. 

Zum Zwecke der Klarstellung, daß die Ausbiegungen schon bei 
verhältnismäßig sehr geringen Belastungen beginnen, sei ein Teil 
der auf den Versuchsstab N r. 12 bezüglichen Ermittelungen angeführt. 

Belastung P P: f Ausbiegung der Mitte 
kg kgfqcm mm 

0 0 0,00 
200 19 0,00 
400 38 0,04 
600 57 0,11 
800 76 0,20 

1000 95 0,34 
2000 190 1,25 
3000 284 3,88 
3200 303 5,08 
3400 322 6,86 
3600 341 9,92 
3800 360 17,14 

b) Die Versuchsstäbe liegen mit ihren ebenen Stirn­
seiten an den festen Druckplatten. 

Fig. I. 

Hier gestalten sich die Vorgänge bei der Biegung weniger ein­
fach als unter a. Zu der Schwierigkeit, den Stab so einzuspannen, 
daß die Richtung der Druckkraft mit der Stabachse zusammenfällt, 
tritt die weitere hinzu, ein gleichmäßiges Anlegen der Stirnflächen 
an die Druckplatten herbeizuführen und zu sichern. Die Erfüllung 
der letzteren Bedingung mußte sich naturgemäß als unmöglich er­
weisen. Sobald der Stab seine Ausbiegung - etwa nach A, Fig. 1, 
hin - begonnen, hat er das Bestreben, sich bei bb von den Druck­
platten zu lösen. Damit aber muß dann eine Änderung der Vertei­
lung des Druckes über die Stirnflächen eintreten: die Pressung wird 
hier von der Stabmitte aus gerechnet nach a hin wachsen, nach b 
hin abnehmen. Tatsächlich beobachtete Bauschinger, daß sich am 
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Schlusse des Versuches die Stirnflächen bis auf die bei a zusammen­
gedrückten Kanten von den Druckplatten lösten, Fig. 2. 

Bei dieser Sachlage erscheint es nicht wahrscheinlich, daß es 
möglich sein werde, für Stäbe, die mit ihren ebenen Stirnflächen an 

Fig. 2. 

gezogen. derart, daß in 

festen Druckplatten anliegen, den 
Vorgang rechnerisch genau zu ver­
folgen. Bauschinger hat deshalb 
zum Zwecke der weiteren Betrach­
tung seiner Versuchsergebnisse die 
Naviersche Gleichung 1, § 26, heran-

unter K die Druckfestigkeit verstanden und hierfür 4500 kgjqcm 
eingeführt wird. Dann findet sich 

a) für die in Spitzen gelagerten Stäbe "'· schwankend zwischen 
0,00009 und 0,000614, 

b) für die Stäbe mit flachen Enden x schwankend zwischen 
0,000041 und 0,00031, 

d. i. überaus veränderlich. 
Werden K und x aus den Versuchsergebnissen mittels der Me­

thode der kleinsten Quadrate berechnet, so ergibt sich 

a) K = 2270 kgfqcm x = 0,000058, 

b) K=3100 " x=0,000029 . 
• 

Die für K gefundenen Werte bestätigen die Richtigkeit der 
Schlußbemerkung des § 11. Die Fließ- oder Quetschgrenze war von 
Hausehinger für das untersuchte Eisen als schwankend zwischen 
2150 und 3690 kgfqcm festgestellt worden. 

Ferner weisen die Ergebnisse darauf hin, daß die aus Knickungs­
versuchen bestimmten Werte x ebenfalls mit einem Sicherheitskoeffi­
zienten multipliziert in die Rechnung einzuführen sind, ganz wie 
das bei K geschieht, wie es auch oben bei der Entwicklung, welche 
die Gleichung 4, § 26, ergab, vorgenommen worden ist. 

Die mit K = 22 70 kgfqcm und x = 0,000058 berechneten 
Werte P 0 für die Stäbe mit beweglichen Enden stimmen mit den 
beobachteten Werten nicht gerade gut überein; besser ist dies der 
Fall bei den mit K = 3100 und x = 0,000029 ermittelten Werten P 0 

für die Stäbe mit flachen Enden. 
Auf Grund der Hausehingersehen Versuche kann geschlossen 

werden: 
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a) für Stäbe mit drehbaren Enden ist die Eulerache 
Gleichung 5, § 24, zutreffend, sofern die Beziehung 3, 
§ 25, befriedigt erscheint, 

b) für Stäbe mit ebenen, an festen Druckplatten anlie­
genden Stirnflächen bietet die Naviersche Knickungs­
formel 1, § 26, brauchbare Werte. 

2. Versuche von v. Tetmajer 1). 

Schweizerische Bauzeitung 188 7, Bd. X, S. 9 3 u. f. 
" " 1888, Bd. XI, S. 110 u. f. 

a) Versuche mit Schweiß- und Flußeisen in Rundstäben 
bis 5 cm Stärke. 
(30 Stäbe Schweiß- und 30 Stäbe Flußeisen, bearbeitet.) 
Einspannung der Versuchsstangen zwischen Spitzen. 

v. Tetmajer fand: 
1. Übereinstimmung der beobachteten Knickungsbe­

lastungen mit denjenigen, die sich auf Grund der 
Eulerachen Gleichung berechnen ließen. 

2. Veränderlichkeit des Zerknickungskoeffizienten "' 
falls die Gleichung 1, § 26, von Navier zugrunde 
gelegt wird; 

es müßte dann sein "= 0,0001 ~67 ! - 0,6936 

l·n P0 2650 ( Fl ) -- für Flußeisen 2650 kgfqcm ießgrenze, , -1+"cr 
7 = -~35(0 l ) 2 für Schweißeisen (2350 kgfqcm Fließgrenze). 

1+"-r 

b) Versuche mit Bauhölzern. 

Lärche und Föhre im 
Durchschnitt . 

Rot- und Weißtanne 

Dehnungszahl 
1 

104230 

Druckfestigkeit Bemerkungen 

318 kgfqcm astfreies Holz 

285 " astiges " 
v. Tetmajer stellte 

lagerten Stäbe fest: 
zunächst für die zwischen Spitzen ge-

1. das gleiche wie unter a, Ziff. 1, genügend große Länge 
Stäbe vorausgesetzt, 

der 

1) Hinsichtlich der Ergebnisse der späteren Versuche v. Tetmaj ers sei 
auf dessen Arbeit: "Die angewandte Elastizitäts- und Festigkeitslehre", 1905, 
verwiesen. 

C. Bach, Elastizität. 7. Aull. 21 
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2. die starke Veränderlichkeit von x, falls die Naviersche 
Gleichung in Betracht gezogen wird: 

"= o,ooo1 yo,o5 : - o,8o 

Po 318 f'' L'' h d F"h r=---( l) 2 ur arc e un o re, 
1+x -r. 

P0 285 .. W. f . ----(-i )2 fur Rot- und eißtanne. 
1 +x -

r 

Für die mit ebenen Stirnflächen an festen Druckplatten 
anliegenc;len Hölzer beobachtete v. Tetmajer den Abstand der Wende­
punkte voneinander zwischen 0,5 l0 und 0,6 l0 , sofern l0 die Ent­
fernung der beiden Druckplatten ist. Er empfiehlt, uni sicher zu 
rechnen, in den soeben gegebenen Gleichungen 0,6 l0 für l einzu­
führen, im übrigen jedoch nichts zu ändern. 

Was in § 26 aus der Natur von " zu schließen war, nämlich 
Wachsturn dieses Koeffizienten mit zunehmendem Verhältnisse l : r, 
bestätigen die von v. Tetmajer sowohl für Holz als auch für Eisen 
erlangten Versuchsergebnisse. 

3. N euere Versuche. 

Zu erwähnen sind die sehr sorgfältig durchgeführten Laborato­
riumsversuche von v. Karman, über die in den Mitteilungen über For­
schungsarbeiten, Heft 81 (1910), berichtet ist, sowie die eigenen Ver­
suche mit Eisenbe.tonsäulen, hinsichtlich welcher auf die Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1913, S. 1969 u.f. v~rwiesen sei. 

Hinsichtlich der Gültigkeit der Euler'schen Gleichung kann ein 
Zweifel nicht bestehen, solange die Voraussetzungen, unter denen sie 
entwickelt worden ist, ausreichend erfüllt sind. Bei ihrer Verwendung 
für zusammengesetzte Druckstäbe, wie sie z. B. bei Eisenkonstruk­
tionen vielfach auftreten, ergibt sich jedoch die Unsicherheit, welcher 
Wert bei gegebener Konstruktion des Druckstabes für das Trägheits­
moment wirksam wird. Zur Lösung dieser Aufgabe erscheinen der 
Sachlage entsprechend gewählte Biegungsversuche, an die sich später 
Knickungsversuche anzuschließen haben, geeignet. Dieser Weg ist 
vom Verfasser schon seit einer längeren Reihe von Jahren beschritten 
worden. Ein Eingehen hierauf würde über die Grenzen des vor­
liegenden Buches hinausgehen. 



Zweiter Abschnitt. 

Die einfachen Fälle der Beanspruchung gerader 
stabförmiger Körper durch Schnbspannnngen 

(Schiebungen). 

Einleitung. 

§ 28. Schiebung. 
Die im vorhergehenden (§ 1 bis § 27) betrachteten Änderungen 

der Form waren .Änderungen der Länge (vgl. die §§ 1, 6, 11 usf.). 
Damit sind die auftretenden Formänderungen jedoch noch nicht er­
schöpft, wie aus folgender Betrachtung erhellt. 

Wir denken uns in dem von äußeren Kräften noch nicht er­
griffeneu Körper, welcher der Betrachtung unterworfen werden 
einen kleinen Vierflächner (Fig. 1 ). Begrenzt von 
den drei in den Kanten OA, OB und 00 sich 
rechtwinklig schneidenden Ebenen AOB, BOG, 
0 0..4. und der weiteren Ebene ABO, erscheint 
derselbe bestimmt durch die drei Kantenlängen 
OA, OB und 00, sowie durch die Kantenwinkel, 
welche die Ebenen der körperlichen Ecke mit­
einander bilden, nämlich 

:r:_ BOG (an der Kante OA), 

:r:_ooA (" " "· OB), 
:r:_ AOB (" " " 00). 

e 

Fig. 1. 

soll, 

Wenn nun jetzt auf den Körper äußere Kräfte, die sich an ihm 
das Gleichgewicht halten mögen, einwirken, so erleidet er in allen 
seinen Teilen Formänderungen. Hierbei werden auch die den Vier­
flächner bestimmenden Größen sich ändern: die Kanten werden eine 
Änderung ihrer Länge, die Kantenwinkel eine Änderung ihrer Größe 
erfahren. 

Die Möglichkeit, daß die Ebenen AOB, BOG, OOA und ABO 
in gekrümmte Flächen übergehen können, darf unter der Voraus-

21* 
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setzung, daß der Vierflächner unendlich klein gedacht wird, unberück­
sichtigt bleiben, weil ein unendlich kleines Flächenelement - solche 
liegen dann in den vier Begrenzungsflächen vor - immer als eben 
angesehen werden kann, und weil die Änderungen der Lage der 
vier Flächenelemente bereits durch die Änderungen der Kanten und 
der Winkel bestimmt sind. 

Hiernach treten zu den im früheren allein betrachteten Ände­
rungen der Länge noch Winkeländerungen hinzu. 

Zur Klarstellung des Wesens dieser Änderungen denken wir uns 
einen Würfel OADBCGFE (Fig. 2) von einer nach OA gerichteten, 
in der oberen Ebene CGFE liegenden und über dieselbe gleich­
mäßig verteilten Kraft ergriffen und unten (in der Ebene OA.DB) 

Fig. 2. 

festgehalten. Dann wird sich die obere Begrenzungsebene OGFE 
nach 0 1G1F 1E1 verschieben, der rechte Winkel EBD = 1::. OOA 
wird in den spitzen Winkel E1BD=1::.01 0A übergehen, sich also um 

.:r:. EBE1 = 1::. cool= r 
ändern. Diese Winkeländerung ist bestimmt durch 

EE1 001 
tg r =--==- = -=-' 

BE 00 

wofür unter Voraussetzung, daß es sich nur um kleine Änderungen 
handelt, gesetzt werden darf 

_ EE1 _ CCJ,__ FF1 _ GG1 

r- BE- 00- DF- AG. 

Dieser Quotient ist aber auch gleich der Verschiebung, die 
unter den gleichen Verhältnissen eine ih der Richtung 00 um 1 
von der Kante BO abstehende Ebene (abstehendes Flächenelement, 
abstehender Punkt) erfahren haben würde. Aus diesem Grunde wird 
die Änderung r des ursprünglich rechten Winkels auch als verhält­
nismäßige (spezifische) Verschiebung und kurz a]!' Schiebung 
oder GI e i tun g bezeichnet. 

Zur weiteren Klarstellung der Schiebung r werde noch die 
folgende Betrachtung angestellt. 



§ 28. Schiebung. 325 

Zwei ursprünglich unter rechtem Winkel sich schneidende 
Ebenen OX und OZ, Fig. 3, gelangen durch die Formänderung in 
die Lagen O.A1 und OOr Der ursprünglich rechte Winkel XOZ hat 
sich hierbei geändert um die Winkel XO.A1 und Z001 , deren Tan­
genten betragen 

_.A.A.!... 
O.A 

CC1 bzw. -==-, 
oc 

wenn .A1 .A und 001 senkrecht zu OX bzw. OZ stehen. Da es sich 
n~r um sehr kleine Winkeländerungen handelt, so darf die Gesamt­
änderung r gesetzt werden 

r = -~~-+ _cc-!.-. 
OA OC 

Bei dem betrachteten Vorgange hat sich der ursprünglich in 
der OX-Ebene gelegene .Punkt A1 gegen die jetzt nach 001 ge-

Fig. 3. 

kommene OZ-Ebene verschoben um 0~, sofern A1~ das von A1 

auf 001 gefällte Lot ist, und der ursprünglich in C der OZ-Ebene 
gelegene Punkt 0 1 gegen die jetzt nach OA1 gelangte OX-Ebene um 
002 , wenn 0 10 2 .l OAr Hiernach ergibt sich für die Schiebung 

r ="' -_?~2 = OC2 = :4~1-+ CC1 • 

A1~ 0 1 92 OA OC 

Das Vorstehende zusammenfassend, finden wir, daß mit Schiebung 
bezeichnet ist: 

die Änderung des rechten Winkels (in Bogenmaß) 
zweier ursprünglich s'enkrecht zueinander stehenden 
Flächenelemente, 

oder auch 

die Strecke, um die sich zwei um 1 voneinander 
abstehende Flächenelemente gegeneinander ver­
schieben. 
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§ 29. Schubspannung. Schubzahl. 

Der in § 28 der Betrachtung unterstellte sehr kleine Würfel 
OADBCGFE gehöre dem Inneren eines festen Körpers an und 
nehme unter Einwirkung der äußeren Kräfte, von denen dieser er­
griffen wird, die Gestalt OADBC1G1 F1 E 1 an. Die innere Kraft, mit 

·der aus diesem Anlaß die an den Würfel anschließenden Körper­
teile in der Ebene OGFE auf denselben einwirken u~d dadurch die 
Verschiebung der letzteren nach C1 G1F 1E 1 herbeiführen, heißt, be­
zogen auf die Flächeneinheit, Schubspannung. Sie unterscheidet 
sich von der in § 1 besprochenen Spannung dadurch, daß ihre Rich­
tung in das Flächenelement hineinfällt, auf das sie wirkt, während 
die im früheren betrachteten Spannungen senkrecht · hierzu standen 
und deshalb zum Unterschiede als Normalspannungen (Zug- oder 
Druckspannungen) bezeichnet werden. 

Die Schubspannung, die zur Schiebung r (§ 28) gehört, 
werde mit -r bezeichnet. 

Die Schiebung, die sich für die Schubspannung gleich der Kraft­
einheit, d. i. für das Kilogramm ergibt, soll Schubzahl genannt 
und mit ß bezeichnet werden. Sie beträgt 

r ß=--
-r 

1) 

Die Schubzahl ist demnach derjenige Winkel (in 
Bogenmaß ausgedrückt), um den der rechte Winkel 
zweier ursprünglich senkrecht zueinander stehenden 
Flächenelemente unter Einwirkung der Schubspan­
nung von 1 Kilogramm sich ändert, oder ·kurz: die 
Änderung des rechten Winkels für das Kilogramm 
Schubspannung, 

oder auch 
diejenige Strecke, um die sich zwei um 1 von­
einander abstehende "Flächenelemente unter Ein­
wirkung der Schubspannung von 1 Kilogramm gegen­
einander verschieben. 

Diese Begriffsbestimmung liefwt unmittelbar die Schiebung als 
Produkt aus Schubspannung und Schubzahl, d. h. 

r=ß'T:, ........... 2) 

wonach die Schubzahl auch als diejenige Zahl erklärt wer­
den kann. mit der die Schubspannung zu multiplizieren 
ist, um die Schiebung zu erhalten. 
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Die Schubspannung ergibt sich als der Quotient: Schiebung 
durch Schubzahl, d. i. 

. . • . . . . . . . 3) 

Der reziproke Wert von ß wird als Schubelastizitätsmodul hP­
zeichnet. 

Der Vergleich mit § 2 läßt erkennen, daß zwischen Schiebung. 
Schubspannung und der Schubzahl genau dieselben Beziehungen be­
stehen wie zwischen Dehnung, Normalspannung und der Dehnungszahl. 

Die vorstehenden Gleichungen 1 bis 3 setzen voraus, daß ß inner­
halb eines gewissen Spannungsgebietes konstant ist, ganz wie dies 
die Gleichungen 1 bis 4, § 2, hinsichtlich a tun. Im allgemeinen 
wird diese Voraussetzung wohl ebensowenig zutreffen, wie dies bei a 
der Fall ist. Doch liegen dahingehende Versuche nach Wissen des 
Verfassers nur in bezug auf Gußeisen und Beton vor. Unter diesen 
Umständen bleibt, insoweit es sich um allgemeine Entwicklungen 
handelt, nichts anderes übrig. als ß konstant anzunehmen 1). 

§ 30. Paarweises Auftreten der Schubspannungen. 

Wir denken uns aus dem betrachteten und von äußeren Kräften 
ergriffenen Körper ein unendlich kleines Parallelepiped OADBCGF E. 
Fig. 1, dessen Kanten 

OA=a. OB=b, OC=c 

Fig. 1. 

sind, herausgeschnitten, und die Kräfte eingetragen, mit denen dit:' 
an dasselbe anschließenden Körpermassen in den Schnittflächen auf 
den Würfel einwirken. Dabei sei zunächst angenommen, daß nur 
Schubspannungen vorhanden sind, und zwar treten auf: 

1. in der Begrenzungsfläche OADB von der Größe ab die Schub­
spannung 'lv 1i<lso die Kraft 1"1 • ab; 

1) V gl. auch Fußbemerkung S. 338. 
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2. in der hierzu parallelen Fläche CGFE von dem Inhalte ab 
die Schubspannung T1', also die Kraft r1'. ab; da C G FE 
unendlich nahe an OADB liegt, so kann sich r/ nur um 
eine unendlich kleine Größe, die mit Ll1 bezeichnet sein mag, 
von T1 unterscheiden, d. i. T/ = T1 + Ll1 ; 

3. in der Begrenzungsfläche OBEC von der Größe bc die Schub­
spannung T2 , demnach die Kraft -r2 • b c; 

4. in der hierzu parallelen Fläche ADFG von dem Inhalte bc 
die Schubspannung r2', demnach die Kraft -r2'. bc; da beide 
Flächen unendlich nahe beieinander gelegen sind, so kann 
sich -r,/ nur um eine unendlich kleine Größe Ll2 von -r2 unter­
scheiden, d. i. 1:2 ' = T2 + Ll2 • 

Soll Gleichgewicht bestehen, so muß u. a. auch die Summe der 
Momente in bezug auf die .Achse Y Y, die durch den Schwerpunkt 
des Parallelepipeds geht und mit der Kante OB gleich gerichtet ist, 
Null sein, d. h. unter Bezugnahme auf Fig. 2 : 

... 

Fig. 2. 

1: ab-c -T bc!!_+T'ab_(;_-r'bcl!'_=O 12 2 212 2 2' 

-r1 abc+ ~ Ll1 abc-T:2 ab,c- ~ Ll2 abc=O. 

Hieraus unter Vernachlässigung der unendlich kleinen Größen Ll1 
und Ll2 gegenüber den endlichen Größen T1 und T2 

'[1-'!:2=0, 

1) 
d. h. die beiden senkrecht zur Kante OB= b stehenden 
Behubspannungen r1 und r2 sind einander gleich. Ist die 
eine vorhanden, so muß es auch die andere sein; sie treten 
also paarweise auf. 

Zu diesem Ergebnis gelangten wir unter der Voraussetzung, 
daß lediglich Behubspannungen auf den Würfel einwirkten, und zwar 
nur in den vier Ebenen OADB, CGF E, OBEC und ADFG des 
Körperelementes, Fig. 1. 
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Im allgemeinen werden die Körperteile, die das Parallelepiped 
umgeben, auf dasselbe in den sechs Begrenzungsflächen je mit einer 
Normalspannung und einer Schubspannung einwirken. Außerdem 
können noch Massenkräfte (Schwere, Trägheitsvermögen) ihren Ein­
fluß äußern. 

Was zunächst die Normalspannungen anbelangt, so erkennen 
wir, daß dieselben für die oben aufgestellte Momentengleichung nicht 
in Betracht kommen: die Normalspannungen in den Begrenzungs­
flächen OADB, OGF E, OBEO und ADFG liefern je eine Kraft, 
welche die Momentenachse YY senkrecht schneidet, also ein Moment 
gleich Null gibt; die Normalspannungen in den Begrenzungsflächen 
OAGO und BDF E ergeben in die Momentenachse fallende Kräfte, 
sind also einßußlos. Die etwaigen Massenkräfte greifen im Schwer­
punkte des Würfels an, .gehen demnach durch die Achse, liefern 
also ein Moment gleich Null. 

Von den Schubspannungen entfallen die in den Flächen OAGO 
und BDFE wirkenden ohne weiteres, da die ihnen entsprechenden 
Kräfte die Achse YY schneiden. Hiernach verbleiben noch die Schub­
spannungen in den vier Flächen OADB, OGF E, OBEO und ADFG. 

Wir zerlegen jede derselben nach den Richtungen der Kanten 
in zwei Komponenten. Momentgebend treten hiervon nur auf die 
senkrecht zu den Kanten 0 B und G F wirkenden Spannungen, 
d. s. r1 r2 r/ und r2'. Für diese aber fanden wir den oben aus­
gesprochenen Satz. Derselbe gilt demnach allgemein, gleichgültig, 
welche Formänderung das Körperelement unter Einwirkung von 
Normalspannungen, Schubspannungen und Massenkräften erfährt: 

immer sind für zwei rechtwinklig sich schneidende 
Ebenen die senkrecht zur Durchschnittslinie ge­
richteten Komponenten der Schubspannungen ein­
ander gleich, 

oder auch mit Rücksicht darauf, daß diese Durchschnittslinie eine 
ganz beliebige Lage im Körper haben kann: 

wird in einem Körper eine beliebige Gerade gelegt 
und dieselbe als der Durchschnitt zweiersich recht­
winklig schn.eidenden Ebenen angesehen, so ist die 
senkrecht· zur Geraden gerichtete Schubspannung 
in der einen Ebene gleich der senkrecht zu der­
selben Geraden stehenden Schubspannung in der 
anderen Ebene. 

Die Schubspannu~gen treten also paarweise auf. 
Es entspricht dies ganz der Natur der Schiebung, eine Änderung 

des ursprünglich rechten Winkels zu sein. Die auf die Flächen-
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einheit der beiden Winkelebenen wirkenden Kräfte, welche diese 
Änderung herbeiführen, müssen in der Richtung des einen Schenkels 
so groß sein wie in derjenigen des anderen, da keine der beiden 
Schenkelrichtungen in irgendeiner Weise vor der anderen ausge­
zeichnet ist. 

§ 31. Schiebungen und Dehnungen. 
Schubzahl und Dehnungszahl. 

1. 1\lit der Schiebung verknüpfte Dehnung und deren größter Wert. 

ABOD, Fig. 1, sei der Durchschnitt durch ein Parallelepiped. 

!t 
A 

~_,_----"rr·<:;.1s: 
'I ."., /"J 

'>', ",' "" I 
/ ~"",.,.," I 

/ ,'" , ........ ~........ ,/ . ', 

Fig. 1. 

Der Körper, welchem dieses angehört, werde nun durch äußere 
Kräfte ergriffen; infolgedessen ähdert er seine Gestalt. Hierbei geht 
das Rechteck in das Parallelogramm AE F D über: die Ebene, die 
ursprünglich in BO sich darstellte, erleidet eine Verschiebung um 

BE= 0 F, so daß die Schiebung 
OF 

r= OD. 

Gleichzeitig erfährt die Diagonale AC eine Vergrößerung auf AF. 
Wird von A aus mit AF ein Kreisbogen beschrieben, so schneidet 
dieser die Verlängerung von AO in G. Die sehr kleine Strecke FG 
darf dann als Senkrechte zu AG angesehen werden, während 0 G 
die Zunahme der Länge der Diagonale ist. Damit findet sich die 
Dehnung in Richtung der letzteren 

OG OFcost:p OF 1 . 
e= AO = OD -= OD 2sm 2 t:p, 

sin t:p 
und wegen 
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. 7(, 

Für ip= 4 , d.h. für OD=AD, also für die quadratische 

Form des Rechteckes, erlangt e seinen größten Wert 

. . . . . 1) 

7(, • 
Gleichzeitig erfährt die andere, '}'egen IP = 4 dazu rechtwmk-

lige Diagonale D B eine Zusammendriickung - e2 von der gleichen 
Größe 

Hiernach ist die Schiebung y mit einer größten Deh­
nung e1 und einer gleichzeitigen, dazu senkrechten größten 
Verkürzung (Zusammendrückung) e2 verknüpft 1), die ab­
absolut genommen je halb so groß sind als die Schiebung. 
Die Richtung dieser größten Dehnung zweiteilt den rechten 
Winkel, dessen Änderung die Schiebung mißt. 

Hieraus würde zu folgern sein, daß der zuzulassende Wert y1 

der Schiebung höchstens doppelt so groß sein darf als die äußersten 
Falles noch für zulässig erachtete Dehnung e1 • d. h. 

rl s 2 el. 

Nach Einführung der zulässigen Zuganstrengung 

k = el 
z fC 

sowie der zulässigen Schubanstrengung 

ergibt sich 
. a 

k. < 2 Ji k., 2) 

allerdings unter der Voraussetzung, daß das Material in allen Punkten 
nach allen Richtungen hin gleich beschaffen, also isotrop ist, und a 

1) Hieraus folgt, daß, wenn ein aus durchaus gleichartigem Material be­
stehender Körper lediglich infolge von Behubspannungen zum Bruche, d. h. zum 
Zerreißen, gebracht wird, die Rißbildung senkrecht zur Richtung von e1 (der 
Diagonale AC des Quadrates), also in der Richtung von e2 (der Diagonale DB 
des Quadrates) stattfinden muß, sofern das Verhalten des Materials bis zum 
Bruche hin - wenigstens mit Annäherung - der gleichen Gesetzmäßigkeit folgt. 
(Vgl. Taf. XVI.) Bei zähen Materialien ist dies infolge des Fließens nicht zu 
treffend. (Vgl. Taf. XVIII, sowie das zu Fig. 2 S. 10 Bemerkte.) 
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:-;owie ß als unveränderlich angesehen werden können. Wenn die 
Beziehung 2 benutzt werden soll, um von der zulässigen Normalspan­
nung eines Materials auf die zulässige Schubspannung desselben zu 
:-;chließen, so erscheint es nötig, überdies zu beachten, daß hierfür 
Gleichartigkeit der Beanspruchungsweise Vorbedingung ist. (V gl. 
s. 456 u. f.) 

2. Beziehung zwischen Dehnungszahl und Schubzahl. 

Auf einen Würfel ABCD, Fig. 2, von der ursprünglichen Seiten­
länge 1 wirken in den Seitenflächen AD und BC die Normalspan­
nungen a. Hierdurch werden die Seitenlängen AB und DC um e 

gedehnt, also auf die Größe A1 B1 = D1 0 1 = 1 + 8 gebracht werden, 
während sich die rechtwinklig hierzu stehenden Kanten AD und BO 

8 8 
um verkürzen (§ 7), demnach die Länge 1 -- annehmen. 

m m 

Fig. 2. 

Die beiden Diagonalebenen AO und BD schlossen ursprünglich 
einen rechten Winkel miteinander ein. Unter Einwirkung der Normal­
spannungen a hat sich dieser Winkel um y geändert, entsprechend 
einer Verschiebung z. B. des Punktes C der Diagonalebene AG gegen­
über der anderen Diagonalebene um 

sofern 0 1 0' l_ D1 B1 • 

Die Größe y folgt unter Berücksichtigung des Umstandes, daß 

der halbe rechte Winkel sich um ~ geändert hat, aus 
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Die Benützung des Satzes 

führt zu 

tga-tgß 
tg ( a - ß) = 1 + tg a tg ß 

e 
1-­

m 

;)33 

und unter Beachtung, daß 'Y und e sehr kleine Größen gegenüber 1 
sind, zu 

1 - r = 1 - ( 1 + ~) e, 

m+l r=---;n-e· 
Denken wir uns jetzt den Würfel m der Diagonalebene AC 

auseinander geschnitten, Fig. 3, so wird die Aufrechterhaltung des 
Gleichgewichts die Anbringung einer Normalspannung a1 und einer 
Schubspannung 1: fordern, derart, daß die Resultante der Kräfte 

Fig. 3. 
gleich der Kraft 

a. BC = a. 1 = a, 
d. h. 

und ferner 

womit 



334 Einleitung. 

Nach dem früheren ist 

so daß 

und mit 

r l:=-, 
. ß 

E 
(}= ---' a 

r 1 E 

-li=2-a 

m+t r=-m- E, 

. . . . . . . . 3) 

m+t <1. h. die Schubzahl ist das 2 ---fache der DehnungszahL 
m 

Gleichung 3 kann, wenn a und ß durch Versuche ermittelt 
worden sind, in der Form 

2 
m=---

ß --2 
a 

zur Berechnung von m benutzt werden; doch ist die Bestimmung 
von m durch unmittelbare Messung der Änderung des Durchmessers 
von Rundstäben bei Zug- oder Druckversuchen vorzuziehen. 

In der Regel pflegt m als eine zwischen 3 und 4 liegende Zahl 
betrachtet zu werden; hiermit findet sich 

oder 
ß 5 b. 8 b. 2 67 I = 2 a IS 3 a = 2,5 Cl IS , a 

. . . . 4) 

a =: ß bis : ß=0,375 ß bis 0,4 ß. 

Aus Gleichung 2 wird alsdann wegen 

a m 
p=2(m-fl) 
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und für m = 3 bis 4 

k.<:k.-bis :k .. =0,75k1 bisO,Sk •..... 6) 

unter den Voraussetzungen, die zur Beziehung 2 ausgesprochen wur­
den, und unter der weiteren Voraussetzung, daß m einen festen Wert 
besitzt. Treffen dieselben nicht zu, so erscheint die Gleichung 6 
nicht ohne weiteres gültig. Dann kann es auf Grund von Versuchs­
ergebnissen und sonstigen Erfahrungen notwendig werden, davon 
abzuweichen. 

V. Drehung. 
Die auf den geraden stabfönnigen Körper wirkenden äußeren 

Kräfte ergeben für jeden Querschnitt desselben ein Kräftepaar, dessen 
Ebene senkrecht zur Stabachse steht. 

Es bezeichne 

Md das Moment des drehenden Kräftepaares, 
8 1 und f>2 die beiden Hauptträgheitsmomente des Stabquerschnittes 

(§ 21, Ziff. 1), 
e das kleinere der beiden Hauptträgheitsmomente, 
fl = f>1 + f>9 das polare Trägheitsmoment, 
f den Inhalt des Querschnittes, 
1: die Schubspannung in einem beliebigen Punkte des Querschnittes, 
k11 die zulässige Anstrengung des Materials gegenüber Drehungs-

beanspruchung, 
jl die als unveränderlich vorausgesetzte Schubzahl (§ 29), (rezi­

proker Wert des Schubelastizitätsmoduls ), 
r = ßr die Schiebung oder Gleitung in einem beliebigen Punkte 

des Querschnittes (§ 28), 
{J den verhältnismäßigen Drehungswinkel, d. h. den Winkel, um 

den sich das Hauptachsenkreuz eines Stabquerschnittes gegenüber 
demjenigen des um 1 davon abstehenden Querschnittes verdreht, 

l die Länge des Stabes. 

§ 32. Stab von kreisförmigem Querschnitt. 
Durch die beiden Kräftepaare K K, Fig. 1, deren Ebenen die 

Stabachse senkrecht schneiden, und die, das Moment. M 11 besitzend, 
sich ·an dem Kreiszylinder das Gleichgewicht halten, werden die ein­
zelnen Querschnitte des Stabes gegeneinander verdreht. Um uns ein 
Bild über diese Formänderung zu verschaffen, teilen wir die Mantel-
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fläche des Zylinders, Fig. 2, bevor dieser von den äußeren Kräften 
ergriffen wird, durch n Gerade aa parallel zur Achse in n (25) Recht­
ecke, je von der Breite nd : n ( 40 n: 25 = 5,0 mm, da d = 40 mm), 

~----L ----f --t>·--------- ----1-
~ "' 

Fig. 1 . 

.. !LH-+-+-+-+-+-{---4-+-f..fj -~r 
I 
I 
I 
I( 

I 
I 
I 
I 

- 4.,_ -lfl-.1..-l....J.........I....--,!;--.....I.......L...L..I.-l..j _et_- j_-
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
lt------- .d. 

I _____ " 
Fig. 2. 

und diese durch Parallelkreise im Abstand nd: n (5,0 mm) in Qua­
drate, deren Seitenlänge nd: n (5,0 mm) beträgt. Auf diese Weise 
erhalten wir die Fig. 2. Wird nun der so gezeichnete Zylinder der 
Verdrehung unterworfen, so geht er in Fig. 3, Taf. XII über. Aus 
derselben ist zu entnehmen: 



C. Bach, Elastizitä t. 7. Auf!. Taf XII. 

Fig. 3, § 32, S. 336. 
Fig. 1, § 33, S. 342. 

a 



C. Bach, Elastizital. 7. Auf!. 

Fig. 1, § 34, S. 348. 

Taj: X1IL 

Fig. 6, § 32, S 341, 442. 
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a) daß die auf den unbelasteten Zylinder gezeichneten Qua­
drate in unter sich gleiche Rhomben übergegangen sind, 

b) daß die Ebenen der Parallelkreise, d. s. die Querschnitte de~:< 
Stabes, eben und senkrecht zur Achse des letzteren ge­
blieben sind, 

c) daß sich je zwei aufeinander folgende Querschnitte immer 
gleich viel gegeneinander verdreht haben, daß also beispiels­
weise der Bogen, um den sich ein Punkt des Parallel­
kreises XX, Fig. 2, gegenüber dem ursprünglich gleich ge­
legenen Punkte im Stabquerschnitt AA bewegt hat, propor­
tional dem Abstande x ist. 

Sind nun {1 und (2 zwei um 1 voneinander abstehende Quer­
schnitte des Stabes und P1 P2 zwei ursprünglich gleich gelegene Um­
fangspunkte in denselben, so wird sich unter Einwirkung der äußeren 

Fig. 4 . 

. Kräfte P2 gegen P1 um eine Strecke /'t verdreht haben, die nach 
Maßgabe des in § 28 Erörterten als die Schiebung im Punkte P1 zu 
bezeichnen ist. Für die Schiebung y in einem auf dem Halbmesser OP1 • 

Fig. 4, im Abstande OP= e von der Achse gelegenen Punkt P er­
scheint auf Grund der oben angeführten Erfahrungen die Annahme 
zutreffend, daß sie sich zu derjenigen im Umfangspunkte P1 verhält 
wie e : r, also 

d. h. 
Y: Yt = e: r 

e r=rl-;- 1) 

Wird in Fig. 4 die tangentiale Linie P 1 P/ -:'Y1 und die hierzu 

par.allele Strecke PP'= y = y1 g_ gemacht, so liefert die zeichnerische 
r 

C. Bach, Elastizität. 7. Auf!. 22 
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Darstellung der Schiebungen in allen Punkten der Geraden 0 P 1 die 
Gerade OP' P/. 

Nach § 29 sind die entsprechenden Schubspannungen 

im Punkte P1 

im Punkte P 

t"1 muß naturgemäß tangential zum Kreise, also senkrecht zum Halb­
messer OP1 gerichtet sein. Das letztere gilt auch für t". 

Wird die Schubspannung t" durch die Strecke PP", die senk­
recht zu OP steht, dargestellt, und ist die Schubzahl ß konstant, so 
ergibt sich als geometrischer Ort aller Punkte P'' eine durch den 
Mittelpunkt 0 gehende Gerade. Dies trifft z. B. mit großer Annähe­
rung zu für Schmiedeisen und Stahl innerhalb der Proportionalitäts­
grenze. Ist dagegen ß veränderlich, und zwar derart, daß ß zunimmt 
mit wachsender Schiebung oder Spannung, wie dies beispielsweise 
bei Gußeisen der Fall, so liegen die durch . 

bestimmten Punkte (P/') und (P") auf einer gegen die Gerade OP1 

gekrümmten Kurve 0 (P") (P/'). Die Spannungen nehmen dann nach 
außen hin langsamer zu als bei Unveränderlichkeit von ß. 

Die im Querschnitte durch das Kräftepaar vom Momente Md 
wachgerufenen Schubspannungen müssen sich mit Md im Gleich­
gewicht befinden. Wird das in P liegende Flächenelement mit d f 
bezeichnet, so spricht sich diese Forderung aus in 

und, wenn ß konstant 1 ), 

jt"df.e=Md, 

M = Ytf!_e2df 
d r ß 

Ma= b~Je2df. ßr 

1) Für die Beurteilung von Fällen, in denen die Veränderlichkeit von fJ (oc) 
eine größere Bedeutung besitzt, sowie im Falle der Beanspruchung von zähem 
Material übel" die Proportionalitätsgrenze hinaus, ist es zweckmäßig, von fol­
gender Überlegung Gebrauch zu machen. 

Es ist, wenn r die Schubspannung im Abstande I! bedeutet und elf 
= edq;. de gesetzt wird, 

2n r 

M.t = J J r ·I! drp de . e =Je dq; J (r e) t{e. 
0 0 
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Unter Beachtung, daß 
rl=Y2 +z2 , 

sofern y und z die rechtwinkligen Koordinaten des m P liegenden 
Flächenelementes sind, und mit 

Jy2 d{= el und jz2 d{= (.::Y2 
wird 

Die beiden Trägheitsmomente @1 und @2 sind für den vollen 
Kreisquerschnitt 

Demnach 

2) 

. . . . . 3) 

Für den Kreisringquerschnitt ergibt sich, sofern d der 
äußere und d0 der innere Durchmesser ist, 

16 d 
oder kd >--;; Md d 4 _ d 4 • • • 4) 

0 

Der Drehungswinkel {} 
Begriffsbestimmung 

folgt unmittelbar aus der gegebenen 

lJ=Z!_=_f!__ Md = 32 ß M<L 
r e + f) 1l d4 

1 2 

5) 

a) ß (oc) ist unveränderlich. 
Die Größe r:e, als Ordinate zur Abszisse e aufgefaßt, liefert gemäß r:e 

r 
= 2 e2 eine Parabel und das Integral f ( r: e) de den Inhalt der Fläche, die 

r o 
von der e-Achse und der Parabel bis e = r eingeschlossen wird. Damit ergibt 
sich alsdann Md gleich dem Inhalt des Rotationskörpers, der entsteht, wenn 
die Linie der T(! (Parabel) um die Stabachse eine volle Drehung ausführt. 

b) ß(oc) ist veränderlich. 
Während im Falle a die Linie der r: eine gegen die Achse der e ge­

neigte Gerade war, tritt hier an die Stelle der Geraden die Kurve, die den 
Zusammenhang zwischen Schubspannung und e wiedergibt; aus ihr ist die 
Kurve r:e abzuleiten, die dann keine Parabel mehr ist, usw. , 

22* 



:140 

beziehungsweise 

V. Drehung. 

i1=32 ß-~d_ 
n d4 -do4 

6) 

Hiernach beträgt der im Abstande 1 von der Achse gemessene 
Verdrehungsbogen der beiden um l voneinander abstehenden Q1;ler­
schnitte des Kreis~ylinders 

32 Md 
bzw. --;; ß d4-= d 4 l. 

0 

Bei den vorstehenden Betrachtungen wurden nur Schubspan­
nungen -im Stabquerschnitte ins Auge gefaßt; so z. B. im Punkte P. 
Fig. 4, nur die Schubspannung r, die, senkrecht zu OP1 angreifend. 
in der Bildebene wirkt. Nach§ 30 treten jedoch die Schobspannungen 
immer paarweise auf, derart, daß in dem~;,elben Punkte P senkrecht 
zur Bildebene, d. h. senkrecht zum Querschnitte, eine der oben er­
wähnten Spannung r gleiche Schubspannung vorhanden ist. Das 
Flächenelement, in dem sie wirkt, liegt im Punkte P derjenigen 
Ebene, die durch den Halbmesser 0 P 1 und die Stabachse bestimmt 
wird. So findet sich beispielsweise im Punkte P1 die Schubspan­
nung r1 nicht bloß im Querschnitt (tangential zum Kreisumfang ge­
richtet), sondern auch in der Achsialebene OP1 mit der Mantellinie 
des Zylinders zusammenfallend. 

Der Übergang der Quadrate, Fig. 2 (bei Verdrehung des Zylinders), 
in die Rhomben, Fig. 3, Taf. XII, beweist dies auch unmittelbar aus 
der Anschauung. Wie wir in § 28 sahen, ist die Änderung des 
ursprünglich rechten Winkels gleich der Schiebung. Diese Winkel-

änderung mißt demnach wegen r = ; die Schubspannung unmittel­

bar. Sie betrifft sowohl den wagrechten wie auch den senkrechten 
Schenkel des rechten Winkels .. Die entsprechende Schubspannung 
ist deshalb ebensowohl in senkrechter wie in wagrechter Richtung 
vorhanden. Sie muß, da alle Rhomben unter sich gleich sind, für 
alle Stellen der Mantelfläche des Zylinders dieselbe Größe besitzen, 
sowohl tangential zur Umfangslinie als auch in Richtung der Achse 
des Stabes. Die größte Schubspannung, die im Querschnitt statt­
findet, tritt also auch in Richtung der Stabachse auf. 

Schneiden wir aus dem Zylinder ein kleines Körperelement 
AODBEF, Fig. 5, heraus, mit den Querschnittsebenen AOD, BEF 
und den Achsialebenen ABFD, ABEO, so ergibt die zeichnerische 
Darstellung der in den Ebenen ODA und B F DA wirkenden Schub­
spannungen unter Voraussetzung einer unveränderlichen Schubzahl 
je ein Dreieck. Sie zeigt deutlich das paarweise Auftreten der 
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Schubspannungen in den beiden Ebenen, die AD zur Durchschnitts­
linie haben 1 ). 

Bei gewalztem Schweißeisen oder Draht aus solchem Material usw. 
findet infolge der ausgeprägten Faserrichtung die achsiale Schub­
spannung häufig einen verhältnismäßig geringen Widerstand, weshalb 
dann Längsrisse eintreten, wie Fig. 6, Taf. XIII für ein der V er­
drehung unterworfenes Stück Walzeisen erkennen läßt 2 ). Die achsial 
gerichteten Behubspannungen sind auch Ursache, daß bei auf Drehung 
in Anspruch genommenen Körpern nicht selten schon frühzeitig 

Fig. 5. 

bleibende Verdrehung eintritt, wie dies z. B. bei gewalztem Schweiß­
eisen ausgeprägt der Fall zu sein pflegt. Die gewöhnlichen Hölzer 
haben aus diesem Grunde nur eine geringe Drehungsfestigkeit. . 

Bei mehr isotropem und sprödem Material erfolgt die Rißbildung 
nach Maßgabe der Fußbemerkung zu § 31, Ziff. 1, S. 331 unter 45 ° 
gegen die Richtungen der Schubspannungen, wie dies der Verlauf 
der Bruchlinien in den Abbildungen auf Taf. XVI deutlich erkennen 

1) Die Betrachtung von Fig. 5 gestattet, nach dem Vorgange von B red t 
einen allgemeinen Satz über die Schubkräfte eines auf Verdrehung bean­
spruchten Stabes abzuleiten. · 

Die Gleichgewichtsbedingung des Körperelementes in Richtung der Stab­
achse AB: Summe der Schubkräfte in der Ebene ADFB+ Summe der Schub­
kräfte in der Ebene AGEB muß gleich Null sein, führt bei Wahl von AB= 1 
unter Berücksichtigung der Gleichheit der Behubspannungen in zwei senkrecht 
zueinander stehenden Ebenen zu dem Satz: 'Werden in einem Querschnitt 
zwei Gerade AD und AG nach dem Umfange gezogen, so ist die Summe der 
Schubkräfte, die sich für die in A D gelegenen Flächenelemente senkrecht zu 
AD wirkend ergeben, gleich der Summe der Schubkräfte, welche die in AC 
gelegenen Flächenelemente senkrecht zu AC liefern. 

") Wird die Verdrehung weiter fortgesetzt, so liegen die Längsrisse auf 
mehr oder minder stark geneigten Schraubenlinien, wie z. B. die betreffenden 
Abbildungen auf Tafel XV und XVIII erkennen lassen. Vgl. hierzu das in § 35, 
Ziffer 3 Gesagte. 
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läßt. In Fig. 3, Taf. XII müßte die Bruchlinie als rechtsgängige, 
unter 46 ° geneigte Schraubenlinie verlaufen, sofern die in der Fuß­
bemerkung zu§ 31, Ziff. 1, S. 331 bezeichnete Voraussetzung erfüllt ist. 

Bei zähem Material erfolgt Trennung in einer Ebene ungefähr 
parallel zu derjenigen des drehenden Momentes, vgl. Taf. XVIII, 
Fig. 25-28. Bei Material wie Stahlguß, dessen Zähigkeit nicht groß 
ist, sind zuweilen Bruchformen zu beobachten, die beide Erscheinungen 
vereinigen; in Fig. 7, Taf. XIV sind solche Stäbe wiedergegeben. 

§ 33. Stab von elliptischem Querschnitt. 

1. Formändernng. 

~ach dem in § 32 geg_ebenen Vorgange wird ein Zylinder mit 
elliptischem Querschnitt (große Achse= 2a=50 mm, kleine Achse 
= 2b = 25 mm) hergestellt und seine Mantelfläche in Quadrate 
eingeteilt. 

Unter Einwirkung der beiden Kräftepaare, die sich an ihm das 
Gleichgewicht halten, geht derselbe in die Gestalt Fig. 1, Taf. XII 
über1). Die beiden ursprünglich geraden Mantellinien, welche die 
Endpunkte der großen Halbachsen aller Querschnitte enthalten, sind 
durch die Bezeichnung aa hervotgehoben, während diejenigen zwei 
Linien, die von den Endpunkten der kleinen Halbachsen sämtlicher 
Querschnitte gebildet werden, die Bezeichnung bb tragen. Wir er­
kennen bei genauer Untersuchung des verdrehten Zylinders: 

a) daß die Quadrate in Rhomben übergegangen sind, 
b) daß die Winkel derjenigen Rhomben, die mit der einen Seite 

in der jetzt schraubenförmig gekrümmten Linie bb liegen, am 
meisten von dem ursprünglich rechten Winkel abweichen, 
während diejenigen Rhomben, deren eine Seite von der 
Schraubenlinie aa gebildet wird, die geringste Abweichung 
von ihrer früheren Gestalt, dem Quadrate, zeigen, 

c) daß die ursprünglich ebenen Querschnitte sich gewölbt haben, 

1) Das Material des auf photographischem Wege dargestellten Zylinders 
ist wie bei Fig. 3, § 32, Tafel XII und bei Fig. 1, § 34, Tafel XIII, sowie 
Fig. 2, § 34, Tafel XIV, Hartblei. Dasselbe behält die Formänderung fast 
vollständig bei und gibt deshalb auch nach der Lösung des Stabes aus der 
Prüfungsmaschine ein gutes Bild dieser Anderung. Bei Verwendung von stark 
elastischem Material wie Gummi ist die Formänderung eine ähnliche, nur ver­
schwindet sie mit der Entlastung des Probekörpers zu einem großen Teile 
und entzieht sich so der dauernden Darstellung. Versuche mit schmiedbarem 
Eisen führen zu einem ganz entsprechenden Ergebnisse. Das Material muß 
jedoc_h an allen in Betracht kommenden Stellen über die Streckgrenze bean­
sprucht werden. 
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d) daß jedoch die beiden Hauptachsen eines Querschnittes in 
der ursprünglichen Ebene verblieben sind und den rechten 
Winkel beibehalten haben, 

e) daß sich je die beiden . Hauptachsen zweier aufeinander fol­
genden Querschnitte immer um gleich viel gegeneinander 
(um die in ihrer Lage unverändert gebliebene Stabachse) ver­
dreht haben 1 ). 

2. Schubspannungen. 

Fassen wir zunächst einen Umfangspunkt P 1 des Querschnittes, 
Fig. 2, ins Auge, so muß die Schubspannung -r:1 in dem zu P 1 ge­
hörigen Querschnittselement naturgemäß tangential zur Umfangslinie 
gerichtet sein, sofern hier äußere, eine andere Richtung der Schub­
spannung bedingende Kräfte nicht angreifen. 

Wir zerlegen t' in die beiden Komponenten. 

",/, senkrecht zur y-Achse wirkend, 
-r:;, 

" " 
z-

" " 
und 

bezeichnen durch "P den Winkel, den die Tangente im Punkte P' 
mit der y-Achse einschließt, sowie durch y' und z1 die Koordinaten 
des Umfangspunktes P'. Dann folgt zunächst 

'C I 

tg'ljJ =-11, 
"· 

und sodann aus der Gleichung der Ellipse 

durch Differentiation y' zl 
-dy'+-dz'=O 
b2 a2 

dz1 a2 y' 
dy'=-T17" 

Aus Fig. 2, S. 344, ergibt sich unmittelbar 

dz' 
tg "P = --d-' . - y 

Folglich durch Gleichsetzen der beiden für tg 1p erhaltenen Werte 

-r: 1 a2 y' 
-;;11r=b'i7 . • . . . . . 1) 
• 

Hiernach erscheint -r:11' proportional y' und -r:.' proportional z'. 

1) Die Bestimmung dieses Verdrehungswinkels erfolgt in § 43. 
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Denken wir uns für den im Inneren des Querschnittes liegen­
den Punkt P, bestimmt durch die Koordinaten y und z, die ent­
sprechende (ähnliche) Ellipse konstruiert, so wird auch hier die Schub­
spannung r, deren Komponenten rY (_!_ OY) und r. (_!_ OZ) seien, 
tangential gerichtet sein. Demgemäß erhalten wir 

ry=Ay r.=Bz,. . . . . . 2) 
worin A. und B Konstante bedeuten. 

Die im Querschnitte wachgerufenen Schub.,pannungen müssen 
sich nun mit dem Momente Md im Gleichgew1uh~ befinden. Wird 

Fig. 2. 

das in P liegende Flächenelement mit df' bezeichnet, so ergibt sich 
die Bedingungsgleichung 

j(rydf". Y+ Tzdf'. z) = Jfd, 

\Voraus unter Beachtung der Gleichungen 2 und mit Rücksicht darauf, 
daß nach § 17, Ziff. 4 

Die Verbindung der Gleichungen 1 und 2 ergibt 

woraus 
A 
B 

a2 y' Ay' 
b2 -;: =Bz'' 

oder 

Durch Einführung dieses Wertes in die Gleichung für ..11{1 
findet sich 
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a2 2 M A -B - d 
- b2 - :n ab3 • 

Hiermit nach den Gleichungen 2 die Schubspannungen für den 
beliebigen Querschnittspunkt P 

'1: =Ay=.! Md y f 
Y :n ab3 ' 

2 M ........ 3) 
T =BZ=---d z 
• :n a3 b ' 

v' 2 M V----T= T ~+T2= ___ d. a4y2+b4z2 4) 
Y • :n asbs . . . . . 

Dieser Ausdruck wächst mit y und z, erlangt also für bestimmte 
Umfangspunkte den größten Wert. Zur Feststellung, in welchen 
Punkten des Umfanges dies der Fall ist, werde a > b vorausgesetzt 
und dem Ausdruck für t', gültig für den Umfangspunkt y'z', die Form 

t' = .! Md -. j (JL)2 (i_)2 (!!_)2 
:n ab2 V b + a a . . . . . . 5) 

gegeben. Da 

( y')2 ( z')2 · - +- =1, b a 
so muß wegen a > b 

sein. Demnach ergibt sich der größte Wert der Schubspannung 
für y'=+b und z'=O zu 

, 2· Md ) 
'l ma"' =-;; ab2 ' • • • • • • • • . . 6 

d. h. die größte Schubspannung tritt in den Endpunkten BB 
der kleinen Achse, also in denjenigen Punkten auf, die 
der Stabachse am nächsten liegen. 

Hiermit folgt 

Ted>! !~ oder Md< ; Tcdab2 • • • • • 7) 

In den Endpunkten AA der großen Achse ist die Schubspannung, 
da hier 
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yi=O Z1 =+a 
I :Jl Md b I 

T =---=-T 
2 a2b a max' 

8) 

d. i. im Verhältnis der Halbachsen kleiner als die Spannung in den 
Punkten BB 1). 

Dieses gegenüber der älteren Auffassung, der zufolge die Span­
nungen mit dem Abstande von der Achse wachsen, für den ersten 
Augenblick überraschende Ergebnis steht in voller tJbereinstimmung 
mit der S. 342 unter Ziff. 1, b angeführten Beobachtung. Die Winkel­
änderungen, die nach § 28 die Schiebungen r messen, die ihrerseits 
nach § 29 zu den Schobspannungen in der Beziehung 

r=L 
{J 

stehen, sind - Fig. 1, Taf. XII - am größten in den Endpunkten 
der kleinen und am kleinsten in den Endpunkten der großen Achse 
der Ellipse. 

Hinsichtlich des Gesetzes, nach dem sich die Schubspannungen im 
Inneren ändern, ist die ohne weiteres aus den Gleichungen 3 und 4 

Fig. 3.' Fig. 4. 

folgende Bemerkung von Interesse, daß für alle auf der Geraden 0 P 1, 

Fig. 2 , liegenden Querschnittselemente die Spannungen parallel ge­
richtet und proportional dem Abstande von der Stabachse sind. In 
Fig. 3 ist das Änderungsgesetz der Schubspannungen dargestellt für 
die Punkte der großen und der kleinen sowie für diejenigen einer 
beliebigen Halbachse 0 P 1• Die in Fig. 3 gezeichneten Kräfte­
dreiecke müssen inhaltsgleich sein (S. 341, Fußbemerkung 1). Für 
die Umfangspunkte läßt sich das Änderungsgesetz unmittelbar der 
Gleichung 5 entnehmen. 

1) Dieses Verhältnis läßt sich auch unmittelbar unter Zuhilfenahme des 
in der Fußbemerkung 1, S. 341 ausgesprochenen Satzes ableiten. 
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Handelt es sich nicht um einen Voll-, sondern um einen Hohl­
stab, Fig. 4, so gilt unter der von dem Gange der obigen Entwick­
lung bedingten Voraussetzung, daß die innere Begrenzungsellipse der 
äußeren ähnlich ist, d. h. 

a0 : a = b0 : b = m, 
wegen 

n 
Jy2df=4(abs -aoboa) 

Ma= A: (ab3 -a0 b0 3) + B~(a3b- a0 3 b0), 

woraus dann mit 

und schließlich 
2 M ----

-r=-(---4a) -3 "Va4 y2 + b4 z2 •••••• 9) n 1-m ab·' 

Für die Punkte B des Umfanges erlangt 1: seinen Größtwert, 
nämlich 

10) 

~o daß 

oder 11) 

Die Gleichungen 7 und 10 zeigen deutlich, daß die Widerstands­
fähigkeit eines elliptischen Voll- oder Hohlstabes gegenüber der 
Drehungsbeanspruchung abhängt von dem kleinen der beiden Haupt­
trägheitsmomente, also nicht von der Summe beider, wie die ältere 
Lehre von der Drehungsfestigkeit angab. 

Die letztere schuf ursprünglich ihre Entwicklungen, die davon 
ausgingen, daß die Schubspannungen proportional mit dem Abstarnde 

' des Querschnittselementes von der Stabachse wachsen und senkrecht 
zu diesem Abstande stehen, allerdings nur für die in § 32 behan­
delten Querschnitte; hierfür war sie auch zutreffend. Ihre Über­
tragung auf andere Querschnitte war unzulässig. 

Die Gleichung 11 enthält die Beziehung 3 und 4, § 32, je als 
besonderen Fall in sich. Es wird für 

d 
a=b=--

2 
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M < !!.._ k d' - do 4 
rl=1ß rl d 

und für d0 = 0 

Md< 1~ kdds. 

Die Schlußbemerkungen zu § 32, betreffend das paarweise Auf­
treten der Schubspannungen usw., gelten auch hier, überhaupt sinn­
gemäß für alle auf Drehung beanspruchten Körper. 

Hinsichtlich der Folgen, die eine Hinderung der oben unter 
Ziff. 1, c festgestellten Querschnittswölbung mit sich bringt, sei auf 
§ 34-, Ziff. 3 verwiesen. 

§ 34. Stab von rechteckigem Querschnitt. 
1. Formänderung. 

Nach dem Vorgange in den Paragraphen 32 und 33 wird ein 
Prisma von rechteckigem Querschnitt (60 mm breit, 20 mm stark) 
hergestellt und jede seiner 4 Mantelflächen in Qu_adrate von 5 mm 
Seitenlänge eingeteilt. Unter Einwirkung der beiden Kräftepaare, 
die sich an dem Stabe das Gleichgewicht halten, geht derselbe in 
die Form Fig. 1, Taf. XIII über. 

Wir erkennen folgendes: 
a) Die Quadrate haben ihre ursprüngliche Form mehr oder 

minder verloren und rhombenartige Gestalt angenommen. 
Die Querlinien schneiden mit ihren äußersten Elementen die 

4 Eckkanten des Stabes senkrecht, wie dies ursprünglich jede der 
früher geraden Querlinien in ihrer ganzen Erstreckung tat; dagegen 
ändert sich die Rechtwinkligkeit zwischen Quer- und Längsliniert 
um so mehr, je näher die letzteren der Seitenmitte liegen. Die 
Anderung des rechten Winkels, d. h. die Schiebung (§ 28), beträgt 
hiernach in den Kanten des Stabes Null, wächst von da zunächst 
ziemlich rasch, sofern die breite Seitenfläche ins Auge gefaßt wird, 
und erreicht für sämtliche Seitenflächen in deren Mitten ausgezeich­
nei:e Werte, von denen derjenige in der Mitte der breiten Seiten­
flächen der größere ist. Die größte Schiebung findet hiernach 
in denjenigen Punkten des Stabumfanges statt, die der 
Achse am nächsten liegen, ganz wie bei dem elliptischen 
Querschnitt. 

b) Die ursprünglich ebenen Querschnitte haben sich gewölbt. 
c) Die beiden Hauptachsen eines Querschnittes sind in der 

ursprünglichen Ebene geblieben. (Für einen Querschnitt ist 
dessen ursprüngliche Ebene gestrichelt eingetragen.) 
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d) Je die beiden Hauptachsen zweier aufeinander folgenden 
Querschnitte haben sich immer um gleichviel gegeneinander 
verdreht 1). 

Hinsichtlich der Wölbung der Querschnitte ist es von Interesse 
zu beachten, daß der Abstand derjenigen Punkte des gewölbten 
Querschnittes, die von den Seitenmitten ab und nach den Stab­
kanten hin gelegen sind, von der ursprünglichen Querschnittsebene 
(vgl. Ziff. 3) sich als ziemlich bedeutend erweist, und daß infolge­
dessen die Ausbildung dieser gewölbten Form eine verhältnismäßig 
große Zurückziehung (positive im ersten und dritten, negative im 
zweiten und vierten Quadranten) der von den Seitenmitten abge­
legenen Fasern gegenüber der früheren Querschnittsebene zur Folge 
hat. Wie ersichtlich, ist die Wölbung erhaben, d. h. der Abstand 
der einzelnen Querschnittselemente von der Grundebene hat sich 
vergrößert in denjenigen diametral zueinander liegenden beiden Quer­
schnittsvierteln, gegen deren lange Seiten die Kräfte des drehenden 
Kräftepaares gerichtet sein müß~en, wenn hierdurch die stattgehabte 
Verdrehung bewerkstelligt werden sollte. In den beiden anderen 
Querschnittsvierteln ist die Wölbung vertieft, d. h. der Abstand der 
einzelnen Querschnittselemente von der Grundebene hat sich ver­
kleinert. 

Die Stirnflächen des verdrehten Prisma werden hiernach zeigen 
(vgl. Taf. XIII; Fig. 1, unten rechts) 

im Viertel 1 erhabene Wölbung 

" " 2 vertiefte " 
" " 3 erhabene " 
" " 4 vertiefte " 

Ist für den rechteckigen Stab b = h, d. h. handelt es sich um 
einen quadratischen Querschnitt, so nimmt derselbe bei der Ver­
drehung die Form Fig. 2, Taf. XIV an. Dieselbe bestätigt das oben 
unter a) bis d) Erkannte durchaus. Nur hinsichtlich der Wölbung 
der Querschnitte tritb insofern eine Änderung ein, als hier alle Seiten 
gleich groß sind, und deshalb kein Grund vorliegt, weshalb sich das 
eine Viertel anders verhalten soll wie das andere, wenn die Kräfte. 
die das vorhandene Kräftepaar liefern, auf den durch die Verdrehungs­
richtung bestimmten 4 Halbseiten wirkend gedacht werden. Tat­
sächlich weist Fig. 2, Taf. XIV pach, daß für quadratischen Quer­
schnitt (vgl. Fig. 2) bei der angenommenen Verdrehungsrichtung die 
Wölbung eine erhabene ist in den Achteln 1, 3, 5 und 7, dagegen 

1) Die Bestimmung dieses Verdrehungswinkels erfolgt in § 43. Vgl. auch 
die erste Fußbemerkung zu § 52, Ziff. 2, b. 
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eine vertiefte in den Achteln 2, 4, 6 und 8. Außer den beiden 
Symmetrieachsen verbleiben noch die zwei Diagonalen in der ur­
sprünglichen Querschnittsebene und damit auch die vier Eckpunkte. 
Die hierdurch ausgezeichneten vier Linien weisen nach Ziff. 2 noch 
die weitere Eigenschaft auf, daß die in ihren Punkten wirkenden 
Schubspannungen senkrecht zu ihnen gerichtet sind. 

Die Erkenntnis dieser eigenartigen Formänderungen der Quer­
schnitte ist unter Umständen von großer praktischer Bedeutung, 
wie unter Ziffer 3 am Schlusse dieses Paragraphen näher erörtert 
werden wird. 

2. Schubspannungen. 

Da die Schubspannungen in den Querschnittselementen der Um­
fangslinie unter der Voraussetzung, daß äußere Kräfte hier nicht auf 
die Mantelfläche des Stabes wirken, nur tangential an diese Linie 

gerichtet sein können, so müssen sie auf der Begrenzungsstrecke AG, 

$" X 

(!~«· 
• I I 
: I ' 
r---~--~------~-. 

I 
I ' 
: I -...r 

"l--~ ·---·~r--i~---.------· ·f 
;•:::::--·t~ i I 

t~-' . .,.. 
' M --z. -'1 .l:. 

e: f' id I-.. ___ ~--,-- 'i ___ .,. 

Fig. 3. 

Fig. 1, Taf. XIII oder Fig. 3, in die Richtung AO fallen, ebenso auf 
der Strecke BO in die Richtung BO. Demgemäß ergeben sich im 
Flächenelement G (Eckpunkt) des Querschnittes, da dasselbe sowohl 
der Linie AG wie auch der Linie BO angehört, zwei senkrecht zu­
einander gerichtete Schubspannungen, die eine Resultante liefern 
müßten. Dieselbe hätte jedenfalls die Forderung zu befriedigen, daß 
sie gleichzeitig in die Richtungen von AG und BO falle. Dieser 
Bedingung kann sie nur entsprechen, wenn ihre Größe Null ist. 
Infolgedessen muß die Schubspannung in 0 selbst Null sein. Aus 
diesem Grunde werden sich die in den Querschnittselementen AG 
wirkenden Behubspannungen von A hach 0 hin bis auf Null ver­
mindern müssen; ebenso werden die in BO tätigen Schubspannungen 
von B nach G bis auf Null abzunehmen haben. 

Die Richtigkeit dieser Erwägungen wird voll bestätigt durch 
die oben unter Ziff. 1, a angegebene Beobachtung. Dort war festzu-
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stellen, daß die Schiebungen in den Kantenpunkten, d. h. in 0 Null 
waren, nach der Mitte der Seite, d. h. nach A bzw. B hin erst rasch 
und dann langsamer wuchsen, entsprechend einem V er laufe etwa 
nach der Kurve 0 H, Fig. 3, die erhalten wird durch Ermittlung 
der Anderungen der ursprünglich rechten Winkel; demgemäß wer­
den sich auch die Behubspannungen von 0 nach A hin ändern. 

Zum Zwecke der Bestimmung der letzteren erinnern wir uns, 
daß beim elliptischen Querschnitt (§ 33) die im beliebigen Punkte P 
wirkende Spannung r die beiden Komponenten 1:Y und r. lieferte, 
für die galt 

r.= Bz. 

Hier werden -r:Y (senkrecht zur y-Achse) und -r. (senkrecht zur 
z-Achse) in entsprechender Weise von y und z abhängen müssen. 
Dort waren A und B konstante Größen, während sie hier veränder­

b 
lieh sein müssen, da ja TY für y = 2 nach 0 hin bis auf Null ab-

h h b f .. h 
zune men at, e enso -r:. ur z= 2 . 

Wird die Schubspannung in der Mitte der langen Seite, d. h. 
in A mit -r:a' diejenige in Punkt P', der im Abstande z von A auf 

Fig. 4. 

der Strecke A 0 gelegen ist, mit -r:' bezeichnet, A H = r a', P' P 1' = r' 
gemacht; wird ferner in Anlehnung an § 38, Fig. 4, dem Anderungs­
gesetz der Behubspannungen in der Linie AG, d. h. dem Verlaufe 
der Linie 0 P" H, die einfachste Kurve, die gewöhnliche Parabel 
mit H als Scheitel und HA als Hauptachse~zugrunde gelegt, so folgt 
nach dem bekannten Satz, daß sich bei der Parabel die Abszissen 
verhalten wie die Quadrate der Ordinaten 
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Demgemäß setzen wir für den Faktor A in der Gleichung -ry = Ay 

r. (2 z)2
] [ (2 z)2 J A=c7:4

1 Ll- h =m 1- 7; J 

und ganz entsprechend für B in dem Ausdruck -r. = B z 

wenn c, d, m und n Konstante sind, und rb' die Schubspannung im 
Punkte B bezeichnet. 

Die Gleichungen 

liefern, da A für z = 0 und B für y = 0 konstant, die in Fig. 4 
dargestellte Spannungsänderung. Somit nach dem in der Fußbemer­
kung 1, S. 341 ausgesprochenen Satz 

Es ergibt sich 

l,h·1,b 
27:b 2 =2-7:4 2 

, , b 
rb=rah· 

,,~ +-(':rJy, I 
r. =n [1-(2:YJ z j 

. . . . . . . . 1) 

und in ganz gleicher Weise wie in § 33. Ziff.. 2 

Ma=i\mb3 h + 112 nbh3 - 4 (~+; )fy2 z2 d{. 

Wegen 

+~ +% 
fy2z2df= fy2dy fz2dz =i~4baha 

b " 
l! 2 
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wird 

Nun ist 
. b 

für den Punkt A, d. I. Y = 2 
I 

'fy='fll' 

und 

womit nach der ersten der Gleichungen 1 

I b 
'f =m~ 

a 2 oder 

und 

für den Punkt B. d. i. y = 0 und 

z=O. 

h 
z=--. 

2 

infolgedessen nach der zweiten der Gleichungen 1 

I h 
Tb = n -- oder 

2 

Hiermit gehen die Gleichungen 1 und 2 über in 

beziehungsweise 

Gleichung 4 führt zu 

M <!k b2 h 
d= 9 d 

oder 

353 

2) 

3) 

1 ) Dieses Ergebnis ist nur mit der Annäherung richtig, die aus dem Gange 
der Entwicklung folgt. Es entspricht deshalb auch den im Abschnitt 9 ent­
haltenen allgemeinen Gleichungen nicht. Die strenge Lösung, wie sie auf 
Grund der letzteren zuerst von Saint-V e n an t gegeben worden ist, wurde 
bereits im Vorwort zur ersten Auflage berührt (vgl. auch S. 378 u. f. sowie die 
Arbeit des Verfassers in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1889, 
S. 137 u. f.). 

Nach der Lösung von Saint- V e n an t ist der Zahlen wert 4,5 der zweiten 
der Gleichungen 5 abhängig von dem Seitenverhältnis h : b. Wird allgemein 

r. Ba o h, Elastizität. 7. Auft. 23 
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Die größte Anstrengung tritt hierbei;auf in denjenigen 
Punkten der Umfangslinie des Querschnittes, welche der 
Stabachse am nächsten liegen 1). 

(V gl. das unter Ziff. 3 Erörterte). 

Fig. 5. 

für die Schubspannung im Querschnittspunkt A (Mitte der langen Seite) gesetzt 

Ma 
'Emax=1pVh' • • • • • • • • • • • • • 6) 

so kann aus den Ergebnissen der Saint-Venant'schen Entwicklungen mit 
Annäherung 

gesetzt werden. Es ist 
für ...•. 

lf'=3+--J~~ ..•.....•.•. 7) 
0,45+b 

nach Saint- Venant 
nach Gleichung 7 • • 

h:b= 1 
'1'=4,80 
'1'=4,79 

2 
4,07 
4,06 

4 
3,55 
3,58 

10 
3,20 
3,25 

Für die Gesetzmäßigkeit, nach der sich die Schubspannungen in der 
Linie AO Fig. 3 ändern, ergibt die Saint-Venant'sche Lösung gleichfalls 
eine von der oben zugrunde gelegten Parabel erheblich abweichende Kurve. 
Für den um z von der Mitte A abstehenden Punkt der langen Seite AC nähern 
wir uns den Werten Saint-Venants, wenn gesetzt wird 

2z /;+ 1 
[ h J 

r = rma.r 1 - (-r·) . . . . . . . . . . 8) 

worin "l:max die Schubspannung in A nach Gleichung 6 und 7 bezeichnet. 
In neuerer Zeit haben sich die Arbeiten von Prandtl (Physikalische 

Zeitschrift 1903, S. 758 u. f., Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Ver­
einigung 1904, S. 31 u. f.), Henneberg (Zeitschrift für Mathematik und Physik, 
51. Bd., 1904, S. 225 u. f.), Götzke (Zeitschrift des Vereines deutscher In­
genieure 1909, S. 935 u. f.), u. a. mit der Aufgabe befaßt. Doch ist ein wesent­
licher Fortschritt gegenüber dem, was bereits de Saint-Venant ermittelt 
hatte, in ihnen nicht enthalten. 

1) Dementsprechend muß der Bruch in der Mitte der Seitenflächen be~ 
ginnen, was sich bei der Durchführung von Verdrehungsversuchen mit Eiseu­
betonkörpern rechteckigen Querschnittes in recht anschaulicher Weise beob­
achten läßt. Ein solcher Körper mit rechteckigem Querschnitt bei einem 
Seitenverhältnis von 1 : 2 ergab unter dem Drehmoment 157 500 kg. cm den 
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Um ein Bild der Spannungsverteilung über den rechteckigen 

Querschnitt zu erhalten, sind in Fig. 5 die Spannungen für einige 

\ 

Fig. 6. Fig. 7. Fig. 8. 

Fig. 9. Fig. 10. 

Riß in der Mitte der langen Seite, wie ihn Fig. 6 zeigt. Unter dem Moment 

165000 kg. cm vergrößerte er sich, und zwar 1 Minute nach Wirkung dieses 

Momentes gemäß Fig. 7. Nach 3 Minuten zeigte sich das Bild Fig. 8, nach 
23* 
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Flächenstreifen eingetragen. Es werden dargestellt die Schub­
spannungen 

für die in der Linie CA liegenden Querschnittselemente durch 
die wagrechten Ordinaten der Kurve 0 H, 

für die in der Linie OB liegenden Querschnittselemente durch 
die senkrechten Ordinaten der Kurve 0 J, 

für die in der Linie OA liegenden Querschnittselemente durch 
die zu OA senkrechten Pfeillinien, 

für die in der Linie OB liegenden Querschnittselemente durch 
die wag:rechten Ordinaten der Geraden 0 K, 

für die in der Linie 00 liegenden Querschnittselemente durch 
die geneigten Ordinaten der Kurve OMO. 

Die letztere Linie folgt aus den Gleichungen 3 unter Beachtung. 
daß für die Punkte der Diagonale 00 

?I b 
z h 

ist. Hiermit ergibt sich dann für die einzelnen m 0 0 gelegenen 
Flächenelemente 

Tz:Ty=b:k, 

d. h. die Behubspannungen sind parallel gerichtet, und 

Für 
b 

y=0,577--
2 

erlangt r seinen größten Wert. 
Im Falle b = k, d. i. für den quadratischen Querschnitt, stehen 

die Behubspannungen senkrecht auf den Diagonalen. 
Hierbei ist im Auge zu behalten, daß diese Behubspannungen 

immer paarweise auftreten und deshalb gleichzeitig in der Ebene 
des Querschnittes und in senkrecht dazu stehenden Ebenen wirken. 

(Vgl. Schlußbemerkung zu § 32.) 
Die Beziehungen 3, § 32 (Kreis), 4, § 32 (Kreisring), 7, § 33 

(Ellipse), 11, § 33 (Ellipsenring) und 5, § 34 (Rechteck) lassen sich 
auf die gemeinsame Form 

4 Minuten dasjenige Fig. 9 und bei Fortsetzung der Verdrehung, wobei sich 
das Moment nicht steigerte, das Bild Fig. 10. Näheres s. Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1912, S. 440. 
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bringen, worin bedeutet 
Md das Moment des drehenden Kräftepaares, 
e das kleinere der beiden Hauptträgheitsmomente, 
b für den Kreis den Halbmesser, für die Ellipse die kleine Halb­

achse, für das Rechteck die kleinere Seite, 
kd die zulässige Drehungsanstrengung, 
cp einen Zahlenwert, welcher beträgt 

für den Vollkreis und den Kreisring mit 

für die V Ollellipse und den Ellipsenring 

für das Rechteck 

d 
b=-<p=2, 

2 

Auf dieselbe Form, Gleichung 9, läßt sich auch der Ausdruck 
für das gleichseitige Dreieck 

M =__!_k b3 2) 
d 20 d 

sowie derjenige für das gleichseitige Sechseck 

M =-1-lc bs 2) 
d 1,09 d ' 

worin je b die Seitenlänge bezeichnet, bringen. 
Es ist dann 

beziehungsweise 
<p = 1,385 (Dreieck), 

cp = 1,694 (Sechseck). 

Die Gleichung 9 spricht deutlich aus, daß die Widerstands­
fähigkeit gegenüber Drehungsbeanspruchung von dem 
kleineren der beiden Hauptträgheitsmomente bestimmt 
wird, daß also das größere nicht in Betracht kommt. 

3. Gehinderte Ansbildung der Querschnittswölbung. 

Unter Ziff. 1 erkannten wir, daß die ursprünglich ebenen Quer­
schnitte des rechteckigen Prisma infolge Einwirkung des Drehungs-

1) Vgl. Fußbemerkung S. 353. 
Nach eigenen Versuchen, über die S. 377 berichtet wird, kann für das 

gleichschenklige Dreieck und für das Trapez die Beziehung 5, gültig für das 

Rechteck, verwendet werden, somit auch die Beziehung 9 mit <p = ~. 
2) S. u. a. Herrmann, Zeitschrift des österr. Ingenieur- und Architekten­

vereines 1883, S. 172. 
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momentes in gekrümmte Flächen übergehen. Für den Fall. daß 
der Querschnitt langgestreckt war wie bei Stab Fig. 1, Taf. XIII, 
fand sich, daß die Strecken, um die hierbei die einzelnen, von den 
Seitenmitten abgelegenen Querschnittselemente aus der ursprünglichen 
Querschnittsebene herausgetreten waren, verhältnismäßig bedeutend 
ausfielen. (Vergleiche daselbst die gestrichelte Linie, welche die ur­
sprüngliche Ebene des jetzt gewölbten Querschnittes angibt; das 
Achsenkreuz ist beiden gemeinsam.) 

Solange der auf Drehung in Anspruch genommene Körper 
durchaus prismatisch ist, hat diese Krümmung der Querschnitte in 
der Regel ein bedeutendes Interesse für den Ingenieur nicht 1 ). Ganz 
anders gestaltet sich jedoch die Sache, sobald diese Voraussetzung 
nicht mehr erfüllt ist. 

Handelt es sich beispielsweise um einen Körper. wie in § 35, 
Fig. 1, dargestellt, der an seinen Enden Platten trägt, durch welche 
die beiden Kräftepaare, die sich an ihm das Gleichgewicht halten, 
auf den mittleren prismatischen Teil wirken, so bietet sich da, wo 
dieser an die Platte anschließt, der Querschnittskrümmung ein Hin­
dernis. Insbesondere sind die nach den Stabkanten zu gelegenen 
Fasern, Fig. 1, Taf. XIII, gehindert, um den verhältnismäßig be­
deutenden Betrag, den die erhabene Wölbung verlangt, von der Platte 
sich zurückzuziehen. Infolgedessen entstehen in allen denjenigen 
Querschnittselementen, die unter Einwirkung des Drehungsmomentes 
bestrebt sind, ihre Entfernung von der Grundebene zu vergrößern 
(sich erhaben zu wölben, d. s. die Rechtecksviertel 1 und 3, Fig. 1 ), 
Zugspannungen, während in allen denjenigen Querschnittspunkten, 
die bestrebt sind, den bezeichneten Abstand zu verringern (sich ver­
tieft zu wölben, d. s. die Rechtecksviertel 2 und 4, Fig. 1), Druck­
spannungen wachgerufen werden. Sind diese Normalspannungen ge­
nügend groß, so kann der Bruch, obgleich die äußeren Kräfte nur 
ein auf Drehung wirkendes Kräftepaar ergeben, durch Zerreißen 
der am stärksten gespannten Fasern veranlaßt werden. 

Einer äußeren Zug- oder Druckkraft bedarf es nicht, da die 
Zugspannungen in . gewissen Querschnittsteilen (Rechtecksviertel 1 
und 3, Fig. 1) durch Druckspannungen in den anderen Querschnitts­
elementen (Rechtecksviertel 2 und 4, Fig. 1) im Gleicligewicht ge­
halten werden. 

In solchen Fällen der mehr oder minder vollständig gehinderten 
Ausbildung der Querschnittswölbung rücken die gefährdetsten Stellen. 
die bei Nichthinderung dieser Ausbildung mit denjenigen Punkten 
des Querschnittumfanges zusammenfallen, die der Stabachse am 

1) Vgl. Fußbemerkung 1, S. 359. 
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nächsten liegen, von der letzteren fort; beispielsweise in Fig. 1 von 
A nach C hin. Bei langgestreckten Querschnitten werden sie sehr 
rasch von A nach C hin vorwärtsschreiten. 

Beim quadratischen Querschnitt, Fig. 2, Taf. XIV, bleibt 0 
in der ursprünglichen Querschnittsebene; infolgedessen ist es aus­
geschlossen, daß bei Gleichartigkeit des Materials die größte An­
strengung in oder nahe bei 0 auftritt. Sie ist - allgemein - da 
zu suchen, wo die Gesamtinanspruchnahme, herrührend von den 
Schubspannungen, die durch das Drehungsmoment verursacht werden. 
und von den Normalspannungen, die infolge der Hinderung der 
Querschnittswölbung ins Dasein treten, den größten Wert erlangt. 
Bei dem quadratischen Querschnitt wird sie - soweit dies hier ohne 
Anstellung besonderer Rechnungen beurteilt werden kann - der 
Mitte der Seitenflächen viel näher liegen als den Stabkanten. Ihre 
Bestimmung, die überdies von dem Grade der Vollständigkeit 
der mehrfach erwähnten Hinderung der Querschnittskrümmung ab­
hängt, gehört in das Gebiet der zusammengesetzten Elastizität und 
Festigkeit. 

(Vgl. auch den vorletzten Absatz von § 32 sowie die Bemer­
kungen zu Gleichung 2, § 31, Ziff. 1.) 

Die zur Berecpnung von Stäben, die durch Drehung beansprucht 
werden, in diesem und den vorhergehenden Paragraphen aufgestellten 
Gleichungen sind unter der stillschweigend gemachten Voraussetzung 
entwickelt, daß die Querschnittswölbung sich ungehindert ausbilden 
kann 1). 

§ 35. Drehungsversuche. 

1. Abhängigkeit der Drehungsfestigkeit des Gußeisens von der 
Querschnittsform. 

Diese Abhängigkeit muß bei Gußeisen wegen der Veränderlich­
keit der Schubzahl ß in ziemlich bedeutendem Maße vorhanden 
sein. (Vgl. § 32.) 

Verfasser hat nach der bezeichneten Richtung hin eine Anzahl 

1) Diese Voraussetzung trifft auch für genau prismatische Stäbe streng 
nicht zu; denn denken wir uns einen sol<'hen Stab von der Länge Z an den 
Enden je auf die Erstreckung x von den beiden Kräftepaaren ergriffen, die 
sich an ihm das Gleichgewicht halten, so erkennt man, daß für die beiden 
Stirnflächen des Stabes das verdrehende Moment gleich Null ist und erst zu 
Ende der Strecke x die volle Größe erreicht, die es für den mittleren Stabteil 
von der Länge Z - 2 x besitzt. Es besteht somit eine gewisse Hinderung 
gegenüber der Querschnittswölbung, die sich auf einer•Strecke größer als x 
geltend machen muß. 
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von V ersuchen angestellt. Über einen Teil derselben ist in der Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 140 bis 145 und 
16 2 bis 16 6 ausführ lieh berichtet worden 1 ). 

Die je unter einer Bezeichnung aufgeführten Versuchskörper 
sind aus dem gleichen Material (bei demselben Gusse) hergestellt 
worden. 

Gußeisen A. 

Zugstäbe bearbeitet. 

Z f t . k 't K 1655 + 1480 + 1601 k I ug es rg er z= 3 = 1579 g qcm. 

a) Stäbe mit rechteckigem Querschnitt, unbearbeitet. 

Fig. I. 

Die Bruchfläche, Fig. 8, Taf. XV, läßt vermuten, daß bei den 
quadratischen Stäben der Bruch, der plötzlich erfolgt, in der Mitte 
der Seitenfläche oder wenigstens in deren Nähe begonnen habe, wie 
dies nach § 34, Zi:ff. 3, der Fall sein soll. 

Bei den Stäben mit langgestreckter Form des Querschnittes 
scheint es dagegen, als ob der Bruch, Fig. 9, Ta't XV, der immer in 
der Nähe einer der beiden zum Einlegen in die Prüfungsmaschine 
dienenden Endplatten erfolgte, von außen, d. h. von einer Ecke oder 
in deren Nähe, seinen Anfang genommen habe. 

Jedenfalls ist hieraus zu schließen, daß Kd für die Stäbe mit 
langgestrecktem Querschnitt zu klein ermittelt wurde. Ferner er­
kennen wir, als durch den Versuch nachgewiesen, daß ein auf 
Drehung beanspruchter Körper, dessen Querschnitt in der 
einen Richtung eine wesentlich größere Erstreckung be­
sitzt als in der anderen, da, wo in Richtung der Stabachse 
der schwächere prismatische Teil an ~inen stärkeren an­
schließt - wie im vorliegenden Falle das rechteckige Prisma an 
die Endplatten - die Anstrengung keine reine Drehungs­
beanspruchung mehr ist, daß vielmehr daselbst auch Nor­
malspannungen auftreten. (Vgl. § 34, Zi:ff. 3.) 

') Siehe auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 80 u. f. 
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Durchschnittliche Drehungs-

Seiten-
Abmessungen festigkeit 

Ma 
verhältnis ' b h Ka=4,5 b2 k 

cm cm cm kgfqcm 

4 Stäbe 53 3,15 3,20 2228 
b:k=1:1 

4 Stäbe 56 3,13 7,82 2529 
b:k=1:2,5 

4 Stäbe 56 3,08 15,07 2366 
b:k=1:5 

3 Stäbe 54 1,66 15,13 2508 
b:h=1:9 

Ka 
K,. 

1,42 

1,60 

1,50 

1,59 

361 
""-

Bemerkungen 

Bruch erfolgt i m 
prismatischen Teil 
Fig. 8, Tafel XV 
(Vgl. auch Fig. 15 
Tafel XIV, Beton 

körper.) 

Bruch erfolgt i 
der Nähe der eine 

n 
n 

oder anderen End 
platte, Fig. 9, Tafe 
XV. 

Desgl. 

Desgl. 

b) Stäbe mit kreisförmigem Querschnitt. 

I ~ -------i 
- - -:·-----·--·-·-·-·-------------560 -------

Fig. 2. 

- -- --. -

I Durch- Drehungs-
festigkeit 

Bezeichnung 
messer 

Ka= l6Ma 
Ka Bemerkungen 

d x; :n: d3 

cm kg/qcm 

3 Stäbe, unbearbeitet 10,23 1618 1,02 Bruch erfolgt plötz-
lieh im prismatischen 
Teil. 

1 Stab, bearbeitet 9,6 1655 1,05 Desgleichen siehe 
Fig. 10, Taf. XVI. 

Von hohem Interesse erscheint die Bruchfläche des linken Stückes 
der Fig. 10, Taf. XVI. Deutlich sprechen hier die kleinen, der Längs­
fuge anhängenden :Bruchstücke dafür, daß die Trennung schließlich -
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nach vorhergegangener Rißbildung unter 45 ° - durch Abschiebung 
in angenähert axialer Richtung erfolgt ist (vgl. Fig. 5, § 32, sowie 
das in § 32 am Schlusse Bemerkte). 

Ein Einfluß der Entfernung der Gußhaut auf die Drehungs­
festigkeit kann nicht festgestellt werden, da diese für die drei un­
bearbeiteten Stäbe zwischen 1574 und 1683 kgjqcm schwankte. 

c) Hohlstäbe mit kreisförmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

~------ -------1 . . --------~-------~----~~- . 
-- --- - - .SitO - - -- - ------------------------- -

Fig. 3. 

.. . 
Durchmesser Drehungsfestigkeit 

Bezeichnung 
---~- 16 Md Kd 

Bemerkungen d 

I 
do Kd=~d:'~d Kz :Ir - 0 

cm cm kgfqcm 

3 Stäbe 110,2,6,971 1297 I 0,821 Bruch erfolgt plötz­
lich im prismatischen 
Teil. 

Hinsichtlich der Bruchfläche vgl. die zu "Gußeisen B" gehörige 
Fig. 11, Taf. XVI. 

Die Drehungsfestigkeit nähert sich dem Werte, der nach Glei­
chung 6, § 31, zu erwarten ist, entsprechend dem Umstande, daß 
die Drehungsbeanspruchung hier der einfachen Schubanstrengung ziem­
lich nahe gekommen ist. Für d0 = d würde die Drehungsanstrengung 
vollständig dieselbe sein wie die Inanspruchnahme auf Schub. 

d) Hohlstäbe mit quadratischem Querschnitt, unbearbeitet. 

tr-----··--- -- --~ ----------------------- --- :-_-_-_-_-::...-=:-=--==--·=-..:-~:.=-.:-=:.-= -
- -- - - - b .. O - - --- -

J)'ig. 4. 

Die Bruchfläche, Fig. 12 (Taf. XVII), berechtigt zur Vermutung. 
daß der Bruch in der Mitte der Seite begonnen habe. 
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- -- ---

Seitenlänge Drehungsfestigkeit 
Md Kd 

Bezeichnung a 

I 
ao Kt =4,5 a'::.::. a~' a Kz Bemerkungen 

cm cm kgfpcm 

4 Stäbe 16,21 13,161 1788 
1

1 131 Bruch erfolgt plötz­
' lieh im prismatischen 

Teil, Fig. 12, Taf. XVII. 

Vergleicht man die Drehungsfestigkeit bei vollquadratischem 
Querschnitt (a) mit derjenigen bei hohlquadratisch~m, so findet sich 

2228: 1788 = 1,25: 1. 

Derselbe Vergleich für Vollkreis (b) mit Kreisring (c) ergibt 

1618: 1297 = 1,25: 1' 
also dasselbe. 

Beide Vergleiche lehren, daß das nach der Stabachse zu 
gelegene Material (Gußeisen) bei der Drehung durchaus 
nicht so schlecht ausgenützt wird, wie man dies anzu­
nehmen pflegt. 

Nach§ 32 war, da für Gußeisen die Schubzahl ß mit zunehmender 
Spannung wächst, dieses Ergebnis zu erwarten. 

Es entspricht dies ganz dem Ergebnisse, zu dem die Erörterungen 
in § 20, Ziff. 5, sowie die Versuche § 22, Ziff. 2, bei Eiegongsbean­
spruchung des Gußeisens führten. 

e) Stäbe mit [-förmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

-------no ------m, tr St - !-----------------: 
... 

r.----- - -- --- --rr------~ -----~ - (-------·---------·-·j 

Fig. 5. 

Der Bruch beginnt damit, daß gleichzeitig oder unmittelbar auf­
einander folgend die beiden Querrippen von außen einreißen, und 
zwar die eine bei m, die andere bei n, also diametral gegenüber­
liegend. Die Drehrichtung des Momentes ist hierbei derart, daß -
von Plr.tte A nach B gesehen - A in der Richtung des Uhrzeigers 
verdreht wird. 



364 V. Drehung. 

a) Verhältnis b: k="' 1: 1,5. 
---

Abmessungen Bruchmoment 
Nr. 

I 

I 

I 

Ma b h ' bo ho 

I cm cm cm cm kg.cm 

1 10,3 15,1 8,6 11,9 34000 
2 10,25 15,15 8,6 11,95 33750 
3 10,3 15,2 8,6 12,0 35500 

Die oben eingetragenen Werte von Md sind die Drehungs­
momente, die sich unmittelbar vor diesem Einreißen der Querrippen 
ergaben. Sobald letzteres erfolgt, sinkt die Schale der Kraft wage, 
entsprechend einer Verminderung des Momentes, das auf den Stab 
wirkt. Für den Stab Nr. 3 wurde diese Verminderung bestimmt, 
weshalb dessen Verhalten noch kurz beschrieben werden soll. 

Stab Nr. 3. 

Bei Md= 35 500 kg. cm reißen die Querrippen an den zwei 
Stellen m und n von außen ein, das Drehungsmoment sinkt auf 
25 250 kg. cm. Unverletzt ist in dem Querschnitt bei m beziehungs­
weise n noch der innere Teil der nur außen (auf reichlich die Hälfte) 
gerissenen Querrippe, der Steg und die andere Querrippe bei o be­
ziehungsweise p. Bei fortgesetzter Verdrehung steigt das Moment 
auf 35 250 kg. cm und nimmt dann wieder ab. Der Bruch der Quer­
rippe bei n beginnt sich in den Steg hinein zu erstrecken, schließ­
lich bricht dieser und bald auch die andere Querrippe bei p. 

Nr. 

1 
2 
3 

b 

cm 

5,2 
5,2 
5,2 

ß) Verhältnis b:k="-'1:3. 

Abmessungen 

h 

cm 

15,2 
15,2 
15,3 

3,5 
3,5 
3,5 

12,0 
12,0 
12,0 

Bruchmoment 

27250 
26750 
24000 

Mi 
kg. cm 

27750 
25500 

Bruch erfolgt in ähnlicher Weise, wie unter a erörtert. 
Bei dem Drehungsmoment Md reißen die Querrippen an zwei 

einander diametral gegenüberliegenden Stellen (m und n, Fig. 5) von 
außen ein, das Drehungsmoment sinkt ein wenig (z. B. bei Nr. 3 von 
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24000 auf 23000, also um weit weniger als beim Einreißen der 
Stäbe unter a, für welche die Breite b rund noch einmal so groß 
ist). Mit Wiederaufnahme der Verdrehung steigt es auf Md'> Md. 
den Bruch herbeiführend. Der Bruch des Steges, welch letzterer 
noch unterstützt wird durch die zweite unverletzte Querrippe des­
selben Querschnittes, fordert also ein etwas größeres Drehungs­
moment, als zum Einreißen der einen Querrippe des unverletzten 
Stabes nötig ist; der Stab trägt demnach mit eingerissener 
Querrippe mehr als im unverletzten Zustande. 

Für den Versuch Nr. 1 unter f! würde Gleichung 9, § 34, mit 
8 

q; = 3" und bei Ersetzung von ka durch Kd liefern 

3 Md 3 34000 
Ka= 8 EF b = 8. ~S. 10,3 =,...., 290 kgjqcm. 

Für den Versuch Nr. 1 unter ß würde die Gleichung 9, § 34. 
ergeben 

3M 3 27250 
Kd = -8 c.d b = -8 . --. 5,2 = ,...., 880 kgjqcm. 

ö 70,5 

Werden diese beiden für Kd erlangten Werte mit der Drehungs­
festigkeit rechteckiger Stäbe verglichen (a), so ergibt sich, daß die 
Gleichung 9, § 34, für Körper mit Querschnitten der hier 
vorliegenden Art unbrauchbar ist; denn um auf eine Spannung 
zu gelangen, wie sie der Drehungsfestigkeit rechteckiger Stäbe ent­
spricht, müßte qy im ersteren Falle (290 kgjqcm) 8mal, im letzteren 
(880 kgfqcm) dagegen reichlich 21 / 2 mal so groß genommen werden. 

Würde man beim Stab Nr. 1 unter n die Querrippen umlegen 
und an den Steg anschließen, so daß ein rechteckiger Querschnitt 
erhalten würde von der Höhe h + 2 b0 = 15,1 + 2. 8,6 = 3,2 cm bei 
einer durchschnittlichen Breite von 

h(b-b0)+ 2 b0 (k- k0) = 15,1.1,7 + 17,2. 1,6 = 1 64 cm 
h+2b 32 3 ' ' 

0 ' 

so wäre mit Kd = 2500 kgfqcm (wie unter a für rechteckige Stäbe 
von 15,1 cm Höhe und 1,66 cm Stärke gefunden) nach Gleichung 5. 
§ 34, auf ein Drehungsmoment von 

Md=! b 2hK11 =! 1,642 .32,3.2500="-' 48200kg.cm 

zu rechnen. Das würde 

100 48~00- 34000 = 0/ 

34000 42 0 

mehr sein, als der- rippenförmige Querschnitt tatsächlich vertrug. 
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Wird die Festigkeit des Stabes Nr. 1 unter ß in Vergleich ge­
setzt mit der Widerstandsfähigkeit, die sein Steg allein besitzen 
würde, d. h. mit 

2 
Mrl = H (5,2- 3,5)2 .15,2. 2500 = "'24400 kg. cm, 

so findet sich, daß der Stab Nr. 1 unter ß nicht wesentlich mehr 
trägt (Md= 27 250 kg. cm) als der Steg für sich ohne Querrippen. 

Wirerkennen hieraus, daß die untersuchten Stäbe mit (-för­
migem Querschnitt gegenüber Drehungsbeanspruchung ver­
hältnismäßig wenig widerstandsfähig sind. (Vgl. unter Guß­
eisen B, d.) 

?\Ir. 

1 
2 
3 

f) Stäbe mit 1-förmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

Fig. 6. 

a) Verhältnis b:h="-'1:1,5. 

Abmessungen Bruchmoment 

b h bo hc Md Mi 
Clll cm cm cm kg. cm kg.cm 

10,1 15,1 8,6 11,9 45000 52500 
10,2 15,2 8,6 12,0 55000 63000 
10,3 15,2 8,7 12,0 46500 59000 

Bruch gesund. 
Bei Md reißen gleichzeitig oder unmittelbar aufeinander folgend 

die Querrippen an 4 Stellen von außen ein. Ist der Drehungssinn 
des Momentes derart, daß beim Sehen von der Platte A gegen die 
Platte B hin A in der Richtung des Uhrzeigers gegenüber B ver-
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dreht wird, so reißt die untere Rippe rechts bei n, links bei u, 
die obere rechts bei m, links bei t1 von außen ein. Mit diesem 
Einreißen sinkt das Moment nur sehr wenig. Bei Fortsetzung des 
Versuchs steigt das Moment auf M 11', das wesentlich größer ist 
als Md, führt in dieser Größe den Bruch des Steges und damit des 
Stabes herbei. Derselbe trägt demnach mit eingerissenen 
Querrippen bedeutend mehr als im unverletzten Zustande. 

ß) Verhältnis b: h="" 1:3. 
- --

Abmessungen Bruchmoment 
----- - --~-- ----

Nr. i 

I 

I 

I 
b I h bo I ho Md M"' : 

cm i cm cm I cm kg.cm kg.cm I 

1 5,0 15,1 I 3,4 11,9 32500 33750 
2 5,0 15,2 

I 
3,4 12,0 30750 32250 

3 5,0 15,1 3,4 11,9 28750 30750 

Bruchfläche bei 1 und 2 gesund, bei 3 gesund bis auf ein~ 

unbedeutende Stelle. 
Bruch erfolgt in ganz ähnlicher Weise, wie unter a erörtert. 

Bei M 11 beginnt das Einreißen der Querrippen, M / bringt den Steg 
und damit den Stab zum Bruche. 

r) Verhältnis b:h="'1:6. 

Abmessungen Bruchmoment 
Nr. 

b h bo ho Md 

cm cm cm cm kg.cm 

1 I 2,5 15,1 0,9 12,0 25250 

Bruch erfolgt plötzlich. Bruchfläche bis auf eine sehr kleine 
Stelle gesund. 

Wird K 11 auf Grund der Gleichung 9, § 34, mit gJ = : für die 

Stäbe Nr. 3 unter a, Nr. 1 unter ß und Nr. 1 unter 'Y berechnet, so 
findet sich 

3 46500 
K4=8~.10,3 = 609kg/qcm, 
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3 32500 
Kc~=s31-. 5 = 1641 kgjqcm, 

3 25250 
Kd=8813. 2,5= 2912 kgfqcm. 

' 
Aus der Verschiedenartigkeit und der absoluten Größe diesPr 

Werte erkennen wir, daß auch für I-Querschnitte die Glei­
chung 9, § 34, nicht verwendbar erscheint. 

Würde man die Querrippen umlegen und an den Steg an­
schließen, so daß je ein rechteckiger Querschnitt von 

der Höhe 15,2 -+- 2. 8,7 = 32,6 cm, der Breite 1,6cm, bzw. 

" " 15,1 + 2. 3,4 = 21,9 " " " 1.6 ,, 
" 

" " 15,1 + 2. 0,9 = 16,9 " " " 1,6 " 

sich ergäbe, so wäre mit Ka = 2500 kgfqcm nach Gleichung 5, § 34. 
auf ein Drehungsmoment zu rechnen von 

Md=: b2 hKa=: .L62 .32,6.2500="-'46360kg.cm, 

bzw. 

Ma=: .1,62 .21,9.2500="-'31150kg.cm, 

bzw. 
2 Ma = 9 .1.62 .16,9. 2500 ="" 24040 kg. cm. 

Der V ersuch ergab 

46500, bzw. 32500, bzw. 25250, 

also nur wenig hiervon verschieden, so daß ausgesprochen werden 
darf, daß die untersuchten I-förmigen Querschnitte hin­
sichtlich des Widerstandes gegen Bruch durch D-rehung 
nahezu gleichwertig erscheinen mit rechteckigen Quer­
schnitten, deren Breite gleich der Steg- und gleich der Rip­
penstärke 8 und deren Höhe gleich der Summe n+ 2 b0 , d. h. 

1) 

und wenn die Stegstärke 8 bedeutend abweicht von der Stärke 80 
der Flansche 

. . . . la) 
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g) Stäbe mit kreuzförmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

Fig. 7. 

-

Abmessungen Trägheits- Bruch-
-- moment moment 

Nr. 
I h e Md Bemerkungen 

8 
I cm4 kg.cm cm I cm 

1 2,14 15,2 637 72500 Bruch gesund. I 2 2,11 15,1 616 73750 Bruch gesund bis auf 

I 
eine ganz unbedeutende 
Stelle. 

Der Bruch erfolgt in beiden Fällen plötzlich. 
Uber die Bruchfläche vergleiche Fig. 13, Taf. XVII. Wie ersicht­

lich, entstehen je bei dem Bruche 6 Stücke: die beiden Endkörper 
sowie vier Dreiecke, die aus den Rippen herausbrechen. 

Die Gleichung 9, § 34, würde mit cp = ~ liefern 

für Nr. 1 

für Nr. 2 

3 72500 
Kd= 8637-.15,2 = 719 kgfqcm, 

3 73 750 
Kd=---.15,1 = 676 kgfqcm, 

8 616 

also viel zu kleine Werte. 
Aber auch eine einfache Überlegung zeigt, daß die Gleichung g, 

§ 34, für Stäbe mit kreuzförmigem Querschnitt nicht brauchbar 
sein kann. 

Ein kreuzförmiger Querschnitt mit verhältnismäßig geringer 
Rippenstärke s kann in der Weise entstanden gedacht werden, daß 
man zwei. gleiche rechteckige Querschnitte sich rechtwinklig kreuzend 
aufeinander legt. Aus der Natur der Inanspruchnahme auf Drehung 
folgt dann ohne weiteres, daß der Widerstand dieses kreuzförmigen 
Querschnittes doppelt so groß sein muß wie derjenige jedes der 
beiden Rechtecke, sofern zunächst davon abgesehen wird, daß sich 

C. B• c h. F.la•tlzitilt. 7. Auft. 24 
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in der Mitte Teile der beiden Rechtecke decken. Nachdem nun für 
rechteckigen Querschnitt die Gleichung 

als zutreffend erkannt worden ist, nach der die Breite b des Quer­
schnittes das Drehungsmoment im quadratischen Verhältnisse beein­
flußt, während die Höhe nur mit der ersten Potenz wirksam ist, so 
ergibt sich auf Grund der eben angestellten Erwägung für den kreuz­
förmigen Querschnitt 

Md=: Kds2h+: Kds2 (h-s), 

2) 

d. h. wie für einen rechteckigen Querschnitt, dessen Breite gleich der 
Rippenstärke und dessen Höhe durch Aneinandersetzen der Rippen 
erhalten wird. 

Zur Prüfung der so gewonnenen Gleichung 2 ziehen wir die 
Versuchsergebnisse heran. Dieselben liefern 

für Nr. 1 
72500 

Ktl = 4,5 2,142 (2. 15,2- 2,14) = 2520 kgfqcm, 
für Nr. 2 

73750 
Kd = 4,5 2,112 (2 . 15,1 _ 2,Ü) = 2655 kgfqcm, 

Durchschnitt 2587 kgfqcm. 

Das sind Werte, die denjenigen entsprechen, die unter a 
für rechteckigen Querschnitt erhalten worden sind. Die auf dem 
Wege einfacher Überlegung gewonnene Gleichung 2 liefert demnach 
Zahlen, die mit den Versuchsergebnissen in guter Übereinstimmung 
stehen. 
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I 

! 
Nr. I 

I 

I 
1 
2 
3 

Gußeisen B. 

a) Stäbe mit quadratischem Querschnitt. 

Breite Höhe 
b h 

cm cm 
I 

3,18 

I 
3,32 

3,19 3,28 
3,30 3,47 

S. Fig. 1, l = 530 mm. 

a) Unbearbeitet. 

Bruch- Drehungsfestigkeit 
moment Md 

jlf,t Kd=4,5 b•h 

kg. cm kgjqcm 

20750 2776 
19000 2561 
21250 2530 

Bemerkungen 

Bruch gesund. 

" " 
" " 

4 3,10 3,26 17 500 2514 Bruch gesund bis 
auf eine blasige 
Stelle. 

-- -------- - - ------ ---- -- ·-·-- -------- -

Durch-~ 3 schnitt ,19 3,33 
1 

2595 

Aus den hierbei erhaltenen Bruchstücken wurden 3 Zugstäbe 
herausgearbeitet. 

Nr. 

1 
2 
3 

Nr. 

Durch-
messer 

d 

cm 

2,38 
2,37 
2,38 

I Quer-

\ 

Bruch- Zugfestigkeit 
schnitt belastung :rl 

~d· z K,=Z: 4 d2 

I 4 

1- qcm kg kgjqcm 
I 

4,45 7860 I 1766 
4,41 7150 I 1621 
4,45 7340 I 

1649 I 

Durchschnitt 16 7 9 
Ka: Kz= 2595:1679 = 1,55:1. 

ß) Bearbeitet. 

Bemerkungen 

Bruch gesund. 

" " 
" " 

Aus Rohgußstäben von 38 bis 39 mm Seite gehobelt. 

I Qua~rat-
\ se~te 

1 cm 

Bruch­
moment 

Md 

kg. cm 

Drehungsfestigkeit 
Md 

Kd=4,57)3 

kgjqcm 

Bemerkungen 

~ ::~ :!~:g ;~;g I ·:" ... :d 
3 3,22 21000 2830 1 

4 3,20 19250 2643 1 Bruchgesundbisaufeine 
_ _ __ _1_ _______ _,__ ___ 1,~_ ________ i blasige Stelle. 

Durchschnitt 2764 
24* 
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Ka: K,= 2764:1679 = 1,65:1. 

Hiernach erscheint die Drehungsfestigkeit der bearbei­
teten, also von der Gußhaut befreiten Stäbe um 

100 2764-2595 = 6 0/ 
2595 '4 0 

größer als diejenige der unbearbeiteten Stäbe von qua­
dratischem Querschnitt. 

Die Verdrehung, namentlich auch die bleibende, die 
der bearbeitete Stab bis zum Bruche erfährt, ist wesent­
lich größer als diejenige des unbearbeiteten. 

(Vgl § 22, Ziff. 4, das folgende unter b, ß, sowie in diesem Para­
graphen unter "Gußeisen A ", b Schlußsatz.) 

Nr. 

1 
2 

Nr. 

1 

b) Hohlstäbe mit kreisförmigem Querschnitt. 
S. Fig. 3. 

a) unbearbeitet. 

Durohmesser Bruch- Drehungsfestigkeit 

I 
d 

I cm 

10,2 
I 10,25 
I 

moment 16 Md 
Md Kd=-a,4 d'd do :lf - 0 

om kg.cm kg/qom 

7,0 231500 1428 
6,9 243750 1451 

Durchschnitt 1439 

Ku.: K. = 1439: 1679 = 0,86: 1. 

ß) Außen abgedreht. 

Bemerkungen 

Bruch gesund. 
Bruch bisauf eine 

kleine Stelle gesund. 
----

Ursprünglicher Durchmesser 102 mm. 
-

Durchmesser Bruch- Drehungsfestigkeit 
moment 16 Md I Bemerkungen 

d I do M, Kd =-;; d'-fl'Od 

om I !)m kg.cm kgfqcm 

9,65 7 173500 1360 Bruch bis auf eine 
ganz unerhebliche 
Stelle gesund, Kern 
um 1 mm verlegt, 
Bruchfliehe siehe 
Fig. 11, Taf. XVI. 

Ka: K.= 1360: 1679=0,81: 1. 
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Hiernach würde der bearbeitete Hohlzylinder eine etwas geringere 
Drehungsfestigkeit aufweisen als die unbearbeiteten; doch kann ein 
Urteil hierüber nicht gefällt werden, da der Einfluß ungleicher Wand­
stärke (einerseits reichlich 12, andererseits reichlich 14 mm) das 
Ergebnis trübt, und da überdies durch Verringerung des äußeren 
Durchmessers das Verhältnis d0 : d größer geworden ist. (V gl. 
unter Gußeisen A, c letzten Absatz, sowie Bemerkung 1 am Schlusse 
des § 36.) 

c) Stäbe mit L-förmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

Fig. 14. 

a) Seitenverhältnis b:h=1:1. 

Abmessungen Bruch- Drehungsfestigkeit 
moment 

Nr. ~---

I I Md Bemerkungen 
b h I 8 Md Ka=4.5 s2(b+h~s) 

I I 

cm i cm I cm kg. cm kgfqcm I 

1 10,2 10,4 2,15 47250 2494 Bruch gesund bis 
auf eine ganz un-
erhebliche Stelle. 

2 10,2 10,2 2,15 47250 2520 Desgleichen. 

-
--··------~-------------

Durchschnitt 2507 

Bruch erfolgt plötzlich, ein dreieckiges Stück in der Nähe einer 
der beiden Endplatten bricht heraus. 

(Vgl. die Versuche unter "Gußeisen A", g, Fig. 13, Taf. XVII.) 
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ß) Seitenverhältnis b:h=0,6:1. 
-

Abmessungen Bruch- Drehungsfestigkeit 
moment Md Nr. 

b 

I 
h 

I 
Md Kd=4,5 s~(b+h-=-s) Bemerkungen 

8 

cm cm cm kg. cm kgjqcm 

1 6,3 10,4 2,15 37750 2526 Bruch gesund. 

2 6,0 10,3 2,10 35000 2515 Desgl. bis auf 
eine unerhebliche 
Stelle. 

-~-·- --------------- --- --
Durchschni;; --- ----- 25~0----r-­

Bruch erfolgt plötzlich; ein Dreick bricht aus w1e unter a. 

--

r) b=s, Querschnitt: Rechteck. 

Abmessungen Bruch- Drehungsfestigkeit 
Moment Md Nr. 

b 

I 
h Ma Kd=4,5b2 h Bemerkungen 

cm cm kg.cm kgjqcm 

1 2,00 10,3 24500 2700 Bruch gesund bis 
auf eine sehr kleine 
Stelle. 

2 2,02 10,35 24500 2611 Desgl. 

3 2,02 10,35 25250 2679 " 
- ----- -· -~ 

Durchschnitt 2663 

Bruch erfolgt plötzlich in der Nähe einer der beiden Endplatten. 

Kc~: K, = 2663: 1679 = 1,59: 1. 

Werden die unter a und ß auf Grund der Gleichung 

K Mc~ 
d = 4,5 i2(b -Ff=-8) 3) 

erhaltenen Drehungsfestigkeiten verglichen mit den unter r erzielten, 
so ergibt sich das Mittel aus den ersteren allerdings um 

OO 2663- 0,5 (2507 + 2520) = 5 7 o; 
1 2663 ' 0 

geringer. Dieser Unterschied ist aber verhältnismäßig so gering, daß 
die Gleichung 3, die auf dieselbe Weise wie Gleichung 1 gebildet 
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wurde, als brauchbare Ergebnisse liefernd bezeichnet werden muß. 
Hierbei wird allerdings festzuhalten sein, daß die Rippenstärke wenig-

stens _!_ der Höhe beträgt. 
5 

d) Stäbe mit C-förmigem Querschni-tt, unbearbeitet. 
Fig. 5. 

Die untersuchten Stäbe unterscheiden sich von den Prismen, 
die aus dem Gußeisen A gefertigt worden waren, und über deren 
Prüfungsergebnisse dort unter e) berichtet wurde, dadurch, daß hier 
die Rippen- und Stegstärke verhältnismäßig größer ist. 

Nr. 

1 
2 

a) Höhe b0 der Querrippen gleich der doppelten 
Rippenstärke. 

--- -- -

Abmessungen Bruch-
--- --- -- ----- moment 

b 

I 
h ! bo 

I 
ho Md Bemerkungen 

cm cm i cm i cm kg.cm 
I 

6,1 
I 

10,2 
I 

4,0 
I 

6,1 38500 Bruch gesund. 

6,2 10,3 4,1 6,1 39000 " " I I I 

Der Bruch beginnt damit, daß gleichzeitig oder unmittelbar 
aufeinander folgend die beiden Querrippen von außen einreißen, und 
zwar die eine bei m, die andere bei n, Fig. 5, also diametral gegen­
über liegend. 

Wird nach dem Einreißen der Rippen der Stab weiter verdreht, 
so setzt sich der Riß durch den Steg hindurch fort bei nahezu der­
selben Belastung, die das Einreißen der Querrippen herbeiführte. 

{J) Höhe b0 der Querrippen gleich der Rippenstärke. 

Die Versuchsergebnisse lassen erkennen, daß die Stäbe unter a 
mit b0 ="' 4 cm nicht viel mehr halten als diejenigen unter ß mit 
b0 = "'2 cm . 

.----- - - -- -- --- ---- --
Abmessungen Bruch-

moment 
Nr. 

b 

I 
h 

I 
bo I ho M11 Bemerkungen 

cm cm cm I cm kg.cm 

1 4,1 I 10,1 

I 
2,1 

I 
5,9 34750 Bruch gesund. 

2 4,2 
I 

10,0 2,05 5,9 S6250 I " " I 
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Bruch erfolgt plötzlich an den Enden. 
Die Prüfung der Ergebnisse auf Grund der Gleichung 

- Md 
Ktl- 4,5 82 (h + 2 bo)' . . . • . • 4) 

worin 

8 die mittlere Steg- und Rippenstärke bezeichnet, 

führt zu folgenden Werten, wenn hierbei für s die Stegstärke ge­
setzt wird, 

1 a) 

2 a) 

1 ß) 

2 ß) 

38500 
Kd = 4,5 2,12 (10,2 + 2-~4f = 2159 kgfqcm, 

39000 
Kr!= 4,5 2,12 (10,3 + 2-. {i) = 2151 kgfqcm, 

Durchschnitt 2155 kgfqcm. 

34750 
Kd=4,5 22 (!0,1 + 2 . 2~1) = 2734 kgfqcm, 

36250 
Kd= 4,5 2,152(io+ 2 ~2,05) = 2502 kgfqcm, 

Durchschnitt 2618 kgfqcm. 

Der für die Stäbe 1 a) und 2 a) erhaltene Mittelwert von 
2155 kgfqcm bleibt um 

100 2663-2155 =......, 90/ 
2663 1 0 

unter der Drehungsfestigkeit der Stäbe mit rechteckigem Querschnitt 
(c, y), während der Durchschnittswert für die Stäbe 1 ß) und 2 ß) 
nur um 

100 2663 -- 2618 =......, 0/ 
2663 1' 7 0 

davon abweicht. 
Der Widerstand, den die Stäbe unter ß dem Bruche durch 

Drehung entgegensetzen, ist demnach so groß wie für einen Stab 
mit rechteckigem Querschnitt, dessen Breite gleich dem Mittel aus 
der Steg- und der Rippenstärke und dessen Höhe gleich k + 2 b0 • 

Die Stäbe unter a dagegen leisten einen wesentlich geringeren 
Widerstand. 

Hieraus und in Erwägung des bei dem Gußeisen A unter e) ge­
fundenen Ergebnisses schließen wir: Wenn Stäbe mit [-förmigem 
Querschnitt gegenüber Drehungsbeanspruchung wider-
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standsfähig sein sollen, so müssen der Steg und die Rippen 

(Flanschen) verhältnismäßig kräftig und überdies die Höhe 

b0 der letzteren gering gehalten werden. Dann erreicht die 

Widerstandsfähigkeit diejenige eines rechteckigen Stabes, 

dessen Breite gleich der Steg- und Rippenstärke s und 

dessen Höhe gleich h + 2 b0 ist. 

GuJ.leisen C. 

Stäbe m_it dreieckigem und trapezförmigem Querschnitt. 

Über diese Versuche ist in der Zeitschrift des Vereines deutscher 

Ingenieure 1906, S. 481 u. f. sowie in Heft 33 (1906) der Mitteilungen 

über Forschungsarbeiten ausführlich berichtet. 

Nach den Ergebnissen kann zur näherungsweisen Ermittlung 

der Drehungsbeanspruchung von Körpern mit dreieckigem oder trapez-

Fig. 16. Fig. 17. 

förmigem Querschnitt, Fig. 16 bzw. Fig. 17, die für das Rechteck 

aufgestellte Glei9hung 

angewendet werden. Die in die Rechnung einzuführende Breite b 

ergibt sich dadurch, daß vom Schwerpunkt 8 des Dreieck- oder 

Trapezquerschnittes Lote SE und SF auf die Seiten gefällt werden 

und daß b=EF=GH=JK gesetzt wird. 

Zusammenstellung der Drehungsfestigkeit für die Querschnittsgrundformen 

des Kreises, Rechtecks, Trapezes und Dreiecks. 

Zugfestigkeit des Gußeisens A 1579 kgfqcm 

,, " " B 1679 " 

" " " 0 2252 " 
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Nr. 

1 
2 
3 

4 
5 
6 

Querschnittsform 

Kreis 
Kreisring 
Rechteck 

b:h=l:l 
1:2,5 

0 1:5 
1:9 

Hohlquadrat 
Trapez 
Dreieck 

gleichseitig 
gestreckt 

V. Drehung. 

Drehungsfestigkeit 

Kd 
in kgfqcm 

--A.~I _B __ _ 

1618 
1297 1439 I 

2228 2595 
2529 
2366 2663 
2508 
1788 

I in Teilen 
____ 

1

_ _ der Zugfestigkeit 

c A I B I c 

I 1,o2/ --' 
0,82 0,86 

1,42 1,55 
3353 1,60 

3498 

3430 
3097 

1,50 
1,59 
1,13 

1,59 
1,42 

l,55 

1,52 
1,38 

Hierbei ist für die rechteckigen Querschnitte K" nach Gl. 5, 
§ 34, berechnet. 

2. Drehungswinket 

In dieser Hinsicht liegen eine größere Anzahl von V ersuchen 
Bauschingers vor. 

Zivilingenieur 1881, S. 115 u. f. 
Bauschinger hatte sich die Aufgabe gestellt, die von de Saint­

V e n an t herrührende Gleichung 
e' 

{f = 1/!M --- ß 5) 
-r ''1'4 •... 0 •• 

zu prüfen. In derselben haben {}Md(~)' f und ß die unter V, S. 335 
angegebene Bedeutung, während 1jJ einen Koeffizienten bezeichnet, der 
rechnungsmäßig betragen solP) 

1) Comptes rendus 1878, t. LXXXVII, S. 893 u. f. 
" " 1879, t. LXXXVIII, S. 143. 

Gleichung 5 ist auch auf andere Querschnitte angewendet worden, wohl 
infolge des Umstandes, daß de Saint-Venant von ihr sagt: "La formule peut 
etre appliquee non seulement a des sections elliptiques, mais a des sections 
de toute forme, en faisant varier fort peu la fraction que nous avons ap­
pe!t3e "''·" Das kann ohne Nachweis im einzelnen Falle zu großen Fehlern 
führen. So ergibt sich beispielsweise für den kreisförmigen Hohlzylinder mit 
einer im Verhältnis zum Durchmesser geringen Wandstärke bei Einführung 
der Bezeichnungen S. 397 und 398 

f=:rcd".s, 
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für den Kreis und die Ellipse "''= 4 n 2 = 39,5, 
für das Rechteck. wenn k: b = 1 : 1, "''= 42,68, 

" k: b= 2:1, 'ljJ=42,0. 
" k:b=4: 1. 'ljJ=40,2, 
" k:b=8: 1, '!jJ=38,5. 

für das gleichseitige Dreieck "'' = 45. 
für das regelmäßige Sechseck "''= 41, 
für den Kreisausschnitt, wenn der Zentriwinkel 

45 °, ""= 42,9, 
90 °, ""= 42,4. 

180°, "''= 40,8. 

Wird das gleichseitige Dreieck außer acht gelassen, so unter­
scheiden sich die Werte von "'' nicht bedeutend, infolgedessen be­
reits de Saint-Venant für "'' den abgerundeten Mittelwert 40 vor­
geschlagen hat. 

Eigene Versuche (1910) lieferten für das I-Eisen Normalprofil 20 
(also von der Höhe 200mm) aus zähem Flußeisen die Größe von V' 
zu 40 bis 42. 

1909 hat Bretschneidcr in der Materialprüfungsanstalt der 
K. Techn. Hochschule Stuttgart Versuche mit rechteckigen Stäben aus 
Flußeisen durchgeführt, aus denen sich, wenn in Gleichung 5 ge­
setzt wird 

so daß 

folglich nach Gleichung 5, wenn V'= 4 n~ gesetzt wird, 

1 1 
{}=-Md{J-3 ,. . ........ )a) 

:r dmiJ 
während Gleichung 6, § 32, liefert 

4 1 
{}=-Md{Jy3 ,. . ......... 5b,> 

3C ... ,1. 8 

Beispielsweise findet sich für 4 = 20 cm, s = 1 cm 

1 1 
nach Gleichung 5a {) =- Md{J-, 

;r 20 

nach Gleichung 5 b 

d. i. im ersteren Falle lOOmal mehr! 
Gleichung 5 gilt eben nicht für den Hohlzylinder, wie Verfasser aus An­

laß einer geltend gemachten gegenteiligen Meinung in der Zeitschrift de!> 
Vereines deutscher Ingenieure 1905, S. 960, dargelegt hat. 



380 V. Drehung. 

folgende Vergleichswerte für "Po ergeben 

nach de Saint-Venant nach den Versuchen nach Gleichung 7 a 

k:b=1:1 3,56 3,58 3,585 
k:b=2:1 3,50 3,53 3,525 
k:b=4:1 3,35 3,40 3,405 
k:b=6:1 3,26 3,29 3,285 

Hierbei waren die geraden Stäbe, wie es auch die Entwick­
lungen von de Saint-Venant voraussetzen, reiner Verdrehung unter­
worfen. 

Der nach Maßgabe der Gleichung 9 in § 43 ermittelte Nähe­
rungswert 'lf'o = 3,6 liefert somit ausreichend genaue Ergebnisse 
für· k: b bis 2 : 1. Die Abweichung beträgt in diesem Falle von 
dem Versuchswert 3,53 rund 2°/0 • Bei k: b = 4: 1 steigt sie auf 
rund 60Jo. 

Die Abhängigkeit der Werte "Po von dem Seitenverhältnis k : b 
läßt sich mit ziemlicher Genauigkeit bis k: b = 6 : 1 durch 

k 
·1p0 =A-Bb 7) 

zum Ausdruck bringen, wie Verfasser schon bei Schraubenfedern vor 
längerer Zeit festgestellt hat (vgl. §57 unter Ziff. 1). Wird A= 3,645 
und B = 0,06 gesetzt, d. h. 

k 
"Po= 3,645-0,06 b' . . . . . . . . 7a) 

so ergeben sich die in der letzten Spalte der Zusammenstellung ent­
haltenen Werte. 

3. Eigene Versuche mit Rundstäben und mit Schrauben ans 
Schwei.B- und Fln.Beisen (1894). 

Über diese vom Verfasser in erster Linie zu dem Zweck durch­
geführten Untersuchungen, den Einfluß der Gewindegänge auf die 
Widerstandsfähigkeit der Schrauben festzustellen, ist ausführlich in 
der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, S. 854 bis 860 
und S. 889 bis 894 berichtet 1). Unter Hinweis auf diese Veröffent­
lichung muß sich Verfasser hier auf die Anführung einiger der Haupt­
ergebnisse beschränken. 

Rechtsgängige Schrauben aus Schweißeisen, durch ein links­
sinniges Moment verdreht, erfahren Einreißen bzw. Zerreißen der 
Gewindegänge von außen, wie die Fig. 18 bis 21, Taf. XVIII, deut-

1) S. auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 244 u. f. 
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lieh erkennen lassen, und zwar bei einer Beanspruchung, durch welche 
die Drehungsfestigkeit des Kernquerschnittes noch nicht erchöpft 
ist, im Durchschnitt bei rund 0,8 der Drehungsfestigkeit des Kern­
querschnittes. 

Fig. 18 und 20 gelten für Schrauben aus kalt gezogenem, Fig. 1!-J 
und 21 für Schrauben aus gewöhnlichem (vorher nicht überanstrengtem) 
Schweiß eisen. 

Linksgängige Schrauben aus Schweißeisen zeigen bei linksdrehen­
dem Momente diese Rißbildung nicht, ebensowenig rechtsgängige 
Schrauben aus Schweißeisen bei rechtsdrehendem Momente. 

Bei Schrauben aus zähem Flu"ßeisen tritt eine Rißbildung 
überhaupt nicht auf. Hierin liegt - nebenbei bemerkt - ein Bei­
trag zur Wertschätzung des Flußeisens gegenüber dem Schweißeisen; 
einen weiteren liefert der Vergleich des Aussehens der Oberflächen 
der verdrehten Schweißeisenstäbe Fig. 22 bis 26, Taf. XVIII, mit 
dem Aussehen der Oberflächen der verdrehten Flußeisenstäbe Fig. 27 
und 28, Taf. XVIIJl). 

Rundstäbe erfahren durch die Verdrehung eine Zunahme der 
Länge. . 

Bei Schrauben hat die Verdrehung durch ein linksdrehendes 
Moment zur Folge eine Verlängerung, wenn sie rechtsgängig sind, 
und eine Verkürzung, wenn sie linksgängig sind. Die Ganghöhe wird 
im ersteren Falle kleiner, im letzteren größer. 

Die Zugfestigkeit der Schrauben ist größer als diejenige 
der Rundstäbe aus dem gleichen Material (Schweißeisen, Flußeisen), 
eine Folge der Hinderung der Querzusammenziehung. 

Die Drehungsfestigkeit der rechtsgängigen Schrauben aus 
Schweißeisen ist bei linksdrehendem Momente kleiner a:ls diejen!ge 
der Rundstäbe aus dem gleichen Material. 

Bei Flußeisen, das durch ein linkssinniges Moment verdreht 
wird, ist die Drehungsfestigkeit der rechtsgängigen Schrauben 
nahezu gleich derjenigen der Rundstäbe, diejenige der linksgängigen 
Schrauben dagegen kleiner. 

Während die Zugfestigkeit der Schrauben aus gezogenem 

1) Der Wert der Verdrehungsprobe zur Feststellung der Güte des Ma· 
terials erscheint heute noch nicht ausreichend gewürdigt. 

Fig. 29 und 30, Taf. XV, zeigen Stahldrji.hte, die durch weitgehende Ver· 
drehung zum Bruch gebracht wurden. Fig. 3Q. ·erinnert an das Aussehen von 
Fig. 10, § 35, Taf. XVI. Der Bruch erfolgte en'j;}ang der ursprünglichen Zieh­
richtung, die durch die Verdrehung in ein~ Spirale übergegangen ist. Bei 
Fig. 29 sind zahlreiche Stellen des Drahtes ohne bedeutende Verdrehung ge­
blieben, die Formänderung hat sich also sehr ungleichförmig auf die ganze 
Stablänge verteilt. 
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Schweißeisen bedeutend größer ist als diejenige der Schrauben aus 
nicht gezogenem Schweißeisen, erscheint dies bei der Drehungs­
festigkeit nur in geringem Maße der Fall. 

4. Eigene Versuche mit Stahl (1914). 

Die Hauptergebnisse dieser Versuche sind: 
Die Schubzahl fJ beträgt durchschnittlich 1 : 835 000 = 1,2 .Milliontel, 

Die Dehnungslinie, giltig für den Drehungsversuch, zeigt die Ge-
stalt der Fig. 31 mit Streckgrenze. Sie entsteht dadurch, daß zu den 
Größen des verdrehenden Momentes als senk-
rechten Abszissen die Verdrehungen des Stabes 
als wagrechte Ordinaten aufgetragen werden. 

Fig. 31. Fig. 32. 

Das Arbeitsvermögen, entsprechend der auf Fig. 31 einge­
schlossenen Fläche, ist für zähe Stoffe weit größer als beim Zug­
versuch. Um dies anschaulich darzustellen, ist für einen Stab aus 
demselben Material die Dehnungslinie für den Zugversuch in Fig. 32 
wiedergegeben. Die Flächen gelten bei Fig. 31 und 32 je für das­
selbe Stabvolumen. 

ö. Eigene Versuche. mit Beton- und Eisenbetonkörpern 
(1910 und 1911). 

Über die Versuche ist in Heft 16 d~r Veröffentlichungen des 
deutschen Ausschusses für Eisenbeton ausführlich berichtet. 
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1 

2 

3 

4 
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~ 36. Zusammenfassung. 

§ 36. Zusammenfassung . . 
Nach Maßgabe der in den Paragraphen 32 bis 34 enthaltenen Er-

örterungen sowie auf Grund der in § 35, Ziff. 1 und 2, niedergelegten 
Versuchsergebnisse lassen sich folgende Beziehungen zusammenstellen. 

Der in der letzten Spalte auftretende Wert Ka, ist für den recht­
eckigen Querschnitt aus Drehungsversuchen nach GI. 5 in § 34 berechnet. 

Querschnittsform 

I • 
.. -~- ..... 

-~· 

j f 1 I 
<I' 
t- -
'$ 
L 

a>b 

~" _.,._-' .. ,-e 1 j1 I ; 
H ·-i~ .-
~ i i i __ :t_ 

Js, .l.s.~ 
a>b 

a0 :a=b0 :b=m 

- -·-·----. 

1) 2) ") s. s. 386. 

Drehungsmoment 
Md 

!!___ k d3 
16 d 

:n; d4-d 4 -k ___ _j)_ 
16 d d 

:n k ab'!. 
2 d 

n aba-a b 3 
-- k --- 0 _o__ 
2 tl b 

-- !:___ k ba 
1,09 d 

Drehungswinkel 
{} 

~~Mdß 
:n d4 

32- J.lfd_ß 
:n d4- do4 

1 a'!.+b'!. 
-M--ß :n d a3ba 

1 a2 +b'!. 
.;Mda3b3-(l ~-:m4/ 

Md 
0,967 "[;4 ß 

K":Kz 
für 

Gußeisen 

: reichlich 1 

I 
I 
I 

I 

I reichl. 0,8 1) 

1 bis 1,25 2 ) 

0,8 bis 1 3) 
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--~----

Drehungsmoment Drehungswinkel 
Kd:K: 

Nr. Querschnittsform für Md {} 
Gußeisen 

_!_ k b2 h 
b2+h2 

1p d 11'oMd l)3f/,3 ß 
worin worin :·1 i 
1p = 3 +--2'~- - 06 b . b. 6 -~) 6 ...,_ . 

1p0 = 3,64t>- 0, h. 1,4 IS 1, -. I 

'- h_J_ 
:.,6 .: b ' 0,45 

Über die Ergebnisse 
h>b der Versuche mit 

Schraubenfedern vgl. 
s. 570 

~.IL.., 
-1 

-2-k b2 h 7 9 tl 
1.5 

.& 

8 i .~-k b2 h 1.5 I 

~ 9 tl 
I 

:Ä: Md 9 
'!) &- 2_ k b3 

I ' 20 d 
46,2vß 

". ,g .• 

··m 10 ,.:_ ~- _2_ k ba h - bo a hfl , 1 bis 1,25 :J) I $, 9 d b ._ 
!.. - ". >! 

h>b 

h0 : h=b0 : b 

'!' 6' I -l 
' ·{o t~ 

~- kds2 (h + 2 b0 ) 4) 
11'Md (4. p 11 ..: --

1,4 bis 1,6 2) I -" 
L . -~ 

'lf' = 40 bis 42 ~) .,._". 

2) 3) •) 5) s. S. 385 und 386. 
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13 

14 
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---··--- ----------

Drehungsmoment Drehungswinkel 
Kd:K, 

Querschnittsform für 
M" {} 

Gußeisen 

d• 

'f+ i I 

!kds~(h+b-s) ' .. I 
...; . ~ i 1,4 bis 1,6 2) 

I 't 
I I ' ~ 
t. ~- -~ : 

~-· ,g --~ 

~-E I ~ ·: 2 ~- ..!~" -0 kds2 (h+ 2 b0 ) 1 1,4 bis 1,6 2) 
I I 

' '(_' l I .... $-.,~ I 
s=b-b0 =0,5(h-h0) I 

... ~ .. 
J-~ : krls2 (h+b-s) 
I 

1,4 bis 1,6 2) ..: 
I 1 

~- ' '-i 
:.- $-• 

Die Zugfestigkeiten Kz und die Drehungsfestigkeiten Kd setzen 
Gußeisen voraus, wie es zu zähem, festem Maschinenguß Verwendung 
findet. Die Drehungsfestigkeiten wurden an unbearbeiteten Stäben, 
Fig. 1 bis Fig. 7, § 35, und Fig. 14. 16, 17 § 35 (in g_etrockneten 
Formen gegossen) ermittelt. 

Die für Versuchsstäbe N r. 6 (sofern h > b ), N r. 11 bis 14 brachen 
immer in der Nähe der Endplatten, entsprechend dem Umstande, 
daß sich an diesen Stellen der Ausbildung der Querschnittswölbung 
ein Hindernis bietet, das trotz der Hohlkehle, mit welcher der pris­
matische Teil an die Endplatten anschließt, hier zum Bruche führt. 
Der letztere ist die Folge einer gleichzeitigen Inanspruchnahme durch 
Schub- und durch Normalspannungen, wie in § 34, Ziff. 3, erörtert 
worden ist. (Vgl. auch § 35, Gußeisen A, a.) Der ermittelte Wert 
von Kd muß deshalb kleiner sein als die tatsächliche Drehungs­
festigkeit. In· denjenigen Fällen der Anwendung, in denen die Sach­
lage hinsichtlich des Anschlusses eines auf Drehung in Anspruch ge­
nommenen Stabes an einen solchen mit größerem Querschnitt eine 
ähnliche ist wie bei den Versuchskörpern, schließen die angegebenen 
Werte von Kd die Berücksichtigung der gleichzeitigen Inanspruch-

2) s. s. 386. 
f'. Ba eh, Ela,tizitat. 7. Aufl. 25 
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nahme durch Normalspannungen in sich. In Fällen der reinen 
Drehungsanstrengung (ohne Hinderung der Querschnittswölbung) führt 
die Verwendung dieser Werte zu einer etwas größeren Sicherheit, was 
im Sinne des Zweckes unserer Festigkeitsrechnungen zu liegen pflegt. 

Die Gleichungen für Nr. 13 und Nr. 14 bedingen kräftige Rippen, 
etwa von s: k= 1:5 an. Außerdem ist für Nr. 13 noch zu fordern, 
daß b0 nicht wesentlich mehr als 8 = b - b0 beträgt. 

1) Dieser Wert hängt ab von dem Verhältnis d0 : d. In dem 
Maße, in dem sich dasselbe der Null nähert, steigt er etwa 
bis reichlich 1. Die Zahl 0,8 gilt für d0 : d ungefähr gleich 0,7. 

2) Es sind um so geringere, der kleineren Zahl näher kommende 
Werte zu wählen, je mehr sich je beziehungsweise die Ellipse 
dem Kreise, das Rechteck dem Quadrate, der I- und der 
[-Querschnitt der Quadratform (b0 = 0, k = s), ebenso der 
+- und der L-förmige Querschnitt der letzteren (h = b = s) 
nähern. 

3) Hier sind die Bemerkunge~ 1) und 2) zu berücksichtigen. 
Je kleiner verhältnismäßig a0 und b0 (gegenüber a und b) 
beziehungsweise b0 und h0 (gegenüber b und k) sind, um so 
mehr nähert sich unter sonst gleichen Verhältnissen der 
Koeffizient der oberen Grenze. Das gleiche gilt, je lang­
gestreckter der Querschnitt ist. 

4) Nach eigenen Versuchen mit I -Eisen Normalprofil Nr. 20 
(Flußeisen) kann gemäß Gleichung 1 a, § 35, gesetzt werden 

Md= rund~kd [s2 h+2s02 b0J, 
worin s0 die mittlere Flanschenstärke bezeichnet. 

5) Nach eigenen Versuchen mit I-Eisen Normalprofil Nr. 20 
(Flußeisen), vgl. S. 379. 

VI. Schub. 
§ 37. Allgemeines. 

Schubanstrengung unter der Voraussetzung gleichmäßiger 
Verteilung der Schobspannungen über den Querschnitt. 

Der Fall der Inanspruchnahme auf Schub wird dann als vor­
handen betrachtet, wenn sich die auf den geraden stabförmigen 
Körper wirkenden äußeren Kräfte für den in Betracht gezogenen 
Querschnitt ersetzen lassen durch eine Kraft (Schubkraft), die in 
die Ebene des letzteren fällt und die Stabachse senkrecht schneidet. 
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Erfüllt erscheint diese Voraussetzung nur bei einer Sachlage, 
wie sie in Fig. 1 dargestellt ist, entsprechend dem Arbeitsvorgange 
bei einer Schere zum Schneiden von Eisen. Aber auch hier nur in 
dem Augenblick, in dem der Stab von den Kanten .der beiden 
.Seherblätter A und B gerade berührt wird; denn sobald das obere 
Blatt sich weiter vorwärts bewegt, dringen beide Blätter in den 
Stab ein, Fig. 2: an die Stelle der Berührung des letzteren in zwei 
Linien durch A und B tritt eine solche in zwei Flächen. 

Damit rückt die obere Kraft S nach rechts, die untere nach 
links; es entsteht neben der Schubkraft S ein rechtsdrehendes Kräfte­
paar, dessen Moment noch dadurch gesteigert wird, daß sich die 
Kraftrichtung neigt. Dieses Moment ruft Biegungsbeanspruchungen 

Fig. 1. Fig. 2. 

wach, die bedeutend werden können. Aus Scherversuchen mit 
sprödem Material pflegen sich erheblich zu geringe Werte für die 
Schubfestigkeit zu ergeben 1). 

Wir erkennen, daß - streng genommen - Schubinanspruch­
nahme allein niemals vorkommen kann, daß vielmehr die Schub­
kraft S immer von einem biegenden Moment begleitet sein wird. 

Die Schubkraft S ruft in dem betrachteten Querschnitt Schub­
spannungen wach, die im allgemeinen von Flächenelement zu Flächen­
element veränderlich sein werden, und bezüglich welcher zunächst 
nur bekannt ist, daß sie, je multipliziert mit dem zugehörigen Flächen­
element und zusammengefaßt, eine Resultante geben müssen, die 
gleich und entgegengesetzt S ist. Mit der Unterstellung, daß die 
Behubspannungen in den verschiedenen Flächenelementen entgegen­
gesetzt S gerichtet, also unter sich parallel sind, und die 
gleiche Größe r über den ganzen Querschnitt von der Größe f 
besitzen, findet sich 

S=rf oder 1) 

woraus mit 
k 8 als zulässiger Schubanstrengung 

1) Vgl. z. B. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1906, S. 1757 u. f. 
25* 
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folgt 

oder 
s ks>r . ....... 2J 

Hinsichtlich der gemachten Annahme, betreffend die Richtung 
und die Größe der Schubspannungen, ist folgendes zu bemerken. 

Greifen wir den kreisförmigen Querschnitt, Fig. 3, heraus, so 
müßte hiernach beispielsweise im Querschnittselement des Umfangs­
punktes 0 bei senkrecht nach unten wirkender Schubkraft S die 
Schubspannung vertikal aufwärts gerichtet sein, während sie tatsäch­
lich in die Richtung der Tangente im Punkte 0 des Kreises fallen 
muß, es sei denn, daß in diesem Umfangspunkte eine äußere Kraft 
tätig wäre, die eine andere Richtung von 1: bedingen würde. In 

Fig. 3. Fig. 4. 

den Punkten 0 bis D des rechteckigen Querschnittes, Fig. 4, wird 
die entgegengesetzt S gerichtete Schubspannung .in Wirklichkeit Null 
sein müssen - sofern äußere Kräfte hier nicht angreifen - während 
sie nach der obigen Voraussetzung in allen Flächenelementen die 
gleiche Größe besitzen sollte usf. 

Hieraus folgt, daß die Unterstellung, die zu der Beziehung 1 
und 2 führte, wenigstens im allgemeinen unzutreffend ist. 

§ 38. Die Schobspannungen im rechteckigen Stabe. 

Wir erkannten in der Einleitung, daß die Schubkraft immer 
von einem biegenden Moment begleitet sein wird. Davon ausgehend, 
stellen wir uns die Aufgabe, für die in Fig. 1 und 2 gezeichnete 
Sachlage - Balken einerseits eingespannt, am anderen freien Ende 
belastet - die Größe der Schobspannungen im Abstande 1J von 
der y-Achse, die hinsichtlich der Inanspruchnahme auf Biegung als 
Nullachse erscheint, zu ermitteln. 

Zu dem Zwecke denken wir uns ein Körperelement ABOD, 
Fig. 1 bis 3, von der Länge x1 - x, der Breite b und der Höhe e - 1J 
aus dem Stabe herausgeschnitten. Auf die Stirnflächen AB und CD 
desselben, Fig. 3, wirken Normalspannungen a, die mit dem Ab­
stinde 1J wachsen. Nach § 16 darf unter der Voraussetzung, daß 
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die Dehnungszahl unveränderlich ist, diese Zunahme proportional 
der ersten Potenz von fJ gesetzt werden, wie auch Fig. 8, § 16, 
daselbst erkennen läßt. 

Nach Gleichung 9, § 16, ist für den Querschnitt AB, da hier 
Mb = Px, die Normalspannung im Abstande rJ 

Px 
a,J = e fJ 

und die Normalspannung im Abstande e 

Px 
a.= e e, 

sofern e = _!_ bk3 das Trägheitsmoment des Querschnittes in bezug 
12 

auf die y-Achse. 
Die auf die Querschnittsfläche AB von der Größe b (e- rJ) 

wirkenden Spannungen liefern zusammengeiaßt eine Normalkraft 

1----o<· -->t 
; t" -~ 
~ ~ 

I I 
el---w-- -­

-·t·---!---- -

J.. __ !,& -~ 
I ' ' 

~.- : , T 
I I I 

_ _! ---~---- t.~ 
,~ ----+--- ~-.-, __ :iUt 

I 

Fig. 1. 

I 

' I L_-:I __ Li. 

1 
'I 

Fig. 2. Fig. 3. 

N= a., + a"b(e-n) = Px e+~b(e- rJ) = Px e2- 'YJ2 b. 
2 e 2 e 2 

Für den Querschnitt GD findet sich wegen M b = Px1 auf ganz 
gleichem Wege diese Normalkraft zu 

P 2 2 
N- xt e -YJ b 
~- e --2- · 

Da infolge x1 > x auch N 1 > N ist, so muß die Kraft 

p e.2_fJ2 
N -N=-(x -x)--b 

1 e 1 2 

durch Spannungen in der Fläche GA, deren Größe gleich (x1 - x) b, 
übertragen werden, sofern an der Mantelfläche BD äußere Kräfte 
nicht angreifen, was vorausgesetzt werden soll. Diese in der Rich­
tung GA wirkenden und über die Stabbreite b als gleich groß an­
genommenen Schubspannungen seien mit 't bezeichnet. Dann gilt 
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p e2-172 
N1 -N=-r(x -x)b=-(x -x)----b 

1 e 1 2 , 
woraus 

p e2- 1]2· p 3 8 r 'f}, , I 
-r= e -2-~ 6 bh' (e'-~')~Hh l,_ (:) j ') 

unter Beachtung, daß hier P = 8. 
Die Schubspannung erlangt ihren größten Wert für 'fJ = 0, d. i. 

für die Stabmitte (Nullachse). Derselbe beträgt 

3 8 3 8 
'rmax=2 bh =2{' • 2) 

sofern b h = f gesetzt wird. 
In der Nullachse ist hiernach die Schubspannung um 

500fo größer als bei gleichmäßiger Verteilung der Span-
nungen über den Querschnitt. · 

Für h . d · f" d" am weitesten von der Nullachse ab-'fJ = 2 , . 1. ur 1e 

stehenden Punkte, wird -r = 0. 
Werden in Fig. 4 die zu den einzelnen Abständen 'f} gehörigen 

Werte von -r als wagrechte Ordinaten aufgetragen, so wird eine 
Linie EF E erhalten, die das Änderungsgesetz von -r klar veran­
schaulicht. Diese Linie ist für das Rechteck eine Parabel, deren 

- 3 8 
Scheitel F um 0F=-rmax= 2 bh von 0 abliegt, wie sich ohne 

weiteres ergibt, wenn die Senkrechte FG als Ordinatenachse gewählt 
wird und der Gleichung 1 die Form 

·-Q-·~·.QG)' 
oder 

gegeben wird. 
Die vorstehende Betrachtung ermittelte die Schobspannungen 

in Ebenen, die parallel zur Stabachse laufen und senkrecht zur 
Richtung der Schubkraft 8 stehen, so z. B. in einem beliebigen 
Punkt P der Linie P' P', Fig. 4, immer diejenige Schubspannung -r, 
die senkrecht zu P' P' wirkt und parallel zur Stabachse (demnach 
senkrecht zur Bildebene, Fig. 4) gerichtet ist .. Nach § 30 (vgl. auch 
Fig. 5, § 32) treten die Schobspannungen immer paarweise auf, derart, 
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daß die obenerwähnte Spannung -r auch im Punkte P der Quer­
schnittsebene, also in der Bildebene liegend, vorhanden ist. Infolge­
dessen ergibt die Gleichung 1 gleichzeitig die Schubspannungen in 
der Querschnittsebene, und zwar diejenigen, die im Abstande 'YJ in 
dem Flächenstreifen bd'Yj wirksam sind. Damit ist in Gleichung 1 
ebenfalls das Gesetz gewonnen, nach dem sich die Schubspannungen 
in der Ebene des Querschnittes verteilen. 

Die Forderung, daß diese Spannungen in den Umfangspunkten 
des Querschnittes immer mit der Tangente an die Begrenzungslinie 

Fig. 4. 

zusammenfallen müssen, sofern äußere, eine andere Richtung be­
dingende Kräfte hier nicht angreifen, wird von diesem Verteilungs­
gesetz erfüllt. In den Punkten der Begrenzungslinie AG, Fig. 4, § 37, 
fällt die Richtung von -r mit AG zusammen, und in GBD ist r = 0. 

Mit der Veränderlichkeit der Schubspannung ist naturgemäß 
Krümmung der ursprünglich ebenen Querschnitte verknüpft, bezüglich 
welcher auf § 52 verwiesen sei. 

§ 39. Die Behubspannungen im prismatischen Stabe von be­
liebigem, jedoch hinsichtlich der Kraftebene symmetrischem 

Querschnitt 

Es bezeichne unter Bezugnahme auf Fig. 1, S. 392, 

S die Schubkraft, die in die Richtung derjenigen Hauptachse 
fällt, von der vorausgesetzt werde, daß sie Symmetrieebene 
des Querschnittes ist, 

e das Trägheitsmoment des Querschnittes in bezug auf diejenige 
Achse, die zu S senkrecht steht, d. i. die y-Achse, 

f die Größe des Querschnittes, 
2 y die Breite des Querschnittes im Abstande 'YJ, 

• 
M,1 = J2 Y'YJ d'Yj das statische Moment der zwischen den Abständen 'YJ 

1J 
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und e gelegenen (in der Figur durch Strichlage hervorgehobenen) 
Fläche des Querschnittes hinsichtlich der y-Achse, 

rp' den Winkel, den die Tangente im Umfangspunkte P' mit der 
Symmetrieachse einschließt, 

~~~~\:-----1-

Fig. 1. 

1 
I 
~ 
I 
I 

1:' die Schubspannung, die in dem um fJ abstehenden Umfangs­
punkte P' durch S hervorgerufen wird, 

k8 die zulässige Anstrengung des Materials bei Inanspruchnahme 
auf Schub. 

Nach dem Vorgange in § 38 schneiden wir aus dem Stabe 

(vgl. auch Fig. 1 und 2, § 38) ein· Körperelement, Fig. 2, 

Fig. 2. 

heraus. Auf das im Abstande TJ gelegene Flächenelement 2 ydf) der 

Stirnfläche AB wirkt die Normalspannung 

Px 
a,l = e fJ· 



s 39. Die Schubspannungen im prismatischen Stabe usw. 393 

Hieraus ergibt sich für die Schnittfläche AB von der Größe 
e 

f2yd1J die Normalkraft 
'/ 

Für die Stirnfläche 0 D findet sich auf ganz gleichem Wege 
die Normalkraft 

M'l 
Nl =Pxl e . 

Demnach der Überschuß N 1 über N 

p 
N 1 -N= e (x1 -x)M,1 • 

Diese Kraft muß durch Schubspannungen in der Fläche 0 A, 
deren Größe gleich (x1 - x) 2 y ist, übertragen werden. Dieselben, 
in Richtung der Stabachse, also senkrecht zur y-Achse wirkend, seien 
als gleich groß über die Breite 2 y vorausgesetzt · und mit ry be­
zeichnet. Dann folgt 

p 
N1 -N=ry. 2 (x1 -x)y= e (x1 -x)M," 

p M,, ) 
ry=2y· e . . . . . . . 1 

Bei der vorstehenden Entwicklung wurde angenommen, daß die 
Änderung des biegenden Momentes beim Vorwärtsschreiten von dem 
einen zu dem anderen der beiden um x1 - x voneinander abstehenden 

~--+- x, 
... ~.,. __ X 

Fig. 3. 

Querschnitte nach Maßgabe der Fig. 1,, § 38, nur von der Kraft P 
beeinflußt werde. Für den Fall, daß diese Voraussetzung nicht zu­
trifft, daß vielmehr der Stab, Fig. 3, außer durch die am freien 
Ende angreifende Kraft P auch noch sonst belastet ist, etwa durch 
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eine Kraft P', durch die gleichmäßig über ihn verteilte Last ql 
sowie durch eine zwischen den beiden Querschnitten angreifende 
Last P", findet sich für 

die Stirnfläche AB die Stirnfläche CD 

das biegende Moment: 
x2 

Px+P'x'' q­T 2' P + P , , + xt 2 + P" x " xl xt q 2 1 ' 

x2 
Px+P'x'+qT 

die Normalspannung a,1: 

Px1 +P'x1' +q x~2 +P"x/' 
e -n, 

e 

die Normalkraft J2 ya,1dn: 
'I x2 x 2 

'Y), 

Px+P'x' +q- Px1 +P'x/ +qi-+P"x/' 
N= e 2M,~' Nt= e M,,. 

Hieraus folgt 

P(x1 - x) + P' (x1'- x') + ~ (x1 2 - x2) + P" x/' 
N1 - N = ---~- ----~------(§_______ M,,. 

Wegen 

wird 

p ~ .+ ];'' ~ + xt + ~ ~ + P" x " q 2 1 

Nt-N=-------i9- ---M,I. 

Diese Kraft ist durch die Schubspannungen in der Fläche GA 
vom Inhalte 2 y; zu übertragen. Soll deren Größe innerhalb dieser 
Fläche als konstant angenommen werden dürfen, so muß ~ unendlich 
klein gewählt werden. Dann ergibt sich zunächst 

N 1 -N=:ry2y~ 
und die Schubspannung: 

1. für den Querschnitt GD im Abstande x1 = x + ~ vom freien 
Ende 

. + " 
P+P' +qi~+J>" -1--

'-' M,l, 2 yc.-
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x" 
woraus unter Beachtung, daß, wenn $ unendlich klein ist, _L = 1 

sein muß, P+P'+qx +P" $ 
t- 1 M. 
y- 2y(-1 ,,, 

2. für den Querschnitt .AB im Abstande x vom freien Ende 

_P+P'+qxM 
'ly- 2y8 ,,. 

Im ersteren Falle ist 

P+P' +qx1 +P"=S 
und im zweiten 

P+P'+qx=S. 
Demnach allgemein 

ganz, wie oben schon gefunden 1). 

1) 

Dieser Wert, der zunächst nur die wagrechte Schubspannung 
bestimmt, nach § 30 aber auch gleich der senkrechten Schubspannung 
in demselben Punkte des in wagrechter Lage gedachten Stabes ist, 
bedarf noch einer Ergänzung, damit die Forderung befriedigt wird, 
daß die Schobspannungen in den Querschnittselementen der Umfangs­
punkte tangential zur Begrenzungslinie gerichtet sind. 

Diese Forderung bedingt beispielsweise für das im Punkte P', 
Fig. 1, gelegene Flächenelement, daß die Schubspannung in die Rich­
tung der Tangente T P'Q oder QP'T fällt. Andererseits fanden 
wir oben, daß die senkrecht zur y-Achse, also parallel zur Richtung 
der Schubkraft wirkenden Schobspannungen die nach Gleichung 1 
bestimmte Größe ty besitzen müssen. 'Beiden Bedingungen wird durch 
die Annahme Befriedigung, daß die Schubspannung im Punkte P' 
beträgt 

, ty _ S M., ) 
'l = cos q;• - 2 y cos q/ e · · · · · · · 2 

und für den beliebig zwischen P' P' gelegenen Querschnittspunkt P 

'l=-'l_y_=· s ~., ....... 3) 
COSlp 2 y COS lp ~ 

1) Die vorstehende Entwicklung läßt sich kürzer und allgemeiner gestalten, 
wenn von dem Satze Gebrauch gemacht wird, daß der erste Differentialquotient 
des biegenden Momentes Mb in bezug auf x gleich der Schubkraft ist, d. h. 

iJ,Mb=S 
dx · 

Aus leicht ersichtlichem Grunde wurde dem eingeschlagenen Wege der Vorzug 
gegeben. 
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Gleichung 3, aus der sich die Beziehung 2 mit rp = rp' als 
Sonderwert ergibt, spricht aus, daß die sämtlichen Schubspannungen 
in den um 'fJ von Y Y abstehenden Querschnittselementen sich in 
demselben Punkte Q schneiden und die gleiche Komponente -ry in 
der Richtung von S besitzen. 

Wegen ?! < k8 ergibt sich 

k>-~M'~ 4) 
8 =2ycosq/ B · · .. · · ' · · · 

oder 
e 

S<k8 M 2ycosrp' 
'I 

Aus der Gleichung 2 folgt na~hstehendes. 

a) Rechteckiger Querschnitt, Fig. 2, § 38, da hier 

2y=b rp'=O, 

h 

M'~=b(: -n) 2 ;~=! (~ _'YJ2), 

und für fJ=Ü 
3 s 3 s 

-r".a.:=~- bh =27' 
wie schon im § 38 als Gleichung 2 ermittelt. 

b) Kreisförmiger Querschnitt, Fig. 4. 

y=r sintp=rcosrp' (=1lr2. 

5) 

Das statische Moment MtJ des Kreisabschnittes kann unmittelbar 
bestimmt werden durch Integration oder auch durch die Erwägung, 
daß der Abstand des Schwerpunktes desselben von der y-Achse 

(2 y)3 
12 fa' 

sofern f.. den Inhalt des Abschnittes bezeichnet. 

(2 y)3 2 y3 2 r8 oos8 rp' 
M'~=127:fa=-3-= 3 
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1 8 2r8 cos8 tp1 4 8 , 48 , 
.,; =--- =----costp =--cosq; . 6) 

2 r cos2 q;' ~ 4 3 ~ r 2 3 f 

oder auch, da 

3. 4 r 

cosq;'=Vl- cm;2 "P =V 1-~~r 

4 8"' I ( )" 1:'=--sr v l- ; 

Für q;' = 0, d. i. für die Nullachse, erlangt.,;' seinen größten Wert 

I 
i I 

I , : 
: I 
•-----zr-----~ 

I 
Fig. 4. 

7) 

Bei kreisförmigem Querschnitt ergibt sich demnach 
die Schubspannung in der Nullachse um 33 1 / 8 °/0 größer, als 
wenn gleichmäßige Verteilung der Schubkraft über den 
Querschnitt unterstellt wird. 

Werden die zu den einzelnen Abständen 'YJ gehörigen Werte 
von 7:1 als wagrechte Ordinaten aufgetragen, so wird, da 

das Änderungsgesetz von .,;' durch eine Ellipse dargestellt. 

c) Kreisringförmiger Querschnitt, Fig. 5, S. 398. 
Unter der Voraussetzung, daß die Wandstärke verhältnismäßig 

klein ist, und es sich nur um die Ermittlung der größten, in der 
Nullachse auftretenden Schubspannung handelt, findet sich mit 
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q/=0 

Bz= 6: (d4 - d04)= 6: (d2 +a02)(d +a0) (d-d0 )="': dm 3 s. 

M,l = 21 ndms.!.--dm= 21rd.,,2B, 
7l .. 

Fig. 5. 

sofern der Querschnitt des Ringes 

:Jlfd2 d2)- .3 4~ - 0 -:JlumB={. 

Hiernach erscheint die Schubspannung in der Nullachse 
um 1000Jo größer als bei gleichmäßiger Verteilung der 
Schubkraft über den Querschnitt. 

d) I-Quersc~nitt, Fig. 6. 

Fig. fl. 

In der 1\Iitte des Steges ist 

2y= 1,5 cm ql=O, 

M 11 = 1,5. 8. 4 + 10. 2. 9 = 228 cm8 , 

f) = _!:__ (10. 208 - 8,5 . 163) = 3765 cm4 , 
12. 
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8 228 
-r".,.., = 15 3765 = 0,0404 8. 

' Wegen 
f'= 10.20-8,5.16 + 64 qcm 

wird 
8 

-r"'""' = 2,59 7. 

Streng genommen ist für Querschnitte dieser Art, bei denen 
sich die Breite 2 y und der Winkel ((11 beim Übergang des Steges in 
die Flanschen plötzlich ändern, die Gleichung 2 nicht mehr richtig; 
jedenfalls kann sie für die Beurteilung der Schubspa.nnungen an 
dieser Übergangsstelle und in der Nähe derselben ganz un­
zutreffende Werte liefern. Da, wo ein so plötzlicher Wechsel in der 
Breite des Querschnittes eintritt, muß die oben gemachte Voraus­
setzung des Gleichbleibens von -ry über die ganze Breite 2 y unzu­
lässig werden. 

Die Gleichung 3 und ihre Sonderwerte beruhen auf der Voraus­
setzung einer unveränderlichen Schubzahl. Bei Materialien, für welche 
diese Voraussetzung nicht zutrifft, wie z. B. bei Gußeisen, werden 
dieselben unter Umständen zu mehr oder minder bedeutenden Un­
richtigkeiten führen können. 

§ 40. Schubversuche. 

Dieselben pflegen durchgeführt zu werden nach Maßgabe der 
Fig. 1, § 37, S. 387, oder insbesondere für Rundstäbe mit der in 

Fig. 1. 

Fig. 1 dargestellten Einrichtung, wobei der Versuchsstab in zwei 
Querschnitten, also doppelschnittig, durchgeschert wird. 

Bedeutet 8 die Kraft, die erforderlich ist, um den Stab vom 
Querschnitte f abzuscheren, so wird der Quotient 

8 f (Verfahren Fig. 1, § 37, S. 387), 
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bzw. 
8 . 
2 f (Verfahren F1g. 1) 

als Schubfestigkeit oder Scherfestigkeit des Materials be­
zeichnet. Der letztere Ausdruck erscheint als der zutreffendere. Es 
wird, namentlich durch das Verfahren, wie es Fig. 1, § 37, S. 387, 
andeutet, weniger die Widerstandsfähigkeit ermittelt, die bei einem 
auf Schub beanspruchten Konstruktionsteil nach Maßgabe der Be­
trachtungen in den §§ 38 und 39 in Frage steht, als vielmehr die­
jenige Kraft, die erforderlich ist, um den Stab durchzuschneiden. 
Aus diesem Grunde hat es auch Bedenken, von der so ermittelten 
Scherfestigkeit auf die zulässige Schubanstrengung zu schließen. 
In dieser Beziehung sei insbesondere noch auf folgendes hinge­
wiesen. 

Nach Gleichung 6, § 31, besteht für durchaus gleichartiges 
Material zwischen der Schub- und Zuganstrengung die Beziehung 

k,=0,75 kz bis 0,8 k,. 
Weiter ist beispielsweise nach Gleichung 2, § 38, für einen Stab 

von rechteckigem Querschnitt 
3 8 3 8 

"lmax= 2 bh =2(' 
woraus wegen T",ar < k, 

3 8 
lc.>27' 

3 s 
---<075/c bis 08k. 2 r= , • , • 
~ < 0.5 k. bis 0,53 k •. 

Ahaeherversuche mit Schmiedeisen und zähem Stahl, in ein<-r 
der beiden beschriebenen Weisen angestellt, liefern die Scherfestig­
keit= 0,67 bis 0,8 der Zugfestigkeit, also wesentlich höher. 

Für kreisförmigen Querschnitt ist nach Gleichung 7, ~ 39, 

48 
"lma:r=ifr' 

woraus 

~ :'S 0,56 k. bis 0,6 k •. 

Abscherversuche, nach Fig. 1, S. 399, durchgeführt, pflegen die 
Scherfestigkeit des Schmiedeisens und des zähen Stahles zu 0, 7 5 
bis 0,8 der Zugfestigkeit zu geben, also ebenfalls wesentlich größer. 



~ 40. Schubversuche. 401 

Die unten folgenden Versuche mit gußeisernen Rundstäben 
liefern sogar 

Scherfestigkeit: Zugfestigkeit= 1620: 1595 = 1,02: 1, 

bzw. 1967:1679 = 1,17:1. 

Dieses abweichende V erhalten des Gußeisens gegenüber Schmied­
eisen und Stahl erklärt sich in erster Linie aus der Veränderlichkeit 
der Schubzahl ß (Dehnungszahl a). 

Für di.ie Beurteilung der beiden Prüfungsverfahren kommt sodann 
weiter in Betracht der oben festgestellte Umstand, daß die wirkende 
Schubkraft von einem biegenden Moment begleitet wird. Bei dem 
durch Fig. 1, § 371 S. 387, angedeuteten Vorgang läßt sich dasselbP 
allerdings auf einen nicht bedeutenden Betrag herabdrücken, dagegen 
tritt es stark auf bei dem Verfahren nach Fig. 1, S. 399: wir haben 
tatsächlich einen im mittleren Teile (innerhalb der Strecke b) be­
lasteten und nach außen aufliegenden Stab. Eine scharfe Beobachtung 
zeigt auch deutlich, daß der Versuchskörper durch die Belastung 
zunächst eine Durchbiegung erfährt und dann erst abgeschert 
wird. Ist das Material spröde, wie z. B. Gußeisen, so erfolgt zu­
nächst Bruch des Stabes dur'ch das biegende Moment, und 
zwar innerhalb der Strecke b; erst später (bei höherer Be­
lastung) tritt das Abscheren ein. In dieser Hinsicht geben die 
nachstehenden Versuche des Verfassers lehrreichen Aufschluß. 

Rundstäbe von 20,0 mm Durc·hmesser (f= 3,14 qcm), aus 
Gußeisen gedreht, geprüft nach dem Verfahren Fig. 1, S. 399. 

Nr. 1. Bei der Belastung 8 = 3000 kg bricht der Stab infolge 
Biegung, der Waghebel der Maschine sinkt. Der Versuch 
wird fortgesetzt, hierbei steigt die Belastung allmählich 
bis S = 10200 kg, welche Kraft das Abscheren herbei­
führt1). 

Fig. 2 (Taf. XXI) zeigt den an den Enden auf die 
Länge b abgescherten und im mittleren Teile durch 
Biegung gebrochenen StabteiL Die von dem biegenden 
Moment gezogenen Fasern sind gerissen, während die 
gedrückten zum Teil noch unangegriffen erscheiuen. 

Die Scherfestigkeit beträgt 10200 = 1624 kgfqcm. 
2. 3,14 

1) Diese· 1884 vom Verfasser festgestellte Erscheinung der Aufeinander­
folge des Biegungsbruches und des Abseherens sowie der große Unterschied 
zwischen den betreffenden Belastungen sind um so bemerkenswerter, als die 
Biegungsfestigkeit, gußeiserner Rundstäbe das Doppelte der Zugfestigkeit über­
steigt. (V gl. § 22, Ziff. 2.) 

C. Bach, Elastizität. 7. Autl. 26 



402 VI. Schub. 

Nr. 2. Bei der Belastung S = 2825 kg bricht der Stab infolge 
der Biegung (d. h. die gezogenen Fasern zerreißen), bei 
S = 9950 kg erfolgt das Abscheren. 

Scherfestigkeit= ~~_Q_ = 1584 kgjqcm. 
2. 3,14 

Nr. 3. Verhalten ganz wie bei Nr. 1 und 2, S = 3350 kg be-
ziehungsweise 10370 kg. 

S h f . k . 1o37o k I c er est1g ezt=----= 1651 g qcm. 
2. 3,14 

Durchschnitt der Scherfestigkeiten 

1624 + 1584 + 1651 6 k I = 3 = 1 20 g qcm. 

Eine genaue Bestimmung der Biegungsfestigkeit ist nicht mög­
lich, da die Feststellung des biegenden Momentes Mb die Kenntnis 
der Verteilung der Belastung über die Strecken a, b und a voraus­
setzt, und überdies neben der Biegungsanstrengung auch Schub­
anstrengung stattfindet. Außerdem kommt noch der Einfluß der 

rnr rrn 
l'"""".j...-' ...:. ... ->~ 

Fig. 3. 

Reibungskräfte in Betracht, die durch die Biegung des Stabes in 
den Auflagerflächen wachgerufen werden. (V gl. § 46 oder auch Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, Fußbemerkung auf 
S. 224 u. f.) Wird in Übereinstimmung mit Fig. 3 gleichmäßige yer­
teilung unterstellt und der Einfluß des Reibungswiderstandes ver­
nachlässigt, so wäre 

M = S (!!.. +!!_ _!!_) = S (a + !!_) 
b 22 2 4 4 2 

und, da im vorliegenden Falle 

a=2,2 cm b=3,0 cm 

die Biegungsfestigkeit Kb 

3000 
-4- (2'2 + 1'5) 3000. 3,7 

für Nr. 1 = ="' 3530 kgfqcm, 
I!!_ 28 3,14 

32. 
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für Nr. 2 
2825.3,7 I 

3 14 =""' 3330 kg qcm, 
' 

für Nr. 3 
3350.3,7 k 
~-- = ""'3950 gfqcm, 

-------------------
im Durchschnitt K 11 = 3603 kgfqcm. 

Die Zugprobe mit denselben Rundstäben hatte ergeben die 
Zugfestigkeit 

für Nr. 1 . 1560 kgfqcm, 
für Nr. 2 . 1586 kgfqcm, 
für Nr. 3 • 1640 kgfqcm, 

im Durchschnitt Kb = 1595 kgjqcm. 

Nach § 22, Ziff. 2, Gußeisen A, S. 286, Nr. 6, wäre hieraus auf 
eine Biegungsfestigkeit von 

K11 =2,12 K.=1595. 2,12=3381 kgfqcm 

zu schließen, welche Größe nicht sehr bedeutend abweicht von der­
jenigen, die auf Grund der Annahme gleichmäßiger Verteilung der 
Kräfte über die Strecken a, b und a erhalten wurde. Würde der 
das biegende Moment vermindernde Einfluß der Reibung berück­
sichtigt worden sein, so wäre eine noch weiter gehende Überein­
stimmung eingetreten. 

Rundstäbe von rund 24 mm Durchmesser, aus Gußeisen 
gedreht, geprüft nach Fig. 1, S. 399. 

Belastung 8 beim Scher-Quer-
Durch- schnitt Bruch durch festigkeit 
niesser -------- K,= 

Nr. Ab-d _n__ d2 Biegung 
4 81 

scheren 82:2 ~-d2 
82 

cm qcm kg kg kgfqcm 

1 2,38 4,45 7600 17650 1983 
2 2,37 4,41 8250 17060 1934 
3 2,38 4,45 8450 17750 1994 

Durchschnitt I 1970 

Die Zugfestigkeit der drei Stäbe war vorher zu 

K. = 1766 + 16:1 + 1649 = 1679 kgfqcm 

ermittelt worden. 
26* 
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Wird Schmiedeisen der Prüfung nach Fig. 1, S. 399, unter­
worfen, so erfolgt allerdings vor dem Abscheren kein Bruch, weil 
das Material dem biegenden Momente gegenüber eine genügend weit­
gehende Formänderung zuläßt. Da aber bei Konstruktionsteilen 
derartige Formänderungen in der Regel nicht statthaft erscheinen, 
so erhellt, daß selbst in Fällen der Beanspruchung, wie sie durch 
Fig. 1, S. 399, dargestellt wird, die Berechnung auf Biegung -
wenigstens der Regel nach - maßgebend ist 1). 

1) In dieser Hinsicht bringt die Literatur noch häufig irrtümliche Angaben, 
obgleich sie hiermit schon seit langer Zeit und naturgemäß im Widerspruch 
mit dem steht, was zweckmäßigerweise tatsächlich ausgeführt wird. So pflegt 
beispielsweise in Beziehung auf die Gelenkbolzen bei Dachkonstruktionen u. dgl., 
für die Keile der Keilverbindungen, die Bo!zen gewisser Schraubenverbin­
dungen, die Zähne der Sperräder usf. angegeben zu werden, daß dieselben 
auf Schub oder gegen Abscheren zn berechnen seien. Hinsichtlich der Gelenk­
bolzen und ähnlicher Teile dürfte das oben Erörterte zur Klarstellung aus­
reichen (vgl. auch § 52, Ziff. 1 a), betreffs der Keile, Gewindegäng~ usf. sei auf 
des Verfassers Maschinenelemente 1880, S. 41 u. f. (Taf. 1, Fig. 28 und 30) 
bzw. S. 50, S. 238, 1891/92, S. 80 u. f., S. 92 usw. verwiesen. In bezug auf 
Sperrzähne möge das Folgende bemerkt werden. 

Die Kraft P, Fig. 4, im ungünstigsten Falle außen im Punkt B angreifend 
(vgl. den vorletzten Absatz dieser Fußbemerkung), ergibt in bezug auf den 

Fig. 4. 

zunächst beliebig unter dem Winkel rp angenommenen Bruchquerschnitt AX 
mit dem Mittelpunkt M ein Kräftepaar vom Moment Px, das auf Biegung 
wirkt, ferner eine Schubkraft S = P sin rp und eine Druckkraft N = P cos '/', 
welch letztere in der Regel ohne weiteres vernachlässigt werden kann. 

Bezeichnet b die Breite der Sperrzähne, so findet sich die größte Eiegunga­
anstrengung o des Materials nach Gleichung 10, § 16, zu 

Px Px 
o=-1--=6 bh2 . 

. 6bh2 

Es ist nun derjenige Querschnitt festzustellen, für welchen o den größten 
Wert erlangt, was bei im allgemeinen beliebiger Gestalt der Begrenzungs. 
Iinie des Zahnes am einfachsten durch Ausproben geschieht. (S. auch. § 52 
und § 56.) 

Zur Biegungsspannung tritt nun allerdings die Schubanstrengung. Wie 
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Durch Verminderung von b und a kann allerdings das biegende 
Moment verringert werden; gleichzeitig wächst aber dann die Pressung 
8: bd gegen die Mantelfläche des Rundstabes. Hierdurch aber wird 
der Verringerung von a und damit auch derjenigen des biegenden 
Momentes eine Grenze gezogen. 

Da die Widerstandsfähigkeit des Stabes vom Durchmesser d 
gegen Biegung der dritten Potenz von d, gegen Schub dagegen nur 
der zweiten Potenz von d proportional ist, so muß das Prüfungs­
verfahren nach Fig. 1, S. 399, für das gleiche Material unter sonst 
gleichen Verhältnissep Werte für die Schubfestigkeit 8: f liefern, die 
von d abhängig sind. Durch die großen Pressungen gegen die 
Mantelflächen der abzuscherenden Zylinder, welche Kräfte ihrerseits 
gegenüber dem Bestreben des Stabes, auf der Unterlage zu gleiten, 
Reibungskräfte wachrufen (vgl. § 46), findet allerdings eine weitere 
Trübung dieses Verhältnisses statt. 

Das vorstehend Erörterte führt zu dem Ergebnis, daß die Schub­
versuche, wie sie angestellt zu werden pflegen, nicht geeignet sind, 
die Richtigkeit der Hauptgleichung (2, § 39) zu prüfen, noch die 
Unterlagen für die zulässigen Schubanstrengungen mit der wünschens­
werten Genttuigkeit zu liefern. Eine unmittelbare und genaue Prüfung 

in § 52 unter Ziff. 1 b erörtert werden wird, ergibt sich jedoch für den 
rechteckigen Querschnitt, daß die Biegungsanstrengung allein maßgebend ist, 
solange 

---,!!-- L 0,325 h, 
Slß <p -

d. h. solange 
x ~ 0,325 h sin <p. 

Diese Bedingung wird fast ausnahmslos erfüllt sein, infolgedessen Sperr­
zähne ebenso ausnahmslos auf Biegung zu berechnen sind. 

Indem der Bruchquerschnitt durch A geführt wird, wie oben geschehen, 
ist vorausgesetzt, es habe die Begrenzungslinie des Zahnes eine solche Form, 
daß die Widerstandsfähigkeit der oberhalb A möglichen Bruchquerschnitte 
einen größeren oder mindestens den gleichen Wert besitzt. Wird P als ganz 
außen angreifend angenommen, wie in Fig. 4 gezeichnet, so trifft diese Voraus­
setzung bei den üblichen Zahnformen allerdings nicht zu, wohl aber dann, 
wenn die Angriffslinie von P - in Übereinstimmung mit der Wirklichkeit -
um eine kleine Strecke von B nach innen verlegt wird. Beim Entwerfen pflegt 
man in der Weise vorzugehen, daß die Begrenzungslinie des Zahnes gewählt 
und sodann untersucht wird, ob die Beanspruchung die zulässige Anstrengung 
des Materials in keinem der möglichen Bruchquerschnitte ül1erschreitet. Bei 
Inbetrachtziehung von Querschnitten, die oberhalb A gelegen sind, ist sinn­
gemäß in der gleichen Weise vorzugehen, wie oben für den durch A gehenden 
Querschnitt dargelegt wurde. 

Über den Einfluß scharfer oder wenig ausgerundeter Ecken (hier bei A) 
vgl. das S. 564 u. f. Bemerkte. Die Spannungen fallen bei plötzlicher und sehr 
rascher Querschnittsänderung höher aus, als die obige Rechnung ergibt. 
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der Gleichung 2, § 39, auf dem Wege des Versuches begegnet er­
heblichen Schwierigkeiten. Dieselben erwachsen aus dem Umstande, 
daß die Schubkraft immer von einem biegenden Moment begleitet 
ist, und daß da, wo dessen Einfluß zurücktritt, so bedeutende Kräfte 
auf verhältnismäßig kleine Teile der Mantelfläche des Stabes zu­
sammengedrängt wirken müssen, daß die den weiteren Entwick­
lungen zugrunde liegende Voraussstzung des Nichtvorhandenseim; 
von Normalspannungen senkrecht zur Stabachse - und unter Um­
ständen diejenige des Nichtauftretens von senkrecht zur Stabachse 
stehenden Schubanstrengungen, die in Ebenen wirken, die sich in 
Parallelen zur Achse schneiden - unerfüllt bleibt. (V gl. auch den 
Schluß von § 71.) 



Dritter Abschnitt. 

Formänderungsarbeit gerader stabförmiger 
Körper bei Beanspruchung auf Zug, Druck, 

Biegung, Drehung oder Schub. 

§ 41. Arbeit der Längenänderung. 
Ein prismatischer Stab von der Länge l und dem Querschnitt f 

sei an dem einen Ende festgehalten, am anderen freien Erl'de durch 
eine von Null an stetig wachsende Kraft P belastet. Er erfährt hier­
durch eine Verlängerung. Solcher Änderungen der Länge sind nach 
Maßgabe der Darlegungen in § 4 und § 5 dreierlei zu unterscheiden: 

1. die gesamte Längenänderung A., 
2. die bleibende Längenänderung A.', 
3. die federnde Längenänderung A.", 

die mit der Kraft P in einem solchen Zusammenhange stehen, daß 

A. = (1 (P) 
A.' = (2 (P) 
A." = (3 (P) 

oder 

" 
" 

P=F1 (A.), 
P=F.JA.'), 
P= F 3 (A."). 

Handelt es sich beispielsweise um einen Lederriemen, bei dem 
die Verlängerungen langsamer wachsen als die Belastungen, so zeigt 

i!. ---------------

'Fig. i. 

die Linie, die durch A. = {1 (P) oder P . F 1 (A.) bestimmt wird, etwa 
den in Fig. 1 skizzierten Verlauf. Die mechanische Arbeit, die 



408 Dritter Abschnitt. 

aufzuwenden ist, den Riemen z. B. um l = OQ~ zu verlängern, wozu 
die von Null an gewachsene Belastung P = OQ 1 = Q2 Q gehört, wird 
dargestellt durch die schraffierte Fläche OQQ2 von der Größe 

;. ) . 
.A1 = jPdl = jF1 (J.)dJ. . . . . . . • 1) 

u u 

Davon ist zu bleibender Formänderung verwendet worden 

).' J.' 

-"4 = jPdl' = jF2 (J.')dl', 
0 u 

somit die mechanische Arbeit, die der Körper infolge seiner Elastizität 
in sich aufgespeichert hat, und die er bei der Entlastung wieder 
zurückzugeben in der Lage ist, 

l" A" 

.A8 = A1 - .A2 = j.P dl" = f F 8 ( l") dl" . . . . . iJ) 
0 u 

Die Elastizitätslehre, indem sie sich lediglich mit den elastischen 
Formänderungen beschäftigt, pflegt nur die diesen Formänderungen 
entsprechende Arbeit als Formänderungsarbeit (Deformations­
arbeit) in Betracht zu ziehen und überdies vorauszusetzen, daß 
Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen besteht, daß 
also die Dehnungslinie eine Gerade ist, wie z. B. in Fig. 1, § 2, bis 
zum Punkte .A. 

Unter dieser Voraussetzung findet sich, wenn im folgenden die 
Formänderungsarbeit, in dem soeben bezeichneten Sinne aufgefaßt, 
mit .A und die elastische Längenänderung kurz mit Ä. bezeichnet 
wird, die Arbeit der Längenänderung 

1 1 
.A=-Pl=-fal, 

2 2 

und da nach § 2, sofern Kräfte senkrecht zur Stabachse nicht wirken, 

l=aal 

.A 1 n 1 ''V =-aa· fl=-aa· , 
2 2 

. 4) 

d. h. die Arbeit der Längenänderung ist proportional dem 
Volumen V= fl des Stabes und dem Quadrate der Span­
nung. 

1) Im Falle elastischer Nachwirkung wird ein Teil von A2 wieder frei 
werden können. 
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Wird 11 durch die verhältnismäßige Dehnung e ersetzt nach 
Maßgabe der Gleichung 

e=al1, 
so folgt 

1 1 
A=-e2 fl=--e 2 V 

2a 2a 
5) 

Handelt es sich um einen Körper von veränderlichem Quer­
schnitt wie Fig. 1, § 6, so ergibt sich unter der Voraussetzung, daß 
die Dehnungszahl a konstant ist, und Kräfte senkrecht zur Stab­
achse nicht tätig sind, die Arbeit A mit Annäherung 1) durch fol­
gende Erwägung. 

Damit das im Abstande x von der freien Stirnfläche des Stabes, 
Fig. 1, § 6, gelegene Körperelement f dx in der Richtung von x um 
dx gedehnt wird, wobei die Spannung 

ll 
11=­

a 

eintritt, bedarf es der Aufwendung einer Arbeit 

1 1 a 
dA=- f 11. e dx =- f e2 dx = -2 f a2 dx. 

2 2a 

Folglich die Arbeit, welch~ die Formänderung des ganzen Stabes 
fordert, 

6) 

Für den Fall, daß der Stab ein Prisma, wird hieraus 

1 (( 
A=-e2 fl=-a2 fl 

2 (( 2 ' 

wie oben bereits ermittelt worden ist 2). 

1) Mit Annäherung namentlich deshalb, weil die Spannungen in sämt­
lichen Punkten eines Querschnittes nicht die gleiche Richtung haben können. 
Die Spannung im Schwerpunkt des Querschnitts fällt allerdings in die Stab­
achse, steht also senkrecht zu letzterem, dagegen werden beispielsweise die 
Spannungen in den auf der Umfangslinie des Querschnitts liegenden Elementen 
die Richtung der Mantellinien des Stabes besitzen, also geneigt gegen die 
Stabachse sein müssen. 

2) In bezug auf Stäbe, deren Querschnitt sich plötzlich ändert, vgl. Fuß­
bemerkung S. 413. 
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Bei den vorstehenden Erörterungen wurde vorausgesetzt, daß 
die Belastung stetig von Null an wächst, so daß in jedem Augen­
blick Gleichgewicht vorhandeil ist zwischen der äußeren belastenden 
Kraft und den hierdurch wachgerufenen inneren Kräften. Wird 
nun der Stab plötzlich der Einwirkung de·r ganzen Kraft P 
überlassen, ohne daß jedoch ein Stoß hierbei stattfindet, d. h. o'hne 
daß der zweite, den Stab belastende Körper diesen mit einer ge­
wissen Geschwindigkeit trifft, so erhebt sich die Frage nach der 
Größe der Anstrengung a, die das Material in dem Augenblick der 
größten Verlängerung l des Stabes erleidet. Bei der im folgenden 
gegebenen Beantwortung, wobei ein prismatischer Stab zugrunde 
gelegt wurde, soll von dem Einflusse der Zeit auf die Ausbildung 
der Formänderung abgesehen werden. 

Unter der Voraussetzung unveränderlicher Größe der Dehnungs­
zahl a beträgt die Arbeit, welche die Überwindung der inneren, durch 
die Dehnung wachgerufenen Kräfte bei der Verlängerung l fordert, 

1 
-A.fa. 
2 

Dieselbe muß gleich sein derjenigen mechanischen Arbeit, welche 
die äußere Kraft P verrichtet, indem sie in ihrer Richtung um l 
fortschreitet, d. i. P l. Also 

1 . 
Pl= 2 lfa, 

woraus 
p 

a=2--, 
f 

d. h. die den Stab mit ihrer ganzen Größe plötzlich, jedoch 
ohne Stoß belastende Kraft P veranlaßt eine doppelt so 
große Anstrengung des Materials, als wenn P von Null an 
stetig gewachsen wäre. 

Nachdem der Stab sich um l gedehnt hat, in welchem Augen­
blick a f = 2 P ist, werden die inneren Kräfte, da sie um P größ~r 

.sind als die äußere Kraft P, eine Wiederverkürzung einleiten, die 
für den Fall vollkommener Elastizität und ·abgesehen von Wider­
ständen die Stablänge auf l zurückbringt; hieran schließt sich neuer­
lich eine Verlängerung usf.: der Stab wird Schwingungen vollführen, 
die, wegen der in Wirklichkeit vorhandenen Widerstände fort und 
fort abnehmend, schließlich Null werden. 
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§ 42. Arbeit der Biegung. 

Der Körper sei in der Weise gestützt und belastet, daß der Fall 
der einfachen Biegung vorliegt (III, § 16). Unter Vernachlässigung 
der Schubkräfte sowie der örtlichen Zusammendrückung, die der 
Körper da erfährt, wo die äußeren Kräfte auf die Oberfläche wirken, 
und unter der Voraussetzung, daß die Dehnungszahl a konstant ist, 
ergibt sich die Biegungsarbeit durch folgende Betrachtung. 

Um das im Abstande 1J von der Nullachse gelegene, streifen­
förmige Körperelement vom Querschnitt df und der Länge dx (in 
Richtung der Stabachse), Fig. 6 und 7, § 16, so zu dehnen, daß 
dessen Länge die verhältnismäßige Dehnung e erfährt, wobei die 
Normalspannung 

eintritt, ist eine Arbeit 

E 
a=­

cc 

adf a • 
dA=--sdx= · a·dfdx 

2 2 
erforderlich. 

Unter der Annahme, daß die Ebene des den Stab biegenden 
Kräftepaares vom Momente Mb die eine der beiden Hauptachsen 
des Querschnittes, dessen Trägheitsmoment in bezug auf die andere 
Hauptachse mit e bezeichnet sei, in sich enthält, gilt nach Glei­
chung 9, § 16, 

Infolgedessen 
c: Mb2 ., 

dA=- -~wdfdx 2 fP ., 

und hiermit die mechanische Arbeit, welche die Biegung des ganzen 
Körpers beansprucht, 

1) 

wobei die Integration sich auf die ganze Länge des Stabes zu er­
strecken hat. 

Für den Fall Fig. 1, § 16, - der prismatische Stab ist an 
dem einen Ende befestigt, am anderen, freien Ende durch 
die Kraft P belastet - findet sieb, sofern man, von B nach A 
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hin schreitend, (l- x) mit~ bezeichnet und dementsprechend Mb =P~ 
einführt sowie d x durch d ~ ersetzt, 

Diese Gleichung gestattet eine sehr rasche Feststellung der 
Durchbiegung y des freien Stabendes durch die Erwägung, daß 
die mechanische Arbeit, welche die stetig von Null bis auf P ge­
wachsene Belastung beim Sinken um y verrichtet, d. i. 

gleich A sein muß. 
Demnach 

1 
--Py 
2 ' 

1p _aPJza 
2 Y-e; e ' 

_::._ p za 
Y- 3 e ' 

welches Ergebnis in Übereinstimmung mit Gleichung 4, § 18, steht, 
sofern man in letzterer die hier nicht vorhandene Belastung Q gleich 
Null setzt. 

Wird die Anstrengung an der Befestigungsstelle im Abstande 
1'J = e1 von der Nullachse mit leb bezeichnet, so folgt 

und damit 

Wenn 
fJ= tfel2 

gesetzt wird, was z. B. ergibt für den rechteckigen Querschnitt 

A=- bh3 =tbh -1 (h)2 

12 2 

für den kreisförmigen Querschnitt 
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so findet sich unter Beachtung, daß fl gleich dem Stabvolumen V, 

2) 

d. h. die Biegungsarbeit ist proportional dem. Volumen des 
Stabes und dem Quadrate der Materialanstrengung 1). 

Handelt es sich um einen Körper von gleichem Wider­
stande gegen Biegung (§ 19), so ist 

Mb 
kb ;- e e 

für die einzelnen Querschnitte konstant, wobei unter e der Abstand 
der hinsichtlich der größten Anstrengung maßgebenden Faser ver­
standen werden soll. Durch Einführung des hieraus folgenden Wertes 
von M b in Gleichung 1 wird 

und mit Rücksicht darauf, daß fEJ = t fe 2 , 

l 

A=; tkb2J,fdx= ~ tkb2 V 
0 

;) ) 

Hiernach ist die Biegungsarbeit eines Körpers von gleichem 
Widerstand bei bestimmter Querschnittsform 

1. unabhängig von der Art der Unterstützung (Befestigung) und 
der Belastung, 

2. proportional dem Volumen des Körpers und dem Quadrate 
der Materialanstrengung, 

3. verhältnismäßig 3 mal größer als der Wert Gleichung 2, der 
sich für den prismatischen Stab Fig. 1, § 16, ergibt. 

1) Bei Stäben, deren Querschnitt sich plötzlich und erheblich ändert, ist 
das Arbeitsvermögen, das der Stab bis zur eintretenden Spannung k0 - die 
im schwächsten Querschnitt sich einstellende ist maßgebend - zu leisten 
verma,g, gering, weil das in Betracht kommende Volumen des Stabteiles mit 
dem kleinsten Querschnitt nicht groß ist; während gerade infolge der plötz­
lichen Querschnittsänderung an den mehr oder minder scharfen einspringen­
den Ecken weitergehende Anforderungen an das Arbeitsvermögen des Materials 
gestellt werden. 

Diese Bemerkung gilt für alle Arten der Beanspruchung. (V gl. auch 
§ 9, Zijf. 1.) 
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Für den Stab Fig. 2, § 19, liefert Gleichung 3 wegen 

1 
t=--

3 

§ 43. Arbeit der Drehung. 

Der Körper ist in der Weise beansprucht, daß der Fall der 
einfachen Drehung vorliegt (V, § 32). 

Vorausgesetzt sei, daß es sich um einen prismatischen Stab 
handle, daß die örtlichen Formänderungen an den Stellen, wo die 
äußeren Kräfte auf den Körper einwirken, vernachlässigt werden 
dürfen, daß sich ein auf gehinderte Ausbildung der Querschnitts­
wölbung gerichteter Einfluß (vgl. § 34, unter Ziff. 3) nicht geltend 
mache, und 'daß die Schubzahl ß (§ 29) unveränderlich ist. 

Um das im beliebigen Punkt P des Querschnittes (Fig. 4, § 32, 
Fig. 2, § 33, oder Fig. 3, § 34) gelegene Körperelement von der Grund­
fläche dx. dz = df und der Länge l so zu verdrehen, daß es die 
verhältnismäßige Schiebung y erfährt, wobei die Schubspannung 

eintritt, ist eine Arbeit 

dA= 7:dlrz=ll7:2 df 
2 2 

aufzuwenden; demnach zur Verdrehung des ganzen Stabes 

1) 

wobei die Integration sich über den ganzen Querschnitt zu er­
strecken hat 1). 

Für den kreisförmigen Querschnitt, Fig. 4, § 32, folgt mit 
ka als Drehungsanstrengung im Abstande r 

1) Unter Benutzung von Gleichung 5, § 35, gelangt man zu 
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A = - l _rl_ o 2 df= - l d- !!_ r 4 =- k 2 n r 2 l ß k 2J ß k 2 ß 
2 r~ "" 2 r 2 2 4 '1 ' 

und da n r 2 l gleich dem Stabvolumen V, 

A=f!_k/V, 
4 

415 

worin kd bei gegebenem Drehungsmoment M,1 nach Beziehung if, § 32, 
bestimmt ist durch die Gleichung 

Für den Hohlzylinder, Fig. 5, § 39, findet sich 

worin 

Vergleicht man die mechanischen Arbeiten Az, A6 und Ad, die 
ein Kreiszylinder vom Volumen V aus durchaus gleichartigem 
Material bei Beanspruchung auf Zug bzw. Biegung (Fig. 1, § 16) 
und bzw. Drehung fordert, so erhitlt man zunächst 

nach Gleichung 4, § 41, mit a=kz 

2, § 42, 
1 

" " " 
t=-

4 

" " 2, § 43, 

Nach Gleichung 3 bzw. 5, § 31, ist 

m+l ß=2--a, 
m 

1) Vgl. Fußbemerkung S. 413. 

Az= ~ akz2 V, 
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Wird nun 
10 

m=---, 
3 

gesetzt, womit 

so folgt 

ß=2,6a, 

1 10 
= 1 : 12:i3 

= 1:0,083:0,769. 

Hieraus erhellt, daß zur Erreichung einer bestimmten An­
strengung des Materials bei Biegung die geringste Formänderungs­
arbeit aufzuwenden ist, und daß infolgedessen der gebogene Zylinder 
auch n-q_r eine verhältnismäßig geringe Formänderungsarbeit in sich 
aufnimmt. 

Für den elliptischen Querschnitt, Fig. 2, § 33, mit den 
Halbachsen a und b ergibt Gleichung 4, § 33, 

7 = ! __!" a _ "1 / a4 y2 + b4 z2 . 
· 1l a3 b3 V 

Folglich nach Gleichung 1 

A=2L M.z'J zf(a4 y2 +b4 z2 )df 
ll2 aab6 ' 

woraus wegen 

fy2df=: aba, 

4) 

und unter Berücksichtigung der Gleichung 7, § 33, mit kd als 
Drehungsanstrengung 

sofern 
V =llabl 

das Volumen des Stabes ist. 
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Die Gleichung 4 ermöglicht die Feststellung des Winkels, 
um den sich jede der beiden Hauptachsen (das Hauptachsenkreuz) 
des einen Endquerschnittes des elliptischen Stabes gegenüber der ihr 
entsprechenden Achse (dem Hauptachsl:lnkreuz) des anderen End­
querschnittes verdreht, in überaus leichter Weise. Dieser Winkel, 
dividiert durch die Entfernung l der beiden Querschnitte, gibt den 
verhältnismäßigen Drehungswinkel {}, (Vgl. § 33, Ziff. 1, d und e.) 
Seine Größe sei deshalb mit {} l bezeichnet. 

Das drehende Kräftepaar (vgl. auch Fig. 1, § 32), dessen Moment 
von Null an stetig bis zu Md wächst, verrichtet bei der Drehung 
des einen Querschnittes gegen den anderen, d. h. des Achsenkreuzes 
des einen Querschnittes gegenüber demjenigen des anderen, um i} l 
eine mechanische Arbeit 

Dieselbe muß gleich sein der durch Gleichung 4 bestimmten 
Arbeit, welche die Überwindung der inneren Kräfte fordert, d. h. 

1 ß a2 + b2 
2 Md{} l = 2 n as bs--- Md 2 l' 

1 a 2 +b2 

{}=- aba Mdß, · · .•... 6) n a 

wie in § 36· unter Nr. 3 angegeben ist. 
Für den rechteckigen Querschnitt, Fig. 3, § 34, mit der 

Breite b und der Höhe h findet sich unter Beachtung der Gleichung 1, 
§ 34, die Spannung im beliebigen Punkte P zu 

__ -. 1 [ '2 z) 2J2 
[ (2 )2

]" -r=v'-ry2+-rz2...:_Vm2L1-(T yll+n2 1- by z2; 
infolgedessen 

f-r2 df= m2fy2 df+n2fz 11 df- 8 (~: + ~:)fy2z2df 

+ ~m~~f 2 'df+ 16n2f 4 2df ",4 y z b4 y z . 
Wegen 

C. Bach, Elastizität. 7. Auf!. 27 
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I ~- 4 1 
Y- z df=- . b3 h~ 

960 ' 
wird 

Nach § 34 ist 

.... 
Hiermit folgt, sofern noch die Spannung 1: .. ' im Punkte A des 

Querschnittumfanges, Fig. 3, § 34, durch lcd ersetzt wird, 

f'l2df=~lc 2b b2+_~ . 
. 45 d h ' 

infolgedessen nach Gleichung 1 

sofern 
V=bhl 

das Volumen des Stabes bezeichnet. 
Wird nach Maßgabe der Gleichung 5, § 34, 

gesetzt, so findet sich jetzt 

7) 

9 b2 +h2 ., 
A = 5 ß b3h3 M,tl.. . . . . . . 8) t) 

Diese Beziehung gestattet in ganz gleicher Weise, wie oben für 
den elliptischen Stab erörtert, die Ermittelung des verhältnismäßigen 
Drehungswinkels {) für Prismen mit rechteckigem Querschnitt. 

Die Arbeit, die das drehende Kräftepaar bei der V: erdrehung 
der um l voneinander entfernten Querschnitte verrichtet, muß gleich 
A sein, d. h. 

1 ) Vgl. das auf folgender Seite am Schlusse von § 43 Gesagte. 
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Dieses Ergebnis unterscheidet sich von den in § 35, S. 380, auf­
genommenen de Saint Venantschen Werten durch den Zahlen­
koeffizienten. 

Nach Maßgabe des auf S. 380 Bemerkten hat bei Material mit 
unveränderlicher Dehnungszahl an die Stelle von 3,6 ein vom Seiten­
verhältnis abhängiger Zahlenwert zu treten (vgl. daselbst Gleichung 7 
und 7a, sowie in der Zusammenstellung von § 36 unter Ziff. 6). 

Demgemäß wird sich auch der Zahlenwert in Gleichung 8 ver­
änderlich ergeben. 

Mit der Genauigkeit, mit welcher der Zahlenwert in Gleichung 5, 
§ 34, konstant ist, folgt 

1 b2 +h2 

A=?;"Poß---r;a-";aMd2 l ••.•• Sa) 

Für genauere Feststellung von A wird die Veränderlichkeit 
des bezeichneten Zahlenwertes (vgl. § 36 unter Nr. 6) zu berück­
sichtigen sein. 

§ 44. Arbeit der Schiebung. 

Der Fall der Inanspruchnahme auf Schub allein wird dann als 
vorhanden betrachtet, wenn sich die auf den geraden stabförmigen 
Körper wirkenden äußeren Kräfte für den in Betracht gezogenen 
Querschnitt ersetzen lassen durch eine Kraft S (Schubkraft), die in 
die Ebene des letzteren fällt und die Stabachse senkrecht schneidet. 
Wie im zweiten Abschnitt unter VI. erörtert, kann - streng ge­
nommen - diese Schubanstrengung in einem geraden stabförmigen 
Körper niemals allein vorkommen; die Schubkraft S ist vielmehr 
immer von einem biegenden Moment begleitet. 

Wird trotzdem nur diese in Betracht gezogen, die nach Maß­
gabe der Gleichung 3, § 39, und der Fig. 1, § 39, für den beliebig 
zwischen P' P' gelegenen Punkt P die Schubspannung 

S M,1 
T:=------

2ycoscp e 
liefert, so ergibt sich unter Voraussetzung der Unveränderlichkeit 
der Schubzahl ß folgendes. 

Die Herbeiführung der Schiebung r des im Punkte P, Fig. 1, 
§ 39, der um z von der senkrechten Hauptachse abstehe, zu denkenden 
Körperelementes von dem Querschnitt 

27* 
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und der Länge d:e, wobei eine Schubspannung 

"7:=1.. 
ß 

wachgerufen wird, fordert eine mechanische Arbeit 

dA= -r:f rdz= ~ r:'Jdfd:c. 

Demnach die gesamte Formänderungsarbeit der Schubkräfte 

Hieraus 1indet sich beispielsweise für den rechteckigen Quer­
schnitt von der Breite b und der Höhe h, Fig. 2, § 38, · da hier 
(vgl. § 39 unter a) 

cp=cp'=O, df=bd'Yj, 
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Zusammengesetzte Beanspruchung gerader 
stabförmiger Körper. 

VII. Beanspruchung durch Normalspannungen 
(Dehnungen). 

Zug, Druck und Biegung. 

§ 45. 
Allgemeines. Der Stab ist nur durch Kräfte beansprucht, 

die in Richtung seiner Achse wirken. 

Allgemeines. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in 
die Stabachse fallende Kraft P und ein Kräftepaar vom Momente Mb, 
dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet. 

Für einen beliebigen Punkt des Querschnittes liefert die Kraft P 
eine Dehnung und Normalspannung. Gleiche Wirkung hat das bie­
gende Moment Mb. Die Gesamtdehnung wie auch die Gesamtspan­
nung ergibt sich als die algebraische Summe aus .den beiden Einzel­
dehnungen bzw. Einzelspannungen. 

Unter den Voraussetzungen, daß die -Ebene des Kräftepaares 
die eine der beiden Hauptachsen des Querschnittes in sich enthält 
und daß diese gleichzeitig Symmetrieachse ist, findet sich die durch Mb 
im Abstande 'YJ von der anderen Hauptachse hervorgerufene Normal­
spannung nach Gleichung 9, § 16, zu 

Mb e ?J· 

Treffen- diese Voraussetzungen nicht zu, so kann die Normal­
spannung nach Maßgabe des in § 21 unter 2 Erörterten festgestellt 
werden. Hinsichtlich der Genauigkeit, mit der dies geschieht, vgl. 
den ersten Absatz von § 21. 
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Die Normalspannung, die von P herrührt, beträgt unter der 
Voraussetzung gleichmäßiger Verteilung über den Querschnitt in 
allen Punkten des letzteren 

p 
y· 

Folglich die Gesamtspannung a im Abstande 1J von der bezeich­
neten Hauptachse 

a=Mb'l?+p e .,_ r 1) 

Das obere Vorzeichen gilt, wenn P ziehend, das untere, wenn 
P drückend wirkt 

e e, e: 
[17 
I jl 

~--- l_i,, 
I ~ 
I dl 
I II 
I I 
I~~; 
I I 
I I 
I I 

I I J 
I I I 
I I I 

I! / 
II I 

tmt I 
I I 
I I 
I I 
II 

grQI 
Fig. 1. 

Mb, P, e und f sind als absolute Größen zu 
betrachten, während 1J als positiv oder negativ ein­
zuführen ist, je nachdem die betreffende Faser­
schicht auf der erhabenen oder der hohlen Seite 
der elastischen Linie liegt. 

Bei Benutzung der Gleichung 1 sind die Voraus­
setzungen, die zu ihr führten, im Auge zu behalten; 
insbesondere kann sie ganz unrichtige Werte er­
geben, wenn unter Einfluß von Mb der Stab sich 
in solchem Maße durchbiegt, daß P infolge dieser 
Durchbiegung ebenfalls Momente liefert, die von 
Bedeutung sind und nicht mehr vernachlässigt wer­
den dürfen. 

Hinsichtlich des Krümmungshalbmessers der 
elastischen Linie sei unter den in § 16 gemachten 
Voraussetzungen folgendes bemerkt. 

Die beiden um dx voneinander abstehenden 
Querschnitte GO und 0 1 0 1 , Fig. 1, ändern unter 
Einwirkungen der in die Stabachse fallenden Kraft P 

lediglich ihre Entfernung, und zwar um 01 0/ =e0 dx, sofern e0 die 
durch P herbeigeführte verhältnismäßige Dehnung ist, entsprechend 

der Normalspannung a = ~ . 0/0/ sei diese neue Lage von 0 1 0 1 -

gegenüber 00. · 
Infolge der Wirksamkeit des Momentes Mb neigen sich die bei­

den Querschnitte gegeneinander. Wäre nur Mb tätig, so würden sich 
die beiden Querschnitte in der durch den Punkt M · bestimmten 
Linie schneiden, wegen der Parallelverrückung um 0 1 0/ = e0 dx 
erfolgt dieses Schneiden jedoch in einer dazu parallelen Linie, die 
sich im Punkte M 1 darstellt, für den gilt 
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MM~ :OM=e0 dx:dx=e0 : 1 

OM1 =OM +MM1 =OM(l +e0)=e(l +t:0), 

wenn (! den Krümmungshalbmesser bedeutet, wie er sich unter Ein­
wirkung des biegenden Momentes allein ergibt. Da e0 eine sehr 
kleine Größe gegenüber 1 ist, so darf mit Annäherung OM1 = "-' e 
gesetzt, also mit der oben bezeichneten Annäherung hinsichtlich des 
Krümmungshalbmessers so verfahren werden, als sei nur das bie­
gende Moment wirksam. 

Der einerseits befestigte prismatische Stab wird dm•ch eine 
zur Stabachse paraJiele, jedoch exzentrisch zu ihr gelegene 

Kraft P belastet. 

1. Die Kraft P wirkt ziehend, Fig. 2 und 3. 
Die durch P und die Stabachse bestimmte Ebene schneidet 

sämtliche Körperquerschnitte in einer der beiden Hauptachsen. 

Fig. 2. Fig. 3. 

Die hierbei eintretende Biegung des Stabes, Fig. 3, ist eine der­
artige, daß das biegende Moment, insoweit es von der Größe der 
Durchbiegung beeinflußt wird, von B nach A hin abnimmt, also 
seinen größten Wert Pa im Querschnitt bei B besitzt. Für diesen 
gilt daher nach Gleichung 1, sofern der Wert von 1] für die am 
stärkten gespannte Faser gleich e ist, 

a =Pae+p =p(1+a,_ef) 
"'""" e t r e· 

Hierbei ist der - übrigens nicht erhebliche - Einfluß, welchen 
die mit der Durchbiegung verknüpfte Neigung des Querschnittes 
nimmt, vernachlässigt. 

Nach A hin wird sich o"'""' vermindern in dem Maße, in dem 
die Durchbiegung den Hebelarm der Kraft P verringert. 
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Für kreisförmigen Querschnitt vom Durchmesser d und mit 

a =: (Angriffspunkt der Kraft liegt auf dem Umfange des Quer­

schnittes) folgt beispielsweise 

f=~d2, 
4 

d. h. die größte Anstrengung ist §mal so groß als bei zentrischem 

Angriff der Kraft P. Der Einfluß der Exzentrizität ist demnach ein 
ganz bedeutender. 

Besteht der Stab aus einem Material, für welches die zulässige 

Anstrengung kb gegenüber Biegung, berechnet aus GL 9, § 16, wobei 
die Veränderlichkeit der Dehnungszahl nicht berücksichtigt ist, sich 

wesentlich unterscheidet von derjenigen gegenüber Zug, d. i. k,, wie 
dies z. B. für Gußeisen zutrifft (vgl. § 22, Zusammenstellung auf 

S. 286, 292, Spalte 4, Gleichung 1, § 22 auf S. 287), so würde es un­

richtig sein, ohne weiteres nach Maßgabe der Beziehungen 

P Pa -+--e<k f 8 = • 

zu rechnen. In solchem Falle ergeben sich mit 

kb = ßokz 
die Beziehungen 

Fig. 4. 

P Pa P 1 Pa ".- } ßo 7 + 6) e < kb oder 7 + ßo e e _::::_ kl, 

I . . . 2) 
ß = kb =zu ässige Biegungsanstrengung 

0 k, zulässige Zuganstrengung 

2. Die Kraft P wirkt drückend, Fig. 4. 

Voraussetzung wie unter Ziff. 1. 

Hier nimmt bei eingetretener Durchbiegung das 
Moment Mb von B nach A hin zu, wie bereits in § 24 
an Hand der Fig. 1 erörtert worden ist. In bezug auf 
den durch x bestimmten Querschnitt fand sich dort 

Mb=P(a+y'-y) 

und hiermit, indem die Gleichung 
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~~= ttP(a+y'-y) 
dx2 e 

zum Ausgangspunkt genommen wurde, 

a~y'=l- cos(z1f71), 

woraus 

•+Y'= coa(zV":) ........ ") 
und damit die Durchbiegung des freien Endes 

. . . . . . . 4) 

Für den Querschnitt bei A erlangt Mb den größten Wert, nämlich 

Pa 
max(M,)~P(a+y')= coa(zV~'Y 

folglich beträgt hier die Gesamtzugspannung der im Abstande 
1J = + e1 gelegenen Fasern nach Gleichung 1 

max(a,)~ ( ~) ~- ~ <k, ..... ö) 
cos z e 

und die Gesamtpressung der im Abstande 'I'J =-eil gelegenen 
Fasern • 

(Vp")-~+~ <k, 
cos z e 

6) 

sofern kb und k die zulässigen Anstrengungen gegenüber Zug bei 
Biegung bzw. Druck bezeichnen. 

Besteht der stabförmige Körper aus einem Material, für das kb 
erheblich von k abweicht, so muß streng genommen in sinngemäßer 
Weise so verfahren werden, :wie am Schlusse von Ziff. 1 angegeben 
worden ist. Da jedoch hier unter allen Umständen eine größere 
Sicherheit darin liegt, wenn die Gleichung 5 ohne weiteres benützt 
wird, während dort die Außerachtlassung von ß0 in der ersten der 
Beziehungen 2 zu einer wesentlichen Unterschätzung der Material­
anstrengung führen könnte, so dürfte an dieser Stelle der gegebene 
Hinweis genügen. 
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a) Der Stab ist schlank und der Hebelarm a klein. 

Diese Sachlage entspricht dem im ersten Abschnitt unter IV 
behandelten Falle der Knickung. Dort wurde zwar zentrische Be­
lastung des Stabes durch die Kraft P zunächst vorausgesetzt; wir 
erkannten aber, daß es sehr schwer hält, diese Voraussetzung zu er­
füllen, infolgedessen ein, wenn auch sehr kleiner, Hebelarm als tat­
sächlich vorhanden angenommen werden mußte. Diese Annahme 
wurde außerdem noch dadurch zu einer Notwendigkeit, daß in Wirk­
lichkeit die Achse bei längeren Stäben keine gerade Linie, und daß 
tatsächlich das Material nicht vollkommen gleichartig ist. Wir ge­
langten sodann in § 24 zu dem Ergebnis, daß, wenn die Belastung P 
beträgt, 

die Durchbiegung y' nach Gleichung 4 selbst für . einen sehr kleinen 
Wert des Hebelarmes a die Größe oo annimmt. Infolgedessen war 
P0 als diejenige Belastung zu bezeichnen, welche die Knickung, d. h. 
Bruch oder unzulässige Biegung, des Stabes herbeiführen wird, so­
fern nur a > 0. Letzteres muß aber aus den bezeichneten Gründen 
immer angenommen werden. 

Demgemäß wurde in § 25 als zulässige Größe der den Stab be­
lastenden Kraft P nur der 6te Teil von P0 in Rechnung gestellt, 
also gewählt 

n2 1 e 
P=-~-

4 6 a rz 

unter Beachtung, daß überdies die Forderung der einfachen Druck­
beanspruchung 

P<kf 
befriedigt sein muß. 

Wird in Gleichung 4 für P der in der vorletzten Gleichung ent­
haltene Wert eingeführt, so ergibt sich 

Y~•[cos(i~-1], 
woraus beispielsweise 

für 6= 4 
die Ausbiegungen y'=0,414a 

folgen. 

9 

0,155a 
16 

0,082 a 

25 
0,052a 
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Die Bedingung 

kommt demnach darauf hinaus, daß man die Abweichung y' von der 
Geraden, d. h. die Ausbiegung, innerhalb einer gewissen Grenze hält. 

Ganz entsprechend wird auch hier vorzugehen sein. Der einzige 
Unterschied besteht darin, daß irrfolge des exzentrischen Angreifens 
der Kraft P von vornherein ein Hebelarm gegeben ist. Derselbe 
mit a1 bezeichnet, ist schätzungsweise um einen Betrag a2 zu ver­
größern, der den oben bezeichneten Umständen (Nichtgeradlinigkeit 
der Stabachse, Ungleichartigkeit des Materials, einschließlich Ver­
schiedenartigkeit seines Zustandes) Rechnung trägt. Hinsichtlich a1 

wird wesentlich die Genauigkeit in Betracht kommen, mit der sich 
die Lage der auf den Stab wirkenden Kräfte feststellen und wenig­
stens dahin sichern läßt, daß Überschreitung des in Rechnung ge­
nommenen Wertes von a1 in Wirklichkeit nicht stattfindet. Indem 
hierbei die Konstruktion, Material, Ausführung und Aufstellung 
Einfluß nehmen werden, greift die Größe a1 in das Gebiet von 
a2 über. 

Liegen die Größen a1 und a2 , nach Maßgabe des Vorstehenden 
mit Rücksicht auf die besonderen Verhältnisse der jeweiligen Auf­
gabe ermittelt, vor, so kann unter Beachtung, daß die zulässige Bie­
gung y' für nicht federnde Konstruktionsteile sehr klein sein muß, 
zunächst gesetzt werden 

Mb · P(a1 + a2 ). 

womit sich ergibt 

P(al + a2) e - p < k l e 1 r= b' 

P(a1+a2)e +~<k 1 e 2 r = 

. . . . . . • 7) 

Vgl. die Bemerkungen zu Gleichung 5 und 6.) 
Befriedigt der Stab diese Bedingungen, so ist die Durchbiegung 

8) 

zu berechnen und Entschluß hinsichtlich ihrer Zulässigkeit zu 
fassen. Erforderlichenfalls sind die Abmefsungen des Stabes zu 
ändern. 
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Die Gleichungen 7 und 8 setzen voraus, daß a2 in die Richtung 
von a1 fällt, was nicht notwendigerweise der Fall sein muß. Ist das 
Trägheitsmoment 8 (bezogen auf die zum Abstande a1 senkrechte 
Hauptachse) das kleinere der beiden Hauptträgheitsmomente, so wird 
diese Annahme allerdings im Sinne des Zweckes der ganzen Rech­
nung liegen. Wenn dagegen 8 das größere Trägheitsmoment ist, so 
verlangt dieser Gesichtspunkt, daß a2 senkrecht zu a1 , sofern nicht 
besondere Gründe für eine andere Richtung sprechen, angenommen 
und nach Maßgabe des in § 21 unter 2 Erörterten verfahren wird. 

Um die unmittelbare Wahl von a'.l zu umgehen, kann z. B. für 
Baukonstruktionen in derselben oder iq. ähnlicher Weise vorgegangen 
werden, wie dies in § 26 für den Fall einfacher Knickung be­
sprochen worden ist 1). Näheres Eingehen hierauf würde den Rahmen 
dieser Arbeit weit überschreiten, ganz abgesehen davon, daß die 
besonderen Einflüsse, die bei den einzelnen Aufgaben zu berück­
sichtigen sind, die Berechnung des betreffenden Konstruktionsteiles 
dahin verweisen, wo derselbe seiner Wesenheit nach sowie in seinem 
Zusammenhange mit den an ihn anschließenden Teilen zu be­
handeln ist. 

b) Der Stab ist schlank und der Hebelarm a im Verhältnis 
zu den Abmessungen des Querschnittes groß. 

In diesem Falle wird zunächst die erste der Beziehungen 7 
mit a1 +a2 =a, d. h. 

Pa P · 
-e --<k e 1 f = b 

maßgebend; der Einfluß des Gliedes 

p 

f 
tritt hierbei zurück. Sodann ist für den Fall, daß der Stab dieser 
Beziehung genügt, die nach Gleichung 8 eintretende Durchbiegung 
zu ermitteln und über deren Zulässigkeit Entscheidung zu treffen. 

1) S. z. B. v. Tetmajer, Die angewandte Elastizitäts- und Festigkeits­
lehre, Zürich lh89 und 1905, sowie: Die Gesetze der Knickungs- und der zu­
sammengesetzten Druckfestigkeit der technisch wichtigen Baustoffe, Zürich 
1901. v. Tetmajer steht hinsichtlich der Behandlung der Knickungsaufgabe 
auf einem anderen Standpunkt als Verfasser, weshalb auf dessen Arbeiten be­
sonders aufmerksam gemacht sei. (Vgl. auch des Verfassers Besprechung des 
zuerst genannten v. Tetmajerschen Buches in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1889, S. 474 u. f.) 
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c) Die Querschnittsabmessungen des Körpers sind im Ver­
gleich zur Länge desselben und zur Größe des Hebel­
armes so bedeutend, daß eine Biegung von Erheblichkeit 

nicht eintritt. 

Dann sind einfach die Gleichungen 7 zu beachten und in ihnen 

a1 +a2 =a 
zu setzen; Gleichung 8 kommt nicht mehr in Betracht. 

Hierher gehören auch Beispiele wie das folgende. Der senkrechte 
Mauerpfeiler vom Gewichte G und der Länge 
durch ein Lager den abwärts gerichteten 
Druck P. Das im Schwerpunkte aßgreifende 
Gewicht ergibt für die Grundfläche ls des 
Bodens, auf dem der Pfeiler steht, unter 
Voraussetzung gleichmäßiger Druckverteilung 
die Pressung 

G 
Ti' 

Der Druck P, in die Mittelebene des 

Pfeilers, d. h. um ; - z verlegt, liefert eine 

Kraft P und ein Kräftepaar vom Momente 

Die erstere führt zu einer gleichmäßig über 
die Bodenfläche verteilten Pressung 

p 

Ti' 

l, Fig. 5, empfängt 

~! 
! 

~ Fig. 5. 

das letztere dagegen ergibt für die linke Mauerkante eine Pressung a. 
die sich bestimmt aus 

zu 

mit der Genauigkeit, mit der die Hauptgleichung der Biegungs­
elastizität auf den vorliegenden Fall angewendet werden darf. 
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Damit beträgt die gesamte Pressung an der linken Mauerkante 

G+P 6P(; -z) 
k1 =-z8- +- -ls2 -, 

an der rechten dagegen 

Die erstere soll die für den Boden oder das Fundament höchstens 
noch als zulässig erachtete Größe nicht überschreiten. 

Fig. 6 gibt ein Bild der Pressungsverteilung über die Boden­
fläche. 

Diese Rechnungsweise gilt für das gewählte Beispiel naturgemäß 
nur so lange, als k2 > 0 ausfällt. Würde sich k2 negativ ergeben, so 
wären an der rechten Kante des Mauerpfeilers von dem Boden Zug­
spannungen auf diesen auszuüben, was in Wirklichkeit nicht ge­
schehen kann. In solchem Falle würde in allen denjenigen Flächen­
elementen, für die sich Zugspannungen ergeben, die Berührung zwi­
schen Pfeiler und Boden aufhören müssen und damit dieser Teil des 
Querschnittes für die Druckverteilung nicht mehr in Betracht kommen 
können. Die Rechnung ist dann derart durchzuführen, daß nur der­
jenige Teil des Querschnittes berücksichtigt wird, der tatsächlich in 
Wirksamkeit tritt. Wird unter Bezugnahme auf Fig. 7 mit x die 
Breite dieses Querschnittsteils bezeichnet, so folgt 

G+P 
k1 =·--";:+a, 

und da 

6P(x -z)-Ba(!___X) 
k =~j-P+ 2 . o 2 2 • 

1 lx lx· 

Die Unbekannte x ergibt sich aus der Erwägung, daß die 
Pressung im Abstande x von der linken Pfeilerkante gleich Null 
sein muß, d. h. 

woraus 
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8 o2 +Pz 

x=3 G+P 

Denken wir uns P und G durch ihre Resultante P + G er­
setzt, so müßte diese im Abstande 

von der linken Pfeilerkaute angreifen. Demnach 

x=3y, 

d. h. die Breite x der für die Druckverteilung in Be-
tracht kommenden Fläche ist gleich dem 3 fachen 1 

I 
Werte des Abstandes y. 1 

Die Einführung von y in den Ausdruck für :..----oc---~ 
k1 liefert Fig. 7. 

k =G_t_~+:(G+~)(~ -__:)=.G+P + 6(G+P)0,5y 
1 lx lx2 3ly H ly2 

= !G+P = 2 q_±P 
3 ly lx ' 

d. i. doppelt soviel als bei gleichmäßiger Verteilung des Druckes über 
den Querschnitt lx. 

Galt der oben für k1 gefundene Ausdruck nur für das durch 

6P(!._-z) 
lc =~-±P- 2 >O 

2 ls ls2 = 

umschlossene Gebiet, so ist das Geltungsbereich der zuletzt für k1 

ermittelten Gleichung durch 

G.+P 6P(; -z) 
k2=~s~-----z8"'-- <o 

oder durch 

begrenzt. Für den Grenzfall k2 = 0 oder x = s müssen beide Aus­
drücke zu dem gleichen Werte führen. Die Beurteilung kann am 
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raschesten in der Weise geschehen, daß man y ermittelt und zu­

sieht, ob y ~ ; ist. Im ersten und im zweiten Falle gilt der zu­

erst für k1 bestimmte Wert, im zweiten und dritten Falle dagegen 
der zuletzt ermittelte. 

Von hierher gehörigen eigenen V ersuchen seien die folgenden 
erwähnt: 

a) Versuche mit zentrisch und exzentrisch belasteten Pfeilern 
aus Backsteinmauerwerk und aus Beton, Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1910, S. 1625 u. f. 

b) Versuche mit bewehrten und unbewehrten Betonkörpern, 
die durch zentrischen und exzentrischen Druck belastet wurden, 
Heft 166-169 der Mitteilungen über Forschungsarbeiten (1914). 

§ 46. Einfluß von Kräften, die in Richtung der 
Stabachse oder parallel zu ihr wirken, während det• Stab 

durch Querkräfte durchgebogen wird. 
1. Einfluß des Widerstandes beim Gleiten der Oberfläche 

des beiderseits gelagerten ,und in der Mitte durch P belasteten 
Stabes gegenüber den Stützen infolge der Dnrchbiegung. 

Der zunächst als gewichtslos gedachte Stab, im ursprünglichen, 
unbelasteten Zustande, berührt die beiden Auflager mit bestimmten 
Teilen seiner Mantelfläche. Wenn er sich zu biegen beginnt, so muß 
derjenige Punkt der Stabachse, der ursprünglich über dem einen, 

Fig. 1. 

etwa dem linken, Auflager sich befand, nach der Mitte rücken -
vgl. Fig. 1 -, da die Achse, d. h. die elastische Linie, ihre Länge 
beibehält. Diese Verrückung A nach der Stabmitte hin läßt sich 
auffassen als Differenz zwischen der halben Stablänge l1 = 0,5 l und 
der halben Sehne des Bogens der elastischen Linie, dessen Länge 
unveränderlich, nämlich gleich l1 , und dessen Pfeilhöhe gleich der 
Durchbiegung y' in der Mitte ist. 
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Wird, was für unseren Zweck zulässig, die elastische Linie als 
flacher Parabelbogen -aufgefaßt, so erhält man, da für diesen, sofern 
dessen halbe Sehne a, dessen halbe Länge 8 und dessen Pfeilhöhe 0 
beträgt, bekanntlich gesetzt werden darf 

8 = a (1 + ! ::) , 
entsprechend einem Unterschied von 

: CYa="-}(~Y8 
zwischen 8 und a, 

Ll=- }!___ "z =- !L "z 2 ( ')q 4 ( ')" 
3 ll 1 3 l . 

Gleichzeitig mit dieser Verrückung des Endpunktes der elasti­
schen Linie nach einwärts neigt sich derjenige Stabquerschnitt, der 
über dem Auflager stand, unter dem kleinen Winkel ß. Hiermit ist 
eine Auswärtsbewegung der Linie (oder des Punktes), in der bzw. 
in dem der Stab vor der Biegung das Auflager berührte, um eß 
verknüpft. Da nach Gleichung 13, § 18, 

ß=~ Pl~ 
16 e' 

so beträgt diese Auswärtsbewegung 

(( p[2 

16 e e. 

Demnach rücken diejenigen Teile der Mantelfläche des Stabes, 
mit welchen derselbe im unbelasteten Zustande, d. h. bei gerader 
Achse, die Auflager berührte, nach auswärts um die Strecke 

a Pl2 4 (y') 2 

x=eß-L1=16 e e-3 T l. 

Gleichung 14, § 18, ergibt 
, a Pl3 

Y = 48A' 
folglich 

Solange· x positiv ist, d. h. wenn 

ccPl3 

e> 108A' 
C'. Bach, Elastizität. 7. Anti. 28 
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oder uach Einführung von 

ee 
P<108-l3 , - ({. 

Pl e 
4=0--e· 

worin o die größte Biegungsanstrengung in der Mitte des Stabes be­
zeichnet, 

~ >V~\aa, . ......... 1) 

so lange wird die in Frage stehende Bewegung nach auswärts er­
folgen und damit während des Vorsichgehens der Durch­
biegung eine auf den Stab wirkende, einwärts gerichtete 
Kraft R (vgl. Fig. 1) wachgerufen werden. Setzen wir, um zu 
erkennen, ob diese Voraussetzung für gew.öhnlich zutrifft, für Stahl 

1 
a = 2 150 OOO = 0,46-5 .Milliontel, a= 1600, 

so findet sich 
e -./ 1600 
T >V 27 .215oooo 

was ausnahmslos der Fall sein wird. Es wirkt also - unter der 
Voraussetzung kleiner Durchbiegungen - R tatsächlich in der be­
zeichneten Richtung. Diese Kraft ist für unbewegliche Auflager, die 
sich nicht in den Stab eindrücken, gleich der Reibung, d. h. 

p 
R=2f-'• 

sofern 1-' den Koeffizienten der gleitenden Reibung zwischen Stab­
oberfläche und festem Auflager bezeichnet. 

Drücken sich die Auflager in den Stab ein, so tritt R nicht 
mehr als einfache Reibung, sondern als weit größerer Widerstand auf. 

Werden die Stützen von Rollen gebildet, die sich um feste 
Zapfen drehen können (Rollenauflager), so wird R kleiner als 0,5 P 1-' 
ausfallen. 

Die Kraft R wirkt nun, abgesehen von ihrem Einflusse auf die 
Länge der Stabachse, mit dem Momente 

Re=0,5Pf-te .......•.. 2) 

auf den Stab, sofern der Einfluß der Durchbiegung auf das Moment 
vernachtässigt wird. Für den mittleren Stabquerschnitt ergibt sich 
alsdann nicht das Moment 
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sondern 

Pl 
4' 

!:_!- Re = p l- p fL e = p l (1 - 2 u !....) 3) 
4 4 2 4 r·l · ' ' ' 

Beispielsweise beträgt für 
minderung des Momentes 

e = 50 mm und l = 1000 mm die Ver-

bei 

für 

bei 

p=0,5 
5% 

e=200mm und l=1000mm 

Deutlich zeigt sich der Einfluß der verhältnismäßigen Höhe des 
Stabes und des Koeffizienten p. 

Werden feste Auflager verwendet, welche die Form einer Schneide 
haben und sich vielleicht gar in den Stab eindrücken, wodurch fL 
einen verhältnismäßig hohen Wert erlangen muß, so kann die Kraft R 
selbst bei nicht hohen Körpern in erheblicher Größe auftreten 1). 

Handelt es sich z. B. um die Ermittlung der Anstrengung, die 
eine Schwelle, Fig. 2, beim Eindrücken in die Bettung erfährt, so 

'l!lW§!!Iil!l!mT~ 
Fig. 2. 

wird der Einfluß der Reibung, die infolge der Durchbiegung zwi­
schen Bettung und Unterfläche der Schwelle auftritt, nicht ohne 
weiteres außer acht gelassen werden dürfen. Auch bei gebogenen 
Federn, die an beiden Enden aufliegen und in der Mitte belastet 
sind, können infolge des mit der Pfeilhöhe der gebogenen Mittel­
linie wachsenden Hebelarmes der Reibungskräfte diese von erheb­
licher Bedeutung werden usw. 

1) Aus diesem Grunde sollen der Biegungsprobe zu unterwerfende Stäbe, 
deren Querschnittsabmessungen nicht klein sind im Vergleich zur Stützweite, 
Rollenauflager erhalten, was meist zu geschehen pflegt. (Vgl. hierüber Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 244 u. f., Fußbemerkung 
daselbst.) 

28* 
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Immerhin aber werden es nur Ausnahmefälle sein, in denen auf 
die im vorstehenden erörterte Wirkung der Reibung zwischen ge­
bogenem Stab und Auflager Rücksicht zu nehmen ist. 

Schließlich sei noch darauf hingewiesen, daß bei - auch teil­
weiser - Entlastung des Stabes sich die Durchbiegung vermindert; 
damit kehrt die Kraft R ihre Richtung und das Moment Re seinen 
Sinn um, die Biegungsbeanspruchung nicht mehr vermindernd, son­
dern vermehrend. 

2. Der an den Enden drehbar befestigte und hie~ durch Zugkräfte 
gespannte prismatische Stab wird durch die gleichmäßig über ihn 

verteilte Querkraft Q = p l belastet. 

I 

' ' I I 
I I 

tt-- ------------------4~- ------------------~ 
Fig. 3. 

Wir denken uns den nach einem flachen Bogen durchhängenden 
Stab in der Mitte durchschnitten und daselbst eingespannt, wie in Fig. 4 
gezeichnet. Dann ergibt sich für den beliebigen um x von der Mitte 
abstehenden Querschnitt bei P das biegende Moment 

~ 
~ 

Fig. 4. 

und hiermit unter Beachtung von Gleichung 15, § 16, 

e d2 y pl2 px2 a dx2=s-T-P(yo-Y) 
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e d2 y px2 pl2 a dx2-Py.+2-s+Pyo=O. 

Die Integration dieser Differentialgleichung liefert unter der 
Voraussetzung, daß 8 und a konstant sind, 

~Y-o 
dx- ' 

01=02=0. 

:für x = .!._ ist Mb = 0, somit e = oo, also 
2 

denmach· 

woraus 

1 d2 y 
----0 e- dx2 - ' 

0=- p€1 . 

aP2 [Jva: +e- ~Va:] 

. 4) 

Ferner muß für x = 0 y = 0 sein, womit aus Gleichung 4 unter 
Berücksichtigung der Werte der Konstanten folgt 

Yo=..!._ ['!!.E__pe + 2p8 ]· 
P 8 ccP ( ~va: _ ~- /aP) 

ccP e +e 2 V 9 

Hiermit findet sich das biegende Moment in der Mitte der 

Stange, d. i. für x =-= ! , 
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und infolgedessen die Biegungsanstrengung 

e _P_ [1-____ 2_ ] 
1 ccP .!..-~ _.!__/aP 

eaV-tr+e aV 8 

6) 

Diese Gleichung liefert beispielsweise für eine 6 m lange Stange 
von 25 mm Durchmesser, die durch P = 3000 kg gespannt ist, bei 
Einführung von 

2,5 jT, 1 et=2, p = 4. 2,5 2 • 0,007 8 ="' 0,04 kg' a=2oooooo' 

2,5 0,04 [ 0=- 1 
6 2 1 

2 000 000 3000 ... .,; - 2 ... v, ... . ] 
e aoooooo .1,914 + e soooooo. t.914 

100 ( 1 ) = T 1- 2220,5 = 33,3 kgfqcm. 

. ~ 

Wie ersichtlich, tritt der Einfluß des zweiten Gliedes der 
Klammer ganz zurück, so daß es für den Fall größerer Länge der 
Zugstange und großer Zugkraft bei mäßigem Trägkeitsmoment voll­
ständig genügt, die Biegungsanstrengung zu berechnen aus 

o6 = e1 (i ~ , • • • • • . • • • • 7) 

d. i. die bereits in § 6, Gleichung 17, für den frei aufgehängten 
Draht gefundene Biegungsinanspruchnahme, wenn dort e durch e1 

und H durch P ersetzt wird. 
Unter den bezeichneten Verhältnissen erscheint hier­

nach die Biegungsbeanspruchung einer Zugstange so gut 
wie unabhängig von der Spannweite 1). 

1) Die Berechnung der Biegungsbeanspruchung, z. B. der oben behan­
delten Stange in der Weise, daß gesetzt wird 

u pZ2 0,04. 600' 8 n 2 53 ...,... = S = 8 = 06 e =Ob 32 ' . ' 
woraus folgen würde 

o6 = ex> 1150 kgfqcm, 

ergibt somit eine durchaus irrtümliche Beurteilung der Biegungsanstrengung. 
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In ähnlicher Weise ist vorzugehen, wenn es sich um an den 
Enden eingespannte oder auch um schräge Zugstangen handelt. 

3. Ein dünner Stab ist um eine Rolle geschlungen und durch 
Zugkräfte belastet, Fig. 5. 

Die Beanspruchung des Bandes von der Stärke s, der Breite b, 
also dem Querschnitt f= bs, setzt sich zusammen aus der An-

Fig. 5. 

strengung, herrührend von der Zugkraft P, und aus der Anstrengung, 
die dadurch hinzutritt, daß das Band um die Scheibe geschlungen, 
also gebogen werden muß. 

Die erstere Inanspruchnahme gibt mit der Genauigkeit, mit der 
gleichmäßige Verteilung über den Querschnitt des Bandes ange­
nommen werden kann, die Zugspannung 

p 
a =~~ 

z bs 8) 

Die letztere Anstrengung pflegt in folgender Weise berechnet 
zu werden. 

Unter der Voraussetzung, daß die Querschnitte des um die 
Scheibe gebogenen Stabes senkrecht zur gekrümmten Mittellinie 
stehen, erlangen die äußersten Fasern eine Länge w ( R + s ), während 

sie vor der Biegung die Länge w ( R + ; ) besaßen; sie erfahren also 

eine Verlängerung um 

Sie vernachlässigt eben den starken, das biegende Moment vermindernden Ein­
fluß der Zugkraft P (vgl. Fig. 4) infolge der Durchbiegung. 

Die erste dahingehende Veröffentlichung, die dem Verfasser bekannt ge­
worden ist, rührt von J. Sc h m i d t her und findet sich im Civilingenieur 187 4. 
S. 215 u. f. Später hat Tolle den Gegenstand eingehen<} behandelt: Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 855 u. f. 
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w(R+s)-w(R+ ;)=w;, 
entsprechend der · Dehnung 

somit der Spannung 

9) 

sofern a die innerhalb der eintretenden Beanspruchung als konstant 
vorausgesetzte Dehnungszahl bezeichnet. 

Nach dieser Rechnung zeigt sich in den Querschnitten, die dem 
gekrümmten Teile des Stabes angehören, die in Fig. 6 - mit über~ 

trieben groß gezeichneter Bandstärke - nach der Linie a b c dar­
gestellte Spannungsverteilung. Zu diesen Biegungsspannungen tritt 
die von P herrührende Normalspannung az, womit sich als Begrim­
zungslinie der Gesamtspannungen die Gerade a1 b1 c1 und infolge­
dessen az + ab als Größtwert der Inanspruchnahme ergibt. 

Diese Rechnungsweise liefert jedenfalls für den durch A B ge­
gebenen Querschnitt des Bandes eine zu große Beanspruchung, wie 
sofort aus folgender Erwägung erhellt. In dem durch den Um­
schlingungswinkel w bestimmten Endquerschnitt .AB des gebogenen 
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Stabes soll die Spannungsverteilung nach der Linie a1 b1 c1 herr­
schen, also in der äußersten Faser die Zugspannung ab + a., in der 
innersten dagegen die Druckspannung ab- a., sofern a. <ab ist. 
Im unmittelbar danebenliegenden Querschnitt E F dagegen soll die 
konstante Zugspannung a. = bb1 vorhanden sein. In Wirklichkeit 
wird sich ein gewisser Ausgleich vollziehen, derart, daß im Quer­
schnitt AB die von der Biegung herrührende Spannung außen und 
innen kleiner ist, als Gleichung 9 angibt, d. h. der Querschnitt des 
Stabes nimmt nicht die radiale Lage ein, welche die Rechnung 
voraussetzt, bleibt vielleicht auch nicht ganz eben. Die Biegungs­
anstrengung ist also tatsächlich im Querschnitt AB kleiner, als 
Gleichung 9 angibt. Dagegen wird sie jedenfalls in dem durch den 

Umschlingungswinkel -~ bestimmten Stabquerschnitt diese Größe 

erreichen. 
Für den Fall, daß die eine der beiden Zugkräfte P größer ist 

als die andere, infolgedessen sich Reibungskräfte zwischen Band und 
Scheibe geltend machen, kann durch diese eine mehr oder minder 
große Abänderung der Spannungsverteilung über die Querschnitte 
veranlaßt werden 1). 

1) Es ist hier der Ort, auf eine häufig anzutreffende irrtümliche Beurtei­
lung der Beanspruchung von Bändern, Drähten usw. aufmerksam zu machen, 
die über eine Rolle oder Stütze gebogen sind. 

Fig. 7. 

Fig. 7 zeigt die Einrichtung einer ziemlich verbreiteten Drahtzerreiß­
ma.schine. Das eine Ende des Drahtes wird um einen Zylinder geschlungen 
und mittels eines Backens gegen denselben gepreßt. Das andere, durch Backen 
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VIII. Beanspruchung durch Schubspannungen 
(Schiebungen). 

§ 47. Schub und Drehung. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in 
denselben fallende Kraft S und ein Kräftepaar vom Momente Md, 

dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet. 
In einem beliebigen Element des Querschnittes erzeugt die Schub­

kraft S eine Schubspannung 7:8 und das auf Drehung wirkende Mo­
ment Md eine Schubspannung ..,;d; die Resultante aus 7:8 und ..,;d liefert 
die Inanspruchnahme in dem betreffenden Querschnittselemente. 

Bei Beurteilung derselben sowie bei Wahl der zulässigen An­
strengung ist es von Bedeutung, zu beachten, daß sie nicht bloß in 
dem Querschnitt, sondern auch senkrecht dazu auftritt (§ 30, s. auch 
Fig. 5, § 32, und Fig. 6, Taf. XIII, bzw. die Erörterung, die in § 45, 
Ziff. 1, zur Einführung von {J0 und in § 48, Ziff. 2, zur Einführung 
von a0 Veranlassung gibt). 

gehaltene Ende wird durch eine Schraubenspindel wagrecht gezogen, wobei die 
Belastung des Drahtes in dem Maße stetig steigt, wie der Hebelarm wächst, 
an dem das Gewicht wirkt. Nach üblicher Auffassung müßte der Draht 
da reißen, wo er um den Zylinder gebogen ist. In der Regel zer­
reißt er jedoch in der geraden Strecke. 

Dieses Verhalten, auf dem die Verwendbarkeit der Umschlingung des 
Drahtes als Einspannung beruht, läßt sich auf folgende Weise erklären. Bei 
dem Biegen des Drahtes um den verhältnismäßig kleinen Zylinder erfährt er 
eine starke bleibende Krümmung; die Beanspruchung entspricht auch entfernt 
nicht mehr der durch Gleichung 9 bestimmten Größe. Dabei wird das Ma­
terial überanstrengt, die Festigkeit desselben nimmt zu, die Zähigkeit dagegen 
ab. Somit besitzt die gekrümmte Strecke eine größere Festigkeit. Bei der 
Durchführung der Zerreißprobe selbst vermindert sich die 'Zugbelastung des 
auf dem Zylinder liegenden tDrahtstabes :um so mehr, je weiter die Quer­
schnitte von der Ablaufstelle entfernt lliegen. Das Reißen erfolgt alsdann, 
wenigstens der Regel nach, in der geraden Strecke. 

Ähnlich verhält es sich mit einem Bremsband, das um die Bremsscheibe 
geschlungen wird, oder mit dem Bleche eines Kessels, das kalt gerollt wird, 
und - wenn auch etwas verschieden davon - mit dem Kabel einer KabeL 
brücke da, wo dasselbe auf den gewölbten Lagern ruht usw. 

Eine solche Überschreitung der zulässigen Anstrengung des Materials er­
scheint, bei ausreichender Zähigkeit des letzteren, in den meisten Fällen ebenso 
wie z. B. das kalte Richten eines Stabes aus zähem Eisen unbedenklich; nur 
darf es sich nicht oft wiederholen, jedenfalls nicht öfter, als es die Zähigkeit 
des Materials und dessen nachherige Verwendung gestattet. 

Bei Beurteilung der tatsächlichen Inanspruchnahme sind unter Umstän-



F
ig

. 
18

. 
F

ig
. 

19
. 

F
ig

. 
20

. 
F

ig
. 

21
. 

F
ig

. 
22

. 
F

ig
. 

23
. 

F
ig

. 
24

. 
F

ig
. 

25
. 

§ 
35

, s
. 3

81
. 

p t=
 " n r-: ;r
 ~: ~ :0
 >
 " ? ~
 

F
ig

. 
26

. 
F

ig
. 

27
. 

F
ig

. 
28

. 
~
 
~
 
~
 H
 



C Bach, Elastizität 7. Auf!. Taj..XIX 



C. Bach, Elastizität. 7. Aufl. Taf. XX. 



S 47. Schuh und Drehnull 4-!3 

1. Kreisquer~chnitt. 

Naeh § 39, b ist die von S hf'rrühn'nÜc Schubspannung am 
größten für die Umfangspunkte df's zu S senkrechten Durchmes~er:'-. 
und zwar beträgt sie daselbst 

Hofern 

4 8 lß s 

f= 7l_ a~ 
4 

die Größe des Querschnittes und d dessen Durchmesser bezeiduwt. 
Nach § 32 ist für alle UmfangHpunkte die durch 11Id wach­

gerufene Schubspannung 
_lß Md 

T - --- --
<1 ::T aa 

die größte. Demnach betriigt die resultierende Anstrengung. rlif' in 

jenen beiclt>n Umfangspunkten den größten Wert PITt>icht. 

2. Kreisringquerschnitt von geringer Wandstärke, Fig. 5, § 39. 

Nach § 39, c ist 

nach § 32 

den auch die Gegenspannungen ins Auge zu fassen, die sich nach l\Iaßgabe de.­
S. 284 Bemerkten einstellen. 

Fig. 8 und 9, Taf. XIX, zeigen einen Flußeisenstab mit rechteckigem 
Querschnitt (43 mm stark, 49 mm breit), der um einen Dorn von 40 mm ge­
bogen worden ist, also eine weitgehende bleibende Formänderung erfahren hat. 
Deutlich erkennt man, daß die am ursprünglich geraden Stab ebenen Quer­
schnitte um ~>o mehr von der Ebene abweichen, je weiter sie von der Mitte 
abgelegen sind; sie zeigen S-förmige Gestalt und stehen auch nicht mehr senk­
recht auf der Mittellinie. Daraus folgt ohne weiteres, daß die Zugrunde~egung 
von Gleichung 9 fiir die Beurteilung der Materialanstrengung bei der Biege­
probe des Materials den tatsächlichen Verhältnissen nicht gerecht wird, gan~ 
abgesehen davon, daß die bei der Entwicklung. der Gleichung 9 vorausge.setzte 
Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen bei der weitgehenden 
Biegung auch entfernt nicht mehr vorhanden ist. 

In Fig. 8 und 9 sind überdies die übrigen Formänderungen von Interesse, 
namentlich die Wölbung und die Änderung der Größe der Seitenflächen de~ 
Stabes; die Querschnitte haben aufgehört, Rechtecke mit geraden Seiten zu sein. 
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16 d Ala 
T =-- M --- -="" 2---

rl n a d4 - d 4 d f ' 
sofern 

0 m 

Folglich 

3. Rechteckiger Querschnitt, Fig. 2, \ 38. 

Unter der Voraussetzung, daß S senkrecht zur Breite b wirkt, 
werden beide Schubspannungen am größten in den Mitten der 
langen Seiten. 

Nach § 38 beträgt hier 

und nach § 34 und § 36 

Somit 

9 Ma 
Td= 2- b2h' 

3 8 
t·=2bh' 

r --1- r = ~ -1- (s + 3 !!a) 
• . d 2 bh b ' 

IX. Beanspruchung durch Normalspannungen 
(Dehnungen) und Schubspannungen (Schiebungen). 

* 48. Größte Anstrengung bei gleichzeitig vorhandener 
Dehnung (Normalspannung) und Schiebung (Schubspannung). 

1. Begriff der zulässigen Anstrengnng des Materials. 

Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir stillschweigend 
vorausgesetzt, daß hinsichtlich des Begriffs der zulässigen Anstrengung 
ein Zweifel nicht bestehe. Solange nur Normalspannungen in Rich­
tung der Stabachse (Zug, Druck, Biegung) oder lediglich Schub­
spannungen (Drehung, Schub) vorhanden sind, pflegt ein solcher 
auch tatsächlich nicht in die Erscheinung zu treten; anders gestaltet 
sich jedoch die Sachlage, sobald Normalspannungen und Schub-

' spannungen gleichzeitig tätig, oder senkrecht zueinander wirkende 
Normalspannungen vorhanden sind. Dann kann in der Tat eine 
Unsicherheit entstehen. Aus diesem Grunde ist hier, wo uns erstmals 
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gleichzeitig Normalspannungen und Schubspannungen entgegentreten. 
der Begriff der zulässigen Anstrengung zu erörtern. 

Bei der Herleitung der Abmessungen von Maschinen- oder Bau­
teilen sowie von ganzen Konstruktionen aus den beanspruchenden 
Kräften sind drei Gesichtspunkte festzuhalten, sofern abgesehen 
wird von den Fällen, in denen Rücksichten auf Herstellung, Fort,­
schaffung, Abnützung usw. maßgebend erscheinen. 

Nur zwei dieser Gesichtspunkte liegen auf dem Gebiete der 
statischen Elastizitätslehre, mit der sich das vorliegende Buch allein 
beschäftigt. Im Interesse der Klarstellung erscheint es geboten, hin­
sichtlich dieser Abgrenzung folgendes zu bemerken. 

Die statische Elastizitätslehre setzt voraus, daß in jedem Augen­
blick zwischen den äußeren Kräften, die den Körper belasten, und 
den hierdurch infolge der Formänderung wachgerufenen inneren 
Kräften Gleichgewicht besteht. Wenn z. B. die äußeren Kräfte, die 
auf den Stab einwirken, dies sofort in voller Größe tun und dann 
wieder aufhören, tätig zu sein, so wird der Körper in Schwingungen 
geraten, d. h. in eine Aufeinanderfolge wechselnder Formänderungs­
zustände gelangen. Infolge äußerer und innerer Widerstände nimmt 
die Größe dieser Schwingungen fortgesetzt ab, und schließlich geht 
der Körper in den Zustand der Ruhe über. Schwingungen des 
Körpers, wie soeben besprochen, stellen sich auch ein, wenn die auf 
ihn wirkenden Kräfte in raschem Wechsel Größe oder Richtung 
oder beides ändern. Sie vermögen unter Umständen unerwartet 
große Werte zu erreichen. Die Feststellung der Inanspruchnahmen;· 
die infolge dieser Schwingungen auftreten können, erfordert Ein­
gehen auf die in Betracht kommenden dynamischen Verhältnisse 
und geht deshalb über das Gebiet der statischen Elastizitätslehre 
hinaus. Die Verfolgung dieser Verhältnisse kann in manchen Fällen 
notwendig werden, wenn man sich ein zutreffendes Urteil über den 
Größtwert der Beanspruchung verschaffen will. Namentlich treten 
solche Fälle im Maschineningenieurwesen auf, haben jedoch in der 
Literatur erst in neuerer Zeit die ihnen gebührende Beachtung ge­
funden 1). Der erfahrene Ingenieur hat die zusätzlichen Bean-

1) Frahm, Neue Untersuchungen über die dynamisahen Vorgänge in den 
Wellenleitungen von Schiffsmaschinen mit besonderer Berücksichtigung der 
Resonanzschwingungen, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1902, 
S. 797 u. f. oder Mitteilungen über Forsclmngsarbeiten, Heft 6. 

Sommerfeld, Beitrag zum dynamischen Ausbau der Festigkeitslehre, 
Physikalische Zeitschrift 1902, S. 266 u. f., Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1902, S. 391 u. f. 

Roth, Schwingungen von Kurbelwellen, Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1914, S. 564 u. f. 
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spruchungen durch dynamische Wirkungen schon früh beobachtet 
und sie schätzungsweise durch Herabsetzung der in die RecHnung 
eingeführten zulässigen Materialanstrengungen berücksichtigt, wenn er 
sie nicht rechnerisch bestimmen konnte. Daß solchen Schätzungen 
eine mehr oder minder große Unsicherheit anhaftet, ist natürlich, 
weshalb die wissenschaftliche Verfolgung der in Betracht kommenden 
Aufgaben sehr zu begrüßen ist. Diese muß sich allerdings auch auf 
das tatsächliche Verhalten der Materialien erstrecken, das - ganz 
abgesehen von anderem - nicht nur mit den Eigenschaften der­
selben wechselt, sondern überdies abhängt von der Geschwindigkeit, 
mit der die Kräfte einwirken. 

Der erste Gesichtspunkt, der das bestimmt, was der Regel 
nach als zulässige Anstrengung gilt, liefert die Forderung, daß 

a) (nach der Ansicht der einen) die Spannung, 
oder 

b) (nach der Ansicht der anderen) die verhältnismäßige Dehnung 
in keinem Punkte des Körpers die höchstens für zulässig erachtete 
Größe überschreite. 

Bei einfacher Zug-, Druck- und Biegungselastizität sowie bei 
Verbindung derselben besteht - streng genommen allerdings nur 
im Falle der Unveränderlichkeit der Dehnungszahl - Proportionali­
tät zwischen Dehnungen und den ihnen entsprechenden Normal­
spannungen. In diesen Fällen kommt deshalb die Forderung a) auf 
dasselbe hinaus wie diejenige unter b ); denn multipliziert man die 

'höchstens für zulässig erachtete Normalspannung mit der Dehnungs­
zahl, so tritt an ihre Stelle die höchstens noch für zulässig ge­
haltene Dehnung. 

Da bei einfacher Drehungs- und Schubelastizität sowie bei Ver­
bindung beider ebenfalls Proportionalität zw~schen Schobspannungen 
und den zugehörigen Dehnungen vorhanden ist (§ 31), so dürfen 
auch in diesen Fällen - Unveränderlichkeit der Dehnungszahl vor­
ausgesetzt - die Bedingungen unter a) und b) als zusammenfallend 
betrachtet werden. 

Wirken dagegen senkrecht zueinander stehende Normalspan­
nungen gleichzeitig, so hört die sonst vorhandene Proportionalität 
zwischen Dehnungen und Spannungen auf, wie in § 7 und § 14 er-

P fl e i derer, Dynamische Vorgänge beim .Anlaufen von Maschinen usw. 
Stuttgart 1906. 

v. Karman in der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften 
mit Einschluß ihrer .Anwendungen, Bd. IV, 2. II, Heft 3 über "Festigkeits­
probleme im Maschinenbau" unter 12. 

Heilandt, über die Beanspruchung der Förderseile beim .Anfahren und 
Bremsen, München und Berlin 1916. 
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örtert worden ist, und die Auffassung nach a) fordert etwas anderes 
als diejenige nach b ). Die erstere räumt den senkrecht zum ge­
zogenen oder gedrückten Stab wirkenden Kräften keinen Einfluß auf 
die zulässige Anstrengung ein, sie läßt die in § 9, Ziff. 1, erörterten 
Versuchsergebnisse unbeachtet, sie belastet einen in Richtung der 
Achse gezogenen und senkrecht zu seiner Achse gedrückten Stab 
ebenso stark, als wenn die Druckkräfte nicht vorhanden wären, sie 
wählt die zulässige Anstrengung der Bleischeibe Fig. 1, § 14, ebenso 
groß wie diejenige der Fig. 2, § 14, obgleich dieselbe im letzteren 
Falle erfahrungsgemäß weit größer genommen werden darf; für sie 
ist die zulässige Anstrengung im Falle der Fig. 20, § 13 (Fig. 18, § 13), 
dieselbe, gleichgültig, ob z = 60 mm oder z = 5 mm, und zwar 
auch dann, wenn etwa an Stelle des Steinwürfels ein solcher aus 
Schmiedeisen träte; sie kann folgerichtig den in § 20, Ziff. 2, be­
sprochenen Einfluß der Fasern aufeinander nicht anerkennen usf. 

Treten gleichzeitig Normal- und Schubspannungen auf, ~o er­
geben sich für den betreffenden Punkt des Körpers eine größte 
Spannung und eine größte Dehnung; beide stehen jedoch nicht in 
dem Verhältnisse wie einfache Normalspannung und Dehnung nach 
Maßgabe der Gleichung 2 oder 4, § 2. Die Bedingung unter a) 
verlangt deshalb in solchem Falle auch nicht das gleiche wie die 
Forderung unter b ). 

Die Auffassung unter a) ist die ältere und erfreut sich auch 
heute noch einer großen Verbreitung. Mariotte dürfte wohl der 
erste gewesen sein, der darauf hingewiesen hat, daß die Dehnung 
eine gewisse Grenze nicht überschreiten soll; dagegen scheint es, 
daß erst Poncelet die Forderung unter b) mit Entschiedenheit ver­
treten und durchgeführt hat. 

Daß die Bedingung unter a) in verschiedenen Fällen nicht zu­
treffend ist, erhellt aus dem Erörterten. Unter diesen Umständen 
erachtet Verfasser die Feststellung des Begriffes der zulässigen An­
strengung nach Maßgabe der Forderung unter b) für die zweck­
mäßigere, wenigstens zunächst. W eieher Grad der Zuverlässigkeit ihr 
innewohnt, welche Mängel ihr anhaften, wird durch ausgedehnte -
übrigens erheblichen Schwierigkeiten begegnende - Versuche noch 
zu entscheiden sein 1). 

1) Erst in neuerer Zeit ist das Interesse an der Lösung der hier bezeich­
neten Aufgabe ein allgemeines geworden. V gl. u. a. die Veröffentlichungen von 
Mohr in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 1524 u. f., 
1901, S. 740 u. f., Guest, Philosophical Magazine 190Q, nach dem die größte 
Schubspannung maßgebend sein würde, Roth, Die Festigkeitstheorien und 
die von ihnen abhängigen Formeln des Maschinenbaues, Leipzig 1902, Sc ily, 
Baumaterialienkunde 1902, Heft 21. (Letzterer gelangt, ohne jedoch die Auf-
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Folgerichtig wäre hiernach, mit zulässigen Dehnungen statt mit 
zulässigen Spannungen zu rechnen. Da sich jedoch der Begriff der 
zulässigen Anstrengung als einer auJ die Flächeneinheit bezogenen 
Kraft eingebürgert hat, es auch keine Schwierigkeit bietet, zu jeder 
zulässigen Spannung eine entsprechende Dehnung zu bestimmen 1), 

so erscheint die Beibehaltung der auf die Flächeneinheit bezogenen 
Kraft als Maß der zulässigen Anstrengung ausführbar und berechtigt. 
Nur ist hierbei festzuhalten, daß dann in den Fällen gleichzeitigen 
Vorhandenseins von senkrecht zueinander stehenden Normalspan­
nungen oder von Normal- und Schubspannungen an die Stelle der 
höchstens zulässigen Dehnung keine wirkliche, sondern nur eine 
gedachte Spannung tritt, nämlich der Quotient: zulässige Dehnung 
dividiert durch die DehnungszahL (S. Gleichung 3 und 7.) 

Gleichgültig, ob man die Forderung unter a) oder diejenige 
unter b) für die richtigere hält; in beiden Fällen setzt ihre Be­
friedigung voraus, daß man imstande ist, die größte in dem Körper 
auftretende Spannung bzw. Dehnung ausreichend genau zu berechnen. 
Dies ist nun bei den Aufgaben, die an den Ingenieur herantreten, 
häufig nicht der Fall. Unter solchen Umständen bleibt dem Kon­
strukteur, wenn er sich nicht auf Abmessungen stützen kann, die 
als bewährt gelten, nur übrig, die nötige Sicherheit in bezug auf 
die Widerstandsfähigkeit der von ihm zu entwerfenden Teile sich 
durch Versuche zu beschaffen. Diese können Bruchversuche sein, 
wobei der Versuchskörper zum Bruch gebracht, also festgestellt 
wird, unter welcher Belastung der Körper bricht, oder man kann -
wenn die Art des Materials es gestattet - ermitteln, bei welcher 
Belastung die Streckgrenze desselben an den in Betracht kommen­
den Stellen oder eine gewisse Formänderung erreicht wird. Durch 
Wahl eines den Verhältnissen entsprechenden Bruchteiles der so be­
stimmten Belastung als höchstens zulässiger Beanspruchung pflegt 
alsdann eine Grundlage für die Berechnung der Abmessungen ge­
wonnen zu werden. Daß bei solchen Versuchen, ebenso bei Über­
tragung ihrer Ergebnisse auf technische Ausführungen, mit größter 
Sorgfalt vorzugehen ist, darf nicht übersehen werden. 

gabe als gelöst anzusehen, zu dem Ergebni!!l: "In unserem Falle scheint: es 
als experimentell bewiesen, daß es nicht die maximale Spannung, sondern die 
maximale Dehnung ist, die bei der Zerstörung des Materials eine ausschlag­
gebende Rolle spielt." v. Karman (Mitteilungen über Forschungsarbeiten, 
Heft 118 [1912]) behandelt die Frage in seinem Bericht über Versuche mit 
Marmor unter allseitigem Druck. 

1) Nach S. 455 ist die Normalspannung mit IX, die Schubspannung mit 

m+t I·r· -----,:n- IX zu mu t1p 1z1eren. 
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B~i der Wahl der Werte,· die als zulässige Anstrengung des 
Materials jeweils in die Rechnung eingeführt werden, müssen in 
der Regel die Verhältnisse des einzelnen Falles sorgfältig erwogen 
werden. In dieser Hinsicht sei beispielsweise folgendes hervorgehoben. 
In der Regel wird angenommen, daß bei einem auf Biegung bean­
spruchten Körper die in Gleichung 12, § 16, einzuführende zulässige 
Anstrengung k. für dasselbe Material gleich derjenigen sei,. welche 
im Falle von Zug bei Benutzung von Gleichung 2, § 6, eingesetzt 
wird. In Wirklichkeit gibt es jedoch viele Fälle, in denen es nicht 
nur zulässig ist, sondem in Rücksicht auf andere, namentlich wirt­
schaftliche Verhältnisse (Kosten), auch geboten sein kann, mit der 
zulässigen Biegungsbeanspruchung, d. h. mit k. in Gleichung 12, § 16, 
höher zu gehen. Zur Klarstellung der Zulässigkeit wollen wir uns 
zwei gleiche prismatische Stäbe aus demselben Flußeisen - der 
Einfachheit der Betrachtung wegen mit rechteckigem Querschnitt -
vorstellen: 

a) den einen auf Zug mit k. = 900 kgfqcm in Anspruch ge­
nommen, 

ß) den anderen an den Stabenden unterstützt und durch eine 
in der Stabmitte angreifende Kraft so beansprucht, daß in 
der äußersten Faserschicht die Zugspannung k. = 900 kgfqcm 
eintritt. 

Im Falle a ist in allen Punkten aller Querschnitte des pris­
matischen Stabteiles die Zugspannung von 900 kgfqcm vorhanden, 
und zwar unter der günstigsten Voraussetzung vollständig gleich­
mäßiger Verteilung der Zugkraft über den Querschnitt. Schon bei 
geringer Abweichung hiervon werden sich sofort erheblich höhere 
Spannungen einstellen, zu den Zugspannungen werden Biegungs­
spannungen von Bedeutung hinzutreten können. 

Im Falle ß dagegen ist die Spannung 900 kgfqcm nur in einem 
einzigen Querschnitt und in diesem nur in der äußersten Faserschicht 
vorhanden. Sollte diese Faserschicht durch irgendeinen Umstand 
(Zufälligkeiten im Betriebe, Materialfehler usw.) derart überanstrengt 
werden, daß das Flußeisen daselbst bleibend nachgibt, so greifen 
die im Querschnitt weiter nach innen gelegenen und sonst weniger 
angestrengten Fasern unterstützend ein. Darin liegt es auch be­
gründet, daß solche Stäbe bei Biegungaverauchen eine weit größere 
Belastung auf Biegung vertragen, als der Zugfestigkeit des Materials 
bei Zugrundelegung der Gleichung 12, § 16, entspricht (vgl. § 22). 

Ändert sich bei Nachgiebigkeit des zähen Materials die Form 
des auf Biegung beanspruchten Körpers in solcher Weise, daß die 
Anstrengung abnimmt, so liegt hierin ein weiterer Grund, gebotenen-

r. Bach, ElastlzitiLt. 7. Autl. 29 
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falls höhere Werte für die zulässige Materialanstrengung einzusetzen 
(vgl. § 542, Kettenhaken).i 

Auch können unter Umständen noch andere Einflüsse sich geltend 
machen, die bei Wahl der zulässigen Spannung in Gleichung 12, 
§ 16, Berücksichtigung verdienen, wie z. B. die in § 6 und die in § 22 
unter a) erwähnten Vorspannungen oder Gegenspannungen, die sich 
nach hohen Probebelastungen, die nötig waren und bleibende Form­
änderungen von Bedeutung zurückließen, in den bei der Biegung 
am stärksten beanspruchten Fasern einstellen und diese gegenüber 
der Inanspruchnahme im Betriebe entlasten 1). 

Der zweite Gesichtspunkt ergibt sich in der Forderung, daß 
die Gesamtformänderung des belasteten Körpers innerhalb der 
Grenzen bleibe, die durch den besonderen Zweck desselben oder 
durch den Zusammenhang mit anderen Konstruktionsteilen gesteckt 
sind. Da, wo eine höchstens zulässige Durchbiegung, Verdrehung usw. 
die Abmessungen bestimmt, ist im allgemeinen eine Rechnung mit 
zulässiger Anstrengung im soeben erörterten Sinne des Wortes nicht 
mehr richtig. Dieselbe ist dann eine Funktion der Form und Größe 
des in Frage stehenden Körpers. (S. auch die erste Fußbemerkung 
zu § 26, vierten Absatz.) 

1) Vgl. das in § 64, Ziff. 2 letzten Absatz, angeführte sowie das folgende 
Beispiel. 

Die beiden ebenen, mit ihrer Krempung in einen Dampfkesselmantel 
eingenieteten Stirnwände seien durch Anker miteinander verbunden. Der Ein­
fachheit wegen wollen wir uns einen einzigenAnker in der Mitte denken. Unter 
Einwirkung des Probedruckes möge sich der Boden an der Krempe zu einem 
Teile bleibend durchbiegen, während die Stärke des Ankers derart ist, daß er 
sich nur elastisch dehnt. Wird nun der Probedruck durch Ablassen des Wassers 
beseitigt, so federt der Anker ganz zurück, während der Boden infolge der 
bleibenden Formänderung an der Krempung das nicht tut, sondern nur in 
seiner Mitte durch den Anker veranlaßt wird, sich soweit durchzubiegen, als 
es die Länge der letzteren verlangt; infolgedessen wird der Anker eine Zug­
spannung erfahren, während der Boden an der Innenseite der Krempung eine 
Druckspannung erleidet: Anker und Boden sind also nicht mehr spannungs­
los, sondern besitzen infolge der bleibenden Formänderung des Bodens Vor­
spannung. Wenn nun jetzt die Betriebspressung des Kessels wirksam wird, 
so tritt zu der Anstrengung, die diese im Anker verursacht, die Vorspannung 
hinzu, während die Beanspruchung, die durch diese Betriebspressung im Innern 
der Bodenkrempung hervorgerufen wird, um den Betrag der Vorspannung ver­
mindert wird. 

Über eigene Versuche mit der Aufgabe, zu ermitteln, welcher Teil der 
auf die Stirnwandung vom Flüssigkeitsdruck geäußerten Kraft von dem Anker 
und welcher Teil von der Wandung selbst übertragen wird, ist im Protokoll 
der 42. Delegierten- und Ingenieur- Versammlung des Internationalen Ver­
bandes der Dampfkessel-überwachungsvereine zu München 1912 auf S. 31 u. f. 
berichtet. · 
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Gestattet der derzeitige Stand der Rechnungen nicht, die ins 
Auge zu fassende Gesamtformänderung im voraus ausreichend genau 
zu ermitteln und kann sich der Konstrukteur nicht auf Abme~sungen 
stützen, die als bewährt anzusehen sind, so muß er auch hier zu 
Versuchen greifen, für die sinngemäß das oben bei Erörterung des 
ersten Gesichtspunktes Bemerkte gilt. 

Hierher gehören auch die Fälle, in denen die Stabilität der 
Form gesichert werden muß (Knickung schlanker Stäbe, vgl. § 23 u. f., 
Einbeulung dünnwandiger Hohlgefäße bei äußerem Überdruck, vgl. 

'§ 26, erste Fußbemerkung, Faltung dünnwandiger Hohlkörper bei 
Druckbeanspruchung, vgl. § 13, Ziff. 1 unter h). 

Der dritte Gesichtspunkt wird durch Eingehen auf die oben 
(S. 445) bezeichneten dynamischen Verhältnisse gegeben. 

Auch hier können Versuche nötig werden. Dabei empfiehlt es 
sich in vielen Fällen, den schon vor Jahrzehnten auch öffentlich 1) 

vom Verfasser ausgesprochenen Grundsatz zu beacliten: "Versuche 
sind in der Regel unter solchen Verhältnissen anzustellen, wie sie 
bei den wichtigeren technischen Anwendungen vorzuliegen pflegen, 
so daß die ermittelten Erfahrungszahlen auf diese mit ausreichender 
Sicherheit übertragen werden können." 

2. Ermittlung der größten Anstrengung. 

Wir denken uns in dem Stabe, Fig. 1, ein Körperelement, eme 
Faser ABOD von der Länge AB= DO abgegrenzt derart, daß die 
in AD sich projizierende Stirnfläche mit dem in Bettacht gezogenen 
Stabquerschnitt zusammenfällt, während die Richtungen AB und 

I 

'X !!,. EEf 

- ·-

1 

Fig. I. 

DO mit der Stabachse parallel laufen. In Fig. 2, S. 452, sei dieses Faser­
stück, entsprechend dem ursprünglichen Zustande, d. h. vor der In­
anspruchnahme des Stabes, in größerem Maßstabe durch die aus­
gezogenen Linien dargestellt. 

1) S. Schlußabsatz der Fußbemerkung 2, S. 13. 
29* 
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Unter Einwirkung der äußeren Kräfte dehne sich die Faser in 
der Richtung AB um 

sofern 
BE=KF=e.AB, 

BE 
e=A.ß 

die verhältnismäßige Dehnung bezeichnet. Nach § 1 muß sich die 
Faser gleichzeitig senkrecht zu ihrer Achse zusammenziehen. 

Fig. 2. 

Diese Zusammenziehung betrage 

CK=DG=eq.BC, 
wenn 

CK 
e ==-q BC 

(vgl. § 7). 
Zu dieser mit der Normalspannung verknüpften Formänderung 

tritt nun die der Schubspannung entsprechende. Es verschiebe sich 
der Querschnitt EF (ursprünglich BC) um 

EH=FJ=y.AB 

gegen den Querschnitt AGD, sofern r die Schiebung (vgl. § 28) 
bedeutet. 

Hierbei dehnt sich die ursprünglich A 0 lange Strecke bis zur 

Größe A J. :Fällt man von J ein Lot J L aüf die über 0 hinaus 
verlängerte Linie AC, so daß also 4::. JLA = 90° ist, so ergibt sich 

die Verlängerung, die A 0 beim Übergang in A J erfahren hat, mit 
Rücksicht darauf, daß die Formänderungen überhaupt klein sind, an-
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genähert zu GL. Hiermit wird dann die verhältnismäßige Dehnung 81 

der Strecke A 0 
GL 

81=-=· 
AG 

Dieser Wert ist aber auch gleich L M: AB, sofern L M II BA 
durch L gezogen wird; folglich 

LM 
e1=-=· 

AB 

81 erlangt seinen größten Wert, wenn dies bei L M eintritt, da 
die ursprüngliche Faserlänge AB als Konstante gilt. 

Zur Feststellung von max (L M) führt nachstehende Betrachtung. 
Mit N als Schnittpunkt der Linien GF und AG findet sich 

- -- - - --- .AB -­
F N =F K + KN = 8. AB+KG-= = (8 + 8q)AB. 

BG 
Außerdem ist 

F-.T= r . AB. 

Über der Hypotenuse NJ des durch FN und FJ bestimmten 
rechtwinkeligen Dreiecks N F J beschreiben wir mit N J als Durch­
messer und 0 als Mittelpunkt einen Kreis, der die Punkte L und F 
in sich enthalten muß (wegen ;;:::_JLN=90° und ;;:::_JFN=90°). 
Man erkennt nun leicht, daß LM seinen größten Wert erreicht, 
wenn L, auf dem Kreisbogen sich bewegend, in die durch den Kreis­
mittelpunkt 0 gehende Horizontale, d. h. nach P gelangt. 

Ist 01 die Projektion von 0 auf G F, so ergibt sich 

Wegen 

-- --- 1-
max(LM)=K01 +-NJ. 

2 

-- -- - NF -
K01 =N01-NK=---NK 

2 
unter Beachtung, daß 

infolgedessen 

N F= (8+eq)AB, 

--AB -
NK=GK-=-= 8n.AB, 

BG "' · 

--1 --1-
K01 = 2 (e+ eq)AB-8q.AB= 2 (e- eq)AB, 
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und da 

NJ = ~ NF2 +~JF~ = ~ (e+ ~iA:-B2 +~~.-AB~ 

so findet sich 
= AB.V(~ + eq)2+;~, 

--- 1- 1---
max(LM)=2AB(e-F.q)+2ABV(e+eqY + y~, 

und hieraus 

max(~~)= max(e1)=~ [e- F. +V~ +~·)i + y'.llJ t) AB 2 q q 

Unter der Voraussetzung, daß innerhalb der in Betracht ge­
zogenen Stabstrecke senkrecht zur Stabachse Kräfte von Bedeutung 
überhaupt nicht einwirken, so daß die verhältnismäßige Quer­
zusammenziehung 

e 
e =­

q m 

gesetzt werden darf (§ 1 und § 7), folgt zunächst 

( ) m- 1 + m + 1 V-;+(--,;"-)' .: max e = ---e ---- e ----- Y" 
1 2m 2m• m+1 

und sodann (nach § 2, Gleichung 2, bzw. § 31, Gleichung 3) mit 

und 
m+1 r=ßr=2a---r 

m 

( m-1 m+1 --- -) max(el)=a -- a+ Va'2 + 4r2 • 
2m 2m 

2) 

Hierdurch ist die Größe von max(e1) und damit 
auch die größte Anstrengung 

nach Ziff. 1 

max (~81) = m-=_~. a+ ~+ 1 Va2 + 4r11 
a 2m 2m 

3) 

des Materials festgestellt. 
Der im vorstehenden zur Bestimmung der letzteren beschrittene 

Weg wurde nach Wissen des Verfassers zuerst von Poncelet ein­
geschlagen 1 ). 

1) Die Ableitung aus den allgemeinen Gleichungen der Elastizitätslehre 
findet sich in § 71. 
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Wie aus dem Gange der Entwicklung folgt, setzt die Gleichung 3 
voraus, daß die Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht 
werden kann, auf die ganze Erstreckung weder einen Zug noch 
einen Druck noch einen Querschub aufeinander ausüben, also auch 
nicht von außen empfangen. 

Was die Richtung anbetrifft, in der die größte Anstrengung 
stattfindet, so erkennt man, daß diese mit der Verbindungslinie der 
Punkte N und P, d. h. mit NP zusammenfällt. Wird nun berück-

sichtigt, daß 1::. F NP= q; wegen FP = P-J die Hälfte von 1:. F N J 
ist, und daß 

so findet sich 
r m r 

tg 2q;=~-+eq = i+-m-; ...... 4} 

Hiermit erscheint die durch q; gegenüber der Stabachse (Rich­
tung der Normalspannung) festgelegte Richtung AG, in der die Df'h­
nung ihren größten Wert erlangt, bestimmt. 

Mit 

wird 

e=t((1, 
m+t y=2CC-- -- T 

m 

mr 7: 
tg2 q;= (1 +m)e =2--;;- ........ 5) 

Für -r = 0 ergibt sich q; = 0, d. h. die größte Dehnung findet 
dann in Richtung der Stabachse statt, wie ohne weiteres klar ist. 

Für a = 0 wird 

wie bereits in § 31, Zilf. 1, festgestellt wurde. 
Für -r = 0 ergibt Gleichung 3 

max(~)=a 
und für a =·0 

max(~)=m~l -r. 

Hiernach entspricht die Schubspannung r allein einer Dehnung 

m+"t 
---((T, 

m 



456 IX. Beanspruchung durch Normalspannungen und Schubspannungen. 

während die Normalspannung a mit einer solchen im Betrage von 

aa 

verknüpft ist. Bei gleicher Größe der beiden Spannungen ergibt sich 
die erstere Dehnung im Verhältnis von ( m + 1): m bedeutender als 
die letztere. Soll die Dehnung, d. h. die Anstrengung, in beiden 
Fällen die gleiche sein, so muß -r im Verhältnis von m : ( m + 1) 
weniger betragen als a, wie bereits aus dem in § 31 Erörterten 
hervorgeht1). 

Die Gleichung 3 setzt voraus, daß das Material in allen Punkten 
des Körpers nach allen Richtungen hin gleicli beschaffen (isotrop) 
ist. Diese Voraussetzung trifft nun nicht immer zu, so z. B. bei 
Schweißeisen nicht, dessen Widerstandsfähigkeit namentlich gegen­
über Schobspannungen in Ebenen parallel zur Walzrichtung und 
senkrecht zur Richtung des beim Walzen ausgeübten Druckes sich 
vergleichsweise erheblich geringer erweist. In derartigen Fällen ist 
es natürlich unzutreffend, den Einfluß <;!er Dehnung e, die einer be­
stimmten Schubspannung entspricht, gegenüber derjenigen Dehnung, 
die bei Normalspannungen als höchstens zulässig erachtet wird, nach 
Maßgabe der Gleichung 

m+1 e1 =---a-r=aa . ........ 6) 
m 

zu beurteilen. Dann muß vielmehr die Beziehung 

m+1 y=2a---T 
m 

vor Einführung in die Gleichung 2 eine Berichtigung oder Ergän­
zung erfahren, am einfachsten durch Multiplikation .mit einem Koeffi­
zienten a0 , der ganz allgemein die Aufgabe haben soll, dem Um­
stande Rechnung zu tragen, daß die zulässige Schubspannung zur 
zulässigen N orm,p,lspannung für die zwischen 4 und 3 liegende 
Größe m nicht immer in dem Verhältnisse 

m:(m+1)=4:5 bis 3:4=1:1,25 bis 1:1;33 

steht. (S. auch Gleichung 5 und 6, § 31.) 
Mit 

m+1 r=2a-- -ao-r m 
geht Gleichung 3 über in 

1) Die tatsächlichen Anstrengungen verhalten sich hiernach nicht wie -r : o, 
d . m+I son ern wxe --- -r: o. m 
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max(et) = m-1 a+~ :+ 1 v'a2 + 4 (a -r)2 
a 2m 2m o 

zulässige Anstrengung bei Normalspannung . . 7 1 ) 

110 = + 
~zulässige Anstrengung bei Schubspannung 

m 

Mit Rücksicht hierauf werde a0 als das Verhältnis der zulässigen 
Anstrengungen für den gerade vorliegenden Fall oder kurz als An­
strengungsverhältnis bezeichnet. 

Setzt man, dem heutigen Stande der Versuchsergebnisse ent­
sprechend und in der Absicht, zu runden Zahlenwerten zu gelangen, 

10 m=-, 
3 

so gehen die Gleichungen 7 über in 

max (:;-) = 0,35 a + 0,65 v'~2 +-4 (a0 -r)2} 

zulässige Anstrengung bei Normalspannung · · B) 
ao = 1,3 . zulässige Anstrengung bei Schubspannung 

Der Unterschied, der sich hinsichtlich der Anstrengung max ( ::) 

ergibt, je nachdem man m = 3 oder m = 4 oder einen dazwischen 
gelegenen Wert setzt, ist übrigens unbedeutend. 

Durch die Feststellung in den Gleichungen 7 und 8 erfüllt der 
Koeffizient a0 nicht bloß seinen Zweck beim Mangel allseitiger Gleich­
artigkeit des Materials, sondern auch dann, wenn die Werte für die 
beiden zulässigen Anstrengungen aus anderen Gründen nicht in dem 
Verhältnisse ( m + 1) : m stehen. Das wird bei vorhandener Isotropie 
des Materials allgemein dann der Fall sein, wenn die gleichzeitig 
auftretenden Normalspannungen und Schobspannungen nicht gleich­
artig sind, beispielsweise dann, wenn die erstere eine fortgesetzt 
wechselnde ist (Biegungsanstrengung einer sich drehenden Welle usw.), 
während die letztere als unveränderlich gelten kann (Drehungs­
anstrengung derselben Weile bei Überwindung eines konstanten Ar­
beitswiderstandes) usf.2). 

Bei Entwicklung der grundlegenden Beziehungen 1 bis 3 war 
in Übereinstimmung mit der hierfür entworfenen Figur 2, S. 452, 

1) S. des Verfassers Maschinenelemente, i881, S. 11, 207, 208, 210, 211, 
216 usf.; 1891/92, S. 22 u. f., 330, 331 usf.; 1908 (10. Auß.), S. 35 u. f., S. 554 usw. 

2) S. des Verfassers Maschinenelemente, 1881, S. 18 u. f., 1891/92, S. 34 u. f., 
1908 (10. Auß.), S. 55 u. f., 1913 (11. Auß.), S. 57 u. f. 
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angenommen worden, daß die Dehnung 6 (die Norll\alspannung a) 
in Richtung der Stabachse eine positive sei, entsprechend einem 
an der betreffenden Stelle wirkenden Zug. Ist das Entgegengesetzte 
der Fall, erfährt der Stab in Richtung seiner Achse eine Zusammen­
drückung, d. h. sind 6 und a negativ, so führt die gleiche Betrach­
tung zu dem Ergebnis 

( 6) m -1 m + 1 ----- ·- ---
max - _.! = ----- a + --- -- v' a'l + 4 t 2 

a 2m 2m 
;Ja) 

Hierbei ist a nur mit seiner absoluten Größe einzusetzen. Diese 
Gleichung unterscheidet sich von der Beziehung 3 lediglich dadurch, 
daß hier die größte Anstrengung als Druckbeanspruchung erscheint, 
während sie dort als Zuginanspruchnahme auftrat. Dementsprechend 
treten an die Stelle der Gleichungen 7 und 8 die . Beziehungen 

max (- ;:) =~2-m 1 a+ m2-t_1 v'a2 + 4(a0 t)2 • • • 7 a) 

bzw. 

Neben dieser Druckbeanspruchung, wie sie hierdurch bestimmt 
ist, wird unter Umständen noch eine größte Zuganstrengung maß­
gebend sein können, nämlich dann, wenn die positive Dehnung, die 
der Schiebung r entspricht (vgl. § 31, S. 331), die Zusammendrückung, 
die mit der negativen Normalspannung in Richtung der Stabachse 
verknüpft ist, bedeutend überwiegt. Diese größte Zuganstrengung, 

die dann gleichzeitig mit der größten Druckbeanspruchung max (- ~1) 

auftritt, und die mit max ( ;) bezeichnet sei, kann in gleicher Weise 

ermittelt werden, wie oben die Gleichungen 1 bis 3 gefunden wur­
den, oder man kann sie unmittelbar aus Gleichung 3 ableiten, 
indem in der letzteren a negativ gesetzt wird. Auf beiden Wegen 
ergibt sich 

max( 62)=-m- 1 a+ m+_!Va2 + 4t'.l 
a 2m 2m 

. . . 3b) 

und damit nach Gleichung 7 und 8 

max ( 62) = - '!!!' - 1 a + m t! va~ + 4 (a 7:)2 ' 7 b) 
a 2m 2m 0 

max ( d) =- 0,35 a + 0,,65 V a2 -F 4 (a0 Tf Sb) 
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In diese Beziehungen ist a natürlich nur mit seiner Grö13e ohne 
Rücksicht auf d·as Vorzeichen einzuführen. 

Der absolute Wert von max (- ~!) ist nach Gleichung 3a aller-

dings größer als derjenige, welchen Gleichung 3 b für max ( d) liefert. 

Da aber die zulässige Zuganstrengung in manchen Fällen bedeutend 
geringer zu sein pflegt als die zulässige Druckinanspruchnahme, so 

kann trotzdem max (~) maßgebend werden. 

§ 49. Zug (Druck) und Drehung. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für den in Betracht gezogenen Querschnitt eine 
in die Richtung der Stabachse fallende Kraft P und ein Kräfte­
paar vom Momente Md, dessen Ebene die Stabachse senkrecht 
schneidet. 

In einem beliebigen Element des Querschnitts von der Größe f 
wird durch die Zugkraft P eine Normalspannung 

p 
a=---
. f 

wachgerufen, während das auf Drehung wirkende Moment Md eine 
Schubspannung -r erzeugt, die nach den §§ 32 bis 36 zu bestimmen 
ist. Da a für alle Punkte des Querschnittes als gleich groß aufge­
faßt werden darf, so tritt die bedeutendste Anstrengung da auf, wo 
-r seinen größten Wert erlangt. 

Nach den Gleichungen 7, § ~8, ergibt sich mit kz als zulässiger 
Zug- und kd als zulässiger Drehungsanstrengung 

k m-1 +m+lv 2+ ( )2 1 
z_ 2m 2m 0 > -- a -- a 4 a -r , I 

kz (( = ----- ----0 m+l ' 
--k 

10 
und mit m = ---

3 

m d 

1 \ 
) 

2) 
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Wirkt P nicht ziehend, sondern drückend, so wird a negativ. 
infolgedessen nach Gleichung 8a, § 48, zunächst die mit k als zu­
lässiger Druckanstrengung gültige Beziehung 

k > 0,35 a + 0,65 v~+(4 ao1:)2,} 

. k 
(( =----

0 1,3 kd 

3) 

und sodann auch nach Gleichung 8 b, § 48, die Forderung 

kz > -0,35 a + 0,65 Va2 + 4 (cc0 -r)2,} 
k ... 

flo= __ ..__ 
1,3 kd 

3a) 

befriedigt sein muß. Hierbei ist vorausgesetzt, daß Rücksichtnahme 
auf Knickung (§ 23) nicht nötig wird. 

Die Werte von 1: können unmittelbar aus der Spalte 3 der Zu­
sammenstellung des § 36 entnommen werden, sofern kd durch 1: er­
setzt wird. Die Normalspannung a tritt nur mit ihrer absoluten 
Größe in die Beziehungen 1 bis 3 a ein. 

§ 50. Biegung und Drehung. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für den betrachteten Querschnitt zwei Kräftepaare, 
das eine (biegende) vom Momente Mb und das andere (drehende) 
vom Momente Md; die Ebene des ersteren schneidet den Querschnitt, 
diejenige des letzteren die Stabachse senkrecht. 

In einem beliebigen Punkte des Querschnitts verursacht 

M 1, eine Normalspannung a, die nach § 16 oder § 21 festzu­
stellen ist, 

M a eine Schubspannung T, deren Bestimmung nach den §§ 32 
bis 34 zu erfolgen hat. 

Die für den betreffenden Punkt resultierende Anstrengung er­
gibt sich alsdann aus Gleichung 7, § 48. Bezeichnet kb die zulässige 
Biegungs- und ka die zulässige Dreh~ngsanstrengung, so gilt mit 

10 
m=---

3 
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Naturgemäß sind a und T für denjenigen Querschnitt und hier 
für denjenigen Punkt einzuführen, für den die rechte Seite den 
größten Wert erlangt. 

1. Kreisquerschnitt. 

Hier fallen die Punkte der größten Normalspannung 

a= ~ ~b (Gleichung 10, § 16, und Gleichung 5, § 17) 

und die Punkte der größten Schubspannung 

T = ~6 ~d (Gleichung 3, § 32) 

zusammen, folglich 

32 M "1 /(32 M ) 2 (32M ... )2 
kb?::: o,35-;- dsb + o,65 V ~- asb + n. dad ao 

kb> ~2 ;3 [0,35M"+0,65VMb2 +(a0 M~)2J . . . 2) 

Auch für den Kreisringquerschnitt findet dieses Zusammen­
fallen statt. 

2. Elliptischer Querschnitt, Ifig. 2, § 33. 

a) Die Ebene des biegenden Kräftepaares läuft parallel 
zur kleinen Achse der Ellipse. 

Die größte Normalspannung 
4Mb 

o =-;, ab2 

tritt hier auf in den Endpunkten B der kleinen Achse (Gleichung 10, 
§ Hi, und 7, § 17). 

Die Schubspannung erlangt ihren Größtwert 

2 Md 
r:=-;,ab2 

an denselben Stellen (Gleichung 6, § 33). 
Hiernach findet die größte Anstrengung in den Punkten B statt. 

Demgemäß ergibt sich aus Gleichung 1 

4 M . V(4 M-)2·-·(· 4·M--)2 kb > 0,35- _b + 0,65 - -- _b + - .. 1 (( 
- :n:ab2 nab2 :n:ab· 0 
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b) Die Ebene des biegenden Kräftepaares läuft parallel 
zur großen Achse der Ellipse. 

DieNormalspannung besitzt ihren Größtwert in den Endpunkten A 
der großen Achse, während die Schubspanm,mg in den Endpunkten B 
der kleinen Achse am größten ausfällt. Infolgedessen muß zunächst 
ermittelt werden, an welchen Stellen die größte Anstrengung eintritt. 

Daß dieselben auf dem Umfange liegen, ist ohne weiteres klar. 
Nun ist nach Gleichung 9, § 16, die Normalspannung a im Abstande Z1 

von der kleinen Achse 
Mb I Mb I a=-z =--z 
e n a3b 

4 

und nach Gleichung 5, § 33, die vom drehenden Moment verursachte 
Schubspannung in den um z1 von derselben Achse abstehenden Um­
fangspunkten 

oder unter Beachtung, daß 

( y1)2 (z1)2 - =1-- ' b a 

t=~-d 1-a - --z'2. MV 2 b2 
n ab2 a4 

Hieraus ergibt sich die Anstrengung in den durch Z1 bestimmten 
C mfangspunkten zu 

= !:~ [ 0,35 z' + 0,65 vz'2 + (!:~2 aor (1- a
2 

a4 b
2 

Z12)] • • 4) 

Dieser Ausdruck erlangt seinen Größtwert für den durch 

max (:1) 

d- .·--,--=0, 
dz 

bestimmten Wert z0
1 , womit dann 
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Zweckmäßigerweise wird zur Feststellung der größten Anstren­
gung auch in der Weise vorgegangen werden können, daß man aus 
Gleichung 4 für verschiedene Werte von z' die Anstrengungen er­
mittelt, diese dann in den zugehörigen Abständen als Ordinaten 
aufträgt, wie dies in §52 unter a) und b) für den Fall der Bean­
spruchung auf Biegung und Schub geschehen ist (Fig. 2 und 3, § 52), 
und aus dem Verlaufe der so gewonnenen Kurve die größte Ordi­
nate mit der Sicherheit bestimmt, die das zeichnerische Verfahren 
gestattet. 

3. Rechteckiger Querschnitt, Fig. 3, § 34. 

a) Die Ebene des biegenden Kräftepaares läuft parallel 
zur kurzen Seite des Rechtecks. 

Hier fallen die Stellen der größten Drehungsanstrengung T, d. s. 
die Mitten der langen Seiten, auf solche der größten Biegungs­
anstrengung a, d. s. sämtliehe Punkte der langen Seiten. 

Wegen 

a= 6 :~ (Gleichung 10, § 16, und 2, § 17), 

T = 4,5 b~~ (Glei9hung 5, § 34, siehe Fußbemerkung daselbst) 

ergibt sich nach Gleichung 1 

kb > b~h [0,35 M" + 0,65VMb2 +{t,Ö cc0)l~f] 
und für das Quadrat mit h = b 

kb > :.1 [0,35 Mb + 0,65 VMb2 + (1,5 a0 Md)2] 

b) Die Ebene des biegenden Kräftepaares läuft parallel 
zur langen Seite h des Rechtecks. 

ö) 

7) 

Hier erlangen a und T ihre Größtwerte nicht in den gleichen 
Punkten (a wird am größten in den kurzen Seiten, T dagegen in 
den Mitten der langen Seiten), infolgedessen in derselben Weise 
vorzugehen ist, wie unter Ziff. 2, b für den elliptischen Querschnitt 
angegeben wurde. 

c) Die Ebene des biegenden Kräftepaares hat keine der 
beiden unter a) und b) bezeichneten Lagen. 

Für ein beliebiges, durch y und z bestimmtes Querschnitts­
element betrug die Biegungsanstrengung a nach § 21, Ziff. 2, mit 
den daselbst gebrauchten Bezeichnungen 
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a=M (zcosß _ysinß) 
b e e ' 

1 '.l 

1 e =-bh8 
1 12 ' 

die Drehungsanstrengung -r folgt aus § 34 

-r=v'-r'.l+-r2 
!I z ' 

und nach Einführung von 

8) 

H) 

Diese Werte von a und -r sind nun in die rechte Seite der Glei­
chung 1 einzuführen, hiermit die Punkte, in denen dieser Ausdruck 
seinen Größtwert erlangt, zu ermitteln und sodann der letztere selbst 
zu bestimmen, wie dies unter Ziff. 2, b für den Fall des elliptischen 
Querschnitts angedeutet worden ist. 

Hier führt das am Schlusse von Ziff. 2, b angedeutete zeichnP­
rische Verfahren, den Verhältnissen der vorliegenden Aufgabe ent­
sprechend angepaßt, zu Piner verhältnismäßig raschen Lösung 1). 

§ 51. Zug (Druck) und Schub. 

Die äußeren Kräfte liefern für den in Betracht gezogenen Quer­
schnitt f eine in die Richtung der Stabachse fallende Zugkraft P 
und eine diese senkrecht schneidende Kraft S. 

Die mit P verknüpfte und in allen Punkten als gleich angp­
nommene Normalspannung beträgt 

p 
a=-, 

f 

1) Die vorliegende Aufgabe ist beispielsweise zu lösen bei der Berechnung 
einer Dampfmaschinenkurbel. In des Verfassers Maschinenelementen, 1891/92, 
S. 474 u. f., 1908 (10. Aufi.), S. 792 u. f., findet sich diese Berechnung voll­
ständig durchgeführt. Außer den Schubspannungen, die durch das drehende 
Moment hervorgerufen werden, sind dabei auch noch die von der Schubkraft 
veranlaßten Spannungen berücksichtigt. 
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die durch S wachgerufene Schubspannung unter Bezugnahme auf 
Fig. 1, § 39, und mit den in § 39 aufgeführten Bezeichnungen nach 
Gleichung 2, § 39, allgemein in dem durch y oder 'YJ bestimmten Um­
fangspunkte 

Maßgebend ist der größte Wert, den r' erreicht, also beispiels-
weise 

für den Kreis 
4 s 

7:=-:----, 
3 !"_ d"! 

4 

H S 
für das Rechteck r = 2 bh. 

Nach Gleichung 8, § 48, folgt alsdann mit kz als zulässiger Zug­
anstrengung und k8 als zulässiger Schubanstrengung 

:· ;>: o,;:_a + o,s& Va' + • (n,•)'l . . . . . I) 

0 1,3k.' J 
wobei die Punkte der größten resultierenden Anstrengung diejenigen 
sind, in denen die Schubspannung den größten Wert erlangt. 

Wirkt P drückend (Fall ·der Knickung, § 23, ausgeschlossen), 
so müssen die aus den Gleichungen 8a und Sb, § 48, folgenden Be­
ziehungen 

und 

befriedigt sein. 

~~ >: o,:5a + 0,(i5 va:i +4(((~.,;)2,} 

·o-1 3k' 
' 8 

k. >- 0,35 ~ + O,H5 Va2 + 4 {cc0 r)2,} 

k. 
Ho=-----

1,3k8 

§ 52. Biegung und Schub. 

1 a) 

1 b) 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für den betrachteten Querschnitt ein Kräftepaar M b' 

dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet, und eine in den 
letzteren fallende Kraft S. 

C. Bach, Elastizität. 7. Auft. 30 
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1. Anstrengung des Materials. 

In einem beliebigen Querschnittselement verursacht 

Mb eine Normalspannung a, die nach § 16 oder § 21 festzu­
stellen ist, 

S eine Schubspannung 1:, zu deren Bestimmung die Gleichung 3, 
§ 39, zur Verfügung steht. 

Da die letztere unter der Voraussetzung entwickelt wurde, daß 
die Schubkraft S in eine Symmetrieebene des Querschnitts fällt, so 
muß auch hier diese Beschränkung bezüglich der Lage von S ge­
troffen werden. Demgemäß werde vorausgesetzt, daß der Querschnitt 
symmetrisch sei, und daß die Ebene des biegenden Kräftepaares Mb 
den Querschnitt in der Symmetrielinie schneide. Dann folgt nach 
§ 16 und § 39 unter Bezugnahme auf Fig. 1, § 39, sowie mit den 
daselbst gewählten Bezeichnungen: 

für die in allen um 17 von der wagrechten Schwerlinie abstehenden 
Querschnittselementen gleich große Normalspannung 

und für die in den Umfangspunkten P' P' ihren Größtwert erlan­
gende Schubspannung 

, S M'~ 
"l" = -. 

2y cosq/ e 
Demnach mit kb und k8 als zulässiger Biegungs- bzw. Schub­

anstrengung aus Gleichung 8, § 48, die größte Anstrengung in diesen 
Punkten ' 

kb > max ( 81) - a 

Hierbei ist derjenige Querschnitt in Betracht zu ziehen sowie 
für fJ derjenige Wert einzuführen, wodurch der Ausdruck auf der 
rechten Seite seinen Größtwert annimmt, und zu beachten, daß im 
allgemeinen S und Mb nicht in ein und demselben Querschnitt ihre 
Größtwerte zu erlangen brauchen. 
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a) Kreisquerschnitt, Fig. 4, § 39. 

Unter Voraussetzung der durch Fig. 1 dargestellten Belastungs­
weise ergibt sich 

und mit 
' I IJ=TSinq;, 

Sl . I 4 Sl . I a = -~-- r sm q; =- - 3 smq;. 
n r4 ;r, r 
4 

Gemäß § 39, Gleichung 6, ist 

I 4 S 1 

'l = 3 n r2 cos cp ' 

somit nach Gleichung 8, § 48, 

kb > max (e1) 
- (C 

kb > max (e~) = ~ lo,3 5 sin q;' + 0,6 51 / sin 2 q;1 + (! a0 !:_ cos q;')2] , 
(, ;7, 3 V s z -r 

4 

--1--
-"f 

I 
I 
~ .. 
~ 
i 
I 
I 

m-----1---i 

$ 
Fig. 1. 

Wird hierin das Anstrengungsverhältnis a0 = 1 gesetzt, d. h. 

kb = 1,3 k8 oder k8 = 0,77 kb, 
und außerdem die von dem biegenden Moment herrührende Normal-
spannung 

Sl 

7l 3 -r 
4 

30* 
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welche, in der äußersten Faser stattfindend, die maßgebende An­
strengung sein würde, wenn die Schubkraft gleich Null wäre, durch a" 
ersetzt, so findet sich 

k > max (-el) 
Ii= a 

Behufs Gewinnung eiries Urteils über das Gesetz, nach dem 

sich die resultierende Anstrengung mit } und q;' ändert, werde die­

r seihe für verschiedene 'Y erte von y und q;' ermittelt. 

Aus Gleichung 2 wird 

max (~;) = (Jb [ 0,35 sin q;' + 0,65 Vsin2 q;' + (: cos q;'rJ 
und damit 

für g/= oo max (;:) = 0,43 a" im Punkte 0, Fig. 2,. 

" sin q;' = 0,25 max ( ;; ) = 0,54 a" " 
,. 1, ,. 

" q;'= 30° max (;;) = 0,67 ab " " 2, ,. 

" q;'= 45° max ( ;; ) = 0,80 a11 
,. ,. 3, 

" q/= 60° max ( ;;) = 0,91 a11 " 
,, 4, ,. 

" q;'= 90° max (;) = 1,00a1, " " 5, " 

Wir ziehen durch die Kreispunkte 0, 1, 2, 3, 4, 5, Fig. 2, wag­
rechte Gerade und tragen alsdann von den Punkten 0, 0 1 , 0 2 , 0 3 , 

04 , Or, des senkrechten Halbmessers 00" die Strecken 

O.A0 =0,43, 

0 3 .A3 =0,80, 

0 1 .A1 = 0,54, 

04.A4 =0,91, 

02~ = O,ß7, 

0 5 A;, = 1,00 
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auf und erhalten so in der Schaulinie A0 A1 ~A3A4 All eiii lfiid über 
das Gesetz, nach dem sich die von a und -r herrührende Anstrengung 
von Punkt zu Punkt des Umfanges ändert. Im Punkte 0 ist a = 0 
und deshalb r' allein maßgebend, im Punkte 5 dagegen ist -c' = 0 
und deshalb a allein bestimmend für die Anstrengung. Wir erkennen, 
daß im vorliegenden Falle, d. h. bei 

d 
l=r=-, 

2 

gemäß den Verhältnissen der Fig. 1 uie der größten Schubspannung 
entsprechende Anstrengung noch nicht die Hälfte derjenigen An­
strengung beträgt, die im Umfangspunkte 5 durch die Normalspan­
nung allein bedingt wird. Würde man, wie dies nicht selten für 
derartige Verhältnisse angegeben ist, den Stab auf Schubinanspruch­
nahme berechnen, so läge hierin ein Fehler von ü her 100 °/0 • 

Fig. 2. 

1 d 
ß) l = -- r = -- . 

2 4 

Gleichung 2, die hiermit übergeht in 

liefert 

max (~~)=ab [ 0,35 sin q/ + 0,65 v~in-2 q/ + (: cos fP'Yl 

für cp' = 0° max (;~) = 0,87 ab, 

., sin rp' = 0,25 max ( ~~) = 0,94 ab, 

,. cp' = 30° max (:~) = 0,99 ab, 
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für q/= 45° max (;:) = 1,01 a", 

" ql= 60° max (:1 ) = 1,01 a", 

" q/= 90° max (;~) = 1,00 ab. 
Die bildliehe Darstellung liefert in Figur 2 die Schaulinie 

B 0 Bt B 2 B 3 B 4 A 5 • Wir erkennen, daß auch für l = 0,5 r = 0,25 d die 
größte in der Nullachse eintretende Schubanstrengung noch wesent­
lich kleiner ist als die Anstrengung, die im Punkte 5 von dem bie­
genden Moment allein veranlaßt wird. Der Größtwert der resultie­
renden Anstrengung tritt zwischen g/ = 45° und cp' = 60° auf und 
überschreitet ab um rund 1,5°/0 • 

und 

In gleicher Weise wie unter a und ß erhalten wir hier 

max (;)=ab [0,35 sin cp' + 0,65 Vsin2 cp' +(2 cos cp')2] 

für cp'= oo max (:1) = 1,30a", 

" sin cp' = 0,25 ma~ (;:) = 1,35 a1,, 

" cp'= ;wo max (~)= 1,35a1,, 

, 
45° max (;:) = 1,28 a"; ,. cp= 

" cp'= 60° max (;;) = 1,16 a", 

,, cp'= 90° max ( ;;) = 1,00 a". 

Die zugehörige Kurve ergibt sich in 0 0 0 1 0 2 0 3 0 4A 5 • Wie er­
sichtlich, überschreitet hier die Schubanstrengung in der Nullachse 
die Biegungsanstrengung im Punkt 5 um 300fo, also bedeutend. 
Der Größtwert der resultierenden Anstrengung findet sich in einem 
zwischen 0,25 r und 0,5 r gelegenen Abstande von der Nullachse und 
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überschreitet die Anstrengung in letzterer um etwa 4°/0 , also nur 
um wenig; hiernach würde es zulässig sein, bei 

l=!i 
6 

den Stab nur auf Schubinanspruchnahme zu berechnen. 

15) l= 0,43 r = 0,215 d. 

Im Falle 
d 

l= --
4 

ergab sich die Schubanstrengung in der Stabmitte zu 0,8 7 der Bie­
gungsanstrengung im Abstande r, für 

d 
l=--

6 

dagegen um 30 ° f 0 größer als die letztere. Es ist nun von Interesse, 
festzustellen, für welches Verhältnis l : r beide gleich werden. 

Dasselbe muß nach Gleichung 2 mit 

q/=0 

sich ergeben aus 

zu 

2 r 
1=065--­

' 3 l 

l 1,3 
-=-=0,43. 
r 3 

Wird dieser Wert in Gleichung 2 eingeführt, so folgt 

max(;;)=ab[o,35sinq/+0,65 Vsin2 ql+(: 1~3 c~s<p')~J 
und hieraus 

für <p' = 0° max (~) = 1,00 ab, 

"sin<p'=0,25 max(;)=1,07ab, 

" qy'= 30° max(;)=1,10ab, 
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für 91' = 45° max (;~) . 1,09 ab, 

" 91' = 60° max (;~) = 1,06 ab, 

" 91' = 90° max (:1 ) = 1,00 ab. 

Die bildliehe Darstellung liefert in Figur 2 die Schaulinie 
D0 D1 D2 D3 D/.Aö mit dem Größtwert der Anstrengung ungefähr in 
halber Höhe. Derselbe beträgt rund 10°/0 mehr als die Schub­
anstrengung in der Nullachse und um ebensoviel mehr als die Bie­
gungsanstrengung im Punkte 5. 

Fassen wir das im vorstehenden unter a bis IS Gefundene zu­
sammen, so ergibt sich folgendes: 

Bei der Belastungsweise des kreiszylindrischen Stabes 
nach Fig. 1 genügt es, denselben mit Rücksicht auf die 
Biegungsanstrengung 

allein zu berechnen, solange l nicht wesentlich 

als 
d 

ist. Beträgt l -
4 

scheint es ausreichend, 

zu berücksi"chtigen 1). 

erheblich weniger als 
d 
4' 

nur die Schubanstrengung 

4 s 
t=-----

3 n d~ 
4 

kleiner 

so er-

Der etwaige Fehler, der hierbei begangen wird und nach Maß­
gabe der soeben durchgeführten Berechnungen beurteilt werden kann, 

• 1) Hiernach hat die Bestimmung der Abmessungen des Körpers von 
gleichem Widerstande, Fig. 3, § 19, in der Nähe der Punkte A und B zu er­
folgen, wobei 

b a 
B=Py bzw. PT 

ist. Streng genommen wäre die Stabform überhaupt auf Grund der Gleichung 1 
festzustellen und hierbei darauf Rücksicht zu nehmen, daß die Kraft P wie 
auch 8 über eine, wenn auch kleine Strecke verteilt angreift. 
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liegt innerhalb des Genauigkeitsgrades, der bei Festigkeitsrechnungen 
erreichbar zu sein pflegt. 

Die Berechnung auf Schubanstrengung allein in Fällen, in denen 

l>~ 
= 4' 

Prscheint unzutreffend, insbesondere dann, wenn 

gesetzt wird. 

8 
"l=· ---

!!__ d2 
4 

(Vgl. auch die in § 40 mitgeteilten Versuchsergebnisse sowie die 
Fußbemerkung S. 404.) 

Ist das Anstrengungsverhältnis cc0 von 1, welcher Wert den be­
sonderen Erörterungen unter a bis b zugrunde liegt, wesentlich ver­
schieden, so wird auf die Gleicliung 

max (;;)=ab l 0,3ä sinq/ + 0,65 V sin2 <p' + (~-((0~~ cos~~YJ 
zurückgegriffen werden müssen. 

b) Rechte.ckiger Querschnitt. 

In ganz entsprechender Weise wie unter a) gelangen wir, sofern 
b die Breite, h die Höhe des Rechtecks bedeutet, und die Richtung 
von 8 parallel zu h läuft, mit 

zu 
M b = S l ( s. Fig. 1) 

Sl 
a=---f}, 

_!__ bh3 
12 

und nach Gleichung 1, § 38, zu 

"l = ~ _'! [1- (!]_) 2
] 2 bk k , 

2 

gültig für die Spannungen im Abstande fJ von der N ullachse. 

Eine Ungenauigkeit bleibt allerdings auch noch dann: die Rechnung setzt 
prismatische Gestalt des Körpers voraus, während der Körper gleicher Festig­
keit in der Nähe der Punkte A und B stark gekrümmte Begrenzungsflächen 
besitzt (vgl. S. 112, 113, letzter Absatz der Fußbemerkung). 
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Unter der Voraussetzung a0 = 1 liefert Gleichung 1 

kb 2_ max ( 81) 
-- (C 

~··{0,3ö.!+o.••V ( D'+ ~ (~ )'[,_ (})']'}· 
wenn die Biegungsspannung der äußersten Faser 

gesetzt wird. 

Sl 
----~ ~- = (Jl 

~bk2 I 

6 

Wählen wir l = 0,32 5 k, so findet sich 

für 'YJ = 0 mai ( ::) = 1,00 ab, 

" 'YJ= ~ k max(:1)=1,04ab, 

" 'YJ = ~ k max (~) =0,99 a1,, 

" 17=: k max(;:)=0,91ab, 

" 'YJ = -} k max (;;) = 1,00 ab. 

,.... ______ ~- -------"1 
: f.U. 1,00 I : T-------------------

+ t~~~~~-~~~~---~~~~~=!-
: _______________ 1,!'!_~ 

L --~--------~!_~ 
Fig. 3. 

• 3) 

Die bildliehe Darstellung gibt die Fig. 3. Wie ersichtlich, er­
langt die Anstrengung zwischen der Nullachse und 

k 
'f/=2 
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einen größten und einen kleinsten Wert. Ersterer überschreitet ob 

um etwa 4°f0 , letzterer bleibt um 9°/0 darunter. Die Anstrengung 
in der Nullachse (lediglich Schub) ist gleich der Anstrengung in der 
äußersten Faser (n~r Biegung). Wird l < 0,325 h genommen, so über­
steigt die erstere die letztere; für l > 0,3 2 5 h tritt das Entgegen­
gesetzte ein. 

Demgemäß folgt: 
Ist. bei dem Stabe mit rechteckigem Querschnitt, be­

lastet nach Maßgabe der Fig. 1, l > 0,325 h, so genügt es, 
ihn mit Rücksicht auf die Biegungsbeanspruchung 

6 Sl 
01' = bh2 

allein zu berechnen; beträgt dagegen l < 0,325 h, so reicht 
es aus, lediglich die Sch.ubbeanspruchung 

3 s 
T=--~-

2 bh 

der Berechnung zugrunde zu legen 1). 

Die Rücksichtnahme auf die Schubkraft allein, bei l 
erheblich größer als 0,325 h, muß unzutreffende Ergebnisse 
liefern. (Vgl. Fußbemerkung S. 404.) 

1 ) Hiernach sind die Abmessungen der in der Nähe des Punktes B ge­
legenen Querschnitte der Körper gleicher Festigkeit, Fig. 1 und Fig. 2. 
§ 19, zu bestimmen. Vgl. auch Fußbemerkung zu a, S. 472 und 47!-l. 

Fig. 4. 

Nicht selten wird auch heute noch in Fällen, wie sie Fig. 4 veranschau­
licht, und in denen die Biegungsbeanspruchung im Querschnitt AC maßgebend 
ist, für die Schubbeanspruchung der Querschnitt AB in Betracht gezogen. 
Dadurch gelangt man zu ungenügend widerstandsfähigen Abmessungen, infolge­
dessen Brüche eintreten, wie Verfasser wiederholt und bis in die neueste Zeit 
festzustellen hatte. 

Weiteres vgl. S. 564 u. f. 
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Wenn das Anstrengungsverhältnis a0 von 1 wesentlich abweicht, 
so ist auf Gleichung 1 zurückzugehen. 

c) I-Querschnitt. 

Für Querschnitte dieser und ähnlicher Art lassen sich so ein­
fache Festsetzungen, wie sie unter a) und b) für den Kreis bzw. das 
Rechteck ausgesprochen werden konnten, nicht aufstellen. Hier muß 
im einzelnen Falle die Gleichung 1 zum Ausgangspunkte genommen 
werden unter Beachtung der daselbst angeschlossenen Bemerkung 
sowie des in § 39 d Gesagten. 

Hinsichtlich der erforderlichen Stärke des Steges pflegt für 
den Fall, daß nicht Herstellungsrücksichten die Entscheidung treffen, 
die Fernhaltung von Ausbiegungen (Knickung) und nicht 
die Schubspannung in der Nullachse bestimmend zu sein, 
namentlich dann, wenn die Belastung des Trägers örtlich zusammen­
gedrängt angreift, wie Versuche mit eisernen I-Trägern lehren, und 
wie sich auch unter Beachtung der geringen Widerstandsfähigkeit 
verhältnismäßig dünner Wandungen gegenüber Einflüssen, die auf 
seitliche Ausbiegung hinwirken, aus dem unter "IV. Knickung" Er­
örterten ohne weiteres ergibt, selbst unter Voraussetzung einer (in 
bezug auf den Trägerquerschnitt) symmetrischen Belastung. Oft ist 
jedoch auf eine solche nicht zu rechnen, beispielsweise dann nicht, 
wenn die Belastung durch Querbalken erfolgt, die mit ihren Enden 
aufliegen. Indem sich dieselben unter ihrer Last durchbiegen, be­
lasten sie den inneren Teil der Trägerflansche s'tärker, während 
der äußere Teil entlastet wird. Die Kraft geht nicht mehr durch 
die Mitte des Steges; sie kann bei entsprechender Flanschenbreite 
für den Steg unter Umständen ein verhältnismäßig sehr bedeutendes 
Biegungsmoment ergeben. 

Um die Formänderung eines in der Mitte hinsichtlich des Quer­
schnittes symmetrisch belasteten und an den Enden unterstützten 
Trägers deutlich er~ennen zu lassen, wurde ein Träger von 200 mm 
Höhe aus Hartblei 1) (Flanschen: 70 mm breit, 20 mm stark, Steg: 
10 mm stark, Entfernung der Auflager 500 mm) vor der Belastung 
mit einem Quadratnetz versehen. Fig. 5, Taf. XX, gibt das Bild 
des mittleren Teiles dieses Trägers, wie er , sich infolge der Be­
lastung gestaltet hat, wieder. Von Interesse ist namentlich die Ver­
folgung der Änderungen, welche die Form einzelner Quadrate er~ 

fahren hat. 

1) Vgl. Fußbemerkung I, S. 34::l. 
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2. Forlqänderung. 

a) Im allgemeinen. 

477 

Ein prismatischer Stab sei in der aus Fig. 4, § 20, ersichtlichen 
Weise belastet. Die auf denselben wirkenden äußeren Kräfte er­
geben - abgesehen von dem Eigengewicht -

a) für jeden innerhalb der Strecke AB gelegenen Querschnitt 
ein biegendes Kräftepaar vom konstanten Moment Mb =Pa; 
infolgedessen die elastische Linie zwischen A und B ( vgl. § 16, 
Gleichung 13) einen Kreisbogen vom Halbmesser 

bildet; 

e e =----­
aMb 

b) für die Querschnitte außerhalb der Strecke AB, je nach 
ihrem Abstand von der Querschnittsebene A bzw. B ein ver­
schieden großes, zwischen Pa (im Querschnitt bei A bzw. B) 
und Null (in den Endquerschnitten) liegendes Moment und 
eine Schubkraft P. 

Um uns ein anschauliches Bild über die hierbei auftretenden 
Formänderungen zu verschaffen, ziehen wir auf dem unbelasteten 

lf:--
1 

~ 
I 
I 
I 

-I-
I 
I 

~~ 
' ' 

.-
I 

' 
' 
' 
' I 
I i 
' I I 

I 

Fig. fi. 

Stabe, dessen Querschnitt ein Rechteck mit der Breite b. und der 
in der Bildebene liegenden Höhe h sein mag, nach Maßgabe der 

Fig. 6, die den halben Stab von der Länge a + ~- dars.tellt) gerade 

Linien, und zwar zunächst parallel zur Stabachse, die a]s Achsen­
linien bezeichnet werden 'sollen, und sodann senkrecht zu letzteren, 
d. s. Querschnittslinien, je in gleichem Abstande voneinander. Hier­
durch wird die Seitenfläche von der Höhe h in eine Anzahl gleicher 
Rechtecke eingeteilt. 

Unter Einwirkung der Belastung - Fig. 4, § 20 - wird der 
Stab eine .Änderung seiner Gestalt erfahren, wobei die Rechtecke 
ebenfall~ ihre. Form ändern müssen. 
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Für die Stabquerschnitte zwischen A und B liefert die Be­
lastung, wie oben unter a) bereitso hervorgehoben wurde, lediglich 
ein biegendes Moment. Demgemäß werden nach § 16 die oberhalb 
der Nullachse gelegenen Fasern eine mit ihrem Abstande von dieser 
zunehmende Dehnung, die unterhalb gelegenen eine entsprechende 
Zusammendrückung erfahren. Die ursprünglich parallelen Querschnitte 
sind jetzt gegeneinander geneigt, ihr früherer Abstand ist nur noch 
in der Stabachse vorhanden. Es treten lediglich Normalspannungen 
auf, Schubspannungen fehlen; infolgedessen müssen die auf die 
Stabfläche gezeichneten Achsen- und Querschnittslinien die rechten 
Winkel, unter denen sie sich ursprünglich schnitten, beibehalten: die 
ursprünglichen Rechtecke gehen in Kreisringsektoren über. Fig. 7 
läßt dieselben für die rechte Hälfte von AB (Fig. 4, § 20) erkennen. 

Fig. 7. 

Auf die rechts von B gelegenen Querschnitte wirkt, wie oben 
unter b) bereits bemerkt, außer dem biegenden Moment noch eine 
Schubkraft, die Schubspannungen wachruft, die nach § 38 (s. nament-

lich Fig. 4, § 38) im Abstande +: und -: von der Nullachse, 

d. h. in der oberen und in der unteren Begrenzungsfläche des Stabes, 
sofern hier äußere Kräfte nicht angreifen, Null sein müssen, während 
sie nach der Achse hin zunehmen und in letzterer den größten Wert 
erreichen. Daraus folgt, daß die auf der Staboberfläche gezogenen 
Querschnittslinien auch außerhalb der Strecke AB - Fig. 4, § 20 -

die im Abstande + : und - : befindlichen Begrenzungslinien da, 

wo äußere Kräfte nicht angreifen, rechtwinklig schneiden müssen, 
daß sie dagegen die nach der Stabachse zu gelegenen Achsenlinien 
schiefwinklig zu treffen haben. Die Abweichung von der Recht­
winkligkeit wird in der Stabachse ihren größten Wert erreichen. 
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Nach Fig. 7 muß, sofern GO in E senkrecht zur gekrümmten Stab­
achse und FF Tangente im Punkte E der Querschnittslinie ist, 
dieser Größtwert gleich dem Bogen r m,.., des Winkels FE G sein und 
mit der durch Gleichung 2, § 38, bestimmten Schubspannung 

in der Beziehung 

stehen, worin fJ die Schubzahl bedeutet (§ 29). 
um q von der Nullachse abstehende Stelle ist 

noch Glcichung 1, § 3:~ f ~ ['-G)'l 
Für eine beliebige, 

die Schubspannung 

und somit die Abweichung von der Rechtwinkligkeit 

Für 

wird r = 0, wie bereits hervorgehoben. 
Dem Vorstehenden gemäß wird der ursprünglich ebene Quer­

schnitt auch dann, wenn er unter Einfluß des biegenden Momentes 
eben geblieben ist, durch die Einwirkung der Schubkraft in eine 
gekrümmte Fläche übergehen, wie dies Fig. 7 rechts von B - in 
übertrieben gezeichneter Weise - erkennen läßt. Diese Wölbungs­
linie, die in der Stabachse einen Wendepunkt besitzt, ist hiernach 
eine notwendige Folge der besprochenen Veränderlichkeit der Schub­
spannung. Eine strenge Darstellung derselben wird zu ber(icksich­
tigen haben, daß die äußeren Kräfte nicht in einem Punkte oder 
einer Linie, sondern in einer Fläche den Stab treffen, so daß also 
beispielsweise die Querschnitte unmittelbar rechts vom Mittelpunkte 
oder der Mittelebene B des Auflagers nicht sofort die volle Krüm­
mung annehmen, während die unmittelbar links davon gelegenen 
auch nicht mehr vollkommen eben sein können. 

Die anschauliche Darstellung der besprochenen Querschnitts­
wölbung auf dem Wege des V ersuche~;~ begegnet großen Schwierig­
keiten. Um die Krümmung deutlich zn machen, sind im Vergleich 
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zur Länge verhältnismäßig hohe Stäbe zn verwenden; dann aber 
müssen zur Herbeiführung einer für den bezeichneten Zweck ge­
nügenden Formänderung so bedeutende Kräfte auf verhältnismäßig 
kleine Teile der Staboberfläche wirken, daß hier starke örtliche 
Formänderungen eintreten, welche die Reinheit des Bildes erheblich 
beeinträchtigen. Soll dieser Übelstand vermieden werden, so wird 
man sich mit e1ner angenäherten Darstellung begnügen und dem 
Stabe eine solche Gestalt geben müssen, daß schon weit kleinere 
Schubkräfte erhebliche Behubspannungen wachrufen. Ein solcher 
Körper ist in Fig. 8 dargestellt: I-Träger, in der Mittellinie zum 
Teil ausgebohrt, so daß zur Übertragung der Schubkräfte in der 

A I • 

Fig. 8. 

Stabachse nur ein verhältnismäßig 
kleiner Querschnitt zur Verfügung 
steht, weshalb hier die Spannungen 
bedeutend ausfallen müssen. Wird 
der Stab in der Mitte belastet 
und an den Enden unterstützt, 
so nimmt die ursprünglich ebene 
Stirnfläche die Gestalt Fig. H 

(Schmiedeisenträger), Taf. XXI, an. Dieselbe entspricht dem Wesen 
nach der Form, die in Fig. 7 rechts von B angegeben wurde: Die 
gedrückten (hier oben liegenden) Fasern widerstreben der Verk~r­
zung, die gezogenen der Verlängerung infolge der Kleinheit des 
Querschnittes, durch den sich die Druckkräfte (oberhalb der Null­
achse) und die Zugkräfte (unterhalb dieser Achse) ins Gleichgewicht 
setzen, mit sichtbarem Erfolg. Wird das rechts abgebildete Träger­
ende ins Auge gefaßt, so erkennt man, daß der obere gedrückte 
Teil des Trägers auf das stehengebliebene Stegstück nicht bloß ab­
schiebend, sondern auch biegend wirkt, so daß ein Belastungsfall 
vorliegt, wie er S. 404, 4 7 5, Fußbemerkung, bereits hervorgehoben 
worden ist. 

Durch Aussparungen in der Nullachse, wie solche z. B. Fig. 8 
zeigt, wird die Widerstandsfähigkeit häufig weit mehr vermindert, als 
man anzunehmen pflegt. Hierüber geben die in der Materialprüfungs­
anstalt Stuttgart durchgeführten Untersuchungen Auskunft. Der in 
Fig. 9, Taf. XXI, dargestellte und aus dem Jahre 1887 stammende 
Körper ~ählt zu den ersten dieser Versuche. 

Die letzten derselben erfolgten auf Anregung Pfleiderers 1909, 
der ihrer bedurfte, um die von ihm übernommene Bearbeitung der 
Ergebnisse der Versuche mit Scheibenkolben, über die in den Mit­
teilungen über Forschungsarbeiten Heft 31 (1916) berichtet ist, aus­
zuführen. Im Heft 97 dieser Mitteilungen findet sich der Bericht 
Pfleidere rs. 
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Fig. 7, §56. Fig. 8, §56. 

s. fi64 u. f. 

Fig. 9, §56. Fig. 12, §56. 



§ 52. Biegung und Schub. 481 

Die Probekörper hatten I-förmigen Querschnitt von den aus Fig.10 

und der hierzu gehörigen Zahlentafel hervorgehenden Abmessungen. 
Nr. 1 enthält keine Aussparung im Steg, an Nr. 2 
bis 7 waren Aussparungen verschiedener Länge 
(von 30 bis 240 mm) angeordnet. Bei Nr. 8 bis 11 
hatten die Ränder der Schlitze Verstärkung er­
fahren, wie Fig. 11 erkennen läßt. 

Die bei der Prüfung gemäß Fig. 8 erlangten 
Bruchlasten sind in der folgenden Zahlentafel 
zusammengestellt. 

Bai- Abmessungen Bruch-
ken 

l1 1sldls1 
last Bruch erfolgte 

Nr. mm mm mm mm kg 

1 I-J14J14,5J-118000 I nahe der Mitte 

30/14 )14 -2 17250 " " " 3 60 13,5114 - 15400 an der Aussparung 
4 120 14 t14,5 12810 " " " 5 120 14 114,5 11145 - " " " 6 240,14 '14 6210 " " " 7 240/14,5, 14,51 - 5965 " " " ----~--

I ! 
8 120 14 13,5! 30 17170 " " " 
9 116 15,5 14,5 1 32 18050 nahe der Mitte 

10 242 15,5 14 31 9960 an der Aussparung 
11 240j14 14 30 8710 " " " 

Fig. 12, Taf. XXI, gibt die geprüften Balken 
Nr. 1, 5, 6, 9, 8 und 10 wieder. Bei der Prü­
fung der Balken mit längeren Schlitzen war zu 
beobachten, daß der Bruch vom Innenrande des 
Schlitzes je gegen das Ende hin ausging und daß 
der Riß zunächst nur bis zur Flansche reichte, 
also innerhalb des Steges verblieb. V gl. hierzu 
die Bemerkungen auf S. 480 zu Fig. 9. 

Diese Biegungsbeanspruchung führt, wie die 
vorstehenden Zahlen zeigen, eine Verminde­
rung der Widerstandsfähigkeit· herbei, 
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die schon bei kurzen Aussparungen bedeutend ist. Aus­

sparungen im mittleren Teil des Steges, wie sie z. B. zur Durch­
führung von Kernstützen in Gußstueken angeordnet zu werden 

C. Bach, Elastizität. 7. Au!!. 31 
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pflegen, sollen deshalb nicht länger ausgeführt sein, als unbedingt 
notwendig ist. 

Die bei N r. 8 bis 11 angeordnete Verstärkung des Randes 
der Aussparungen hat die Widerstandsfähigkeit erhöht; bei dem 
Versuchskörper Nr. 9 mit 116 mm langer Aussparung ist der 
Bruch infolge der Verstärkung nicht an dem Schlitz erfolgt, da­
gegen war dies bei dem Balken 8 (Länge der Aussparung 120 mm) 
der Fall. 

Hierher gehören auch die Stücke, die bei Biegungsversuchen 
mit Holz entstehen, das parallel zur Faserrichtung geringe Wider­
standsfähigkeit gegen Schub besitzt und infolgedessen durch Ab­
schieben zerstört wird. (Vgl. Fig. 13, Taf. XXI.) 

b) Durchbiegung mit Rücksicht auf die Schubkraft. 

Ein prismatischer Stab sei auf zwei um l voneinander ab­
stehenden Stützen aufgelagert und in der Mitte durch die Kraft P 
belastet. Die Durchbiegung, die von P veranlaßt wird, setzt sich 
aus zwei Teilen zusammen: aus derjenigen Durchbiegung, die von 

dem biegenden Moment (in der Mitte Mb = ~l) allein verursacht 

wird, und aus der Verschiebung, welche die Querschnitte durch die 
p 

Schubkraft 2 (Auflagerdruck) erfahren. 

Die Durchbiegung der ursprünglich geraden Stabachse im 
mittleren Querschnitt infolge des biegenden Moments beträgt 
nach Gleichung 14, § 18, 

y' -~ PZS 
-48 e · 

sofern 8 das gegenüber der Biegung in Betracht kommende Träg­
heitsmoment des Stabquerschnittes bedeutet. 

Zur Feststellung desjenigen Teiles der tatsächlichen Durch­
biegung, welcher von der Verschiebung der Querschnitte 
herrührt, führt die nachstehende Betrachtung . 

.ABOD, Fig. 14, sei ein zwischen den beiden Querschnitten AO 
und BD gelegenes Körperelement des unbelasteten Stabes. Denken 
wir uns jetzt im Querschnitte BD eine abwärts wirkende Schub­
kraft 8 tätig, während AO festgehalten wird, so rü_ckt der Quer-
schnitt BD um einen gewissen Betrag BB1 =MM1 =DD1 abwärts. 
Unter der Voraussetzung gleichmäßiger Verteilung der Schubkraft 8 
über den Querschnitt würde die Formänderung des Körperelements 
darin bestehen, daß das Rechteck ABDO in das Parallelogramm 
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AB1D1 0 übergeht. Die Querschnitte würden Ebenen bleiben. Da 
nun aber die Schubspannungen von der Mitte nach außen (d. i. von 
M1 nach B1 und D1 ) hin bis auf Null abnehmen, so müssen dies 
die Schiebungen ebenfalls tun und damit auch die äußersten Elemente 
der Querschnittslinien die Begrenzungsstrecken AB1 und OD1 senk­
recht schneiden, d. h. die Querschnitte müssen sich krümmen, wie 
in Fig. 14 gestrichelt angegeben ist. Die Strecke M M1 der Achse 

a. g, 
I ·-g,-- g" 
I I I IlD 
L \ :' / 
I ......... l_l I 

~ \~ , 
tmt\ \ ~ --- ,--::::::_· ~-

1 I 
I 

~ ... _ l\ 
! - :\ 
1 I I 

e. -- !i'J '0' 
-~ 

Fig. 14. 

die ursprünglich die Lage MM einnahm und hierbei mit der Quer­
schnittslinie BD einen rechten Winkel bildete, weist jetzt, sofern 
M 1E j_ MM1 und FF Tangente im Punkte M 1 der Querschnittslinie 
ist, eine Abweichung um den Winkel FM1E von dieser Recht­
winkligkeit auf. Nach außen hin nimmt diese Abweichung ab bis 
auf Null. Wie wir wiederholt gesehen, mißt der Bogen y, der 
diesem Abweichungswinkel entspricht, die Schiebung und steht nach 
Gleichung 2, § 29, zu der Schubspannung 'l an der betreffenden 
Stelle in der Beziehung 

r=ß'l. 

Für die Stabachse weist y ('l) seinen Größtwert auf, und zwar ist 

'Yma"' = tg 1=:, EM1F ="' arc 1:::: EM1F. 

Der Winkel EM1 F setzt sich aus zwei Teilen zusammen, nämlich 

1=::EM1F=1:::EM1B1 +1:::B1M 1F. 

Der erste Teil ist gleich 

-1::: BAB1 = 1:::: MMM1 = :r:_DOD1 • 

Er entspricht also der senkrechten Verschiebung des ganzen 
Querschnitts, während der zweite Teil die Folge der Querschnitts­
krümmung ist. Für die Ermittlung der Senkung y" infolge der 
Verschiebung des Querschnitts kann demnach nur der erste Teil in 

31* 



484 IX. Beanspruchung durch Normalspannungen und Schubspannungen. 

Betracht kommen 1). 

mechanische Arbeit, 

BB1 =MM1 =DD1 

Dieselbe erscheint dadurch bestimmt, daß die 
welche die Schubkraft beim Sinken um 

verrichtet, gleich sein muß der Summe der 

1) Die Ermittlung der von der Schubkraft S bewirkten Durchbiegung y" 
nach dem Vorgange Porreelets und Grashofs - Theorie der Elastizität 
und Festigkeit, 1878, S. 213 u. f. - derart, daß gesetzt wird 

y'' = J )'maa· dx = fJ J Tmax dx, 

muß, wie vorstehende Darlegung erkennen läßt, y" zu groß ergel:;en. In den­
jenigen Fällen, in denen die Rücksichtnahme auf y" überhaupt in Frage zu 
kommen pflegt (vgl. § 22, S. 281, auch weiter oben), ist übrigens der Einfluß 
dieses Zugroß nicht von erheblicher Bedeutung. 

Die vorstehende Betrachtung über die Wölbung der ursprünglich ebenen 
Querschnitte eines durch Schub in Anspruch genommenen Körpers läßt sich 
auch auf den durch ein drehendes Kräftepaar belasteten Stab übertragen, 
wie folgende Bemerkungen, die der Einfachheit wegen einen bestimmten, und 
zwar rechteckigen, Querschnitt voraussetzen mögen, erkennen lassen. 

Das Gesetz, nach dem sich die Schubspannung in den Querschnitts­
elementen der Umfangsstrecke AC des auf Drehung beanspruchten recht­
eckigen Stabes, Fig. 3, § 34, ändert, ist - nach der gemachten Annahme -
das gleiche, dem die Schubspannungen des durch die Schubkraft belasteten 
rechteckigen Stabes, Fig. 4, § 38, folgen; bei beiden Körpern entspricht der 
Verlauf der Spannungskurve einer Parabel. Wir haben demnach im ersteren 
Falle (Drehung) für die in der Umfangsstrecke AC liegenden Querschnitts­
elemente auch dasselbe Krümmungsgesetz zu erwarten wie im zweiten Falle. 
Tatsächlich zeigen die auf der Staboberfläche liegenden Querschnittslinien der 
Fig. 1, Taf. XIII, ähnlichen_ Verlauf, wie er sich in Fig. 9, Taf. XXI fand. Auch 
für Fig. 1, Taf. XIII, ergibt die Abweichung von der Rechtwinkligkeit, d. i. der 
Winkel, der die Schiebung und damit die Schubspannung mißt, zwei Teile, 
von denen der eine die Verschiebung der Querschnittselemente senkrecht zur 
Stabachse bestimmt, während der andere der eingetretenen Neigung des 
Querschnittselementes entspricht. Für die Mitte der längeren Seite erreichen 
beide den größten Wert. Hier wird ihre Summe !(emessen durch das Produkt 
aus r41 (Gleichung 4, § 34) und ß, während der erste Teil durch den Drehungs­
winkel {} (Gleichung 9, § 43) bestimmt erscheint, so daß der zweite Teil, 
d. i. die Neigung, welche die gewölbte Querschnittslinie, Fig. 1, Taf. XUI, in 
der Mitte der längeren Seite (im Wendepunkte) gegenüber dem ursprünglichen 
Querschnitt besitzt, den Bogen 

Md b2 + h2 b Md [ ( b ) 2] 
4,5b"hß-3,6~MdfJ 2 =4,5b•h 0,6-0,4 h fJ 

= "•' [ 0,6 - 0,4 (!) 2] ß 
ergibt. 

Je größer h im Vergleich zu b, um so bedeutender wird diese Neigung; 
sie nähert sich hierbei asymptotisch dem Werte 

Ma Md , 
4,5. 0,6 b2 h fJ = 2,7 b• h fJ = 0,6 "• ß. 
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Arbeiten der Behubspannungen beim Übergang des Stabelementes 
· ABOD in die Form ABpD1 mit gekrümmter Querschnittsfiäche. 

Nach § 44 findet sich für die mechanische Arbeit, welche die 
Formänderung des AB- MM = 0 D = dx langen Körperelementes 
bei der Verschiebung fordert, 

1dx f fT2d1J dz. 

Hierin ist unter Bezugnahme auf Fig. 1, § 39, und nach Glei­
chung 3, § 39 

8 M" t=------
2 y cos cp f) 

Für h = b = a, d. h. für den quadratischen Querschnitt. wird sie am 
kleinsten, nämlich gleich 

4,5 0 0,2 ~ (J = 0,9 ~ (J = 0,2 -r.,' (J. a a 

Fig. 1, Taf. XIII, und Fig. 2, Taf. XIV (vgl: je die gewölbte Querschnitts­
linie mit der ursprünglich geraden, durch Striche bezeichneten Quersehnittslinie) 
bestätigen die Abnahme der Neigung mit Annäherung von h an b. 

Würde man z. B. für den quadratischen Querschnitt diese Neigung dem 
eigentlichen Drehungswinkel zuzählen, indem man setzt 

b i- = -r.,' (J = 4,5 ~~ (J, 

so ergäbe sich 

welcher Wert mit der von Grashof in seiner Theorie der Elastizität und 
Festigkeit, 1878, S. 144 gefundenen Größe (Gleichung 246) übereinstimmt. 

Nach Maßgabe unserer Darlegungen erscheint somit diese um 

100 ~-_'7_,_~= 2501 
7,2 10 

zu groß. Wie aus den Erörterungen des Verfassers "Über die heutige Grund­
lage der Berechnung auf Drehung beanspruchter Körper" in der Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 139 (oder auch "Abhandlungen und 
Berichte" 1897, S. 81 u. f.) erhellt, ergibt sich in Übereinstimmung hiermit 
der Drehungswinkel nach der Grashofsehen Uleichung 

für Gußeisen um 

100 1,43- 1,20 = 190fo, 
1,20 

für Schmiedeisen und Stahl um 

100 0,883- 0,69~ = 27 Of 
0,696 ° 

größer, als Bauschinger durch Messung bestimmte. 
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die Schubspannung in dem um z von der n-Achse abstehenden 
Punkte P, der mit dem Flächenelemente dn dz zusammenfällt. 

Wird nun BB1 = M M~ = DD1 mit dy" bezeichnet, so erhalten wir 

~ S dy" = ~ dxi Ir2 dndz 

dy" = ~· dx J f .,;2 drJ dz 

y"=ß I~ I I-r\ldrJdZ, . . . • . -!) 

sofern die Schubzahl ß unveränderlich ist. 
Beispielsweise findet sich für den rechteckigen Querschnitt 

von der Breite b und der Höhe k (vgl. Schluß von § 44), da hier 
wegen ffJ = fP' = 0 die Schubspannung für alle in demselben Ab­
stande 'fJ gelegenen Flächenelemente gleich ist, nämlich 

so daß an die Stelle von dn dz sofort der Flächenstreifen bdrJ 
treten kann, 

" 9 y =--
4 

5) 

und bei Unveränderlichkeit von S, b und k innerhalb der Strecke x 

" 6 ß s 
y=r; bkx' 

d. i. : = 1,2 mal so groß, als wenn die Schubkraft sich 

gleichmäßig über den Querschnitt verteilt haben würde._ 
Für den in der Mitte durch P belasteten prismatischen Stab 

folgt unter Vernachlässigung des Eigengewichtes wegen 

p 
8=2· 

~p 
y" = ~ ß -~-h-- ~ = 0,3 ß ~ l. 6) 
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Hiernach die Gesamtdurchbiegung des rechteckigen Stabes in 
der Mitte 

y' + y" = _!__' _ __ .f!l3
- + 0,3 ß !'__ l 

48 .!__ bk3 bh 
12 

={ 0,25a(!)' +0,3ß }~z. 
Wird die Schubzahl ß nach Gleichung 3, § 31, durch 

ß=2m+1a 
m 

ersetzt, so folgt 

y'+y"={ 0,25 (!)'+o,6 m!!_}a~l . ... 7) 

10 
und mit m= 3 

y'+y"={0,25(!Y+0,78}a~ ...... 8) 

Hierin bestimmt das erste Glied der Klammer den Einfluß des 
biegenden Momentes auf die Durchbiegung, während das zweite 
denjenigen der Schubkraft zum Ausdruck bringt. Das Verhältnis 
von y" zu y' ist demnach 

Es beträgt 

für l= 

y" 0,78 3,12 

y;-= 0,2~!r = (!Y-
2h 

0,78:1 
4h 8h 

0,195:1 0,049: 1 
16h 

0,012: 1. 

Von praktischer Bedeutung kann die Rücksichtnahme auf y" 
werden, wenn es sich um die Ermittlung der Dehnungszahl a 
aus Biegungaverauchen mit Stäben oder Trägern handelt, deren 
Höhe erheblich ist, worauf bereits § 22, Ziff. 1, aufmerksam gemacht 
wurde. Durch die bisher übliche Vernachlässigung von y'' beging 
man im Falle des rechteckigen Querschnittes bei l = 1000 mm und 

l 
h=-=250mm einen Fehler von 19,5°/0 , 

4 

h=_i_=125 " 
8 

l 
k=-=62,5 " 16 

" 

" 

" " 4,9 " ' 

" " 1,2 " . 
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Hieraus folgt, daß die Höhe der Stäbe verhältnismäßig nicht 

bedeutend sein darf, wenn die Außerachtlassung von y" zulässig 
erscheinen soll. 

Allgemein wird zur Bestimmung von a oder .2_ aus Versuchen 
a 

mit Stäben von rechteckigem Querschnitt die Gleichung 7 zu ver­
wenden sein. Dieselbe liefert 

bh . .Ji +i'_ 
p a={ (l)' m+l} 

0,25 h +o,6 m l 

Hierbei ist streng genommen m für das untersuchte Material 

besonders zu bestimmen; doch erweist sich der Einfluß der Ab-

weichung der besonders ermittelten Werte von dem Mittelwert 1
3° 

als so unbedeutend, daß es genügt, a aus der Gleichung 8, d. h. nach 

bh y' + y" 
a= ----

{ 0,25 (!r+ 0,78 }z p 

zu berechnen. y' + y" wird zu jedem Werte von P beobachtet und 

damit für jede Belastung die Dehnungszahl a bestimmbar. 

Ganz bedeutenden Einfluß erlangt unter Umständen die Schub­

kraft auf die Durchbiegung bei I-Trägern, da hier im Steg die 

Querschnittsbreite gering, also y und 1: groß sein können. (V gl. Zeit­

schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 222 u. f. sowie 

§ 22, Ziff. 1.) 
Der Einfluß des in § 46 erörterten Widerstandes, der aus An­

laß des Gleitens der Staboberfläche auf den Stützen (infolge der 

Durchbiegung) entsteht, ist bei Biegungsversuchen mit erheblich 

hohen Stäben durch Verwendung von Rollenauflagern nach Möglich­

keit herabzumindern, falls weitergehende Genauigkeit der Versuchs­

ergebnisse gefordert wird. 
d 

Im Falle des Kreisquerschnitts vom Halbmesser r = 2 findet 

sich nach Gleichung 6, § 39, für die Umfangspunkte P' die Schub-

spannung 
' 4 s , 

-r = 3 n , 2 cos q; . 

Die Schubspannung 'l (Fig. 1, § 39), die in dem beliebigen um fJ 

von der Nullachse und um z von der 17-Achse abstehenden Punkte P 
wirkt, werde in ihre zwei Komponenten zerlegt: 



~ 52. Biegung und Schub. 489 

die eine senkrecht zur y-Achse sei -r = -r cos qJ, 
. y 

die andere senkrecht zur 7]-Achse -r" = -r sin qJ. 

Nach § 39 ist die erstere für alle im gleichen Abstande 17 lie­
genden Flächenelemente konstant, also 

' ' 4 s 2 , ' -ry=-r cOSqJ =--2 cos qJ =-r , 
3 nr Y 

während die letztere, von außen nach der Mitte zu bis auf Null ab­
nehmend, in den Umfangspunkten P' die Größe 

' , . ' 't , 'l"'l = 'l" Sln qJ = 'l"y gqJ, 

in dem beliebigen um z von der 17- Achse abstehenden Punkte P 
den Wert 

besitzt. 
Wegen 

'l"2 =T:y' + 'Z"q2 = (t + :: tg2 p') -r,/ 
ergibt Gleichung 4 

+Y 

y" = ß J~x f-ry2 d1JJ( 1 + ;: tg2 qJ') dz 
-y 

=2ßf~J(t+ ~ tg2 qJ')y-ry2 d1J. 

Hieraus folgt mit 

'ty= 4
3 ~2 cos2 q/, y=rcosqJ', d1J=d(rsinqJ')=rcosqJ'dqJ', 

xr 

+~ 

y" = ~2 ß 2Js dxf(3 + tg2 qJ') cos6 q/ dfP' 
27nr 

"' -2 

= 32 ß ... fsdx, 
27nr" • 

und, sofern 8 unveränderlich innerhalb der Strecke x 

y" = 32 ß _f!_ X 
27 nr2 ' 
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d. i. 
32 
27 = 1,185 mal so groß, als wenn die Schubkraft sich 

gleichmäßig über den Querschnitt verteilt haben 
würde. 

Für den Fall des auf beide Enden im Abstande l gestützten 
und in der Mitte mit P belasteten Stabes ist unter Vernachlässigung 

des Eigengewichts S = : und damit 

I 
2 !_ 

1 "= 32 ß f!. dx- 32 p_!___ !_ 
y 27nr2 2 -27 nr2 2 

0 

8 p 8 p 
=27ß-2l=~-ß---l • ....... !:1_1 

nr 27 :!.__d2 

4 

Hiernach beträgt die Gesamtdurchbiegung 

Mit 

wird 

10) 

d f .. 10 
un ur m=-

3 

1 I " { 1 ( l ) 2+ } p Y T Y = - - 0, 7 7 a -- l 
3 d n d2 

4 

11) 

Unter Umständen erscheint es vorteilhaft, die nach Maßgabe 
des Vorstehenden ermittelte Größe y" allgemein in Vergleich zu stellen 
mit derjenigen Verschiebung, die sich ergibt, wenn man die (tat­
sächlich nicht zutreffende) Annahme macht, daß sich die Schubkraft S 
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gleichmäßig über den Querschnitt f verteile. Diese Unterstellung 
führt für das Körperelement von der Länge dx zu 

s 
ydx= ßTdx= ß ydx, 

während Gleichung 4 für dasselbe liefert 

pff"l~1JdZ dx. 

Demnach das Verhältnis fl der letzteren, Größe (der tatsächlichen 
Verschiebung) zu der ersteren (der unterstellten V errückung) 

fl = l 2 f f "t 2 d17dz 12) 

Der Koeffizient fl, der für jeden Querschnitt besonders ermittelt 
werden muß 1), und der als Koeffizient der Querschnittsver­

schiebung bezeichnet werden kann, ist dann diejenige Zahl, 
mit der die unter Voraussetzung gleichmäßiger Spannungs­
verteilung gewonnene Verschiebung multipliziert werden 
muß, um die tatsächliche zu erhalten. Beispielsweise beträgt 
derselbe für das Rechteck 1,2, für den Kreis 1,185 2) - wie wir 
oben bereits gefunden habe~ -, für I- Querschnitt steigt er bis 
auf 3 und darüber. 

§ 53. Frage der Einspannung eines Stabes. 

Wie in § 18, Ziff. 1, 3 und später, erörtert sowie benützt, liegt 
dem Begriff der Einspannung eines auf Biegung in Anspruch ge­
nommenen Stabes die Auffassung zugrunde, daß an der·Einspann­
stelle die · elastische Linie von der ursprünglich geraden Stabachse 
berührt wird, d. h. daß in diesem Punkte die letztere Tangente an 
der elastischen Linie ist. Hierdurch wird dieser an der Einspann­
stelle eine bestimmte Ordinate sowie eine bestimmte Richtung zu­
gewiesen. 

Die Einspannung stellt man sich hierbei nicht selten in der 
Weise vor, daß das eingespannte Ende durch zwei von entgegen­
gesetzten Seiten stützende Auflager, die man als unbeweglich und 

1 ) Ritter hat sich in den "Anwendungen der graphischen Statik", Zürich 
1888, Nr. 32 und 36, mit dieser Aufgabe eingehend und erfolgreich befaßt. 

2) Die in der Literatur zu findende Angabe p, = 1,11 beruht auf der Vor­
aussetzung, daß die oben in der Rechnung auftretende Schubspannung -,;'7 für 
alle Querschnitte gleich Null sei. 
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unzusammendrückbar betrachtet, gehalten wird, wie Fig. 1 zeigt. Als 
Einspannstelle gilt der Querschnitt A. Zur Bestimmung der beiden 
in A und 0 wirkenden Auflagerdrücke denken wir uns in A eine 
senkrecht abwärts gerichtete Kraft + P und eine zweite vertikal 
aufwärts wirkende Kraft - P angebracht. Da sich diese zwei Kräfte 
gegefseitig aufheben, wird hierdurch nichts an dem Gleichgewichts­
zustande geändert. Wir haben alsdann mit der am freien Ende B 

c--- -f----- ---- :_ -----r 
f 

Fig. 1. 

angreifenden Last P - das Eigengewicht des Stabes werde vernach­
lässigt - drei Kräfte. + P können wir uns aufgehoben vorstellen 
unmittelbar durch die Stütze ..4., während - P und die Last P ein 
rechtsdrehendes Kräftepaar vom Moment Pl bilden, zu dessen Auf­
fangung in A und 0 je der Widerlagsdruck P 1 erforderlich ist, der 
durch die Gleichung 

zu 

bestimmt wird. 
Demnach ergibt sich der Widerlagsdruck in ..4. 

und derjenige in 0 
Na=P+P! =P(t+ !) 

l 
N=P-. 

c n 

Je kleiner n im Vergleich zu l, um so bedeutender werden die 
KräfteN a und Ne ausfallen. Selbst wenn man sich diese nicht in dem 
Punkte oder in der Linie A bzw. 0 zusammengedrängt angreifend 
denkt, sondern auf kleine Flächen verteilt vorstellt, so werden sie doch 
eine Zusammendrückung des Materials der Stützen A und 0 sowie 
der Oberfläche des Stabes an den Angriffsstellen zur Folge haben. 
Hiermit aber ist eine Abwärtsbewegung des Stabes bei A und 
eine - unter sonst gleichen Umständen wegen N. >Ne jedoch ge­
ringere - Aufwärtsbewegung desselben bei 0 verknüpft. Der ganze 
Stab wird sich - abgesehen von der Verschiebung seiner Quer­
schnitte gegeneinander sowie von seiner Biegung - gegen seine 
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ursprüngliche Lage neigen müssen, entsprechend der Drehung um 
einen zwischen A und 0 befindlichen Punkt, der infolge Na> N. 
bei sonst gleichen Verhältnissen näher an 0 als an A gelegen ist. 
Wir erkennen, daß die Stützung des Stabes nach Fig. 1 die 
Auffassung nicht rechtfertigt, die elastische Linie, d. i. die 
gekrümmte Achse des durch P gebogenen Stabes, habe an 
der Einspannstelle (d. i. in A) die ursprünglich gerade Stab­
achse zur Tangente. 

Nur dann, wenn die Flächen, gegen die sich der Stab bei A 
und 0 legt, so bedeutend sind, daß die Zusammendrückung der 

Fig. 2. 

Stützen~_und ihrer Widerlager sowie die örtliche Zusammenpressung 
des Stabes als unerheblich betra·chtet werden dürfen, erscheint diese 
Auffassung mit Annäherung .zulässig. Wir gelangen dann zur Kon-

Fig. 3. 

Fig. 4. 

struktion Fig. 2 mit zwei Auflagerplatten unter A bzw. über 0. Da­
bei ist im Falle strenger Verfolgung der Aufgabe, namentlich für 
verhältnismäßig große Werte von n zu beachten, daß sich der Stab 
innerhalb der Strecke 0 A gleichfalls durchbiegt und seine Achse 
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zwischen beiden Punkten eine wagrechte Tangente erlangt; dann 
wird nicht A, sondern deren Berührungspunkt E die von der Rech­
nung anzunehmende Einspannstelle bestimmen, wie in Fig. 3 ange­
geben ist. Soll auch auf die Zusammendrückung der Stützen und 
ihrer Widerlager sowie auf die örtliche Zusammenpressung des Stabes 
an den Auflagerflächen Rücksicht genommen werden, so wird die 
Tangente an der Einspannstelll;} eine von den in Betracht kommen­
den Verhältnissen abhängige Neigung besitzen, vgl. Fig. 4, S. 493. 

Genauer würde die Annahme der Einspannung zutreffen im Falle 
der Fig. 5, wenn der Stab in der Mitte A eine genügend große Auf­
lagerfläche besitzt, so daß die Zusammendrückung daselbst ver­
schwindend wenig beträgt, und wenn er an den beiden Enden gleich 

;<------i- --->i<'- -- ..t - --->1 

ef-- -·- -·-t- -·-·-·-·-·133 
I ~i~ 

i ~ 
Fig. :j, 

starke Belastung erfährt. Dann fällt die Richtung der Tangente im 
Punkte A der elastischen Linie mit der Richtung der früher geraden 
Stabachse zusammen. Bei erheblicher Zusammendrückung des Wider­
lagers und des Stabes würde im Punkte A nur Parallelismus zwischen 
beiden bestehen. 

Wird der Stab, dessen Querschnitt ein Rechteck von der Breite b 
und der Höhe k sei, nach Maßgabe der Fig. 6 derart befestigt, daß er 
in unbelastetem Zustande unter Vernachlässigung des Eigengewichtes 
die obere und untere Wandung, gegen die er sich legt, gerade span­
nungslos berührt, so liefert die Verlegung der Kraft P in die Mitte 
zwischen A und 0 die daselbst senkrecht abwärts wirkende Kraft P 

und ein rechtsdrehendes Kräftepaar vom Moment P (z + -~) . 
Unter Voraussetzung gleichmäßiger Verteilung von P über die 

Fläche ab ergibt sich die von P allein herrührende Pressung P1 

zwischen dem Stab und der unteren Wandungsfläche, 
p 

Pt= ab· 

In Fig. 7 ist dieselbe dargestellt. 

Das Moment P (z +;) ruft gegenüber der rechten Hälfte der 

unteren W andungsfläche von außen nach innen zu abnehmende 
Pressungen wach, während die obere W an dungsfläche auf der linken 
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Hälfte aufwärts gerichtete, von der Mitte nach außen wachsende 
Pressungen erfährt, wie in Fig. 8 dargestellt ist. Mit der Genauig­
keit, mit der die Gleichung 10, § 16, auf den vorliegenden Fall an­
gewendet werden darf, findet sich wegen 

Fig. 6. 

Fig. 7. 

Fig. 8. 

Fig. 9. 

rlie Pressung 

··~ ?. ' ·-· ' ... 
I -Lr 

1 
B=-ba3 12 ' 

--.a--.. ~--- ..l _______ ., 
' ' l 

Hiermit folgt die resultierende Pressung in der Kante bei A 

Pa=P1 +P~=~ + 6 ~(! +-}) 
=2~(2+3 !). . . . . . ... 1} 

und an derjenigen bei 0 

P P(l 1) 
P.=-pl +P2=- ab+ 6 ab a-+2 

=2~(t+3!) ......... 2 
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In Fig. 9 ist diese Spannungsverteilung dargestellt. Naturgemäß 
darf P .. den für die betreffenden Materialien (Stab, Stütze) noch 
höchstens für zulässig erachteten Wert der Druckanstrengung nicht 
überschreiten. 

Infolge der örtlichen Zusammenpressung des Stabes wie auch 
der Zusammendrückung des Materials der Wandung wird sich die 
Stabachse um den Punkt 0 drehen, dessen Abstand 'IJ von der Mitte 
der Wandung sich aus der Erwägung ergibt, daß 

Demnach 

'IJ Pt(i=pl, 

2 

6 p (i+~)!l__.!_ 
ab a 2 a-ab' 

2 

Wir erkennen, daß auch hier die ursprünglich gerade 
Stabachse im Einspannungsquerschnitt A die elastische 
Linie nicht berühren kann. 

Würde der Stab im unbelasteten Zustande, d. h. für P= 0, die 
obere und die untere W andungsfläche nicht spannungslos, sondern 
mit einer gewissen Pressung p0 berühren 1), was z. B. der Fall sein 
kann, wenn auf dem Balken ein Teil des Gewichts der darüber auf­
geführten Mauer lastet, so wird sich die Stabachse auch hier inner­
halb der Wandung drehen, jedoch nicht so viel, wie folgende Betrach­
tung erkennen läßt. Durch die Pressung p0 findet zunächst eine 
Zusammenpressung der sich berührenden Oberflächen statt, so daß 
bei Beginn der Einwirkung der Belastung P die betreffenden Flächen 
des Stabes und der Wandung sich bereits in weit vollkommenerer 
Weise berühren als bei ursprünglich spannungsloser Befestigung, 
infolgedessen der in Frage kommende Einfluß der von P veranlaßten 
Pressungen kleiner ausfallen muß. Auch die Reibung, die zwischen 

1) Bei den Spannungsverbindungen des Maschinenbaues ist eine solche 
Pressung stets vorhanden (s. des Verfassers Maschinenelemente 1881, S. 39, 
1891/92, S. 77, 1908 [10. Aufl.], S. 123, 1913 [11. Aufl.], S. 126). 
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Wandung und Stab mit innerhalb der Wandung eintretender Biegung 
(vgl. § 46) wachgerufen wird, wirkt in diesem Sinne, und zwar um 
so stärker, je größer p0 • 

In ähnlicher Weise wie bei dem nur einerseits gestützten Stabe 
gelangt man hinsichtlich des beiderseits befestigten Stabes, 
Fig. 2, § 18, zu der Erkenntnis, daß infolge der Zusammendrückbar­
keit des Materials der Wandungen und des Stabes Einspannung in 
dem strengen Sinne, in dem sie von der Rechnung für ihre Zwecke 
aufgeiaßt wird, auch nicht angenähert vorhanden zu sein pflegt. 
Recht anschaulich tritt dies vor das Auge, wenn man in einzelnen 
Fällen, für die ermittelt werden soll, ob der Stab als eingespannt 
betrachtet werden darf, zunä?hst unterstellt, der Stab liege beider­
seits frei auf, und sodann die Neigung der elastischen Linie über 
den Stützen bestimmt; hierauf prüft, ob der Stab durch die Be­
festigung in Wirklichkeit, wenn auch nicht vollständig, so doch aus­
reichend verhindert ist, diese Neigung anzunehmen. Hierbei wird in 
der Regel gefunden werden, daß man schon zur Befestigungsweise 
Fig. 2 mit verhältnismäßig großem Werte von n greifen muß, um 
die fragliche Neigung genügend zu verhindern. Die Einspannstelle 
ist alsdann nach Maßgabe des S. 494 u. f. Bemerkten zu bestimmen. 

Auch die gegenüber gewissen Teilen der Baukonstruktionen 
- wie z. B. gegenüber den durch Druck in Anspruch genommenen 
Brückenstäben, bei denen die Gefahr der Knickung, d. h. der seit­
lichen Ausbiegung, besteht usw. - oft ohne weiteres gemachte 
Unterstellung, daß der Stab beiderseits als fest eingespannt zu be­
trachten sei, erweist sich bei genauer Prüfung ziemlich häufig alR • 
unzutreffend. 

Am nächsten kommt dem Zustande der vollkommenen Ein­
spannung ein außer an den Enden auch noch in der Mitte so ge-

Fig. 10. 

gelagerter und entsprechend belasteter Xräger, daß die ursprünglich 
gerade Stabachse Tangente an der elastischen Linie im Querschnitt 
der Mittelstütze ist. Letzterer Querschnitt - bei B, Fig. 10 - kann 
dann als Einspannstelle betrachtet werden. 

Es ist von Interesse und zur Beurteilung der tatsächlichen Inan­
spruchnahme nicht selten von Wert, zu beachten, daß durch die 
Nachgiebigkeit an den Befestigungsstellen die Größe der 
Biegungsanstrengung bis zu einem gewissen Grade der 

C. Bach, Elastizität. 7. Autl. 32 
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Nachgiebigkeit hin vermindert wird 1), wie folgende Betrach­
tung erkennen läßt. 

Der an den Enden befestigte und auf der Längeneinheit ··mit .P 
belastete Stab, Fig. 11, ist bei vollkommener Einspannung nach § Hl, 
Ziff. 3 beansprucht: 

an der Befestigungsstelle A (rechts) durch das rechtsdrehende 

Moment M = p (J und durch die senkrechte Kraft pl (vgl. 
a 12 2 

auch Fig. 12), 

in der Mitte 0 durch das Moment M = pl2 
• 

c 24 

Gibt die Befestigungsstelle nach, so daß das Moment hier auf' 
pl2 

einen Wert M a < l2 sinkt, dann findet sich unter Beachtung von 

Fig 12 das Moment in der Stabmitte zu 

pl l pl l pl'A 
M.=Ma-22+24 - Ma--""8, 

pl2 
worin M a zwischen l2 (Stab vollkommen eingespannt) und 0 (Stab 

frei aufliegend) schwanken kann; somit beispielsweise für 

pl2 pl"J pl~ pl2 
0 M =-

a 12 15 16 24 

M =p"f 7pl2 pP p"f pl2 
r 24 120 16 12 8 

. 
1) S. des Verfassers Arbeit: Über die Formänderungen und die Anstrengung 

flacher Böden in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 1223 
und 1224, oder auch Versuche über die Widerstandsfähigkeit von Kesselwan­
dungen, Heft 3. 
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Wie ersichtlich, nimmt MG ab, und der Wert von Mc wächst, 

bis für M = pl9 beide gleich geworden sind; d. h. insbesondere für 
II 16 

einen Stab mit reckteckigem Querschnitt: gibt die Befestigung an den 
Stabenden gegenüber dem Zustande vollkommener Einspannung so 

weit nach, daß hier das biegende Moment von pl9 auf !!_'!__ sinkt, 
12 16 

sich also im Verhältnis von 16: 12 = 4: 3 vermindert, so verringert 
sich auch die größte Biegungsinanspruchnahme des Stabes in dem 
gleichen Verhältnis, oder die Tragfähigkeit erhöht sich im Verhältnis 
von 3: 4 1). 

Ist die Nachgiebigkeit der Befestigung eine weitergehende, so 
wird die größte Beanspruchung, die nunmehr in 0 statthat, wieder 

wachsen, bis das Moment den Wert p:9 erreicht hat für MG = 0. 

Z2 
Für M,.= M.=~6 liegt der Wendepunkt um 0,1465l von dem 

pl2 
Stabende entfernt gegen 0,2113l bei Ma =T2 

1) Ist der Querschnitt des prismatischen Stabes in bezug auf die zur Ebene 
der belastenden Kräfte senkrecht stehende Hauptachse unsymmetrisch, so muß 
beachtet werden, daß die am stärksten gezogene Faser an der Befestigungs­
stelle A oben, in der Stabmitte 0 unten liegt. 

32*' 



Flinfter Abschnitt. 

Stabförmige Körper mit gekrümmter 
Mittellinie. 

I. Die Mittellinie ist eine einfach gekrümmte Kurve, ihre 
Ebene Ort der einen Hauptachse sämtlicher Stabquer­

schnitte sowie der Richtungslinien der äußeren Kräfte. 

Die den Stab belastenden Kräfte ergeben dann für einen be­
liebigen Querschnitt im allgemeinen 

1. eine im Schwerpunkte des letzteren angreifende Kraft R, die 
zerlegt werden kann 

a) in eine tangential zur Mittellinie, also senkrecht zum 
Querschnitt gerichtete Kraft P (Normalkraft), und 

b) in eine in den Querschnitt fallende Kraft 8 (Schub­
kraft), 

2. ein auf Biegung wirkendes Kräftepaar vom Moment Mb. 

* 54. Dehnung. Spannung. Krümmungshalbmesser. 

In dem gekrümmten stabförmigen Körper denken wir uns zwei 
unendlich nahe gelegene Querschnitte 01 0 1 0 1 und 0 2 O'A 0 9 , Fig. 1. 
Dieselben begrenzen das Stabelement 0 1 0 1 0 1 0 0 2 09 0 'A 0 und schnei­
den sich in der Krümmungsachse M. Der folgenden Betrachtung 
unterwerfen wir nur die Hälfte 00001 01 01 und fassen hierbei die 
Bogenelemente 001 , 001 und 001 als gerade Linien auf, wie durch 
Fig. 2, S. 503, in größerem Maßstabe dargestellt ist. 

Es bezeichne nun unter Bezqgnahme auf Fig. 2: 
f den Querschnitt 000 allgemein und dessen Größe im besonderen, 

( 1 den Querschnitt 0 1 0 1 01 allgemein und dessen Größe im be-
sonderen, 

0 den Schwerpunkt von (, 
0 1 denjenigen von (1 , 

r = M 0 = M 0 1 den Krümmungshalbmesser im Punkte 0 der Mittel­
linie vor Eintritt der Formänderung, 
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dq; = 1:::: OM01 den Winkel, den die Ebenen der beiden Quer­
schnitte f und f1 vor der Formänderung mit einander einschließen, 
oder den Winkel, unter dem die beiden Tangenten an der Mittel­
linie in den Punkten 0 und 01 (vgl. Fig. 1) sich schneiden, 

m 
\ 1 j 
I , I 
1 I I 

\ i : 
\,I I 
I, I ,,, ,., 
~ 
~ 

Fig. 1. 

da= rdq; die L'!i.nge des Bogenelementea oo; der Mittellinie im 
ursprünglichen Zustande, 

P P1 =ds1 =(r + tJ)dq; =rdq; +tJdq; =ds +tJdq; -die Entfernung 
zweier in den Querschnitten f und (1 gleich gelegenen, um 1J 
von der Mittellinie abstehenden Punkte, bevor die äußeren Kräfte 
auf den Stab wirken; wobei der Abstand 'YJ als positiv gilt, wenn 
er von 0 aus in der Richtung M 0 zu messen ist, negativ da­
gegen, wenn er in der Richtung 0 M, d. h. nach der Krüm­
mungsachse hin, liegt, 

e1 den größten positiven Wert von fJ, 
e2 den größten negativen Wert von t], 

e = e1 = e.l, faHs der Querschnitt so beschaffen ist, daß beide Ab­
stände gleich groß sind, 

B=ffJ2df das Trägheitsmoment des Querschnitts f in bezug auf 
die in 0 sich projizierende, also parallel zur Krümmungsachse 
laufende Hauptachse. 

Ferner 
P die Normalkraft im . Punkte 0 des Querschnitts (, positiv oder 

negativ, je nachdem sie ziehend oder drückend tätig ist, 
M b das für den Querschnitt f sich ergebende, auf Biegung wirkende 

Moment, positiv, wenn es eine Vermehrung der Krümmung, 
also eine Verkleinerung des Krümmungshalbmessers herbeiführt, 
negativ, wenn das Entgegengesetzte der Fall ist, 

a = 1~ (§ 2) die durch P und Mb im Abstande fJ (von der in 0 sich 
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projizierenden Hauptachse des Querschnittes f) hervorgerufene 

Spannung, entsprechend der daselbst eingetretenen Dehnung e, 

wobei vorausgesetzt werde, daß Proportionalität zwischen Deh­

nungen und Spannungen besteht!), 

kz, k, kb die zulässige Anstrengung des Materials gegenüber Zug, 
bzw. Druck, bzw. Biegung, 

e0 die Dehnung der Mittellinie im Punkte 0, d. i. :!_~8 , sofern sich 
ds 

das Bogenelement ds unter Einwirkung der äußeren Kräfte um 
J ds verlängert, 

w die verhältnismäßige Änderung des Winkels drp der beiden Quer-

schnitte, d. i. Jd;' wenn :der Winkel drp infolge der Form­

änderung in d([! + L1 drp übergeht, also um J d([! sich ändert, 

e den Krümmungshalbmesser im Punkte 0 der Mittellinie nach Ein­

tritt der Formänderung. 

1. Anstrengung des 1Uaterials. 

Die Normalkraft P wirke allein. 

Hätte der Stab eine gerade Achse, so wären die beiden Quer­

schnitte f und (1 parallel; die Normalkraft P würde bei gleich­

mäßiger Verteilung über den Querschnitt sämtliche dazwischen ge­

legenen Fasern wegen der Gleichheit ihrer Länge um gleichviel 

dehnen: es ändert sich nur die Entfernung der beiden Querschnitte, 

nicht aber ihre Neigung zueinander, dieselbe bleibt Null. 

Anders verhält sich das Körperelement, Fig. 2. Hier sind die 

Fasern zwischen den beiden Querschnitten ungleich groß, und zwar 

um so länger, je weiter sie von der Krümmungsachse abstehen. Bei 

gleichmäßiger Verteilung von P über den Querschnitt muß die Span-

1) Diese Voraussetzung schließt nicht nur in sich, daß dem Material an 

und für sich diese Proportionalität eigen ist, sondern daß auch die Fasern, aus 

denen der Körper bestehend gedacht werden kann, einen Einfluß senkrecht zu­

einander nicht ausüben (vgl. die Voraussetzung in § 20 unter Ziff. 2). In Wirk­

lichkeit trifft das nicht zu; doch würde eine strenge Verfolgung dieser Einwir­

kung - ganz abgesehen von dem Weniger an Anscha.111ichkeit (vgl. Vorwort zur 

ersten Auflage) - für die verschiedenen in der Technik auftretenden Quer­

schnittsformen zu einem Zeitaufwand führen, der in der Regel in keinem Ver­

hältnis zu dem Wert des Ergebnisses der umständlichen Rechnung steht. Die 

bis jetzt in dieser Richtung vorliegenden Rechnungen erstrecken sich nur auf 

den rechteckigen Querschnitt, für den überdies - wenigstens zum Teil - noch 

die eine Abmessung als klein vorausgesetzt wird und unter einer gewissen Ver­

nachlässigung auf den trapezförmigen Querschnitt. Sie werden beurteilt von 

Tb. v. Karman in der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, 

Bd. IV. 2. li, Heft 3, S. 337 bis 34-l. 
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nung a in allen Querschnittspunkten gleich groß sein; infolgedessen 
müssen sich die längeren Fasern, absolut genommen, mehr dehnen 
als die kürzeren, und zwar genau in dem Verhältnis, in dem sie 
größer sind, d. h. die Verlängerungen müssen 
sich verhalten wie die Abstände der Fasern 
von der Krümmungsachse M. Daraus folgt, 
daß die Ebene des Querschnitts, von dem an­
genommen wird, daß er eben bleibt1), in ihrer 
neuen Lage 0 0 0 0 die Krümmungsachse M 
schneidet, wie in Fig. 2 angedeutet ist. Wir 
erkennen: unter alleiniger Einwirkung 
der über den Querschnitt sich gleich­
mäßig verteilend.en Normalkraft P än­
dert sich die N eigung:desselben derart, 
daß seine Ebe:ne die ~bisherige Krüm- · 
mungsachs.e schneidet, sich also um 
diese dr_eht, daß somi,t der Krümmungs­
halbmesser derselbe bleibt. 

Normalkraft P und 
biegendes Kräftepaar vom Moment Mb 

s'ind vorhanden. 

Wie soeben erörtert, führt die Normal­
kraft P den Querschnitt (1 in die Lage 0 0 0 0 , 

Fig 3, über. Beginnt jetzt das Moment M b zu 
wirken, so wird der Querschnitt f~ aus der 

" ____ e ~-~· 
I ß -----t --/ 
I j 1 

'f "" : 
1 1 e eJ I f-r-· ·-·----~ •t 
!, I I 

"1 I / 

L~- e /eo 
I q 

I I 
I I I 

I : f 
I I,' 
I I 1 
I I, 

I {! 
!- ,'/ 
I fl 

't-f.: ,' 
1 I: 
I II 
I II 

I /1 
I II ' ,, 
I !I 
1'1 
1/1 
lt 

I lt Li 
Fig. 2. 

Lage 00 00 in eine andere, etwa C/0/01', gelangen und die Krüm­
mungsachse von M nach M' rücken, entsprechend einer Verkürzung 
des Krümmungshalbmessers von r auf e sowie einer Vergrößerung. 
des Querschnittswinkels dq; auf dq; + AdqJ. Hierbei erfährt das 

Bogenelement 001 = ds der Mittellinie die gesamte Dehnung 

Ads 0 1 0/ 
E =---=---

0 ds 00 ' 
1 

während diejenige der im Abstande 'rJ gelegenen Faserschicht P P1 

aus der Verlängerung P1 P1' zu bestimmen ist. Wird durch 0 1' die 

Gerade 0/ N II zu 0 1 0 1 gezogen, so findet sich P~ P/ = P1 N +NP/ 

= 0 1 0/ +NP/= e0 ds + fJarcN01' P/ = e0 rdq; + rJA dq;; hiermit 
die Dehnung 13 im Abstande fJ 

1 ) In bezug auf diese Annahme vgl. § 56, Ziff. 2. 
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unter Beachtung, daß 

e ~-~--~; 
~'- ______ t --!r~_/tr.' 
T /1 I 
I tl I 
f"' /1 I ' ,,1 

., -!-- -·---~ _tLeL 
' I t' 
I I 
I I ,, 

: I /i 
I I ~· 'e. 
I J I --,,-, 0 

<>- I !,j I I 1 

I I rtu 
~ I I I I I 

: I I / :I 
1 !- l1 11 

I ti I 1/ 
t..1-1'm I I 

I I , 1 
I I 1, 

I : // 
I I II 
1 I II 

I :.t !I 
I t'eff 

I 1/ 
I tt ' ,, 
I II 

l ", 
:j' 

I 'I 

L~IL 
Fig. 3. 

L1 dcp 
--=w 

dcp 

und die zugehörige Spannung, sofern Kräfte 
senkrecht zur Stabachse nicht einwirken, 

e 1[. 1Jl a=-=- e0 +(w-e0 ) +-1 
a a r 71J 

2) 

Die im Innern des Stabes wachgerufenen 
Kräfte müssen sich mit den äußeren im 
Gleichgewicht befinden, d. h. (§ 16, Gleichung 3 
und Gleichung 6) 

f adf=P= J ~ [e0 + (w -e0) r~-~J df: 3) 

Jadf.n=Mb 

= J ~ 1J [ Eo + ( W - Eo) T -+=~] df' · · 4) 

Unter Voraussetzung, daß die Dehnungszahl a konstant ist, 
folgt 

Mit 

P= ~ [eoJ df+ (w- eo) Jr+ 11 df], 

Mb= ~ [eoJndf+ (w-eo) Jrr 11 d(] · 

J df= (, J 1Jdf= 0 

und der Bezeichnung 
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(_i_df= ~(n-r-+'YJ )ar=- r f_'YJ_df=-xfr . . 6) Jr+n J~ r rJ Jr+n 
wird 

woraus 

-Mb w--e =a---
o • "fr 

E0 =a ~ +(w-e0 )-x=; (P+ ~b) 

w=e +a M..!...=~(P+Mb + Mb). 
0 -x fr f r x r 

Hiermit liefert Gleichung 2 

. . . . 7) 

Handelt es sich um ein Material, für das die zulässige An­
strengung gegenüber Biegung, d. i. kb, erheblich abweicht von der­
jenigen gegenüber Zug k,, so ist das in § 45, Ziff. 1, hierüber Be­
merkte zu beachten. Die hier in Betracht kommenden Verhältnisse 
sind allerdings weniger einfach und erscheinen deshalb der weiteren 
Klarstellung durch V ersuche dringend bedürftig. (V gl. in dieser Hin .. 
sieht die Versuchsergebnisse in §56.) 

Wenn 

P=O, 
so wird 

a= Mb -t- Mb ___ '!1_ __ 
fr -xfrr+'IJ 

und für 'IJ=Ü 

M 
0=-b 

(r . 
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Bei dem geraden Stab ergibt sich nach Gleichung 9, § 16, 

für 1J= 0 
a=O, 

d. h. während bei dem nur durch Mb belasteten Stabe mit 
gerader Achse die Normalspannungen in der zur Ebene des 
Kräftepaares senkrechten Hauptachse des Querschnittes 
Null sind, herrscht bei dem gekrümmten, auch nur durch 
Mb belasteten Stabe in dieser Linie die Spannung Mh: fr. 
Die bezeichnete Hauptachse ist demnach hier nicht Null­
achse. 

Der Grund für dieses abweichende Verhalten liegt einfach darin, 
daß bei dem gekrümmten Stab die zwischen z~ei Querschnitten 
gelegenen Fasern verschiedene Längen besitzen, während bei dem 
geraden Stab Gleicliheit besteht. (V gl. das zu Anfang von Ziff. 1 
Erörterte.) · 

Entsteht Mb dadurch, daß eine Last Q senkrecht zu dem in 
Betracht gezogenen Querschnitt im Abstande r von dem Schwer­
punkt desselben ziehend angreüt, also durch den Krümmungsmittel­
punkt der Stabachse geht, dabei auf Verminderung der Krümmung 
hinwirkt, so ist wegen 

P=Q, 
nach Gleichung 8 

Q Qr Q r 'f} Q 'f} Mb r; 
0=------------=-----=----- . 9) 

f fr "fr r+r; "fr+n 'Je(r r+n 

Für r;=O ergibt sich hieraus a=O, obgleich e1ne 
Normalkraft vorhanden ist. 

Nach Gleichung 6 ist 

Folglich auch 

Wenn nun r sehr groß ist gegenüber fJ, d. h. gegenüber der 

Abmessung des Querschnittes in Richtung von r, infolgedessen !!_ 
r 

gegen 1 vernachlässigt werden darf, so geht dieser Ausdruck - streng 
genommen nur für r = oo - über in 
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woraus 

10) 1) 

1) Zur Beurteilung, für welche Werte von r - im Verhältnis zu den 
Querschnittsabmessungen in Richtung von r - diese Annäherungsgleichung 
benutzt werden kann, sei folgendes bemerkt. 

Es ist für den rechteckigen Querschnitt (vgl. Ziff. 2, l!.) nach Gleichung 13. 
1 2 

§54, da <9= 12 bh3 =--gbe3 , 

somit 

"~t = [! (~r+! (~t+ ~ (~t+· .. J ·3 (~r 

= 1+ ~ (~r+i(~r+-·· 
= 1+: (2hrr+ ~ (;rr+-·· 

h 

1,18 

2h 

1,04 

3h 

1,02 

4h 

1,01. 

Im Falle kreisförmigen oder elliptischen Querschnitts (vgl. Ziff. 2, b) 
ergibt sich nach Gleichung 16, § 54, 

folglich 
2e 

1,Ni 

4e 

1,03 

6e 

1,02 

8e 

1,01. 
Hiernach liefert die Gleichung Sa S. 508 gegenüber der Gleichung 8 das 

dritte Glied der rechten Seite zu groß, und zwar beispielsweise bei elliptischem 
Querschnitt[nach Maßgabe der Zahlen 1,15, 1,03 usw. Wird in diesem Gliede noch 

der Quotient 11 : r vernachlässigt, also dasselbe ~ 11 gesetzt, wie es sich für 

gerade stabförmige Körper ergibt, so kann dagegen sein Wert erheblich zu klein 
ausfallen, wie die Zahlen der nachstehenden Betrachtung erkennen lassen. 

Für den kreisförmigen Querschnitt A des ringförmigen Körpers Fig. 4 
beträgt Mh =- Qr und somit der Wert des dritten Gliedes in Gleichung 8 
mit t/ =- e (d. i. für den innersten Punkt) 

Qr -e e Qr e e 
- (-) ~~ xfr2 = fJ ~~ X(r2.' 

r r 
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Die Einsetzung dieses Wertes in Gleichung 8 führt zu 

o=!__+ Mb + Mb _'fJ_ 
f fr e 1 +.! 

r 

8a) 

und ergibt mit r = oo 

-------

welche Größe 

für r= 2e 4e 6e Se 

ergibt Qr 2 Qr 4 Qr 6 Qr 8 e 1,15 e, e 3.1,03 e, 85:1.,02 11' 
-----·-11 e 7. 1,01 ' 

Qr 
=1,74---ee, 

Qr 
=1,29--ee, 

Qr =1,18-8 e, 
Qr 

= 1,13 --,;;- e, 

d. i. 74% 29% 180Jo 130/o 

mehr, als der Ausdruck ..a:; rJ, gültig für gerade stabförmige Körper, mit dem 

größten Werte von rJ liefert. 

Fig. 4. 

Die resultierende Spannung o würde unter Zugrundelegung dieser Zahlen 
betragen 

bei r= 2e 4e 6e 8e 

für gekrümmte stab· 
0=8.1,74~ Q Q - Q 

förmige Körper 16.1,297 24.1,187 32. 1,13-,-

= 13,92 ~. =20,64 ~. Q 
=28,327, =36,16 ~. 

Far gerade stab-
förmige Körper 
wird sein 

Q Qr Q 
o = f + -8 e = 11,0 7 , 

Q 
177, 

Q 
257, 

Q 
337. 



§ 54. Dehnung. Spannung. Krümmungshalbmesser. 509 

a=.!_+Mb.., r e ." 
d. i. die für gerade Stäbe gültige Gleichung 1, § 45. 

Soll die Anstrengung durch die Schubkraft 8, die sich nach 
dem oben unmittelbar zu I unter Ziffer 1 b, S. 500, Bemerkten ergibt, 
ermittelt werden, so kann das mit Annäherung derart geschehen, 
wie in § 39 beim geraden stabförmigen Körper; nur ist dabei zu 
berücksichtigen, daß das Gesetz, nach dem sich hier a ändert, ein 
anderes ist. 

Grashof (Theorie der Elastizität und Festigkeit, Berlin 1878, 
S. 283 u. f.) gelangt auf diesem Wege zu der Gleichung 

• 
T 2y.xf(r~n?cosqlfnaf 

1J 

SM11 ) 

2yxf(r+n)2 cosq/' · 11 

die unter Bezugnahme auf Fig. 1, § 39, an die Stelle der Be­
ziehung 2, § 39, 

tritt. 

SM,1 
7:=-----

2_y8cos q/ 

2 Werte von x=-- ----df. 1 I 1J 
. f ~"+11 

a) Rechteckiger Querschnitt. 

Mit b als Breite und k als Höhe, so daß 

f=bk, 
ergibt sich 

Wird 
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gesetzt, so folgt 

und unter Voraussetzung, daß r > e 

1+ e 
r l e 1 ( e ) 8 1 ( e )r. 1 ( e ) 7 J ln----= 2 -+-- +-- +-- + ... '· 

1 _!._ r 3 r 5 r 7 r 
r 

womit 

1 (e)' 1 (e) 4 1 (e )6 

~=3 ·-,.- +5-;: +7-;: + ... 13) 

x hängt hiernach nur von dem Verhältnis e: r ab. Über die 
Größe bei verschiedenen Werten dieses Verhältnisses gibt die Zahlen­
tafel S. 512 Auskunft. 

Die Spannungen an der äußersten und an der innersten Faser­
schicht werden nach Gleichung 8, die mit t'J = + e geschrieben 
werden kann, 

+!_} o=!_+ Mb + Mb (_.!._ +e)= P + Mb + ~b .!____=._.!:_ 
f fr fr x r+e f fr fr x 1 +-~ -, 

I + ..!_] = p + Mb 1 + .!_ - r ' 
f fr " 1 +..!_ 

-r 

. 14) 

gleichfalls durch das Verhältnis ..!_ bedingt, weshalb in die Zahleu­
r 

+..!_ 
1 -, 

tafel auch die Werte - aufgenommen sind. Diese Werte 
~ 1+!._ 

-- r 
wie auch die Größen von x können überdies aus der Zeichnung 
Fig. 5 entnommen werden, so daß sich die Ermittelung von o aus 
Gleichung 14 sehr einfach gestaltet. 
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... 
aJ s 

•5 " '} a! ~ 
~ 

0.1 

0 
tU "'" 

Qrl"~ 

-5 o.s~ 
~ 

~ 
,:J 

1.0 * 
~ 

1l 

4 
1,5 <.:i 

~ 
~ 

t.O ~ 
1-
~ 

Fig. 5. 

Um das Verhältnis der Krümmung des Stabes an der Innen­
fläche, bestimmt durch e = r- e, zu der Höhe des Querschnittes für 
die in Fig. 5 angenommenen Verhältnisse erkennen zu lassen, ist 
daselbst auch die Linie (r- e): 2 e = e: h eingezeichnet. 
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~ _ 0.1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 o, 7 0,8 1 0,9 0,95 

- ---- ------:-=- O,o()33M 0,01366 o,0317 o,o591 o,0986 o,1552 o,2390 o,37331 0,6358 Ü,92sJ-9 

I e: r 
--. 1 + -= 27,1 12,2 7,28 4,83 3,38 2,42 1,72 1,19 0,745 0,525 
Y- e: r 

- -----------1-----

1 -e:r 
~--1-e:r-

33,1 18,3 13,5 11,3 10,1 9,7 9,8 10,7 14,2 20,5 
I 

b) Kreisquerschnitt. Elliptischer Querschnitt. 

Zum Zwecke der Entwicklung in eine unendliche Reihe werde 
gesetzt 

usf. 

=- :r(- ~sr;~df+ r~fr;3 df- r~ f1] 4 df+ .. } 

u= + ~ ( :J~2 df- _l__fr/df + !___fr;"df f r- ., r3 r4 

- r~ J1J 5 df+ .. -) ... 15) 

Für den Kreis wird infolge der Symmetrie 

f fJ 3 d(=O 

Ferner gilt, Fig. 4, § 17, mit e als Halbmesser: 

f=ne~, r;=esintp, df=Zd'Yj=2e~cos2 tpdtp, 

f r;2df= n e4. 
- 4 

Damit findet sich 

2 

Jr/df=4e6 fsin 4 cpcos"cpdtp- ;e6 , 

0 
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n 
2 J r/ df= 4 e8J sin6 rp cos2 cp drp = : 4 ne8 , 

0 

=! (;Y+ ~ (;r+:4(;r+ ......... 16) 

Derselbe Wert ergibt sich für den elliptischen Querschnitt, 
sofern e diejenige Halbachse der Ellipse ist, die in die Ebene der 
Mittellinie des Stabes fällt. 

Wird hier die gleiche Betrachtung, wie sie unter a am Schlusse 
für das Rechteck enthalten ist, angestellt, so ergeben sich die folgende 
Zahlentafel und die Eintragungen in Fig. 5 für Kreis und Ellipse. 

e ,. 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 

-------1----1---1-- -~------------ -~---

x= 0,0025126 0,010205 0,0236 0,0436 0,0718 0,1111 0,1668 0,2500 0,3929 0,5241 
----~1~---1----1--- ~------------- -----

36,2 16,3 9,8 6,55 4,64 3,38 2,47 1,78 1,21 0,930 

-----~1----il--- --- ~-- --------------------
I 1 -e:r 

-;.-·1-e:r= 44,2 24,5 18,2 15,3 13,9 1s,5 14,o 16,o 22,9 1 36,3 

c) Trapezförmiger Querschnitt mit Symmetrielinie. 

I 
I 
I 

~ 

-+· 
I 
I 
I 
:t-1-----'----+ 

:.-----...&----...: 
Fig. 6. 

Aus Fig. 6 folgt unmittelbar 

f= b -t b1 h, df=zd"', 

b-b 
z=b1 +--r(~ -"1), 

0. Bach, Elutizltlt. 7. Auft. 83 
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Wegen 

x=-7 f(1-r~1])df=-1+ ;Jrt1] 
ist zunächst dieses Integral festzustellen. 

Da 

so folgt 

J_~j_ =(b + b-b1 e) ln" +e1 - b--~(e +e -rln r+~.) r+11 1 h 1 r-e2 h 1 2 r-e2 

d) Querschnitt des gleichschenkligen Dreiecks. 

Aus Gleichung 17 folgt für 

l 2h 1 2r 2 r 1 +3;.-x=-1+-- (-+-)ln -1 h 3 h 1 h 
1---3 ,. 

e) Für zusammengesetzte Querschnitte 

. . • 18} 

kann die Bestimmung von x in der Weise erfolgen, daß der Quer­
schnitt in eine genügende Anzahl Streifen zerlegt wird, die senk­
recht zur Ebene der Mittellinie stehen, . so wie dies z. B. Fig. 7, § 17, 
für eine Eisenbahnschiene angibt. 
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Ist j f der Flächeninhalt eines solchen Streifens, fJ sein Abstand 
von der Schwerlinie {positiv oder negativ, je nachdem er . von der 
Krümmungsachse M weg oder nach derselben zu gelegen ist), so 
sind für alle Streifen die Werte 

zu bilden, hierauf ist deren algebraische Summe zu bestimmen und 
diese schließlich durch - f zu dividieren. Das Ergebnis ist der ge­
suchte Wert von :x. 

In neuerer Zeit haben A. Bantlin und M. Tolle zeiclmerische 
Verfahren zur Ermittlung von " angegeben 1), die allgemein den 
Vorzug der Anschaulichkeit besitzen, und die namentlich gegenüber 
zusammengesetzten Querschnitten mit Vorteil benutzt werden können, 
solange das Verhältnis e: r innerhalb gewisser Grenzen bleibt. Hin­
sichtlich der Verwendbarkeit der Näherungsgleichung 10, im Falle r 
groß gegen e ist, vgl. S. 507 u. f. 

Nach dem von Braun 1903 gegebenen Vorgang kann :x gemäß 
Gleichung 5 rechnerisch in folgender Weise ermittelt werden 2 ). 

Besteht die Fläche f aus den Teilflächen f1 , f~, f8 usw., so folgt 
unmittelbar aus der Eigenschaft des bestimmten Integrals · 

:x f = :xJ1 + "2 f~ + Xa f~ ± · · .. 
wobei hinsichtlich der Werte :x1 , .;e'.l, :x8 usw. zu beachten ist, daß 
für sie jeweils die Größe 'YJ im Integral 

:X ( = -f--!1- df' 1 1 r + 17 1 

genommen über die Fläche f~ usw., sich je auf die Schwerpunkts­
hauptachse der· Summenfläche f bezieht. 

Die wichtigsten Teilflächen pflegen bei geradlinig begrenzten 
Querschnitten das Rechteck und das Trapez zu sein. 

Für das Rechteck Fig. 7 ergibt sich in bezug auf die Achse des 
Gesamtquerschnitts nach S. 509 unter Änderung der Integrations­
konstanten 

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, S. 164 bis 168, S. 201 
bis 205, bzw. 1903, S. 884 u. f. S. auch die Maschinenelemente des Verfassers, 
10. und 11. AuH., S. 43 und 44. 

~) Die gleiche Aufgabe hat Werner unabhängig von Braun (Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1905, S. 257 u. f.), jedoch nur für solche Quer­
schnitte gelöst, deren Begrenzungslinien aus Parallelen und Senkrechten zur 
Krümmungsachse bestehen. Braun hat sein Verfahren nicht bloß auf gerade, 
sondern auch auf kreisförmige und parabolische Begrenzungslinien angewendet. 

33* 
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~ ~ 

I 1J f( r ) r+ e1 "(=--,.... +-bdfJ=-b 1--- d1J=-f+rbln-+ , r fJ r+1J r e0 

eo eo 

und für das Trapez Fig. 8 in gleicher Weise 

Fig. 8. 

1-
1 
~ 
I 

I I I 

-·-·-t·-l_j -·f 
I I 

r-J L_, 1 

I I I 
I I ~ 
L ____ _; I 

I 

-·-·-·-·-· .L 
Fig. 7. 

Fig. 9. 

Damit findet sich beispielsweise für den Querschnitt Fig. 9 nach 
Bestimmung der Schwerpunktslage 

+ 39,3 + 31,7 39,3 + 20,7 
xf=- 20.11 39,3. 20ln 39 3 _L "O 7 -11.34,8 +39,3 .11ln 3 _ 

' I "" ' 9,3 14,1 

+ 39,3-14,1 
- 26. 13,5 39,3. 25ln 39 3 _ 27 6 = 320,86 

' ' 
320,86 

X= 9403 =0,341. 
' 
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Für einen gekrümmten Hohlzylinder vom äußer~n Halbmesser 
r a und dem inneren Halbmesser r, findet sich 

3. Krümmungshalbmesser. 

An Hand der Fig 3, S. 504, erkannten wir, daß der Quer­
schnittswinkel dcp und der Krümmungshalbmesser r unter der Ein­
wirkung von P und M b in dcp + L1 dcp bzw. in Q übergingen. Wäh­
rend für das Bogenelement der Mittellinie vor der Formänderung 
die Beziehung 

galt, ergibt sich für dasselbe nach Eintritt der Formänderung 

001' = ds + L1 ds = Q (dcp + L1 dcp), 

woraus nach Division mit d s bzw. r d cp 

l---1-- 11 ds =g_(1 +~ dcp) 
' ds r dcp ' 

1 + e0 = ; (1 + w) 

und hieraus unter Beachtung der Gleichungen 7 
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Wird berückbichtigt, daß e0 eine sehr kleine Größe ist, so kann 
mit genügender Annäherung in der Regel gesetzt werden 

r +-w-e0 e = 1 1+ fo = "' 1 + w- fo' 

woraus bei Ersatz von w- e0 nach Maßgabe der ersten der Glei­
chungen 7 folgt 

! = 1 +a!fb. 
[! r xfr2 

Wenn die Querschnittsabmessungen so klein sind gegenüber r, 
daß von der Gleichung 10, nach der 

xfr'!. = e,. 
Gebrauch gemacht werden darf, so ergibt sich 

oder 

1) Diese Annäherungsgleichung wird nicht selten aus der für gerade stab­
förmige Körper gültigen Beziehung, Gleichung 13, § 16, in der Weise abgeleitet, 
daß man die ursprüngliche Krümmung mit dem Halbmesser r auffaßt als 
herbeigeführt durch ein Moment Mc,, für das nach Gleichung 13, § 16, gilt 

1 Mo -,.-=0(. fi' 

Durch Hinzufügung des Momentes Mb gehe die Krümmung in eine solche 
mit dem Halbmesser (! über. somit 

I M0 +Mb e=(X--e·-. 
Wird der erstere Ausdruck 

1 1 Mb 
(i--;:=rx e 

wie oben angegeben. 

von dem letzteren a~gezogen, 

oder Mb= (~-~) ~, 
so findet sich 

Daß diese Vorstellungsweise voraussetzt, es bleibe die Beanspruchung des 
Stabes unter der Einwirkung von Mo und Mb innerhalb der Proportionalitäts­
grenze, springt sofort in die Augen wie auch die Tatsache, daß diese Voraus­
setzung nicht in Übereinstimmung mit der Wirklichkeit steht, die eben einen 
bereits bleibend gebogenen Stab der Biegung durch Mb darbietet. Trotz des 
hierin liegenden Fehlers gewährt diese Ableitungsweise, nachdem der Aus­
druck 21 als Annäherungsgleichung auf strengerem Wege ermittelt worden ist, 
ein bequemes Mittel, um sich die letztere rasch jederzeit aus dem Kopfe her­
stellen zu können, lediglich auf Grund der für gerade stabförmige Körper 
gültigen Gleichung 13, § 16. 
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4. Ändel'Ung der Koordinaten der Mittellinie. 

In Fig. 10 sei APOD die Mittellinie des gekrümmten und bei 
A eingespannten Stabes vor der Einwirkung der äußeren Kräfte. 
Dieselbe werde auf ein rechtwinkliges, in ihrer Ebene derart gelegenes 
Koordinatensystem AX und AY bezogen, daß AX die Normale 
und AY die Tangente im Punkte A ist. Unter Einwirkung der 
äußeren Kräfte, die wir uns etwa durch eine im Punkte D angrei­
fende Kraft ersetzt denken wollen, ändert sich die Form der Mittel­
linie und damit auch die Größe der Koordinaten x. und Yc des 
Punktes 0 derselben. Diese Koordinatenänderungen seien mit 11 x. 

Fig. 10. 

und Ay. bezeichnet, entsprechend einem Übergange von x. und Yc 
in xc+Ax. bzw. Y.+Ay •. 

Zum Zwecke der Ermittlung von Axc und Ay. greifen wir einen 
beliebigen Punkt P mit den Koordinaten x und y heraus; der Krüm­
mungshalbmesser der Mittellinie betrage hier r. Das zugehörige Bogen­
element, das in die Richtung der Tangente PT fällt, besitze die 
Länge ds = rd q;, sofern d cp den zugehörigen Zentriwinkel bezeichnet 
oder auch die § 54, S. 501, angegebene Bedeutung hat. 

Infolge Einwirkung der äußeren Kräfte wird sich das Bogen­
element ds - den Punkt P denken wir uns hierbei fest - um P 
drehen: PT gelangt in die Richtung PTl' dcp ändert sich um L1 dcp 
= w dcp (nach § 54, S. 502). Außerdem wird ds eine Verlängerung 
um e0 ds erfahren. · 

Die Drehung von ds um Ll dq; hat zur Folge, daß der Punkt 0 
auf dem Kreisbogen 001 =PO. L1 dq; nach 0 1 rückt. Hiernach ändert 
sich die Abszisse des Punktes 0 um 
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-(PO . .d d<p)sinOEA=-PO sinOEA . .d dcp=- (y- Yc) .d dcp 

und die Ordinate um 

-(PO. Adcp) cosOEA =-PO cosOEA. Adq: =- (xc- x) A dq. 

Aus Anlaß der Verlängerung von ds um e0 ds bewegt sich 
der Punkt 0 um e0 ds in der Richtung von ds, d. h. in der Rich­
tung der Tangente PT vorwärts. Dadurch erfährt die Abszisse von 
0 eine Zunahme um 

e0 ds sin <p = e0 dx 

und die Ordinate eine solche im Betrage von 

e0 ds cos <p :_ e0 dy. 

Demnach die Zunahme der Koordinaten x. und Yc• · veranlaßt 
durch die Änderung der Richtung und durch die Änderung der 
Länge des Bogenelementes ds allein, 

d(A x.) =- (y-y.) .d d<p + e0 dx=ycw d<p- y w d<p +e0 dx, 

d(.d yc)=- (x.- x) Ad<p + e0 dy =-x.w dcp + xw dcp + f 0 dy, 

und somit die gesamte Zunahme der Koordinaten x. und Yc• herbei­
geführt durch die entsprechenden Änderungen aller zwischen A und C 
gelegenen Bogenelemente, 

fP, P c :te 

Ax.=y.J w d<p- J y wdcp + J e0 dx 
0 0 0 

• . . 22) 
(fc fPc Yc 

.d Y c = - X c J W d<p + J X W d<p + J t0 dy 
0 0 0 

Hierin sind w und e0 durch die Gleichungen 7 bestimmt. 
Für den Fall, daß die Querschnittsabmessungen senkrecht zur 

Mittellinie genügend klein gegenüber r sind, so daß von Gleichung 10 
Gebrauch gemacht und in der letzten der 3 Gleichungen 7 (rechte 

Seite) die Summe der beiden ersten Glieder, d. h. P+ Mb, gegen-
r 

über dem letzten Gliede vernachlässigt werden darf, geht der Aus­
druck für w über in 

Hiermit ergeben sich aus den Beziehungen 22 die Annäherungs­
gleichungen 
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Jx,=•(•f!··~-~;~'rd~+jfdx) l 
L1 Yc = a (- x,J!;;r d~ + J: ~· < ~ + j~ dy) 

0 0 0 

521 

. . 23) 

sofern bei Einführung von e0 aus der zweiten der Gleichungen 7 noch 

.J!~ gegenüber P vernachlässigt wird. Bei verhältnismäßig großem r 
r 

tritt überhaupt der durch das dritte Glied der Gleichungen 22 und 23 
gemessene Anteil der Formänderung der Mittellinie zurück gegenüber 
dem Betrage, welchen die Summen der beiden ersten Glieder liefern. 

rz 
tj ,.-: ,"... 

r e 
! 
I 
I 
I 

-------"--------..1 
I 
I 
I 
I 

Um ein Urteil über die Abweichungen zu gewinnen, welche die 
Verwendung der Gleichungen 23 an Stelle der Gleichungen 22 zur 
Folge hat, werde die Formänderung für den Teil eines Kreisringes, 
Fig. 11, ermittelt. 

I. Nach der zweiten der Gleichungen 22 beträgt mit Yc = r 
Jl 

und {() =-=-: 
"f'c 2 

:r :r 

2 2 r 

.Jyc=-r f wdq; + J.xwdq; + fe0 dy; 

0 0 0 

hit>r ist nach Gleichung 7, S. 505, einzusetzen 

W = H_ ( Q COS qJ- ~~ C?_Sf/J- ~T _f!_()Srp) =- -~ Q C~ ~ 
I \' r x r 1 r. 
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a ( Qr cos q;) e0 =r Qcosq;---;:-- = o. 
Somit 

" " 2 •J 

L1 Yc = r cfc ~fcos q; dq;- r ~ ~s~ 1 - cos rp) cos rp drp 
X I X . 

0 0 
.-r 

2 

a Qf = r- -- cos2 q;dq; 
f " 0 

'Jl u Q 
L1y =---r--

c 4 f " 
• 2-!) 

li. Nach der zweiten der Gleichungen 23 beträgt mit Y. = r, 
'Jl 

<pr=2 und Mb=-Qrcosr: 

Wird das zweite Glied, dessen Größe gegenüber der des ersten 
meist ganz zurücktritt, vernachlässigt, so ergibt sich 

rr r 3 a 
Lly.=-4 - 8 Q .•.••••.. 2o1 

Die Ergebnisse der unter II und I durchgeführten Rechnungen. 
· d. h. die Werte der Gleichungen 2 5 und 2 4 verhalten sich wie 

:n r3 a n. a Q x {r2 

-4· --e-Q:4 ry~=e ; 
das Verhältnis ist somit dasselbe, wie in Fußnote 1, S. 507 für 
verschiedene Krümmungen hinsichtlich der Beanspruchung ermittelt. 
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Danach beträgt z. B. bei rechteckigem Querschnitt für einen Krüm­
mungshalbmesser r = 2 k der Unterschied 4 °/0 , bei r = 3 k nur noch 
2 und bei r=4h nur 1°/0 , d.s. Abweichungen, die in der RegPl 
ganz unbedenklich erscheinen. 

Wäre der Ring 0 geschlossen, so müßte dort ein zunächst un­
bekanntes Moment M von solcher Größe angebracht werden, daß 
die Tangente ihre ursprüngliche, wagrechte Richtung beibehält, also 
die Winkeländerung bei a gleich Null ist, oder die Summe allN 
WinkPländerungen auf dem Bogen AO Null beträgt. Somit 

,"l ;r 

2 2 

I. fw dgJ = 0 = ~( _ a _{Lcos cp_ + r: ll:{ + .!':_ M) drp Y f x f r f xr 
0 0 

= ~'- (- Q_ + M -~ -\- M ::._) ; 
f x r 2 xr 2 

hieraus 

• . . . . . • . . 2ß) 

:r :r :r 
2 2 ~ 

Il. fwdtp=O=.Ja ~'rdcp= ~ rf(M -Qrcosrp)drr 
0 0 0 

= t: r(M :r -Qr) e 2 

2 
M=-Qr 

n 
. 27) 

Die Momente nach Gleichung 27 und 26 verhalten sich ww 

2 2 Qr , 
--;; Q r: :r (f+ ") = ( 1 T x) : 1 . 

6. Zeichnerisches Verfahren zm• Ermittlung der Formän(lerung. 
(B unveränderlich oder veränderlich.) 

Die Umformung der Gleichungen 23, S. 521, führt, wenn da~; 
dritte, fast immer verhältnismäßig unbedeutende Glied vernachlässigt 
wird, zu dem folgenden Verfahren1). 

1) Vgl. R. Baumann, Einfaches Verfahren zur Ermittlung der Form· 
änderung eben gekrümmter stabförmiger Körper. Zeitschrift des Vereines 
deutscher fn~enieure 1910, S. 1675 u. f., sowie Anschauliche Lösungen einij!er 
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Behandelt werde zuerst die unter 4. am Schlusse rechnerisch 
gelöste Aufgabe (8 unveränderlich). Wird, wie bereits bemerkt, das 
letzte Glied der Gleichungen 23 vernachlässigt, so kann die zweite 
derselben geschrieben werden 

"'· 
L1yc=- ; {J(:~:c-z)M,,rdtp} 

0 

I 
---t-- ---·--,~ 

1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

~ .. 4t/~....,. ...... 

Fig. 12. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

oder, da nach Fig. 11 für den betrachteten Punkt P x, - x = z 
und Mb=Qz 

t{,. 

I(Qfll -7 =- 8 z .ru,(l' •• . . • 28) 

0 

Der Wert des Integrals in Gleichung 28 wird erlangt, indem man 
'I c 

1. den Bogen APO abwickelt (d. h. Jrdtp bildet, vgi. Fig. ll?1; 
0 

2. den zu jedem Punkt des Bogens APO gehörigen Hebelarm z 

statisch unbestimmten Aufgaben, dieselbe Zeitschrift 1913, S. 1911 u. f. Für 
gerade Stäbe hat Ensslin ein gleiches Verfahren veröffentlicht: Zeitschrift für 
gewerblichen Unterricht, Bd. XXIll. 
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der Kraft Q absticht und als Ordinate über dem zugehörigen 
Punkt der Abwicklung aufträgt, wodurch die Linie der Werte 
von z in Fig. 12 erhalten wird; diese stellt die Linie des biegenden 
Momentes für die Kraft Q = 1 dar (das Verfahren besteht also 
in der Aufzeichnung der Linie des biegenden Momentes über 
der Abwicklung der Mittellinie); 

3. die Werte von z2 bildet (d h. jedes biegende Moment mit dem 
für die Formänderung maßgebenden Hebelarm multipliziert) und 
über der Abwicklung des Bogens aufträgt, so daß die Linie 
der Werte von z2 entsteht (Maßstab 1: 10, Fig. 12); denkt man 
sich die Fläche der z2 in schmale Streifen von der Breite r dg; 
zerlegt, so ist der Flächeninhalt eines jeden derselben gleich 
z2 • rdrp, somit der Inhalt der ganzen Fläche gleich dem Wert 
des gesuchten Integrals; man hat also 

4. die Fläche APO.A1.A zu planimetrieren und das Ergebnis mit 

; Q zu multiplizieren, um die Verschiebung L1 Yc zu erhalten 1). 

Denkt man sich die Fläche der z (Fig. 12) gleichfalls in schmale 
Streifen von der Breite r drp zerlegt, so erkennt man, daß der Inhalt 

'Pc 

dieser Fläche .APOO OM.A den Wert f= J z. r dg; besitzt. Folglich ist 
0 

somit, da Mb =Q .z, 

und, nach der Gleichung unmittelbar vor den Gleichungen 23, 

f; Q f wdg;. 

Der Inhalt der Fläche der z, d. h. der Linie des biegenden 
Momentes, stellt also die Winkeländerung von .Abis 0, Fig. 11, dar. 

Soll bei 0 ein Moment M von solcher Größe wirken, daß die 
Tangente daselbst ihre ursprüngliche Richtung beibehält (Belastungs-

Tc 

fall Fig.4, §55), so muß fwdrp=O sein, d.h. Mallein muß in 
0 

1) Statt sie zu planimetrieren, kann die Fläche durch Zerlegen in Streifen 
usf. hestimmt werden. 
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Fig. 12 eine Fläche (Rechteck) der Werte von z hervorrufen, die inhalts­
gleich mit APOO OMA (aber von entgegengesetztem Vorzeichen) ist. 
Man hat also zur Bestimmung von M nur die mittlere Höhe AM der 
Fläche APOOOMA zu bestimmen, wie sie in Fig. 12 strichpunktiert 
eingezeichnet wurde. Sie ist gleich der Größe M : Q ( d. h. M für 
Q = 1; wollte man M selbst erhalten, so müßte man nicht die 
Linie der z, sondern die Linie der Q . z, d. h. der biegenden Momente 
aufzeichnen, was bei anderen Belastungsfällen von Vorteil sein kann 
(s. u.). Zur Ermittlung der Formänderung im Punkte 0 (Fig. 11) 
ist jeder Abschnitt der Ordinaten zwischen M-M und der Linie 
der z mit dem jeweiligen Wert von z zu multiplizieren; die so ent-

standene Linie der z (z - ~) tritt an die Stelle. der Werte von z2 • 

Die an jeder Stelle wirkenden biegenden Momente sind durch 
die erwähnten Ordinatenabschnitte bestimmt. Wie Fig. 12 zeigt, 
ist bei 0 das Moment = 0; dort erfolgt also keine Änderung der 
Krümmung. · 

Wie aus der vorstehenden Entwicklung hervorgeht, ist 
es bei der Anwendung des Verfahrens gleichgültig, ob der 
Krümmungshalbmesser r gleichbleibend oder veränderlich 
ist, und ob gerade Strecken mit gekrümmten abwechseln. 
Durch das Abwickeln des Bogens und das Abstechen der 
Hebelarme z findet die tatsächliche Gestalt des Bogens 
volle Berücksichtigung. . 

Die Verschiebw1g L1 z. kann in sinngemäß gleicher Weise ge­
funden werden wie Ay •. Wie aus Gleichung 23 mit (yc-y)=u 
und M" = Q . z hervorgeht, ist 

<f>c 

.lx.=-: Qfz.u.rcltp. 
0 

An Stelle der Linie der z2 hat also die Linie der z . u zu treten 
Bisher war nur die Formänderung in dem Punkt gesucht, an 

dem die Kraft Q angreift. Die folgenden Beispiele zeigen jedoch, 
daß das Vorgehen sinngemäß ganz das gleiche ist, wenn die Form­
änderwlg an einem anderen Punkt und unter anderer Belastung 
ermittelt werden soll. 

Hinsichtlich weiterer Einzelheiten muß auf die in Fußbemer­
kung 1, S. 523, genannten Arbeiten verwiesen werden. 
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a) Formänderung am Ende einer gabelförmigen Meßfeder 
(B unveränderlich), Fig. 13. 

Da der Stab symmetrisch ist, genügt es, die Hälfte desselben 
zu betrachten und sie bei A als eingespannt anzusehen. 

~ ~~~--~--~~------------------------------~2 

1. Die Mittellinie ABDO wird in eine gerade Strecke abgewickelt, 
Fig. 14. 

2. Über der letzteren wird die Linie abD des biegenden Momente:s 
für P = 1 kg aufgezeichnet. Sie verläuft über AB gekrümmt, 

Fig. 14. 

wie bei Fig. 12, von B bis D geradlinig. Auf der Strecke DC 
ist das biegende Moment gleich Null. 

Der Inhalt der Fläche AabB, Fig. 14, bestin:vnt die Winkel­
änderung im Punkte B, die Fläche AabD diejenige im PunkteD 
oder 0 usf. 
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3. Da die Durchbiegung bei 0 in Richtung der y-Achse gesucht ist 
(Punkt 0 bewegt sich ungefähr auf einem Kreisbogen um den 
Punkt A), wird jede Ordinate der Biegungsmomentenlinie mit 
dem Abstand (l + z) von 0 (Fig. 13) multipliziert, also z. B. für 
den Punkt B das Produkt Mb(l+z)=Bb(l+a) gebildet usf. 
Diese Produkte sind in Fig. 14 ebenfalls über der Abwicklung 
der Mittellinie aufgezeichnet (z. B. Strecke Bb1 = Bb (l + a)), 
womit die Linie aAD bestimmt ist. 

Der Inhalt der Fläche Aa1b1 D sei F qcm. (Die Teile der Mittel­
linie waren im Maßstab 1 : 1, die Otdinaten der Linie des biegenden 
Momentes Mb im Maßstab 1: 1, die der Linie der Produkte M-" (l + z) 
im Maßstab 1 : 20 aufgezeichnet. Die gesuchte Fläche fand sich zu 
106 qcm; für die Ausrechnung ist daher F = 20. 106 = 2120 qcm 
einzusetzen. Bei der Wiedergabe fand Verkleinerung im Verhältnis 
1:3 statt.) Dann ist die gesuchte Zusammenbiegung der halben 
Feder bei 0 

a a 
LI y c = -B- P. F = -r§ P. 2120 cm. 

Um zu zeigen, welche Vereinfachung dieses Vorgehen gegen­
über der Rechnung bedeutet, sei diese ebenfalls durchgeführt. Dabei 
muß - um die Rechnung einfach zu gestalten - vorausgesetzt 
werden, daß die Linie AB genau nach einem Kreisbogen gekrümmt, 
die Strecke BO gerade ist, während beim zeichnerischen Verfahren 
ein beliebiger Verlauf der Mittellinie gewählt werden kann. 

Der Rechnungsgang ist folgender: 

1. Ermittlung der Durchbiegung im Punkte B, d. i. A y-B, 

2. " " Winkeländerung bei B, d. i. ßB, 

3. " " Durchbiegung der Strecke BD, d. i. L1 y D,, 
4. " " " im Punkte D, d. i. 

LlyD=LiyB+JyD1 +ßB.a, 
5. " " Winkeländerung der Strecke BD, d. i. ß D,, 
6. " " " im Punkte D, d. i. Pn=PB+ßD,' 
7. " " Durchbiegung im Punkte 0, d. i. j Yc = L111D + Pn .l. 

1. Durchbiegung im Punkte B, d. i. L1 yB. 

Nach Gleichung 23 ist unter Vernachlässigung des dritten 
Gliedes und unter Bezugnahme auf Fig. 13 ( M 6 positiv, weil es die 
Kriimmung vermehrt) 
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n n 
2 2 

.J y8 = a {- XB J~b rdq; + J X ~b rdq;} 
0 0 

2 2 

=~-Pr{- r J. (a + r cos q;)dg~+ Jr(l- cos g~)(a +r cos q;)dqJ} 
0 0 

2. Winkeländerung bei B, d. i. ßB . 

• '3. Durchbiegung der Strecke BD, d. i. LI y n1 • 

Nach § 18 ist unter Berücksichtigung der Durchbiegungsrichtung 

4. Durchbiegung im Punkte D, d. i. A y D. 

a o ( n) a a3 a ( n ) =-· ·Pr- a-+r- ---P---Pra a-+r . e 4 e 3 e 2 

h. Winkeländerung der Strecke BD, d. i. ßn1 • 

Nach§ 18 ist 
rc a~ 

ß - P-. 
D,- (:::) 2 

C. Ba o h, Elaatizltlt. 7. Auft. 34 
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7. Durchbiegung im Punkte 0, d. i . .J Yc· 

.Jyc = AyD+tJlJ .l=- [; Pr2 (a+r i-) + ~-P ~3 

+~-Pra(a; +r) +l{~-P~~+-~-Pr(a -;-+ ~)}] 
=- ~p [r~ (a+r~-) + ~3 +ra (ai + r)+z{~2 + r(a;-+- r)}] 

Mit den in Fig. 13 eingeschriebenen Maßen ergibt sich 

.Jyc=-~-P. 2121 cm 

(das negative Vorzeichen bedeutet, daß die Feder zusammengebogen 
wird). Das zeichnerische V erfahren hatte die Zusammendrückung zu 

geliefert. 

b) Geschlossener Rahmen (Fahrstuhl), Fig. 15. 

a) Das Trägheitsmoment 8 sei unveränderlich. 

Wegen der Symmetrie genügt es, ein Viertel des Rahmens zu 
betrachten, Fig. 16, und ~ bei A als eingespannt anzusehen. Bei 0 
greift dann die Kraft Q an. Ferner ist dort das (statisch unbe­
stimmte) Moment M von solcher Größe anzubringen, daß die Tangente 
daselbst keine Richtungsänderung erfährt. 

1. Die Mittellinie wird abgewickelt, Fig. 17, und über ihr die Linie 
des von der Kraft Q herrührenden biegenden Momentes, d. h. 
Linie abO, aufgezeichnet. Strecke Aa ist also z. B. = Q .l usf. 
Der Inhalt der Fläche A ab 0 stellt die durch die Kraft 
Q allein im Punkte 0 hervorgerufene Winkeländerung dar, die 
durch das Moment M zum Verschwinden gebracht werden muß. 

2. Das Moment M 'pflanzt sich in konstanter Größe über die 
Strecke ABO fort. Es bringt also die durch das Rechteck 
AM MO gemessene Winkeländerung hervor, die aber entgegen­
gesetzt gerichtet sein muß derjenigen, welche die Kraft Q be­
wirkt. Damit in 0 keine Winkeländerung entsteht, muß das 
Rechteck AM MO flächengleich mit AabO sein, d h. M M ist 
die Ausgleichslinie für das Trapez A ab 0. 
Die einzelnen Teile des Rahmens sind also durch folgende 

Momente auf Biegung beansprucht: 
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bei Ä wirkt ein Moment von der Größe Ma, Fig. 17, 
., 0 " " " " " " Null (Wendepunkt), 

" a " " " " " " GM usf. 

Wird die Verbiegung des Rahmens gesucht, so ist sinngemäß 
in gleicher Weise vorzugehen, wie bei den früheren Beispielen. Soll 
z. B. die Ausbiegung bei 0 bestimmt werden, so sind die biegenden 
Momente (d. s. die in Fig. 17 eingezeichneten Ordinatenabschnitte 

z~ 

--~--~~-
1 . 

I I 
I . +·r· .... -+ ... 1 . 

I I 
I 

Fig. 15. Fig. 16. Fig. 17. 

Z\~ischen M M und der Linie a b 0) mit den zugehörigen Abständen u, 
Fig. 16, zu multiplizieren. Ist die Einbiegung des Schenkels AB zu 
finden, so sind dieselben Momente mit den Strecken z, Fig. 16, zu 
multiplizieren. Die dadurch bestimmten Flächen sind ein Maß für 
die gesuchte Formänderung. 

ß) Das Trägheitsmoment e ist veränderlich. 

Auf der Strecke AB sei der Wert 8 1 , auf der Strecke BO 
der Wert 92 = 3 8 1 vorhanden. 

Wie aus der Betrachtung von Gleichung 23 hervorgeht, kann 
bei veränderlichem 8 diese Größe nicht mehr vor das Integral ge­
nommen, wohl aber mit dem Produkt r. dqJ vereinigt gedacht werden. 

Statt also die Mittellinie in Teilstrecken A l abzustechen und 
diese aneinanderzureihen (Abwicklung), werden die Teilstrecken Lll 

durch den zugehörigen Wert von 8 dividiert und die Beträge ~l 
aneinandergereiht. Durch diese Umrechnung der einzelnen Teile der 
Abwicklung wird die Veränderlichkeit von 8 berücksichtigt. 

34* 
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A' ' AB d Demgemäß sind in Fig. 18 die Strecken B = 8" un 
1 

B'o' = BO_- .,.~ e als Grundlinie abgetragen. uber dieser ist, wie bei 
9 

Fig. 1 7, die Linie des von der Kraft Q herrührenden biegenden 
Momentes aufgezeichnet (die Strecken A' a', B' b' in Fig. 18 sind gleich 
den Strecken Aa, Bb in Fig. 1 7). 

Die Ausgleichslinie des Trapezes A' a' b' 0' bestimmt das flächen­
gleiche Rechteck A' M' M' 0'. Die bei A und 0 wirkenden Momente 
sind dann gleich den Strecken 

M'a' bei A, 
Null " 0', 
M'O' " 0. 

Für Fig. 18 war angenommen 8 2 = 3 f91 • Wäre dagegen 
8 1 = 3 8 2 , so würde sich Fig. 19 ergeben. Aus dem Vergleich von 
Fig. 17, 18 und 19 geht der Einfluß der verschiedenen Abmessungen 

-<~." ;,• 

~··E.uu~. 
,a• ~· e· e· 

Fig. 18. Fig. 19. 

auf die Größe des statisch unbestimmten Momentes bei 0 sowiP 
auf die Lage des Wendepunktes ( 0, 0', 0'') hervor. 

Ist das TräghPitsmoment stetig veränderlich, so wird die Mittel­
linie in angemessen kurze Stücke zerlegt und jedes derselben durch 
den zugehörigen Wert von e,. dividiert 1). 

e) Gefäß, durch inneren Überdruck p beansprucht 
(8 unveränderlich), Fig. 20. 

Betrachtet werde ein 1 cm breiter Streifen. Es genügt wiPder, 
ein Viertel des rahmenförmigen Körpers zu betrachten. Bei 0 ist 
dann die Kraft p. b und das statisch unbestimmte Moment M an­
zubringen. Bei Aufzeichnung der Linie des vom Flüssigkeitsdruck 

1) Bei der Ausführung kann es vorteilhaft sein, statt dieser Division mit 
dem Verhältnis f:J: Bz zu mult.iplizieren, worin f:J eines der Trägheitsmomente 
bedeutet. 
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herrührenden biegenden Momentes ist zu beachten, daß dessen Größe 
gleich dem Moment ist, das der Flüssigkeitsdruck auf die Sehne 
zum Punkte 0 äußert, also z. B. beträgt bei Punkt B 

Mb=o2 p: 2 

usf. In F.ig. 21 ist über der Abwicklung ABO der Mittellinie ABO 
die Linie a1 00 des biegenden Momentes, das vom Flüssigkeitsdruck 
herrührt, sowie diejenige des von der Reaktionskraft p. b geäußerten 
~Iomentes (Linie a2 0) und der Unterschied beider, Linie a 0 0 

Fig. 20. 

aufgezeichnet. Die mittlere Höhe 
der Fläche AaOO, d. i. die Strecke 

0 M =AM, ist, wie aus dem früheren 
hervorg~ht, das bei 0 wirkende sta­
tisch unbestimmte Moment, das die 
Winkeländerung bei 0 verhindert . 

.<11 

Fig. 21. 

Die Größe der an den einzelnen Stellen des Rahmens auftretenden 
biegenden Momente ist, wie früher, durch die Ordinatenabschnitte 
zwischen der Linie MM und der Linie aO bestimmt. Bei 0 ist 
das Moment gleich Null; die elastische Linie enthält dort einen 
Wendepunkt. 

d) Eingespannter Balken, Fig. 22 ~vgl. § 18, Ziff. l). 

a) e unveränderlich. 

1. Aufzeichnen der Linie des biegenden Momentes M über der 
abgewickelten Mittellinie; sie ist eine Gerade. Die Fläche A a 0 hat 
<len Inhalt 

F = }:_ P . l . l ==: ~-: _ _1,.:__ . 

2 2 

Somit Winkeländerung bei C (vgl. § 18) 

a 12 

ßa=eP ·T· 
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2. Aufzeichnung der Produkte Mb. z, d. i. der Linie a1 0 (Fig. 22), 
die im vorliegenden Fall eine Parabel ist, also den Flächeninhalt 

zs 
F=P-

3 

besitzt. Somit ist die gesuchte Durchbiegung bei 0 (vgl. § 18) 

« zs 
Yc=eP3. 

Fig. 22. 

Das Beispiel zeigt, daß die Verbindung von Zeichnung und 
Rechnung in derartigen Fällen sehr rasch zum Ziel führt. 

ß) e veränderlich. 

Es sei z. B. unter Bezugnahme auf Fig. 23 

1 1 
e2 =-2· el Aa =a el. 

Wie bei Beispiel b) besprochen, werden in Fig. 24 als Grundlinie 

e· 
p~-.. :9::~· 

, tE----

1 
Fig. 23. 

AB --- BD - DO 
die Strecken A' B' = L:l, B' D' = -a, D' 0' = ~ aufgetragen. 

C71 I 8 

Darübt>r ist der Linienzug a 1 b1 d1 (/ aufgezeichnet (Strecke Ä' tJ1 in 
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Fig. 24 = A a in Fig. 22 usf.). Ist der Inhalt der Fläche A' a 1 b1 d1 0' 
= F 1 qcm, so beträgt der Neigungswinkel bei C 

ßc=al'.Fl. 

Zur Ermittlung der Formänderung bei 0 sind die Ordinat<>n 
über der Grundlinie in Fig. 24 mit den zugehörigen Werten von z 
(Fig. 23) zu multiplizieren, womit sich die Linie a2 b2 d2 0' ergibt. 
(Die in Fig. 22 vorhandene Parabel ist in Fig. 24 entsprechend der 
Strt'ckung der Grundlinie verzerrt.) Ist ihr Flächeninhalt F2 , so wird 

Yc=aPF2 cm 1). 

Die Ermittlung von ßc und Yc auf dem Wege der Rechnung 
wärr weit umständlicher. 

e) Beiderseits eingespannter Balken, in der Mitte belastet 
(Fig. 25). 8 unveränderlich. 

Es genügt infolge der Symmetrie wie früher, die Hälfte des 

Balhns zu betrachten und bei C anzubringen die Last P = Q_ und 
2 

das statisch unbestimmte Moment M, das dafür zu sorgen hat, daß 
rliP Tangente an der elastischen Linie in 0 wagrecht bleibt. 

% , ___ {_ __ ~ 

~ ~-;-~~ ~ 
-+---~:z-! ___ T 

. ,~. 

' Fig. '<:!5. Fig. 26. 

1. Aufzeichnen der Linie des biegenden Momentes AaC, herrührend 
von dPr Kraft P über der Abwicklung der Mittellinie (Fig. 26). 

:2. ßpstimmung dPr mittleren Höhe der Fläche A a C, d. h. der 
---- ~ 

Strecke AM= MO, die das gesuchte Moment M bei 0 darstellt. 
_l/ ist halb so groß, wie das Moment A a = P .l. Bei 0 tritt 
ein Wendepunkt in der elastischen Linie ein. Die Ordinaten­
abschnitte zwischen ~~ M und aO lH•stimmen die an jeder Stelle 
wirkenden biegenden Momente Mb. 

') Findet. wie in der Fußbemerkung S. 532 angegeben, Multiplikation der 
Teilstrecken der Grundlinie in Fig. 24 mit dem Verhältnis e: f:J" statt, so wirr! 

ot IX ß0 =-9 P.F, und Yc= 8 P.F2 • 
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3. Wird jedes der letzteren mit der Strecke z multipliziert, so 
findet sich die in Fig. 2 7 wiedergegebene Linie der Werte M b • z. 
Ihr Inhalt mißt die Formänderung bei 0 (der durch StricheJung 
hervorgehobene Teil ist negativ zu nehmen). 
Wäre die Mittellinie vor der Belastung nicht geradlinig, so 

würde in völlig gleicher Weise vorzugehen sein. Ist 8 veränderlich, 

Fig. 27. Fig. 28. 

so kann der beim Beispiel b) oder d) beschriebene Weg beschritten 
werden. 

Tritt an die Stelle der Einzellast 2 P z. B. eine gleichförmig ver­
teilte Belastung, so fällt die Linie des biegenden Momentes (Fig. 26) 

nicht geradlinig, sondern parabolisch aus, wie in Fig. 28 gezeigt. 
Das statisch unbestimmte Moment M ist dann nicht (wie bei Fig. 26) 

gleich der Hälfte, sondern gleich einem Drittel der Strecke Aa, bei 
A und B stellen sich doppelt so große biegende Momente ein wie 
bei 0; der Wendepunkt 0 liegt näher bei A als bei 0 usf. 

f) Dreifach gelagerter Balken (Fig. 29). 

8 sei zunächst unveränderlich, die Lager sollen sich nicht 
senken. 

,f ..e 
~------~-------~ 

);f ß 1 f-t---f-i 
Fig. 29. 

Auch hier genügt es, die eine Hälfte des Trägers zu betrachten; 
bei B darf, da die Tangente wagrecht bleibt, Einspannung an­
genommen werden (Fig. 30). 
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Der Rechnungsgang beruht darauf, zunächst die Auflagerkraft 0, 
die statisch unbestimmt ist, zu entfernen und zu ermitteln, welche 
Senkung die Kraft P im Punkte 0 der (bei 0 nicht unterstützten) 
Stabmittellinie hervorbrächte, sodann die Kraft P zu entfernen und 

}'ig. 30. Fig. 31. 

zu bestimmen, welche Hebung die Kraft 0 im Punkte 0 bewirken 
würde. Da am Auflager keine Serikung eintreten soll; müssen beide 
Formänderungen gleich groß, aber entgegengesetzt gerichtet sein, 
wodurch die Kraft 0 bestimmt erscheint. 

1. P wirke allein, 0 ist entfernt. 
Fig. 31 zeigt die Linie des biegenden Momentes aP sowie 

die der Produkte Mb. z, d. i. a1 P über der Abwicklung der 
- l - ( l\ Mittellinie. Es ist also z. B. Ba = P. 2. ; Da= P z -- :! ) : 

Dd1 = [Jd. z. 
Die Fläche a1 d1 P= F 1 kann entweder ausgemessen oder 

bestimmt werden aus der Gleichung 

z=l 

F 1 = JP(z-~)z.dz= :8PZS. 
I 

z= 2 

Somit Formänderung bei 0 

(( J8 6 
Yc= ap• 48" 

2. 1' ist entfernt, bei 0 wirkt die Kraft 0. 
Nach Beispiel d ist 

a ZS 
?Ja=803. 
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3. Aus der obigen Überlegung folgt 

.!:.._ PZS ~ = ~ C _zs 
fj 48 8 3 

5 
C=-P Hi . 

Das biegende Moment bei B beträgt dann 

l 5 3 
MB=P. 2-1.6 P.l=1.6P.l. 

Der Wendepunkt der elastischen Linie (Fig. 30) ist bestimmt 
durch die Gleichung 

P.(i- x)=~P(l-x). 
2 16 

3 
x= 11 z. 

Soll die Senkung an der Stelle ermittelt werden, an der die 
Kraft P angreift, so ist zu verfahren, wie beim Beispiel a angegeben, 
indem, wie beim Beispiel c geschehen, die (algebraischen) Summen 
der von P und C herrührenden biegenden Momente mit dem Ab-

stand (! - x) des betrachteten Punktes (Fig. 30) multipliziert und 

die entstandenen Produkte über der Mittellinie von B bis P auf­
gezeichnet werden. Ist der Inhalt der so gebildeten Fläche F P' so ist 

I( 

Yr= fiFr. 

Wäre e veränderlich, so würde gemäß Beispiel b verfahren. 

6. Ermittlung der Formändernng, wenn die Dehnungszahl a 
veränderlich ist. 

Gleichung 1, S. 504, zeigt, daß die Dehnungen e in verschiedener 
Entfernung 1J von der Schwerpunktsachse solche Größe besitzen, daß 
ihr Verlauf durch eine Hyperbel dargestellt werden kann (vgl. S. 557, 
Fußbemerkung). Ist die Lage derselben bestimmt, so ist dadurch 
der Wert von w (spezifische Winkeländerung) für jede größte ~Be­
anspruchung oder jedes biegende Moment ermittelt, für das die 
Untersuchung angestellt wurde. 

Unter Verwendung von Gleichung 22, S. 520, kann sodann auf 



§ 55. Fälle bestimmter Belastungen. 539 

zeichnerischem Wege (der Wert des Integrals läßt sich ganz ähnlich 
ermitteln, wie S. 523 u. f. für die Auswertung der Gleichung 23 an· 
gegeben wurde, wenn beachtet wird, daß dcp der zum Halbmesser 1 
gehörige Bogen ist) die Verschiebung LI xc oder LI Yc bestimmt werden. 
Näheres findet sich in der Arbeit von R. Baumann in der Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1911, S. 140 u.f., wo auch 
weitere Anwendungen des Verfahrens beschrieben sind. 

~ 55. Fälle bestimmter Belastungen. 

1. Offener Haken trägt eine Last Q. Fig. 1. 

Die Kraft Q ergibt für den horizontalen trapezförmigen Quer­
schnitt1) BOO das größte Moment und die größte Normalkraft. 
Nach Gleichung 8, § 54, beträgt die Spannung im Abstande 1J von 
der Schwerlinie (00 im Grundriß) desselben 

Hierin ist 

P=Q, 

f=~±-~!h, 
2 

und nach Gleichung 17, §54, 

Für den Krümmungshalbmesser r der Mittellinie im Punkte () 
wird gewählt r = a + e~, so daß A der Krümmungsmittelpunkt ist. 
Damit folgt dann wegen e1 + r = a + h und r- e:! = a 

1 ) In der Ausführung werden die scharfen Ecken des Trapezes abgerundet 
und die hiermit verknüpften Querchnittsverminderungen durch geringe Wölbung 
der ehenen Begrenzungsflächen des Trapezstabes ausgeglichen. 
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/ 
I 

I 

,'I 
'I 

I 

.y( 

/ ' 
I I 

Fig. 1. 

und insbesondere 

woraus für 

wegen 

sich ergibt 

h=2a, 

11 r=a+e2 = 6 a, 

11 
x=-1 +24 (4ln3-2)=0,0974. 

1 
-= 10,27. 
X 

Die Spannung beträgt unter Beach­
tung, daß 

11 
r=a+~=-a, 

6 

Q 17 
0=-10,27711 ........ :3), 

6a+1J 

f .. 5 
ur 17 =- e2 = - S a a = + 8,56 ~ (im Punkte B) 

Q 
" 1J = 

" 1J = 

., 1J = 

3 
--a 

6 

0 

3 +sa 
7 

" 17 = + e1 = + ,_ a 
6 

a=+ 3,85 7 
a= 0 (vgl. auch GJ. 9, § 54) 

a=- 2,20 Q 
f 

a = - 3,99 -~ (im Punkte 0). 

Die Darstellung dieser Spannungen in Fig. 2 derart, daß senk­
recht zur Symmetrielinie des Trapezes die in dem betreffenden Punkte 

herrschende Spannung aufgetragen wird (beispielsweise in B BA = 

=+8,56 ~·in OCE=-3,99 ~),ergibt die Kurve AOE. 
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Wird der Querschnitt BOO - Fig. 1 - als einem geraden 
stabförmigen Körper angehörig betrachtet, so findet sich unter Be­
achtung der Spalte 11 der Zusammenstellung Ziff. 6 des § 17 wegen 

~ U-/~ 
" ~ / : / 

I I a: I 
.li I 

I I 

i~' 
Fig. 2. 

I 
I 
I 
I 
I :z 

I 

I ~ 

e 11 2 11 11 
e~ =soblh =sofh=3oaf 

für die Spannung im Punkte B 

11 
Q Q6a Q .Q Q 

a=r+-8-=-r +or=+61 
e... 
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und für diejenige im Punkte C 

11 
Q Q-6- a Q Q Q 

a=r---e-=y-7 r=- 6 , .. 

Die Darstellung dieser Spannungen liefert die Gerade F DG. 
Wie ersichtlich, ergibt die Unterstellung: der Querschnitt 
gehöre einem geraden stabförmigen Körper an, die maß­
gebende Anstrengung im Punkte B um 

100 ~·56-- ß = 30°. 
. 8,56 ° 

zu klein, führt also zu einer erheblichen Unterschätzung 
der Inanspruchnahme. Außerdem würde sie im vorliegen­
den Falle zu der Au'ffassung veranlassen, daß die Zug­
anstrengung in B gleich der Druckanstrengung in C sei, 

während tatsächlich die erstere ( 8,56 ~) um mehr als 100°/0 

größer ist als die letztere (3,99 ~). 
Die Beanspruchung des Hakens im Querschnitt B OC wird sich 

um so mehr derjenigen eines geraden, exzentrisch belasteten Stabes 
nähern, d. h. die Kurve AOE, Fig. 2, wird um so weniger von der 
Geraden FDG abweichen, je größer der Krümmungshalbmesser r ist. 
Es ist deshalb angezeigt, den Krümmungsmittelpunkt für den Punkt 0 
der Mittellinie nicht nach A, sondern weiter nach rechts von A zu 
verlegen, also dem Haken in dem gefährdetsten Querschnitt 
eine möglichst geringe Krümmung zu erteilen 1). 

Ferner erhellt aus dieser Sachlage, daß ein aus zähem Material 
gefertigter Haken, der sich unter Einwirkung der Last bleibend 
streckt, hierdurch seine Anstrengung - allerdings auch unter Herab­
setzung seiner Zähigkeit - vermindert 2). 

(Vgl. auch §56, Ziff. 2, insbesondere Schlußbemerkung.) 

1) S. des Verf&~~sers Maschinenelemente, 1891/92, S. 412, Fig. 252; 190<' 
(10. Autl.), S. 710, Fig. 642. 

2) Vgl. § 22 a, § 48, 1. Diese Verminderung kann namentlich bei Haken 
aus zähem Eisen sehr bedeutend werden (vgl. in § 22 Fig. 2 mit Fig. 1, welche 
Abbildungen für den geraden Stab gelten; für den gekrümmten Stab fällt der 
Unterschied noch größer aus). Bei dieser Sachlage erscheint es ganz berechtigt. 
die zulässige Anstrengung des Materials entsprechend höher zu wählen. Im 
Falle es sich um sprödes Material handelt, erscheint jedoch große Vorsicht 
geboten, ebenso bei Material, über dessen Güte Zuverlässiges nicht bekannt ist. 



§ 55. Fälle bestimmter Belastungen. 543 

2. Hohlzylinder, der als Walze dient, ist auf die Längeneinheit 
durch den Druck 2 Q belastet, Fig. 3. 

Da sich bei dieser Belastungsweise die Viertelzylinder AB, B 0, 
0 D und DA. gleich verhalten, so genügt es, einen derselben, etwa AB, 
der Betrachtung zu unterwerfen. Wir denken uns das Viertel A B 

Fig. 3. 

herausgeschnitten, wie Fig. 4 darstellt, ersetzen die Wirkung der 
äußeren Kräfte auf den Querschnitt bei A durch Befestigung, auf 
denjenigen bei B durch die Kraft Q und ein Kräftepaar vom Momente 
M, das positiv oder negativ genommen wird, je nachdem es auf 

. 
0 
0 
I 
0 

: ",./,'"' : ..... .: ... ~ 
~ ... ~---!0------
~----1"----- t' 

Fig. 4. 

Vermehrung oder Verminderung der Krümmung der Mittellinie im 
Punkte B hinwirkt. 

Für einen beliebigen, durch den Winkel qJ bestimmten Querschnitt 
000 ergibt sich bei Verlegung der Kraft Q nach 0 die Normalkraft 

P=-QcosqJ, 
das biegende Moment 

M,.=M -Qr~l-cosqJ). 
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Die Schubkraft Sr= Q sin cp werde vernachlässigt. Nach Glei­
chung 8, § 54, ist 

P+Mb+Mb 'fJ a-- - ---
- f fr xfrr+n' 

worin f der auf die Einheit der Zylinderlänge kommende Querschnitt. 
Folglich · 

M 
fa= -Qcoscp+ --Q +Qcoscp 

r 

+-!_(~ -Q +QcosqJ) - 11 -, 
" r r+11 

M 1 (M ) 1J fa=---Q+--- --Q+Qcoscp ---. 
r x r r+11 

Zur Bestimmung des unbekannten Momentes M führ~ die Er­
wägung, daß, wie auch die Formänderung der Mittellinie ..4 B des 
Zylinderviertels sein möge, jedenfalls die beiden Normalen ..4 M und 
B M derselben immer rechtwinklig zueinander bleiben werden, daß 
also der rechte Winkel AM B, der auch gleichzeitig derjenige der 
beiden Querschnitte bei A und bei B ist, eine Änderung nicht 
erfährt. 

Es sei 0 1 0 1 Ot ein dem Querschnitt 000 unendlich nahe ge­
legener zweiter Querschnitt und dp der Winkel, den beide Quer­
schnitte vor Eintritt der Formänderung miteinander einschließen. 
Unter Einwirkung der äußeren Kräfte wird sich der letztere nach 
§54 um 

LI dp = ro dp 

ändern·. Die Summe dieser Änderungen für alle zwischen B und A 
gelegenen Querschnitte muß nach dem eben Erörterten gleich Null 
sein, d. h 

J rodcp=O. 

0 

Unter Beachtung, daß nach der letzten der Gleichungen 7, §54. 

also hier 
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wird 
:r 

Somit 
M 2Q 
-;--Q=-(if-")n 

oder 

M=Q(1-(1 ~")Jr ....... 4)1) 

Die Einführung des für 

M 
--Q 
r 

gefundenen Wertes in die Gleichung zur Ermittlung der Spannungen 
ergibt 

af=- (1 ~Q~)~ +~ (- (l tQx);; +QcOSlp t+-n' 
5) 

Für den rechteckigen Querschnitt ist nach Gleichung 13, § 54, 

1 ( e )2 1 ( e )4 1 ( e )6 "=3 ;. + 5 --;:- +7 -;: + ... 
und bei dem Verhältnis 

e 1 

r 5 ' 
das wir wählen wollen 

1 ( 1 ) 2 1 ( 1 ) 4 1 ( 1 )6 "=3 5 +r; 5 +7 5- + ... =0,01366. 

1) Die Näherungsgleichungen 23, § 54, sowie das oben angegebene zeich­
nerische Verfahren würden den Wert von 

ergeben haben. Dies bedeutet hinsichtlich der Größe des biegenden Momente~ 
für das im folgenden durchgeführte Beispiel mit "= 0,01366 einen Untersehierl 
im Querschnitt bei B von 2,4°/0 und im Querschnitt bei A von 1,3 Ofo. 

G. Ba c b, Elastizität. 7. Auft. 35 



546 Stabförmige Körper mit gekrümmter Mittellinie. 

Damit folgt 

0 = ~ [- 0,63 + 73,2 (- 0,63 + cos cp) 5 e +-nl . . 6) 

Grenzwerte ergeben sich für cp = 0 (Querschnitt bei B). und· 

cp = ; (Querschnitt bei A) sowie für 11 = + e. Sie betragen 

im Querschnitt bei B im Querschnitt bei A 

cp=O 

innerste Faser, 

YJ=--e: 

:r 
cp=-

2 

Ii, =- ~ ( 0,63 + 73,2 .0,37 ~), 
Q 

=- 1,4o r, 

Q ( • 1) Oi=f -0,63 + 73,2. 0,63 -! 

Q 
=+1o,9o r; 

äußerste Faser, 

Q ( . 1) 0 4 =( .-0,63+73,2.0,37 6 , G4 =- ~ ( 0,63 + 73,2. 0,63l-) 
Q Q =--+- 3,88-, 

' f =-8,327. 

Hiernach findet die gr:ißte Anstrengung im QuerBchnitte bei A, 
und zwar an der Innenfläche des Hohlzylinders durch tangential 

gerichtete Zugspannungen = 10,90 ~ statt. An der Außenfläche 

desselben Querschnitts herrscht eine Druckspannung 8,32 ~ . Im 

Querschnitt bei B wirkt innen die Druckspannung 7,40 ~ und 

außen die Zugspannung 3,88 ~. In beiden Querschnitten geht 

die Spannung durch Null hindurch. Die Stelle, an der dies 
stattfindet, ergibt sich 

für den Querschnitt B (q; = 0) 
aus 

0=-0,63 + 73,2·.0,37 öe+rJ 



durch den Wert 

<tUK 
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YJ = 0,12 e, 

für den Querschnitt A (Cf'= ; ) 

0 =-O,ß3- 73,2 . O,li3 ~ +YJ- · 
oe YJ 

durch den Abstand 

17 ~=- O,OH7 e. 

547 

Die Darstellung :Fig. 5 mit H BJ als Linie der Spannungen im 
Querschnitte bei B und FEAG a!H Linie der Spannungen im Quer-

schnitte bei A gibt über das Gesetz, nach dem sich die Spannung 
in den beiden Querschnitten ändert, ein anschauliches Bild. 

Zur Erweiterung desselben in bezug auf da.zwiAchen gelegene 
Querschnitte werde noch folgendes festgestellt. 

Für I) · : I I findet sich aus Gleichung 6 

Q 
fJ=-0,6:l 7' 

also unabhängig von Cf, d. h. m allen Punkten der mittleren 
!l5* 
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Zylinderfläche ist die Spannung eine negative, also Pressung, 
und von gleicher Größe. 

Auch gibt es in jedem Zylinderviertel einen Querschnitt, in 
dem nur Druckspannungen, und zwar ebenfalls von gleicher 
Größe, auftreten. Setzen wir in Gleichung 5 

so entfällt das Glied, das die Veränderlichkeit und den Vorzeichen­
wechsel von o bedingt, und es wird 

Q 2 . Q 
(} =- --- -=-0 63 - -

f (1+x).n ' r· 
Dieser Querschnitt ist in Fig. 5 durch die Linie M 0 wieder­

gegeben1). 
Zur Feststellung derjenigen Punkte im Innern des Ho~zylinders, 

in denen o = 0 wird, findet sich nach Gleichung 5 

2 1( 2 ) 1] 
0 =- (1 + ").n +-; - (1 +xf;; + cos rp r+ 11' 

woraus 

2( " r) e cos r:p = n 1 + 1 + " rj = 0,64 + 0,043 n- ' 
oder 

" 1 1 7J=r--·------ ---=0,0675e---
1 +" .11 .11 2 cosrp-1 2 cosr:p-1 

An der innersten Faserschicht, d. h. für 11 = - e, wird o = 0. 
wenn 

cos r:p = 0,64- 0,043 = 0,597, 

an der äußersten Fläche, d. h. fiir 17 = + e, fällt o = 0 aus, wenn 

cos r:p = 0,64 + 0,043 = 0,683. 

Mit cos r:p = 0,5 wird o = 0 für 

1 
17 =0,0675 -- e=-0,31 e, 

~ -1 
4 

1) Das zeichnerische Verfahren liefert diese Stelle als Punkt 0 in Fig. I:!. 
S. 524 in sehr einfacher und übersichtlicher Weise. 
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und mit cos rp = 0,8 wird o = 0 für 

1 
YJ = 0,0675 o:4n- 1 e = + 0,26 e. 

Auf diesem Wege erhalten wir, wie Fig. 5 zeigt, zwei Kurven, 
welche diejenigen Flächenelemente bestimmen, in denen die Normal­
spannungen gleich Null sind. 

Ferner sind daaelbst auch noch in radialer Richtung eingetragen 
die Spannungen, die an den verschiedenen Punkten der Innen- und 
Außenfläche des Hohlzylinders in tangentialer Richtung herrschen 1). 

Was schließlich die Formänderung anbelangt, so ist ohne weiteres 
zu übersehen, daß die kreisförmige Mittellinie eine ellipsenartige Form 
annimmt, entsprechend einer Vergrößerung des Krümmungshalb­
messers bei A und einer Verkleinerung desselben bei B. 

§ 56. Versuchsergebnisse. 

1. Versuche mit Hohlzylindern. (1886.) 

Zu einer teilweisen Prüfung des in § 55, Ziff. 2 gefundenen 
Hauptergebnisses Gleichung 5 bei Verwendung von Material, das für 
die Herstellung solcher Hohlzylinder vorzugsweise in Betracht kommen 
kann, führte Verfasser die nachstehend besprochenen Versuche durch. 

Aus einem gußeisernen Hohlstab mit kreisförmigem QuerHehllitt 
und zwar von dem Material:' Gußeisen A, § 35 (Bruchstück eines der 
unter c - S. 362 - aufgeführten 3 Hohlstäbe, Zug{e~tigkeit 1579 kg, 
Drehungsfestigkeit 1297 kg), wurden kurze Hohlzylinder von der Länge 
l = 6,0 cm durch Drehen herausgearbeitet und nach Maßgabe der 
.l<'ig. 3, §55, mit 2 Ql belastet. Der äußere Zylindermantel wurde nur 
so weit abgedreht, als es erforderlich war, um den Druckplattrn· der 
Prüfungsmaachine gute Anlageflächen zu sichern. 

In ganz gleicher Weise wurden kurze Hohlzylinder aus dem 
Gußeisen B, § :35 (Bruchstück eines der unter b, a - S. 372 - er­
wähnten 2 Hohlstäbe, Zugfestigkeit 1679 kg, Drehungsfestigkeit 
1-139 kg) hergestellt. 

Dif' Ergebnisse der Gleichung 5, § 55, in der hier 

n 
rr=2, YJ =- e, f = d 2 ~0 (Fig. 3, § 35) 

1 ) Die in Fig. :> gegehene Darstellung der Spannungsverteilung in einzelnen 
Querschnitten und der Spannungsänderung von Querschnitt zu Querschnitt ist 
in den S. :il5, Fußbemerkung I, erwähnten Arbeiten noch erweitert worden. 
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findt>n sich, nach diet~t>r Gleichung berechnet, in der folgenden Zu­
sammt>nstellung unter o,.. ... eingetragen. 

Qu.Uelsen J.. 

Hohlzylinder, innen unbearbeitet. 
~. 

I Bruch- j B~ch-. ! Durchmesser 
Verhältnis " ! belastung, festigke1t . h ' --~---~---

Bezeic - : äußerer j innerer 
fl d-4 GI. 13, 

2 Ql 
ar~UJZ 

nung d do -r=d+d~ §54 GI. 1 
cm cm kg 

1 kgJqcm 

1 10,0 7,0 0,176 1 o.o105 . 5410 3657 
3 10,06 7,06 0,175 I o,0104 I 5420 3685 
5 10,02 6,92 0,183 0,0114 5170 3269 

B em er kungen. 

Der Bruch erfolgt bei Nr. 1 und 3 durch gleichzeitiges Ein­
reißen in den Querschnitten .A und 0, Fig. 3. § 55, das innen be­
ginnend sich auf etwa drei Viertel der Wandstärke nach außen fort­
setzt. Der äußere Zylindermantel bleibt unverletzt. 

Im Falle Nr. 5 reißt zunächst der Querschnitt innen bei .A 
alll'in; die Fortsetzung des Zusammendrückens veranlaßt denjenigen 
bei 0 nachzufolgen. 

~!!hlzylinder, innen bearbeitet. 

DurohmeSBer 
Verhältnis Bruch· Bruch-

" festigkeit 
Bezeich- äußerer I innerer GI. 13, 

belastung a..,... 
nung d I do 

e d-d0 2Ql GI. 1 

I I ;:-=d+t4 §54 
kg kgJqcm cm cm 

0,160 
I 

4410 3498 :! 10,06 7,28 0,00867 I 

4 10,02 7,32 0,156 :0,00823: 4396 3695 
I ' 

Bemerkungen. 
Wie obt>n Nr. 5. 



Bezeich­
nung 

1 
3 
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Gußeisen B. 

Hohlzylinder, innen unbearbeitet. 

Durchmesser 

äußerer 
d 

cm 

10,08 
10,06 

innerer 
do 
cm 

6,96 
6,96 

Verhältnis 

_El__=d-d0 

r ä+ao 

0,183 
0,182 

Bruch- i Br~ch-_ 
" belastung I festigkelt 

G~. ;:· 2 Ql ~7~ 
kg j kg/qcm 

I 0,0114 I 5005 I 3135 
1 0,01127 4980 3156 

Bemerkungen. 

Wie oben bei Gußeisen A, Nr. 5. 

Hohlzylinder, innen bearbeitet. 

Durchmesser I Verhältnis " Bezeich- äußerer i innerer , e d-d0 GI. 13, 
nung d do d+do r § 54 

cm cm 

2 10,07 7,43 0,151 I o,oo7nl 
4 10,04 7,42 0,150 I 0,00760 I 

Bemerkungen.· 

Wie oben bei Gußeisen A, Nr. 5. 

Bruch-
belastung 

2Ql 

kg 

3980 
4200 

Zu diesen Ergebnissen ist nachstehendes zu bemerken. 

Bruch-
festigkeit 

"max 
GI. I 

kg/qcm 

3508 
3759 

a) Hohlzylinder A 1 und A 3 sind die beiden einzigen der Ver­
t~uchskörper, die an den zwei diametral einander gegenüberliegenden 
Stellen gleichzeitig einreißen. Sie müssen demnach einen größeren 
Wert von amax aufweisen als sonst gleiche Hohlzylinder, bei denen 
dieses Einreißen nacheinander stattfindet. Daraus erklärt sich die 
geringere Bruchfestigkeit von A 5 gegenüber A 1 und A 3 ohne 
weiteres. 

b) Zum Zwecke der Prüfung des Einflusses der Gußhaut kann 
nach Maßgabe des unter a) Gesagten nur A 5 mit A 2 und A 4 ver­
glichen werden. Hierbei findet sich die Festigkeit der innen von der 
Gußhaut befreiten Hohlzylinder A 2 und A 4 um durchschnittlich 

3498 +3695 
2 - 326!1 = 3596-3269 = 327 kg, 
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d. s. 
327 0' 100 3269 = 10 fo 

größer als diejenige des unbearbeiteten Körpers A 5. 
Für das Gußeisen B ergibt sich dieser Unterschied zu 

350~ + 3759-3135 + 3156 = 3633- 3145 = 488 kg, 
2 2 

d. s. 
488 - o: 100 3145 -15,5 0 • 

Diese Zahlen bestätigen den bereits in § 22, Ziff. 4 festgestellten 
Einfluß der Gußhaut. 

(Vgl. auch §58, Fußbemerkung 2, S. 584.) 
c) Die Zugfestigkeit des ,Gußeisens A war zu 1579 kg, diejenige 

des Gußeisens B zu 1679 kg ermittelt worden. Wird nach S. 286 
Nr. 4 die Eiegongsfestigkeit für den rechteckigen Stab zu 1, 75 mal 
Zugfestigkeit angenommen, so wäre für bearbeitete Stäbe auf eine 
Eiegongsfestigkeit von 

bzw. 
1579.1,75 = 2763 kg 

1679.1,75 =2938kg 

zu rechnen gewesen. Tatsächlich sind die Werte von o",4 " (trotz 
des Einreißens an zunächst einer Stelle) für das Gußeisen A (Kr.~ 
und 4) um 

3596- 2763 = 833 kg oder 

für das Gußeisen B (Nr. 2 und 4) um 

3633 - 2938 = 695 kg oder 

100 833 = 30°' 2763 /O' 

695 0' 100 2938 = 24 lo 

größer. Dieser Unterschied ist zum größten Teile auf Rechnung der 
dem Gußeisen eigentümlichen Veränderlichkeit der Dehnungszahl a 
zu setzen, die den Verlauf der Spannungslinie, z. B. AE F im Quer­
schnitt A, Fig. 5, §55, dahin abändert, daß die wagrechten Ordi­
naten weniger rasch wachsen, als die Rechnung, welche Unveränder­
lichkeit der Dehnungszahl voraussetzt, ergibt. War diese Abweichung 
schon beim geraden stabförmigen Körper von großem Einflusse 
(vgl. § 20, namentlich· Fig. 19), so muß dieser hier noch bedeutender 
ausfallen 1). 

1) Zur Bestimmung des Eintlosses der Veränderlichkeit von IX bei ge­
krümmten stabförmigen Körpern ist auf die in der Fußbemerkung S. !i58 an­
gegebene Arbeit von R. Baumann zu verweisen. 
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Um zu prüfen, inwieweit etwa Gußspannungen bei der vor­
liegenden Frage beteiligt seien, wurden diejenigen Hohlzylinder, die 
nur an einer Stelle gerissen waren, und bei denen der Versuch nicht 
bis zum Einreißen an der zweiten (gegenüberliegenden) Stelle fort­
gesetzt worden war, an der Rißstelle aufgeschnitten und sodann 
genau gemessen, ob hierbei ein Zusammengehen oder Erweitern des 
Ringes (oder der Schnittfuge) stattfand. Eine solche Änderung ließ 
sich nicht oder nur in ganz verschwindender Größe feststellen. Das 
Ergebnis blieb auch nach vollständiger Beseitigung der äußeren Guß­
haut 'sowie nach Ausbohren des Ringes auf die halbe Stärke das 
gleiche. Hiernach können Gußspannungen von Erheblichkeit nicht 
vorhanden gewesen sein. 

Werden diejenigen Werte von a.,.11.,, die für die ausgebohrten 
Hohlzylinder ermittelt wurden, in Vergleich mit der Zugfestigkeit 
gestellt, so findet sich für das Gußeisen A 

3596 
11.,.11., = 1579 Kz = 2,28 mal Zugfestigkeit, 

für das Gußeisen B 
3633 

a.,..,", = 1679 K.= 2,16mal Zugfestigkeit, 

also durchschnittlich 
gegen 
beim geraden Stabe. 

2,22 mal Zugfestigkeit, 
1, 7 5 mal Zugfestigkeit 

:.!. Ve•·suche und Darlegungen zur Frage der Spannungsverteilung 
über die Querschnitte gekrümmter stabförmiger Körper. 

Zur raschen Gewinnung eines Einblicks in die Verhältnisse, die 
bei Beurteilung dieser vor einiger Zeit aufgeworfenen Streitfrage in 
Betracht kommen, läßt es sich nicht vermeiden, bereits aus dem 
Früheren Bekanntes zu wiederholen. 

Die Biegungsichre ist bisher sowohl für gerade als auch für ge­
krümmte stabförmige Körper von den Voraussetzungen: 

1. daß die Querschnitte eben bleiben, 
2. daß zwischen Dehnungen und Spannungen Proportionalität 

besteht, 
au!!gegangen. 

Damit gelangt sie 

für gerade stabfö,rmige Körper, 
in bezug auf deren Belastung angenommen sei, daß die Ebene de~; 
biegenden Kräftepaares den symmetrischen Querschnitt in einer der 
beiden Hauptach.<~en schneidet, zu den Ergebnissen: 
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a) daß die Gerade, in der die Dehnungen und die Spannungen 
den Wert Null besitzen, die sogenannte "neutrale Achse" oder 
"Nullachse", durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht 
.und mit der anderen Hauptachse zusammenfällt, 

Fig. 1. 

b) daß die Spannungen o proportional mit dem Abstande "' von 
der Nullachse wachsen, d. h. unter Bezugnahme auf Fig. 1, 

0= 0 1 1J, •••••• , , ••. , 1) 

sofem o1 die Spannung im -Abstande 1 bezeichnet, daß also 
die Verteilung der Spannungen über den Querschnitt nach dem 
Gesetze der geraden Linie erfolgt. 

Für den gl'krümmten stabförmigen Körper, 

in bezog auf den vorausgesetzt werde, daß die MitteJlinie eine ein­
fach gekrümmte Kurve und ihre Ebene Ort der einen Hauptachse 
sämtlicher Stabquerschnitte sowie Ebene des biegenden Kräftepaares 
se~ kommt die Biegungslehre unter den bezeichneten Voraussetzungen, 
Ziff. 1 und 2, zu den Ergebnissen: 

a) daß die oben unter a) bezeichnete Hauptachse des Quer­
schnittes nicht mehr Nullachse ist, daß diese vielmehr parallel 
dazu liegt, 

h) daß die Spannungen o nicht mehr proportional mit dem 
Abstande 1J von der Nullachse zunehmen, sondern auf der 
Seite, die der Krümmungsachse zugekehrt ist, rascher und auf 
der anderen Seite langsamer als 11 wachsen, wie Fig. 2 er­
kennen läßt. 

Der Grund dieser abweichenden Ergebnisse, zu denen man unter 
den gleichen Voraussetzungen gelangt, liegt lediglich darin, daß bei 
dem gekrümmten Stab die zwischen zwei Querschnitten gelegenen 
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}'ast>m verschiedene Länge besitzen (vgl. das in Fig. 2 gezeichnete 
Körperelement mit den Stabquerschnitten AD und BO), während bei 
dem geraden Stabe Gleichheit der Faserlänge vorhanden ist (vgl. das 
in Fig. 1 dargestellte Körperelement mit den Stabquerschnitten AD 
und B 0). Wenn eine kürzere Faser um die gleiche Strecke gedehnt 
wird wie eine längere, so wird eben in der ersteren eine größere 
spezifische Dehnung und damit auch eine größere Spannung wach· 
gerufen als in der letzteren 1). 

Würde die durch Gleichung 1 bestimmte Spannungsverteilung 
auch beim gekrümmten stabförmigen Körper sich einstellen, so 
müßtl'n sich die ursprünglich ebenen Querschnitte bei Festhaltung 
der Proportionalität von Dehnungen und Spannungen - lediglich 

Fig. 2. 

untl'r Einwirkung des biegenden Kräftepaares - krümmen. V er­
suche, die hierüber angestellt worden sind, bestätigen das nicht. 

Da die Frage, ob die Anwendung der für den geraden Stab 
gültigPn Gleichungen auf gekrümmte stabförmige Körper zulässig er­
scheint, von großer praktischer Bedeutung ist, so hat Verfasser 
seinerzeit (1896) geglaubt, zu den früheren Versuchen in dieser Rich­
tung (vgl. oben unter Ziff. t) noch weitere hinzufügen zu sollen, über 
die im nachstehenden berichtet wird. Dabei sind die Körperformen 
so gewählt, daß vorzugsweise der Einfluß des biegenden Momentef< 
~:~ich äußert, dagegen dt'r einer Normalkraft odt'r einPr Schuhkraft 
zurü<>ktritt. 

11 Die Sache liegt hier ähnlich wie bei dickwandigen Hohlzylindem. Die 
AnHtrengunl! in tangentialer Richtung ist innen am größten und nimmt nach 
uußen hin ah. (Vj!l. S. 581 u. f., insbesondere auch Fig. 4. S. 585.) 
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a) Versuche mit Stäben aus grauem Gußeisen, Fig. 3. 
Bearbeitet. 

Stab 1. 
l=552 rum, r= 70mm, k=80mm, b= 24,2 mm, 

f= 2,42. 8 = 19,36 qcm, 

nach Gleichung 12, § 54, 

x = - 1 + ~ Zn ~ + : = 0,137. 

Der Bruch erfolgt bei P= 855 kg nach der in Fig. 3 einge­
tragenen Linie 1 1. Bruchfläche gesund. 

k---------------..C--------------. --
: I 
' 

Fig. 3. 

Nach Gleichung 8, § 54, berechnet sich hieraus die Bruch­
festigkeit 

0 = _85~ _ 855. 55,2 + _ 855.55,2 _4_ 
max 19,36 19,36.7 0,137.19,36.77-4 

= 44,2- 348,3 + 3390 ="" 3086 kgfqcm . 
• 

Von den beiden Schenkelstücken, die durch den Bruch entstan-
den waren, wurde das eine bei der Auflagerentfernung von 500 mm 
als gerader Stab der Biegungsprobe unterworfen. Diese lieferte bei 
gesunder Bruchfläche nach Gleichung 9, § 16, die Biegungsfestigkeit: 

Kb = 2524 kg/qcm. 

Würde inan den gekrümmten stabförmigen Körper als geraden 
behandeln, d. h. seine Anstrengung durch das biegende Moment 
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nach Gleichung 9, § 16, beurteilen, so ergibt sich die Bruchfestig­
keit zu 

855 855. 55,2 
(ama.:) = 19,36 + 1 2 

= 1873 kgjqcm. 
-6 . 2,42. 8 

Die Rechnung auf Grund der Voraussetzung, daß a unveränder­
lich ist und die Querschnitte eben bleiben, würde mit der Biegungs­
festigkeit Kb = 2524 ein~ Bruchbelastung 

2524 
pl = 855 3086 = 699 kg 

liefern, während die Annahme, daß die Spannungsverteilung nach 
Gleichung 1 stattfinde, d. h. genau so, als ob der Querschnitt einem 
geraden stabförmigen Körper angehöre, eine Bruchbelastung P'J. er­
warten läßt, die sich aus 

oder 

zu 

ergibt. 

2524 
p2 = 855 1873 

p2 = 1153 kg. 

Hieraus folgt, daß die letztere Annahme zu einer be­
deutenden Unterschätzung der Anstrengung führt; sie 
liefert eine um 

1153-t-155 •0 
rp1 = 100 --85~---="' 3n /0 

zu große Widerstandsfähigkeit. 
Die erste Voraussetzung dagegen beurteilt dieselbe um 

855- ü99 0 
m = 100------ = 18 I 
"t2 855 10 

zu niedrig 1). 

') Daß der Unterschied q;9 zum größten Teile seine Begründung in der 
Veränderlichkeit der Dehnungszahl oc bei Gußeisen hat, wurde oben S. 552 
Lereits hervorgehoben. 

Zur Ermittlung der tatsächlich auftretenden Spannungen unter Berück· 
8ichtigung, daß die Dehnungszahl oc veränderlich ist, kann folgendermaßen 
vorgegangen werden. 

Gleichung I, S. 504, läßt erkennen, daß die über dem Querschnitt verzeich-
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Stab 2. 

1=554,2 mm, r=7Umm, k=80mm, b=22,7 mm. 

Bruch erfolgt bei P = H 10 kg nach der in Fig. 3 eingetragenen 
Bruchlinie 2 2. Bruchfläch:e gesund. 

Es finden Rich clie Werte 

o,na:z = 312H kgjqcm, Kh = 2500 kg 1qcm, irJmaJ.I = 1899 kg/qcm, 

2500 2500 
P HlO ·----= 1147 kg P Hl 101- k 1 ~ H128 ' ~ = () 189i = i 1 g, 

1067- HlO 0 
'Pt = .lOo - -"Hio-- = ;l2 /o, 

810 --li47 . 
rp"! = 100 - --SÜ)--- = 20%. 

Stab 3, 

l= 552 mm, r = 70 mm, k= HO mm, :b = 23,5 nun. 

Bruch erfolgt bei P = 7HO kg, nach der in l''ig. H eingetragenen 
Linie 3 3. Bruchfläche gesund. 

nete Linie der Deh~ungen ' eine H_vperhel (F = ;:-=f-;) im lfaßstahe ("'- F0} 
darstellt, die in der ~ullar·hRe einen Betrag F" abschneidet. Ist da" (;esetz 
tler Abhängigkeit zwischen Dehnungen und Spannungen bekannt. rl. 'h. in l:t'orm 
eines durch den Versueh erlangten Linienzuges oder als GIPiehung (vgl. )i 22. 
Ziff. !>) gegeben, so kann über dem Querschnitt die zu der znnächRt willkiir­
Iioh angenommenen Linie (Hyperbel) der Dehnungen E gehörij!"e Linie der 
Spannungen o aufgezpiehnet werden. Läßt man \"Orerst die Xormalkraft P 
außer Betracht. indem man flieh ihre ReriiekRiehtij!"llnj!" für Rpäter vorhehält. 
so muß rlie Bedinj!"Un!( Prfüllt !iein 

,{n.df=O. 

Hierdurch ist die Lage der Hyperbel, deren einer Punkt durch die will­
kürlich angenommene Dehnung F1 bestimmt ist, festgelegt und damit die Größe 
von ro und Eo gefunden. (Soll die Normalkraft Beriicksichtigung finden, so 
muß der Unterschied der Werte J o df auf der Zug- und Druckseite gleich P 
sein.) Aus der Größe von f n df für die Zug- und Druckseite und dem .-\hstanrl 
der Resultierenden dieser Zug- oder Druckkräfte ergibt sich die Größe del' 
biegenden Momentes, das die angenommene Dehnung F1 herrorzurufen vermag. 
Hinsichtlich weiterer Einzelheiten muß auf die folgenden Arbeiten verwiesen 
werden, in denen gezeigt ist, daß die ·tatsächlich auftretende Zugspannung 
beim Bruch fast genau gleich groß ist wie die Zugfestigkeit, die sieb aus Zug­
versuchen für dasselbe Material ergeben würde. Wegen weiterer Einzelheiten 
vgl. R. Baumann, Ober eben gekrümmte stabfö.nnige Körper aus Material 
mit veränderlicher Debnungszahl, ihre Beanspruchung und Formänderunj!". Zeit­
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1911, S. 140 u. f., sowie Ludwik. 
Zur Frage der SpannungsverteilunJ[ in gekrümmten stabförmigen Körpern mit 
\'eränderlicher Dehnungszahl. Technische Blätter, Pra.g 1905, S. I u. f. 
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Die Berechnung der Versuchsergebnisse führt zu: 

o = 2936 kgfqcm, max K,, = 2339 kgjqcm, . (amax) = 1782 kgjqcm. 

2339 
J> = 7!)0 --- = 1)29 kg, 

1 2936 
2339 

p2 = 7!.!0 i 782- = 1037 kg, 

1037-790 . 0 
m =100----=iH /0 , 
11 790 

-100 _790 -62!J - 0 
cp2- 790 -20 /o· 

Sämtliche 3 Stäbe zeigen, daß die Voraussetzung, die 
Spannungsverteilung erfolge nach Gleichung 1, zu einer be­
deutenden Unterschätzung der Inanspruchnahme des vor­
liegenden Materiales führt, und zwar im DurehHchnitt um 

35 + 32 + 31 .. 0 
---- - 3- -- ="" .33 /o• 

Wt>llll die ermittelten Werte von rp1 zugrunde gelegt werden. 

b) Versuche mit Stäben aus grauem Gußeisen. Fig. -!-. 

Bearbeitet. 

r-----------------,C -------------- --
i e ~ .. -('·;·-----·-·-------------- . 
''I ->"I ... ! 

.ßt~- : ! ,r : 1 

Ai ' Ji_ I 

i~i g . 
--i- ----------1;.~------------·-·_L ______ _ 

' I 

! : 
I 

61~--- --<( 

\ '-'---------4-----------------+---· 
' : 9 . ·--,~--------·----------------L--

1 

Fig. 4. 

Die Form dieser Stäbe ist so gewählt, daß, wenn die Auffassung, 
die Spannungsverteilung in dem Querschnitte eines gekrümmten 
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Stabes sei die gleiche, als gehöre derselbe einem geraden stab­
förmigen Körper an, zutreffend wäre, der Bruch innerhalb der ge­
raden Strecke AB erfolgen müßte; denn für alle anderen Querschnitte 
würde dann - die Richtigkeit dieser Annahme vorausgesetzt -
die Beanspruchung geringer sein. 

In der Tat ist jedoch keiner der Stäbe in der geraden Mittel­
strecke AB gebrochen; selbst dann nicht, wenn der Guß in dieser 
Mittelstrecke schlechte Stellen hatte. Sämtliche brachen in der 
Krümmung. Der Querschnitt des immer von der inneren Krüm­
mung ausgehenden Bruches soll jeweils durch die Größe y, Fig. 4, 
festgelegt werden. 

l=554 mm, 

Stab 1. 

r=70 mm, n,· 80 mm, 

f'= 2,24. 8 = 17,9 qcm, 

7 11 
x=-1 +-ln-=0 137. 

8 3 ' 

b=22,4 mm, 

Der Bruch erfolgt bei P= 870 kg in der Krümmung derart, 
daß y = 1,6 cm. Bruchfläche gesund. 

Für den Bruchquerschnitt ergibt sich 
das biegende Moment 

P(l-y)=870(55,4-1,6)=870.53,8="-'46800 kg.cm, 

die Normalkraft 6 70 kg. 
Nach Gleichung 8, §54, berechnet sich hieraus die Bruchfestigkeit 

a = 670 __ ~0_._53,8 + 870. 53,8 4 
max 17,9 17,9.7 0,137.17,9.7 7-4 

= 37-374 + 3636 = 3299 kgfqcm. 

Von den beiden, durch den Bruch entstandenen Schenkel­
stücken CD wurde das eine bei 500 mm Auflagerentfernung der 
Bruchprobe durch Biegung unterworfen. Dasselbe ergab bei gesunder 
Bruchfläche nach Gleichung 9, § 16, die Biegungsfestigkeit 

Kb = 2668 kgfqcm. 

Würde das gekrümmte stabförmige Körperstück, innerhalb dessen 
tler Bruch erfolgt ist, als gerader Stab behandelt, d. h. seine An­
strengung durch das biegende Moment nach Gleichung 9, § 16, be­
urteilt, so fände sich die Bruchfestigkeit 

670 870. 53,8 ' 
(a,..a .. ) = --+ ---- = 37 + 1961 = 1998 kgfqcm. 

17,9 1 2 
6" 2,24. 8 
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Die Rechnung, die voraussetzt, daß a unveränderlich ist und 
die Querschnitte eben bleiben, würde von der Biegungsfestigkeit 
Kb = 2668 kgfqcm auf eine Bruchbelastung 

2668 
pl = 870 3299 = 704 kg 

führen, während die Annahme, daß die Spannungsverteilung so statt­
fände, als gehöre der Bruchquerschnitt einem geraden stabförmigen 
Körper an, eine Bruchbelastung 

2668 
p =870~-= 1162 kg 

2 1998 
erwarten läßt. 

Da der Versuch die Bruchbelastung zu 870 kg ergab, so folgt, 
daß die letztere Annahme die Widerstandsfähigkeit um 

1162- 870 0 
rpl = 100-8.70-- ="" 34 /o 

ii berschätzt. 
Die erste Voraussetzung beurteilt diese um 

cp = 100 _R70-=- 70~ ="" 19 o; 
2 870 ° 

Stab 2. 

l=i'>52mm, r=69mm, h=7Hmm, b=22,4mm, x=0,13R, 

Bruchbelastung P= 790 kg, Normalkraft 645 kg, y = 13 mm, 
Bruchfläche: fehlerhafte Stelle. 

Es finden sich hiermit: 

ama" = 3131 kgjqcm, Kb = 2759 kgjqcm, (amax) = 1909 kgfqcm, 

2759 
P" = 790---9 = 1142 kg, 

- 190. 

1142-790 
rp =100---- -·-=44°/ 

1 7 !10 0' 

790-696 . 0 
'T''! = 100 -- 7-90 -- = 12 /o· 

Stab 3. 

l=554mm, r=70mm, h=80,2mm, b=19,9mm, 

x=0,137. 

Bruchbelastung 1'=780kg, Normalkraft 685kg, y=9 mm. 
Bruchfläche gesund. 

11 Vgl. l<'ußbemerkung S. ~>7>7. 

f'. ß&ch, Elastizlt&t. 7, Auft. 36 



562 Stabförmige Körper mit gekrümmter Mittellinie. 

Damit ergeben sich die folgenden Werte: 

o.,.ax = 3378 kgfqcm, Kb = 2633 kgfqcm, (amax)= 2043 kgfqcm, 

2633 2633 
pl = 7803378= 608 kg, p2 = 780 2043 = 1005 kg, 

= 001005-= 780 = 2!:!0/ 
qJl 1 780 0' 

780-608 
<p~ = 100--780-- = 220/o· 

Somit weisen auch hier sämtliche Stäbe nach, daß 
eine Überschätzung der Widerstandsfähigkeit stattfindet, 
und zwar im Durchschnitt um 

34 + __ 44 + _2!l = "'360/ 
3 0 

oder bei Ausschluß des Stabes mit fehlerhafter Bruch­
fläche um 

34 + 29 0' ------=31,5 lo• 
2 

wenn die Spannungsverteilung nach Gleichung 1, also an­
genommen wird, der Bruchquerschnitt gehöre einem ge­
raden stabförmigen Körper an. 

Schlußbemerkung. 

Aus den Versuchen ist folgendes zu schließen: 
Die Anwendung der Gleichung 1 für die Spannungsverteilung 

bei gekrümmten stabförmigen Körpern, d. i. die Behandlung der­
selben als Stäbe mit geraden Mittellinien, führt bei den Körpern 
Fig. 3 und 4 zu einer ganz bedeutenden Überschätzung der Wider­
standsfähigkeit, und zwar bei den Stäben Fig. 3 um durchschnittlich 
33°/0 , bei den Stäben Fig. 4 um durchschnittlich mindestens 31,5°,'0 1). 

Diese Unterschätzung der Anstrengung des Materials wird unter 
sonst gleichen Verhältnissen um so bedeutender ausfallen, je größer 
die in Richtung des Krümmungshalbmessers r liegende Querschnitts­
abmessung k im Verhältnis zu r ist. Sie tritt in dem Maße zurück, 
in dem diese Abmessung k im Vergleich zum Krümmungshalb-

1) Wie Verfasser aus Anlaß eines Unfalles in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1901, S. 1567, und weiterhin 1902, S. 141 und 142 (oder 
Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 4) festgestellt hat. kann diese 
Pberschiitzung der Widerstandsfähigkeit in praktisch wichtigen Fällen, je nach 
der Körper- und Querschnittsform, so weit gehen, daß die tatsächliche Wider­
standsfähigkeit rund nur ein Drittel von derjenigen ist, die nach der Auf­
fassung, der Bruchquerschnitt gehöre einem geraden stabförmigen Körper an. 
sich ergibt. 



~ 56. Versuchsergebnisse. 563 

measer r abnimmt, wie bereits in § 54 namentlich Fußbemerkung 
daselbst S. 507 u. f., dargelegt ist. 

Die Annahme, daß a unveränderlich ist und die Querseimitte 
ebeu bleiben, führt zu Zahlen, die aui eine Unterschätzung der 
Widerstandsfähigkeit hindeuten, und zwar bei den Stäben Fig. H 
um durchschnittlich 

18 + 20 + 20 0 --·- ·------ ="' 1 g fo• 
3 

bei den Stäben Fig. 4 unter Ausschluß des zweiten Stabes um 
durchschnittlich 

19 + 22 0 ·--2 =,....., 20,5 fo· 

Daß dieser Untierschied jedoch zum größten Teile auf Rechnung 
der dem Gußeisen eigentümlichen Veränderlichkeit der Dehnungs­
zahl a zu setzen ist, wurde bereits hervorgehoben (vgl. S. 552 und 
S. 501, Fußbemerkung). 

Hiernach muß es als gegen den Sinn des Zweckes 
unserer technischen Rechnungen verstoßend und deshalb 
a.ls unrichtig bezeichnet wer~en, gekrümmte Körper, für 
die r im Verhältnis zu h nicht ausreichend groß .ist, auf 
Grund des Gesetzes Gleichung 1 allgemein wie Stäbe mit 
gerader Mittellinie zu berechnen1 ). 

Hieran ändert auch die Erwägung nichts, daß die Querschnitte 
des gekrümmten Körperteiles da, wo an ihn eine gerade Strecke 
anschließt, so z. B. im Falle der Fig. 4 bei .A und B, oder auch 
bei 0 weniger stark beansprucht sind, da in diesen Grenzquerschnitten 
wegen ihrer Angehörigkeit sowohl zum gekrümmten wie zum geraden 
Stabstück nicht gleichzeitig die für ersteres und die für let.zteres 
geltende Spannungsverteilung vorhanden sein kann. Vielmehr wird 
sich hier ein gewisser Ausgleich vollziehen, ähnlich wie er in § 4fi, 
Züf. 3, S. 439 bis 441 besprochen worden ist 2). Die größte Zug­
spannung wird in diesen Querschnitten (vgl. Fig. 4) kleiner sein, als 

') Daß man zu diesem Ergebnis auch auf dem Wege der Überlegung 
gelangt, folgt aus den oben gegebenen Darlegungen von selbst. Schon die 
S. 55.'>, Fußbemerkung 1, erwähnte Ähnlichkeit ließ dasselbe erwarten. 

Aus neuerer Zeit ist die Arbeit von Aue "Zur Berechnung der Span­
nungen in gekrümmten Stäben-, Dresden 1910, zu erwähnen, die zu demselben 
Ergebnis gelangt. Vgl. auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1911, 
s. 561 u. f. 

-!) An Stellen mit plötzlicher Änderung der Form des stabförmigen 
Körpers, also mit Stetigkeitsunterbrechungen in der Form, wird sich immer 
ein solcher Ausgleich einstellen müssen. Vgl. auch E. Daiber, Die Form­
änderunJ! rechter Winkel. Mannheim 1909. 

36* 
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sie sich für den gekrümmten Stab ergibt, und größer, als sie für 
den geraden Stabteil berechnet wird. Darin ist es auch begründet, 
daß keiner der Stäbe Fig. 4 im Querschnitt bei ..A. und B gebrochen 
ist, obgleich hier das biegende Moment und auch die Normalkraft 
am größten ausfällt. 

Ähnlich liegt der Fall bei dem in § 55, Fig. 1, S. 540 dar­
gestellten Haken. Hier muß der Umstand, daß der Krümmungs­
halbmesser der Mittellinie oberhalb des Querschnittes BOO sehr bald 
bedeutend zunimmt, eine solche ausgleichende, d. h. die größte Zug­
spannung in diesem Querschnitt etwas vermindernde, Wirkung äußern. 
Dagegen wird ein solcher, auf Verminderung der größten Anstrengung 
wirkender Einfluß bei dem Körper Fig. 4, § 54, S. 508, nicht er­
wartet werden können. 

Eine Körperform, die sich unter Einwirkung der äußeren Kräfte 
so ändert, daß r für den in Betracht kommenden Querschnitt zu­
nimmt, während sich gleichzeitig das biegende Moment infolge Ab­
nahme des Hebelarmes verringert, wie dies beispielsweise bei Fig. 4, 
§ 54, S. 508, und Fig. 1, § 55, S. 540, der Fall ist, wird, reichliche 
Zähigkeit des Materials, d. h. weitgehende Fähigkeit, die Gestalt zu 
ändern, vorausgesetzt, bei Bruchv.ersuchen - sofern überhaupt Bruch 
eintritt ,.___ naturgemäß eine bedeutend größere Biegungsfestigkeit 
ergeben müssen, als die Rechnung, die noch dazu Proportionalität 
zwischen Spannungen und Dehnungen voraussetzt, erwarten läßt. 
Von der so nach weit getriebener Formänderung ermittelten Festig­
keit kann ein Schluß auf die Beanspruchung, wie sie im normalen 
Zustand des Körpers tatsächlich statthat, auch nicht mit einiger 
Annäherung gezogen werden, wie bereits für gerade stabförmige 
Körper in § 22, Ziff. la, S. 282 u. f. dargelegt worden ist 1). 

3. Versuche zur Prüfung der Anwendbarkeit der Gleichung 8, §54, 
auf Körper mit scharfen oder ausgerundeten Ecken. 

Der Ingenieur kommt nicht selten in die Lage, Körper mit 
Ansätzen (Schultern), wie z. B. in Fig. 5 dargestellt, gegenüber den 
wirkenden Kräften ausreichend stark zu bemessen. Eine strenge 
V&folgung dieser Aufgabe derart, daß die ausführende Technik von 
der Lösung Gebrauch machen könnte, liegt bis jetzt noch nicht vor2). 

1) Vgl. auch A. Bantlin, Zeitschrift des Vereines deuteeher Ingenieure 
1899, S. 261 u. f. Gegenrede und Erwiderung hierzu findet sich S. 403 und 
404 daselbst. 

9) Diese Anforderung wird auch von der Abhandlung nicht erfüllt, die in 
der Zeitschrift für Mathematik und Physik (Organ für angewandte Mathematik) 
1V07. S. 60 u. f. enthalten ist. 
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Bei dieser Sachlage empfand der Verfasser die Pflicht, die von ihm 
geübte und 1901 aus Anlaß eines Unfalls veröffentlichte Näherungs­
rechnung (vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, 
S. 1567; 1902, S. 141 und 142, sowie Mitteilungen über Forschungs­
arbeiten, Heft 4) dahingehend, 
der Querschnitt A-B, nach Q Q 

dem der Bruch erfolgt, gehöre 
einem gekrümmten stabför- 61. 
migen Körper an, noch durch r-=----------J 
weitere Versuche hinsichtlich 
des Grades ihrer Zuverlässig- a; 
keit zu prüfen, was durch 
Bruchversuche mit Körpern Fig. 5. 
nach Fig. 6 aus gutem Ma-
schinengußeisen(1908) geschehen ist. Dabei betrugen die Abmessungen 
in abgerundeten Maßen a = 70 mm, b = 40 mm, h = 50 und 80 mm, 
die Ausrunduilgen e = 15 mm, 5 mm und 0 mm. Der Abstand. x 
der Kraftrichtung wurde zu rund 16 mm gewählt. 

I 
I X I ,..___. 

Fig. 6. 

An den Seitenßä.chen, die sich im Aufriß Fig. 6 als Linien 
projizieren, waren die Körper bearbeitet, um den Einfluß der Guß­
haut auszuschalten. 
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Körper mit h =rund 50 mm. 

e= 15 mm. 

Körper A brach naeh Fig. 7. Taf. XXII, unter 2 Q = 33 650 kg 

" B " " 2 Q= 36350 kg 
---~--·· --- ~ ~-

Durchschnitt 2 Q = 3 5 000 kg 
Die Bruchflächen erwiesen Bich als gesund. 
Die Körper rissen zuerst auf der einen Seite unter etwa 45 ° 

(bei Körper A links). 

e=5 mm. 

K(irper 0 brach nach Fig. 8, Taf. XXII, unter 2 Q = 26520 kg 
]) " 2 Q = 27 4 70 kg 

Durchschnitt 2 Q = 26 995 kg 
Bruchflächen gesund. 

e=O. 
Körper E brach nach Fig. 9, Taf. XXII, unter 

F " " 
Durchschnitt 

Bruchflächen gesund. 

2Q=22970kg 
2Q=22430kg 
2Q=22700 kg 

In allen Fällen beginnt der Anbruch unter ungefähr 45°. 
Deutlich zeigt sich Zunahme der Widerstandsfähigkeit mit 

waehsender Ausrundung. 
Trägt man ZU den Werten e als wagrechten Abszissen die 

Durchschnittswerte von 2 Q als Ordinaten auf, so ergibt sieb der in 
Fig. 10 dargestellte Linienzug, der nahezu eine Gerade bildet. Der 
Umstand. daß für e = 0 noch ein sehr bedeutender Wert für 2 Q 
sich ergibt. spricht deutlich für die alte Erkenntnis, daß sich an der 
scharfen Eeke ein Ausgleich der Spannungen einstellt, und diese 
hier nicht unendlich groß werden, wie Rechnungen ergeben, die als 
streng wiBsenschaftlich angesehen werden. Dementsprechend rechnet 
Verfasser bei scharfen Eeken nicht mit e = 0, sondern mit einem 
aus Versuchen abgeleiteten Wert e0 , der von der Querschnitts­
höhe 2 e, Fig. 11, abhängt. Damit ergibt sich für die in Fig. 11 
skizzierte Sachlage zur Benutzung von Gleichung 8, § 54: 

P=Qsin45°. f=2be. Mh=Q(x+y), r=eo+~-

W eitere Versuche mit ähnlich gestalteten Probekörpern führten 
zu dem in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1913, 
S. 1594 veröffent-lichten Rechnungsverfahren, bei dem Gleichung 8, 

' . ' d d I . h . . 1 b' 1 d Q h 'tts ~ o.." verwen et un g eiC zeitig f!o = 15 IS 20 er uerse m -
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höhe 2 e gesetzt wird. Zur Bestimmung von "und 1J in Gleichung 8, 
§ 54 wird also gerechnet mit 

r = ~- e + e = 1 1 e bis ~ e + e = ~ 7_ e 
10 ' 7,5 15 • 

Bei Ausrundung der Ecke, nach Fig. 6, ist der Ausrundungs­
halbmesser (} um denselben Betrag zu vermehren und zu setzen 

r =v'il+ eoi +e = (Ve~ +ü,Öl e2 + e) bis ( Ve2 + ( 7~5)~+ e). 

Die letzte Gleichung enthält die vorletzte als Sonderfall in 
sich (e=O). 

Um den Querschnitt mit der größten Beanspruchung zu ermitteln. 
ist o für mehrere Richtungen zu berechnen. In vielen Fällen liegt 

-.35000 
!"""' 

l.a.. •• 

-~ 
--!10995 I 

tl 15""""'~ 
~ --tndo 1 

..~.,~.&d.. 

I I 
~ I I 
~ I I l I I 
~ I I 
-~ I I 
~ I 

Fig. 10. 

~i 
Fig. 11. 

der a.m stärksten beanspruchte Querschnitt nahe der Linie, die den 
Winkel zwischen Q und der Stabachse halbiert. Weiteres s. in der 
oben bezeichneten Arbeit. 

Ausführlicher soll an anderer Stelle über diese V en uche be­
richtet und dabei auch auf Stabköpfe eingegangen werden, für die h 
bedeutend größer ist, und deren Bruchlinie anders verläuft, als oben 
angegeben (vgl. Fig. 12, Taf. XXII). 

Il Die Mittellinie ist eine doppelt gekrümmte Kurve.· 

In Berücksichtigung der Grenzen, die diesem Buche gezogen 
sind. haben wir uns hier auf das Nachstehende zu beschränl;en. 
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§ 57. Die gewundenen Drehungsfedern. 

Eine genaue Berechnung dieser Federn ist sehr umständlich; 
der hiermit verknüpfte Zeitaufwand würde in den allermeisten Fällen 
außer Verhältnis zur praktischen Bedeutung des Ergebnisses stehen. 
Infolgedessen pflegt man bei Feststellung der Zusammendrückung 
oder Ausdehnung sowie der Beanspruchung Annahmen zu machen, 
die zu genügend einfachen Beziehungen führen 1 ). 

Die Mittellinie .ABODE, Fig. 1, des gewundenen Stabes von 
gleichem Querschnitte bestehe aus dem Kreisbogen .ABGD vom 
Halbmesser e 2) und aus der Geraden DE, welche in die Richtung 

Fig. 1. 

eines Halbmessers fällt. Im Punkte A sei der Stab eingespannt und 
im freien Endpunkte E, der gleichzeitig Mittelpunkt des Kreises ist, 
durch eine Kraft P senkrecht zur Bildebene (Ebene des Kreises) 
belastet. 

Für den beliebigen Querschnitt im Punkte B, der durch den 
Winkel cp bestimmt sein möge, ergibt die Kraft P ein auf Drehung 
wirkendes Kräftepaar vom Moment Md= Pe und eine Schubkraft P, 
die vernachlässigt wird. Die Materialanstrengung erscheint hier­
nach festgestellt durch Gleichung 9, § 34, natürlich mit derjenigen 
Genauigkeit, mit welcher diese für den geraden Stab entwickelte Be­
ziehung auf den gekrümmten Stab übertragen werden darf. 

Der Querschnitt im Punkte 0 der Mittellinie, der von dem­
jenigen im Punkte B um dB = e dcp absteht, muß sich unter Ein­
wirkung von Ma gegenüber dem letzteren Querschnitt verdrehen. 

1) Ausführlicher wird der Gegenstand für Federn mit kreisförmigem Quer­
schnitt von Zach ari as behandelt in den Mitteilungen übfJr Forschungsarbeiten 
Heft 106 (1911). 

1) Die Entwicklungen werden deshalb mit einem um so größeren Fehler 
behaftet sein, je bedeutender die Steigung im Verhältnis zum Halbmesser ist. 
Auch die Veränderung des Halbmessers beim Zusammendrücken oder Ausein­
anderziehen der Feder verdient unter Umständen Beachtung. Ferner nimmt 
Einfluß das Verhältnis der Querschnittsabmessung in Richtung des Halbmessers 
zu der Größe des letzteren. 
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l::!t 1} der verhältnismäßige Drehungswinkel, mit der soeben bezeich­
neten Genauigkeit bestimmt : 

für den kreisförmigen Querschnitt durch Gleichung 5, § 32, 

l}=32Peß 
n d4 ' 

für den rechteckigen Querschnitt durch Gleichung 6, § 35, S. 37U, 

b2+ h2 
IJ = V'o ba k~ · p Q ß' 

so beträgt diese Verdrehung {}ds = fJedrp. Dementsprechend wird 
sich der AngriffspunktEderKraft P um fJds.e=&e2 drp in Rich­
tung der letzteren bewegen. Hieraus ergibt sich die Strecke y', um 
die der Punkt E infolge der Verdrehung sämtlicher Querschnitte 
des Bogens ABOD fortrückt, zu 

w 

y' = J fJe2drp. 

0 

Durch Einführung von 

wobei beträgt: 

folgt 

für den kreisförmigen Querschnitt 

für den rechteckigen Querschnitt 

b2+ h2 
A=IJ'o bsk~ Pß, 

"' 
y' = A f (!3 drp,. • . • . . . . • . • 1) 

0 

Die Bewegung von E aus Anlaß der Durchbiegung des Armes 
[) E wird - als verhältnismäßig klein -- vernachlässigt. 

I. Die zylindrischen Schraubenfedern, Fig. 2 und 3. 

Das in Gleichung t gewonnene Gesetz überträgt man nun auf 
diese Federn, indem bei i Windungen der Schraubenlinie 

(!) = 2 ;ri 
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gesetzt und an dE."r Stelle von (! der Halbmes,;,er r eingeführt wird. 
Damit folgt 

2:ri 

y' =AI ,.Sdrp = 2niAr'\ 

0 

inl!lbesondere für den kreisförmigen Querschnitt unter Beachtung 
der Gleichung 3, § 32, nach der 

p _ _!!_ k d'l r-16 a , 

, • . Pr8 .r~ 
y = 64• d~- ß = 4m ;(lcdß, . . . . . . . 2) 

Fig. 2. Fig. a. 

und für den rechteckigen Querschnitt bei Bt>rückf<ichtigung der 
Gleichung 5, § H4, 

1) Nach Versuchen des Yt·rfaBBers mit zylindrischen Schraubenfedern aus 
vorzüglid1em Federstahl (gehärtet) erwies sich Gleichung 3 innerhalb des Ge­
bietes h: b = 1 bis 6 und für Werte von h (im Gegensatz zu Fig. 3 senkrecht 
zur Schraubenachse liegend) bis O.li r n()('h als ausreichend zutreffend, wenn 

h 
i 'l'o = 8.35 - 0,3 b . . . . . . . . . . . . i) 

gesetzt wird. Dabei war fJ = 840
1000 = 1,19 Milliontel in Rechnung gestellt worden. 

Materialanst.rengungen, berechnet aus 

Pr 
"" = 4,5 btl, , 

ertrug das Material bis rund 14000 kg/qcm (vgl. Maschinenelemrnte, 10. Aufl., 
S. 63 und 64). Bei Zugrundelegung der Gleichungen 6 und 7, § 34, S. 3.">4, 
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worin b die kleinere Seite de~ Rechtecks i";t, gleichgültig, 
ob b oder h in die Richtung der Federachse fällt. 

Diese Gleichung läßt sich auch unmittelbar aus der Beziehung 8a, 
§ 43, ableiten. 

Die mechanische Arbeit, welche durch die von Null bis auf P 
gewachsene Belastung bei Zurücklegung des Weges y' verrichtet wird, 

i;;t ~ Py'. Dieselbe muß gleich sein der Arbeit, welche die Form­

änderung des gewundenen Stabes, dessen Mittellinie die Länge 2 :nri 
besitzt, fordert. Mit der Genauigkeit, mit der die zunächst für den 
geraden Stab entwickelte Gleichung 8 a, § 43, auf den gekrümmten 
übertragen werden darf, findet sich wegen Md= Pr und l = 2 nri. 

2_ Py' = 2_ •n ß b2 ±~~ (Pr)2 2 :nri 
. 2 2 TO b'~ h3 ' 

b2+ h2 
' 2 . P aß y = 1/)oln 7}~ }"3 r ' 

wie oben ermittelt. 
In ganz gleicher Weise kann auch die Beziehung 2 au~ der 

Arbeitsgleichung für den kreiszylindrischen Stab abgeleitet werden. 
Die mechanische Arbeit A, welche die zylindrische Schrauben­

feder aufzunehmen vermag, wird unmittelbar durch die Gleichung 2, 
§ 43, worin 

hzw. durch die Gleichung 7, § 43, mit 

V =bh. 2 nri 

bestimmt oder kann auch mitteist der Beziehungen 2 und 3 unter 
Berück~ichtigung der Gleichungen 3, § 32, und 5, § 34, als Pro-

dukt 1 P y' ermittelt werden. 
2 

Beachtung verdient der "Umstand, daß mit dem Zusammen­
d/Ü:ckcn oder Auseinanderziehen der Feder eine Verdrehung 
der~;elhen verbunden ist, die sich am äußeren Umfange bei einer 

sinkt dieser Wert fiir die langg(streckten Rechtecksquerschnitte Lis auf rund 
II 000 k!! !jCIII. 

Dall dit' hier für ~chraubwfedern ermittelten Werte V'o von denjtnigen 
aln\eJdten, die S. :380 für gerade stabförmige Körper erlangt wurden, erklärt 
sich aus dem Einfluß der Schubkraft und der Krümmung der Stabachse; über­
dies handelt es sich hei den Schraubenfedern um gehärteten Federstahl und 
hei den S. ~79 und 31'0 besprochenen Versuchen um zähes Flußeisen. 
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größeren Zahl von Windungen leicht messen läßt. Beim Zusammen­
drücken dreht sich die Feder auf, entsprechend einer Verminde­
rung der Gangzahl, wenn auch nur um einen sehr kleinen Bruchteil, 
beim Auseinanderziehen tritt das Entgegengesetzte ein. So ergab 
sich z. B. für eine aus gehärtetem Federstahl bestehende Feder nach 
Fig. 3, für die ermittelt worden war: 

r = 55,1 mm, Windungszahl i = 26,5, 

die kleinere Seite b = 5,58 mm (in axialer Richtung liegend) 
" größere " k = 33,2 " ( " radialer " " ) 

ganze Höhe, senkrecht - also unter dem Einfluß des Eigengewichts, 
das 14,88 kg betrug, stehend - gemessen, 958,6 mm, 

auf der Belastungsstufe 

P = 50/100 kg 50f150 kg 50/200 kg 50/250 kg 60/3PO kg 50/350 kg 

die Zusammendrückung 
y' = 84,6 mm 169,2 mm 253,8 mm 338,5 mm 425,1 mm 514,2 mm, 

die Verdrehung auf dem Zylindermantel vom Durchmesser 
2 . 55,1 + 33,2 = 143,4 mm gemessen 

9,3 mm 18,7 mm 26,6 mm 34,5 mm 40,5 mm 45,ö mm. 

Dabei vergrößerte sich der ursprüngliche Durohmesser der Feder 
von 2. 55,1 + 33,2 = 143,4 mm bei vollständiger Zusammendrückung 
auf rund 145,0mm. 

Ferner ist zu beachten, daß lange Federn, die auf Druck 
beansprucht werden, die Neigung bekunden, in der Mitte nach der 
Seite auszuweichen, d. h. auszuknicken; sie müssen deshalb geführt 
werden und ergeben alsdann einen Reibungswiderstand, der je nach 
den Verhältnissen mehr oder weniger Einfluß auf die Größen der 
Formänderungen (Zusammendrückung und Verdrehung) äußern kann. 

2. KegeHedern, Fig. 4, 5 und 6. 

Auch auf diese Federn pflegt die Beziehung 1 übertragen zu 
werden, indem man g als Veränderliche ansieht und bei i Win­
dungen setzt 

n=r - (r -r )·.!!!.-
"' 2 , :z 1 2 ni' 

do =- 72 - ' 1 drr 
- 2 :ni 7 ' 

2 :ni 
drp=----de. 

r1 -r1 
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Hiermit wird dann 

Fig. 4. 

Fig. 5. 

I ' 1<--'r-- .. 

Fig. 6. 

Für den kreisförmigen Querschnitt folgt 

, - :ri ( + ) ( '.l + 2) 32 1 ß y - 2 rl r'.l rt r'.l ;." d' p 
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= 16 i( -'-r~t +--'---r=~ )--::( r~l-2 + ~~) Pß ) d' . • . . . 4 

und im Falle der Fig. ß, wegen r 1 = 0, r.! = r 

-:- 5) 
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Die Anstrengung lcd wird bestimmt aus 

bzw. 

. . • 6) 

Die Anstrengung kd folgt aus 

Pr2 = ~ k"_b2 k. 

Die vorstehenden Entwicklungen bedürfen hinsichtlich des Grades 
der Genauigkeit noch einer gründlichen Prüfung auf dem jWege des 
Versuchs, namentlich dann, wenn die Querilchnittsabmessungen der 
Federn nicht sehr klein sind gegenüber dem Krümmungahaibm esser 
der Mittellinie, und wenn die Ganghöhe der Schraubenfedern ver­
hältnismäßig bedeutend ist 1 ). 

1) Die in der Fußbemerkung S. 570 erwähnten Versuche mit zylindrischen 
Schraubenfedern erachtet Verfasser zur vollen Klarstellung noch nicht für aus­
reichend. 



Sechster Abschnitt. 

Hohlkörper, Gefäße. 

§ 58. Hohlzylinder. 
1. Innerer und äußerer Druck. 

Unter Bezugnahme auf Fig. 1 bezeichne 
r; den inneren Halbmesser des an den Stirnseiten geschlossen vor-

ausgesetzten Hohlzy linders, 
r,. den äußeren Halbmesser desselben, 
P; die Pressung der den Zylinderhohlraum erfüllenden Flüssigkeit, 
p,. die Pressung der den Zylinder umschließenden Flüssigkeit:--

Fig. 1. 

-·· I 
I 
I 

~ 
I 

I _._, 

Der Abschluß an den Stirnseiten des Zylinders sei derart, daß 
die Formänderung des abschließenden Bodens einen Einfluß auf rlie 
Zylinderwandung nirht äußere, oder daß dieRer wenigstenH unerheb­
lich ausfalle. 

Der Zylinder werde auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
bezogen, in der Weise, daß die x-Achse mit der Zylinderachse, die 
lJZ-Ebene mit der einen, den Hohlraum begrenzenden Stirnebene des 
Zylinders zusammenfällt, wie dies Fig. 2 erkennen läßt. 

Wir greifen einen beliebigen Punkt P des Zylinders heraus, der 
in der xz-Ebene liegt und vor Eintritt der Formänderung absteht: 

von der yz-Ebene um .1: und von der Zylinderachse um z. 
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Unter Einwirkung der den Zylinder belastenden Flüssigkeits­

pressungen wird sich außer x noch z, und zwar um !;, vergrößern. 

Aus der xz-Ebene tritt der Punkt hierbei nicht heraus. 

Fig. 2. 

Ferner werden im Punkte P folgende Spannungen entstehen: 

a"' in Richtung der x-Achse, d. i. in axialer Richtung, 

a" " " " y- " d. i. in der Richtung des Umfanges 
in tangentialer Richtung, und 

oz In Richtung der z-Achse, d. i. in radialer Richtung. 

Fig. 3. 

Dementsprechend wirken auf das unendlich kleine Körperelement, 

Fig. 3, das wir uns durch Zylinderflächen im Abstande z und z + dz 
aus dem Zylinder herausgeschnitten denken, in der Bildebene dPr 

Figur die Kräfte: 

o 1 • 2 z drp dx radial Pin wärts, 

( a. + ~f dz). 2 (z + dz) drp dx radial auswärts, 

o11 • dz dx senkrecht zu den beiden Flächen dzdx. 
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Der Gleichgewichtszustand fordert nun, daß die Summe der 
Kräfte in senkrechter R~chtung gleich Null ist, d. h. 

n,. 2 zdrpdx- (o. +. ~:· dz). 2 (z+dz)dq;dx+.2ay.dzdx.sin(dq;)= 0,1 ) 

woraus sich unter Beachtung, daß sin (dq;) = "'dq;, und nach Division 
mit 2 drp dx dz bei Vernachlässigung des unendlich kleinen Gliedes 

~~dz 
dz 

gegenüber den übrigen endlichen Größen ergibt 

do, 1 
dz = z (ay- a,) · · · · · · 1) 

In § 7 fanden wir unter der Voraussetzung vollkommener Gleich­
artigkeit des Materials für ein beliebiges Körperelement,' das in 
Richtung der drei Aclu,cn gleichzeitig die Spannungen ax, ay, az 
erfährt, die hieraus sich ergebenden Dehnungen: 

in Richtung der x-Achse B = 11 (a - '!.1! +~) 
t "' m ' 

" " .. y- " e =I' (n - ~.+~) 
':! ~ !I m ' 4,§7. 

,. ,. ., z- " f,1 = t: (o:- n.,:·~). 
Hieraus folgt 

1) Lie!!'t die Aufgal1e vor, die Beanspruchung dnes rotierenden Hohl­
zylinuf'rs infolgc der Fliehkraft zu lJestimmPn, so ist diese Gleichung noch 
durch die auswärts gerichtete Fliehkraft des Kiirperelementes, d. h. durch 
H inzufiigung des flliPdf'~ 

2 z drr . rlz dx ., 
-" - --~ co-z 

' g 
zu ergänzen, worin 

r das Gewicht der Raumeinheit, 
,,, die Winkelgeschwindigkeit. 
g die Beschleunigung der Rrhwere 

bedeutet. 
f:leirhung 1 geht damit über in 

dn. 1 (JJ~ 
d -= (o,1 - o,)-y- -·Z. z z g 

lliese Aufgabe wird S. 647 u. f. behandelt werden. 
1'. ßarh. Elastizität. 7. Auft. 37 
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e +e +e =a(o +o +o -2°"'+~_+_0•) 
12 s x v z m ' 

sofern 
e1 + e2 + e8 = e. . . . . . . . . . 2) 

Wird hierzu die aus der ersten der Gleichungen 4, § 7, abge­
leitete Beziehung 

E1 mo -o -o =m-
"' y z ((. 

hinzugefügt, so ergibt sich 

+ m e + 81 mo o =--- m-, 
x "' m-2 a a 

0x=1i-m~ (e1 +m! 2). 
Das gleiche Verfahren liefert 

0Y=l.-;m~(e2 +m e 2), 
o,=i~m ~(es+ m e 2) · 

Hieraus findet sich bei Berücksichtigung der Gleichung 3, § 31, 

o = ß2 (e .. + _e __ ) . . . . . . . . 3) 
v - m-2 

o,=; (es+ m e 2J 
Im vorliegenden Falle beträgt, da sich z um C ändert, die tan­

gentiale Dehnung e2 im Punkte P 

E2 = ~-:rj~j-_C)- 2 Jl_~ = l . . . . . . . 4) 
2 :nz z 

Für die radiale Dehnung e8 liefert die Erwägung, daß die 
Strecke dz die Änderung d?; erfährt, den Ausdruck 

d?; 
e =-

3 dz 
. . . . . ö) 
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Hiermit wird aus den Gleichungen 3 

Die Einsetzung des aus der ersten dieser Gleichungen folgenden 
Wertes 

in die beiden anderen führt zu 

o =____!_- !_(mi+ ~) + ~-~ • m-lß z dz m-l 

o = __ 2 _ _!_ (-f_ + m _df) + _.!!L_ . . . . . 6) 
z m-l{J z dz m-l 

Hier ist unter Voraussetzung gleichmäßiger Verteilung der Axial­
kraft 1tr12p1 - :nr0 tp• über den Zylinderquerschnitt 1tra"'- :nr1"l, d. h. 

die axiale Spannung 

als unveränderliche Größe anzusehen. 
Die Einführung der Werte a11 und oz aus den Gleichungen 6 in 

die Gleichung 1 ergibt 
d'C dC C 

% 7ii2 + dz - z- = 0 

oder 

d"lC d ( ;) 
dz"'+dz-=O. 

37* 
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Durch Integration 

~ c . --+-=konstant= c1 • 
dz z 

Hieraus 

odel 
dtz C) 
dz =clz 

und bei nochmaliger Integration 

z C = ~ c1 z'l + c2 • 

Mit den hieraus sich ergebenden Werten 

C =_c1 +c2_ 

z 2 z2 ' 

dC Cl e..t 
dz =·2 --zi 

liefern die beiden Gleichungen 6 

o =-_!__1 lS (m+ 1)+ c:! (m-1)Jl +-o'!..._ 
Y m -1 {J 2 z2 m- 1 

2 1 l.c1 ( + ) c., ( )J + a., o =----·- - m 1 - ~. m-1 ---
• m- 1 fJ 2 · z- m- 1 

. . H) 

Die zwei Kotlfltanten c1 und c:! bestimmen sich aus dPn BP­
dingungen, daß sein muß : 

d. h. 

woraus 

für z=r; 

" z=r,. 
a.=- p,, 
o,=-p .. , 

2 1 ~- C1 , ) C., ( )] + 0:., -p.=---- ·-- rm-~---1 -~ m-1 ---. 
• m - 1 fJ L 2 1 r/ m- 1 · 

2 1 r· C1 , 1 ) C2 ( )J + 0", -p =--------1-lm-r 1 -- m-1 --
• m-1ßL2 r.2 m-1' 
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Hiermit wird unter Beachtung der Gleichung 7 

9) 

Die Dehnungen e1 , e2 und e3 in den drei Hauptrichtungen er­
gt•ben sich aus den Gleichungen 4, § 7, nach Einführung der Werte o., 
rGleichung 7), ay und az (Gleichung 9) zu 

m-2 p.r.2 -p r 2 
f = ··---- (( • • ll___lL 

I m ra?.-r;?. 

10) 

2. Innerer Uberdrnck P; (Pa= 0). 

Die Gleichungen 10 ergeben unter Beachtung des in § 48, Ziff. 1 
Erörtertt.>n die Materialanstrengung im Punkte P, und zwar 

in Richtung der Zylinderachse 

m -- 2 r.2 rY 
- -- -~'-p.=04 ---'-p. 

m r 2 -r.-J t ' r 2 -r.2 t' 
a ~ a t 

in Richtung der Tangente (des V mfangeH) 

_ r;~ , r/ ri2 1 
-=U4 -- ··- -p.+--13 ----p.--

' r 2 - r.2 ' ' ' r 2 - r. 2 'z2 ' a 1 a 1 

in Richtung des Halbmessers 

m-2 r~ m+l r ~r~ 1 
t a t 

r ~- r 2 P;- -- m - r ~ :.:::_ r.~ P; z~ m a J a r. 

10 
~ofern noch jeweils m = gesetzt wird. 

3 

11) 
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Die Zuganstrengung el_ in Richtung der Achse tritt vollständig 
a 

hinter der Zuginanspruchnahme e2 , die im Sinne des Umfanges 
a 

sta."hat, zurück, so daß sie nicht weiter in Betracht gezogen zu 

werden braucht. ~ und !!. erlangen die größten Werte für 
a a 

z = r,, d. h. an der Innenfläche des Hohlzylinders. Somit wird 
mit lez als zulässiger Zug- und le als zulässiger Druckanstrengung 

max(e2) = (mT_l) r11 2 +(m-2)r,2 • 1,3r.2 + 0,4 r,2 .<lc '} a m (r 2 _ ,. .?.) P, ,. 11 _ ,. .2 P,= • 
G I G I 12) 

max(- ~~)=(m+t)r112_:-(m-2)r42 =1,3r.?.-0,4r1?. <le. 
a m(r ·-r.2) p, ,. 2_,_2 Pi= 

a 1 11 1 

Die Zuganstrengung max (;) in Richtung des Umfanges, d. i. 

in tangentialer Richtung, ist der größere, also der bestimmende Wert. 
Hiernach findet sich als maßgebende Beziehung 

~j-_!. r 2+ m --~ r.2 
le > m 11 

.. m- • . = l:~r,.11_+0,4~? . 
•= r2-r.· p, r2-r.' P, 

d I • I 

. . 13) 

oder 

1) Zur Entwicklung dieser Beziehung in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 18t<O, S. 283 u. f., war Verfasser durch die Beobachtung 
veranlaßt worden, daß Schläuche, die zum Zwecke der Prüfung innerem Über­
druck ausgesetzt wurden, sich verlängern, während die Grundlage der von 
Grashof in seiner Theorie der Elastizität und Festigkeit, 1878, S. 312, für 
die Berechnung von Hohlzylindem entwickelten Gleichung 

10 
und mit m= 3 

r . r "I jm k6 +-<m=t)p,' . . . . . . . . . 15) 
• 'V mk6-(m+l)f'f 

, .• =,.,"I /~+_0,7 P1 , • • • • • • • . . 15a) V k6-t,sp, 

die dem Verfasser bis dahin als die zutreffendste ei'IIOhienen war, infolge der 
Vernachlässigung der AxiaJkraft :r rl p1 nicht eine Verlänprang, soudem eine 
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Für 1,3p,=k, wird r .. =oo, gleichgültig, wie klein auch der 
innere Durchmesser sein mag, sofern er nur größer als Null ist. 
Da nun der zulässigen Anstrengung k. für jedes Material eine un­
überschreitbare Grenze gezogen ist, so folgt hieraus, daß nur solche 
V erhä.ltnisse möglich sind, für die 

oder allgemein 

Tc. p,<o 
' 

m 
Pi< m-f 1 ~c •. 

(V gl. hierzu Fußbemerkung 2, S. 584.) 
Daß es durch fortgesetzte Vergrößerung der Wandstärke nicht 

möglieh sein soll, die Flüssigkeitspressung über eine gewisse Höhe 
hinaus zu steigern, kann für den ersten Augenblick überraschen, 
erklärt sich jedoch durch die Ungleichmäßigkeit der Verteilung der 
Anstrengung über den Wandungsquerschnitt. 

Denken wir uns beispielsweise einen Hohlzylinder aus Gußstahl 
mit den Durchmessern 

2r,=80 mm. 2r .. =200 mm, 

Verkürzung des Hohlzylinders ergibt, indem für die Dehnung Bx in Richtung 
der Zylinderachse ein negativer Wert gefunden wird. (S. am angegebenen Ort 
in Nr. 199 den Ausdruck für Ee", vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1880, S. 288 und 290.) 

Die Gleichung 15 a ist zutreffend, wenn eine Axialkraft nicht wirkt, wie 
z. B. im Falle eines Hohlzylinders, der beiderseits durch gleichgroße Kolben 
verschlossen, oder bei dem der Flüssigkeitsdruck auf den Boden nicht durch 
die Zylinderwand übertragen wird. Ein Beispiel dieser Art s. C. B a c h , 
Maschinenelemente, 10. Auf!., S. 739, Fig. 678. 

Die Beziehung Hl wurde in der Form 

15 ___ (-t+ymk,+(m.:...:.IJp,) 
-f'a r,-r, k ( +I) m ,- m p1 

auch als \Vinklersche Gleichung bezeichnet (v. Reiche, Die Maschinen­
fabrikation 1~76, S. 37, wobei mit m = 3 gesetzt ist 

ö = r, '1 /3 kz -f~J'I- r,, V 3kz- 4pl 

u. a.). Verfasser, der gelegentlich der Abfa.esung dieses Buches (1889) die 
Winklersche Arbeit über zylindrische Gefäße im Zivilingenieur 1860 erstmals 
durchgesehen hat, f!ond bei dieser Gelegeraheit, daß Winkler bereitl damals 
nicht bloß die Beziehung 15 aufgestellt hatte, sondern auch eine weitere Glei­
chung, welche die erwähnte Axialkraft berücksichtigte (S. 348 und 349 daselbst), 
und die sich von Gleichung 14 nur durch den mit 4 etwas zu groß gewählten 
Wert von m unterscheidet. 
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der Wandstärke 
T11 - r,= 100-·40=60 mm 

hergestellt und einem inneren Überdruck von 1200 kg auf das 
Quadratzentimeter ausgesetzt. Da~n ·ergibt sich nach der zweiten 
der Gleichungen 11 die tangentiale Anstrengung (Zug) 1) 

a) an der Innenfläche, d. h. für z = 4 cm, 

4~ 102 .42 1 
0,4 102 _:42 1200 + 1,3 io2 _ 4~ .1200-42 =,....., i950 kg; 

b) in der Mitte, d.h. für z=7 cm, 

4~ 102.42 1 
0,4102 . 421200 + 1,3 102 =-42.1200 ~ =,....., 700 kg; 

c) an der Außenfläche, d. h. für z = 10 cm, 

42 102 • 42 1 
0,4 {o2 _ 42 1200 + 1,3 102-:=- 42 . 1200 io2 =,....., 390 kg. 

In Fig. 4 ist der Verlauf der Inanspruchnahme dargeste1lt. 
Die Anstrengung beträgt hiernach außen nur den fünften Teil 

derjenigen an der Innenfläche. Da die letztere maßgebend ist, so 
wird das nach außen gelegene Material sehr schlecht aus­
genützt2). 

1) Die _.radiale Anstrengung (Druck) beträgt an der Innenfläche nach 
der zweiten der Gleichungen 12 

. . . (- ~) = 1,3. 102-0,42 .. 42_ 1'>oo = 1766 k 
max IX 102-4~ . ~ g, 

und die axiale Anstrengung (Zug) nach der ersten der 3 Gleichungen 11 

t, 42 

~ = o,4 10,-...:. 4 •. 12oo = 91 kg. 

2) Wenn es sich um ein Material handelt mit derart verinderlieber 
Dehnungszahl, daß dieselbe bei wachsender Spannung zunimmt, so daß also 
der Stoff um so nachgiebiger ist, je stärker er angestrengt wird, wie dies 
z. B. bei Gußeisen zutrifft, so zeigt sich diese Ungleichmäßigkeit nicht in dem 
hohen Grade: an der Innenfläche fällt die Anstrengung geringer, an der Außen­
fläche größer aus, als die vorstehenden Gleichungen, die Unveränderlichkeit 
der Dehnungszahl und des Wertes m zur Voraussetzung haben, erwarten lassen 
Bei Gußeisen kommt andererseits wieder der in § 22, Ziff. 4, festgestellte Ein­
fluß der Gußhaut hinzu. Ist diese, geringere Nachgiebigkeit besitzende Schiebt 
an der Innenfläche vorhanden, so muß sie die Festigkeit vermindernd wirken. 
Durch Bearbeitung der Innenfläche - vorausgesetzt, daß die Rücksicht auf 
das Dichthalten gegenüber der Flüssigkeit das Ausbohren gestattet - würde 
die Widerstandsfähigkeit unter sonst gleichen Verhältnissen erhöht werden 
können. 

(Vgl. in § 56 das unter Ziff. 1 b) und c) S. 551 sowie 552 Gesagte.) 
Besteht der Zylinder aus zähem Material, z. B. aus Flußeisen, so wird 
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Vergrößern wir die Wandstärke fortgesetzt, bis schließlich in 
der Gleichung 

1 3 + 0 4 (-'··)
2 

1,3 r,;" + 0,4 r12 ' ' ra 
k =- --p.=--- ------- P· 

z r42_,12 • ('•)2 , 
1- --

r(J 

~;:Y Null gesetzt werden darf, so ist k,=1,3p1, unter welche 

Anstrengung also nicht zu gelangen ist, wie oben bereits festgestellt. 

I 
I 
I 

I I . :tDI _i ___ :- - i- -

I 

Fig. 4. 

nach Oberschreiten der Streckgrenze im Innern da.s weiter nach außen gelegene 
Material in höherem Maße herangezogen werden. 

Bei Gußeisen und ähnlichen Materialien können Gußspannungen (vgl. S. 284) 
die Widerstandsfähigkeit ganz wesentlich beeinfluBBen. 

Der Einfluß der etwaigen Veränderlichkeit von m ist von keiner großen 
Bedeutung. 

Der Einfluß einseitiger, d. h. innerer oder äußerer Erwärmung (Abkühlung) 
ist im Auge zu behalten. 

Versuche über die Widerstandsfähigkeit dickwandiger Hohlzylinder gegen­
über innerem Cberdruck sind in neuerer Zeit durchgeführt worden von 
Krüger (::\Iitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 87). Aus den Unter­
suchungen geht hervor, daß die im vorstehenden gegebenen Glei<'hungen mit 
d<'n \'erijuchscrgebnissen recht befriedigend übereinstimmen. 
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Die erkannte Unvollständigkeit der Ausnützung der Widerstands­
fähigkeit des Materials, die um so bedeutender ist, je größer die 
Wandstärke, hat zur Konstruktion von zusammengesetzten 
Hohlzylindern (Ringges~hützen usw.) geführt, deren Wesen sich 
aus folgendem ergibt. 

Wir denken uns den Hohlzylinder des soeben behandelten Bei­
spiels aus zwei Hohlzylindern bestehend: 

einem inneren, für den r, = 40 mm, r a = 70 mm, 

" äußeren, '' " r,=70 " r,.=100 " . 

Der äußere Zylinder sei auf den inneren (warm oder in anderer 
Weise) so aufgezogen, daß dieser zusammengepreßt wird; infolge­
dessen tritt bei dem inneren Zylinder eine nach innen wachsende 
Druckspannung auf. \Wenn nun jetzt die gepreßte Flüssigkeit 
(Arbeitsflüssigkeit) den inneren Zylinder belastet, so fällt hier die 
Zuganstrengung um den Betrag geringer aus., welcher der Druck­
anstrengung entspricht, die durch das .Aufziehen des äußeren Zylinders 
mit Pressung wachgerufen worden war. Dagegen ergibt sich die 
Zuganstrengung des äußeren Zylinders um denjenigen Betrag größer, 
der von dem Aufziehen auf den inneren herrührte. Zweckmäßiger­
weise wird man bei solchen, aus mehreren Hohlzylindern zusammen­
gesetzten Zylindern dahin streben müssen, daß die Spannungen an 
den Innenflächen der einzelnen Zylinder unter Einwirkung der 
Flüssigkeitspressung gleich groß ausfallen. 

Bei .Anwendung der entwickelten Gleichungen auf den Fall eines 
solchen zusammengesetzten Hohlzylinders wird, wenn streng ver­
fahren werden soll, zu beachten sein, inwieweit die zylindrischen 
Wandungen in axialer Richtung Dehnungen erfahren. 

Für im Verhältnis zum Halbmesser geringe Wandstärke 
8 = r a - r1 kann mit genügender Annäherung gleichmäßige Vertei­
lung der Spannungen über den Waudungsquerschnitt angenommen 
werden. Dies gibt für den l langen Hohlzylinder 

2r;lp,< 2slle,, 
woraus 

oder s>r,-=i_. . . . . . 16) 
lt 

Aus der allgemeinen Gleichung 14 läßt sich diese Beziehung 
in folgender Weise ableiten. 

Mit m = oo ( d. h. die Zusammenziehung, die ein in Richtung 
seiner .Achse gezogener Stab senkrecht zu dieser erfährt, wird ver­
nachlässigt) folgt zunächst 
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Unter Beachtung, daß bei geringer Wandstärke Pi nur einen 
kleinen Bruchteil von k. bilden kann, 

P· 
Ta-T;= 8 =Ti k!.., 

• 
wie oben unmittelbar entwickelt wurde. 

Die Spannung a, die in dem senkrecht zur Achse gelegenen 
Querschnitt • 

1l (rG 2- r;2) 

des Hohlzylinders eintritt, findet sich aus 

1lr.2p.=:n(r 2_,_2'Ja 
1 ' Cl l 

zu 

d. h. halb so groß als die Anstrengung (nach Gleichung 16) 
in Richtung des Umfanges. 

Die Brucherscheinungen bei Hohlzylindern werden, wie die­
jenigen beim Zerreißen von Zugstäben, in hohem Maße von den 

Fig. 5.· 

Eigenschaften des Materials beeinftußt. Besteht der Hohlzylinder 
aus Gußeisen, so erfolgt der Bruch längs einer Mantellinie und die 
Bruchfläche verläuft ungefähr in einer Ebene, die durch die Zylinder­
achse geht ( Axialebene ). vgl. Fig. 5. links. 
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Besteht der Zylinder aus zähem Material, so erfolgt der Bruch 
in einer schrägen Fläche, vgl. Fig. ö, rechts. 

Fig. 6 und 7, Taf. XXIII, zeigen durch Wasserdruck gesprengte 
Hohlzylinder aus zähem Stahl. Fig. 8 gibt den Querschnitt durch 
eine aufgesprengte Flasche •aus solchem Material wieder. Die Bruch­
ränder sind schneidenartig gestaltet (vgl. den Bruchverlauf beim 
Zugversuch, Fig. 16 und 16, Taf. I, Fig. 20 und 21, Taf. III). 

Fig. 8. 

Wirkt die Drucksteigerung außerordentlich rasch, so erfolgt 
Trennung an vielen Stellen gleichzeitig. Hiermit ist die Splitter­
bildung bei Geschossen zu erklären. Das in Fig. 9, Ta.f. XXIII, ab­
gebildete Stück zeigt zahlreiche Anrisse, die in Übereinstimmung 
mit dem oben Bemerkten schräg zum Halbmesser verlaufen. Fig. 10 
gibt das Aussehen des Querschnittes nahe der Mitte wieder. 

-~ 
" ' 

Fig. 10. 

Fig. 11, Taf. XXIII, läßt einen Gußeisensplitter, Fig. 12 dessen 
Querschnitt erkennen. Die Bruchflächen haben im großen und ganzen 
die Richtung des Halbmessers. 

Ist das Material nicht zäh genug, um überall schräge Bruch­
richtung zu bewirken, aber nicht spröde genug, um llie Gußeisen 



C. ß.,,. h, Ela,tizilat. 7. Aufl. T4 XXlll. 

Fig. 7, § 5$, S. 588. Fig. 9. § 58, S. 588. 

Fig. 6, § 58, S. 588. 

Fig. 13, § 58, S. fl88. 

Fig. 11, § 58, S. 588. 
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zu brechen, so treten beide Bruchbilder gemeinsam auf, wie Fig. 13, 
Taf. XXIII und der zugehörige Querschnitt Fig. 14 zeigen (vgl. auch 
Fig. 7, Taf. XIV). 

_____ 15"~------------~ 

I 

-~-
/ 

----?Q'~p 
-.;;....::;,~ ........ 

Fig. 12. 

Fig. 14. 

Die Gestalt der Splitter hängt also im wesentlichen von den 
Eigenschaften des Materials, die Zahl derselben überdies von der 
Geschwindigkeit der Drucksteigerung ab 1). 

3. Äußerer Überdruck p,. (P; = 0). 

Wenn Flachdrücken oder Einbeulen der Wandung und bei großer 
Länge außerdem die in § 23 besprochene Knickung oder die in § 13. 
Ziff. 1 h, S. 202 u. f., erörterte Formänderung (vgl. Taf. XI, Fig. 7 
und 8) nicht zu erwarten steht, sind die Anstrengungen nach den 
Gleichungen 10 mit P; = 0 zu berechnen. Dieselben gehen dann 
über in 

m-2 r 2 
e =- ---- a--,.--p 

1 m r,.2 - r/ ,.. 

m - 2 r 2 m + 1 r 2 r .2 1 e =-- - -- ('- _!!_ __ p -------- a--a-•- p -
2 m ' r 2 - r.2 " m r 2 - r.2 " z2 ' a t a t 

. m- 2 r 2 m + 1 r 2 r.2 1 e =----- a --~--- - p + a _ _ct_ •- p -
3 m r 2 - r .2 " m r 2 - r .2 " z'l. · 

Cl I Cl I 

Den größten Wert erlangen die Anstrengungen ~ und .2 
(t (( 

die Inanspruchnahme 81- kommt als wesentlich kleiner wie die 
(( 

1) Bei Vornahme von Prüfungen ist, auch wenn diese durch Wasserdruck 
erfolgen, große Vorsicht geboten, insbesondere deshalb, weil nicht mit Sicher­
heit vorausgesagt werden kann, in welchen Richtungen Bruchstücke usw. fort­
geschleudert werden können. 
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gleichzeitige .Anstrengung !!_ nicht weiter in Betracht - auch hier 
a 

wieder für das kleinste z, d. h. für die Innenßä.che, und zwar 

in Richtung der Tangente (des Umfanges) 

( e9 ) 2m-1 r,/· r.' 
max -a = m - r '-r' p~~=1,7,. '-r.' fl., 

G i G t 

in Richtung des Halbmessers 

( ) 
3 9 t 

ma.x ~ =--__!_._ =09-'-11 -
a m r 9 -r 2 p11 ' r 2 -r.' p., 

II i II t 

sofern noch m = ~!? eingeführt wird. Hiernach 

2 

k> 17-~--p oder 
= ' ,.112 -ri' II 

r. 
r II = _;___;::;-'-=-----

1 I 1-1 7 'P. 
V • 1c 

• 17) 

. . • .. . 18) 

oder 

Auch hier gilt die zur Gleichung 14 gemachte Bemerkung, daß 
nur solche Verhältnisse möglich sind, für die 

k b k. 
P~~<1,7 zw. Pa<o,g· 

(V gl. das in Fußbemerkung 2 auf S. 584 und 585 über den Einfluß 
der Veränderlichkeit der Dehnungszahl Bemerkte.) 

Für verhältnismäßig geringe Wandstärke 8 = r • - r, findet 
sich unter den oben ausgesprochenen Voraussetzungen und auf dem 
gleichen Wege, der zur Beziehung 16 führte, 

lc>p _r,. 
=Cl 8 

oder • • 19) 

Bei den Entwicklungen dieses Paragraphen blieb der etwaige, 
die Festigkeit des Zylindermantels unterstützende Einfluß der Zy­
linderböden (und zutreffendenfalls der Quernähte) unberücksichtigt. 
Je kürzer der Zylinder im Vergleiche zum Durchmesser ist, um so 
bedeutender wird unter sonst gleichen Verhältnissen dieser Einfluß 
sein; je größer die Länge, um so mehr wird er verschwinden. In 
der Mehrzahl der Fälle tritt er in den Hintergrund; wo dies nicht 
zutrifft, kann seine Berücksichtigung schätzungsweise unter Beachtung 
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der Verhältnisse des gerade vorliegenden Sonderfalles dadurch er­
folgen, daß die zulässige Anstrengung des Materials entsprechend 
höher in die Rechnung eingeführt wird. 

Wenn der Hohlzylinder nicht aus dem Ganzen besteht, sondern 
aus einzelnen Teilen hergestellt wurde, die durch Nietung oder in 
anderer Weise verbunden sind, so wird auch die Widerstandsfähig­
keit der Verbindung in Betracht zu ziehen sein. 

Die im vorstehenden gegebene Berechnungsweise von Zylinder­
wandstärken setzte voraus, daß die FlüssigkeitspreBBung über den 
ganzen Umfang gleich groß ist. Die Wirklichkeit kann unter Um­
ständen recht erheblich hiervon abweichen, so z. B. bei sehr weiten 
wagerechten Rohrleitungen für Wasser, in denen der Druck von der 
Sohle nach dem Scheitel hin verhältnismäßig bedeutend abnimmt. 
und die nur an der tiefsten Stelle gelagert sind usw. Solche Fälle 
bedürfen besonderer Behandlung 1 ). 

Die Ermittlung der Wandstärken solcher Hohlzylinder, bei 
denen unter Einwirkung des äußeren Überdruckes ein Flachdrücken 
(Einknicken, Einbeulen) der Wandung zu befürchten steht, gehört 
bei dem derzeitigen Stand dieser Aufgabe sowie in Anbetracht der 
besonderen Einflüsse, die dabei zu berücksichtigen sind, an diejenigen 
Stellen, wo die betreffenden Gegenstände, zu denen solche Hohl­
zylinder gehören, behandelt werden 2). 

§ 59. Hohlkugel. 
Mit den Bezeichnungen 

ri der innere Halbmesser der Hohlkugel, 
r,. " äußere " " " 
k. die zulässige Zuganstrengung, 
k " " Druckanstrengung 

1) V gl. die Arbeit von F o r c h heim er in der Zeitschrift des östcrr. 
Ingenieur· und .Architekten-Vereines 1904, S. 133 u. f., sowie diejenige von 
Schmidt in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1916, S. 432 u. f.. 
s. 987. 

2) Ober die Berechnung der äußerem Überdrucke ausgesetzten Flamm­
rohre von Dampfkesseln findet sich Näheres in des V erfasserB Maschinen­
eleplenten, 1891/92, S. 147 u. f., 1908 (10. Aufl.), S. 237 u. f., 1913 (11. Auf!.), 
s. 247 u. f. 

Da.selbst ist auch der Einfluß der Rohrlänge auf die Widerstandsfähigkeit 
solcher Rohre erörtertJ 

Ober die tatsächlichen zuweilen recht bedeutenden Abweichungen von 
der Kreisform, die bei derartigen Rohren im Betriebe sich einstellen können, 
und mit denen trotzdem der Betrieb weitergeführt werden kann, vgl. des Ver­
fassers Mitteilungen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1910. 
S. 1018. Die Darlegungen a.n dieser Stalle dürften deutlich dafür sprechen. 
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finden sich auf demselben Wege, der in § &8 eingeschlagen worden 

ist, und für m = ~O die folgenden Beziehungen. 

1. Innerer "Öberdruck Pi· 

Die größte Anstrengung tritt auch hier an der InnenBäche ein: 

in Richtung der Tangente {des Umfanges) 

m+t, 8 + m- 2 ,.s 
2m 11 m • 

k.> -p·=· 
'~~s-r/ 

in Richtung des Halbmessers 

m+t 3 m- 2 3 ---r --·---r. m 11 m • 
1c > -----=---=--­

rlls_,ia 

. 1) 

Naturgemäß sind in denselben nur solche Verhältnisse möglich. 
für die sich endliche Werte von r 11 ergeben. 

Für im Verhältnis zum Halbmesser geringe W~ndstärke 
B = r 11 - r1 ergibt die aus 

n ri2 Pi<-.. 1c. 2n r;B 

oder 1 P· 
8'-=·-r. 1 •••••• 2J 

2 I 1c. 

die Anstrengung bzw. Wandstärke genügend genau. 

2. Äußerer Überdruck P,. (Pi= 0). 

Sofern Einknicken (Einbeulen) der Wandung nicht zu befürchtt-n 
steht 1), gilt für die Anstrengung, die auch hier wieder an der Innen­
fläche den Größtwert erreicht. 

daß Gleichungen für die Wandstärken von Flammrohren usw. nicht ledig­
lich vom Standpunkte der Elastizitäts- und Festigkeitslehre aufgestellt wer­
dPn können. 

1) Über die Berechnung von kugelförmigen Wandungen, bei denen Ein­
beulen zu befürchten steht, s. des Verfassers Arbeit "Die Widerstandsfähigkeit 
kugelförmiger Wandungen gegenüber äußerem Überdruck" in der Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1902, .S. 333 u. f., oder Heft 6 der "Versuche 
über die Widerstandsfähigkeit von Kesselwandungen", oder auch "Maschinen­
elemente", 10. Auf!., S. 256 u. f., 11. Auf!., S. 266 u. f. 

Auch hier gilt der Schlußsatz der vorhergehenden Fußbemerkung. 
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in Richtung der Tangente (des Umfanges) 

k>~m-1) r.s =1,05 r.s 
2 m r s_,_s Pa r s_ r.s Pa' 

G I CJ I 

in Richtung des Halbmessers 

k >.!_~_s_. -
•= m r.s_,ia Pa 

r a 
0,9 8 ° 8 Pa· r. -r, 

Für verhältnismäßig geringe W andstä.rke wie oben 

k>_!_ ~ oder 
= 2 P. s 

1 Pa s=-r-2 G k 

593 

3) 

4) 

Die zwei letzten Sätze von § 58 sind auch sinngemäß auf die 
Hohlkugel zu übertragen und demgemäß zu beachten. 

C. Bach, Elutlzltlt. 7. Auft. 38 



Siebenter Abschaltt. 

Plattenförmige Körper. 

Die Erörterung der Widerstandsfähigkeit ebener Platten und 
Wandungen gegenüber einer gleichförmigen Belastung, insbesondere 
durch Flüssigkeitsdruck, oder gegenüber senkrecht zu ihnen wirken­
den Einzelkräften führt auf eine der schwächsten Stellen der Elasti­
zitäts- und Festigkeitslehre. 

Eine vom mathematischen Standpunkt· aus strenge Ableitung der 
Inanspruchnahme, welche die am Umfange gestützte oder einge­
spannte Platte bei der bezeichneten Belastung erfährt, war nach Wissen 
des Verfassers nur für den Fall der ebenen kreisförmigen Platte. 
der Scheibe, unter gewissen Voraussetzungen gegeben worden, die 
übrigens in den meisten Fällen zu einem erheblichen Teile mit den 
tatsächlichen Verhältnissen in Widerspruch stehen, wie später näher 
auszuführen sein wird (§ 60, Zitf. 2). 

Für die elliptische Platte fehlte es trotz ihres häufigen Vor­
kommens als Mannlochdeckel usw. überhaupt an einer Beziehung 
zwischen der Flüssigkeitspressung, den Abmessungen und der Material­
anstrengung. 

Die zur Bestimmung der Inanspruchnahme rechteckiger 
Platten vorliegenden Angaben beruhen auf Entwicklungen, die zwar 
zunächst den streng wissenschaftlichen Weg einschlagen, sich jedoch 
im Verlaufe der Rechnung zu vereinfachenden Annahmen gezwungen 
sehen, welche die Zuverlässigkeit der Ergebnisse beeinträchtigen. 
Überdies muß von wesentlichen der gemachten Voraussetzungen das 
gleiche gesagt werden, was in dieser Hinsicht bei der kreisförmigen 
Platte bemerkt wurde. Der zur Lösung der Aufgabe nötige Aufwand 
an mathematischen Hilfsmitteln ist trotzdem und ganz abgesehen 
von der U mfänglichkeit der Rechnungen ein sehr bedeutender und 
geht recht erheblich über das Maß hinaus, das dem zwar wissen­
schaftlich gebildeten, jedoch mitten in der Ausführung stehenden 
Ingenieur durchschnittlich noch geläufig ist. 

Auf andere als ebene Platten erstreckten sich diese Betrachtungen 
überhaupt nicht, also nicht auf Deckel von den Formen, wie sie z. B. 
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die Figuren 1 bis 5 wiedergeben. Querschnitte dieser Art aber sind 
bei den in der Wirklichkeit vorkommenden Deckeln und dergleichen 
weit häufiger zu finden als das einfache Rechteck. 

{)nter diesen Umständen erschien die Sicherheit, mit welcher 
der Konstrukteur die Inanspruchnahme von Platten und Wandungen 
der in Frage stehenden Art tatsächlich. feststellen kann, durchschnitt­
lich recht gering; in nicht wenigen Fällen konnte überhaupt nicht von 
einer Sicherheit, sondern es mußte vielmehr von einer Unsicherheit 

~Wd/~ 
Fig. 1. Fig. 2. 

J<'ig. 3. Fig. 4. 

Fig. 5. 

gesprochen werden, die bezüglich der Widerstandsfähigkeit solcher 
Konstruktionsteile besteht. Dieser Zustand mußte um so drückender 
empfunden werden, als auf manchen Gebieten des Maschineningenieur­
wesens (Dampfkessel-, Dampfmaschinenbau usw.) Aufgaben der in 
Frage stehenden Art sich sehr häufig zu bieten und hier überdies 
eine hohe, auch auf Menschenleben sich erstreckende Verantwortlich­
keit einzuschließen pflegen. 

Bei dieser Sachlage hat sich Verfasser zur Befriedigung der vor­
liegenden überaus dringlichen Bedürfnisse veranlaßt geflehen, einen 
Näherungsweg einzuschlagen, wie er sich aus dem Späteren (§ 60, 
Ziff. 4, § 61, § 62, § 63) ergeben wird. Die erste dahingehende Ver­
öffentlichung findet sich in der Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1890, S. 1041 u. f. 
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§ 60. Ebene kreisförmige Platte (Scheibe). 

1. Ermittlung der Anstrengung auf dem Wege der Rechnung. 

_ Die Behandlung dieser Aufgabe ist 1860 von Winkler und 1866 
von Grashof der Öffentlichkeit übergeben worden. Der Gang der 
Entwicklungen ist bei beiden im wesentlichen derselbe. Die folgenden 
Rechnungen rgeben die Lösung wieder, wie sie sich in Grashofs 
Theorie der Elastizität und Festigkeit 1878, S. 329 u. f. findet. 

Fig. 6. 

I'IJ 

.m 

Fig. 7. 

Die Scheibe von der Stärke h wird aufgefaßt .als am Umfange 
vom Halbmesser r frei aufliegend, wie in Fig. 6 dargestellt, oder als 
daselbst eingespannt, wie Fig. 8 wiedergibt (wobei jedoch der Einfluß 
des über den Kreis vom Halbmesser r vorstehenden Scheibenrandes 
auf die Widerstandsfähigkeit unberücksichtigt bleibt), und in bezug 
auf ihre Belastung angenommen, daß diese im allgemeinen bestehe 

aus einer Einzelkraft P, die im Mittelpunkte angreifend senk· 
recht zur Oberfläche gerichtet ist, 
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aus einem gleichmäßig über die Oberfläche nr2 verteilten Normal­
druck von der Größe p auf die Flächeneinheit und 

aus einer auf die kreiszylindrische Mantelfläche 2 :nrh gleich­
mäßig verteilten, radial auswärts wirkenden Kraft, deren Größe p1 

auf die Fläc~eneinheit beträgt!). 

---sr~-~---

1 
Fig. 8. 

Die Scheibe, die zunächst noch nicht belastet sei, denkt man 
sich auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, dessen x- und 
y-Achse in der Mittelebene liegen, während die z-Achse senkrecht 
dazu (positiv nach unten) gerichtet ist (Fig. 6 und 7). Der in der 

\ 
I ' 

(\ 
' \ 

I \ 
I 

~· I 
Fig. 9. 

xz-Ebene gelegene beliebige Punkt P der Scheibe erscheint durch die 
Abszisse x und den Abstand ,1. von der ursprünglich ebenen Mittel­
fläche bestimmt. Unter Einwirkung der Belastung geht die letztere 
in <'ine Rotationsfläche über (Fig. 9), deren Meridianlinie durch die 
Koordinaten x und z festgeh•gt wird. 

1 I Wirkt diese Kraft allein, so gilt GI. 15 in § 66. 
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Werden nun für den in Betracht gezogenen Punkt P bezeichnet 

mit o"' die Normalspannung und mit e"' die Dehnung in Richtung 
der x-Achse, 

mit a11 die Normalspannung und mit e11 die Dehnung in Richtung 
der y-Achse, . 

mit a. die Normalspannung und mit e, die Dehnung in Richtung 
der z-Achse, 

so ergeben sich auf demselben Wege, auf dem die Beziehungen 3, 
§ 68, gefunden wurden, die Werte 

Unter der Voraussetzung, daß die Stärke k der Scheibe gering 
ist gegenüber 2 r, kann die Spannung a, nur klein ausfa.llen im Ver­
gleich zu o"' und a11 • Demgemäß vernachlässigt man o,, d. h. setzt 

E + E.,_+ Eil +_e~ = 0 
z m-2 ' 

woraus folgt 

und erhält hiermit 

Bedeuten für den Punkt P' der Mittelßäche, der um x von der 
z-Achse absteht (Fig. 6, 9), 

e,/ und e11' die nach der Richtung der x- bzw. y-Achse genom­
menen Dehnungen, 

e den Krümmungshalbmesser der Meridianlinie, 
(!1 " " " Mittelfläche irr dem dazu senk-

rechten Norma.lschnitt, 
welche Radien als sehr groß gegenüber den Abme88Uilgen der 

Scheibe vorausgesetzt werden, 
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so ist mit der Annäherung, mit welcher die für gerade stabförmige 
Körper l'rmittelte Gleichung 1, § 16, nach hier übertragen werden darf, 

'+ Ä e.,=e., 
(} 

und 

Da nach Gleichung 14, § 16, 
1 d2 z 
--=""'--(} d:J;'I. 

und ferner (?1 gleich der Länge der Normalen bis zum Durchschnitt mit 
der Achse der Rotationsfläche ist, d. h. unter Bezugnahme auf Fig. 9 

X :& X 
(! = ---="""'·-=-=--· 

1 sintp tg IP dz 
-d:x: 

1 1 dz -=-----
(}t X dx' 

so ergibt sich 

e.,=e,. -l d:x:2 ' d,2z \ 

, l dz 
e =e -----

. . . . . . . • • 2) 

" " xdx 

und nach Einführung dieser Werte in die Gleichungen 1 

n = -~ -- {me '+ e '- Ä.(m d2z +_!_ lk)}} 
"' (m2 -1)a '" II d:x:9 :x: dx 

• • 3) 

n"=(m~ m 1)f:{e.,'+me"'-A.(;;+~t)} 
Die Spannungen ax' und a11' in dem Punkte P' der Mittelfläche, 

die !.lieh aus den Gleichungen 3 für l = 0 ergeben, rühren - unter 
dl.'n gemachten Voraussetzungen - nur von der Spannung Pt am 
"Cmfangsmante-1 der Scheibe her, somit 

, ' 0., =011 =p1 

und infolgedessen auch aus den Gleichungen 3 mit l = 0 

a",' = (m2.: 1)a { m ex' +eil'}= Pt 

folglich 
, , m-1 

e"' =e11 =H----.-Pt· 
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Hiermit liefern die Gleichungen 2 

e~==apl m m _1 - l ::~} 
• • . • . . . 2a) 

m-1 ldz 
e =ap -----

11 1 m xdx 

4) 

" -i,' ..d. ~·-'-:---11--'-•·+~.dJ, 
r...c~.s. 

Fig. 10. 

Vom Punkte P ausgehend denkt man sich ein Körperelement, 
Fig. 10, mit den Querschnittsabmessungen iJ.:J; und dl konstruiert und 
herausgeschnitten, sodann die auf dasselbe wirkenden Spannungen 
eingetragen, wobei zu berücksichtigen ist, daß Behubspannungen nur 
da auftreten können, wo Winkeländerungen (Gleitungen) stattfinden, 
und die Gleichgewichtsbedingung 

a .. xilqJdl+ 2 o11 sin ~ dldx+ "~""(z+ ~)dpdx 

-(o .. + ~;dx)(x+tlx) ilqJdl :_ (T"+ ~i tll) (x+ ~)dfpdz=O 
aufgestellt. Aus derselben folgt 
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da,., d-r11 o -o -x--x-=0 
" "' dx d). ' 

Nach Einführung der Gleichung 4 

~l = ~ [P1- m2m 1 ~-;,. (:~ +: ~~)-pl 
m 1 ( d3z d2z d2z)l 

+m2-i{(l mxdx3+max2+dx2 J· 

und durch Integration in bezug auf die Veränderliche ). 

m2 1 ).2 (d3z 1 d2z 1 dz) 
r"= m'.l-1 a2 dx3 + xdaP- aPdx +O. 

h 
Die Konstante 0 ist bestimmt dadurch, daß für ). = + - die -2 

Schubspan~~:ung -r11 = 0, somit 

m2 1 h2 -4).2 (d3z 1 d2z 1 dz) 
T --·------ --+-----~~- m2 - 1 a 8 dxa x dx2 x 2 dx ' 

. . 5) 

. Das Vorzeichen von .,; deutet an, daß der ursprünglich rechte 
Winke~ an dessen Kanten in Fig. 10 die Behubspannungen einge­
tragen sind, in einen stumpfen übergeht, diese also nicht in den ein­
gezeichneten, sondern in den entgegengesetzten Richtungen wirken. 

Um z als Funktion von x zu erhalten, denkt man sich eine 
Scheibe vom Halbmesser x, Fig. 11, herausgetrennt. Auf dieselbe 
wirkt in Richtung der Scheibenachse die Belastung P-+ :nx2 p, die 
durch die Schubkräfte übertragen werden muß, somit 

' " 2 f .,;11 • 2 nxd). = P + 71X2 p, 
,, 

wobei die Integration nach Einführung des absoluten Wertes von r11 

aus Gleichung 5 lediglich in bezug auf l zu erfolgen hat. Es er­
gibt sich 
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h 

ll 

mll 1 (d3z 1 d'z 1 dz)j'h;z- 4 Ä.2 

2 nx m2-t a dx3 + x dx2 - x'ax - . 8--d..t 

" 
und somit in 

die Differentialgleichung der Meridianlinie. 

Die Einsetzung des Ausdrucks auf der rechten Seite dieser Glei­
chung in Gleichung 5 ergibt für die absolute Größe der Schubspannung 

f = ~ h'"-:- 41' (px + ~) 7) 
V 4 Jt,3 7fX • • • • • • • . 

Wie ersichtlich, würde fv für x = 0, d. h. für die Mitte der 
Scheibe, unendlich groß werden, sofern P > 0 ist. Dies vt>rlangt, 
daß die Einzellast P nicht als im Mittelpunkt der Scheibe zusammen­
gedrängt angreifend, sondern als auf eine mit der Scheibenoberfläche 
konzentrische Kreisfläche vom Halbmesser r0 verteilt gedacht wird, 
wobei r0 natürlich klein gegenüber r anzunehmen ist.· An die Stelle 
der Kreisfläche nr02 kann auch der Kreisumfang 2 nr0 treten. 

Mit den abgekürzten Bezeichnungen 

m9 -1 6 m2 -1 6 P 
---:;--a 13 p=a, -··-a--=b m' ,. m2 Aa :n 

geht Gleichung 6 über in 

d3z + _!_ d 2z _ _!_ dz = ax + !!._ 
rJ.x3 X dx'~ x' dx X ' 
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und da die linke Seite gleich 

so ist auch 

~-{].-~-(x dz)}=ax+ b 
dxxdx dx x' 

woraus folgt 

und wegen 

f z2 
:r:ln:r:d:r:= 4 (2lnx-1) 

dz = -~ :7fl + b X (2 ln. X- 1) +~~X+ C~ • • • • H) 
dx 8 4 2 x 

Somit 

z = : 2 x4 + -~ X 2 (ln x- 1) + i x 2 + c2 ln x + c3 • • • 9) 

Hiernach finden sich für die in den Gleichungen 4 auftretenden 
Werte 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ist zunächst zu be-
dz 

achten. daß für x = 0 auch dx = 0, d. h., daß die Tangent_e an der 

MPridianlinie im Scheitel derselben wagrecht sein muß, also nach 
. GlPicbung ß 

Da 

b c 
0= 2 (zlnx)+; 

lnx 
xltax=-

1 
X 

für x=O. 
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und dieser Wert für x = 0 zu 00 wird, so ist für Zähler und Nenner 
00 

der erste Differentialquotient zu bilden: 

Hiermit 

O=o+(S-) , 
X :e=O 

was nur durch o11 = 0 ermöglicht wird. 
Ist die Scheibe :am Rande nur gestützt, also lose auf­

liegend, so muß für alle Punkte des Umfangsmantels der Scheibe, 
d. h. für x = r und für jeden ,;möglichen Wert von l a :e = p1 sein. 
Nach der ersten der Gleichungen 4 ist das nur möglich, wenn 

rl2z + 1 rlz 0 
m rlx11 x dx = ' 

woraus nach Einführung der rechten Seiten der Gleichungen 10 folgt 

1 3m+ 1 q ( 1 m -1) 
o1 = - 4 m + 1 ar- - b ln r +2 m + 1 . . . 11) 

j-1» 

Fig. 12. 

Ist. die Scheibe am Rande eingespannt, so daß die x-Achse 
an der Befestigungsstelle Tangente an der Meridianlinie ist, Fig. 12 

(vgl hierüber aüch § 53), dann muß für x = r ~ = 0 sein, somit 

nach Gleichung 8, da c2 = 0, 

a S + b ( l ) I Cl 0 = S r 4 r 2 n r- 1 1 2 r, 

c =-~ r'l-b (znr- _!_) 
1 4 2 

. • . . . 12) 



§ 60. Ebene kreisförmige Platte. 605 

a) Die Scheibe ist nur durch p gleichmäßig belastet; 

P=O. 
Mit P == 0 wird 

m9 -1 6 P 
b= 2 au-=0. m ,. :n 

Die Konsta.nte Ca der Gleichung 9 bestimmt sich dadurch, daß 
für z = r z = 0 sein muß, also, da c11 = 0 (S. 604 ), aus 

zu 

a e 
O=-r'+....!r11 +c 

32 4 3 

a • el ' c.=- 32 r _4,. · 

Damit geht die Gleichung 9 der Meridianlinie über in 

a e ( r'+x' )"'-x' z=--(r'-x4)-_!(r1-x11)=- a--+c 
32 4 8 1 4 

a) Die Scheibe liegt am Rande lose auf. 

Gleichung 11 ergibt mit b = 0 

c =-_!_3m+ lar' 
1 4 m+1 · 

Durch Einführung dieser Größe und von 

m'-1 6 
a = ---;nii- a ks p 

in Gleichung 13 liefert diese 

13) 

3 m' -1 p (ö m + 1 ) 
z = 16 m, a h' m + 1 r' - x' (r' - x') . . . 14) 

Hieraus folgt die Durchbiegung in der Mitte für x = 0 

z'- ~(m-1)(6m+1) r4 

-16 m' ap k• • . . . . • 16) 

d . 10 
un m1t m=--

3 

Für p1 = 0 gehen die Gleichungen 2 e. über in 

. . . . . 16) 
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d~z · 3 m2-1 p (3m+t q ') e =-l-=----cc-l ----r·-3:.: . 
"' tk2 4 m~t h8 m + 1 · 

e =- -~ dz = ~ ~~- .1 a 1?_ l ( 3 "' + 1 r' -- z'l.) . 
II z tk 4 m' h8 m + 1 

Diese Dehnungen erlangen ihren größten Wert für :.: = 0 (Mitte 

der Scheibe) und für l = + ·! (äußerste Fase~). Diese Höchstwerte 

sind überdies gleich groß. nämlich 

max (e \ = + ~ (m- 1) (~_'." _+!] a ('!:...) 2p = max (e ). 
eJ - 8 m2 A 11 

An den bezeichneten Stellen sind die Schubspa.nnungen nach 

Gleichung 7 gleich Nnll. somit ist max (-;~) die größte Anstrengung 

und demgemäß mit leb als zulässiger Biegungsinanspruchnahme 

lc > + ~- (m _=l)(3m+!) ( !:._) 2p. 
''=- 8 m2 h 

17) 

Mit m= ~O wird 

18) 

P) Die Scheibe ist am Umfange eingespannt. 

Gleichung 12 liefert mit b = 0 

9 ·• cl =--4 r·. 

In ganz gleicher Weise wie unter a) ergibt sich hier die Gleichung 
der Meridianlinie · 

Z= 136 msm2 1a -Ja (r2-z2)' •...• • 19) 

und hieraus die Durchbiegung in der Mitte (:.: = 0) 

. • • 20) 

d "t 10 un mt m=-
3 

••• 0 0 21) 
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Aus den Gleichungen 2a. folgt, da 

_!_ dz =·~~~-1 a _}!_(r2-:r:~) 
:r: dx 4 m2 k8 ' 

e!l m- 1 H m2 - 1 p q Q 

- = --- p +---.,--- ,t (r·- :r:·). a m 1 4 m· h8 

Fig. lß. 

Ist. w1e vorausgesetzt. p1 >,. 0, so erlangt _ex_ zwei größte Werte~ 
f( 

den einen für x = ( l und }. = --+-- k (Mitte der Scheibe. unterste 
' 2 

Faser. bei A. Fig. 1 ß) und den anderen für x = r und i. = - }t 
2 

iEinspannstelle, oberste Faser, bei B. Fig. 13). Der erstere beträgt 

max (er) = m .:=._!_ p + ~ ~~-=! (·~-)2p. 
t: 1 m 1 · ~ m2 h 

der letztere 

max ( ~-)~ = ~m-~- Pt+ -1 ~~m2 1 (~)2p. 
Dieser ist der größere 1); somit, da die Schubspannungen nach 

Gleichung 7 für i. = + !!__ Null werden. -- 2 

1) In Wirklichkeit pflegt die Einspannung nur eine unvollkomm~ne zu 
sein. Durch Nachgiebigkeit des befestigten Scheibenrandes (gegenüber dem 
Zustande vollkommener Einspa.nnung) nimmt die Anstrengung der Scheibe an 
dem Rande ab, dagegen diejenige in der Scheibenmitte zu. Hierbei steigt 

rlie letztere für p 1 = 0 von dem Werte -~ !!l2m~ l (~ rp, d. i. 0,34 ( ~) 9p bei 
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10 
und mit m=-

3 

Plattenförmige Körper. 

3 m11 -1 (')' k >----- 'P 
b= 4 m9 1t, 

. . . 22) 

. 23) 

b) I>i e Scheibe liegt am Rande frei auf und ist nur durch 
die in der Mitte angreifende Kraft P belastet. 

Die Gleichung der Meridianlinie ergibt sich in gleicher Weise, 
wie unter a) ermittelt, bei Beachtung, daß 

m11 -1 6 
a=~-a kBp=O (wegen p=O), c1 =0, 

und für 
:e=r z=O 

aus Gleichung 9 zu 

z=-: {r'(lnr-1)-:e'(Zn:e-1)}- i (r'-:e'). 

Nach Einführung von 

c1 =-b (znr+ ~ =+ !) 
und 

m2 -1 6 P 
b=------a-- --m9 JaS n 

wird 

tn = 1: , gültig für vollkommene Einspannang, bia zu dem durch Gleichung 17 

bestimmten Betrag, d. i. 0,87 (;) '., bei "'= ~O, gültig für Freiaufliegen, 

3 ••-1 (r )' während die Beanspruchung am Umfange von dem Werte 4 -_.-- T p, 

d. i. 0,68 (;) 1p bei "'= ~O, bis auf Null sinkt. Für eine gewi8lle Nach­

giebigkeit an der Befestigungsstelle wird die Anstrengung der Scheibe am 
geringsten ausfallen (vgl. S. 497 u. f.). 
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Somit die Durchbiegung in der Mitte der Platte (x = 0) 

z'=~(m-_1)(3~-±_!laP r~ 25) 
4.n: m~~. hs 

10 
und mit m = -- -

3 

26) 

Die Gleichungen 2a führen mit den Gleichungen 10 sowie unter 
Beachtung,· daß p1 = 0, c, = 0 und c1 durch Gleichung 11 bestimmt 
ist, sowie unter Berücksichtigung der Bedeutung von b zu 

e =-'~ m2 -__!_a p(zn!__- 1 • ).t 
"' .n: m2 h3 x m -f 1 ' 

•3 m 2 - 1 P ( r m ) 
e"=;_-~2-a k3 ln-;+ m+1 A.. 

Wird gemäß der Bemerkung zu Gleichung 7 (S. 602) die Kraft P 
auf der Kreislinie 2 .n: r 0 - in Wirklichkeit auf der dieser Linie 
entsprechenden schmalen Kreisringfläche - gleichmäßig verteilt an­
genommen, wobei r0 klein gegen r, immerhin aber so groß voraus­
gesetzt ist, daß der größte Wert der aus Gleichung 7 folgenden 
Schubspannung, d. i. wegen A. = 0, p = 0 und x = r 0 , 

3 p 
t'max= 4 .n:hr~ · · · ...... 27) 

das höchstens noch für zulässig erachtete Maß nicht überschreitet, 
so ergeben sich die Größtwerte von e" und e11 für 

k 
x=r0 und 1=-, 

2 
und zwar ist 

max (!."--) = 2_ m ~ -_ ~ (zn r _j_. - ~) p 
a 2 .n: m2 r0 ' m + 1 k~ 

die größere der beiden Anstrengungen 1); somit, da die Schub-

spannungen nach Gleichung 7 für A. = + : Null werden, 

kb > 2__ ~~ ., -~ (zn !"___ + -~) p• . . . . • 28) 
=2.n: m- r 0 m+ 1 h-

Hierbei ist allerdings vorausgesetzt, daß die der Schubspannung 
Gleichung 27 entsprechende Dehnung nicht eine größere Anstrengung 

1) Streng genommen, wäre noch die Formänderung und die Anstrengung 
innerhalb des mittleren Teiles der Scheibe, entsprechend dem Durchmesser 2 r0 , 

zu untersuchen; hierauf sei zunächst verzichtet. 
('_ Ba c b, Elaatlzlt&t. 7. Auf!. 39 
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liefert, was im Falle vollkommener Gleichartigkeit des Materials 
darauf hinauskommt, daß 

_3 h_P _m+ 1 <max (!Y__) ....... 29) 
4.n r0 m = a 

Diese Voraussetzung wird erfüllt sein, wenn die Scheibenstärke k, 
die nach Gleiohung 28 die Anstrengung mit der zweiten Potenz 
beeinßußt, verhältnismäßig klein gegenüber r ist, welche Annahme 
der ganzen Entwicklung dieses Paragraphen zugrunde liegt ( vgl. S. 598 ). 
Andererseits fassen diese Entwicklungen die Scheibe als biegungasteil 
auf, setzen also voraus, daß sie sich nicht als Membrane verhält. 

Gleichung 27 bzw. 29 ermöglicht übrigens in jedem Falle eine 
Prüfung. 

Ml't 10 h G m = · · ge t leichung 28 über in 
iJ 

kb > 0,334 ( 1,3 ln ; + 1) ~ 
0 

. 30) 

2. Vergleichung der Voraussetzungen, die bei den unter Ziff. 1 
durchgeführten Rechnungen gemacht worden sind, mit den tat­

sächlichen Verhältnissen 1 ~ 

In den weitaus meisten Fällen der Verwendung plattenförmiger 
Körper im Maschinenbau handelt es sich um die Widerstandsfähig­
keit gegenüber Flüssigkeitsbelastung. Die Platten müssen alsdann 
in der Regel, damit sie abdichten, kräftig gegen die Dichtungsfläche 
gepreßt werden. Sie liegen also keinesfalls lose auf ihrem Wider­
lager auf, können auch häufig nicht als einfach eingespannt auf­
gefaßt werden, sind vielmehr meist eigenartig befestigt. Betrachten 
wir beispielsweise die Scheibe, die in Fig. 14 ein zylindrisches Hohl­
gefäß verschließt. so erkennen wir sofort, daß, noch bevor die 
Flüssigkeitspressung wirkt, schon durch das Anziehen der Flanschen­
schrauben die Scheibe sich wölben muß, und zwar um so mehr, je 
größer der Abstand :x: der Schrauben von der Dichtungsstelle, d. h. 
von derjenigen Umfangslinie ist, in welcher der Widerlagsdruck des 
Dichtungsringes zusammengedrängt angenommen werden darf. Wo 

1) Wie S. 596 bemerkt, entsprechen die unter Ziff. I gegebenen Entwick­
lungen der von Grashof in seiner bekannten scharfen und klaren Weise auf­
gebauten - erstmals vor rund 50 Jahren veröffentlichten - Berechnung der 
kreisförmigen Platte. In der "Festigkeitslehre" von Föppl, 1900, S. 273 u. f. 
ist grundsätzlich in gleicher Weise vorgegangen, jedoch zu einem Teile ein etwas 
anderer Gang der Rechnung - unter Weglassung der radialen Belastung p, 
am Scheibenumfang - gewählt. Die wesentlichen Voraussetzungen und die 
Endergebnisse der Rechnung sind die gleichen wie bei Grashof. 

Vgl. auch die S. 616 genannten Arbeiten von ~nsslin. 
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diese Umfangslinie tatsächlich liegt, d. h. wie sich der Widerlags­
druck über die Breite der Dichtungsscheibe verteilt, ist unbestimmt. 
Die Scheibe wird also bereits auf Biegung beansprucht, noch ehe 
eine Flüssigkeitspressung in Tätigkeit getreten ist. Diese Inanspruch­
nahme kann bei kräftigem Anziehen der Schrauben unter V mständen 
schon allein die zulässige Anstrengung des Materials überschreiten 1). 

X 

~~--, 
Fig. 14. 

Aber selbst dann ist die Sachlage anders, als die Rechnung 
voraussetzt, wenn ein solcher Hebelarm x nicht vorhanden wäre, 
wie z. B. im Falle der Fig. 15, welche die vom Verfasser in seinem 
Versuchsapparat zur Prüfung ebener Platten angewendete Befesti-

lw-P~W~ 
I t I 

L_ _____ d·zr-1--------~ 
I i 

Fig. 15. 

gungsweise zeigt 2). Die Scheibe liegt hier unten (Seite der gepreßten 
Flüssigkeit) auf einem Dichtungsring von weichem Kupfer (etwa 
8 mm stark) und stützt sich oben gegen eine etwa 2,5 mm breite 
Ringfläche von dem gleichen mittleren Durchmesser wie der Kupfer­
ring. Durch Schrauben wird das Oberteil des Apparates gegen das 

_ _ 1) Auf die Bedeutung dieser zusätzlichen Inanspruchnahme macht H. K e 11 er 
in seiner neuesten Arbeit: "Beanspruchung eines Lokomotivzylinderdeckels mit 
üher die Dichtfläche frei hinausragendem Schraubenflansch", Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1917, S. 526 u. f. aufmerksam; in seiner all­
gemeinen Veröffentlichung "Berechnung gewölbter Platten". Mitteilungen über 
Forschungsarbeiten Heft 124 (1912) war das noch nicht geschehen. Ausführ­
liche Besprechung dieser Verhältnisse [hat Verfasser schon vor einem Viertel­
jahrhundert gegeben (Protokoll der 21. Versammlung des internationalen Ver­
bandes der Dampfkesselüberwaehungsvereine, Nürnberg 1892, S. 83 u. f ; Ma­
schinenelemente, VII. Abschnitt, von der zweiten Auflage, 1891/92, an). 

2) Vgl. hierüber die in § 64, S. 639 oben genannte Schrift oder auch 
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1041 u. f. oder Abhand­
lungen und Berichte 1897, S. 111 u. f. 

39* 
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Unterteil so stark gepreßt, daß die Abdichtung gesichert ist. Unter 
Einwirkung der Flüssigkeitspressung biegt sich die Scheibe durch; 
dabei sucht sie auf dem Dichtungsringe einerseits sowie auf dem 
Widerlager andererseits zu gleiten und gleitet tatsächlich (vgl. § 46, 
Ziff. 1 ). Hiermit aber werden Kräfte in den Berührungsflächen 
zwischen Dichtungsring und Scheibe sowie zwischen dieser und dem 
Widerlager wachgerufen, die in der Regel entgegengesetzt gerichtet 
sind und meist auch von sehr verschiedener Größe sein werden. 
Diese Kräfte liefern für die Mittelfläche der Scheibe im allgemeinen 
radial wirkende Kräfte sowie Formänderung und Biegungsanstrengung 
beeinflllBsende Momente. Diese Momente, unter Umständen, welche 
die Regel zu bilden pflegen, von ganz erheblicher Bedeutung, sind 
bei den Entwicklungen unter Ziff. 1, a, a, um die es sich hier handelt, 
vollständig außer acht gelassen 1). Je größer die Kraft ist, mit der 
die Scheibe zum Zwecke der Abdichtung angepreßt wird, um so 
bedeutender werden - unter sonst gleichen Verhältnissen - die 
erwähnten Momente sein. Hierbei nimmt die Oberflächenbeschaffen­
heit der Scheibe, des Widerlagers und des Dichtungsringes Einfluß 
(vgl. § 46, Ziff. 1, insbesondere das über den Wert p, Gesagte). 

Auch der Umstand kann Einfluß erlangen, daß die Scheibe -
Fig. 6, S. 696 - mit ihrem Umfange über das Widerlager hinaus­
reicht, einmal insofern, als durch das überstehende Material die 
Widerstandsfähigkeit der Scheibe erhöht wird, sodann bei Belastung 
der über das Widerlager hinausragenden Ringfläche dadurch, daß 
sich der Charakter der Stützung über dem Widerlager ändert, indem 
bei ausreichender Größe der Überragung die Scheibe aus dem Zu­
stande der einfachen Stützung in denjenigen des Eingespanntseins 
übergeführt wird. Bei den üblichen Verhältnissen (r groß im Ver-

1) Die mathematische Entwicklung liefert, wie nochmals scharf hervor­

gehoben werden muß, für die kreisförmige Platte, wenn m = 1
8° gesetzt wird 

(vgl. Fußbemerkung S. 607 und 608), je nachdem die Scheibe vollkommen oder 
nicht eingespannt ist: 

a.) für die Scheibenmitte 

k.=o,:w (;YP beziehungsweise o,s7 (~rp. 
b) für den Scheibenrand 

k6 = 0,68 ( ~ ) 1 p beziehungsweise 0 . 

.Mit diesen Ergebnissen, die nur für die Grenzfälle gelten, zwischen 
denen die Wirklichkeit zu liegen pflegt, überläßt die streng wissenschaft­
liche Entwicklung den Konstrukteur seinem Schickaal und seiner - oft sehr 
großen - Verantwortlichkeit. 
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gleich zu h) ist der erste Einfluß deshalb von geringer Bedeutung, 
weil die größte Beanspruchung in der Mitte der Scheibe auftritt. 
Ob der zweite Einfluß bedeutungsvoll auftritt, ist im einzelnen Falle 
zu entscheiden. 

3. Versuchsergebnisse. 

Von den Ergebnissen der Versuche, die Verfasser über die 
Widerstandsfähigkeit ebener Platten seit 1889 angestellt hat, und 
hinsichtlich welcher im allgemeinen auf § 64 verwiesen werden darf, 
seien hier diejenigen angeführt, die sich auf kreisförmige Scheiben 
aus Flußstahlblech erstrecken. Dieses Material besitzt konstante 
Dehnungszahl; es erscheinen deshalb die an solchen Scheiben inner­
halb der Proportionalitätsgrenze gemessenen Durchbiegungen zu einer 
Prüfung der unter Ziff. 1 erhaltenen Rechnungsergebnisse geeignet. 
Der Durchmesser (Fig. 15, 16) betrug hierbei 560 mm. 

a) Die Scheibe ist nach Maßgabe der Fig. 16 in der Mitte 
belastet und am Umfange gestützt. Sie legt sich - ab­
gesehen vom Einflusse des Eigengewichts - nur mit der­
jenigen Pressung gegen das Widerlager, welche durch die 
den Versuchskörper in der Mitte belastende Kraft hervor-

gerufen wird. 

I 

,,~ 
<Oc·-----4-•t. -·-·----
1 I 

~zt-~ 
Fig. 16. 

An Stelle der Dehnungszahl 

1 (( = ---- -- = 0 465 Milliontel, 
2147000 ' 

welchen Wert Biegungaverauche mit Streifen (Flachstäben) aus genau 
demselben Material lieferten, ergab sich nach Gleichung 26 (h = 8,4 mm) 
bei einer federnden 
Durchbiegung von 0,205 cm 0,355 cm 
auf der Belastungs-

stufe 2 

158/753 
3 

753/1373 

0,530 cm 

4 
1373/2258 

für ft 
1 1 1 

2900000' 3025000' 3972000' 

1,1 cm 

5 
3688/5208 kg 

1 
---·---

6116000 
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Wird die Summe der Durchbiegungen auf der ersten und zweiten 
Belastungsstufe zugrunde gelegt, so liefert Gleichung 26 

0,205 . 0,84 8 . 1 
a = ., ~- ~~- = ---- = 0,3 7 4 Milliontel. 

0,55. 28-.753 2672000 

Wir erkennen. daß mit wachsender Durchbiegung der Scheibe, 
d h. mit zunehmender Abweichung derselben von der ebenen Form, 
aJso mit wachsender Wölbung, der Wert tX anfangs langsam, dann 
jedoch rasch abnimmt, später - bei weit getriebener Durchbiegung -
wird diese Abnahme wieder geringer. Von einer schärferen Unter­
suchung, die namentlich mit niedrigeren Belastungen 1) und kleineren 
Belastungsstufen zu arbeiten hätte, würde zu erwarten sein: zu­
nächst angenäherte Proportionalität zwischen Belastungen und Durch­
biegungen bis zu einem gewissen Grade der Belastung hin, dann 
stärkere Zunahme der Durchbiegungen nach Überschreiten der 
Materialbeanspruchung, die auf der Höhe der Streckgrenze liegt, 
später wieder langsameres Wachsen (Folge der Wölbung). 

Ferner erhellt, daß die aus Gleichung 26 berechnete Dehnungs­
zahl ganz erheblich kleiner ist als die wirkliche Dehnungszahl des 
Materials. Der Unterschied beträgt bei Zugrundelegung selbst des 
größten Wertes von ~~ 

100 0,465 -0,37~= 24 ao; 
0,374 ' o• 

Es muß zunächst dahingestellt bleiben, ob das verwendete 
Stahlblech das Material genau in dem Zustande enthielt wie die 
Streifen\!). Aber selbst wenn in dieser Hinsicht ein Unterschied be­
standen hätte, der übrigens nicht bedeutend sein könnte, so würde 
letzterer eine Abweichung von 25°/0 nicht zu erklären vermögen. 
Sonach mußte geschlossen werden, daß die Voraussetzungen, auf 
Grund deren die Gleichung 26 erlangt wurde, nicht - selbst bei 
lose aufliegender Scheibe - in dem Maße zutreffen, als bei Durch­
führung der Rechnungen angenommen ist. 

Das Unbefriedigende dieses Zustandes gab Veranlassung zu den 
Versuchen, die von Prof. Dr.-Ing. Ensslin im Laboratorium des 
Verfassers durchgeführt wurden unter Verwendung vervollkommneter 
Einrichtungen; insbesondere wurde die Vorrichtung, die im Jahre 1890 

') Der Belastung P= 753 kg entspricht nach Gleichung 30 mit r 0 = 1.1 cm 
eine .-\nstrengung . 

(. 28 ) 753 ' 
k~ = 0,334 1,8 ln TI+ 1 0 8411 = 1856 kg,qcm. 

1 ' 

~) Die Scheibe war bereits vorher starken Beanspruchungen &118gesetzt 
gewe~en. 
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zu den Plattenversuchen mit Belastung durch eine Einzellast getroffen 
war, nämlich hydraulische Presse mit Kolben, der mitteist Stulp 
abgedichtet wurde 1 ), durch eine Presse mit eingeschliffenem Kolben, 

Fig. 17. 

wie in Fig. 1 7 dargestellt, und durch Vorrichtung zum Me~>sen des 
Druckes mit Quecksilbersäule (System Amsler-Laffon) P.rsetzt. 
Hierdurch war eine von der Kolbenreibung in der Hauptsache unbe-

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1104, Fig. 12 bzw. 
S. 1042, Fig. 9 und 10 oder "Abhandlungen und Berichte", S. 126 bzw. 112. 
Die I\nappheit der Geldmittel gestattete damals "eitergehende Au~gaben nicht. 



616 Plattenförmige Körper. 

einträchtigte, also genauere Bestimmung der die Platte belastenden 
Kraft möglich als früher. Die Belastung der Platte wird durch einen 
Kupferring auf eine Kreisringfläche vom mittleren Halbmesser r0 

übertragen; somit der Kraftangriff ein bestimmterer als bei den bis 
dahin vorgenommenen Versuchen. Zunächst wurde r0 = 15 mm ge­
wählt. Die Messung der Durchbiegungen in der Mitte erfolgte durch 
das schon 1890 benutzte Instrument!). Für den Durchmesser des 
Auflagerringes wurden 560 mm beibehalten. 

Über die Ergebnisse hat Ensslin in Dinglers polyt. Journal 
1903, Bd. 318, Heft 45, 46, 50 und 51 ausführlich berichtet2). Er 
ermittelte den größten Unterschied zu 7,45 °/0 in demselben Sinne 
wie Verfasser, fand jedoch auch einen solchen in entgegengesetztem 
Sinne bis zur Höhe von 3,6°/0• Hiernach würden die Entwick­
lungen, welche die Elastizitätslehre für die am Umfange frei auf­
liegende Scheibe liefert, als ausreichend genau zu bezeichnen sein. 

b) Die Scheibe ist durch den Flüssigkeitsdruck p gleich­
mäßig belastet und am Umfange nach Maßgabe der 

Fig. 15 gestützt und abgedichtet. 

Der nach Gleichung 16 für a berechnete Wert ergibt sich ganz 
allgemein weit kleiner, als die Dehnungszahl des Materials, außerdem 
im einzelnen zunehmend mit wachsender Flüssigkeitspressung. Bei­
spielsweise fand sich für die eine Scheibe ( k = 8,5 mm) 

für die Belastungsstufe p = 0,5 bis 1kgjqcm 3 bis 3,5 kgfqcm 
bei einer Gesamtdurchbiegung z' = 0,106 cm 0,450 cm 

1 1 
a= 6257000 4434000' 

Durch Nachziehen der Muttern, d. h. durch stärkeres Zu­
sammenpressen von Ober- und Unterteil des Versuchsapparates, 
sinkt a 

für die Belastungsstufe 
bei einer Gesamtdurchbiegung 

auf 

p = 4 bis 4,5 kgfqcm 
z' = 0,586cm 

1 
a = 8147000' 

An dieser Abnahme ist allerdings jedoch zum weit geringeren 
Teile - der Einfluß der zunehmenden Wölbung beteiligt. Die Haupt-

1) S. Fußbemerkung S. 131. 
') Vgl. auch dessen Arbeit "Studien über die Be&DBproohung und Form­

änderung kreisförmiger Platten" in Dinglers polyt. Journal 1904, Bd. 319. 
Heft 30 bis 43. 
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ursache aber. bildet die Abdichtungskraft, d. h. die Kraft, mit der 
die Scheibe durch die Schrauben zum Zweck der Abclichtung einer­
seits gegen die Dichtung und andererseits gegen das Widerlager ge­
preßt wird. (Vgl. das oben unter Ziff. 2 Bemerkte.) 

Eine stärkere Scheibe (h = 10,1 mm) liefert 

für die Belastungsstufe p = 0,5 bis 1 kgfqcm 3 bis 3,5 kgfqcm 

bei einer Gesamtdurchbiegung z' = 0,090 cm 
1 

a=--------~ 

4444000' 
also verhältnismäßig größere Werte. 

0,365cm 
1 

Eine andere Scheibe (h = 8,4 mm) ergibt für die Belastunga­
stufe p = 0,1 bis 0, 7 kg bei einer Gesamtdurchbiegung bis zu 0,143 cm, 
wenn die Schrauben kräftig angezogen:sind : 

1 
a= 6 540000' 

wenn dieselben allmählich mehr und mehr gelöst werden: 

1 1 
(( = 5-970 000, 4 920 000 und 

1 
3820000. 

Lösen der Schrauben, d. i. Verminderung der Abdichtungskraft, ver­
mehrt demnach a, ergibt also Zunahme der Durchbiegung, während 
~achziehen der Schrauben, d. i. Vergrößerung der Abdichtungskraft, 
Verminderung der Durchbiegung zur Folge hat. 

Ohne in die Einzelheiten der Wirksamkeit der Abclichtungskraft 
einzutreten, kann der Einfluß derselben leicht dahin festgestellt wer­
den, daß sich die Scheibe um so mehr von dem Zustande des Lose­
aufliegans entfernt und um so mehr einem anderen sich nähert, der 
demjenigen des Eingespanntseins ähnelt 1), je größer - unter sonst 
gleichen Verhältnissen - die Abclichtungskraft ist. Da nun Lösen 
der Schrauben diese Kraft vermindert, Anziehen derselben sie ver­
mehrt, so kommt ersteres auf Annäherung an den Zustand des Lose­
aufliegens, letzteres auf AnnäheruiJ.g an denjenigen des Eingespannt­
seins hinaus. 

Hiernach wird bei derselben Größe der Abclichtungskraft eine 
stärkere Platte unter sonst gleichen Verhältnissen dem Eingespannt­
sein sich weniger nahe befinden als eine schwächere, d. h. die 
stärkere Scheibe muß unter sonst gleichen Umständen eine größere 
Dehnungszahl ergeben als die schwächere. Das ergab sich auch 

1) Von einer vollständigen Einspannung kann natürlich bei der Sachlage 
Fig. 15 nicht die Rede sein. 
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tatsächlich für die 10,1 mm starke Scheibe,. verglichen mit der zuerst 
.angeführten 8,5 mm dicken Scheibe. 

4. Näherungsweg zur Ermittlung de1• Anstrengung • 

.a) Die Scheibe, im Umfange vom Halbmesser r aufliegend, 
wird durch den Flüssigkeitsdruck p über die Fläche nr-J 

belastet, Fig. 15. 

Entsprechend dem Umstande, daß bei Gleichartigkeit des Ma­
terials die Querschnitte der größten Anstrengung durch die Mitte der 
Scheibe gehen müssen, werde die letztere als ein nach einem Durch-

Fig. lR. 

messer eingespannter Stab von rechteckigem Querschnitt, dessen 
Breite d = 2 r und dessen Höhe k ist, aufgefaßt, Fig.18. Belastet er­
scheint diese Scheibenhälfte bei Vernachlässigung des Eigengewichts: 

a) durch die auf die Unterfläche 0,5 nr2 wirkende Flüssigkeits­
pressung p, die mit Rücksicht darauf, daß der Schwerpunkt 

der Halbkreisfläche um ~ von der Mitte absteht, für die 
3n 

Einspannstelle das Moment 

liefert, und 

0 • 2 4r 
,o :nr p. -3 .n 

ß) durch den auf die Umfangslinie nr sich verteilenden Wider­
lagsdruck 0,5 n r 2 p, der als im Schwerpunkte der Ha.lbkreis-

Iinie n r angreifend gedacht werden kann, dessen Abstand 

von der Mitte beträgt und deshalb das Moment 

ergibt. 

2 2r 
0,5nr p.­

n 

2r 
;r 
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Hieraus folgt daB biegende Moment 

9 2r 0 ., 4r 1 3 
0,5 n r p --11 - - ,5 .n r· p 3 n = 3 r P 

und somit nach Gleichung 13, § 20, S. 273, da hier 

e 1 ", 1 e =12 2r. 11,3; 2 =62 rk2, 

1 1 
-r3 p<Tc -2rk2 
3 == b 6 

untt-r der Vora.us~tzung, daß sich das Moment gleichmäßig über den 
Querschnitt von der Breite d= 2 r überträgt, und unter Vernach­
lässigung des Umstandes, daß senkrecht zueinander stehende Normal­
spannungen vorhanden sind. Tatsächlich treffen diese Voraussetzungen 
nicht zu; insbesondere werden die nach der Scheibenmitte hin ge­
legenen Elemente des gefährdeten Querschnittes stärker beansprucht 
sein. Dem kann dadurch Rechnung getragen werden, daß nicht die 

volle Querschnitts breite, sondern nur ein Teil, etwa ~_!", in die Bie-
ft 

gungsgleichung eingeführt wird, womit 

so da13 

oder 
kb ? fl ( ~ r p = ~ p ( ~ r p 1 

h > r -v 11 f = 0,5 d -v ft : J 
b h 

. • • . . • 31) 

Hierin wird der Größe 11 ganz allgemein der Charakter eines 
durch Versuche festzustellenden Berichtigungskoeffizienten 
beizulegen sein. Derselbe trägt alsdann nicht bloß der ungleichmäßigen 
Verteilung des biegenden Momentes über den Querschnitt Rechnung 
(insofern müßte er größer als 1 sein), sondern auch sonstigen Ver­
hältnissen, namentlich dem Umstande, daß senkrecht zueinander 
wirkende Normalspannungen tätig sind (insofern müßte er kleiner 
als 1 sein). Er wird sich ferner in erheblichem Maße abhängig er­
weisen müssen namentlich von der Befestigungsweise der Scheibe 
sowie von der Größe der Kraft, mit der deren Anpressung erfolgt, 
von der Art der Abdichtung, von der Beschaffenheit der Oberfläche 
der Scheibe da, wo diese das Dichtungsmaterial berührt, und da, wo 
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sie sich mit ihrer anderen Seite gegen die Aufla.geßä.che stützt usw. 
Je größer die Abdichtungskra.ft ist, um so kleiner - bis zu einer 
gewissen Grenze hin - wird p. ausfallen müssen. 

Je nachdem sich die Auflagerung am Umfange mehr dem Zu­
stande des · Eingespanntseins oder demjenigen des Freiaufliegens 
nähert, schwankt p. nach dem, was aus den bis heute für Gußeisen 
erlangten Versuchsergebnissen des Verfassers geschlossen werden darf, 
zwischen 0,8 und 1,2. 

Für die Durchbiegung der Scheibe in der Mitte liefern die Glei­
chungen 15 {16) und 20 {21) 

. • 32) 

worin der Koeffizient V' nach des Verfassers Versuchen zwischen 

~ = 0,167 und : = 0,6 schwankt, je nach der Befestigungsweise 

der Scheibe am Rande (vgl. das soeben in dieser Beziehung über !t 
Bemerkte). 

Handelt es sich um die Ermittlung der Anstrengung von Scheiben, 
die in der aus Fig. 14 ersichtlichen Weise befestigt sind, sowie um 
diejenige von Platten, welche Querschnitte besitzen, wie solche in 
den Fig. 1 bis 5 dargestellt sind, so ist in ganz entsprechender Weise 
vorzugehen 1). Dabei kann alsdann auch auf die Biegungsanstrengung 
Rücksicht genommen werden, die bei Vorhandensein des Hebel­
armes x, Fig. 14, durch das Anziehen der Flanschenschrauben über 
diejenige hinaus eintritt, die von der Flüssigkeitspressung herrührt 
(vgl. S. 610 u. f.). 

b) Die Scheibe, im Umfange vom Halbmesser r lose auf­
liegend, ist in der Mitte durch eine Kraft P belastet, die 
sich gleichförmig über die Kreisfläche nr02 verteilt, Fig. 16. 

Nach· dem unter a) gegebenen Vorgange findet sich für die 
nach einem Durchmesser eingespannte Scheibe das Moment, her­
rührend von dem über die halbe Umfangslinie nr sich gleichmäßig 
verteilenden Widerlagsdruck 0,5 P, 

2r 
0,6P.-. 

n 

1) Derartige Beispiele finden sich behandelt in des Verf8811er& Maschinen­
elementen, 1891/92, S. 512 u. f. (vgl. auch S. 521 u. f. duelbat), 1908 (10. Auf­
lage), S. 835 u. f. (vgl. auch S. 856 u. f. daaelbet). 
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Demselben wirkt entgegen das Moment, das die über den Halb· 
kreis 0,5 nr02 gleichmäßig verteilte Kraft 0,5 P liefert, d. i. 

0,5P~~· 
Somit das resultierende biegende Moment 

M = 0,5 P ~- 0,5 P 4 r 0 = p ..!:._ (1 - ~ r o) , 
b n 3n n 3 r 

folglich 

woraus 

oder 
kb > ft ! ( 1 _ : ~) ~I 

. . . . . . 33) 

h > 1 //1- ~- (1-! ro) p -V n 3rkb 

Für P=nr0 2 p und r0 =r geht diese Beziehung über in 

h>rV~-f. 
b 

d. i. Gleichung 31, wie verlangt werden muß. 
Für sehr kleine Werte von r0 , d. h. streng genommen für 

r 0 = 0, ist 

h>Vpl.P 
= n kb' 

also unabhängig von r oder d. 
Diese Unabhängigkeit der Stärke h vom Durchmesser der Scheibe 

besteht jedoch in Wirklichkeit nicht ganz, da p, unter sonst gleichen 
Verhältnissen mit dem Durchmesser der Scheibe wachsen wird. 

Die Durchbiegung bestimmt sich nach Gleichung (211) (26) aus 

. . . . . 34) 

Hierin ist für kleine Werte von r 0 , etwa bis 0,1 r hin, nach 
des Verfassers Versuchen 

p, = 1,5 und V'= 0,4 bis 0,5. 

Für größere Werte von r 0 nehmen beide Koeffizienten ab, und 
zwar vermindert sich 'I' erheblich stärker als p.. 



622 Plattenförmige Körper. 

§ 61 Ebene elliptische Platte, Fig. 1, a > b. 

Bevor in gleicher Weise vorgegangen werden kann wie in § 60, 
Ziff. 4, ist hier der zu erwartende Verlauf der Bruchlinie festzustellen, 
d. h. zu untersuchen, ob der Quersohnitt der größten Anstrengung 
in die Richtung der großen oder der kleinen .Achse fällt. 

Fig. 1. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns in Richtung der großt>n 
Achse a und sodann auch in Richtung der kleinen Achse b je einen 
(im Vergleich zu a und b) sehr schmalen Streifen von der Breite 1, 
der Länge ~ bzw. b herausgeschnitten und zu einem rechtwinkligen 
Streifenkreuz vereinigt, wie in Fig. 1 gestrichelt angegeben ist. In 
der Mitte des Kreuzes wirke eine Last P. Dieselbe wird sich als­
dann auf die vier Widerlager an den Enden der Streifen derart 
verteilen, daß diese in der Mitte sich um gleichviel durchbiegen. 
Bezeichnet 

W.. die Widerlagekraft je an den beiden Enden des Streifens von 
der Länge a, 

W,, die Widerla.gskraft je an den beiden Enden des Streifens von 
der Länge b, 

so entfällt von der Belastung P auf die Mitte des Streifens von der 
Länge a die Kraft 2 W.. und auf diejenige des Streifens von der 
Länge b die Kraft 2 W11 • 

Die Durchbiegung der Mitte eines an den Enden im Abstande l 
frei aufliegenden und in der Mitte 'durch eine Kraft 8 belasteten 
Stabes, dessen in Betracht kommendes Trägheitsmoment 8 ist, be­
trägt nach Gleichung 14, § 18, 

I 8 (I zs 
y = 848' 

demnach die Durchbiegung Ya' des Streüens von der Länge a 

a a8 

11,.' = 2 w .. 8 48 
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und diejenige des Streifens von der Länge b 

a b8 

yb' = 2 wb e 48. 

Wegen 

wird 

d. h. 

623 

W a8 
__]J=- 1) W bs • • . . . . . • . . . ' 

a 

Die größte Materialanstrengung o a in der Mitte des a langen 
Streifens ergibt sich bei Vernachlässigung des Zusammenhanges mit 
dem anderen Streifen unter Beachtung der Gleichung 7, § 18, aus 

zu 
a 

a .. =3Wak2 

und in gleicher Weise diejenige des b langen Streifens zu 

Folglich mit Rücksicht auf Gleichung 1 

oder 

Da a > b. so ist 

heispielsweise 

für a= 2b 

" a=3b (3b)2 
ob= oa b = 9 f1 • 
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Wir erkennen - für das Streifenkreuz -, daß die am 
meisten gespannten Fasern in Richtung der kleinen Achse 
eine im quadratischen Verhältnisse der Achslängen stär­
kere 'N ormalspannung erfahren als diejenigen in Richtung 
der großen Achse, und schließen hieraus, daß die Bruch­
linie in der Richtung der großen Achse verlaufen muß. 

Dementsprechend ist die elliptische Platte so einzuspannen, daß 
die große Achse a die Breite des Befestigungsquerschnittes bildet 1). 

a) Die elliptische Platte, die am Umfange, bestimmt durch 
die große Achse a und die kleine Achse b, aufliegt, wird 

durch den FJüssigkei tsdruck p über die Fläche : ab be-

lastet. 

Auf dem in § 60, Ziff. 4 beschrittenen Wege (vgl. Fig. 18 daselbst) 
wird das biegende Moment Mb erhalten als Unterschied zwischen 
dem Moment M", das die von der stützenden Halbellipse (Wider­
lager) auf die Platte ausgeübten Kräfte, die Umfangskräfte, liefern, 
und demjenigen Moment, das der Flüssigkeitsdruck ergibt, d. i. 

Die Bestimmung von Mu ist hier jedoch weniger einfach als 
dort. Bei der kreisförmigen Scheibe durfte ohne weiteres gleich­
mäßige Verteilung des Widerlagsdruckes über den Kreisumfang an­
genommen, d. h. vorausgesetzt werden, daß jede Längeneinheit des 
Umfanges nd von dem Widerlager die gleiche Pressung erfährt. Bei 

1) Wie oben bemerkt, erfolgt das Herausschneiden zweier Streifen zu dem 
Zwecke der Gewinnung eines Urteils darüber, ob in der Mitte der Platte die 
größte Anstrengung in der Richtung der großen oder der kleinen Achse der 
Ellipse auftritt. Diese Methode, die natürlich keinen Anspruch darauf erheben 
kann, genau und einwandfrei zu sein, setzt in erster Linie voraus, daß die 
Formänderung, die den herausgeschnittenen Streifen unterstellt wird, mit aus­
reichender Annäherung derjenigen entspricht, welche die Streifen in der Platte 
erfahren, mindestens hinsichtlich der Form an sich. Vgl. hierüber auch 3. Auf­
lage dieses Buches S. 541 u. f. 

Das ganze Verfahren hält Verfasser, wie er schon vor 25 Jahren ausge­
sprochen hat, nur für zulässig, weil der Versuch nebenhergeht, und der Be­
richtigungskoeffizient f.l auf Grund von Versuchsergebnissen bestimmt wird, und 
weil man auf anderem Wege in genügend einfacher Weise nicht zum Ziele ge­
langt - wenigstens ist dies dem VerfaBBer bisher nicht gelungen - und an­
dererseits das vorliegende praktische Bedürfnis dringend Befriedi­
gung verlangt. Er würde es nur begrüßen können, wenn von anderer Seite 
Vollkommeneres ausfindig gemacht wird. 



§ 61. Ebene elliptische Platte. 625 

der elliptischen Platte i~t diese Annahme nicht zulässig; denn nach 
Gleichung 1 nimmt der Widerlagedruck von den Endpunkten der 
großen Achse, woselbst er durch Wa gemessen wird, nach den End­
punkten der kleinen Achse hin zu, und zwar im umgekehrten kubi­
schen Verhältnis der Achslängen 1), wenn das für das Streifenkreuz 
gefundene auf die elliptische Platte übertragen wird. Mit welcher 
Annäherung dies zulässig ist, muß zunächst dahingestellt bleiben 2). 

Da, wo der Krümmungshalbmesser der Ellipse am kleinsten ist, be­
sitzt auch der Widerlagedruck seinen geringsten Wert; da, wo jener 
seinen Größtwert erreicht, weist auch dieser denselben auf. 

Der Krümmungshalbmesser der Ellipse ist bekanntlich im Scheitel 
der großen Achse 

b'J 
ea=2 a' 

1m Scheitel der kleinen Achse 

demnach 
eb=ea=a3:b3, 

d. i. aber dasselbe Verhältnis, in dem nach Gleichung 1 die Größen 
Wb und Wa zueinander stE'hen. Es darf daher au~gesprocht'n werden 
daß sich Wb und Wa wie die zugehörigen Krümmungshalb­
messer verbal ten. Je mehr a von b abweicht, um so ungleich­
förmiger verteilt sich der Flüssigkeitsdruck über das Widerlager. 

Zur Feststellung des Momentes Mu, welches dieser veränderliche 
Widerlagsdruck in bezug auf den Befestigungsquerschnitt der ellip-

1 J Diese Veränderlichkeit, die beispielsweise bei dem Achsenverhältnis 
a : b = 3 : 2 nach Gleichung 1 durch die Zahlen 

33 :23 =27:8 

gemessen wird derart, daß die Pressung, mit der die elliptische Platte im 
Scheitel der kleinen Achse gegen das Widerlager drückt, 27: Smal = 3,375mal 
griißer ist als diejenige im Scheitel der großen Achse, bedingt eine un­
gleichmäßige Belastung gleich weit voneinander abstehender 
Schrauben, durch die etwa die Platte als Verschlußdeckel befestigt ist. An 
der Erkenntnis, daß eine solche Ungleichmäßigkeit stattfindet, ändert sich 
nichts, wenn auch die für das Streifenkreuz ermittelte- Gesetzmäßigkeit der 
Verteilung des Widerlagedrucks nur mit einer mehr oder minder beschränkten 
Annäherung auf die elliptische Platte übertragen werden kann. Der Grad 
der Annäherung oder Abweichung beeinflußt nur das Maß der Ungleirh­
mäßigkeit. 

1) Der S. 628 in die Rechnung eintretende, aus unmittelbaren Biegungs­
versuchen mit elliptischen Platten zu ermittelnde Berichtigungskoeffizient .'' 
hat der Abweichung Rechnung zu tragen. 

C. Ba c b, Elastlaltlt. 7. Aoft. 40 
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tischen Platte liefert, werde die Ellipse auf ein rechtwinkliges Ko­
ordinatensystem bezogen, dessen Ursprung im Mittelpunkt der Ellipse 
liegt, dessen x-Achse in die große Achse und dessen y-Achse in 
die kleine Achse fällt. Für einen bellehigen, durch x und y be­
stimmten Punkt der Ellipse sei das zugehörige Kurvenelement 
mit d8 bezeichnet. Der auf dasselbe wirkende Widerlagsdruck be­
trage W ds. Dann ist 

wobei die Integration sich auf die halbe Ellipse zu erstrecken hat. 
Aus der Gleichung der Ellipse 

(x)a (y)2 - + =1 a b 
- -
2 2 

folgt, sofern noch 

gesetzt wird, 

a . a:= ~-smq; 
2 

b y(a)2- ~--- b 
y=- - -x2 =-oosrp 

a 2 2 ' 

dy b X b 
dx=--a vr;y _;~=-a-tgrp, 

Nach Einführung von 

ergibt sich 

und 
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Hinsichtlich der Veränderlichkeit des Widerlagedruckes W fanden 
wir oben für die zwei Grenzwerte W a (in den Scheiteln der großen 
Achse) und Wb (in den Scheiteln der kleinen Achse), daß sie 
sich verhalten wie die zugehörigen Krümmungshalbmesser. Mit 
Rücksicht hierauf werde angenommen, daß W in dem beliebigen 
Punkte x, y proportional dem Krümmungshalbmesser e an dieser 
Stelle sei, d. h. 

W=Wb_l! =Wb_e_. 
o a2 
~b -

2b 
Da 

so findet sich mit 

dy b 
dx = -atgcp, 

d2 y 2b 1 
dx2 = - äiJ cosB;p 

die absolute Größe des Krümmungshalbmessers zu 

Für 

x=O, d. i. tp=O. 

wie oben bereits bemerkt. 
Hiermit 

wird 

" 

a~ 

e=eb=21J' 

b2 
!!=e,.= 2a' 

W= Wb~= Wb vl=n1i8in2 tp 3 

2b 

und infolgedessen für die halbe Ellipse 
40* 
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M,. = fy W da= 2 cz} wbf(1 -n2 sin2 q;)~cos qJd<p 

0 

= a~ W (1-! nll + -1-n•) '2 b 3 5 . 

Der Wert Wb bestimmt sich aus der Erwägung, daß die Kraft, 
welche die unter der Pressung p stehende Flüssigkeit auf die Hälfte 
der elliptischen Platte ausübt, d. i. 

nab 
-8-p, 

gleich sein muß der Summe der Widerlagekräfte für die halbe Ellipse, 
sofern von dem Einflusse· des Eigengewichts abgesehen wird, und 
andere, den Widerlags<fruck l>eeinflussende Kräfte nicht vorhanden 
sind, d. h. 

zu 

n 
l! 

n:b p = J W da= 2 : Wb J(l- n2 sin2 q;)2 dq; 

0 

b 1 
Wb= --p ---------. 

4 Q+ 3 4 1- n· -n 
8 

Die Einführung dieses Wertes in die Gleichung für M., liefert 

Hiermit ergibt sich nun die Biegungsgleichung in bezug auf 
den a breiten und A hohen Querschnitt der elliptischen Platte bei 
Einführung des Berichtigungskoeffizienten p, ( vgl. § 60, Zifi. 4) 
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woraus 

oder 3) 

Für a = b = ~ gehen diese Ausdrücke über in 

bzw. 

d. s., wie notwendig, die Gleichungen 31, § 60 für die kreisförmige 
Scheibe. 

Mit Annäherung werde gesetzt 

infolgedessen 

1 1 ( b )2 
kb > 2 ,u -- ( b)2 h p 

1 + ---
a 

oder .•.... 4 

Für den bei Mannlochverschlüssen üblichen Wert a =""' 1,5 b 
liefern die Gleichungen 3 

4 16 
34+12---06-

1 ' l 9 , 81 (b )2 (b )2 
k >- II • - • - P = 0 420 II. - P 

b == 2 r 4 16 h ' r h 
3-+-2-+3-

' !) 81 
bzw. 
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die Gleichungen 4 

1 1 (b)2 (b)'' kb > 2 p ----4- k p = 0,346 p h p 
1+--

9 
bzw. 

h > 0.59 b -v~~! 
b 

Demnach ergibt sich im vorliegenden Falle die Wandstärke 
unter Benutzung der Gleichung 4 um 

00 ~,65- 0.59 = 9 0/ 
1 0,65 lo 

geringer, als Gleichung 3 liefert. 
Der Berichtigungskoeffizient p liegt nach Versuchen des Ver-

fassers etwa zwischen _!=0,67 und != 1,12, je nachdem sich 
3 8 

die Auflagerung am Umfange mehr dem Zustande des Eingespannt­
seins oder demjenigen des Freiaufliegens nähert. 

h) Die elliptische Platte wie unter a), lose aufliegend, 
jedoch nur in der Mitte mit der Kraft P belastet. 

t'nter a) fand sich für das Moment der am stützenden Umfange 
der Platte tätigen Widerlagskräfte 

worin bedeutet 

und worin Wb, die auf die Längeneinheit der elliptischen Stützlinie 
bezogene Widerlagskraft im Scheitel der kleinen Achse, hier bestimmt 
ist durch die Gleichung 

:r 

2 :=I Wds= 2 ~ wbf(1-n~sin~qJ)2 drp 
0 

:r (t 2 + 3 4) =--aJVb -" -n. 2 8 
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somit beträgt 

Die Einsetzung dieses Wertes in die Gleichung für M .. , die 
unter der VorauBBetzung, daß die belastende Kraft sich nur auf eine 
sehr kleine Fläche in der Mitte der Platte verteilt 1), auch gleich­
zeitig mit Annäher~ng das biegende Moment liefert, führt alsdann zu 

b 
--P 
2n 

woraus 

oder 5) 

Hierin ist nach den Ergebnissen der Versuche des Verfassers 

IJ, = _l32- = 1,5 bis ~ = 1,67 
3 

zu setzen. Cnter sonst gleichen Verhältnissen wird 11- mit b wachsen. 
Mit b = a ergibt sich aus Gleichung 5 

überein8timmend mit Gleichung 33, § 60, wenn r 0 = 0 gesetzt wird. 

1) Ersc:heint diese Voraussetzung nicht genügend erfüllt, so ist die Größe 
der Fläche, über die sich P verteilt, ins Auge zu fassen und so vorzugehen, 
wie oben in ~ 60. Ziff. 4, b geschehen. 
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§ 62. Ebene quadratische Platte, SeitenHinge a. 

Wie in § 61, so muß auch hier zunächst die zu erwartende Linie 
der größten Anstrengung (Bruch1inie) festgestellt werden. Diesem 
Zwecke dient die folgende Betrachtung. 

Um den Mittelpunkt M der noch unbelasteten Platte werde auf 
derjenigen Plattenfläche. deren Fasern gezogen werden, ein kleines 

Fig. 1. 

Quadrat, Fig. 1, gezeichnet, dessen Seiten BAB parallel den Seiten 
der Platte laufen. Unter Einwirkung der Belastung nehmen die 
Strecken M A die Länge M A1 (übertrieben und ohne genaueres Ein­
gehen auf den V er lauf der Formänderung gezeichnet) an, vergrößern 
sich also um AA1 • Die Strecken AB dehnen sich als außerhalb der 
Mitte gelegen, woselbst die Dehnung am größten ist, etwas wenig('!". 
etwa so, daß die Punkte B nach B1 rücken. Dabei geht dann das 
ursprüngliche Quadrat in die Figur A 1 B1 A1 B1 A1 B1 A1 B 1 mit ge­
krümmten Seiten B1 A1 B1 über. 

Es beträgt nun die verhältnismäßige Dehnung in Richtung 
von ~lf A 

Ihr gleich erweist sich in dem kleinen (rechts unten gele­
genen) Vierseit M AA1 B1 A1 A., in welches das Quadrat M ABA. über­
gegangen ist, nur die Dehnung in der Richtung A1 A 1 • Dieseihe­
wird gemessen durch 

A 1 A1 -AA 2 (AA~V0;5) AA~ 
- 11 . =-- MAV2 = MA 
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Die Dehnungen nach allen übrigen Richtungen sind kleiner, wie 
eine einfache Betrachtung sämtlicher, im ursprünglichen Quadrate 
.M AB A beim Übergange in das Vierseit M A1 B1 A1 eingetretenen 
Längenänderungen ohne weiteres erkennen läßt. Demnach tritt 
die größte Anstrengung außerhalb des Punktes M nur in der 
Richtung AA oder A1 A1 ein, d. h. der Verlauf der Bruchlinie 
wird von der Mitte aus nach der Richtung der Diagonale 
zu erwarten sein. 

Noch deutlicher tritt das hervor, wenn auf der bezeichneten 
Seite der Platte ein Quadratnetz gezeichnet wird, wie in Fig. 2 ge­
strichelt angedeutet ist. Durch die Belastung werden diese ur-

Fig. 2. 

sprünglich geraden Netzlinien in Kurven übergehen, ungefähr wie m 
Fig. 2 übertrieben gezeichnet. Daß die Dehnungen senkrecht zur 
Diagonale am größten sind, somit die Bruchlinie nach dieser ver­
laufen wird, dürfte die Abbildung deutlich zeigen. 

Recht anschaulich lassen sich die Stellen der größten Inanspruch­
nahme bei Versuchen mit Eisenbetonplatten verfolgen. Bei diesen 
stellen. sich im Beton nach Erreichen genügend hoher Beanspruchung 
auf der Zugseite Risse ein. 

Fig. 3 bis 17, Taf. XXIV, lassen die in einer quadratischen, an 
16 Stellen (vgl. Fig. 3) durch gleich große Kräfte belasteten Plattt· 
von 2. 2 m Auflagerentfernung aufgetretenen Risse erkennen. Die 
ersten Risse (Fig. 3, 4) stellen sich in Richtung der Diagonale nahe 
der Plattenmitte ein. Bei Steigerung der Belastung pflanzen sich 
die Risse in Richtung der Diagonale fort. Später treten solche auch 
längs der anderen Diagonale auf. Die weitere Verfolgung der Riß-
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bildung, auch an den Seitenflächen, gewährt lehrreichen Einblick in 
die Verteilung der Beanspruchung und hinsichtlich der Formänderung 
bei höherer Belastung. Der Bruch erfolgt schließlich (vgl. Fig. 17) 
in der Hauptsache längs der Diagonalen. Weiteres s. in der Schrift, 
die im Sehlußabsatz S. 640 genannt ist. 

a) Die quadratische Platte, am Umfange 4a aufliegend, 
wird durch den Flüssigkeitsdruck p über die Fläche a·1 

belastet. 

Mit Rücksicht auf das Erörterte werde die quadratische Platte 
nach Maßgabe der Fig. 18 eingespannt. 

Das biegende Moment Mb ergibt sich alsdann aus der Erwägung, 
daß auf jede der vier Quadratseiten eine resultierende Widerlags-

Fig. is. 

kraft -~- a~ p wirkt., deren Angriffspunkt in der Seitenmitte, also im 

Abstande .1 a-. F~ vom Einspannungsquerschnitt anzunehmen ist. 2 V 2 
daß es sich für den letzteren um zwei solche Quadratseiten handelt. 
demnach um ein Moment der Widerlagskräfte von der Größe 

1 ., 1 -./1 
2 .4a-p.2aV2' 

daß der Flüssigkeitsdruck auf die von der Diagonale begrenzte 

Quadrathälfte -} a'1 p beträgt und im Schwerpunkte. d. i. im Ab-

stande _!_ a 1 /i- vom Einspannungsquerschnitt angreift. 
3 V 2 

Hiermit folgt 

1 ., 1 -.JT 1 ., a VIf 1 3 -. /1. 
Mb = 2 · 4 a- P · -2 a V 2 - 2 a- p' 3 2- = 12 a p · V -2-
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und demnach die Biegungsgleichung für den a y2 breiten und h 
hohen Querschnitt 

~ 3 ... (1 <k ~- av2 h2=_1_-. /1 k hi 
12a p V 2= b 6 ft 3p V 2 ba ' 

woraus 

oder • • • • • • • • • 1) 

Hierin ist nach Versuchen des Verfassers 

3 b' 9 p=4=0,75 lS --g-= 1,12 

zu setzen, je nachdem sich die Auflagerung am Umfange mehr 
dem Zustande des Eingespanntseins oder demjenigen des Frei­
aufliegans nähert. 

b) Die quadratische Platte, wie unter a), lose aufliegend, 
jedoch nur in der Mitte durch eine Kraft P belastet. 

Auf dem Wege wie unter a) findet sich 

woraus 

oder • • • • • • • • • 2) 

h> ~-v3ft -~-
=' 2 kb 

Für den Berichtigungskoeffizienten ist zu setzen (Versuche des 
Verfassers): 

7 
ft = -- = 1,75 bis 2. 

4 
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§ 63. Ebene rechteckige Platten, Fig. 1, a > b. 

a) Die rechteckige Platte, die im Umfange 2 (a + b). be­
stimmt durch die lange Seite: a und die kurze Seite b. 
aufliegt, ist durch den Flüssigkeitsdruck p über die 

Fläche ab belastet. 

Die in § 61 für die elliptische Platte angestellte Betrachtung. 
die zu der Erkenntnis' führte, daß die größte Anstrengung für den 
Mittelpunkt derselben in Richtung der kleinen Achse stattfindet, 
kann ohne weiteres auch auf die rechteckige Platte übertragen 
werden. Sie ergibt, daß für den Mittelpunkt der letzteren die 
größere Inanspruchnahms-. irr Richtung der -kleinen Seite statthat, 
und daß infolgedessen in der Mitte die Bruchlinie in Richtung der 
langen Seite verlaufen wird. Nach außen hin wird sie jedoch, wie 
aus dem in § 62 Erörterten zu schließen ist (vgl. auch Fig. 2, § 62), 
die Neigung haben müssen, in die Diagonale einzubiegen, etwa 
nach Fig. 1. Die Wahl unter den Diagonalen dürfte hierbei von 

"~B; ----~-~ ~ ,// : 
- ~----~ 

I I 
• I 
I ' . I 

.§Ji ,IJ, 
lof-------..(ll..------ tl 

Fig. 1. 

Ungl~ichheiten im Material oder in der 
Stützung der Platte wesentlich beeinflußt 
werden. 

Recht anschaulich lassen sich auch 
hier, wie bei der quadratischen Platte 
(vgl. § 62), die Stellen der größten In­
anspruchnahme bei Versuchen mit Eisen­
betonplatten verfolgen. Fig. 2 bis 10, 

Taf. XXV, zeigen die Rißbildung einer solchen Platte (Auflager­
entfernung 2. 4 m). Deutlich ist zu erkennen, daß die ersten Risse 
im mittleren Teil der Platte ungefähr parallel zu deren langen Seiten 
auftreten. Unter höheren Belastungen gesellen sich hierzu Risse, die 
gegen die Ecken der Platte hin verlaufen. 

Unter" diesen Umständen begegnet die zutreffende Annahme des 
Bruchquerschnitts erheblicher Unsicherheit. In Erwägung des fiir die 
Entwicklungen dieses Paragraphen allgemein gemachten und durch 
Einführung des Berichtigungskoeffizienten p. auch rechnerisch zum Aus­
druck gebrachten Vorbehalts, die erhaltenen Gleichungen durch V er­
suche hinsichtlich ihrer Zuverlässigkeit zu prüfen, sowie in Anbetracht 
der Notwendigkeit, die praktisch wichtige Aufgabe mit einfachen 
Mitteln der Lösung zuzuführen, entschließen wir uns für die Ein­
spannung nach der Diagonale B MB mit der Maßgabe, nur das für 
diesen Querschnitt sich ergebende biegende Moment in Rechnung 
zu stellen. 
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Der gesa.mte Flüssigkeitsdruck abp verteilt sich allerdings nicht 
gleichförmig über die Seiten a bzw. b; vielmehr wird der Auflager­
druck in der Mitte der Seiten am größten sein und nach den Eck­
punkten des Rechtecks hin abnehmen. Jedenfalls aber darf davon 
ausgegangen werden, daß für jede Seite der resultierende Widerlags­
druck durch die Mitte derselben geht, also um 

b a 

von dem Einspannungsquerschnitt absteht. So ergibt sich das bie­
gende Moment 

1 b a 1 1 a 1 a'b~ 
M"=2abp.2 va~+b~ -2abp.3b y(i\l+b~= 12 Va'+b~p 

und hiermit die Biegungsgleichung für den ~+b~ breiten und h 
hohen Querschnitt 

oder . . . . . . . 1) 

Wird nach Maßgabe von Fig. 11 die Länge a des Lotes auf die 
Diagonale, deren Länge d ist, eingeführt, so findet sich durch un­
mittelbare Ableitung oder auch durch Um­
rechnung von Gleichung 1 

h>a-. !;f, ..... 1a) =V~ 

woraus ersichtlich ist, daß die Höhe c allein die 
maßgebende Größe für die Plattenstärke ist. 

Mit b = a ergibt sich 

Fig. 11. 
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oder 

wie in § 62 für die quadratische Platte gefunden worden ist. 

b) Die rechteckige Platte, wie unter a), am Umfange lose 
aufliegend, jedoch nur in der Mitte durch eine Kraft P 

belastet. 

Auf dem unter a) beschrittenen Weg findet sich 

Pb a 1 Va 2 -1-b2 
--- --=<k - - , __ .",2, 
22va2+b2=b6 fl 

woraus 

oder 

k i1 
/ -IL 

b~~ 2 r a b Jt2 
-----1--

1 p 

b · a 
. . . . . • • • 2) 

Hieraus folgen die Gleichungen 2, § 62, wenn b = a gesetzt wird. 
Mit ,den in Fig. 11 eingetragenen Bezeichnungen ergibt sich 

2a) 

Die Gleichungen 2 und 2 a sind unter der Voraussetzung ent­
wickelt, daß die belastende Kraft P in der Mitte der Platte an­
greift. In der Regel wird sie auf eine mehr oder minder große 
Fläche wirken. Wird beispielsweise angenommen, daß P sich gleich­
mäßig über eine kleine Kreisfläche n r 0 2 verteilt, so lautet die Eie­
gongsgleichung (vgl. S. 621) 

!__ !__- p 4 Tq < k .!._ ~ h2. 
2 2 2 3n = b 6 fl 
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§ 64. Versuchsergebnisse. 

Die in der Einleitung zu diesem Abschnitt erörterte Sachlage 
verlangte dringend die Anstellung von Versuchen über die Wider­
standsfähigkeit plattenförmiger Körper. Infolgedessen unterzog sich 
Verfasser dieser Aufgabe und führte 1889/90 nach Konstruktion der 
erforderlichen Versuchseinrichtungen - solche lagen bisher nicht 
vor - eine große Anzahl von Versuchen mit Platten von Fluß­
stahlblech und Gußeisen durch. Über dieselben ist in dessen Schrift: 
., Versuche über die Widerstandsfähigkeit ebener Platten", Berlin 
1 H90, berichtet 1). 

1 ) Ergänzungen hierzu finden sich in des Verfassers Arbeiten: "Versuche 
über die Widerstandsfähigkeit der Wasserkammerplatten von Wasserröhren­
kesseln" (Versuche über die Widerstandsfähigkeit von Kesselwandungen, Heft 1, 
Berlin 189:3, oder auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1893, 
S. 489 u. f., S. 526 u. f.), "Berechnung von Schieberkastendeckeln" usw. (Pro­
tokoll der 21. Delegierten- und Ingenieur-Versammlung de9 Internationalen 
Verbandes der Dampfkessel-überwachungsvereine zu Nürnberg 1892, S. 84 u. f., 
oder auch Zeitschrift dieses Verbandes 1893, Berlin und Breslau, S. 1 u. f.; 
dieser Vortrag liefert gleichzeitig einen Beitrag zur Beurteilung des Grades 
der Verantwortlichkeit, die den einzelnen Ingenieur, dessen Konstruktionen 
infolge ungenügender Widerstandsfähigkeit ebener Wandungen zu einem U n­
falle ~eführt haben, tatsächlich trifft), "Maschinenelemente" 1891/92 (S. 512 u. f., 
S. i'J21 u. f., 1908 (10. Auf!.), S. 835 u. f., S. 856 u. f.), an letzteren beiden Stellen 
ist auch der Einfluß der in den Dichtungsflächen wirkenden Kräfte erörtert, 
"Die Berechnung flacher durch Anker- oder Stehbolzen unterstützter Kessel­
wandungen und die Ergebnisse der neuesten hierauf bezüglichen Versuche" 
(Versuche über die Widerstandsfähigkeit von Kesselwandungen, Heft 2, Berlin 
1894, oder auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894, S. 341 u. f., 
S. lJ73 u. f.), "Untersuchungen über die Formänderungen und die Anstrengung 
flacher Böden" (Versuche über die Widerstandsfähigkeit von Kesselwandungen, 
Heft 3, Berlin 1897, oder auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1897, S. 1157 u. f., S. 1191 u. f., S. 1218 u. f.), "Untersuchungen über die Form­
änderungen und die Anstrengung gewölbter Böden" (Versuche über die Wider­
standsfähigkeit von Kesselwandungen, Heft 5, oder auch Zeitschrift des Ver­
eines del!tscher Ingenieure 1899, S. 1585 u. f.), "Versuche mit gewölbten 
Flammruhrböden" (Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 51/52). Der 
größte Teil der angeführten Arbeiten findet sich auch in des Verfassers "Ab­
handlungen und Berichte" 1897. 

Hiermit verwandte Aufgaben behandelt Verfasser in den Arbeiten: 
"Versuche über Flanschenverbindungen" (Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1899, S. 321 u. f., S. 346 u. f., oder Versuche über die Widerstands­
fähigkeit von Kesselwandungen, Heft 4) und .,Unfälle an Dampfgefäßen und 
die Beanspruchung der Zylinderwandungen solcher Gefäße auf Biegung durch 
die Flanschenverbindung" (Zeitschrift des Bayerischen Dampfkessel- Revisions­
vereines 1901, S. 1 u. f.). 

Die Aufstellung von Vorschriften über die Wandstärken von Dampf­
kesseln für das Deutsche Reich veranlaßte Verfasser zu den Arbeiten: "Zur 
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Insoweit es sich bei denselben um Scheiben von Flußstahlblech 
handelt, ist das Wichtigste aus den Ergebnissen in § 60, Ziffer 3, 
hervorgehoben, so daß hier auszugsweise nur noch der Ergebnisse 
zu gedenken sein wird, die mit gußeisernen Platten erzielt worden 
sind. Hinsichtlich der Einzelheiten darf auf die erwähnte Schrift 
sowie auf die in der Fußbemerkung S. 639, 640 bezeichneten Ar­
beiten verwiesen werden. 

1. Verlauf der Bruchlinie. Sonstiges Verhalten. 

In bezug auf den zu erwartenden Verlauf der Bruchlinie wurden 
in den vorhergehenden Paragraphen (§ 60, Ziff. 4, § 61, § 62 und § 63) 
gewisse Betrachtungen angestellt., die dazu führten, anzunehmen, daß 
diese Linie verlaqfen werde 

1. bei der kreisförmigen Scheibe ungefähr nach einem Durchmesser, 
2. " " elliptischen Platte ungefähr in Richtung der großen Achse, 
3. " " quadratischen " " " " " Diagonale, 
4. " " rechteckigen " " nach Maßgabe der Fig. 1, § 63. 

Über den tatsächlichen Verlauf der Bruchlinie geben die Fig. 1 
bis 9 im Text und Fig. 10 auf Taf. XXVI Auskunft. V gl. auch 
Taf. XXIV und XXV. 

Fig. 1 zeigt die Bruchlinie einer gußeisernen Scheibe von 12 mm 

Widerstandsfähigkeit ebener Wandungen von Dampfkesseln und Dampf­
gefäßen" (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1906, S. 1940 u. f.), 
"Versuche über die Formänderung und die Widerstandsfähigkeit ebener Wan­
dungen" (in derselben Zeitschrift 1908, S. 1781 u. f., S. 1876 u. f.). In ersterer 
Arbeit ist auch die "Streifenmethode" (im Gegensatz zu der "Balken­
methode", dem in diesem Buche benutzten Annäherungsweg) behandelt, 
deren man sich mit Annäherung nicht selten recht vorteilhaft bei Berechnung 
von ebenen Wandungen bedienen kann; in der zweiten Abhandlung ist auf 
die Formänderung der Platten näher eingegangen. Die Versuche, über die an 
letzterer Stelle berichtet ist, werden fortgesetzt; sie sind leider noch nicht so 
weit vorgeschritten, daß eine Behandlung an dieser Stelle mit einem gewissen, 
wenn auch beschränkten Abschluß möglich wäre. 

Nach Aufstellung der behördlichen Bestimmungen, die als Material- und 
Bauvorschriften für Land- und Schiffsdampfkessel erschienen sind (und zwar 
je Anlage I und II zu den "Allgemeinen polizeilichen Bestimmungen über die 
Anlegung von Land- und von Schiffsdampfkesseln vom 17. Dezember 1908) 
ist die Schrift erschienen: R. Baumann, Die Grundlagen der deutschen Ma­
terial- und Bauvorschriften für Dampfkessel (1912). In ihr werden auch die 
Balken- und Streifenmethoden behandelt. 

Reiches Versuchsmaterial enthält Heft 30 der Veröftentlichungen des deut­
schen Eisenbeton-Ausschusses (309 Seiten Te:r.t, 512 Abbildungen): C. Bach 
und 0. Graf, Versuche mit allseitig aufliegenden quadratischen und recht­
eckigen Eisenbetonplatten, 1915. Die Versuchskörper hatten Abmessungen 
für Auflagerentfernungen von 2000, 3000 und 4000 mm. 
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Stärke (immer auf der Seite der gezogenen Fasern). Andere Scheiben 
von derselben Stärke weisen ähnliche Bruchlinien auf. Die Scheibe 
ruht während des Versuchs auf einem Dichtungsring von weichem 
Kupfer (etwa 8 mm stark) und stützt sich oben gegen eine 2,5 mm 

Zu Ziff. 1. 

i I 

11.""'""~ / I 
/ I 

I 
I 
I 

I 

I 
I 

~ 5~ ~ 
~-----------5~ ----------~ 

Fig. I. 

Zu Ziff. 2. 

Fig. a. 

Fig. 2. 

J<'ig. 4. 

breit(' Ringfläche von dem gleichen mittleren Durchmesser wie der 
Kupferring, nämlich 560 mm. Die Pressung zwischen der Scheibe 
und dem Kupferring muß natürlich so groß sein. daß di(' Abdich­
tung gesichert ist. 

C Bacb, Elutizitit. 7. Anti. 41 
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Zu Ziff. 3. 
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Zu Ziff. 4. 
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Jfig. 2 gibt die Bruchlinie einer gußeisernen Scheibe von 24 mm 
Stärke wieder: sie verläuft ungefähr nach drei Halbmessern. Weitere 
Scheiben von dieser Stärke brachen in ähnlicher Weise. 

Die der Prüfung unterworfenen Stahlscheiben bogen sieh durch, 
ohne zu brechen. 

Wie die Fig. 3 und 4 (gußeiserne Platten) erkennen lassen. ent­
spricht der Verlauf der Bruchlinien mit befriedigender Annäherung 
der gemachten Annahme, gleichgültig, ob die Platte mehr oder we­
niger stark ist. 

Fig. 5 (Gußeisen) zeigt für die quadratisc.he Platte das Zutreffen 
der gemachten Voraussetzung. 

Die Fig. 6 bis 9 (Gußeisen a : b = 2 : 3 und 1 : 3) entsprechen 
dem Ergebnis der stattgehabten Erwägung mehr oder minder. 

Um ein getreues Bild der Fonnänderungen rechteckiger Platten 
zu erhalten, wurde 1887 eine solche aus Hartblei (a = 360 mm, 
b = 240 mm, k = 20 mm) hergestellt und ihre Oberfläche durch die 
Reißnadel mit einem Netz von Quadraten (je 10 mm Seitenlänge) 
versehen. 

Fig. 11. 

Fig. 10, Taf. XXVI, gibt in ungefähr halber Größe die obere 
Fläche (Seite der gezogenen Fasern) mit der Bruchlinie wieder. Die 
Formänderung der ursprünglichen Quadrate zeigt volle Übereinstim­
mung mit der in § 62 angestellten Betrachtung, ebenso mit dem 
Ergebnisse, zu dem wir in § 63 hinsichtlich des Verlaufs der Bruch­
linie gelangt waren. Oberhalb Fig. 10 ist die Seitenansicht der Platte 
dargestellt. In diesen Abbildungen bietet sieh dem Auge ein außer­
ordentlich lehrreiches Bild über das Verhalten des Materials einer 
rechteckigen Platte an den verschiedenen Stellen bei Beanspruchung 
durch Flüssigkeitsdruck 

Wird eine rechteckige, sorgfältig bearbeitete Platte. die das 
Widerlager im ganzen Umfange 2 (a + b) berührt, in der MittE' be­
lastet, so heben sich die Ecken sichtbar vom Widerlager ah, derart, 
daß in den vier Seiten nur der mittlere Teil aufliegt. wie dies 
Fig. 11 für eine quadratische Platte darstellt. Die Größe dieser in 
der .Mitte jeder Umfangsseite liegenden Beriihrungsstreeke. inner-

41* 
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halb der die Pressung von der Mitte nach außen hin bis auf Null 
abnimmt, hängt von der Belastung ab und wird schließlich auch von 
der örtlichen Zusammendrückung beeinflußt, die das Material erfährt. 

Das Lichtdruckbild, Fig. 10, Taf. XXVI, zeigt durch das Aus­
laufen der Eindrückungen der Widerlager nach den Ecken hin deut­
lich die Abnahme der Pressung auch für den Fall gleichmäßig über 
die Platte verteilter Belastung durch Flüssigkeitsdruck; in der einen 

Fig. 1:!. 

Eek<' verschwindet die Eindrückung ganz, obgleich :-;charfes Anziehen 
der Schrauben des Versuchsapparates notwC'ndig war, um die Ab­
dichtung zu sichern. Der Auflagerdruck selbst ist in den Mitten 
der langen Seiten des RechtPcks größer als in denj<>nigPn dPr kurzen 
Seiten; je mehr a von' b abweicht. um >~o h<'deutender fiillt diest>r 
Unterschied aus. 

Hinsichtli!.:h d<'s Einflusses, den diese Veränd<'rlichkPit dPr Wid<>r­
lagspressung auf die InanspruC'hnahme der l'~wnigen Befpst igung,..­
schrauben usw. hat, sei auf die FußbPmPrkung S. 625 n·rwiesen. 
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Flache Böden mit Krempe sind in der Krempung am stärksten 
beansprucht. Der Bruch erfolgt dann, wenn es sich um Gußeisen 
handelt. und schlechte Stellen oder Gußspannungen nicht Einfluß 
nehmend auftreten, in der Krempung über den ganzen Umfang 
derart, daß der Boden herausgeschleudert wird. Fig. 12 zeigt die 
Bru('hfläche sowie das herausgesprungene Mittelstück und gibt in 
anschaulicher Weise Auskunft darüber, daß der am stärksten bean­
spruchte Querschnitt in der Krempung liegt 1 ). 

2. Gesetz der Widerstandsfähigkeit. 

Die Beziehungen 18, 23, 30, 31 und 33, § 60; 3, 4 und 5, § 61; 
1 und 2, § 62; 1 und 2, § 63, liefern übereinstimmend die Wider­
standsfähigkeit ebener Platten proportional dem Quadrate 
der Stärke h. Die Versuche des Verfassers bestätigen die 
Richtigkeit dieses Gesetzes'). 

Wenn sich bei Belastung von Platten durch Flüssigkeitsdruck, 
wobei diese zum Zwecke der Abdichtung stark angepreßt werden 
müssen. ergibt, daß stärkere Platten etwas weniger widerstandsfähig 
sind, als nach Maßgabe des quadratischen Verhältnisses der Wand­
dicken zu erwarten ist 3), so liegt das in dem Einfluß der Abdich­
tungskraft, d. h. derjenigen Kraft, mit der die Platten behufs Ab­
dichtung augepreßt werden müssen, wie dies bereits am Schlusse 
von § 60, Ziff. 3, dargelegt wurde. 

1) Über diese Untersuchungen, die sich auch auf Böden von Flußeisen 
beziehen, s. die S. 639 in der .Fußbemerkung bezeichnete Schrift ., Vnter­
>~uchungen über die Formänderungen und die An.,;trengung flacher Böden.~ 

Hinsichtlich gewölbter Böden liegt in rechnerischer Hinsicht eine wert­
volle Arbeit von W. Schüle aus neuerer Zeit vor: "Festigkeit und Elastizität 
gewölbter Platten", Dingicrs polyt. Journal 1900, Bd. :n5, Heft 42. t~ber da­
hingehende Versuche s. Fußbemerkung S. 639. 

Aus neuester Zeit sind zu erwähnen: Keller, Berechnung gewölbter 
Platten in Heft 124 (1912) der Mitteilungen über Forschungsarbeiten sowie dessen 
auf S. 611, Fußbemerkung, angeführte Arbeit; Frankhauser, Die I<'e~tigkeit 
kegel- und kugelförmiger Böden und Deckel in Heft 162 und 163 (1!114) der Mit­
teilungen über Forschungsarbeiten; Hager, Berechnung ebener, rechtel'kiger­
Pla.tten, München 1911. 

") Hierauf aufmerksam zu machen, erscheint angezeigt, nachdem die 
Cla.rksche Berechnungsweise ebener Wandungen auch in die deutsche Literatur 
(Räder, Bau und Betrieb der Dampfkessel 189:3, S. 78 u. f.) übergegangen ist. 
~acb derselben wäre die Widerstandsfähigkeit einer ebenen Wand proportional 
der ersten Potenz von h. Eine Besprechung der Clarkschen Berechnung 
seitens des Verfassers findet sich Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1897, S. 1225 und 1226, sowie in "Versuche über die Widerstandsfähigkeit von 
Kesselwa.ndungen", Heft :1, Berlin 1897. 

3) Vgl. z. B. dasS. 9!:! der "Versuche über die Widerstandsfähigkeit. ebener 
Platten" C:eaagte im ZWia.mmenha.ng mit der Feststellung auf S. 86 daselb!'.L 
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Haben sich ebene. aus genügend zähem Material bestehende 
und am Vmfange aufliegende oder derart befestigte Platten, daß 
die größte Anstrengung in der Plattenmitte eintritt, bleibend durch­
gebogen. sind sie also nicht mehr eben, sondern gewölbt, so be­
sitzen sie in diesem gewölbten Zustande eine erheblich größere 
Widerstandsfähigkeit gegenüber ruhender Belastung als in ihrer ur­
sprünglich ebenen Form. Die Zähigkeit des Materials hat jedoch 
durch diese Überanstrengung abgenommen. 

3. Schlußbemerkung. 

Ein Blick über die in den §§ 60 bis 63 angewendete Methode 
des Verfassers zur Lösung der Aufgaben dieses Abschnittes läßt er­
kennen, daß sie darauf hinausläuft. die schwierigen Aufgaben, die 
sich auf dem Gebiete der Inanspruchnahme plattenförmiger Körper 
bieten, auf einfache Biegungsaufgaben zurückzuführen unter Schaffung 
und Verwendung von Berichtigungskoeffizienten, die aus Versuchen zu 
bestimmen sind. Die Methode ist keine streng wissenschaftliche; sie 
liefert aber. da sie sich in der bezeichneten Weise auf Versuche 
stützt, ausreichend zuverlässige Ergebnisse für die ausführende Technik 
und ermöglicht die Berechnung überdies jedem Techniker, der auf 
der technischen Mittelschule gebildet ist. Indem Verfasser diesen 
Weg einschlug, glaubte er den Interessen nicht bloß der Industrie. 
sondern der gesamten Technik wie auch denjenigen der Allgemein­
heit, die ein Anrecht auf Sicherheit liat - auch dann. wenn <>~ 
der Wissenschaft noch nicht gelungen ist. eine gerraue Berechnung 
der hier zur Erörterung stehenden Anstrengung der .Materialien zu 
liefern - am meisten zu nützen. wenigstens so lange. bis es gelingt, 
Vollkommeneres ausfindig zu machen. 

Bei Berechnung einer Platte, eines Deckels u. dgl. wird in der 
großen .Mehrzahl der Fälle ein gewisser, von den Verhältnissen ab­
hängiger Zeitaufwand nicht überschritten werden sollen, namentlich 
dann nicht, wenn es sich um eine einmalige oder doch nicht häufige 
Ausführung handelt. Die Berechnung pfh•gt eben für den in der 
Industrie stehenden Konstrukteur nicht Selbstzweck, sonden1 nur 
Mittel zum Zweck zu sdn. Für den Mann der Wissenschaft kann 
sie allerdings Selbstzweck sein. Eine Berechnungsmethode, die sich 
in der Teehnik einführen soll. muß deshalb gegenüber den tatsäch­
lichen Verhältnissen einfach genug sein; andererseits genügt au('h 
eine ausreichende, d. h. den Verhältnissen befriedigend gerecht WPr­

deilC!e Annäherung. 



A.cbter Abschnitt. 

Durch die Fliehkraft beanspruchte Körper 1). 

§ 65. Ring und Arm. 

1. Det• frei umlaufende Ring. 

Sofern die Abmessung des betrachteten Ringes in Richtung des 
Halbmessers im Verhältnis zur Größe des letzteren gering ist, kann 
die Verteilung der Spannungen über den Ringquerschnitt keine stark 
ungleichförmige sein (vgl. die sinngemäß gleiche Überlegung bei dem 
durch inneren Überdruck beanspruchten Hohlzylinder auf S. 586), 
so daß ohne wesentlichen Fehler gleichförmige Beanspruchung da­
selbst angenommen werden darf. 

Fig. 1. 

\"on dem betrachteten Ring, der (ohne Arme) n l.Jmdrehungen 
in der Minute ausführe. sei eine Scheibe von 1 cm Breite abgeschnitten 
gedacht und für die!'!:' die Rechnung durchgeführt. Es bedeute: 

1 1 Bearueitet von R. Baumann. 
Vgl. Großmann, Verhandlungen des Vereines zur Beförderung des Ue­

werbtleißes in Preußen 1l:l83, S. 216 u. f.; Grübler, Zeitschrift des Vereines 
deuts('her Ingenieure 1~"<97, S. R60 u. f.; Lorenz und v. Sanden. ebendort 
1910, S. 1397 u. f., :W63 u. f. (Trommeln), sowie insbesondere A. Stodola, Die 
Dampfturbinen, Berlin HllO. 4. Auf!., S. 242 u. f. 
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2nn 
w = 6o- die Winkelgeschwindigkeit, bezogen auf die Sekunde, 

r das spezifische Gewicht des Ringmaterials (kgfccm, für Guß-
eisen z. B. 0,0072), 

g die Beschleunigung durch die Schwere (= 981 cm), 
h die Höhe des Ringes in Richtung des Halbmessers ( cm ). 
x0 den Abstand des Schwerpunkts des Ringquerschnitts von der 

Achse (cm), 
v = w. x0 die Umfangsgeschwindigkeit (cmfsec), 
k, die Zugspannung im Ringquerschnitt (kgfqcm). 

Die Scheibe sei nach einem Durchmesser A-B geteilt i ~-gl. 

Fig. 1) und der Materialzusammenhang durch die auftretende Be­
anspruchung k, ersetzt. 

Im Schwerpunkt 8 des halben Ringes, dessen Abstand vom 

)littelpunkt MS = 2 x0 : :r beträgt, entsteht infolge der Umdrehung 

diP FliPhkraft (die Massf' des Ringes ist ; (x0 JT h. 1)) . 
Q = [;-. (x0nh .1)] 2:.!!. w~ '~ :! . ; hx0~w~ = 2 -; hr~. 

der entgegenwirkt dir aus der Beanspruchung kz hervorgelwnd<> 
Kraft 

Q = 2 k •. h.l, 
f;O daß 

2kzh==2 r hxo2 W~=2Lhv~. 
g g 

worans sich ergibt 

k =~X ~W~ =/'V~ 
= g 0 g 

1) 

Die Beanspruchung ist also von der "Cmfangsgeschwindigkcit 
und dem spezifischen Gewicht allein abhängig. Wird ein<> lwstimmte 
Größe der Beanspruchung als zulässig erachtet, so ist damit die 
"Cmfangsgeschwindigkeit. die höchst<>ns erreicht werden darf. glt>ich­

falls festgesetzt. 
Die Dehnung in Richtung des Halbmessers beträgt 

E= t:k = a _Y. v~ 
: !I 

und damit die halbP Aufweitung des Ringes infolge dPr FliPhkraft 

I i' .• 
Xo=EX0 =t: v·x0 g 

:!) 
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2. Der frei umlaufende Arm. 

Betrachtet werde ein Stab vom Querschnitt f und der Länge 2 x0 , 

der sich um die durch M gehende Achse mit der Winkelgeschwindig­
keit oJ drehe. 

Im Abstand x von J1 erfolgt Beanspruchung durch 
die Fliehkraft des (x0 - x) langen Stückes, dessen Schwer­
punktshalbmesser beträgt 

Somit ist 

k=.(=[~-{.(x0 - x)J ~ (x+x0 ).w2 

woraus sich die größte auftretende Beanspruchung zu 

· 3) Fig. 2. 

T 

also halb so groß wie der aus Gleichung 1 folgende Wert, und die 
Dehnung im betrachteten Punkt ergibt zu 

f = 1: _"/_ w?. (x 2 - :z:':!) 
g 2 ' 0 

und dit:> V t:>rlängerung des Armes 

:ro Xo 

J :r =j'e. d;)_' = f: r ({)'!f(x 2 - x':!) dx 
0 g 2 0 ' 

0 0 

r ())'!. ( 2 'l) r ())'!. 'l r v·~ 
=1: g ·2- -3-xo· =l:g-3-xo· =1: g 3-Xo .. 4) 

Der Arm verlängert sich also infolge der Umdrehung nur um 
ein Drittel des Betrages, um den der Halbmesser des Ringes zuzu­
nehmen bestrebt ist ( vgl. Gleichungen 2 und 4 ). Die Folge hiervon 
ist, daß beim Vorhandensein von Armen im Ring der letztere zurück­
gehalten wird und dadurch zwischen je zwei Armen zusätzliche Bie­
gungsbeanspruchung erfährt, während die Arme, zum Tragen der 
Fliehkräfte des Ringes mit herangezogen, größere Kräfte auszuhalten 
haben. Ist der Ring im Verhältnis zu seiner Höhe breit, so erfährt 
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er infolge der Wirkung der Arme Biegungsbeanspruchung auch in 
der Querrichtung. 

Hinsichtlich der Gesichtspunkte, die bei der Berechnung von 
solchen Schwungrädern im Auge zu behalten sind, muß auf C. Bach, 
Maschinenelemente, 10. Auft. (1908), S. 483 u. f., 11. Auß., S. 490 u. f. 
verwiesen werden. über die Berechnung von Trommeln finden sich 
ausführliche Darlegungen in der Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1!110. S.1397 u.f. sowie 2061 u.f. 

~ 66. Umlaufende Scheiben. 

1. Die Scheibe gleicher Festigkeit. 

Die Scheibe, die ohne Bohrung 1) ausgeführt sei, soll eine solche 
Formgebung erfahren, daß die durch die Fliehkraft hervorgerufene 
Beanspruchung an allen Stellen gleich groß und ebenso in Richtung 
des Halbmessers von derselben Größe wie in Richtung des Umfangs 

-l 

Fig. 1. 

ist. In Hinsicht auf die Gestalt des durch sein Eigengewicht bean­
spruchten Stabes gleicher Festigkeit in § fi, S. 110 u. f. ist zu er­
warten. daß die Dicke 2 x der Scheibe in der Mitte am größten sein 
muß und gegen den Rand hin abnimmt, wie in Fig. 1 gezeichnet. 

Aus der zur z-Achse symmetrischen Scheibe denken wir uns einen 
Sektor vom Zentriwinkel 2. dqJ, aus diesem ein Ringstück von der 
Breite dz herausgeschnitten, an den Schnittflächen. wie S. 576 für den 
Hohlzylinder besprochen, die wirkenden Spannungen a und im Schwer­
punkt die MaBBenkraft M angebracht, wie Fig. 2 zeigt. Dann beträgt 
die narh innen gerichtete Kraft an der Zylinderfläche vom Halbmesser z 

11. 2 X. Z. 2 dcp, 

die naeh außen gerichtete Kraft an der Zylinderfläche vom Halb­
messer z + dz und der Höhe 2 x + 2 dx 

11. (2 x -i-- 2 dxl (z 1 dz) 2 drp = ......._ 2. a (2 xz + 2 xdz + 2 zdx) dtp. 

1) Cber den Einfluß einer Bohrung verl!leiche das S. 655 u. f .. S. 6-ii, 
l:l. 663, Fußbemerkung, sowie S. 664 u. f. Ausgeführte. 
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der nach innen gerichtete Teil der zwei Umfangskräfte 

2. a. ( 2 x + 2 :x). dz. sin (drp) ="' 2 a. 2 x. dz. drp, 

die nach außen gerichtete Massenkraft M 

f w2 ( z + ~:) ( z + ~~) . ( 2 x + 2~t~) . 2 drp . dz 

="' 2 1. w 2 2 xz2 dcp. dz. 
g 

Fig. 2. 

651 

Aus der Bedingung, daß die Summe aller Horizontalkräfte gleich 
Null sein muß, folgt sodann 

2 a .(2 xz + 2 xdz + 2 zdx)drp-:--- 2 ~ w~ 2 xz2 dtpdz 

= 2 a 2 xz drp + 2 a 2 x dz dtp . 

d 2 X ')' W2 
-·- =- zdz, 
2x g a 

und durch Integration 

oder 

2 x '' w2 z2 
Zn =- '- ··-

c g (J 2 

_ l'_ tol ~-~ 

2x===c.e y n :! 

1) 

2) 

In der Regel wird die Scheibe mit Rücksicht auf Herstellung 
oder aus anderen Gründen am Vmfang (z = r .J eine bestimmte 
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geringste Dickes haben müssen 1), so daß zur Bestimmung der Inte­
grationskonstanten c die Gleichung besteht 

3) 
Somit 

4) 

Die Dicke sm der Scheibe in der (undurchbohrten) Mitte be­
trägt mit z = 0 

L~t·l r __ 1JI 
fJ 2 n a g ~". sm =8. e =se 5) 

Es treten also hier, wie beim frei umlaufenden Ring, das spe­
zifische Gewicht r, die Umfangsgeschwindigkeit V und die Spannungt) a 
Einfluß nehmend auf. 

Ist v2 : a in Gleichung 4 groß, so ergibt sich eine starke \Völ­
bung der Meridianlinie. Damit ist eine Neigung der Spannungen 
gegen die z-Achse verbunden, wodurch unsere Ableitungen, die eine 
solche nicht annehmen, unzutreffend werden. (Vgl. auch§ H, S. 111, 
Ziff. 3 und 4, § 20, Ziff. 2 sowie Fußbemerkung S. 472 und 473.) Glei­
chung 4 gilt nur für Scheiben, deren Meridianlinien nicht zu stark 
gegen die z-Achse geneigt sind und keine zu scharfe Krümmung 
aufweisen. 

2. Die Scheibe von gleicher Dicke a). 

Wir betrachten die Scheibe als Hohlzylinder. Gemäß der Fuß­
bemerkung 1 auf S. 577, § 58, besteht dann die Gleichung 

da_ 1 r ., -d; = ·z- (ay -· a=)- g w· z. 

Da hier Kräfte in Richtung der .x-Aehse fehlen, wird a ,. = 0 
und damit nach S. 577 (GI. 4, § 7) 

1 ) Dor·t hört die Scheibe auC ein Körper gleicher Festigkeit zu sciu so­
fern nicht am äußeren Rande eine Kraft (z. B. herrührend von der Fliehkraft 
der Schaufeln oder übertragen durch einen Kranz) angreift. V gl. hierzu auch 
Z1tf. 4, a, S. 660. 

") Die Beanspruchung, über deren zuläst~ige Größe Bestimmunl'( zu 

treffen ist, beträgt k, = : = a (1- ~J. da die flpannung a in zwei senkrecht 

zueinander stehenden Richtungen auftritt. k, und a sind einander ROmit pro­
portional. 

·1) Weitere Scheibenformen sind an der in Fußbemerkung I. S. 64 7 zu­
letzt genannten Stelle behandelt. 
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und hieraus 

sofern 

Fügt man zu Gleichung 6 die aus der ersten der Gleichungen 4, 
§ 7 (s.o.) sich ergebende Beziehung 

so wird 

. et -a-a=m-
11 • - fC ' 

O=a.,=:(e1 +m ~ 2) 
und in gleicher Weise 

1111 =1-+m ~(e~+ m e_2)' 

wie auf S. 578. Ebenso kann man die dort als Gleichung 3, 4, 5 
und 6 bezeichneten Beziehungen unter Beachtung, daß hier ax = 0 
ist, übernehmen, während Gleichung 7 entfällt. Die Einführung der 
Gleichung 6, S. 57!), in die erste Gleichung unter 2) (S. 652) für 

~:~ führt sodann zu der Differentialgleichung 

d2 l; dt; t; m-1 r 2 
dz2 +zdz- z2 =· -~m ß.-g w z, 

die sich von der in § 58, S. 579. abgeleiteten nur durch die rechte 
Seite unterscheidet. Die Integration kann in genau gleicher Weise 
wie dort angegeben erfolgen und führt zu 
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Bestimmt man hieraus die Werte von ~ und 1d-lt; (vgl. S. 580) 
z z 

und führt diese in die Gleichung 6, § 58 (S. 579) ein. so findet sich, 
unter Beachtung, daß nun a ,. = 0 ist. 

) t I 1 .• "(~ )l :.. c1 : ) 1 C2 ( )~ ;' O)"'Z"' a 1 

av = m--=-1 fl \2 ( m ~ l I z2 m- -1 I - g 8 m - 1 

) 1{ i ''"(1 )} a = :.. - ~1 1m -1)- c:! (m -1)f1 - !__ w-z- + 3 
z m -·- · 1 f1 .! z· g 8 m 

. 8) 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten c1 und c2 dienen 
die Bedingungen, daß, da am äußeren und inneren Scheibenumfang 
äußere Kräfte nicht wirken sollen, für z = r, a= = 0 und ebenso für 
z = ra a, = 0 sein muß. Aus Gleichung 8 findet sich hiermit 

und 

= ß (l l- ~) y (1)2 2 ~ c.. a 6 ra r, . . - m · g 1 

Damit lassen sich aus den Gleichungen 8 die Werte von ay und a, 
anschreiben, wodurch auch unter Zuhilfenahme der Gleichung 4, 
§ 7 (s. o.) die Hauptdehnungen bestimmt sind. Es findet sich 

und 

0 = ~ w2 {( 1 
• g 8 m 

~~a-:~i~ 1--~- __ ; 
.. .. ( 1) 

' z- · m . 

E.3 - )'_(I)'! J( 1 3) -. ·• r-21 (t- 1 \1 
~- g H-\ m --~ · l(ra·-- ' mJ 

r 2 r .~ ( 
--"-' 1 

z~ 

10) 
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Hiermit sind die Gleichungen 9 und 10, § 58 (S. 581) zu ver­

gleichen. 
Für den inneren Rand der Scheibe beträgt nach Gleichung 1(} 

10 
mit z = r. und m = 

I 3 

~=-.L .w2 {r 2 ( 
1 + 3) + r.2 (1- _!__)\ 

11 g4m a m • m f 

1 r 2 {<) 3 ., -I- o 7 ··} =--4gW a,, Ta" I , T;" 

e3 =- .L -~~ {r 2 (_1.- + 3) + r.2 (t- 1 )\f = el 
a g 4m a m ' m a 

=- 3 r-w2 {3 3 r 2 + 0 7 r.2} 
40 g ' a ' ' 

wonach der Wert von ~2.. als maßgebend erscheint. 
(( 

11) 

Ist die Bohrung sehr klein, so daß 0,7 ri~ gPgenüber 3,3 ra2 

vernachlässigt werden kann, so ergibt sich die maßgebende Bean­

"pruchung am Lochrande für z = r; zu 

k == _2_ =- r 2 -~ 3 = 0,825 L w2 r 2 = 0,825 r_ v2 e r w 2 
( 1 ) "' 

z r: g 4 a m 1 g " g 
12) 

und die Beanspruchung am äußeren Scheibenrand mit z = r a 

E., r o> "!. •• ( 1 ) ~ _ r .. _ _ r ., 
- = --r- 1--- =0,1to m·r '=O,lta v· 

1: g 4 a m g " g 12) 

Ist Pinf' Bohrung in der Scheibe überhaupt nicht vorhanden, 

so sind zwei neue Bedingungen zu erfüllen, die das Endergebnis der 

Rechnung beeinflussen: 
I. Für z = 0 muß i; = 0 sein, da im Mittelpunkt der Scheibe 

keine radiale Verschiebung nach der einen oder anderen Rich­
tung, von denen keine bevorzugt ist, erfolgen kann; dies be­
dingt, daß in den Gleichungen 8 sowie in der ihnen unmittf'l­

bar vorausgehPnden Beziehung c2 = 0 sein muß. 
II. Fiir z = 0 muß 11 Y = r;; sein, weil im Mittelpunkte der umlau­

fenden Scheibe (Pol) jeder Durchmesser auch als Tangente an 
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den Kreis mit z = 0 als Halbmesser erscheint. Aus diesem Grunde 
9 2 

muß in Gleichung 9 das Glied r" .?-, das für z = 0 den Unter­
z 

schied von a11 und a, hervorbringt, verschwinden, d. h. 

werden. 
Mit diesen zwei Bedingungen ergeben sich an Stelle der Glei· 

chungen 9 folgende Beziehungen 

(J = r_ w2 {r 2 ( 1 
• g 8 " m 

+ 3) - (! + 1) z2
} l 

+ 3) - ( l + 3) z2 } 

. . . . 9a) 

Für die maßgebenden Beanspruchungen findet sich damit in 
der Scheibenmitte (z = 0) 

k,=~-=;-~2 r,.2 (~-+3)(t-l-)=0,29~w2 r42 •• 12a) 

für den äußeren Rand (z = r,.) 

Infolge Fehlens der kleinen Bohrung, die zu den Werten 
12 geführt hatte, ist also die Beanspruchung in der Scheiben· 
mitte im Verhältnis 0,29: 0.825 kleiner geworden, sie hat 

a~f weniger als die Hälfte (t: 0•825 = 1: 2,8) abgenommen. 
0,29 

Die Beanspruchungen am äußeren Rand der Scheibe sind, wie zu 
erwarten war, dieselben geblieben. Es ist jedoch im Auge zu be­
halten. daß die Spannungszunahme, die mit der Herstellung einer. 
kleinen Bohrung verknüpft erscheint, bei Scheiben aus zähem Ma­
terial geringer ausfallen wird, als die Rechnung ergibt, weil die sich 
einstellenden bleibenden Formänderungen bewirken. daß der ein­
tretenden Dehnung (von der ein Teil bleibend wird) eine kleinere 
Spannung entspricht.t Die Verteilung der Spannung wird also in der 
Tat weniger ungleichförmig, als das Ergebnis der Rechnung er­
warten läßt (vgl. hierzu Fußbemerkung 2, S. 584). Dies ist um so mehr 
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der FaJI, aJs die Spannungen von der kleinen Bohrung nach dem 
Rande zu sehr rasch abnehmen 1) und sich der Größe nähern, die 

1) Zur Erlangung eines Überblicks sind im folgenden die Beanspruchungen 
zusammengestellt, die sich in verschiedenen Abständen vom Mittelpunkt für 
eine Scheibe von 50 cm äußerem Halbmesser ergeben, 

vorhanden 

1. wenn die Scheibe voll ist (r1 = 0), 
2. " eine Bohrung vom Halbmesser r 1= 0,1 cm 
3. " " " "· " ,.., = 0,5 " 
4. " " " " " r1 = 1,0 ,. 
!l. " " 6. " 7. " " 

ist. 

" " 
" " 
" " 

" 
r1 = 2,5 " 
r 1 = 5,0" 
r1= 10,0 " 

Werte von!!.. (JL - 1-.) = ~~- (-g_-) für Scheiben von ra=50 cm oc y w2 f'a2 ot yv2 
äußerem Halbmesser und Bohrungen von verschiedener Weite. 

Z= 1 · o 1 0,1 1 o,s 1 1 2 2,5 5 10 j 25 j5ocm 

1. r,= 0 cm 0,28881 - - 1 0,2887 0,2886 - 0,2876 0,2842 0,2603 0,1750 
2. r,= 0,1" 
3. r 1 = 0,5" 

. r,= 1,0" 
5. r1= 2,5" 
4 

6 . r 1 = 5,0" 
7. r1 = 10,0" 

- 0,8250 0,3102 0,2941 0,2899 -
- 1 - 0,8250 i 0,4228 0,3220 -_ _ I _ 0, ... , o,.", -
- - - I - I - 0,8254 --- -l-1 -- - - I - - -

Fifr. 3. 

0,2878 0,2842 0,2603 0,1750 
0,2930 0,2856 0,2606 0,1751 
0,3092 0,2897 0,2613 0,1753 
0,4224 0,3184 0,2664 0,1771 
0,8268 0,4211 0,2847 0,1833 

- 0,8320 0,3577 0,2080 

Fif{. 3 giht eine zeichneril!('he Darstellung des Verlaufs der Beanspruchung 
62 üher einen HalbmeRRer in der Nähe der Bohrung wieder; dabei ist als 
ot 

('. Ba~ h, Elastizitit. ;, Aull. 42 
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sie ohne Bohrung aufweisen würden. Es empfiehlt sich trotzdem, 
unnötige Bohrungen zu vermeiden und der erwähnten Spannungs­
erhöhung dieselbe Aufmerksamkeit zu schenken. die auf die Ver­
meidung scharfer Querschnittsänderungen und Ecken zu verwenden 
ist (vgl. hierzu § 56, Ziff. 3, S. 564 u. f.). 

3. Die Wirkung von Kräften (StJannungeu), die am Raml det• 
Scheibe von gleicher· Dicke angreifen. 

Durch Drücke. die in der Bohrung der Scheibe. etwa durch 
die eingezogene Welle, auftreten, sowie durch Kräfte, die am äußeren 
Umfang angreifen, wie z. B. die Imehkraft von Schaufeln. wird die 
Scheibe in gleicher Weise beansprucht wie ein Hohlzylinder. der 
innerem und äußerem Überdruck ausgesetzt ist, ohne einer Axial­
kraft unterworfen zu sein. Die Beanspruchungen ergeben sich aus 
den Ableitungen in §58. sofern dort a"' = 0 gesetzt und bei Auf­
stellung der Bedingungsgleichungen nach Gleichung 8, S. 580. be­
achtet wird, daß die Spannung am äußeren Rande a. = p4 , bzw. 
am inneren Rande a: =-Pi beträgt ~Zug am Cmfang nach außen 
gerichtet, bzw. Druck in der Nabe). Man erhält dann an Stelle 
der Gleichung 10, §58, die im folgenden angegebenen Beziehungen. 
Die aus ihnen folgenden Beanspruchungen sind zu den aus Glei­
chung 10 bis 12 ermittelten algebraisch zu addieren. rVgl. Ziff. 4.) 

a) Beanspruchung durch die äußere Zugspannung Pa· 

13) 

.. I .. \ ra-Pa ()- 1" r,-=-- - --, 1-- ., --. r ~- r.~ ' ' z':! 
" . 

~omit Beanspruchungen am inneren Rand, d. i. z = r, 

Xullpunkt der innere Rand der· Seheibe (bei r1 =- 0 der Mittelpunkt • gewiihlt 
(al~ AbHzissen treten somit die Werte (Z- r1) auf>. 110 daß die Breite. auf der 
die Rpannungserhi>hung wirkt. erkannt werden kann. 
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a m äußt:'ren Rand, d. i. z = r a 

.. I 
=. 'a~Pa_ 0 7 " .. \ , r ·- r.· 1 a t 

.. } r.· \ 
1 '3 ···' -J ,, ., 

r -
" 
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14) 

Wird r; = 0, d. h. ist die Scheibe voll ausgeführt. so 
muß, wie S. 656 erläutert, jler Wert r,"! : z2 = 0 werden. womit 
sich ergibt 

~} =-c 0,7 Pa und 1'., 0 : = ,7p. 
(~ a 

Da nach Gleichung 1:3 mit r; = 0 und r/: z"!. = 0 

ferner aber 

so wird 

f"!. f::l 

e ~~ ' 

und 
m 

f" 
"! ===- (j 

(( 

n = r; = m E.~ _ p 
y = m-1 t: - a 

15) 

15') 

Die Beanspruchung und die Spannung ist also bei der Scheibe 
ohne Bohrung, sofern an dert:'n iiußerem Umfang Zugkräfte Pa an­
greifen. unabhängig von der Lage des betrachteten Punktes und 
an allen Stellen gleich groß. 

42* 
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b) Beanspruchung durch Pressungen in der Nabe, p,. 

r.2 { r 2} =--'--p. 07+ t.3J 
r (12 - r,~ ' ' · z"l. 

. lfi) 

Die maßgebende Beanspruchung tritt somit am inneren 
Rande (z=r,) ein. 

4. Kranz und Nabe. 

a) Die Scheibe gleicher Festigkeit ohne Bohrung. 

Wie schon in Fußbemerkung 1, S. 652 erwähnt, muß am Rande 
der Scheibe gleicher Festigkeit eine Sp1111nung angreifen, die gleich o 

ist. Sind die wirkenden Kräfte geringer. 
,._e.._"' so erfährt die Scheibe eine Entlastung. 

r------+..--+--r sind sie größer, so tritt eine Erhöhung der 
I ... , 
I 
I 

'------...Llli~- i 
____ ,._ß ________ _: 

Beanspruchung ein. Im folgenden ist an­
genommen, daß die Spannung o am l"m­
fang 2 .:n r0 tätig sein soll. 

Denkt man sich zunächst den Kranz 
Fig. 4. ohne Zusammenhang mit der Scheibe frei 

umlaufen, so erfährt er folgende Bean­
spruchungen (vgl. Fig. 4 hinsichtlich der Abmessungen; h sei gegen­
über r0 so klein, daß eine Unterscheidung zwischen innerem und 
äußerem Halbmesser unterbleiben kann): 

1. Zug infolge der Fliehkraft etwa vorhandener Schaufeln, die 
als eine gleichförmig über den Umfang verteilte Zugkraft Pa kgfqcm 
betrachtet werde, 

2. Zug infolge der Fliehkraft der eigenen Masse (Gleichung 1 ~ ti5 1 

k"= • 
I' V~ 

g g 
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3. Druck infolge der Spannung a über die Breite s 

k"'--~~0 as __ osr0 
z - 2bh - bk . 

Somit gesamte Beanspruchung im Kranz 

k =k '+ k "+ k"' = p.ro +r v2 -- ~-~Q 
I : Z z h g bh 
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17) 

Hieraus ergibt sich eine halbe Aufweitung des Kranzes um 

( paro '}' v2 o 8 r 0) 
Jr0 =1~k2 r0 =ccr0 -h-+ g~--bh .... 18) 

Die Scheibe erfährt an allen Stellen, also auch am Umfang 
eine Beanspruchung (Fußbemerkung 2, S. 652) 

k =!_=a (1- _1_) 
• a m ' 

somit eine Vergrößerung des äußern Halbmessers r0 um 

Llr0 =r0 e=aa{1- !_)r0 

' m 
19) 

Da nun der äußere Scheibenrand mit dem inneren Rand des 
Kranzes zusammenhängt, so müssen die rechten Seiten der Glei­
ehungen 18 und 19 einander gleich sein. Man erhält 

oder mit 

oder 

( 1) (p4 r 0 yv2 a8r0') 
1:ar0 1-m =ar0 -h~-+ g --f)k 

10 
m=-f: 

0,7 a=k =E_a~l!. +r_v2- a sro l 
z h g bk 

' 

~ 8 --Pu I' . . . • 20) 1) 
k=ro rv2- -­

- -k g z 

In Gleichung 20 sind k=, Pa• r0 , r, v, g und a als gegeben an­
zusehen. Von den Unbekannten b und h kann also eine angenommen 

1) Aus Gleichung 20 folgt, da h stets ein positiver Wert sein muß, die 

Bedingung "';9 > k< und gleichzeitig -0b8 >Pa· Wird h kleiner ausgeführt, als 

Gleichung 20 angibt, so fällt dann o bzw. k, kleiner aus als angenommen. 
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und sodann die andere berechnet werden. Ist z. B. eine bestimmte 
Breite b erforderlich, so findet sich k. 

Bei der Rechnung ist stillschweigend angenommen worden, daß 
der Kranz nicht viel breiter ist als die Scheibe am äußeren Rand. 
sowie daß der Übergang zwischen Kranz und Scheibe mit sanfter 
Abrundung erfolgt. Andernfalls treten, da der Kranz von der Scheibe 
zurückgehalten wird, zusätzliche Beanspruchungen ein. die beträcht­
liche Größe besitzen können. 

Der hier eingeschlagene Weg läßt sich auch auf Scheiben gleicher 
Festigkeit mit Bohrung anwenden, wenn die Nabe verhältnismäßig 
schwach ausfällt. Diese Rechnung stellt dann eine Vereinfachung 
der unter c) gegebenen dar. 

b) Die Scheibe von gleicher Dicke mit Bohrung und ver­
hältnismäßig schwacher Nabe. 

Von der Nabe wird für die folgende Buchstabenrechnung der 
Übersichtlichkeit halber angenommen, daß sie im Verhältnis zur 
Bohrung geringe Wandstärke besitze, daß sie wenig breiter sei als 

die Scheibe und an die letz­

lt'ig. 5. 

tere mit sanfter Ausrundung 
anschließe. Aus demselben 

,... Grunde sind die Halbmesser 
für inneren und äußeren Na­
benrand sowie inneren und 
äußeren Rand des Kranzes 
nicht unterschieden, sondern 
nur die mittleren Halbmesser 

R0 und r0 (vgl. Fig. 5) eingeführt. Bei Durchrechnung eines be­
stimmten Beispiels läßt sich erforderlichenfalls der bestehende Unter­
schied leicht berücksichtigen. 

Wir betrachten Kranz, Nabe und Scheibe getrennt. 
Der Kranz erfährt Beanspruchung und Aufweitung in gleicher 

Weise. wie vorstehend unter a ermittelt. Die von der Scheibe auf 
ihn geäußerte Kraft werde durch die Spannung o,. über die Breite & 

hervorgerufen. Somit beträgt seine Beanspruchung 

k _p0 r0_+/'V~_n,.sr0 
:, k - II g b k . . . . . . . :! 1 ) 

und die halbe Aufweitung 

( P,.ro I yv~ n,. 8 ro) 2·_)) .lr0 =ar0 k:,k=ar0 k -r-g- ----b-k 

Hierin sind a . b und h unbekannt. Über die Größe von 1.: . .. .. .. 
ist unter Berücksichtigung des Materials Bestimmung zu treffen. 
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Die Nabe erfahre von der Welle, auf die sie aufgezogen ist, 
eine Pressung Pi (z. B. 50 kgfqcm). die in gleicher Weise tätig ist 
wie die Zugspannung Pa am Kranze. Ebenso tritt die von der Scheibe 
geäußerte Spannung ai (über die Breite 8) an die Stelle von a .. , 

welches beim Kranze zu berücksichtigen war; von ai sei jedoch hier 
angenommen, daß es die Nabe zusammendrücke 1). Somit ergil1t 
sich die Beanspruchung der Nabe zu 

Hierin sind a1• B und H unbekannt. 
Die Scheibe erfährt Beanspruchungen, die durch die Glei­

chungen 10 (Wert von ~;'.!: a. hervorgebracht durch die Fliehkraft der 
eigenen Masse), Gleichung 13 (Wert von e2 : a, herrührend von der 
Zugspannung a a am Halbmesser z = r 0) sowie Gleichung 16 (Wert 
von e~ : ':. hervorgerufen durch die Druckspannung a, am inneren 
Halhmesser z = R 0 ) bestimmt sind. Aus der Dehnung e2 ergibt 
sich nach Multiplikation mit r: r0 die halbe Aufweitung am äußeren 
f;t'heibenrand :'1 r0 • 

Man erhält hiernach fiir den äußeren Halbmessel' (z = r 0 1 

I - , ( 1 r 2 f3., R 2 + o 7 ~1 ro-'·ro -(•J l''" o ' ro' 4 g J 

+ aa {o 2 + 3 R '.!\ + Ro2 ) - 2_R_'.l_ ,7ro 1, OJ 2-=---R-2a,.2 
ro o ro o 

24) 

und für den inneren Halbmesser (z= R0 ) 

k - e2 - 1 r 2 {a 3 2 + 0 7 R '.! \ =- -c, - -4 -g m ' ro ' o ( 

I a .. ro~ •J I o, {o7R:J I 13 '.!\ 
T r ·!- R '.! . - -,-r '.!_ R 2 ' o T ' ro f 

0 0 0 0 

25) 

In Gleichung :!4 und 25 treten neue Unbekannte nicht auf. 
Da für k= in Gleichung 25 der für zulässig erachtete Wert der 
Materialbeanspruchung einzuführen ist, so kann aus ihr o .. oder a1 

berechnet werden. 
Wie bei der Reehnung unter a), S. 661, erhält man ferner eine 

Bedingungsgleichung aus dem Umstand, daß die halbe Aufweitung L1 r 0 

a.us Gleichung 22 und 24 gleich sein muß. 

') Ist die Nabe starkwandig im Verhältnis zu ihrer Beanspruchung, so 
erfährt ~ie a.llein eine geringere Ausdehnung, als sie die Scheibe ohne Nabe 
erleiden würde. Infolgedessen unterstützt dann die Nabe die Scheibe und 
vermag die Spannungserhöhung. die durch die Bohrung hervorgebracht wurde 
(vgl. S. fl56 u. f.), ganz oder teilweise auszugleichen (vgl. auch c). 
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Zur Ermittelung der 6 Unbekannten 

b, k, B, H, o,. und o; 

stehen zur Verfügung 4 Gleichungen: 21, 23, 25 und die Beziehung. 
die durch Gleichsetzen der rechten Seiten von Gleichung 22 und 24 
erhalten wird. Zwei der Unbekannten können infolgedessen auf Grund 
gebotener Erwägungen angenommen werden. Streng genommen ge­
hört zu den unbestimmten Größen auch die Stärke a der Scheibe. 

e) Die Scheibe von gleicher Festigkeit mit kräftiger Xabe­
und Bohrung. 

Wird die Nabe so kräftig ausgeführt, daß sie, wie in der }'uß­
bemerkung S. 663 angedeutet, den durch die Bohrung aufgehobenen 
Materialzusammenhang in der Scheibenmitte ersetzt, so entsteht ein 
Körper, der mit Annäherung als Scheibe gleicher Festigkeit be­
trachtet werden kann. Diese Ausführung eignet sich für rascher 

laufende Räder, bei denen sich bei Ausführung mit gleichbleibender 
Dicke nach Gleichung 11 zu große Beanspruchungen ergeben würden 1 ). 

Im Gegensatz zu der Annahme unter b wirke hier die Scheibe 
ziehend auf die Nabe. 

Unter Bezugnahme auf Fig. 6 ergibt sich an der Nabe die 
halbe Aufweitung außen (z = r1) nach Gleichung 11, 16 und 14 unter 
Beachtung, daß die Spannung o nur auf die Breite 8 der Scheibe, 
nicht über die ganze Dicke B du Nabe angreift. so daß o zu er-

o8 
setzen ist durch B . zu 

'_, [1 r 2{33R2 '07 '} r1-" r; 4 g r1J , , ~ • r; 

--.!-·) P;R,~ _, .8 0--{t3R.~...;...o7r.2}l 26) 
· ~r-2 -R~ 1 Br.2 --R 2 ' ' ' ' • _; 

t ' ' • 

1) Über den Bruch eines solchen Rades berichtet F. v. PI a t o in der 
Zeitsehrift des Vereines deutscher Ingenieure 1914, S. Sli u. f. 
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Die halbe Aufweitung der Scheibe gleicher Festigkeit beträgt 
für z=r, 

27) 

Somit ergibt sich zur Bestimmung der Unbekannten B die 
Gleichung 

oder 

r.2 Ba R~{1,3 R,2- 0,7r,2} l 
B= -k= --~. ;•w2 {3,~ R,2+ü,7 r,2}=-;;fiR~~: . . 28) 

Schließlich beträgt die maßgebende Beanspruchung am inneren Rand 
de!" Nabe (z = R,) 

~2 = !_1_ w2 {3 3 r.2 + 0 7 R.2} 
a 4g '• '• 

P; { 11 2} aa.r,2 + r.2- R.2 0,7 Ri + 1,3 r, + 2 B(r.2~ R.2). 
I I t I 

29) 



Nrunter A.bschnitt. 

Allgemein(" Beziehungen über ~pannungen und 
Formänderungen im Innern eines elastischen 

Körpers. 

* 67. Spannungen in einem beliebigen Punktf' einf'~ festen 
Körpers. 

1. Begriff der Normal- und Tangential- oder Schnbsttannung. 

Wir legen durch den in Fig. 1 dargestellten und von äußeren 
Kräften SS ergriffenen Körper, die sich an ihm das Gleichgewicht 
halten. eine Schnittfläche F. Es sei nun P ein Punkt dieser 

l<'ig. 1. 

Fläche. PN die Normale im Punkte P und p die Spannung im 
Punkte P der Fläche F. d. h. die auf die Ji'lächeneinheit be­
zogene Kraft, welche der an die Fläche F angrenzende und im 
Sinne der Normalen PN gelegene Körperteil im Punkte 1'. d. i. in 
dem Flächenelement, das den Punkt P enthält. auf den jenseits der 
Fläche F gelegenen ausübt. 

Im allgemeinen wird die Richtung der Spannung p von der 
Richtung der Normalen P N abweichen. Der Winkel zwischen p 
und P N. also <J: p PN, sei mit qJ bezeichnet. 

Die Zerlegung von p normal und tangential zur Schnittflä('he 
liefert die beiden Komponenten 

f1 = p cos qJ und T = p sin tp. 
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Die Komponente o. in die Richtung der Kormalen fallend, 
heißt die Normalspannung im Punkte P der Fläche F. Sie ist 
positiv oder negativ, je nachdem rp ::;-: 90°. Im ersteren Falle nennt 
man sie einP Zugspannung oder Spannung im engeren Sinne des 
Wortes, im letzteren eine Pressung. einem gegenseitigen Zug bzw. 
Druek der durch F getrennten Körperteile entsprechend. 

Die zweite Komponente T fiillt in die Tangentialebene des 
Punktes P der Fläche F und wird de:;halh als Tangential- oder 
Schubspannung im Punkte P der .Fläche F bezeichnet. 

Im allgemeinen wird die Spannung von Flächenelement zu 
Flächenelement sich ändern, also ein bestimmter Wert von p (hzw. 
o und r) jeweils nur für das in Betracht gezogene Flächenelement 
dF ~elten. 

~. Spannungen in drei zueinander senk•·echten Ebenen. 

Wir stellen uns den betrachteten Körper auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem mit den Achsen OX.. OY und OZ bezogen vor, 
Fig. :?. Der beliebige Punkt P des Körpers besitze die Koordinaten 

/1'f-- ---, 
/~I I 
/~I 2 I 

( ..,1 -d, I 
I 1 ~:t- --~--~ 
I l.l' / 
l'l..l'>ll I J / 
W I / k: __ ,- __ ../ 

I 
I 

Ni 

~/ 
1/ 
V 

l<'ig. ~. 

/ 

x, y. z. Durch P legen wir parallel zu den 3 Koordinatenebenen 
Schnitte, von denen die unendlich kleinen Flächenelemente 

1 mit der Größe dy dz, 
:? " " dzdx. 
3 " " 

,. dxdy 

ins Auge gefaßt werden sollen. 
Die Spannungen in diesen Flächenelementen seien 

P.r 
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Unter Bezugnahme auf die Figuren 3-5 heißt das folgendes. 
p..., ist die auf die Flächeneinheit bezogene Kraft, mit der die 

diesseits des Flächenelementes dy dz gelegenen Körperteile in 
diesem Element auf die jenseits gelegenen einwirken. Wie ersicht­
lich, deutet das Fußzeichen x von p"' an, daß das Flächenelement, 
in dem Pr tätig ist, senkrecht zur Richtung der x-Achse steht. 

Fig. 4. 

Fig. 3. 

Fig. 5. 

p11 ist die auf die Flächeneinheit bezogene Kraft, mit der die 
diesseits des Flächenelementes dz da: gelegenen Körperteile in diesem 
Element auf die jenseits gelegenen einwirken. Das Fußzeichen y 

von p11 spricht aus, daß das Flächenelement. in dem Py wirksam 
ist. senkrecht zur Richtung der y-Achse steht. 

Für P; gilt sinngemäß dasselbe wie für p., und p11 • 

Die Spannungen Pr' p11 und p, besitzen im allgemeinen eint> be­
liebige Neigung gegen die zugehörigen Flächenelemente; sie liPfem 
demgemäß bei Zerlegung Normalspannungen ·und Schubspannungen, 
wie Fig. 6 bis 8 erkennen lassen. 

Px (Fig. 6) ergibt die Normalspannung a., und eine Schubspan­
nung, die wir nach den Richtungen der y und z nochmals zerlegen. 
Die erstere dieser Schobspannungen sei mit r.,y• die letztere mit rz: 

bezeichnet. Das Fußzeichen x bei diesen 3 Komponenten deutet an, 
daß es sich um Spannungen in demjenigen Flächenelement handelt, 
das senkrecht zur x-Achse steht; a"' als Normalspannung läuft dann 
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parallel mit der z-Achse, während T.,11 und Tzz senkrecht dazu ge­
richtet sind. Das Fußzeichen y in 1:"'11 spricht aus, daß T,.11 parallel 
zur y-Achse gerichtet ist, das Fußzeichen z in -r.,..., daß -rzz die Rich­
tung der z-Achse besitzt. Hiernach bestimmt bei den beiden Schub­
spannungen das erste Fußzeichen das Flächenelement im Punkte P, 
für welches die Spannungen gelten, das zweite die Richtung, welche 
die betreffende Spannung besitzt. 

Fig. 6. 

In gleicher Weise ergibt 

' 
' 

Fig. ~. 

.. 
~· 

p11 (I<'ig. 7) die Komponenten o11 T1F r11.,, 

P: (Fig. 8) " " a. T:r r,11 • 

Demzufolge erhalten wir 

im Flächenelement dydz Px mit den Komponenten n., 

" " dzdx Py ., 
" 

,. 
Tyr 

" " dzdy P: ., 
" T:r 

nach den Richtungen der .1)-

T:t:y Trz' 
(J Tyz' II 

TZ!/ a. 
y- z-Achse . 
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3. Gleichgewieht der Kräfte an einem unendlich kleinen 
Parallelepiped. 

Mit P als Eckpunkt denken wir uns in dem betrachteten Körper 
ein unendlich kleines Parallelepiped, dessen Kanten dx, dy. dz sind, 
Fig. 9. Auf dasselbe werden die jenseits der Ebenen BPC, CPA 
und AP B gelegenen Körperteile einwirken, und zwar 

1. im Flächenelement dydz mit den Spannungen -(J -T -T 
X 1"1/ :t~' 

:!. ., 
" tlzdx " " -- Ty:z:- n 11 -- r 11,, 

:J. ., ,, dxtly ., 
" T:x- T:y - - a:, 

d. h. mit den Kräften 

1.--- axd!JtlZ--T:r:11 dydz-r .. :dydz, 
:!. -r11,.dz dx- a11 dzdx- T11:dzdx, 

3. - r, ... dx dy- 1:=11 d:e dy- a= dx dy. 

Da die Flächenelemente unendlich klein sind, also die soeben 
ermittelten Kräfte als gleichmäßig über die l!,lächenelemente verteilt 
angenommen werden dürfen, so haben wir uns die Kräfte selbst als 
in den Schwerpunkten der 3 Flächen BPC. OPA und AP B an­
greifend vorzustellen. In Fig. 10 sind diese !I Kräfte an den be­
zeichneten Punkten 1, 2 und 3 eingetragen. In den drei übrigen 
Begrenzungsflächen des Parallelepipeds, die um dx. dy, dz von den 
bereits behandelten abstehen, und deren Schwerpunkte in Fig. 10 
mit I, II und III bezeichnet sind. wirken ebenfalls Kräfte, die von 
den diesseits der Flächen gelegenen Körperteilen ausgehen und 
deshalb in entgegengesetzter Richtung tätig anzunehmen sind. Hin­
sichtlich der absoluten Größe dieser Kräfte ist zu beachten. daß sich 
die Kräfte in I von denjenigen in 1 unterscheiden müssen um die 
Änderungen. welche die letzteren beim Fort~chreiten lediglich um dx 
in dem Körper erfahren, d. h. die absoluten Größen der Kräfte. die 
oben unter 1 angegeben wurden. werden in I betragen 

a, dy dz + oto.,ä~_t!!!. dx = ( n., ;- ~:~ dx) dy dz 

+ Ot'Crzlldqdz) ( , O'lrzu ) 
r dy tlz · . dx = T.., i -----;:;--- d:r dy dz 

zy OX 11 03' 

d o(T .t/tjdz) d ( . OT%. ) l d 
1' •• y dz --- r. . • X = T.r.· • - r) • tlx C y Z. 
··- . CX - X 

In ganz gleicher Weise ergeben sich die Kräfte in li. da es 
sich hierbei nur um ein Fortschreit-en um cly handelt, und in III 
gemäß dem _Fortschreiten um dz. 
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In Fig. 10 sind diese 9 Kräfte, angreifend in den Punkten I, 
II und III, gleichfalls eingetragen. 

e 

I 
,~I 

~---·r~-x~--,------~ 
/ 

I~/'" 
I /0 
1/ 
l/ 

Fig. 9. 

Fig. 10. 

Außer den 1 H Flächenkräften, zu denen UJUI die Betrachtung. 
geführt hat, sind noch Massenkräfte zu berücksichtigen: die Schwer-
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kra.ft und bei bewegten Körpern der Trägheitswiderstand, z. B. bei 
gleichförmig und rasch umlaufenden Zylindern oder Ringen die Flieh­
kraft. Die Komponenten dieser Massenkräfte nach den 3 Achs­
richtungen seien für die Volumeinheit X, Y, Z, also die Seitenkräfte 
für das Volumen dx dy dz 

Xdxdydz Ydxdydz Zdxdydz. 

Dieselben sind als im Schwerpunkt des Parallelepipeds angreifend 
zu denken. 

Diese 21 Kräfte müssen sich im Gleichgewicht befinden, also 
die bekannten 6 Gleichgewichtsbedingungen: je Summe der Kräfte 
in den 3 Achsrichtungen gleich Null, je Summe der Momente in 
bezug auf die 3 Achsen oder zu ihnen parallele Drehachsen gleich 
Null, erfüllen. 

Die drei ersten Bedingungen führen nach Division durch 
dxdydz zu 

oa~--f- ~~+~u +X=O l 
& oy oz I 

OT~y -4- _!!!y_ + _ orzy + y = O 1) ox ' oy oz · · · · · · 

Bei Aufstellung der Momentengleichung in bezug auf die zur 
x-Achse parallele Schwerpunktsachse des Parallelepipeds erkennt 
man, daß Momente nicht liefern: 

a) sämtliche in den Punkten 1 und I angreifenden Kräfte, 
b) die in den Punkten 2 und li angreifenden Kräfte : 

( + oryx ) r ---dy dzdx 
Y" oy ( ay + ~;-dy) dz dx, 

c) die in den Punkten 3 und III angreifenden Kräfte: 

- T:r dx dy- a: dxdy ( 00- ) 
a, +~~-dz dxdy. 

d) die Massenkräfte. 

Es verbleiben somit nur die in Fig. 11 (Schnitt durch den 
Schwerpunkt senkrecht zur x-Achse) eingetragenen Kräfte, die als 
Momentengleichung ergeben 
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dy ( ().,;11 , ) dy dz 
't dzdx -+ T +--dy dzdx. ---T dxdy --v• . 2 !I' ()y 2 'Y . 2 

Fig. 11. 

woraus bei Vernachlässigung der unendlich kleinen Größen vierter 
Ordnung gegenüber denjenigen dritter Ordnung folgt 

In gleicher Weise liefert die Aufstellung der Momentenglei­
chungen in bezog auf die zur y- und zur z-Achse parallelen Schwer­
punkteachsen die Beziehungen 

Wir erkennen, daß je die beiden zu einer Kante des 
Parallelepipeds senkrechten Schobspannungen (vgl. Fig. 12 
bis 14} einander gleich sind, daß sie also immer paarweise 
auftreten und in Hinsicht auf die betreffende Kante über­
einstimmend (nach derselben hin oder von ihr weg) gerichtet 
sind. 

Wir setzen 
C. Bacb, Elutizitlt. 7. Aull. 
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<mlsprechend dem u:tan~;, ~ die beiden Sohub-1 
spannungen senkrecht zur x-Kante gerichtet sind, · 1 

und ebenso 1::r = 1:zz = -ry I 
-r"y='l"y:z;='l": 

Fig. 12. Fig. 13. .I<'ig. 14. 

. . . 2) 

Durch Einführung der Gleichungen 2 in die Gleichungen 1 wird 

OO:z; + Urz +.!!_Y_ +X=O ox oy oz 

-~-+ OOy +_?es +Y=O ox 0!/ oz . • . . . . 3) 

4. Gleichgewicht der Kräfte an einem unendlich kleinen Tetraeder. 

Durch die Punkte ABO des Parallelepipeds (Fig. 9) legen wir 
eine Ebene und bilden so ein Tetraeder PABO, Fig. 15. dessen 
Volumen mit d V bezeichnet werde. Die Größe der Fläche .ABO sei F, 
die Stellungswinkel derselben seien mit a, ß und r bezeichnet. d. h. 

a ist der Winkel zwischen der Ebene ABO und der Ebene BPO, 

ß " " " " " " ., " " CPA, 
y " " " ., " ,, ., " ·• A PB, 

so daß 

BPO=Fcosa, OP.A=Fcos{J. APB=Fcosr. 

Auf diese 3 Flächenelemente wirken die jenseits derselben ge­
legenen Körperteile mit den in der Fig. 15 eingetragenen Spannungen 
ein. Die Spannung, welche die diesseits des Flächenelementes ABO 
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gelegenen Körperteile auf das Tetraeder ausüben, sei p, ihre Rich­
tungswinkel gegenüber den Koordinatenachsen seien .2, ft, )'. Dann 
ergeben sich in Richtung der letzteren die Gleichgewichtsbedingungen 

-ax.Fcosa -- r=F cosß- rYF cosy + pF cos2 + XdV = 0 

-- r: . F cos a - a Y F cos ß - r x F cos )' + p F cos p, + Y d V= 0 

-- Ty.Fcosa- rxF cosß- a, F cosr -+- p F cosv + z d V= 0 

Die 4 ersten Glieder in jeder dieser Gleichungen sind unendlich 
klein zweiter Ordnung, das letzte Glied wegen dV unendlich klein 
dritter Ordnung, kann deshalb gegenüber den 4 ersten Gliedern 
vernachlässigt werden, somit 

pCOSA = a.,COS ((+Tz cosß + Ty COS r l 
pcosp= r: cosa+aycosß+ r.,cosr .... 4) 

pCOS V= TYCOS (C + txcosß + a, COS y 

Fig. 1;,. 

Außerdem besteht die bekannte Beziehung 

cos2 i. + cos·! p + cos2 v = 1. 

Wir haben hiernach 4 Gleichungen und sind damit in der Lage, 
bei gegebenen Werten von a", ay, a,, r:r' rY, r= für das beliebige 
durch r~, ß, r bestimmte Flächenelement die Spannung p und ihre 
Richtungswinkel A., p., v zu ermitteln. 

An diesen Verhältnissen ändert sich nichts, wenn wir das 
Flächenelement immer näher an P heranrücken und schließlich mit P 
zusammenfallen lassen. Dann aber wird p die Spannung im Punkte P 
einer beliebig durch ihn hindurchgehenden Fläche, deren TangentiaJ-

43* 
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ebene im Punkte P die Stellungswinkel a, ß, i' besitzt, oder deren 
Normale im Punkte P die Richtungswinkel a, ß, r aufweist, d. h. 
die Spannungskomponenten o"., a11 , a., r..,, T 11 , -r. bestimmen 
die Größe und Richtung der Spannung p, die im Punkte P 
einer beliebig durch ihn hindurchgehenden Fläche herrscht. 

An die Stelle der Spannungskomponenten a:z:, o11 , a., r .,, r11 , r: 
können auch deren Resultanten p"., p 11 , Pz treten (vgl. oben Ziff. :H 

ö. Geometrische Darstellung der Spannungen. 

Denken wir uns die durch den Punkt P des Körpers gehende 
Fläche F der vorigen Betrachtung verschiedene Lagen einnehmend. 
also ihre Stellungswinkel a, ß, i' geändert, so wird sich auch die 
Spannung p im Punkte P dieser Fläche sowohl der Größe als auch 
der Richtung nach ändern. Um uns das Gesetz, nach dem diese 
Änderungen vor sich gehen, zu veranschaulichen, tragen wir auf 

Fig. 16. 

jeder möglichen Spannungsrichtung vom Punkte P aus die Spannung 
p = PQ auf und bestimmen nun die Gleichung der Fläche, die den 
geometrischen Ort der Endpunkte Q bildet. 

P. Fig. 16, sei der Koordinatena.nfa.ng, die Richtungen der 
Spannungen p,.., p11 , p, seien die Koordinatenachsen für die gesuchte 
Flächengleichung. Da. dieselben im allgemeinen schiefe Winkel mit­
einander einschließen, so wird das System ein schiefwinkliges sein. 
Die Koordinaten des Punktes Q seien x', y', z'. In Fig. 16 sind 
überdies die Richtungen P X, PY, P Z der Achsen des früher an-
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genommenen rechtwinkligen Koordinatensystems strichpunktiert ein­
getragen. Es sei 

l der Winkel zwischen PX und p, 

;,"' " " " " " Px' 
;,II " " " " " Py' 
;,: " " " " " P:· 

x', y' und z' geben die Komponenten von p = PQ nach den 
Richtungen p"', p11 und p,. Die in der Richtung P X genommene 
Spannnung p muß demnach gleich sein der Summe der nach P X 
genommenen Komponenten x', y', z', d. h. 

p cos A. = x' cos A.,. + y' cos A. 11 + z' cos A.,. 

Unter Beachtung der Figuren 6 bis 8 findet sich 

folglich 

a 
cosl"'=----'!'-, 

Px 
l r, 

COSA =-, 
Y Py 

cos;, = .:5L 
z ' P, 

• x' y' z' 
p COSA. = a r -p··· + r, -p + 1:11 -p--

x y z 

und mit Rücksicht auf die erste der Gleichungen 4 

&I so 

und wegen 

x' 
cosa=--, 

Px 

y' 
cosß=--, 

Py 

z' 
cosy =- -

l'z 

cos2 a + cos2 fJ + cos2 r = 1 

( x')~ ( y' ) 2 1 ( z' ):~ - +- I- =1, 
Px Py P, 

5) 

d. i. die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoides in bezug auf die 
konjugierten Halbmesser Px' p11 , Pz als Achsen. Wir kommen damit 
zu dem Satz: 

Stellt man die Spannungen, die in einem Punkte P 
des betrachteten Körpers für alle durch diesen Punkt mög­
lichen Schnittflächen auftreten, nach Größe und Richtung 
durch Gerade dar, die von P ausgehen, so liegen die End­
punkte dieser Fahrstrahlen auf einem Ellipsoid. 
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Die Spannungen in drei zueinander senkrechten Ebenen 
sind konjugierte Halbmesser des Ellipsoides. 

Dieses Ellipsoid wird als Spannungsellipsoid be­
zeichnet1). 

6. HauJitspannungen. 

Weicht die Spannung p im Punkte P der Fläche F von der 
Normalen P N in diesem Punkte um den Winkel cp ab, so ist die 
Normalspannung a = p cos cp, und da zwischen cp, den Richtungs­
winkeln t:, ß, r der Normalen und den Richtungswinkeln l, 11, J" 

von p die bekannte Beziehung 

cos cp = cos (( cos l + cos ß cos !l + cos '}' cos ")' 
besteht, 

a=p~a~l+p~ß~P+P~'Y~~ 

woraus unter Berücksichtigung der Gleichungen 4 folgt 

a = a.,cos2 r: +a11 cos2 ß + a.cos2 y + 2 t.,cosßcos )' 

+2T11 cosrcosrc+2r.cosacosß ..•... ö) 

Zur geometrischen Deutung dieser Gleichung tragen wir auf 
- 1 

der Normalen von P aus eine Strecke PN = -:.=--= ab, also gleich 
v'±a 

dem reziproken Wert der Quadratwurzel aus dem Absolutwert von a. 
Dann sind die Koordinaten des Endpunktes N 

_ co~J!... 
Y- --• v'±a 

cosr 
Z= --::-=.-=. 

l 1-ta 
Die Einführung der hieraus folgenden Werte von cos 1:, cos ß 

und cos 1' in Gleichung 6 gibt 

: 1=a.,x2 +a11 y2 +a:z2 +2-rxyz+2-ryzx+2-r=xy,. : i) 

d. i. die Mittelpunktsgleichung einer Fläche zweiten Grades. Eine 
derartige Fläche hat drei zueinander senkrechte Hauptachsen, für 
die, wenn sie zu Koordinatenachsen gewählt werden, die Glieder 
mit den Produkten der Koordinaten aus der Flächengleichung ver· 
schwinden, fiir die alsdann 

ist. In den drei zueinander senkrechten Ebenen, fiir welche die 

1} Siehe die Mohrsehe Darstellung der Spannungen und Formänderungen 
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900. 8. 1:124 u. f. 
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Schubspannungen Null werden, müssen alsdann die Spannungen Px• 
p 11 , P: Normalspannungen sein und senkrecht zueinander stehen. 
Wir erkennen. daß es in jedem Punkte P des Körpers drei 
zueinander senkrechte Ebenen gibt, in denen keine Schub­
spannungen, sondern nur Normalspannungen auftreten. 

Diese drei Normalspannungen werden die Rauptspannungen 
im Punkte P genannt; sie seien mit 

bezeichnet. Sie fallen mit den Hauptachsen des Spannungs­
ellipsoides zusammen; denn sie wirken in drei sich rechtwinklig 
schneidenden Ebenen, stehen senkrecht zueinander und sind kon­
jugierte Halbmesser des Spannungsellipsoides. Hieraus folgt weiter, 
daß die Rauptspannungen die größte und die kleinste 
Spannung im Punkte P unter sich enthalten. 

Sind für ein beliebig gewähltes rechtwinkliges Koordinaten­
system die Spannungen ax, ay, az, Tx' Ty' 'rz gegeben, so lassen sich 
die drei Rauptspannungen a1, a2 und a,l auf folgende Weise be­
stimmen. 

Wenn p im Punkte P der Fläche F eine Hauptspannung ist, 
so muß sie gleichzeitig Normalspannung sein; demnach müssen ihre 
Richtungswinkel l, ft, V gleich den Richtungswinkeln a, ß, r der 
Normalen im Punkte P der Fläche F sein. Aus den Gleichungen 4 
folgt dann mit 

p=a p,=ß v=r 
a cosa =a"cos a+ r= cos ß +-r11 cos y, 

(J cos ß = -r. cos a -l- (jy cos ß + 'lx cos r' 
a COS {' = 'ly COS a + 'lx COS ß + az COS /'. 

~ach Beseitigung von cos a, cos fJ und cos r findet sich 

Die 3 Wurzeln dieser kubischen Gleichung geben die Haupt­
spannungen a1 , o2 und a,l. 

~ach der Lehre von den kubischen Gleichungen ist 

or + ay + a= = a1 -t- o2 + a3 , 

d. h. die (algebraische) Summe der Normalspannungen im 
Punkte P ist nach je drei sich rechtwinklig schneidenden 
Richtungen gleich der Summe der Hauptspannungen, so­
mit unveränderlich. 
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Fällt in Gleichung 8 das Absolutglied Null aus. d. h. ist 

- oxoyo• + o,., r:,.,2 + oy r:,/" + o, T,2 - 2r:., -r:Y T, = 0, •. 9) 

so wird die eine Wurzel, etwa o3 , = 0. Das Spannungsellipsoid 
schrumpft auf eine Ellipse, die Spannungsellipse, zusammen, 
deren Halbmesser o1 und a2 sind und als Wurzeln der Gleichung 

o2 - (a + o + o ) a + a o -+- a a -+- a a - r; 2 - T 2 - T 2 = 0 10) 
~ '!J 6 yz1 ZXI XY % 'J :: 

erhalten werden. 

§ 68. Formänderungen in einem beliebigen Punkte eines 
festen Körpers. 

Daß im allgemeinen zweierlei Formänderungen zu unterscheiden 
sind: Längen- und Winkeländerungen, entsprechend Deh­
nungen und Schiebungen oder Gleitungen, ist bereits in § 28 
dargelegt worden. 

1. Die Dehnungen nach einer beliebigen Richtung als Funktion 
von den Dehnungen dreier ursprünglich zueinander senkrechten 
Riebtungen und von Änderungen der Winkel dreier ursprünglich 

sieb rechtwinklig schneidenden Ebenen. 

In Fig. 1 seien 
P ein beliebiger Punkt des festen Körpers, 

% 

Fig. 1. 

x, y, z dessen Koordinaten vor der Formänderung, 
P' ein dem Punkte P unendlich nahe gelegener zweiter Punkt 

desselben Körpers, 
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x + clx, y + dy, z + dz dessen Koordinaten vor der Formänderung, 
PP'= ds = v' dx2 + dlf2 + dz2 die Entfernung der beiden Punkte 

vor der Formänderung, 
a, {J, y die Richtungswinkel der Strecke ds. 

Unter Einwirkung der den Körper belastenden Kräfte werden 
folgende Änderungen eintreten: 

ds geht über in ds + .1 ds, ändert sich also um LI ds = e ds, sofern 

e = ~ lZii die verhältnismäßige (spezifische) Längenänderung oder 
ds 

kurz Dehnung im Punkte P nach der Richtung, in der die 
Strecke gemessen wurde, bedeutet; 

die Koordinaten 
gehen über in 
ändern sich also um 

Die Änderungen, welche die Koordinaten des Punktes P' er­
fahren, seien mit ~~, 1J1 , C1 bezeichnet. Für sie ergeben sich die Be­
ziehungen: 

~ a~ a~ a~ 
~~=~+axdx+ay·dy+ ozdz 

O'fJ O'fJ O'fJ 
'f}1 =1J+."~dx+;_;-dy + -dz ...... 1) 

vX vy oz 

.:1 = C + ~C dx +~Cd!!+ ~C dz 
vX vy vZ 

Die Projektionen der Strecke PP' = ds waren vor der Form­
änderung 

dx dy dz. 

Sie haben sich infolge der Formänderung geändert um 

~~-~ ?J~--1) c1-c. 
Die Strecke ds hat sich geändert um e ds, so daß aus ihr 

flis + e ds = (1 + e) ds 

geworden ist. Folglich muß sein 

(1 + e)2 dS2 = (dX +~I - ~)2 + (dy + 'fJ1 . tj)2 + (dz + C1 -- C)~. 

Unter der Voraussetzung, daß e ein sehr kleiner Bruch ist, darf 
e2 ds2 gegenüber 2 e ds2 vernachlässigt werden. Da ferner ~ 1 - ~. 
YJ1 - YJ und C1 - C als die sehr kleinen Änderungen unendlich kleiner 
Größen anzusehen sind, so können die Quadrate dieser Änderungen 
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gegenüber den anderen Summanden ebenfalls vernachlässigt werden. 
Daraus folgt 

e=~~-~dz +,lt_1'J~~+ft_:_ ~-~~ 
ds ds ds ds ds ds · 

Nach Einführung der Werte von ~1 - ~, 1]1 -- 11 und 1;1 -- t;. 
die sich aus den Gleichungen 1 ergeben, und mit 

findet sich 

dz 
-=cosa, 

ds 
dy 
d =cosß, 

.<: 

dz 
d-= COB 'J' 

8 

o ~ ., o11 o 1; (a 11 at:) e = cos·a + -cos2 ß + · cos2 r + - +, cosßcosr ox oy oz ()z () y 

+ (~~ + ~~) cos y cos a + (~;- +~~) cosa cosß. . . . 2) 

Für a = U, d. h. wenn ds parallel zur x-Achse, werde e mit F:r be­
zeichnet; dann findet sich wegen ß = 90° und )' = 90° 

()~ 
ex=ox 

und ebenso für {3 = 0 bzw. I' = 0 

aq oi: 
'-y = ()y bzw. F1 = (jz , 

d. h. die Koeffizienten der Glieder mit den Kosinusquadraten in der 
Gleichung 2, also die partiellen Differentialquotienten von ~ nach z. 
von 11 nach y und C nach z sind die Dehnungen im Punkte P 
nach den Richtungen der Koordinatenachsen. 

Zur Ermittlung der Bedeutung der Koeffizienten der Glieder mit 
den Kosinusprodukten ziehen wir in dem ursprünglichen Zustande 
des Körpers von dem beliebigen Punkte aus parallel zu den Koordi­
natenachsen Gerade und tragen auf ihnen die unendlich kleinen 
Strecken dx, dy, dz ab. In Fig. 2 (Schnitt senkrecht zur x-Achse) 
sei die ursprüngliche Lage des Punktes mit P0 bezeichnet, seine 

Koordinaten seien y und z, ferner P0 B0 = dy und P0 C0 = dz. ln­
folge de1· Formänderung ändern sich y und z um 'I bzw. i;. Der 
Punkt P0 rückt nach P. Die Punkte B0 und 00 würden, falls weitere 

Änderungen nicht stattfinden, nach B bzw. 0 gelangen (PB= P0 B~. 
PO= P0 C0 ). Im allgemeinen wird jedoch auch noch eine Verschie-

bung von C nach 0' im Sinne der y-Ache um CO'= 0 1J dz und von cz 
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B nach B' im Sinne der z-Achse um BB' = ?l_ dy eintreten, somit oy 
eine Änderung des ursprünglich rechten Winkels B PC um die beiden 
sehr kleinen Winkel CPC' und BPB' statthaben. Wegen der Klein­
heit der Winkel darf gesetzt werden 

cc' BB' 017 oC 
---= - + -,=-==- = -- + -- = r , 
PC PB oz , oy x 

d. i. die Änderung des ursprünglich rechten Winkels an der x-Kante 
des Parallelepipeds, also nach § 28 die Schiebung oder Gleitung. 

Fig. 2. 

Ebenso finden sich für die Änderungen der ursprünglich rechten 
Winkel an der y- und der z-Kante 

Hiernach bedeuten in Gleichung 2 die Koeffizienten der Glieder mit 
den Kosinusprodukten die Schiebungen an der x-, y- bzw. z-Kante 
des unendlich kleinen durch dx, dy, dz bestimmten Parallelepipeds. 
Damit geht die Gleichung 2 über in die folgende: 

8 = 8 COS2 {( ___;_ E COS2 ß _J___ E_ COS~ /' -~'- y COS H COS '' 
:r: ' y ' ... X 11 ' 

-1- r y cos r cos a + r = cos a cos fJ. 3) 
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2. Darstellung der Formänderung. 

Wir denken uns in dem Körper - vor der Formänderung 
eine unendlich kleine Kugel mit P als Mittelpunkt und ds als Halb­
messer, Fig. 3. PA, PB und PC seien die den Achsen der x, y, z 
parallelen Halbmesser dieser Kugel und dx, dy, dz die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes Q der Kugelfläche in Beziehung auf PA, 
PB uud PO als Achsen. Dann ist 

dx2 dy2 dz2 

ds' + ds2 + ds2 = 1 ' 

Durch die Formänderung erfahren die drei Halbmesser die Deh­
nungen e:z, e11 , E6 , und die ursprünglich rechten Winkel an den 
Kanten PA, PB und PC ändern sich um r:z' r" und r", so daß das 

.Fig. 3. 

Achsenkreuz jetzt ein schiefwinkliges geworden ist. Der Punkt Q, 
auf dieses schiefwinklige System bezogen, wird die Koordinaten 

dx1 = dx(1 + e"), dy1 = dy (1 f-- e11), dz1 =dz (1 + e,) 

zeigen, woraus folgt 

und damit 

dyl 
dy=1-+ ' 

e" 

dz dz= --1 

1+F: 

((1 ~x:,_)dsY+(1~Y;11)dsY+((1~~:.)dsY= 1 · · · · 4) 

d. i. die Gleichung eines Ellipsoids in bezug auf die konjugierten 
Halbmesser (1 + e,.) ds, (1 + e11) ds, (1 + e6 ) ds als Achsen. Wir er­
kennen, daß eine unendlich kleine Kugel durch die Form· 
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änderung in ein Ellipsoid übergeht. Dasselbe wird als Form­
änderungsellipsoid bezeichnet. 

Um ein mög~ichst klares Bild über die Bedeutung der unter 
Ziff. 1 enthaltenen partiellen Differentialquotienten zu erlangen, 
empfiehlt es sich, die Formänderung eines unendlich kleinen Parallel­
epipeds darzustellen. 

In den Fig. 4 bis 6 ist dies in stark übertriebenem Maße ge­
schehen; die Ableitungen sind eingetragen. So läßt z. B. Fig. 4 
deutlich erkennen, wie der ursprünglich in P0 liegende Eckpunkt 

Fig. 4. 

entsprechend der Änderung von y und z um 'fJ bzw. C nach P ge­

rückt ist, wie die Kanten dy und dz ihre Länge um 0~1}_ dy bzw. oy 
:; dz geändert haben, und welche parallel zur YZ-Ebene gelegenen 

Größen die Änderung der Kantenwinkel bestimmen. 
Fig. 5 und 6 zeigen das Entsprechende in bezug auf die parallel 

zur ZX- bzw. XY-Ebene liegenden Größen. 
Die ursprüngliche, durch die Strecken dz, dy, dz gegebene 

Diagonale ds des Parallelepipeds ist in die Strecke PP' übergegangen 
und hat dabei die durch die Gleichung 3 bestimmte Dehnung erfahren. 
Diese Gleichung ergab die Dehnungen der angenommenen Strecke ds 
als Funktion von den Dehnungen in drei ursprünglich zueinander 
senkrechten Richtungen und von Änderungen der Winkel dreier 
ursprünglich sich rechtwinklig schneidenden Ebenen. Die Darstellung 
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läßt diesen Zusammenhang zwischen der Längenänderung der Dia­
gonale des Parallelepipeds und den Änderungen der Kantenlängen 
sowie der Kantenwinkel deutlich erkennen. 

3. Sätze über die Ji'ormänderung. 

Die Größe, welche Gleichung 3 für E liefert, hat in Hinsicht auf cx, 
fJ und r die gleiche Form wie die Größe a, die sich aus Gleichung 6, 
§ 67, ergibt; der eine Ausdruck geht in den andern über, wenn Ex 

durch ox usw. sowie 1 / 2 Yx durch Tx usw. ersetzt wird. Infolgedessen 
können hier sinngemäß die gleichen Schlüsse gezogen werden. 

In jedem Punkte des Körpers gibt es immer drei zu­
einander senkrechte Ebenen, in denen keine Schiebungen 
auftreten. also r.,=ry=r==O sind, so daß also das unendlich 
kleine Parallelepiped, das von diesen Ebenen begrenzt wird, dessen 
Kanten also die Richtungen der Durchschnittslinien dieser Ebenen 
besitzen, rechtwinklig bleibt. 

Die Dehnungen nach diesen drei Richtungen heißen die Haupt­
dehnungen. Unter ihnen befindet sich der größte und der 
kleinste Wert der Dehnungen, die überhaupt in dem be­
treffenden Punkte auftreten. 

Sie seien mit e1 , 82 und E8 bezeichnet. 
Die Summe der Dehnungen nach !je drei ~beliebig zu­

einander senkrechten Richtungen ist konstant, und zwar 
gleich der Summe der drei Hauptdehnungen: 

Diese unveränderliche Summe hat eine besondere Bedeutung. 
Das Volumen eines unendlich klrinen Parallelepipeds ist vor der 
Formänderung 

dxdy dz. 
während derselben 

11-)-E_r)dx(l---!-t)dy(l·T-t)dz="-'(1 ;__Fx :-FY: F,)dxdydz, 

sofern die sehr kleinen Größen höherer Ordnung gegenüber den­
jenigen niederer Ordnung vernachlässigt werden. 

Hiermit die Volumenzunahme 

demnaeh 
( F _:_ E ·-e )dxdy dz 

X y I Z ' 

f' ·- f' · i-- 8 = E --- F --· F = e 
.,C ' y I : 1 • 2 :! 5) 

die Zunahme der Volumeneinheit oder die verhältnismäßige Volumen­
änderung, die als Volumenausdehnungszahl bezei.:hnet werde. 
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§ 69. Beziehungen zwischen Spannungen 
und Formänderungen. 

Die Elastizität des festen Körpers kann in den verschiedenen 
Punkten desselben nach allen Richtungen gleich groß, oder sie kann 
in den einzelnen Punkten und nach den verschiedenen Richtungen 
hin verschieden sein. Das erstere wird dann eintreten, wenn der 
Körper isotrop, d. h. in jedem seiner Punkte nach allen Richtungen 
hin gleich beschaffen ist, wie dies z. B. von vorzüglichem Flußstahl 
bei nicht zu großen Querschnittsabmessungen mit ziemlicher An­
näherung1) erwartet werden darf. Bei Körpern von regelmäßigem 
Gefüge, die nicht isotrop sind, lassen sich bestimmte Richtungen 
erkennen, in denen die Elastizität ausgezeichnete Werte aufweist. 
So z. B. besitzt ein kreiszylindrisch gewalzter Stab aus gutem, sehnigem 
Schweißeisen in der Walzrichtung eine solche ausgezeichnete Richtung; 
in allen Richtungen senkrecht zu dieser darf zwar mit Annäherung 
wieder ein und dieselbe Elastizität angenommen werden, deren Größe 
wird jedoch von derjenigen in der Walzrichtung verschieden sein. Man 
spricht in solchen Fällen von einer ausgezeichneten Elastizitätsachse 
des Materials. So zeigt Holz drei ausgezeichnete Richtungen: eine im 
Sinne der Fasern, die anderen zwei tangential und radial in bezug 
auf die Jahresringe. Man spricht dann von drei Elastizitätsachsen. 

Handelt es sich um einen Stoff, der in verschiedenen Punkten 
nach verschiedenen Richtungen hin verschiedene Elastizität zeigt, so 
muß im allgemeinen die Lage der Hauptdehnungen zu den Haupt­
spannungen von der Veränderlichkeit der Elastizität abhängen. Diese 
Abhängigkeit wird im allgemeinen nur für isotropes Material ver­
schwinden; für Material mit ausgezeichneten Elastizitätsachsen wird 
dies nur in besonderen Fällen eintreten können 2). 

Im Falle der Isotropie des Materials werden - wie ohne weiteres 
aus der Anschauung gefolgert werden darf - die Achsen des 

1) Da auch dieses Material aus Kristallkörnern zusammengesetzt ist, die 
ausgeprägte Achsen besitzen und sich bei Beanspruchung je nach der Richtung 
verschieden verhalten, 80 geht die Annäherung nur 80 weit, als diese Unter­
schiede durch das Zusammenarbeiten benachbarter Kristallkörner Ausgleich 
erfahren. Material mit gut ausgebildeten, großen Kristallen wird sich daher 
dem Zustand der Isotropie weniger vollkommen nähern, als feinkörniges. Vgl. 
hierzu Fig. 155 u. f. in "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder", S. 37 u. f. 

2) Es läßt sich nachweisen, daß bei Körpern mit drei zueinander senk­
rechten Elastizitätsachsen die Rauptspannungen nur dann mit den Haupt­
dehnungen zusammenfallen, wenn die Hauptspannunp und Hauptdehnungs­
richtungen mit den Elastizitätsachsen in dem betreffenden Punkte überein­
stimmen, bei Körpern mit einer Elastizitätsachse nur dann, wenn mit ihr 
eine der Hauptspannungs- oder Hauptdehnungsrichtungen zusammenfällt. 
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Spannungsellipsoides mit denjenigen des Formänderungs­
ellipsoides, also die Richtungen der Hauptspannungen mit 
denjenigen der Hauptdehnungen zusammenfallen. 

Die allgemeinen Untersuchungen der Elastizitätslehre verlangen, 
damit sie überhaupt durchgeführt werden können, in der Regel, 
daß isotropes Material vorausgesetzt wird, was auch im folgenden 
geschehen soll. Die Ergebnisse solcher Betrachtungen gelten des­
halb - streng genommen - auch nur für derartige Körper. 

1. Die Hauptdehnungen und die llauptspannnngen. 

Auf das rechtwinklige Parallelepiped ABOD, Fig. 1, das zu 
dem Koordinatensystem so gelegen sein möge, daß die Kante Ap 
parallel zur x-Achse läuft, wirke je über die beiden Endflächen AB 
und OD, gleichmäßig verteilt angreifend1, die gleiche Kraft Px in 
Richtung der x-Achse. Hierdurch geht der Körper ABCD in ein 
anderes Parallelepiped A1 B1 01 D1 über, und zwar in der Weise, daß 
die zur Richtung von Px parallelen Kanten sich verlängern, während 
die anderen senkrecht dazu stehenden Kanten sich verkürzen. Die 

Fig. 1. 

durch Px hervorgerufene Spannung ist eine Hauptspannung a1 , die 
unter der Voraussetzung, daß zwischen Spannungen und Dehnungen 
Proportionalität besteht, mit der zu ihr gehörigen Dehnung e"' durch 
die Gleichung 

verbunden erscheint, worin cx die in § 2 besprochene Dehnungs­
zahl bedeutet. 

Nach den beiden dazu senkrechten Richtungen der 11 und z 
wird die Dehnung als gleich groß betrachtet und durch 

_.2_ 
m 

gemessen, worin m das als unveränderlich vorausgesetzte Verhältnis 
der Längsdehnung zur Querzusammenziehung bedeutet (vgl. § 7). 
Wir haben somit 

C. Baeb, Elutlzltit. 7. Aull. 44 
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die Spannung die Dehnunl! 
in Richtung der x-Achse nl e .. =n a1 

" " " y-Achse 0 
__ e:r 

m 

" ., " z-Achse 0 -~ 
m 

Würde das Parallelepiped in Richtung der y-Achse - and 
zwar nur in dieser - gezogen, so daß die Normalspannung a! und 
die Dehnung e11 = a o, eintritt, so ergäbe sich 

die Spannung die Dehnulltl 

in Richtung der x-Achse 0 -~ 
m 

" " " y-Achse n, e11 =aa2 

" " " z-Achse 0 -- _FJ'... 
m 

Würde schließlich der Zug nur in Richtung der z-Achse statt­
finden, so daß die Normalspannung o8 und die Dehnung F, = a a1 

stattfindet, so fände sich 
die Spannung die Dehnung 

in Richtung der x-Achse 0 
_ _i 

m 

" " " y-Achse 0 
_ _i 

"' 
" " " z-Achse "s "= = a as. 

Wirken sämtliche Zugkräfte gleichzeitig, so bleiben n1 • 11:1 und n3 

Hauptspannungen, die Hauptdehnungen aber sind 

e11 +e, e =e -------
1 .. m ' 

e.+e-
t· = e - --· ---·· 

2 " m ' 

woraus nach Einführung der oben angegebenen Werte für e,.. FY 

und e, 

EQ = a (a .. - ~ +-01) • • • • • • • • 1) . . m 
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Die Addition dieser Gleichungen gibt unter Beachtung von 
Gleichung 5, § 68, 

m e 
o1+n"l+as= m--2-a ....... 2) 

Die erste der Gleichungen 1 liefert 

durch Addition dieser Gleichung zu Gleichung 2 

a1 (1 + m)= ~ (--m-~:-2- +e1) 

m :- (e1 + -".-!._2). 0 =--'----
1 1+m 

nach Einführung von 

1 ". 1 1 
oder /l=2(t+m)a 3) ---·-·-= 

/i 2 1+m a m 

und Ermittlung der Werte für o2 und a3 

o,~l~m! (•,+ m '--,)-~(•,+ .~.)~ 
02 =1-$-m! (e2 + m~-2)=~·(e2 + -,n~~2)l. · 4) 

"=~ = 1 _; m ! (es + _m! -2) =} (es + m !_ -·2) 
2. Spannungen nnd Formänderungen für drei beliebige, 

zueinander senkrecht stehende Richtungen. 

Die Gleichungen 4, § 6 7, gelten für das Koordinatensystem, das 
sich ergibt, wenn wir die Normalspannungen oz, o11 und o. im 
Punkte P für drei beliebige, senkrecht zueinander stehende Ebenen 
zu Koordinatenachsen wä.hlen. Nehmen wir statt dessen die drei 
Rauptspannungen im Punkte P zu Koordinatenachsen, also die Ebenen, 
in denen die Rauptspannungen wirken, zu Koordinatenebenen, so 
folgt, da in diesen Ebenen die Behubspannungen '~'z• '1'11 und '~': gleich 
Null sind, und an Stelle von a"', a11 und oz die Größen a1 , a2 und o3 

treten, aus den Gleichungen 4, § 67, 

pcosl=a1 cos a, p cosp. =a9 cosß, p cos"=a3 cos '1· 
Die Normalspannung a in dem beliebigen durch den Punkt P 

gelegten Flächenelement bildet mit der resultierenden Spannung p 
einen Winkel q>, für den, da die Richtungswinkel 
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von tJ 

" p 
ß 
ft 

'}' 

sind, die Beziehung 

cosrp = cos a cosl + cos {J cos p + cos 'Y cos v 
gilt. Somit 

tJ = p cos rp = o1 cos~ cc + a11 cos2 {J + a3 cos~ r 

und nach Einführung der Werte, welche die Gleichungen 4, § 69, 
für die Rauptspannungen liefern, 

a= ;(e1 cos2 a+e9 cos11 fJ+e3 cos2 r+ m e 2). 

Die Heranziehung der Gleichung 3, § 68, unter Beachtung, daß 
die Schiebungen wegfallen, wenn für e.,, e11 und e. die Haupt­
dehnungen e1 , e9 und e8 gesetzt werden, führt zu 

E = e1 cos~ a + e2 cos2 ß + e3 cos2 i'• 
folglich 

2 ( e ) a=- e+--
{J m- 2 

5) 

Da diese Gleichung für eine ganz beliebige Richtung gilt, so 
muß sie auch für drei beliebige zueinander senkrecht stehende Rich­
tungen gelten, somit 

a =!-(e +-_! ,.)· " {J z lo_.,. ' m-w 

011=; (e"+ m~2); 
a: =; (e. +-;n-e 2-); 

'· ~ ·(·.-!'·-t ··)I 
F Y = a ( a11 -

0•! 0 "') 

1
. . 6) 

e. =a (a6 __ '!_:r:t 0") 

3. Bedeutung der Größe {J. 

Die Einführung des Wertes e aus Gleichung 3, § 68, in Glei­
chung 5 ergibt 

a =; [e", cos2 a + e11 cos11 {J + e. cos2 r+r:r:cos {J cos r 

+ r 11 cos r cos cc + r. cos a cos ß + -m e -2 (cos2 a + cos2 ß + cos9 r)] . 
wobei der Faktor von e a.m Schlusse mit Rücksicht auf das 

m-2 
Spätere an Stelle von 1 gewählt worden ist. 
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Aus Gleichung 6, § 67, folgt untex Beachtung der Gleichungen 6 
dieses Paragraphen 

o=; [e",cos2 a+e"cos2 ß+e,cos2 r+;n e 2 (cos2 a+cos~ß+cos2 r)] 

+ 2 tzcosß cosr + 2 t"cosy cosa + 2 tzcosacosß. 

Da die beiden für a gefundenen Werte einander gleich sein 
müssen, so ergibt sich 

2 1i (y"' COS ß COS y + y 1/ COS i' COS a + /' z COS a COS ß) 

= 2 t.,cos ß cos r + 2 .,;" cosycos a + 2 r.cosa cosß 

({h.,- r,)cosßcos r + (ß.,;"- "")cosycosa + (ßt,- r.)cosacosß = o. 
Soll diese Gleichung für beliebige Werte von a, ß und r be­

stehen, so muß 

r.=ßt, •..• 7) 

sein, d. h. fJ ist diejenige Erfahrungszahl, mit der die Schobspannungen 
multipliziert werden müssen, damit die Schiebungen erhalten werden, 
also die Schubzahl (§ 29). Zwischen ihr und der Dehnungs­
zahl a besteht die Beziehung Gleichung 3, wie bereits § 31, Ziff. 2, 
unmittelbar festgestellt worden ist. 

§ 70. Allgemeine Aufgabe der Elastizitätslehre und Weg 
zur Lösung derselben. 

Die Aufgabe der Elastizitätslehre begreift in sich: 

1. die Feststellung des Zusammenhanges zwischen den äußeren 
Kräften, die auf den in Betracht gezogenen Körper wirken, und 
den durch sie hervorgerufenen Formänderungen, 

2. die Feststellung der Abmessungen eines solchen Körpers unter 
der Bedingung, daß die Formänderung, d. i. die größte· Haupt­
dehnung, in keinem Punkte desselben die höchstens noch für zu­
lässig erachtete Grenze überschreitet, und unter der weiteren Forde­
rung, daß die Gesamtformänderung des belasteten Körpers innerhalb 
der Grenze bleibe, die durch den besonderen Zweck desselben oder 
durch den Zusammenhang mit anderen Teilen gesteckt ist. 

Die Lösung dieser Aufgabe fordert in erster Linie die Ermitt­
lung der Hauptdehnungen in einem beliebigen Punkte P des Körpers; 
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denn unter ihnen befindet sich die größte und kleinste, welche über­
haupt in dem Punkte auftritt. 

Allgemein würde dabei in folgender Weise vorzugehen sein. 
Für den Punkt P sind x, y und z die Koordinaten vor Eintritt 

der Formänderung, ~' fJ und l; deren Änderungen infolge der letzteren 
und damit nach den Gleichungen 6 sowie 7, § 69, und den in § 6H 
unter Ziff. 1 für ex. e11 , e,, rx, y11 und Y: gefundenen Ausdrücken 

(J = 2 e~ +-~ ), "' fJ ox m --2 
1 (a 1J ol;) 

r:r= fJ a; +oy 

(J = 2 (?_1J + -~-) . 
y fJ oy m- 2 

T =-~(~+ 0~) 
" fJ ox oz 1 i 

2 (oC e ) rJ·=7f a: +;;;-_ 2 · 
1 e~ 01)) "·= {J oy + ax 

worin 

e=o~ + OYJ + ol;. 2 (1 +m) P=·-"- ---···a. ox oy oz m 

Die· aus den Gleichungen 1 folgenden Werte der sechs Spannungs­
komponenten sind in die Gleichungen 3, § 67, einzusetzen. Hier­
durch werden drei simultane partielle Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung fiir die Größen ~' t"J und l; erhalten. 

Bei der Integration werden im allgemeinen Funktionen einzuführen 
sein. die in bezug auf diejenige Veränderliche, nach der jeweils 
integriert wird, konstant sind. Diese Funktionen sind durch die 
Oberflächenbedingungen, d. h. dadurch bestimmt, 

a) daß die Spannungskomponenten 

p COS ). p COS f.l p COS V 

in den Gleichungen 4, § 6 7. für die Punkte der Körperoberfläche 
durch die Belastung) gegebene Werte haben, 

b) daß ~. fl, C für gewisse Punkte von vomherein bekannt sind 
oder doch ermittelt werden können (Unterstützung des Körpers). 
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Sind hiernach ~' T), C als Funktionen von x, y, z festgestellt, 
so ergeben sich 

aus den Gleichungen 1, sodann die Rauptspannungen aus Gleichung 8, 
§ 67, und die Hauptdehnungen mittels der Gleichungen 1, § 69. 

Oder es kann auch so verfahren werden, daß, nachdem ~. TJ, C 
als Funktionen von x, y. z vorliegen, 

mittels der in § 68 unter Ziffer 1 für diese Größen gefundenen 
Beziehungen und aus ihnen die Hauptdehnungen berechnet werden. 

ln den weitaus meisten Fällen der technischen Anwendung er­
weist sich die Integration der partiellen Differentialgleichungen als 
unausführbar, infolgedessen das angedeutete Verfahren, trotz seiner 
Einfachheit in grundsätzlicher Hinsicht, nur in Ausnahmefällen zum 
Ziel führt. Unter diesen Verhältnissen geht man zweckmäßigerweise 
derart vor, daß zunächst einfache Fälle betrachtet und von diesen 
unter Benützung der gewonnenen Ergebnisse zu Zusammengesetzteren 
fortgeschritten wird. Die hierbei auftretenden Schwierigkeiten sucht 
man durch geeignete Annahmen zu überwinden. Dieser Weg, der 
nach heutigem Stand für den Ingenieur -- wie bereits bemerkt, mit 
ganz seltenen Ausnahmen - allein übrig bleibt, ist in den ersten 
8 Abschnitten dieses Buches beschritten. Daß es trotzdem für den 
Ingenieur angezeigt ist, die allgemeinen Beziehungen dieses Ab­
schnittes zu kennen, ergibt sich aus dem im Vorwort zur vierten 
Auflage Bemerkten. 

§ 71. Anwendung auf den Sonderfall der Belastung eines 
geraden stabförmigen Körpers. 

F und F', Fig. 1, seien zwei unendlich nahe gelegene Querschnitte 
des stabförmigen Körpers. Die auf ihn wirkenden äußeren Kräfte 
lassen sich für den in Betracht gezogenen Querschnitt F ersetzen: 
durch eine im Schwerpunkte desselben angreüende Kraft R und durch 

ein Kräftepaar vom Moment M, entsprechend der Paarachse OM. 
Durch Zerlegung senkrecht zum Querschnitt und parallel zu dem­
selben ergeben sich 

die Kraftkomponenten R1 R,, 
die Momentkomponenten M 1 M 2 • 

Die Kraft R1 veranlaßt, je nachdem sie ziehend oder drückend 
wirkt, eine Zu- oder Abnahme der Entfernung der beiden Quer-
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schnitte F und F' voneinander, verursacht also positive oder negative 
Dehnungen, ruft demgemäß Normalspannungen wach: Fall der ein­
fachen Zug- oder Druckelastizität (S. 108, bzw. 186). 

Das Kräftepaar M2 mit der Paarachse OM2 bewirkt eine Änderung 
der gegenseitigen Neigung von F zu F', verursacht also positive und 

Fig. I. 

negative Dehnungen und ruft damit positive und negative Normal­
spannungen wach: Fall der einfachen Biegungselastizität (S. 224). 

Die Kraft R2 veranlaßt eine Verschiebung der Flächenelemente 
von F gegen diejenigen von F', d. h. Schiebungen, und ruft dem­
entsprechend Schobspannungen wach: Fall der einfachen Schub­
elastizität (S. 386). 

% 
I 

Fig. 2. 

Das Kräftepaar J.J1 bewirkt Verdrehungen der Flächenelemente 
in F gegen diejenigen in F', also Schiebungen, und ruft demgemäß 
Schobspannungen wa.ch: Fall der einfachen Drehungselastizität (S. 3 35 ). 

Hiernach haben wir als Hauptwirkungen vonRund M erkannt: 
Änderung der Entfernung und der Neigung der beiden Querschnitte, 
Verschiebung und Verdrehung der beiden Querschnitte gegeneinander. 



§ 71. Anwendung auf den Sonderfall der Belastung usw. 697 

Im allgemeinen wird noch eine Krümmung derselben eintreten, die 
von der Gesetzmäßigkeit abhängt, nach der sich die Dehnungen und 
Schiebungen im Querschnitt F von Flächenelement zu Flächen­
element und von den Flächenelementen des Querschnitts F zu den 
gleichgelegenen von F' ändern. 

In dem beliebigen Punkte P des Querschnittes F, Fig. 2, er­
halten wir als Gesamtwirkung eine resultierende Normalspannung a16 

(in Richtung der Stabachse wirkend, die wir uns als :~:-Achse denken 
wollen) und eine resultierende Schubspannung -r. Letztere zerlegen 
wir nach Fig. 2 in zwei Komponenten parallel zur y- und zur z-Achse 
und erhalten somit für den Punkt P die Spannungen 

7:". 

Damit geht die Gleichung 8, § 67, für die Hauptspannungen 
wegen 

über in 
dl-a a9 -(-r'+-r 9)a=0 

z II " ' 

woraus die eine Wurzel a8 = 0 folgt (das Spannungsellipsoid wird 
zur Spannungsellipse), während für die beiden anderen Hauptspan­
nungen mit 

sich ergibt 

1 ( ,r ... L ··) a = -- a - r a - - 4 -r· 2 2 :r. X I • 2) 

Für die Hauptde~nungen folgt aus den Gleichungen 1, .§ 69, 
wegen a3 =0 

1) Diese 3 Gleichungen führen zur Erfüllung der Gleichung 9, § 67, und 
damit - wie schon dort bemerkt - zum Übergang des Ellipsoids in eine 
Ellipse. 



698 Allgemeine Beziehungen über Spannungen und Formänderungen. 

somit 

E_s_=- a", 
tr m 

. • . . • 3)1) 

. . . . . 4) 

••••..••.•...•• 5\ 

Ist a"' positiv, einem Zug entsprechend, so wird, da in der Regel 
die zulässige Anstrengung gegenüber Zug kleiner zu sein pflegt als 
gegenüber Druck, Gleichung 3 maßgebend. Wenn o", negativ ist, 
einem Druck entsprechend, so wird Gleichung 4 einen größeren Wert 
ergeben als Gleichung 3; dabei ist aber immerhin zu prüfen, ob die 
'kleinere aus Gleichung 3 folgende Zuginanspruchnahme nicht maß­
gebend wird. 

Im übrigen ist das im zweiten Teil von § 48 Gesagte, betreffend 
die Einführung des Berichtigungskoeffizienten a0 , zu beachten. 

Da die Gleichung 3 bzw. 4 häufige Benutzung erfährt, so er­
scheint es angezeigt, an dieser Stelle nochmals die Voraussetzungen 
zusammenzustellen, auf denen sie beruht, und das um so mehr, als 
diese nicht selten recht ungenügend erfüllt sind, ohne daß daran 
auch nur gedacht wird. 

1. Die allgemeinen Voraussetzungen der Elastizitätslehre: 

a) Isotropie des Materials, 
b) Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen so­

wie Unveränderlichkeit des Verhältnisses zwischen Längs­
dehnung und Querzusammenziehung, 

c) Formänderungen sind elastisch und klein, 
d) Elastizität gegenüber Druck ist aie gleiche wie gegen­

über Zug. 

2. Die Sondervoraussetzungen: 

a) o11 = 0 und o, = 0, 

d. h. Normalspannungen senkrecht zur Stabachse treten 
nicht auf. (Diese Voraussetzung ist z. B. bei einer Welle da, 
wo diese durch die Nabe einer Kurbe~ eines Rades usw. 
in radialer Richtung stark gepreßt wird, nicht erfüllt.) 

1) In anderer Weise wurde diese Gleichung bereits in ~ 48 abgeleitet. 
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b) T.,=O, 

d. h. Schubspa.nnungen, welche in Ebenen wirken, die sich 
in Parallelen zur Stabachse rechtwinklig schneiden, sind 
nicht vorhanden. (Diese Voraussetzung ist beispielsweise 
bei einer Welle da, wo auf diese durch ein aufgekeiltes 
Rad oder eine aufgekeilte Kurbel ein bedeutendes Dreh­
moment übertragen wird, nicht erfüllt.) 

Denkt man sich den geraden stabförmigen Körper aus ~~asern 
bestehend, so kommen die Voraussetzungen 

o11 = 0 o, = 0 -r., = 0 

darauf hinaus, daß diese Fasern weder einen Zug noch einen Druck 
noch einen Querschub aufeinander äußern, also auch nicht von 
außen empfangen. 



Bedeutung der in den Gleichungen auftretenden 
Buchstabengrößen. 

A Formänderungsarbeit (§ 41 u. f.), Konstante. 
a bei elliptischen Querschnitten die große Halbaohse, bei elliptischen Platten 

die große Achse der Ellipse; die eine Seite eines rechteckigen Quer­
schnitts, einer rechteckigen Platte; Seite des quadratischen Quer­
schnitts, der quadratischen Platte; Abstand (unveränderlicher). 

ao große Ha.Ibaohse der inneren Begrenzung eines Ellipsenringes. 
a" a, Abstände. 
B Konstante. 
b bei elliptischen Querschnitten die kleine Halbaohse, bei elliptischen Platten 

die kleine Achse der Ellipse; die andere Seite eines rechteckigen 
Querschnitts, einer rechteckigen Platte; Seite eines regelmäßigen 
Dreiecks oder Sechsecks; Breitens.bmessung; Abstand (unveränder­
licher). 

b0 kleine Halbachse der inneren Begrenzung eines Ellipsenringes; Breiten-
abmessung. 

C1, C2 lntegrationskonstanten. 
c Strecke. 
c., c~ Integrationskonstanten. 
d Durohmesser im a.Ilgemeinen, bei Hohlstäben der äußere Durchmesser; 

Strecke. 
tlo innerer Durohmesser eines Hohlzylinders. 
d. mittlerer " " " 
e, e., eg Abstände, für gerade Stäbe s. § 16, für gekrümmte s. § 54. 
e Kreishalbmesser; Basis der natürlichen Logarithmen. 
e = e1 + e2 + e3 (§ 58, Gleichung 2, § 68, § 70). 
F Größe einer Fläche. 
f Querschnitt. 
{ 0, { 1 Sonderwerte von f. 
f• Querschnitt an der Bruchstelle des zerrissenen Stabes, dessen ursprüng-

licher Querschnitt die Größe f besaß. 
G Eigengewicht. 
g Beschleunigung infolge der Schwere (§ 18, 65, 66). 
H Horizonta.Ikraft. 
h Höhe eines Querschnitts, eines Prisma; Stärke einer Platte. 
1&0 Höhenabmessung. 
i Anzahl der Windungen einer Schraubenfeder. 
K, Zugfestigkeit (§ 3). 
K Druckfestigkeit (~ 11). 
K. Biegungsfestigkeit (§ 22). 
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X. Drehungsfestigkeit (§ 35). 
K, Schubfestigkeit (§ 15, § 40). 

zulässige Anstrengung gegenüber Zug. 
" " Druck. 
" n Biegung. 
n n Drehung. 

" " n Schub. 
Länge des Körpers, Abstand. 
die Länge, die das ursprünglich l lange Stabstück nach dem Zerreißen 

besitzt. 
M Moment im allgemeinen. Massenkraft (§ 66). 
MA. Moment im Punkt A. (§ 18, Ziff. 3). 
Mt biegendes Moment. 
max (Mb) Größtwert von. Mb. 
M11 drehendes Moment. 
Mu Moment, herrührend von den auf den Umfang einer Platte wirkenden 

Widerlagekräften (s 61) . 
• 

M'l = J 2 y 1J dq statisches Moment (s. s 39). 
'I 

m Exponent, der die Veränderlichkeit der Dehnung zum Ausdruck bringt 
(§ 4 und § 5, insbesondere Ziff. 3 daselbst); Verhältnis der Längs­
dehnung zur Querzusammenziehung (§ 7 § 69); Koeffizient (§ 33); 
Masse (§ 18). 

m1 und m2 Sonderwerte des Exponenten m (§ 20, Ziff. 5). 
N Normalkraft. 
n Größe einer Strecke; Koeffizient; minutliche Umdrehungszahl (§ 18, 65). 
P Zug- oder Druckkraft, Einzelkraft. 
P,.,..., Bruchbelastung. 
P0 Knickbelastung (§ 24). 
p Belastung der Längeneinheit eines auf Biegung beanspruchten Stabes, 

Spannung im allgemeinen. 
p, p 1 , Pt• P•• Pc Pressungen auf die Flächeneinheit (§ 60, §53), Spannungen 

(§ 66, 67). 
p, Pressung im .Innern eines Hohlgefäßes, für Pa= 0 innerer Überdruck. 
:Pa Pressung der das Hohlgefäß umschließenden Flüssigkeiten, für p 1 = 0 

äußerer Überdruck. 
Pz. py, p, Spannungen in drei zueinander senkrechten Ebenen (§ 67). 
Q gleichmäßig über den gebogenen Stab verteilte Last, Einzellast (§55, Ziff. 1). 
2 Q Belastung eines Hohlzylinders auf die Längeneinheit (§ 55, Ziff. 2). 
r Kreishalbmesser, Krümmungshalbmesser insbesondere der Mittellinie eines 

gekrümmten Stabes vor der Formänderung, Trägheitshalbmesser (§ 26). 
r 1 , r 2 Sonderwerte von r (§ 57, Fig. 4 bis 6). 
r 0 Sonderwert von r (§ 60, Fig. 17; § 66). 
r 1 innerer Halbmesser eines Hohlzylinders, einer Hohlkugel usw. 
r. äußerer n " " " 
6 Sicherheitskoeffizient gegenüber Knickung (§ 25). 
S Schubkraft. 
1 W andstärke, Strecke. 
Sm Wandstärke in der Mitte einer Scheibe (§ 66). 
u Umfang des Querschnittes; veränderlicher Hebelarm (§ 54, 5). 
V Volumen. 
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v Abstand (§ 16), Umfangsgeschwindigkeit (§ 65, 66). 
x beliebige Strecke, Abszisse. 
x0 Schwerpunktsabstand (§ 65). 
x' Koordinate (§ 67). 
y Koordinate, insbesondere Ordinate der elastischen Linie, Querachnitte­

abme88ung. 
YA· YB usf. Durchbiegung im Punkte A, B usf. 
y' Koordinate, Durchbiegung eines Stabes infolge des biegenden Momentes 

(~ 24, 52). Zusammendrückung oder Verlängerung einer Schrauben­
feder (!l 57). 

y" Durchbiegung eines Stabes infolge der Schubkraft (§ 52, Zift. 2b). 
lV. lV4 und lVb Widerlagekräfte (§ 61). 
X, Y, Z Komponenten von Massenkräften (§ 67). 
Z = J x y d( (§ 21, Gleichung 2). 
z Koordinate; Abstand, Querschnittsabmessung; veränderlicher Hebelarm 

(ji 54, 5). 
z' Koordinate, Durchbiegung plattenförmiger Körper. 
z0' Sondet·wert von z'. 
z" Schwerpunktsabstand (S. 287). 
o: Dehnungszahl der Federung (§ 2, reziproker Wert des Elastizitätsmodul}, 

Dehnung für die Spannung 1 (§ 4 und § 5); Winkel; Konstante. 
oc1 und ClC..J Sonderwerte der Dehnung für die Spannung I (!i 20, Zitf. 5). 
oc0 Anstrengungsverhältnis (§ 48). 
{J Schubzahl (§ 29, reziproker Wert des Schubelastizitätsmodul, § 69); Winkel, 

insbesondere der elastischen Linie mit der ursprünglichen Stabachse 

kb 
ßo=· ·· 

k, 

(§ 18); Konstante. 

(§ 45, Ziff. I). 

r Schiebung, Winkeländerung (§ 28), Gewicht der Volumeneinheit, Winkel. 
y..,, Y!!> rz Winkeländerung (Schiebung) an der X-, y- bzw. z-Kante (§ 68. § 69). 
i'max Größtwert der Schiebung y. 
e verhältnismäßige Dehnung (§ 2). 
e' Sonderwerte von e. 
e" Querdehnung (!i 7). 
e0 Dehnung der Mittellinie (§ 54). 
e1 , t 2 , e3 die Dehnungen in den drei Hauptrichtungen (§ 58, 66), die Haupt-

dehnungen (§ 68). 
e..,, ey. e, Dehnungen in Richtung der x-Achse bzw. der y- und z-Achse. 
l; Änderung von z (§ 58. § 66, § 68). 
'7 Koordinate; Abstand, insbesondere eines Fliehenelementes von der einen 

Hauptachse des Querschnittes, Anderung von y (§ 68). 
fJ Trägheitsmoment eines Querschnitts im allgemeinen, meist jedoch in bezug 

auf die eine Hauptachse. 
(-/ polares Trägheitsmoment eines Querschnitts. 
f11 • A", e..,, 8y Trägheitsmomente in bezog auf besonders bezeichnete Achsen. 
{) verhältnismäßiger Drehungswinkel (§ 33, § 43). 

Koeffizient (Ii 42).-;: 
>< Zerknickungskoeffizient (§ 26). 

>< = - ~ f r + '7 df (§ 54, Ziff. 2). 

1. Winkel ()'i 67). 
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l, l', l" Längenänderungen eines Stabes (§ 1, § 2, § 4, § 5, § 41). 
p Koeffizient(§ 46), insbesondere Berichtigungskoeffizient (§ 60, Zifl.4, § 61 u. f.) 
p, Koeffizient (§ 22, S. 287). 
" Winkel. 
~ Koordinate, Änderung von x (~ 68). 
:r = 3,14159. 
~ Krümmungshalbmesser, insbesondere der elastischen Linie; Abstand eines 

beliebigen Querschnittselementes von der Drehungsachse (§ 32, Fig. 4, 
Gleichung 1), Ausrundungshalbmesser (§58). 

tt •• f!• Sonderwerte von (! (§ 61). 
• Normalspannung (§ 1, § 29, erster Absatz). 
"-z GröBtwert von n. 
n1 , a9 Sonderwerte von o. 
""' a11 , o, Normalspannungen in Richtung der x-Achse bzw. y- und .r-Achse. 
"•· o6 größte Normalspannung im Streifen von der Länge a bzw. b (§ 61). 
"•• a, Druck- bzw. Zugspannung (§ 20, Ziff. 5). 
T Schubspannung (§ 29). 
Tm- Größtwert von r bei Schub (§ SH, § 39). 
r1 Sonderwert von r. 
T ,, r11 , Tz Schubspannung senkrecht zur Richtung der z-Achse und der 1/" bzw. 

z-Achse (§ 67). 
r' Schuhspannung an näher bestimmter Stelle. 
r.', rz' die Werte r11 und -r, an einer solchen Stelle. 
r,, T" Schubspannungen, unterschieden je nachdem sie von der Schubkraft oder 

vom drehenden Moment hervorgerufen werden. 
t' "_ Schubspannung in den Endpunkten der kleinen Halbachse eines ellipti­

schen Querschnitts. 
T.' Sehuh11pannung in den Mitten der langen Seiten eine11 rechteckigen Quer­

schnitts. 
r6' SchubRpannung in den Mitten der kurzen Seiten eines rechteckigen Quer­

schnitts. 
'' Dehnung des zerrissenen Stabes in Prozenten (!i 8); Winkel (von veränder­

licher Größe), Koeffizient (§ 34). 
'I' Querschnittsverminderung des zerrissenen Stabes in Prozenten(§ H); Winkel, 

Koeffizient (§ 35, Ziff. 2. ~ 60, Zitf. 4). 
'l'o Koeffizient (§ 57). 
<t> Befestigungskoeffizient (§ 24, § 25), Winkel. 

Verhältnismäßige Änderung des Querschnittswinkels (!i 54). 
Winkelgeschwindigkeit (§ 65, 66) . 

.[lmt,k YOD Oaear Brand1tetter in (..eipalg. 
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