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Meiner Mutter!



Einleitung.

Um die Mitte des vorigen Jahrhunderts wurde Roche?!) durch An-
naherungsrechnungen zu folgendem Resultat gefiihrt. Ein unendlich kleiner
Mondkorper rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um einen festen
Zentralkorper von kugeldhnlicher Gestalt derart, daB er diesem stets die-
selbe Seite zukehrt. Die Mondmasse als flilssig angenommen, befindet sich
das erwihnte System (auf ein mitrotierendes Achsenkreuz bezogen) im
Gleichgewicht, wenn der Mond die Gestalt eines dreiachsigen Ellipsoids
besitzt, dessen lingste Achse auf das Attraktionszentrum hin gerichtet ist,
und dessen kiirzeste in die Richtung der Rotationsachse fillt. Dariiber
hinaus gelang es Roche, zu zeigen, da man bei variabler Winkelgeschwindig-
keit zwei Reihen von Gleichgewichtsfiguren erhilt, die folgendermaBen
beschaffen sind. Fiir sehr kleine Werte der Winkelgeschwindigkeit‘hat das
Ellipsoid nahezu die Gestalt einer Kugel oder einer unendlich diinnen
Nadel — die Entfernung des Mondes vom Zentralkérper ist sehr grof.
Mit dem Anwachsen der Winkelgeschwindigkeit — dem eine sukzessive
Abnahme der Entfernung entspricht — werden die anfangs kugelférmigen
Ellipsoide immer stirker, die anfangs nadelférmigen immer weniger abge-
plattet, bis sich beide Reihen in einer Figur vereinigen, die dem Maximum
der Winkelgeschwindigkeit und damit zugleich dem Minimum des Abstandes
vom Zentralkérper entspricht.

1) Vgl. die unter %) angefithrten Abhandlungen von E. Roche.
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Erst im Anschluf an die Poincarésche Theorie hat Schwarzschild )
eine Verscharfung der Methoden und eine Behandlung des erwédhnten
Problems im Rahmen einer allgemeinen Theorie angestrebt. Seine Unter-
suchungen leitete vor allem das Interesse fiir den Stabilitdtscharakter der
Figuren, und er konnte sein Resultat dahingehend aussprechen: ,Von den
Rocheschen Ellipsoiden ist die Reihe der weniger abgeplatteten stabil, die
Reihe der stirker abgeplatteten instabil. An die Rocheschen Ellipsoide
schlieBen sich keine andern stabilen Gleichgewichtsfiguren an; an die weniger
abgeplatteten und die dem Grenzellipsoid benachbarten stirker abgeplatteten
Ellipsoide schlieBen sich iiberhaupt keine anderen Gleichgewichtsfiguren an. ...
In der Reihe der stirker abgeplatteten Ellipsoide kénnen nun vielleicht auch
andere Stabilititskoeffizienten verschwinden und zu Verzweigungen Anlafl
geben.“ Doch verzichtet er auf diese Untersuchung, da sie die Kenntnis
der Glieder von mindestens zweiter Ordnung erfordern wiirde.

In seinen bekannten Abhandlungen?®), die hinsichtlich ihrer Strenge
.restlos befriedigen, gelang Liapounoff neben dem exakten Konvergenzbeweis
sogar die vollstindige Diskussion der Verzweigungsgleichungen. Seine Unter-
suchungen beziehen sich auf die Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft
der Maclaurinschen und Jacobischen Ellipsoide und beriithren das Roche-
sche Problem nicht. Sie sind wesentlich analytischen Charakters und be-
dingen umstéandliche, oft etwas uniibersichtliche Rechnungen.

In neuerer Zeit hat Herr Lichtenstein in Erweiterung der Unter-
suchungen von Liapounoff, unter Heranziehung neuerer Methoden der
Analysis, insbesondere der Theorie linearer Integralgleichungen, zu der Theorie
der Gleichgewichtsfiguren einen wesentlich bequemeren Zugang eréfinet
(vgl loc. cit. 9)). Es handelt sich dort vor allem um die Bestimmung neuer
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft beléebiger als bekannt voraus-
gesetzter Gleichgewichtsfiguren fiir wenig veréinderte Werte der Winkel-
geschwindigkeit. Im folgenden werden wir die Tatsache benutzen, daB die
von Herrn Lichtenstein entwickelte Methode sich auch in dem Fall mit
Erfolg durchfithren 1at, wo die zugrunde gelegte Figur eine Gleichgewichts-

) Vgl loc. cit. ).

%) Es sind dies vor allem: Liapounoff, Sur un probléme de Tschébycheff, Mém.
de Pacad. des sciences de Pétersbourg 17 (8. Reihe), Nr. 3 (1905), S. 1—31. Ferner:
Sur les figures d’équilibre peu différentes des ellipsoides d’une masse liquide homo-
géne ... Iere partie, Etude générale du probléme (1906), Ilitme partie, Figures d’équi-
libre dérivées des ellipsoides de Maclaurin (1909); IIli¢me partie, Figures d’équilibre
dérivées des ellipsoides de Jacobi (1912) ebenda.

Es sei darauf hingewiesen, daB die (in russischer Sprache abgefafite) Liapounoff-
sche Dissertation, in der ebenfalls nur eine erste Niherung angestrebt wurde, noch
vor der Poincaréschen Abhandlung verdffentlicht wurde. (Eine franzdsische Uber-
setzung erschien 1904 in den Annales de Toulouse.)
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figur nur in einer ersten Naherung darstellt. Dieser Umstand bildete
bereits die Grundlage fiir die in der FuBnote ®) angefiihrten Untersuchungen
von Herrn Lichtenstein itber die Laplacesche Theorie des Erdmondes, iiber
eine aus zwel getrennten Massen bestehende Gleichgewichtsfigur und iiber
ringformige Gleichgewichtsfiguren ohne Zentralkérper.

Die vorliegende Arbeit ist in Ausfithrung eines von Herrn Lichtenstein
in seiner Vorlesung iiber ,Kosmogonische Hypothesen“ (Wintersemester
1928/29) entwickelten Programms aus der Beschiftigung mit dem Roche-
schen Problem entstanden. Doch wurde die Fragestellung mehrfach modi-
fiziert. In dem ersten Teill wird das Problem sinngemi in die Ebene
iibertragen, um besonders die Verhéltnisse an den singulidren Stellen iiber-
sichtlicher zu gestalten. Freilich hat hier selbst die Heranziehung der
Glieder zweiter Ordnung in diesem einfacheren Falle die Verzweigungsfrage
noch nicht restlos zu beantworten vermocht. Als vollig erledigt kann hier
wie im rdumlichen Fall neben dem Existenzbeweis der reguldren Figuren
und derjenigen, die dem Maximum der Winkelgeschwindigkeit entspricht,
die Existenz der beiden linearen Reihen von Gleichgewichtsfiguren nur bis
zu der Figur gelten, bei der nach Schwarzschild die Instabilitit beginnt.
Zwischen den weiteren singuldren Stellen schlieBen sich die reguldren
Figuren ,streckenweise“ zu linearen Reihen zusammen. Der zweite Teil
ist dem raumlichen Fall, dem eigentlichen Rocheschen Problem, gewidmet
und enthilt analoge Ergebnisse. In dem dritten Teil endlich tritt an Stelle
des Rocheschen Satelliten ein ringférmiger Fliissigkeitskorper von nahezu
elliptischem Querschnitt. Es wird zundchst durch Naherungsrechnungen
die Winkelgeschwindigkeit und das Achsenverhéltnis der Ausgangsfigur,
eines Ringkorpers von genau elliptischem Querschnitt, so bestimmt, da
dieser bei Vorhandensein der als punktférmig angenommenen Zentralmasse
niherungsweise eine (leichgewichtsfigur darstellt. Wir setzen dabei das
Verhiltnis der groBen Halbachse (die wie im Rocheschen Fall auf den
Zentralkorper hin gerichtet ist) des elliptischen Querschnittes zu dem Ab-
stand von der Zentralmasse als klein voraus. Der Ubergang zu der effek-
tiven Gleichgewichtsfigur erfolgt wie in den beiden fritheren Teilen. Die
Ausfithrungen dieses letzten Teiles lehnen sich naturgemif sehr eng an
die Untersuchungen von Herrn Lichtenstein iiber ringférmige Gleichgewichts-
figuren ohne Zentralkorper*) an. Die Ergebnisse sind den bereits genannten
des ersten und zweiten Teiles véllig analog. Inshesondere multe auch hier
die Verzweigungsfrage noch unbeantwortet bleiben. Einer eingehenderen

4) Man findet die wichtigste Literatur iiber ringfdrmige Gleichgewichtsfiguren
(Laplace, Frau Kowalewski, Poincaré) in der Einleitung und insbesondere in den
FuBnoten %) und ?) der betreffenden Abhandlung von Herrn Lichtenstein loc. cit. )
II. Abb., S. 83—85 zusammengestellt.
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Diskussion der Verzweigungsfrage, den noch unberiicksichtigt gelassenen
Stabilitiatsbetrachtungen und einer sich im ersten und dritten Teil dar-
bietenden, naheliegenden hydrodynamischen Ausdeutung?®) sollen spétere
Untersuchungen gewidmet sein. Weitere verwandte Problemstellungen er-
geben sich, wenn man die punktférmige Zentralmasse durch eine Fliissig-
keitsmasse von der Gestalt einer Kugel, eines Maclaurinschen Ellipsoides
oder eines Ringkdrpers mit kreisformigem Querschnitt ersetzt.

Erster Teil
Das ebene Problem.

§ 1.

Problemstellung.

Den Betrachtungen in der Ebene legen wir zwei rechtwinklige Koor-
dinatensysteme (z,, y,) und (z, y) zugrunde, die durch die Beziehungen

(1.1) o=x+L, Y=y, (L>0)

miteinander verkniipft sind. Der Ursprung des zweiten Systems (z,y)
sei zugleich der Mittelpunkt einer Ellipsenfliche 7, deren Berandung S
durch die Gleichung

2 2
(1.2) Xr 1

R ' R}

1 (R,>0, R,>0)

gegeben werde. Dann erhdlt man fiir die Richtungskosinus a, b der im
Punkte P— (X, Y) auf S errichteten AuBennormale (») die Werte

Xp Yp
1.3 _Xr T
(9) T TR
wobei

r X2 y? "%
(1.4) =%+ 75

den Abstand der Tangente in P an S vom Mittelpunkte der Ellipse be-
deutet.

Es moge jetzt S, eine geschlossene Kurve mit stetiger Normale in
einer (hinreichend nahen) Nachbarschaft erster Ordnung ¢) von S bezeichnen,

%) Vgl. @hnliche hydrodynamische Fragestellungen in dem Buch von Herrn
Lichtenstein, Grundlehren der Hydromechanik, Berlin 1929, S. 443 u. S. 450 ff.

%) Das soll folgendes bedeuten: 8, 148t sich auf S derart umkehrbar eindeutig
und stetig (topologisch) abbilden, daB nach Vorgabe einer hinreichend kleinen Zahl
£ >0 sowohl der Abstand zugeordneter Kurvenpunkte als auch der von den (in diesen
Punkten an die jeweilige Kurve errichteten) Normalen eingeschlossene Winkel absolut
genommen unterhalb s zu liegen kommt.
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so daB die Normale (») einen einzigen DurchstoBpunkt P, = (X,, Y, ) auf §,

bestimmt. Die (nach aullen hin positiv zu zdhlende) Strecke 13;1 werde
mit p{ bezeichnet. Dann gilt
r* (N
(15) X,=X+api=X(1+2;0), Y=Y+ bpt=Y(1+2:¢).
R, R,
Wird die Lage der Punkte auf S iiberdies auf einen Parameter & bezogen,

so 1aBt sich fiir hinreichend kleine Werte von (|, etwa

(1.6) 1] < &*,

die Lage der Punkte auf S, eindeutig durch das System (&, () charakte-
risieren.  Wir kénnen die Funktion { = {(&) mit stetiger erster Ableitung
begabt voraussetzen. Im vorliegenden Falle erweist es sich als zweckmafig,
fiir den Parameter & die exzentrische Anomalie vy einzufithren. Wegen

(1.7) X=R,cosy, Y=R,siny, 0<yw<2n
treten an die Stelle der Beziehungen (1.3), (1.4), (1.5) jetat die folgenden
(1.8) a———-—%cosw, b=%sinz,u,

2R3 2 o 2 9
(1.9) 12 = Ry cos®y + Rysin?y,

p
(1.10) X1=R1<1+%2__¢C>coszp, leRe(l—{—%;C)siny;.

Wir denken uns nunmehr in dem Ursprung des Systems (z,, y,) die
punktformige Masse M fixiert und das von S, begrenzte Gebiet 7, mit
homogener, gravitierender (dem Anziehungsgesetz des logarithmischen
Potentials unterworfener), inkompressibler, reibungsloser Fliissigkeitsmasse
der Dichte f belegt. Das aus M und 7, bestehende System rotiere mit
der Winkelgeschwindigkeit «, gleichformig und wie eine starre Konfigu-
ration um das Attraktionszentrum M.

Unsere Aufgabe besteht mun tn der Bestimmung solcher geschlossener
Kurven S, in einer Nachbarschaft erster Ordnung der Ellipse S fiir ge-
esgnete Werte des Achsenverhdiltnisses R,: R, und der Winkelgeschwindig-
keit w,, fir welche sich das System M, T, vm relativen Gleichgewichi
befindet.

Die auf 7T, einwirkenden Krifte sind Eigengravitation, Zentrifugal-
krifte und Attraktion der Zentralmasse M. Wird unter » die Gravitations-
konstante, unter xfV,(x,y) das logarithmische Potential von 7, unter
xfV(z,y) dasjenige der entsprechend belegten Ellipsenfliche 7' und end-
lich unter »fG(x,y) das von der Anziehung der Zentralmasse M her-
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rithrende logarithmische Potential jeweils im Punkte x,y verstanden, so
lautet die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das relative Gleich-
gewicht in dem Punkte P,= (X,,7,) auf S,

2
0)1.

(111) V, (X, ¥) + 5o

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB wir im folgenden das logarithmische

(L+ X))+ Y]+ G(X, ¥,)=s, (s, konstant).

Potential in der Form » M log% (r*=("— )"+ (y'— y)") ansetzen wollen.

§ 2.

Vorbereitende Betrachtungen.

Die von Herrn Lichtenstein?) entwickelte Methode zur Bestimmung
neuer Gleichgewichtsfiguren nimmt im allgemeinen ihren Ausgang von einer
bereits bekannten Gleichgewichtsfigur; doch erstreckt sich ihre Anwendbar-
keit auch noch auf den Fall, dal die zugrunde gelegte Figur eine Gleich-
gewichtsfigur nur in einer ersten Annaherung darstellt®). Das vorliegende
Problem ist, wie wir sogleich sehen werden, dieser zweiten Art zuzurechnen.

Dies zu priifen, machen wir den Ansatz

(21) V(X 1) +5o L+ X'+ V46X V) =5+ P(X, T),
(s, konstant),

wobei w den Wert der Winkelgeschwindigkeit bezeichnet, den wir in Analogie
zu den Ausfiihrungen in § 1 der angendherten Gleichgewichtsfigur 7' zu-
ordnen, und unter ¥ (X, Y) eine geeignete Korrektionsfunktion verstanden,
die im Falle relativen Gleichgewichts verschwindet. Wir werden dann
zeigen, daB sich Winkelgeschwindigkeit und Achsenverhdltnis derart be-

stimmen lassen, da |¥(X, Y)| mit dem Parameter A = 1%‘ beliebig klein
ausfallt.

Das logarithmische Potential der homogen mit Masse der Dichte 1 be-
legten Ellipsenfliche 7' ist in bekannter Weise auf dem Rande von der Form

(2.2) V(X,Y)=D — AX*— BY’,

7 Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren rotierender
Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze anziehen.
I. Abhandlung. Allgemeine Existenzsiitze. Math. Zeitschr. 1 (1918), 8. 229—284;
3 (1919), 8. 172—174. II. Abhandlung. Stabilitétsfragen. Ebenda 7 (1920), S. 126—231.
8 Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gestalt der Himmelskdrper.
I. Abh. Die Laplacesche Theorie des Erdmondes. Math. Zeitschr. 10 (1921), S. 130—159.
II. Abh. Eine aus zwei getrennten Massen bestehende Gleichgewichtsfigur rotierender
Flissigkeiten. Ebenda 12 (1922), 8. 201—218. IIL. Abh. Ringformige Gleichgewichts-
figuren ohne Zentralkdiper. Ebenda 13 (1922), S. 82—118.
44
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und die positiven Konstanten 4, B, D haben die Werte

(2.3) A—znlZ" B lir Dan1R2<%+logL(l+7)>’

2 2 R,
_ BB
(r=2%%)
Eliminieren wir ¥* gem#8 (1.2), so erhalten wir nach einer leichten
Rechnung
(2.4) V(X Y)=D—BR§—}—<B£Z———A)X2
1—7 o
=nR,R, [ Tlogﬂ (1—,—r)}~nr1+:X .

Das von der Anziehung der Zentralmasse herriihrende Potential G (X, Y)
gestattet eine Entwicklung in eine fiir hinreichend kleine Werte von 4, etwa

(2.5) h<h¥
absolut und gleichméBig konvergente Reihe
(2.6)  G(X, Y):*?]{-log—m_—L—?lf
[(L+X)*+ 777
2 2 2X oo 2
- szg[ZXL—i—Y X'+ hgp (X377
—l—h“‘-Q—Iﬁ(ﬁX“‘Y“’—X‘*—Y“)—i—O(hs)J:@—]—h@,
mit
M 2 3
2, = — —— e °
(2.7) G (X,7) szg[ZXL—}—Y X7,
(2.8) hG (X, Y)
— M 72X 5o 1 22 ypd g 2
— 2fL2{3R1 x s (XY =X =)+ 0 )]
Eine leichte Umformung gemaB (1.2) liefert
M 2 1472 57
2.9 _=— 2XL —2
(2.9) G )=~ 2fL2[R2+ (1+7)? AL

In ahnlicher Weise findet man

(L4 X%+ Y%= f[L~+R2+2XL+ )QXQ]

w?

2xf
Treffen wir nun der Reihe nach iiber Winkelgeschwindigkeit, Achsen-

verhéltnis der Ellipse § und die Konstante s, die folgenden Festsetzungen °)

(2.10)

?) Sie ergeben sich formal durch Koeffizientenvergleich in (2.1).
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w? M
(2.11) % fL®
w? 1—r
(2.12) an:TI__i‘_‘;,
, L 1—-7r ,a
(2.13) soanle[%leogE(ler)]+ﬂ%——1+:L’

so folgt, wie man sich leicht durch Einsetzen der Ausdriicke (2.4), (2.6),
(2.9) und (2.10) in die Gleichung (2.1) iiberzeugt, in der Tat

(2.14) P(X,Y)=rG(X, 7).

Dies besagt aber gerade, daB 8 (fiir kleine Werte von %) eine angeniherte
Gleichgewichtsfigur darstellt, sofern sich die Bedingungen (2.11), (2.12),
(2.18) realisieren lassen. Die Gleichung (2.11) gibt die ,Keplersche*

Winkelgeschwindigkeit fiir den zweidimensionalen Fall.
Wegen (2.14) kann man fiir (2.1) jetzt auch schreiben

(2.15) V(X Y) +§%[(L + XY+ G(X, V) =s,

LaBt man also das Zusatzfeld xfk@ auller acht und nur das AuBenfeld
»f® an Stelle von xfG einwirken, so hat man es offenbar mit einer
effektiven Gleichgewichtsfigur zu tun. Fiir unendlich kleine Ellipsen (A= 0)
werden die Gleichungen (2.1) und (2.15) miteinander identisch.

Wir schreiten jetzt zur Diskussion der Annahme (2.12). Diese Formel
liefert uns zur Bestimmung des Achsenverhéltnisses r als Funktion der
Winkelgeschwindigkeit die in r quadratische Gleichung

(2.16) rPtr@—-1)+0=0, (2=

wrf
Thre Wurzeln fallen nur fiir 2>8-+272 = 5,828... und 2<3—-2y2=10,171...
reell aus, zugleich positiv aber nur fiir 0 < Q <8 — 2Y2. Hier gilt dann

0<Lr<1. Zu einem gegebenen Wert der Winkelgeschwindigkeit (und
damit der Entfernung der Ellipse S vom Attraktionszentrum M), der nur

der Bedingung 0 < 2 <3 —2yY2 bzw. 0 < 0 < H/nxf(3 — 2V§)] unter-
worfen ist, gehoren demnach stets zwei positive reelle Werte r und 7;
insbesondere zu 2 ==0 die Werte 7 = 0 (Entartung der Ellipse in einen
Kreis) und 7 = 1 (Entartung in eine Strecke) bei der , Entfernung L = oo
von der Zentralmasse M oder in beliebiger Entfernung fiir M = 0; dem Wert
Q = 2 =3 —272 entspricht die Doppelwurzel 7 — r=r=72—-1=0,4142...

fiir den Minimalabstand L, — V% (3 4- 27/2) bei festgehaltener Zentralmasse,

bzw. fiir die maximale Zentralmasse M = (3 — 2/2)a fL"® bei fester Ent-

fernung L. Die durch r — # definierte Ellipse heiBe S.
44*
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Indem wir jetzt die Zentralmasse als unverdnderlich vorgegeben an-
sehen, gelangen wir zu folgendem Resultat:

Bei sehr grofiem Abstand L wvon der Zentralmasse M besitzt S nahezu
die Gestalt eines Kreises, S ist als zweidimensionales Analogon zu dem
Laplaceschen Mondkorper®) aufzufassen. Ldft man jetzt die Entfernung L
kleiner und kleiner werden, wdchst also die Winkelgeschwindigkeit immer
mehr und mehr, so nimmt die Ellipse tn Richtung auf das Attraktions-
zentrum hin eine mehr und mehr gestreckte Form an. Das geht so lange,
bis die Entfernung L thr Minimum L erreicht hat. Die Gesamtheit der
derart durch 7 definierten Ellipsen bildet eine lineare Rethe'') angendherter
Gleichgewichisfiguren. Zu esner weiteren linearen Reihe gelangen wir, wenn
wir, von S ausgehend, die durch ¥ charakterisierten Ellipsen fiir wachsen-
des L verfolgen. Hierbes nimmt die Winkelgeschwindigkert jetzt standig ab.
Fiir grofle Werte von L nehmen die Ellipsen nunmehr nahezu die Gestalt
einer Strecke an.

Die beiden durch 7 und ¥ definierten linearen Reihen angendherter
Gleichgewichtsfiguren hdngen in der durch 7= r="* ausgezeichneten
Ellipse S zusammen.

$ 3.

Aufstellung der fundamentalen Integro-Differentialgleichung.

Unter Verwendung der Beziehungen (2.1) und (2.14) erhalt (1.11)
die Gestalt
2 a 0?2
(8.1) V(X 1) = V(X 1)+ 2 (LX) 5]~ 5o (B +X) 7]
+6(X,,Y,) —Q(X,Y)=s,—s,—hG(X,Y).
Nachdem nun in § 2 gezeigt worden ist, dafl unter geeigneten An-
nahmen ((2.11), (2.12), (2.13), (2.5)) die Ellipse S tatséchlich ndherungs-

weise eine Gleichgewichtsfigur darstellt, kénnen wir uns fiir das weitere der
in loc. cit. ©) entwickelten Methode bedienen'?). Sie liefert fiir das Potential

10) Ein exakter Existenzbeweis dieser Figur wird in loc. cit. %) I. Abhandlung
gegeben. Weitere Untersuchungen, die sich mit diesem Problem beschiitigen, finden
sich in der Note von E. Holder, Beitrige zur mathematischen Theorie der Gestalt des
Frdmondes. Berichte iiber die Verhandlungen der Séchs. Akad. der Wissenschaften,
Math.-phys. Klasse, 78 (1926), Heft II, S. 73 —88.

1) Allgemein wird unter einer linearen Reihe von Gleichgewichtsfiguren eine von
einem oder mehreren Parametern abhingige stetige Schar von Gleichgewichtsfiguren
verstanden. Wie bereits oben bemerkt, haben wir es fiir h = 0 mit linearen Reihen
effektiver Gleichgewichtsfiguren zu tun.

12) Man vergleiche hierzu § 9, Anhang. Es kommen hier vor allem die Betrach-
tungen und Ergebnisse aus loec. cit. 7) II. Abh., S. 140ff. in Betracht.
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V,(X,,Y,) eine Darstellung in Form einer fiir hinreichend kleine Werte

de | ‘, etwa

von |/, Ty
cohde
i < g*
(3.2) \C!,‘dw£<e=e,
absolut und gleichmifBig konvergenten Reihe
(3.3) V,(X,Y,) —VXY)=UP+U%+..,

in welcher die U™ gewisse Integralausdriicke iiber Formen n-ten Grades

in ¢, d , bedeuten. Speziell ist

(3.4) U(l):pCWV(X, Y)+fp'§’ log%do',
N
wenn
(3.5) o =[X'—X)"+ (¥ -1)°)
den Abstand der beiden auf § gelegenen Punkte P und P/,
(3.6) do’-——%dw’

das zu P’ gehorige Bogenelement auf S bezeichnet.

Den Ausdruck (3. 4) unterwerfen wir noch einigen leichten Umformungen.
Zunschst finden wir auf Grund der Formeln (2.2), (2.11), (2.12), (1.4)
und (1.7)

(3.7) %l:=—ZBR—;—2nrl-—rpcos‘“’w
= —akR, R —2n r p cos?y.

Setzen wir ferner zur Abkiirzung

27
(3.8) O*=R,R, [ {'dy'

0
und berticksichtigen, daB
(3.9) log log 1+ )—{—log E, (1—|— )

gilt, so wird
2
r 7 L ! ’ .R !
(3.10) fp ¢ log?do =R, R, f{ logmﬁdw —i—@*log—é—l(l—{—r)
s 0

und demzufolge
(3.11) U(1)=——anRQ(l—r)C—an%;—;pzé' cos?y

I4

2z
+ 6 log'lg(l—!—f)-%‘RlReOJ.C log i r)
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Nach Einfiithrung des kleinen Parameters 1 vermdoge

P-w®  aR
(3.12) “’Txfiz’;—;z, [1] < B 13

kénnen ‘wir den zweiten Differenzenausdruck aus (3.1) auf die Form

(8.18) S2((L+X,)+ ¥ — 2 (L + X)*+ Y]

— 2% (L°+ R et LX)

_{_(J;r};: _f_ffi% ><2L%5003w+2p25+p2¢2>

= R i (L BB L aR, Ry cosy

ar 1
-%—anRelk(l e cos w—{—%—l_w (2Lapt+2p°c+p°c%)
1_‘ ] 1— o
Fapypilhcosy 5 1Tl ptlak(240)
bringen.
Fiir hinreichend kleine Werte von %, etwa
(3.14) R<h, <R,

ergibt sich eine zu (2.6) vollig analoge Entwicklung
(8.15) G(X,Y,)=6(X,Y,)+16X,7¥,).
Insbesondere wird

(3.16) @(Xl,yl)—®(X,Y)=_Tz’;+ [2Lapl+2p°C + p*C®]

1*7‘ 44—2
9 i T
+ .7t7‘ p 2¢ cos? y}—{—nr o, B

cos?y.

Durch Einsetzen der Ausdriicke (3.3), (8.11), (3.13), (3.15) und
(3.16) in die grundlegende Beziehung (3.1) findet man, wie man sich

13) Diese Annahme wird durch die folgende Betrachtung nahe gelegt. In der
Beziehung (8. 12) stellt sich %4 als kleine Anderung des Quadrates der Winkelgeschwin-
digkeit dar. Aus (2.11) folgt aber fiir die Anderung 6 £ des Ausdruckes Q = ;‘iz

T
bei einer Verschiebung des Ellipsenmittelpunktes um 6L in einer ersten Anniherung

02 =— 2 206 L, so daB sich also auch 1, nicht nur %1, selbst noch als klein ergibt.

L
Der obigen Festsetzung entspricht eine Verschiebung um 6L = — %
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leicht iiberzeugt,

L ’ R1 ’
(3.17) —aR B, (1 —r)l + 6 logz-(1+7r)+ RleofC log sy dv

1+R

+UPHUP+ L+ “’/1<L+ )+anRchow
+ 7R, R, lk( e cos21p—+—n- p Clcosw—+—2 1+ p”Zlh(Z—i—Z)

—{—nrfr—r » treos®y +h G (X,,Y,) s, —s,=0.

1+r B?
Wir denken uns nun die Konstante s, gemaB der Relation
L xR, R+ R?
(3.18) s,— s + O log - (1+7) + 57 l<L2—|——2i> —nR,R,s

bestimmt, unter s ein kleiner auf S, konstanter Parameter verstanden,
und setzen noch zur Abkiirzung

(3.19) P(Q:-}%[ Clcosw+2RRClh(2+C)+r
P(0)=0.

Schaffen wir nunmehr in (3.17) die in ( linearen Glieder auf eine Seite,
die Glieder von mindestens zweiter Ordnung beziiglich { und die mit den
kleinen Parametern s, A, & behafteten Terme auf die andere Seite, so er-
halten wir die fundamentale Gleichgewichisbedingung in Gestalt einer
(nicht linearen) Integro-Differentialgleichung zur Bestimmung der Funk-
tion {=1C(r;8,4, h; )

C cos zﬂ

1

2
(3.20) (1—r)f — %fc'logg(lR_I’_r)dzp’=s—}—lcos1,u+/1h cos 24
0

T
(147)°
1P +£E[h@(X, Y) 40P+ U ..

Wir werden gelegentlich ihre rechte Seite zur Abkiirzung mit I71({), aus-
fithrlicher mit II(r; s, 4, k; w; {) bezeichnen.

§ 4.
Die homogene Integralgleichung.

Wir betrachten zunichst die durch Nullsetzen der rechten Seite aus
(3.20) hervorgehende homogene lineare Integralgleichung

1 , R, ,
(4.1) C—Ta?)ﬁ log iy v’ =0 (0<r<1).
0
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Sie hat, wie wir im folgenden zeigen werden, fiir jedes » in (0, 1) min-
destens eine (einer Drehung des Systems um M entsprechende) triviale
Nullésung der Form

(4.2) w, =k, smy (k, =k, (r) auf S konstant)

und auBerdem fiir abzdhlbar unendlich viele Werte von r=1r_  (n>1)
je genau eine weitere Nullssung der Form

(4.3) uy = ul" = k,cosmy (n>1, k, auf S konstant).

Hat (4.1) nur die triviale Nullosung (4.2), so heile der zu S gehorige
Wert r regulér; anderenfalls wollen wir 7 = r,_ als singuldren Wert bezeichnen.
Die gegeniiber (4. 1) durch den reellen Parameter I, erweiterte homogene

Integralgleichung

27

(4.4) v—lnfv log (1+T)dw =0
0

definiert wegen

(4.5) o= (X'—X)*+(Y'—T¥)*=

sin? > [1+r — 27 cost]

_ (P=vy"—v, 1:<//+w)
die Nullésung

1 ,
dy’ -}—fl v'log TiEr oy dy

270051‘

(4.6) v= fl"v’log——

5 2 r sin — ‘
als Summe von zwei logarithmischen Linienpotentialen, des logarithmischen
Potentials der mit Masse der Dichte /, v’ belegten Einheitskreisperipherie
im Peripheriepunkte (1, ) und des entsprechenden Potentials im Punkte
(r, —w) im Innern des Einheitskreises. Bezeichnen wir das logarithmische
Potential dieser Linienbelegung in einem beliebigen Punkte (d, v) mit  (d, y)
so lautet (4.6) nunmehr

(4.6") v=v(y)=u(l,p)+u(r, —yp).
Unter Beriicksichtigung der Entwicklung
(4.7) — %log(l +d®—2d cos?) = —R{log(1 —2)} = Zﬁlmicosmﬁ,
. m=1
(z=de'?, 0<d<Ld* < 1),

die in jedem zum Einheitskreise konzentrischen kleineren Kreise gleich-
méBig konvergiert, ergibt gliedweise Integration

2m
(4.8) u(d,y) fl v(y")log - __1_ w'=2%]l"v(w’)cosm0dw’.
m=1 0

J1+d®=2d cos ¥ |
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Auf der Peripherie des Einheitskreises nimmt die durch (4.8) im Innern
dargestellte Potentialfunktion (4.8) gemif (4.6") augenscheinlich die Werte
u(1,y)=wv(y)— u(r, —y) an. Diejenige im Innern des Einheitskreises
reguliare Potentialfunktion, die auf der Peripherie gerade die angegebenen
Werte annimmt, a8t sich andererseits aber im Innern in bekannter Weise
in eine (etwa fiir 0<d <d, <d*<1) gleichmiBig konvergente Reihe
der Form

(4.9) u(d,?,u):»‘;Q—%—g:d"(a”cosnw—i—bnsinntp)
entwickeln. Wegen (4.6") und (4.8) berechnen sich die Koeffizienten zu

anzéf[v(tp) —u(r, —y)] cosny dy

2n 2m

_f Yeosny' dy’ _%Z%{f jcosmﬁcosnwdwdtp'
(4.10) o e
= [% —1, %n] f’l)(tp’) cosny’ dy’,
Uo,, (n>1)
L —}—ZMT] )sinny'dy'.

Aus der Unitét der Entwmklung im Innern des Einheitskreises folgt durch
Koeffizientenvergleich nach (4.8) und (4.10)

(4.11) 1—al, 0 0, 1-a, "0 (n>1).1
Die zu den gemiB
(4.12) }nv“’dwzl
normierten Eigenfunktionen '
(4.13) v: ¥ sitw; Ly sy Sin:“’u;
[E2 J= V=
gehorigen einfachen Eigenwerte lauten demnach
(4.14) l: ;(Tl:kT)’ ﬁ]l—f)’ e m%n—), Tlf—rr), e

4) Man vergleiche zu dem Vorstehenden die ganz #hnlichen Betrachtungen bei
E. Picard, Sur un théoréme général relativ aux équations intégrales de premidre espéce
et sur quelques problémes de physique mathématique, Rendiconti del circolo mat. di
Palermo 29 (1910), 8. 79—97, insbes. S. 93 ff.
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Indem wir jetzt zu der speziellen, fiir I, = aus (4.4) hervor-

1
a(l—r)
gehenden Integralgleichung (4.1) zuriickkehren, erkennen wir, daf (4.1)
dann und nur dann Nullosungen der Form (4.13) besitzt, wenn die

Gleichungen

(4.15) 1— =187
n
Ly (n=1,2,...)
(4.16) 1—r=
n

Loésungen in dem Intervall (0, 1) besitzen.

Setzen wir
(4.17) f(ry=r"+nr—(n—1),
so gilt fiir n >1
(4.18) f0)=—(a—1)<0, £1)=2>0,

fa(r)=nr""*4+n>0 in (0, 1),

und darum hat (4.15) eine einzige Wurzel r, in (0, 1).
Aus der Ungleichheit

(4.19) foss(m) =+ (n+D)ry—n=r"+nr—(n—1)+r—1
<tytnr,—(n—1)=fu(r,) =0
zusammen mit (4.18) folgt

(4.20) Pg < Ty < oon <1, < <o (n>2).
Wird endlich (4.15) in der Form
(4.21) r=1-1t"

n

angeschrieben, so erkennt man unmittelbar das Bestehen der Ungleichheiten
(4.22) 1—2cr<1— .

Fiir den spezielolen Wert n = 2 liefert (4.15) das uns aus § 2 her bekannte,
zu der Figur S gehorige Achsenverhaltnis

(4.23) rg=7=72~—1,

Im Fall n =1 schlieBlich ergibt sich » =0 als einzige Losung, die Ellipse

ist in einen Kreis entartet. Andererseits stellt sich die Entartung in eine

Strecke als Grenzfall fiir n — oo, lim 7, =1 dar.
n—>» o

Die Gleichung (4.16) mit n=1 ist fiir alle » in (0, 1) identisch

erfiillt. Bringen wir sie in die Form
(4.24) n= T b

so sehen wir sofort, daB fiir n > 1 keine Wurzel in (0, 1) enthalten ist.
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Wir fassen zusammen:

Die homogene Integralgleichung (4.1) besitzt diberall in 0 <<r <1 die

7;2.15) Fiir die abaihlbar unendlich vielen sich
TT —r

gegen r =1 hdiufenden singuliren Werte r,, die alle der Reihe ,stirker

abgeplatteter® Ellipsen angehoren, gibt es je noch eine nichitrsviale Null-
cos Ny 15)

af1—r

SchlieBlich sei noch auf den Zusammenhang der vorliegenden Betrach-
tungen mit den Laméschen Funktionen hingewiesen. Herr B. Globa-
Mikhailenko hat anlaBlich dhnlicher Fragestellungen (insbesondere bei Be-
trachtung der Gleichgewichtsfiguren, die von unendlich langen Zylindern
mit elliptischem Querschnitt ohne AuBenfeld gebildet werden 16)) die Lamé-
schen Funktionen in die Ebene iibertragen'’). Man iiberzeugt sich ohne
viel Miihe, daB sich mit ihrer Hilfe und auf einem dem oben beschriebenen
ganz shnlichen Wege (wobei jetzt fiir die trigonometrischen Entwicklungen
solche nach Laméschen Produkten eintreten) dieselben Ergebnisse, insbeson-
dere die Eigenwerte (4.14) und die Gleichungen (4.15), (4.16), ergeben.
Unsere Eigenfunktionen hingen in der einfachsten Weise mit gewissen
Laméschen Funktionen zusammen. Im rdumlichen Fall werden wir von
der Einfithrung Laméscher Funktionen wesentlichen Gebrauch machen.

triviale Nullosung u, =

losung u, =

§ 5.

Auflosung der fundamentalen Integro-Differentialgleichung.

Der von den raumlichen Problemen shnlicher Art her bekannte Existenz-
beweis durch sukzessive Approximationen und unter Anwendung der Kern-
zerspaltung von Herrn E. Schmidt*®) &8t sich ohne neue Schwierigkeiten
auf das vorliegende ebene Problem iibertragen. Wir werden daher nur
so weit darauf eingehen, als es fiir die folgenden Betrachtungen von beson-
derer Wichtigkeit ist.

Wir setzen

(5.1) N(yp,y")=log— —(1—r)sinysiny’ fiir reguldres r,

@(1+7’)

(5.2) N, (y,p")=log—"2—~ — (1—r) [sinysiny’4-cosny cosny’] fir r=r,

1+r)

%) Die linear unabhiingigen Eigenfunktionen u; von (4.1) setzen wir gemil
2n

a(l—r) [ u?dy =1 normiert voraus.
8
16) Also dem Analogon der Jacobischen Ellipsoide in der Ebene.
17) B. Globa-Mikhailenko, Sur quelques nouvelles figures d’équilibre d’'une masse
fluide en rotation (Thése), Journal de Mathématiques, 7¢ série, Vol. Il, fasc. 1.
18) Vgl. die unter ?) und 8) angefithrten Abhandlungen von Herrn Lichtenstein.
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und weiterhin zur Abkiirzung

27
1 ’

(5.8) wz;fl' cosny’ dy’,

0

25

- l 7 3 ’ ’

(5.4) wz;t—fé siny’dy’.

0

Es bedeuten demnach w, w kleine, vorldufig noch unbekannte Konstanten.
Da 8 beziiglich der Geraden y =0 symmetrisch und @ (X,, —Y,)=G (X, 7))
ist, gilt insbesondere w = 0.

Jetzt geht die Integro-Differentialgleichung (3.20) iiber in

2n
(5.5) A1—r){— %J‘C’N(zp, v )dy' =II(¢) fiir regulares r,
b

(5.6) (l—r)C—%J‘C’Nn(w,w’)dw’=H(C)+(1—r)wcosnw fir r=r_.
0

Setzen wir endlich noch

o , N fiir reguléres r,
N, v') = N firr=r
(5.7) ” ) n )
ﬁ(:) _ I1(¢) fiir reguldres r,
)+ QQ—r)weosny fir r=r,,

so kénnen wir die beiden Beziehungen (5.5) und (5.6) in die eine fiir
alle » giiltige

A A

27
(5.8) (1—r)t— 2 [0 w)ay =) =2, 0,b, 559, 0)
0

zusammenziehen, worin freilich fiir regulire r stets w =0 zu setzen ist.
In jedem Fall hat die homogene Integralgleichung

2n
(5.9) (1 —r)c—%ﬁ'l\}(w, y)dy' =0
0

keine Nullésungen mehr.
Nunmehr werden die sukzessiven Approximationen durch das System
von Integralgleichungen

27

(5.10) (1 —7)&ips— %fggﬂz(r(,,,, p)dy' = (Z) (1=0,1,2,...;,—0)
0
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erkliart. Bezeichnet weiterhin H(vy, ¢’) den zu dem Kern n(%_r)l\?(zp, v’
gehorigen losenden Kern, so gilt

2x
(5.11) Livn = o T (5) + ]l,,fﬁ(w’; C) H(y, y')dy'.

1—r
Q

Endlich 148t sich ohne Miihe zeigen, daB I gewissen fiir das Gelingen
des Verfahrens der sukzessiven Approximationen wesentlichen Ungleich-
heiten'®) fiir hinreichend kleine Parameterwerte geniigt. Ks ergibt sich
sodann eine und nur eine in den Parametern A, w, A, s in einem Gebiete
(5.12) 21, B, sl <0
analytische und reguldre Funktion

, [ Yo a2 2 1
(513) C:l_])m zi:Zavuv”gyal”ow”h 1™ <10 }_V1+V~+V3— )

Voy Vis Vs V320

als Losung der Integro-Differentialgleichung (5. 8). Die Koeffizienten a,,,,,»,
sind noch Funktionen der exzentrischen Anomalie y und des Achsen-
verhaltnisses » und koénnen durch Integralgleichungen der Form

27
1 \J ’ ’
(5'14) (1 - r)a"o”l”z”a(y)) - ;J‘N(T/), 1’” )a%ﬁvzu('//) d'l/) = A"o"l"z“‘a
0

rekursiv gewonnen werden; 4, ,,,,,, stellt den Koeffizienten von 2™w™ k™ s"
in I1() dar, wenn fiir { das Polynom

Zla#o#wwa Aw RS (0= o+ py g+ pg)
eingefiihrt wird. -

Fiir den reguliren Fall ist damit die Aufgabe der Bestimmung von
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der zugrunde gelegten Ellipsen
in eindeutiger Weise gelost. Aus der Unitit der Losung, sowie aus den
Beziehungen (2.12) und (3.12) folgt ferner, dafi die gefundenen reguldren
Gleichgewichtsfiguren sich swischen je zwei aufeinander folgenden stngu-
liren Stellen (also ,streckenweise®) hinsichtlich r zu linearen Reihen wvon
Gleichgewichisfiguren zusammenschlieffen, die den in § 2 angefiihrten
linearen Reihen von angendherten Gleichgewichtsfiguren entsprechen. Die
Frage nach der Moglichkeit des Zusammenschlusses iiber die singuldren
Stellen hinweg bleibt indessen vorldufig noch ungeklért.

19) Uber diese Ungleichheiten und das Verfahren der sukzessiven Approxi-
mationen siehe vor allem die Darstellung in § 2 der kiirzlich erschienenen Mono-
graphie von L. Lichtenstein, Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer Integral-
gleichungen und Integro-Ditferentialgleichungen nebst Anwendungen, Berlin 1931,
Julius Springer.
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§ 6.

Bestimmung der Glieder erster Ordnung.

Wir legen den nun folgenden Betrachtungen die Definitionsformel fiir
die erste Approximation, d. h. die Formel (5.10) mit dem speziellen Zeiger-
wert ¢ = 0 zugrunde

61 (@ -nt— L [dNp,y)dy =) = 1(0),

Zur Bestimmung einer ersten Anniherung reicht es offenbar aus, in I7( 0)
unter den von ( freien Gliedern nur diejenigen von erster Ordnung zu
beriicksichtigen. Nach leichten Umformungen auf Grund der Relationen
(2.11), (2.12) und (1.7) liefert (2.8)

A r? r l—r+4+r?: 2
(6. 2) h@j == —ﬂRlR;_',k mcosw — ﬂRle hg W0053w+0(h ),
mithin findet man unter Beriicksichtigung von (3.20) und (5.7) bis auf
Glieder héherer Ordnung

A o . r? _ z‘_l—r—}—r2
(6.3) 1I1(0)=s—+ Acosy h(l_H)zcosw h3WCOS3W

+ 1 —r)wecosny +...,

wobel freilich im reguldren Fall w = 0 zu setzen ist. Bei AuBerachtlassung
der Glieder von mindestens zweiter Ordnung erhalten wir //(0) demnach
in Gestalt eines reinen Cos-Polynoms,

v oy Co ¢,=01m regulliren)
(6.4) 11(0) = 3 + ¢, cosyy+cg0083y 4-¢, cosny +-... ( Fall fir n > 3
mit

2 1—7r4r2
6.5) 2—sg, —A—h—, = —h T =(1-
(65) 2=s o—i=h T q=—hl [ TTCT g =(-nw
(w=10 im reguldren Fall)

fiir alle reguldren Stellen und die singuliren r =7, n < 3. In dem spe-
ziellen singuldren Fall r= r, gilt

=01 —r)w—hl 12"

6.6) 20— —1— )
(6.6) ) 8, ¢,=A4—h 5 ey

7-2
A7y’

Verfdhrt man jetzt wieder wie in § 4 bei der Bestimmung der Eigen-
werte, so erkennt man ohne Schwierigkeit, dall die Terme erster Ordnung
von {, wiederum ein Cos-Polynom ergeben,

(6.7) 4“1:%"——1—alcosw—}—a3cos3w—5—a”cosn1p—l—...
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g o o 8¢, _ %
(6-8) ao_l—r’ %= 2y’ a3_2—3r—r3’ G 1—r

im reguldren Fall und fiir r =¢ 7,

Cs

bzw. a5 ="

fir r=r,.

Somit erhalten wir fiir { in einer ersten Anndherung im regulidren Fall

(6.9) Cl=—s—~—icosw—}—k——coszp—h rlorer?

,
— cos 3
1-r 2r 2(1+7)? 2—8r—r% (1417 Ve

im singulidren Fall r =17, <7,
- 4 r r 1—r+r?
6.10 = —Locosyth cosy —h cos 3
(6.10) &, 1= 2r Ty Y T T e gy v
+weosny ...

und endlich fiir r =17,

1 r
5.11 = 7 )
(6.11) & 1o g ST 2(1+4r)?

cos y - w cos 3y

7 1—r4r2

3(1—r) (1+7)°

wobei die nicht mehr hingeschriebenen Glieder jedesmal beziiglich 1, w, 4, s

von mindestens zweiter Ordnung sind. Wird nunmehr der Ausdruck (6.9)

fiir £ in die Beziehungen (1.10) eingetragen, so findet man die Gleichungen
der gesuchten Kurve S, in einer ersten Anndherung im reguldren Fall.

cos3y + ...,

§7.

Die Verzweigungsgleichung.

Im reguliren Fall war das Problem mit Angabe der Losung (5.13)
erledigt. Fiir die singuliren Falle schlieBt sich als wesentlicher Punkt der
Betrachtungen noch die Untersuchung der Verzwejgungsgleichung (5.3) an,
d. h. die Aufgabe, den bisher noch unbestimmt gelassenen kleinen Para-
meter w so zu bestimmen, dafl die Gleichung (5.3) erfiillt ist. Zu diesem
Zweck werde die Entwicklung (5.13) fiir £ in die Verzweigungsgleichung
(5.3) eingetragen und die durch gliedweise Integration entstehende, nach
Potenzen von 1, w, h, s fortschreitende Entwicklung

(71) ZVB"ul'x"z"s'%vnww]h%sh: 0, V0+V1+72+V3£ 1
mit

2n
(7 2) B"u”l"27'3 = fa”u 7'1"1"‘3(\1#’) cosn 1)U’dw,5 BOIOOZ 0
0
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nach w aufgeldst. Augenscheinlich ist immer B, o= By 00 = Byoer = 0
und auBer fiir » =r; auch B, = 0. Demnach erweist sich zur Bestim-
mung des Parameters w die Kenntnis der Glieder von mindestens zweiter
Ordnung als nétig.

Es ist nun um so bemerkenswerter, da man in dem speziellen singu-
liren Fall n = 2 grundsétzlich mit der Kenntnis der Glieder erster Ordnung
bei der Diskussion der Verzweigungsgleichung auskommt. Freilich haben
wir jetzt an die Stelle von w einen weiteren kleinen (gleichfalls zu Anfang
noch unbestimmt gelassenen) Parameter w gemi der Beziehung

w? 1—7r
(7.3) mzrm+10
einzufiihren, was augenscheinlich, wie ein Blick auf die Gleichung (2.12)
lehrt, eine geringfiigige Abénderung in der Wahl des Achsenverhéltnisses
der zugrunde gelegten Ellipse bedeutet?’). Wie man sich leicht iiberzeugt,
erfahrt nur die rechte Seite der Integro-Differentialgleichung (3.20) eine
gewisse Abdnderung, und zwar derart, da in II zu den Gliedern erster

Ordnung noch der Ausdruck

(7.4) w ;i+rcos2qp

hinzukommt, wenn wir den auf S konstanten Term w—2—i+r in xR, R,s

mit hineinnehmen. Sonst tritt w nur noch in Gliedern hoherer Ordnung auf.
Es moge nun w derart bestimmt werden, dall w == 0 wird. An Stelle
von (5.3) haben wir jetzt die Verzweigungsgleichung
27

(7.5) fe'cos2y'dy' =0,
0

in die fiir ¢’ die zu (5.13) analoge Potenzentwicklung nach 1, w, %, s ein-
zutragen ist. Fiir die Glieder erster Ordnung erhalten wir jetzt (vgl. (6.10))

s+ 147
(7.6) - ¢, [, e sw—}—h (+ ) 08 Y + W 21— COSZI,U

1—r+7r2
Th e ey I <r:r2=ﬁ—1).

Setzt man endlich diesen Ausdruck in (7.5) ein, so erkennt man, dafl die

Verzweigungsgleichung notwendig von der Form

7.7) wx “” Bk 0,y s) =0

20) Offenbar hat jetzt der Koeffizient von X*® in (2.1) gerade den Wert = 2c. Die
Einfiihrung eines zu w analogen Parameters zu prinzipiell gleichem Zweck ist mit Er-
folg zuerst von Herrn L. Lichtenstein in loc. cit. *) II. Abh. und III. Abh. vorgenommen

worden.
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ist, unter B, wie nachher unter 3, mit mindestens quadratischen Gliedern
beginnende Potenzreihen in den kleinen Parametern verstanden. Nach be-
kannten Sétzen ist dann fiir hinreichend kleine Werte von [w)|

(7.8) w="%,(4,h,s)
eine eindeutige Funktion von 2, 4, s.

Auper den zu 7 und 7 gehorigen reguldren Figuren ¢ibt es also in
der Nachbarschaft von S keine neuen Gleschgewichisfiguren. Damit ist zu-
gleich die erste der zu Ende des § 5 bemerkten Liicken geschlossen.

§ 8.

Die Verzweigungsgleichung (Fortsetzung).

Nun zu den iibrigen singuléren Fillen r =7, mit n > 2! Ein Blick
auf die Beziehungen (6.10), (6.11) und (7.4) lehrt, dafl jetzt der Kunst-
griff, der in der Einfithrung des weiteren Parameters w bestand, nicht
mehr zu wesentlichen Erleichterungen fiihren kann. Vielmehr wird sich jetat
die Heranziehung von Gliedern héherer als der ersten Ordnung bei der Dis-
kussion der Verzweigungsgleichung, die wir von nun an wieder in der Form
(5.3) annehmen, nicht umgehen lassen.

Wegen der aus der Theorie der Integralgleichung folgenden Relation

(8.1) SH(p, w")cosny'dy’ =0
v

liefert die Formel (5.11) bei Vertauschung der Integrationsfolge

2 27
(8.2) f{iﬂcosnwdw=%fﬂ(£i)cosnwdw,
0 0

wobel hier und stets im folgenden unter r der singulire Wert r, zu ver-
stehen ist. Aus (8.2) und (3.20) ergibt sich nun weiter gie Verzweigungs-
gleichung in der Form

2w

(8.3) J [P(C) —{—ﬁh@(}(v Y,)+ an . (U +U®+ }J cosnydy =0.
0

Wir werden uns hier zunichst auf die Glieder zweiter Ordnung be-
schrinken und fiir { die Glieder erster Ordnung der ersten Approxi-
mation [, d. h.

_ 2
r cosy —h r l-rer

_ cosy+h
2(14-7)? 2—-8r—r® (1+41)

8.4) .. =
( )] 1—-r 2r

cos3y - wcosm

=%‘—’—|—a1 coSy —+ ag cos 3y + a, cosny,
45
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eintragen, um die Koeffizienten B, , ., mit vj+», v, +v,=2 zu
bestimmen.

Da, wie wir in § 9 sehen werden, der Ausdruck v® 4+ u® ... nur
aus Gliedern von dritter und hoherer Ordnung besteht, ferner auch die
Entwicklung % ® (X, ¥) fiir n >4 gemaB (2.8) nur Beitrige dieser Art
liefert, werden wir in (8.3) nur U ®(¢) und die Terme zweiter Ordnung
aus P(,0) und 2 ®(X,, 7)) -2 G (X, Y ) beriicksichtigen,

(8.5) P(L)= 1=r 2151 osa,u—l—r :lé‘zp cosy ..

14r R, R, R}R,
(8.6) h®(X,, Y,)
Y . 1_~_r 2 147472 1
=h&X,Y) nrl_'_rhp 16{(1-{-7)2 cos31,u—|— )2cost—§—...
5 1—7 147472
— —ar® hop? — ar(l—
ar o p*,leosy —ar(l—r) Aty hp? Lcos3y 4 ..
In der Bezeichnungsweise von § 9 gilt nun
(8.7 U®=d,+ 4, + 24, + 4,
wobel zur Abkiirzung gesetzt ist
1 2 4 L ’
45 = 3%, RJC p'tlog dy,
0
2n
.R .R l? ’ ’
a,= B (e l=el ay, (P =1 — ),

0

(8.8)

24, = —R, R, p* cf:' Lo ? gy,
0

257
44-2

4y = R, Rf mcos{}[Rgcosu cos p + Risiny'siny]dy’.

Unter Benutzung der etwa auf dem Wege iiber das Komplexe gewonnenen

Entwicklung
1—cosd (1+7)° 21~1
(8.9) PAAYT [1 — 2rcost-r?]
— ! {1+2§’rmcosmr} (r=1v' 4 v)
2R, R, m=1

liefert die Auswertung des letzten Integrals

(8.10) do=1p C cos Y — p“‘é‘?
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In 3hnlicher Weise wie in §4 ergibt sich nach Vertauschung der Inte-
grationsfolge

(8.11) fA cosnydy = } "oosny' dy', )
0
und weiter wegen (8.9)
(8.12) fds cosnydy = — f(p &) eosmy’dy'.
0
Endlich erhalten wir vermége (8.4)
(8.13) ZHZAG(IC)cosnwdtp

2n

= —~yzfp21C[%—f—alreosw +asr3eos3zp—{—anr”eosnzp]cosnwdw.
0

Wegen der aus (1.9) folgenden Relation

R?>_R? 1— 4
(8.14) p*=RS+ ”p20052w=Rst[ﬂ_:+"% 22 cos®y |

kénnen wir fiir (8.11) jetzt auch schreiben

2
(8.15) fA cosn y dy

:.;i 1+r) f@‘?p cosnwdzp—}—27”‘1'4‘2 cos®ycosnydy.

Alles in allem bekommen wir schlieBlich

2n
(8.16) ”R 7 fU“”(c)cosmpdw
2m ‘ 2w
3+" 2 P a
=f— cos®ycosnydy —— nr—2)—-
T, 18* g, 00y sy dy (+ )1+ RRl
f—~é‘ —4a,rcosyp - a,r¥cos3y +a,r cosnw]cosnzpdw

21) Man vergleiche in diesem Zusammenhang auch die Formel (2. 17) des dritten
Teiles.

45*
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Somit erhdlt der Ausdruck (8.3) nach leichten Umformungen die Gestalt

2

4 —
P cos?ycosny dy —%(n—{—nr— )u

(8.17) AR Trr,

1
1+rO RR

—f%l -+ b, cosy+bycos3y+a,r cosnw]cosnwd't,u =J,+J,+ J;
Bk}
0

—r 1—73
(8.18) &, _m a, b=[r'—i5(2—38r—r%a,

ferner die Integralausdriicke von (8.17) der Reihe nach mit J,, J,, J; be-
zeichnet.
Mit Riicksicht auf (1.9) gilt die Beziehung
s RZR? R4y
(8.19) P R2cos®y+ R2sin®y  1—2rcos2y+r?

aus der sich mit Hilfe der Relation (8.9) die beiden fiir die Auswertung
der in (8.17) auftretenden Integrale niitzlichen Entwicklungen

(8.20) R —l—f—ZZTmcosZmzp, (0<r<r®<1),
m=1
(8.21) R{j cos? ww%[ j” {2r 4 (1~ 12 m} rm=1cos 2m
IR et

ergeben.

Fiir die folgenden Betrachtungen erweist es sich als zweckmifBig, die
Fille » = 0 (mod 2) und » =1 (mod 2) getrennt zu behandeln.

Es sei zundchst n gerade. Im Hinblick auf den Umstand, daB die in
(8.20) und (8.21) angeschriebenen Reihen lediglich nach geraden Viel-
fachen der exzentrischen Anomalie fortschreiten, erkennen wir, da zu J,
und J, nur diejenigen Terme des Polynoms ,{*cosny einen Beitrag liefern,
die zu einem Kosinus von geraden Multipla von  AnlaBl geben. Infolge-
dessen sind schon in ,{? nur die Glieder

1 a02 2 9 2 af
(8.22) §<?—{—a1 + a3 -{—an) + (—2——§— a1a3> cos2y + a,a,cosdy

—}—~cos 6y 4+ a,a,cosny —|— cos2n1,u,
mithin in dem Ausdruck ,{?cosny die Glieder
(8.23) ;(aoan—l—( +ai +ay + az)cosmp
+ <%1‘" + a1a3>{cos(n—{—2) +cos(n—2)y} +a,a,{cos(n+4)y + cos(n—4)y}

—{—(—zzg{cos(n—[—fi)!p—{—cos(n— 6)y} + aya, cos2nw+ cosSnw]
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zu beriicksichtigen. In entsprechender Weise liefern in dem Ausdruck

1 [922+ b, cosy + by COSSW_{'a"rncosnw] cosny

nur die Terme

(8.24) 4 [a,a, (1 -+ ™) -+ (ag + 2a, b, + 2a, b, + 3a,r") cosny
+ (a, b, + a; b, + a, by) {cos (n + 2)y + cos(n —2)y}
+ (ay by + @, by) {cos (n +4)y 4 cos (n — 4) y}
-+ ay by {cos (n 4 6)y + cos(n — 6)y}
+aya, (14 r")cos2ny 4 a, rrcos Sny]

Beitrige zu J,.

Jetzt konnen wir, wie ein Blick auf (8.4) lehrt, schon feststellen, da8
die Koeffizienten von 18, Aw, wh, ks in der Verzweigungsgleichung simt-
lich verschwinden miissen. Es bleiben noch die Koeffizienten von w?, 1%
k*, 8%, Ak, ws zu bestimmen.

Durch Einsetzen der Ausdriicke (8.23) und (8.24) in (8.17) erhalten
wir insbhesondere

an-t+nr—2 ﬁ1—rn-~}-7w~2 e, o(l+7)?

(8.25) J, = = 5 aga,n(l— P Gt T gl
2 (1+73 20 1 1 2

+as 5t an +”_n7)+2“1a3<“ﬁ+7+7+7ﬂ,

_ 2 i Lf 2 14 14732
(8.26) Js—“%ao“nng(l*r) — 57 [ 0+ @b, ( r) +a bf’(—r:)

+ a,f(n —nr—1)(24+n—nr)+(a,b,-+a, b1)(ﬁ +7 b r2ﬂ )

Fassen wir zusammen, so finden wir nach leichten Umformungen

(8.27) Jy+ Jy = —na,a,n (11;?2 (n+nr—1)—7 ?[ag—l—{4r+n(1—r2)}

1 ;’Lﬂ{4r+ (1—r%) —2(1 —r)%)

+ad (= )1 — k1% — 61— 1) (1 — 1]

23+7r
+"1—:—r{ 4 1—7)}

+ 2qa, a, ;5['{47—]—71(1 — ) (1473 =214 1) (L—r) (27247 + 2)]}
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Wie man sich ohne Miihe iiberzeugt, erhilt man fiir J,

(8.28) lenaoann(ll;)( +ar—1)+ 7 r“[ul_{_ {4r+n(1 —r?)}

+af F {4 b (L=t — 20— 1)

Fat b (L) {1 —r % — 61— 1) (1 —r?)]

4+ :31':_77{ 4 +3n(1—r3)}+2a,(3—1r"

+2a1a3 [{4r+n(1—r3)}(1 —2(1+7)(1 —r)2(272—}—r—}—2)]}.

Augenscheinlich verschwinden in (8.17) die Koeffizienten von a, a,, a,, a;, as
und a, a,, so daB in der Verzweigungsgleichung als einziges (in den Para-
metern 8, 4, h, w) quadratisches Glied nur das mit w? behaftete auftritt,
Gemi (8.4) und (8.27), (8.28) lautet der Koeffizient von w?

(8.29) 53 —r",

wegen 0 < r <1 ist er positiv und gewil von Null verschieden.

Wir nehmen jetzt zundchst s =0, 1=0 an. Es bestehen nun zwei
Moglichkeiten: entweder tritt w bei allen Gliedern der Verzweigungs-
gleichung als gemeinsamer Faktor auf oder nicht. Im ersten Fall wire
mindestens w = 0 eine Losung. Im zweiten Fall sei A 27 das erste w nicht
enthaltende Gied in der Entwicklung von (8.3). Dann gilt

(8.30) w= (=) 4 ...,

und wir erhalten, falls U < 0 ist, an der Stelle » =r, zwei reelle Werte
von w, d.h. zwei Gleichgewichtsfiguren (bei festem %), die beide fiir A—0
in die Rochesche Ellipse iibergehen.

Der Fall r=r,, den wir oben zunichst ausschlossen, weist einige Be-
sonderheiten auf. Zwar bleiben im groBen ganzen die vorausgegangenen Aus-
filhrungen auch jetzt noch giiltig, doch muf nunmehr in (8.3) noch das

aus der Entwicklung von 4 ® (X, Y) herriihrende Glied C((ll—:l);) %2—
;

beriicksichtigt werden. Daher ist jetzt die Verzweigungsgleichung von der Form

(8.31) Apgh® + A w+...=0 (Ayo >0, 4,,>0),

und es gilt demzufolge

cos 4y

+ )+ B (R
(8.32) w= V

—V%k+WWM-
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Wir erhalten demnach im Fall n =4 genaw 2wei Gleichgewichtsfiguren,

die fir h =0 in die zugehorige Rochesche Ellipse tibergehen.
Betrachtungen, die den vorstehenden Ausfiihrungen analog sind, fiihren,

wenn wieder s =0 gesetzt wird, im Fall ungerader n > 3 zu dem Ergebnis

(8.33) B, sy, =0 fir v+, +r,+r,=2
(vg, 74, 7,73 =0,1,2),

das uns noch weniger sagt als im Fall gerader n.

Die eingehendere Diskussion der Verzweigungsgleichung, die hier trotz
Heranziehung der Glieder zweiter Ordnung noch unvollstindig geblieben
ist, sei spiaterer Behandlung vorbehalten. Auch die Frage, ob sich die
reguliren Figuren iiber die singuléren Stellen hinweg (beziiglich r) zu
linearen Reihen zusammenschlieBen, miissen wir unbeantwortet lassen. Wir
wissen nur, da8 fiir n =4 und A 40 zwei Gleichgewichtsfiguren existieren,
und aus §7, daB} in S die beiden linearen Reihen regulirer Figuren zu-
sammenhiingen, ohne dal fiir » = 2 neue Verzweigungen vorkommen.

§9.
Anhang. Die Entwicklung fiir 7;(X,, ¥;) -V (X, Y).

Die Herleitung einer Reihenentwicklung fiir die Differenz der Potentiale
V, und V ist aus den Untersuchungen iiber rdumliche Gleichgewichtsfiguren
her bekannt®?). Eine analoge, fiir das vorliegende ebene Problem brauch-
bare Entwicklung ergibt sich ohne weiteres, wenn man jene Betrachtungen
in die Sprache des Zweidimensionalen iibersetzt, wobei an die Stelle des
Newtonschen nunmehr das logarithmische Potential zu treten hat?2).

Zwischen die Kurven § und S, wird eine einparametrige Kurvenschar
S, (0 <¢t<1) durch die Festsetzung eingeschaltet, daf der Durchsto§}-
punkt P, der in P auf § errichteten AuBennormale (») durch die Kurve S,
die krummlinigen Koordinaten (v, #pl) habe. Seine kartesischen Koordi-
naten lauten alsdann

(9.1) X,=Xttapt, Y,=Y-+tbpt.

Man erhilt also die Kurve S,, wenn man bei festem ¢ die exzentrische
Anomalie v ihren Wertbereich (0, 25) durchlaufen 1aBt. Das von S, um-

schlossene Gebiet 7|, sei mit homogener Masse der Dichte 1 belegt. Wir

®2) Siehe L. Lichtenstein, loc. cit. 7), insbes. IL. Abhandlung, S.140f. Entsprechende
Anwendungen findet diese Entwicklung in den unter ®) angefilhrten Abhandlungen.

23) Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. ), ITL. Abhandlung, wo bereits bei der Betrachtung
ringformiger Gleichgewichtsfiguren die entsprechende Entwicklung prinzipiell in die
Ebene iibertragen wird, jedoch nur die Glieder erster Ordnung explizit angegeben
werden.
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bezeichnen das logarithmische Potential dieser ebenen Massenbelegung in
dem auf 8, selbst gelegenen Punkte (v, ¢p{) mit U,(y).

Analog zu den Betrachtungen im Raume gewinnen wir fiir die Dif-
ferenz V,(X,,Y,) —V(X,Y)=U,(y) — U(y) eine Darstellung in Form

einer fiir hinreichend kleine Werte von ||, | a8 ‘ absolut und gleichméBig

dy
konvergenten Reihe |

Ul___U:U(l)_i_ U(2)+ U(3)_}_.“, U(n) [anU] 0= 9”1_1
N

oLn

Hierbei ist, unter o, den Abstand der beiden auf S, gelegenen Punkte

P, und Pt' verstanden,

L Map't'—apt)

WVA” B’
{A{ ;nn ; (log;) - <nI1> aai;éi""—:: <10g£>}t=0,

wobel das Summenzeichen die Symmetrie des Ausdrucke

(9.8)

ziiglich a, o', 4/; b, b’, B/ zum Ausdruck bringt. Es gilt nun weiter
th d’l,U V—:4t +Bt B d0'=%dw’:

A — ?(YIE#C) A +ta‘4,’ A = %:Rgcosw’,
B;:_W?_) _{_taal:’, B’:-j—f:Rlsinw’,
6;{ _ dil(b’p’g’): 1% S (p"?¢ siny’),

(9.4) "’£"=—di( C)——il 7 (P cosy),

A+ VB =a'4'+ VB +1(a ’Fai; +HE,

aAdi+ bB{=ad + bB'—;—t( 5Bt)

/_RR do’

04! 2B/ 8y’
p’ dy”’ TR T

ad'+ bB' = p [R cos y cosy’ + R sinysiny’],

6A, 8B,  p d(p'?C smﬁ)
+0 =R R dy’

Wie man sich durch Einsetzen der in (9.4) angeschriebenen Terme

n (9.3) bzw. (9.2) iiberzeugt, zerfillt a—(g’, von Gliedern héherer als der
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ersten Ordnung in ¢ abgesehen, additiv in folgende Bestandteile:

2

A1=fp'g“'log—‘;ido', A, = — 1{;5 f[R cos cosy’ - R siny siny ]log dy’,
§ b
2x 27
. 1 12 o /\2 L ’ pgg d(p’gf smﬂ) ’
2tA3——tngf(p C) loggdw, 2t4 ——"'tRlR dy’ 10 9 'Iﬂ,

5) 214, = zRRfl“’“”( 't)?dy’, 2td,= —tR,R,p cf °°“’*:dz,u',

2n

2 — o a a . .
2tA7=tRﬁi€—f1 QCSSﬁp"C'[R;coswcoszp'—}—Rl‘smzpsmw']dw,u',

1572

2x
2t4, -—tz % l—ecow [R)coswcosy’ -+ Risinysiny']dy'.

0
Die Ausdriicke 4,, 4, sind die einzigen, die lineare Terme, die Ausdriicke
dg, 4,, ..., 4, die einzigen, die quadratische Glieder in bezug auf ¢, ¢, %;—,
enthalten.

Insbesondere gilt
@ oU _ i ’ st E ’

(9.6) U® = [a—tlso—p{avV—l—sj‘p {'log", do’.

Weiter wird wegen

2p2 — o ’ Q@ . 9 4 .
.7) (sind) :) d—@ = (1 — cos &) R;f? % + a gc:s 3) [R; cos®y cosy -+ Risin®y’sin )
und 1nfolge einer teilweisen Integration
(9.8) d,=4,— 4,,
mithin
(9.9) U® = 4,4+ 4,+24,+ 4,.

Zweiter Teil
Das riumliche Problem **).
§1.
Problemstellung.

Im folgenden werde die Lage der Punkte des Raumes auf ein festes
rechtwinkliges Koordinatensystem (z,, ,, 2,) bezogen, in dessen Ursprung

24) Die Bezeichnungsweise dieses Teiles weicht an mehreren Stellen von der
jenigen des ersten Teiles ab.
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sich die punktférmige Masse M befinde. Der Punkt O mit den Koordi-
naten z,=L (L >0), y,=0, 2,=0 sei Ursprung eines neuen, durch
die Beziehungen

(1.1) =2+ L, y,=y, z=2

mit dem fritheren System verkniipften, gleichfalls rechtwinkligen Koordi-
natensystems (z, y, 2) und zugleich Mittelpunkt eines Ellipsoidkérpers 7'
dessen Oberfliche S durch die Gleichung

(1.2) z + 9 + 2 _q
a® b? c?
definiert sein moge. Unter P ein auf § gelegener Punkt mit den Koordi-

naten X, Y, Z verstanden, bezeichne (») die in P zu S errichtete Auflen-
normale. Thre Richtungskosinus «, §, y haben die Werte

X Y 7z
(1.8) e=-3P B=,0 r=177P
a b c
wobei
1
X*, Y*  z*)-%
14 p=(5+ 1+ 2]

den Abstand der in P an S gelegten Tangentialebene von O angibt.

Wir denken uns jetzt den Ellipsoidkérper 7', mit homogener, gravitie-
render, inkompressibler Fliissigkeitsmasse der Dichte f erfiillt, mit der
Winkelgeschwindigkeit o gleichformig wie ein starrer Korper um die
z,-Achse rotieren.

Annéherungsrechnungen fiihrten Roche®) zu dem Resultat, dal sich
das System M, T fiir geeignet gewihlte Werte der Achsenverhaltnisse und
der Winkelgeschwindigkeit nahezu im Zustand relativen Gleichgewichts
befindet, sofern nur die AusmaBe des Ellipsoids geniigend klein angenommen
werden.

Wie sind aber Achsenverhiltnis und ‘Winkelgeschwindigkeit ,in ge-
eigneter Weise“ zu bestimmen? ‘

Dazu bemerken wir, daB die auf 7T einwirkenden Krifte von der
Eigengravitation, der Zentrifugalkraft und der Attraktion der Zentral-
masse M herrithren. Wird also unter » die GauBsche Gravitationskonstante,
unter %V (x,y,2) das Newtonsche Potential des Ellipsoidkérpers T, unter
#fG(z,y,2z) das von der Anziehung der Zentralmasse M herriihrende
Newtonsche Potential jeweils im Punkte (z,y,z) verstanden und endlich

#5) . Roche, Mémoire sur la figure d’une masse fluide soumise 3 Pattraction
d’un point éloigné, Mémoires de I’Académie de Montpellier (Section des Sciences)
1849, 1850, 1851,1, S. 243 u. 333, 2, 8.2L
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unter ¥ (z, y,z) eine passende Korrektionsfunktion, so wird in einem
Punkt X, Y, Z auf S nach Roche

(1.5) V(X,Y,Z)+ é“’—f [(L+X)*+ Y]+ G(X,Y, Z)=s,+ ¥(X, Y, Z)
(s, konstant)
sein. Wie im ebenen Fall werden wir zeigen, dal bei geeigneter Wahl der
Achsenverhéltnisse und der Winkelgeschwindigkeit die Korrektionsfunktion ¥
mit den AusmafBen des Ellipsoids beliebig klein wird.
Das Newtonsche Potential eines homogen mit Masse der Dichte 1

erfiillten Ellipsoidkorpers ist im Innern und auf der Oberfliche bekanntlich
von der Form

(1.6) V(X,Y,Z)=D — AX*— BY*— CZ°,

unter D, A, B, C wohlbestimmte positive Konstante verstanden.
Das Potential G (X, ¥, Z) 1aBt sich fiir hinreichend kleine Werte von

h= *, etwa
(1.7) h<RY,

nach Potenzen von A entwickeln:

1.8) G(X,Y,Z2) ~7[(L+ X+ yitzE

2fL3[2L P—2XL— (Y4 ZP—2X")+a’0(h)].

Durch Elimination von Z* gemiB (1.2) wird

(1.9) V(X,Y,%Z)=D — 0c2+<oiz—A)X2+ (c% —B)y®

G(XY,2)=7 7

Die Beziehung (1.5) geht nunmehr iiber in

3 M 2 2 [ r M
D — 00 —'—“2711 +2}"L3(2L ¢ )_So+1_%f~L f-L-JX
LA S M e 2
(1'11) +[Oa2 4+ 2,,f+2fL3 <2+a2>}X
P @ L M iy X peom)=vX, Y, 2
-|-L0b2 B+2,¢f+2fL3\bz 1>JY L ;070 (h) (X, Y, Z).

Treflen wir jetzt der Reihe nach iiber die Konstante s,, die Winkel-
geschwindigkeit und die Achsenverhiltnisse des Ellipsoides die Festsetzungen

(1.12) D — Oc*+ —L ¥ o ety —s,

2fL?

[2L~_c —2XL+<2—|— )X +(°——1>Y +a*0(h)].
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w? M

1.18 — = ,
(1.13) =f L

c? w? M c?
(1.14) OE—A+W+W(2+;§>_0,

c? w? M /ct
(1.15) OF"B+zx;-+szs<§_ 1)=0,
so folgt aus (1.11) unmittelbar
(1.16) ¥(X, 7, Z)=%a20(h),

d. h. die Korrektionsfunktion ¥ liflt sich mit dem Parameter A, mithin,
wenn die Entfernung L fest angenommen wird, mit den AusmaBen des
Ellipsoids beliebig klein machen.

Der in (1.13) angeschriebene Wert der Winkelgeschwindigkeit stimmt
mit dem durch das Keplersche Gesetz bestimmten iiberein.

Da sich die Diskussion der beiden transzendenten Gleichungen (1.14),
(1.15), die derjenigen der entsprechenden Gleichungen im Fall der Jacobi-
schen Ellipsoide analog verlauft, schon anderenorts durchgefiihrt findet ?%),
begniigen wir uns hier mit einer kurzen Mitteilung der Ergebnisse??): Es
gibt eine wohlbestimmte Zahl @ >0 derart, daBl zu jedem Wert o < w
genau zwel voneinander verschiedene dreiachsige (a > b > ¢) Ellipsoide,
ein schwicher abgeplattetes S und ein stirker abgeplattetes s gehoren.
Dem Wert w — ¢ entspricht ein miBig abgeplattetes Ellipsoid §. Die
Ellipsoide S und S schlieBen sich je zu einer von w (bzw. L) abhingen-
den stetigen Schar zusammen, sie bilden zwei in dem Ellipsoid § zu-
sammenhéngende lineare Reihen von angendherten Gleichgewichtsfiguren.
Fiir sehr kleine Werte von o (bzw. sehr grofe Werte der Entfernung L von
der Zentralmasse) erhilt man in der Reihe der S nahezu eine Kugel, in der
Reihe der .§ nahezu eine sehr diinne Nadel. LBt man jetzt w monoton
wachsen (bzw. die Distanz L immer kleiner und kleiner werden), so
nimmt in der Reihe der schwicher abgeplatteten Ellipsoide S die Abplattung
immer mehr und mehr zu, in der Reihe der stérker abgeplatteten Ellip-

soide § mehr und mehr ab.

Um die Rocheschen Gleichgewichtsfiguren in exakter Form zu gewinnen
und vor allem die noch offene Frage, ob iiberhaupt und an welchen Stellen
von den Rocheschen Ellipsoiden neue Gleichgewichtsfiguren abzweigen, in
Angriff zu nehmen, dndern wir die bisherige Problemstellung in folgender,

26) Vgl. Tisserand, Mécanique céleste 2, Chapitre VIII, S.110.
®7) Es sei an dieser Stelle an die etwas weniger prézisierte Darstellung zu
Beginn der Einleitung erinnert.
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offenbar unwesentlicher Weise ab: An die Stelle des fritheren vollstindigen
AuBlenfeldes G (X, Y, Z) trete jetzt das Fremdfeld

M
9fL3

(1.17) G(z,y,2)= [2L°—22L — (y° +2°—22%)].
Augenscheinlich stellt & die Anfangsglieder der Entwicklung von G(z, y, 2)

dar. Durch Hinzunahme eines passenden, von dem Parameter 4 abhingen-

den Zusatzfeldes »f /X6, x,Y,2; h) = 2 a®-0(h) gelangt man dann leicht
9L gelang

zu der urspriinglichen Fragestellung zuriick.

Wir wollen nun feststellen, ob es in der Nachbarschaft ersier Ordnnug
von 8 geschlossene Flichen S, mit stetiger Normale ¢ibt, die fiir eine
hinreichend wenig von « wverschiedene Winkelgeschwindigkeit w, be: Ein-
wirkung des Aufenfeldes (1.17) Gleschgewichisfiguren umschlief3en.

Es sei 8, eine solche Fliche in einer Nachbarschaft erster Ordnung
von S. Die Normale (v) bestimmt auf S, einen einzigen DurchstoBpunkt
P, =(X,,Y,,Z%,). Bezeichnet (%) die nach auBlen positiv zu zéhlende

Strecke P_};v so gilt
(1.19) X =X+al, Y, =Y+, Z,=Z-+y¢.

Wird die Fliche S auf ein passendes System GauBlscher Parameter
(&, 1) bezogen, so laBt sich die Lage der auf S, gelegenen Punkte fiir
hinreichend kleine Werte von |/, etwa

(1.20) [C]<e”,

durch die krummlinigen Koordinaten (&, n; () charakterisieren. Die Funk-
tion {=1{(&, ) kann mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung
begabt vorausgesetzt werden.

Wir denken uns jetzt das von S, umschlossene Gebiet T, wie zuvor
T mit homogener Fliissigkeitsmasse der Dichte f erfiillt. Der Fliissigkeits-
kérper T, rotiere unter Einwirkung des AuBlenfeldes (1.17) wie ein starrer
Korper mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w, um die z,-Achse. Be-
zeichnet %V, (x,y,z) das Newtonsche Potential von 7} im Punkte (2, y, z),
so muf} auf §

2
(121) V(X Y Z) + 5 (L 4+ X))+ T+ 8(X,, Y, Z,) =,
(s, konstant)
sein. Diese fiir das relative Gleichgewicht notwendige Bedingung ist dafiir

auch zugleich hinreichend.

28) Hs sei darauf aufmerksam gemacht, daB diese Strecke { der im ersten Teil
mit p{ bezeichneten vollig entspricht.
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§ 6.
Aufstellung der Integro-Differentialgleichung.
Aus der Beziehung (1.21) die Definitionsgleichung der Flache §,, die
von w, stetig abhingen soll, in der Form
(2.1) ={(&,1; 0,)
zu gewinnen, werde zunichst fiir die Differenz V,(X,, Y,, Z,) — V(X, Y, Z)

eine im wesentlichen nach aufsteigenden Potenzen von ( geordnete Ent-
wicklung angegeben.

Unter (£,%,() baw. (&, 7n) der Punkt (X,, Y,,Z,) auf S, bzw. der
Punkt (X, Y, Z) auf S verstanden, setzen wir
(2.2) Vi(X,, Yy, Z,) =T, (¢, n), V(X,Y,Z)=U(, n).
49

Dann 148t sich fiir hinreichend kleine Werte von |/, \ aF j, I% , etwa fiir
| b i !
1og| |aL)| *
| i 2=
(2‘8) !CH‘af B aﬂjgeée ’

die Differenz V,— 7V in Form einer unbedingt und gleichmifig kon-
vergenten Reihe

(2.4) U,—U=30"
n=1
darstellen®®). Hierbei ist speziell
a 1 ’ !
(2.5) UP=¢-U(&n) +f?: do’,
wenn S
(2.6) e=[X'-X)"+¥' -1)"+(Z2' - 2)’)"

den Abstand der beiden auf S gelegenen Punkte P und P’,
do'=d& dy’ VE'Q—}—E'Q—F C'*;
_’_a(Y,»Z,) _'__a(z,a_{(_’_) 6;_8(X',Y')
o a(E’J 17’) ? o a(E’J 7)’) ? o a(E’) 7,,)
das zu P’ gehorige Flichenelement auf § bezeichnet. Fiir n >1 gilt

1
U(") =J.Q—,, K(n)dﬁ',
S

(2.7)

RIS R N LIS Y L as
A o e PECRUI S

TR ) () SR )
1 0t 0t" %\ 2 at? 0t \g,/ Ji=o
%) Man vgl. z. B. loc. cit. ) II, S. 1401

%) Das Summenzeichen driickt hier die Symmetrie des Ausdruckes £%K ) hin-

-, 24! %4 22C,
: O ’ 11
sichtlich «, o', 4/, = ﬁi)_t?j&; B, B8, ..., aTg’ aus.
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mit
A — o(Y el 2 +y el B — 0(Z'+y'el, X" +a’80)
! a(¢,n") o (&%) ’
(2.9) O = 8X + sl Y4 p'eL),

o(& ")
o = (X'+a'tl' — X —atl)*+ (Y 4 /1L — Y — B10)*

+(Z' Yt — Z — ytl)®.
Der Ausdruck

(2.10) P=U®+U0®4...

geniigt den fiir das Weitere wesentlichen Ungleichheiten

(2.11) [P], ‘ l oP | i SypFe* (y* konstant).

Aus spiter ersichtlichen Grunden 31) fiihren wir unter Abénderung der
Festsetzungen (1.14), (1.15) in

.12 & o, M N
T

(2.18) 02— B +2xf+2fL3( s 1) =,

oder, was wegen (1.13) dasselbe bedeutet, in
2

02

(2.15) 0%——A+%—’0<3+%>=w1

die beiden beliebig kleinen, noch in geeigneter Weise zu bestimmenden
Parameter w,, w, ein.

Leichte Umformungen vermége der Formeln (1.3), (1.4), (1.6), (2.14),
(2.15) ergeben jetzt

(2.16) ﬁU_ﬁ ﬁﬁ—l——y——ZpLA +B +0 ]
N
—2p[(Lm—w) it e
——-———21;71)2——;(3Xa—Z7)——2p[< w,)%;—l—wgb”f—f)
:—2ﬂ~~(8Xa—Zy)+2P( +w2~¥;2) 21w, L.
P p

31) Die Parameter w,, w, entsprechen dem in § 7 des ersten Teiles eingefiithrten
Parameter w.
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Demzufolge wird
Bb? 1 . 2
(2.17) U(”:—ZTC—{-f?C do'—C:)—f(Sth——Zy)
s

+2pc< 2w, ) 2ng’:-

2 73
Wegen (1.17), (1.13), (1.19) gilt
M 2 2
& (X, 7, Z1)=2—f_L—3[2L2—2X1L—(Yf—|—Z1—2X1)]

2xf
+20(2Xe— Y —2Zy)+ 7 (27 — 7 —y%)).

Nach Einfiihrung des hinreichend kleinen Parameters 1 vermdige

(218) _ @912 o —2XL+(2+ )X +<¥—1>Y —2al L

(2.19) e = arh= g k% (J2] < k),

wobei ¢ eine aus ZweckméBigkeitsgriinden erst spater niher zu bestimmende
Konstante bedeutet, erhalten wir

(2.20) 2jff[(L+X) +7) = (4 )
< [L*+2LX+ X*+ ¥Y*+ 20l L+ 20 (Xa+ YB) + 7 (e +47)].

Aus (1.21), (1.9), (2.4), (2.17), (2.10), (2.18) und (2.20) folgt
jetzt die Beziehung

(2.21) D—Cc* + (oiz — A)X2+ (0%2 —B>Y‘3— ZB—Z’:C+I—Z t'do’
a
S

—c§(3xa—zy)+2p:<w1§;+w2’;—:>—2cw,’12-+P
P
+(2“:,+ DL +2LX+ X+ ¥+ 20 L
+2c(xa+y,3)+c*(a2+ﬁ*)]+2“7;[2L2—02—2LX
+(2—}~;—2)X2+<Z—:—1>Y2—2¢xCL—|—2C(2Xa—Yﬂ~Zy)
+cﬂ<zw—ﬁﬂ-m}:sl.

Es sei

(2.22) D—Ce*+5—=L"+ 2 (L*-c )+ —aLl 8, +s=0

(s hmrelchend klein )

32) Diese spezielle Annahme wird durch Betrachtungen, die den in der FuB-
note %) angestellten analog verlaufen, nahe gelegt.
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und
(2.23) y=—2B"
Nach leichten Umformungen erhalten wir wegen (2.14) und (2.15)
(2.24) wC—I—f—;-C'd0'= s—w, X' —w, ¥ — LhA[2L X+ X*+ 7]
S

2 . ve
(306*“?")—%4“220[1( +2 0

(1)2
X

_522 ;

—qhit[Lot+Xa+YB) — Jhil* («®+ %) —P=II({).

2
SRR PN L
a®  w, b* 4

Dies ist eine michtlineare Integro-Differentialgleichung zur Bestimmung
von (. Ihre linke Seite enthélt { linear, wihrend auf der rechten Seite
I1(Z) die unbekannte Funktion { mindestens von zweiter Ordnung oder
mit einem der kleinen Parameter s, w,, w,, £, 4 multipliziert auftritt. Die
von ¢ freien Terme der rechten Seite enthalten mindestens einen dieser
kleinen Parameter ®*).

Spiteren Anwendungen zuliebe geben wir noch den Wert, den /7 ()
fiir ¢ = 0 erhilt, an:

(2.25) H(0)=s—u, X —w, ¥ —igaX — LhA[X*+ ¥*].%)

§ 3.

Eine homogene Integralgleichung.

Die durch Nullsetzen der rechten Seite aus (2.24) entstehende homogene
lineare Integralgleichung

(3.1) wC—f—f%C'do':O
S

hat nur eine, einer Drehung entsprechende, triviale Nullssung. Liegen
auBer dieser fiir ein bestimmtes Ausgangsellipsoid S weitere (nichttriviale)

) Der Ausdruck vy stellt die nach auBen positiv gerichtete Schwerkraft im
Punkte (£, ) dar. Bei den Maclaurinschen und Jacobischen Ellipsoiden erhalt v den

2

Wert, ——20-‘1.
P

) Hat man es statt des Aulenfeldes & mit dem Fremdfeld @ zu tun, so tritt
in IT(¢) noch eine Entwicklung des Zusatzfeldes #® hinzu. Man vergleiche die Aus-
filhrungen fiir das ebene Problem im ersten Teile.
®!—w
2xf
etwa gleich 7, unter 1 ein kleiner Parameter verstanden, so wire in (2.25) der nun
nicht mehr notwendig kleine Ausdruck 12 L X fiir Aqa X eingetreten.

46

2
%) Hatte man im Gegensatz zu (2.19) nicht proportional & angesetzt,
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Nullésungen vor, so soll 8 als ,singuldre” Figur bezeichnet werden; andern-
falls heile S ,reguldr®.

Das System sémtlicher Nullosungen w,, u,,..,, u, werde gemi den
Bedingungen

(3.2) —me%doz{

orthogonal und normiert angenommen.

Da die vorliegende homogene Integralgleichung bis auf den konstanten
Faktor in dem Ausdruck vy (vgl. die Fullnote ®3)) mit der entsprechenden
homogenen Integralgleichung in dem Fall Jacobischer oder Maclaurinscher
Ellipsoide iibereinstimmt, konnen wir als bekannt ansehen, daf die Eigen-
funktionen Lamésche Funktionen sind®¥). Das gleiche gilt offenbar fiir
die um einen reellen Parameter [, erweiterte Integralgleichung

(3.3) w§+hf%5dw=o.
S

0 fiir <47,
1 fiir ¢ =3

Freilich gibt uns dies noch nicht die gewiinschte Einsicht, welche der
Laméschen Funktionen Nullosungen von (3.1) sind, weil ja die Bestimmung
der Achsenverhéltnisse in (2.14), (2.15) abweichend von der Festsetzung
im Fall der Jacobischen Ellipsoide vorgenommen wurde. In diesem Fall
erhilt man bekanntlich die trivialen Nullésungen
(3.4) UW=qi1pZ, U=q@pXY (g1, g5 konstant).
Hierbei entspricht u, einer beliebig kleinen Verschiebung des Korpers 7
lings der Z-Achse und u, einer beliebig kleinen Drehung um diese Achse.
Die zugehorigen Eigenwerte haben hier vermdge der zwischen den Halb-
achsen des Ellipsoides und der Winkelgeschwindigkeit bestehenden Be-
ziehungen beide den Wert 1. Weil nun bei dem vorgelegten Problem an
ihre Stelle die hiervon wesentlich verschiedenen Beziehungen (2.14), (2.15)
treten, braucht jetzt nicht mehr [, =1 zu sein.

Um leichteren AnschluBl an das bereits zitierte Buch von Herrn Appell,
das wir den weiteren Ausfiihrungen prinzipiell zugrunde legen wollen, zu
finden, fithren wir durch die Gleichungen

(3.6) r=z Y=y, L=

ein neues kartesisches Bezugssystem ein®?). Des weiteren migen o, u, v
die elliptischen Koordinaten des Punktes (a, y, #) bedeuten. Auf S hat ¢

36) Um uns im folgenden kiirzer fassen zu konnen, sei beziiglich der Laméschen
Funktionen auf das Buch von P. Appell, Traité de mécanique rationnelle 4, Paris 1921,
insbes. Chapitre IV u. VII verwiesen.

37) Die fett gedruckten kleinen lateinischen Buchstaben haben die a.a.O. 3%)
ohne Fettdruck auftretenden Zeichen zu vertreten.
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einen konstanten Wert ¢ = 0° Offenbar iibernehmen jetzt die Koordi-
naten u, v die Rolle der weiter oben eingefiihrten GauBschen Parameter &, 7.
Wir setzen ferner

(8.7) a®=0%"—¢% b'=0"-0" "=0"—a® (c<b<a).
Die Laméschen Funktionen erster Art seien durch

(3-8) R, =R, (0*), M,=M,(u*), N,=N(v°)

bezeichnet, die mit R, durch die Beziehung

e

. 2n+1 ede

3.9) S, =R f

(39 Y B fer-at) et -t (et—e)

verbundene Lamésche Funktion zweiter Art durch S, =8, (9%). Auf S
schreiben wir kiirzer Ry, Sp fir R;(0°%), Si(9°%). Endlich merken wir

noch einige fiir das weitere niitzliche Ergebnisse iiber die Laméschen
Funktionen der niedrigsten Ordnungen an:

Ri=1, My=1, Ny=1 (Ordnung n = 0);

JRIO:C, Z=x=h1R1OM1N1, 71[2:(11,2—1)2)(&2—02),
Ri=b, Y=y=hR, M;Ny; hi’=(b>—a’)(b’— "),

(8.10) (n=1)
lR;,’:a, X—2—=hsRy MsNs; h;®=(c* —a®) (e’ —b?),

]Rf:ab, YZ=XY=hyhs R} M,N,,
(n=2)1R§:ac, ZX = XZ = hshy R} My N;,

R} =be, XY=YZ=hyhs RS M;N,.
Wir schreiben

(3.11) p=abcly= Ry R; R31,, (To =1 (u, v)).
Dann wird das Volumen des Fliissigkeitsellipsoids
(3.12) T=""abo=""R{R{R}.
Wegen
0
(3.18)  A='Tpes)=I8 p_r, 50 LS
3 2 RY 3 2 R?
2n 0 TS
= bSl —‘5}1%

erhilt jetzt die Schwerkraft v die Form

(3.14) p=—"TRISL L.
0
46*
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Wir machen ferner Gebrauch von dem Satz:

Jede in dem Rechteck ¢ <v <0, b <pu < @ nebst ihren partiellen
Ableitungen bis einschlieBlich zweiter Ordnung stetige Funktion 138t eine
Darstellung in Form einer nach Laméschen Produkten fortschreitenden,
absolut und gleichméflig konvergenten Reihe

(3.15) k%;?k M,N,
zu®®). Die Laméschen Produkte erfiillen weiter die Orthogonalititsrelation
(3.16) Sf I,M,N, M;N,=0,

wobei M, N, und M, N; entweder von verschiedener Ordnung sind oder
von derselben Ordnung, aber dann verschiedene Lésungen der sie definierenden
Differentialgleichung derselben Ordnung n reprisentieren.

Aus der Definitionsgleichung der Nullésungen von (3.3)

(3.17) wun:—l"f%u;do'
S

und gewissen Eigenschaften des Newtonschen Potentials3®) einer einfachen
Flachenbelegung folgt, daB u_ stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten

Ordnung einschlieBlich hat.
LaBt sich die Dichte § einer einfachen Flichenbelegung auf § in eine

nach Laméschen Produkten fortschreitende Reihe der Form

(3.18) §=10,Xp.MN,

entwickeln, so folgt, wie man in der Theorie der Laméschen Funktionen
zeigt, fiir das Newtonsche Potential dieser Belegung die Darstellungsweise

4
(3.19) Vo= 2 5.2 R 80 My .

Wenden wir diesen Satz auf die Integralgleichung (3.17) an, so be-
stimmen sich die Eigenwerte I, zu
_2n+1RJS)
3 RMSY

(3.20) l,

Die zugehoérigen Eigenfunktionen sind von der Form

(3.21) w, = kp M, N, (k konstant).

3%) Siehe beispielsweise R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen
Physik, I, Berlin 1924, S. 270.

%) Da das Potential %, in (3.17) bis auf einen Faktor zugleich die Dichte der
auf S ausgebreiteten Massenbelegung darstellt, folgt die Behauptung durch iterierte
Anwendung bekannter S#tze. Vgl. insbesondere den Artikel von L. Lichtenstein,
Neuere Entwicklung der Potentialtheorie, Encyklopadie der Math. Wiss. 2, 3, Heft 3,
S. 201ff. und loc. cit. 7), II. Abh. S. 1491.
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Es liegen nun allemal Nullosungen von (3.1) vor, wenn [, =1 ist. Es

mul} also der Ausdruck
Ry8y _ RSP

(3.22) 3 T F

fiir das betreffende Ellipsoid verschwinden,
RSS! RYSY

(3.23) ~3 ~2n+1-0.

Die Achsenverhéltnisse der héchstens abzahlbar unendlich vielen (k=0,1, 3,...)
singulédren Figuren miissen diesen transzendenten Gleichungen (3.23) ge-
niigen. Fiir den Zeigerwert £ — 2 ist die Gleichung (3.23) stets erfiillt,
gleichgiiltig welches Ellipsoid der beiden urspriinglichen Reihen zugrunde
gelegt wird; mithin stellt

(3.24) u, = kp M, N,

die triviale Nullésung von (3.1) dar.

Schwarzschild *°) wird gelegentlich der Behandlung desselben Problems
im Rahmen der Poincaréschen Theorie auf ganz analoge Beziehungen zu
(3.23) gefithrt, die in jener Auffassung fiir die Fragen des Stabilitits-
charakters und der moglichen Abzweigungen von grundlegender Bedeutung
sind. In unserer Bezeichnungsweise sind es die Ausdriicke

3RY 8P

(3.25) 1—&771,-{—1)1‘320820’

die als ,Stabilitatskoeffizienten“ auftreten und von deren Vorzeichenwechsel
die Stabilitdit der Rocheschen Ellipsoide abhéngt. Da sich die vollstindige
Diskussion der Gleichungen (3.25), somit auch diejenige der Gleichungen
(3.23) bereits bei Schwarzschild*') durchgefiihrt findet und auch leicht
an Hand der in loc. cit. *%) behandelten analogen Beziehungen im Falle der
Jacobischen Ellipsoide vorgenommen werden kann, sei der Kiirze halber
nur das Ergebnis, das demjenigen des ersten Teiles analog ist (vgl. § 4 des
ersten Teiles), mitgeteilt.

Die homogene Integralgleichung (3.1) besitzt stets die triviale Null-
losung u, = kp M, N,. Fiir abzdhlbar unendlichviele (sich gegen die Figur
vom ,nadelformigen“ Charakter haufende) Ellipsoide, die simtlich der
Rethe stirker abgeplatteter Ausgangsfiguren angehoren, treten zu der
trivialen westere Nullosungen der Form

(3.26) w” =kp M, N,

hinzu. Hierbei bedeuten M, , N, Lamésche Funktionen n-ter Ordnung.
) K.Schwarzschild, Die Poincarésche Theorie des Gleichgewichts einer homogenen

rotierenden Flissigkeitsmasse. (Diss.) Neue Ann. der K. Sternwarte in Miinchen

3 (1898), S. 1—69.
1) Vgl. loc. cit. 40) S. 284.
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§ 4,
SchluBwort.

Im regulédren Fall 148t sich nun der Existenzbeweis unter Benutzung
der Kernzerspaltung und durch sukzessive Approximationen in der iiblichen
Weise erbringen. Man sieht leicht, dal die hierzu erforderlichen Bedingungen
erfiillt sind. Fiir alle hinreichend klesnen Werte von |s|, |w, |, |w,], |1], | k|
ist esne und nur eine einzige beziiglich der Ebene z =0 symmetrische
Losung ¢ der fundamentalen Integro-Differentialgleichung des Problems
(2.24) vorhanden. Im reguldren Fall ist insbesondere w, = w, = 0. Ent-
sprechend der linearen Reihe der Ausgangsfiguren schliefen sich die reguléren
Figuren ,streckenweise” zu linearen Reihen zusammen. Von der Reihe der
stirker abgeplatteten konnen moglicherweise an abzihlbar unendlichvielen
Stellen neue Figuren abgehen, und es konnte hier der Zusammenhang der
linearen Reihen unterbrochen sein. Zur Entscheidung dieser Frage miilite
man, was iiberaus komplizierte Rechnungen erforderte, hohere Glieder,
mindestens solche von zweiter Ordnung, zur Diskussion der Verzweigungs-
gleichung heranziehen.

Noch ein Wort iiber den singuldren Fall n = 2. Er fihrt zu keinen
neuen Figuren, da sich, wie man in Analogie zu den Betrachtungen im
ebenen Fall sieht, tn der zugehorigen Verzweigungsgleichung w, und w,
eindeuttqg durch A, h und s bestimmen lassen.

Dritter Teil.

Ringformige Gleichgewichtsfiguren mit Zentralkorper.*?)

§ 1.
Problemstellung.

Wihrend die ringférmigen Gleichgewichtsfiguren ohne Zentralkorper,
deren Meridiankurve sich wenig von einem Kreise unterscheidet, in neuerer
Zeit eine vollig strenge und befriedigende Behandlung erfahren haben*®),
steht die Frage noch offen, ob sich auf dem gleichen Wege der Existenz-
beweis ringférmiger Gleichgewichtsfiguren bei Vorhandensein eines Zentral-
korpers fithren 1aB8t. Im folgenden soll gezeigt werden, dafl dies tatsidchlich
der Fall ist, indem wir Figuren betrachten, deren Meridianschnitt sich wenig
von einer Ellipse unterscheidet. Diese Annahme wird besonders durch die
Ausfiihrungen des ersten Teiles nahegelegt. Ubrigens werden wir, ohne hier-

42) Die Bezeichnungsweise weicht im vorliegenden stellenweise von derjenigen
der ersten beiden Teile ab.
13) Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. %), III. Abhandlung.
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durch eine wesentliche Einschrinkung unserer Resultate herbeizufiihren, den
Zentralkorper durch eine punktformige Masse ersetzen konnen. Durch Hin-
zunahme eines geeigneten, von einem kleinen Parameter abhingigen AuBen-
feldes, wird man leicht zu dem Fall eines Zentralkorpers von kugeldhnlicher
Gestalt iibergehen konnen**). Die nachfolgenden Betrachtungen werden sich
sowohl auf die Ergebnisse bei den Ringfiguren ohne Zentralkorper als auch
auf die beiden vorangegangenen Teile tiber das ebene und rdumliche Roche-
sche Problem stiitzen.

Zunichst legen wir den folgenden Ausfiihrungen ein rdumliches kartesi-
sches Achsenkreuz (z,y,2), in dessen Ursprung sich die punktformige
Masse M befindet, zugrunde. Die Punkte der durch y =0 bestimmten
Ebene € mogen iiberdies auf ein neues, durch die Gleichungen
(1.1) x=L+4+gr, =z=3 (L>0)
mit dem urspriinglichen verkniipftes ebenes System (g, 3) bezogen werden.
Der Ursprung dieses neuen Systems sei zugleich der Mittelpunkt einer durch
die Relation
(1.2) 2y

R R§
definierten Ellipse 3 mit den Halbachsen R, und R,. LaBt man die Ebene €
um die z-Achse rotieren, so beschreibt dabei die Ellipsenfliche © einen
ringférmigen Korper 7 mit elliptischem Meridianschnitt. Die Oberfliche
dieses Rotationskorpers werde mit S bezeichnet.

Denken wir uns jetzt den Korper 7 mit homogener, gravitierender,
inkompressibler Fliissigkeit der Dichte f erfiillt und mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit o wie ein starrer Korper um die z-Achse rotieren.
Wir fragen erstlich, ob T unter der Einwirkung der Zentralmasse M ber

R Ry 8L
L’ L R
nahezu etne Figur relativen Gleichgewichts darstellt, und zweitens, ob sich
tn etner Nachbarschaft erster Ordnung von S weitere geschlossene Um-
drehungsflichen S, *®) mat stetiger Normale auffinden lassen, die fiir esnen
von w wentg verschiedenen Wert w, der Winkelgeschwindigkeit exakte Gleich-
gewichisfiguren einschlzefien.

Es bezeichne x» die GauBlsche Gravitationskonstante, x»fV(z,y, z)
bzw. %fG(x,y,2z) das Newtonsche Potential des Ringkorpers bzw. der
Zentralmasse im Punkt (z,y,z); ferner werde V(X, 0, Z)= %W (%, 3),
G(X,0,Z)=0(X,3) gesetzt, wobei (X, Y, Z) bzw. (X,0,Z)= (%, 3)
stets einen auf § bzw. X gelegenen Punkt bezeichnet. Da § und §,

passender Wahl von o und R,: R, und fir klesne Werte von

4) Diese Bemerkung gilt ebenso fiir die Problemstellung des zweiten Teiles und
mutatis mutandis im ebenen Fall.
5) Als Rotationsachse gilt die Gerade x =y =0.
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Rotationsflichen sind, bedeutet es gewif§ keine Einschrinkung, wenn wir
die Gleichgewichtsbedingung speziell fiir einen auf 3 gelegenen Punkt an-
schreiben

(L3) WX B)+yor L+ A+ BF 8) =g+ ¥ (s, konstant),

unter ¥ = ¥ (X, 3) eine geeignete Korrektionsfunktion verstanden.

§ 2.

Potential des Ringkorpers 7 in einem Punkte seiner Oberfliche S.

Das Newtonsche Potential einer in der Ebene z =z, mit dem Halb-
messer } um den Punkt (0, O, z,) beschriebenen und mit Masse der Dichte 1
belegten Kreislinie lautet bekanntlich

(2.1) %(x’g;u,y)zoog—?}){Q—{l—_l g‘_i; 3 (X—l)2+0< )}

1 2logd + (1— log4)—l_— + 0(7‘;).46)
Hierbei ist
X=L+% Z=3; l(=L+ea; y=2;
(2 2) 2 2 2
=X —a)+(3—7)"
Fiir das Newtonsche Potential des Ringkorpers 7 im Aufpunkt (¥, 3) er-
halten wir nach (2.1)

(2.3) %($,8)=f%(1£,8;a,7)d“d7

—a)a 3 —a)?
=flog2—dL~{ +(3€ we  3@E-e) & }dtxdy

4 L? 8L*?

+f 2logd + (1—log4) *= 4 2 % Ydady + 0 <f;)
(R =Max (R, R,)).
Da die r-Koordinate des Schwerpunktes der Ellipsenscheibe © verschwindet,
gilt

(2.4) [adady —0.
4
Das Trigheitsmoment der Ellipse in bezug auf die 3-Achse hat den Wert
(2.5) foc"’dady=~;—t«R13R2.
[z

Endlich ist
2.6 log 2X dady = D — A%*— B3,
d
©

1) Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. ®), III. Abhandlung, S. 106, Formel (32).
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da die linke Seite gerade das logarithmische Potential der mit Masse der
Dichte 1 belegten Ellipsenfliche & darstellt; die Konstanten A, B, D haben

die Werte
R, R 4L
(2.7) A=ay"tp, B=ap_'p, D=ak R,D—FlgR +R]
Setzen wir hier noch wie im ersten Teil
R,—R B, 1-—r
(2.8) ’ZR,+'R: bzw. 75* 1r
so gilt
1— 1+ 1, 2L .
A=n 27" B=n 27’ D=nR1R2[E—;—]Og~R;(1—f—7)J,47)

und darum nach Elimination von 3° gemaB (1.2)

2L 2L 1-— 2
(2.9) flog—d'-dady=nR1R,2 [é——{—long(l—f—r } —nr—1+: X"
2
Fiir die Auswertung des Integrals
2L
(2.10) Jl=f%1og—d_dady
6

bemerken wir, dal die Divergenz des Vektors mit den Komponenten

(2.11) R T Q= “0=B)op 2L

b

(°= <£—a>‘“’+<8—y>“)
gerade den Wert
2L «

oP Q
(2.12) 5—O‘—+?.v—_~lg—,———lg R
hat. Daher liefert die GauBsche Transformationsformel nach Ausschlufl einer
Kréisflache von beliebig kleinem Radius ¢ um den Punkt (¥, 3) und nach-
folgenden Ubergang zur Grenze ¢ — 0 unter Beriicksichtigung der Be-
ziehungen (2.4) und (2.9)

(2 13) f log—dtxd)’ "_— ocdady—f— flog ___d‘xdv + j‘ P'a'—{— Qrcl)
®

=aR,R —xll[%+log71(l+r)]_ i;r 57 ~}—f (P'a"+ Q'c)ds,

wobei s’ den Punkt (¥, 3") auf =, ds’ das Bogenelement in diesem Punkt,
@’ und ¢’ die Richtungskosinus der AuBennormale (»') in (X', 8'), endlich
P’ bzw. Q" den Wert bezeichnet, den P und  erhalten, wenn « durch X’
y durch 3’ ersetzt wird. Ziehen wir auch hier wie im Rocheschen Fall

1%) Vgl. Formel (2.3) des ersten Teiles.
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in der Ebene die exzentrische Anomalie y zur Parameterdarstellung der
Ellipse 2 heran, so gilt wie dort

X=R,cosy, X' =R, cosy’
3=R,siny, 3 =R,siny’

’ £, ’ 3 , R R, ,
—E o =3y, gy =tatgy
R P Ry P p Y

-1
’ ’ x,z 2 2
r= ) - (e L)

Setzen wir noch (vgl. die Formel (4.5) des ersten Teiles)

(2.15) o7= (¥ —2)"+ (8~ 8) = 1 sin

(19-«1# —%)
r=p +vy )’

(2.14) (0w < 2a);

a

2;[1—}—7‘2——27*0031]

so 148t sich schreiben

(216) [(P'a/ Q) ds'= f“—% 2@ -9 E]wes Eay
= 2
: -
- R?)f [— %COSTP“*—COSQ})'—%cosZw'cosw — %SinQW'SinwjllOg%dw’.

0
Aus den Formeln

2
f<log%> cosmy' dy’ = %(1 +r™)cosmy,
’ (m =1, ganzzahlig),

2

2L\ . r o ny
(2.17) f(logT> sinmy'dy =%(1 — ™) sinmy,

0

oL , 9L,

flog—z)—dtp = 27 log E, (147r)

0
folgt nunmehr
(2.18) [(P'a’+qQ'¢)ds

P
3 \ 4L Glerye &

—JZRRQSLL ( +§r+7‘))—10g71—m:‘—71 117% 3—E_

Daher und wegen (2.13) erhalten wir schlieBlich

oL x . X
(219) f%lOglexd}’ :ﬂRle(l +r)24—L— nd ﬂr(l — 7')% gf.‘is)
(2]

48) Diese Formel geht fir R, = R,, r =0 in die loc. cit. *), III, 8. 107 angefiihrte
Beziehung (38) iber.
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Ersetzen wir hier X, R,, R,, r durch 3, R,, R,, —r, so ergibt sich

2L
(2.20) f%logTdocdy —aBR,(1—1r)* S 4+ ar(l4+ )38

]

Das Integral
ol 2L
(2,21) f?log—d_dad?’ = J‘.’
2}

auszuwerten, verfahren wir jetzt ganz analog. Sind

(2.22) P e=Blog2L 5 _ *(r—8), 2L
4L? a’ 4L d

die Komponenten eines Vektors, so lautet seine Divergenz

P 2Q o 2L X « 2L o?

.23 — 4+ F=—log— - ——~log— — .
(22) 3a+87 L® Ogd 2LL0gd 4L*
Mithin wird wegen (2.5), (2.19) und unter Anwendung der GauBschen
Formel
&-z 9 :£2

+2_[(13'a'—i— Q'c)ds’.

Trigt man die in (2.22) angeschriebenen Ausdriicke fir P und ¢ in das
letzte Integral ein, so folgt nach (2.14)

(2.25) !(P'aurg'c’)ds':%’?f{(x'— HE L(3—3) S'Jx'ﬁlog dy’

=
zaw

££~ ——icos cos —lsm sin +—cosZ !
4L 2 4 ¥ v v v v

0

’

— %cos 3y’cosy — isin 3y’sin w] log gdqp
e

und endgiiltig wegen (2.17)

(2.26) [(P'a’+@Q'c)ds’
2
R} 4L R}
= R, —-1 - — (5 —3r 4872413
7R, 2 g 108 BBl nR1R248L‘~'(5 3r+3r24r?)
1—r Z*
- R,— + 67— —mrd— =
nR, i L 2(1 6r —3r?—4¢3) —ar L7 oL
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Nunmehr konnen wir fiir (2.24) schreiben

(2.27) J‘Li:log%]idocdy
]
4L R?
- B 2 3 3y _Bi
=n R, R, 4L21gR,+R2 aR,R,( Sr-+8r24 ¢ ey
x2 1—r% 0 %X°
R 62 3 _ 49
+aR, R, (2467 4r°) 54t ar i 617 )

In einer ganz dhnlichen Weise ergibt sich

(2. 28) “—zlogfdidady
2]
= 9 —p3) 2
nRIR R+R o (243r43r*—r )48L2
a9 1 8 2 ,\2
+nR1R2(2—9—Gr~~4r3) 2sz+ 23 612.

Da man den Ausdruck in der geschweiften Klammer unter dem ersten
Integral der rechten Seite von (2.3) in die Form

(2.29) {(2—%+53€;;—233>+(1~ 4L> + 48,:72 - 2’2‘—8%}

bringen kann, liefern die Ausdriicke (2.4), (2.5), (2.9), (2.20), (2.19),
(2.27), (2.28), in (2.3) eingesetat, nach einer leichten Umformung

, 16 L 1—7 po
(2.30) WX, 3)=27R,R,log ' - +ar B Ry — 2arq— ¥

X 16 L 1— X
— R, R, 7 log 5 R+nRR24L( +r)farg o (2=1)& g7

R} {iﬂ 344r+3r2 1 2-ri2r?) 16L +0(ﬁ>~50)

2 log L

R R :
Ak 4R: (l4r)° 8 (1+r)° | ° R +R,

Die Terme in der ersten Zeile rechter Hand stellen gerade das Newtonsche
Potential eines unendlich langen geraden Zylinders von elliptischem Quer-
schnitt in einem Randpunkt dar.

49) Der Ausdruck rechter Hand in (2. 27) geht fir R, = R, (r=0) in den loc. cit. %),
I, 8. 107, Formel (39) angegebenen aber.

50) Bis auf den Koeffizienten i statt i’(s in der eckigen Klammer wird (2.30)
fir B, = R, mit der Beziehung (40) in loc. cit. ®), 1II, 8. 108 identisch. Auf diese fiir
die weiteren Entwicklungen unwesentlicke Unstimmigkeit ist schon in der Note von
V. Garten und K. Maruhn, Untersuchungen iiber die Gestalt der Himmelskérper, eine
aus zwei getrennten Ringkdrpern bestehende Gleichgewichtsfigur rotierender Flissig-
keit, Math. Zeitschr. 35 (1932)), S. 154—160, hingewiesen worden. Vgl. FuBnote ©)

der genannten Arbeit.
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§ 3.

Yorbereitende Betrachtungen.

Ein Blick auf Formel (2.30) lehrt, daBl wir fiir hinreichend kleine

Werte von h = T g{, k= rﬁlog “ eine beliebig gute Annédherung an

das gestellte Problem erreichen, wenn wir den Ringkérper T' durch einen
unbegrenzten, geraden Zylinder mit der Ellipse @ als Normalschnitt ersetzen.

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie das Verhaltnis der Halbachsen
und der Wert der Winkelgeschwindigkeit zu bestimmen sind, damit T
anniherungsweise eine Gleichgewichtsfigur darstellt. Beschrinken wir uns
zunichst auf die ersten Glieder von (2.30)

16 L 1—7 pa
(3.1) W(X,3)=2aR, Rylogpp-+ar R Ry —2arg —X"4-0(k).

Das von der Anziehung der Zentralmasse M herrithrende Potential
® (%, 3) 148t sich fiir hinreichend kleine Werte von 4, etwa

(3.2) <
nach Potenzen von % entwickeln“):
8.3) ©(X,3)= m ~=[2L°—2XL+(2X"— 3" + R0(h)].

Unter Verwendung der Beziehungen (3.1) und (3.3) erhalt die Gleich-
gewichtsbedingung (1.8\ die Gestalt

LM 92 R
B+ R a5 CF T E e

w? 2 M 3+4+2r43r2 1—7\ p2
—— —2 X+ ROk =Y
+<xf fL3>:£ _|_<2xf+2fL3 (1+7)? m1+r> (k) = ¥(%.8).
Treffen wir jetzt iiber die Konstante s,, den Wert w der Winkelgeschwindig-
keit und das Achsenverhiltnis der Ellipse © die Festsetzungen

4) 22 R, R,log

M a D)

3.5 =2 R,! T "— R,
(3.5) s, n R, R,log 1+R f ' 2fL3(2L R7),
(3.6) e

xf  fL®
(3.7) ,,"’2,,_’_ M 3+2r+3r’3:2n1ﬂ1—7’

2xf | 2fL  (1+71)° 147

so folgt unmittelbar die Aussage iiber die GroBlenordnung der Korrektions-
funktion ¥
(3.8) V(X,3)=R0(k).

51) Vgl. Formel (1.8) des zweiten Teiles.
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Unter den angeschriebenen Bedingungen 148t sich demnach die Funktion
P (X,3) in der Tat mit den Parametern 2 und k beliebig klein machen,
der Ringkorper T stellt nidherungsweise eine Gleichgewichtsfigur dar.

Der in (3.6) angegebene Wert der Winkelgeschwindigkeit ist derselbe,
den man einem kleinen, im gleichen Abstand um M kreisenden Satelliten
nach dem dritten Keplerschen Gesetze beizulegen hatte.

Die Beziehung (8.7) laBt sich nun wegen (3.6) einfacher

w?  r(l—r?)
(39) axf ~ 14rr?
schreiben. Setzen wir noch
C()2
(3.10) Q2= ol
so kénnen wir sie auch in die Form
(3.11) Q=400

bringen. Hieraus und aus den Relationen

17 R

(3.12) Q20; q r=3>0, dh r<1

schlieBt man ohne weiteres, da » > 0, also R, > R, ist. Die groBere der
beiden Halbachsen R,, R, ist also auf das Attraktionszentrum M hin ge-
richtet.

R, — R,

Zur Bestimmung des Achsenverhiltnisses r = Z1——=2 (0 <r <1) als
B 1R " =T=

Funktion der Winkelgeschwindigkeit erhalten wir durch eine leichte Um-
formung aus der Beziehung (3.9) die Gleichung dritten Grades in r

(3.13) f(N=r}402r4+(2-1r42=0,

die ganz dhnlich der entsprechenden quadratischen Bestimmungsgleichung
von r im ebenen Rocheschen Fall (vgl. I (2.16)) gebildet ist, und zugleich
das Analogon fiir die beiden transzendenten Gleichungen II, (1.14), (1.15)
darstellt.

Von ihren Wurzeln fallen héchstens zwei in das zur Diskussion stehende
Intervall: 0 <r <1. Wegen f(0)= 8, f(1) =32 (2>0) kann namlich
in (0, 1) nur eine gerade Anzahl von Wurzeln liegen, also héchstens zwei
(eine Doppelwurzel ist zweifach zu zihlen).

Fiir hinreichend kleine Werte von £ wird i (3.13) der Ausdruck
r®—r=r(r?—1) im wesentlichen das Vorzeichen von f(r) bestimmen,
das fiir geeignete r wegen 0 < r <1 gewill negativ ausfallen wird. Ins-
besondere gilt fiir Q= 0: f(r) =r(r*—1)< 0 fiir 0 <7 <1, und es ist
f(r)=0 nur fir r=0 und r=1. Diesen Werten entspricht ein kreis-
formiger und ein streckenformiger Meridianschnitt.
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Da f(r)= F(r; 2) mit £ monoton wichst, wird z. B. fir 2 <3

. (1 s, 1 4 1,1 ,1 2 1
(B.14) fg)r+5ts—5—stats 5= 0<"

hingegen, falls 2> 1 ist,

(3.15)  F(r)2ridar—ordtg=ribg(r—1°>0

fiir alle 7 in <0, 1), so daB im letzteren Fall (2 > 1) die Gleichung (3.13)
keinen realisierbaren Wert fiir das Achsenverhiltnis liefert, wihrend aus
(8.14) folgt, daB, wenn %> € ist, (3.13) zwei untereinander verschiedene
Waurzeln 7 und 7 (r< 7) in (0, 1) besitzt. Andererseits schlieft man aus
dem monotonen Wachstum der Funktion F(r; ), wenn r festgehalten
wird und © monoton wichst, daB der Wert Q2 — £, der zu der einzig
méglichen Doppelwurzel r = 7 =r gehort, zugleich das Maximum aller
Werte 2 darstellt, fiir die (3.13) reelle Wurzeln in (0,1) hat. Es gilt
nach obigem

(3.16) %<!°2<

Man findet, um die Abszisse des Minimalwertes der Funktion f(r)
zu berechnen, zunichst

(8.17) f(r)=8r"+2Qr+Q —1; f"(r)=6r 22> 0 fiir alle {;2

und daraus

’ Q 1 oo~ T A3
f(r*):O, r*=—’3+§1/3_39+‘92’

1—387r2 1
(3.18) .Q=1+27f>0, 7‘*<»y§.

Die Doppelwurzel 7 reprisentiert einmal die Abszisse des Minimal-
wertes der Funktion f(r)= F(r; £2), ein andermal muf} sie die Beziehung
(8.9) erfiillen. Daher gilt

#(1—#2)  1-38#2
(3-19) 1474727 1427 °

Es ist also 7 die einzige in (0,1) wirklich vorhandene Wurzel der
Gleichung

(3.20) g(r)=r'+2r3+4r* —1=0,

aus der wegen ¢(0)= —1, g(1)=6, g'(r)=4r*+6r*+87>0 zu
schlieBen ist, daB ein und nur ein Wert 7 vorliegt. Vermége (8.9) wird ihm
ein und nur ein Wert & derart zugeordnet, dal (3.13) fiir > O keine,
fiir Q = O eine, fiir Q < O zwei Wurzeln 7, 7 (r < ) besitazt.
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Es sei Q' < Q”. Hieraus und, weil F(r; 2) mit £ monoton wichst,
folgt ' < #”, #" < #. Wir erhalten somit folgendes Resultat, wenn in
(8.6) die Dichte f und die Zentralmasse M fest gegeben sind.

Bez sehr grofier Entfernung L von der Zentralmasse M hat der Meridian-
schnitt © des Ringkorpers T nahezu die Gestalt eines Kreises, der sich
ber monoton verringerndem L immer mehr abplattet. Jedoch kann die

R
Entfernung nicht unter den Minimalwert L = V’{% herabsinken. Die Ge-

samtheit der so durch v definierten Ringkorper bildet eine lineare Reihe.
Von der durch r =1 charakterisierten Figur T geht fiir wachsende Werte
von +, L noch eine weitere Reihe ab. Der Meridianschnitt dieser Figuren
nimmt ber zunehmendem L eine immer mehr und mehr gestreckte Form an
und erhdlt schlieflich fiir sehr grofe L und sehr kleine Werte der Winkel-
geschwindigkeit w nahezu die Gestalt einer Sirecke.

Damit sind zwei lineare Reihen von angendherten Gleichgewichtsfiguren
gewonnen, die den Ausgangspunkt fiir die Anwendung der strengen Methode
bilden kénnen.

§ 4.

Potential eines beliebigen Rotationskérpers 7, in der Nachbarschaft
erster Ordnung des Kreisringkdrpers T mit ellipsenférmigem
Meridianschnitt in einem Punkte seiner Oberfliche S,.

Es moge S, eine (geschlossene) Rotationsfliche mit stetiger Normale
in einer (hinreichend nahen) Nachbarschaft erster Ordnung von S bezeichnen,
so daB die Normale (#) in einem Punkt P auf S einen einzigen Durch-

stoBpunkt P,= (X,, Y,, Z,) auf S, bestimmt. Die Strecke I;P_: werde nach
auBen positiv gezdhlt und mit pl bezeichnet. Dann ist offenbar (vgl.
(2.14))
2 2
x1=£+ap:=33<1+% c) :R1<1—|—§—2—C>cosw,
1
(+.1) . :
81=8—{—cpC=8<1+%C>=R2<1—|—%C>sinw,
2 2

unter X,, 3, die Koordinaten des in der Ebene € gelegenen Punktes P,
verstanden. Die Rolle der GauBlschen Parameter, die in der allgemeinen
Theorie zur Darstellung der Ausgangsfliche herangezogen werden, mégen
im vorliegenden Fall die exzentrische Anomalie v und der Azimutwinkel y
iibernehmen. In der Ebene © sei speziell y = 0. Es bezeichne U(y, %)
das Newtonsche Potential des Ringkérpers 7' in (X, Y,Z)= (v, %),
U,(y, ) entsprechend dasjenige von T in (X, Y,, Z,) = (v, %, {). Fiir die
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Differenz U, (v, x) — U(w, x) soll eine im wesentlichen nach Potenzen der
hinreichend klein anzunehmenden unbekannten Funktion ¢ = {(y) und
ihrer gleichfalls absolut hinreichend klein und stetig vorausgesetaten Ab-

leitung %—i fortschreitende Entwicklung aufgestellt werden ®*). Durch Ein-

schaltung einer in bezug auf den Parameter ¢ stetigen Schar von Rotations-
flichen S,, die durch das System krummliniger Koordinaten (v, %, t{),
(0 <t < t*t*>1) definiert werden, zwischen S und 8, lassen sich die

folgenden Formeln herleiten
1
0,
Uy, 2) — U(w, 1) = | 57 48,
(4.2) 0

ol _ fl (p’l'cos (p,' — pCCOSO;)d";- %)
2 9
St

Hierbei bedeutet P = (v, z) einen festen, P’ = (y’, z’) einen variablen
Punkt auf 8, P, bzw. P/ sind DurchstoBpunkte der Normalen (») in P
an S durch S, bzw. der Normalen (»’) in P’ an S durch 8,, o, ist der
Abstand der beiden auf S, gelegenen Punkte P, und P;, do; das Flichen-
element auf S,in P/, U, das Newtonsche Potenital des von S, umschlossenen
Ringkérpers T, in P,, endlich ¢, bzw. 0, die von der AuBennormale (»,)
von S, in P/ mit (»’) bzw. (») gebildeten Winkel.

Da T und T, Rotationskérper sind, bedeutet es keine Einschrinkung
der Allgemeinheit, die Differenz U, — U speziell in der Ebene €, also fiir
die Punkte P,= (%,, 3,) = (v, 0,¢), P=(%, 3) = (v, 0, 0) anzusetzen.
Die Schnittlinien der Ebene € mit den Flichen S, seien 2, insbesondere
mit der Fliche S,: 3.

Um die Entwicklung von U, — U im wesentlichen auf die entsprechende
Entwicklung im ebenen Rocheschen Fall zuriickzufiihren, also das rdum-
liche an einer Rotationsfliche gebildete Problem cum grano salis in ein
ebenes zu verwandeln, betrachten wir die Punkte P’ und P/, in die P’
und P, iibergefiihrt werden, wenn 7' und 7, um die z-Achse in die Ebene &
gedreht werden. Hierbei gelangt P’ auf >, P, auf 3,. Die Koordinaten
von P’ bzw. P/ sind augenscheinlich (y’, 0, 0) bzw. (y’, 0, £Z’). Es mégen
I, 1; , l,' die Abstinde der Punkte P, P; P, P,' von der z-Achse be-

deuten. Die AuBennormale in P,/ an 8, sei (¥/). Die von (¥/) mit der
z-Achse und der Normale () gebildeten Winkel werden mit 7, und ¥,
bezeichnet. Da 0, fiir y’=0 in ¢, iibergeht, und die Richtungskosinus

von (») ja (vgl (2.14)) a, 0, ¢ sind, diejenigen von (»;) aber sinz, cosy’,

%) Die Funktion { ist von y unabhingig, da wir S, ja als Rotationsfliche vor-
ausgesetzt. haben. Man vgl. zum Folgenden L. Lichtensteéin, loc. cit. %), III, S. 95.
58) Vgl. § 9 des ersten Teiles.
47
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sint/siny’, cos 7/, gilt
(4.38) cos, = ¢-cost/ + asint] cos y’
=c-cos7, -+ asint,+asint, (cosy’ —1)
' : ’ i 2 X’
= cos (7, — 1,) — 2asing/sin 5
= cos ¥, — 2asint/sin? 7; ,
demnach wegen (4.2)

(4.4) %:f@l(p’éf’cosqn,’——pCcosﬁ,’)do,’
St

—}—Zpé‘afsmr sm”‘ ——do =4,+4 4,.

St
Aus den Beziehungen (2.1) und (4.4) folgt jetzt

__ Y r ’ _8_1{_ o % ,
(4.5) Al—zf(p ¢ cos @, pCcosﬁ,)[Z log :, +0<l,’ log z >] ds/,
t

wobei o, den Abstand der Punkte P,= (v, 0;¢() und P/ = (v, 0,t)
auf 3,, ds; das Bogenelement auf 3, in P, bezeichnet. Fiir #=0 gibt
0,= 0 den Abstand der Punkte P = (v, 0;0) und P'=(y,0;0) auf =
an. Eine leichte Umformung ergibt nun

(4.6) a4 —ZI (p’L’ cos @] — pLcosd, )log—«ds
+ f "¢" cos @] — pLcos )[2logL—|—0<@‘log8l‘>}ds,=d3+zl4.

Bedeuten g,, 3, und g/, 3/ die kartesischen Koordinaten der auf 2, gelegenen
Punkte P, und P, so gilt zunéchst

L=L+z, &= —r)+G —3)>

U0 kot lig—o(f)-0(%) E-o(})

und infolgedessen

(4.8) A4——_{(p C'cosqo,—pé‘cosz?) ( >+0(k):lds

Fiir |{| L ¢, folgt hieraus die Ungleichheit

8L f
|

1 ' .
DfA4 dtl <k, E%log—R— (k, konstant).

(4.9)

1
Der Integralausdruck [ 4,dt gestattet eine zu I, (9.2) véllig analoge
0
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Entwicklung der Form

1
(4.10) fAsdt=u<”+u“~’>+u(3>+...,
0

A t=0

=" r{ o (log%li[p'ﬁ'cosgp; —pCcosﬂ,’D} ds’,
2, t
1) 9 st 8L ’ 2 2
u :Zpéa—vll—}—pr ¢ 1og?ds, UW=D—AX"—-B3"
b
Nunmehr erhalten wir nach (4.2)

1 1
(4.11) Ul—sz(AﬂL Ae)dt:f(A3+A4+A2)dt
0 0

1 1
= 2;;:58;11 + 2fp'c'1og8—£ds’+ u®+u® .. +fA4dt —]—fdgdt.
3 ¢ b §
In ganz dhnlicher Weise wie bei den Ringfiguren ohne Zentralkorper 1Bt
, 1
sich zeigen, daB auch der Ausdruck [ 4,dt einer Ungleichheit der Form
Y

(4.9) geniigt®). Ebenso findet man wie bei jenen Betrachtungen die fiir
den Existenzbeweis wesentlichen Ungleichheitsbeziehungen.
Setzt man

(4.12) u®-u® 4. =029

und ist p¢ eine andere nebst ihrer Ableitung auf X stetige Funktion,
so daB )

d !
(4.18) pe) |[2E2 1, pe), | HEY <o <,
ist, und es moge

’ : 1d¢ ai |
(4.13) JC—C], w—'d—'<</)n
sein, so gilt

(1) ~

(4.14) @, |2 91 <ke? (%, k konstant) ™),

. Cd (O
1Q9pe} — QW {pt}, Ed—wg“’{zﬂ} — 2% {pl} <atem.
Schreibt man die Festsetzung (3.7) in der Gestalt
_ople | o' (g B
(4.15) 2A;2BR_]2+2”.(3+R12),
5) Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. 8), TIL. Abh., S. 94 und 114 ff,

%) Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. ), III. Abh., S. 93 und 94.
47*
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so ergibt sich mit Hilfe der Formeln (2.8), (4.10)

ou

(4.16) 52—2[A$a+386]=—2p[14 +BRZi

= —2p [BRz +BR22§4_! _2xfp<3+R")R2

= —2pBER [R“ + 2_4

_BR;" w?

§ 5.

Aufstellung der fundamentalen Integro-Differentialgleichung.

Wir haben jetzt die Mittel an der Hand, um die fiir die Theorie
charakteristische Integro-Differentialgleichung aufzustellen. Wir denken uns
nun wieder den in der Nachbarschaft erster Ordnung von 7' gelegenen
ringférmigen Rotationskorper wie frither 7' mit homogener Fliissigkeits-
masse der Dichte 7 erfiillt und wie ein starrer Kérper mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w,, deren Wert sich wenig von  unterscheidet, um
die z-Achse rotieren. Damit bei dieser Bewegung, bei der auf 7| die
Eigengravitation, die Zentrifugalkréfte und die Attraktion der Zentralmasse M
einwirken, sich das System M, T, — auf ein mitrotierendes Achsensystem
bezogen — im Gleichgewicht befindet, mufl auf S,

(5.1) U, (1, 0) + 52

)+ @ (X, 3,) =35, (s, konstant)

sein. Durch Subtraktion ergibt sich aus den Beziehungen (1.3) und (5.1)

(5:2) Ty, 0) = Ulw, 0) + 5on (L+E,)* = 5o (L+ X))’
+O6(X,3,) - 6%, 3)=s5—5—¥(%3)

Nach (8.3) und (4.1) wird

(5.3) (%, 3,) —G(Z%, B)

M 1ok — %)L+ 2(%— &)+ (3°— 3%) + R*CO(R)]

— [ 2plal +2(2plaX+a’p?l?) —2plcld —c?p?(?
RO,

Do
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Setzen wir noch
2

w0l — w? R
(5.4) T =AeL =A™
so erhalten wir gleichfalls wegen (4.1)

(5.5) zf[L+£] —“’i[L+ae]2=gzh[L*+zLx+x2]

+ e 2apl(L+X) + 5ora’p?lP+ 5 ih2apl (L4 B)+ £ Aka®p?L

Unter Verwendung der Festsetzung (3.6) wird

(5.6.) f(L+£) %(L+£)2+@5(x1,81>_@(£,8)
— 5 (2P0 (308 —08) + 97 L°(3a° — ¢*)) + $AA[L*+ 20X+ &)
+Lan(2pla(L+ %)+ p*cta’].

Wegen (4.16) lautet (4.11) nach einer leichten Umformung

! st ‘Rl
(5.7) Ul—U=——2anRe(1_7)C+2fp Clogg iy

fz :<3+ )a%—&—ZlogM(l—{— )fp’c'ds’

3
—|—f(A4 +4,)dt +u® +u® 4.
0
Wir setzen jetzt
(5.8) s=80—81+—g—RLl—{—210g§R£’(1—}—r)fp'@'ds' (s klein)
' b

und erhalten an Stelle der Beziehung (5.2)

, Rl , 2 R2
(5.9) 27ZR1R 1—7)5—2[p€10g§—(1—_md8 =8—2(07f2pc<68+R—1;a£)
ol

+-§M[2L£+3€2]+2d

P L*(3a° —¢®)+ L ah2pla(L+X)

1
+LARp e+ (R B) + (A + 4)di P 1
0
Durch eine leichte Umrechnung ergibt sich

(5.10) c3+—a£ p[B +§:;ZJ 32{8 +13;24J:%2

) Auch hier gelten entsprechende Betrachtungen wie in FuBnote 13).
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und daher unter Beriicksichtigung der Relation (3.9)

o r(1=n?
(5.11) zfopé'(c T
Man findet demnach unmittelbar

1—r 1—72)(247)

(5.12) 22 R, R, (1 —r)§+nR1R2C§(_(_r+>2 — R, R, c%i—ﬂ-"ﬁ)
Mithin geht jetzt (5.9) iiber in

)—nRR ¢

(L=rt)(2+7) _
(5.18) =R, BTN _op, Rf; log ;1 A= s+ g1 R

+—q-—lh1£2+¥’(x,3)+mp (*(3a®—¢*) - qihpla(L+ %)

+f(A +4,)dt +Lihp* e’ +UP +UP

Dies ist nun die fir das Problem mafgebende nichtlineare Integro-
Differentialgleichung zur Bestimmung von (. Die rechte Seite weist ent-

weder Ausdriicke, die mit den kleinen Parametern s, 1, b = %, k= I log =
behaftet sind, oder aber Glieder, die { von mindestens zweiter Ordnung
enthalten, auf.
§ 6.
Die homogene Integralgleichung.

Durch Nullsetzen der rechten Seite von (5.13) gewinnen wir die
homogene lineare Integralgleichung:

1-— 2
(6.1) ar RUTTIELD 2RRfélog sy’ =0,

bzw.
. 2(1+7r41r2) ’ R .
(6.2) C‘n(l_:rT—Mﬁ log Gy dv' =0
0

Den Ergebnissen des ersten Teiles § 4 zufolge hat die um den reellen Para-
meter k, erweiterte Integralgleichung

’ R1 g
(6.3) vn——lcnofvn log§(1+r)dw =0

%) Fir R, =R,, d. h. r =0 geht dieser Ausdruck in den loc. cit. 8), dritte
Abhandlung, 8. 111 angefithrten Ausdruck 2z Rl iiber. Man beachte, daB wir

PP =pl=C gesetzt hatten, und fir R, =R, die Funktion p p(y) in die
Konstante R iibergeht.
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die zu den einfachen Eigenwerten

L1 1 . . » n
na(ltr) a(l—r) " @(l+r") a(l—rm)’ """

(6.4) k
gehorenden, gemal
27
(6'5) f”fd’#”_‘l
0
normierten Higenfunktionen

cosy siny _cosny sinny
A AL - =R AL
Damit (6.1) eine Nullosung besitzt, ist also notwendig und hinreichend,
dal die Bestimmungsgleichung in 7

(6.6)

o 2(14r4r?)
(6.7) b= a-meen
erfiillt ist. Ausfiihrlicher geschrieben, bestehen folgende Bedingungen
" 147" 1—r2)(2+r
(6.8) b =(2(1+)r+72)) (n=1,2,..))
bzw. ‘
1—r* (1—=r%)(247)
(6'9) n 2(14r+r2) °

Diese Gleichungen, die wie in I. ausfiihrlich zu diskutieren sind, kénnen
hochstens abzahlbar unendlich viele singulire Werte r = r, liefern.

Im reguliren Fall 1aBt sich der Existenzbeweis wie im ersten Teil
fithren.

Wir untersuchen zuerst die Gleichung (6.9). Sie hat auBler den
trivialen Wurzeln r =0 fiir n =1, r =1 fiir alle n keine weiteren dem
Intervall (0, 1) angehérenden Losungen. Wir schreiben

A4+r)@+r) 1—r"
2(1+r+r2) 1—7"

(6.10) g(r)=mn

so daB (6.9) mit g (r) = 0 &quivalent wird. Da wegen r <1 (r<0,1)

(147)(247)  243r+r? l—r® n—1
(6.11) 2(1+r+r2)'—2+2r+2r2>1’ 1_7—1—}-1'—{-1'2—{-...—]—7 <n

und folglich
(6.12) g(r)>0
gilt, liegt in (0, 1) keine Wurzel von (6.9).
Schreibt man (6.8) in der Form
(6.13) £ (r)=2-+2r +2¢° + 207"+ ns®
4 2r" L 2" L 2" 2y =0,
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so ist am Rande des fraglichen Intervalls
(6.14) £,(0)=2(1—n)<0 fir n>1, £, (1)=12>0 fir alle n,

und £, (r) hat in (0, 1) eine ungerade Anzahl von Wurzeln.
Die Ableitung

(6.15) f/(r)=2+4r+4nr+3nr®+2ne" "
+2(n+1)r"+2(n4+2)r"t—n
hat am Rande des Intervalls die Werte
(6.16) £/(0)=2—n<0 fir n>2, f/(1)=10-+12n>0 fiir alle n.
Weil nun aber fiir alle n
(6.17) f/(r)=4+4n+6nr+2n(n—1)r""*
+2n(n+ )" 4+ 2(n+2)(n+1)r" >0

ist, wechselt /" (7) in ¢0, 1) genau einmal das Zeichen. Mit (6.16) und (6.14)
ergibt dies: die Kurve f,(r), die in 0 unter der Abszissenachse verlduft,
fillt mit wachsendem r anfangs, um fiir einen gewissen Wert r =7 ein
Minimum anzunehmen, und steigt dann monoton zu positiven Werten auf,
sie kann also nur einmal die r-Achse schneiden und tut es auch. Mit
anderen Worten, fiir alle n =3,4,5,... besitzt (6.8) jedesmal eine und
nur eine Wurzel r,.

Im Fall n=2 ist £,(0)=0, £/ (1)>0, f/(r) >0, also die Ab-
leitung f,(r) > 0 auBer fiir r =0: die Kurve f,(r) steigt dauernd von
negativen zu positiven Werten auf und schneidet dabei ein einziges Mal
die Abszissenachse. Die Gleichung (6.8) hat auch jetzt (n =2) genau
eine Wurzel 7, in (0,1). Fiir n =1 kommt, wie man sofort sieht, auBler
r, = 0 keine Losung in Frage.

Bildet man vermége (6.13) fiir ein und denselben Punkt einmal die
Funktion £, (r), einmal f, ,(r), so liest man miihelos ab, daf die Un-
gleichheit

(6'18) fn(r>_fn+1 (7')>0

besteht, aus der in Ubereinstimmung mit dem I. Teile

(6.19) 7, <Tm .1 (n=2,3,...)
folgt.

Alles in allem: die Beziehung (6.8) hat stels eine und nur eine in
(0,1) gelegene Wurzel r,, tn der Reithe der Ringkorper gibt es abzdhlbar
unendlich viele, ndmlich die zu r, (n=2,3,...) gehorigen, singuldre,
moglicherweise zu Verzweigungen Anlaf} gebende Ringfiguren, fiir welche
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die homogene Integralgleichung (6.1) bzw. (6.2) nichitriviale Nullosungen

der Form

(6.20) u? ==Y (n=2,3,...)
V=

besitzt. Die Integralgleichung (6.1) hat iibrigens keine trivialen (d. h. fiir

alle r giiltigen) Nullésungen.

Wie man sich leicht iiberzeugt, fithrt (6.8) fiir n =2 auf die Be-
ziehung (3.20), so daB also dem Maximum der Winkelgeschwindigkeit, wo
die beiden Ausgangsreihen zusammenhéngen, — analog den Ergebnissen in
Teil I und II — die Nullosung

@ __ cos 2y
(6.21) ud = =
entspricht. Es ist nicht schwer, zu erkennen, daB sich der Existenzbeweis
im Falle » =2 wieder genau so wie in I oder II fiihren 148t, da auf der
rechten Seite der Integro-Differentialgleichung »{ in 2%” von ¢ frei auftritt.
Also gibt es dort keine westeren reellen Qleichgewichisfiguren.

Leipzig, den 8. November 1931.



Lebenslauf.

Ich, Alexander Viktor Garten, wurde am 17. Mai 1906 in Leipzig als Sohn
des auBlerordentlichen Professors fiir Physiologie Ernst Heinrich Siegfried Garten
geboren. Nachdem mein Vater im Herbst 1908 einem Rufe als Ordinarius
an die Universitdt Gieen Folge geleistet hatte, besuchte ich dort 1912
bis 1915 die Vorschule, dann die Sexta des humanistischen Gymnasiums bis
Februar 1916. Nach einer Ubersiedlung nach Leipzig wurde ich hier Ostern
1916 in die Quinta des Nikolaigymnasiums aufgenommen und verlief
Ostern 1924 die humanistische Abteilung dieser Anstalt nach Abschlufl der
Reifepriifung. Darauf widmete ich mich dem Studium der Mathematik und
Physik an den Universitidten Konigsberg i. Pr., Giellen, Tiibingen und Leipzig.
Den Lehrern meiner Studienzeit, insbesondere den Herren Professoren:
Geheimrat Hélder, Bauschinger, Koebe, Herglotz, Knopp, Geppert, Heisenberg
und Béttger bin ich zu groBem Dank verpflichtet. Ganz besonderen Dank
schulde ich aber Herrn Professor Lichtenstein fiir seine wertvollen Anregungen
und Ratschlige, die er mir nicht nur bei der Abfassung dieser Dissertation
zuteil werden lie8.





