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Vorwort zur ersten Auflage.

Die Anforderungen an die Kenntnisse des Starkstromtechnikers
in der Theorie der Wechselstrome haben sich in den letzten Jahren
erheblich gesteigert.

Nicht nur die Erkenntnis des Zusammenhangs der Vorginge
in Wechselstromkreisen, auch die graphischen und analytischen
Methoden zu deren Untersuchung sind wesentlich erweitert und aus-
gebaut worden. Die neueren Methoden finden immer mehr Eingang
in die Fachliteratur, und die Notwendigkeit, sie sich anzueignen,
bietet sich allen, die die Literatur verfolgen wollen.

Ferner wird auch vom Starkstromtechniker heute eine mehr
als nur gefilhlsmiBige Kenntnis der nichtstationiren Vorginge im
Hinblick auf Uberstréme und Uberspannungen verlangt.

In das erweiterte Gebiet in gedringter, aber dennoch streng
wissenschaftlicher Form einzufithren, ist die Aufgabe, die das vor-
liegende Buch erfilllen will. Es wendet sich einerseits an den
Ingenieur, andrerseits will es auch Studierenden als Leitfaden dienen.

Bei dem beabsichtigten geringen Umfang waren gewisse Ein
schrinkungen notig.

Als bekannt sind die elektromagnetischen Grundgesetze voraus-
gesetzt. Dagegen werden die fiir das Verstindnis der Wechselstrom-
erscheinungen erforderlichen Begriffe eingehend erldutert, um auch
dem Anfénger in dem Gebiet die Einarbeitung zu erleichtern.

Die jeweils gewonnenen Ergebnisse werden auf einfache tech-
nische Probleme angewendet, und wo angingig wird auf Messungen
eingegangen. :

Sondergebiete, wie z. B. die Theorie der MeBinstrumente, der
Lichtbogenvorginge u. a. mufiten ausgeschieden werden.

Um die mathematischen Hilfsmittel auf ein méglichst geringes
MaBl herabzusetzen, wurden die Ausgleichsvorginge in Leitungen
neu bearbeitet. Durch Beschrinkung auf die verzerrungsfreie Lei-
tung ist es moglich, ausschlieflich die d’Alembertsche Losung der
Schwingungsgleichung zur Behandlung aller Aufgaben zu verwenden.



v Vorwort.

Bei der Durchsicht des Textes und der Korrekturen war Herr
Dr.-Ing. W. O. Schumann mir in liebenswiirdigster Weise behilflich;
ich mochte ihm auch an dieser Stelle fiir seine wertvolle Unter-
stiitzung meinen besten Dank aussprechen.

Zirich, im Februar 1914.
A. Fraenckel.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die Einteilung und die Behandlung des Stoffes sind bei der
zweiten Auflage unverdndert geblieben.

Erginzungen erschienen in allen Kapiteln erforderlich, es seien
erwahnt die Erweiterung der Superpositionsrechnungen, der Berech-
nung unsymmetrischer Mehrphasensysteme, eine elementare Erlaute-
rung der Resonanzerscheinungen bei Drosselspulen mit Eisen, die
symbolische Darstellung von Ausgleichstrémen.

Obwohl andere als Kreisdiagramme in der graphischen Wechsel-
stromtheorie nur selten vorkommen, schien es doch wiinschenswert,
auch auf das Vorkommen von Kurven hoéheren Grades hinzuweisen
und kurz zu zeigen, wie aus den Gleichungen eines Systems auf
die Ortskurve geschlossen werden kann.

Die Berechnung von Leitungsproblemen wurde an verschiedenen
Stellen ergdnzt. Kurz erliutert wurde die Spannungsregelung durch
Blindstrom. An die Untersuchung iiber die Genauigkeit des Ersatzes
einer Starkstromleitung durch ein einfaches Kettenleiterglied schlieBt
sich eine kurze Theorie des Kettenleiters, die u.a. zur Einfiihrung
in die schon umfangreiche Literatur iiber das freilich noch nicht
vollstindig geklarte Verhalten von Spulen bei hohen Frequenzen
herangezogen wird.

Durch Kiirzungen an anderer Stelle und etwas engeren Druck
ist der Umfang des Buches nahezu gleich geblieben.

Den Herren Prof. Dr.-Ing. F. Emde, Stuttgart, und Prof. Dr.-Ing.
W. O. Schumann, Jena, bin ich fiir ihr freundliches Interesse und
ihre wertvollen Ratschlige sehr zu Dank verpflichtet.

Baden (Schweiz), im Mai 1921.
Alfred Fraenckel.
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Erstes Kapitel.
Einwellige Wechselstrome.

1. Allgemeines, Definitionen. — 2. Erzeugung von einwelligen Stromen. —
3. Addition von einwelligen Stromen. — 4. Mittelwert und Effektivwert. —
5. Die Leistung eines einwelligen Stromes.

1. Allgemeines, Definitionen.

Als Wechselstrome bezeichnet man allgemein Strome, deren
Stirke und Richtung sich mit der Zeit andern.

Wechselstrome im engeren Sinne sind die periodischen Wechsel-
strome. Thre Stdrke und Richtung #ndern sich periodisch mit der
Zeit, und der Strom hat jeweils nach Verlauf einer bestimmten Zeit
T wieder dieselbe Stirke und Richtung wie zu Anfang. Die Zeit
T heillt die Periode.

Die einfachste periodische Funktion ist die Sinusfunktion. Ein
Wechselstrom, dessen Augenblickswerte ¢ sich nach einer Sinus-
schwingung dndern, heilt einwelliger Strom. Er wird dargestell
durch die Gleichung

t=t,s8ne. . . . ... ... (1)

Die Sinusfunktion bewegt sich zwischen den Grenzwerten -1
und — 1. Daher ist 7,, der grofite Augenblickswert, den der Strom
in einer Periode je einmal in positiver und negativer Richtung er-
reicht. 4 heit der Hochstwert oder die Amplitude. Der ver-
dnderliche Winkel ¢ in Gl 1 ist, da eine zeitliche Anderung vorliegt,
der laufenden Zeit ¢ proportional

ce=wt+ @,
worin o und ¢ Konstante sind. Der Periode 7' entspricht eine
Anderung des Winkels ¢ um 27. Daher ist

2a=owT.
Der reziproke Wert der Periode 7' ist die Periodenzahl in der
Sekunde oder die Frequenz f, folglich

2nf=w.
Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 1



2 Einwellige Wechselstrome.

o heiflt die Kreisfrequenz, sie ist die Periodenzahl in 2 # Sekunden.
Mit diesen Konstanten wird
=1, sin(wt+@)=1,sin(2aftt+¢) . . . (1a)
In Fig. 1 sind die Augenblickswerte des einwelligen Stromes
als Funktion der Zeit aufgetragen.

Der konstante Winkel ¢ hidngt von der willkiirlichen Wahl des
Anfangspunktes der Zeitzdhlung ab. Fur ¢=0 ist nach Gl 1a

t=1, 8in @,

und die positive Halbwelle des Stromes beginnt zur Zeit

V4 P
e T
@ heilt der Phasenwinkel.
; Diese Beziehungen gelten eben-
so fiir Wechselspannungen.

Die Frequenz [ der in der
Starkstromtechnik verwendeten
Wechselstrome liegt fiir Licht- und
Kraftanlagen zwischen 40 und
60 sek™, in Europa ist sie meist
50, fiir reine Kraftanlagen mitunter
25, fiir Bahnen oft 15 oder 16%/,.

Fig. 1. Telephonstrome haben Frequenzen
bis etwa 5000, und in der drahtlosen
Telegraphie werden Frequenzen von mehreren Hunderttausend in

der Sekunde verwendet.

2. Erzeugung von einwelligen Stromen.

Die technische Erzeugung von Wechselstromen beruht auf der
elektromagnetischen Induktion.

Das Maxwell-Faradaysche Induktionsgesetz lautet: In jedem
elektrischen Feld ist die Umlaufspannung u, fiir einen geschlossenen
Weg gleich der Abnahme des umschlungenen magnetischen Induktions-
flusses ¥ in der Zeiteinheit.

av
uo-——~~0i~t—.(2)

Hierbei sind Umlaufsinn und FluBrichtung einander zugeordnet
wie der Drehsinn und die Fortschreitung einer Rechtsschraube.
(Korkzieherregel.) Die rechte Seite -von Gl. 2 heifit nach Emde der
magnetische Schwund.

Fiir eine geschlossene Schleife aus linearen Leitern ist die Um-
laufspannung

ug=2(GR—e,) . . . . . .. . (3



2. Erzeugung von einwelligen Strémen. 3

Hierin sind ¢ die Stréme, R die Widerstidnde, e, eingeprégte elektro-
motorische Kréfte (EMKe) - chemischen oder thermischen Ursprungs
in den einzelnen in Reihe geschalteten Teilen der Leiterschleife.
In Wechselstromkreisen sind die eingeprigten EMKe meist Null.
Dann gilt
av

ZZRZ—QT.......'.(4)

Der magnetische Schwund hat in linearen Leiterkreisen formell
dieselbe Rolle wie die eingepragten EMKe. In diesem Sinne spricht
man von einer induzierten EMK.

Der von dem Leiterkreis umschlungene Induktionsflul bestimmt
sich aus dem Integral der Normalkomponente der magnetischen In-
duktion iber die vom Leiterkreis umrandete Fliche. Nun setzt sich
ein geschlossener Leiterkreis zusammen aus den Leitern des Strom-
erzeugers, den Ubertragungsleitungen und den Stromverbrauchern,
jedem dieser Teile kommen Induktionsflissse zu, ihre Summe ist der
gesamte von dem Leiterkreis umschlungene Fluf.

Man kann die Teile fiir sich betrachten, indem man jeden fiir
sich zu einem Kreis geschlossen denkt.

Im Stromerzeuger und anderen Apparaten bilden die Leiter
Spulen aus in Reihe geschalteten Windungen. Der Spulenflufl ¥ ist
die Summe der Windungsflisse &,. Hat die Spule w Windungen,
deren Flisse @, D,,... D, sind, so ist

P—N o,
1

Umschlingen alle w Windungen denselben Flu8 &, so ist
V=wo.

¥ wird auch als Kraftlinienwindungszahl bezeichnet.

Die Anderung des umschlungenen Flusses kann in verschiedener
Weise erfolgen: durch zeitliche Anderung des Induktionsflusses oder
durch eine Anderung seiner Lage gegeniiber dem Stromkreis. Bei
Verschiebung in einer Richtung x koénnen wir setzen:

aw__owis 0¥ .
T dt dxdt et - T s

Das erste Glied rechts entspricht der Anderung der Lage bei
unverinderlichem Flu, man nennt es die EMK der Bewegung.
Das zweite Glied entspricht der zeitlichen Anderung des gegen
den Leiterkreis ruhenden Flusses und heilt die EMK der Ruhe.

In elektrischen Maschinen treten oft beide Arten zugleich auf.

1*



4 Einwellige Wechselstrome.

Beispiel: s. Fig. 2 und 3. Eine ebene Windung wird in einem
homogenen magnetischen Feld zwischen den Polen eines Magneten
um ihre zur Richtung der Induktion senkrechte Achse mit gleich-
formiger Winkelgeschwindigkeit gedreht. Die Windung, deren Enden
mit Schleifringen verbunden sind, sei durch einen &uBeren Wider-
stand, etwa einen Spannungsmesser, zu einer Schleife geschlossen.

Der umschlungene Induktionsflufl ist hier von dem Winkel «
abhiingig, den die positive Normale auf der Windungsebene mit der
Richtung der konstanten Induktion B bildet. Er ist fiir «=0 am
grofiten und nimmt bei der Drehung in irgendeiner Richtung ab.

Fig. 2. Fig. 3.

- Der Umlaufsinn, der sich nach der Korkzieherregel ergibt, ist
in Fig. 3 fir die senkrecht zur Zeichnungsebene stehenden Leiter
durch ein Kreuz (in die Zeichnungsebene hinein) und einen Punkt (aus
der Zeichnungsebene heraus) angedeutet, er gibt die Richtung der in-
duzierten EMK an. Sie ist in diesem Beispiel eine EMK der Be-
wegung, da wir die Induktion zeitlich als konstant annehmen.

Bei der Drehung &ndert sich der umschlungene Flufl von seinem
Hochstwert bei « =0 bis auf Null bei ¢ =90% er durchsetzt von
hier ab die Windung im entgegengesetzten Sinn, erreicht sein ne-
gatives Maximum bei 180° und nimmt bis ¢==270° auf Null ab,
um bis o¢==2360° wieder zu seinem positiven Hochstwert zu wachsen.
Einer Umdrehung entspricht eine volle Periode des umschlungenen
Flusses.

Die Anderungsgeschwindigkeit ist bei gleichformiger Drehung
am grofiten, wenn der umschlungene FluB Null ist, also bei ¢ ==90°
und 270° sie hat jedoch in beiden Fillen entgegengesetzte Richtung,
sie ist Null, wenn der FluB am griBten ist, also bei «==0 und 1809,
hier liegen die Richtungswechsel der EMK.

Ist F die Fliche der Windung, so ist

Y—=%BFcosa—=Y¥, cosc.

Y  ist der Hochstwert des umschlungenen Flusses.



2. Erzeugung von einwelligen Strémen. 5

w:‘fl—o; sei die Winkelgeschwindigkeit der Drehung. Da einer

Umdrehung eine Periode entspricht, ist w auch die Kreisfrequenz 2 7 f.
Es ist daher ¢ =wt -} ¢, wenn ¢ der Winkel ist, den die Normale
auf der Windungsebene zur Zeit t=0 mit der Richtung der In-
duktion bildete. Dann wird
Y—=®BFcos(wt+ )= ¥,cos(wt+qp) . . . (6)
-—(Z—flzw Y sin(wt-+@)=2af¥,sin(wt+q¢) . (7)

Die Erzeugung einer einwelligen Spannung erfordert hiernach
die sinusférmige Anderung des umschlungenen Flusses. Der Hochst-
wert der induzierten EMK ist 2z f mal so grol3 wie der Hochstwert
des umschlungenen Flusses.

Wir rechnen im folgenden stets mit dem ,praktischen“
MaBsystem. Dann gibt Gl. 7 die Spannung in Volt an, wenn
der umschlungene Flu$} in Voltsekunden gemessen ist. (Diese Ein-
heiten 'sind 10°mal so grof wie die entsprechenden elektroma-
gnetischen CGS-Einheiten.) Zur Erzeugung von 1 Volt bei 50 Pe-
rioden in der Sekunde gehért ein umschlungener Flul von '/, , Volt-
sekunde oder !/,,, 108 CGS Einheiten.

Die Hochstwerte des Flusses und der induzierten EMK treten
zu verschiedenen Zeiten auf. Setzt man in Gl 6 cos(wt 4 ¢)

= s8in <a) t+ o+ —;‘) , 80 entspricht dem um ?n groBeren Phasen-

winkel des Flusses eine um die Zeit ﬁ;:g frither beginnende

positive Halbwelle als bei der EMK. Der Flufl eilt der EMK um
eine Viertelperiode vor, umgekehrt die EMK dem Fluf um ebenso-
viel nach, s. Fig. 4.

Der Unterschied der Phasenwinkel zweier Sinuswellen heif3t ihre
Phasenverschiebung. Die voreilende Welle hat den groBeren
Phasenwinkel. Eine positive Phasenverschiebung bedeutet daher
eine Voreilung und eine ne-
gative eine Nacheilung.

Im Gegensatz zum Phasen-
winkel einer einzeln betrach-
teten Schwingung ist die
Phasenverschiebung zweier
durch einen physikalischen
Vorgang verkniipfter Schwin-
gungen unabhingig von der
Wahl der Anfangszeit und hat Fig. 4.
eine physikalische Bedeutung,
bei dem Induktionsvorgang die, daf die EMK positiv ist, solange der
Flufl abnimmt, und negativ, solange er zunimmt.




6 Einwellige Wechselstrome,

3. Addition von einwelligen Stromen.

Sind zwei Sinusschwingungen von gleicher Frequenz mit ver-
schiedenen Amplituden und Phasenwinkeln gegeben

a,=a,,,sin(wt+ ¢,) a, = a,, sin(wt-4 ¢,),
so ist ihre Summe eine Sinusschwingung von derselben Frequenz
a=a, +a,=a,sin(wi4 ¢).
Zur Bestimmung von a,, und ¢ bilde man die Summe fiir die zwei

Zeitpunkte wt=0 und wi= % . Es wird

am 8in ¢ = al m s1n (pl —*— a".’ m sin (p‘l
am cos (p :almcos (pl —I— a2m cos (p‘.’

und durch Quadrieren und Addieren folgt

2

am:afm_{—a:m—{—2a1ma2mcos(q)1—‘pe) L (8)
ferner durch Division

al m SiIl (pl + a2m Sin (pe (9)
4y, C08¢Q; +a, cosp, T 77

tg o=

Bei der Addition einer grofleren Anzahl Schwingungen faBt
man erst zwei zu einer Resultierenden zusammen, dann diese mit
einer dritten usf.

Die physikalische Anwendung dieses Satzes
ergibt nun folgende beiden Fille.

1. Vereinigen sich mehrere Leitungen, in denen
einwellige Strome gleicher Frequenz flieen, in
einem Knotenpunkt, so ist der resultierende Strom
wieder ein einwelliger Strom von derselben Fre-
quenz.

2. Die Summe von mehreren in Reihe ge-
schalteten einwelligen Spannungen gleicher Fre-

Fig. 5. quenz ergibt eine resultierende einwellige Span-
nung von derselben Frequenz.

Beispiel: Ordnet man in der elementaren Wechselstrommaschine
(Fig. 2 8. 4) zwei Spulen an, die den Winkel § miteinander bilden
(s. Fig. 5), so sind die induzierten EMEe

ey =¢ey,,8in (0t @, €g = €3, SI (0 - @y),

worin die Phasenvoreilung ¢, — @, =7 ist, da die erste Spule der
zweiten stets um den Winkel ,§ voreilt.



4. Mittelwert und Effektivwert einwelliger Strome. 7

Sind die Fldchen der beiden Spulen gleich groB, so ist e,,—e,

2m?

und die resultierende Amplitude wird bei Reihenschaltung nach Gl. 8
eh—2e?,(1-4cosf)

em:——-2elmcos~2—.

Nach Gl. 9 wird die Phase der resultierenden EMK

B
. . t —tg—
,_Sng fsin(g —p) FPTEs :tg(w _é>
cos @, +- cos (¢, — f) 1-+tge tgé ! 2
1
2
‘77=(P1'__/23'

Die resultierende EMK ist 2cosi mal so groB wie die jeder
Spule, sie eilt gegen die eine um }# nach, gegen die andere ebenso-
viel vor.

4. Mittelwert und Effektivwert einwelliger Strome.

Der Mittelwert der Sinuskurve iiber eine beliebige Anzahl ganzer
Perioden ist Null, weil der Inhalt der positiven und negativen Halb-
wellen gleich grof} ist, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat.

Daher vermag ein Wechselstrom von hoher Frequenz in einem
GleichstrommeBinstrument, bei dem eine vom Strom durchflossene
Spule im Feld eines permanenten Magneten schwingt, keinen Aus-
schlag des Zeigers hervorzurufen. Er erzeugt nur schnellwechselnde
Impulse nach beiden Seiten, denen aber das schwingende System

infolge seiner Tragheit nicht folgen il ey
kann. Aus dem gleichen Grunde /\
N |2 L

\\ ;"{

kann ein Wechselstrom im allge-

Fig. 6. Fig. 7.

meinen nicht fiir elektrolytische Zwecke, z. B. zum Laden von Ak-
kumulatoren, verwendet werden.

Bildet man den Mittelwert iiber eine Halbwelle, so erhilt man
verschiedene Werte, je nachdem man den Anfangspunkt wihlt.
Der groBte Mittelwert, den man fiir eine Halbwelle erhilt, ist gleich
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der Hohe des mit der Halbwelle zwischen zwei Nulldurchgingen
flichengleichen Rechtecks (s. Fig. 6), diesen nennt man kurz den
Mittelwert M(:). Es ist

T
2

2
M(z')':Efimsinadaz—im:0,637im. . . (10
7 7
0

Am wichtigsten ist der sogenannte quadratische Mittelwert, den
man durch Bildung des Mittelwertes der Quadrate der Augenblicks-
werte erhdlt. Die quadratische Kurve einer Sinuskurve ist

=142 sin?wt=214% (1 — cos 2 wt).
m 5 m

Sie ist eine Sinuskurve von der doppelten Frequenz, deren Or-
dinaten nie negativ werden sondern zur Mittelordinate %1, sym-
metrisch liegende Halbwellen bilden (s. Fig. 7). Die Wurzel aus dem
Mittelwerte der quadratischen Kurve bezeichnet man mit J.

Es ist
T
2 1 ] ___1 .9
J —ivj‘l dt 21m
0
17
= —(dt=-" . . . . . . (11
J Tafw s (11)

J heillt der quadratische Mittelwert oder der Effektivwert.

Fiir die Sinuskurve ist also
Effektivwers— 2mplitude
Ve

Technische Angaben iiber die GroBe von Strom und Spannung,
fir die z. B. ein Generator, ein Motor gebaut ist, beziehen sich stets
auf den Effektivwert, weil man mit den gebriduchlichen MeBinstru-
menten die Effektivwerte miGt.

Die Leistung der Stromwirme eines Wechselstromes berechnet
sich mittels des Effektivwertes genau wie fiir einen Gleichstrom.

Ein Strom ¢ erzeugt in einem Leiter vom Widerstand R in der
Zeit dt nach dem Satz von Joule die Warmemenge

*Rdt.

Die mittlere in der Zeiteinheit erzeugte Wiarme ist daher
T

71,] P2Rdi—J°R.

0
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Sie ist ebenso groB wie bei einem Gleichstrom, dessen Stirke
gleich dem Effektivwert des Wechselstromes ist. Ein Hitzdraht-Strom-
oder Spannungsmesser zeigt daher den Effektivwert an. Das gleiche
gilt von einem elektrodynamischen Instrument, bei dem das Dreh-
moment zwischen einer festen und einer beweglichen Spule gemessen
wird, die von dem zu messenden oder einem ihm proportionalen
Strome durchflossen werden.

Ein Elektrometer zeigt in der sog. Doppelschaltung einen dem
Effektivwert proportionalen Ausschlag.

Das Verhaltnis des Effektivwertes zum Mittelwert eines Wechsel-
stromes nennt man nach Fleming den Formfaktor. Fiir die
Sinuskurve war nach Gl. 10 und 11

9 .
M@G)="i, J=m
7 ‘/2
daber ist der Formfaktor der Sinuskurve
J 7
§:—~,—=—:==1,11, e v e e . 12
MO 2v2 12)

Das Verhiltnis der Amplitude zum Effektivwert nennt man den
Scheitelfaktor, er ist fir die Sinuskurve Ve.

In dem Beispiel in Abschnitt 2 kann hiernach zunéchst der
Mittelwert der induzierten EMK auf folgende Weise berechnet
werden. Wihrend einer halben Periode andert sich der umschlungene
FluB im Maximum von -+ ¥, auf — ¥, somit um 2 ¥, . Dividiert

m?

man durch die halbe Periode, so erhilt man den Mittelwert.

ue=2rr=arv,.

Hieraus erhilt man die Amplitude und den Effektivwert
en =2 M()=2af¥,

44

E=§M(e)=2V<§M(e)=ﬂV§fﬂl’m.

5. Die Leistung eines einwelligen Wechselstromes.

Ein Stromkreis sei an eine Stromquelle angeschlossen, die eine
einwellige Spannung erzeugt. Sie sei

p=rp,,sinwt.
Der Strom, der sich in dem Stromkreis einstellt, sei
i==1, sin (0t — @),

er habe gegen die Spannung die Phasenverschiebung .



10 Einwellige Wechselstréme.

Die Arbeit, die dem Stromkreis in der Zeit d¢ zugefithrt wird, ist
dA=pidt=1p,i,sinwtsin(wt —¢)dt
und die momentane Leistung
T Pt =p,, i, 8inwisin(wt—@)=1p, i, [cosp—cos(2wt—p)].
Der Augenblickswert der Leistung schwingt, wie die Gleichung
zeigt und durch Fig. 8 veranschaulicht wird, mit der doppelten
Frequenz um den Mittelwert 3 p,,7, cose.
Die mittlere Leistung des Wechselstromes ist

T

1 1
N=ffpidt=§fpmimcoszp.

0
Da m =J, Pu__p die Effektivwerte von Strom und Span-

Ve Ve
nung sind, schreibt man
N=PdJeosgp . . . .. ... (13)

Die mittlere Leistung eines Wechselstromes berechnet sich als
Produkt aus den Effek-
tivwerten von Strom
und Spannung und dem
Kosinus der Phasenver-

schiebung zwischen
ihnen. Sofern ¢ von
Null verschieden ist, ist
die Leistung kleiner als
bei Gleichstrom, wenn
Strom wund Spannung
Fig. 8. ebenso grof sind wie
die Effektivwerte des
Wechselstromes. Dies riihrt daher, daB die Augenblickswerte der
¢
)
negativ sind. Der Wechselstrom fiihrt wihrend eines Teiles jeder
Halbperiode dem Stromkreis von der Stromquelle Arbeit zu, wéhrend
eines anderen Teiles gibt er Arbeit von dem Stromkreis an die
Quelle zuriick.

Bei einem Stromempfénger ist die zugefiithrte Arbeit groBer als
die zuriickgegebene, der Mittelwert der Leistung ist positiv, dies ist
stets der Fall, wenn ¢ kleiner als 900 ist. Ist ¢ =909 so ist die
mittlere Leistung Null, sie ist negativ, wenn ¢ groBer als 90° ist.
Dies entspricht einem Stromerzeuger.

Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung wurde
hier als gegebene Gréfe angenommen, und nicht gefragt, wodurch
sie entsteht. Hieriiber sollen die nichsten Kapitel AufschluB geben.

Leistung, wie Fig. 8 zeigt, wihrend eines Teiles ~ jeder Halbperiode



Zweites Kapitel

Selbstinduktion und Kapazitit in Wechselstrom-
kreisen.

6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen. — 7. Einwelliger Strom in einem
Stromkreis mit Widerstand und Selbstinduktion. — 8. Kapazitit in Wechsel-
stromkreisen. — 9. Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazitit.

6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen.

Das Durchflutungsgesetz. In der Umgebung elektrischer
Strome besteht ein magnetisches Feld. Als magnetische Umlauf-
spannung ¥V, lings einer geschlossenen Bahn bezeichnet man die
Arbeit, die von den magnetischen Feldkriften geleistet wird, wenn
ein Einheitspol auf dieser Bahn herumgefiihrt wird.

Vo=/[9,ds.
0

Diese Arbeit ist proportional der algebraischen Summe der elek-
trischen Stréme, die durch die Fliche
treten, die von der geschlossenen Kurve
begrenzt wird, sie ,durchfluten“. Die
Stromrichtung ist wieder in dem Sinne
als positiv zu rechnen, der sich dem Um-
laufsinn der Randkurve zuordnet, wie die
Fortschreitung zur Drehung einer Rechts-
schraube, s. Fig. 9. Man nennt die Summe
der Strome die ,Durchflutung®

=231
und das Durchflutungsgesetz lautet
Vo=0O . .. ... ... (19

Die magnetische Randspannung ist gleich der Durchflutung.
Hiufig gehoren die Stromleiter einer Spule von w Windungen
an, die alle denselben Strom ¢ fiithren, dann ist

[9,ds—iw . . . . .. .. (l4a)

0
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Die Induktion 8 und die mit ihr iiberall gleichgerichtete Feld-
stirke § sind durch die Beziehung verkniipft

B=pupe®. . . . . .. .. (15

u ist die relative Permeabilitit des Mediums, eine Zahl, u, die vom
MafBsystem abhéngige Permeabilitit des Vakuums. Im praktischen
MaBsystem wird 8 in Voltsekunden/cm? § in Amp/cm gemessen und
es ist

to=4m107° Voltsek/Ampcm oder 4 7z10~" Henry/cm.

Magnetische Energie. Der Energiegehalt eines magnetischen
Feldes ist nach Maxwell fiir ein Raumelement dv

B
AW, =dv[Hd®.
0

In Medien, in denen dje Permeabilitit unabhingig von der Induk-
tion ist, ist dB=pu,d o und

W,=2%[np,9dv . . . . . . . (16)

ist iiber das ganze Feld zu erstrecken. Um die Energie durch den
Induktionsflu und den ihn erzeugenden Strom z. B. einer Strom-
schleife auszudriicken, zerlegt man das Feld in Induktionsrohren,
die alle den Strom ¢ umschlingen, von dem sie herriihren. Fiir ein
Element dv einer solchen Roéhre sei ds das Liéngenelement der
Achse, df ihr Querschnitt. Léngs jeder solchen Rohre ist uu, $df =
Bdf der konstante Flul durch die Rohre und die Energie

18df[Hds=1Bdfi.

Die gesamte Energie des Feldes der einzeln betrachteten Strom-
schleife wird durch Integration iiber alle Induktionsrohren

i i
Wm=§f%df=§¥’,. N ¢ 1))

worin ¥ (s. S. 2) der von der Stromschleife umschlungene In-
duktionsflul ist. Da er hier von dem Strom ¢ allein herriihrt, ist
er ihm proportional, solange die Permeabilitit unabhingig von B ist.
Man setzt

Y—=L¢ . . . ... ... (18

Wau=5Li* . .. .. ... (19

L ist der Selbstinduktionskoeffizient oder die Induktivitit
des Leiterkreises. Es ist numerisch gleich dem umschlungenen Flu8,
den der Strom 1 Amp. erzeugt. Die Einheit ist

1 Voltsekunde/1 Amp.==1 Henry (H).
Der tausendste Teil davon heit 1 Millihenry (mH).
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Beispiele. 1. Eine Ringspule von rechteckigem Querschnitt
(Fig. 10). Die Windungen mogen so dicht aneinanderliegen, da8
der ganze Induktionsflul im Inneren des Ringes verlauft, und jede
der w Windungen den ganzen Induktionsflul wumschlingt. Aus
Symmetriegriinden sind dann die Kraftlinien konzentrische Kreise.

Nach dem Durchflutungsgesetz ist fiir einen Radius z
9. 2nr=1w
9, = % Amp/cm

Ta

Ta
Y=puu, wagxadx=2iw210‘9a/4 d%=2iw2a/¢ In <;’> 107? Voltsec.
Ti

i
i

L=2w?apln %'3 10~°Henry,
4
worin u als Konstante betrachtet ist. L ist dem Quadrat der
Windungszahl w proportional.
Istz.B.r,=12,r ,—15cm,a=10cm,
w =300, u =1 (unmagnetisches Medium),
so wird L=2-300%-10-In33.107°
=0,4-10"*H. Der Draht habe 2 mm
Durchmesser. Ein Strom von 5 Amp.
bedingt eine Kraftlinienwindungszahl
P—2-10"3Voltsekunden und der Energie-
gehalt ist W —1-5%.0,4-107*=5-107?
Joule.
2. Eine Doppelleitung aus zwei pa- = ! -;
rallelen Drihten vom Radius @ im Ab- “-u_ : a
-

s

-

stand D (Fig. 11). Die Leitungen seien
sehr lang und an den Enden leitend
miteinander verbunden, sie bilden so-
mit eine lange rechteckige Schleife.
Der umschlungene Induktionsflull setzt
sich, wenn man von den Endverbindungen absieht, zusammen aus
den Feldern, die jeder Leiter fiir sich erzeugt. Die Kraftlinien des
Feldes eines Leiters sind infolge der Symmetrie konzentrische Kreise
um die Leiterachse. Sie verlaufen teils innerhalb teils auBerhalb
des Leiters. AuBlerhalb des Leiters sind sie von allen Stromfiden
des Leiters durchflutet, innerhalb nur von einem Teil. Fiir einen
Punkt P im Abstande x von der Leiterachse ist fiir

— e ]
f= - Vo -

Fig. 10.

z>a 9 2nx=1 Sg':é———,
nx
x<a @”2nm——ix2 9" i
@ T 2ma?’
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wobei angenommen ist, daB der Strom sich gleichmiBig iiber den
Querschnitt verteilt. Die beiden gestrichelten Kurven in Fig. 11
zeigen die Feldstirken jedes Leiters und die Zusammensetzung gibt
die Verteilung des Feldes beider Leiter in Fig. 12. Da die Leiter

Fig. 11. Fig. 12.

gleiche Flisse durch die Schleife schicken, ist der FluB3 von einer
Leiteroberfliche bis zur anderen fiir die axiale Linge ! und u==

D D
Y":/tﬂf@' lde = 12()£f%1d =41liln <D> 107? Voltsek.

Im Inneren der Leiter sind die Kraftlinienwindungen fiir
beide Leiter zusammen (fiir u=1)

o e 2l (o
~2M2J‘§g aeld 109 27, =110
V=94 V" =il [4 In ~;+ 1J 107? Voltsek.

L=1 [4 In % -+ 1} 10~° Henry

Zwei Drahte von 50 qmm?® Querschnitt, a = 0,4 cm, im Abstand
D=100 em haben bei einer Linge von 1 km=—10°cm eine In-
duktivitit

L—10° [4 1n10-9+ }10—9:2,31 mH.

Das erste Glied in der Klammer ist 22,1, der Anteil des Feldes
im Innern der Leiter an der Induktivitit ist nur 4,5°,.

Bei ferromagnetischen Medien kann von einem Selbstinduktions-
koeffizienten nicht gesprochen werden, weil wegen der verdnder-
lichen Permeabilitit keine Proportionalitit zwischen Strom und
FluB besteht. Wie dort zu rechnen ist, wird in Kap. X gezeigt.
Hier beschrinken wir uns auf die Fille, fiir die L konstant ist.
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Elektromotorische Kraft der Selbstinduktion.

Andert sich der Strom in einem Stromkreis, so #ndert sich
der von ihm erzeugte InduktionsfluB und die magnetische Energie
des Feldes. Den magnetischen Schwund des Eigenfeldes

avr di
—_— sz
di dt
nennt man die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion. Das
negative Zeichen sagt, daf sie der Zunahme des Stromes entgegen-
gerichtet ist. Wachst der Strom ih der Zeit d¢ um d¢, so nimmt
die Energie des Feldes um dW,,=d(3:*L)=14Lds zu.
Dem Stromkreis wird hierbei von der Stromquelle eine momen-

tane Leistung

aw,, .. di

_%4*‘Lgi
zugefiihrt. Nimmt der Strom ab, so wird die Energie des Feldes
kleiner, der Stromkreis gibt in jedem Augenblick an die Strom-

quelle eine momentane Leistung zuriick:
aw, . di
—a g
Ein Wechselstrom steigt im ersten Viertel jeder Periode von
0 bis ¢,, er speichert hierbei in seinem magnetischen Felde eine
Energie %:° L auf und entnimmt wihrend dieser Zeit elektrische
Leistung der Stromquelle; in dem zweiten Viertel der Periode
fallt er von ¢, auf Null und gibt die zuvor aufgespeicherte mag-
netische Energie unter Abgabe von elektrischer Leistung an
die Stromquelle zuriick. Findet im magnetischen Felde kein
Energieverlust statt, so ist die mittlere Leistung in "der halben
Periode Null. In der nichsten halben Periode wachsen der Strom
und das magnetische Feld im entgegengesetzten Sinn, fiir den Betrag
der Energie des Feldes ist dies gleichgiiltig; das Spiel der Energie-
aufnahme und Riickgabe ist in jeder halben Periode dasselbe.
Ein Energieverlust tritt hingegen durch Stromwédrme in dem
Leiter auf, er ist > Rd¢.
Ist daher p die Spannung der Stromquelle, so ist in jedem
Augenblick die Leistungsgleichung

pi:Ri"—{—LiZ_; ... (20)
Durch Division durch ¢ wird die Spannungsgleichung
. ai
p-—R@—{-Lﬁ—t B 29

Fiir i =Xkonst. fillt das zweite Glied rechts fort, die Gleichung
driickt dann das Ohmsche Gesetz fiir Gleichstrom aus. Hier ad-
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diert sich zur Spannung der Stromquelle die selbstinduzierte Span-
nung. Da sie der Zunahme des Stromes entgegengerichtet ist, muf
die zugefithrte Spannung in jedem Augenblick nicht nur den Ohm-
schen Spannungsabfall sondern auch die EMK der Selbstinduktion
iberwinden.

7. Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand
und Selbstinduktion.

Um den Strom zu berechnen, der sich unter Einwirkung einer
einwelligen Klemmenspannung p einstellt, hat man Gl. 21 zu inte-
grieren. Es werde hier zundchst das partikuldre Integral betrachtet,
das den stationiren Zustand beschreibt, der sich kurz nach dem
Einschalten einstellt. (Das vollstindige Integral wird in Kap. XIII
behandelt.) Hierzu geht man am besten vom Strom aus. Es sei

t=1,8inwt, Ri=Ri, sinwt, '
di

LﬂzwLimcosthwLimsin <wt+—%>,

it . .
somt p————Rimsma)t—}—wLimSIn(wt—i—%)

=p,sin(wt-}@).

Die Klemmenspannung erscheint hier aus zwei Teilen zusammen-
gesetzt: R4, sin wt ist in Phase mit dem Strom und iiberwindet

den Ohmschen Spannungsabfall, wlZ ¢, sin (a) i1 %) eilt dem Strom

um eine Viertelperiode vor und ist entgegengesetzt gleich der EMK
der Selbstinduktion. Nach Gl 8 8. 6 wird die Amplitude der
Spannung

Pm=Tn VR L2 . . . . .. (22
und nach Gl. 9 die Voreilung der Spannung gegen den Strom
oL
tgp=—5 . . . .. ... (23

Die momentane Leistung ist
pt=Rinsin*wt+ wLi,sinwtcoswt

—cos2wt Li}, .
2 @ —}—w21"81n2a)t.

1
=R

Der erste Teil schwingt mit doppelter Fi'equenz um den Mittelwert
5 Ris, der zweite um den Mittelwert Null. Die mittlere Leistung ist
T

1
N=_|pidt=

Ri;
=gt oo (24
TO 2 ‘R’ ( )



7. Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand u. Selbstinduktion. 17

worin J der Effektivwert des Stromes ist. Der Effektivwert der
Spannung ist nach Gl 22

P=JVR+o?L* . . . . . . . (22a)

Die GroBe wlL hat dieselbe Dimension wie ein Widerstand und
heifit nach Heaviside Reaktanz (Blindwiderstand).

Das Verhiltnis von Spannung zu Strom V R? | o? L? heiBlt nach

Steinmetz die Impedanz (Scheinwiderstand). Da R nicht immer

gleich dem Ohmschen Widerstand ist, nennt man R den Wirk-
widerstand. Zur Abkiirzung setzt man

oL=X . . . . .. ... (25
VEF &L=z . .. . (259

In dem Beispiel Seite 13 war L =0,4-10"% Henry. Fiir einen
Strom von 50 Perioden ist wL=—2=n50-0,4-10"2=0,125 Ohm.
Der Ohmsche Widerstand fiir 300 Windungen von 80 met Lénge
und 3,14 mm? Querschnitt (2 mm Durchmesser) ist fir Kupfer
(sp. Wid. 0,0175-Ohm-mm?/m) R=0,45 Ohm. Fir J=10 Amp
wird P =10YV0,45% - 0,125% = 4,66 Volt, tg p — 0,278, ¢ — 15° 32",

Die Komponenten der Spannung in Phase und in Quadratur
zum Strom heifen

Pcosp—=J R die Wirkspannung,
Psing=J X die Blindspannung oder Reaktanzspannung.

Sind andrerseits Spannung P, Wirk- und Blindwiderstand ge-
geben, so berechnet sich der Strom

P P

VR (eLf 2
Seine Verzogerung gegen die Spannung ist wieder gegeben durch
tep—2L__X
8Y=R " R"

Der reziproke Wert des Scheinwiderstandes z ist ein Leitwert
(Einheit 1 Siemens S), er heifit Scheinleitwert (Admittanz) und
wird mit y bezeichnet. Man kann daher auch setzen

J=Py. . . . . .. ... (26

Der Strom kann nun in zwei Komponenten zerlegt werden, die
eine in Phase mit der Spannung, die andere um 90° dagegen
phasenverschoben. Sie heiflen

Jcosep =Pycosp der Wirkstrom,
Jsingp=Pysin¢p der Blindstrom.

Fraenckel, Wechselstréme. 2. Aufl, 2
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Dieser Zerlegung entsprechen die Bezeichnungen
ycosp=g der Wirkleitwert (Konduktanz)
ysingp==> der Blindleitwert (Suszeptanz)

y=Vo'{g¢*.
Die Leitwerte stehen mit den Widerstéinden in folgenden Be-
ziehungen:
v — 1 R h— X
y=7 I=x ==
1 (e (27)
Y y y
b
tangqa:%:; coszp—g 9 smtp=§=§ . (28)

Bei Reihenschaltung rechnet man besser mit den Widerstinden,
bei Parallelschaltung mit den Leitwerten.

Aus zwei Widerstinden oder Leitwerten konnen stets die
iibrigen vier Konstanten berechnet werden. Zur experimentellen
Bestimmung ist die Messung des Stromes J, der Spannung P und
der Leistung N erforderlich.

Die Leistung ist

N=PJcosp=J>R=P?y,

daher Rz% g:”;vﬁa
P J
z::j- y‘—‘ﬁ,
r=V::—R* b=Vy:—g°.

Das Produkt PJ ist mafigebend fiir die magnetische und elek-
trische Beanspruchung einer Maschine oder eines Apparates, denn
der Induktionsflufl bestimmt sich aus der Spannung, auch die Iso-
lation der Leiter ist fiir die volle Spannung zu bemessen, wenn
auch nur die Wirkspannung in die Leistung eingeht, ebenso ist der
volle Strom fiir die Bemessung des Leiterquerschnitts maBgebend.

Man nennt

PJ die Scheinleistung,
PJcosgp die Wirkleistung,
P Jsin ¢ die Blindleistung.

In unserem Falle eines induktiven Stromkreises ist
PJsing=J*wL=%in oL

d. i. die Amplitude des infolge der Selbstinduktion schwingenden
Teiles der Leistung.
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8. Kapazitit in Wechselstromkreisen.

Elektrisches Feld. In dem isolierenden Medium zwischen ge-
ladenen Leitern besteht ein elektrisches Feld. Die Beziehung zwischen
den Vektoren des elektrischen Feldes und den Ladungen ist durch
den GaufBschen Satz gegeben:

Der VerschiebungsfluB durch eine geschlossene Fliche ist
gleich der von der Fliche eingeschlossenen Ladung

o df=q. . . .. . ... (29

Die Verschiebung ©® und die mit ihr iiberall gleichgerichtete
Feldstirke G sind durch die Beziehung verkniipft

D=¢6C . . . . .. ... (30

¢ ist die (relative) Dielektrizititskonstante des Mediums, ¢, die vom
MaBsystem abhdngige Dielektrizititskonstante des Vakuums. Im
praktischen MaBsystem wird die Verschiebung in Coulomb/cm? die
Feldstirke € in Volt/em gemessen, und es ist

1
£y = in9 101 Farad/cm

Da (s.8.13)  uy,=47x10—% Henry/cm,
. : 11
inb T e
¢=3-10" cmsek™? ist die Lichtgeschwindigkeit.

Wihrend die Verschiebung beim Ubergang von einem Dielektrikum
zum anderen stetig ist, #ndert sich die Feldstdirke nach Mafigabe
der Dielektrizitatskonstanten in GI. 30.

Energie des elektrischen Feldes. Der Energiegehalt des
elektrischen Feldes ist nach Maxwell:

W,=%efe®dv, . . . . ... (31)

wobei das Volumenintegral iiber das ganze Feld zu erstrecken ist.
Diesen Ausdruck kénnen wir so umformen, daB die Ladungen der
Leiter und die Spannungen zwischen ihnen darin erscheinen.

Zwei Leiter seien so angeordnet, daB das Feld zwischen ihnen
durch die Anwesenheit anderer Leiter (z. B. die Erde) nicht merklich
beeinflult wird. Zwischen den Leitern bestehe eine Spannung p.

Das Feld im Dielektrikum werde in Verschiebungsréhren zer-
legt, deren Begrenzungsfliche iiberall in die Richtung der Ver-
schiebung fillt. Der FluB jeder Rohre ist konstant, und da sie an
den Oberflichen der beiden Leiter endigt, ist er gleich der Ladung
dg, die ihre Randkurve an den Leiteroberflichen abgrenzt. Ist

o*

H
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daher fiir ein Element der Rohre ds die Linge der Achse, df der
Querschnitt, dv=dfds, so konnen wir in Gl. 31 fiire,¢ €df den kon-
stanten Verschiebungsflu dq der Rohre setzen und erhalten fiir diese

%eofa(&gdv::%dqf(&d's:%dqw,

da f(& ds die Spannung p zwischen den beiden Leitern ist, von denen
die Rohre begrenzt wird.

Die Summation iiber alle Rohren ergibt den Energiegehalt des
ganzen Feldes

Wo=1Lipg. . . ... ... (3

Die Ladung der beiden Leiter ist proportional der Spannung
zwischen ihnen. Man setzt

g=Cp . . . . . . .. . (83
W,=5Cp* . . . . . ... (34)

C heiBt die Kapazitdt der betrachteten Leiteranordnung, sie ist
numerisch gleich der Ladung fiir die Einheit der Spannung.
Die praktische Einheit der Kapazitat ist
1 Coulomb/1 Volt=1 Farad (F).
Da dies eine sehr groBe Einheit ist, gebraucht man den 10%ten
Teil davon: 1 Mikrofarad (uF).

| Beispiele. 1. Ein Plattenkondensator (Fig.13).
(_: . Zwischen zwei Platten von groBer Ausdehnung, die iiber-
all in sehr kleinem Abstand d voneinander entfernt sind,
1 | kann das Feld als homogen angesehen werden, die Ver-
F schiebungslinien laufen parallel und die Verschiebung ist
” konstant. Nur am Rande weicht der Verlauf davon ab.
Vernachlassigt man die Randwirkung, was bei kleinem Ab-
stand und grofer Flache keinen wesentlichen Fehler gibt,
\J 1) so ist die Spannung p==@Ed. Der Verschiebungsfluf ist
oA e€¢ F
T

e 1 eF 1
° d=~‘—.~-____ 3 .
p 4nd 9-101 Fara imd 9107 Mikrofarad

daher die Kapazitat

Einen Begriff von der GroéBe 1 Mikrofarad erhalten wir, wenn
wir die Flache eines Plattenkondensators berechnen, bei dem die
Platten durch Glimmer getrennt sind. Seine Dicke sei !/, mm,
d=0,025 cm und ¢=>5 angenommen. Hiermit wird

47-0,025-9-10°
F— %—#ztﬁs 500 cm?.
Ein solcher Kondensator wird aus iibereinandergeschichteten

Platten zusammengesetzt, von denen abwechselnd die eine mit einem
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Pol, die folgende mit dem anderen Pol verbunden ist. Fiir eine
Spannung von 1000 Volt zwischen den Belegungen ist die Feldstéirke
40000 Volt/em, die Ladung ¢=10"® Coulomb, die Verschiebung
D ==1,77-10"% Coulomb/cm?, die Energie 1 Joule, die Energiedichte
3,54 -107* Joule/cm®.

2. Ein Zylinderkondensator (konzentrisches Kabel), Fig. 14.
Der AuBenleiter (Mantel) sei geerdet. Da alle Verschiebungslinien,
die vom inueren Leiter ausgehen, auf dem Mantel enden, ist die
Ladung auf der inneren Fliche des Mantels entgegengesetzt gleich
der Ladung (9) des Innenleiters. Die Verschiebungslinien stehen
senkrecht auf den Leitern und sind daher radial. Durch eine
Zylinderfliche vom Radiusr und der Lange ! tritt der Verschiebungsfluf3

—_— ————-q_
2arl®D=q und @_27_[”
2 1 2 1,9 :h 144,
p=|Gdr—=—|®dr=2-9-101.L [ —2.9.101 L In 2,
¢, el | r el 1
T1 71 71

— ——gl -—L Mikrofarad.

q
c—24 .
P Zlnﬁg'10

7'1
Ladung und Entladung eines Kon-
densators. Andert sich die Spannung zwischen

den Belegungen eines Kondensators um dp, so
nimmt seine Ladung nach Gl 33 um

dg=Cdp
zu oder ab, je nachdem die Spannung steigt

oder fillt. Der Strom in der Zuleitung ist
hierbei

—dq— dp Fig. 14.
’L—-a—Oa—t‘ . e e . (35>

Fiir eine Gleichspannung (p ==konst.) ist ¢=10, in einem Gleich-
stromkreis ist der Kondensator eine Unterbrechung. Anders im
Wechselstromkreis.

Wiahrend des Steigens der Spannung von Null bis p wird die
Energie 1p?C in dem Kondensator aufgespeichert, dem Stromkreis
wird dabei von der Stromquelle in jedem Augenblick eine Leistung

d .
pC oy =pi

zugefithrt. Nimmt die Spannung von p bis auf Null wieder ab, so
verschwindet das elektrische Feld, und die in ihm aufgespeicherte
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Energie wird an die Stromquelle zuriickgegeben. Der Kondensator
gibt in jedem Augenblick die Leistung zuriick
R

Ist die Spannung einwellig, so wichst sie in der ersten Viertel-
periode von Null bis p,, um in der zweiten Viertelperiode von p
auf Null zu fallen. In der ersten Viertelperiode wird die Energie
3+ pmC im Dielektrikum des Kondensators angesammelt und in der
zweiten wieder zuriickgegeben. In der ersten wird von der Stromquelle
Leistung zugefiihrt, in der  zweiten genau ebensoviel wiedergegeben.
Die mittlere Leistung in der halben Periode ist Null.

Fir p=yp, sin wt ist der Ladestrom des Kondensators

dt

er ist ein einwelliger Strom von der Amplitude

i:O'é?:prmcoswt=O’a)pmsin(wt—{-—g),

t,=p,wC,

der gegen die Spannung um 90° in der Phase voreilt, denn nach
Gl. 35 ist der Ladestrom so lange positiv, wie die Spannung steigt,
und negativ (Entladestrom), wenn sie fallt. Daraus folgt ebenfalls,
da die mittlere dem Kondensator zugefithrte Leistung Null ist.

9. Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazitat.

Ist in einem Stromkreis (s. Fig. 15) ein Kondensator C' mit einer
Drosselspule von der Induk-

&
R L | tivitdit L und dem Widerstand
7 R in Reihe geschaltet, so lautet
i die Spannungsgleichung
p——Rz—{-Ldt +J““. (36)

Fiir einen einwelligen Strom ¢ =1, sinwt,
wird

Fig. 15.

Ri=Ri, sipwt

ds n)
Ld—t~_th sin (cot—{—é-

J‘Z—g—t:—;—"‘ccos wt=—— iﬂésin(wt—}—g>
p=1, Rsinwt—1, sin (wt—{—%) [wL—g}é]

=p,sin(wt-+¢) . ... ... (3D
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Die Spannung erscheint hier aus zwei Teilen zusammengesetzt:
i, Bsinwt ist in Phase mit dem Strom und iiberwindet den Ohm-

schen Widerstand, ¢, (wL —_ 5%) sin <wt -+ g) eilt dem Strom um

90° vor und wird teils zur Uberwindung der EMK der Selbstinduk-
tion, teils als Ladespannung des Kondensators verbraucht, und zwar
tritt die Differenz dieser Spannungen in Rechnung, da die erste
dem Strom um 90° voreilt, die zweite ihm um 90° nacheilt. Der
Effektivwert der Spannung ist daher

P—_-J\/;+<w1:—_f; C ... (38)

w

die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung

wL—a)%
bgp=—p (39)

Selbstinduktion und Kapazitit wirken in dem Stromkreis einander
insofern entgegen, als die erste den Strom gegen die Spannung ver-
zogert, die zweite ihn in Voreilung bringt. Die Energien, die in
dem magnetischen Felde der Selbstinduktion und in dem elek-
trischen Felde der Kapazitéit schwingen, werden zu verschiedenen
Zeiten von der Stromquelle aufgenommen und an diese zuriick-
gegeben. Die momentane Leistung ist, wenn die Spannungsgleichung
mit ¢, sin w¢ multipliziert wird,

im

wC

pi=1iy, Rsin®wit—+ i, wLsinwtcos wt— sin wtcos wt.

Die beiden letzten Teile haben stets entgegengesetztes Vor-
zeichen, d. h. wihrend vom Strom Energie im magnetischen Feld
der Selbstinduktion aufgespeichert wird, wird solche aus dem elek-
trischen Feld des Kondensators abgegeben, und umgekehrt. Nur
die Differenz der momentanen Leistungen wird zugefiihrt und auBer-
dem der Stromwirmeverlust. Die beiden Felder laden sich zum
Teil gegenseitig. Vollstédndig tritt dies ein, wenn

1

(J)L——‘J@....(‘lo)
ist. Hierbei sind die momentanen Leistungen von Selbstinduktion
und Kapazitit entgegengesetzt gleich, vom Netz wird in jedem
Augenblick nur der Stromwirmeverlust zugefiihrt und der Strom-
kreis verhdlt sich dem Netz gegeniiber wie ein Ohmscher Wider-
stand. Aus Gl 38 und 39 wird hierbei P=—=J R und tg ¢ = 0.

Diesen Fall bezeichnet man als Resonanz.
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Fiir gegebene Werte von L und C' tritt sie bei einer bestimmten
Frequenz ein, nidmlich
1 1
VLC * 2aVLC

Wy ==

(41)

Bei dieser, der Resonanzfrequenz, konnen die Blindspannungen an
der Kapazitit und der Induktivitit sehr groB werden, es wird
J _Py/L

S e e ... (42)

J(I)OL:ZOQ—C':E 0

Beispiel: Fiir R=10 Ohm, L =1 Henry tritt Resonanz bei
S
wlL  (1007)?
Fiir J =10 Amp. ist P =100 Volt und Jw,L =

fo == 50 Perioden ein, fir C= =1,015 107% Farad.

J 10027
=10 V(100 7)

0
= 3140 Volt. Hierauf beruht die Gefahr der Resonanz.
Man unterscheidet hier

4= X, den Blindwiderstand der Kapazitit,
wL =X, den induktiven Blindwiderstand,

X =X,— X, ist der resultierende Blindwiderstand.

Der hier behandelte Stromkreis wird als Thomsonsscher
Schwingungskreis bezeichnet.

Um sein Verhalten bei veranderlicher Netzfrequenz  zu iiber-
sehen, filhren wir das Verhéltnis w: w,=4¢ ein und setzen das Ver-

héltnis des Wirkwiderstandes R zu der GroBe ‘/%, der die Dimen-

o
sion eines Widerstandes zukommt, R V %: 0. Dieses Widerstands-

verhiltnis gibt nach GI. 42 fiir den Resonanzfall das Verhiltnis der
Netzspannung P zu den Blindspannungen an Induktivitit und
Kapazitit an. Hiermit wird

oy /L 8 1 wyy/L 1

wl=0Ve=%F  we—wVo=sF

T
Ve

Hierin ist %:JO der Hochststrom, der im Resonanzfall auftritt.

Das Verhiltnis J:J, ist nur vom Widerstandsverhéltnis ¢ und vom




9. Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazitét. 25

Frequenzverhiltnis 6 abhéngig. In Fig. 16 ist J:J, in Abhéingig-
keit von 0 fiir zwei Werte von o auf- 4o
getragen.

Kurve I mit dem flachen Strom- 08}
maximum gilt fiir grofen Widerstand,
o=1, Kurve II mit dem spitzen Maxi-
mum fiir kleinen Widerstand, ¢=0,1.
Je kleiner der Widerstand, um so
schirfer ist die Resonanzlage ausge- 02
prigt, um so enger der Bereich, in

06

dem der Stromkreis einen betricht- T — L ) fls A

lichen Strom hindurchlift. Die Phasen- 7 e w 4
. . 1 1 . o

verschiebung ist ¢ — artg Z). (3 _ 3) . Fig. 16.

Fiir 6 <7 1 ist ¢ ein Voreilungswinkel des Stromes, fir d =1 ist ¢ =0
und fiir 6 >>1 ist ¢ ein Nacheilungswinkel des Stromes.
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10. Darstellung von Wechselstromen durch Vektoren.

Die Projektionen eines mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
um einen festen Punkt rotierenden Radiusvektors auf eine feste Achse
beschreiben bekanntlich die Ordinaten einer Sinuskurve.

Stellt daher die Linge OP des rotierenden Vektors Fig. 17 die
Amplitude eines Wechselstromes 4, dar,und ist die Winkelgeschwindig-
keit seiner Drehung gleich der Kreis-
frequenz w, so sind die Projektionen
04 auf die zur Anfangslage O X senk-
rechte Richtung OY

OA=i=1i,sinwt

die Augenblickswerte des Stromes.

Fiir einen zweiten Vektor 0Q —1,,,
der gegen OP um einen Winkel ¢
im Sinne der Voreilung verschoben
ist, wird ebenso

OB =1 =1iysin(wt+ @).

Fig. 17. Die beiden Vektoren OP und

0@ konnen also als Symbole zweier

Wechselstrome von gleicher Frequenz betrachtet werden, deren Am-

plituden s, und 7, sind, und die gegeneinander die Phasenverschie-
bung @ haben.

Anstatt nun die Vektoren rotieren zu lassen, kann man sie
auch feststehend denken, und die Gerade, auf die sie projiziert
werden, sich im umgekehrten Sinne drehen lassen; diese Gerade heilt
die Zeitlinie. Der Vektor des voreilenden Stromes ist, wenn man
die Drehrichtung der Vektoren zugrunde legt, im Sinne der Vor-
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eilung verschoben. Geht man von der Drehung der Zeitlinie aus,
so kommt diese, wie die Abbildung zeigt, bei der Drehung zuerst in
die Lage des voreilenden Vektors.

Beliebig viele Strome und Spannungen sind also durch die
Linge ihrer Vektoren und durch die Winkel, die sie bilden, in
ihrer GréBe und Phase gegeneinander eindeutig bestimmt. Voraus-
setzung ist dabei, daBl die Strome und Spannungen gleiche Frequenz
haben, nur solche lassen sich in einem Diagramm zusammenstellen.
Uber die Frequenz selbst sagt das Diagramm nichts aus.

Praktisch ist es zweckmiBlig, die Linge der Vektoren in dem
gewihlten Mafstab gleich den Effektivwerten zu machen, weil diese
gemessen werden; beim Ubergang zu den Augenblickswerten sind
dann die Projektionen mit V 2 zu multiplizieren.

Da es bei der geometrischen Darstellung nur auf die Linge
der Vektoren ankommt und auf die Winkel, die sie miteinander
bilden, kann man jeden Vektor in dem Diagramm parallel mit sich
selbst verschieben.

Hiervon macht man Gebrauch bei der graphischen Addition
von Stromen. Die Summe zweier Strome

i, i, =1

ergibt sich (s. Fig. 18) durch Parallelverschiebung des Vektors OB
des Stromes ¢, parallel mit sich selbst nach
AC an den Endpunkt des Vektors O A4 des
Stromes ¢,, oder, da die Reihenfolge bei
der Addition gleichgiiltig ist, durch Ver-
schiebung des Vektors O A des Stromes ¢,
nach BC an den Endpunkt B des Vek- Fig. 18.
tors OB des Stromes i,.

Der Vektor OC des Summenstromes ¢ ist also die Diagonale

des von den Vektoren der Teilstrome gebildeten Parallelogramms.
Da die Differenz zweier Strome

gleich der Summe aus 7, und dem negativ genommenen Wert von

i, ist, ist das Parallelogramm von B aus erst bis C im Sinne von

¢, und dann bis 4 im negativen Sinne von 7, zu durchlaufen, und

es wird die Diagonale BA der Vektor des Differenzstromes 7'.
Der Vektor des Differenzstromes

. 7]
’L‘a—'@l—’l/

ist analog die im Sinne 4 B durchlaufene Diagonale.

Differentialquotient und Zeitintegral eines Vektors.
In den Spannungsgleichungen von Wechselstromen (s. Gl. 21 und 36)
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kommt der Differentialquotient des Stromes nach der Zeit und das
Zeitintegral eines Wechselstromes vor.

di__ d(,sin wt)

dt dt

=wi,,sin (a)t—{—%)

ist, erhdlt’ man den Vektor, der den Differentialquotienten eines
Stromes darstellt, indem man die Linge des Stromvektors im Ver-
héltnis w:1 vergroflert und ihn um 90° nach vorwirts dreht.

Da ferner

7, 7
vdt= |1 sinwtdt=—"si ( t——»—>
ft fzmm w P n{w 5

ist, erhdlt man den Vektor des Zeitintegrals, indem man den Vektor
des Stromes im Verhiltnis 1:w verkleinert und ihn um 90° zu-
riickdreht.

Beispiele. Fiir eine Spule vom Widerstand B und der In-
duktivitdt L war (s. Gl 21)

8 . di
p—zR—f—L(ﬂ.
i An den Vektor 0 4=J R (Fig. 19), der in
wt die Richtung des Stromes fillt, reiht sich der um
90° dagegen voreilende Vektor A B = J w L, die
4 v v Summe OB ist der Vektor der Klemmenspan-
Fig. 19 nung P, die dem Strom um den Winkel ¢ vor-

eilt. Es folgt
b 0L __ oL
8Y=TJE T R
Ist die Drosselspule mit einem Kondensator von der Kapazi-
tdt C in Reihe geschaltet, so lautete die Spannungsgleichung (s. Gl. 36)

. di 1,
p=zR~}—Ld—t+6fzdt.

Hier reiht sich in Fig. 20 an den Vektor 0 A= JR in Rich-
tung des Stromes der um 90° dagegen voreilende Vektor 4 B—=JwL
und an diesen der gegen den Strom um 90° nacheilende Vektor

J
Bozw—a.

OC ist der Vektor der Klemmenspannung P und es ist

coL—_1~
wC
tg(p:—-ﬁ*——.
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Verandert man die Griofe der Kapazitit, so bewegt sich der

Endpunkt C des Vektors der Klemmenspannung 8
auf der Geraden AB. Wenn er in A liegt, ist ’
die Spannung mit dem Strom in Phase, hier- Wl
bei ist
J Jwli -1
R (4
s JowlL. 2
Dies ist der friiher, s. S. 24, behandelte P
!

Fall der Resonanz. Wird I > JowL, soliegp 7 M !
v wC Fig. 20.
C unterhalb 4, dann eilt der Strom der Klem-

menspannung vor.

11. Symbolische Darstellung von Wechselstromen.

Die Darstellung von WechselstromgréfSen durch Vektoren kann
auch analytisch durchgefiihrt werden.

Vektoren werden hierbei durch grole deutsche Buchstaben
bezeichnet. Ein Strom vom Effektivwert J wird z. B. durch einen
Vektor & dargestellt. J ist der .Betrag des Vektors §.

Drehung der Vektoren. Wird ein Vektor & um 180° gedreht,
so gelangt er in die entgegengesetzte Richtung und wird hier mit
— & bezeichnet. Eine Drehung um 180° wird also in der symbo-
lischen Darstellung durch die Multiplikation mit — 1 bezeichnet.
Die Drehung um 180° entsteht durch zweimalige Drehung um 90°;
es folgt also, daB die Drehung um 90° zu bezeichnen ist durch
Multiplikation mit

V —1= 7 ’
d. h. mit der komplexen Einheit. Die Wurzel kann je nach der
Drehrichtung das positive oder negative Vorzeichen haben.

Es werde festgesetzt, daB eine Drehung um 90° im Sinne: der
Voreilung mit }-4, im Sinne der Verzogerung mit —j bezeichnet
werde.

Ein Vektor j§ ist also ebenso groB3 wie der Vektor &, aber gegen
diesen um 90° nach vorwérts gedreht.

Addition und Subtraktion von Vektoren. Die Addition
von zwei Wechselstromen 4, und ¢,, die durch ihre Symbole J, und
&, bezeichnet sind, ergibt einen neuen Vektor

Y —

'\5—01“!“32'

& ist die Diagonale des aus J, und J, gebildeten Parallelo-
gramms (s. Fig. 18, S. 27).
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Ebenso ergibt die Subtraktion der Vektoren J, und &, einen
neuen Vektor
%’ == 31 —Je-

Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl.
Ein besonderer Fall der Addition ist der, daB zwei Vektoren zu
addieren sind, deren Betridge proportional dem Betrag eines anderen
(Ausgangs-) Vektors sind, und von denen der
eine in Richtung des Ausgangsvektors, der
andere in die dazu senkrechte Richtung fillt.

/ 7 Sei § der Ausgangsvektor, so ist a =04

(s. Fig. 21) ein neuer Vektor, der amal so

A lang wie & ist und in die gleiche Richtung

d ay A / fillt; ferner ist jb3==AB ein Vektor, der
Fig. 21. bmal so groB ist wie § und um 90° dagegen

nach vorwirts gedreht ist. Die vektorielle
Summe aus beiden ergibt den neuen Vektor — OB. Er ist

P=aJI+jbI=(a+7b)3J.

Durch Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl
ergibt sich also ein neuer Vektor. Andererseits sieht man, wenn
die Gleichung in der Form geschrieben wird:

B .
"§:a’+7b?

daB8 das Verhiltnis zweier Vektoren ausgedriickt wird durch eine
komplexe Zahl.

Da die Lingen der Vektoren die Effektivwerte darstellen, ist
der Effektivwert des neuen Vektors

P=0B=VOA - AB*=JVa*1-b* . . . (43)
und die Phasenverschiebung zwischen P und J ist
AB _bJ b

tgp="—r=-"__" .
8P =04 aJ  a (44)
Sind zwei Vektoren § und § gegeben, so bildet man den Quo-

tienten sf - und zerlegt ihn in den reellen Teil ¢ und den imagi-

ndren Teil b. Das Verhiltnis der Effektivwerte ergibt sich dann
aus Gl 43 und die Phasenverschiebung durch Gl. 44.
Setzt man
OB*=r?=aqa®} b
r="Va® -} b*

a . b
cos<p=7, sm(p:;,
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so ist nach dem Satz von Moivre
a—+jb=r(cosp +jsinp)=rel?,
worin ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Es ist daher
=J(a+jb)=Jre'”.
Der Vektor i‘grem’ entsteht also aus dem Vektor &, indem man

diesen im Verhiltnis r:1 vergréfert und um ¢ nach vorwirts dreht.
Setzt man analog

S:_ﬁ_ﬁzﬁe—j({a ,
rel? r
B

so ergibt sich: der Vektor —r—e“i"’ entsteht aus dem Vektor g, in-

dem man diesen im Verhéltnis 1:7 verkleinert und um ¢ nach
riickwérts dreht.

Differentialquotient eines Vektors nach der Zeit und
Zeitintegral. In der Zeit d¢ dreht sich der Vek-
tor § um den Winkel wd¢ und gelangt (s. Fig. 22)
in die Lage §. Es ist

3’ =3+ PP.

Hierin ist die Linge PP '=J w dt, und da sie
senkrecht auf J steht, symbolisch bezeichnet durch
iJwdt. Es wird also

dF=—170Idt

(&3
—d%:fwi‘s---------(‘lf))
Durch Umkehrung ergibt sich das Zeitintegral eines Vektors
R) R
Jdt="=—""2 . . . .. . (46
Jydt=7 > (46)

In der symbolischen Darstellung verschwinden also in den
Gleichungen zwischen Strom und Spannung die Differentialquotienten
nach der Zeit und die Zeitintegrale. Hierin liegt die Vereinfachung
der Schreibweise bei dieser Darstellung.

Beispiele. Die Gleichung eines Stromkreises mit dem Wider-
stand R und der Induktivitit L lautet:

a3 : .
B=JR+LZ=3(R+joL)=3(R+jX).

Fiir den Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapa-
zitdt ist

s,B:sR+L£+ §g=3(3+7'<“”3_2;%”
(X, — X))
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Das Verhiltnis von Spannung zu Strom, der Scheinwiderstand,
ist in der symbolischen Darstellung eine komplexe Zahl. Der reelle
Teil ist der Wirkwiderstand, der imaginire der Blindwiderstand.

Der symbolische Ausdruck fiir den Scheinwiderstand z ist daher

3=RB+jiX) . . ... ... 47

Aus der vektoriellen Gleichung erhdlt man das Verhiltnis der
Effektivwerte von Strom und Spannung und ihre Phasenverschiebung
nach, den auf S. 30 gegebenen Regeln.

Rechnung mit komplexen Zahlen. Bei der symbolischen
Darstellung sind, wie gezeigt, die Gleichungen zwischen Stromen und
Spannungen homogene und lineare Gleichungen, deren Koeffizienten
komplexe Zahlen sind.

Es sei daher an die folgenden Regeln fiir die Rechnung mit
komplexen Zahlen erinnert.

Addition und Subtraktion. Zwei komplexe Zahlen werden

addiert oder subtrahiert, indem man die reellen Teile fiir sich und
die imagindren Teile fiir sich addiert bzw. subtrahiert.

Ist
T =a,7jb, und Ty=dy + by,
so wird =1, +1,=—a-}7b,
worin a=a, +a, und b=0b,+b, ist.

Multiplikation. Es' ist

1y =0, +jb, =r,(cos p, | jsing ) =r e’",
Ty=0,+jb,=r, (cos @, +-j sin Pp) =Ty €77,
durch Ausmultiplizieren wird
=T G =0, 4, — b, by 47 (a, b, +a, b))
oder
1=, 1, [{cos p, cos, — sing, sing,) +j (sing, cosgp, -+ sing, cosg, )]
=nNT [COS (‘501 - (pQ) + jsin (¢P1 + (pe)]
=T, el (p1t @2) .
Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre
Betrige multipliziert und ihre Argumente addiert.

Hieraus folgt, dal das Produkt zweier konjugiert komplexer
Zahlen reell und gleich dem Quadrate des Betrages der Zahlen ist

(@b (@ — jb) — a2

Division. Analog werden zwei komplexe Zahlen dividiert,
indem man ihre Betrige dividiert und ihre Argumente subtrahiert.
In einem komplexen Bruch wird der Nenner reell gemacht,
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indem man Zihler und Nenner mit der dem Nenner konjugiert
komplexen Zahl multipliziert. Es wird

:1;1 — a1+jél :(a’1 """jb1> (az _'7be>
Ty a,+7hy (@ +7by) (@ —jb,)
(ay 2y +b,b,)+7 (b, 0, — alb;,_)
a,* +4-b,*
_n (cos @, + 7 sing,)
Ty (OOS P _*ﬁ 7 sin 91:)
"

= [cos (¢, — @,) + 7 sin (p, — @,)]

2

r .
=1 07((}”1_'72]_
Ty

Potenzieren. Aus der Multiplikation folgt
p=1"= (a4 jb)* =1"(cos ¢ -}- j sin ¢)*
=1 (cosn @ -} j sinn @)
=rhtelm?¥,

Eine komplexe Zahl wird zu einer Potenz erhoben, indem man
den Betrag potenziert und das Argument mit dem Exponenten multi-
pliziert.

Radizieren.

n n - n,—
w=Vr :Va%'jb_——vr (cos%%—jsinf)
n

n_ i¥
n

= Vr e
Man zieht die Wurzel aus einer komplexen Zahl, indem man

den Betrag radiziert, und das Argument durch den Exponenten
dividiert.

Berechnung der Leistung in der symbolischen Dar-
stellung.

Bei der Berechnung der Leistung hat man es mit dem Produkt
zweier symbolisch durch Vektoren dargestellter WechselstromgréBen
zu tun.

Multipliziert man zwei Vektoren wie komplexe Zahlen, z. B.
eine Spannung P = Pe/7: und einen Strom F==Je/7:, so ist das
Produkt, das dem #uBeren Produkt der Vektorrechnung entspricht,
und das durch eine eckige Klammer bezeichnet werde,

(B3] =PJ {cos (¢, + ¢.) 47 sin (p, +¢2)} >

ein Ausdruck, dem keine physikalische Bedeutung zukommt. Er-
Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 3
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etzt man hingegen den einen Vektor durch seinen konjugiert kom-
plexen, der mit ' bzw. P! bezeichnet werde, so erhilt man

(B 3] =PJ {cos (p, — py) +-jsin(p, — @)} . . (48a)
(%t 3] =PJ {cos (¢, — @,) —jsin(p,—@,)} . . (48D)

Der reelle Teil dieser Ausdriicke ist die Wirkleistung, der imagi-
nire die Blindleistung; sie erscheint je nach der Schreibweise mit
verschiedenem Vorzeichen. Dies riihrt daher, da die Blindleistung
keinen Mittelwert hat, ein Vorzeichen ihr daher nicht zukommt.

Es folgt die Regel: Man erhalt aus zwei Vektoren die Wirk-
leistung als reellen Teil des Produktes des einen Vektors mit dem
konjugiert komplexen des anderen. Der imaginire Teil des Pro-
duktes stellt die Blindleistung dar. Symbolisch kénnen wir dies
wie folgt schreiben:

N =83 N‘;‘:[s‘BSr]j:
wobei die Fullzeichen t und j bedeuten, dafl der reelle bzw. der
imagindre Teil des Produktes zu nehmen ist.

Im Gegensatz zum Produkt zweier Vektoren als komplexer
Zahlen soll als Vektorprodukt der Mittelwert aus dem Produkt
zweier Sinusstrome oder eines Sinusstromes und einer Sinusspannung
bezeichnet werden. Dieser Mittelwert soll durch die runde Klammer
bezeichnet werden:

(BY)=PJ cosp.

In der Vektorenrechnung heifit das so definierte Produkt das
innere Produkt.
Fiir zwei gleiche Vektoren von gleicher Phase ist

-3 =7° (G373)=J7
fiir zwei Vektoren mit 90° Phasenverschiebung ist
(373)=0.

12. Wechselstromdiagramme.

Um die Arbeitsweise eines Stromkreises oder einer Maschine
bei Veranderung der Konstanten des Stromkreises oder der Belastung
zu iibersehen, hitte man eine grofle Zahl von Gleichungen fir die
jeweiligen Konstanten zu berechnen.

Hier bietet die graphische Darstellung der Wechselstromgrofien
durch Vektoren ein iiberaus anschauliches Mittel, um die Wirkung
der verinderten Bedingungen schnell zu iibersehen. Es besteht darin,
daB man den geometrischen Ort sucht, den der Vektor eines Stromes
oder einer Spannung bei Verinderung der Konstanten des Strom-
kreises beschreibt. :

Ist der Strom konstant und die Spannung verdnderlich, so ist
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der geometrische Ort, den der Endpunkt des Spannungsvektors be-
schreibt, das Spannungsdiagramm.

Ist dagegen die Spannung konstant und der Strom verdnderlich,
so ist der geometrische Ort fiir den Endpunkt des Stromvektors das
Stromdiagramm.

Im Spannungsdiagramm sind die Koordinaten des Spannungs-
vektors die Wirkspannung und die Blindspannung. Da die Span-
nungskomponenten sich wie die Widerstinde (Wirk-, Blind- und
Scheinwiderstand) verhalten, stellt das Spannungsdiagramm, abgesehen
von dem MaBstab, auch das Diagramm der Scheinwiderstinde
dar.

Analog stellt ein Stromdiagramm in verdndertem MaBstab auch
ein Diagramm der Scheinleitwerte dar.

Dies sei fiir einige ganz einfachs Fille zunichst erldutert.

Beispiele. 1.In einem Stromkreis mit Widerstand und Selbst-
induktion sei B konstant und L verdnderlich. Dieser Fall liegt
z. B. vor bei einer Drosselspule mit verdnderlichem Luftraume oder
bei einem Elektromagneten mit beweglichem Kern. Jeder GrofBe
des Luftraumes oder jedem Hub des Elektromagneten entspricht ein
anderer Wert L, wahrend R konstant bleibt.

a) Ort des Spannungsvektors bei konstantem Strom.
Entsprechend der Spannungsgleichung $=JR-}+jJwlL liegt in
Fig. 23 0A=J R in Richtung des Stromes und AB=J wL um
90° dagegen nach vorwirts gedreht, OB =—=Jz
== Pist der Vektor der Klemmenspannung. Jedem Y,
Wert von L entspricht eine Linge 4 B. Der End- /
punkt B des Vektors der Klemmenspannung
bewegt sich auf der Geraden 4B. Sie ist das
Spannungsdiagramm und in anderem Malstab
das Diagramm des Scheinwiderstandes.
Winkel AOB ist der jeweilige Phasenverschie-
bungswinkel des Stromes.

b) Ort des Stromvektors fiir konstante
Spannung. Dividiert man die Spannungsglei-

chung durch R, so ergibt sich die Stromgleichung _ l’JE:‘
gB N . wL s, 1 We
R +73 B
Dieser Gleichung entsprechend ist in Fig. 24 Fig. 23 Ve
OD=J und um 90° dagegen nach vorwirts ge- g =
dreht DO’:JQRé aufgetragen, sie ergeben die konstante Summe

00:—12, die in Richtung der Spannung liegt. Da das Dreieck

ODC bei D stets rechtwinklig ist, bewegt sich der Endpunkt D
3*
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des Vektors des Stromes OD auf dem Halbkreis iber OC als
Durchmesser. Erist das Stromdiagramm. Es verhilt sich DC:0D
=wL:R=tgp:1. Da dieser Malstab fiir L unbequem ist, er-
richtet man in 4’ ein Lot auf OC, das von der Verlingerung von

Ak’ ODin B’ geschnitten wird. Da Winkel

o B A0 = ¢ ist, wird A B:04'=tg¢p:1

P S —=wL:R. Die Lingen A'B’ stellen also
_..'J,,’; \}\j}‘? die verdinderlichen Werte w L in gleichem

MaB darwie 04’ den konstantenWiderstand R.
Die Seiten OC, OD, DC des Dreiecks
ODC verhalten sich wie

1 J_, JeL oL
\ sie stellen also Leitwerte dar. OD ist in
5 verandertem MaBstab der Scheinleitwert y,
Fig. 24. seine Projektion OG auf die Richtung der

Spannung der Wirkleitwert g =y cos ¢, die
dazu senkrechte Komponente G'D der Blindleitwert b==ysin¢.

2. Ist in einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitit der
Widerstand konstant, dagegen die Kapazitit verdnderlich, so unter-
scheidet sich dieser Fall von dem vorhergehenden dadurch, dafl der
Blindwiderstand X — 1 0 das negative Vorzeichen besitzt, der Strom

wC
eilt der Klemmenspannung vor. Das Spannungsdiagramm ist in
diesem Fall der gestrichelt gezeichnete untere Teil der Geraden 4B
in Fig. 23, wobei AE_—JO ist. Das Stromdiagramm ist der in
w
Fig. 24 ebenfalls gestrichelt gezeichnete obere Halbkreis iiber OC,

. J
wobei OF =J und FO = ist.

i un wOR ®

3. Ist in einem Stromkreis der Blindwiderstand konstant, da-
gogen der Wirkwiderstand verdnderlich, so

JR
i = — erhilt man das Spannungsdiagramm Fig. 25.
- Senkrecht zum Vektor des Stromes liegt
Jwl, 5 /// der Vektor 04==JwL der Lonstanten
&4 Blindspannung, und zwar fiir eine Selbst-
oK -"'/5{’. 7 induktion nach vorwiirts gedreht. In Rich-
Ry tung des Stromvektors liegt der verénder-
f:*'i e liche Vektor 4B — JR. Fiir jeden Wert
,ﬁ,‘--—-—:_—j‘,.--—:‘—“g:-—— von R ergibt sich ein neuer Punkt B
Fig. 25. und ein neuer Vektor O B der Klemmen-

spannung. Die Gerade A B ist also das
gesuchte Spannungsdiagramm. Fiir eine Kapazitit ist der Vektor
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J
0 gegen den Strom nach riickwérts gedreht aufzutragen nach 04,
w

und das Spannungsdiagramm wird die gestrichelte Gerade 4, B, die

parallel AB ist.
Das Stromdiagramm bei konstanter Induktivitdt und verdnder-
lichem Widerstand ergibt sich, wenn man die Spannungsgleichung

B=3R+j3wl
Man erhédlt die Stromgleichung

_$ 3R _
LT otV

durch j w L dividiert.

Der Vektor 0D des Stromes J in Fig. 26 und der gegen ihn

JR .
um 90° verzogerte Vektor DC:—I; setzen sich zu dem konstanten
w

P
Vektor OC = - j, Zusammen, der gegen die Klemmenspannung P

)
um 90° verzogert ist. Der Halbkreis iiber OC ist das gesuchte
Stromdiagramm. Der Phasenverschiebungswinkel zwischen Strom

und Spannung ist DOP = ¢p = arctg %Ii Zieht man A'B’ | OC,
8o ist auch <C4'B'0O=¢ und

o4 . X

Y-

Fir jeden Stromvektor OD wird a-f\"\. s
der Widerstand R durch 4’B’ in dem- ! \/\-'
selben MaBstab gemessen, in dem 04’ i A0
den Blindwiderstand w L darstellt. i /j; '
Ganz analog ist fiir einen Strom- A
kreis mit konstanter Kapazitit und V& z p
verinderlichem Widerstand das Strom- -I__ !
diagramm der in Fig. 26 gestrichelte > X

Halbkreis 0D, C,.

Die dem Stromkreis zugefiithrte
Leistung ist N=PJ cosp. Da das
Stromdiagramm fiir konstante Klem-
menspannung gilt, ist die Leistung
proportional dem Wirkstrom J cos ¢,

$~|‘b

also der Projektion OG des Stromvek-

ters OD auf den Spannungsvektor (s.

Fig.. 24 und 26). Daraus ergibt sich

= %

.
Fig. 26.

fiir den Stromkreis mit konstantemWiderstand (Fig. 24) die grofite
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Leistung, wenn OD gleich dem Kreisdurchmesser, also wenn X — 0
ist. Sie ist

Fiir den Stromkreis mit konstantem Blindwiderstand und ver-
dnderlichem Wirkwiderstand (Fig. 26) ist dagegen die Leistung am
grofiten, wenn OG gleich dem Kreisradius, also wenn wL = R ist.
Sie wird

P‘Z
maz 5‘00—1} :
Hierbei ist ¢ = 45°,

13. Inversion.

Bei dem Stromdiagramm (Fig. 24) ist gezeigt, daB dieses in
anderem Maflstab auch das Diagramm der Leitwerte darstellt. OD

stellt y in demselben MaBstab dar, in dem OC den Leitwert lR

darstellt. Andrerseits war gezeigt, daB dort 4’B' den Blindwider-
stand X in demselben Mafstab darstellt, in dem 0A4’ der Wirk-
widerstand R ist, daher ist auch OB’ der Scheinwiderstand z.
Bezeichnet man die MafBstibe der Leitwerte bzw. der Wider-
stinde mit % und v so daB 1 ecm=—wu Siemens, 1 cm ==v Ohm ist,
so ist in Fig. 24
1

u0D =y, uOC':—R—

vOB' =2, v04 =R,
und es wird

OC-OA’=0D-OB’=£E:k0nst.:I.

Zwei Punkte, bei denen wie bei ¢ und A4’ oder bei D und B’
in Fig. 24 das Produkt der Abstinde von einem festen Punkt O
konstant ist, nennt man invers. O ist das Inversionszentrum;
das konstante Produkt heiit die Inversionspotenz.

Beschreibt einer der Punkte (B’) eine Kurve, hier die Gerade
A'B', so bewogt sich sein inverser Punkt (D) auf der inversen
Kurve (Kreis itber 0C). Wir finden also den Satz: Die inverse
Kurve einer Geraden ist ein Kreis, der durch das Inversionszentrum
geht, und umgekehrt ist die inverse Kurve eines Kreises, der durch
das Inversionszentrum geht, eine Gerade.

Mit Hilfe dieses Satzes hidtte man das Stromdiagramm aus
dem Spannungsdiagramm wie folgt finden konnen.

Die Gerade A4’'B’ in Fig. 24 ist das Spiegelbild des Spannungs-
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diagramms, das durch die Gerade 4B der Fig. 23 dargestellt ist.
In dem Spiegelbild ist nidmlich der (positive) Blindwiderstand um
909 gegen den Wirkwiderstand nach riickwérts gedreht.

Man findet also das Stromdiagramm, indem man das Spiegel-
bild des Spannungsdiagramms in bezug auf den Anfangspunkt der
Vektoren als Inversionszentrum inversiert.

Die Umkehrung des Vorzeichens des Blindwiderstandes zum
Zweck der Inversion folgt daraus, daB, wenn bei dem Spannungs-
diagramm der Phasenwinkel ¢ eine Voreilung der Spannung gegen
den Strom bezeichnet und das positive Zeichen hat, er im Strom-
diagramm eine Verzogerung des Stromes gegen die Spannung be-
deutet und das negative Zeichen hat, und umgekehrt.

Hat man ein Spannungsdiagramm aus einem Stromdiagramm
zu inversieren, so verwendet man ebenso nicht das Stromdiagramm
selbst, sondern sein Spiegelbild, das man dadurch erhilt, dafl man
den gegen den Wirkstrom voreilenden Blindstrom nach riickwérts

und den nacheilenden P gy
Blindstrom nach vor- P A
wirts gedreht auftrigt. /ff —

Bei Verwendung des g
Leitwertdiagramms ist
also der positive Blind-
leitwert um 90° nach i~

riickwirts, der negative Fig. 27.

um 90° nach vorwirts

goegen den Wirkleitwert aufzutragen.

Hat man mehrmals zu inversieren, so geht man von dem
Spiegelbild eines Diagramms aus, wenn die Zahl der vorzunehmen-
den Inversionen ungerade ist, und von dem Diagramm selbst, wenn
sie gerade ist, weil jede einzelne Inversion ein Ubergang von
einem Spannungsdiagramm zu einem Stromdiagramm oder um-
gekehrt ist.

Satz: Die inverse Kurve eines Kreises, der nicht durch das
Inversionszentrum geht, ist wieder ein Kreis, das Inversionszentrum
ist ein Ahnlichkeitspunkt fiir beide Kreise. Aus Fig. 27 folgt namlich

0B:0C, =00C:0B,
OB-OB,=00-0C,=0A4-04,=1.

Dies gilt auch, wenn das Inversionszentrum O innerhalb eines
Kreises liegt, es liegt dann auch innerhalb des inversen Kreises.
Der Umlaufsinn des inversen Kreises ist der umgekehrte wie bei
dem Ausgangskreis.

Die Inversion ist zuerst von J. L.la Cour zur Darstellung von
Wechselstromproblemen angewendet worden (Arnold, Wechselstrom-
technik, Bd. I).
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Reihenschaltung von Stromkreisen.
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14. Grundgesetz fiir die Reihenschaltung mehrerer Stromkreise.

Sind mehrere Stromkreise in Reihe geschaltet, deren Wider-
stinde Induktivititen und Kapazititen der Reihe nach R, R,R,...,
LL,L,... C,C,C,..., oder deren Blind-
und Scheinwiderstinde X X, X,... bzw.
242425 ... sind, so ist die resultierende
Klemmenspannung P fiir einen bestimmten
Strom J die geometrische Summe der Teil-
spannungen P, P, P, ... der einzelnen Strom-
kreise.

Diese Summation wird geometrisch
durch den Linienzug OP,P, P in Fig. 28
dargestellt.

S( 1+jX1)=851
S (R, 47 Xy) = Jte
—«S(R +7X>’_«553

[

B,
%,

PB="P,+ B+ Bs+ - —\s[Rl—FRg—l—Rs-i- i (X, X+ X))
=3 (st 82 18 1) =

Der resultierende Scheinwiderstand der Reihenschaltung ist

a=Z(sv)=51+52+53+---=R—H’X- .. (49)
worin R=R +R,+R,+...= ( L) . . . . . .(50a)
X=X+ X,+X,+...=2(X,) . . . . . .(50b)
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Die resultierende Phasenverschiebung ist

tg(p—X Eg; Y

Der Linienzug Fig. 28 stellt auch die Summation der Schein-
widerstdnde dar.

15. Der Spannungsabfall in einer Leitung.

Ein Stromkreis (Fig. 29) wird iiber eine Leitung gespeist. Es
seien R, und X, Wirk- und Blindwiderstand- der Hin- und Riick-
leitung, R, und X, die entsprechenden Groflen des Belastungskreises,
P, und P, die Spannungen am An- \
fang und am Ende der Leitung, J

A
2 e
¥ BE!
2 .-g E"‘XZ
B % o=
Fig. 29.
die Stromstidrke. Es wird
—_— Pl
V(R,+ R, + (X, + X,)*
R+ X,
P,= R+ X,? = 2 >
=T VR + X)) BBy (X P
t cos — R, t % + X
gtp‘:—Ra ‘p*h R“2+X02, g(pl“R | R *

Fig. 30 stellt das Vektordiagramm der Spannungen dar. Die
Sekundérspannung P, und der Spannungsabfall Jz, setzen sich zum
Vektor der Primérspannung P, zusammen.

Der Spannungsverlust, d. h. die algebraische Differenz P, — P,,
ist kleiner als der Spannungsabfall Jz,, weil P, gegen J um einen
kleineren Winkel voreilt als Jz, gegen J. Es wird erst P, — P, =Jz,,
wenn P, und Jz, in die gleiche Richtung fallen, d. h. wenn der

) X
Phasenwinkel der Belastung ¢, und ¢, = arctg 171 gleich sind, d. h.
1

XS_XI
R R

Um den EinfluB der Phasenverschiebung auf den Spannungs-
abfall zu tbersehen, werde der Fall betrachtet, daf die priméire

Klemmenspannung P, und der Strom J der Grofle nach konstant

2
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sind, wihrend ¢, verdnderlich ist. Hierbei ist also Jz, konstant.
In Fig. 31 stellt O AB das Spannungsdreieck fiir ¢,=0 dar. Hier-
bei folgt aus der Figur

P2(m2=0)=VP?—— JX,)?—JR,.

Ist nun J gegen P, um ¢, verzogert, so ist der Vektor Jz, um
den Punkt B nach riickwirts zu drehen um den Winkel A BA' = ¢,,
04’ ist der zugehorige Wert von P,. Eilt J gegen P, um ¢, vor,
so ist Jz, um diesen Winkel von AB nach 4”B zu drehen, und
es wird 0A4”"=P,. Der Endpunkt des Vektors der sekundiren
Spannung P, wandert also bei Verinderung von ¢, auf dem Kreis
um B mit dem Radius 4 B=Jz, .

".' '_ID
s v || ///
0 ————— e _
Y
&,/
o
!
Fig. 31.

Die groBten Werte, die ¢, annehmen kann, sind bei einem
Stromempfianger + 90° ibnen entsprechen die Punkte C und D auf
dem zu AB senkrechten Durchmesser. C' entspricht 90° Nacheilung
von J gegen P,, also rein induktiver Belastung, D mit 90° Vor-
eilung des Stromes gegen die Spannung reiner Kapazititsbelastung.
P, ist am kleinsten in Punkt £, hier haben P, und Jz, gleiche
Richtung. P, wird bei Voreilung des Stromes auch grofer als P,
es tritt also SpannungserhShung ein.

In Punkt F ist P,=—=P,. Die Bedingung hierfiir ergibt sich
wie folgt. Der Winkel, um den Jz, gegendJ voreilt, ist ¢,, s. Fig. 30
und Jz, eilt gegen P, um (¢, — ¢,) vor. In dem gleichschenkligen
Dreieck OF B Fig. 31 wird, da hier P,=P, ist

P, COS(‘Pk_QD-:):—“_;I‘
Jz
€08 (¢, — @y) = — ‘21)1’ .

Das negative Zeichen rechts riihrt daher, daB die Projektion
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von P, aufJz, die entgegengesetzte Richtung hat wie diese Strecke.
Daher ist (¢, — ¢,) grofler als 909 d. h. ¢, ist negativ. Es ist

= rccos( le)
. — ).
A 2P,) "%

Diese Gleichung liefert zwei Werte fiir ¢,, einem Stromempfinger
entspricht jener Wert, der kleiner als 90° ist. Der zweite Wert,
fir den ¢, >90° ist, ist der Punkt G.

Berechnung des Spannungsabfalles.

Im allgemeinen ist Jz, klein gegen P, und P,, so dafl das
Diagramm zur Berechnung des Spannnungsabfalles zu ungenau wird.
Man Dberechnet den Spannungsabfall wie folgt. Zerlegt man in
Fig. 30 Jz, in eine Komponente in Richtung von P, und in eine
senkrecht dazu, so wird die erste

Jz, cos (@, — @,) =Jz, (cos ¢, cos @, -} sin ¢, sin ¢,).

Hierin ist

zocosp, =R, und <z singp, =X,
also
Jz, cos (¢, — @,) =J R, cos ¢, 4 J X, sin g,.
Ebenso wird die zweite Komponente
Jz, sin (@, — @,) =Jz, (sin ¢, cos g, — cos @, sin @,)
=JX, cosp, —J R, sing,,
daher wird

P, —=V(P, -+ J R, cos p, +JX, sin ¢,)* - (J X, cos ¢, — JR, sin ¢,)?

oder (52)
P,=VP?— (JX, cos ¢p,—J R, sinp,)* —(JR, cos p, -+ JX, sin ¢p,)
55)

Mit diesen Gleichungen kann zu gegebenen Werten von P,,
J, ®,, P, berechnet oder, wenn P,, J und ¢, gegeben sind, P, er-
mittelt werden. Bei positiven Werten von ¢, ist die auf P, senk-
rechte Komponente von Jz,, nimlich JX, cos ¢, —J R, sin ¢, klein,
und da sie quadratisch addiert wird, hat sie keinen groflen Einflufl
auf den Spannungsabfall. Dann ist nach Gl 52 angenihert

P, >~P,}JR cosp,+JX sing,, . . . (52a)

woraus folgt, dal auf den Spannungsabfall hauptsichlich der Ohm-

sche Spannungsabfall des Wirkstromes Jcos @, und der induktive

Spannungsabfall des Blindstromes J sin ¢, einen Einflull haben.
Die Gl 52 kann zur graphischen Ermittlung der prozentualen
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Spannungszunahme von den sekunddren bis zu den priméren
Klemmen verwendet werden. Diese werde definiert durch

&, _ b ;,P‘J 100 = (1;3 _1> 100.

Nach GL 52 wird
;;l:‘/<1+ JR, cos <pe+JXlsin(p2>?+ (JX1 cos p, —J R, sin<p2>‘3

P P,
—VEETTF

2 2
1 ) 9
e= Pl —1=V1i+2a+t e} f —1.

Durch Reihenentwicklung wird

T2t @t @t de@ B @ HFP |
:

2

2
— 2 2 | pe2
/’/- \Itz\ =4« /7; + a—-(oc 2' ﬂ—) —_—
N
r"/ 1 A\ \\, Hierin ist das dritte Glied schon
l'll st f;:—i/'-,w_\% | H'ﬂ vernachlissigbar klein und daher
\ 2
\ / | B2
\ S il — £
: //?'C/ ! P € T + 2
A :if‘ - J Driickt man « und g in °/; aus,
Fig. 32. o :JR1 cos @, +J X, sin @, 100
P, ’
8 _ JX cos g, —J R, sin g, 100,
'P‘Z
so wird
&y=xa-+t L )

200

Graphisch ermittelt man « und g nach Fig. 32. Man macht

__JR, _JX Iz
AB—-PO—- 100, BC—-~P: 100, AC’—»P: 100

2 2 2

und schlidgt einen Kreis iiber AC als Durchmssser. Ein Strahl 4D
der gegen J unter dem Winkel ¢, angetragen wird, fallt somit in
die Richtung von P,. Daher ist AD =« und DC =§ in °/, von P,.

16. Beispiel.

In einer Arbeitsiibertragung iiber eine Leitung mit Widerstand
und Selbstinduktion arbeiten die Stromempfinger mit konstanter
Phasenverschiebung ¢, unabhéngig: von der Belastung. Die primére
Klemmenspannung P, ist konstant.
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Verlauf der sekundédren Spannung als Funktion des Stromes.

Da ¢, konstant ist, kann Gl. 52 in der Form geschrieben werden:
[P, - J 2, cos (¢, — ;)] 4 J 22,% sin® (), — ) =P,

oder nach Ausmultiplikation

P24 (Jz)* - 2P,Jz cos (p,— @) =P, . . (53)
Dividiert man durch P,? und setzt Z:l =J,, wobei J, der Kurz-
1

schluBstrom ist, den man bei widerstandslos verbundenen sekundiren
Klemmen erhilt, so wird endlich

75 25
c2 B g2 (- — ) =— 5
<P1 -} 7 —+ p)\T cos(p, — @,)=1 . . (55a)
In dieser Gleichung zweiten
Grades ist die Beziehung zwischen
J und P, indirekt durch die Ver-
héltnisse Py und CA ausgedriickt.
P, I
Die Diskriminante der Glieder zwei-
ten Grades ist

1—cos® (¢, —@y),

sie ist positiv, da das Quadrat des
cos kleiner oder hdochstens gleich
eins ist, die Gleichung stellt da-
her eine Ellipse dar. Trigt man Fig. 33.

die :]— als Abszissen und die I;"

als Ordinaten auf, so sind die
J, f

a9

Schnittpunkte mit der Ordinatenachse fiir J =0, ?== 1, und mit
1
J —_—
’ j;‘—
Die Hauptachsen der Ellipse bilden mit den Koordinatenachsen
einen Winkel von 45° und sind

1 1
- - und

V2 cos (ﬂﬁgﬂ) V2sin ((ﬂg tp2>
\

der Abszissenachse fiir P, =0 1.

In dem besonderen Falle, dal cos (¢, — @,)=0, also p,=q¢, T 90°
ist, stellt die Gleichung einen Kreis dar. Nur das obere (—) Zeichen
gibt einen Winkel ¢,, der kleiner als 90° ist, wie es einem Strom-
empfinger entspricht, und zwar wird hierbei ¢, negativ. Dieser
Fall entspricht einer Verzogerung von P, gegen J.
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Ist ferner cos (¢, — @,) =1, also @, = ¢,, so geht die Gleichung
iiber in
P,
P, —'_J,C
und stellt somit eine Gerade dar.
Fiir 9, =459 wobei R, = X, ist, sind in Fig. 33 die GeradeI

‘ |~

fir ¢,=45% der Kreis II fir ¢, = —45°, ferner die Ellipse III
fir ¢,==0 und -+ 90° aufgetragen (die bei @,=45° zusammen-
fallen), wihrend die Ellipse IV fiir Py =— 90°, also reine Kapazitits-

belastung gilt.

Dieses Diagramm gilt allgemein fiir einen Stromkreis mit kon-
stanter Phasenverschiebung, der von einer konstanten Spannung
iber einen Scheinwiderstand gespeist wird. Es ist von Oehl-
schlager zur Darstellung des Spannungsabfalles eines Wechsel-
stromgenerators abgeleitet worden. Dort entspricht unserem P,
die induzierte EMK des Generators, dem Leitungswiderstand R, der
Ohmsche Widerstand, und dem Blindwiderstand X, der durch
Ankerriickwirkung und Streuung bedingte Blindwiderstand des
Generators. Beim Generator ist allerdings X, keine konstante Grofe,
und daher gilt dort das Diagramm nicht streng.

Maximale Leistung.

Setzt man in Gl 55 fiir den Strom J:li“’, so wird
z‘.!
P2— P 2222
T 22,7 22,7, cos (p, — @)

und die Leistung an den sekundéren Klemmen

2

R
P ?2,cos g,

N,=P,J, cosp,=——2-cosqp, = _ )
o e OOV %y = 2"+ 2," - 22,2, 008 (p, — @s)
. . . . N,
Sie wird ein Maximum, wenn d—z‘—=0, als wenn
2" 25" - 22,2, cos (@, — @,) =2, [22, - 22, cos (@), — @,)]
Z, =2

ist. Hierbei ist die Sekundarspannung
P,=Jz,=Jz,.

Die grofte Leistung an den Sekundirklemmen ergibt
sich, wenn die Klemmenspannung P, an der Belastung
gleich dem Spannungsabfall Jz in der Leitung ist. Dies
gilt unabhingig von der Phasenverschiebung ¢,. Die grofite
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Leistung selbst ist dagegen von ihr abhingig. Durch Einsetzen
von z, =z, wird
P,2cosp,

N, =
amaz - 2z, [1 4 cos (@, — @,)]

(56)

dN,
Fiir das absolute Maximum erh#lt man aus —2me —(

d,
— sin @, [1 - cos (¢}, — p,)] = cos @, sin (p, — @,)
oder sin @, =—sin ¢,
P =" P~
Es wird also in Gl. 56, da ¢, — p,=2¢,,
1+ cos (¢, — @,) =2 cos’gp,,,
und da
z,co8¢, = R,
wird
P2 )
Qmax—ZRI L (07)
Stromdiagramm.

Als Anwendungsbeispiel fiir die Inversion werde das Strom-
diagramm auf diesem Wege abgeleitet.

Wir wollen die konstante Primérspannung in die positive ¥-Achse

legen, die Wirkstréme sind dann JE
die Ordinaten, die Blindstréme die |¥ -'.-’!
Abszissen des Stromdiagramms, und
zwar liegen nacheilende Blindstréme N
in der positiven X-Achse, voreilende -
in der negativen.

Da man von der Reihenschal-
tung der Scheinwiderstinde 3,--3,
durch einmalige Inversion zu den
Leitwerten bzw. den Strémen ge-
langt, verwendet man das Spiegel-
bild der Scheinwiderstinde, indem
man positive Blindwiderstande
gegen die Wirkwiderstinde um 90°
nach riickwérts, negative nach vor-
wirts gedreht auftrigt. Somit
macht man in Fig. 34 in Richtung der positiven X-Achse 0C =X,,
senkrecht dazu CD = R, dann ist 0.D =z,. Wird ferner ein beliebiger
Wert von X,—=DH, der dazugehorige von R,= HE aufgetragen,
so ist DE—=z2,, 3_DEH =, und OE=0D -+ DE =3, + 3,-

Bei Verdnderung des Betrages von z, bei konstantem ¢, be-
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wegt sich Punkt E auf der Geraden DE, sie ist der Ort des Vek-
tors, der den resultierendan Scheinwiderstand 3, -3, darstellt.

Der Ort der resultierenden Leitwerte bzw. der Strome ist daher
ein Kreis durch den Ursprung, dessen Mittelpunkt M auf einem
Lot OF vom Ursprung auf die Gerade DE liegt.

Der Radius OM erscheint gegen die positive X-Achse um den-
selben Winkel @, zuriickgedreht, wie die Gerade DE gegen die
Ordinatenachse.

Da wir von dem Spiegelbild der Scheinwiderstinde ausgingen,
bezeichnet die Zuriickdrehung des Radius um ¢, eine Nacheilung
von J gegen P,, bei Voreilung ist der Radius um ¢, gegen die
X-Achse nach vorwirts gedreht.

Die Vektoren von O nach dem Kreisbhogen OB A stellen alle
moglichen Strome von z,=0 bis z,==00 dar. Fiir z,=0 (kurz-
geschlossene Leitung) ist Punkt A4 invers zu D und im Strommal-
stab OA——Izj—‘_.J um zpk—arctgj; gegen P, verzogert. OB=J
ist invers zu E und stellt den Strom fur den durch DE dargestellten
Wert. von z, dar, er ist gegen P, um ¢, verzigert. Dem unendlich
fernen Punkt der Geraden (z,== oo) entspricht der Ursprung O und
J =0 (offene Leitung). Da O 4 =J, unabhiingig von der Belastungs-
art ist, gehen alle Kreise fiir verschiedene Werte von ¢, durch 4,
alle Kreismittelpunkte liegen auf dem Mittellot M S auf OA.

Die Ordinate BN von OB=J ist der Wirkstrom J cos ¢,,
daher auch ein Maf fiir die zugefiihrte Leistung N, = P,J cosp, .
Der Ordinatenabschnitt BL verhilt sich zu BN wie R,: R, 4+ R,.
Daher stellt BL

J*R,= P, J cosp, =N,
im gleichen Mafstab dar wie BN
*(Ry+ R,)=P,Jcosp, =N, .

Der Ordinatenabschnitt zwischen dem Kreis und der Geraden
04 ist proportional der sekundéren Leistung, das Verhiltnis BL: BN
des Wirkungsgrad N,:N,.

N, ist am grofiten fir B,, auf dem Mittellot auf OA4. Da

S’B - 5130 + 081
:
war, wird auch B, —_ % + 3.
31 Y
Pl

Im Diagramm ist 04 =--'=J,,0B =2J, daher die dritte Seite

%

P
AB:;—"’f, sie verhilt sich zu OA4 wie P,: P,. Aus dem Diagramm
1
ist daher ferner ersichtlich, daB fiir maximale Leistung (Punkt B )
, =dJ 2, ist, wie frither abgeleitet.
Eine Verallgemeinerung dieses Diagramms findet sich in Kap. XII.
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17. Leistungsmessung nach der Drei-Voltmeter-Methode.

Ist ein Stromverbraucher in Reihe mit einem Ohmschen Wider-
stand R geschaltet, so lautet Gl 55

P?=P>2+ (JR!+2P,(/R)cosg,,
und hiermit wird die sekundire Leistung

PP— Pl —(J R}

N2=P2J008(p,2— ZR

(58)

Man miBt also mittels je eines Voltmeters (s. Fig. 35) die Ge-
samtspannung P, den Spannungsabfall N
im Widerstand und die Spannung an E
dem Stromverbraucher und berechnet die
Leistung nach Formel 58.

Diese Methode ist von Swinburne, /')A
Ayrton und Sumpner angegeben wor-
den. Sie hat den Nachteil, dal ein ziem- Fig. 35.

lich groBer Widerstand erforderlich ist.
Damit die Genauigkeit der Messung groB wird, soll moglichst J R
= P, sein, damit wird aber der Verlust im Widerstand J? R =P,J,

also

mal so groB wie die zu messende Leistung.

2

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 4
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18. Grundgesetz fiir die Parallelschaltung von Stromkreisen.

Sind mehrere Stromkreise parallel geschaltet, so haben alle die
gleiche Spannung. Jeder Zweigstrom ergibt sich durch Division
der Klemmenspannung durch den Scheinwiderstand des Zweiges, und
der Gesamtstrom ist die geometrische Summe der Zweigstrome. Es ist

312?‘:%1’)1:%(91 +jb1)
1

Szzg—:%%:%(ga_l—jbz)

83:'33—%93_53(93_‘—71’)

3=+t St =B (T ) =%

=R, +9,+9;+-...) =%y
=P[9:+9. g5+ 7Oy b0+ )]

Der resultierende Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist

1 1

= () 69
der resultierende Scheinleitwert

U=Z(Uf'):n1+%+ns+--'=9+jb’- (60)
worin 9=¢,+9.+g+...=2@) .. ... (61)

be=b, by tby b =3 . . . .. (62)
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Die Phasenverschicbung des resultierenden Stromes ist
b 2(b,)

to g — - ==\
8P =49" 3@,

Man addiert die Wirkstrome und die Blindstréme bzw. die
ihnen entsprechenden Wirk- und Blindleitwerte und setzt sie geo-
metrisch zu dem resultierenden Strom bzw. zu dem resultierenden
Scheinleitwert zusammen.

19. Der resultierende Scheinwiderstand von zwei parallel-
geschalteten Zweigen.

Nach Gl. 59 ist

1 1 1
6~&+&
oder
bide

(63)

Um diesen Scheinwiderstand graphisch zu ermitteln, verfihrt
man wie folgt. Durch Division durch 3 wird

3__ &
8 bt e
Bezeichnet man die Summe 3, -3, mit 3 und setzt die Phasen-
winkel @, @,, @,, ¢/, so wird auch

zel® Zq el Pe

zlef‘P\ - _z’—ef'ﬁ' )

Diese Gleichung zerfillt in zwei, die erste ist

2z
5 2’
die zweite
p— =0, — ¢
Es verhilt sich also der s
Betrag des resultierenden T

Scheinwiderstandes z zu dem
des einen Zweiges, wie der
des anderen Zweiges zur
Summe, und die entsprechen-
den Phasendifferenzen sind Fig. 36.

gleich.

Trdgt man daher (s. Fig. 36) 04 ==2, OB="7, nach Grifle
und Phase ¢, bzw. ¢, gegen eine Anfangslage auf, so ist OC ihre
Summe 2. Macht man nun das Dreieck 4 D0 &hnlich dem Dreieck

4*
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CBO, so ist 0D der gesuchte Scheinwiderstand z nach GroBe und
Phase. Zur Konstruktion braucht man nur das Dreieck O BC nach
OB'C’ zu legen und durch A die Parallele AD zu C'B’ zu ziehen.

Beispiel. In einem Stromkreis seien eine Anzahl Glithlampen
in Reihe und zu jeder eine Drosselspule parallel geschaltet, um beim
Durchbrennen einer Lampe eine Unterbrechung des ganzen Strom-
kreises zu verhindern (s. Fig. 37). Es soll untersucht werden, wie

sich beim Erloschen einzelner 0 ﬁ
Lampen der Strom und damit die o ;
0 S
ey " L
o —diel e _lyel |
o, T Sraleecr T'X_T__ _T___x,l.
o i 1Y) .
Fig. 37.

Helligkeit der iibrigen Lampen &ndert, wenn die Klemmenspannung
des ganzen Stromkreises konstant gehalten wird.

Sei R, der Widerstand einer Lampe, R,, X,, z, sind dje Kon-
stanten einer Drosselspule.

Ist z der aus der Parallelschaltung von R, und z, resultierende
Scheinwiderstand, J der Gesamtstrom, so ist die Spannung einer
Gruppe

P =Jz
und der Lampenstrom
P Jz
TR TR
d. h. der Lampenstrom ist stets dem Gesamtstrom proportional und
dndert sich wie dieser, man braucht daher nur die Anderung des
Gesamtstromes zu untersuchen.

Die Aufgabe moge graphisch mittels der Inversion behandelt
werden. In Fig. 38 ist 0A=R,, 0B=z, (und zwar das Spiegel-
bild) und OC der resultierende Scheinwiderstand z.

Vergrolert man den MaBstab auf den nfachen Betrag, wobei
n die Zahl der Gruppen ist, so ist OC=mnz der Scheinwiderstand,
wenn alle Lampen brennen, und OB =nz,, wenn keine Lampe
brennt.

Sind mLampen erloschen, so sind die Scheinwiderstinde (n —m)z
und mz, zu addieren. Macht man CD:0C=m:n, CD=mz, so
daB OD=(n—m)z ist, und zieht DE parallel zu OB, so wird

DE-——-%OBzng. OE ist also die Summe aus (n—m)z und
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mz,. Andert sich m, so bewegt sich E auf der Geraden CB der-
art, da CE:CB=m:n ist. CB ist das Diagramm der Schein-
widerstande.

Das Stromdiagramm bei konstanter Spannung ist daher der
zur Geraden OB inverse Kreisbogen FHG@, dessen Mittelpunkt M
auf dem Lot von O auf OB liegt. OF stellt den Gesamtstrom nach
GroBe und Phase dar, wenn alle Lampen brennen, OG wenn keine
Lampe brennt und O H wenn m Lampen erloschen sind. H wandert
bei Anderung der Zahl m auf dem Kreis von F bis G.

Man sieht, daB bei konstanter Klemmenspannung die Strom-
dnderung sehr bedeutend werden kann. Sie wird um so kleiner, je
weniger z=0C sich von z, unterscheidet. Da

b1% b

5= s
1T % b2
1428
51

ist dies aber nur der Fall, wenn 3, klein gegen 3,, d. h. der Strom
in der Doppelspule gro gegen den Lampenstrom ist, dann ist der
Wirkungsgrad der Anlage schlecht. Es ist daher zweckmaiBiger, die
Stromquelle nicht auf konstante Spannung, sondern auf konstanten
Strom zu regulieren. Wie die Spannung hierbei zu dndern ist, gibt
die Gerade C'B an.

20. Stromresonanz.

Ein Kondensator und eine Drosselspule sind parallelgeschaltet
(Fig. 39). Die Scheinwiderstinde der beiden Zweige sind:

_ : —p 1
5i—Ri+7Q’L: 50——Re 00O’

Der Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist nach Gl 63

L R.)
. —_— — ——-1' RC {:"
R, R 0 -+ (wL R, w0 ‘---—--,‘-;’\‘-ﬂ.‘- ”

8p R4+ R 1 > A
i e T (wL_EZ" —WVWA—TTT8
Macht man den Nenner reell, so erhilt man den
Wirk- und den Blindwiderstand der Parallel- Fig. 39.
schaltung

R,[R?+ (oL)]+ B, [ E+ (&H

(R;+Rc)2+(wL_516>2 .. (64)

1 JL a:l [é_ 2J
wC’[a_Ri —oL C E,

/ . (69)
(B,+R,) T(CUL—';)*C‘,)

E,=

X, =
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Wird Xp Null, so verhidlt sich der Stromkreis wie ein Ohmscher

Widerstand. Xp wird zundchst Null, wenn w =0 oder co ist. Ein

Gleichstrom (w==0) flieBt nur durch die Drosselspule, der Ge-

samtwiderstand ist R;. Ein Strom von sehr hoher Frequenz (w = o)

fliet nur durch den Kondensator, der Gesamtwiderstand ist R,.
Xp wird ferner Null, wenn

L,
1 / o &
0= —— — . . .. . .(686)
VLC L R2
0 c
a) Die Widerstinde sind gleich R,= R,= R (wobei R auch
Null sein kann), aber der Wert ‘/g - sei ausgeschlossen. Die zweite

Wurzel in Gl 66 ‘wird 1 und
1
- VLcC

Wy

. (67)

Bei dieser Frequenz heben sich die Blindstréme auf. Aus Gl 64 wird
hierbei

2* 2

=2k 2cosg’
wo z der Scheinwiderstand jedes Zweiges, &= ¢ sein Phasenwinkel ist.
Der Gesamtstrom ist 2 cosgmal so groB wie jeder Zweigstrom. Fiir
kleine Verluste (cos ¢ klein) stellt die Parallelschaltung bei der Frequenz
w, fast eine Unterbrechung einer Leitung dar, analog wie die
Reihenschaltung von Drosselspule und Kondensator bei der gleichen
Frequenz bei kleinen Verlusten nahezu einen KurzschluB3 darstellte.
Dort waren die Teilspannungen viel groBer als die Gesamtspannung,
man sprach von Spannungsresonanz, hier konnen die Teilstréme
gegen den Gesamtstrom sehr grol werden, man nennt dies Strom-
resonanz. Sind z. B. die Verluste jedes Zweiges je 2°/, von der
Scheinleistung (cos ¢ = 0,02), so ist jeder Zweigstrom 25mal so groB
wie der Gesamtstrom.

"Eine solche Schaltung bietet Stromen von verschiedener Fre-
quenz sehr verschiedene Scheinwiderstinde.

Wir stellen diese in Abhingigkeit von der Frequenz o wieder
durch das Frequenzverhiltnis und das Widerstandsverhiltnis wie bei
der Reihenschaltung dar und setzen

1 w C
“=YyLa e I Ve

Wy

(R—[—ij)=R<1+j—z—> (R#620>=R<1—6%>.
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Es wird
o . 1
(1 +9‘)+79<5— g>

] . 1
29‘+7@<5—g)

3, =R

und der Betrag

. Jttopter(o—1f
TV ety

Fiir w=w,, d =1 wird der Wirkwiderstand bei Resonanz

1+¢°
RO S— R ——2"9"2_‘ . . . . . . . . (68)
und endlich
- /’ 2.9 9 ( 1 2
. 9 [ (1 +e%)* + o 5—g>
o 0 : .. . (89)
R, 14 o? 2

)

Bei kleinen Verlusten ergibt sich ein sehr &hnlicher Verlauf
z,=[(w) wie fir die Leitwerte bei der Spannungsresonanz mit
scharf ausgeprigtem Maximum. Bei grofleren Widersténden ist das
Verhalten verschieden; die Kurve lduft fiir w Null und unendlich nicht

nach Null, sondern nach R. Wird =1, d.h. R= ‘/g so erhilt

man in Gl 66 den unbestimmten
Wert 2. Nach Gl 68 u. 69 wird
zszo—:_—R. Der Stromkreis ver-
hilt sich bei allen Frequenzen wie
ein konstanter Ohmscher Widerstand.
Wird endlich ¢ >>1, so ist in
Gl 66 die zweite Wurzel wieder
gleich 1, bei der Frequenz w, hat
man aber nicht ein Widerstands-
maximum sondern’ ein Minimum.

—_— Q%I‘;:i

0~ 0z Qv 06 g8 10 12 19 16 18 2.0

[}
—_—
Ly

Fig. 40 zeigt % als Funktion Fig. 40.
0

von = fiir = 0,1, 0,5, 1 und 2.
@y
b) Sind die Widerstinde ungleich aber klein gegen o 5°

ist das Verhalten #hnlich dem bei gleichen Widerstinden. Ist ein Wider-
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stand grofer als ‘/g_, der andere kleiner, so ist in Gl. 66 die zweite

Wurzel imagindr, es gibt dann keine Frequenz mehr, bei der die
Blindstrome sich aufheben.

21. Leistungsmessung nach der Drei- Amperemeter-Methode.

Entsprechend der Methode der Leistungsmessung mit drei Volt-
metern hat Fleming eine solche mit drei Amperemetern angegeben.
Schaltet man zu einem Stromkreis, der bei der Spannung P einen
Strom J, unter einem Phasenwinkel ¢ aufnimmt, einen Ohmschen

Widerstand R 'parallel, so nimmt dieser einen Strom J, = P auf, der

R
gegen J, um ¢ voreilt. Der Gesamtstrom wird
JP=J4J,2 42T, J,cos¢.
Die Leistung des Stromes J, ist
N=PJ cosp=J,J,Rcos p
—C /_‘j,‘f""-f‘-'-ﬁ 05y und daher , . .
DA = ()
- Man miBt (s. Fig. 41) die Teilstrome und
{J den Gesamtstrom und berechnet die Leistung
® mach GL 70.
Fig. 41.

Die Messung hat aber den gleichen Nach-
teil wie die mit drei Voltmetern.

22. Korrektionsformeln fiir Leistungsmesser.

Die meist verwendeten Leistungsmesser beruhen auf dem elektro-
dynamischen Prinzip. Sie besitzen eine feste, vom Hauptstrom &
des zu messenden Kreises durchflossene ,Stromspule“, in deren
magnetischem Feld eine drehbare Spule schwingt, die den Zeiger
trigt, und die im Nebenschluf zu dem zu messenden Stromkreis
liegt. Der NebenschluBstrom i, héngt von der Spannung ab, und
das mittlere Drehmoment ist proportional dem Mittelwert M (i3).
Der Ausschlag o« ist dem Drehmoment proportional. Ist €' die Kon-
stante des Instruments, so ist Co =M (ii").

Der Hauptstrom sei um ¢ gegen die Spannung verzogert, der
Nebenschluistrom um ¢,, wobei ¢, = arctg wRL” ist.

L, ist die Induktivitdt, R, der Widerstand "der Spannungsspule.

Co=M (vi,)=JJ cos (p —q,) = L cos (p—@,)

J—__.__—
P
= J]T cos (¢ — @,) cos .

n




22. Korrektionsformeln fiir Leistungsmesser. 57

Die Leistung ist

N =PJcos ¢.
Daher wird N—CaR k4
"cos(q)——q)n)cos ®,
1 tg?
oder Ne—Cer, 1T®®_(m)

"14-tgetgp,

Damit der Ausschlag der Leistung genau proportional ist, mufl
tg @, verschwindend klein sein, dies wird durch groBe Vorschalt-
widerstinde R, erreicht.

Die gemessene Leistung bedarf einer weiteren Korrektur, je
nachdem die Spannungsspule an die Klemmen der Belastung oder
an die Klemmen der Stromquelle geschaltet ist (s. Fig. 42a und b).

Wird die dem Stromverbraucher zugefiihrte Leistung gemessen,

so ist bei der Schaltung Fig. 42a von der gemessenen Leistung
2 .
der Verlust in der Spannungsspule %— zu subtrahieren, und bei

Fig. 42b der Verlust in der Stromspul?e J?R,.

N

Fig. 42a. Fig. 42b.

Wird die Leistung des Generators gemessen, so sind die ent-
sprechenden Betrige zu addieren.

Die Genauigkeit erfordert, daB die Schaltung gew&hlt wird,
bei der die Korrektur am kleinsten ist.

Bei grofler Spannung und kleinem Strom ist die Korrektur fiir
die Stromspule meist kleiner und Schaltung Abb. 42b zu wihlen,
bei kleiner Spannung und grofem Strom ist die Korrektur fiir die

Spannungsspule meist kleiner und dann die Schaltung Abb. 42a
vorzuziehen.
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Unter zusammengesetzten Stromkreisen sollen solche verstanden
werden, die z. T. durch Reihenschaltung und z.T. durch Parallel-
schaltung entstehen. An Hand einiger Beispiele soll die Anwendung
der graphischen und symbolischen Methoden weiter geiibt werden.

23. Zwei parallelgeschaltete Scheinwiderstinde in Reihe mit
einem dritten.

In einem Stromkreis sind nach Fig. 43 zwei parallele Schein-

S z, widerstinde 2,2, mit einem dritten z, in
~TI0080T .

- Zo | Reihe geschaltet. Es soll untersucht
ALl s 1 werden, wann der resultierende Schein-
J L"_"jnz;f”' | widerstand bei Unterbrechung eines

Fig. 4. " Zweiges seinem Betrag nach unveréindert

bleibt.
Es seien in Fig. 44 2, =04 und z,=— OB unter ihren Phasen-
winkeln ¢ gegen irgendeine Anfangsrichtung aufgetragen.

'
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z, sei als Ohmscher Widerstand angenommen, als ¢, =0, so
ist die Richtung OA die Anfangsrichtung, und z,=OB eilt um

z==00C ist der nach Seite 51 ermittelte Scheinwiderstand der
Parallelschaltung von z, und z,. Soll nun die geometrische Summe
von z, und z ebenso grof sein wie die von z, und z,, so muf} der
Anfangspunkt M des Vektors MO =z, auf dem Mittellot in BC
liegen, denn dann ist MC = M B.

Es gibt also eine groBe Zahl von Scheinwiderstiden z,, bei
denen dies moglich ist, jeder hat einen anderen Phasenwinkel @, .
MO ist gegen die Ausgangslage um ¢, im Sinne der Verzigerung
gedreht, d. h z, enthilt Widerstand und Kapazitdt. Liegt M in M’
so daB z/ = M’0O in die Anfangsrichtung fillt, so ist z,” ein induk-
tionsfreier Widerstand; liegt endlich M in M”, so daB M" O gegen
die Ausgangslage im Sinne der Voreilung gedreht ist, so ist Wider-
stand und Induktivitit vorhanden.

Liegt das Lot auf BC parallel zur Ausgangsrichtung, so ist ein
Schnitt mit ihr nicht mehr méglich, z, kann also nur noch Wider-
stand und Kapazitit enthalten. Dies ist der Fall, wenn BC senk-
recht zur Ausgangsrichtung liegt, d. h. wenn z, cos ¢,=zcos ¢ oder
wenn R, gleich dem resultieronden Widerstand der Parallelschaltung
von z, und z, ist.

24. Die Wheatstonesche Briicke fiitr Wechselstrom.

Die Scheinwiderstinde der vier Briickenzweige in Fig. 45 seien
2y, %4, %3, 2, ihre Phasenwinkel ¢, ¢,, @5, @,. Damit das Galvano-
meter nicht ausschligt, muBl die Spannung zwischen den Punkten C

c und D Null sein, d. h. es muf} die Span-
Joog a?jj nung zwischen den Punkten 4 und C

Fig. 45. Fig. 46.

nach GroBe und Phase gleich der zwischen 4 und D, und ebenso die
Spannung zwischen ¢ und B gleich der zwischen D und B sein.
Dann ist aber auch J, =J, und J,=J,. In dem Vektordiagramm
Fig. 46 ist AB der Vektor der Klemmenspannung, cie besteht aus
den beiden Teilspannungen

AC=J,z,=J,z, CB=J,z,=1J,z,,
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und iiber diesen Spannungen sind die Spannungsdreiecke konstruiert
Durch Division der Spannungsgleichungen erhilt man unter Beriick-
sichtigung der Stromgleichungen

1 %

=== 00000 ... (72

Py (72)

Die Phasendifferenz zwischen den Stromen ist
E AF,—=E/F,

oder

P~ Qo=@ — @, . ... (73)

Die beiden Bedingungen, die erfiillt sein miissen, konnen: am
besten folgendermaflen geschrieben werden:

2,2y=224 . . . .. ... (712a)
Pt =@+, . . . . .. (13a)

Es miissen erstens die Produkte der Betrige gegeniiber-
liegender Scheinwiderstinde und zweitens die Summen ihrer Phasen-
winkel gleich sein.

Liegen an einem beliebigen Knotenpunkt zwei Ohmsche Wider-
stinde, ist also z. B. ¢, = @,==0, so miissen die Phasenwinkel der
beiden anderen Zweige gleich sein, d. h. g, =¢,. Liegen dagegen
in gegeniiberliegenden Zweigen der Briicke Ohmsche Widerstinde,
so sind die Phasenwinkel der beiden anderen auch gleich, sie haben
aber entgegengesetztes Vorzeichen, d. h. liegt in dem einen eine
Drosselspule, so muB in dem anderen ein Kondensator liegen.
Es ergibt sich also die Moglichkeit einerseits Induktivititen unter
sich, andrerseits eine Kapazitit mit einer Induktivitit in der Briicke
zu vergleichen.

Vergleich von Induktivititen. Es liegen in don Zweigen
1 und 2 die Widerstinde R, und R,. In 3 und 4 liegen

23 = Vﬁsg + (0 Ly)* =R, VT‘}‘ 2% g,
(N =\/R4‘3—i— (wL,)*=R, Vi +tgt e, .

Da nun @, = ¢, werden soll, wird Gl. 72a

RB.R=RE,R, . . ... ... (14a)
und ferner

tg @y =tg @,

wl, wlL,

R, R,
oder

L, R, R,

:L4:E:R; « & e s e s e . (74b)

Man gleicht daher zundchst mit Gleichstrom ab, so daB die
Bedingung 74a erfiillt ist; bei der Abgleichung mit Wechselstrom



24, Die Wheatstonesche Briicke fiir Wechselstrom. 61

wird dann die zweite Bedingung erfiillt. Diese gilt unabhiingig von
der Periodenzahl.

Vergleich von Induktivitit und Kapazitit. Hierbei liegen
in den gegeniiberliegenden Zweigen 1 und
4 Fig. 47 die Ohmschen Widerstinde R,
und E,, in 2 der Widerstand R, und die
Induktivitdt L, in 3 die Kapazitit C und
parallel dazu der Widerstand R,.

Der Leitwert des Zweiges 3 ist

Yy = ‘/G;)ﬁ—}- (w0)? und

b8 @y =— @ CE;. Fig 47.
Der entsprechende Scheinwiderstand ist
1 R, R
23

_—— = - _— 3 =y
Y5 V1 + (wO’RS)"" V1 —+tg® Ps
ferner o -
% =VR 4 (0L, =R,V1+tg’p,.
Aus Gl 72a wird daher

1--tg% p,
SRR e

oder, da dem absoluten Wert nach ¢, = ¢, sein soll,
R E=RE, ........ (753)
Da tg ¢, = — tg ¢,, wird ferner

wL
oder
L

c=PF.By=RR.. .. ... . (75b)

Nach Abgleichung der Widerstinde mit Gleichstrom wird erst
der Gl 75a geniigt, die Abgleichung mit Wechselstrom ergibt dann
die Erfiillung der Beziehung 75b. Diese ist auch wieder von der
Periodenzahl unabhingig.

Leistungsmessung mit der Briicke.

Zur Verlustmessungin Kondensatoren bei Hochspannung
ist die Wattmetermethode ungeeignet. Eine von der Phys. Techn.
Reichsanstalt verwendete Briickenschaltung!) zeigt Fig. 48. C, ist
der zu untersuchende Kondensator, dessen Verlustwiderstand R, mit

1) Semm, Archiv f. Elektrotechnik, Bd. IX, 1920, S. 30.
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C, in Reihe angenommen werde. C, ist ein verlustfreier (Luft-)
Kondensator von bekannter Kapazitit, R, und R, kapazitiits- und
induktionsfreie Widersténde, C, ein verdnderlicher geeichter Kon-
densator.

Da hier ¢,=0, @,= —90° ist, wird
Py py=—290°
und
cos @, = —sin ¢, — 8in ¢, = cos ¢, .
Daher
K R{/ A3 2 2, COS (p, R,
2,2 ==t = . = ’
s Yy — Y, smey wC,
Q—} 2 2 £,
2B w0y’
Cz& gomit
C
R —=R,—*.
Fig. 43. ! 2o,
Ebenso wird
z,  —z sing, 1 R,
—_— = = =Z;,23:’*‘ ~y
n Y4 CO8 @y wC, R, ) o G,
R
C,=C,=t.
! OH R3

Der Verlust i:t Nl=<&>-]{’1, worin P, die Spannung an C,
zl

und C, ist. Ist R, gegen den groBen Widerstand R, zu vernach-

lissigen, so ist angendhert P, gleich der Spannung der Briicke P. Da

BTN

cosgp, —sing,’

%

wird nach Einsetzen des Wertes von R,

By

leﬁ;ésine @ys
worin fiir kleine Winkel — sin ¢, &>~ —tg ¢, = R, w C, gesetzt werden
kann.

25. Erzeugung von 90° Phasenverschiebung zwischen Strom
und Spannung.

Fiir Mezwecke (Zéhler) ist es oft nétig, eine Phasenverschiebung
von genau 90° zwischen dem Strom einer Zahlerspule und der
Spannung zu erzeugen. Da eine Drosselspule stets einen gewissen
Ohmschen Widerstand hat, ist der Strom gegen die Spannung an
der Spule um weniger als 90° phasenverschoben, es sind daher be-
sondere Schaltungen erforderlich. von denen einige hier beschrieben
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werden sollen. (Eine ausfiihrliche Zusammenstellung s. Waltz,
ETZ 1905, 8. 230.)

Methode von Hummel (Fig. 49). Parallel zur Zihlerspule
mit dem Scheinwiderstand z, liegt ein Ohmscher Widerstand B, und
in Reihe mit beiden eine Drosselspule
z,. Es soll nun der Strom J, der
Zihlerspule gegen die ganze Klemmen-
spannung P um genau 90° verzigert
sein.

Fig. 50 zeigt das Vektordia-

gramm. Dem Strom J, eilt dio P =
.ﬁﬂ e
i, i
Ar Y
Fig. 49. Fig. 50.

Spannung J,z, um @,== arctg 911% vor, in Phase mit J, z, liegt der

)
Strom J, im Widerstand R,. Der Gesamtstrom J ist die Summe

oL,

aus J, und J,, ihm eilt um ¢,= arctg die Spannung J z, vor,

die mit J,z, zusammen die Klemmenspannﬁng P ergibt.

Die Beziehung zwischen den Scheinwiderstinden, damit P gegen
J, um 90° voreilt, ergibt sich wie folgt.

Es ist

ferner
(& [@3 [&3 R — X
$B='\5050+\559=-\50 60+T52 =J0b"
1

Das Verhiltnis zwischen P und J, ist also durch den Schein-
widerstand 3 ausgedriickt, in diesem mufl der Ohmsche Widerstand
Null sein. Es ist

(B, + By 4§ Xo) (By +7 Xy)
R, '

.3: Ro _}_on+
. R1 (R0+Re) + RnRe_XoXe_{’j [(R1+R0) X2+X0 (Rl + Re)]
= R .

1

Der reelle Teil wird Null, wenn

_ X,X,—R,R,

Rl Ra 4— Rz

(76)
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ist. Der Blindwiderstand ist
o (BAR)X, (R AR)X,

'Rl
Setzt man den Wert aus (76) fiir R, ein, so wird
Xo2z2 + X, 2,7 )
X=320—"220 oL (17
Xo Xy — By R, ( )

Methode von Gorges (Fig. 51). Hier liegen zwei Zihlerspulen,
deren Scheinwiderstand z, sei, in
zwei gegeniiberliegenden Zweigen
einer Briicke, in den beiden an-

z deren Zweigen gleichgroBfe Ohm-

MW sohe Widerstinde R,. Die Punkte
C und D der Briicke sind durch
den Ohmschen Widerstand R,
verbunden, und vor die Briicke

Fig. 51. ist eine Drosselspule z, geschaltet.

Aus der Symmetrie folgt, daB

die Strome und Spannungen der beiden Spulen z, unter sich und
ebenso die der beiden Widerstinde R, unter sich gleichgro und
in Phase sind. In dem Diagramm Fig. 52 bilden also die Spann-
nungen der vier Briickenzweige ein Parallelogramm ACBD, in

dem AC=DB=J,z, ist und gegen J, um <p0=arctg%lﬂ

0
voreilt, wihrend A D=CB=J, R, in Phase mit J, ist. DC ist

£

die Spannung zwischen den Punkten D und C der Briicke und
gleich J, B, in Phase mit dem Strom J,, der sich als geome-
trische Differenz von J, und J, ergibt. Die Spannung an der
ganzen Briicke ist die Summe aus J;z, und J; R, und gleich
AB, und der gesamte Strom J die geometrische Summe aus J, und
J;- An AB reiht sich nun die Spannung Jz, der Drosselspule, so
daB die Klemmenspannung P — AE dem Strom J, um 90°
voreilt.
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26. Die Schaltungen von Boucherot.

Von Boucherot wurden einige Schaltungen angegeben, die unter
dem Namen ,Kondensator-Transformatoren“ bekannt sind, und die
zur Transformierung einer konstanten Spannung in einen konstanten
Strom dienen. Hiermit soll in Anlagen mit in Reihe geschalteten
Bogen- oder Glihlampen die Unabhingigkeit des Stromes von der
Zahl der in Reihe geschalteten Lampen erreicht werden.

Bei der einen Schaltung ist parallel zu dem P

Lampenstromkreis, dessen Scheinwiderstand z, sei, PRedy SN
nach Fig. 53 ein Kondensator und vor das Ganze g e
eine Drosselspule geschaltet. Ist J, der Ladestrom ==
des Kondensators, so ist 5
L
[-

— i =S5 oder J,=7Sp3xC

I=J+ =" 1 +iwC%). Fig. 53.
Die Klemmenspannung ist
P=SotTIiIJwL=3,ls+iwL(l4jwl}s)

=3 [3(1 —@*LC)+jwL].
Macht man

1
wL——w—C—,
so wird J, unabhingig von z,
. B
X == g
o oL’

Diese Beziehung gilt offenbar nur, wenn der Kondensatorstrom-
kreis und die Drosselspule widerstandsfrei sind.

1 .
Setzt man cuL—_——wC———X , 80 ist der Gesamtstrom
w

3= (1+i%).
und nach Einsetzen des Wertes von $,
§ =5 60— X),
J— LVEFF(X,— X}
€ 0 'J!‘( 0o ) .

Ist der Belastungsstromkreis unterbrochen, d. h. B, und X, == co,
so wird J==o00, beim sekundiren KurzschluB dagegen, B,= X =0,
p
ird J==;.
wir e

Fraenckel, Wechselstrme. 2. Aufl. 5
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Bei einer zweiten Schaltung sind Kondensator und Drosselspule
der Abb. 53 miteinander vertauscht, die Beziehungen sind ganz
analog.

Eine weitere Schaltung ist die Briickenschaltung Fig. 54. Hior
sind wegen der Symmetrie die Strome und
Spannungen der beiden Kondensatoren wunter
sich, und die der beiden Drosselspulen unter
sich gleich. Es ist

1
Wird wieder a)L::——C—, gemacht, so ist
)

. . B
R C = e—] ——
So JPBow J ol
unabhingig von der Impedanz z,.
Der Gesamtstrom ist
3251—’—32:282_%0'
Setzt man wieder w L == —wl—a =X, so0 ist nach dem zweiten
Kirchhoffschen Gesetz fiir eine der Maschen ACD oder CBD
1 X+ Ft=—73HX=—7(F—J) X
. 3
232230(1 +7)%>

. B
=23, — =1 % =5 bo-

Auch hier wird der Primérstrom bei offenen sekundéren Klemmen
(2y=00) unendlich grof, dagegen wird er bei kurzgeschlossenen
sekunddren . Klemmen (z, =0) gleich Null.

Der praktischen Verwertbarkeit dieser Schaltungen fiir Stark-
stréme steht die hohe Scheinleistung der Drosselspulen und Konden-
satoren entgegen. So wird fir die erste Schaltung das Verhéltnis
der Scheinleistung des Kondensators zu der des Verbrauchstrom-
kreises

2 2
P, :’C:__(Jozoz w0=zow0,
Jo % Jo’ %
fiir die Drosselspule
J*oL oL

2, .
—_— =1 0 __9sing,.
Jolzy 2 + oL %o
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Das letzte Verhidltnis wird ein Minimum fiir w L=2z,, und ist
fiir g,=0 gleich 2, die Scheinleistung der Drosselspule wird zwei-
mal so grof wie die der Belastung, die des Kondensators ebenso
grof, zusammen gibt dies die dreifache Scheinleistung. Berechnet
man die kleinste Summe, so erhdlt man fiir die Drosselspule

1,5V 2 =2,121, fiir den Kondensator %1/_2_20,707,

zusammen die 2,828fache Scheinleistung.

27. Spannungsregelung einer Leitung durch Blindstrom.

Oft wird verlangt, daB die Spannung am Ende einer Leitung
unabhéngig von der Belastung konstant gehalten werde, wenn die
Spannung am Leitungsanfang konstant ist. Hierzu verwendet man
einen leerlaufenden Synchronmotor, der am Leitungsende an-
geschlossen ist. Er hat die Eigenschaft, je nach der Erregung seiner
Pole einen voreilenden oder nacheilenden Blindstrom aufzunehmen
dessen GroBe durch die Erregung einstellbar ist, die Einstellung
kann selbsttitig erfolgen. Der Wirkstrom, den er zur ;
Deckung seiner Leerlaufverluste aufnimmt, kann, weil
klein, im folgenden auBler Betracht bleiben (oder zum
Belastungsstrom der Leitung gerechnet werden).

In dem Vektordiagramm Fig. 55 ist der Be-
lastungsstrom J, am Ende der Leitung gegen die dort
herrschende Spannung P, um ¢, verzigert, der Blind-
strom des Synchronmotors J, um 90° voreilend, die
Summe ist der Leitungsstrom J,, dem der Spannungs-
abfall J, z in der Leitung entspricht. Die Summe von P, und J, z ist
die Spannung P, am Leitungsanfang. Die Spannungsgleichung ist
somit

Fig. 55.

B+ (R +J)s=1%,

und durch Division durch j die. Stromgleichung
B

Brg s,
B
3
L2} der KurzschluBstrom fiir ;.
3

ist der KurzschluBstrom der Leitung bei der Spannung §,, ebenso

Tragt man in Fig. 56 %:OE um @, verzbgert gegen P, auf,

hieran 4 B=3, unter ¢, gegen B, und J, = B(C um 90° gegen B,
%
3

voreilend, so ist OC = Soll B, und %—1 konstant sein, so muf}

bei Verinderung von §, &, sich so dndern, daB sein Endpunkt C
5%
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auf dem Kreis mit dem Radius % liegt. Es gibt eine Grenzbe-

lastung, bei deren Uberschreitung die gewiinschte sekundire Spannung
nicht mehr erreicht wird. Die Grenze ist durch den Schnitt des
Kreises mit der Ordinatenachse (P,) gegeben. Es mufBl somit die
Bedingung erfiillt sein:

P
%coswk—f—chos%é?‘

P, J,zcosq,
— —= .o e ... (78
Pg > Po + cos (pk ( )

2

Die GroBe des Stromes J berechnet sich aus
J,—BC—0F —0G

2

P / * [P
:-z—“-i sin @, - J, sin g, — V (i) — (—zgcos @, -+ J, cos (p2> . (79)

z
2 ~C_ b 8 Im Grenzfall wird der Ausdruck unter
Nt / | dem Wurzelzeichen Null.

Bei unbelastetem Netz miiite J, negativ
(nacheilend) und gleich AD sein, seine GroBe
B | . folgt aus Gl 79 fir J,=0. '
z | 5 Um den Synchronmotor gut auszu-

& £_ nutzen, wird man die Verhaltnisse so wih-
len, da der groBte nacheilende Strom (bei
Leerlauf) ebenso grof ist wie der gréfite vor-
eilende Strom (bei Vollast). Dieser Fall berechnet sich wie folgt.
Es ist bei Vollast

P)\* (P 2 .y , \?
<~_1) — <?2 cos (pk+ J, cos (p;_,) -+ (2‘ S @, +J3 SIn @, —Jo)

2

A A NO
z

Fig. 56.

und bei Leerlauf

2 \2 2
B —Eownr) + Branrto)

z

Setzt man die rechten Seiten einander gleich, so wird

6_J0__cos(<pk—%)+%c e .. (8VY)

_Jq " 2sin @, 8in @,

worin zur Abkiirzung {=1J,2,: P, gesetzt ist.

Das Verhdltnis 6 der Stréme, das auch das Verhiltnis der
Scheinleistungen des Synchronmetors und der Belastung ist, hingt
in erster Linie von ¢, und ¢, und uur zum kleineren Teil von ¢ ab.

Das Verhiltnis der priméren zur sekundéren Spannung berechnet
sich nun

P,=P,V1-+2(d8sinp,+(C8)? . . . . (80a)
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28. Berechnung von Stromverteilungen durch Superposition.

Die Berechnung der Stromverteilung in Netzen mit Maschen
und Knotenpunkten erfordert die Aufstellung eines Systems von so
vielen linearen Gleichungen wie resultierende Scheinwiderstinde
zwischen je zwei Knotenpunkten vorhanden sind. Andert sich die
Belastung eines Zweiges, so dndern sich im allgemeinen die Stréme
aller Zweige und der Gesamtstrom; die Rechnung wird dabei lang
und uniibersichtlich. Da die Gleichungen linear sind, liBt sich die
Berechnung durch Anwendung des Superpositionsprinzips oft
wesentlich vereinfachen. Dies sei an einem einfachen Beispiel er-
lautert.

Berechnung einer Briickenschaltung, Fig. 57. Sind die
fiinf Scheinwiderstinde z, bis z; untereinander
verschieden, so waren zur Ermittlung aller
Zweigstrome schon fiinf Gleichungen, etwa zwei
Maschen und drei Knotenpunktsgleichungen
aufzustellen. Dies vereinfacht sich mittels der
Superposition wie folgt. Zunichst werde fiir
den Strom und die Spannung jedes Zweiges
eine Richtung als positiv,angenommen, wie in
Fig. 57 durch Pfeile angedeutet, sie ist willkiirlich, ist aber fiir alle
Rechnungen beizubehalten.

Die wirkliche Stromverteilung werde aus zwei anderen zu-
sammengesetzt.

1. Die Querverbindung CD sei unterbrochen, also J, =0.
2. Der noch unbekannte Strom J; werde iiber die Klemmen D
und C von auBlen in die Briicke ein- bzw. fortgeleitet.

Damit die Superposition den wirklichen Zustand ergibt, muf
die geometrische Summe der in beiden Féllen vorhandenen Span-
nungen an den Hauptklemmen A B die Netzspannung P ergeben
und an D die Spannung P,=J,z,. Besteht im ersten Fall an
AB die Netzspannung P, so mul} im zweiten Fall dort die Spannung
Null sein, d. h. diese Punkte sind fiir den zweiten Fall als wider-
standslos verbunden anzusehen.

Damit ergeben sich zwei einfach zu berechnende Schaltungen.
An den Klemmen CD erhdlt man zundchst im ersten Fall eine
Spannung P,/. Im zweiten ist eine Spannung P,” zuzufiihren. Diese
ist, wenn der Scheinwiderstand der iiber AB kurzgeschlossenen
Briicke in bezug auf C.D kurz mit z, bezeichnet wird,

— B =Sk - - - - - . . . (81)
wobei das negative Zeichen daher riihrt, dafl P.,"” als &uBlere Span-
nung von D nach C gerichtet ist, wenn J, bei D in die Briicke ein-
und bei C fortgeleitet wird.
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Resultierend wird somit
535,”}" S’le’ =P, =%
oder nach Einsetzen des Wertes aus Gl. 81

By =S G+ah - - - .. . (82

woraus hervorgeht: Man erhilt den' Strom J,, wenn man die bei
offenem Zweig O D dort bestehende Spannung P,’ in diesem Zweig
bei kurzgeschlossenen Hauptklemmen wirken 1iBt.

Es berechnet sich nun zundchst P,’ bei offenen Klemmen CD

Y
B, =P { — ... . . (83
33*54 al-HJ (83)
ferner
1 32 b3 34
= 84)
it sk (84
und nach Gl 82
B
G == — . (82a
bt (82)
Die Teilstrome G, bis 34 und der Gesamtstrom & sind
J=—7T-+3
! 31 + 32 ° b1 + Bo
S —_ _ﬂi__ . C" 51 01

BT % &+&

(o3

I SN
: 33+34 583+54

S, _
* 33+84+ 33+64

33=32+34=M&—1$§+—$—}

SJQ%Z_a+h} +0—: - ()

Wie die letzte Gleichung zeigt, ist J die geometrische Summe
aus dem bei offenen Klemmen CD bestehenden Strom J' und
dem mit dem (komplexen) Verhiltnis R,":$® multiplizierten Strom
Q5. Es ergibt sich somit.die Regel zur Berechnung der Anderung
des Gesamtstromes, wenn der zuvor offene Zweig eingeschaltet
wird: Die Anderung des Gesamtstromes ergibt sich durch Multi-
plikation des Stromes des hinzugeschalteten Zweiges mit dem Ver-
héltnis der Spannung an den offenen Klemmen zur Netzspannung.

Anderung der Belastung. Die Leistungsgleichung erhalt
man durch Multiplikation der Stromgleichung mit der Netzspannung
P, wobei nach der Regel Kap. III S. 34 die Leistung als der reelle

R

CQ

3281
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Teil des Produktes aus dem Vektor der Spannung und dem zum
Strom konjugierten Vektor erhalten wird.

. B."\E
otk =(337%+ 85 %))
L B/ Je
Der erste Ausdruck rechts ist die Leistung bei offenen Klemmen,
der zweite der Leistungszuwachs. Dieser ist im allgemeinen ver-
schieden von dem Wert [8,"3,%];. Ist ndmlich P/ gegen P um

einen Winkel y phasenverschoben, J, gegen P, um ¢.’ somit gegen
’
5

P um ¢,/ 4y, so ist G % um y gegen §; und um @42y gegen
P phasenverschoben und der Leistungszuwachs wird P,'J, cos (¢, -+ 27).
Dem Produkt [, S,*]: entspricht hingegen eine Leistung P,’J cos ¢
Die beiden Ausdriicke werden in folgenden Fiéllen gleich:

1. Wenn alle Phasenwinkel Null, d. h. alle z Wirkwidersténde sind.

Hier gilt die Leistungssuperposition, wobei der Belastungs-
zuwachs gleich ist dem Produkt aus dem Strom des hinzugeschalteten
Zweigs und der Spannung an den offenen Klemmen. Sie trifft bei
Gleichstrom stets zu.

2. Wenn y =0 oder 180° ist, d. h. wenn P’ mit P gleichphasig ist.
In unserem Fall trifft dies zu fiir

22y =22, und @, — @ =@, — @z.
Ist dabei 2z, < z,, 2, < 2, 80 ist y==0, im andern Fall 180°.
3. Ist ¢ =90° so ist der Leistungszuwachs nur Null, wenn

gleichzeitig y == 90° oder Null ist.
In allen anderen Fillen ist der Leitungszuwachs

P.'J, (cos @, cos 2y — sin g, sin 2y).
Eine Verallgemeinerung dieser Beziehungen ist in Kap. XII ab-
geleitet.
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29. Darstellung durch Fouriersche Reihen.

Die in der Technik verwendeten Wechselstréme weichen im
allgemeinen mehr oder weniger von der Sinusform ab. Wir er-
weitern daher unsere Betrachtung auf periodische Stréme, deren zeit-
licher Verlauf eine beliebige Kurvenform hat.

Die rechnerische Behandlung solcher Strome beruht auf der
Reihenentwicklung nach Fourier.

Danach kann eine beliebige einfach periodische Funktion dar-
gestellt werden durch eine Reihe von Sinusfunktionen, deren Peri-
odenzahlen sich wie ganze Zahlen verhalten; die Zahl der Glieder
der Reihe kann endlich oder unendlich groBl sein.

Dies bedeutet, daB man sich einen beliebigen periodischen Strom
zusammengesetzt denken kann aus einer sinusférmigen Grund-
welle von derselben Frequenz wie der periodische Strom, und einer
endlichen oder unendlichen Zahl von dariiber gelagerten sinus-
formigen Oberwellen, deren Frequenzen 2, 3, 4, ... mal so grof3
sind wie die der Grundwelle.

Aus diesem Grunde nennt man Wechselstréme von beliebiger
Kurvenform mehrwellige Wechselstrome.

Die Gleichung einer Oberwelle ist

te=1lumsin(xwtt+v,) . . . . . . (86)
Hierin ist » eine beliebige ganze Zahl, w die Kreisfrequenz der

Grundwelle, xw die Kreisfrequenz der betrachteten Oberwelle von
der Ordnung x, t,, ihre Amplitude und v, ihr Phasenwinkel.
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Die Gleichung der aus unendlich vielen Wellen zusammen-
gesetzten periodischen Stromwelle ist daher

x=00 =

t=Si,=Stmsin(xott+y,), . . . . (87)

2=0 #=0

worin fiir » der Reihe nach alle ganzen Zahlen von 0 bis co einzu-
setzen sind. Dies ist die allgemeinste Form einer Fourierschen Reihe.

Entwickelt man in GI. 86

T SID (2 08 - ) = 1, , COB P, 8N % WE —— 7, 8IN 1, COB %
und setzt

Tum COS W, =@, T,psiny,==b, . . . . (88)
so wird
i,=a,sinxwt-}b,cosxwt . . . . . (86a)

Hier ist jede Oberwelle in zwei um eine Viertelperiode gegen-
einander phasenverschobene Wellen von gleicher Frequenz mit den
Amplituden a, und b, zerlegt. Es ist

ixm=1/af+bx—“’, tg'l,Uy::Z—x e e e (89)

®

Fiir x =0 ergibt Gl. 86a

©U=b0’

also einen Gleichstrom, alle anderen Werte von x ergeben dagegen
Wechselstréme.

Hiermit kann die Gleichung eines beliebig periodischen Stromes
geschrieben werden

i:ia,,sinxwt»{—bo—{-gb,,cosxwt . . . (87b)
x=1 x=1

Ein mehrwelliger Strom kann also aus einem Gleichstrom und
einer Reihe von Sinusstromen verschiedener Frequenzen zusammen-
gesetzt sein.

Die Moglichkeit des Vorhandenseins eines Gleichstromes fiihrt
uns dazu, von den periodischen Strémen noch die reinen Wechsel-
strome zu unterscheiden.

Bei einem einwelligen Strom ist nach Kap. I der Mittelwert
wihrend einer ganzen Periode gleich Null, d. h. es wird in einer
halben Periode durch den Leiter eine ebenso groBe Elektrizititsmenge
in der einen Richtung bewegt wie wihrend der folgenden Halb-
periode in der anderen Richtung. Da alle Oberwellen wieder Sinus-
form haben, gilt dies auch fiir sie.

Fiir einen periodischen Strom, der aus einer Grundwelle und
einer Anzahl Oberwellen besteht, ist daher das Integral

T
g— [ddt
0
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fir eine ganze Periode gleich Null. Die von der Stromkurve mit
der Abszissenachse gebildeten positiven und negativen Flidchenstiicke
sind gleichgroB (s. Fig. 59 bis 61). Einen solchen Strom bezeichnet
man als reinen Wechselstrom.

Sind dagegen die positiven und negativen Flichenstiicke nicht
gleichgroB}, wie in Fig. 58, so bedeutet dies, daB die in einer
Richtung bewegte Elektrizititsmenge grofler ist als die in der
anderen. Dies wird durch das Vor-
handensein eines Gleichstromes in der
Stromwelle bedingt. Er ist in der
Gl. 87b durch das Glied b, darge-
stellt, und die in einer Periode be-
wegte Klektrizitdtsmenge ist g, = b, 7.
Verschiebt man in Fig, 58 die Ab-
szissenachse X — X parallel zu sich
gelbst, bis die von der neuen Achse
X'— X’ und der Stromkurve be-
grenzten positiven und negativen Flachenstiicke gleichgroBl sind, so
ist der Abstand der neuen Achse von der alten gleich b,.

Das Fehlen dieses Gliedes kennzeichnet einen reinen Wechselstrom,

Die durch Induktion in rotierenden Maschinen und in Trans-
formatoren erzeugten Wechselstréme sind reine Wechselstréme. Denn
der Induktionsflul ¥ durch eine Spule ist . eine periodische Funktion
der Zeit, er ist zur Zeit (¢} 7T') ebenso groB wie zur Zeit ¢.

Die in einer Windung induzierte EMK ist

avr
— =

T
daher —fedt: Tuu*—* T\o)zo.
0

=

30. Ermittlung der Amplituden der Fourierschen Reihe.

Es roll nun gezeigt werden, wie fiir eine beliebige periodische
Funktion die Koeffizienten a,, b, und b, der Reihe Gl. 87b ermittelt
werden konnen, wenn das graphische Bild der Funktion gegeben ist.

Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Abszissen mit x anstatt mit
wt, die Ordinaten mit y. Die Liange der Welle auf der Abszissen-
achse ist dann 2x. Bezeichnet nun x» die besondere Welle, deren
Koeffizienten gesucht sind, und 1 die beliebigen Werte von », so
multipliziere man alle Ordinaten ¥ mit dem zugehdrigen sinxz und
bilde den Mittelwert iiber eine Periode. Dieser ist

2n

1 .
—f_usmxxdx.
2n

0
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Da hierin
= A=

[
y=3asin iz by} Sb;cos iz,
A=1 A=1

erhdlt man eine Reihe von Produkten von den drei Formen:
27

1 . .
1, ——J‘al sinlzxsinxxdx
2n

V]
27

1
2. E‘[Jbo sinxxdx

0
27

1 .
3. ——J'b,l coslzsinxzxdzx.
2x

0

Von diesen Integralen werden alle Null, bis auf jenes der ersten
Form, bei dem A=2x ist. Dieses wird

2n
a
= | a,sin®xeds—22.
55, | -l xade 5
0
Es ist daher
27
1 .
a,=— |ysinxxdx I 10!
7

0
Multipliziert man zweitens alle Ordinaten y mit cosxx und
bildet den Mittelwert iiber eine ganze Periode, so wird ganz analog

27

blefycosxxdx Ce oo e . (91

T

0

Endlich ist der Mittelwert der Ordinaten y wihrend der ganzen
Periode
27

1
bo=2nfydx e e e . (92)

0

31. Besondere Kurvenformen.

1. Bei den meisten in der Technik vorkommenden Wechsel-
strémen ist die negative Halbwelle das Spiegelbild der positiven
Halbwelle in bezug auf die Abszissenachse. Es sind also jeweils zwei
Momentanwerte im Abstande einer halben Periode entgegengesetzt
gleich (s. Fig. 59) d. h.

Yorn=—Y, « « - - . « « . (93)
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Bei einer solchen Kurve fillt das Glied b, fort, die Ordinate y,
die zur Abszisse x gehort, hat nach Gl 87a den Wert
y,=a,sinxz 4 Ib, cosxz,
und zur Abszisse x - 7z gehort die Ordinate
Yot n) = 2 &, 8in % (x + 7) 4 2 b, cos % (x +- 7).
Es ist
sinx (¢ )= sin (xx 4% 7)=(—1)" sinx
cos % (z + 7)) =cos (xx + x ) =(—1)"cosx x.

Die Bedingung 93 wird also_nur er-
fullt, wenn » eine ungerade Zahl ist, und
es folgt:

Eine periodische Kurve, deren
negative Halbwelle das Spiegelbild
der positiven in bezug auf die Ab-
szissenachse ist, enthdlt nur unge-
radzahlige Oberwellen. ‘

Berechnet man fiir eine solche
Kurve die Koeffizienten a, und b, nach
Fig. 59. Gl 90 und 91, so ist bei Bildung der

Produkte

Y+ Sinx (x4 n)=y, sinxz,
Y+ CO8x% (x| 7m) =y, cosxx.

Hieraus folgt, daB die Integrale fiir die positiven und nega-
tiven Halbwellen denselben Wert haben. Man braucht daher das
Integral nur iiber eine halbe Periode zu erstrecken und erhélt

2 T
ax=—fysinxxdx .o o . . . (90a)
7
v

E( 4

bnzg—fycos;zxdx ce e oL (919)
n

0
2. Ist einé Kurve in bezug auf den Ursprung symmetrisch
(s. Fig. 60), so ist

Y= —Y,
und Yo=Yy - - « « « « . . (94)
Da
Yorn—z)=Za,sinx(2nx—z)+ Xb,cos (27w — )
und sink(2x—a)=sin(2ax —xx)=—sinxz

cosx(2n—zx)=cos(2mx —xx)=- cosxx,

folgt, daBl die Bedingung 94 nur von den Sinusgliedern erfiillt
wird, alle Kosinusglieder fallen fort.
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3. Ist bei einer Kurve einerseits die negative Halbwelle das
Spiegelbild der positiven in bezug auf die Abszissenachse und ist
sie andrerseits in bezug auf den Ursprung symmetrisch (s. Fig. 61),
so erhilt sie nach vorstehendem nur ungeradeSinusglieder. Hier ist

Ya—z) =Yy
Fiir ungerade Werte von x, die hier nur in Frage kommen, ist

sinx (x — ) =sinx x,
und daher

Y—m SN % (7 — )=y, Sinxz.

Fig. 60. Fig. 61.

Hieraus folgt, daBl das Integral Gl. 90a in den beiden Halften
der Halbwelle von O bis #/2 und von /2 bis = den gleichen Wert
hat. Man braucht also nur von 0 bis z/2 zu integrieren und erhilt

7T
2

a,,:%fysinnxdz . .« . . . (90Db)

0

Beispiele. 1. Die rechteckige Stromkurve (Fig. 62), die durch
Kommutierung eines Gleichstromes erhalten wird, entspricht dem
dritten der soeben besprochenen Fille. Sie hat daher nur ungerade
Sinusglieder und es kann Gl 90b verwendet werden.

Fig. 62. Fig. 63.

Die Ordinate y hat den konstanten Wert J, daher ist

47

T X

Q|

ax=

T
2
. 4J
Jsinxxdr=—-—cosxzx
T %
0

z=0
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Durch Einsetzen der ungeraden Zahlen fiir x erhilt man so-
mit die Gleichung der rechteckigen Stromkurve

1 1
y:%J(Sinx—i—gsinwc»—!—--gsin5x—}—...>. . (95)

Die Amplituden der Oberwellen sind ihrer Periodenzahl um-
gekehrt proportional.

2. Die Trapezkurve (Fig. 63). Sie ist von Wichtigkeit fiir die
Feldform von Wechselstrommaschinen. Auch hier kann Gl 90b
verwendet werden. Hier ist

x .
y=dJ— von x=0 bis x=¢
«

y=J von x=a bis x=%

Daher

T
o 2

a, = EJJ sinxzx dx =iJ (ljx sinxxdx —]—fsinxzdx).
E.4 no\«a
0 0 a

Das erste Integral ist

o

£
2

1 ) 1 (sinxa 2xcosxa]®™°
—xsmnzdw:—L 3
P «

0

x ¥4 z=0

sinxe cosxa
== —_— ’

G)
ax” V4

das zweite Integral ist

T
2
. cosx
sinxrde =—=———.
*
o

Daher wird

sin x ¢,

x:
7ok

und durch Einsetzen der ungeraden Zahlen fiir » erhilt man die
Gleichung der Trapezkurve

4. 1. . 1 . ]
=2 = — 6
y na[smasmx—]——gsm3asm3x+25s1n5asm5x—-}— (96)

Besondere Fille des Trapezes.

a) Fir das Dreieck ist ¢ =nx/2 und sinxa==+41, wobei das
—-- oder —-Zeichen gilt, je nachdem x=4n-1 ist, worin » eine
ganze Zahl oder 0 bedeutet. Daher ist

y=n—§J [sinx—%sm3x—{—§];5sin5x—...} .. (97

sin x o

b) Fiir das Rechteck ist ¢=0. Der Grenzwert néhert
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sich fir ¢=0 dem Wert 1, daher ist, wie schon zuvor gefunden,
a,— 27 (5. GL 95).
7T

c) Ist xe=un oder ein Vielfaches davon, so wird sinxe=0.

Die Oberwelle der Ordnung » =/« und die Vielfachen fallen fort.
Da nun nach Gl 96 bei dem Trapez die Amplituden der Ober-
wellen umgekehrt proportional dem Quadrat ihrer Periodenzahl sind,
ist néchst der Grundwelle die dritte Oberwelle am groiten. Das Trapez
nahert sich also am meisten der Sinusform, wenn die dritte Ober-
welle fortfdllt, hierzu mufl somit ¢==/3 sein. In dieser Kurve sind
dann nur noch Oberwellen der Ordnung x = (67 + 1) enthalten, und da

1
sinnoc:sin(anl)—g:ié-V:%,
wird fir das Trapez mit o¢=u/3
3 1 1
y=6xg—3J(sinx~—§gsin5x+Z§sin7x—...>.

Diese Betrachtung gibt den Grund an, weshalb zur Erzielung
einer moglichst sinusférmigen Feldverteilung

bei vielen Wechselstrommaschinen nur %/, des
Polbogens bewickelt werden. J
3. Die Kurve des kommutierten Sinus- ' _

. . . . g T 2%
stromes (Fig. 64). Bei dieser Kurve ist Fig. 64.

Y(—2) =Y (+2)>
woraus folgt, daB hier nur die Kosinusglieder vorhanden sind; auBler-
dem enthilt sie einen Gleichstrom.

Setzen wir in Gl 91
2

1
b, =—
njy cosx rdx

0
y=Jsinx von =20 bis x=u=n

und —=—Jsinx von x=un bis x=2n,
J z 27
so ist b,,:-[ sinxcosxxdx——fsinxcosxxdx]
7
(] -
T ([ .
=5z [sin (x + 1)z —sin(x — 1) ] dx
)
27
J [ .
'y [sin(x 4 1)x —sin (x — 1) z]dx
7

_J [1 — (=1 11— (=~ .
(¢ +4-1) (x—1)
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Dieser Ausdruck wird Null, wenn » ungerade ist; es bleiben
nur die geradzahligen Oberwellen. Ist x» gerade, so wird
b ___?;’[;__1__] Y
k1 o x—1] T ax*—1)
Nach Gl 92 wird ferner

T

bozifsinxdx:gi.
T

JT
0

Daher die Gleichung des kommutierten Sinusstromes

2J[ 2cos2x 2cosdx 2cosbzx }
= \l— s " 33 — 57 . (98)

Y

7T

32. Arithmetische Analyse.

Die technisch vorkommenden Wechselstromkurven lassen sich
nicht in so einfacher Weise in ihre Teilwellen zerlegen, wie die
behandelten Beispiele. Um eine mehrwellige Stromkurve zu analy-
sieren, verwendet man ein angendhertes Verfahren, indem man die
Integration ersetzt durch eine Summation einer endlichen Zahl von
Ordinaten, die in einem endlichen Abstand voneinander liegen.

Die dadurch erhaltene Annéherung an die wirkliche Fouriersche
Reihe wird im allgemeinen um so groBer, je mehr Ordinaten ver-
wendet werden. Da die Verwendung einer groflen Anzahl von
Punkten aber sehr umstdndlich ist, beschrinkt man sich auf kleinere
Zahlen, und es soll zuerst untersucht werden, in welcher Weise die
Zahl der Ordinaten das Verhiltnis der aus der Rechnung erhaltenen
Amplituden zu den wirklichen bestimmt. Dies 148t sich leicht er-
mitteln, wenn man, wie es gewdhnlich der Fall ist, die Ordinaten
in gleichem Abstand voneinander wahlt?').

Teilt man vom Koordinatenanfangspunkt an die ganze Periode
(27) in n gleiche Teile, zu denen die Ordinaten y,, ¥,, ...,y, im
Abstande -2—7? gehoren, wobei die Ordinate y zur Abszisse a:—_—vz?n

gehort, so treten an die Stelle der Integrale Gl 90 und 91
27 2m

1. 1
ax=—J‘ysmxxdx, bszfycosxxdx
7 7

1 0

zwei Summen von je » Gliedern, deren jedes aus dem Produkt
der Ordinate y und dem zugehdrigen sinxx bzw. cosxz besteht;

dem Abstande dx entspricht die Strecke 2—;—1 Die Grenzen sind

1) S. A. Schleiermacher, ETZ 1910, Heft 49.
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2
x:—n]—z— und x=27n. Bezeichnen wir die mit n Teilpunkten er-
mittelten Koeffizienten mit @, bzw. b, , zum Unterschied von
den Koeffizienten @, und b, der wirklichen Reihe, so ist

x=2m

ax(n):%%:ySin%x e e (99)
r=r
r=2rx
b,,(n)———-?—Zycosxx .o v o . (100
POEL
n

Bezeichnet nun wieder » die Oberwelle, deren Amplitude ge-
sucht ist, 1 die beliebigen Werte x, so ist die Gleichung der Kurve,
s. Gl 87b,

y:imsinlx—{—-ﬁblcoslw ... .. (101)
1 T

wobei b, fortgelassen, d. h. ein reiner Wechselstrom zugrunde ge-
legt ist.

Setzt man diesen Wert von y in GIl. 99 und 100 ein, so erhilt
man fiir jeden Wert von 1 in jeder der beiden Gleichungen zwei
Reihen von je n Gliedern, die in Gl 99 Produkte der Form ent-
halten

und in Gl 100

sin Azsin xx, cosix sinxx
. (102)

sin iz cosxx, cosixcosxx
Diese konnen der Reihe nach ersetzt werden durch
3cos(l—x)x—Scos (1)
—3sin (A—x)x -+ 3sin (A4x)z

3sin(A—x)x+1sin (A4
3008 (A— x)x -3 cos (A4 x)x.

Fiir jeden Wert von 1 enthilt nun jede der Gl. 99 und 100 vier
Reihen von je n Gliedern der zuletztgenannten Formen. Diese Glieder
stellen » Ordinaten einer Sinuskurve dar, die in gleichem Abstand
voneinander auf (1+x) ganze Sinuswellen verteilt liegen. Ihre
Summe ist fiir die Sinusfunktion stets Null, fiir die Kosinusfunktionen
wird sie im allgemeinen Null, auBer bei gewissen Werten von (1 + x).
Ist namlich (1+x%)=0, so wird

cos(At+x)x=cos0=1,
Ist ferner (1-4-x) ein Vielfaches (2) der Teilungszahl n, so ist, da
2n

Xr=y—
n

und

b

2n
cos (At x)x=coszny — =cosvz2m.
- n

Fraenckel, Wechselstrome, 2. Autl. 6
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Da hierin » und z ganze Zahlen sind, hat jedes Kosinusglied
den Wert 1.

Fir (1+x%)=0, n, 2n, 3n usf. wird also jedes Kosinusglied 1,
und die mit } multiplizierte Summe der n Glieder ist n/2.

Hiermit erhélt man die Amplituden a,(, und b, nach GL 99
und 100

2 .
e () =;27y SINXT = — 8y Qn o — Can Vg — ...
(103)

b,,(n)=2-2ycosxx=b,—{—bn_,,—{—bn_|_,,+b2,,_,,—}»bgn+,,‘—‘}—...
(104)

Man sieht, daBl jede bei der Analyse erhaltene Amplitude
Oberwellen enthélt, deren Ordnung um so hoher ist, je groBer die
Zahl der Teilpunkte n ist.

Bestimmt man z. B. die Grundwelle mit n=18 Teilpunkten,
so sind in dem Resultat auch noch die 17. und 19, die 37. und
35. usf. Oberwelle enthalten. -Die Bestimmung der 7. Oberwelle ent-
hilt auch die 11. und 25. usw.

Bei symmetrischen Kurven, die nach S. 76 nur ungerade Ober-
wellen enthalten, geniigt die Summation iiber eine Halbwelle. Ist
jetzt » die Zahl der Teilpunkte der Halbwelle, so ist

rT=m

2
QR(n):;ZySion N CLEY)
rT=x
2
bn(n)Z?—iZycoszx. . - . . . (100a)
e?

Jede Summe hat »n Glieder. Fir y ist wieder der Wert Gl. 101
einzusetzen. (1+x) sind jetzt stets gerade Zahlen. Die Sinus-
reihen fallen wieder fort. Die Kosinusreihen haben jetzt, abgesehen
vom Vorzeichen, die Form

—;—[cos(lix)%+...+cos(1__1_n)n}.

Diese Reihe ist Null, auller wenn
A :
i}”:o, n, 2n, 3n, ...
ist. In diesen Fillen ist die Summe wieder g, so daB nun

a#(n)=an_‘a2n-—-n+a2n+x_a4n—n+a4n+,¢‘_.-.+ (103&)
by =be+ban—"dbanpntban—n—tbinin+ ...+ (104a)
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Ausfithrung der Analyse.

Wir betrachten den fiir die Technik wichtigsten Fall, daB nur
ungerade harmonische vorhanden sind. 7 sei wieder die Zahl der
Teilpunkte der Halbwelle. In den Summen, die nach Gl. 99a und 100a
zu verwenden sind,

T 4
2 o . 2
an=%2ys1nxx, b,¢=1—@ Eycosm:
i ks
n n

n

lassen sich nach Runge') jeweils zwei Glieder zusammenfassen.
Solche Glieder liegen in gleichem Abstand von der Mitte der Halb-

Welle< = i;) Hat der eine die Abszisse x:v%, so ist die des

zweiten (n—v)g, die Summe der Abszissen ist also gleich der
Halbwelle. Nun ist

. L 7 . 7
sinx(n—»)==sinx|n—y=)=sinxr—,
n n n
JT 4 T
cosx(n—v) —==cosx|m —v—|=—cosxy—.
n n n

Die Ordinaten solcher Punkte sind also mit den gleichen Sinus
und mit den entgegengesetzt gleichen Kosinus zu multiplizieren.

Bei der Multiplikation mit sinxz hat man daher die Summe,
bei der Multiplikation mit cosxx die Differenz der beiden Ordinaten
zu nehmen.

Man faltet nun zweckmiBig die Reihe der Ordinaten in zwei,
so dafl die mit demselben Faktor zu multiplizierenden Ordinaten
iibereinanderstehen, wie in dem nachstehenden Schema fiir n = 12 Teil-
punkte und den Abstand n/n =15° angegeben ist. Man merkt sich
dieses Schema am einfachsten dadurch, daB die Summe der Indizes
der iibereinanderstehenden Ordinaten die Zahl n (hier 12) ergibt.
Das mittlere und das nte Glied bleiben fiir sich. Dann bildet man
die Summen s und die Differenzen d.

Y. Y% Ys Y Y5 Y

Y3 Yu Yo Y9 Y Y
Summen: s, 8, 8 &
Differenzen: d d, d, d,

4

ufl;
3
3

&

=

(}
Hierin ist
81:?/1—][_3/11’ d1:y5_y7

8¢ = Yo dg=—"Y,,-

1) ETZ 1905, S. 247.
61
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Es wird nun

@, = g[8, 8in 152 -5, 8in 80x | ... s, sin THx | s, sin 90 ]

b,=§[dg -+ d;co816% +d, cos30x + ... 4 d, cos THx].

Da die ungeraden Vielfachen der hier vorkommenden Winkel
bis auf das Vorzeichen stets wieder dieselben Winkelfunktionen er-
geben, hat man somit nur 5 Faktoren und den Faktor 1. Bei ge-
wissen Oberwellen, ndmlich wenn 3 durch 3 teilbar ist, kommen
nur die Faktoren 0,7071 und 1 vor.

In der nachstehenden Tabelle sind in der ersten Vertikalreihe
die Winkelfunktionen angegeben, in den folgenden die mit ihnen
zu multiplizierenden Ordinatensummen unter Beriicksichtigung des
Vorzeichens, und zwar beziehen sich die 6 Vertikalreihen der Reihe
nach auf die Amplituden a, bis a,,. Man multipliziert also nach-
einander die in einer Vertikalreihe stehenden Summen s mit den
neben ihnen stehenden Faktoren, die Summe dieser Produkte ist
dann das sechsfache der Amplitude a,. Zur Ermittlung der Ampli-
tuden b, sind in dem Schema an Stelle der Summen s die Diffe-
renzen d zu setzen, wobei sich das Vorzeichen von b, wie dort
angegeben ergibt,

0,2588 8 S5 S5 s,
0,5000 8o EN — 8, — 8
0,7071 8 s+, —s8 | —sy — 8 8 85— 85 EX
0,8660 A — 8 8, — 8
0,9659 S5 8y N 85
1,0000 Sg Sy — Sg 8g — 8¢ —(sp—85) | — g
6a, 6a, 6a, 6a, 6a, 6a,,
60b, —6b, 6b, |—60, 6 b, —6b,

Eine weitere Vereinfachung des Rechenverfahrens hat Schleier-
macher?) angegeben, die darauf beruht, daB in den berechneten
Amplituden a, und b, je nach der Zahl der Teilpunkte n nach
Gl. 103a und 104a auch die Amplituden von Wellen hoherer Ord-
nung enthalten sind. Nimmt man wieder 12 Teilpunkte fiir die
Halbwelle an, so hat man fiir den Koeffizienten a, der Grundwelle
zunédchst den Wert a, ,, fir 12 Teilpunkte, gleichzeitig aber auch
die Werte a,q, @,y @@ @y fir 6, 4, 3, 2 Teilpunkte durch
Fortlassen der Zwischenpunkte. Sollen z. B. wieder die ersten
6 Koeffizienten a, bis a,, und b, bis b,, bestimmt werden, wobei
die Oberwellen von der 13. an vernachlissigt werden, so erhilt
man fir die verschiedenen Einteilungen nach Gl. 103a

0’1(12):"1["“%3 +ay, — ...
i) = @1 — Qg [H-a— -

1) ETZ 1910, Heft 49.
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Oyy =@ —a +ay [—ay; ...

U =0 —a —a, —ay [+ a3 — ..
Aoy ==a — Qg +ay —a, Hay —a,[+a,...
und A3 (10) = O3 [_' Aoy +a27 -

wobei die jeweils hinter der eckigen Klammer stehenden Oberwellen
vernachlissigt werden.
Bildet man nun:

g (12) 7 By (g) T €6 = Ay

G112y " Qo =€ ==0Q; — 0y
Oy 1oy~ Oy (3)==€g == U5 — & |~ Ay
@1 (12) 7 Qray = €a _as_a5+“ a9+a11’
so erhédlt man:
)y =09
@3 == G319
ay =a; —e, e, ¢
4, =a; —e;+ ¢
gy =a,— ¢,
a,,=—=e,.

Fiir die Koeffizienten b, hat man analog:
51(12) - bl(e) =fo=—0by,
b1(12)—b1(4)—f4 ( _l_b)
biazy — b1 = (b b, +by,)

b1(12) bl(e)_fz (b _{“b‘ "i‘b7+bg+b11)’
worin b, o die Ordinate fiir den Anfangspunkt der Teilung mit
2 Teilpunkten ist. Hieraus wird dann

b, =b1(12)-

bs :ba(m)

by :_bs“ﬁa—}"ﬁ"’*‘fs
by =—0b,— 13+ 1,

b9 :“"bv‘“ﬁ
byy=—"s-

Fiir die Berechnung der Koeffizienten @y 19y Dis @, q) und ag,,)
verwendet man die nachstehende Tabelle, in der s, bis s, wieder
die aus der Zusammenfaltung der Reihe gewonnenen Summen sind.
Fiir die entsprechenden Koeffizienten b, sind dann wieder unter
Beriicksichtigung des Vorzeichens an Stelle der Summen s die Diffe-
renzen d zu setzen.

0,2588 8 |

0,5000 Sy Sy

0,707 8 8y r 8+ 8, —s

0,8660 8, 8y 8y |

0,9659 8

1,0000 8g g g g 8, — 8¢
6a, 49 3a, ) 20, 1,58 3 1 a5 @) 6as o)
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Dieses Verfahren hat den Vorzug, daB, wo es zuniichst nur
auf die Grundwelle ankommt, mit einer groberen Teilung, z. B.
n==6 begonnen werden kann. Hierbei erhdlt man fiir die Grund-
welle schon je vier Werte a, ,, @, ), @,y @4 und entsprechend
die b,,. Man kann nun durch Vergleich dieser Werte schon be-
urteilen, ob noch hoéhere Harmonische vorhanden sind, und dann
zu deren Ermittlung die Zwischenpunkte fiir n = 12 hinzunehmen,
Auch lassen sich leicht durch weiteres Hinzufiigen von Teilpunkten
noch hohere Harmonische ermitteln.

33. Graphische Verfahren.

Ein sehr einfach auszufithrendes und praktisch wichtiges Ver-
fahren rithrt von Fischer Hinnen her (ETZ 1901, S. 396). Es
beruht auf dem, schon auf S.81 verwendeten Satz: Teilt man auf
der Abszissenachse die Linge von w ganzen Wellen einer Sinuslinie
in p gloiche Teile und zeichnet die Ordinaten (s. Fig. 65), so ist,
wenn w:p keine ganze Zahl ist, die Summe der Ordinaten gleich
Null. In der Figur ist w=3, p==>5.

Fig. 65. Fig. 66.

Ist dagegen w:p eine ganze Zahl, so sind alle Ordinaten gleich-
groB, ihre Summe ist daher pmal so groB wie die Anfangsordinate.

Ist eine Kurve gegeben, so teile man vom XKoordinaten-
anfangspunkt O aus eine ganze Periode OO’ ab (s. Fig. 66). Der
Anfangsordinate entspricht z=0, sie enthdlt nach GL 101 alle
Amplituden b,.

Yo =0+ b+ b+ ...

Teilt man nun die Periode OO0’ in 3 Teile und addiert die
3 Ordinaten, so enthilt diese Summe nach vorstehendem nur die
Amplituden b, der Oberwellen, deren Ordnung ein Vielfaches von
3 ist. Fir jede dieser Oberwellen enthilt die Summe den drei-
fachen Betrag der Anfangsordinate. Daher ist die Summe der

3 Ordinaten
2?/(3):3(b3+b9 ~+' b15'+' )
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Ebenso ergeben sich fiir 5, 7,... Teile die Ordinatensummen:
Zy(5)=5(b5—}—b15—[— )
ZYay= .

2Ygy=9(by+-..)
Hiermit lassen sich alle b, berechnen.
Verschiebt man den Anfangspunkt um eine Viertelwelle, so
enthilt die neue Anfangsordinate fiir x = /2 alle Amplituden der
Sinusglieder a@,, die abwechselnd positiv und negativ sind, da

. %7 e
sm—2—— positiv ist, wenn

x=4n-41
und negativ, wenn

x=4n—1.
Daher ist

qul):al—as—‘—aﬁ—a?—}———,.,
Teilt man nun von dem neuen Anfangspunkt die Halbwelle

wieder in 3, 5, 7, 9 Teile, so werden die Ordinatensummen

Zy(g)—{%( a;+ay, —a;...)
2‘1/(,))_5(a5 ay ...
T(—a,+—..)

R N

Hiermit konnen alle a, berechnet werden.

Von den rein zeichnerischen Verfahren diirfte das von R. Rothe
angegebene (ETZ 1920, S.1000) das einfachste sein. Bei diesem
erhilt man sofort die resultierenden Amplituden

tem=Va,> 4 b2

Es besteht darin, daB man die aufeinanderfolgenden Ordinaten der
in n Teile geteilten ganzen Periode einer gegebenen Kurve unter

den Winkeln x?;jf aneinanderreiht. Man verwendet dazu zweck-
miBig eine auf Pauspapier gezeichnete Windrose, deren Strahlen
unter sich die Winkel 277: bilden, und die man fiir den Zweck immer
wieder verwenden kann. Die Summe der geometrisch addierten
Ordinaten ergibt mit % multipliziert die gesuchte Amplitude 7,.,,.

Der Beweis ergibt sich durch Entwicklung der Summen in Gl 99
und 100:

an=i{ylsmx< )—]—y‘,smx2< n)—}—...—i—y”sinx?n}
1)n=2[ylcosx<2 >—|— y‘,cosx2<——>—}— -, costn:]
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Driickt man nun die geometrische Addition der Sinus- und
Kosinus-Glieder symbolisch aus und multipliziert die erste Gleichung
mit § und addiert sie zu der zweiten, so wird

ixm:bk_i—ja”:%(ylej” (27”) “f‘ye“j”g(%) - —}—y"ej”2”> .

Bei symmetrischen Kurven 1Bt sich das Verfahren sinngemif3
fiir die Ordinaten einer Halbwelle anwenden, indem man sie unter

den Winkeln x% aneinanderreiht, worin » die Anzahl Teilpﬁnkte

der Halbwelle ist. N

Weitere graphische Methoden s. Houston & Kennelly, ETZ 1898,
8. 714; Varreka, ETZ 1907, S. 482; Pichelmeyer u. Schrutka, ETZ 1912,
S.129; v. Sanden, Archiv f. Elektrotechnik 1912, Bd. I, S. 42; Slaby,
Archiv f. Elektrotechnik, Bd. II, 8. 19 und ETZ 1919, S. 585. Uber experi-
mentelle Aufnahme von Kurven s. Ohrlich, Aufnahme und Analyse von
Wechselstromkurven. Braunschweig 1906. Uber einen mechanischen Analysator
nach Chubb s. Hartenheim, ETZ 1917, S. 48.

34. Effektivwert und Leistung mehrwelligér Strome.

Es seien zwei mehrwellige Wechselstréme gegeben
i= 2 (a,sinx% wt - b, cos x wt) =i, sin (x wt + y,),
V= Z(a}, sin % 0t - b}, 008 % wi) == v, 8in (¢ w0t + v),).

7

Es soll der Mittelwert ihres Produktes 51,— 7' dt berechnet wer-
0

den. Fiir zwei Sinusfunktionen von verschiedener Frequenz ist der
Mittelwert des Produktes gleich Null, ebenso fiir das Produkt einer
Sinus- und einer Kosinusfunktion von gleicher Frequenz. In dem
Produkt ¢7’ braucht man daher nur Faktoren zu beriicksichtigen, die
sich aus zwei Sinus- oder zwei Kosinusgliedern von gleicher Frequenz
zusammensetzen, fir die n denselben Wert hat. Daher ist

7

1({., 1 , 1,
T,f“ dt=Zg(ana,ﬁ—'—bubx)zzaznmz;mcos@pn—tp,:) (105)
0

Sind die beiden Strome ¢ und ¢ identisch, so erhilt man das
Quadrat des Effektivwertes (J)

T
1 . 1 2 2 1 )y 2
ot f Pdt= (@4 8)= Yt
0

Hierin ist

1,2 2
§7/nm:‘]x
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das Quadrat des Effektivwertes der Oberwelle von der Perioden-
zahl xw. Daher ist der Effektivwert des mehrwelligen Stromes

J=VIJ; =VI2+J2 T4 ... . . . (108)

Er ist gleich der Wurzel aus der Summe der Quadrate der Effektiv-
werte der einzelnen Harmonischen.
Ersetzt marn in Gl 105 ¢’ durch eine Spannung p, so erhilt

man die mittlere Leistung:
T

1 1
N-'—=?fpidt:ngxmi,,mcos(w,,-w;) . . (107)
0

Hierin ist
%pxmixm::})x’]x
das Produkt der Effektivwerte der xten Strom- und Spannungs-
welle und cos(y, — y,) =cos ¢, der Kosinus ihrer Phasenverschie-
bung. Die mittlere Leistung ist
N=2ZXP,J,cos ¢, =P, J, cos g, + Py J;cosqp,+ P;J cosp, + ..
(108)

Die Leistung ist die Summe der Leistungen der einzelnen Harmo-
nischen. Oberwellen von verschiedener Periodenzahl sind voneinander
in bezug auf die mittlere Leistung vollstindig unabhingig. Aus
Gl 106 ergibt sich die Stromwéirme in einem Ohmschen Widerstand R

JPR=R(J2+J2-LJ2+ ...).

Jede Oberwelle erzeugt eine von den iibrigen unabhingige
Stromwérme.

In dem Produkt X7 p, . .mcos (v, — ) kommen die Effektiv-
werte der resultierenden Strom- und Spannungswelle nicht vor.
Man setzt trotzdem analog wie bei einwelligen Wechselstromen

N =PJ cosp

und nennt cose den Leistungsfaktor. Im Gegensatz zu ein-
welligen Stromen ist er hier von den Effektivwerten von Strom
und Spannung abhingig (s. a. S. 95).

35. Formfaktor und Scheitelfaktor mehrwelliger Strome.

Die Effektivwerte haben praktisch die gréBte Bedeutung, weil
sie mit den technischen MeBinstrumenten gemessen werden. Uber
die Kurvenform sagen sie nichts aus.

Fir die Eisenverluste (s. Kap. X) ist der Hochstwert des
Flusses innerhalb der Periode maBgebend, fiir die elektrische Be-
anspruchung der Isolation der Hochstwert der Spannung.

Der Hochstwert des Flusses ergibt sich nach Kap.I 8. 10 aus
dem Effektivwert der Spannung und dem Formfaktor.
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Der Formfaktor & war auf Seite 9 definiert als das Ver-
héltnis von Effektivwert zum Mittelwert. Fiir die Sinuskurve war
er - —111.

2V2

Einen Anhalt iiber die Abhéngigkeit des Formfaktors von der
Kurvenform geben folgende beiden Beispiele.

1. Das Rechteck. Hier ist J =i , M(3)=3,, E=1.

2. Das Dreieck mit der Hohe ¢,. Die quadratische Kurve
der 4® ist aus zwei Parabeln zusammengesetzt, deren Mittelwert

%i;",, ist. Hier ist
7 i 2
J= -2 M(G) =2 f=—=1]15.
vs' MO E
Die rechteckige Kurve, die flacher ist als die Sinuslinie,

hat somit einen kleineren Formfaktor als diese, die spitzere
dreieckige Kurve einen groBeren.

_Alwt)
T o

Fig. 67a. Fig. 67b.

Graphische Ermittlung des Effektivwertes nach Fleming.

Trigt man eine in rechtwinkligen Koordinaten gegebene Strom-
kurve Fig. 67a in Polarkoordinaten auf, Fig. 67b, so ist der Flichen-
inhalt der Polarkurve

_f d(wt)= g—

daher der Effektivwert

ZJz2,
2

op_“wls
||
Q

J=YV2R,

worin B der Radius eines flichengleichen Kreises ist. Fiir eine
Sinuslinie ist die Polarkurve ein Kreis.

Der Scheitelfaktor ¢ war nach 8. 10 definiert als Verhiltnis des
Hochstwertes zum Effektivwert, er ist um so groBer, je spitzer die
Kurve ist. Fir das Rechteck ist =1, fiir die Sinuslinie

6 =1V2=1,414, fiir das Dreieck 6 —V3—1,73.
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36. Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen.

Die Summe von zwei Sinusstromen ist wieder ein Sinusstrom.
Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen hat dagegen im all-
gemeinen eine andere Kurvenform als jeder Teilstrom, weil die Ober-
strome sich unter anderen Phasenwinkeln zusammensetzen als die
Grundwellen.

Sind z. B. die Grundwellen von zwei gleichgroBen Stromen von
gleicher Kurvenform um ¢ gegeneinander verschoben, die xt" Ober-
wellen um x¢, so werden die resultierenden Amplituden

31, =1,,, V2 (1 - cos ) Bm=txmV2(1 4 cosx ).

Ist etwa x@=am oder ein ungerades Vielfaches von sz, so heben
sich die beiden Oberwellen heraus. Firr ¢ =60? ist die Summe
der Grundwellen 71, =1, V3, dagegen heben sich die dritten, neun-
ten usf. Oberwellen fort, der Summenstrom niahert sich der Sinus-
form mehr als die Teilstrome.

Ist hingegen x@==2x oder ein Vielfaches davon, so ergeben
die beiden Oberwellen die doppelte Amplitude. Fiir ¢ =120° ist
die Summe der Grundwellen ¢},,=—1,, die Summe der dritten Ober-
wellen 43,, = 24,, und ebenso fiir die neunten usf. Hier ist der
Summenstrom stirker verzerrt als die Teilstrome.

Das Verhiiltnis des Oberstromes zum Grundstrom ist im Summen-

Lo . I 2z7 .
strom ebenso groB wie bei den gleichen Teilstromen, wenn ¢ = ——ist,

x+1
worin z eine ganze Zahl ist. Denn dann ist cosx @ = cos(2z7+ @)
—=cosp. Zwei Strome von gleicher Kurvenform geben im all-
gemeinen nur einen &hnlichen Strom, wenn @ =0 ist.

37. Stromverzerrung durch Selbstinduktion und Kapazitit.

Der Ladestrom eines Kondensators bei einer mehrwelligen
Spannung
p=2(a, sinxwt -4 b, cos xwt)

ist i:O%’-’:coC’)J(xa,,cosxwt——nb,,sinnwt).

Die Oberwellen des Stromes erscheinen um so stirker aus-
geprigt als die der Spannung, je hoher ihre Frequenz ist. Fig. 68
zeigt die Oszillogramme des Ladestromes und der Spannung eines
Kondensators.

Der Strom einer Drosselspule von der Induktivitit L wird hin-
goegen, wenn der Ohmsche Widerstand vernachlissigt werden kann,

. 1 1 @y b. .
i=7 pdt— U—)ZZ <—7coszwt«[—7smxwt> .
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Hier sind die Oberwellen des Stromes um so stirker gedimpft,
jo hoher ihre Frequenz ist, der Strom nédhert sich der Sinusform
mehr als die Spannung, wie das Oszillogramm Fig. 69 zeigt, das
den Strom einer Drosselspule bei derselben Spannung gibt wie
Fig. 68 fiir den Kondensator.

Fig. 68. Fig. 69.

Beispiel. Der Ladestrom eines Kondensators bei dreieckiger
Spannung. In der ersten halben Periode wéchst p von —p_ auf

+ p,,, dann ist
. dp 4Py
=00
wihrend der zweiten halben Periode, wihrend der p von -} p, auf
— p,, fallt, hat ¢ denselben Wert wie zuvor, aber mit negativem Vor-

2
C—;l-wpm,

2
zeichen. Beim Ubergang hat ¢ zwei Werte, nimlich +C ~wp,. Der
7

SR Strom hat rechteckige Kurvenform
und ist stdrker verzerrt als die
Spannung.

Der Strom einer Drosselspule
mit sehr kleinem Widerstand ist
bei dreieckiger Spannung die aus
Parabelbogen  zusammengesetzte
Integralkurve des Dreiecks Fig. 70;
sie isb weniger verzerrt als die
Spannungskurve.

Fig. 0.

Verhalten eines Schwingungskreises bei verzerrter
Spannung.

Eift Schwingungskreis mit Widerstand, Selbstinduktion wund
Kapazitit in Reihenschaltung bietet Strémen von verschiedener
Frequenz nach Kap. II S. 26 sehr ungleiche Scheinwiderstinde.
Ist er an eine mehrwellige Spannung angeschlossen, so berechnen
sich die Amplituden der Stromkurve aus denen der Spannungskurve
mittels der Scheinwiderstinde

z%=VR2+(xa)L—— ;;)_O’_>2’ ... (109)
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die Phasenverschiebungswinkel aus
1

xwL—wa
b pu—=—p - .- (110)

wobei R, L und C als unabhingig von der Frequenz und vom Strom
angenommen sind.

Da der Blindwiderstand sich mit der Frequenz sehr stark
4dndert, sind die Oberwellen des Stromes teils stirker teils schwicher

ausgepragt. Fir xwL:vld ist die Oberwelle des Stromes der
xw

Ordnung » mit ihrer Spannungswelle in Phase, und hat ihr Maximum
Fir mehrwellige Strome gibt es daher so viele Resonanzmdoglich-
keiten wie Wellen in der Spannungskurve vorkommen.
Beispiel. Fir R=10 Ohm, C =5uF, L =0,225 Henry tritt
Resonanz ein fiir.
1 103

b f= — —— == 150
2aVLC 2aV5-0,225 ’
also fiir die Grundwelle %=1 bei f=150
» »n dritte Oberwelle =3 » f= 50
” » fiinfte ” =25 » f: 30 usf.

Ist die Spannung rechteckig und ihre Amplitude p, = 100 Volt,

s0 sind die Effektivwerte nach GL. 95 P, — —%2; P, » also P, =90 Volt,
JT

P, =30 Volt, P,=18 Volt usf. Fiir f=>50 besteht Resonanz fiir
die dritte Oberwelle, die einzelnen Effektivwerte sind:
J,=0,159 Amp., J3=3,0 Amp,, Jy,=0,079 Amp. usf.

Die Grundwelle ist nur 5,3°/, von der dritten Oberwelle, die
hoheren Oberwellen sind noch wesentlich kleiner. Der Effektivwert
der resultierenden Stromkurve ist daher nur unmerklich von dem
der dritten Oberwelle verschieden.

Durch Verénderung von L und C bei konstanter Grundfrequenz
kann Resonanz fiir die verschiedenen Oberschwingungen hergestellt
werden, man kann sie experimentell trennen. Ein hierauf beruhendes
Verfahren ist von Armagnat (Journal de physique 1902) angegeben.

Praktisch werden Resonanzstromkreise zur Verstirkung bestimmter
Oberwellen bei Hcchfrequenzgeneratoren fiir drahtlose Telegraphie
angewendet.

Man verwendet sie mitunter auch zur Unterdriickung stérender
Oberschwingungen in niederfrequenten Stromkreisen, z. B. der Nuten-
oberschwingungen von Wechselstrommaschinen, die infolge ihrer Hoéhe
fiir benachbarte Telephonleitungen stérend werden. Ein auf die betr.
Frequenz abgestimmter Schwingungskreis nimmt, zwischen Hin- und
Riickleitung geschaltet, fast nur einen Strom dieser Frequenz auf
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und bildet fiir die Oberschwingung der Spannung einen um so besseren
KurzschluB, je geringer sein Ohmscher Widerstand ist.

Als Folge der ungleichen Kurvenformen von Strom und Span-
nung gilt ferner, daf fiir einen Kondensator das Verhiltnis der

Effektivwerte % kein direktes Mafl fiir die Kapazitat ist.

Ist P—VXP,2 so ist der Ladestrom

J = a)C'\/Z(xPz)z,
daher
Z(xP

w0 P,

Der Wurzelausdruck ist fiir eine Sinuskurve gleich 1, fiir andere
kann er stark davon abweichen.

Fiir die dreieckige Spannungskurve war nach S.92 der Lade-
strom rechteckig. Hier ist also

p=2n, g —2%u0p,
JT

V3
daher .
; Z?L?,a)C’:l,lOwC'.

Bei einer Induktivitit (mit kleinem Ohmschen Widerstand) ist
1 P, >2
-z VI
2P’
(%)
Dieser Ausdruck weicht im allgemeinen wenig von 1 ab. Fir

das Dreieck war z. B. die Stromkurve aus 2 Parabelstiicken zu-
sammengesetzt (s. S. 92, Fig. 79). Hier erhilt man

J—3 ‘/_8_ pm_fi‘/ﬁ pP—"Pm
»V 15 oL2V 15 V3

P 2 15
—_— = — —==1,006
7 wLn 5 wl.

“

daher

izwL

Die Selbstinduktion kann daher wesentlich genauer gemessen
werden. Um eine Kapazitit durch Strom- und Spannungsmessung
zu bestimmen, schaltet man sie mit einer verinderlichen Induktivitit
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in Reihe und stellt auf Resonanz fiir die Grundwelle ein. Man
hat dann
1

©0=0r

worin wL durch Strom- und Spannungsmessung geniigend genau
bestimmt werden kann.

38. Graphische Darstellung von mehrwelligen Stromen.

Die Verwendung der Vektordiagramme bietet bei den Wechsel-
stromproblemen so viele Vorteile, daB man sie auch bei mehrwelligen
Stromen verwendet. Es soll nun untersucht werden, welchen Fehler
man hierbei begeht, und wann die graphische Darstellung genau ist.
Nach Seite 89 Gl. 108 ist die Leistung eines mehrwelligen Stromes

N=XP,J,cosp,.

Diese Leistung kann nicht direkt durch das Produkt der Effektiv-
werte von Strom und Spannung der resultierenden Kurven aus-
gedriickt werden.

Ersetzt man die mehrwellige Spannung P durch eine einwellige
Spannung von gleichem Effektivwert, und ebenso den mehrwelligen
Strom J durch einen einwelligen vom gleichen Effektivwert, so kann
die Leistung auch geschrieben werden

N=PJ cosp.

Hierin ist P die dquivalente Sinusspannung, J der dqui-
valente Sinusstrom, cosp der Leistungsfaktor.

Mit diesen GroBen rechnet man in der Praxis gewohnlich und
tragt J gegen P unter dem Winkel ¢ im Diagramm auf.

Es ist dann
—1;— =z der resultierende Scheinwiderstand,
%— = ﬁ?g — R der resultierende Wirkwiderstand,

Es}n(pz Vz*— R*=X der resultierende Blindwiderstand.

Diese GroBen, die sich somit stets durch Messung der Effektiv-
werte von Strom und Spannung und der Leistung ermitteln lassen,
sind von der Kurvenform mehr oder weniger abhingig.

Der Wirkwiderstand weicht vom Ohmschen Widerstand im all-
gemeinen ab, weil bei hohen Periodenzahlen der Strom sich un-
gleichm#Big iiber den Querschnitt verteilt, was einer ErhShung des
Widerstandes besonders fiir die Oberschwingungen von hoher Fre-
quenz gleichkommt (s. Kap. IX).
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Sieht man davon ab und betrachtet R als konstant, so ist
Pcosp=RJ =RV2J,*=V2P,cos’ p,,
und Psing—VI P, sint g, .

Der Blindwiderstand X=P3n¢weicht stets von dem Wert

fiir die Grundfrequenz mehr oder weniger ab, auch wenn R, L und
C als konstant betrachtet werden.
Fiir einen induktiven Stromkreis ist
Xin=nxwL==xX,.
Daher
P, sin g,
x X,

_ '*’7__1,V <131§'L‘&2
J-—\/Z‘J,,_Xi > )

Psing—=VZ3(P,sing,)?,

Psin <p 2 (P sin (p,,)

daher X="—T l/ P, smq; )

Die Abweichung, die durch den Wurzelausdruck gegeben ist
ist meistens nicht groB. '

Bei einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitat ist dagegen
der Fehler gréBer, es wird

X_Psmcp X‘/ (P, sing,)? el
2 (xF

J=

Dagegen ist

xP,sing,)
worin X — %, der Blindwiderstand fiir die Grundperiodenzahl ist.
Analog definiert man
—},;zy:der resultierende Scheinleitwert,
‘PZX. JC;S(P =g =der resultierende Wirkleitwert,
e
VY —gt= s;up-— = der resultierende Blindleitwert.

Wahrend nach der Definition des Leistungsfaktors
PJcosp=ZXP,J, cos @,
ist, wird PJsingp 4= ZP,J,sin @,.
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Nimmt man wieder R als konstant an, so ist

J,,=%P,,cos<p,,

2

und xP,J, sin<p,,:Z—P—1;~cos @xsin @,.

Dagegen war
Psingp= VzP,? Eﬁs—qg;

J—VEIF= L VEP et g,
Man erhélt daher
P, J, sing, 2 P,%cos @, sin @,
PJsing VZ(P,sing,)?VE(P.cosg,)?

Der Faktor F ist stets kleiner als 1 und wird Ind uktions-
faktor genannt.
Bei einem Stromkreis mit R und L ist

P,cosp,=RJ,, P,sinp,=x»X,J,,

=F . (111)

daher
__‘)'Zx.ff"' o J;-’—{—SJ;;%BJ;’%—...' (111a)
VEGI VT, JVI L 924

Enthilt der Stromkreis Kapazitit und Widerstand, und setzt man

. J. X,
P, singp, = =
so erhidlt man analog
_ I s

= L0 P . . . (111Db)
JVJ12+%J32+’213J52+“- '
Daher ist F' stets kleiner als 1.

Die Bedingung, wann die graphische Addition von Strémen und
Spannungen im Diagramm richtig ist, ergibt sich wie folgt.

Bei parallelgeschalteten Stromkreisen ist die Spannung P fiir
alle dieselbe. Sind J’, J” die Strome, N’, N” die Leistungen zweier
paralleler Stromkreise, so ist die gesamte Leistung

N=N' -+ N'=P(J cos ¢’ +J" cos ¢")= PJ cos p,
daher
J' cos ¢/ +J" cos ¢ =J cos .

Der resultierende Wirkstrom ist nach der Definition des Lei-
stungsfaktors gleich der Summe der Wirkstrome der parallelen Zweige.

Die Blindstrome konnen dagegen nur unter Beriicksichtigung
ihrer Induktionsfaktoren addiert werden.

FPJ sinp=—P(F'J sing | F'J" sin ¢")
FJsing=F'J sing’ + F"J"sin¢".

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 7
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Diese Gleichung ist aber im allgemeinen im Diagramm nicht

erfillt. Im Diagramm ist vielmehr
Jsinp=J"sing’ +J”sin¢".

Multipliziert man diese Gleichung mit F und subtrahiert sie
von der vorhergehenden, so ergibt sich die Bedingung, unter der
das Diagramm die Addition richtig darstellt:

(F'—F)J'sing + (F"—F)J"sin¢"” = 0.
Analog erhdlt man bei in Reihe geschalteten Stromkreisen
(FF'—F)P'sing’ + (F” — F)P"sing”" =0.

Die graphische Addition von Stromen und Spannungen ist hier-

nach stets richtig, wenn

F=F"=F
ist. Dies gilt z. B. fiir Stromkreise, in denen das Verhiltnis von R,
L und C das gleiche ist, dann ist nidmlich

¢=q¢"=0p.

Die graphische Addition ist ferner richtig, wenn alle Stromkreise
bis auf einen induktionsfrei sind. Dann ist ndmlich der resul-
tierende Blindstrom gleich dem des einen induktiven Stromkreises

J sin p=J"sin ¢’
daher
F=F'.

Bei Stromkreisen, bei denen die Kapazitit keine Rolle spielt
und bei denen der induktive Blindwiderstand der Periodenzahl pro-
portional ist, weichen die Induktionsfaktoren auch fiir verschiedene
Verhiltnisse von R zu L nicht viel voneinander ab. Dann ist die
graphische Addition sehr angenihert richtig.

Beispiel. Die Spannung zweier parallelgeschalteter Strom-
kreise sei wie folgt zusammengesetzt.

P, =100, P,=30, P,=20.

Im ersten Stromkreis ist R'=5, wIL' =35,
im zweiten ” sy B'=4, oL"=38.
Man erhéilt
P—106,3
J = 14,29 J'=11,26
N =1021 N” =507
J' cos ¢’ = 9,605 J" cos ¢” = 4,770
J'sin ¢’ =10,57 J” sin ¢” =10,20
F'= 0,952 F’ — 0,965.

Die beiden Induktionsfaktoren weichen also nur um 1,4°/, von-
einander ab. Der Gesamtstrom ist

J=25,22, Jcosep=14,375, Jsingp=—20,72, F=—0,961,
wihrend J” sin ¢” |- J” sin ¢” = 20,77 ergibt, also ein von J sin ¢ nur
um 0,25 °/, abweichendes Resultat.
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39. Die Mehrphasensysteme.

Auf dem Anker einer zweipoligen Maschine seien eine Anzahl
voneinander isolierter Spulen auf dem Umfang verteilt angeordnet
(s. Fig. 71). Die als sinusféormig angenommenen Spannungen der
drei Spulen haben alle dieselbe Frequenz, sie sind aber in der Phase
gegeneinander verschoben. Sie sind

P, =7p,,, Sin wt,

Py =D, ,, 8in (0f —cty,),

Py == 1Py, 8in (0F — &),
wenn Spule 1 zur Zeit =0 den ganzen Flul um-
schlingt und Spule 2 gegen 1 um den Winkel «,,,
Spule 3 gegen 1 um o, =¢,, | @,, zuriickliegt.

Schlieft man jede Spule an einen Strom-
kreis, so erhdlt man eine entsprechende Zahl
von Stromen gleicher Periodenzahl, deren Groflen
von den Spannungen und den Scheinwiderstdnden
der Stromkreise abhingen, und deren Phasenwinkel durch die der
Spannungen und die Phasenwinkel der Belastungen gegeben sind.

Ein solches System, bei dem eine Anzahl gegeneinander phasen-
verschobener Spannungen von gleicher Frequenz gegeneinander phasen-
verschobene Wechselstrome erzeugt, nennt man allgemein ein Mehr-
phasensystem.

Fig. 71.

7*
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Fiir die einzelnen Teile des Mehrphasensystems, von denen
jedes aus der Stromquelle (der Spule), der Leitung und der Be-
lastung besteht, wird hdufig die nicht ganz korrekte Bezeichnung
»Phase® verwendet.

Nach der Art des Aufbaus und der Wirkungsweise unterscheidet
man bei den Mehrphasensystemen:

1. symmetrische und unsymmetrische Systeme,

2. abhingige oder verkettete und unverkettete Systeme,

3. balancierte und unbalancierte Systeme.

40. Symmetrische Mehrphasensysteme.

Ein Mehrphasensystem heillt symmetrisch, wenn alle Spannungen
gleichgroB sind und je zwei aufeinanderfolgende Spannungen um
den gleichen Phasenwinkel gegeneinander phasenverschoben sind.
Ist » die ,Phasenzahl“, so ist jeweils die Spannung einer Spule

1 :
gegen die der vorhergehenden um ;tel der Periode, d.h. um i—n
verzogert.

Somit sind die » Spannungen eines symmetrischen ,n-Phasen-
systems“

p, ==p,, sin wi
27

pzzpmsm(wt—T)

2n

pszpmsin'<wt—2-7> ... (112)

P,=0D,, Sin [wt —(n—l)z—:—}

Beispiele. n=1 ergibt nur eine Spannung, d.h. ein gewdhn-
liches Einphasensystem mit einer Hin- und einer Riickleitung.

n==2 ergibt zwei um 180° gegeneinander verschobene, also
gleichphasige, aber einander entgegengerichtete Spannungen. Schaltet
man die Spulen so hintereinander, daB die Spannungen unterein-
7 ander gleichgerichtet sind, so kann man jede auf
einen Stromkreis wirken lassen (s. Fig. 72), indem
man von dem Verbindungspunkt O einen dritten
Leiter zieht. In diesem Leiter fliet die Differenz
der Strome der beiden AuBenleiter, sie ist bei
gleicher Belastung der beiden Stromkreise gleich
Null. Der dritte Leiter heit daher Nulleiter, das
ganze System das Einphasensystem mit Nulleiter.

Fir n=3 erhdlt man drei um 120° gegeneinander phasenver-

Lﬁﬂ\.ti

‘\[\N\N\N

Fig. 72.
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schobene Spannungen, das sog. Dreiphasensystem. Da n==2 noch
gleichphasige Spannungen ergibt, ist das Dreiphasensystem das
erste eigentliche Mehrphasensystem, dem man in der Zahlenreihe
fir n begegnet und somit das von kleinster Phasenzahl.

n=—4 ergibt vier um 90° gegeneinander phasenverschobene
Spannungen, das Vierphasensystem. Je zwei dieser Spannungen
sind wieder um 180° gegeneinander phasenverschoben. Schaltet
man die Spulen so, daB diese Spannungen untereinander gleich-
gerichtet sind, so erhilt man zwei Systeme mit um 90° gegenein-
ander verschobenen Spannungen, also ein Zweiphasensystem, das
aber unsymmetrisch ist (s. S. 118).

41. Verkettete Mehrphasensysteme.

Arbeitet jede Phase fiir sich auf einen Belastungsstromkreis,
so sind fiir n» Phasen zur Fortleitung des Stromes 2n Leitungen
erforderlich. Die Zahl der Leitungen kann bei symmetrischen
Systemen auf n, bei unsymmetrischen auf (»-}1) herabgesetzt
werden durch elektrische Verkettung der Phasen.

Von den Verkettungen sind am wichtigsten die Sternschal-
tungen und. die Ringschaltungen. Auch Kombinationen von beiden
kommen vor.

1. Die Sternschaltung.

Sie entsteht dadurch, da8 die Anfinge aller Spulen zu einem
Knotenpunkt, dem Sternpunkt oder neutralen Punkt zusammen-
gelegt werden, wihrend die Enden die Klemmen fiir die Fortleitung
bilden.

Ist das System unsymmetrisch, so ist zu den n» Leitungen noch
eine weitere erforderlich. Fig. 73 zeigt
ein unsymmetrisches Vierphasensystem. Y
Die Spulen sind um den Phasenverschie- T,
bungswinkel « zwischen den Spannungen
benachbarter Spulen gegeneinander ver-
schoben gezeichnet.  Die Belastung ,
wird durch vier gleichgroBe Schein- '*ﬁf"**”'-"-(-----—----""
widerstdnde in analoger Schaltung ge- '
bildet, die Sternpunkte O und O’ sind durch einen fiinften Leiter
verbunden. Wegen der Gleichheit der Spannungen und der Be-
lastungswiderstinde sind die vier Strome gleichgrol und gegenein-
ander um denselben Winkel « wie die Spannungen verschoben.
Nach dem ersten Kirchhoffschen Satz ist die Summe aller in einem
Knotenpunkt zusammenflieBenden Strome in jedem Augenblick gleich
Null, daher ist der Strom im Verbindungsleiter der Sternpunkte

i0='—(’:1+i2+i3+i4)’
er ist entgegengesetzt gleich der Summe der 4 Belastungsstrome.
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In dem Vektordiagramm (Fig. 74) ist OA4 die geometrische
Summe der 4 Strome J, bis J,, und der Strom J, ist die im
Sinne A0 durchlaufene SchluBlinie des Strompolygons. J, ist dabei
positiv. vom Stromerzeuger zum Stromverbraucher gerechnet.

Ist das System symmetrisch, d. h. sind je zwei Spannungen um

7 . . .
— gegeneinander phasenverschoben, so haben bei symmetrischer
n

Belastung auch die Stréme diese Phasenverschiebung untereinander,
A und da sie gleichgro3 sind, schlieBt sich das

o

Polygon der Strome, wie Fig. 75 fiir n—=>5
zeigt. Die Verbindungsleitung
AN der Sternpunkte ist stromlos
und kann fortgelassen werden.
Weil sie bei einem symmetrisch
belasteten symmetrischen Mehr-
phasensystem stromlos ist, heiBt
die Verbindung der Sternpunkte
Fig. 74. Fig. 75. Nulleiter oder neutraler Leiter.
Zur Fortleitung eines sym-
metrischen 7-Phasensystems sind somit n Leitungen erforderlich.
Phasenspannung und Linienspannung. Die Spannung
zwischen dem Sternpunkt eines Sternsystems und dem Endpunkt
einer Spule (Phase) heifit die
Phasenspannung. Alle Spulenenden haben gegen den Stern-
punkt die gleiche effektive Spannung. Bei einem symmetrischen
System ist er der Spannungsmittelpunkt des Systems. Die Spannung
zwischen zwei benachbarten Spulenenden ist die Differenz der beiden
Phasenspannungen dieser Spulen, sie heiBt die Linienspannung
oder die verkettete Spannung.

Nach Gl. 112 sind die Spannungen der xten und (z - 1)ten
Phase

. 2n
p,=p,, sin [wt-—("c——l)—n—} ,

| 27
Dz +1)== Py SiD Lwt—x—; s
daher ist die Linienspannung
4

. T [
plsz—p(ﬁl):mesmﬁcos La)t——(2m—1) ,'J .

Der Effektivwert P, der Linienspannung berechnet sich daher aus
dem der Phasenspannung P

P,:‘,’,Psin%. C ... (113)

In dem Vektordiagramm (Fig. 76) sind OP, bis O P, die Phasen-



41. Verkettete Mehrphasensysteme. 103
spannungen eines symmetrischen Fiinfphasensystems, P,, bis P
die Linienspannungen. P,, ist die geometrische Differenz von P,
und P, usf.
Das Polygon der Linienspannungen schlieft sich, die Summe
der Linienspannungen ist Null £
Dies gilt sowohl fir die Effektivwerte von
einwelligen Spannungen als auch fiir die Moment-

anwerte beliebiger Spannungen. Denn es ist A\ K
Pe=D1—D; By 3.3
Pos =Dy — D3 '
e e e e 2, —?};—" A
Pin—1yn=Pin-1) — Dy Fig. 176.

Pp1=DPp— Py
Die Summe der linken Seiten ist die Summe aller momentanen
Linienspannungen, die Summe der rechten Seiten wird identisch Null.

2. Die Ringschaltung.

Sie entsteht dadurch, dal das Ende einer Spule mit dem
Anfang der folgenden verbunden wird, wie Fig. 77 fiir vier Phasen
zeigt. Sind die Phasenspannungen einwellig, so ist ihre Summe bei
einem symmetrischen System Null. Im Vektordiagramm ergibt die
Summe der Effektivwerte ein geschlossenes Polygon (Fig. 78). In dem
geschlossenen Ring flieBt daher zunichst kein Strom, sondern erst
dann, wenn an die Knotenpunkte Belastungswiderstinde ange-

schlossen werden. /
Die Spannung zwischen zwei \Jﬁ* e e A
Leitungen, d.h. die Linienspannung < —+ 2z n
. . . s U |§ ') A
ist hier gleich der Phasenspannung. = &2 % 2
Dagegen sind hier zweierlei 4% o 2e
Stréome zu unterscheiden, die Ring- }33""'*“3& 3
oder Phasenstrome ¢ und die Linien- Fig. 77. Fig. 78.
strome ;.

Von jedem Knotenpunkt des Ringes goht eine Leitung fort,
und es ist in jedem Augenblick die Summe der Stréme, die an
einem solchen Knotenpunkt zusammentreffen, gleich Null. Es -ist
also z. B. fiir den Knotenpunkt der Phasen 1 und 2 (s. Fig. 77)

_i12+i2_i1:07
Gy =0y —1,.
Der Linienstrom ist die Differenz der beiden Phasenstrome. Bei
symmetrischer Belastung eines symmetrischen Systems ist

. . 2n
Vgt 1) = by, S0 a)t~x7 y

, . 2
i,—1,, sin {wt —(x— 1)—5} ,
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daher

=

7 2n
), =1 —_— = 2 in — _— — _
B =01, i, 2 8in - cos [wt 2x—1) nJ,
daher gilt fiir die Effektivwerte
Ji—2Jsm (11

Berechnet man hier die Summe aller Linienstréme, so kommt
darin jeder Phasenstrom einmal mit dem positiven und einmal mit
dem negativen Vorzeichen vor, wie auf S. 103 fiir die Linienspannungen
gezeigt war; die Summe wird ebenfalls Null. Beim Ringsystem ist
also in jedem Augenblick die Summe aller Linienstréme unabhiingig
von der Kurvenform gleich Null

42. Balancierte und unbalancierte Mehrphasensysteme.

Die Leistung eines Mehrphasensystems ist gleich der Summe
der Leistungen der einzelnen Phasen. Die Leistung eines Wechsel-
stromes pulsiert nach Kap. I S. 10 mit der doppelten Frequenz um
den Mittelwert

PJ cosp,
der Momentanwert ist
PJ [cos p —cos 2wt — )] =N [1 ____cos(zwt-—-(p)} .
cos @
Bei einem’ symmetrischen und symmetrisch belasteten Mehrphasen-
system sei fiir die xte Phase

p,=V2Psin Lwt—- (x—l)—z—g},
iz———\/ngin [wt—(x-—l)gg—q):’ ,

pxiz:PJ{coqu——cos [2wt—2(x—1)-2?n——<p]}.

Bildet man die Summe aller p_ 3 von =1 bis x =mn, so wird
z=n

2
Zcos [2wt—-2 (x—l)——n—-tp:}=0
z=1 n
und

Sp.i,=nPJesgp . . . . . .(115)
1

Die momentane Leistung eines gleichmifBig belasteten symmetrischen
Mehrphasensystems ist konstant gleich dem n-fachen Mittelwert der
Leistung einer Phase.

Je nachdem bei einem Mehrphasensystem die Leistung konstant
ist oder nicht, nennt man es ein balanciertes oder ein unbalan-
ciertes System.
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Symmetrische Systeme sind, wie gezeigt, balanciert, wenn sie
gleichm#Big belastet sind; bei ungleichméBiger Belastung pulsiert
die Leistung, das System ist dann unbalanciert. Auch unsymme-
trische Systeme konnen bei gleichméBiger Belastung balanciert sein,
z. B. das Zweiphasen-Dreileitersystem (s. S. 118).

Entsprechend der konstanten Leistung eines balancierten Mehr-
phasensystems kann bei einem Motor, der mit einem solchen Strom-
system betrieben wird, eine konstante Zugkraft erhalten werden.
Bei einem Motor, der mit Kinphasenstrom gespeist wird, pulsiert
dagegen die Zugkraft ebenso wie die Leistung mit der doppelten
Frequenz des Stromes.

Die praktisch wichtigsten Mehrphasensysteme sind das Drei-
phasensystem und das Zweiphasen-Dreileitersystem, die nur drei
Leitungen bendtigen. Sie sollen im folgenden néher besprochen
werden.

43. Das Dreiphasensystem.

Das Dreiphasensystem hat drei um 120° gegeneinander phasen-
verschobene Spannungen, die in Sternschaltung oder Ringschaltung
verkettet werden.

Bei der Sternschaltung Fig. 79 ist die Linienspannung
nach Gl 113

P —2Psin>—V3P . . . . . . (116
! 3

a |
r ‘A\‘:—i-—)-J
J
Fig. 79. Fig. 80.
Der Linienstrom ist gleich dem Phasenstrom
Jy=J . ... ... ...0117
Bei gleicher Belastung der drei Phasen ist daher die Leistung
N=3PJcosp=V3PJ,cosp . . . .(118)
In der Ringschaltung (Dreieckschaltung) Fig. 80 ist
P=P .. .. .. ...(119
bei gleichméiBiger Belastung nach Gl. 114
J,=2Jsing=V§J N ¢ 2(0))

N=3PJcosp=V3P,J,cosp . . . . .(121)
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44. Berechnung einer Sternschaltung.

Bei gleicher Belastung der verschiedenen Phasen einer sym-
metrischen Sternschaltung kann jede Phase wie bei einem Einphasen-
system behandelt werden.

Bei Sternschaltung des Stromerzeugers und der Stromverbraucher
nach Fig. 81 ist in jeder Phase der Scheinwiderstand z =V R*-}-X?,
daher ist der Strom jeder Phase

J= P—
V R*+ X*
Die Leistung einer Phase
PJcosp=P? — .
VR X?

Hierbei setzt sich z in jeder Phase zusammen aus den Scheinwider-
stdnden der Belastung z. und der Leitung z, (evtl. einschlieBlich des
Generators).
Tréagt man (s. Fig. 82) die drei Phasenspannungen P,, P,, P,
gleich OP,, OP,, OP, auf, so sind 5z,
die Linienspannungen am Generator ;
Pm:Pan Pyy=P,P,,
P,,—P P,. Die drei Phasen-
strome J,, J,, J, sind alle um

J\ 7
‘Z‘i ;‘E
(.}}—mm.-w 1 .n'\.a\wf@'
o %
% it
Fig. 81. Fig- 82.

denselben Winkel ¢ gegen ihre Phasenspannungen verzdgert und gleich-
grol. Subtrahiert man nun von den Phasenspannungen P,, P,, P,
den Spannungsabfall Jz, in jeder der drei Leitungen, so erhilt man
OP/, OP, und OP, als die drei Phasenspannungen an den Klemmen
der Belastung, und das Dreieck der Linienspannungen an den Klemmen
der Belastung ist P’ P,/ P,/. Die Seiten des Dreiecks sind gegen
P, P,, P,P; und P, P, im gleichen Verhiltnis verkleinert und um den
gleichen Winkel gedreht wie die Phasenspannungen OP,” gegen OP,
usf. Hieraus folgt, dafl bei symmetrischer Belastung das Spannungs-
dreieck gleichseitig bleibt, und daB der prozentuale Spannungsabfall
bezogen auf die Linienspannung gleich ist dem Spannungsabfall einer
Phase. Man braucht daher nur den Spannungsabfall wie bei einer
Einphasenleitung nach Kap. IV fiir eine Phase der Sternschaltung
zu berechnen.
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Ist die Belastung unsymmetrisch, so wird das Spannungs-
dreieck dagegen verzerrt. Nehmen wir z. B. an, zwei Phasen seien
gleich belastet, die dritte aber sei unterbrochen (z=00), s. Fig. 83.
Die Belastungswiderstinde der beiden anderen Phasen sind jetzt in
Reihe an die Linienspannung angeschlossen, in beiden flieBt der-
selbe Strom, wie bei einem Einphasensystem. Er ist aber jetzt nur

P P _
noch 2—;, wiahrend er zuvor - war, und da P,=V3P, ist er jetzt

nur 1V 3=0,866 von dem friitheren Wert. Fig. 84 zeigt das Span-
nungsdiagramm. Die Linienspannung
P ,=P,P, teilt sich zu gleichen Teilen
P,P,—=P,P, auf die beidep in Reihe
geschalteten Scheinwiderstinde. Zwischen

3 &
0 m—-g——o—f\w\w@f
20

%

Fig. 83. Fig. 84.

dem neutralen Punkt des Generators und dem der Belastung besteht
die Spannung OP,, und zwischen den Enden der unterbrochenen
Leitung besteht die Spannung P, P,, die groBer ist als die Phasen-
spannung OP, des Generators. Der Strom ist gegen die Linien-
spannung P,, = P, P, um ¢ verzdgert; subtrahiert man den Spannungs-
abfall Jz, in den beiden stromfiihrenden Leitungen, so erhdlt man
die Linienspannung P,” P’ und das Spannungsdreieck P,'P,’P, an
den Klemmen der Belastung, das nun nicht mehr gleichseitig ist.
Was hier fiir vollstindige Unterbrechung einer Phase gezeigt wurde,
gilt analog, wenn die Belastung einer Phase wesentlich schwicher
ist, als die der beiden anderen: an der am schwichsten belasteten
Phase tritt eine ErhShung der Spannung auf, an den anderen eine
Verkleinerung.

Infolge dieser gegenseitigen Beeinflussung der Stréme der ver-
schiedenen Phasen ist es im allgemeinen nicht moglich, Glihlampen
in Stern zu schalten, weil beim Abschalten einzelner Lampen die
Spannungen sich an den iibrigen stark &ndern. Wenn sie in Stern
geschaltet werden, ist ein neutraler Leiter erforderlich.

Analytische Berechnung der Stromverteilung einer Sternschaltung.

Gegeben seien die drei symmetrischen Spannungen des Gene-
rators P,, P,, P, (s. Fig. 85).
Zwischen dem neutralen Punkt des Generators und dem der
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Belastung besteht bei ungleicher Belastung der Phasen stets eine
Spannung, wie dies soeben fiir ein Beispiel gezeigt wurde, bei dem
kein neutraler Leiter vorhanden war. Ist er vorhanden, so fiihrt
er bei ungleicher Belastung der Phasen Strom, und es besteht ein
Spannungsabfall in ihm.
Die GréBe und Phase dieser Spannung ist zundchst unbekannt,
& wir bezeichnen sie mit P,, sie ist in
\ Fig. 85 durch die Strecke OP, dargestellt.
Auf jeden Scheinwiderstand, der sich vom
neutralen Punkt des Generators iiber eine
Leitung und den Belastungswiderstand bis
zum neutralen Punkt der Belastung er-
streckt, wirkt die Differenz aus der be-
treffenden Phasenspannung P_ und der
Spannung P,. Diese drei Differenzen wer-
den durch die Vektoren P P,, P,P,,
P, P, dargestellt. Sind z,, z,, z;, 2z, die
gesamten Scheinwiderstinde der drei Phasen
und des Nulleiters vom neutralen Punkt des Generators bis zu dem
der Belastung, so gelten die Gleichungen:

Fig. 85.

P — Bo=3141
By — Bo= [t e e e e (122)
Pg— Bo="Ts%s
und fir den Nulleiter
0—Bo=Jodo-

Fithrt man an Stelle der Scheinwiderstinde z die Leitwerte y ein,
so ist auch

|

1 (%1 - S—]30) Dy
(B; — Bo) Vs
s = (Bs — Bo) Yo
Jo= - S'Bo Do
Es ist nun die Summe aller vier Stréme gleich Null:
St e+ I+ IJg=0.
Addiert man daher die vier Gleichungen 122a, so wird

2Iso(% +t)2 +t)3 +t)o)=$1t)1+$at)-z +§B3t)3

und hieraus ermittelt sich zunichst
=%,
o=z,
( t)z—'— t)0)
Durch Einsetzen dieses Wertes in Gl. 122a ergeben sich die
vier Strome.
Ist kein neutraler Leiter vorhanden, so ist in den Gl 122 und
123 y,=0 zu setzen.

I

§ .. . (122a)

22 22 &2
I

2

(123)
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Graphische Ermittlung. Man kann die soeben abgeleitete
Rechnung auch graphisch durchfithren. Dividiert man Gl. 123 beider-
seits durch %,, so wird

(124)

B B (S0 A )
Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion (Fig. 86).
Man tragt

0A:§’B11)1’ OB:SBQUQ, 00:%393
auf, und bildet die Summe OD=XP 1, .
&

fr"T‘

Fig. 86.

Ist ferner
04=1%,y,, OB '=P,y,, 00 =%y, 0D =Py,
so ist die Summe dieser vier Strome

Nach GIl. 124 verhilt sich daher

B, OD
®, O
Macht man
AOP,D~ 40P, E,

so ist OP, gleich P, nach GroSe und Phase.

Eine andere graphische Ermittelung des Sternpunktes ergibt
sich aus folgender Betrachtung.

a) Es ist kein Nulleiter vorhanden.

Nimmt man zunichst an, eine Phase, z. B. 3, sei unterbrochen,
so sind die beiden anderen 1 und 2 hintereinander an die Linien-
spannung P,, angeschlossen, und diese verteilt sich auf die beiden
Zweige nach Mafgabe ihrer Scheinwiderstinde oder im umgekehrten
Verhéltnis ihrer Leitwerte.

Macht man daher in Fig. 87a und b

PyP): PP =3, :3=y,:9,=04:4B,

so ist OP,; die Spannung zwischen Sternpunkt des Generators und
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dem der Belastung bei unterbrochener Phase 3. Sie ist nach Gl. 123
fiir y,=—=0 und y,=0,
EB 1:$1D1+5‘B2 Qg_.
’ by 1,
Die Spannung zwischen der Klemme
der unterbrochenen Leitung und dem Stern-

Fig. 87a. Fig. 87b.

punkt der Belastung ist daher

P3 Po' - 5»133 . stol — SB:; ([)1 + D2 )D'l—_'(—gi)lnt)l + S‘Bz t)‘.}) (1 25)

Ist nun der Leitwert der Phase 3 nicht Null sondern Y3, SO
ist nach Gl. 123

B :%131 —+ Ba ha 1 Ps s
° by =+ 9, + 1
und
Py — Po= %5 (Dl —i_(;:)'i_—niﬁnt;j— %, b,) .. (1 258»)

Durch Division der Gl. 125 und 125a erhilt man daher

sBs - (’Bo —_ 9, + 9, .
B — "Bo’ U1+ Ua‘i‘ Ys
Man trigt also P,P, so auf, daB
PyPy: Py Py = (y; +1,): (), 92+ 15) =0B: 0C,
dann ist OP, die gesuchte Spannung des Sternpunktes.
Haben y, und y, den gleichen Phasenwinkel, so liegt der Punkt
Py auf P P,; hat auch y, denselben Phasenwinkel wie y, und y,,
so liegt P, auf der Geraden P,P,. '
b) Ist ein neutraler Leiter vorhanden, so setzt man das Ver-
fahren wie folgt fort. Ohne neutralen Leiter war
2%, 0,
Fo="3y,
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mit neutralem Leiter ist dagegen

0(n) (2 Y, + 1)0)
also
SB0 (n) —_ Z j;)az;

B (Zv.An0)
Man trigt also die Strecke OP,, so auf, dafl

OPyy: OPy=(9; + 9, -+ 95): (9 + 9, + 9, +1,) =00:0D,
dann ist OP,,, die gesuchte Spannung des Sternpunktes.

Berechnung bei unsymmetrischen Linienspannungen.

Oft liegt die Aufgabe vor, daB zu gegebenen unsymmetrischen
Linienspannungen die Stromverteilung bei Sternschaltung der Belas-
tungswiderstinde z, 2,2, zu berechnen ist (vorausgesetzt, dal die
gegebene Unsymmetrie der Spannungen durch sie nicht mehr geéndert
wird).

In solchen Fillen ist die Bezugnahme auf den Nullpunkt des
Stromerzeugers nicht mehr mdéglich.

Bezeichnet man die Spannungen zwischen je einer der drei
Leitungen und einem beliebigen Bezugspunkte der Reihe nach mit
B, B, B, die Linienspannungen P, P, B,, so gilt fiir diese stets
(s. auch S. 103)

B, — By =%, )
S'B«z “‘fBa == ‘Ba C e e e e (1 26)
P — B, =%,

Die Summe der drei Linienspannungen ist daher stets Null, bei
einwelligen Spannungen bilden ihre Vektoren ein geschlossenes Drei-
eck, das bei Unsymmetrie ungleichseitig ist.

a) Die Belastungswiderstinde sind gleich.

Wir wahlen als Bezugspunkt den Sternpunkt der Belastungs-
widerstinde, dann sind P, B, P, die gesuchten Phasenspannungen
der Belastung. Da die Summe der drei Strome der Sternschaltung
stets Null ist, wird fiir 3, =3, =13,=3

B B B
s T T
B, + P, 4+ B; =0.

Hieraus folgt, daB bei gleichen Belastungswiderstinden der
Spannungsmittelpunkt der Belastung der Schwerpunkt des Spannungs-
dreiecks ist (s. Fig. 88). Nach Gl 126 wird némlich

%1: SBC—%"S’Ez

S'B1=_SBI;+§B3
B, = B,
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mithin B, =3(B, — By
und analog B, =35(B, —B)
5‘83:%@% _S‘Ba)'
Durch die $ und 3 sind die Strome bestimmt.

b) Die Belastungswiderstdnde sind ungleich.

Der Spannungsmittelpunkt der Belastung (0 in Fig. 89) ist
nicht mehr der Schwerpunkt des Spannungsdreiecks (0'), zwischen
den Spannungsmittelpunkten des unsymmetrisch und des symmetrisch

Fig. 88. Fig. 89.

belasteten Systems besteht eine Spannung Py = 0'0. Seien P, P,, P,
die gesuchten Phasenspannungen des unsymmetrisch belasteten Systems,
P/, P/,P/, die bei symmetrischer Belastung, so ist

S'Bo:%;_ S*Bl
%o:s-B-)’ - S'B:,y
%o:$3,—$3-

Multipliziert man jede der drei Gleichungen mit dem zugehorigen
Leitwert y, vy, y, und addiert sie, so wird, da die Summe der drei
Strome P, v, By ho, By, Null ist,

Bo (91 12+ 95) = B v: + Bova + By'0g
%, — B0y 4 By'0o 4= By

=y
Diese Gleichung fiir P, ist vollkommen analog der Gl. 123,
S. 108, mit dem Unterschied, daB die ®,” R, B, hier unter sich
verschieden sind. Die graphische Berechnung ist der dort gezeigten
genau entsprechend.

(127)

45. Dreieckschaltung. Die Beziehung der Phasenstrome zu
den Linienstromen.

Ehe wir die analytische Berechnung der Dreieckschaltung
durchfiihren, soll zundchst an den Vektordiagrammen die Be-
ziehung zwischen den Phasenstromen und den Linienstromen er-
lautert werden. Hierbei nehmen wir eine Schaltung nach Fig. 90
an, die Stromempfinger sind in Dreieck, der Stromerzeuger ist in
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Stern geschaltet. Wir legen vorerst, gleichviel ob die Belastungen
des Dreiecks gleich sind oder nicht, gleichgroBe Linienspannungen
zugrunde.

Es seien in Fig. 91 P,, P,, P, die Phasenspannungen des
Generators, die Linienspannungen P, P,, P,.

P, P, P, sind die Phasenspannungen des Dreiecks.

Bei gleicher Belastung der drei Seiten des Dreiecks sind die
gleichgroBen Phasenstréme (Ring- J
strome) J , J,, J, um gleiche Winkel
¢ gegen die Spannungen P, P,, P,
verzogert.

Verlegt man die Vektoren der
Strome nach dem Mittelpunkt O,
80 erhélt man dis Linienstrome als

%,

Z N'\N@
8 i ., 3
%‘”—1,

&
f\

Fig. 90. Fig. 91.

Differenzen benachbarter Phasenstrome, also
iy =1, —1,
ig:ia"—ic e s 4 v e e (128)
Iy =1, —1,

Die Vektoren dieser Strome sind die Seiten des Stromdreiecks
Ihre Verschiebung nach dem Nullpunkt zeigt, daB sie gegen die
Spannungen P,, P,, P, dieselbe
Phasenverschiebung haben, die
zwischen den Spannungen und den
Stromen des Dreiecks bestcht.

Anders ist es bei ungleicher
Belastung der Dreieckseiten. Ein
Beispiel hierfiir zeigt Fig. 92. Es
sind die Phasenverschiebungen der
Dreieckstrome gegen ihre Span-
nungen @, @,, @,, die der Leitungs-
stréme gegen ihre Spannungen ¢, ,
Pas Py

Es ergeben sich folgende Be-
ziehungen: J, ist gegen P, um ¢,
verzdgert. Nach Gl. 128 ist J, die geometrische Differenz von J, und
Jy, die um ¢, bzw. ¢, gegen P, bzw. P, nacheilen. P, eilt

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 8

Fig. 92.
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gegen P, um 30° vor, wihrend P, gegen P, um 150° voreilt, — P
also gegen P, um 30° nacheilt, daher wird
J, cos p, =J cos(p,— 30%) 4 J, cos (¢, + 30°)
J, sin @, =J sin (p,— 30°) -4 J, sin (¢, + 30°)
und analog fiir die anderen Phasen
J, cos p, =J  cos (p,— 30°%) -+ J, cos (¢, 4 309))
J, sin g, =J  sin (p, — 80°) +J, sin{p, -+ 30°)
endlich
J cos g, =J, cos (@, — 30°) +J , cos (¢, + 30°)
J sin @y =J sin (¢, — 30°) - J_ sin (¢, 4 30°)

Andert sich der Strom in einer Seite des Dreiecks, so dndern
sich nur die Linienstrome an den beiden benachbarten Eckpunkten,
aber nicht der des gegeniiberliegenden Eckpunktes. Wird z. B. der
Strom einer Seite Null, etwa der Seitea, so ist J,—= —J, und J, =J,,
J, ist aber nicht Null, weil die Phasenverschiebungen der Strome J,
und J, gegen ihre Spannungen mit der Phasenverschiebung der
Belastung nicht einfach zusammenhéngen.

Sind etwa zwei Seiten gleichstark und induktionsfrei belastet
die dritte unbelastet, alsoJ, =0, J, =J =J, ¢,=¢,=0, so wird

J, cos g, =4J cos (— 30°) - J cos 30°=JV§}J —JV3
J, sin ¢, ==J sin (— 30°) - J sin 30°=0 !
J, cos ¢, =4 cos 300-={%i
(=

J, sin g, =J sin30°=‘§‘
J cos g, =J cos (— 30°) ———J~V—3

2

L=
J 4 sin g, =J sin (— 30°) = _T

Es ist alsoJ, in Phase mit P,,
dagegen ist J, gegen P, um 30°
verzogert, wihrend J, gegen P, um
30° voreilt (s. Fig. 93). Die in jeder
der beiden Dbelasteten Phasen ver-
brauchte Leistung ist J P,= V3PJ,
insgesamt also 2 V3 PJ. Hier-
von fiihrt J, die Hilfte, die iibrigen
Strome je ein Viertel zu.

Sind dagegen bei einer unbe-
lasteten Phase die beiden anderen
Fig. 93. induktiv und etwa wieder gleich-
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stark belastet, also
J, =0, J,—=J,—=J, @,—qp,=90°,
50 ist J, cos p, =0, J,sinp, =V3J

—J ) J
J,‘,COSQD‘z:hz—’ J‘JSIH(p‘_!__é‘Vg
. J =

JSCOS(p{;:{: Jssln(p3:?1/3.

Hier fiihrt also J, eine Leistung P, J, cos @, =3 PJ zu, wéhrend
J, dieselbe Leistung w1eder zuriickgibt,
denn die gesamte Leistung ist Null
(s. Fig. 94).

Ein Linienstrom wird bei der
Dreieckschaltung Null, wenn die Stréme
der beiden benachbarten Dreieckseiten
gleichgro3 und und von gleicher Phase
sind. Thre Phasenverschiebungen gegen
ibre Spannungen unterscheiden sich
dann um 120° Ist z. B. J, gegen P,
um 30° verzdgert, wihrend J, gegen
P, um 90° voreilt, so ist, wenn sie
gleichgroB sind, ihre Differenz, d. h.
der Linienstrom J, =0. Fig. 94.

46. Transfigurierung einer Dreieckschaltung in eine Stern-
schaltung.

Ist bei unsymmetrischer Belastung der Dreieckschaltung der
Spannungsabfall in der Leitung zu beriicksichtigen, so wird die
Losung der Gleichungen, die drei unbekannte Spannungen und drei
unbekannte Stréme enthalten, dadurch besonders uniibersichtlich, da
die Linienstréome jeweils die Differenz zweier Phasenstrome sind.

Wesentliche Vereinfachung der Berechnung bietet die An-
wendung des zuerst von A. E. Kennelly bewiesenen Satzes, daf
jede Dreieckschaltung durch eine in bezug auf den dulleren Strom-
kreis &dquivalente Sternschaltung er-
setzt werden kann. Durch diese
Transfigurierung wird die Berech- "Llfb 2
nung einer Dreieckschaltung auf die 2, oA
einer Sternschaltung zuriickgefiihrt.

Es seien die Scheinwiderstinde
2, 2,, 2z, des Dreiecks gegeben (s, 3 5
Fig. 95), gesucht 2y 2y, 2, fiir den dqui- Fig. 95.
valenten Stern. Aquivalenz besteht,
wenn der resultierende Scheinwiderstand zwischen je zwei Klemmen

8*

>
oz
x\
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bei beiden Schaltungen gleichgrofl ist. Zwischen den Klemmen
A B liegen beim Stern z, und z, in Reihe, beim Dreieck dagegen z,
parallel zu der Reihenschaltung von z, und z,, daher ist

— 3 (Gat )
o 8o T8 T8
ebenso % + 3= m&i

5a+8b+$c’
3Gt 8l
&+&_a+m+d

Addiert man jeweils zwei dieser Gleichungen und subtrahiert
davon die dritte, so erhilt man

31 —_ ?Sb 60
fa T B 80

p—=——tebe L (129)
3o T B T+ %

Y bado
Ba 8 1 3

Sind die Scheinwiderstinde des Dreiecks unter sich gleich
8a=5b=50:5’
so sind auch die des Sterns gleichgroB, und zwar ist

W= == —g‘ :

Man kann die Transfigurierung
auch graphisch ausfithren. Stellen
in Abb. 96 die Vektoren O A4, OB,
OC der Reihe nach 3, 3,, 3, nach
Grofe und Phase dar, und ist 0D
ihre Summe, so macht man

A0IC~ 40BD,

daher

o1 0D 5a+3b+6c b
und analog fiir die anderen Phasen.

Umgekehrt kann eine Sternschaltung in eine Dreieckschaltung
transfiguriert werden; man verwendet hierbei zweckmiBig die Leit-
werte. Die Aquivalenz der Schaltungen gilt unabhingig von den
Spannungen, die an ihnen bestehen. Ist z. B. die Spannung zwischen
den beiden Klemmen 4 und B (Fig. 95) gleich Null, so konnen
diese Punkte widerstandslos verbunden werden. Man hat dann beim
Dreieck zwischen diesen beiden Klemmen und der dritten eine
Parallelschaltung von y, und y,, beim Stern eine Reihenschaltung
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von y, mit den beiden parallelgeschalteten y, und y,. Es wird
daher
1
t)‘mL‘t)b:l—l—“
W
_ (it he)
| Dyt 95 1 Vs
anatog by (95 =+ bs)
e
__ D (g +9,)
b oy

und indem man wieder zwei Gleichungen addiert und davon die
dritte subtrahiert

N X

S M ol M e

= Wb 129a
U by 1+ 9s - Y3 B ( )
Y B

M i N

Diese Rechnung findet z. B. dann Anwendung, wenn mehrere
unsymmetrische Sternschaltungen parallelgeschaltet sind, deren neu-
trale Punkte nicht verbunden sind und der Spannungsabfall fiir
beide zu beriicksichtigen ist. Zwischen den neutralen Punkten
besteht eine Spannung, es kdnnen daher die Scheinwiderstinde ent-
sprechender Stromkreise nicht parallelgeschaltet werden.

Man transfiguriert dann erst jede Sternschaltung in ein Dreieck,
die entsprechenden Seiten der Dreiecke sind parallelgeschaltet. Das
aus der Parallelschaltung resultierende Dreieck kann wieder in eine
Sternschaltung transfiguriert werden, womit die den parallelgeschalteten
Sternschaltungen #quivalente Sternschaltung gefunden ist.

47. Berechnung der Spannungserhohung bei einem Mehr-
phasensystem.

In Kap. IV S. 44 wurde gezeigt, wie bei einer Einphasenleitung
die prozentuale Spannungserh6hung und damit der ihr nahezu gleich-
groBe Spannungsabfall berechnet wird. Da bei einem Mehrphasen-
system die Linienspannung von dem Spannungsabfall zweier Linien-
strome beeinflut wird, die bei ungleicher Belastung der Phasen
sehr verschieden groB sein und ungleiche Phasenverschiebungen gegen
ihre Spannungen haben kénnen, erweitert sich diese Berechnung bei-
spielsweise fiir ein Dreiphasensystem in folgender Weise.
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In Fig. 97 sind die Linienspannungen P,, P,, P, der Be-
lastung in beliebigem Mafstab aufgetragen.

gy Jy, J, seien die Stréme der in Dreieck geschalteten Be-
lastung. Aus ihnen erhilt man
die Linienstrome J,, J,, J, als
geometrische Differenzen nach
Gl. 128.

Man trigt nun die Span-
, nungsabfille in der Leitung
{leOO in Prozenten der sekun-

déren Spannung (Sternspannung)

unter dem Winkel arctg )Rf gegen

J voreilend auf und beschreibt
iber diesen Strecken als Durch-
messer je einen Kreis. So ist
z. B.

g,z Jy2

4D, ="47100, BD,="2"100.

Fig. 97 Die Verlingerung von P, schnei-
o det die Kreise iiber 4D, und

BD, in G, und 6,.

Die Strecken AG, und G D, seien in Prozenten der sekun-
déren Spannung, « , und f,;, ebenso BG,=u«,,, G4D,=F,,, 80 ist
unter Beriicksichtigung von GI. 54 S. 44

6co/o =i“c1i“c2 + (/30_12%%2)4
und analog fiir die anderen Phasen. Hierbei erhalten die « das
positive oder anegative Vorzeichen, je nachdem sie in die Ver-
langerung des Vektors der Linienspannung fallen oder in ihn selbst,
die § sind zu addieren oder zu subtrahieren, je nachdem sie ein-
ander entgegen- oder gleichgerichtet sind.

48. Das Zweiphasen-Dreileitersystem.

Dieses System hat zwei um 90° gegeneinander phasenver-

Z — Ji schobene Spannungen und einen Null-
P P 3 1\‘ leiter, es ist also ein unsymmetrisches
% 3 1 ) System.
2 + | Die Belastung wird zwischen je
Mids S - einen Auflenleiter und den Nulleiter

Fig. 98. angeschlossen (s. Fig. 98).
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Bei gleichmiBiger Belastung ist die Summe der momentanen
Leistungen beider Phasen konstant, das System ist balanciert.

Die Leistung ist

N =2PJ cos ¢.
Die Linienspannung ist

P,=PV2,
der Strom des Nulleiters

J,=JVe,
daher auch

N =P,J,cos p.

Ist der Spannungsabfall im Nulleiter vernachldssigbar klein,
so bleiben bei gleicher Belastung der Phasen die Spannungen an

den Klemmen der Belastung gleich
groB und um 90° gegeneinander
phasenverschoben.  Besteht da-
gegen im Nulleiter ein Span-
nungsabfall, der gleich OP, in
Fig. 99 ist, so sind die Span-
nungen an der Belastung P,P,’
und P,P,) auch bei gleichen
Stromen verschieden wund nicht
mehr um 90° phasenverschoben.

Die Berechnung ergibt sich

genau wie auf S. 108 fiir 3 Phasen.

Sind y,, y,, y, die Leitwerte, ge-

A
A
%
%
o ~
Y

o5
=

Fig. 99.

rechnet vom neutralen Punkt des Generators bis zu dem der Be-

lastung, so erhdlt man

%:%m+%ﬁ
Yy 9+
Ji=0EF—B)v. { . ... ... (130
Sa :(S‘BQ—SBO) 92
Jo=—PBoY

Man kann hier ebenfalls graphisch verfahren.

Denkt man sich zunédchst eine Phase, z. B. 2 unterbrochen, so
teilt sich die Spannung P, auf den Nulleiter und die Belastung
der Phase 1 nach MaBgabe der Scheinwiderstinde. Es ist

3

Bo'

= t)o ==
1 7o
3,

o
i 3 1 %0

Sind sowohl die Belastung als auch der Nulleiter induktions-
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frei, so braucht man, wie in Fig. 100, nur den Vektor OP, in
OP, und P, P, so zu teilen, daBl

OP/:P/P,—=R,:R,.
Zwischen der Klemme der unterbrochenen Phase und dem Null-
punkt der Belastung besteht dann die Spannung P/ P,, sie ist im
allgemeinen Fall

’ B, (91'{—%)_'%13
Bo— B’ — L
v b+ 1o
Ist dagegen die Phase 2 belastet, so ergibt sich P, aus Gl 130 und
‘'es wird
g'Bg (t)l + no) - 5'El t)l’
by~ 9 + 9o

532_%0:

also verhilt sich

)
1L 00
g'Bz‘JBo: D1+t)0 . +81
;, — B’ T ’
Bo— By 99+ 9o 1oy do
o ke
Nehmen wir z. B. an, es sei auch Phase 2 induktionsfrei belastet
und ebenso wie 1, d.h. R, = R, = R, so wird
%2—5130:}2_*_1{0#_
B — 5130’ vid + 2 Ro
Man teilt in Fig. 100 P, P, so durch den Punkt
P, daB
P,P;:P,P/—R-+|R;:R-+2R,.
Die Verdrehung der Spannungsvektoren aus der
AL\% 90° Phasenlage durch den EinfluB des Null-
0 leiters ist fiir den Betrieb von Motoren be-

sonders ungiinstig. Dies ist der Grund, wes-
halb das System jetzt seltener angewendet wird.

)

R

Fig. 100.

49. Zerlegung eines unsymmetrischen Mehrphasensystems in
zwei symmetrische.

Wie bei gegebenen unsymmetrischen Spannungen fiir konstante
Belastungswiderstinde zu rechnen ist, wurde auf S. 111 gezeigt.
Diese Rechnung ist aber nicht mehr verwendbar, wenn die Belastung
aus rotierenden Maschinen besteht (z. B.Induktionsmotoren). Ohne
auf die Theorie der Maschinen hier eingehen zu kénnen, sei jedoch
ein Hilfssatz?) erldutert, der in solchen Fallen zum Ziel fiihrt. Er
lautet: Ein unsymmetrisches Mehrphasensystem lifit sich in zwei
symmetrische mit entgegengesetzter Phasenfolge der Spannungen zer-

1) s. Fortescue Proc. Am. Inst. El. Eng. 1918, P. Miiller ETZ 1918. H. 35.
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legen. Die beiden symmetrischen Teilsysteme sind verschieden groB,
das groBere hat die Phasenfolge des unzerlegten unsymmetrischen
Systems, das kleinere die entgegengesetzte.

Zur Erliuterung ist in Fig. 101 zunichst die Zusammensetzung
zweier symmetrischer Dreiphasensysteme zu einem unsymmetrischen

gezeigt. In dem groBen gleichseitigen py
Spannungsdreieck 4'B’C eilt P, gegen P/ ﬂx___ﬁv"'li
um 120° nach, P/ gegen P,/ um 120% vor. _ /ﬁ;:-f_!f 12"

In dem kleinen gleichseitigen Spannungs-
dreieck 4’ D A eilt dagegen P,” — A A’ gegen
P/ =A'"D um 120° vor, P" =D A gegen
P um 120° nach. Durch Parallelverschie-
ben von P, =A'D nach B'B ergibt sich
CB =P, als geometrische Summe von P/ Fig. 101.

und P”. Da BD=BA =P/ ist BA

=P, die Summe von P/ und P/, endlich AC=P, die Summe
von P,/ und P,”".

In dem resultierenden unsymmetrischen Spannungsdreieck 4 BC
ist die Phasenfolge dieselbe wie in 4’ B’'C.

Die beiden symmetrischen Teilsysteme sind durch zwei zu-
sammenzusetzende Spannungsvektoren und deren Phasenverschiebung
bestimmt. In Fig. 101 eilt z. B. P”= B'B gegen P,/ um ¢ vor.
Beziehen wir alle Spannungsvektoren auf P, und P ” und geben
einem, z. B. P/, die Phase Null, so ist

’ ’ ” w g9
S‘Ba =Pa sBa :Pn. €
.27 '(5 ! 2_”)
—4i2= J{0+
st/:Pale I3 S‘Bb’,:Pa”e 3
2n : 5‘2_”
' por i n__pn 7( 3)
s‘Bc —‘Pa € 3 s’Ec _Pa €

Durch Addition entsprechender Vektoren folgt:
“Ba — S'Ba, + S'Ba’, — Pa' + Pa" ej6 l
2n . 27
B, =B, + P, =P/ ¢’ +P/ ¢ (6+ 3 ) . (131)

27 ( 2_”)

L. (6 —
;'Bc ;’Bc’ chr/ _ Pa, eT73 Pa” e’ ( 3
L 2x

Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit ¢/ 3, die
2n

dritte mit e’ 3 und addiert sie zur ersten, so ist

27 2
i =
P+ B¢ S 4P e 5 =8P =39,/ . . . . (132)
.27
Multipliziert man hingegen die zweite Gleichung mit ¢ '3, die
27
dritte mit ¢eT? 3 und addiert sie zur ersten, so ist

27 L 2x .
Pot B 5 BT =3P =39, (133)
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Die beiden letzten Gleichungen geben die Regeln an, wie ein
gegebenes unsymmetrisches Spannungsdreieck P P, P, in zwei sym-
metrische zu zerlegen ist. Die graphische Zerlegung wird danach wie.
folgt ausgefithrt:

1. Man verdreht um die Endpunkte eines Spannungsvektors (P,)
die beiden anliegenden und zwar den in der Phase zuriickliegenden (P,)
um 120° nach vorwirts, den voreilenden (P,) um 120° nach riick-
wirts. Die Verbindungslinie der freien Endpunkte der gedrehten
Vektoren ist die dreifache Linge des zum festliegenden Vektor (P,)
zugehorigen Vektors (P,') des gleichsinnigen symmetrischen Teil-
systems.

2. Man verdreht um die gleichen Endpunkte des festliegenden
Spannungsvektors (P,) den in der Phase zuriickliegenden (P,) u

1200 nach riickwirts, den vorellen-
~_ den (P) um 120° nach vorwirts,
_ die Verbindungslinie der freien End-

punkte der gedrehten Vektoren ist
die dreifache Linge des zum fest-
liegenden Vektor (P,) zugehérigen
o Vektors (P,”) des symmetrischen
|\ __~GPr Teilsystems mit umgekehrter Pha-
L'Fia' 109, senfolge. Fig. 102 zeigt die graphi-
N sche Zerlegung.

Fiir ein Zweiphasensystem ist die Ableitung ganz analog und
braucht hier nicht durchgefiihrt zu werden.

Ein Sonderfall ergibt sich bei Zusammensetzung von zwei gleich-
grofen symmetrischen Spannungsdreiecken mit entgegengesetzter
Phasenfolge.

Setzt man in Gl 131 P)" =P 'und 6 =0, so wird $,= 2P/,
B,=——P,/, B,=—P,/ Dies ist ein Einphasensystem mit der
Spannung 2P,. Danach 1iBt sich ein Einphasensystem zerlegen in
zwei gleichgroBe symmetrische Dreiphasensysteme mit entgegen-
gesetzter Phasenfolge von je halber Spannung.

50. Mehrwellige Strome in Mehrphasensystemen.

Die Spannungskurven der verschiedenen Phasen eines sym-
metrischen Mehrphasensystems haben alle dieselbe Form, da die
verschiedenen Wicklungen einer Mehrphasenmaschine alle dieselben
elektrischen und magnetischen Eigenschaften besitzen. Die Ober-
schwingungen kommen in den Kurven aller Phasen in gleicher
GroBe und Lage gegeniiber der Grundwelle vor.

Der Phasenwinkel der Grundwelle iibertrigt sich auf die Ober-
wellen nach MaBgabe ihrer Ordnungszahl.
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Sind die Grundwellen zweier aufeinanderfolgender Spannungen
um 2—?:—1 gegeneinander phasenverschoben, so sind die Oberwellen der

» fachen Frequenz um x2n ihrer Wellenlédnge gegeneinander phasen-
verschoben. "

Ist »%:n eine ganze Zahl, so ist die Phasenverschiebung dieser
Oberwellen ein ganzes Vielfaches von 2z, d. h. die Oberwellen sind
gleichphasig.

Ist x=—(xn— 1), worin x eine ganze Zahl ist, so ist die
Phasenverschiebung dieser Oberwellen zweier aufeinanderfolgender
Spannungen

M2, 2T
n

Die Oberwellen bilden ein symmetrisches Mehrphasensystem mit
vertauschter Reihenfolge der Phasen.
Ist endlich »==(zn-}1), so ist

®2m 9. 1 2n

Die Reihenfolge der Phasen ist wieder dieselbe, wie fiir die
Grundwellen. ’

Bei einem Dreiphasensystem ist fiir alle Werte von x, die
durch 3 teilbar sind, x:» eine ganze Zahl, die dritten, neunten,
fiinfzehnten usf. Oberwellen sind in allen drei Spannungen stets
gleichgerichtet. Fir r=2,4, ... wird

(xn—1)=5,11,17...
(n+41)=7,13,19...

Die Oberwellen der ersten Reihe bilden symmetrische Mehrphasen-
systeme mit vertauschter Reihenfolge der Phasen, die der zweiten
Reihe solcher mit gleicher Reihenfolge wie bei den Grundwellen.

Die Linienspannung ist bei Sternschaltung des Generators die
Differenz zweier aufeinanderfolgender Phasenspannungen.

Bei der Bildung der Differenz fallen die gleichphasigen Ober-
wellen fort, beim Dreiphasensystem also alle Oberwellen, deren
Ordnung » durch 3 teilbar ist, die dritten, neunten usf. Fiir die
finften, siebenten, elften usf. Oberwellen ist wie fiir die Grundwellen

die verkettete Spannung 2sin—g=v/§mal so groB wie die unver-

kettete Spannung.

Die Spannungskurve der verketteten Spannung eines Generators
mit Sternschaltung hat daher eine ganz andere Kurvenform als die
Kurve der unverketteten Spannung. Fig. 103 zeigt die Phasen-
spannung und die Linienspannung eines Generators.
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Das Verhdltnis der Effektivwerte der Linienspannung und der
Phasenspannung ist

P YD e o A A
W”W"’

Kommen Oberwellen von 3, 9, ... facher Periodenzahl in der
Phasenspannung vor, so ist dieses Verhiltnis kleiner als V3.

Durch die Sonderstellung, die die dritten Oberwellen beim Drei-
phasensystem einnehmen, sind eine Anzahl von praktisch wichtigen
Erscheinungen zu erkldren. Da die dritten Oberwellen stets gleich-
gerichtet sind, kénnen sie bei einem Generator mit Sternschaltung
ohne Nulleiter nicht zur Wirkung kommen, da sie, wie gezeigt, in
der Linienspannung fortfallen. Sind die Stromverbraucher ebenfalls

in Stern geschaltet, so besteht zwi-
Liniensparnung schen dem Nullpunkt des Generators
und dem der Belastung auch bei
/ vollstindiger Symmetrie eine Span-
nung von 3facher Periodenzahl (und
den evtl. dariiber gelagerten Ober-
wellen von 9 facher usw. Perioden-
A‘J}mswpaﬂmﬂg zahl), die gleich der Summe dieser
. in den 3 Phasen gleichgerichteten
Wellen ist.
/ Ist der neutrale Punkt des
Generators geerdet, der der Be-
Fig 103. lastung nicht, so besteht zwischem

diesem und Erde die Spannung
der dritten Oberwellen, die bei Hochspannungsgeneratoren gro83
werden kann, so daB die Berithrung des Nullpunktes gefahrlich
wird. Man erdet mitunter auch den Nullpunkt der Transformatoren.
In den Erdleitern oder in einem gegebenenfalls vorhandenen Null-
leiter flieBt stets ein Strom von 3facher usw. Periodenzahl, der
Nulleiter ist auch bei gleicher Belastung der Phasen nicht mehr
stromlos. Man erdet iiber Drosselspulen oder iiber Widerstédnde.

Bei Dreieckschaltung des Generators addieren sich die dritten
Oberwellen der Spannung zu einer Resultierenden von drei-
facher Amplitude und ergeben einen Ausgleichstrom, der fast un-
abhéngig von der Belastung ist. Die Wicklung ist, auch wenn
keine #uBere Belastung angeschlossen ist, nicht stromlos. Offnet
man das Dreieck, so kann die Spannung der Oberwellen fiir sich
gemessen werden.

-Die inneren Stréme von dreifacher Periodenzahl bedingen zu-
sitzliche Verluste in der Wicklung und erhéhte Erwdrmung, man
schaltet daher Dreiphasengeneratoren selten in Dreieck.
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51. Messung der Leistung von Mehrphasenstromen.

Bei gleicher Belastung aller Phasen eines symmetrischen Mehr-
phasensystems geniigt es, die Leistung einer Phase zu messen und
sie mit der Phasenzahl zu multiplizieren. Fig. 104 zeigt die Schal-
tung fiir eine Dreiphasensternschaltung. Die Stromspule des Watt-
meters ist in eine Leitung geschaltet, die Spannungsspule zwischen
diese Leitung und den Sternpunkt. Ebenso kann man bei einer
Dreieckschaltung die Stromspule in eine Dreieckseite und die
Spannungsspule zwischen die zugehdérigen Knotenpunkte des Drei-
ecks schalten. Oft verwendet man einen kiinstlichen Nullpunkt
{s. Fig. 105) und gleicht die Widerstéinde so ab, dall der Widerstand
der Spannungsspule mit ihrem Vorschaltwiderstand ebenso groB ist
wie die Widerstinde der beiden anderen Zweige.

Fig. 104. Fig. 105.

Bei ungleicher Belastung brauchen allgemein nur (m —1)
Leistungsmesser verwendet zu werden, wenn m die Zahl der Lei-
tungen ist.

Bei einem Dreiphasensystem ohne Nulleiter geniigen also
2 Leistungsmesser. Es ist

2pi= Y2 i1+ Pty + p3i3

und
ittty =0,
daher auch
2pi= (p1— ;) %, + (Po—py)ty . . .. (134)
Bei dieser Leistungsmessung, die von Aron und von Behn-
Eschenburg angegeben ist, A

werden nach Fig. 106 die
beiden Stromspulen in je eine

*

%

=

Fig. 106. Fig. 107.

Leitung geschaltet und die Spannungsspulen zwischen diese Leitung
und die dritte. Gl 134 gilt fiir die Momentanwerte also ganz unab-
hingig von der Kurvenform.
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Fiir die Effektivwerte einwelliger Strome gilt das Vektordiagramm-
Fig. 107 dieser Schaltung.

J, und J, sind die gemessenen Strome, die um ¢, bzw. ¢,
gegen P, und P, verzogert seien. Die gemessenen Linienspannungen
sind — P, als Differenz von P, und P, und P, als Differenz von
P, und P,. Es eilt nun — P, gegen J, um (30°— ¢,) nach, und
P, gegen J, um (@, 30°) vor. Daher zeigen die Leistungsmesser
folgende Leistungen an:

N;=—P,J,cos(p;—30°, Ny =P,J,cos(p,+ 307,
worin P, — Pb=V§P ist.

Ist @,==60° so zeigt der zweite Leistungsmesser die Leistung
Null an, sein Ausschlag kehrt sich um, wenn ¢, groBer als 60° wird.

Bei gleicher Belastung aller Phasen ist

N, -+ N,;;=V3PJ [cos (p — 30°) 4 cos (p -+ 30)]
=3PJcosg,
die Differenz der Leistungen ist dagegen

N,— N, =V3PJ 2singsin 30°

— V3 PJ sin .
Durch Division der beiden Gleichungen wird
, — N,—N
tgp—V3 L 1L (135
A S 1)

Bei gleicher Belastung kann die Phasenverschiebung bei ein-
welligen Stromen direkt aus den Ausschligen der Leistungsmesser
ohne Strom und Spannungsmesser nach Gl. 135 berechnet werden.

Bei gleicher Belastung der drei Phasen geniigt nach R. Friese
ein Leistungsmesser, mit dem zwei Messungen auszufithren sind. Die
Stromspule bleibt bei beiden Messungen in derselben Leitung, die
Spannungsspule wird nacheinander zwischen diese Leitung und die
beiden anderen geschaltet. Die beiden gemessenen Leistungen sind,
wenn die Stromspule z. B. J, mift:

N;=(—P,)J,co8(p;—30°), N =P,J, cos(p,+ 307,
woraus man fiir gleiche Belastung und symmetrische Spannungen
wieder die soeben abgeleiteten Beziehungen erhilt.

Dreiphasensystem mit Nulleiter?). Hier sind drei Leistungs-
messer erforderlich. Es ist

2pi=pyi,+ Pyt + Pyi5 + Do
i1+i2—[—i3+i0:0 .

Setzt' man ¢, aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so
erhilt man :

2pi=(p,— Do) %, + (P — Do) iy (p3— D) iy . (185)

1) 5. Orlich, ETZ 1907, S. 71.

und
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Hierin sind (p,— ,), (Pa— P)> (P3— p,) die Spannungen der
AuBenleiter gegen den Nulleiter, die zur Abkiirzung mit p,,, 9,q, P50
bezeichnet werden mogen, so da wir erhalten

Spi=piotyt Patat Pyols - - . . . (135a)
Die meisten Zihlerkonstruktionen fiir Dreiphasensysteme mit

Nulleiter verwenden die Linienspannungen. Diese erhalten wir durch
die Beziehung

Po==DPap— pso]
Py =DPs0— Piof + + - « + - - (136)
P, == P10 P20

Die Summe p,,- p,,— P, ist bei Verwendung eines Nulleiters
von Null verschieden und zwar nicht nur bei unsymmetrischer Be-
lastung sondern auch bei symmetrischer Belastung, weil die Ober-
wellen von 3, 9, ... facher Periodenzahl flieBen koénnen. Setzt man

Do+ Pyt D50=2=p - - . . . . (137)
g0 erhalt man aus Gl. 136 und 137

Pro=3®,— P+ D)

Poo=21(,—p,+ZP) } . . . . . (138)

Pso=73(P,— P, +ZP)

Setzt man in die Leistungsgleichung 135a

i1=—(i2+7’.3+i0) ’

2pi = (Pa— P10) %+ (P30 — P10) Is— P10
oder, wenn man die Linienspannungen nach Gl. 136 einfiihrt,
Zpi=1p,ly— Pla— Doty - - - - . . (139)

Diese Gleichung, die durch zyklische Vertauschung zwei weitere
analoge ergibt, bietet noch keine Vorteile gegeniiber der Messung
nach Gl 135, weil 3 Zihlersysteme erforderlich sind, bei denen je
eine Spannungsspule und eine Stromspule zusammenwirken.

Die Zahl der Systeme a8t sich aber auf 2 reduzieren, wenn
man bei jedem System mehrere Spannungsspulen oder auch mehrere
Stromspulen zusammenwirken 148t. Dies ergibt die folgenden Mog-
lichkeiten.

Setzt man in Gl. 139 fiir p,, den Wert aus Gl. 138 ein, so wird

2pi=p, (3 +3%) — P(la+3%) —5%Zp . . (140)
Addiert und subtrahiert man hierzu p,7;, so erhélt man
Spi=(p,— p.) G5+ 5%) TP (l5— 1) —55,Zp . (141)
Addiert man zu Gl 139 die durch zyklische Vertauschung erhaltene
2Pt =D, — Pyls— Payly

so wird
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und setzt fiir p,, und p,, die Werte aus Gl. 138 ein, so ergibt sich
2 3pi=(p,— P,) (I, — 5 %) T 2. (,— %) — 35, Zp . (142)
Setzt man ferner die Werte aus Gl. 138 in Gl.135a ein, so wird
32Zpi =1, (P,— Py) + % (Pa— P) + % (P, — p) — 4, TP,
oder nach Addition und Subtraktion von i,p,
8 2pi = (i, — ) (B, — P) +- (13— 1) (P, — P.) — 5 Zp- (143)
Die Gl. 140—143 stellen, wenn man von dem Glied mit Zp
absieht, MeBanordnungen mit 2 Systemen dar, bei denen je 1 oder

2 Spannungsspulen mit 2 Stromspulen zusammenwirken.
;;‘J Das Glied mit X p gibt den Feh-

ler an. Man kann X p messen, wenn
man (nach Fig. 108) durch drei gleiche
Widerstinde ¢ zwischen den Auflen-
leitern einen kiinstlichen Nullpunkt
herstellt und ihn durch einen Span-
_________________________ _ nungsmesser vom Widerstand o  mit
Fig. 108. dem Nullpunkt der Belastung ver-
bindet.

Sind §,, j,, j; die Strome in den 3 Widerstinden, j der Strom

im Spannungsmesser, 8o ist

Pio=10 +j99
Pao=79,0 170,
p30:j39+j@g’

Tp=(0+30,)7-

Der Ausschlag des Spannungsmessers ist daher mit et3o,
zu multiplizieren, um die Spannung X'p zu erhalten. %

Schaltet man in gleicher Weise die Spannungsspule eines
Leistungsmessers, dessen Stromspule von 4, durchflossen ist, so kann
das Fehlerglied in Gl. 140—143 gemessen werden.

—— e ¥

daher
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52. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise.

Liegen zwei geschlossene Stromkreise einander benachbart,
wie Fig. 109 fiir zwei einfache Leiterschleifen zeigt, so ist der In-
duktionsflul des einen auch teilweise mit dem anderen verkettet.
Die Anderung des Stromes eines Kreises bedingt Induktionswirkungen
nicht nur in ihm selbst, sondern auch im benachbarten Stromkreis,
eine Erscheinung, die als gegenseitige Induktion bezeichnet wird.

Fiihren beide Kreise Strom, so stellt sich ein Feld ein, das aus
der Summenwirkung beider Stréme resultiert.

Die magnetische Energie des Feldes zweier strom-
fiihrender Kreise.

Die Energie des magnetischen Feldes ist nach Gl 16 S. 12
W, = ou9dv. . . . .. .. (16)

In einem beliebigen Punkt seien die von den Strémen i,
und ¢, der beiden Kreise herriihrenden Feldstirken $, und §,. Sie
haben im allgemeinen verschiedene Richtung und mogen einen
Winkel « miteinander bilden. Dann ist die resultierende Feldstirke

9?==9,"+ 9.+ 29,9, cose.
Mit diesem Wert zerfillt der Ausdruck 16 fiir die Energie in drei Teile
W, =1 [ upo©,2dv ist nur von i,
w,, :%f Ulo D,2dv ist nur von ¢,
W, = S g 9,9, cosedv ist von i, und ¢, abhingig.

Fraenckel, Wechselstréme, 2. Aufl. 9-
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Nach S. 12 ist
W, =3L,1.%, W, =1 L,1,?,
worin L, und L, dle Induktivitdten der beiden Stromkreise sind.
Den dritten Teil konnen wir wie folgt deuten. Die vom Strom ¢,
herrithrenden und von ihm durchfluteten Induktionsréhren sind
(s. Fig.109) zum Teil mit ¢, verkettet. Fiir eine solche Rdhre
ist der konstante FluB}
Mo 9, df= B, df.
Daher wird fiir eine solche Rohre
dW,,,lg:SBldff 9, coseds.
0

Nach dem Durchflutungsgesetz ist hierin

\\\ oy & @ /.,' bf D, coseds=1,,
o B sofern diese Rohre ¢, umschlingt, andern-
Ir I - falls Null. Im ersten Fall ist
dWml,zszldf"‘z

Erstreckt man daher die Integra-
tion nur iiber die Rohren, die mit ¢,
o ol verkettet sind, so wird
Fig. 109. Wm12=i2f531df—z Ve
worin ¥, der Induktionsflul ist, den
der Strom ¢, durch die Fliche des Stromkreises 2 sendet. Man setzt
Ye=0,M, . . . . . ... (144
Wogy=110 M,y . . . . . . . (14D)
Geht man vom Strom ¢, aus, so findet man analog den FluB,
den ¢, durch den Stromkreis 1 sendet,

Y, =i, M,, . .. .. .. (144a)
Woy=10,9My;, . . . . . . . (145a)

Da die Energie in beiden Fillen dieselbe ist, wird
M,=M, =M .. ... . (146)

M heiBt der gegenseitige Induktionskoeffizient oder die
Wechselinduktivitit der beiden Stromkreise, W,,,=1,1, M die
wechselseitige magnetische Energie. Die gesamte magnetische Energie
zweier stromfiihrender Kreise ist daher

Wa=34"L +iydy M+4-534°L, . . . . (147)
Sie setzt sich zusammen aus den Eigenenergien der Felder jedes
Stromkreises (14,2L, und }¢,°L,), die ebenso grof sind, wie wenn
der andere mcht vorhanden wire, und der wechselseitigen Energie
i, M.,
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M hat, wie aus der Ableitung folgt, dieselbe Dimension wie L
und wird in Henry gemessen. M ist auch nur als Konstante zu
betrachten, wenn die Permeabilitit des Mediums x unabhingig von
der Induktion ist.

M kann das positive oder negative Vorzeichen haben. Ordnen
sich die Umlaufrichtung des Stromes eines Stromkreises und die
Richtung des vom anderen Stromkreis durch ihn gesandten Flusses
entsprechend einem Rechtssystem zu, so ist M positiv, sonst negativ.

EMK der gegenseitigen Induktion.

Andern sich die Stréme i, und i,, so #&ndert sich die Energie
des Feldes. Betrachten wir L,, L, und M als Konstante, sehen wir
somit von einer Verinderung der gegenseitigen Lage und von einer
Deformation der beiden Systeme ab, die eine Anderung von M bzw. L
bedingen wiirden, so kann die Zu- oder Abnahme der Energie nur da-
durch zustande kommen, daB elektrische Leistung den Stromkreisen
zugefiihrt oder von ihnen abgegeben wird. Sie ist stets gleich dem
Produkt aus dem Strom und einer Spannung. Nimmt die Energie in
der Zeit dt um dW, zu, so ist die den Stromkreisen zugefiihrte
Leistung

aw, . (, di, ) < 4 )
s (‘dt+Mdt T : Tl

Die in den Klammern stehenden Ausdriicke, mit denen die
Strome multipliziert werden, sind die zugefiihrten Spannungen, die
den durch die Anderung des Flusses bedingten EMKen entgegen-
gesetzt gleich sind. .

di
Zu der EMK der Selbstinduktion — L —— tritt in jedem Strom-

dt
d .
kreis die EMK der gegenseitigen Induktion —Md—:, die im
Stromkreis 1 von der Anderung des f<——0=80 -
Stromes 4, und umgekehrt herriihrt. (;Q\x " Oa;tz.s
Fir einen einwelligen Strom ist der LY AN A
d ) ’ L oe #% dee
Effektivwert von M v gleich J w M und i %2
dt 80
symbolisch durch jSwM dargestelit. Ll g
Beispiel. Auf einem Leitungsmast v ;/)r‘i'e ,‘; v
seien zwei Doppelleitungen befestigt (s. il
Fig. 110), die eine A— B mag eine Kraft- S e
leitung, die andere C'D eine Telephon- Fig. 110.

leitung sein. Es soll die gegenseitige
Induktion der beiden Leitungen berechnet werden.
‘()t
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FlieBt durch den Leiter 4 der Strom 1 Amp., so ist die Feld-
stirke in einem Punkt P der Ebene durch C D

o L

2mo’
sie ist, da die Kraftlinien Kreise um A4 sind, senkrecht zur Ver-
bindungslinie 4P gerichtet, ihre Komponente senkrecht zur Ebene C'D
ist daher
. sine
9sing=— 2m0"

Der FluB durch ein Flichenelement von der Liénge 1 cm und der
Breite dx ist

A¥=u,9 sinocdx:g—s—;ﬂdx-IO"’.

Der Verschiebung des Punktes P um dz entspricht eine VergrofBe-

rung von ¢ auf 94 do und von ¢ auf ¢« de. Dabei ist
drsine=dp,

daher

A = Egg1o~*’.

Der ganze Flufl durch die Léingeneinheit der von den Leitern C'D
begrenzten Ebene wird somit fiir 1 Amp.

2In <§1> 10-°
o

Einen ebenso grofen FluB erzeugt der Strom 1 Amp. im Leiter B.
Die Wechselinduktivitit wird somit fiir die Linge [ cm

M=41]-In (gi) 107® Henry . . . . (148)
1
Mit den in Abb. 110 eingeschriebenen MaBen wird

0,="18, po,=54, M=4-1In7810"°=1,47-1-10"" Henry.

Die Induktivitdt der Doppelleitung AB ist hingegen (s. S. 14)

L=41 <1n~dlZ -+ %) 107%*=21,37-10"° Henry.|

L ist hier fast 15mal so grol wie M. Laufen die Leitungen auf
10km =10%cm parallel, so induziert ein einwelliger Strom von
100 Amp. bei 50 Perioden, der in der Hauptleitung flieBt, in der
anderen eine effektive Spannung

JoM=100-314-1,4710"3 =46 Volt.

Zur Vermeidung der dadurch hervorgerufenen Storungen sind die
Leitungen zu verdrillen.
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53. Streuung.

Der Strom eines SystemsJ, bedingt in ihm selbst eine Anzahl
Kraftlinienwindungen L, J,, in dem anderen MJ,. Sie verhalten
sich wie L,: M. Wiren beide Systeme in gleicher Weise mit dem
FluB des Stromes J, verkettet, so miilten sich bei zwei Spulen die
Kraftlinienwindungen wie die Windungszahlen w, und w, verhalten,
es wire

L :M=w,:w,,
analog Ly M=w,:w,,
somit L.L,= M.

Da die Systeme rdumlich nicht zusammenliegen, ist von dem
FluB des einen Stromkreises nur ein Teil mit dem anderen ver-
kettet. Man bezeichnet dies als Streuung.

Es wird daher stets

LL,>M . . . .. ... (149)
Als MaB fiir die Streuung setzt man
L, L
1—ﬁ,‘—3=0, R ¢ X:10))

worin ¢ >0 ist und als Streukoeffizient bezeichnet wird.

Nur der wechselseitigen magnetischen Energie J, J, M entspricht
eine Energieiibertragung von einem Stromkreis auf den anderen. Bei
Maschinen und anderen Apparaten ist es daher zweckmifBig, sich den
gesamten FluBl zerlegt zu denken in einen beiden Stromkreisen ge-
meinsamen, den HauptfluB, und die sog. Streufliisse.

Nun ist aber von den beiden Stromkreisen gemeinsamen Kraft-
linjen allgemein nur ein Teil mit allen Windungen beider Stromkreise
verkettet, der Rest nur mit einem Teil, und zwar je nach der rdum-
lichen Anordnung der Spulen mit verschiedenen Teilen von beiden.
Die Zerlegung in Haupt- und Streukraftlinien ist daher in vielen
Fillen nicht eindeutig und kann in verschiedener Weise vorgenommen
werden?).

1. Zum HauptfluB sind zundchst die Kraftlinien zu zihlen, die
mit allen Windungen beider Stromkreise verkettet sind. Ihre Durch-
flutung ist

Jow, +J,w,.

Definiert man nun nach Rogowski?) als Hauptflu die Summe

der Kraftlinien, die veischwindet, wenn

Jyw, FJ,w,=0
gemacht wird, den Rest als Streufliisce, so ergibt sich, daf3 der Haupt-

%) 8. F. Emde, Elektrotechnik und Maschinenbau, 1914, S. 238.
%) ETZ 1908; Archiv f. Elektrotechnik, Bd.III, H.5, S. 129 (1914).
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fluf alle Kraftlinien umfaBt, die hierbei von gleich viel Ampere-
drihten beider Stromkreise durchflutet sind.

Die gemeinsamen Kraftlinien, die von ungleichen Amperedrihten
der beiden Stromkreise durchflutet sind, zihlen dann zu den Streu-
flissen. Sie heiflen nach Rogowski doppeltverkettete Streufliisse
im Gegensatz zu den reinen (oder einfach verketteten) Streufliissen,
die nur mit je einem Stromkreise verkettet sind.

Die Kraftlinienwindungen der beiden Stromkreise sind allgemein

l*yl =J, L, +J2 M,

V,=J,L,+J, M.
Macht man

Jywy=—J,w,,

so bleiben als Kraftlinienwindungen der Streufliisse

J (L, — 21 M) =, 8,,
" (151)
151
J2<L_2— Z M):Jgsg. Jl
1
w. w,
SIZLL_EjM llnd S‘Z :LJ—FjM .. (152)

sind die Streuinduktivititen der beiden Stromkreise. Sie konnen
beide positiv sein, es kann aber auch einer Null oder negativ werden.
Bei dieser Zerlegung werden somit die Anteile der beiden Stromkreise
an der gesamten Streuung verschieden grof8.

2. Die Ungleichheit, die an sich willkiirlich erscheinen mag,
verschwindet, wenn man die Zerlegung so vornimmt, dal die ge-
samten magnetischen Energien beider Stromkreise gleich grol werden.
Man hat somit zu setzen:

%(L1J12 I Iy M) =5 (LyJ,* +J, T, ).
Da hierin die wechselseitige Energie zu gleichen Teilen in jedem
Stromkreis vorkommt, werden die Eigenenergien gleichgesetzt. Als
HauptfluB wird die Summe der Kraftlinien definiert, die verschwindet,

wenn
L
=V

gemacht wird. Hiermit sind die Kraftlinienwindungen der Streufliisse

I M
J, (L1 — M‘/-é—):JlLl (1 — VL?L;):.Q@,

L, M
.L_,(L,z — M‘/L—2>=JgL2 (1 __VITI—T;>=J2 8,
. .

Die so definierten Streuinduktivititen S, und S, sind wegen Gl 149
stets positiv.
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Diese zweite Zerlegung hat ihrerseits den Nachteil, daBl oft ein
Teil der mit allen Windungen beider Stromkreise verketteten In-
duktionslinien zu den Streufliissen gezdhlt wird. Diese Linien ver-
schwinden, wenn J,w,= —J, w, gemacht wird. Dies wiirde bei
der hier zugrunde gelegten Bedingung nur zutreffen, wenn

L:L,=w?:w,’
ist. In diesem Fall decken sich beide Definitionen, er ist aber im

allgemeinen nicht erfiillt.
2

M
Fiir die gesamte Streuung o =1 — S ist die Art der Zerlegung
1772
natiirlich belanglos.
Weitere oft verwendete Bezeichnungen sind

w w,
L1='01M?:, L‘_,=v?M-{li,
worin v, v, die Hopkinsonschen Streukoeffizienten heiflen. Damit
wird Gl 150

1
o=1—-—,
011)2

2

Das Verhéltnis TLEL— wird als Kopplungsfaktor bezeichnet.

12

54. Der Laufttransformator.

Ein Transformator dient zur Umsetzung von elektrischer Energie
einer Spannung in solche einer anderen. Erbesitzt zwei Spulen, die sich
gegenseitig induzieren und die ruhend zueinander angeordnet sind.
Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik werden die
Spulen zur Erzielung starker magnetischer Felder auf Eisenkerne

gewickelt; in der Hochfrequenztechnik r oz
werden keine magnetischen Materialien E Jg
verwendet. In diesem Falle sind L und {1
M konstant. Wir beginnen mit dem 3 &
Lufttransformator. In dem Schema Fig. 111.

Fig.111 sind die beiden Spulen mit 1

und 2 bezeichnet. Die ecine (1) ist an eine Wechselspannung an-
geschlossen, sie heiBt kurz die primire Spule oder die Primdrwick-
lung, die andere (2) wird als sekundare bezeichnet, sie ist iiber
einen Belastungswiderstand irgendwelcher Art geschlossen. Sind 7,
und ¢, die Stréme, R,, R, die Widerstinde, L,, L, die Induktivititen
der beiden Stromkreise, M die Wechselinduktivitit, so gelten fiir
die beiden Stromkreise die Gleichungen

. di di
pllez1~}—LId—t1—{—Md—: .. . . . (153)

. iy
0=R2i2—{—L2%2- el (154)
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Man sieht aus der zweiten Gleichung, daB, wenn der eine Strom
sich nach einer Sinusfunktion #ndert, bei konstanten Werten von
L, M und R auch der andere einwellig ist. Man kann daher die
Gleichungen symbolisch schreiben

5131:(131—}—ij1)31—+—7'st2 e e (1533’)
O=(R,+joLly), +ijoMS, . . . . (154a)

Aus der zweiten Gleichung folgt das Verhiltnis der Stréme und
deren Phasenverschiebung J; es ist

R‘z ‘,L‘ij-z — Ls: : R-z
—W—“ﬂ+? oM’ (155)
daher das Verhiltnis der Effektivwerte
Ji_ VEP+ (oL

S
RN

J, oM ’ (156)
'R2
teo=— L

Da tgd negativ ist, liegt & zwischen 90 und 180° Setzt man den
Wert fiir §, aus Gl. 155 in Gl. 153a ein, so wird

B, =3 [R1+R2A2+jw(L1—L2A2)]’ co (157)
worin zur Abkiirzung gesetzt ist
o (@M (ﬁ)a
A “Ri(wlF \J) (1564a)

1

Der sekundire Stromkreis wirkt also so auf den priméren zuriick,
als ob sein Widerstand um R,A? vergroBert und seine Induktivitdt
um L, A? verkleinert wire. Die Phasenverschiebung zwischen pri-
mérer Spannung und Strom ist nach GL 157
o (L, —L,4%)
tgp, =—32—>2-+* . . . ... (158
g P1 R,+ R, A° (158)
Die Wirkspannung ist
P cosp,=J, (R, + R, 4%, . . . . (159)
die zugefithrte Leistung
N,=P J, cosgp,==J,*(R, -+ R, A4°

und nach Gl 156a
N,=J?R +J,*R, . . . . . . (160)

Der primire Strom entnimmt dem Netz eine Leistung, von der nur
ein Teil in dem Stromkreis als Stromwirme verbraucht wird (J,* R,),
der andere Teil wird in dem sekundiren Stromkreis in Stromwirme
umgesetzt, sie wird von dem primédren Stromkreis auf den sekun-
didren durch das gemeinsame magnetische Wechselfeld als Zwischen-
glied iibertragen.
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Vektordiagramm. Die Gleichungen ermdglichen, fiir jede Be-
lastung des sekundidren Kreises (R,L,) die Strome und ihre Phase
fiir eine gegebene primire Klemmenspannung zu berechnen. Uber-
sichtlich wird der Zusammenhang der verschiedenen Groflen wieder
durch das Vektordiagramm. Bevor wir dieses aufzeichnen, ist fol-
gendes zu beriicksichtigen. Die EMKe J,w M und J, w L, von denen
die erste im sekundiren, die zweite im priméren Stromkreis induziert
wird, verhalten sich nach S. 135 wie

M:L =w,:w, v,

also abgesehen vom Streufaktor », wie die Windungszahlen w, und
w,. Diese sind im allgemeinen sehr verschieden groB, da der Zweck
des Transformators ja ist, die Spannung umzuformen. Um die pri-
méren und sekunddren Spannungen direkt miteinander vergleichen
zu konnen, denkt man sich alle sekundiren Spannungen mit dem
Verhiltnis w, : w, multipliziert, d. h. auf die primire Windungszahl
reduziert. Damit die Leistung unveridndert bleibt, ist der sekundire
Strom mit dem reziproken Verhiltnis, namlich w,:w, zu multipli-
zieren. Die GroBen R, und wL,, die das Verhdltnis einer Spannung

2
zum - Strom ausdriicken, sind bei der Reduktion mit (El—> zu multi-

plizieren, dagegen w M, die das
Verhiltnis einer sekundiren
Spannung zum priméren Strom,
oder einer primidren Spannung
zum sekundéren Strom darstellt,
mit w, :w,. Durch diese Re-
duktion &ndert sich an den : AV
Erscheinungen nichts. Im fol- L R = i ﬂ, i S 4
genden werden stets die redu- ——— LN,
zierten GréBen vorausgesetzt. Fig. 112.

InFig. 112 ist 0A =R, J,
in Phase mitJ, und 4 B= @ LJ, um 90° dagegen voreilend. Ferner
iss CB=w MJ,, es ist daher

AB=CBuv,.

Das iiber C B konstruierte rechtwinklige Dreieck BC D hat nun
nach Gl. 154 die Seiten BD=wlL,J,, DC=J, R,, J, fillt daher
in die Richtung DC, und der Winkel zwischen J, und J, ist der
berechnete Winkel 6. Es ist BE=w MJ, und daher OF als geo-
metrische Summe von O4=J, R,, AB=wL,J, und BE=ow MJ,
nach Gl. 153 die primire Klemmenspannung P,, die gegen J, um
@, voreilt.

Da CB=wMJ,und BE=wMJ,, st CB:BE=1J,:J,.
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Spannungsdiagramm fir induktionsfreie Belastung.
Das Spannungsdiagramm zeigt, wie die Klemmenspannung zu ver-
andern ist, wenn bei konstantem Strom die Belastung sich #ndert.
Bei induktionsfreier Belastung ist L, lediglich die Induktivitdt der
sekundédren Wicklung, und es ist

BD:BE==L,:M=u,:1.

Andert sich nun R,, so &ndert sich das rechtwinklige Dreieck
BDC, dessen Seiten BD=J,wL, und DC=J, R, waren, derart,
daB D sich auf dem Halbkreis iiber C' B bewegt. Da nun BE = livl—),

2
also BD stets proportional ist, bewegt sich der Punkt £ auf dem
Kreis iiber BH, worin

BH:BC=BE:BD=1:v,
ist. Der Endpunkt des Vektors der primdren Spannung bei kon-
stantem Strom J, bewegt sich also auf dem Kreis BEH.

Es ist tg(EHB);—“’RL'Z.

2
Stromkreis unterbrochen, so liegt der Vektor der priméren Spannung
in OB. Dieser Zustand heit der Leerlauf des Transformators, die
primére Spule verhidlt sich wie eine Drosselspule, die Leerlauf-
spannung ist

Ist R,==o0, d.h. ist der sekundére

Py=J, Vﬁfz + (0 Ly .
Ist der sekundire Stromkreis kurzgeschlossen, so ist R, nur

gleich. dem Eigenwiderstand der sekunddren Spule. Hierbei liegt der
Vektor der Klemmenspannung in OK, und es ist
BK:KH=BF:FC—=wl,:R,.
OK ist die Klemmenspannung bei KurzschluB.
Das Diagramm zeigt die verschiedenen Streukoeffizienten. Es
war
CB:AB=M:L,=1:v,,
daher ist
AC:AB=(L,— M):L,=8,:L,,
ferner war
BE:BD=BH:BC=M:L,=1:v,
HC:BC=(L,— M):L,=28,:L,,
endlich ist
AH__, HB_  CBHB _ MM _, 11_|
AB AB AB CB L, L, v, U, '

1
Messung der gesamten Streuung.

Die Streuung wird mittels der beiden besonderen Punkte fiir
Leerlauf und KurzschluB wie folgt durch Messung ermittelt.
Man miBt bei offenem sekundiren Kreis den Strom J,, die
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Spannung P,, und die Leistung N,,, und trigt den Vektor der
Spannung P,,— OB unter dem Winkel ¢, gegen den Strom auf,
worin

COS @y == ﬁ—

1~ 10

ist, und fallt das Lot BA von B auf den Vektor des Stromes.
Zweitens miflt man bei kurzgeschlossenen sekundiren Klemmen den
Strom J,, die KurzschluBspannung P,, und die Leistung N,,, und
trigt P,,— OK unter dem Winkel ¢, gegen J, auf, wobei

1k

P . J-

1“1

CO8 @, =

Verbindet man B mit K und zieht KH senkrecht zu BK bis
zum Schnitt H mit AB, so hat man wie gezeigt

AH:AB=—o0.

Sind die Widerstinde der beiden Wicklungen vernachlissigbar
klein, so ist die Leerlaufspannung sehr nahe gleich AB und ebenso
die KurzschluBBspannung gleich 4H, daher

Das Stromdiagramm fiir induktionsfreie Belastung kann durch
Inversion aus dem Spannungsdiagramm abgeleitet werden, es ergibt
nach 8. 39 wieder einen Kreis. Da dieses Diagramm in Kap. XII
in allgemeinerer Form abgeleitet und diskutiert wird, sei darauf
verwiesen.

55. Stromkreise mit induktiv verketteten Systemen.

Bei dem behandelten Beispiel des Transformators waren die
beiden magnetisch verketteten Stromkreise elektrisch voneinander un-
abhéngig. In vielen Féllen sind induktiv verkettete Systeme aber
auch gleichzeitig elektrisch verkettet, sei es, daB} sie in Reihe oder
parallel zueinander geschaltet sind, sei es, dall sie einer Stromver-
zweigung oder den Zweigen eines verketteten Mehrphasensystems
angehoren. In allen solchen Fillen ist auf das Vorzeichen der
gegenseitigen Induktion M Riicksicht zu nehmen. Beim Transfor-
mator hatten wir stillschweigend M positiv angenommen, es ergab sich
der sekundire Strom um weniger als 180° gegen den priméren verzogert,
wobei die Abweichung von 180° bei sehr kleinem Widerstand ver-
schwindet. Dies bedeutet, daB der induzierte Strom dem erzeugenden
Feld entgegenwirkt. Wir untersuchen einige einfache Fille der elek-
trischen Verkettung.
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1. Reihenschaltung. Zwei Spulen fithren denselben Strom.
Je nachdem das gemeinsame Feld die Summe oder die Differenz
der Einzelfelder ist, ist M positiv oder negativ zu setzen. (Gleich-
sinnige Schaltung oder Gegenschaltung der Spulen.) Die eine Schal-
tung erhdlt man aus der anderen durch Umkehrung der Stromrichtung
in einer der beiden Spulen. Hierauf beruht eine Messung der
gegenseitigen Induktion. Addieren sich die Felder, so ist die
resultierende Induktivitét
L'=L,+L,42M.
Kehrt man den Strom in einer Spule um, so wird
L'=L,+L,—2M.
Daher
M=i(L--L").
Die Blindspannungen an den beiden Spulen sind
bei der gleichsinnigen Schaltung
Jo(L,+ M) wd Jo(L,+ M),
bei der Gegenschaltung
Jo(lL,—M) wnd Jw(L,—M).
Hierin kann eine der beiden Spannungen negativ werden. Bei

gleichgeformten Spulen verhalten sich die L wie die Quadrate der
Windungszahlen, wéhrend M je nach der GroBle der Streuung kleiner

als Vl':L—2 ist. Sei z. B.

wiw,=2:1, L :L,=4:1, M=175
in beliebigen Einheiten, so wird (L, — M)= —0,75. Bei Gegen-
schaltung ist in Spule 2 der Strom gegen die Spannung voreilend.
Gegen die ganze Spannung an beiden Spulen ist der Strom stets

verzogert, da L, 4 L,— 2 M stets positiv ist.
2. Parallelschaltung. Beide Zweige haben dieselbe Span-

nung
$:S1(R1+7wL1)+732wM }
P=3 (By+jol,)+jJ oM

wo M zundchst positiv eingesetzt ist. Das Verhiltnis der Strome
wird daher

. (162)

2 R1+7"0(L1‘_M).
a) Die Zweige seien gleich
R =R,=R, L,=L,=L.

gg_Ra"l_jw(Le_"M)
~

Hier werden die Zweigstréme unter sich gleich, J, =J,, und je die
Hilfte des Gesamtstromes. Jeder Zweig verhdlt sich, als ob er den
Widerstand R und die Induktivitdt (L - M) hiitte, der resultierende
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Scheinwiderstand ist die Hilfte von dem jedes Zweiges. Bei posi-
tivem M addieren sich die Felder, der Scheinwiderstand ist grof,
die Stromaufnahme fiir eine bestimmte Spannung klein, bei nega-
tivem M heben sich die Felder bis auf die Streufelder auf, der
Scheinwiderstand ist klein.

b) Bei ungleichen Zweigen verteilt sich der Gesamtstrom zu
ungleichen Teilen. Kann man die Widerstdnde vernachlissigen

R, =R,~ 0,
so wird

J, L,—M

Jy L,— M

Fir positives M kann hier das Stromverhéltnis negativ werden, die
Teilstrome sind einander entgegengerichtet, der Gesamtstrom J hat
die Richtung des Zweigstromes mit der kleineren Induktivitit.
Ist z. B. wieder
L:M:L,-=4:1,75:1,

s0 wird
Jy=—1J,  J,=15J  J,=——05J.
Die resultierende Induktivitit wird (fiir R=0)
L,L,— M?
L -+L,—2M

Bei zwei ineinandergeschobenen Spulen, deren Windungsebenen
gegeneinander verdreht werden konnen, Fig. 113, erhidlt man fiir
jeden Verdrehungswinkel zwischen O und 180° einen anderen Wert
von M zwischen 4 M und — M. Bei 90° ist die gegenseitige In-
duktion Null. Durch Reihenschaltung oder Parallelschal-
tung der Spulen erhdlt man 2 Bereiche mit in weiten
Grenzen stetig verdnderlicher Induktivitit. Derartige Va-
riatoren der Selbstinduktion?) werden zu Me3zwecken und ¥
zum Abstimmen von Schwingungskreisen verwendet. Aus
den Beziehungen fiir die Reihenschaltung und die Parallel- Fig- 113.
schaltung findet man, daB die Bereiche sich aneinander anschlieBen,
wenn

LyL,—M?=(L,+L,—2 M)
gemacht wird. Ist z. B.
L:M:L,=5:2,6:2,

so ergibt die Reihenschaltung den Bereich von 12,2 bis 1,8 die
Parallelschaltung von 1,8 bis 0,147.

c) Sind die Widerstinde nicht zu vernachlissigen, so ist die
Phasenverschiebung zwischen den Zweigstrémen bei ungleichen Zweigen
kleiner als 180°. Der resultierende FluB, der der Summe der

1) 8. M. Wien, Ann. d. Phys. 1896, 57, S. 249. H. Hausrath, Zschr. f.
Instrumentenkunde 1907, S. 302.
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Durchflutungen der parallelen Zweige proportional ist, hat dann bei
ungleichen Windungszahlen eine andere Phase als der resultierende
Strom. Man macht hiervon mitunter bei Maschinen zur Erzeugung
einer bestimmten Phasenverschiebung zwischen dem Strom und
seinem Feld Gebrauch (Wendefeld von Wechselstrommotoren). In
anderen Fillen ist die ungleiche Verteilung der Strome schidlich,
weil die Stromwéarme viel groBer ist, als bei gleicher Stromverteilung,
Oft unterteilt man in Maschinen und Transformatoren Spulen fiir
hohe Stromstirken in parallele Spulen; bei diesen sind die Win-
dungszahlen und Widerstinde gleichgroB, M ist positiv. Infolge ver-
schiedener Lage gegeniiber dem Eisen, z. B. in Ankernuten kinnen die
L sehr verschieden werden. Durch vollstindig symmetrische An-
ordnung ist dafiir zu sorgen, da8 nur Spulen gleicher Induktivitit
parallel geschaltet werden.

3. Stromverzweigungen. Als Beispiel untersuchen wir die
Schaltung Fig. 114. Die sekundire Spule eines Transformators liegt
parallel zu einer Drosselspule z;, die in Reihe mit der priméiren
Spule des Transformators liegt. Der Strom J, in der Drosselspule
ist die Summe des primdren und des sekundiren Transformator-
stromes J, und J,. Ist die Schaltung so
getroffen, daB J, in dem &duBeren Stromkreis
J, entgegengerichtet ist und das Windungs
Ryly iy verhdltnis so gewdhlt, dal Jy>J, ist, so

Fig. 114. erhdlt man das auf den ersten Blick befrem-

dende Ergebnis, daB die Stréme in der

Reihenschaltung von primérer Transformatorspule und von Drossel-
spule in nahezu entgegengesetzter Richtung flieBen koénnen.

Rechnen wir J, und J, positiv in Richtung nach dem Knoten-
punkt K, J, poeitiv von dem Knotenpunkt fort, so muf fiir diesen
Fall das Verhéltnis J,:J, einc negative Zahl ergeben. Fiir den
Sekundérkreis ist nach dem zweiten Kirchhoffschen Satz

iSsw M+ 3y (B, + 5 wLy) + I (B +j o L) =0.
Fiir den Knotenpunkt
it e =23s-

Multipliziert man die zweite Gleichung mit (R, 4 jwL,) und

subtrahiert von der ersten, so fillt J, fort und es wird
g ——g jo (M —L, — R, .
s Yj o (Ly + Ly) 4 (Ry + Ry)
Sind die Widerstinde klein und M >L,, d. h. w, >w,, so
nihert sich der Ausdruck dem Wert _gll_—_Le
Ly L,
w, < w,, M<L,,
.« - L,—M .
so erhilt man den positiven Ausdruck --2——— und endlich, wenn

L,+1I,

Ist hingegen
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die Klemmen der sekundidren Transformatorwicklung vertauscht

werden, wobei M negativ wird, —_t—gw In den beiden letzten Fillen
3
ist J, mit J, nahezu gleichgerichtet. Im ersten Fall ist die Netz-
spannung die Differenz der Teilspannungen an Transformator und
Drosselspule, im zweiten die Summe.
Als zweites Beispiel sei die Mes-
sung der gegenseitigen Induktion % ,@
zweier Spulen in der Briicke Fig. 115 ;
angefiihrt. “%\«“
Damit das Galvanometer nicht
ausschlagt, mufl

a,_a,

1 =1, Uy =13

sein. Sind die Spulen so geschaltet, Fig. 115'

dafl im Stromzweig 1 die EMK der

gegenseitigen Induktion des unverzweigten Stromes (i, }3,) der
EMK der Selbstinduktion des Stromes ¢, entgegengerichtet ist, so
sind die Bedingungen dafiir, daBl keine Spannung am Galvanometer
besteht:

JoL 3 —joM (3 + )+ By=3 By . . . (163)
und
SiBy=S; R, . . . . . .. .(164)
Die erste Bedingung zerfillt in die beiden Teile
S, R=8;R, . .. .. . . .(163a)
und
joL 3 =joM (3, +3Js) . . . .(163b)
Gl. 164 und 163a ergeben
R :R,=R,:R,. . . . . . . .(165)

wie fiir Gleichstrom, dann ist
S3:%,=R,:R,—R,:R,.
Der Wert fiir §, in Gl 163b eingesetzt, gibt
M_ B R,
L

R+ R

Vi . (166)

4

56. Gegenseitige Induktion mehrphasiger Stromkreise.

Sind die drei Stromkreise eines Dreiphasensystems magnetisch
miteinander verkettet, und sind die Stréme ¢, 7,, 7;, die Spannungen
D> Pss Py, S0 gelten die drei Gleichungen
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. di de di
p,=1 B, +L, dt1 + M 21 df? + My, E?s
ds de

p,=1t, R, + L, d:—}—ﬁlm dt LM, dts . . (187)
. de d1
py=1y R, +L3 dt +M13 d; -+ M,y at

worin nach Seite 130 Gl. 146 stets
Mm:Mau M23=M32’ M:n

a) Ist das System vollstindig symmetrisch

=M

13 °

=R, =R, =R
L,=L,—L,=L
Mm:Mes:]”m—M’

und ist die Bedingung
i, Fi,=0. . . . . .. .(168)

erfillt, so wird aus Gl. 167

di,
p, =i, R+ (L — )2
p2:i2R+(L—M)%‘3- . (169)
p,— iy R+ (L— M‘f;s

Die drei Stromkreise verhalten sich so, als ob jeder allein vor-
handen wire und eine Induktivitit (L — M) hitte. Der resultierende
magnetische FluB, der jeden Stromkreis durchsetzt, ist mit dem
Strom dieses Kreises phasengleich. Die Gleichungen gelten fiir die
Momentanwerte, daher unabhéngig von der Kurvenform des Stromes.

b) Ist das System unsymmetrisch angeordnet, d. h. sind die M
voneinander verschieden, so ist bei Abwesenheit eines Nulleiters

DA N + i3 =20
stets erfiillt. Dann ist aber der magnetische FluB eines Stromkreises
nicht mehr in Phase mit dem Strom dieses Kreises. Ist z. B.

M12 >M13’

Myg=M;—+m.
Die Blindspannung des Stromes ¢, wird nach der ersten der
drei Gl. 167

di,.
1 dt 21 dt + 31 dt

so setzen wir

ds,
m E.
Bei einwelligen Stromen ist diese Spannung nlcht mehr um 90°

di.
=L —My) o+

, das um 90°

gegen ¢,
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gegen 1, voreilt, also gegen ¢, um 30° verzogert ist. Die Spannung
ist z. T. in Phase mit dem Strom, d. h. die Stromkreise iibertragen
eine Leistung aufeinander. Diese Erscheinung hat Blondel als
»schiefwinklige“ Reaktanz bezeichnet und bei Wechselstromleitungen
eingehend untersucht?).

Betrachten wir eine Dreiphasenleitung, die kurz sei und deren
Kapazitit vernachlissigt werde. Die Leitung besteht aus 3 Drihten.
Fiigt man als vierten Leiter die Erde hinzu, so ist diese stromlos,
wenn Gl. 168 erfiillt ist. Es sind dann 3 Schleifen vorhanden, die
aus je einem Draht und Erde gebildet werden, deren Induktivititen
L, L,, L;, deren Widerstinde R, R,, R, und deren Wechselinduk-
tivitdten M ,, M,,, M,, sind. Diese drei Schleifen superponieren wir.

Die Spannungen am Anfang der Leitung sollen mit dem Index I,
die am Ende mit II bezeichnet werden.

Dann werden die Gl. 167

di, de de
(Prr— Py =1 B, L, 2 dt {‘Meld—: M, d:
. ds ds di
(p-u”"“pzn):?"z R‘z ‘|"L2 d: "}"Mm "'1‘ M32 Ef (1673‘)
d' dz,
(Ps;— Py 1) =15 3+L3 (ﬁ 187 gy LMy, df

Bei einwelligen Stromen kénnen diese Gleichungen fiir beliebige
Stromverteilung im Vektordiagramm dargestellt und daraus die
Anderungen der Phasenspannungen ermittelt werden. Fiir den be-
sonderen Fall der symmetrischen Stromverteilung einwelliger Strome
setzen wir symbolisch

7:1 = 31’ 1y == =3 e=7", is =T =3/ eI,
ferner sei
) R, =R,=R,=R,
so wird
(B, — By ) =S, R+jo

S R L3 +joM, Je “"’°+?wM3131'_’"°
(B, — By )= 8 R_}—?szSe +ioM, 3, j:g:+7wM3232 eI
(gﬁﬂ d‘Bsn) QBB +ToL; S +joM,F,e™ ‘f‘?lesOseJm
oder, da

eijmo:cos120°ijsin1200=—%i7’§1/§,
o:cos240°+jsin240°———-—117%\/3,
(B, ,— s')3111)‘—«51 [R"}‘ V3w( — M,,)]
jo ! [L (Mn + M31)
(5321 s13211 =3, [R+9V3w(M3°_'M1°)]
—1"7“’\5’ [Lz (Mm +M )] ) (170)
(61;31_5331]) R [R——V3w(M Ml )]
+tioJ [L _“( M)

1) Ecl. électrique 1906.
Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 10

47240
et

—
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Die Blindspannungen sind durch die zweiten Glieder bestimmt.
Die Wirkspannung jeder Phase enthélt ein zusétzliches Glied, das
von der gegenseitigen Induktion der beiden andern Schleifen herriihrt,
und der Leistungsiibertragung zwischen den Schleifen entspricht. Die
Summe dieser Leistungen ist Null, die Leistung schwingt zwischen
den 3 Leitungen, nach auflen ist die Schwingung ausgeglichen.

Bei Leitungen, die symmetrisch zueinander liegen und sehr weit
von Erde entfernt sind, sind die drei M einander gleich, dann gelten
die GI. 169.

0 0 Sind dagegen die 3 Leitungen in einer
g ﬂ Ebene in gleichem Abstand von Erde ange-
2 ordnet (s. Fig. 116), so ist aus Symmetrie-

Fig. 116. griinden

L =L,=1L,
und
M, =M, My, =M, .
Hiermit werden GI. 170

B — B =3 [R 43V 2 V3o (M, Mls)]
jo 3 [Ly—3(M 12‘|‘ 13)]
($21_$211)_00R+7w02 [L Ml?] . (171)

(B, — PBs) =35 [R——VSw(M — M)
+ 7o s [ Ly — M13+M 3))
Es ist (M,, — M,;) der FluB, den der Strom 1 im Leiter 1
durch die aus den Leitern 2-—3 gebildete Schleife sendet, analog

(Ly— M_,) der FluB} des Leiters 1 durch die Schleife 1—2
(Ll—Mm) ” ” ” ” ” ” ” ” 1—3
usf. Nach 8. 132 wird fiir eine Leitungslinge / km

My, — M) =(M;y — M,,)==21In2-10"* Henry
und nach S. 14

(L, —M ) = (L,— M )= (L, — M,,)=1 (2 In % -+ 0,5> 10™* Henry
(Li— M, )= (L, — M ;) =1 (2 In 3(—19 -+ O,5> 10~* Henry .
Hiermit wird die resultierende Induktivitét des inneren Leiters (2)
L,=1 (2 In i-) ~+ 0,5> 107* Henry
und fiir die beiden &uBeren Leiter (1 und 3)
L, =1 <2 In 1;)- +ml2-4 0,5) 107t =1 <2 ln%)—{— 1,193> 10~* Henry .

Die scheinbare VergroBerung bzw. Verkleinerung des Ohmschen
Widerstandes in den beiden duBleren Leitern ist

—=1Y3w2ln2-10*=w!1,196-107* Ohm.
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Der Spannungsabfall in den drei Leitungen ist verschieden.
Bilden die Spannungen am Anfang der Leitung ein symmetrisches
Dreiphasensystem, so ist dies am Ende der Leitung nicht mehr
der Fall.

Beispiel. Es sei D==100cm, a=0,5 cm,
ﬁLZ‘i =(2In200-4-0,5)107*=11,1-10"* Henry /km

L
—l‘l =(21n200 + 1,193)=11,8-10"* Henry /km.

Der Unterschied betrigt ca. 6°/.
Der Ohmsche Widerstand eines Leiters ist

R 1 1000
T s 0,224 Ohm km,
der zusdtzliche Widerstand der AuBenleiter bei 50 Perioden
R
Ts_ =+-314-1,196-10"*=+0,0375 Ohm/km,

d. h. nahezu 17°/; des Ohmschen Widerstandes.

Die Unsymmetrien kénnen dadurch aufgehoben werden, daB
man die Leitungen in gewissen Abstinden verdrillt, um die #uBeren
Leiter mit dem inneren zu vertauschen.

Besonders stark treten diese Unsymmetrien bei Bahnen auf
die mit Dreiphasenstrom betrieben werden und bei denen zwei
Leitungen als Oberleitung (Fahrdrihte) verlegt sind, wihrend die
dritte durch die Schienen gebildet wird.

57. Die Stromverteilung in massiven Leitern.

Ein Gleichstrom verteilt sich im allgemeinen gleichmiBig iiber
den Querschnitt des Leiters. Anders ist es bei Wechselstrom. Der
Leiter gehort einem Stromsystem an, dessen magnetisches Wechsel-
feld auch den Leiter selbst durchsetzt.

Die inneren und dufleren Stromfiden eines Leiters sind nichs
mit der gleichen Zahl Induktionslinien verkettet, in den inneren
Stromfiden werden groBere EMKe induziert als in den duBeren, so
dal im allgemeinen die Stromdichte im Innern des Leiters geringer
ist als gegen den Rand hin, und die Phase des Stromes ist im
Innern eine andere als am Rande. Diese Erscheinung der Verdringung
des Stromes nach der Oberfliche bezeichnet man als Hautwirkung
(Skineffekt), sie bedingt eine Erhohung des Stromwirmeverlustes
gegeniiber der gleichmiBigen Stromverteilung iiber den Querschnitt.

Ist di der Strom in cinem Querschnittselement dg, so ist die
Stromdichte in diesem Element

10*
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Die Summierung aller Stromelemente d¢ iiber den Querschnitt ¢ er-
gibt den gesamten Strom

t=[s,dq.
7

In einem Volumenelement vom Querschnitt dg und der Lénge 1 em
ist, wenn ¢ der spez. Widerstand des Leiters ist, die Stromwirme
in jedem Augenblick
8odg.
Fiir einen einwelligen Strom sei S_ die effektive Stromdichte in
dem betrachteten Element, dann ist die mittlere Stromwéarme

N,=820dgq
und fiir den ganzen Querschnitt
N=p[8,dg.
2

Bei gleichméBiger Stromverteilung wire der Effektivwert der mittleren
raumlichen Stromdichte

s="
q
und der Verlust N,=¢8%g.
2
Daher ist S —~J‘S iq R ¢ )

Driickt man in beiden Fa,llen den Verlust durch J2R aus, so
sind bei gleichem effektiven Gesamtstrom J verschiedene Wider-
stinde R einzusetzen. Man spricht daher von einem Wechselstrom-
widerstand B im Gegensatz zu dem mit Gleichstrom gemessenen
Widerstand R, und bezeichnet als Widerstandsverhiltnis &,

q
R 1/[87%dq
k’_f_Ef S . (172a)

g

0

Als Beispiel moge eine ebene Kupferplatte betrachtet werden,
deren Fliche groB gegen ihre Dicke ist, und die von geraden
parallelen Stromfiden durchflossen wird. Das zugehorige magnetische
Feld hat iiberall dieselbe Richtung senkrecht zur Richtung der Strom-
fiden. Im AuBenraum sei das Feld auf der einen Seite homogen,
auf der andern Null.

Dieser Fall liegt angenidhert vor bei parallelen Sammelschienen
oder bei Transformatoren, die mit rechteckigen Kupferschienen be-
wickelt sind.

Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde
(Fig. 117). Die Plattenfliche, an der das magnetische Feld Null
ist, liege in der X Z-Ebene, die Richtung der Feldstirke falle in die
Z-Achse, der Strom in Richtung der X-Achse.
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Fiir ein schmales Rechteck mit den Seiten AB=—CD=—1,
AD= B(C=4dy, setzen wir die magnetische Randspannung gleich
der Durchflutung. & ist der Vektor der Stromdichte. Da die An-
teile der kurzen Seiten entgegengesetzt gleich sind, wird

—ot+(o+ T a)—e1ay

09
P
Fiirein entsprechendes Recht- z

eck abcd in der X Y-Ebene mit
den Seiten 1 und dy setzen wir i
die elektrische Umlaufspannung
gleich dem magnetischen Schwund. B ]
In dem Leiter ist die elektrische e
Feldstirke E=G&yg, wenn g der
spez. Widerstand ist. Da & und < =7
€ sich in der X-Richtung nicht 7 /
andern sollen, liefern die kurzen :
Seiten entgegengesetzt gleiche An-
teile und es wird fiir einen unmag-
netischen Leiter (u==1)

@—(@4—2—5@):_%3@@

& . .. .. ... .13

dt
0€ 0© 09
—_—— = —— == —_- ., . . . 174
Fiir einen einwelligen Strom seien $§ und & die Effektivwerte
Wir schreiben daher fiir den Differentialquotienten von § nach der
Zeit symbolisch jw 9

) PIc
—o .. . .. ... (174
7Y X7X5) %y (174a)

Differentiiert man Gl. (174a) nach 9y und setzt Gl (173) ein, so
wird )

6 pyw .

oo __ & ... (115

/N (17)
und ebenso

%9 po. -

e 19 (175a)

Setzt man zur Abkiirzung “‘20_;’:]‘;2, so wird GL (175a)

2
%ﬁ’.:zkzm. S ... .. (175Db)
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Diese Gleichung wird befriedigt durch den Ansatz

H=We— 2V,
dann ist
09 *?9
T TR T
Setzt man diesen Wert in Gl. (1756b) ein, so wird
o?=2k%]
e=+k(1+j).
Die allgemeine Losung von Gl. (175b) besteht daher aus zwei Teilen
H=U, FUTNY L e~kC+DY. (176)
Fiir y = 0 sollte $§==0 sein, daher wird
Wy=— 9, =9
O =A[ekt+hy —g-ku+dv], | (176a)
Aus GL (173) folgt
=% =Wk (1) [eF DV e=k@DY] . (177)

Der raumliche Mittelwert der effektiven Stromdichte, dessen Quadrat
im Nenner von Gl. (172) vorkommt, wird nun, wenn d die Dicke
der Platte bezeichnet,

d

1 A . .
- = —_[ek(l+Nd __ p—k(1+d
dJ‘@dy i [e e .. .. (178)
0
Hierin kann die rechte Seite auf die Form
(a4 7b)
gebracht werden, das Quadrat des Effektiwertes ist dann
@B =(a+jb)(a—jb).
Man hat also die rechte Seite von Gl. (178) mit dem konjugierten
Vektor zu multiplizieren, indem man —-4 durch — j ersetzt. Es wird:

o

2 Y hthd kD) (k=D __ o= k(1—))d
S d2<e e ) (e e )
012
=_‘)(e2kd__{_e-—2kd_e2jkd__e—7'2kd).
d;

Hierin ist @ der Modul von 9 und

2kd —2kd i2kd —j2kd
5——j§3——==@w2kd, g——;%£—~—==c%2kd,
dah 2 a2
aner § =" (Gi2kd—cos2kd). . . . (179)

Im Zihler von Gl (172) steht der rdumliche Mittelwert der
Quadrate der effektiven Stromdichten. Das Quadrat des Effektiv-
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wertes der Stromdichte fiir einen Punkt im Abstand y von der
X Z-Ebene berechnet sich analog mittels Gl (177).

,gye =a’k*(1 +7) (1—j9) [ek(1+y')y -+ e—k(1+7')y] [eFL-DY |- e—k1-D)y],
Durch #dhnliche Umformung wie oben wird
8 =4a"k*(Cof2ky fcos2ky).

Der raumliche Mittelwert hiervon ist

~J'8Qdy—— “(@mzdersmzkd) . (180)

Endlich erhalten wir

_ Rk _ S dy @in2kd—-]—sin2kd (181)
R, o @of2kd——cos2kd' ’

Fiir kleine Werte von 2 kd kann man die Hyperbel- und Kreis-

funktionen in Reihen entwickeln und erhilt die Niherungsformel

(2kd)*
k’:1+\180)'

Es war

2_ M@ -9 ‘/
k=120 =4mx10 2kd=4nd .
2 Q 2 #0 T ’ 7T Q . 109
Fiir Kupfer ist ¢=17-10"7 Ohm cm?/em, und fir f=50
Perioden/sek

=1-012d' . . . . . .. (182)
Fiir eine Kupferplatte von 1 cm Dicke ist also die Erhshung des
Widerstandes 12°/,.

Fiir grofe Werte von 2%d werden Sin und Gof einander gleich
und groBl gegen die Kreisfunktionen, dann ist

2nw
k _d‘/ -10°

Der Widerstand wichst proportional der Wurzel aus der Frequenz.
Fiir zylindrische Leiter?) ergibt die Rechnung Besselsche Funk-
tionen. Angendhert ist, wenn d der Durchmesser ist,

R 1/, d\*
E;:1+§<k?4‘>
”4 f‘.’.’d{

:1 _—
+ 13 0%-10%

1) W. Thomson, Electrician London Bd. 25, 1890, S. 510. ETZ 1890,
S. 661. Stefan, Wiedem. Annalen Bd. 41, S. 400ff.
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Setzt man wieder fiir Kupfer 9 =17-10"7 Ohm cm?/cm, so wird
. fd2 >‘.’.
k,—1--0,70 <1000 :
Fiir einen Draht von d=7V2 cm wird fiir 50 Perioden sek
k,=—1,007.
Bei hohen Periodenzahlen wird dagegen

_idondy T
T4 2 0-10°"

Diese Gleichungen gelten nur, wenn keine Beeinflussung der
Leiter durch benachbarte Felder erfolgt.

Bei verseilten Kabeln?) z. B. findet eine gegenseitige Beein-
flussung statt, die grofte Stromdichte tritt an den einander zu-
gowandten Teilen auf. FEine einseitige Stromverdriangung tritt bei
Stiben in Ankernuten®) auf; am Nutengrund ist das Feld am
schwiichsten und die Stromfiden dréngen sich nach der Nut6ffnung.

Liegen in der Nut » in Reihe geschaltete Stibe iibereinander,
so ist nach Field und Emde?) fiir die ganze Nut

=@+ 5 ),

S ... (183)

worin
Gin2x-4sin2«x
P @)= Gof 22 — cos2x
p(@)—2 g omE —sine

Cof x| cos x

IRYEETTY
”—"\/m‘m’

h ist die Hohe eines Stabes, b die Nutenbreite, b' die Kupferbreite.
Nach Rogowski?) gibt es eine kritische Hohe der Nutenstibe,
die das Minimum der Verluste in der Nut darstellt. Fiir diese ist

VA
”=V;f —02°

1) G. Mie, Wiedemanns Annalen 1900, S. 201.

Uber die Stromverdréngung bei zwei parallelen Platten s. Cohn, Das
elektromagnetische Feld, S. 465; bei parallelgeschalteten Platten Schumann,
E.u. M. 1913, Heft 30, 31; bei Spulen und Rollen, Sommerfeld, Annalen d.
Physik 1904 und 1907; bei Litzen, Rogowski, Arch. f. El III, 1914, H. §/9,
S. 264; IV, S. 66; VI, S. 304; VIII, S. 269.

?) 8. A B. Field, Proc. of the American Institution of Electrical Engineers
Bd. 24, 1905, S. 659; F. Emde, Elektrotechnik und Maschinenbau 1908, S. 703.

%) Rogowski, Arch. f. EL II, S. 108 Weitere Arbeiten iiber Strom-
verdringung in Nuten Richter, Arch. f. El. II1, 8.175; IV, S.1; V, S. 1.
Bei Kommutatormaschinen DreyfuBl, Arch. f. El. III, S. 273.
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58. Der Erregerstrom.
1. Magnetisierung mit Gfleichstrom.

Bei Maschinen und Apparaten verlduft der magnetische Induk-
tionsflul der Hauptsache nach in Eisen. Die erste Aufgabe ist, zu
einem gegebenen FluB, den Erregerstrom zu berechnen, wenn die
Abmessungen des magnetischen Kreises gegeben sind. Da die
Permeabilitét des Eisens nicht kon-
stant ist, ist dabei die Magnetisie-
rungskurve B =/{(9) zugrunde zu
legen, die Fig. 118 fiir Dynamoblech
zeigt. i

Die Feldstirke § wird dabei i

%000

4000
12000}
10000}

zweckmifig in Amp./cm (oder Am- :::z JIHNEEN
perewindungen/cm) aufgetragen. Da e I B I L Ll

die praktische Einheit der Induk- %
tion (1 Voltsek./cm?) eine sehr groBe ¢ &8 FIERTE RN
Einheit ist, rechnet man um hand- Fig. 118.

lichere Zahlen zu erhalten, mit dem
108 Teil davon, d. i. der CGS-Einheit.

Der Verlauf der Induktionslinien im Eisen ist genau nur in
wenigen Fillen bestimmbar. Bei dem gleichmiBig bewickelten Eisen-
ring, Fig. 119, sind die Induktionslinien im Eisen konzentrische
Kreise und es ist S;z=%w; Amp./em. Trigt man zu jedem

Radius z die zu §, gehorige Induktion B_ aus der Magnetisierungs-
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kurve auf, so erhdlt man die Verteilung der Induktion iliber die
A

Dty
2 ,
Ringbreite b und den Flufl @ — f h®B_ dx, fir den angenommenen
)
)
Strom.
Ist die Breite b klein gegen ., so kann man die Induktion
iiber die Breite als konstant ansehen. Man erhilt dann zu jedem Fluf3 ¢

die mittlere Induktion %:% (@ = Querschnitt des Eisens), ent-

nimmt der Magnetisierungskurve die zugehorige Feldstirke $ und

R berechnet die magnetische Umlauf-
| | spannung fiir den mittleren Kraft-
%}f’ linienweg V ==n D § und die Durch-
flutung Jw = 7,,.

Nach diesem angendherten Ver-
fahren berechnet man magnetische
Kreise gewohnlich. Besitzt der Kreis
verschiedene Teile von ungleichem

Querschnitt, s. Fig. 120, so ermittelt man zu dem FluB @ die mittleren
Induktionen der. einzelnen Teile:

D, D
1 g ——2
Q1 ? Q‘Z
berechnet die magnetische Spannung fiir jeden Teil fiir die mittlere
Linge

B, = usf,,

Vi=%14, Vo=9,1, usf.
Die Summe ergibt die Umlaufspannung
Vo=Vi+Vo+...+7V,,
womit die Durchflutung Jw gefunden ist.

Bei einem Luftraum verbreitert sich der InduktionsfluB wie bei
¢ in Fig. 120. Dies wirkt als VergréBerung des Querschnitts. Dort
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wo die Erregerspulen liegen, schlieBt sich, wie bei ¢ und b, ein ge-
ringer Teil des Flusses um die Spulen, ohne den ganzen magnetischen
Kreis zu durchlaufen. Dieser Streuflul bewirkt eine Erhéhung des
Flusses im Kern innerhalb der Erregerspulen gegeniiber den iibrigen
Teilen.

Zur Aufnahme der Magnetisierungskurve verwendet man fiir
Eisenstibe ein SchluBlloch, fiir Bleche einen Ring nach Fig. 119
oder héufig den Epsteinschen Apparat (s. S.164), der aus Blechpaketen
zu einem viereckigen Rahmen zusammengesetzt ist. Die Induktion
wird mittels einer Priifspule ballistisch oder mit Wechselstrom ge-
messen. Aus dem Erregerstrom und der Windungszahl berechnet
man die mittlere Umlaufspannung und die mittlere Feldstérke.
Dabei sind fiir Stofugen Korrekturen anzubringen. Die Messung
der Teilspannungen fiir die Teile des magnetischen Kreises, an denen
die Induktion ermittelt wird, ebenso die gesonderte Messung der
Spannung an Luftriumen, StoBfugen, ist neuerdings durch den ma-

gnetischen Spannungsmesser von Rogowski erméglicht worden
(s. Arch. f. El I, Heft 4).

2. Zyklische Magnetisierung.

Wird das Eisen zyklisch magnetisiert, indem man die Feld-
stirke § allméhlich zwischen zwei gleichgroBen Grenzwerten von
entgegengesetzter Richtung + § . verdndert, so gehdren zu jedem
zwischen den Grenzen liegenden Wert von § wegen der Remanenz
des Eisens verschiedene Werte der Induktion ®B, je nachdem der
Wert von § bei aufsteigender oder bei absteigender Magnetisierung
erreicht wird.

Der Zusammenhang zwischen 8 und § fiir zyklische Magneti-
sierung wird durch die Hysteresisschleife
(Fig. 121) dargestellt. Bei steigender Magne-
tisierung von — §,, .. bis 4- 9 .. wird sielings
ABCD, bei abnehmender lings DEFA
durchlaufen. Dem Wert =0 entspricht
eine Induktion O E=O0RB, die als Rema-
nenz bezeichnet wird. Um die Induktion Null
herzustellen, ist eine Feldstirke OC =O0F
erforderlich. Sie heiit Koerzitivkraft. Die
Induktion ist daher keine eindeutige Funktion
der Feldstidrke, sie hingt von der Remanenz
ab, die bei der vorhergehenden Magneti-
sierung zuriickgeblieben ist. Die Magnetisie- Fig. 121,
rungskurve (Fig. 118), die fiir =0 bei =0
beginnt, kann daher nur erhalten werden, wenn das Eisen zuvor
vollstindig entmagnetisiert war. Sie heit die ,jungfriuliche Ma-
gnetisierungskurve*,
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Jedem Wert von §,,,. entspricht eine andere Hysteresisschleife,
und die Spitzen aller Hysteresisschleifen liegen auf der jungfriu-
lichen Kurve.

3. Hysteresisarbeit.

Einer Anderung der Induktion um d% entspricht nach Maxwell
eine Zunahme der magnetischen Energie in der Volumeneinheit um
$dB. Bei Medien mit konstanter Permeabilitdt ergibt sich hieraus
der wiederholt verwendete Awusdruck fiir den Energiegehalt des
Feldes (s. S.12). Bei Eisen ist die Magnetisierungskurve zugrunde
zu legen.

Wiichst die Feldstdrke von §, bis §,, die Induktion von %,
bis B,, so ist die Energiezunahme fiir die Volumeneinheit

He
[ods.
o
Sie ist gleich der Fliche A4, B, 8,4, in Fig. 122. Geht die In-
V¥ duktion von 8B, auf 9B, zuriick, so verlduft die
| Magnetisierung lings der Hysteresisschleife bis

% B,’, der die Feldstirke §, entspricht. Die
zuriickgegebene Energie fiir die Volumeneinheit
ist gleich der Fliche 4, %8, B, 4,, also um das
schraffierte Stiick kleiner als die zugefiihrte
Energie. Dieser Teil bleibt zuriick, er ist im

g g Eisen in Wirme umgewandelt. Bei zyklischer

e Magne'isierung ist daher die in Wérme um-

gewandelte Energie bei jedem Zyklus gleich der

von der Hysteresisschleife umgrenzten Fliche.

ahzéfbd$ Joule/em® . . . . . (184)

Fig. 122.

ist die Hysteresisarbeit fiir einen Zyklus und 1 cm?, wo § in
Amp./em, B in Voltsek./cm? gemessen sind.

4. Magnetisierung mit Wechselstrom.

Wird die Spule des Eisenringes (Fig. 119) an eine Wechsel-
spannung angeschlossen, so wird das Eisen durch den Wechselstrom
zyklisch ummagnetisiert.

Der Spulenflul ist sehr angendhert ¥'— w ® und

a9
wobei der Zusammenhang zwischen @ und ¢ durch die Hysteresis-
schleife gegeben ist.

Ein angendhertes Bild iiber den Verlauf des Stromes erhilt
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man, wenn man R vernachldssigt, was in vielen Fillen zuldssig ist
Dann ist

P="gy

Setzt man eine einwellige Spannung voraus, so ist
p=0p, 8inwt

_J‘pdt p’" coswt—— D, cos wt,

ww

ist die Amplitude des einwelligen Flusses. In Fig. 123 ist die

Welle des Flusses aufgetragen und zu jedem Wert von & der

Hysteresisschleife der zugehorige Strom ¢ entnommen. Er hat bei

sinusférmiger Spannung eine spitze, stark verzerrte Form. Er ist zur

Amplitude des Flusses nicht symmetrisch, und die Nulldurchginge
1Y = ?5

¥

Fig. 123.

der Stromkurve sind wegen der Remanenz gogen die des Flusses
voreilend.

Wiirde die Ummagnetisierung ohne Hyste- Y
resis nach der mittleren punktierten Kurve
OB in Fig. 123 verlaufen, so erhielte man
die symmetrische Stromkurve ¢, (Fig. 124), die
mit dem FluB in Phase ist, die Hysteresis
bedingt die um 90° dagegen voreilende Kom-
ponente 5,. 4, und i, ergeben zusammen
die Stromkurve ¢ in Fig. 123.

Der Magnetisierungsstrom kann also in zwei Komponenten zer-
legt gedacht werden, i, ist gegen die Spannung um 90° verzogert
i, in Phase mit der Spannung. Das Produkt aus Spannung und 3,
stellt den Leistungsverlust durch die Hysteresis dar. Bei f Um-
magnetisierungen in der Sekunde ist er fiir die Volumeneinheit

ahzfg'ggdSBWa,tt/cmg.. . ... (183)

Fig. 124.
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Bei Ermittlung der Stromkurve waren wir von einer sinusférmigen
d

Spannung w% ausgegangen. Addiert man zu ihr den Ohmschen

Spannungsabfall ¢R, der ebenso wie der Strom verzerrt ist, so ist

die Klemmenspannung nicht mehr sinusformig. Umgekehrt be-

wirkt der Ohmsche Spannungsabfall bei sinusférmiger Klemmen-

d
spannung, daf} wTij und P nicht mehr sinusférmig sind. Es zeigt

sich, daf3 w(% spitzer wird, also einen gréBeren Formfaktor & hat

als die Sinuskurve. Fiir eine effektive EMK £ ist die Amplitude
des Flusses dem Formfaktor { umgekehrt proportional
A
4fwé
@, und der Magnetisierungsstrom werden also bei spitzerer Spannungs-
kurve kleiner.

Schaltet man vor die Spule einen Ohmschen Widerstand, so
zeigt sich, dall bei gleicher effektiver Spannung an der Spule der
Magnetisierungsstrom kleiner geworden ist. Bei sehr hohen Sitti-
gungen, wie sie bei Transformatoren besonders fiir kleine Perioden-
zahlen (15) verwendet werden, zeigt sich diese Erscheinung schon
bei kleinen Vorschaltwiderstinden (Strommesser und Wattmeter).

5. Wirbelstrome.

Eine weitere Erscheinung bei der Ummagnetisierung mit Wechsel-
strom sind die Wirbelstrome. Das Wechselfeld induziert im Eisen-
kern (Fig. 119) Strome, deren Bahnen im Eisenquerschnitt &dhnlich
verlaufen wie die Strombahn des Erregerstromes am Rande des Quer-
schnitts. Durch diese Wirbelstrome wird das Eisen erhitzt, und um
sie klein zu halten, wird der Eisenquerschnitt aus Blechen zusammen-
gesetzt, die durch Papierisolation voneinander getrennt sind.

Fiir Dynamomaschinen und Transformatoren werden Bleche in
Stéarken von 0,5 bis (,3 mm verwendet. Auch bei so feiner Unter-
teilung werden die Wirbelstrome nicht vollstindig unterdriickt. Sie
wirken auf den Erregerstrom zuriick wie der sekundire Strom eines
Transformators auf den primiren (s. Kap. IX) und bedingen daher
eine Vergroflerung dieses Stromes.

Nach den Versuchen von Gumlich und Rose?) ist ein Unter-
schied zwischen der Magnetisierung mit Gleichstrom und der mit
Wechselstrom bei Periodenzahlen von 15 bis 50, nur bei Induk-
tionen bis 12000 bis 15000 nachweisbar. Er zeigt sich darin, daB

1Y) ETZ 1905, S. 503 .
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bei gleicher Feldstdrke die Induktion bei Wechselstrom etwas kleiner
ist als bei Gleichstrom.

Die Unterschiede sind aber sehr klein und verschwinden bei
héherer Sittigung ganz. Bei hohen Periodenzahlen #uBert sich da-
gegen die Riickwirkung der Wirbelstrome in groBerem MaBe.

6. Magnetisierung bei Mehrphasenstrémen.

Die spitze Kurve des Magnetisierungsstromes nach Fig. 123
und 124 enthélt eine sehr groBie dritte Oberwelle. Die Kurve i,
in Fig. 124 hat die Gleichung

t==100sinz —40sin3 x4 10,1sin5x—346sin 72 ...

Die Amplitude der dritten Oberwelle ist also 40°/, von der
Grundwelle, bei hoheren Sittigungen kann sie noch groBer werden.

Schaltet man die Erregerspulen von drei magnetischen Kreisen
in Sternschaltung an ein Dreiphasennetz (s. Fig. 125), so kann nach
Kap. VIII die dritte Oberwelle des Stromes nicht
flieBen. Die Folge davon ist, daB der FluB in o—pf ]
jedem der drei magnetischen Kreise nicht mehr
sinusférmig sein kann, er erhiilt eine starke dritte
Oberwelle, wodurch eine Spannung von dreifacher
Periodenzahl nebst Oberwellen entsteht. In den 0
(verketteten) Linienspannungen heben sich diese §
Spannungen von dreifacher Periodenzahl wieder —
heraus.

Man kann sie getrennt erhalten, wenn man ) [

um die drei Kerne je eine Priifspule a in Fig. 125 Dﬂ S
legt und diese drei Spulen hintereinanderschaltet. —t
Die Grundwellen der Spannungen sind um 120° Fig. 125.
phasenverschoben und ergeben als Summe Null,
die Oberwellen von dreifacher Periodenzahl sind gleichphasig und
addieren sich.
» Da sich die Effektivwerte der Oberwellen quadratisch addieren,
werden die Effektivwerte der Grundwellen der Phasenspannung und
des Flusses nur wenig kleiner als die Effektivwerte der resultieren-
den Wellen. Der Fortfall der von der dritten Oberwelle herriihrenden
Spitze des Magnetisierungsstromes bedingt, daB die Grundwelle des
flacheren Stromes sowie die anderen Oberwellen, 5t usf., entsprechend
grofer werden, der Effektivwert des Magnetisierungsstromes ist bei
gleicher Induktion grofiler, wenn man die drei Kerne in Stern-
schaltung mit Dreiphasenstrom erregt, als wenn man jeden fiir sich
mit Einphasenstrom erregt.

Die Oszillogramme (Fig. 126) zeigen den spitzen einphasigen
und den flachen dreiphasigen Erregerstrom, die an ein und dem-
selben Induktionsmotor aufgenommen wurden, der eine bei Anschlul

L]
I

—

rbq

1]

o, ,ay

Ll
&
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aller drei Phasen an ein Dreiphasennetz, der andere bei Unter-
brechung einer Phase, so daf} die beiden iibrigen in Reihenschaltung
mit Einphasenstrom erregt waren. In beiden Fillen war die Satti-
gung gleichgroB; der Effektivwert des dreiphasigen Magnetisierungs-
stromes war aber um 30°/, grofler als der des einphasigen.

Bei den dreiphasigen Induktionsmotoren und Transformatoren
sind die drei Fliisse der einzelnen Phasen nicht wie im Beispiel
der Fig. 125 getrennt, sondern, wie Fig. 127 fiir einen Dreiphasen-
transformator zeigt, durch die gemeinsamen Joche J — J verkettet.
Die Fliisse von dreifacher Periodenzahl sind gleichphasig, d.h. in
jedem Augenblick in den drei Kernen gleichgerichtet. In den Jochen

AN ,

a - —

1]

[TTH+
TTTHAL,

o

Fig. 126. Magnetisierungsstrom. Fig. 127.
a einphasig, b dreiphasig.

wiren sie einander entgegengesetzt gerichtet, sie konnen sich also
nicht durch die Joche schlieBen, sondern sie treten aus den Kernen
aus und schlieBen sich teils durch die Luft, teils durch benachbarte
Eisenteile des Gehduses und verursachen hier und besonders dort,
wo sie senkrecht zur Unterteilung aus den Kernen austreten, zu-
sitzliche Wirbelstromverluste. Ist die priméire oder die sekundire
Wicklung in Dreieck geschaltet, so flieBt in dem Dreieck ein Strom
von dreifacher Frequenz als Ringstrom, der den FluB von drei-
facher Frequenz stark dampft.

7. Berechnung des effektiven Erregerstromes.

Fiir praktische Zwecke ist die Kenntnis des effektiven Erreger-
stromes, am wichtigsten, weil dieser gemessen wird. Ist schon
die Form des Stromes unsicher zu bestimmen, so gilt dies eben-
falls von dem Effektivwert, Man erkennt aus dep Oszillogrammen
Fig. 126, daB bei einphasiger und dreiphasiger Erregung grund-
satzlich verschieden verfahren werden muB.

Bei einphasiger Erregung verwendet man am zweckmiBigsten
eine dynamische Magnetisierungskurve fiir die Effektivwerte der
Induktion und Feldstirke, die an einem Probering, etwa nach Fig. 119,
mit Wechselstrom gemessen werden.
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Bei Dreiphasenstrom néahert sich bei nicht allzu hohen S&tti-
gungen der Magnetisierungsstrom viel mehr der Sinusform. Man
geht dann besser von der Amplitude der Induktion aus und rechnet
mit einer mit Gleichstrom aufgenommenen Magnetisicrungskurve.
Den Effektivwert des Stromes erhdlt man durch Divigion mit dem
Scheitelfaktor der Sinuskurve, d. h. mit V2.

Aus dem groBlen Einflufl, den die Form der Spannungskurve
bei hohen Sittigungen auf den Magnetisierungsstrom hat, erkennt
man, daB selten eine gute Ubereinstimmung zwischen berechnetem
und gemessenem Strom zu erwarten ist, ein Umstand, der haufig
den StoBfugen in den Blechen zugeschrieben wird, deren Wirkung
aber gegen die hier ertrterten Einfliisse meist verschwindet.

59. Verluste im Eisen.
1. Berechnung der Verluste durch Hysteresis.

Die Leistung, die durch Hysteresis in Wéarme umgesetzt wird,
ist nach Gl (185) f-a@,, worin a, die Hysteresisarbeit fiir einen
Zyklus und 1 cem, proportional dem Inhalt der Hystereseschleife ist.

Nach einem empirischen Gesetz von Steinmetz ist der Hysteresis-
verlust proportional der 1,6t" Potenz der maximalen Induktion

Ny=n-fB¥V . ... ....(186)

Setzt man das Volumen V in cdm ein, die Induktion B in
10—8 Voltsek./cm? (abs. Einh.), so wird

( f >( B\ o Watt 187)
¥, =160/ \1000) att . ... . (187)

Der Hysteresiskoefizient o, betrigt fiir Dynamoblech o, = 0,6
bis 0,95.
2. Stromwéarme der Wirbelstréome.

Bei kleinen Frequenzen ist die Riickwirkung der Wirbelstrome
auf das Feld gering und folgende angeniherte Rechnung gibt ein
Bild von den Verlusten.

In einem ebenen Blech dx 1
Fig. 128 sei die Richtung ¥ i e , 2 , ]
© _'L s %"_ S EEe—— |
der Induktion senkrecht | ° i | = 2
zum  Querschnitt  und = G
iiberall gleichgro.  Die Fig. 128.

Wirbelstromfiaden ver-

laufen parallel zu den Lingsseiten symmetrisch zur Mittellinie. Ist

die Plattendicke A klein und die Ausdehnung der Platte groB, so

kann der Widerstand des kurzen Stiickes in Richtung der Blech-
Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 11
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dicke vernachldssigt werden. Eine rechteckige Schleife von 1 cm
Lénge, die von Stromfiden im Abstand z symmetrisch zur Mittel-
linie begrenzt wird, umschlieit einen Fluf3
b =2zB,.
Die effektive EMK ist
e,—4f&B,, 2x Volt,
der Widerstand fiir 1 cm Blechtiefe unter Vernachlissigung der

kurzen Seiten R, ———, daher der Verlust

20
dx
e’

R

x

1
=—Q§f3 £ B2 2 x? dx Watt.

. . 4 o
Integriert man von xz=0 bis r=g, und dividiert durch

das Volumen A, so erhidlt man fir 1 ccm

wzg_%gm;nmw&tn. 1)

Diese Leistung ist proportional den Quadraten der Induktion,
der Periodenzahl, der Blechdicke und des Formfaktors, dagegen dem
spez. Widerstand umgekehrt proportional.

Setzt man 4 in mm, das Volumen ¥ in cdm, B in 1078 Voltsek./cm?,
so wird

N

— f_B, >
Nw——ow<A1001—000§ V Watt, . . .(189)
worin der Koeffizient
g 211 1079 ist.
Fiir Schmiedeeisen ist ¢ ~ 107 Ohm fiir 1 ccm, daher
o,=1,33.

Die neuerdings verwendeten siliziumhaltigen (2 bis 4°/,) sog.
legierten Bleche haben einen spez. Widerstand von etwa

0=5-107% Ohm fiir 1 ccm.

Der Koeffizient ¢, ist hierfiir 5mal so klein. Auch die Hys-
teresisverluste sind bei legierten Blechen etwas kleiner als bei ge-
wohnlichen Blechen.

Die Permeabilitdt der legierten Bleche ist bei kleinen Induk-
tionen etwas hoher, bei groBlen niedriger als bei gewdhnlichen
Blechen.

Bei hohen Periodenzahlen bedingen die Wirbelstrome eine Ver-
dringung der Induktionslinien an den Rand des Bleches, eine
analoge Erscheinung zu der Stromverdringung in massiven Leitern.
Nach J.J Thomson?) ist fiir eine ebene Platte von der Dicke A cm,

1) The Electrician, Bd. 28, 1892, S. 599.
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in der die Induktion senkrecht zur Blechdicke verliuft, im Ab-
stand z von der Mittelebene, wenn B die Induktion am Blech-
rand ist,

Bx_‘/@onkx+cos2kx
B Cojkd +coskd ’ - (190)
worin
2a0u
k—‘ 010?

ist. Die Permeabilitdt « ist hierin konstant gesetzt. Fiir ¢=10"°
und u==2000 zeigt Fig. 129 die Verteilung der Induktion in einem
Blech von 0,5 mm Dicke bei 100 und 1000 Perioden i. d. Sek. Im
ersten Fall ist die Abweichung in der Mitte nur 2°/, von der maxi-
malen, im zweiten Fall ist die Induktion in der Mitte nur 439/,
von der am Rande.

Auch bei kleinen Periodenzahlen sind die tatsichlichen Eisen-
verluste meist groBer als die nach Formel 189 4,
berechneten, erstens, weil die Induktion 3
nicht gleichmaBig {iber den Querschnitt
des ganzen Blechpaketes verteilt ist, zwei-
tens, weil bei der Bearbeitung die Isolation
zwischen den Blechen beschédigt wird und
leitende Briicken hergestellt werden, endlich
weil bei StoBfugen, Ubergiingen, ein Teil
des Flusses senkrecht zur Lamellierung aus
den Blechen austritt, wodurch die Verluste ¢
wesentlich steigen. Auch die Streufliisse, die
in benachbarte massive Konstruktionsteile
eintreten, verursachen Verluste, die man alle als zusitzliche Ver-
luste bezeichnet.

Fig. 129.

Verlustziffer.

Man kennzeichnet die Qualitit des Eisens durch eine Verlust-
ziffer, die den gesamten Verlust fiir 1 kg Eisen bei 50 Perioden und
30°C bei einer bestimmten Induktion angibt. Nach den Vorschriften
des V. d. E. ist die Verlustziffer bei B, ,=—=10000 (V,,) und bei

» = 15000 (V,,) CGS. anzugeben.

Das spez. Gewicht wird, wenn nicht besonders bestimmt, fiir
gewdhnliche Bleche zu 7,7, fiir legierte zu 7,5 angenommen.

Mit den angegebenen Konstanten ¢,=—0,8, o¢,=1,3 wird fiir
Eisenblech von 4=0,5 mm fiir B, =10000, f=50 Persek™
V,,—0,8-0,5-1016 717 +1,3-(0,5-0,5-1,11-10)? 51-7 — 3,4 Watt/kg,
fiir ein legiertes Blech mit ¢,—=0,6, o, =—0,27

V,o=1,8 Watt/kg.
11*
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Untersuchung und Trennung der Eisenverluste.

Von den verschiedenen Apparaten zur Untersuchung der Eisen-
verluste in Blechen, die von Epstein'), Méllinger®), Richter®)
angegeben sind, ist der erste z. Z. am meisten verwendet.

Hierbei werden vier Blechpakete aus Streifen von 50 em Linge.
3 cm Breite und 3 cm Pakethdhe zu einem quadratischen Rahmen
zusammengesetzt und an den Ecken mit kréaftigen Klammern zu-
sammenge:toflen. Jedes Paket ist mit einer Spule versehen, die in
Reihe an eine mdglichst sinusférmige Spannung angeschlossen werden.
Aus Spannung P und Periodenzahl f bestimmt man die Amplitude
der Induktion

Schaltet man vor die Spule einen Leistungsmesser, so ist von
der gemessenen Leistung zunédchst der Stromwirmeverlust J2R in
der Erregerwicklung abzuzieheh, um die Eisenverluste zu erhalten.
Da diese Korrektur grofl ist, wird die Messung genauer, wenn die
Pakete eine zweite Wicklung von gleicher Windungszahl wie die Er-
regerwicklung erhalten. In beiden Wicklungen wird dieselbe EMK
induziert; an die zweite Wicklung wird nur die Spannungsspule
des Wattmeters (und evtl. das Voltmeter) angeschlossen, wihrend
Harttfhg die Stromspule im Erregerstromkreis
T T T T T T liegt. Die nun gemessene Leistung
ist gleich den Eisenverlusten vermehrt
um den kleinen Verlust in der Span-
nungsspule des Wattmeters und im
Voltmeter, die sich leicht berechnen
und abziehen lassen.

Trigt man die Eisenverluste fir
konstante Periodenzahl als Funktion:
der maximalen Induktion auf, so er-
hélt man die nicht ganz quadratisch
ansteigende Kurve Fig. 130.

Die Trennung der Verluste in
Hysteresis- und Wirbelstromverluste beruht auf deren Abh#ngigkeit
von der Periodenzahl.

Andert man Spannung und Periodenzahl in gleichem MaBe, so
bleibt die maximale Induktion konstant. Da die Hysteresisverluste
der Periodenzahl f, die Wirbelstromverluste dem Quadrat von f pro-
portional sind, ist der gesamte Verlust bei konstanter Induktion:

N=N,+N,=k,f+ k("

1) ETZ 1900, S. 303, s. auch Gumlich u. Rogowski ETZ 1912.
%) ETZ 1901, S. 379.
%) ETZ 1902, S. 491.

7t i
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Daher ist
N N A N
—r == — Y k IC‘, .
S s Sl R

N

+ stellt als Funktion der Periodenzahl eine gerade Linie
(Fig. 131) dar; ihr Schnitt mit der Ordinatenachse (f= 0) ergibt
die Ordinate klzyf—”’ den Hysteresis- :

verlust pro Periode. Der Abstand der
Geraden von einer Parallelen zur
Abszissenachse durch den Schnittpunkt

. . .. N
mit der Ordinatenachse ist —?,"—

Die Gerade biegt bei hoheren
Periodenzahlen ab, was auf die Schirm-
wirkung der Wirbelstrome zuriickgefithrt
wird.

60. Die Vektordiagramme des Transformators.

Die technischen Transformatoren besitzen einen geschlossenen
magnetischen Kreis aus Eisen, auf den die primére und sekundire
Spule aufgewickelt sind. Fig. 132 und 133 zeigen die wichtigsten
Typen der Einphasentransformatoren, die Xerntype und die
Manteltype.

E i— “r} [ ]
i n | Y| T

| oo e 7 =

N S| NS

s S| i i I

Fig. 132. Kerntransformator. Fig. 133. Manteltransformator.

Im Gegensatz zum Lufttransformator geht man hjer nicht von
den Koeffizienten L und M aus, die hier nicht konstant sind, sondern
von dem Induktionsflufl.. Der grofite Teil des Flusses verlduft ganz
im Eisen und ist mit allen priméren und allen sekundédren Windungen
verkettet.

Dies ist der HauptfluB &. Ihm entsprechen die primir und
sekundir induzierten Spannungen

ad ad
a= g “=" gy

e iey=w Wy . . . . . . . . (191)
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Bei unbelasteter Sekunddrwicklung entnimmt die primire dem Netz
den Magnetisierungsstrom i, zur Erregung des Hauptflusses. Da
sein Spannungsabfall sehr klein ist, ist e, sehr nahe gleich der pri-
méren Klemmenspannung. Das Verhéltnis der Spannungen bei
offener Sekundérwicklung ist sehr nahe gleich dem Ubersetzungsver-
hiltnis w, : w,.

Ist die Sekundirwicklung auf einen Belastungswiderstand ge-
schlossen, so muB, damit der HauptfluB bestehen bleibt, die Summe
der primiren und sekundiren Durchflutungen wieder die Erregung
des Hauptflusses ergeben.

Gw, i, wy, =1, w,.
Setzen wir

iy 2y i), L. ... (192)
wl
so folgt: der primire Strom ¢, setzt sich zusammen aus dem Magne-
tisierungsstrom ¢, und dem priméiren Belastungsstrom i,’, der ent-
gegengesetzt gleich dem auf die primire Windungszahl raduzierten
sekundiren Strom ist. Aus Gl 191 und 192 folgt
ety = —ey1,.

Der sekundir abgegebenen Leistung — e,i, entspricht eine gleich
groBe primir aufgenommene Leistung e, i,

Die Gleichungen gelten fiir die Momentanwerte also unabhingig
von der Kurvenform. '

Die Streufliisse der beiden Wicklungen verlaufen nur teilweise
im Eisen und schlieBen sich um die Spulen durch die Luft. Sie
sind teils nur mit primdren oder sekundiren Windungen verkettet
teils mit beiden (einfach und doppelt verkettete Streulinien).

Da die Streufliisse lingere Luftstrecken durchlaufen, sind sie
den Strémen proportional, die Kraftlinienwindungen kénnen durch
Streuinduktivititen S, und S, ausgedriickt werden (s. S.134). Es
gelten daher die folgenden Gleichungen fiir den Transformator:

. ad , _ di
pl—"‘11R1+w1’(_1'i'—T—S1d—tl
4D di . (193
Co. Ly
0:p2+’eR2+wﬂ'JE+Sﬂ?ﬁJ

Fiir einwellige GroBlen konnen diese Gleichungen durch ein
Vektordiagramm der Effektivwerte dargestellt werden.

Man ersetzt hierbei den verzerrten Magnetisierungsstrom durch
seinen #dquivalenten Sinusstrom.

In Fig. 134 ist @ der Vektor des Hauptflusses, £, um 90°
dagegen voreilend ist die Komponente der priméren Klemmenspan-
nung, die der EMK — E, entgegengesetzt gleich ist. Die sekundére
EMK — E, ist gegen @ um 90° verzogert, bei Reduktion auf die
primére Windungszahl ist sie numerisch gleich E,.
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Der idquivalente Magnetisierungsstrom J, eilt gegen @ um
(90° —1,) vor, gegen E, um wy, nach. Seine Komponente J cosy,
entspricht einer Leistung, es ist E,J, cosy, der Eisenverlust. Der
auf die primire Windungszahl reduzierte Sekundérstrom ist J,, und
der primdre Strom J, ist die Summe aus J, und (—J,)=J, .

Subtrahiert man von —E, die Ohmschen und induktiven
Spannungsabfille J,R, und J,wS,=J,X,,, so erhilt man die
sekundire Klemmenspannung P,; addiert man zu E, J,R, und

Jyo8,=J,X ,, so ergibt sich die primire Klemmenspannung P,.

Da
> (E1J‘.’l) = (_ E2J2> =Y,
und
B, _w Jo
E, w,’ Jy  w’
wird

E,J, cosy,=—E,J, cosyp,.

Dies ist die vom primdren auf den sekundiren Stromkreis iiber-
tragene Leistung.
Dreht man das sekundire Spannungsdreieck um Punkt O um
JAss 180° so daB E, und — E, zusammenfallen,
1%, so erhélt man Fig. 135, die ein anschauliches
Bild von der Verschiebung und Abnahme
des Spannungsvektors von P, bis P, gibt.
Sie ist bedingt durch den Ohmschen
Spannungsabfall und
die  Streuung der
beiden Wicklungen.

2, J; Zz
00070 30—
- %
¥ i t
g [ 3
Fig. 135. Fig. 136.

Dieses Diagramm und die Gl. 193 gelten auch fiir andere Strom-
kreise, z. B. fiir den Induktionsmotor, bei dem an Stelle der
elektrischen Belastung des Transformators eine mechanische Be-
lastung tritt.

Sie gelten auch fiir das Schema Fig. 136, wenn wir an den
sekundiren Klemmen mit der Spannung P, den Belastungsstrom
flieBend denken. Der Zweig 2z, entspricht den vom Hauptfluf in
Primir- und Sekundérwicklung induzierten (bei Reduktion auf gleiche
Windungszahl) gleichgroBen EMKen, er fiihrt den Magnetisierungs-
strom J .
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Hu=VE '+ 8] und z=VR'| {08
sind die Scheinwiderstinde der prim#ren und sekundiren Wicklung.

Fig. 136 ist der Ersatzstromkreis des Transformators. Er wird
in Kap. XII eingehend behandelt.

61. Das magnetische Feld einer Maschine mit verteiltem Eisen.

Die Maschine besteht, s. Fig. 137, aus einem zylindrischen, um
eine Welle drehbaren, Liaufer L und einem Stinder S, die aus Blechen
zusammengesetzt sind. Stinder und Liufer sind durch einen Luft-
raum von konstanter Linge getrennt. Auf dem Stinder ist eine
Wicklung in Nuten eingebettet. Wird sie von einem konstanten
Strom durchflossen, dessen Richtung durch Punkte und Kreuze an-
gedeutet ist, so entsteht ein InduktionsfluB in der durch Pfeile
bezeichneten Richtung, er durchsetzt das Stinder- und Léiufereisen
und den Luftraum. Wo er aus dem Stiindereisen austritt, bildet
sich ein Nordpol, wo er eintritt, ein Siidpol aus. Weil die Wicklung
zwei Pole erzeugt, heilt sie eine zweipolige Wicklung, und zwar ist
sie eine zweipolige Trommelwicklung.

Fig. 137, Fig. 138.

Man bezeichnet den Teil des Umfangs, der einen Pol umfaBt,
als eine Polteilung, hier ist es der halbe Umfang.

Durch entsprechende Anordnung der Wicklung lassen sich
4, 6, 8 ... allgemein 2p Pole erzeugen, worin p die Polpaarzahl
ist. Die Wicklung heilt dann mehrpolig und die Polteilung ist der
2pte Teil des Umfanys.

Die Verteilung des Induktionsflusses ergibt sich wie folgt. In
Fig. 138 ist der Umfang abgewickelt. Die Drihte einer Spule liegen
gleichméBig verteilt symmetrisch zur Mittellinie der Polteilung © auf
einem Bogen 8. Die Mittellinie ist die neutrale Zone des Feldes.
In Punkten gleichen Abstandes z zu beiden Seiten von ihr ist 'die
Feldstirke gleichgroB, aber von entgegengesetzter Richtung. —Fiir
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eine Induktionslinie, die den Luftraum im Abstand x zu beiden
Seiten der neutralen Zone durchsetzt kann unter Vernachldssigung
der magnetischen Spannung des Eisenweges, die Umlaufspannung
gleich der Spannung des Luftraumes gesetzt werden.

[Hds—H_25.

H_ ist die Feldstarke im Luftraum an der Stelle z, o die Liinge
des Luftraumes.

Auf der Breite S liegen Jw Amperedrihte, die betrachtete In-
duktionsrohre ist von einem Teil davon 2z:8 durchflutet. Daher ist
2z
S 3

Bz=/10Hx=/t0£(;~v—%.

H 20=Jw

Dies gilt von £ =0 bis x=13}8§.

Ist 22> 8, so ist die Durchflutung Jw und

Jw

Bx:/l'loiﬁ"

Tragt man B_ als Ordinate auf, so erhdlt man die Induktions-
verteilung als ein Trapez mit der Héhe
Jw
—_uy e 9
B =y, Y I (194)

Der Inhalt dieser Feldkurve ist der InduktionsfluB fiir 1 cm
Lénge des Eisens. Ist die Linge /cm, so ist

®— [ B ldx.
V]

Da die Grundlinien des Trapezes v und t— 8§ sind, die Hohe
B ist, wird

¢=Blr<1——%)=Blta. ... (199)

e=1— % heiflt der Fiillfaktor. Fiir konstante Induktionsverteilung,

d. h. fiir ein Rechteck wire «==1.
Das Trapez nihert sich einer Sinuskurve am meisten, wenn

(s. Kap. VIL, 8. 79) —g—z—;—, oder S:—;—t ist. Die Grundwelle des
Trapezes hat hierfiir nach S. 79 die Gleichung

6V3 . .
= V~Bsm£n.
T

B

a
rl a°
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Die Amplitude ist also
_6V3

B, — B,
der FluB der Grundwelle
2 12—
¢1:;Bl7:l=§ 1/3 B'L'l,

der des Trapezes
b = Z Brl.

Es verhalt sich also @, : Q:%V?: 1,005, sie unterscheiden
J

sich nur um 0,5°,, so daB man hiufig mit der sinusférmigen
Grundwelle rechnet.

Wird das Feld durch einen Wechselstrom erregt, so pulsiert
die Induktion an jeder Stelle mit dem Strom.

Bezeichnet B die raumliche Amplitude einer sinusférmig ver-
teilten Feldkurve, B, ihre zeitliche Amplitude, so ist die zeitliche
Amplitude im Abstand x von der neutralen Zone

B,,—B,sin"n

und der Augenblickswert an der Stelle x fiir zeitlich sinusformige
Pulsation

szBImsmwtzBmSln?nsmwt . . (196)

62. Erzeugung eines Drehfeldes.

Sind am Umfang der Maschine zwei um eine halbe Polteilung
gegeneinander versetzte Spulen angebracht, so erzeugen sie zwei
um ebensoviel gegeneinander verschobene Felder. Bei der zwei-
poligen Anordnung steht die Verbindungslinie der Mitten des Nord-
und des Siidpoles, die ,, Polachse® eines Feldes, senkrecht auf der des

anderen, bei der mehrpoligen Maschine sind sie um 90 Grade ver-

schoben. Man spricht auch hier von einer Verschiebung um 90°¢,
und bezeichnet diese als ,elektrische Grade“, die Polteilung umfaft
1809 elektrische Grade.

Sind die um 90° raumlich verschobenen Felder sinusférmig ver-
teilt und mit I und II bezeichnet, so sind ihre rdumlichen Ver-
teilungen

.oz
B, =B, sin —ax,
x I T

. (= 7 x
B, .= B, sin <7az——;>=—B"cos?n.

&
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Die positive rdumliche Amplitude B, liegt also bei xz';
B” bei r=r.

Sind die Felder von Zweiphasenstrom erregt, und nehmen wir
an, daB das zweite Feld 1 Periode spiter seine Amplitude erreicht,

als das erste, so wird, wenn die zeitlichen Amplituden wieder mit
dem Index m bezeichnet werden.

.x .
B,z:B,msm?nsm wt

r . 7 x
B, ,=—B,,. €08 — 7z 8in (wt—;):Bnm €08 — 72 CO8 wt.

Sind die Amplitnden gleichgroB,
Blm = ‘Bllm ’

so ist an einer Stelle x die von beiden Feldern resultierende In-
duktion

. X . xr
Bx=BM+B”I:Bm<sm 7 sin wt—{—cos7n cos wt>

:Bmcos<wt~—£n) Coe o (197

T

Diese Gleichung stellt eine fortschreitende Welle dar. Nach
einer Zeit dt ist die Induktion an einer Stelle (x | dz)

B, cos [a) (t4d)—(z+dz) " .
Sie hat wieder denselben Wert wie zur Zeit ¢ an der Stelle x, wenn
wdt—dz "
T

st. Hieraus ergibt sich, daB die ganze Welle mit der konstanten
Geschwindigkeit

dr  wt 27

dt a1
wandert, d.h. die Welle legt in einer Periode 7' die doppelte Pol-
teilung zuriick. Zwei zeitlich und rdumlich um 90° gegeneinander
verschobene Wechselfelder von sinusférmiger Verteilung setzen sich
zu einem mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitenden sinus-
férmigen Feld von gleicher Grofle zusammen. Ein solches Feld
heilt ein Drehfeld.

Wir fanden die Geschwindigkeit %% positiv, d. h. das Drehfeld

wandert in Richtung der positiven z. Dies ist die Richtung, in der
wir von der positiven raumlichen Amplitude B, zu der des zeitlich
nacheilenden Feldes B,, gelangten. Hitte man B, als das vor-
eilende Feld bezeichnet, so hitte man das negative Vorzeichen
gefunden.
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Das Drehfeld wandert also von dem zeitlich voreilenden zu
dem zeitlich nacheilenden Feld. Durch Vertauschung der zeitlichen
Reihenfolge der Wechselfelder @ndert sich die Drehrichtung.

Stellt man die Felder als Vektoren in einem Zeitdiagramm
dar, und soll die positive Richtung der Vektoren auch gleichzeitig
die positive rdumliche Richtung der Felder darstellen, so ist die
Drehrichtung des Drehfeldes, das vom zeitlich voreilenden zum zeit-
& lich nacheilenden Feld wandert, entgegengesetzt

der Drehrichtung der Vektoren, also gleich der

/ der Zeitlinie (s. Fig. 139).
e Ganz analog setzen sich % um gnf zeitlich und

Vektoren

/8 rdumlich verschobene Wechselfelder von gleicher
Fig. 139. Grofe zu einem Drehfeld zusammen. Die Summe
lautet
B;:le_‘— BIIJ: + e _}— B(n-l)xﬁi_‘ Bn:c

. . (% 27\ . 27
=3B, {sm—nsmwt—}— sin (—n*—?> sin <wt——n)
7 T n n

e 2 . 2
—{—sm<—n—2-—ﬂjs1n{wt——2-~f>
7 n n

/ \
. [z 2n 27\]
Za—m—1)2= —(m—1)22)].
~+ sin <1n (n—1) - s1n<a)t (n—1) n )J
Durch Ausmultiplizieren bringt man jedes Glied auf die Form

1 x x 2
5 [cos (;n—wt)— cos(;n—{—wt—2z~—£)},

wobei in der zweiten Kosinus-Funktion z der Reihe nach alle ganzen
Zahlen von O bis (n —1) durchliuft. Die Summe dieser n Glieder
ist Null; da die ersten Glieder alle gleichgrof3 sind, wird

x

B N B, cos (En—wt> R ¢ 1))
2 T )
Das durch Zusammensetzung von n Wechselfeldern entstehende Dreh-

feld ist %mal so grof} wie jedes Wechselfeld.

63. Energieiibertragung durch das Drehfeld.

Um durch ein Drehfeld Energie zu iibertragen, wird eine
Maschine nach Fig. 137 am Stéinder und am Léaufer mit je einer
Mehrphasenwicklung versehen. Eine solche Maschine ist eine Dreh-
feldmaschine.

Die Sténderwicklungen seien an ein Mehrphasennetz mit
n, Phasen- angeschlossen, der Léufer stehe still und die Léufer-
wicklung sei noch offen. Die Netzspannung bedingt in jeder
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Phase der Stinderwicklung einen Wechselflul, und die n, rdumlich

s 2n . .. .
und zeitlich um — gegeneinander verschobenen Fliisse setzen sich
n
1
zu einem Drehfeld zusammen. Es schreitet in einer Periode 7' um

zwei Polteilungen, d. h. um den pten Teil des Umfangs fort, macht
also

v =t f1
' Tp p
Umléufe in der Sekunde, worin f, die Netzfrequenz ist. Das

(199)

2
Drehfeld induziert in den 7, Stinderwicklungen n, um n—n gegen-

einander phasenverschobene EMKe, die bis auf den Spannurllgsabfa,ll
des Magnetisierungsstromes in jeder Wicklung der Phasenspannung
entgegengeset:t gleich sind. Im stillstehenden Liufer werden EMKe
von gleicher Periodenzahl induziert. Hat der Lédufer ebenfalls =,
Phasen, so bilden die EMKe auch ein 7, Phasensystem. Die EMKe
im Stinder und Léufer verhalten sich wie die Windungszahlen, sie
haben aber im allgemeinen verschiedene zeitliche Phasen, je nach
der rdumlichen Stellung entsprechender Wicklungen des Stinders
und Léufers zueinander.

SchlieBt man die Léuferwicklungen iiber Belastungswiderstinde,
die fiir alle Phasen gieichgroB sind, so entsteht im Liufer ein sym-
metrisches 7,-Phasenstromsystem, und die n, Stréme erzeugen ein
Drehfeld. Damit das der aufgedriickten Stinderspannung ent-
sprechende Feld bestehen bleibt, nimmt der Stinder einen solchen
Strom auf, daB die Summe der Durchflutungen des Stinders und
Liufers fir alle Phasen die Erregung des Hauptflusses ergibt, wie
beim gewohnlichen Transformator, von dem sich die Maschine nur
dadurch unterscheidet, daB sie ein Drehfeld besitzt, wodurch
primire und sekundire EMKe verschiedene zeitliche Phasen
haben konnen. Dies #ndert aber an der Wirkungsweise nichts.
Denken wir uns den Stinderstrom (Primirstrom) wieder zerlegt in
den Magnetisierungsstrom 7, und den primiren Belastungsstrom 3,
so muBl, da die n, Leistungen

E,J,cosy,

vom Stidnder auf den Laufer iibertragen werden,

ny By J, cos y,—=mn, B, J, cosy,
sein. Nun sind die EMKe den Windungszahlen direkt, die Strome
ihnen umgekehrt proportional, d. h. es wird

ny By Jy=m B, J)/
und
COS 1, == COS Y,

der primire Belastungsstrom hat gegen seine EMK dieselbe Phasen-
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verschiebung, wie der sekundire gegen die seine. Wie also auch
E, gegen E, phasenverschoben sein mag, die Riickwirkung des
sekundéren Stromes auf den primiren Stromkreis ist stets so, als
ob sie gleichphasig wiren, so daB man fir jede Phase dasselbe
Vektordiagramm wie fiir den gewohnlichen Transformator erhalt,
das durch Streuung und Ohmschen Widerstand der Wicklungen
wie dort erginzt wird.

Hat der Laufer eine andere Phasenzahl als der Stinder, so
ist es moglich, ihm einen symmetrischen n,-Phasenstrom zu ent-
nehmen. Da alle Phasen sich gleichmiBig an der Erzeugung des
Feldes beteiligen, ist die Riickwirkung auf die primire Wicklung
wieder dieselbe. Die Drehfeldmaschine kann also als Phasenzahl-
umformer- verwendet werden.

Wichtiger ist ihre Anwendung als Periodenumformer.

Dreht sich der Ldufer mit % Umliufen i. d. Sek., so ist die
Frequenz seiner EMK nicht mehr gleich der priméren, f,=pu,,
worin u, die Umlaufzahl des Drehfeldes ist, sondern weil das
Drelifeld relativ zum Laufer nur (u, —u) Umldufe macht, ist die
Periodenzahl

fo=pu,—u) . . . . . .. (199
Hierin erhdlt u das positive Vorzeichen fiir gleichsinnige Drehung
wie u,, das negative fiir gegenliufige.

Die effektiven EMKe im Stédnder und Liufer verhalten sich wie
die Produkte aus Windungszahl und Periodenzahl

By _hLwy__w—uw, (200)
El fl wl ul wl

Die Lauferstrome, die beim SchlieBen iiber irgendwelche Wider-
stinde entstehen, haben nun auch die Periodenzahl f,. Das Dreh-
feld, das sie erzeugen, schreitet gegeniiber der erzeugenden Léiufer-
wicklung mit

1 =u, —u Uml. i. d. Sek.
P

fort, und da der L&aufer sich mit ¥ Umldufen dreht, ist die Um-
laufzahl des Drehfeldes im Raum wieder
U —U—+u=u,.

Die Lauferstrome wirken also auf den Stinder wie die einer
ruhenden Wicklung zuriick. Stinder- und Lauferstrome aller Phasen
ergeben zusammen die Erregung des Hauptflusses. Zerlegt man J,
wieder in den Magnetisierungsstrom J, und den primédren Be-

lastungsstrom Jel, 80 isb
n .L,'w —'nanw_, e e e e e 201
172 1 2%2 ™

J,’ hat gegen E, dieselbe Phasenverschiebung vy, wie E, gegen J,,
unabhéingig von der relativen Phase von E, gegen E,, wie gezeigt.
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Daher wird aus Gl.[200 und 201
ny B, J, cos y, _ 1o U —u (202)
n, B, J cosyp, f uy o

n, B, J, cosy, =N, ist die vom Stdnder (Primérwicklung) auf den
Laufer iibertragene Leistung. Die vom Léufer (Sekundirwicklung)
erzeugte elektrische Leistung n, B, J, cosy, =N, verhilt sich zu
N, wie die sekundire Frequenz zur primiren, oder wie die Relativ-
geschwindigkeit u, —u zu der Geschwindigkeit des Drehfeldes u,.

Es ist %

Ne:Na(l_,le> .o . .« . (208)
Die Differenz N,— N, erscheint in einer anderen Energieform, und
zwar als mechanische Leistung N, weil das Drehfeld auf die Léufer-
strome ein Drehmoment ausiibt.

Es ist U
N,=N,—N,=N,—- ... .. (204
ul
Sie verhilt sich zu der vom Sténder auf den Laufer iibertragenen
Leistung, wie die Geschwindigkeit des Laufers zu der des Dreh-

feldes.
Die mechanische Leistung ist gleich dem Produkt aus Dreh-
moment D und Winkelgeschwindigkeit des Laufers 2 zu,

daher D-——ivﬂ:~N“ .
2xu  2mu,

Da die Geschwindigkeit u, des Drehfeldes bei gegebener Perioden-
zahl konstant ist, ist das Drehmoment proportinonal der vom Stinder
auf den Liufer iibertragenen Leistung. (Ist N, in Watt angegeben,
so erhilt man das Drehmoment in mkg durch Division durch 9,81.)

Waihrend die mechanische Leistung gleich Drehmoment mal
Geschwindigkeit des Laufers ist, ist die elektrisch abgegebene Leistung
gleich dem Produkt aus Drehmoment und Relativgeschwindigkeit
des Liufers zum Drehfeld.

Das Verhiltnis der Relativgeschwindigkeit u, —w zur Dreh-
feldgeschwindigkeit u, heit die Schlipfung

s="1 0 g% (205)
Uy %y
Es ist daher die sekundire Frequenz
ﬁ}, =S8 f1:
die elektrische Leistung
N,=N,s,

die mechanische Leistung
Nm:Na(l_s)'
Es ergeben sich folgende Fille:
Solange # positiv und kleiner als u, is, istt s positiv und
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kleiner als 1. Die elektrische Leistung N, ist kleiner als die auf
den Léufer iibertragene, und die mechanische Leistung ist positiv,
das Drehmoment ist motorisch. s=1, d. h. =0, ergibt den Fall
des ruhenden Lidufers, bei dem nur elektrische Leistung trans-
formiert wird.

Dreht sich der Liaufer ebenso schnell wie das Drehfeld und
gleichsinnig, so ist v —=wu,, s=0, der Laufer dreht sich ,synchron“
mit dem Drehfeld, dann wird iiberhaupt keine EMK in ihm indu-
ziert und keine Leistung iibertragen.

Ist u>>w,, d. h. ist die Geschwindigkeit des Léufers groBer
als die des Drehfeldes, so ist s negativ; das Drehmoment kehrt
infolge der Umkehrung der Relativbewogung (u, — u) seine Rich-
tung um, die mechanische Leistung ist generatorisch und wird dem
Léufer durch irgendeine Triebmaschine zugefiihrt, sie ist groBer
als N, es kehrt sich also der Sinn der Energieiibertragung um,
die Maschine ist ein Generator.

Eine Drehfeldmaschine kann also zur Umsetzung der Spannung,
der Phasenzahl, der Periodenzahl und zur Umsetzung von elek-
trischer in mechanische Leistung und umgekehrt verwendet werden.
Steinmetz bezeichnet sie daher als allgemeinen Transformator.

Ihre hiufigste Anwendung ist die des Induktionsmotors, bei
dem die Léuferwicklung in sich kurzgeschlossen ist. Die in jeder
Phase der Lauferwicklung erzeugte elektrische Leistung ist hier

J,°R,,
wenn R, der Widerstand der Wicklung ist; sie ist gleich dem Strom-
wirmeverlust in der Wicklung. Da sie smal so groB wie die auf
den Laufer iibertragene Leistung ist, ist diese fiir eine Phase
J,2 R,
N,= —-?g -

H

und die mechanische Leistung ist
1 \
wo—rem(oa).
=i r (A1)

Da das Ubersetzungsverhiltnis der EMKe gleich dem Verhiltnis
der Produkte aus Windungszahl und Periodenzahl ist, fallt die
sekundire Periodenzahl bei der Reduktion

z, J; zp Sy . o e . .
g—fﬂnn\—‘\—ﬁ?fﬁ?j'l ) auf die Prim#rwicklung in der Streu-
': ’S\_l f:(3-7) spannung heraus. Der Induktionsmotor

AW

? Za g verhilt sich wie ein ruhender Trans-
L formator, bei dem die mechanische
Belastung ersetzt ist durch einen Ohm-

schen Widerstand R, (—i— —1>. Es gilt

fiir ihn daher der Ersatzstromkreis Fig. 140, der in Kap. XII eingehend
behandelt wird.

Fig. 140.
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64. Reihenschaltung eines Kondensators und einer Drossel-
spule mit Eisen.

Nach Kap. II gibt es bei der Reihenschaltung eines Konden-
sators und einer Drosselspule eine bestimmte Frequenz

bei der das magnetische Feld der Drosselspule und das elektrische
Feld des Kondensators sich gegenseitig laden, so dall dem Strom-
kreis keine Blindleistung, sondern nur die zur Deckung der Verluste
bei der Aufrechterhaltung des Stromes erforderliche Leistung zuzu-
fiilhren ist. Der Stromkreis verhilt sich wie ein Ohmscher Wider-
stand, es ist
P=JR
und die entgegengesetzt gleichen Blindspannungen der Induktivitét
und der Kapazitdt betragen
J ‘/Z Pq/L
Jol=c="Ve=% Vo
Besitzt nun die Induktivitit einen magnetischen Kreis mit
Eisen, so ist L keine Konstante, sondern eine Funktion des Stromes.
Aus der Spannungsgleichung

psinwt:Ri+%?¥i+f%l’l,

worin ¥={(i) durch die Hysteresisschleife dargestellt wird, ist er-
sichtlich, dal eine strenge Losung dieses Falles die analytische Dar-
stellung der Hysteresisschleife erforderte. Wir begniigen uns mit
einer angendherten graphischen Untersuchung, die zwar die Verluste
und die Verzerrung des Stromes nicht beriicksichtigen kann, doch
einen geniigenden Einblick in die Verhiltnisse gewihrt,
Resonanzfrequenzen. In , . 8

Fig. 141 sind die Kraftlinienwin- [ :
dungen ¥ der Drosselspule als Funk-
tion des &dquivalenten Sinusstromes
J "durch die gekriimmte Magneti-
sierungskurve dargestellt. Fiir eine
Frequenz w ist die Blindspannung
P,—= Pw. Derzu ¥ gehorige Strom
J bedingt am Kondensator eine Span-

nung PC=—J—. Es wird P,=P,,

wC
_‘/1
=V we

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 12

wenn
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ist. Da jedem Punkt der Magnetisierungskurve ein anderes Verhilt-
nis J: ¥ =1tg f entspricht, gibt es fiir eine Kapazitit eine unendliche
Zahl von Resonanzfrequenzen. Fiir einen gegebenen Wert C ist

@ = konst. Vtg . Die kleinste Resonanzfrequenz ist die durch den
Winkel 8, der Tangente im Ursprung an die Magnetisierungskurve
bestimmte, sie sei w, und

o _1/tgf _ /4B

o, Vigp VA0
Jeder Frequenz entspricht ein bestimmter Strom und eine be-
stimmte Spannung an Drosselspule und Kondensator. Sie ist
. vy
P=P =Yoo= o
d. h. fiir ¢ = konst. proportional der Wurzel aus ¥'J, sie wird daher
gemessen durch die Seite eines Quadrates, das gleich dem Rechteck

g
2) |
B/
Bafll)” 7
5 f ~ /3;"30 5
r{?: i 2 32 ,/ A .
7 v s I 4
%;":5/ X i
B | |
1 1
A9 i '
0% 7% 7 y G
et
90 '/'.
> - Q‘
Fig. 142, Fig. 143.

aus den Koordinaten der Magnetisierungskurve ist. In Fig. 142
sind w und J als Funktion der Resonanzspannung P aufgetragen.

Das Verhalten bei konstanter Netzfrequenz und ver-
anderlicher Klemmenspannung. In Fig. 143 sind fiir konstante
Frequenz « die Charakteristik der Drosselspule P,—=f(J) (Kurve
OB, B, B,) und die Kondensatorspannung P,= f(J) (Gerade 0C, C,C;)
dargestellt. Die Ordinatenabschnitte zwischen beiden sind die Blind-
komponenten der Netzspannung, oder, wenn man von Verlusten ab-
sieht, die Netzspannungen selbst.

Ist P,>>P,, so ist der Strom gegen die Netzspannung ver-
zogert, P_ ist in Phase mit der Netzspannung P, P, ist ihr entgegen-
gerichtet. Uberwiegt dagegen die Kondensatorspannung, ist also
P,>> P, so eilt der Strom der Netzspannung vor, P, ist gleich-
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phasig mit P, P, entgegengerichtet. Der Ubergang ist durch den
Schnittpunkt 8 der beiden Charakteristiken gegeben, wobei P, —P,
ist und die Netzspannung nur die Verluste zu decken hat. Dies ist
der Resonanzpunkt fiir die Netzfrequenz.

Nun entsprechen unterhalb des Schnittpunktes 8, d. h. bei nach-
eilendem Strom einer Netzspannung P zwei mogliche Gleichgewichts-
lagen, solange P kleiner ist als der Ordinatenabschnitt zwischen beiden
Charakteristiken. Z.B.gehéren zur Netzspannung OP, =C, B, =0C, B,
die Werte

J, =04, P,=4,B, P,=0C4,
J,=04, P,—A4,B, P,=0C4,

B, und B, sind die Schnittpunkte einer Parallelen durch P, zu
P,—=f(J). Von diesen beiden mdglichen Gleichgewichtslagen stellt
sich aber allgemein die mit dem kleineren Strom ein, weil hierbei
die Energien und die Verluste kleiner sind.

Fillt die Parallele zur Kondensatorcharakteristik in die Tan-
gente P T an die Charakteristik der Drosselspule, so ist eine Grenz-
spannung O P, erreicht, oberhalb derer ein Betrieb mit nacheilendem
Strom {iberhaupt nicht mehr moglich ist.

Hingegen entspricht bei voreilendem Strom, d. h. rechts von 8
jeder Netzspannung wieder eine Gleichgewichtslage, die man durch
Auftragen von P in die negative Ordinatenachse und die Parallelen
zu P = f(J) erhdlt. Die Spannung 0@, =OP, ergxbt Punkt B,
die Grenzspannung 0@Q,=OP, Punkt B, usf.

LaBt man die Netzspannung von Null anfangend bei konstanter

Frequenz wachsen, so nimmt der Strom +%&;%§ﬂ5‘
von Null an zu, und es wird zunichst der - /
Bogen O B, T durchlaufen. Steigt die Span- /
: I
1
R

nung iiber die Grenzspannung weiter, so
wichst der Strom, da nun nur noch vor-
eilender Strom moglich ist, plétzlich auf i
den dem Punkt B, entsprechenden Wert,
wobei die Spannungen am Kondensator
und der Drosselspule gleichfalls unter
sprunghafter Anderung der GroBe ihre
Phasenlage gegeniiber der Netzspannung Fig. 144,
umkehren. Dies ist in Fig. 144 dargestellt,

Bei weiterer Steigerung der Netzspannung bleibt die Drosselspulen-
spannung fast konstant, widhrend der Strom und die Kondensator-
spannung stetig steigen.

Geht man mit der Netzspannung wieder zuriick, so bleibt der
Zustand auch noch zwischen B, und S so lange stabil, als die Ver-
luste durch die Netzspannung gedeckt werden kénnen, dann erfolgt
ein sprungweises Zuriickgehen des Stromes und der Spannung.

12*

B

i
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Uberspannungen mit der Netzfrequenz!) werden auf die
hier beschriebenen Verhéltnisse zuriickgefiihrt. In Fig. 145 stellt T
einen Transformator am Ende einer Leitung dar. Bei einem Lei-
tungsbruch an der Stelle ¢ und Erdung des gebrochenen Stiickes
an der Transformatorseite kann der Magnetisierungsstrom des Trans-
formators sich iiber die Kapazitit des ungeerdeten Teiles der ge-
brochenen Leitung schlieflen; sie ist durch einen Kondensator C
dargestellt. War die Netzspannung gréBer als
die Grenzspannung, so stellt sich die Gleich-

T

i
é-f gewichtslage mit voreilendem Strom ein, die
t 5 Transformatorspannung &ndert ihre Richtung
Iz gegeniiber der Netzspannung um fast 180°.

“  An der Leitung tritt eine hohe Uberspannung
gegen Erde auf. Sie ist um so grioBer, je niher
der sich einstellende Betriebszustand dem Resonanzpunkt liegt.

Die Anderung der Phasenlage der Spannung z. B. am Trans-
formator gegeniiber der Netzspannung nennt man das Kippen der
Spannung.

Erfolgt das Kippen an einer Phase eines Dreiphasentransfor-
mators, so ergeben sich sekundir 3 um naliezu 60° gegeneinander
phasenverschobene Spannungen. Angeschlossene Motoren kénnen
dabei ihre Drehrichtung dndern?).

Das Verhalten bei konstanter Netzspannung und ver-
dnderlicher Netzfrequenz kann ebenfalls aus den Spannungs-
charakteristiken Fig. 143 entnommen werden. Diese gilt zunichst
fir eine Frequenz w, fiir eine andere Frequenz o’ miiBiten die Or-

Fig. 145.

G

’
dinaten der P-Kurve mit —(:T, die der P, -Geraden mit (2> mul-
)

tipliziert werden. Es ist aber einfacher, die Charakteristik der
Drosselspule unverindert zu lassen und den MaBstab zu dndern.
Die Lange fiir die konstante Klemmenspannung ist dann fiir die

Frequenz o’ mit 2, zu multiplizieren, die Ordinaten der P,-Geraden
)

2
mit <ﬂ,> . Bei kleinen Frequenzen liegt die Gerade der Konden-
10 .

satorspannung steil, bei hohen flach. Bei kleinen Frequenzen ist
daher nur ein Betrieb bei voreilendem Strom moéglich, und die
Kondensatorspannung ist fast gleich der Klemmenspannung, die
Drosselspulenspannung fast Null. Mit wachsender Frequenz steigen
beide Spannungen bis zu einer bestimmten Frequenz, bei der die
Netzspannung gerade gleich der Grenzspannung ist. Beim Uber-
schreiten der Frequenz erfolgt das Kippen der Spannungen auf den
Betrieb mit nacheilendem Strom, beide Spannungen fallen fast

1) 8. Petersen ETZ 1915.
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plotzlich ab, P, iiberwiegt und P, wird sehr klein. Die Frequenz,
bei der das Kippen eintritt, héingt von der Klemmenspannung ab,
je hoher diese ist, um so hoher liegt auch die kritische Frequenz.
Fig. 146 zeigt zwei charakteristische Kurven der Drosselspulen-
spannung in Abhéngigkeit von der Fre-
quenz, P, fiir niedere Klemmenspan-
nung, P, fiir hohe, bei dieser ist bis
zur doppelten kritischen Frequenz der
ersten Kurve das Kippen noch nicht ein- |
getreten.  Die Drosselspulenspannung M

wichst somit bei konstanter Spannung —w
und verinderlicher Frequenz bei Betrieb Fig. 146.

mit voreilendem Strom nahezu linear

mit der Frequenz, bei verinderlicher Klemmenspannung und konstanter
Frequenz bleibt sie, wie oben gezeigt, fast konstant. Hierauf beruht
der Frequenzmesser von Martienssen?), der diese Zusammenhénge
zuerst untersucht hat.

1 -ETZ 1910, S. 204.
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65. Die Leitungskonstanten.

Wir haben bei der Besprechung von Stromkreisen mit Kapa-
zitdt bisher nur solche behandelt, bei denen ein Kondensator ein-
geschaltet ist.

Kapazitatswirkungen, d. h. Ladestrome, treten aber auch bei
solchen Stromkre'sen auf, bei denen eine Anzahl Leiter, die eine
Spannung gegeneinander besitzen, auf eine grofle Linge hin rdum-
lich einander nahe liegen, also bei Kabeln, langen Fernleitungen,
Wicklungen von Maschinen und Transformatoren. Der Verschie-
bungsstrom verlauft hier zwischen den Leitern und zwischen Leiter
und Erde, er ist um so grofer, je linger die Leitungen, d. h. je
groBler die Kapazitit und je hoher die Frequenz und die Spannungen
sind. Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik spielt
die Kapazitit bei hohen Spannungen eine besondere Rolle.

In dem Leiter setzt sich der Verschiebungsstrom als Ladestrom
fort. Er {ihrt dem elektrischen Felde, das sich zwischen den
Leitern und zwischen Leiter und Erde bildet, Energie zu bzw. von
ihm zuriick; er besteht unabhingig davon, ob sonst noch Strome
durch den Leiter fortgeleitet werden. In ein Kabel flieBt ein Lade-
strom, auch wenn an das Ende des Kabels keine Stromverbraucher
angeschlossen sind, das Ende offen ist. Sind Stromverbraucher
an das Kabel angeschlossen, so wird dem XKabel neben dem
Verbrauchsstrom der Ladestrom zugefithrt. Es tritt hier die
Erscheinung auf, daBl der Strom am Anfang des Kabels einen an-
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deren Wert hat als am Ende. Der durch die Leitung flieBende
Strom erzeugt ein magnetisches Feld, dessen Energie mit dem Wechsel
der Stromstidrke schwingt. Die von dem wechselnden magnetischen
Feld bedingten EMKe verursachen eine Anderung der Spannung lings
der Leitung, und hierdurch wird wieder bedingt, daB der Ladestrom
in den verschiedenen Teilen der Leitung verschiedene Werte besitzt.

Wihrend das elektrische Feld eine Anderung des Stromes lings
der Leitung verursacht, bedingt das magnetische Feld eine Anderung
der Spannung, beide miissen sich zufolge der Wechselbeziehung
stetig dndern.

Die Ausbildung der elektrischen und magnetischen Wechselfelder
bedingt bestimmte Verluste.

Der Strom erzeugt Verluste durch Stromwéirme im Leiter, und
das vom Strom erregte magnetische Feld bedingt Verluste teils im
Leiter — Skineffekt — teils durch Wirbelstrome in benachbarten
Leitern, z. B. im Bleimantel bei Einleiterkabeln. Das elektrische
Feld verursacht Verluste im Dielektrikum, die von der Hohe der
Spannung abhéngen und als dielektrische Hysteresis bezeichnet werden.
Von der Spannung bedingt wird auch der Verlust durch unvoll-
kommene Isolation. Bei Freileitungen fiir hohe Spannungen ent-
stehen Verluste durch Entladungen durch die Luft, die sich z. T.
sichtbar als Glimmerscheinungen, die sog. Korona, duBlern. Man be-
zeichnet alle diese Verluste als Ableitungsverluste.

Fiir eine Leitung sind nun die folgenden charakteristischen
GroBen zu beriicksichtigen.

Die Energie des elektrischen Feldes ist §p?C, worin C die Ka-
pazitit der Leitung ist.

Den Energieverlust in der Zeiteinheit durch Ableitung ' setzt
man p°4 und bezeichnet 4 als Ableitung.

Die Energie des magnetischen Feldes ist }:*L, worin L die
Induktivitit ist.

Der Strom bedingt einen Energieverlust in der Zeiteinheit durch
Stromwirme ®R. R ist der (Wirk-)Widerstand der Leitung.
‘ Man hat nun zur rechnerischen Verfolgung die Konstanten C,
A, L, R gleichmiBig iiber die Leitung verteilt zu denken, derart,
daf3 jedes Leitungselement den gleichen Anteil an den Konstanten
besitzt, und bezieht diese Konstanten auf das Kilometer als Lingen-
einheit. Es ist also ¢ die Kapazitit pro km, L die Induktivitit
pro km usf.

66. Strom- und Spannungsgleichungen.

Wir betrachten zunichst eine Schleife, die aus Hin- und Riick-
leitung besteht (Fig. 147). ! sei die einfache Leitungslinge. In
einem Element der Schleife von der Linge dx im Abstand z vom
Leitungsanfang flieBe der Strom .
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Im Abstande = sei p die Spannung zwischen den Leitern, im

Abstande x - dx ist sie p} g-g dx.

Die Induktivitit des Elementes der Schleife ist Ldx, der Wider-
stand Rdx.
Fir das Schleifenelement gilt daher nach dem Induktionsgesetz

01 - op )
—LdeMRdmﬁ—(p +8_92dx — P,

oder

op ., L oi
—%—Rl—l—Lé"t. e e e e e . (206)

Die zweite "Gleichung liefert die Bedingung der Kontinuitét
des Stromes. Ist ¢ der eintretende

i B 259
Strom, so tritt als Leitungsstrom

ERIT 7 0t .y .
Ty W o T+ 5~de aus; die Differenz des ein-
x
e i — tretenden und des austretenden Stro-
Fig. 147. op

mes dient als Ladestrom C dxa—t

zur Aufladung des Elementes, teils als Ableitungsstrom Adzp zur
Deckung der Verluste. Daher ist

. (., 01 \ op
oder
ot op
——=A4 -t e e
so=dptol (207)

Gl. 206 und 207 sind die Differentialgleichungen fiir die rdum-
liche und zeitliche Anderung des Stromes und der Spannung.

Da im stationdren Zustand eine einwellige Spannung bei kon-
stanten Werten von L, R, A, C' einen einwelligen Strom erzeugt,
kann man die Differentialquotienten nach der Zeit durch Anwendung
der symbolischen Schreibweise eliminieren und die Gleichungen fiir
die Effektivwerte hinschreiben.

Hierzu setzt man fiir % und gf nach Kap. IIT S.31 jo g
und j w P und erhilt
—%:(34—7'@)3 ... (208)
R ,
— IS — (A+joO)B . . . .. . (209)
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Differentiiert man die Gleichungen nochmals nach x, so wird

d’P . a3
_E;g—(R—i—?WL)ﬁ; e e e (210)
gy . dB
—dxé——(A—l-—ya)C) ix (211)
und durch Einsetzen von GI. 208 und 209
a2
TR (R pjolAtiogs . . . . (212)
> . .
A= (R+jol)d+je0)F . . .. (213)

Die Gleichungen sind von gleicher Form, d. h. Strom- und
Spannungsverteilung lings der Leitung sind gleichartig und unter-
scheiden sich nur durch Konstante.

Die Gl 212 wird befriedigt durch den Ansatz

R=Aez . . . . . . ... (214)
worin e die Basis der natiirlichen Logarithmen und % und » zu
bestimmende Konstante sind. Durch zweimaliges Differentiieren
erhilt man aus dieser Gleichung

P

T —— g2 ve — > e e e e e e 215
dat 12 e Ul (215)
Setzt man Gl 215 in Gl. 212 ein, so wird

yv—+ VIR jol)(A+jwl) . . . . (216)

Entsprechend den beiden Werten von » besteht das Integral
(Gl. 214) aus zwei Teilen; das vollstindige Integral lautet:

B=W et We "% . . . . . . (217)
Nach Gl. 208 und 217 ist nun -
1 dp 4+jolC, ,
S=—W_;-j>;ﬁ= jf,{m(%e *— U er7) . (218)

Die Integrationskonstanten 9, und 9%, sind im allgemeinen
komplexe Zahlen, sie stellen Spannungsvektoren dar und sind durch
die Grenzbedingungen zu ermitteln. Der Exponent » ist ebenfalls
im allgemeinen eine komplexe Zahl, es kann daber gesetzt werden

y=a-7b.

Um ¢ und b zu ermitteln, setzt man fir » den Wert aus
Gl 216 ein

v =(a+jbf=(R+jol)(d+4jwl),
a®—b*}+2jab= (R4 — 0?LC)+ jw (AL 4 RC).

Indem man die reellen und die imaginidren Teile auf beiden
Seiten einander gleichsetzt, erhidlt man die beiden Gleichungen

a*—b*= (R4 — »’LC))
. i C . (219)
2ab=w (4L + RO)
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Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen wird
(6 -5 = (B - 0*L) (4° + 0*C?)
a®+ 02 =V(R*+ w*L?) (4° + 0?C?),
und durch Vereinigung mit Gl. 219

“:\/%TRA — 0L0 V(R UﬂL?)(_A??w?CT?)—]
o (220)

b=1/}0*LO — RA 4 V(B + L) (4 0*C?) |
Setzt man nun in Gl 217 und 218

etyzzei(a+jb)z :etaxei_jbx,

eti®% — cosbx + jsin bz

so wird

P == U, 2% (cos bz - j sin bx) | A,e 2% (cosbx — j sin bx) l
A+jol iy .

N — —az _ —_— az

J= R—}—ij[%e (cosbx—jsinbx) — Ue (cosbx-{—ysmbx)]]

(221)
Jede dieser Gleichungen besteht aus zwei Teilen, deren Be-
deutung erst untersucht werden soll. Sieht man zunichst von dem
Faktor e*4z ab, indem etwa a==0 gesetzt wird, so hat jeder Be-
standteil die Form
A (cos bz +-jsinbzx).

Jeder Vektor U stellt eine einwellige Spannung dar, deren
Amplitude p_,, sei, und deren Augenblickswerte daher

Py == Py 8in (0 4 )

sind. Ebenso bedeutet der Vektor jU, der ebenso groB wie 9 ist
und dagegen zeitlich um eine Viertelperiode voreilt, eine Spannung

pa,: pam cos (Cl)t + y))'
Die Momentanwerte der beiden Glieder der Gl. 221 sind daher:
p=mp, cosbxtp sinbzr=p, [sin(wt-}yp)cosbrtcos(wt-y)sinbz]

=p.sin(wt4+yptbx) . . . . . (222)

Diese Funktion stellt fiir einen gegebenen Augenblick, d. h.
fir ¢{=Xkonst., eine rdumlich sinusférmige Spannungsverteilung lings
der Leitung dar, und an einer bestimmten Stelle (x — konst.) eine
zeitlich nach einer Sinusfunktion pulsierende Spannung.

Schreitet der Winkel bx um 2 » fort, so hat man sich um eine
ganze Wellenlinge 1 der rdumlichen Sinuswelle: fortbewegt. Sie
ist daher

A== (223)
b ist das WinkelmaB.
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Nach einer Zeit d¢ sind die Werte der Funktion (222) an einer
jeweils um dx weiterliegenden Stelle der Leitung

P S0 [0 (¢ - d) - £ b (2 - ).
Diese Werte sind den fritheren gleich, wenn
wdt +bdx =0

ist. Dies bedeutet, dal die ganze Welle mit der konstanten Ge-
schwindigkeit

_dx o )

lings der Leitung fortschreitet, wobei das positive Vorzeichen ein
Fortschreiten im Sinne der Zunahme von z, d. h. nach dem Leitungs-
ende, das negative nach dem Leitungsanfang bedeutet. Hiernach
stellt sich also die Spannung lings der Leitung in Gl 221 als
Summe, der Strom als Differenz von zwei rdumlich sinusférmig ver-
teilten Wellen dar, die mit konstanter Geschwindigkeit, die eine
nach . dem Leitungsende, die andere nach dem Leitungsanfang
wandern. Die erste heiit die Hauptwelle, die zweite die reflek-
tierte Welle.

Die Faktoren e*?? deuten an, daB die Wellen keine konstante
Amplitude haben, sondern daBl die Amplituden beim Fortschreiten
nach der + z- oder — z-Richtung gedampft werden. a ist der rdum-
liche Dampfungsfaktor.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen ist nach Gl. 224
der Periodenzahl des Wechselstromes (w) direkt proportional. Ist
T die Periodendauer; so ist unter Beriicksichtigung von Gl. 223
und 224

w 2a i -
U—Z“—TE—T e e e e e e (220)

Die Wellen legen in einer Periode eine Wellenldnge zuriick.

Der Faktor ‘/ %j_;_—?o%, mit dem die Spannungsw.vellen zu

multiplizieren sind, um die Stromwellen zu erhalten, hat die Dimen-
sion eines Leitwertes. Sein reziproker Wert
R+jol 3
A-+joC V7
hat die Dimension eines Widerstandes, man bezeichnet ihn als
»Charakteristik“ der Leitung oder als , Wellenwiderstand“.

... (226)

Bestimmung der Integrationskonstanten.

Zur Ermittlung der Konstanten %, und %, geht man von den
Grenzbedingungen aus. Am Anfang der Leitung ist z = 0; hier
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sei die Spannung P,, der Strom J,. Danach wird aus Gl 221 fir
=0

5‘131:9[1_*-%27 31:%@[-2—%[1)’

daher
m2:%<§81+818)> QI1:1:7,(531'—818)

P=3[(B,— 3,8)e**(cosbx - j sinbx)
+ (B, + 3, 8) e~ 2% (cos ba — j sin bx)]

3= 55 (B, + 3, 8)e=**(con b —sinba)

- (5'81 — 3 8) et (cos b + J sin bx)] .
Fiir viele Rechnungen ist die Verwendung der Hyperbelfunktionen
sehr bequem. Da
%(eaz _j’,_ e‘“)z(sjofax, %(e“”—e—“)z—_@inax

Cof ax cos bz - j Sinaz sinbx = Cof (a -} jb)x = Cofrx

Ginax cos br - jCofaxrsinbzr = Gin(a + jb)r =Ginrx
erhdlt man fiir Gl. 221a die Form

B="P, Cojre —J, 3 Cinra

b

J=3, Cojrz— §@in VI

und

(221 a)

(221D)

Rechnung der « vom Leitungsende.

Héaufig geht man bei Ermittlung der Konstanten 9%, und 9,
von den am Ende der Leitung bestehenden Spannungs- und Strom-
werten aus. Dann ist es zweckmiBig, die Lingen z statt vom
Leitungsanfang vom Leitungsende an zu rechnen. Hierzu braucht
man nur in GL 217 4+ »x und —»x zu vertauschen, und in Gl. 218

statt dx —dax zu setzen. Dann sind die Gleichungen

P = A, e*? (cosbx - j sinbx) -+ A, e~ (cos bx — j sin bx)

. 221
§= 1 [, (cos br—4-jsinbx) — A, e—2%(cos ba — j sin bx)] (221¢)

3

Das Leitungsende ist jetzt x=0; hier sei die Spannung %,,
der Strom §,, somit erhélt man

Pa=Uy 4 A, 32:%(9[2_911)=
daher

91‘.’:%(532'{‘328)’ 9112%(5’132—3-:8)7

B =1 [(B, + 3, 8) e** (cos b -} j sin b2)

+ (P, — J.8) e %% (cos br — sin b))

1 .
J= ﬁ[(‘l%g + 3, B) €% (cos b - g sin bxr)
— (B, — 3, 8) e 2%(cos bx —j sinbx)].

(2214d)
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Mit Hyperbelfunktionen erhélt man hier
P="=L, Cofre 4, 3 Ginra

=3, (&ofwx—f—%— Ginvx (221¢)

An Hand dieser Gleichungen mogen die Eigenschaften der
Strom- und Spannungsverteilung an einigen Beispielen néher er-
lautert werden.

67. Verlustfreie Leitung.

Nimmt man an, daB die Vérluste vernachlissigbar klein sind,
so gewinnen die Gleichungen eine iibersichtlichere Form. Dieser
ideelle Fall werde zunédchst betrachtet und wir setzen

R=0, 4=0.
Nach Gl. 220 werden dann
a=—0, b=wVLC.
Die Faktoren e*¢? werden gleich 1, die Wellen haben raumlich
konstante Amplitude. Die Wellenldnge ist nach Gl. 223

_ 2z T
wVOL VCOL
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach Gl 225
A 1
V= -—=-—— . . . . . . . .(220a
T vLc (2252)

Diese Geschwindigkeit ist fiir Freileitungen sehr angendhert
gleich der Lichtgeschwindigkeit (300000 km i. d. Sek.). Bei den in
der Starkstromtechnik gebriauchlichen Periodenzahlen ist die Wellen-

1
linge sehr groB, z. B. fir f=?= 50 i. d. Sek.

A=vT2=26000 km,

die groBten bisher gebauten Kraftiibertragungen sind nur ein Bruch-
teil einer Wellenldnge.
Bei Telephonstromen kann die Leitungslinge dagegen mehrere
Wellenlingen betragen, fiir 3000 Perioden i. d. Sek. ist A=100 km.
Die Charakteristik (Gl. 226) ist bei der verlustfreien Leitung

Z= ‘/L . . . .(226a)

Die Gl 221d fiir Spannung und Strom vereinfachen sich fir
a=0 in
P = P, cos bz+;‘3;_,z sinbx
. (221f)

S:
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Diese Gleichungen kénnen in einem Polardiagramm dargestellt
werden, das ein anschauliches Bild von der Anderung der GroBe
und Phase der Effektivwerte bzw. der Amplituden von Strom und
Spannung ergibt. Diese Darstellung ist zuerst von Breisig (ETZ
1900, 8. 87) angegeben worden, das hier gegebene Diagramm ist ein
Sonderfall des spiter abzuleitenden allgemeinen Falles.

Ist in Fig. 148 OP, der Vektor der Klemmenspannung am
Ende der Leitung, so ist die Projektion des um den Winkel
bx=P,04, gedrehten Vektors auf die Richtung von OP,

OB,=P,cosbx.

Ist ferner OJ,=J,Z =00, so ist die Projektion von OC, auf
die zu OP, senkrechte Richtung

OD,=J,Zsinbx.

Ist J, gegen P, und ¢, verzdgert, so eilt j3,Z sinbz gegen J,
um 90, gegen P, um (90 — ¢,)
vor; man trigt also B E,
==O0D, senkrecht zu 0J, an
OB, an. OE| ist dann der
Vektor der Spannung P im
Abstand x vom Leitungsende.
Fithrt man die Konstruktion
durch (in Fig. 148 sind 12
" Punkte im Abstand von bz
=300 gewihlt), so erhilt
man als Ort fiir den Span-
nungsvektor der verlustfreien
Leitung eine Ellipse. Die
Momentanwerte erhdlt mar
in bekannter Weise durch
Projektion der Vektoren auf
die Zeitlinie,

Das Diagramm zeigt, daB die Amplitude der Spannung vom
Leitungsende an zuerst wenig zu- und dann stark abnimmt, bis

bng, also x:%:% ist. Bei etwas mehr als einem Viertel
der Wellenlinge ist sie um 90° in der Phase gegen P, verschoben,

.

sie nimmt dann wieder zu, erreicht in der Nihe von r=3 wieder

ein Maximum und hat dort 180° Phasenverschiebung gegen die
Spannung am Leitungsende.
Aus der Konstruktion folgt, daB fiir induktionsfreie Belastung,
¢, =0, die beiden Hauptachsen der Ellipse P, und J,Z sind.
Fiir den Strom kann das gleiche Diagramm verwendet werden,
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wenn man statt der Stréme die ibhnen proportionalen Spannungs-
vektoren JZ betrachtet.

Setzt man in die Spannungsgleichung 221f anstatt = den

Wert (x 33

sin (bx — g) = — cos bx ist,

f,) , so erhdlt man, da cos (b:c — g) —gin bz und

r— —

B =\ =P, 8inxr —;j§,Zcosbzx.
(=)

Fiir den Strom an der Stelle x folgt aber aus Gl. 221f

SwZ ==G,Z cosbx 4 jB,sindbx,.
daher ist
3(x)z=7"13( 1)'

r—

2b

Der Vektor IZ an der Stelle z ist ebenso grof wie der Spannungs-
vektor P an einer um !/, Wellenlinge zuriickliegenden Stelle, aber
um 90° dagegen in der Phase im Sinne der Voreilung verschoben.
Man sieht hieraus, daf die groSten Amplituden des Stromes und
der Spannung um !/, Wellenlinge auf der Leitung voneinander ent-
fernt liegen. Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung
andert sich lings der Leitung. Am Ende ist sie ¢,. Da der Vektor
P( L) um 90° gegen J ) Z zuriickliegt, bildet er mit dem Vektor P,

4
der gegen J ,Z um ¢ voreilt, den Winkel <g+¢p>

Ist also der Winkel zwischen einem Spannungsvektor und dem
um 1/, Wellenlinge zuriickliegenden stumpf, so ist ¢ positiv: P eilt
gegen J vor, wie fiir die Punkte 12 und 9; ist er spitz, so ist ¢
negativ, P ist gegen J verzogert, wie fiir den Vektor bei !/, Wellen-
linge OE,, gegen den der um */, Welle zuriick iegende OE,, cinen
spitzen Winkel bildet. Die Leistung ist aber an allen Punkten der
Leitung konstant, weil wir die Verluste vernachlissigt haben.

In Fig. 149 ist die Strom- und Spannungsverteilung lings der
Leitung fiir 6 Augenblicke im Abstand von !/,, Periode dargestellt.

Die Figur gilt fiir folgende Verhiltnisse.

Es werde eine Leistung von 1000 kVA bei einem cos ¢, ==0,8
mit einer Spannung von 50000 Volt iibertragen. Der Strom an den
sekundidren Klemmen ist

1000000
= — =25 Amp.
*70,8-50000 0P
Die Freileitung habe einen Durchmesser von 1 cm, die beiden
Leitungen sind in einem Abstand von D =100 cm aufgehingt.
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Die Induktivitit der Leitung pro km ist
L= (4 In %) —]—1> 10~* H/km =0,002 22 H/km

Die Kapazitit ist

1 10~¢
C=—7p""
41n —
a

F/km = 0,00525-10~¢ F/km,

daher die Charakteristik

L 0,00222-10° _,

Z= V ‘/ 000525 000 Ohm

und J,Z =16250 Volt, d. h. etwa */; von P,.
Bei Kabeln ist wegen
der hdoheren Dielektrizitits-
konstante C' groBer, die Cha-
rakteristik Z ist kleiner und
hat etwa den Wert 60 bis
100 Ohm. Ebenso ist die
Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Wellen kleiner, sie
ist angendhert der Quadrat-
S wurzel der Dielektrizitits-
konstante umgekehrt propor-

tional.
Da die Wellenlénge fiir
50 Perioden 6000 km be-
tragt, ist eine Freileitung
von 100 km Lénge nur */,,
der Wellenlinge, d. h. ihr
entspricht in dem Diagramm
ein Winkel von 6° vom
Ende. Hier ist die Spannung
am Leitungsanfang héher als
am Ende. Dagegen tritt bei
offener Leitung, d. h. fiir J,
=0, stets eine Spannungs-
erhéhung vom Anfang gegen
das Ende ein, hierfiir ist ja

nach GI. 221f

Fig. 149. P="P, cosbz.
Sie ist um so auffalliger, je

groBer b= V LC ist, also bei Kabeln, bei denen die Wellenlénge
anndhernd der Wurzel aus der Dielektrizititskonstante umgekehrt

3
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proportional ist, stérker als bei Freileitungen. Die Spannungs-
erhohung im Kabel wurde zuerst von Ferranti beobachtet und
wird deswegen als ,Ferranti-Phdnomen“ bezeichnet.

An Hand des Diagramms konnen folgende Sonderfille leicht
tibersehen werden.

1. Ist J,Z=P, und ¢,=0, so geht die Ellipse in einen Kreis
tiber: Spannung und Strom sind lings der ganzen Leitung konstant.
Hier besteht Resonanz zwischen den elektrischen und magnetischen
Feldern; denn wenn man fiir Z seinen Wert einsetzt, wird

JSL=P,C.
Die Energien des elektrischen und des magnetischen Feldes der Lei-
tung sind gleichgroB, die Felder laden sich gegenseitig.

2. Stehende Wellen. Von Wichtigkeit ist ferner der Fall,
daB die Ellipse in eine gerade Linie iibergeht. In diesem Ialle
haben Spannung und Strom lings der ganzen Leitung gleiche Phase,
sie dndern sich nur von Punkt zu Punkt der Gré8e nach und
kehren ihre Richtung an bestimmten Punkten um. Beim Richtungs-
wechsel _gehen sie an bestimmten Punkten durch Null hindurch, und
dies bedeutet, daB die Strom- und Spannungswellen nicht mehr fort-
schreiten, sondern stehen.

Stehende Wellen bestehen bei der verlustfreion Leitung zu-
nichst bei offener Leitung, d. h. bei J§, =0, hierfir ist

B =P, cos bz, [Z=jP,sinbzx.
Die Spannung hat ihre grofiten Werte bei £ =0, {1, 1 ... und
3
ihren Nulldurchgang bei z ::; T A ..., der Strom eilt ihr

um */, Periode vor und hat seine groBten Werte beim Nulldurch-
gang der Spannung, und umgekehrt, Strom- und Spannungswellen
sind um !/, Wellenlinge gegeneinander verschoben.

Zweitens treten stehende Wellen auf, wenn die Leitung am Ende
widerstandsfrei kurzgeschlossen ist, dann ist P, ==

P=7jF,Zsinbzx, J=_3G,cos bz,

und drittens erhilt man stehende Wellen, wenn Strom und Spannung am
Leitungsende um 90° gegeneinander phasenverschoben sind; denn
dann fallen die Vektoren j [, 7 in Fig. 148 stets in die Richtung von §,.

Die Bedingungen fiir stehende Wellen bei der verlustfreien
Leitung sind daher J, = 0 oder P, = 0 oder ¢, = 909, also fiir
alle die Fille, bei denen ein Faktor der an dem Ende abgegebenen
Leistung

P,J,cos ¢,
gleich Null ist, so daf} sich als allgemeine Bedingung fiir stehende
Wellen die ergibt, daBl am Leitungsende keine Leistung abgegeben
wird. Da die Leitung verlustfrei angenommen wurde, bedeutet dies,
daBl keine Leistung in die Leitung geschickt wird; sowie eine Lei-
Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl, 13
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stung abgegeben wird, miissen die Wellen fortschreiten, also auch
dann, wenn die Leitung Verluste besitzt.

Spannungsresonanz. Ist an die Leitung eine Kapazitit C,
angeschlossen, so besteht nach vorstehendem eine stehende Welle.
Die Liange x, an der die Spannung Null wird, ergibt sich daraus, daB

P,cosbhx=J,Zsinbx

sein muB, oder, da J,=P,w(, ist,

Fiir kleine Winkel (bz), d. h. fiir eine im Verhiltnis zur Wellen-
linge kurze Leitung kann man setzen

tg(bx)="0bx.
Es wird also
1
Y= Zvel,
Da
Z = !i, b=wVLC
c
1
.t i T e—
ist, wird x oL w0,
1
_-— T ¢
oder wLx ol (227)

Hierbei ist die induktive Reaktanz des Leistungsstiickes von der
Lénge x gleich der Kapazititsreaktanz des angeschlossenen Kon-
densators. Die Resonanzbedingung ist unabhiingig von der Kapazitiit
der Leitung, vorausgesetzt, dal diese klein ist gegen C.

68. Leitung mit Verlusten.

a) Die unendlich lange Leitung.

Um den EinfluB der Verluste auf die Ausbildung der Wellen
zu {ibersehen, untersuchen wir einige Sonderfille. Den Verhaltnissen
in langen Telephon- oder Telegraphenleitungen kommt die Betrachtung
der unendlich langen Leitung nahe. Darunter soll eine solche
Leitung verstanden werden, bei der die vom fernen Ende nach dem
Leitungsanfang zuriickwandernde, die reflektierte, Welle sich dort
nicht mehr bemerkbar macht. Hierbei ist in Gl. 221 S. 186 die Am-
plitude %, der reflektierten Welle fiir den Leitungsanfang (x=0)
gleich Null zu setzen. Damit werden %, und &, fiir den Leitungsanfang

B, =%, $H183=U=17,
und die Gleichungen fiir Spannung und Strom im Abstand « sind
B =P, e~ % (cos bx — § sin bx)}

=G, e % (cos b — j sin bx) ... (228)
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Spannung und Strom stehen an allen Punkten der Leitung im
gleichen Verhaltnis wie am Leitungsanfang = &3, weil wir es eben
nur mit einer Welle, der vorwértsschreitenden, zu tun haben. § und
3 dndern gleichmiBig ihre Phase, die Amplituden nehmen nach
MaBgabe der Démpfungskonstante ab. Der Strom ist gegen die
Spannung iiberall um den konstanten Phasenwinkel { der Charakte-
ristik 8 verschoben. Schreiben wir

3="2ZeJ%,
so wird nach Gl 226 S. 187

4 R
R oY —m—
_ 1/RB 4 (oL)? 1 w0 oL
7 = 4L (0P C_Earctg R . (226D)
14+
"wC oL

Je nachdem der Zihler in ¢ positiv oder negativ ist, eilt die
Spannung dem Strom oder der Strom der Spannung vor.

Das Polardiagramm der Spannungs- -
und Stromvektoren erhalt man fiir die
hier allein vorhandene vorwérts schrei-
tende Welle durch Riickwirtsdrehung des |
Anfangsvektors um bz und gleichzeitige ."I
Multiplikation mit e—2® als logarith- |
mische Spirale. In Fig. 150 sind 12
Vektoren fiir eine ganze Wellenlinge in
Abstdnden bx = 30° aufgetragen. Der
Einflu der Dampfung wird besonders ~ |
anschaulich durch Vergleich mit dem Fig. 150.
bei der verlustlosen Leitung S. 193 ange-
nommenen besonderen Fall, daB P =J.Z ist. Dort waren Strom
und Spannung konstant, die Vektoren beschreiben einen Kreis; die
Abstinde der Spirale vom umschriebenen Kreis zeigen direkt die
Dampfung.

Die Spirale ist vollstindig charakterisiert durch das. Verhiltnis
von Dampfungskonstante @ und WinkelmaB b. Nach einer Wellenlinge
haben Strom und Spannung wieder die gleiche Phase wie am Anfang,

a
ihre Betridge sind fiir x:l:%f gesunken auf e—27%.

Es 1aBt sich schon ibersehen, daB bei einer endlichen Leitung
mit Verlusten das Vektordiagramm im allgemeinen aus zwei logarith-
mischen Spiralen zusammengesetzt ist, je einer fiir die vorwirts
laufende und fiir die reflektierte Welle.

In einem besonderen Fall verschwindet aber auch bei endlicher
Leitungslinge die reflektierte Welle. Bei endlicher Leitungslinge ist
das Verhiltnis der Spannung P, zum Strom J, am Leitungsende durch
den Scheinwiderstand Z, der angeschlossenen Apparate gegeben. Ist

13*
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nun Z, nach Grofe und Phasenwinkel gleich der Charakteristik
der Leitung, so stehen auch am Ende der endlichen Leitung Span-
nung und Strom im gleichen Verhiltnis wie an allen Punkten der
unendlich langen Leitung. Man sieht aus Gl. 221d, die Spannung und
Strom bei Rechnung der # vom Leitungsende darstellen, da durch
Einsetzen von $,=— 3,8 die in Richtung der positiven @, also nach
dem Leitungsanfang wandernde Welle, verschwindet. Die GI. 228
und die einfache Spirale haben also auch fiir diesen Fall der ,reflexions-
freien“ Leitung Giiltigkeit.

b) Leitung mit Widerstand und Kapazitit.

Bei Telephon und Telegraphenkabeln sind die Induktivitit L
und die Ableitung A sehr klein und kénnen in erster Anndherung
vernachlissigt werden. Die ersten Rechnungen der Fortpflanzung
von Telegraphenstromen in Kabeln nach W. Thomson beruhen
hierauf.

Fir 4=—0 und L =0 wird nach Gl 220 und 226

a:b:‘/%RwC’ C . (229)

. R “ / R N
8: ?.a)_-oz a)z;e—v]‘l e e 4 e e (230)

Die Charakteristik ist umgekehrt proportional der Wurzel aus
der Frequenz, je hoher die Frequenz um so kleiner die Spannnng
fiir einen bestimmten Strom, um so gréBer aber die Ddmpfungskon-
stante. - Der Phasenwinkel von Z ist — 45% der Strom eilt iiberall
(bei unendlich langer oder reflexionsfreier Leitung) der Spannung
um 45° vor. Die Amplituden sind nach einer Wellenlinge auf
e~ ?7= .- des Anfangswertes geddmpft.

Beispiel. Fiir eine Doppelleitung eines vieladrigen Telephonkabels
mit Adern von 0,8 mm wurde fiir » = 5000 bestimmt: R = 64 Ohm km™1!.
C=0,0365 107* F. km™. 4=—0,9 107¢ Siemens km™!. L =06
1072 Henrykm™*. Hiermit ist fir w=5000 3=586¢ 7"
wihrend die Néherungsgleichung (230) 593 e—*" ergibt. Ferner sind
a=0,0749, b=0,0781 nahezu gleichgrol. Die Wellenlinge ist
A= %Tn 22 80 km, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v = %
= 64000 km Sek 1.

Die starke Dampfung begrenzt die Entfernung der Nachrichten-
ibermittlung durch Kabel, besonders bei Ubermittlung der Sprache,
weil die Obertdne stiirker geddmpft werden und die Sprache un-
deutlich wird.

)
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¢) Pupinkabel,

Die Dampfungskonstante ndhert sich fiir hohe Frequenzen
einem Grenzwert. Setzt man nach Gl. 220

o— ‘/% [RA — L0 - a;‘“’LO‘/<1 +;§;7) <1 —;-a)—;‘%;ﬂ

und entwickelt die zweite Wurzel in eine Reihe, so wird unter Ver-
nachléssigung von Gliedern héherer Ordnung

R A? ) 1 ( R? 42 >
V0t i) (1 sce) =145 (Gt ) -
1 .0 1 1 L
a—‘/ZR 7y ARF A

_%[RVL§+A‘/%] C L. L (231)

Diese Gleichung zeigt, dal es fiir hohere Frequenzen bei ge-
gebenen Werten von R und A eine kleinste Dimpfung gibt, die von
dem Verhéltnis L:C abhingt und dort liegt, wo die beiden Teile
gleichgrof sind. Dies ist der Fall fiir

L:C=R:4 . . ... .. . (232

Durch Einschalten von Drosselspulen in Telephonkabel hat
Pupin sich diesem Minimum zu néhern gesucht und eine ganz be-
deutende Verbesserung in der Reichweite der Kabeltelephonie erzielt.
Das gleiche Ziel wird nach Krarup durch Umspinnung der Kabel
mit Eisendraht erreicht. In beiden Fillen wird neben der Erhéhung
der Induktivitit auch der Widerstand der Leitung vergréfiert. Sind
z.B. B, und L, Widerstand und Induktivitit der Pupinspulen fiir
1km Leitung (die Pupinspulen werden in Abstinden von etwa 2 km
in Kabel eingebaut), go wird in Gl. 231 L um L, und R um R, ver-
grofert. Es ist daher das Verhiltnis L,: R, der Drosselspulen, die
sog. Zeitkonstante v moglichst grofl zu wihlen. Dies erfordert teure

Drosselspulen. Durch Einsetzen von L, und R, = & in Gl 281 wird

BT )T

Fiir einen konstanten Wert 7 hat a bei verdnderlichem L, ein
Minimum fir

und ist

=V (e 7)(4=5)"

Y s. Breisig, ETZ 1901, 8.1029; Liischen, ETZ 1908, S. 1150 u. 1913 S. 31.
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ein Wert, der fiir Kabel (L 2%0) angenshert

b= (4+9)

ist und den EinfluB der von vornherein nicht bekannten Ableitung
zeigt. Nach Breisig!) soll fiir eine deutliche Verstindigung bei
! km Leitungslinge al< 3 bis 4 sein. Seine Messungen®') an Doppel-
leitungen eines Fernsprechkabels von 3 mm Drahtdurchmesser zeigten
bei w==5000 im Mittel einen Wert a=0,00314, wenn Pupinspulen
von 0,15 H und 3,9 Ohm wirksamem Widerstand in Abstdnden von
1,7km eingeschaltet waren, ohne diese @=0,018. Die Reichweite
wurde durch die Spulen somit versechsfacht.

Beim AnschluB einer Freileitung an ein Kabel ist wegen der
groBen Verschiedenheit der Charakteristiken die Bedingung der Re-
flexionsfreiheit (S. 196) nicht erfiillt; das Kabel erfordert bei gleicher
Spannung einen viel groBeren Ladestrom als die Freileitung, die
resultierende Ddmpfung wird verédndert, man bezeichnet dies als
Reflexionsverluste. Die Erh6hung des Wellenwiderstandes der Kabel
mit Pupinspulen ermdoglicht daher eine bessere Anpassung an ange-
schlossene Freileitungen.

d) Verzerrungsfreie Leitungen.

Die in Gl 232 8.197 abgeleitete Beziehung fiir das Minimum
der Dampfung bei hohen Frequenzen R:L=—A:C fiihrt zu einem
weiteren Sonderfall. Eine Leitung, bei der diese Beziehung erfiillt
ist, wird nach Heaviside verzerrungsfrei genannt. Es wird
hiermit nach Gl. 226 die Charakteristik

I
ZZ\/E

wie bei der verlustfreien Leitung. Die Fortpflanzungskonstante Gl. 216
wird
c
=(@+ih)=RB+jol) |/ =(A+jw0l) 0,

somit

a=—=2AZ, b—aw VLC.

Die Dampfungskonstante ist hier unabhéngig von der Frequenz,
Schwingungen von allen Frequenzen werden gleich stark geddmpft,
dies begriindet die Bezeichnung als verzerrungsfrei. Dies gilt freilich
ohne Riicksicht auf die Erh6hung des Widerstandes mit der Frequenz
infolge Stromverdringung.

1) Breisig, ETZ 1914, S. 646fi.
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Starkstromfreileitungen kommen diesem Fall hdufig nahe. Fiir
das Beispiel einer Doppelleitung 8. 192 war C = 0,00525 1078 F/km™*.
L=0,00222 H/km™'. Der Widerstand ist R—= 0,45 Ohm/km™* (fiir
die Doppelleitung). Es miilte daher A::R-g=O45 009—5‘2—5 107°

L 7 000222
=1,06 107*S./km™, was einem Isolationswiderstand (einschl. den
evtl. Koronaverlusten) von rund 1 Megohm f. d. km entspricht.

Das im folgenden abgeleitete Vektordiagramm zeigt uns den
allgemeinen Verlauf, wenn §,8 =%, ist, also die Zusammensetzung
aus 2 Spiralen, und zwar fiir den besonderen Fall der verzerrungs-
freien Leitung. Der Unterschied bei einer nicht verzerrungsfreien
Leitung besteht dann nur darin, das die Vektoren &3 nicht mit &
phasengleich, sondern um den Phasenwinkel { des Wellenwiderstandes
(s. GL. 226b 8. 195) dagegen verschoben sind. Fiir die verzerrungsfreie
Leitung ist { Null

In den Gl 221d ist jetzt

P=21[(B,+ 3, )e‘”‘(cosbxﬁ—jsinbx)

+ (B, — §,Z) e 9% (cos b — jsinbz)] . (233)
SZ=1[(B,+J.%)e—**(cos bz +} jsinbz)

— (P — J.Z) e~ % (cos b — jsin bx)] . (234)

In Fig. 151 ist 04, der Vektor der Spannung P, am Leitungs-
ende, 0A, der um den Winkel bz voreilende Vektor

B, (cosbz - jsinbx),
0A4,, der um bz nacheilende Vektor
B, (cos br — jsinbx).

In der Figur ist wieder
der Kreis, der einer Wellen-
linge entspricht, in zwolf
Teile geteilt, entsprechend
dem Fortschreiten um bz
= 30% Die voreilenden
Vektoren sind mit ; e??, die
nacheilenden mit 1e—2* zu
multiplizieren; im ersten
Fall erhilt man die mit 0C, 1
bis OC, bezeichneten, im et
zweiten Fall die mit 0D, >
bis OD, bezeichneten Vek- e
toren nach der logarithmi-
schen Spirale. Die Konstruk-
tion ist nur fiir sechs Punkte entsprechend einer halben Wellenlinge
durchgefiihrt, auferdem ist die Periodenzahl gleich 100 angenommen,

Fig. 151.
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j
so dafl im fritheren Beispiel fiir eine halbe Wellenlinge e”2 = 2,76

ist, um die Figur nicht zu sehr zu verzerren.

Addiert man zusammengehorige Vektoren OC, und OD,, 0C,
und OD,, so ergeben sich die Vektoren OE, bis OF,, die zunichst
die Spannungsverteilung fiir J,==0, d. h. bei der offenen Leitung
darstellen, denn hierfiir ist Gl. 233
B, =0 =3B, [¢**(cosbx-jsin bx)|e— %% (cosbx—jsinbx)] (233a)
Diesem Diagramm entsprach bei der verlustfreien Leitung die ge-
rade Linie.

Subtrahiert man zusammengehérige Vektoren OC, und OD, usf,
so erhdlt man die Vektoren OF, bis OF,. Diese stellen nach Gl. 234

4, - =13, [e*(cos bz +j sin ba) — e~ % cos (bx — jsinbz)]
(233D)
die Stromverteilung bei offener Leitung (J,=0) dar.

Wihlt man als Ausgangsvektor OA, nicht §,, sondern §,Z.
so stellen die durch Summation zweier Vektoren erhaltenen O,
bis OE, in anderem MaBstab nach Gl. 234,

SZp, - =13 JaZ[e** (cosbx 4 jsinba) - e~ 2% (cos bx — j sin bz)]
(234a)
die Stromverteilung fiir P,= 0, d.h. bei kurzgeschlossenem Leitungs-
ende dar, wiahrend die durch Subtraktion zweier Vektoren erhaltenen
OF, bis OF entsprechend Gl. 234 fiir P,—=0
B, - 0= 3 3.2 [e4% (cos b -} j sin bx) — e~ 2% (cos ba — § sin bz)]
(234Db)
die Spannungsverteilung bei kurzgeschlossener Leitung abbilden.

Fig. 152.

Nun zeigt sich durch Vergleich der Gl 233a, b und 234a, b
mit 233 und 234, dal man die Spannungs- und Stromvektoren bei
Belastung erhédlt durch Addition der entsprechenden Vektoren der
offenen zu denen der kurzgeschlossenen Leitung.

In Fig. 152 sind die Kurven E,—E, und F,— F, noch-
mals aufgetragen; der Vektor 04, der Fig. 151 ist mit OP, be-
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zeichnet, da er die Spannung am Ende darstellt. Bei der Addition
ist zu beriicksichtigen, daB die Vektoren, sofern sie die dem

Jo
Strom proportionale Spannung J,Z darstellen, im Verhiltnis N

zu verkleinern und um den Winkel ¢, nach riickwirts zu drehen
: 'z

sind, um denJ, gegen K, nacheilt. Macht man also §,G, = J? > OF,
2

und um @, gegen OF, zuriickgedreht, so ist OG, als Summe von

OE, und E,@, die Spannung im Abstand von !/, Wellenlinge

vom Leitungsende. Ebenso sind die Punkte @, bis G, gewonnen,

die Vektoren OG, stellen die Spannungsverteilung dar. Analog

erhdlt man die Vektoren OH, bis OH, der Stromverteilung, indem

man an jeden Vektor OF, den im Verhiltnis {Z‘Z’é verkleinerten und

2
um ¢, gedrehten Vektor OE  gleich F_H_ antriagt. Der erste Vektor
ist OJ,, der den Strom am Leitungsende darstellt.
Diese Diagramme fiir f und § treten an die Stelle der bei
der verlustfreien Leitung gefundenen Ellipsen.
Auch hier hat die Spannung ihre kleinste Amplitude im Ab-
stand von etwa '/, Wellenlinge vom Leitungsende.

69. Ermittlung der Konstanten einer Leitung durch den
Leerlauf- und den KurzschluB3versuch.

Es soll nun gezeigt werden, wie die Konstanten der Leitung
durch Messung ermittelt werden konnen. Hierzu geniigen Strom-,
Spannungs- und Leistungsmessung erstens bei Leerlauf, d.h. bei
offenen sekundiren Klemmen, und zweitens bei KurzschluB, d. h.
bei widerstandslos verbundenen sekundiren Klemmen.

1. Leerlauf. Bei offenen sekundiaren Klemmen bestehe an
diesen die Spannung ,, §, ist Null. Am Anfang der Leitung,
fir den x==1 ist, erhdlt man nach GL 221d und 221e die Leerlauf-
spannung PB,, und den Leerlaufstrom §;,.

evl + et ]
Boo=% 5 =R Coi ("]
. . (235)
%‘ el — g—vi 23“ ‘ ( (
=== 2 — -2 31
S107 g 5 3 Gin (vl)J

Das Verhiltnis des Leerlaufstromes zur Leerlaufspannung ist

der Leitwert fiir Leerlauf y,. Es ist
o S let—e vt 1 )
U ==Y, eJ’Iq:-—z_—v——_—V:hi vl .. 236
o 0 .0 B¢ e’ 3 g(v0) (236)
Man kann den Betrag y, als das Verhiltnis des primiren Stromes
Jyo zur Spannung P, durch Messung ermitteln, und wenn gleich-
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zeitig die Leerlaufleistung N, gemessen wird, ergibt sich der
Phasenwinkel ¢, aus

N()
P,J

10710

CO8 @, =

2. KurzschluB. Bei kurzgeschlossenem Leitungsende ist P,— 0.
Schickt man durch die kurzgeschlossene Leitung den Strom J,, so
seien Spannung und Strom am Anfang P , und J,,; aus Gl 221d
und e ergibt sich

e‘rl_e——vl ,
P =233 2—23286171(”)

SR ... (237)
Sie= Je 9 = 3, Cof (»?)

Das Verhiltnis dieser beiden GroBen ist der Scheinwiderstand bei
Kurzschlul z,. Es ist

o e kg 3%g(»?) (238)
I3 (3 Slk erl__](_e—-vl ¢
Man erhélt wieder den Betrag z, als Verhdltnis von P, zu J,,
und durch Messung der Leistung bei Kurzschlufi N,
Nk
P J

1k~ 1k

cos @, =

Aus den beiden Gl 235 und 238 ergibt sich nun

PR e‘vl_e—vl
Vnosk=mzlg(vl) Coee . (289)

B _]/(i+,f,w!3_>
y@&_g_ VEST IR
Um aus GL 239

v=(a+4jb)=VERB-+jol)(A+jul) . . . (241)

zu ermitteln, multipliziert man Zahler und Nenner mit ¢”! und erhilt

und

e2vl —1
VUO = i "F—l— »
oder
) _
e2vl — +Vt)05k, .. (239a)
1—V Do 3k
woraus » ermittelt werden kann. Nach GL 240 und 241 ist dann
(R-+joL)—»3
und . (242)

(d+jol)=3
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Zur Ausrechnung setze man

(‘P + q’k)
Vt)o b = V?/OZ,C 2 = V?/ozk

b

<COS PotPu | jgin Pot %)

daher nach Gl. 2393 und 241
€27l — g2 (a b1 — 1+v%8k

1— V% b
14 Vyozk cos <(p° + "v") -+q Vy z, sin ("D" jl(f&)
- 1—Vy,z, cos <(p° + <P,c> —3 V&O—zk sin (‘fofgfp_le)

— gy k+27‘/y02k51n<(p0_|—(pk>

1+ yy2,— 2 Vy, 2, cos
Nun ist auf der linken Seite
€21l =@+l — ¢2al(cos 2 b1 - j sin 2 bl).

Po + Py
2

Setzt man die reellen und die imagindren Teile auf beiden
Seiten einander gleich, so wird durch Division

9 Vy_()?k sin (®o —;— P
tg2bl=
1 —yoz,
2 v?_/‘(z sin w
b=—=— t . (2
57 0rcte rp—— (243)
Ferner wird
V(l — Yo2,)* 1 4 Yoz, sin? m
e2al — 2
o — 2 Vygz, cos P07
1 ‘/(1 — Yo%) 1 4 Yo 2, sin® <% - lpk)
a=_-1In L. (244)

21
1+ 9,2 — 2 Vy,z, cos L0 %o + P

Hiermit sind ¢ und b und damit » = (a -} jb) bestimmt. Aus
Gl. 223 ergibt sich ferner

S ‘Pk—’lo
8=Ze]€= ﬁc—:—__‘/iej 2
Yo Y

0

und mittels der Gl. 242 koénnen nun R, 4, L, C berechnet werden.



204 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapaxzitit.

Strom- und Spannungsgleichungen mit den bei Leerlauf
und bei KurzschluB3 gemessenen Konstanten.

Wie bei der Konstruktion des Vektordiagramms Fig. 152 auf
Grund der Gl. 223 und 224 gezeigt war, setzen sich die Stréme und
Spannungen bei Belastung zusammen aus den entsprechenden Werten
bei Leerlauf und bei KurzschluB.

Zur Berechrniung der Beziehung zwischen priméren und sekun-
diren Strémen und Spannungen fiir irgendeinen Belastungszustand
an den Enden einer Leitung von gegebener Linge fiilhrt man diese
Zusammensetzung auf die direkt mefBbaren GroBen y, und z, zuriick,
wie von Franke und Breisig zuerst gezeigt wurde.

Aus Gl 235 und 237, S. 201 u. 202, geht hervor, daBl das Ver-
héltnis der priméiren Leerlaufspannung zur sekundiren Spannung
ebenso grofl ist wie das Verhiltnis des primiren KurzschluBstromes
zum sekundédren Strom, nédmlich

Fro S goip) — 6.
T, 3, Cof(v)) =€
Dieses Verhiltnis, das mit € bezeichnet werden soll und das
eine komplexe Zahl ist, 1Bt sich wie folgt durch die mefBbaren
GroBen y, und z, ausdriicken.
Nach GI. 239 ist
o in®(»!
Do =Tg* (v1) = %12 gVZ; :

Nun ist fir die Hyperbelfunktionen:
Gin® (vl) — Cof? (vl) = —1,

daher
___CE_of‘(yl)—171 1
D08k = "o vy Gof? (»7)’
oder
1 1
Dogr = —& - - (245)
Hiernach ist nach Gl 235 und 237
bei Leerlauf B0 =B, C, S10 = Broho = B2 €y,
bei KurzschluB P, =3,,.5 =3.C3, Si:=3.C.

Durch Addition wird bei Belastung
S151:%9,@'{“r\C\Sec’:fm}
S =B:Cn+ 3, €
Die weitere Diskussion dieser Gleichungen folgt in Kap. XII.
Die hier neben y, und 3, auftretende GroBe €= Ce/r heifit
nach Breitfeld!) der Kabelfaktor, nach der Definition ist er das

. (246)

1) E. u. M. 1907, Heft 47.



70. Die Leitungskonstanten bei Mehrfachleitungen. 205

Verhiltnis der primiren zur sekundidren Spannung bei Leerlauf. Ist
er kleiner als 1, so tritt bei Leerlauf Spannungserhohung am Leitungs-
ende auf (Ferranti Phinomen s.S. 193), sonst Spannungsabfall. In
dem Vektordiagramm, Fig. 152, 8. 200 ist der Betrag C das Ver-
hiltnis einer Liange OF, bis OE, zur Linge OP,, und y der Winkel
zwischen diesen - Vektoren. Spannungserhchung bei Leerlauf tritt
danach im allgemeinen fiir Leitungslingen bis zu etwas mehr als
ein Viertel der Wellenlinge auf.

70. Die Leitungskonstanten bei Mehrfachleitungen.

Die Berechnung der Erscheinungen auf Leitungen wurde auf
vier Groflen L, R, O, A zuriickgefiihrt, die man als ,Betriebskon-
stanten® bezeichnet, und die Rechnung wurde an dem einfachen
Beispiel einer Schleife aus Hin- und Riickleitung erldutert.

Bei Vereinigung einer groBeren Anzahl Leiter, wie bei Mehr-
phasenleitungen, Telephonkabeln usf., die man als Mehrfachleitungs-
systeme bezeichnet, und die aus einer Anzahl Leiter und eventuell
einer leitenden Hiille oder auch der Erde als Riickleitung bestehen,
sind die in die Rechnung einzusetzenden Betriebskonstanten
je nach der Betriebsart gewisse Kombinationen von anderen, den
Fundamentalkonstanten.

Eine vollstindige Erlduterung des Zusammenhanges dieser Gréf3en
ist von Emde und Diesselhorst, ETZ 1909, gegeben; es sei darauf
verwiesen und hier daraus nur folgendes angefiihrt.

a) Kapazitit und Ableitung. Als Fundamentalkonstanten
gelten die Kapazitit ¢ und die Ableitung A eines Leiters, der die
Spannung p gegen Erde hat, wihrend alle anderen Leiter einschlief-
lich der Hiille geerdet sind. Dann ist

3 p*C die elektrische Energie des Systems,
p*4 der Energieverlust in der Zeiteinheit,
g=Cp die Ladung des Leiters,
g,=—Ap der Ladungsverlust in der Zeiteinheit.

Sind in einem System von n Leitern die Spannungen der Leiter
gegen Erde p p,...p,, so ist nach Maxwell die Ladung des uten
Leiters

Qu=Cuy Py CugPat ... FCunp, . . . . (247)
der Ladungsverlust in der Zeiteinheit
Qo == Quy Pyt CugPot oo T Gn®, - - . . (247a)

¢.»und a,, sind die Kapazitits- und Ableitungskoeffizienten. Es ist
Cur="0Cu> Quy==0Qyy .

Diese Koeffizienten werden auf die zuvor definierten Fundamental-
konstanten durch folgende zwei Messungen zuriickgefiihrt.
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1. Sind alle Leiter auBler dem betrachteten (u) einschlieBlich
der Hiille geerdet, wihrend er die Spannung p, gegen Erde hat,
so isb

Qo == PuCpepe-
Cuu st die zuvor definierte Kapazitit €, des Leiters u.

2. Sind alle Leiter auller zweien (u und ») einschlieBlich der Hiille
geerdet, und haben diese beiden die Spannung p, = p, = p gegen Erde,
s0 ist die Summe ihrer Ladungen

9 + &= (c‘u,u '+ 2 c,uv"’_'cvv) b= O/zvp
Cur="(Cup12¢u»+ c.,?,)

ist die Kapazitét der beiden vereinigten Leiter. Samtliche 1n(n--1)
Kapazititskoeffizienten

cﬂ#=0‘u> cuv="—%((].u+0v_0ﬁ”)- <. (248)

sind hiermit durch ebensoviele meBbare Kapazititen bestimmt.
Analog gilt fiir die Ableitungskoeffizienten
a,uﬂ:A[t7 a‘uv:—%(A‘u +A’V—A‘u‘p) . e (248&)
b) Induktivitit und Widerstand. Als Fundamentalkon-
stanten gelten Induktivitit und Widerstand einer Schleife, die
durch Verbinden der Enden zweier Einzelleiter entsteht; flieBt in
dieser Schleife der Strom 4, wihrend alle iibrigen stromlos sind,
so ist
312L die magnetische Energie des Systems,
1?R der Energieverlust in der Zeiteinheit,
®=Li der Induktionsflul der Schleife,
dd de
ar P
2=R¢ der Ohmsche Spannungsabfall.

der induktive Spannungsabfall der Schleife,

Entsprechend den Spannungen rechnet man zweckmiBig auch die
Induktionsfliisse von der Hiille aus. Der InduktionsfluBl einer Schleife
aus den Leitern 4 und » berechnet sich dann als Differenz der In-
duktionsfliissse zweier Schleifen u, und », die aus dem Leiter
bzw. » und der Hiille (Index 0) gebildet werden.

(p/w = (pﬂo— P,
Analog 247 wird dann

. . .
Do =lyy¥y+luolyt - - Lunt,

biv=1,,.

0°

Die Induktionskoeffizienten [,, sind wieder durch zwei Messungen
auf die Fundamentalkonstanten L zuriickzufiihren.

1. Man bilde eine Schleife aus dem Leiter u wund der
Hiille, alle anderen Schleifen sind offen. Alle ¢ sind Null, auBer
Ty = —flyg=1.
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Es wird
¢l’0: ##i:Lﬂoi'
l.u u :L{l 0
ist die Induktivitit der Schleife u — 0.
2. Man bildet die Schleife u—», alle anderen Schleifen sind
offen. Alle Strome sind Null auBler ¢, ——14,=1. Es wird
D, =Dug— D= (uu —2br+by)i=Lt.
L,=l,.—2,+1,
ist die Induktivitit der Schleife u —». Die n(n - 1) Induktions-
koeffizienten
lew=Ly, lw'zlz'(Luo +Lvo—wa)’ .. (249)
sind hiermit durch ebenso viele meBbare Induktivititen bestimmt.
Die Widerstinde werden am einfachsten als Schleifenwiderstinde
R,,= R, R, bestimmt, worin R,, R, die Widerstéiinde der Einzel-
leiter sind. Setzt man den Ohmschen Spannungsabfall einer Schleife
Xuv=QXu—Xv=— B, i, — R,i,
Zﬂo:ru1i1+ruz DR "i—rﬂn in s
worin ruv=1%(Ruy+ Ryy— R,,) und R, , =0
ist, so hat man eine analoge Form wie fiir die Induktivititen. Die

Koeffizienten r,, konnen aus den ' Einzelwiderstinden berechnet
werden.

Die Betriebskonstanten werden durch Einsetzen der beim
Betrieb giiltigen Bedingungen erhalten.

Beispiele. 1. Die Einphasenleitung mit symmetrischer
Anordnung der Leiter gegen Erde. Ist p die ,Betriebsspannung*
zwischen beiden Leitern, so sind die Spannungen gegen Erde

o3
=

Wegen der Symmetrie ist

O, =0y=c; =0ty
und nach GI. 248

Die Betriebskapazitit ist

cz%z(ol—gom) S ... (250)
Fiir Betrieb mit Einphasenstrom ist ¢, = —1¢,. Es ist nach
Gl. 249
l11 = L10 == l-ze =L,,, La= (LIO - %Lm)’
Qm = ¢10 — ¢20 - i1 l11 -+ Iy lm — 1, le? —1 lu - ile .



208 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitit.

Die Betriebsinduktivitit ist
2T N 13

=
31

2. Symmetrische Dreiphasenleitung bei symmetrischem
Betrieb (bei groBer Entfernung der Leiter gegen Erde). Die Span-
nungen gegen Erde sind die Phasenspannungen, daher p, -+ p, - p,==0.

Bei symmetrischer Anordnung ist

€y == Cp = 33 =0, =C, =0,
Cro= 023 =0y,
Clp = Cyy =05y — — (C; — %012)
Gy == 013 Py T Cro Py F C15 Py == €43 Py + €19 (P2 + Py) = (61 — ¢10) P,
=p;2(C;—-10y).
Die Betriebskapazitit bezogen auf die Phasenspannung ist
C=2(C,—30,) . . . . . . . (252
Fiir ¢, 44, 4 ¢, =0 ist, da bei Symmetrie

lu :l-_re :lsssz:Leo::Lso’

ho==lyy =1y =L,y — 5 Ly,;
4510 - 1:1 lll + i‘} ll‘.? + 7’.3 ll3 - Z.1 LlO + (iZ + 7/3) (LIO - g’. LI‘J) - ]E’l/l LI‘J‘
Die Betriebsinduktivitit ist fiir eine Phase
L=3L,. .. ... ... (253

2712
3. Bei einer atmospérischen Ladung (s. Kap. XIV) erhalten alle
Leiter die gleiche Spannung p gegen Erde. Die Betriebskapazitit
wird hierbei fir die Einphasenleitung € =C,,, analog bei der Drei-
phasenleitung, da
9=+ % +q3=3(c11+cm T Cy) p=3 (— +Cu)p
C=3(— ¢y +012)'
Fir den Entladestrom ist ¢, —1¢,=14,=1
D=1y + g+ 1ig) =1 [3 Ly, "‘Lm]
L=3L,,— L,, fir die Dreiphasenleitung,
L=2L,—3L, , , Einphasenleitung.
Teilkapazititen. Bei manchen Rechnungen ist es zweck-
maBig, die Maxwellschen Kapazititsgleichungen (247) in etwas ver-
dnderter Form zu schreiben, nimlich
9y =k Py by (P, — py) k45 (p, — p,) +- l
Qo == koo Py 1 Koy (P, — Py) + K (P, — 1) + ... i (254)
Zwischen den Koeffizienten k und ¢ bestehen die Beziehungen

C11:k11+k12+k13+”'1. .. . . (255)

Co==—kyy, Cy=—ky)J
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Wihrend die ¢,, auBer fir u=v» alle negativ sind, sind alle
k,, positiv. und heiBen Teilkapazititen. Das Gleichungssystem
(254) gibt durch die Teilung des Verschiebungsflusses in Teile, die
zwischen jedem Leiter und Erde und zwischen je zwei Leitungen
verlaufen, ein besonders anschauliches Bild der Ladungsverteilung.
Fiir eine Dreiphasenleitung (Fig. 153) z. B. entsprechen »
den k,,, k,,, kyy die Teilfliisse zwischen den drei f'Y‘”?J
Leitern und Erde, den k,,, k,;, k,, die zwischen zwei
Leitungen und konnen schematisch durch Ersatz- ka\ /a3
kondensatoren dargestellt werden. Ein ErdschluB eines
Leiters entspricht in diesem Schema einer Uber-
briickung der betreffenden Teilkapazitit gegen Erde, . =
z. B. k. '

Die Berechnung der Koeffizienten ¢, ¢ und %k
wird auf die Maxwellschen Potentialkoeffizienten b
oder elektrischenInduktivititen y zuriickgefiithrt,  pig 153.
mittels derer die Spannung jedes Leiters gegen Erde
durch die Ladungen simtlicher Leiter bestimmt wird, nach der
Gleichung

p.u:71#91+72/¢QZ+--~+7M‘971 . e e . (256)

Hierin ist fiir Freileitungen fiir 1 km Linge mit Bezug auf
Fig. 154

Yuu=2-91n 2%’“ km/u¥F, Yur==2-91n g’” km/uF (257)
wy
Bei unsymmetrischen Anordnungen erhilt man
aus den y die Koeffizienten ¢ der Gl. 247 am ein- :
fachsten mittels der Determinanten des Gleichungs- |
systems 256 und mittels Gl. 255 die Teilkapazititen k.
Bei symmetrischen Systemen werden die y,,
fir sich und die fiir y,, fiir sich gleich. S i
Fir die Einphasenleitung Fig. 156 ist z. B. v !
i2 = V4h*}-D*, wofiir bei grofier Hohe angenihert i
2 h gesetzt werden kann. Hier wird ; B

2h '
Y11 =="7p=2-9In—“km[uF Fig. 154.

Yiag=2-9In % km/uF

1
kyy= S pF[km kig=k,, Lt _ pF[km
Y117 V1a 717" 712 (258)
Y11 V12
c,=k,,——uFkm c,=—% — uF [km
" 1 Y11 712 / » 1 V11 7 V12 HE]

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl, 14
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Fir Einphasenbetrieb (p,=——p,) wird die Betriebskapazitit

O=- .
711 7 V12

Fiir das Zweileiterkabel Fig. 158 S. 212 gelten die Beziehungen
258 mit

9 R‘Z_Q‘J
711:722:2';111 Ra _km/qu’

_ 5 9 B4 o°
Vig = 2 eln SRo ~km/uF.

Fiir die Dreiphasenleitung (Fig. 157) kann man, wenn die
nmittlere Hohe % iiber Erde grol gegen den Leiterabstand ist, an-
gendhert D;,=2h setzen. Man erhidlt dann dieselben Werte
Yuu und y,, wie fiir die Einphasenfreileitung. Hier ist

1 yu 7 ]
k.. == e k,,=— k Mo S
1 Yuu T 2 Vur r - Yiu——Vur (259~)
c —IC }’uu_l—yyv _—k yH_L_ :
11— fu 127 11 -
‘u " J’m 7‘u 12 7,w

Fiir das Dreiphasenkabel Fig. 159 gelten wieder die Gl. 259
mit den Werten

9 R*—
,o—9.0] —o
Vinw=2 . n Ra km uF,

9 R 0?R*|of
Viw = gln 3R km/uF

Fiir symmetrischen Dreiphasenbetrieb (p, + p, 4 p, = 0) ist die
Betriebskapazitit

o1

Vwpw — Vur

Die magnetischen Induktionskoeffizienten 7, (Gl. 249) berechnen
sich nach S. 14 und 132.

Sieht man von dem magnetischen Feld im Innern des Leiters
ab, das z. B. bei Freileitungen sehr klein ist, aber auch bei hohen
Frequenzen wegen der Stromverdringung nahezau Null ist, so gilt
die Beziehung

Liv:iyur=—12t4:¢%

worin ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist.

Fiir Freileitungen ist e = =1, und wenn Vir I0 km/uF. 1, , in
Henry /km gesetzt wird,

Liv: yur=1:9-10%

Wir geben in nachstehender Tabelle eine Zusammenstellung
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der Betriebskapazititen und Induktivititen der gebrauchlichsten

Leiteranordnungen?).
C Mfd/km L Henry/‘km -
1 Draht, Erde als Riick ! L h
raht, Erde als Riick- 53’0 -
leitung (Fig. 155) o1 2t ¥ <‘““ 5’+0’5> 1074
@
Einphasenreileit Lt (D
inphasenfreileitung b _
(Fig. 156) 4ln% ! K“"Ej”) 107
L1
2R\ 19
Dgl. unter Beriicksich- o
tigung der Erde 21n STAL
1+(5)
Symmetrische Drei- LI D
phasenfreileitung pro o1 D 9 <21n—+ 0,5> 10—
Phase (Fig.157) 4= a
Einphasenkabel, M - : 2
inphasenkabel, Man- T (B —g9) 9 <41 2¢ 1 1) 10~
tel geerdet (Fig. 158 ze ¢ n- -+
ol goerdet (Fig. 139)| 41 2L (T @
Symmetrisches  Drei- ¢ 1 D
phasenkabel, Mantel <21n ;—{—O,f}) 10—+

geerdet (Fig. 159)

9 2 (RZ __ 23] O
n e T

Konzentrisches Kabel
(Fig. 160)
a) Betriebskapazitit,
wenn AuBlenleiter ge-
erdet.

Bei geerdetem Mantel
ist a) Kap. des inne-
ren Leiters, b) Kap.
des duBeren Leiters

o8

a)

b)

e em——. E—

Fig. 155.

TITTT T 7 -

A

Fig. 156.

Foi @ a,* a,
LZ In ;—1 + 2 %2___%2)2 In &;
— aa_g ] 10—
a,? — a,”. 0
¥ 4
D‘. @ ‘g
¥ 'a"‘ by
® @
[P, J—
Fig. 157.

1) S.Breisig, ETZ 1898; Lichtenstein, ETZ 1904; Orlich, ETZ 1908,
S. 310; Orlich, Kapazitit und Induktivitit.

14*
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71. Ersatzschaltungen fiir Starkstromleitungen.

Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik ist eine
betriichtliche Leitungslinge nur ein kleiner Bruchteil der Wellen-
linge. Hierbei rechnet man oft mit einem vereinfachtem Schema.
Man denkt sich entweder einen Ladestrom in der Mitte der Leitung
und erhélt Fig. 161 mit einem Leitwert y zwischen zwei Schein-
widerstinden” 3z, Oder man denkt sich am. Anfang und Ende
je einen Ladestrom entsprechend Fig. 162 mit zwei Leitwerten

7, 1; 4 g . iy an den Enden eines
}’—%}T(_‘;?—i —— Scheinwiderstandes z. Damit
: B 7 1

ﬁ}?y }'FD

17

£ ' {fg ’ ;;‘ diese Ersatzschaltungen die

I L Verhéltnisse  zwischen Stro-

Fig. 161. Fig. 162. men und Spannungen am An-

fang und Ende der Leitung

gotreu wiedergeben, sind y und z so zu bestimmen, dafl sowohl bei

Loeerlauf wie bei Kurzschluf sich die gleichen Werte wie bei der
wirklichen Leitung ergeben.

Erste Ersatzschaltung Fig. 161. " Hier gelten die Glei-

chungen

bl
e 1)l

%1—?Be=%a(«°s-z+31)} . . . (260)

31_3‘,’:”(%1_%331)

Fiir §, =0 erhalt man hiermit das Verhéltnis der Spannungen
und den Leitwert bei Leerlauf

B g1 Sw_ Y 261
932 ( “l“znﬁ)a S»Blo 1_}_%”?’ C e ( 3:)

Diese Werte sind bei der wirklichen Leitung € — €of(»7) und
n(,:%zang (»1) (s. S.201, Gl 235 u. 236).

Fiir ,==0 ist das Verhiltnis der Strome und der Schein-
widerstand bei KurzschluB

SL’E— 1 &’_‘—-—l ,&_1____
~ =1 +193), —25<1+1+%%> . (261b)

Je 81 k
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Diese Werte sind bei der Leitung nach GI. 237 u. 238 € = Gof (v{)
und 3 = 3 Tang (vI).

Damit das Ersatzschema die Leitung widerstandsgetreu ab-
bildet, ist hiernach zu setzen

€ Sin (1)

33="3 =3
2 146 Y 1-+6Gof(v)) . (262)
U:%@ :ggln('}'l)
Durch Reihenentwicklung der &in und Gof wird
, (DE (vD)*
1= ( =+ ? ...
55=300 ( 31)2 ( E)l)4
4 14
2 + + 4—! "}- ...

y—5 001 +(”> +8 ]

Beschrinkt man sich auf die quadratischen Glieder der Reihen
und setzt nach 8. 202 Gl 242

B0)=(B+joL)l, > (lh=(d+jol)l,

ol =

dann ist

s=31(B+jwl)[ ﬁl2{RA—w2LO—‘rj(wLA+wOR)}]}
y= l(A4+jol)1+ JP{RA— L0+ j(oLA+ wOR)}])
(263)

Die Glieder vor den eckigen Klammern sind fiir 3 Wirk- und
Blindwiderstand der halben Leitung, fiir y Wirk- und Blindleitwert
der ganzen Leitung. Es fragt sich, bis zu welchen Leitungslingen die
in Klammern stehenden Faktoren vernachlissigt werden konnen.
Dies wird offenbar der Fall sein, wenn der groBere nicht mehr als
19/, von der Einheit abweicht. Die Leitungslingen seien fiir zwei
praktische Fille ermittelt.

a) Dreiphasenfreileitung fiir 110000 Volt, 120 qmm,
f==>50 Per./sek. Die Konstanten je Phase sind: R==0,15 Ohm/km,
L =0,0013 H/km, ¢ =0,009 107® F/km, 4=0,5 10~ Siemens/km.
Das groBere Korrekturglied steht im Ausdruck fiir 1, es weicht hier
von 1 ab um I*[— 0,18 -}-70,105]107¢. Der Betrag ist I 0,208 107¢
und wird 0,01, wenn [~ 220 km ist.

b) Dreiphasenkabel fiir 10000 Volt, 50 qmm, f==>50 Per/Sek.
Mit R = 0,36 Ohm/km, L-=0,00035 H/km, C=10,185-10"% F/km,
4 ==0,5-10"%Siemens/km je Phase, weicht der gréBere Korrektur-
faktor von der Einheit um I*(— 1,03 }-j3,56)107¢% ab. Der Betrag
wird gleich 0,01, wenn l~~52km ist.

1
2
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Hieraus folgt, daBl man in vielen praktischen Fillen fiir Léngen
zwischen zwei Speisepunkten die Korrektur ganz vernachlissigen
kann.

Zweites Ersatzschema (Fig. 162). Hier ist
31*32:?1_53(332 +%,) }
B — B =33 —359%)
Diese Gleichungen entstehen aus Gl. 260 durch Vertauschung von
y und 3 und P und §. Man erhilt in ganz analoger Ableitung
3=—3, 6 =3 &in(»]) ]
1y—y €. 1 Ginvl } ... (265)
It 3T
Dies ergibt die gleichen Ausdriicke wie bei dem ersten Schema,
nur sind die Korrekturglieder in bezug auf y und z vertauscht.

Man kann somit mit beiden Ersatzkreisen mit gleicher Genauigkeit
rechnen.

(264)

72. Kettenleiter.

Durch Aneinanderreihen einer gréferen Anzahl gleicher Glieder
nach dem Schema der Fig. 161 oder 162 erhdlt man Leitungsgebilde
nach Fig. 163 und 164, die man als Kettenleiter bezeichnet. Die
Schemata 161 und 162 heilen auch Kettenglieder, die wir zur Ab-
kiirzung als 7- und II-Kettenglied unterscheiden wollen und analog

Fig. 163. Fig. 164.

die Kettenleiter. Der 7'-Kettenleiter beginnt und endigt mit einem
Reihenwiderstand, der I7- Kettenleiter mit einem NebenschluBleitwert.
Die y und j konnen beliebige Kombinationen von Widersténden,
Induktivitdten und Kapazititen sein. Der Kettenleiter dient zur
experimentellen Untersuchung der Vorginge in langen Telegraphen-
leitungen. Durch geeignete Wahl der Grofen und der Zahl der Glie-
der lifit sich eine Leitung von beliebiger Lénge und charakteristi-
schen Eigenschaften nachahmen, man nennt dies eine kiinstliche
Leitung?).

Fiir das nte Glied einer Kette aus m Gliedern gelten die Gl. 260
und 264 fiir die beiden Schemata, wenn anstatt R, S, ... %E,J, und

") Vachy, Traité d’Electricité, Bd. II, 1890; Breisig, Verh. d. Dt. Phys.
Ges. 1910; K. W. Wagner, Arch. f. El, Bd. III, S.315; Bd. VIII, S.61.
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fir B, §,.--B,_,8,_, gesetzt wird. Es ergibt sich fiir Fig. 164,
entsprechend Gl. 264,
811—1— 811: :.Iz I) (s‘Bn_{_ %71—*1)
\‘Bn—-l_ S‘Bn:?f(sn—l—%n §13nvl) )
Diese Diflerenzengleichungen treten an die Stelle der Differential-

gleichungen der Leitung, die als Kettenleiter mit unendlich vielen
Gliedern aufzufassen ist. Die Losung ist analog. Wir setzen

B, =Ac®, S,=Bern, ... . (267)
worin A®B und » Konstante sind. Hiermit wird (266)
B(1—e)=3yA(1f¢) }
_ By =A(1—e+3v3)
Durch Division der beiden Gleichungen werden 9 und B eliminiert.

931 Fe)=01—e)(1 —e+313)

(1 —ey=nse

(266)

(268)

1—e=-+Fe2Vy;.
Nach beiderseitiger Multiplikation mit %e_? erhdlt man die Be-

stimmungsgleichung fiir »

1 r _r y 1
~2—<‘~’~e 2>:6in%:j—_§m ... (269)

Aus der ersten der Gl. 268 wird fiir das Verhiltnis von % zu
g, in (267)
A 2e—1 2 v
——— e — = Fqg—=08 . . . . 7
B yeri y B33 (270)
Entsprechend den zwei Werten -+ » in Gl 269, mit denen auch 3
in (270) mit ig; das Vorzeichen wechselt, erhilt die Losung (267)

zwei Glieder
— N Y —-vn
= e Uye

1
Y= g (Lo e

Am Anfang der Kette (n==0) seien Spannung und Strom §,S,,
daher

(271)

S'Ba:su1+9’[~:7 Sasz_‘g{l'{"g{m

mlzé(slga_sa '8)’ Q’I‘.’.:é(%a_*— Sa ’8)'
Hiermit wird in (271)
g’Bn: S’Ba. @Df’}n - Su 8 Ginvn ]

Ip= . Cofrn — % Ginvn i

somit

(272)
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Diese Gleichungen entsprechen den mit Hyperbelfunktionen dar-
gestellten Gl 221b einer homogenen Leitung, wenn an Stelle von »
die Leitungslinge z gesetzt wird. » ist die Fortpflanzungskonstante,
3 die Charakteristik, Werte, die sich bei der Leitung aus den
auf die Léngeneinheit bezogenen Konstanten 3= (R --jwL) und
y=(A-+jwC) berechneten, wobei fiir unendlich viele Glieder
Cine=ITga==a« zu setzen ist, und aus (269) und (270) » —Vy3,

3—:%:‘/-3 wird, womit die aus Gl. 216 und 226 bekannten

Werte erhalten werden.
Sind $,, §, die Werte am Ende der Kette von m Gliedern,
so wird mit den analogen Beziehungen wie bei der Leitung

1
Cof (vm)=C,  BTg(rm)=4, gig-(vm)=nm
aus Gl 272 '
g S =gt
@ a a0k > @ a a0

woraus mit 3, =1— é den Gl. 246 fiir die Leitung entsprechend

folgt

S’Ba: S’Be@’—l—Se@ék } . (273)
Sa:Se@—}—s‘Be@nO

Der Kettenleiter als Ganzes verhilt sich wie eine Leitung mit den-

selben aus dem Leerlauf- und dem KurzschluBversuch zu bestimmen-

den Konstanten y,3, und G.

Fiir den Kettenleiter Fig. 163 war, wie auf S. 214 erwihnt,
in den Ausgangsgleichungen y und 3 mit Bezug auf P und § ver-
tauscht, man erhilt wieder die gleichen Beziehungen, nur wird der
Ausdruck fiir die Charakteristik

g

2%9%

Beispiele. 1. Die Spannungsverteilung an Hiange-
isolatoren?). In Fig. 165 bedeute C die Kapazitit

L zwischen zwei Isolatorgliedern, ¢ die Kapazitit eines
——L . 1
—F—L~  Gliedes gegen Erde. Setzen wir hier y=-—_, y
—-L . i jol
T =4jwc, so wird in Gl 269 B
— - Y 1 - 1 c

= et —2vi—5 V.
Der Anfang der Kette, =0, ist an den Leitungsmast

Fig. 165.  aufgehiéngt, die Spannung gegen Erde ist Null. Daher
Y s Riidenberg, ETZ 1914, S. 412.
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wird $,=0 und in Gl 271 Y,— — A,;. Damit wird die Spannung
des nten Gliedes
B,=U, (e*—e ") =2, Cinrn.

Das letzte Glied (m) hat die Spannung P der Leitung gegen Erde.
Daraus folgt

P=2UA, Sinvm
und

Ginvn _

‘Bn_iBé[;;m e % e + o« e » (2(4)
Durch das Verhéiltnis ¢:C sind v und die Spannungsverteilung voll-
stindig bestimmt; dieses Verhéltnis hidngt von der Art der Auf-
héingung ab, im allgemeinen ist ¢ viel kleiner als ¢. In Fig. 166

3

7
A

a9 pl__l_ S N S - l 9

|| | |
Q8- ———T— 1A .
a7 ! |- il 7
) 111
a6———+—1 ]
4 | c=0/\ 5
a5 T i 1/4 1 |
ay _—].’_‘l oty | o L
1] \/ fe=guC|
03—/ /—‘- i 3
02 | I /, | 2
o1 1—A4 | __E._ +— : 1 | | + o

| =-—n | |
T M TR T G07 GOZ 003 0% G 66 G07 §08 GoJ 10
Fig. 166. Fig. 167.

ist die Spannungsverteilung fiir m = 8 Glieder und ¢:C gleich 0,
0,06 und 0,1 aufgetragen. Je groBer dieses Verhaltnis, um so mehr
weicht die Spannungsverteilung von der Geraden ab, um so mehr
Spannung {illt auf die letzten Glieder. Die Spannung zwischen
dem nte® und dem vorhergehenden Glied ist

AB,=B,— Bp-n= é{?;ﬁ [Ginyn — Giny (n—1)]
und fir das letzte Glied

AB, —P [1

Sind alle Glieder gleich, so ist jedes fiir die grofte Gliedspannung
4%, zu bemessen. Fir sehr lange Ketten kann man Sinym=—¢'m
setzen, dann wird der Klammerausdruck 1 —e—> und die groBt-
mogliche Spannung P fiir eine Gliedspannung A%, wird

4,

1—e—7"’

_M,—_},)]
Ginvm ’

s‘E(m =) =

Dieser Wert ist in Fig. 167 fiir ¢/’ von 0 bis 0,1 aufgetragen, er
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zeigt, dall groBle Werte von ¢/C unbrauchbar sind, weil die Gesamt-
spannung auch bei vielen Gliedern nur ein kleines Vielfaches der
Gliedspannung wird.

AL L L 2. Ein Kettenleiter nach Fig. 168

: . fO’;fﬁ;fﬁ‘ q wird oft?) der Untersuchung der Span-
PP ”_h: nungsverteilung bei Spulen fir
T U 1T T T T T T T hohe Frequenzen zugrunde gelegt. R,

L, C sind Widerstand, Induktivitdt und

Fig. 168. Erdkapazitit einer Windung, K ist
die Kapazitit zwischen benachbarten

Windungen. Hier ist

_ R+ jo[L(1 —w’LK)— R°K]

T (RoK)P+ (1 — w’LK)?
oder, wenn fiir hohe Frequenzen R gegen L vernachlissigt wird,

. wlL
37T LK

Die Gleichungen fiir die Spule selbst erhélt man, wenn die Kon-
stanten, wie bei der Leitung, auf die Léngeneinheit bezogen werden,

und np=7jwC.

wobei Gin —;:ig; :; zu setzen ist. Damit erhdlt man die

Fortpflanzungskonstante und die Charakteristik

. LC
v=Vin=jo | g l

Vi Vi

Hieraus folgt zunichst, dal das Verhalten verschieden ist, je nach-
dem die Netzfrequenz w kleiner oder groBer ist als

1
(I)0= D —

VLK
w, ist die Resonanzfrequenz der Windungs-Induktivitét und -Kap azitét.
Ist w<w,, so ist » bei Vernachlissigung der Verluste imaginir,
also ein WinkelmaB3, 3 reell. Die Strom- und Spannungsamplituden
sind rdumlich nach Sinuswellen verteilt, wie bei einer verlustfreien
Leitung.

Ist o > w,, so wird » reell, d. h. eine Dampfungskonstante,
die rdumliche Spannungs- und Stromverteilung befolgen ein Ex-
ponentialgesetz. 3 wird imagindr und entspricht einer Reaktanz.

Die beiden Frequenzbereiche unterscheiden sich dadurch, daB

(274)

1) Steinmetz, Transient current Phaenomena 1909. Arnold-La Cour,
Wechselstromtechnik, Bd. I, 1912. Wagner, El. u. Maschinenbau 1915. Arch.
f. El. Bd. VL. S. 301. Béhm, Arch. f. El. Bd. V. S. 383.
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im unteren Bereich die Stromleitung hauptsichlich durch die Win-
dungen, im oberen hauptsichlich quer zu den Windungen durch
die parallel geschaltete Kapazitit K erfolgt.

Wie bei der verlustfreien Leitung erhilt man auch hier stehende
Wellen, wenn durch die Spule keine Energie iibertragen wird. Z.B.
entsprechen der offenen oder der kurzgeschlossenen Leitung hier die
Fille der am Ende isolierten oder der geerdeten Spule, deren An-
fang an einen Pol der Stromquelle angeschlossen ist, deren anderer
Pol geerdet ist. Die an beide (1soherte) Pole der Stromquelle an-
geschlossene Spule kann dann aus zwei am isolierten Ende hinter-
einandergeschaltete halbe Spulen zusammengesetzt gedacht werden,
von denen die eine am Anfang an die Spannung --1%,, die andere
am Anfang an — %, angeschlossen ist.

Setzt man fiir den unteren Frequenzbereich

v=7b,
‘0 das Winkelmall b = LC ist, ferner
wo das Winkelma =w T Lk b
3=2Z
und
Cof v&a = Cof jbx =cos bz,
Ginve=Ginjbxr =jsinbzx,
so wird

P,= B, coshr —jF§ Zsinbx ]

P S ... (275)
X = & a
‘\Sx '\)a Z
Bei isoliertem Ende (x =1) ist J,=0 und aus der zweiten Gleichung
S.Z=jP, tgbl . . . . . . . (276)
Hiermit
. cosb(l —ux)
R — = —_—
P, =P, (cosbx | sinbartgbl) =P, o5 b

. B, sinb(l—x)
 — g P /
817 cos bl

Diese Gleichungen gelten, wie angegeben, auch fiir die an beiden.
Enden angeschlossene Spule, wenn x =1 die Spulenmitte ist.
Aus 276 folgt, daB

J,=0 ist fir bl-==n, 2z, usf

37
und J, =0 fiir bl—l 27 ust.
a 2 2
Je nach der Frequenz ist im ersten Fall (Klemmenstrom==0) die

verlustfreie Spule in Stromresonanz, im zweiten in Spannungs-



220 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitit.

resonanz. Am isolierten Ende liegt stets ein Stromknoten und ein
Spannungsbauch, ferner wieder im Abstand

b(l—a)=mn, 27 usf.

Spannungsknoten und Stromb#uche bestehen in den Abstinden
vom Ende
37

44

usf.

Ganz analog erhilt man die Beziehungen bei geerdetem Ende.)

Die beiden Frequenzbereiche mit vorwiegend sinusférmiger bzw.
hyperbolischer Spannungsverteilung sind bei Beriicksichtigung der
Verluste nicht so scharf getrennt.

Quantitativ wird das Verhalten der wirklichen Spule durch den
Kettenleiter Fig. 168 insofern unvollkommen ersetzt, als die gegen-
seitige Induktion der Windungen nicht richtig beriicksichtigt wird.
Dies scheint dadurch zum Ausdruck zu kommen, daB in der Nahe
der kritischen Frequenz w, der Nenner in » (GL 274) nahezu Null
wird, d.h. » sehr groB und die Frequenzen fiir Spannungs- und
Stromresonanz sehr dicht aneinander liegen miiiten. Dies scheint
nach Versuchen von Gothe?!) nicht der Fall zu sein. Aus Ver-
suchen von Boéhm?) folgt jedoch, daB ein Frequenzbereich mit
wesentlich sinusférmiger Spannungsverteilung von einem solchen mit
hyperbolischer Verteilung unterschieden werden kann. Wagner?)
hat die Untersuchung ausgedehnt durch Beriicksichtigung der gegen-
seitigen Induktion benachbarter Windungen, die FErgebnisse der
Rechnung sind qualitativ a@hnlich. In ganz anderer Weise hat
Rogowski?) die Spannungsverteilung untersucht, indem er die
Spule als ein Mehrfachleitersystem betrachtet. Dieser Weg diirfte
der Wirklichkeit am néchsten kommen. Mit Riick-
sicht auf die ungleiche magnetische und elektrische
Verkettung der Windungen nahe den Spulenenden

| I und in der Mitte miite die Charakteristik sich

Fig. 169. von Windung zu Windung &ndern, wodurch Re-
flexionen entstehen.

3. Eine Spulenleitung®) mit Gliedern nach Fig. 169 kann in

gewissen Frequenzbereichen als Abbildung einer Pupinleitung dienen.

Es soll das Verhalten bei verdnderlicher Frequenz untersucht werden.

R L

:Q :
N[y

Nl

1) Arch. {. El, Bd. IX, H. 1,

2) Arch. f. El, Bd. V, S. 888.

3) Arch. f. El, Bd. VI, 8. 301.

9 Arch. f. EL, Bd. VII, 8. 17. 240.

% Wagner, Arch. f. El, Bd. VIII, S. 61.
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Die Ausdriicke (269) und (270) fiir 3 und » formen wir zunichst
etwas um. Da

igx—gmx _ Ginax
Gofz — Vif ein'a
wird
2o ¥ 1
z_ig,:‘/ivv .. .. (218
3=y y +1i9% (278)
Ferner ist

2Gin? 5y ==Cofr — 1

Cofr=1-432393 . . . . .. (279
Wie fiir eine Leitung (S.185) ist »=a - jb zu setzen, worin a
die Dampfungskonstante und & das Winkelmafl ist. Es ist daher

Gof» = Gof a cosb - j Ginasinb,
143p3= 4 +jB.

Zur Bestimmung von a und b hat man die Gleichungen

‘ ‘A =Cofacosb, B = Ginasind
zu quadrieren und erhilt durch Addition bzw. Subtraktion

Ginta——1(1 — 42— B?) -} VB’?JFW‘??} 280)
sin?b = +3(1 — 4*— B4 VB + 1 (1 — 4*— B*)?

Fiir die Spulenleitung Fig. 169 ist

3=(R-+joL), p=jwC.
Nach 278 wird
3— R-t+joL 1 -
joC  Vi+ TR+ jol)jol
e
/L 'L

CY 1—10’LO0FjiRwC’
Fir verschwindend kleinen Widerstand wird 3==oc, wenn
2
VLO
ist; dies ist die (Haupt- oder) Eigenfrequenz der Spulenleitung.
Nach (279) wird

Cofr=1+393=4+4jB=1—30’LC+jl RaC.

Es ist daher
2
d—1—oPl 4 —2<fﬂ>
2 w,

(U
B——_R(l)zw-—_R fw—o.

w=ﬂ)0=



222 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitit.

Wie bei der Reihen- und Parallelschaltung von Drosselspule und
Kondensator, S. 24 und 54, sind auch hier nur das Frequenz-

verhdltnis w:w, und das Widerstandsverhaltnis g:R:‘/»g maf-

gebend. In Fig. 170 sind fiir ¢=10,01 die aus Gl. 280 ermittelten
Werte der Dadmpfungskonstanten o

(TTITTITTTTT und des WinkelmaBes b fiir Fre-
HEEN ) quenzen von 0O bis zur doppelten
Eigenfrequenz aufgetragen. Die
|00 Dampfung ist bis zur Eigenfrequenz
|pe auBerordentlich klein; bei dieser ist

A=—1 und B:R‘/—LO- im Bei-

spiel 0,01, daher a~ Gina ~V B
: =0,1, bei einer 5%, hoheren Fre-
O qz0%0608 7 92 W 16 18 2 quenz schon mehr als 6mal so groB,
und steigt dann bestindig weiter an.
Das Winkelmall & steigt bis zur
Eigenfrequenz auf fast 180°% um bei hoheren Frequenzen dicht bei
diesem Wert zu bleiben. Fir

Fig. 170.

Ve

W= W,=—
wird

A=0, sinb=1, b=90° @ina:B:i;R‘/E.
Ve L

Schwingungen von hoherer als der Eigenfrequenz werden nicht
durchgelassen. Die Charakteristik ist fiir vernachlissigbaren Wider-
stand

L 1
S=Vo o
Vil
w,
und bei sehr hohen Frequenzen

,a)o‘/f__ 2
760 C  joC’

hierbei wirkt nur der Nebenschlu-Kondensator. Die Eigenschaft,
nur Schwingungen von kleinerer als der Eigenfrequenz schwach ge-
dimpft hindurchzulassen, ist in der drahtlosen Telegraphie mit un-
geddmpften Wellen wertvoll, um die Oberschwingungen der Sender
zu unterdriicken, durch die fremde Empfinger gestért werden. Die
Spulenleitung wird zwischen Sender und Antenne geschaltet.

Das Gegenstiick zur Spulenleitung ist die Kondensatorleitung,
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Fig. 171. Bei kleinen Frequenzen bis zur Eigenfrequenz ist der in
Reihe geschaltete Kondensator undurchlassig. Die Dampfung ist
um so grofler, je niedriger die Frequenz, wahrend sie von der
Eigenfrequenz an aufwérts ebenso geringe Werte annimmt, wie die

Spulenleitung unterhalb der Eigenfrequenz. Auch c

das Winkelmal} b zeigt das in bezug auf die Eigen- °R L i -I‘Zr?
frequenz reziproke Verhalten. Diese Leitung laft % % ZL
somit nur die hohen Schwingungen schwach ge- -
ddampft hindurch.

Durch Kombination von Spulen- und Kondensatorleitungen er-
geben sich, wie Wagner?!) gezeigt hat, entweder durch Hinzufiigen
von Reihenkondensatoren oder durch NebenschluBspulen in eine
Spulenleitung Ketten, die zwei Eigenfrequenzen haben, deren
Démpfungsfaktor unterhalb der ersten und oberhalb der zweiten
Eigenfrequenz sehr groff ist und zwischen beiden sehr klein bleibt.
Die Ketten haben somit einen scharf begrenzten Durchlissigkeits-
bereich, dessen Breite man durch geeignete Bemessung einstellen
kann. Sie werden zur Vielfachtelegraphie und Telephonie auf
Leitungen verwendet.

Der Unterschied gegen die einfache Parallel- und Reihen-
schaltung von Drosselspule und Kondensator besteht darin, daB
diese bei kleinen Verlusten nur fiir eine scharf abgegrenzte Frequenz
ganz undurchlissig oder ganz durchlissig sind.

Fig. 171.

Hle
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73. Die Konstanten.

In Kap. IX 8. 138 wurde fiir einen Transformator, in
Kap. XI 8.200 fir eine Leitung gezeigt, dafl ihre Wirkungsweise
sich durch Groflen darstellen liBt, die einem Leerlauf- und einem
KurzschluBversuch entnommen werden. Auch fiir eine Stromver-
zweigung hatten wir die Berechnung durch Superposition eines Leer-
lauf- und eines KurzschluBzustandes auf S. 69 gezeigt. Dieser Zu-
sammenhang besteht wie J. L. la Cour?') gezeigt hat, fir viele
Stromkreise und Maschinen. Das Verhalten 1i8t sich immer wieder
durch dieselben Beziehungen darstellen, deren Konstanten durch
die beiden Versuche ermittelt werden. So wird der Wirkungs-
grad eines Induktionsmotors durch dieselbe Beziehung ausgedriickt,
wie der einer Leitung, der Spannungsabfall der Leitung durch die-
selbe Beziehung wie fiir einen Transformator. Die Voraus-
setzung dabei ist nur, daB die Konstanten des Systems,
Widerstinde, Induktivititen usf, unverdnderlich sind. Induktiv ge-
koppelte Systeme werden dabei auf leitend verbundene reduziert
(s. S. 167). Die bei einem Motor in mechanische Arbeit umge-
wandelte elektrische Energie erscheint in den Gleichungen als in
einem Ohmschen Widerstand verbrauchte Arbeit, ist der Wider-
stand negativ, so bedeutet dies erzeugte elektrische Arbeit, d. h.
einen Stromerzeuger.

In dem Ersatzstromkreis Fig. 172 (der schon wiederholt ver-

1) Leerlauf und KurzschluB, Braunschweig 1904.
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wendet wurde) seien BB die Klemmen, an die die Belastung an-
geschlossen ist, wihrend an 4.4 der Stromerzeuger liegt. Die primire
Spannung sei p,, die sekundire Dy

a) Leerlauf.

Die Klemmen BB sind unterbrochen; zwischen ihnen besteht
die effektive Spannung P,. In dem Parallelkreis y, besteht der ,Leer-
laufstrom* J, , = P,y,, der (s. Fig. 173) gegen P, um ¢, verzogert ist.
Durch Addition des Spannungsabfalls J,,z, zu P, ergibt sich die
primire ,Leerlaufspannung“ P,,. Sie eilt gegen P, um y, nach. Wir
setzen

Po=0CP,. . .. ... . .(281)

Es ist
P .

J10=Peya=_égya=P1o?/0? ... (282)

0

worin

Y
y:—‘i..........283'
=% (285)

der Leitwert bei Leerlauf ist. J,, eilt gegen P,, um ¢, = @, — y, nach.

o
p z, 23 4 2l

wh

T
L 2] N
.’l"'r Zg ‘T’a %,\ \ o g%
| y o —
4% 15 /)’ T

Fig. 172. Fig. 173.

b) KurzschluB.
Die sekunddren Klemmen sind widerstandslos verbunden, an
ihnen besteht der Strom J,. Die Spannung J,z, eilt gegen J,

(s. Fig. 174) um x2=a.rtg‘% vor. In dem Parallelkreis y, fliefit

O

der Strom J,, =J,z,y,.
Die Summe aus J, und J,, ist der primére , KurzschluBstrom“
J,,- Die Spannung J,, 2, die gegen J,, um y, = artg %‘ voreilt,
1
gibt zu J,z, addiert die primére ,KurzschluBspannung“ P, e J
eilt gegen J,, um y, vor und es sei das Verhiltnis der Strome
Joo=0CJy « . . . . .. . .(284)

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 15

2
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Py, eilt gegen J,, um @, vor, gegen J, um (g, —y,). Es sei

P.=J,% . . . .. . . .(28D)
worin z, der Scheinwiderstand bei Kurzschlul ist, und nach (284)
P,=J,C. . . . . . . . .(286)

o) Superposition von Leerlauf und KurzschluB zum Be-
lastungszustand.

Bei Belastung besteht an den sekundiren Klemmen die Span-
nung P, und der Strom J,, ihre Phasen-
verschiebung ist ¢,. P, bedingt primér
eine Spannung P, und einen Strom J,,,
J, die Spannung P , und den Strom J,,
die durch Gl. 281, 282, 284 und 285
bestimmt sind. Da die Gleichungen linear
sind, ergeben sich Spannung und Strom
an den primédren Klemmen durch Ad-
dition der entsprechenden GroBen bei
Leerlauf und bei KurzschluB; es wird:

B, =B+ Br = C By 1 €, I3, (287)
D1 =10 T e = Ba Co9o 1 J2€(288)
Das Vektordiagramm Fig. 175 zeigt die
Addition. P, eilt gegen J,, um ¢,
Fig. 175. vor, J,, ist gegen J, um y, verzogert,
also gegen P, um ¢, 7, und da P,
gegen P, um y, voreilt, eilt P, gegen P , vor um

=@, —@;+@o—r)s - - . . . .(289)
ebenso eilt J,, gegen J,, vor um
F=@o—#+We—n) - - . . . . (290

Zwischen den Konstanten y,, 3,, €, €, in Gl. 281/83 und 284/85
besteht eine weitere Beziehung. Bei Leerlauf war :

Bro= P+ Bo0a3, =B, (1 +9,3) ="5,6,
Co=1-4+13 - . . . . . . .(297)

9, =960 « - . - . . . . .(283)

und nach (283)

Bei Kurzschluf3 ist
31k=82+3282t)a232(1+Ua52):32@:k
C,=1+4+193 . ... .. .(292
3
fBik:SlkZu"i_Seéz:S1k<8l+@2>231k8k
K

5k=51~f—%‘" e oo . (293)
k
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Aus Gl 283 und 293 wird mit Riicksicht auf 291 und 292
_ _@_) De __ 8 t)n EaN
akt)o <61 + @:k @0 + @ @

== =1_—_~_‘—
(SO + @0@,‘ @0@k
(1 — o) G € =1 . . . . . .(294)

Mittels dieser Gleichung kann zu je drei Konstanten die vierte
bestimmt werden.

74. Experimentelle Bestimmung der Konstanten.
Nach Gl. 294 ist

1
¢ =r——
0T 1 — oy
Multipliziert man Zahler und Nenner mit &=3k, so wird
B,
(&3
6y C=g % — Yk ... (204a)

®, S — o
"_5'151 Yo

b

Hierin ist J, der KurzschluBstrom, J, der Leerlaufstrom bei der
primdren Spannung P, sie sind A
um ¢, bzw. @, gegen P, verzogert.
Durch Strom-, Spannungs- und Lei-
stungsmessung bei Kurzschlu und
bei Leerlauf kénnenJ,, ¢, und J,,
@, gemessen werden. Trigt man
J, und J, unter ¢, bzw. ¢, gegen
P, in das Vektordiagramm Fig. 176
auf, so ist die geometrische Dif-
ferenz von J, und J, die dritte
Seite des Dreiecks OJ J,. Daher
wird nach Gl 294 a der Betrag

C’C—OJ e (204

JoJb VI 2T —2J,J, cos (@, — @)
oder angenahert

I ... . (294¢)

I, —Jcos (9, — @)
Der Winkel zwischen §, und J, — G, ist (y, 4 ) =32 0J,J,

J o sin (py — @)
(70+7k) J -—J coSs ((po (pk) L (295)

Mit den beiden Gleichungen 294b (oder ¢) und 295 kann das
Produkt C,C, und die Summe (y,--y,) berechnet werden.
15%

C,C, >

k“
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Die Einzelwerte konnen durch die Leerlauf- und die Kurz-
schluBmessung von der Sekundirseite getrennt werden.

Fiihrt man den sekundiren Klemmen die Spannung P,, bei
offenen primdren Klemmen zu, so ist der sekundire Leerlaufstrom

[ S S'ant)a

‘\520 ] l %‘)I) Uo >
Da&?
WOI‘in na:ch G'].. 290

b — Y% __Ya
0 149,53 €,
und nach Gl 283
9 __ G, 296
Woe, T (296)

Das Verhiltnis der Betréige 1, und 1y, gibt also das Verhéltnis von
C, und C; und die Differenz der Phasenwinkel ist

Po— Po =7 Yo
Da nun das Produkt C,C, und (y, -y, bekannt sind, kénnen C,,
C,, 7, und y, getrennt werden.
SchlieBt man die primiren Klemmen kurz und fiihrt den se-

kundiren Klemmen Strom zu, so ergibt sich der sekundire Kurz-
schluBwiderstand

1419,3
nach (291) war
b
5k=51+(§~2-_81+1—+—21)a—;’
daher
w10 &% (a0y)

5k—1+na51 (S"O

Hiermit kann wieder das Verhiltnis der Betrige und die
Differenz der Phasenwinkel bestimmt werden. Zur vollstindigen
Ermittlung von C,C,y,7, geniigen drei Messungen, die vierte kann
zur Kontrolle dienen.

Symmetrischer Stromkreis. Bei einem symmetrischen
Stromkreis ist

=2, X1 2a

C=C,=¢C, yo=r.=7

Bei der Leitung mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitit war dies
erfiillt (s. 8.201 Gl 246), sie ist ein Beispiel fiir einen symmetrischen
Stromkreis. Aber auch Transformatoren, Induktionsmotoren kdnnen
oft als symmetrische Stromkreise betrachtet werden.
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Fiir einen symmetrischen Stromkreis wird Gl. 287

B+ 3,80

die in dem Diagramm Fig. 177 dargestellt ist.:
Bei Leerlauf ist die primére Spannung

P,,—P,C,

bei Belastung ist sie P,, die prozentuale Spannungsinderung von

Leerlauf bis Belastung ist daher
P, P
_ P =P, __O 2__4__
£= B 100 = p, =
o
Hierdurch ist die Spannungsinderung fiir den allge~
meinen Fall auf die einer Leitung mit Widerstand
und Selbstinduktion zuriickgefiihrt und kann wie dort
berechnet werden (s. Kap. IV, S. 44).

Beispiel. Bei einem Einphasentransformator
fir 200 kVA und 10000 Volt primdr bei 50 Pe-
rioden wurde gemessen
J,,—20 Amp., P, =366 Volt, N,= 4200 Watt.

Es ist daher bei normalem Strom die Wirkspannung
bei Kurzschlufl

N,
J,. 20

4
J | 4%, COS @) = 200

22 — 210 Volt,

8
32,
A
y:]
Z| |2
-
&
Fig. 177.

d. h. 2,19, der Klemmenspannung, und die Blindspannung.

I ksmgok_‘/P

oder 39/, der Klemmenspannung.

( ) =1V/366% — 210® = 300 Volt




230 Berechnung des Verhaltens von Stromkreisen usw.

In Fig. 178 ist das Diagramm nach Kap. IV Fig. 32 aufge-
tragen. Fir cosg,=0,9 erhdlt man aus der Figur «=3,29/,

=189,
g 1,8° .
e=t+ 500 =321 500 = 3216%

Fig. 179 zeigt die Spannungsinderung fiir nacheilenden Strom
von cos @, =0 bis 1.

76. Berechnung der maximalen abgegebenen Leistung.

Die abgegebene Leistung ist
. Ny=P,J,cos ¢,.

Bei konstanter primérer Spannung und fiir eine bestimmte Phasen-
verschiebung ¢, nimmt mit steigendem Belastungsstrom J, die
Spannung P, ab. Die Leistung N, hat daher ein Maximum.

In der Gl 287

B, =B, ¢ "f"%z Gy 3y

die durch das Spannungsdreieck 0 4 B Fig. 180 dargestellt wird, bilden
die beiden Spannungsvektoren P, = P,C,
und P, =J,C.2, wie auf S. 226 gezeigt
wurde, den bei konstantem Wert von ¢,
konstanten Winkel

=@, — @3+ (Yo — )

Das Produkt der beiden verinderlichen Span-
nungsvektoren ist der abgegebenen Leistung
N, proportional und da ihre Summe konstant
gleich P, ist, wird das Produkt am groBten,
wenn sie gleich sind: die abgegebene Leistung
ist also am groflten, wenn die Leerlauf-
Fig. 180. spannung gleich der Kurzschlufspannung ist.
In diesem Falle, den Dreieck OBC in

Fig. 180 darstellt, ist

P
P,,Co=J,, 0z, = 1 PR
2 cos —
P.%co
daher Nyae="Ponom COS @y = —2L— 72 . S Pe . (298)
4 cos? 5 0,02,
P
Setzt man —2=J,,
%

2cos“%=1—|—-cosa=1—{—cos(<pk — @ F7o—7)
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und nach Gl 294c¢

J
C, 0,2 k ,
Ok T —dJcos (g, — @)

so wird

P J, — —
Nopeo =2 T 00 0= 9) o5, (209)
2 1+ cos(p,— @+ ro— )
Die maximale Leistung hidngt von ¢, ab. Das absolute Maximum
erhidlt man durch

d_z&ﬂag:()’
do,
wenn
— sin ¢, [1 +- cos a] = cos @, sin ¢,
oder
‘sz—(q’k_*“ Yo— ")
azz(‘l’k""?’o“?’k):—“z‘l’z'

Da ¢, negativ wird, ergibt sich das absolute Maximum der
Leistung bei Voreilung von J, gegen P,.

77. Anderung der Belastung.

Andert sich die Belastung durch Hinzuschalten eines Zweiges,
so #andern sich bei konstanter Priméarspannung die sekundire
Spannung, der Gesamtstrom und die Leistung. Die Anderung dieser
Grofen wird durch die Netzkonstanten wie folgt ermittelt. Divi-
diert man GL 287 durch €, und setzt P, = 3,3, ein, so wird

B ¢, y
El,=$2(52+3"€:;> « e . . . .(287a)

Hierin ist nach Gl 297 3, %‘-zak' der sekundire Scheinwiderstand

bei KurzschluBl der priméiren Klemmen.

In GL 287a steht links die Leerlaufspannung an den Klemmen
der Belastung %, ,, die vor der Belastungséinderung bestand, daher ist

&~ Loy

P
Der Belastungsstrom J, ergibt sich dadurch, daB man die Leer-
laufspannung auf die Reihenschaltung von 3, und dem sekundiren
Scheinwiderstand bei Kurzschlufl wirkend denkt. Diesen hier all-
gemein abgeleiteten Satz hatten wir schon in Kap. V S. 70 fiir die
Briickenschaltung bewiesen.
Die Spannung &ndert sich im Verhéltnis

B &
Boo ot

. . . (300)

. (301)
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Setzt man aus GL 287 B,6, =P, — I, €,3, in Gl 288 ein, so
wird
S =B + J2 € (1 —#90)>
wofiir mit Riicksicht auf (294) gesetzt werden kann

D2
81223130—{—@: e e e .(302)

' 0
9o = J;, ist der primére Strom vor der Belastungsinderung,

RO

B,
1
= ist das Verhéltnis der sekundidren Leerlaufspannung zur
0 1

priméren. Mit diesem Verhiltnis ist der Belastungsstrom $, zu
multiplizieren, um die Anderung des primiiren Stromes zu erhalten.

Die Leistung berechnet sich als reeller Teil des Produktes aus
dem Vektor der Spannung %, und dem konjugiert komplexen
Vektor des Stromes (s. S. 34 Gl. 48).

Ny= [5131 Slfo]r

ist die Leistung vor der Belastungséinderung.
Die Leistungsinderung ist, wenn G die zu €, konjugierte
Zahl ist,

3t
NI—NOZ[‘BIESL_J :
0 —r
Nun ist B, =%,,€, daher auch

[ €
N,—N,— L“B‘-"’Szk(@%ﬂ/ ... .(303)
Es ist
R . ¢ .
@Ozooeﬂ'o, @0k=006 Jvo, E;OE =— ¢l 270,
Ist y,=0, d. h. O, reell, so wird der Faktor 1, dann ist der

reelle Teil des Vektorproduktes [P,,3,%], die primére Leistungs-
gnderung. Sonst ist

g—o=cos2yo+jsin 29,-
ok

Man erhilt dann die Leistungséinderung als Summe des mit cos 2y,
multiplizierten reellen Teiles des Vektorproduktes [, ,3,%] und des
mit sin 2y, multiplizierten imagindren Teiles.

N, —Ny=[P03,"], cos 2 7, — [532032"]; sin 2 y,,.

78. Wirkungsgrad.

Der Wirkungsgrad # einer Anlage ist das Verhéltnis der Ab-
gabe an den sekundiren Klemmen zur Aufnahme an den priméren
Klemmen

n_lzg_P.ngcoqug
N, PJ cose,’
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Um die Leistungen aus den Konstanten der Leerlauf- und der Kurz-
schluBmessung zu berechnen, beziehen wir alle Grofen auf den Be-
lastungsstrom J,, dem wir die Phase O geben, und auf die Be-
lastungsimpedanz z,. Es wird dann:

By =1J 2, 773, N,=J,z,cos¢,.
In Gl 287 und 288 wird dann:

B __C J, 2, 97(‘P2+70)+0 J, 2 ef(wk-i-yk
! } (304)
,\51——— Cnge“'k -i» COJE 2y y0e7(¢2+¢o+70)

Der reelle Teil des Produktes aus %, und dem zu §, konjugierten

Vektor ergibt:

N,=J,*[2,C,, C;,{cos (p, +yo—7:) 2, Y €08 (9, + po— P +ro— 7}
—+2,% Cyyy cos @+ C,2 z, cos o, | =J,2 N,

N, J,%z,cosp, 2,c089,

N, JN =~ N
Der Wirkungsgrad ist von 2z, und ¢, abhingig. Um das Maxi-

mum zu erhalten, bilde man:

dn—O und 7

dz, PP

Die erste Bedingung fiir veridnderliches z, und konstanten Phasen-

winkel ergibt:
_G% ‘/z (008 Py ’i‘/’l ... .(305)
Yocos g,  Co ¥V g,

worin r, =z, cos ¢, und g,=y,cos ¢, gesetzt ist.
Diese Bedingung konnen wir wie folgt deuten. Es ist:

P
z-z::jz’ P,Cy=P,, J,C,=J,,,
durch Einsetzen in Gl. 305 und Quadrieren wird:

.Pizog():Jfk’rk- F Y (306)

Links stehen die Leerlaufverluste, wenn an den sekundiren
offenen Klemmen die Spannung P, besteht, rechts die KurzschluB-
verluste, wenn iiber die sekunddren kurzgeschlossenen Klemmen der
Strom J, flieBt. Die Gleichheit dieser Verluste bestimmt das Ver-
hiltnis von P, zu J,, bei dem der Wirkungsgrad ein Maximum ist.

Die zweite Differentiation fiir konstantes z, und verdnderlichen
Phasenwinkel ¢, ergibt nach Einsetzung des Wertes fiir 2z, aus
Gl. 305 wobei die kleine Winkeldifferenz (y,— y,) vernachléssigt wurde

Yo Sin @2, C)° —z,sin @, C,?). (307)

. 1
z‘.’Sln(p‘.’.—_.ZC 0 (
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Setzt man hierin wieder

P
2:;]2" p,Cy=P,, J,C.,=J
2
2, =P, und PoYo="1-

2, 1%°

so wird
Py singy =3 (PgJ gsing, — P, J,, sing,) . (307a)

Diese Gleichung sagt: Die Blindleistung, die sich aus Leerlauf-
spannung und Kurzschlulstrom fiir die betreffende Phasenver-
schiebung ¢, ergibt, ist die halbe Differenz der Blindleistungen bei
Leerlauf und bei KurzschluB. Hierbei ist ¢, im allgemeinen positiv,
d. h. P,, eilt meist gegen J,, vor. Der Phasenwinkel ¢, von y, ist
bei Leitungen mit Ladestrémen positiv, J,, eilt gegen P, vor, bei
Maschinen und Transformatoren meist negativ.

Ist @, positiv. und der Klammerausdruck ebenfalls positiv, so
ist @, positiv, P, soll gegen J, voreilen, die Belastung soll induktiv
sein, dies ist bei Kabeln der Fall. Ist hingegen ¢, auch negativ,
so wird ¢, negativ, fiir den besten Wirkungsgrad miiite die Be-
lastung kapazitiv sein.

Setzen wir in Gl. 307:

Yo SIn @y == by, 2, Sin @, =1,
und die Werte aus Gl. 305 ein, so wird
b, 1, — 9o %y
2Vg,,
Mit den Ausdriicken (305) und (307) wird nun der grofite Wirkungs-
grad:

sin p, = . (308)

1
Nmaz == — —
Co O (1 +1y,90+ 1, by + 2 cos ¢, Vr, g,)
Fiir einen symmetrischen Stromkreis ist €,=C,; dann

wird allgemein das Verhéltnis der priméren Spannung zum primiren
Strom nach Gl. 304

. (309)

B,z ez el
81 1 +yn e.‘i‘l’oz?e?"?’:'
Multipliziert man Zihler und Nenner mit z,e—77: und setzt die

Werte fiir z, und ¢, fiir den maximalen Wirkungsgrad nach Gl. 305
und 307 ein, so ergibt sich leicht:

?EJ =z, e IT:,

R
In einem symmetrischen Stromkreis stehen also Strom und Spannung
bei dem groBten Wirkungsgrade primidr und sekundidr im gleichen
Verhéltnis, nur hat die primire Phasenverschiebung entgegengesetztes
Vorzeichen als die sekundire.
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Beispiel Eine Dreiphasen-H ochspannungsleitung fiir 110000 Volt
120 qmm fiir 50 Per./sek mit den Konstanten fiir eine Phase

R=0,15 Ohm/km, L=13mH/km, C=0,009 uF km,

A=0,3-10—6 Siemens/km.

In nachstehender Tabelle sind fiir eine sekundére Linienspannung
von 110000 Volt und fiir Langen [ von 100 bis 500 km die Schein-
widerstidnde z,, die Phasenstrome J,, der Leistungsfaktor cos ¢,, die
Leistung N, fiir den groBten moglichen Wirkungsgrad berechnet.

U 100 200 300 400 500 | km
Zy .o ... 700 694 673 647 626 | Ohm
AN 91 91,6 94,5 98,4 101,6 | Amp.
cosg, . . .. | 0998 | 0991 0,98 0,968 | 0,951

N, . .... 17250 | 17280 | 17640 | 18100 | 18360 | kW
Tmag * - - 95,8 91,9 88,0 84,9 82,7 | 9
Jo - .. .| 180 36,0 53.3 70,2 85.6 | Amp.

Hieraus ist ersichtlich, daB der beste Wirkungsgrad bei einer
sehr niederen Strombelastung eintritt (<1 Amp./mm?). Die mit
hochstem Wirkungsgrad iibertragbare Leistung ist fast unabhingig
von der Leitungslinge. Freilich ist zu beriicksichtigen, daf das
Maximum flach verlduft. Der beste Wirkungsgrad selbst nimmt mit
steigender Lénge ziemlich schnell ab. Die Erklarung dafiir gibt
der in der letzten Zeile stehende Leerlaufstrom J,,, der bei 500 km
Leitungslinge schon fast ebenso grofl ist wie der Belastungsstrom.
Bei Verwendung einer Doppelleitung wiirden der Belastungsstrom und
auch der Ladestrom nahezu verdoppelt, der Wirkungsgrad wiirde nur
unwesentlich verdndert.

79. Das Arbeitsdiagramm.

Das Arbeitsdiagramm stellt bei konstanter primérer Spannung P,
die primidren und sekundiren Stréme, die sekundére Spannung, die
Leistungsaufnahme und -abgabe dar, wenn die Belastung sich bei
konstanter Phasenverschiebung ¢, dndert.

Auf 8. 232, Gl. 302 war gezeigt, dal

(o3
SlziBlt)oJr%. ... . (302)
(1]

ist; der primédre Strom J, setzt sich zusammen aus dem Leerlauf-

c,
Trigt man in Fig. 181 J,=OP, um ¢, gegen P, verzogert auf,

strom J, =P, y, und dem dem sekundiren Strom proportionalen

und ist P, P ein beliebiger Wert von J so ist OP der Primir-

2
~
Cy
strom J, .
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Nun wird aus GL 287 8. 226 durch beiderseitige Division
mit € €, 3,:
B %%
@o Ctn St G
Nach 8. 226 bilden P, €,=P,, und J, €, 3 =P,, den kon-
stanten Winkel

. (287b)

t=@,— @yt ¥ — >
daher bilden die ihnen proportionalen Stréme

L und S
€yt €,
in Gl 287b ebenfalls diesen

Winkel.
Tragt man in Fig. 181 an
P P = '—(I;— unter Winkel « die
0
Strecke
P

PP, =-
C. z,‘

an, so ist die Summe nach
Gl. (287b) konstant

\ / p,P,— 11

\ /.-’f Co Ok o
e Die Strecken OP, und

— P, P,, und daher ihre Summe,
Fig. 181. sind konstante Stréme, es ist
B, B, (
OP,—OP,+ P,P,— )
k o+ Po by $1no+@0@k6k 5 B o+@:@
und da nach Gl 294:

noﬁk‘*‘@ @ =1’
erd OPk:%z'\c}k
k

der KurzschluBistrom bei der Spannung P,, er ist gegen P, um ¢,
verzogert.
Die Vektoren von den drei festen Punkten O, P, und P, nach
' P
dem Punkt P stellen also OP=J,, P(,Pzg1 und Pszbr—;—
0 kK
dar. Da P,P und PP, die konstante Summe P P, haben und den
konstanten Winkel « bilden, bewegt sich der Punkt P bei ver-
andarlicher Belastung auf dem Kreis iiber P,P, als Sehne, mit dem
Zentriwinkel Py M P,==2¢. Jedem Punkt P des Kreises entspricht
ein anderer Belastungszustand.
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Konstruktion des Kreises.

Hat man durch Leerlauf- und Kurzschlumessung J,, ¢4, J,, @,
ermittelt, so trigt man J, = OP, unter ¢, und J,= OP, unter ¢,
gegen P, auf. Der Mittelpunkt M des Kreises liegt zunichst auf
der Mittelsenkrechten DM auf P, P,. Als zweiten Ort kann man den
Radius P, M wiahlen, der mit der Sehne P P, den Winkel 900 —«
bildet. Nach S. 227 ist

L OP Py=y,+ 7
P,P, bildet daher mit der Richtung von P;, d. h. der Vertikalen
in Fig. 181, den Winkel ¢, — (y,+ 7,) oder mit der Horizontalen
KPPy S=90°— g, + 7o+ 7
Daher bildet der Radius P, M mit der Horizontalen den Winkel
p=MP,8=P P, M—PPS
=90 —a—[90° — g, 47, + 7] =P — (o +7:) —
Da
=@ — @+ Yo— 7
ist, wird
B=q,—2v . . . . . . . .(310)
Fiir einen symmetrischen Stromkreis ist y,—y,, daher
2ro="70 T 7 =0PP,,
B=@s—(ro+7) =9, —OPP,.
Bei induktionsfreier Belastung, ¢,=0, wird
p=—2y,.
P,M liegt dann oberhalb PS8 und fiir den symmetrischen Strom-
kreis wird

p=——OP,P,.

Darstellung der Leistungen im Diagramm.

Zugefiihrte Leistung. Der Vektor OP —J, bildet mit der
Richtung der Klemmenspannung P, den primiren Phasenverschie-
bungswinkel ¢,. Die Ordinate PN =.J, cos ¢, (Fig. 182) ist daher
bei konstanter Spannung P, proportional der zugefiihrten Leistung
N, =P J cosp,. Der Abstand eines Kreispunktes von der Ab-
szissenachse ist also ein MaB fir die primar zugefithrte Leistung.
Fiir alle Kreispunkte, die unterhalb der Abszissenachse liegen, ist
sie negativ, sie ist eine abgegebene Leistung, entsprechend einem
generatorischen Betriebszustand.

Sekundir abgegebene Leistung. In dem Dreieck P PP, war

J, P,
POP—CO- und PP, Y= z;
-daher ist der Inha,lt des Dreiecks

-P P.PP, sma_~J P, -
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proportional der Leistung N,=P,J,cosp, an den sekundiren
Klemmen. Da die Grundlinie des Dreiecks P P, =

die Hohe

P, L.
e t
C,C.2, 156, 18

J,P,sine N, sine

HEA i e

Ein Lot PL von P auf den Radius P;M bildet mit P,P, den
Winkel P)BL=PBH=¢. Daher ist

p—tH___ N,
~ sine P cosg,

Der Abstand eines Kreispunktes von der Geraden PP, ist pro-
portional der sekundéren Leistung.

)

Fig. 182.

Wirkungsgrad. Da der Radius PjM mit der Abszissenachse
den Winkel (@, — 2y,) bildet, ist auch der Winkel zwischen PL
und PN: SCTLPN =(p, —2y,).

Es war
PN = JL und PB=— N, R
P, P, cos ¢,
daher
PQ=- PN N,

cos((p2 - 27;))_1)1 cOos8 (‘Pe - 270)’
Pﬁzl&cos ((pg———2y0)= cos (@, — 27,)
PQ N,  cosg, cosp,




80. Beispiele. 239

Das Verhaltnis der sekundidren Leistung N, zur priméren
Leistung N, ist der Wirkungsgrad . Er wird, abgesehen von dem
Faktor %2—7&) , durch das Verhdltnis PB:P@ dargestellt.
Da y, ein kleiner Winkel ist, ist der Faktor sehr nahe gleich 1.

Bequemer 148t sich der Wirkungsgrad noch in folgender Weise
ablesen. Man verlingert P P, iiber P, und zieht durch ihren
Schnitt § mit der Abszissenachse eine Parallele VV zu PL, also
senkrecht zum Radius P M. Eine Parallele WV zur Abszissenachse
bringt man mit der Verlingerung des Strahles P.§ zum Schnitt in 4,
dann ist

AAVS ~ A48QP,. AWVS ~A48QB,
daher
AV :V8=8Q:PQ,
WV:VS==8Q: BQ,
durch Division wird
AV BQ
WV~ PQ
und
WA WV —-AV PQ—BQ PB N,cos(p,—2y,)

WVT WV T PQ T PQT N, oos,

Der Strahl PA schneidet von der konstanten Strecke W7V ein
Stiick WA ab, das, abgesehen von dem Korrektionsfaktor, die se-
kundire Leistung in demselben MafBstab darstellt, in dem WV die
primére Leistung darstellt. AV ist in dem gleichen Maflstab der
Verlust, als Differenz der priméren und sekundiren Leistungen. Der
Abstand eines Punktes 4 und daher auch eines Kreispunktes P von
der Geraden VV, die senkrecht auf dem Radius steht, ist somit
‘dem Verlust proportional.

80. Beispiele.
1. Das Arbeitsdiagramm des Mehrphasen-Induktionsmotors.

In Kap. X S.176 wurde gezeigt, daBl das Verhalten des In-
duktionsmotors beziiglich Stromaufnahme und Leistung gleich ist
dem eines induktionsfrei belasteten Transformators.

Von der auf die sekundidre Wicklung, den Laufer, iibertragenen
Leistung, die mit N, bezeichnet wurde, ist ein Teil, entsprechend
der ,Schliipfung“ s des Liufers gegen das Drehfeld der Strom-
wirmeverlust in der Wicklung. Dieser ist bezogen auf eine Stator-
phase

J,2R,=sN,
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und die pro Phase auf den Laufer iibertragene Leistung

R
N,=J2 =2

Die Differenz ist die mechanische Leistung
Wy rem (1),

so daB der Transformator, durch den der Induktionsmotor ersetzt
wird, an den sekundiren Klemmen die Spannung

1
P,] ';'tj2 'R‘.’. <;'—1>

1
und den Belastungswiderstand R, <.;—1) besitzt (s. das Ersatz-

schema Fig. 140 S. 176.

Das Arbeitsdiagramm ist durch den Leerlaufstrom, den Kurz-
schluBstrom und den Phasenverschiebungswinkel ¢, der Belastung be-
stimmt. Da die mechanische Belastung des Motors einer induktions-
freien elektrischen Belastung &quivalent ist, ist ¢,==0.

Den KurzschluBzustand erhélt man, wenn der Belastungs-

widerstand
1
R(1—1)—o
2\s

ist, d. h. wenn s=1 ist, also bei stillstehendem L&ufer.

-/

Fig. 183.

Bei Leerlauf ist der Belastungswiderstand unendlich gro8, ihm
entspricht s=0, d. h. der ,synchron“ mit dem Drehfeld rotierende
Liaufer. Da hierbei kein Strom im Léaufer entsteht, ist das Dreh-
moment Null. Die synchrone Geschwindigkeit ist die, der ein voll-
stindig entlasteter Motor zustrebt. Wird er belastet, so schliipft er
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um einen bestimmten Betrag, bei dem ein solcher Strom entsteht,
dafl das Drehmoment, das er mit dem Drehfeld bildet, dem Belastungs-
moment das Gleichgewicht hilt.

Trégt man den Leerlaufstrom J, und den KurzschluBstrom J,,
die durch Messung ermittelt seien, in das Diagramm Fig. 183 ein,
so liegt der Mittelpunkt M des Kreises zunichst auf der Mittel-
senkrechten auf P P,. Als zweiten Ort konnte man den Winkel f
wie in Fig. 181 antragen. Eine andere Konstruktion ist folgende.
Wie an Fig. 181 gezeigt wurde, ist der Zentriwinkel

P,MP, =2,
worin allgemein
=@, — P+ 77

ist. Der Induktionsmotor ist meist ein symmetrischer Stromkreis,
d. h. es ist y,=1y,, und da @, =0 ist, wird

“e=gp,.
Man trégt also an P, P, den
X PPy M=90°—a¢=90°— ¢,

an.

Das Arbeitsgebiet des Motors von ,synchroner“ Geschwindig-
keit bis zum Stillstand ist der obere Bogen P,PP, des Kreises.
Man entnimmt dem Diagramm die priméren Strome J, = OP und
deren Phasenverschiebungswinkel ¢,, die primir zugefiihrte Leistung
ist der Abstand der Punkte P von der Abszissenachse, die sekun-
dire (die mechanische) Leistung ist der Abstand der Kreispunkte
von der Leistungslinie P P,, und das Verhiltnis von abgegebener
zu zugefiihrter Leistung, den Wirkungsgrad #, zeigt die nach den
auf S. 239 fir Fig. 182 gegebenen Regeln eingetragene Wirkungs-
gradlinie W—1V.

Bei dem Motor interessiert noch die Darstellung des Dreh-
momentes und der Geschwindigkeit, die wir wie folgt im Diagramm
ermitteln.

Das Drehmoment ist proportional der auf den Laufer iiber-
tragenen Leistung

R,
Nu:JQ‘zm?"
s
Da
: J, . o P‘, __ J,R, (1 )
P,P== E’; und hier PPk—Ckzk— 0.2 \s 1
ist, wird fir Cy=0C,
PP, R‘,<1 )
Sk =2 1), .. . . .. (311
PP 2z \s (311)

Fraenckel, Wechselstrome, 2. Aufl, 16
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Nehmen wir an, der Laufer werde mit unendlich groBer Ge-
schwindigkeit angetrieben (s = o), so muB auch diesem ideellen
Zustand ein Kreispunkt entsprechen. Hierbei sind N, und das Dreh-
moment Null, weil bei unendlich groBer Lauferfrequenz J, genau
um 90° gegen die EMK verzogert ist. Fiir s —co ist die Leistung
N, gleich —J,>R,, das negative Vorzeichen bedeutet, daB der
Stromwérmeverlust dem Laufer mechanisch zugefiihrt wird.

Sei P_ der Kreispunkt, der diesem Zustand entspricht, so ist
fir ihn nach GI. 311

PmPkk__PkPm ___‘R'Z

—‘POPw—POPw—zk S (312)
und durch Division beider Gleichungen folgt
PP, PP <1 >
. Ssr={(=——1). . . . . . (31
P,P PP s (313)

P_ kann nicht experimentell aufgenommen werden. Gl. 312
gibt aber einen Anhalt fiir seine Konstruktion. Die Ordinate des
KurzschluBpunktes P, ist

PkQ_=0Pkcos<pk:0Pk-€l‘,

k
ein MaB} fiir den KurzschluBwiderstand R,, wenn OP, die Kurz-
schluBimpedanz z, darstellt. Diese GroBen werden bei KurzschluB
gemessen. Ebenso kann der Liuferwiderstand R, gemessen oder
berechnet werden. Trigt man ihn gleich P, R auf P, Q ab, so ist

PR _E,
opP, =z,

~ Dieses Verhiltnis soll nach Gl 312 zwischen P, P_ und P,P_
bestehen, und da P P_P,—«, OP,Q=¢,, und, wie gezeigt, hier
« = ¢, ist, macht man
' AP, P, P, ~ AOP,R,
indem man

X P,P,P, — X P,OR

antrigt und findet P_.

Aus GI. 313 findet man nun das Drehmoment und die Schliipfung
wie folgt. Fillt man von P ein Lot auf den Radius PyM, so bildet
dieses mit der Geraden P, P, den Winkel P\ NL —«.

Nun ist

AP\ NL~A4P,P_P, wud 4P, NP~ AP PP,
daher
PP, PN
pp —NL M

k™ o

PE, __ PN
PP PN’
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und hiermit wird nach Gl. 313

)
NL \s /-

Nun ist der Abstand PN des Kreispunktes P von der Geraden
P, P, ein MaB fiir die abgegebene Leistung J,?R, <1;~— 1) , daher
iss NL im gleichen MaBstab der Stromwirmeverlust J,? R, und PL
als Summe von beiden Jg"’—lji die auf den Lédufer ibertragene

Leistung und das Drehmoment. Der Abstand eines Kreispunktes
von der Geraden P P_ ist ein MaB fiir das Drehmoment, die
Gerade P,P_ heiit die Drehmomentlinie. Ihre Schnittpunkte mit
dem Kreis bestimmen die Zustinde, bei denen das Drehmoment
Null ist, nédmlich bei Leerlauf (Synchronismus) und bei unendlicher
Geschwindigkeit.

Es verhidlt sich

NL:PN:PL=s:(1—s):1.
Bequemer ist folgende Darstellung: Zieht man eine Parallele
TU zu P,P_ zwischen der Kreistangente P,7 und der Geraden

P,P,, und ist B der Schnitt des Vektors P,P mit dieser Geraden
TU, so folgt aus den dhnlichen Dreiecken

P, TB~ PLP, und P,TU~P,LN
TB:TU=-=NL:PL=s:1.

Der Abschnitt 7B ist also proportional der Schliipfung s und
der Abschnitt BU der Geschwindigkeit (1 —s).

Das grofte Drehmoment ergibt sich in D auf dem Lot M D
auf der Drehmomentlinie. Punkt D teilt das Arbeitsgebiet des
Motors in zwei Teile. Von P, bis D entspricht einer vergroBerten
Schliipfung eine Zunahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb
stabil, von D bis P, entspricht einer Zunahme der Schiipfung eine
Abnahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb unstabil. D ist

die Stabilitidtsgrenze.
Ebenso wie man die mechanische Belastung des Motors durch

eine gedachte elektrische ersetzt, kann man sie auch durch eine
wirkliche elektrische ersetzen, ohne da8 sich an der Stromaufnahme
und dem Drehmoment etwas indert. Hierzu schaltet man einen

: 1
Vorschaltwiderstand in den Rotor. Ist er R, (;—1), so hat der

Motor bei Stillstand dasselbe Drehmoment und denselben Strom, wie
beim Lauf bei der Schliipfung s, ohne Vorschaltwiderstand. Durch
Abstufung der Widerstinde kann man dem Motor alle Anlaufdreh-
momente geben, die er beim Lauf vom Stillstand bis Synchronismus

entwickelt.
16*
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In Fig. 184 sind die aus dem Diagramm ermittelten Werte des
Stromes J, des Leistungsfaktors cos ¢, des Wirkungsgrades » und
der Schliipfung als Funktion der Belastung N, bis zur maximalen
10 = Leistung aufgetragen. Der Strom
T (A8 ¥ P [ | | ist in Prozenten des KurzschluB-

| stromes dargestellt.
[ | Analog koénnte man die
Kurven fiir das unstabile Gebiet
und ferner fiir die Arbeitsweise
als Generator auftragen, der der
Kreisbogen unterhalb der Ab-
prd szissenachse entspricht.
1A Das Kreisdiagramm des
Induktionsmotors wurde zuerst
——%i von Heyland (ETZ 1894) in

7 [

//casp
1

AN
LN /J’

]
| TNL TN
N\

\

.._'-s-——""' |

= =Mz vereinfachter Form, das hier

62 g% g6 9 7 . .
abgeleitete exakte Diagramm
Fig. 184, von Ossanna (Zeitschrift fiir

Elektrotechnik 1899) angegeben.

2. Der Resonanztransformator?).

Ein Resonanztransformator ist ein Transformator, an dessen
sekundire Wicklung Kondensatoren angeschlossen sind. Er wird in
der Funkentelegraphie. zur Transformierung von Wechselstromen in
solche von hoher Spannung verwendet.

Die Kondensatoren sind an einen Schwingungskreis angeschlossen,
der eine Funkenstrecke enthilt; sobald die Kondensatorspannung
die Funkenstrecke iiberschliagt, entladet sich der Kondensator in den
Schwingungskreis mit einer Frequenz, die von den Konstanten des
Kreises abhiingt. Beim Uberschlagen der Funkenstrecke ist der
Kondensator fast kurzgeschlossen, und die sekundire Klemmen-
spannung des Transformators geht auf einen kleinen Wert zuriick.
Sobald der Funke erlischt, steigt sie wieder auf den fritheren Wert,
die Resonanzspannung. Diese kann durch passende Wahl der Ver-
hiltnisse ein Vielfaches der Leerlaufspannung des Transformators
sein, und es wird durch die besondere Art der Erzeugung dieser
hohen Spannung bezweckt, daB beim Uberschlag des Funkens die
Lichtbogenbildung an der Funkenstrecke vermieden wird.

An Hand des Diagramms seien die Strom- und Spannungs-
verhéltnisse des Transformators erdrtert, wenn die sekundir an-
geschlossene Kapazitidt alle moglichen Werte von 0 bis co annimmt.

1) s.Seibt, ETZ 1904, S.276; Benischke, ETZ 1907,S.25; Béthenod,
Jahrb. f. drahtl. Telegraphie u. Telephonie 1907, S. 534.
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Leerlaufstrom und Kurzschluflstrom sind gegeben, C sei die
variable Kapazitdt, dann ist an den sekundidren Klemmen

2
= d , = — 0,
P, g wd @ 90

Fiur Kapazitit wird im Diagramm
7T
K== P T2~ 1= T 5 T2 = r

Da wir den Transformator als symmetrischen Stromkreis be-
trachten konnen, ist y, = y,

JT
“=‘pk+§
und {PkPOM=;1—¢x=——<;ok, s. Fig. 185. Das negative Vor-

zeichen sagt, da dieser Winkel von P, P, nach oben aufzutragen
ist. Da

_ Bk J _
_P.Pk—Cké;——‘wCOkzk und POP_—_C;
ist, wird fiir C;=C,
1
PP :PP=—_:2

w0 F

Noch einfacher stellt
sich die Kapazitdt C dar,
wenn man durch P, die
Gerade P,C senkrecht zum
Radius P, M zieht. Die
Gerade PP, schneidet auf
P,C eine Strecke Py B ab,
fir die infolge der Ahn-
lichkeit der  Dreiecke
P,PP, und BP,P, gilt
P,B:P,P,—PP:P.P

1 1
oo wC: z~k .
P,B ist also w C im glei-
chem Maflstab, in dem

=2z

PP, den Leitwert ;1— dar-
stellt. *
Waichst ¢ von Null
anfangend, so nimmt der primére Strom erst ab und ist am
kleinsten, wenn er in die Richtung OM fillt; er wichst dann,
kommt in Phasengleichheit mit der Klemmenspannung und dann
in Voreilung. Die sekundire Spannung PP, wichst mit steigender
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Kapazititsbelastung von der Leerlaufspannung P, P, anfangend und
erreicht ihren groBten Wert in P, wenn P, P, der Kreisdurchmesser
ist. Hier besteht Resonanz. Die Leerlaufspannung ist

P%:-gi, und Pml)kzcr%?i
0 Pr.
—_— 'P20
P2'max_ cos (pk'

Je kleiner cos,, um so groBer wird das Verhiltnis der maxi-
malen Spannung zur Leerlaufspannung; hierzu miissen die Wider-
stinde des Transformators moglichst klein sein. Fiir den widerstands-
freien Transformator wire die Erhohung der Spannung wie beim
einfachen Resonanzstromkreis unendlich groB. Fir P,, ist

PP 1
P P smtpk

daher die Kapazitdt fir die groBte Spannung

sin @,
(Pymaz) — w?, ’

sie wird um so kleiner, je gréBer der Scheinwiderstand bei Kurz-
schluf ist. Da die Widerstinde moglichst klein sein sollen, muB
die Streuung grof sein.

Der sekundire Strom bei Resonanz P P, ist wesentlich groBer
als der bei KurzschluB PyP,; es ist

i : Sox
w [ | | J2 (Pomaz) ~ tg @, )

30-1-%; B = G I Durch di.e groBe Streuung
’ || und den kleinen Kurzschluf3-
T 1 /T | strom wird erreicht, daB bei iiber-
30— vd 1T NC | || brickter Funkenstrecke kein
I R S —| starker Strom aus dem Trans-

. T ) | | T™~.] formator nachflieBen kann.
| Der grofite Sekundirstrom
_I |, 223 ergibt sich, wenn P auf dem
gz 0% g6 qa 70 12 7% 16 16 zoDurchmesser durch P, liegt;
Fig. 186. die groBite Ladeenergle des
Kondensators, die proportional
dem Produkt J,P,, also der Hohe des Dreiecks P,PP, ist, wenn

P senkrecht iiber der Mitte von P, P, liegt. Hierbei ist —laz 2.
)

In Fig. 186 ist das Verhiltnis der sekundiren Spannung P, zur

1z, aufgetragen.

Leerlaufspannung P,, als Funktion von w_l(J
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81. Vektorgleichung und geometrischer Ort.

Als geometrische Orter fiir Strome und Spannungen bei Ver-
danderung der Bedingungen des Stromkreises hatten wir in den einfachen
Beispielen (s. S. 34, 325) Gerade und Kreise gefunden. Bei komplizier-
teren Schaltungen, wie sie z. B. durch Maschinen dargestellt werden, er-
hilt man auch Ortskurven hoherer Ordnung. Ohne auf die Theorie
der Maschinen hier einzugehen, soll gezeigt werden, wie aus den
Gleichungen eines Systems auf die Ortskurve geschlossen werden
kann?).

Fir konstante Koeffizienten L, M, R usf. sind die Grund-
gleichungen eines Problems, die aus den beiden Kirchhoffschen
Regeln hervorgehen, stets lineare algebraische Bedingungsgleichungen
zwischen den durch' Zeitvektoren dargestellten WechselstromgrofBen.
Jeder Vektor eines Stromes, einer Spannung usf., der kurz mit 8
bezeichnet sei, 1iBt sich daher darstellen durch einen als konstant
zu betrachtenden Ausgangsvektor 11 und einen Proportionalititsfaktor
®, der im allgemeinen eine komplexe Zahl ist.

L=1U-8

Andert sich nun irgendeine GroBe der Bedingungsgleichungen, indem
man einen sie messenden Parameter v verschiedene Werte durchlaufen
1aBt, so erscheint der komplexe Faktor & als Funktion des Parameters
und der Vektor 8 wird in der geometrischen Darstellung irgend-
eine Kurve beschreiben. Ist, wie unter der gemachten Voraussetzung
zutrifft, die zu messende GréBe eine rationale Funktion des Para-
meters, so wird auch der gesuchte Vektor ¥ eine rationale, im all-
gemeinen gebrochene Funktion des Parameters sein. Sind daher
A, B, € usf. konstante, komplexe Zahlen, v ein beliebiger reeller
Parameter, so fiihrt die Gleichung des Systems stets auf die all-
gemeine Form
SB=u.@=2[-|—SB'v—l—(?S'v"—{—...—!—SJJ?'v"‘

DH+Co4For ...+ N

Diese Gleichung stellt je nach den Potenzen von o eine
Kurve bestimmter Ordnung dar. Jede Zahl %A, B, €,... im Zihler
und Nenner hat einen rellen und einen imaginéren Teil, die graphisch
durch die Koordinaten eines Vektors vom Anfangspunkt dargestellt
werden. Setzt man abgekiirzt die Zahler und Nennersummen g (v™)
und  (v"), so kénnen P und £ in den reellen und den imaginiren Teil
zerlegt werden und es wird

. (314)

o B FiPE)
@, ) +70."

1) 8. 0. Bloch, die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik,
Ziirich 1917 und W. Michael, Diss., Ziirich 1919.
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Macht man den Nenner reell, so erhilt man

~ROALQILIRO =By,
Q,> 0*") 4 @, (+**) ¢(>+7 P )

@ und Y stellen Abszisse und Ordinate der Ortskurve des Vektors $
dar, und sind rationale gebrochene Funktionen von v.

Der Grad der Funktionen bestimmt die Ordnung der Kurve,
sie ist (m - n) wenn m >n ist, und 2 n, wenn m <= ist.

Sonderfall. Es sei der Nenner in (314) reeoll, wobei entweder
die D, G, F, ... reell sind oder gleiches Argument ¢ haben. Im
letzten Fall kann man sie durch ihre Betriige D, E, F, ... ersetzen
und den gemeinsamen Faktor e/® fortlassen, entsprechend einer
Drehung der Kurve um ¢, wobei ihr Charakter sich nicht &ndert.

Die Form mit reellem Nenner

A+Bv+ CoP-... Mo a15
D+Ev}+Fo*+... N =~ "~ (815)
ist nun vom Grade m oder m, je nachdem m>n oder m < n ist.
Da man den Nenner stets reell machen und Gl 314 in die
Form 315 iiberfilhren kann, so gilt allgemein: erscheint der Nenner
in reeller Form, so gibt die groBere der Zahlen m und » die Ordnung
der Kurve an. Nun kann, wenn m <= ist, die Gl 315 stets so
umgeformt werden, daB m>n ist. Ist m <m, so heifit dies, daB
fir y=—o00, B=—20 ist, die Kurve durch den Ursprung geht. Ver-
schiebt man die Kurve um eine konstante Strecke -7, was einer
Addition eines konstanten Vektors ¥ zu ¥ entspricht, und bringt
die Summe B |- T auf gleichen Nenner, so wird der Zahler mindestens
vom Grad des Nenners. Hiermit kann man sagen: Eine Form mten
Grades mit reellem Nenner stellt eine Ortskurve mter Ordnung dar.
Als Ortskurve erster Ordnung erscheint die Gerade. Stellt
B einen Vektor dar, so sind Bv, wenn v alle Werte von 0 bis oo
durchliuft, mit B gleichgerichtete Vektoren. Ihre Endpunkte liegen
auf einer Geraden durch den Ursprung, deren Gleichung ist

B=Bv.. . . . ... .. (316)

Addiert man zu den Vektoren der Geraden einen konstanten Vektor
9, der eine andere Richtung hat als B, so ergeben sich neue Vek-
toren, deren Endpunkte eine zur ersten parallele Gerade beschreiben,
die nicht durch den Ursprung geht.

B=UA+Bv . ... ... (317

ist die Gleichung der Geraden allgemeiner Lage.

Haben 9 und B gleiche Richtung, so ist ihr Verhiltnis reell,
es gibt somit einen Wert v, fiir den die Betriige 4 - B v, =0 ergeben.
Die Form 8 = B (v — v,) zeigt, daB diese Gerade eine andere Punkt-
verteilung hat, aber auch -durch den Nullpunkt geht.

?B_—_—
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Durch Inversion der Geraden allgemeiner Lage (317) erhélt man
den Kreis durch den Ursprung. Seine Gleichung ist der rezi-
proke Ausdruck von (317)

B

. 1
T A+Bw
Diese Gleichung ist nach fritherem zweiter Ordnung, wenn der
Nenner komplex ist. Fiir reellen Nenner ist sie erster Ordnung, somit
wieder eine Gerade als Inverse der Geraden =% (v—u,), sie hat
dann reziproke Parameterdarstellung.
Verschiebt man den Kreis durch den Ursprung um einen konstanten
Vektor @, so erhidlt man die Gleichung des Kreises in allge-
meiner Lage

(318)

. 1 DHCv
B=Ctarge utve

worin D = (14 AC), E—=B € gesetzt ist.

Beispiel. Setzt man in die Hauptgleichungen 287 und 288
Seite 226 den Belastungswiderstand 3, proportional dem Parameter v
und daher P,=2S, 3,v, so wird durch Division der Gleichungen

3, =P G+ Cohosav DA Cv

T G g+ Coger A B’
dies ist die Form der Gl 319. Hieraus folgt, daf}, wie auch bei Ab-
leitung des Arbeitsdiagramms bemerkt wurde, sich ein Kreis ergibt,
wenn die Belastung 3, konstanten Phasenwinkel hat.

Die Form 319 zeigt, daB bei der Inversion die Kurve ihren
Charakter nicht @ndert, die inverse Kurve ist wieder ein Kreis all-
gemeiner Lage.

Die Form zweiten Grades

BL=UA} Bv| Co* .
ergibt, wenn U, B, € verschiedene Richtung
haben, wie Fig. 187 zeigt, eine Parabel.
¥ =UA-} Cv? stellt eine Gerade dar mit qua-
dratischer Punktverteilung. Setzt man v?=u,
so ist die Gleichung in # linear. Man hat also
je nach der Potenz der Punktverteilung Kurven
erster und zweiter Ordnung mit linearer, qua-
dratischer usf. Punktverteilung zu unterscheiden.
Haben in (320) ¥ und € gleiche Richtung, so
gibt es auBler v=0 einen Wert v,, fir den
By,4 Cv?=0 wird, d. h. B=—Cv,. Dann
geht (320) iiber in A € (v —wvy,), d.i eine
Gerade in Richtung von € mit quadratischer
Punktverteilung, bei der aber jedem Punkt zwei Werte von v ent-
sprechen.

. (319)
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Die Gleichung zweiter Ordnung mit reellem Nenner
B—=g———=— . . . . . . .(321)

geht durch den Ursprung fir v =o00. Fiir $=c0 erhdlt man zwei
Werte des Parameters v, indem man den Nenner gleich Null setzt.

Diese Werte ' v sind, je nachdem VD*— 4CE %0 ist, reell und

1,2
verschieden, reell und gleich, oder konjugiert komplex.

Sind sie gleich, v, = v, =w, so erhdlt man durch Partialbruch-
zerlegung die Form

5 @
= o—wr T o=

wobei u=1:(v— w) gesetzt wurde. Nach (320) ist dies eine Pa-
rabel durch den Ursprung. Sind », und v, reell und verschieden,
so wird analog
F ®
= To—ry =T

Sie hat fiir zwei verschiedene Werte von v einen unendlich
fernen Punkt und ist’ daher eine Hyperbel, deren einer Ast durch
den Ursprung geht. Sind endlich v, und v, konjugiert komplex, so
ergibt sich fiir keinen Wert von v mehr ein Punkt im Unendlichen,
die Kurve ist eine Ellipse durch den Ursprung.

Gl 321 ist somit die Gleichung eines Kegelschnitts durch
den Ursprung. In allgemeiner Lage erhdlt man sie durch Ver-
schieben um einen konstanten Vektor . Auf gemeinsamen Nenner
gebracht ist die Gleichung

53:;

=Fu'}+ Gu,

w)

‘211 _I_ 58’ v __}_ @r 1/2
C+Dv+Ev? "

Die Inverse eines Kegelschnitts in bezug auf einen Punkt der
Peripherie ist nach einem bekannten Satz') eine zirkulare Kurve
dritter Ordnung, deren Singuldrpunkt im Inversionszentrum liegt.
Ihre Gleichung ist der reziproke Wert des Ausdrucks (321). Ad-
diert man wieder einen konstanten Vektor, so liegt der singulire
Punkt in beliebiger Lage. Die Gleichung der zirkularen Kurve
dritter Ordnung ist in allgemeiner Lage
U 4B C
o ¥+ CEv

Diese Gleichung entsteht auch wie folgt. Addiert man zu einem
Kreis durch den Ursprung eine Gerade, so ist

1 A+ B'v4Co?
B=A+Bt 5™ prco

1) s. z. B. E. Beutel, Algebraische Kurven. Sammlung Goschen 436, S. 77.

. . . (322

B

. . (323)
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=14+99), B=(AC+B9D), €' =(B¢)
gesetzt ist.

Dies ergibt eine Konstruktion der Kurve.

Fiir groe Werte v verschwinden die Vektoren nach dem Kreis
gegen die der Geraden, sie ist die Asymptote der Kurve. Ist der
Zahler reell, so liegt, wie erwéhnt, der singuldre Punkt im Ursprung.
Die beiden Wurzeln v, , fir die =0 wird, bestimmen dann, je
nachdem sie gleich, reell und verschieden oder konjugiert komplex
sind, einen reellen Doppelpunkt oder einen Umkehrpunkt oder einen
isolierten Doppelpunkt.

Die Inverse der Gl 323 ergibt die bizirkulare Kurve
vierter Ordnung durch den Ursprung.

Durch Verschieben in die allgemeine Lage wird ihre Form

A Bv-| Co?

DLGoLge . (324)

Man kann nun durch sukzessive Addition einer Geraden und
Inversion zu immer hoéheren Ordnungen gelangen, wodurch sich alle
zirkularen Kurven in der Form 314 ergeben, wihrend nicht zirku-
lare Kurven (wie die Kegelschnitte) auch in der Form 315 ent-
halten sind.

%___
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82. Ausgleichstrome.

Bisher wurdén die Erscheinungen des stationdren Wechsel-
stromes besprochen, der sich unter Einwirkung einer gegebenen
Spannung in einem Stromkreis einstellt. Er kann als die erzwungene
Schwingung angesehen werden, weil er im Takt der durch die
Spannung eingeprigten Schwingungszahl schwingt.

Andern sich die Bedingungen des Stromkreises, sei es, da die
zugefiihrte Spannung oder die Konstanten bei Schaltvorgingen oder
Belastungséinderungen sich #&ndern, so geht der Strom aus einem
stationdren Zustand in einen anderen iiber. Der neue Endzustand
stellt sich nicht augenblicklich ein, weil die ihm entsprechenden
Energien der magnetischen und elektrischen Felder nicht vorhanden
sind, die Felder zunichst geladen werden. Dies erfordert eine ge-
wisse Ubergangszeit. Wihrend dieser iiberlagert sich iiber den sta-
tiondren Strom ein sog. Ausgleichstrom oder freier Strom, der fiir
sich die Bedingungen des Stromkreises erfiillt und den stetigen
Ubergang von einom stationsiren Zustand zum anderen vermittels.
Wir untersuchen zunéchst Stromkreise, bei denen Widerstand, In-
duktivitit und Kapazitdt als konzentriert zu betrachten sind, d. h.
relativ langsame Vorginge, bei denen in jedem Teil des Stromkreises
der Strom in jedem Augenblick den gleichen Wert hat und die wir
als quasistationdre Stromkreise bezeichnen.

Die Untersuchung vereinfacht sich, wenn die Konstanten des
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Stromkreises R, L, C wihrend der Ubergangszeit sich nicht @ndern.
Die Spannungsgleichung eines solchen Stromkreises ist wvon der
Form

p:(p(i,j—: fidt,), .o ... . (825)

worin ¢ eine lineare Funktion ist, deren Glieder teils den Strom ¢
selbt in Verbindung mit Konstanten, teils den Differentialquotienten
des Stromes nach der Zeit, teils das Zeitintegral des Stromes ent-
halten.

Wihrend der Ubergangszeit setzt sich der Strom zusammen
aus dem (erzwungenen) stationdren Strom i, und dem (freien) Aus-
gleichstrom 4., es ist

=t 4% . . . ... . . .(326)
und da GIl. 325 linear ist, kann sie zerlegt werden in
. di, . . dig .
p:(p(\ze, T fzedt>—{—<p<zf, a’ fzfdt>, . (325a)

worin p die dem stationdren Endzustand entsprechende Spannung
ist. Nun erfiillt der stationdre Strom fiir sich die Bedingung

. dg . .
P:<P<%, E%’ S, dt>, .. . . . (325D
daher ist fiir den Ausgleichstrom
B/ oo o
<P<@fs i’ f’bfdt>:0 . . . . .(32b¢)

Man erhilt die Gleichung des Ausgleichstromes fiir sich, wenn man
in der Differentialgleichung die zugefiihrte Spannung gleich Null
setzt. Sein Verlauf ist von der Art der zugefiihrten Spannung un-
abhingig, daher bezeichnet man ihn als freien Strom.

Der Ausgleichstrom vermittelt den stetigen Ubergang vom An-
fangszustand zum Endzustand. Bei Beginn der Zustandsinderung,
den wir hier als Anfang der Zeitrechnung, =0, ansehen, habe der
Strom ¢ einen Anfangswert ¢, . Bezeichnen ¢,, und iry die Werte
des erzwungenen stationidren Stromes und des freien Stromes fir
den Augenblick {:==0, so ist nach Gl 326

ia(o)=ie(o)+if(o) Ce e .. . (327

83. Stromkreis mit konstantem Widerstand und konstanter
Induktivitiit.

Fiir einen solchen Stromkreis gilt nach Kap. II Gl. 21
. di
p= R~ "]— L E .

Setzen wir hierin nach Gl 326 1=1, 4 ¢., so wissen wir, daf
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fiir den stationdren Strom die Spannungsgleichung fiir sich erfiillt
ist. Fiir den freien Strom gilt daher

. dis
Durch Trennung der Variabeln wird
v_ By
U L

Integriert man diese Gleichung von den Anfangswerten ¢=0,
te==1,q, bis zu ¢ bzw. if, so wird

()= Eo,
o)
R

-

. : L e (329

O (329)

Dies ist die Helmholtzsche Gleichung des freien Stromes, die

aussagt, dafl er von seinem Anfangswert i, an mit der Zeit nach
R

der Exponentialfunktion ¢ * ausklingt. Die Grbﬁeg heilt Damp-

fungsfaktor, er ist der reziproke Wert einer Zeit. Fiir einen Zeit-
punkt t———% nach Beginn des Ausglcichsvorganges ist

. .o, 1
U=t ¢ T 718 o

der Strom ist auf den l1',en Teil seines Anfangswertes gesunken.
e

%heiﬁt die Zeitkonstante.

Nach Gl 329 miiite der freie Strom erst nach unendlich langer
Zeit verschwinden; praktisch klingen die meisten Ausgleichsvorgéinge

in kurzer Zeit ab.
Der Strom hat nur noch !/ ., seines Anfangswertes, wenn

Y
. 100
ist, oder wenn

&

L
t = In100 = 4,605 5.

Ist z. B. R=10hm, L =0,1 Henry, so ist die Zeitkonstante
%:0,1 Sekunden, der Ausgleichstrom ist nach 0,46 Sekunden auf
den 100. Teil seines Anfangswertes gesunken.

Der Anfangswert i, ist nun entsprechend Gl 327 aus den be-
sonderen Bedingungen zu ermitteln, die sich aus den stationiren
Anfangs- und Endzustinden ergeben, wio an einigen Beispielen ge-
zeigt werden soll.
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a) Der freie Strom beim Aufhéren des Wirkens der Spannung.

Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn der Stromkreis nach Abstellung
der Spannung in sich geschlossen bleibt, etwa bei der Magnet-
wicklung einer Maschine, die nach dem Abschalten in sich oder
iiber einen Widerstand kurzgeschlossen wird.  Der stationéire Strom
ist hier wegen des Fehlens der Spannung ¢,=—0. Der freie Strom
ist daher fiir £=0 nach GI. 327

ey == lq
gleich dem Wert, den der Strom vor dem Kurzschlielen des Strom-
kreises z. Z. t=—0 hatte. Der gesamte Strom ist also hier
_E,
i=ie U .. . .. .. .(330)
In dem magnetischen Felde war urspriinglich eine Energie

—;—i:’L aufgespeichert. Die Abnahme der Energie ist — L ¢ d¢==1* R dt,

sie ist die in der Zeit di erzeugte Stromwirme. Nach Ablauf des
Vorganges ist die ganze urspriinglich vorhandene magnetische Energie
in Stromwirme umgewandelt.

Beispiel. In einem 6 poligen Gleichstrommotor ist der Fluf
eines Poles @ = 0,07 Voltsek., jeder Pol hat 1700 Windungen, der
Erregerstrom ist 4 Amp., der Widerstand der Erregerwicklung
R =100 Ohm.

Die Induktivitit wird

dw 0,07-6-1700

L—-— ————=178,5 Henry.
) 4
Wird dieser Stromkreis sich iiberlassen, so klingt der Strom nach
der Gleichung ab 4 Amp
G 4 ¢ —0B6LE

Die Zeitkonstante ist 1,785 Sek.;
nach dieser Zeit ist der Strom auf den

Wert %———: 1,47 Amp. gefallen und auf

/.00 des Anfangswertes nach 4,605-1,785
~ 8,2 Sekunden. Der Vorgang ist in Fig.
188 dargestellt. Fig. 188.

b) Entstehen eines Gleichstromes.
Wird der Stromkreis zur Zeit {=0 an eine Gleichspannung P
. S Y
angeschlossen, so ist der erzwungene stationire Strom i, =5 Der

Strom wihrend der Ubergangszeit ist

R
=t

.. . P 7
1:‘e+@f=jé+’f(o>e
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Zur Ermittlung von 1., setzen wir die Grenzbedingung ein:

Zur Zeit t=—0 ist 1=0 und if(o):—g, daher
R
. P -zt e
z=§<1-—c L/) R G E

Fig. 189 zeigt das Entstehen des Gleichstromes fiir das vor-
hergehende Beispiel. Er ist die Summe des stationdren Stromes
und des freien Stromes und steigt von dem Wert Null allméhlich an.

¢) Belastungsinderung in einem Gleichstromkreis.

Wird in einem Gleichstromkreis bei konstanter Spannung der
Widerstand plétzlich von dem Wert R, auf den Wert E, geiindert,

so ist der Anfangswert des Stromes z'a(o):%, der stationire End-
a
wert ie(o):—g—e, aus Gl 327 wird daher
. . P P
Ypoy = Zu(O)“'e(O)*E_R:

4r ﬁmp

 Jek, Sek.

& F  F w4 & s o %

Fig. 189. Fig. 190.

und der Strom wihrend des Ausgleichsvorganges

-t P [P _P]-T

i=1, i, e T = ——le ¥ . . (332

e _l_ f(0) Re + [Ra Re:| ( )
Fig. 190 zeigt fiir das Beispiel L =—=178,5 Henry den Strom-
verlauf a) wenn bei 400 Volt der Widerstand von R, =200 auf
R, =100 verkleinert wird, b) wenn er von R =100 auf R, =200
vergroflert wird. Im zweiten Fall ist der Dampfungsfaktor doppelt
so groB als im ersten, der Vorgang spielt sich viel schneller ab.
Wir haben dieses Beispiel gewahlt, weil es zeigt, daB bei einem
Stromkreis mit sehr hoher Selbstinduktion, wie ihn die Magnet-
wicklung einer Dynamomaschine darstellt, der Ausgleichsvorgang
mehrere Sekunden dauern kann. Streng genommen ist bei einer sol-
chen Magnetwicklung L wegen der Eisensittigung keine Konstante.

Wie hierbei zu rechnen ist, wird auf S. 259 gezeigt.
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d) Das Einschalten eines Wechselstromes,

Wird der Stromkreis zur Zeit t=0 an eine Wechselspannung

P=p,sin(wi-4y)
angeschlossen, so ist nach Kap.II S.16 der stationire Strom
1,=1, sin(wt+y— @),
D wlL

worin 3, = - e tg Q= —Tl{

2,

ist. Der freie Strom ist wieder if:z'f(o)e
Da der Anfangsstrom ¢, = 0 ist, wird nach Gl. 327

if(O) =g == — 1, Sin (p — ?)

und der gesamte Strom wihrend des Einschaltvorganges:
R

—
i==i,+i,=1,sin (wt4yp—¢)—i,sin(y —gple * (333)
Die GroBle des freien Stromes, der bei =0 den stationiren
Strom zu Null erginzt, hingt von dem Augenblick des Einschaltens
ab. Wird in dem Augenblick eingeschaltet, in dem der stationire
Strom durch Null gehen wiirde, so ist auch 1,y == 0, und der Strom

schwingt sich sofort auf den stationdren einwelligen Strom ein. In
jedem anderen Falle ist ein freier Strom vorhanden.

In Fig. 191 stellt die >
Sinuskurve i, den statio- ,
nidren Strom dar, der beim ' |
Einschalten in dem auf
der Zeitachse mit 0 be- [/
zeichneten Augenblick so- ¢
fort entsteht, wihrend bei
den mit 1, 2, 3 bezeichneten
Augenblicken, die nach der
Exponentialkurve abklin-
genden Ausgleichsstrome Fig. 191.

i, i, 1, entstehen. Der

resultierende Strom ist nach Gl 333 die Ordinatendifferenz zwischen
der Sinuskurve und den Exponentialkurven. Er hat seinen groSten
Wert etwa '/, Periode nach dem auf den Einschaltmoment folgenden
ersten Nulldurchgang (@) des stationdren Stromes, und zwar ergibt
sich aus der Figur die groBte Ordinatendifferenz fiir den Ausgleich-
strom iz, der die Sinuskurve tangiert. Die Bedingung fiir den Ein-
schaltmoment, bei dem der gréBte EinschaltstromstoB auftritt, ist
daher, daB fir t=0

i, _dy
dt(t =0) dt(g:())
Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 17
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Aus Gl 333 erhilt man

R
@ cos (y — @) = — -sin(y — ¢)
wlL
d mi =
und mit & tg @
tg(y —g)=—1tgo,
w=0 oder =,

dies ist der Augenblick, in dem die Spannung durch Null geht.
Fir =0 ist der resultierende Strom

B

o [sin(wt —@)}-sinpe T t} :
Der Nulldurchgang des stationéren Stromes nach dem Einschalten
liegt bei wt==¢, das '/, Periode spiter eintretende Maximum liegt

bei wt=<p-—}——n2— und wird

im[1+sin<pe_:;L(¢+%)J N GELY)

Fig. 192.

Ist R sebr klein gegen wl, so ndhert er sich dem Wert 24,
Dies ist der gréfte Wert des Stromstofes, der bei konstantem L
beim Einschalten im Nulldurchgang der Spannung auftreten kann.

Fig. 192 stellt das Einschwingen des Stromes dar fiir cosp = 0,18
und beim Einschalten im Nulldurchgang der Spannung.

Bei einer plétzlichen Anderung einer der Konstanten R oder L
des Stromkreises bei konstanter Spannung sind Anfangs- und End-
werte des Ubergangsstromes

Iy =l s (0t +@—@,),  t=1,sin(0it+y—g,),
der freie Strom im Augenblick ¢=0 nach Gl. 327
370 == T4 (0) — G () = T 8D (¥ — @) — %, 510 (¥ — @,) .
Er hingt nicht nur von der Griofe, sondern auch von der

Phasenverschiebung ¢, und ¢, der stationdren Anfangs- und End-
stréme gegen die Spannung ab.
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84. Stromkreise mit Widerstand und verinderlicher
Induktivitit.

Bei den eisenhaltigen Stromkreisen ist L in weiten Grenzen
verdnderlich, daher ist es nicht mehr méoglich, den freien Strom von
dem stationiren rechnungsmiBig zu trennen. Hier ist die Diffe-
rentialgleichung

. dd
p:-R'L—-I—w—dT

zu verwenden, worin' @={f(2) durch die Magnetisierungskurve ge-
geben ist.

Man kann mit Hilfe der Magnetisierungskurve den Vorgang an-
gendhert graphisch verfolgen, wenn man statt der unendlich kleinen
Anderung d® eine endliche 49 in der endlichen Zeit At betrachtet.
Die Annsherung an den wirklichen Vorgang wird um so grofer, je
kleiner man die GroéB8en wahlt.

a) Das Einschalten eines Gleichstromes.

Hier ist p—konst.—P und es wird

. AP

Fig. 193 stellt die Magnetisierungskurve dar, die zweckmé&Big
so aufgetragen wird, daB die Ordinaten die Kraftlinienwindungen
wd =Y, die Abszissen den Ohmschen Spannungsabfall R darstellen.
Dem stationdren Strom J entspreche JE—=P =04 und w®=AB.
8

Fig. 194.

Greift man nun eine FluBinderung wAd® = DE heraus, bei der
der Ohmsche Spannungsabfall im Mittel ¢ R=0C ist, so berechnet
sich die zu dieser Fluflanderung erforderliche Zeit beim Einschalten

wdd

17*



260 Ausgleichsvorginge in quasistationidren Stromkreisen.

Durch Einteilung der ganzen FluB#nderung von O bis w® —=A4B
in entsprechende Elemente wA®, die nicht gleichgrol zu sein
brauchen, berechnen sich die zugehérigen Zeiten 4¢ und der ganze
Einschaltvorgang. Graphisch verfihrt man wie folgt:

In Fig. 193 seien die MafBstibe der FluBwindungen und Span-
nungen

1 ecm = m Voltsek. , 1 cm == Volt,

80 ist wAddP=—=mDE, P —-JR=nCA
und At = ——— =

Macht man in Fig. 194 0T=%Sek., TP =CA und das Drei-

eck otp mit der Hohe ¢tp==DE &hnlich dem Dreieck OT P, indem
man op parallel OP zieht, so ist ot == At Sek.

Hierdurch erhdlt man das Ansteigen des Flusses mit der Zeit
als eine gebrochene Kurve, die sich der wirklichen um so mehr
anschmiegt, je kleiner die Elemente 4® gewihlt werden. Aus der
Magnetisierungskurve erhdlt man zu jedem FluB den Strom und
hiermit den zeitlichen Verlauf des Stromes ¢, der von dem des
eisenlosen Stromkreises (Fig. 189) wesentlich abweicht.

Ist remanenter Magnetismus vorhanden, so beginnt die Zunahme
des Flusses nicht bei 0, sondern bei @,, die Magnetisierungskurve
steigt, wie in Fig. 193 gestrichelt angedeutet, von @, an. Der Ein-
schaltvorgang wird hierbei entsprechend abgekiirzt.

b) Das Einschalten eines unbelasteten Transformators.

Fiir einen leerlaufenden Transformator oder eine Drosselspule
mit Eisen ist

Ri+tw %?:pm sin (wt + ).

Der Transformator werde zur Zeit t=0 an das Netz ange
schlossen, hier ist 1=0, und ®—= @D, sei der remanente Flufl.
Durch Integration von O bis ¢ wird

’ t
Ridt
(D:dio—%cos(wt—{—zp)—{—aI:Zcosq)-——ff ;
0

(335)

Auf der rechten Seite haben wir vier Glieder, das erste ist,
wie erwiahnt, von der Remanenz bedingt und konstant. Das zweite
Glied ist ein WechselluB mit der Amplitude

b4
D, ="
" ow

Dies ist jener stationdre FluB, der sich einstellen wiirde,

wenn der Ohmsche Spannungsabfall in der Wicklung Null wire.
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Bei modernen Transformatoren hat der Vollaststrom etwa 1°/, Ohm-
schen Spannungsabfall, und der Leerlaufstrom betrigt durchschnitt-
lich 10°/, vom Vollaststrom. Daher ist sein Spannungsabfall nur
etwa 0,1°/, der Klemmenspannung, und dabei ist @, sehr nahe
gleich dem Flufl bei Leerlauf. Das dritte Glied ist konstant &), cosy
und ergénzt den stationdren FluB im Augenblick ¢{=0 zu Null.
Das vierte Glied endlich stellt die durch den Ohmschen Spannungs-
abfall bedingte Abnahme des Flusses dar.

Mit grofler Anndherung, d. h. bei Vernachlidssigung des Ohmschen
Spannungsabfalls des stationiren Magnetisierungsstromes stellen also
die vier Glieder der Gl. 335 8
dar: das zweite den statio- [
niren Fluf}, das erste und
dritte zusammen den An-
fangswert des freien Flusses,
das vierte die Dampfung
des freien Flusses.

Nun ist bei einer Wech-
selspannung der Zusammen- Z

a000

hang zwischen Strom und- ;
Flu durch die Hysteresis- " Lwon
schleife gegeben. . - '

Beim  Einschalten H T Ampere
schwingt @ nicht um den
Wert Null, sondern um einen |
FluB, der seine Richtung ~2000
beibehdlt, er ist zu Anfang
D, + Dy cosypy und klingt
mit der Zeit ab, so dall nicht die symmetrische Hysteresisschleife
beschrieben wird, sondern Schleifen, die, wie . Fig. 195 zeigt, un-
symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt liegen?), und deren Lage
von dem Anfangswert abhingt. Da wir iiber diese Art der Hyste-
resisschleifen nichts Naheres kennen, entzieht sich der Vorgang einer
rechnerischen Untersuchung. Sieht man von der Dampfung in den
ersten beiden Halbperioden ab, so ergibt sich im ungiinstigsten Falle
der Flu und der StromstoB wie folgt.

Der Teil @;,cosy hat seinen groBten Wert, wenn y=0 ist,
d. h. wenn im Nulldurchgang der Spannung eingeschaltet wird. IThm
kann der remanente Flufl gleich- oder entgegengerichtet sein, so
daB im ungiinstigsten Falle der Anfangswert des freien Flusses
D, + D,, ist.

Der stationire FluB beginnt fiir v =0 mit — @,, und ist nach
1/, Periode - @,, geworden, so daB bei kleiner Diémpfung der FluB

Fig. 195.

%) s. Hay, Electrician 1894.
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nach !/, Periode ®,-} 2 P, ist, also mehr als doppelt so grof wie
die Amplitude des stationdren Flusses, um so mehr, je grofer die
Remanenz ist. Die Induktion steigt nicht ganz proportional, weil
bei den hohen Sittigungen ein groBerer Teil des Flusses durch die
Luft verlduft; immerhin kann bei modernen Transformatoren, bei
denen die Amplitude der Induktion im stationdren Zustand etwa
B ..=14000 ist, die Sittigung auf B= 30000 steigen, und hierzu

B gehort ein Strom, der ein Viel-
17000 ¥ faches nicht nur des stationiren
15000 4 Magnetisierungsstromes, sondern
# auch des Vollaststromes ist, er be-
15000 . . .
p dingt einen grofen Spannungs-
o) i-m abfall, so daB die folgende Welle
o § “: schon abgeschwicht ist.
7 Fig. 196 zeigt nach A. Hay
o b (EL review 1898) die mittels Jou-
o) v bertscher Scheibe aufgenommenen
o :j Anfangsschwingungen des Stromes
L; /’ und der Induktion, und Fig. 197
\.\\‘__/_/ —  zeigt nach Linke (Arch. f. Elektr.,
10005 \ Bd. I, 8. 21) das Oszillogramm des
wehrinden  Einschwingens des Stromes an
20001 .
I . Bumar 3500 einem modernen Transformator.
000/~ Hemanens #6507y Vermeidung der StromstdBe,

Fig. 196. ' die nicht nur fiir die Schalter und
MeBinstrumente schidlich sind,
sondern auch die Wicklung mechanisch stark beanspruchen, - ver-

\ | n
JUL UL

Fig. 197.

wendet man einen Schalter mit Widerstandsvor-
stufe (Fig. 198). Da der Vorgang in wenigen Pe-
rioden abklingt, braucht man praktisch nicht auf
der Vorstufe stehenzubleiben, da die erforderliche
Zeit nicht groBer ist als der Schalterbewegung
entspricht. Der Widerstand mufl so bemessen
Fig. 198. sein, daB einerseits beim Einschalten, anderer-
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seits beim KurzschlieBen des Widerstandes der StromstoB ein zu-
lissiges MafB nicht iiberschreitet.

Eine angeniherte Berechnung hat Rogowski!) unter Vernach-
lissigung der Hysteresis und der vergroferten Streuung durchgefiihrt,
indem er die Magnetisierungskurve in drei Teile zerlegt und durch
gerade Linien ersetzt. Danach geniigt ein Widerstand, der etwa
(5 bis) 10°/, der vollen Klemmenspannung beim stationéren Magne-
tisierungsstrome aufnimmt.

85. Stromkreise mit Widerstand und Kapazitit.

In einem Stromkreis, in dem ein Widerstand R in Reihe mit
einem Kondensator C liegt, ist nach Kap. IT Gl. 36

p—*Rz—{—f@dt

In der Ubergangszeit setzt sich ¢+ aus dem erzwungenen Strom ¢,
und dem freien Strom %, zusammen, es ist 1 =1, -{- ..

Der stationire Strom erfiillt fiir sich die Spannungsgleichung,
daher ist fiir den freien Strom

. . dt
Ri zrazo ... . . . (336)
Durch Differentiation und Trennung der Variabeln wird
dip 4t
i  RC

und durch Integration von =10, und ¢==0 bis ¢, und ¢ wird

f
) t
ln ( f ) o RC’
’Lf(o, RC
t

ifzif(o,e—ﬁ N CE X))
Der Dampfungsfaktor ist hier ~R o die Zeitkonstante RC.
Fiir die Ladung ¢ des Kondensators ist ganz analog

__p% 4

=Futo

fiir die freie Ladung

d4f+

t

aG=gqroe EC+ - - - o - . (338)

1) Arch. f Elektr.,, Bd. I, S. 344.
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und fiir die Kondensatorspannung
t

qr ~ RC
pfl’:F':pf(O)e RC.

a) Entladung eines Kondensators iiber einen Widerstand.

Der Kondensator ist auf eine Spannung P, geladen und besitzt
daher die Anfangsladung ¢,—=P,C. Er wird zur Zeit =0 iiber
einen Widerstand geschlossen und entladet sich; der Endzustand
ist ¢,=0, und

470y ="qa0) — Get0y=¢, = P,C,
t t

qzqf+qe=qf:=qae_ﬂ=PcCc—§5 . . (339)
Der Entladestrom ist

94 1 —qe__ Powe

Z—-d?——}?c’qas —~——“>Re .. (340)
Der Anfangswert des Stromes ist ;‘ . Der Kondensator hatte

zu Anfang die Energie 1P*C, diese ist wihrend der Entladung in
Stromwérme iibergegangen, denn es ist

t=x t=
2t

P — = 1
-2 | Ze_ RC I 20 .
fz Rdt fR’ e Rdt 5 P,
t==0 t=0
1) Ladung eines Kondensators iiber einen Widerstand
mit Gleichstrom.

Hier ist der Endzustand ¢,—P,C. War der Kondensator un-
geladen, so ist g,=0, daher

4r0) = at0) — geto;=—P,C,
t
(1=¢]f+qe=PcC<1—e—”6> ... . (841)
Der Ladestrom ergibt sich wieder aus z:‘i—g
t
i:%e'ﬁ . (342)

Er ist ebenso groB wie bei der Entladung, nur von umgekehrtem
Vorzeichen. Daher wird auch wihrend der Ladung in dem Wider-
stand dieselbe Stromwiirme erzeugt wie bei der Entladung; sie war
1P2C, und da bei der Ladung eine ebenso groe Energie dem
Kondensator zugefiihrt wird, wird wihrend der Ladung dem Strom-
kreis das Doppelte der Energie zugefiihrt, die nachher im Konden-
sator aufgespeichert ist, ganz unabhéngig davon, wie gro der
Widerstand ist.
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Aus Gl 342 folgt, daBl der Strom im Augenblick des Ein-
schaltens %4 ist, also sehr grofl werden kann, wenn R klein ist.

Dies ist der Fall, wenn ein unbelastetes Kabel an die Spannung
angeschlossen wird. Der Stromsto wird, wie spiter gezeigt wird,
durch die Induktivitit des Leiters geddmpft, bei konzentrischen
Kabeln ist diese aber sehr klein, so daB fiir diesen Fall das Kabel
fast als induktionsfrei betrachtet werden kann. Fiir ein kurzes
Kabelstiick kann man sich in erster Annidhorung die Kapazitit in
der Mitte der Leitung zwischen Hin- und Riickleitung konzentriert
denken, es ist ihm dann der halbe Widerstand der Leitung vor-
geschaltet.

Ein konzentrisches Kabel von 60 qmm Querschnitt, das normal
100 Amp. fiihrt, habe eine Kapazitit von 0,5-107* F/km. Der
Widerstand beider Leiter ist fiir 1 km 0,585 Ohm.

Ein Kabelstiick von 2km hat also eine Kapazitat von 1 Mikrofarad,
die wir uns in der Mitte, also hinter einem Widerstand von 0,585 Ohm
angebracht denken. Wiirde das Kabel direkt an die Netzspannung
von 600 Volt angeschlossen, so wire der Stromstol beim Einschalten
unter Vernachlidssigung der Induktivitat 6%%?-5:1025 Amp., also
ca. 10mal so groB wie der Betriebsstrom. Der Strom klingt nach
der Gleichung

P t 108 ¢
& e EC—1025¢ 0585

ab, d. h. er ist auf 10/0 des Anfangswertes gefallen, wenn

t=RCIn100=—=4,6-0,585-10"*=2,7-107° Sek.

i:

Der Ausgleichsvorgang spielt sich also in auBerordentlich kurzer
Zeit ab, weil die Dampfung sehr grofl ist. Die Ladung ist

g=CP,=6-10"*Coulomb.
Es folgt hieraus, daBl es zweckmiBig ist, ein Kabel nicht direkt

sondern iiber einen besonderen Vorschaltwiderstand anzuschlieBen,
besonders wenn es sich um Hochspannungskabel handelt.

¢) Ladung eines Kondensators iiber einen Widerstand
mit Wechselstrom.

Wird der Stromkreis z. Z. t=0 an eine Wechselspannung
p= 1P, sin (0t +y)
angeschlossen, so ist der stationdre Strom
i, = b, sin (0t -y + ),
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worin

1
ud tge=""r%

:_‘v&—:—:
1 2
e
‘/ "\l
ist. Die stationire Ladung des Kondensators ist

qe:f”:edt:quin <wt+‘l’+(l’—%>a

worin

qm=;

ist. Die freie Ladung und Kondensatorspannung sind
t t

r=dqroe *°  Pre="pre0e X
War der Kondensator ungeladen, d.h. ¢,=0, so ist

. 7T
970 = —— fet0) =, SIN (W +o— 5)

und wihrend des Einschaltvorganges

t
. TT . T\ —po
q=qe+qf=qmsm(wt+w+sv—§)—quIH(ﬂ/J+¢~2)6 Be

Der freie Strom ist (343)
. d . s
lf:d%f“ RGeS W e
oder da
Qm__ w
= oy g) € R,

der gesamte Strom
¢

i:’ie+'if=im8in(wt+w+(p).-'wzénRcos(w+¢)e_ﬁ (344)

Er ist im Einschaltmoment (= 0)

cos . sin
b=t [sin () — ST A S0,
und wird dann am groBten, wenn y=90° ist, d.h. wenn in dem
Augenblick eingeschaltet wird, in dem die Spannung ihre Ampli-
tude erreicht. Der grofte Wert des Stromes ist also zsqa— 1;%"
Da der freie Strom in dem Beispiel S. 265 in 2,7-107%Sek.
auf 19/  seines Anfangswertes gesunken ist, also bei 50 Perioden in
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dem 1,35-107*ten Teil einer Periode, ist der stationire Zustand
sehr schnell hergestellt.

Dieses Beispiel stellt einen extremen Grenzfall dar, der noch
dadurch zu berichtigen wire, daB der Widerstand bei so schnellen
Stroménderungen durch die Stromverdringung (s. Kap. IX) wesent-
lich erh6ht wird, und weil ferner die auch noch so kleine Induktivitit
dimpfend wirkt. Immerhin zeigt sich, daB beim AnschlieBen von
Kabeln an das Netz grofle Stromstofe auftreten konnen und die
Verwendung von Vorschaltwiderstinden oder allméhliche Ladung durch
stufenweise Erhohung der Maschinenspannung nétig werden.

86. Stromkreis mit Widerstand, Induktivitit und Kapazitit
in Reihenschaltung.

Fiir diesen Stromkreis ist nach Kap. Il Gl. 36
ds 1dt
—Ri ®v et
p=Ri+L . - f 0
Wihrend der Ubergangszeit ist
=1, 1,
und da die Differentialgleichung von dem stationdren Strom ¢, fiir
sich erfilllt wird, gilt fiir den freien Strom

. de 1rdi
Ri+L f+ff =0 . . .. . .(345)
Durch Differentiation erhdlt man hieraus
d2 ’Lf R d’bf . ’l;f

. d :
Setzt man in Gl. 345 wf=—d%f, so ergibt sich fir die Ladung des
Kondensators ¢, die analoge Gleichung

4 g qur
e T Tre=0 - - . . (346

Der Verlauf von Strom und Ladung ist also von gleicher Art, sie
unterscheiden sich nur durch Konstante.
Gl. 345a wird befriedigt durch den Ansatz
i=rke”".
Setzt man diesen Wert und seine Ableitungen in Gl. 345a ein, so ist

R 1
r+r+ia=0-
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v hat also die beiden Werte

V6 e
712‘—_517:{" 5L) Lo . (347)
. . . = f .
Es ist hier zu unterscheiden, ob R’?Z o ist.

1. Ist R> 2‘/%, so sind y, und y, reell. Die vollstindige

Losung des Integrals lautet

Q=k e ket L L L (348)
und die freie Ladung ist
kq
qufifdt=-k‘— §r et L (349)
V1 Ve

k, und k, sind die aus den Anfangsbedingungen zu ermittelnden
Konstanten.

- und g, klingen nach zwei Exponentialfunktionen ab, bei denen

R
ein Dampfungsfaktor grofler als A der andere kleiner ist.

R__ 1
2L VLC'
Fiir gleiche Wurzeln lautet die Losung der Differentialgleichung

(fir g,)

2. IstR:?‘/—g, so ist y, =y, =

t

Qf::(k1+tk2)e VEC L (350)

und
t

. de 1 ] vVLC
) = — —_—— kn 4 .. 351
== o] T sy

3. IstR<2‘/Ag, so sind y, und y, imagindr. Setzt man

si=  Vie—(gp=r - 0
so ist R R 1
i “tF=rc
9'1:_(‘!*7.:3)’ 72:*(“4_7./3),
worin « und B reell sind. Daher wird
g, =k, e~ @=IDt | ky e~ iDL,
Da

=Bt
e =—cosfBtt+jpt,
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wird
go=e**(acosft{bsinft), . . . . (353)
a:k1+ke7 bz?(kl_k'J)

reell sind, da der Vorgang reell ist.
Setzt man in GIl. 353

worin

A=Va® b2, :arctg%,
so wird auch
gg=e*Asin(ft49). . . . . . (353a)
Der Strom wird
d
ip= dqtf—()‘“‘[—aAsm(ﬂt-}—(S)—{—ﬂAcos(ﬂt—'—6)] (354)
:e'“‘AVE‘“’_—}—_Fsin<ﬂt—}—(5—arctgg). .. (354a)

Hier verlaufen also Strom und Ladung nach Sinusschwingungen
mit geddmpfter Amplitude. Der Dampfungsfaktor ist «=- NA die
Kreisfrequenz ist

= ‘/LO <2L> V;p ‘/1:2?6,

Sie heiBt die Eigenfrequenz des Stromkreises. Bei sehr kleinem
Widerstand ist sie angenihert gleich der Resonanzfrequenz w, fiir
den stationiren Wechselstrom (s. S. 24). Die Konstanten 4 und 6
sind aus den Anfangsbedingungen zu ermitteln. Da in der Gl 354a

2 1 a
Ve L= V’L‘d"""(%z)

. . 9 . . .
ist, und die Kondensatorspannung f}’f ist, sieht man, daB man die

Amplituden der Kondensatorspannung aus denen des Stromes erhilt

durch Multiplikation mit ‘/—g Diese GroBe, die die Dimension

eines Widerstandes hat, wurde bei Leitungen mit verteilter Selbst-
induktion und Kapazitdt als Charakteristik bezeichnet. Hier kann
sie analog als charakteristischer Widerstand des Stromkreises be-
zeichnet werden; ist er kleiner als der halbe Ohmsche Widerstand
oder ihm gleich (Fall 1 und 2), so ist der Ausgleichsvorgang
aperiodisch, andernfalls, wie wir sehen, oszillierend. Die Phasen-
verschiebung zwischen Strom- und Kondensatorspannung bei oszil-

lierendem Vorgang ist, wie aus Gl 353a und 354a folgt, arctg g
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Beispiele.
a) Entladung eines Kondensators.

Der auf die Spannung P, geladene Kondensator wird z. Z. {=0
iiber den Widerstand B und die Induktivitit L geschlossen und
entladet sich. Wir haben also folgende Grenzbedingungen:

QaZPcO7 Qe=0’ ia:O’ ie:()
und die Anfangswerte
270 = ay— Le =T C}

U0y = ta( Ty =0
1. Fiir die aperiodische Entladung wird nach Gl. 348, mit 355

.. (355) .

k, +ke:if(0)=0’ ky=—1k,
und nach GI. 349

b oh g
71 Vo

P10~ Sek 7 z g 4 5
Fig. 199a. Fig. 199Db.

5 Txmwtsek

Hiermit erhilt man
.. —P
1,=1f=_”(e"‘tm ) N € 1:1:)

R*—14

o (AT
c
— <R—‘/R—2—_Ed>e”t ] .. (357)
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Fig. 199a und b zeigen Entladestrom und Ladung fiir
C=10"°%Fd., R =500 Ohm, L =0,05 Henry.

Beide sind die Differenz einer langsam (I) und einer schnell (II)
abklingenden Funktion, beim Strom haben sie den gleichen Anfangs-
wert, daher steigt er von Null an, um wieder zu fallen; bei der
Ladung sind die Anfangswerte ungleich, ihre Differenz ist die An-
fangsladung, sie nimmt erst langram, dann schnell ab.

Der groBite Strom, der bei Entladung iiber einen reinen Wider-

stand (s. S. 264) % ist und sofort nach dem SchlieBen auftritt, wird

hier durch die Induktivitit verkleinert und verzégert. Es wird

di
£=0, wenn (s. Gl. 356)
y Pl t=}, ern‘
1 2
ist, oder
-t Ye
71 "
1= ~_In’2,
Vi~ 7a 161

Hiermit ist

" In Y2
t val t —
Gt gt o0 (1 _7_1) T2 N (1 _ﬁ)

Va
-0
"1

(717—172)
(1 ?’1)
7‘2
und in Gl 356 eingesetzt

i o —P ¥V 0
max~ ’*Z—w—L ‘/ . _.L_ . (356&)
R—{—\/R —4 G \B=) B —4

In dem Beispiel S. 265 wird im“”=6—l,6_c6’ wihrend ohne Induk-

P P
tivitdt ¢, = 5 ODO’ also 1,32mal so groB, war.

2. Im Grenzfall R:‘/% ergibt Gl. 355 mit' 350 und 351

fir t=0, k =g, =P, C, k Ifl._

> VILc
12
t T
q=qf=P60<1 m)w ¢ ... (358)
14
i:if:—%—te VEC L (359)
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i
3. Bei oszillierender Entladung endlich, R<2‘/6’ erhilt

man in Gl. 353a und 354a fiir t=0
Asind =g, =PC
—aAsind - pAcosd=1,,=0.

Aus der zweiten Gleichung folgt:

-—é Si = L—: LC
Y VAT BVLC

“sind BV L
Hiermit werden GL 353a und 354a

q=9f=e"”%\/g Sin(’“+ arctgé) -+ (860)

0 = arctg

und

i=if=e—'”7§iwsinﬁt. N €153 §)
d(e—*tsin §t .
Der grofite Strom ergibt sich hier, wenn d(e djm pY) =0 ist,
also wenn tgft=— g oder t¢t= % arctg g = % arctg g ist,
worin 7' die Periodendauer ist. Es wird
sin ¢ =sin (arctg ﬁ) = ,_‘)E:to =pVLC
«) Vet
und
— R P
imzavgéﬁﬂmw...”(%m

Fiir einen widerstandsfreien Stromkreis wire die Stromamplitude
und ebenso die Ladungs- (bzw. Spannungs-) Amplitude ungeddmpft

imuch‘/%, sie tritt, da fiir R=0, z:»rctgé:--;Z ist, zuerst
1/, Periode nach dem Beginn der Entladung auf. Die urspriinglich
im Kondensator vorhandene Energie 1 P?C entladet sich dann voll-
stdndig in das Feld der Induktivitit und erscheint dort nach
!/, Periode als magnetische Energie 1 imq., L. Jetzt kann der Strom
nicht mehr steigen, und da die Kondensatorspannung Null geworden
ist, entladet sich die Induktivitat in den Kondensator usf.

Ist Widerstand vorhanden, so wird bei jeder Ladung ein Teil
der Energie in Wirme umgesetzt, daher sind die Amplituden ge-
dimpft, der Vorgang klingt ab, und die wihrend des ganzen Vor-
gangs erzeugte Stromwéarme ist gleich der urspriinglich im Konden-
sator aufgespeicherten Energie.
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Fig. 200 zeigt den Stromverlauf fiir
C=10"°%F., L ==0,5 Henry, R =100 Ohm.
Die Periodenzahl ist
p

Lo =—=224
27

und der Strom hat die Gleichung

1= 71();6 e~10¢gin 1400¢.

N0 x 70~ Sek.

Fig. 200.

b) Ladung mit konstanter Spannung.

Bei der Ladung mit konstanter Spannung sind die Grenz-
bedingungen, wenn der Kondensator ungeladen war,

qa:(), qe=P0> Qf(o) :'—qe(o):_P(J,
=0, 2, =0, o Yo = 0>
7=9,+4; =1

Diese Bedingungen unterscheiden sich von denen bei der Ent-
ladung nur dadurch, da8 die freie Ladung zur Zeit t=0 das ent-
gegengesetzte Vorzeichen hat wie dort, und daraus ergibt sich als
gesamte Ladung nun die Differenz aus der Ladung des Endzustandes
und der freien Ladung, die genau denselben Verlauf hat wie bei
der Entladung, wiihrend der Ladestrom ebenfalls den gleichen Ver-
lauf hat wie zuvor, jedoch das entgegengesetzte Vorzeichen. Bei
oszillierender Ladung haben die freie Ladung und die Kondensator-
spannung nach !/, Periode ihre grofite Amplitude in entgegen-
gesetztem Sinne wie zu Anfang und addieren sich zum stationiren

T . . .
Wert. Da 57:1 wird die maximale Kondensatorspannung

ﬂ b
Pc mat:P<1 _*" e—— /‘T>,
d. h. bei kleinem Widerstand, doppelt so groB wie die stationire

Spannung.
Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 18
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Aus dem gleichen Verlauf des Ladestromes und des Entlade-
stromes folgt wieder wie fiir den Stromkreis mit B und C, daB} die
gesamte Stromwidrme wihrend der Ladung ebenso grof} ist wie bei
der Entladung, namlich gleich der im Endzustand im Kondensator
aufgespeicherten Energie ;P?C.

Dies gilt also auch bei Anwesenheit einer Induktivitit und
unabhéngig davon, ob der Ladevorgang aperiodisch oder oszil-
lierend ist.

¢) Ausgleichvorginge bei sinusférmiger Spannung.
Wirkt auf den Stromkreis eine Wechselspannung
p=p,,sin (0t y),
so ist der stationdre Strom nach Kap. (I S. 22

iezlmsul(wt_}-w_{_(p)’

worin

8, = Pm__ _  und (pzarctgg)?ﬁ--r‘r
1 2
2 i L)
‘/R +<w0’ @
@ ist ein Voreilungs- oder ein Verzogerungswinkel, je nachdem

w?L C kleiner oder groBer als 1 ist.
Die Ladung des Kondensators ist

i
g,=— "cos (0t +y+g)

Wird der Stromkreis zur Zeit t==0 eingeschaltet, so ist

1,=0, q,=0.
Fiir den Fall des oszillatorischen Einschaltvorgangs war nach S. 269
gang
gy=re “tAsin(ft+ 0) Coe e (353a)
i=e *t[—adsin(ft +0)+ pAcos(ft ). (354a)
) .
q/(o):—Qe(o)z ECOS(W‘I-(P): Asind
im):—ie(o)=——imsin(zp+qo)=—aAsin6+ﬂAcos6.
Somit wird
Acos6=—~%sin(y}+(p)+g)qﬂrimcos(w~}—(p).

Die Gl. 354a fiir den freien Strom lautet hiermit

t=1, e {— “'/;Fjﬂ; cos (yp - @) sin B¢

+ 113sin(q}+<p)(asinﬁz~ﬁcosﬁt)}
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und da

1
2 2

. . 1 .
te=1, € [—— BaLC cos (y +¢)sin f¢

,ET}L;(; sin (y - @) sin </3t — artg g)] . . (363)

Analog wird fir die freie Ladung
e a W . .
g =g, *t|— % sin (pF )sin p1

+ ﬂ—v—l,L—_C cos (w+(p) sin <ﬂt—{—artg§ﬂ , . (364)

worin qmzz’)ﬁ:pmc die stationire Amplitude der Ladung ist.

Hiernach erscheinen die gedampften Schwingungen des freien
Stromes und der Ladung aus je zwei Teilschwingungen zusammen-
gesetzt, die gegeneinander um s — artg S/« phasenverschoben sind.

B 4 L
bei schwach geddmpften Stromkreisen eine groBe Zahl ist, betrigt
der Winkel fast 90°.

Die Amplituden hingen teils von (y -+ @), d. h. von dem Augent
blick des Einschaltens ab und teils von dem Verhiltnis der Eigen-
frequenz f zur Netzfrequenz w. Ist der Stromkreis schwach ge-
dampft, so ist in den zweiten Gliedern in Gl. 363 und 364 im Nenner
BVLC 1. Diese Glieder konnen nicht groBer werden als die
stationiren Amplituden ¢, und g¢,. Die erste Amplitude in der

Gl. 363 ist fiir cos(y -+ ¢@)=1 angendhert gleich zmg) Sie wird,

wenn > w ist, um so viel grofer als die stationdre Stromamplitude,
wie die Eigenfrequenz grofler ist als die Netzfrequenz. Fiir
cos(yp 4+ @)=1 wird die erste Amplitude in der Gl. 364 fiir die
Ladung Null; sie wird am gréBSten, wenn sin(y - ¢)==1 ist, und

zwar ist sie dann ¢, —. Ist < w, so wird sie um so viel grofler

p

als die stationire Amplitude der Ladung, wie die Netzfrequenz
groBer als die Eigenfrequenz ist. Je nachdem also die Eigenfrequenz
groBer oder kleiner als die Netzfrequenz ist, treten die groBeren
freien Schwingungen im Strom und in der Drosselspulenspannung,
oder in der Ladung und der Kondensatorspannung auf.

18*
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Durch Zusammenscetzung der beiden Teilschwingungen in Gl. 363
nach der Regel

1=V1? "2 27" cos (¢ — ¢”)

wird

ze“

= BVLO 1+cos2(w+¢)< 1>+TwRL sin2(y @) (365)

und analog fiir g,. Differentiiert man nach y, so erhilt man als
Bedingung fir das Maximum der Amplitude

—sin2(y+9)(app—1) s cos2 (p+-9) =0

R 4
tg?(w+¢)=1—-~=eotg¢=tg(§—¢>
E—CUL
7 4
W+¢=Z—§‘
n 3¢
v T

1. Ist die Eigenfrequenz [ wesentlich groBer als die Netz-
frequenz o und R klein, 50 ist o>~ 4 90° und v + @ ~0, d. h. der
Zeitpunkt fiir den Nulldurchgang des Stromes und der maximalen
Spannung gibt die groBten Amplituden des freien Stromes. Sie wird,
abgesehen von der Dampfung und mit der Anniherung

BVLO ~1 L3 -
)

Die grofite Amplitude der freien Ladung (und der Kondensator-
spannung) wird nur ebenso groB3 wie die stationire Amplitude, bei
der Ubereinanderlagerung ergibt sich nicht ganz die doppelte Span-
nung am Kondensator.

2. Ist die Eigenfrequenz g wesentlich kleiner als die Netz-
frequenz @ und R klein, so ist ¢ ~— 909, die groBte Amplitude
der freien Schwingung ergibt sich beim Einschalten bei y -} ¢ = 90°,
d. h. beim Maximum des Stromes oder beim Nulldurchgang der
Spannung, die grofte Amplitude tritt hier bei der Ladung auf und

w
Zwar ¢, —

3. Wird endlich mit der Resonanzfrequenz eingeschaltet, so ist
w?LC=1 und ¢ =0. In Gl 365 fillt das zweite Glied unter der

Wurzel fort, das dritte kann sich nur in den Grenzen - §£Z andern
o)

und ist gegen 1 meist zu vernachlissigen. Die freie Schwingung
ist dann fast unabhingig von dem Einschaltmoment und der sta-
tiondren stets entgegengesetzt, so daB ein allmdhliches Einschwingen
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des Stromes und der Ladung ohne Uberstréme und Uberspannungen
erfolgt.

Der wichtigste Fall ist der, daB die Eigenfrequenz héher als
die Netzfrequenz ist. Ein Beispiel aus der Starkstromtechnik ist
das Einschalten eines Transformators an die Unterspannung, an
dessen Oberspannungsseite ein unbelastetes Kabel angeschlossen ist.
Das Kabel bildet mit den Streuinduktivititen des Transformators
und des Generators einen Schwingungskreis. Es sei

C=10"°F, L=0,5Henry, R =30 Ohm.

p

Die Eigenfrequenz ist -— =— —— =225, sie ist 4,5mal so
8 E 2n 2aVLC

der freien Schwingung ist hiermit bestimmt. Fig. 201 zeigt das
Einschwingen des Stromes, wenn beim Nulldurchgang des stationdren
Stromes, und Fig. 202 wenn beim Nulldurchgang der Spannung ein-
geschaltet wird. In anderem MaB:tab zeigt die zweite Figur auch
das Einschwingen der Ladung fiir den Einschaltmoment der ersten
Fig., nur hat die stationére Ladung ihr negatives Maximum, wenn der
stationdre Strom seine positive Halbwelle beg'nnt. Die Ladung und
Kondensatorspannung steigen etwa auf die doppelte Amplitude.

87. Symbolische Darstellung von Ausgleichstromen.

Bei konstanten Werten R, L, C' fiihrt die Beziehung zwischen
Strom und Spannung zu einer linearen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten. Der Ausgleichstrom erscheint als das
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partikulire Integral der homogenen Differentialgleichung (p=0)
in der Form

ifzke.”,

worin y eine reelle oder komplexe Zahl ist und im ersten Fall einen
aperiodischen, im zweiten einen nach einer gedampften Schwingung
verlaufenden Ausgleichsvorgang kennzeichnet. Als Sonderfélle er-
scheinen hier die stationdren Stréme, fir y=0 der Gleichstrom,
fir y rein imaginir (4 jw) der Wechselstrom.

Um die Exponenten y des freien Stromes zu bestimmen, karnn
man nun abgekiirzt symbolisch verfahren!). Man ersetzt analog
wie bei der symbolischen Darstellung stationirer Wechselstrome die

Operation % durch die Multiplikation mit y, die Operation f dt

durch die Division mit y und erhilt an Stelle der linearen Diffe-
rentialgleichung eine lineare algebraische Gleichung. Bei dem sta-
tiondren Wechselstrom ergab sich die Beziehung zwischen Strom und
Spannung in der Form

tz=1p,
worin der ,Scheinwiderstand“ z eine Funktion von j w ist.

Ersetzt man jw durch y, so erhélt man den ,Operator fiir den
freien Strom, der mit Z,, bezeichnet werde. Da nun fiir den freien
Strom die Spannung Null ist, muBl auch das Produkt iy Zpy =0 sein,
unabhéngig davon wie grof8 i, ist.

Zpy=0 . . . . . . .. . (366
ist die Bestimmungsgleichung fiir y. Die Vereinfachung liegt hier
darin, daB man zur Ermittlung von y die Differentialgleichung nicht
aufzustellen braucht.

Beispiel. Fiir den Stromkreis mit R, L, ¢ in Reihe ist

1
Zpy=R+yL +W:0’

R 1
2 T L
roprTe—%

R /1 (RY
—_ s ) = y
M= eV Lo (2L> “tib

wie friither S. 268 fiir R<2‘/g~ gefunden.

Die Zahl (n) der Glieder des freien Stromes und die Zahl der
Konstanten % ist bestimmt durch die Ordnung der homogenen
linearen Differentialgleichung, bzw. hier durch die Ordnung der
linearen algebraischen Gleichung Z, = 0.

1) s. Heaviside, Electromagnetic Theory, Bd. 2. — Kennelly, Proc.
Inst. Rad. Engineers 1915.
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Es stellt sich  somit der freie Strom dar in der Form

ryv=n

= Nk . (367)

rv=1

Die Koeffizienten k konnen wie in den behandelten Beispielen aus
den Anfangsbedingungen des Problems berechnet werden.

Nach einem Satz von Heaviside!) kann die Summe der er-
zwungenen und freien Glieder des Vorgangs direkt ermittelt werden.
Er gilt nicht nur fir elektromagnetische Zustandsinderungen, sondern
allgemein fiir solche (z. 8. auch mechanische), die auf lineare Differential-
gleichungen mit konstanten Xosffizienten fiihren. Ein Beweis dieses
Satzes (der von Heaviside nicht gefiihrt wurde) ist von K. W. Wag-
ner?) und W. Deutsch?®) gegeben, wir beschrinken uns auf die An-
gabe der Ergebnisse und verweisen wegen des Beweises auf die Original-
arbeiten.

Danach berechnet sich fiir ein System, in dem von der Zeit
t=0 an eine in der Folgezeit konstante Kraft P wirkt, der zeitliche
Verlauf jeder Systemgrofie S durch die Gleichung

P S
—1_ Z (dz(y) >
dy =

Z, ist der Operator fiir die gesuchte GroBe, den man dadurch er-
hilt, da man in die Systemgleichungen fiir die veridnderlichen

. (368)

GroBen Ausdriicke der Form ke'’ einfiihrt und alle bis auf die ge-
suchte eliminiert. Die y, sind die n Wurzeln der Gleichung Z(,,)——O
Z, erhdlt man durch Einsetzen von y=0.

Eine konstante eingeprigte Kraft ergibt sich in unserem Falle
bei Einschaltvorgingen mit Gleichstrom.

Ist P eine Funktion der Zeit, wie z. B. bei Einschaltvorgéingen

mit Wechselstrom, p, sin(wé— ), die als imagindrer Teil des
Ausdrucks p, e ‘"% eingefiihrt wird, so erhilt man die System-

grofle als imagindren Teil des Ausdrucks
jlwt+y) plrtTiw
P v
= S L 3682
d y Jo=u)
Beispiele. Fir den Schwingungskreis hatten wir oben den
Operator Z fiir den Strom angegeben. Beim Einschalten einer

1) Electromagnetic Theory, Bd. 2, London 1899.
2) Arch. f. El., Bd. 4, S.159.
3) Ebenda, Bd. 6, S. 225.
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Gleichspannung P wird das erste Glied in Gl. 368, da Z, =oco ist,
Null. Ferner wird fiir die beiden Wurzeln y, y,

YA 1
. L —— — ;
vay —ri—je= T 2ibL
Pe—at . . P
f—— — __ _loiBt __p—ifty—— T~ p,—atgj 3. .
¢ 27,/3L\e e—1h?) _/iLe sin B¢ (s.G1.361)

Ist nicht der Strom, sondern etwa die Kondensatorspannung p,
die gesuchte Systemgrofie, so eliminiert man alle anderen GrofSen
und erhilt den Operator in bezug auf p,

Ziy =14y RO+ y* LC.

Es ergeben sich wieder die gleichen Wurzeln y, ,, hingegen ist

hier Z =1. In analoger Ableitung wird dann
—at ﬂ

Pe . ( )
=P — —sin | Bt + arctg = |.
D, BViG Bt arctg

Fir das Einschalten einer Spule mit Wechselstrom setzen wir

Zwy= R4y L. Z,=0 ergibt nur einen Wert y, =— — —g Daher ist
: . dZ} o [R . J L [ . }
(" 7@{5 = 7 TioL=—|Etjol|
Damit wird in Gl 368a
- — Bty
S_ pme7(“’t T W)—@me L*‘a’
 RljolL R+joL
Der imagindre Teil dieses Ausdruckes wird mit % =tgp
"l Tty
t=—-——" —|sin(wt —_— —e L gin — Q).
VE L o'l (wt+y— @) (v — o)

88. Zusammengesetzte Stromkreise.

Sind zwei Stromkreise parallel an eine Stromquelle geschaltet,
deren Spannung unabhidngig von dem entnommenen Strom ist, so
wird jeder Ausgleichsvorgang in einem Stromkreis sich so abspielen,
als ob der andere nicht vorhanden wire, und dieser wird von den
Vorgingen in jenem unbeeinfluBt bleiben. Ist die Spannung des
einen Stromkreises dagegen abhingig von den Vorgingen im anderen,
wie es bei Zweigen zusammengesetzter Stromkreise der Fall ist, so
wird ein Ausgleichsvorgang in einem Zweige auch einen solchen in
dem anderen bedingen.

Als Beispiel betrachten wir die Schaltung Fig. 203, bei der
zwei induktive Zweige mit einem dritten in Reihe geschaltet sind?).

) 8. Kuhlmann, Arch. f. Elektrotechnik Bd. I, S. 725.
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Um die Koeffizienten y der freien Schwingungen zu ermitteln,
schreiben wir den Operator Z, in der dem Scheinwiderstand des
stationdren Stromes entsprechenden Form

R, -+ yL) (R, +7Ly)
Zo= Bty L (G R L

Er wird mit den Abkiirzungen

ER,+ RR,+ R R,=¢ ]

LL, -+ LL,+L,L,—1 i (369)

R(Ll +L,) + B,(L, +L)+ R, (Ll +L)=v»

rPi+yr—+o

(Rl _l"Rz) + 4 (Ll ’+’ Lz) )
Dieser Ausdruck wird Null, wenn der Zihler Null ist. Da

2> 4 01 ist, werden beide Wurzeln von y reell, es sind Dimpfungs-
faktoren, die wir mit «, und «, bezeichnen.

vy FVi'—4o01

Z(y) ==

yl,B:——al,‘Z:MA — 21-—— . (370)
Die freien Strome verlaufen aperiodisch, der eine Teil ist
schwach gedédmpft, da fir den Exponenten o, Ay Ly
im Zihler eine Differenz steht. Bl

Da hier die Anfangsbedingungen leicht zu
ernmitteln sind, soll nur untersucht werden,
welche Bedeutung den schwach und den stark
gedimpften Teilen der Ausgleichstrome .zu-
kommt. Fig. 203.

Die freien Strome der beiden parallelen
Zweige sind

Ay Lz

=k ent -k, "e%t )
by ==k, et - k," eoat
Die Beziehung zwischen den Koeffizienten k, und k, erhilt
man, indem man einen Strom durch den anderen ausdriickt. Setzt
man z. B. einerseits die Spannung tber RL R L, fiir den freien
Strom gleich Null, andererseits iiber RL R, L,, wobei der unverzweigte
Strom die Summe ¢, .-, . ist, so erhélt man symbolisch

0=ty [(B+ B,)+a(L+L)]+ 5, (R + L)
0= igf[(R—{— R,))+ (L4 L,)]+ iy (B aL).
Hieraus eliminiert man die Glieder mit ¢, %, indem man die

erste Gleichung mit L, die zweite mit (L 4 L,) multipliziert und
subtrahiert, es wird

i RLI -+ Rz (L _l_LD —|— « (Ll L, _!j:LLl +LLg)
2 (RLI - R1L) .

. (311)

L=
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Durch Einsetzen des Wertes von Ty ; aus Gl 371 ist

k) en! [ RL,+ Ry (L+L,)4e, A]+k," e[ RL, -+ By (L+L,) + ety

7 =

1f (RL — R, L)
daher
s BLER(LAL)tel
k) —=—k —+—+ RL, ~iRrL —k 4,
b — — k) RL —}—R,\L—{—Ll)—l—txl — k74 (872)
1 RL,— R,L B J

worin durch Einsetzen von «, und ¢, aus Gl. 370 und 1 aus Gl. 369
R, — L) Ry(L4 L) — B, (L4 L) £V —dol

A .=
re 2(RL, —R L)
Fiir gleiche parallele Zweige ist R, — R,, L, =L, und
Vi —4d9d
4, =+ - T =41
L2 2(RL,— R L) —
k/=—F%k, und k"=-4%k". . . (372a)

Der unverzweigte Strom ist allgemein
iy (b ) et (1 o ) e
und fiir gleiche Zweige
=2k et

Der schwach gedampfte Ausgleichstrom tritt hierbei in dem
vorgeschalteten Zweig gar nicht auf, sondern er verliuft lediglich
als ein Kreisstrom in den beiden parallelgeschalteten Zweigen. In
dem unverzweigten Stromkreis tritt nur die Summe der beiden
schnell abklingenden freien Strome auf; hier kann also der Aus-
gleichsvorgang schon ldngst abgelaufen sein, wihrend er in den
parallelen Zweigen fortbesteht.

Aus den Anfangswerten der freien Strome

o=k Tk "—=—A k) — Ak,

. ”n
. taroy = =k +k,
erhialt man

b — ’_1@):% A2 10y
2 "4,— A,
. . - (373)
P o1 A1t )
2 A4, —A,
und fiir gleiche Stromzweige nach Gl. 372a
B U o Y2/
2 i (3730)
. . . (373a
pr — aro o
: 2
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Wird z. B. der ganze Stromkreis eingeschaltet, so ist fiir gleiche
Stromzweige

biro = b fo
k' =0.

Der langsam ausklingende Teil des freien Stromes, der nur in
den parallelgeschalteten Zweigen auftritt, fallt hier fort, und es
bleibt nur der schnell abklingende Teil.

War dagegen der eine Stromzweig (1) eingeschaltet und wird
der zweite dazugeschaltet, so ist fiir diesen

und daher

Uy a0 =0, Yaro) = T lae(o):
Dann ist fiir gleiche Zweige
A U1 ik VA () F o0y _hao
2 2 o 2

k n__Ya@ T e e __Yiam i
2 T - 1e(0) "
2 2

Die Strome wihrend der Ubergangszeit sind fiir diesen Fall

o > 2 1 a(0) 1al0) .
1= e + Zlf’* Y1e + #’ et ‘*.“ [__; ! e(O)J et

. . . . 1a(0) ) .
Gg =1y, 1% =l _;(0 emt - L 1“;‘0 - e(O):i et

Das schwach geddmpfte Glied des freien Stromes, das in beiden
Zweigen entgegengesetztes Vorzeichen hat und in dem vorgeschalteten
Zweig nicht auftritt, ist hier gleich dem halben Anfangswert des
Stromes, in dem nicht geschaltet wurde. Dieser Kreisstrom ent-
spricht einer Ladung des Feldes des zugeschalteten Stromkreises
durch den schon eingeschalteten; er fillt fort, wenn die vorgeschaltete
Impedanz (R, L) gleich Null ist.

Enthalten die Stromkreise Eisen, wie z. B. wenn 1 und 2 zwei
Transformatoren bezeichnen, die iiber eine lange Leitung mit groBem
Spannungsabfall gespeist werden, so konnen, wie auf S. 262 gezeigt
wurde, durch Séttigung und Remanenz die Stromstofe beim Schalten
sehr groB werden.

Kuhlmann?') beobachtete beim Einschalten eines Transforma-
tors, daB infolge des StromstoBes nicht nur bei diesem, sondern
auch bei einem benachbarten Transformator, der iiber die gleiche
Fernleitung gespeist wurde, der selbsttitige Uberstromschalter aus-
loste. Wie aus der Berechnung hervorgeht, ist dies dem groBen
Spannungsabfall in der Leitung und der dadurch hervorgerufenen
gegenseitigen Beeinflussung der Stromkreise zuzuschreiben. Durch
Verwendung eines Schalters mit Widerstandsvorstufe 1Bt sich auch
hier der StromstoB in zuldssigen Grenzen halten.

Hle
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89. Stromkreise mit gegenseitiger Induktion.

Ein Transformator. Die Transformatorgleichungen lauten sym-

bolisch:
Py =1 (R1 -+ ?’L1>+"'e ?’M] (374)
0=1, (R2+7’L2)+i17’Mi
woraus
=M 3

in die erste Gleichung eingesetzt, den Operator ergibt
g (B4 vLy) (By A-yLy) — y*M*
@) R + }/L
Fiir endliche Werte des Nenners wird der Ausdruck Null, wenn
y* (LyLy— M*)+y(B,L,+ R, L)+ R, R, ==0.
Die beiden Wurzeln von y sind wieder reell, d. h. Dampfungs-
faktoren,

2 2
Yie ==ty 5= — B Ly Bl +v(§£_ﬂ};§f‘) TAR RN (376)
Die freien Strome sind aperiodisch, ein Teil ist schwach ge-
dimpft, entsprechend der Differenz im Zihler von e,.
Fiir =k et |-k " et
z,,f——k enat 4k, et
wird durch Einsetzen in Gl 375

r___ ’ “1M7
k=—k'g s 1oL, (37)
7
kll___ k”,._.i”
2 'R, +¢o,L,

Als Beispiel werde das Einschalten des kurzgeschlossenen
Transformators betrachtet. Hierfiir kann man setzen
R,=R,=—R, L =L,=L,
und die Dampfungsfaktoren in Gl. 376 werden

 R(L—M) R
“TT T T LM ;
__R@gwm_ r o mf 0T
T T T LM S

worin § = (L — M) die Streuinduktivitdt ist.

Der zweite Dampfungsfaktor ist groB, weil § klein ist, der erste
ist sehr klein. M ist nicht viel kleiner als L, daher & etwa halb
so grofl wie der Dampfungsfaktor beim leerlaufenden Transformator.

In Gl 377 wird hier

k,’: + kll, k?'lt: . kx”'
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Die stationiren KurzschluBstrome sind ¢, und i,,.,, und

. . . . ”
b ="ty =k + &
. . . A " ___ 1.1 ”
Z?f(O):_le(O)Mk‘J + k) =k—k".

Daher
b — Yk “I"’zk(f»]
1 2
: : (318)
B — 1k "ak©
t 2
und die Ausgleichsstrome
R R
. . __ B, . . _k
4 —— zl_k(ﬂl‘-’]_ﬂ_(@), e LA ko '@ , S
1f 2
o v a7
G ko T k@ , T IFE N TIO R O
2f 2

Die Glieder haben folgende Bedeutung: die ersten schwach
gedimpften Teile sind primar und sekundér gleichgerichtet, ihr
Anfangswert ist gleich der halben Summe der stationiren Strome,
d. h. des stationiren Magnetisierungsstromes. Sie stellen die Teile
der freien Strome dar, die den HauptfluB erzeugen; jede Wicklung
trigt die Hilfte dazu bei.

Dieser Teil kann durch Remanenz und Sittigung hohe Werte
annehmen, jedoch nicht so hohe wie bei Leerlauf, erstens weil der
FluB bei KurzschluB kleiner ist als bei Leerlauf, und zweitens, weil
die Wicklungen sich unterstiitzen.

Der zweite Teil des freien Stromes, der in beiden Wicklungen
entgegengesetzt gerichtet ist, hingt von der Differenz der beiden
KurzschluBstrome ab, und da diese um fast 180° gegeneinander
phasenverschoben sind, ist sein Anfangswert fast ebenso gro wie
der KurzschluBstrom jeder Wicklung fiir £=0. Dieser Teil klingt
schnell ab. Nimmt man an, da8 wiBS':%’ also —f;:%’)— ist, so ist

_ET _ =
nach !/, Periode ¢ S 2?—=e 3% =0,35, dieser Teil kann nach Um-
kehr der Richtung des stationiren KurzschluBstromes diesen nicht
wesentlich verstirken. Der erste Teil hingegen, der linger andauert,
kann durch Uberlagerung iiber die stationdrenn KurzschluBstrome
.sehr hohe StromstéBe und groBe mechanische Krifte zwischen den
Wicklungen hervorrufen.

Analog stellt sich die Berechnung fiir einen KurzschluB des
belasteten Transformators. Hier sind die Anfangsstréme ¢, ,, und

44,0, durch die Belastung gegeben, man erhalt
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. ’ " _, .
U o) =k, Tk =100 — Yiro

. ’ "___ . .
’ef(m:kl — k" ==ty 0) = tar(oy -

k ’ [7:17@7(0) + i‘.}a(Q)] — [Zl k(0) + iﬁk (0)]
1
2

k1” _ [l:.l’q (O)f—_i'.’da(t))]; @(0) — iﬂk(ﬂ] )
2

Der erste Faktor enthélt hier die Differenz des Magnetisierungs-
stromes bei Belastung und jenes bei KurzschluB. Da der FluB bei
Belastung fast ebenso grof ist wie bei Leerlauf und der bei Kurz-
schlufl klein ist, nihern sich hier-die Verhiltnisse mehr denen beim
Einschalten des unbelasteten Transformators, so daB die StromstoBe
bei KurzschluB des belasteten oder leerlaufenden Transformators
noch groBer werden konnen als beim Einschalten des sekundir
kurzgeschlossenen Transformators.

90. Ausschaltvorginge.

Wir betrachten das Ausschalten des induktiven Strom-
kreises als Beispiel eines Ausgleichsvorganges mit verinderlichem
Widerstand.

Beim Ausschalten eines Stromkreises muBl die in ihm auf-
gespeicherte magnetische und elektrische Energie in eine andere
Energieform, z. B. in Wiarme, umgewandelt werden. Hierzu ist eine
gewisse Zeit erforderlich. Der Strom verschwindet nicht augen-
blicklich, sondern er bleibt zunidchst iiber einen Lichtbogen be-
stehen, der sich zwischen den Schalterkontakten bildet. Je mehr
die Kontakte sich voneinander entfernen, um so groBer wird der
Widerstand des Lichtbogens, um so mehr wird der Strom geschwécht.

Eine exakte Beschreibung des Vorgangs miifite also von den
Erscheinungen im Lichtbogen selbst ausgehen, die sich aber nicht
analytisch ausdriicken lassen'). Begniigt man sich, die Riick-
wirkung des Vorgangs auf den Stromkreis zu untersuchen, so kann
man eine bestimmte Annahme iiber den Widerstand des Lichtbogens
machen. Zu Beginn des Vorgangs ist der Widerstand des Strom-
kreises R, nach einer gewissen Zeit 7, der Ausschaltezeit, ist er un-
endlich groB. Macht man nun fiir den Widerstand in der Zwischen-
zeit nach Arons?) den Ansatz

R

.. . (380)

1—2
T

) Untersuchungen iiber Ausschaltvorginge s. Philippi, Diss., Danzig.
Marguerre, ETZ 1912. Hépp, ETZ 1913, S. 33, 1920, S. 748. Bauer, Bull.
des Schweiz. El. Vereins 1915. Biermanns u. Stern, ETZ 1916.

?) Wiedem. Annalen 1897, Bd. 63, S. 177; ETZ 1899, S. 601.
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so ist fiir einen induktiven Stromkreis

de R
Lm—l—

Si=p . ... (381
1 ——
T
Setzt man
=1z, dt=rtdzx,
so wird
di Rte pT
e TLi—®) L

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung 1. Ordnung ist

. (381a)

R = R =
i=c¢e 71—”“( %efzf——”‘drdx—l—C) . (382)
. R = R
ES ist fimdx——zf]n(l—x),

daher
Rz R

i—(1—a)L Bjﬁl —x)—ztdx—}—C} .. (383)
Es ist nun zu unterscheiden, ob die Ausschaltezeit v verschieden

von der Zeitkonstanten %des Stromkreises oder ihr gleich ist.

L .
Ist zunichst —R><r, so wird

f(l —x)_fzdxz——f(l—x)__ild(lfo)

N (1— 2) (1 ’it),

T Ri—1L
und mit diesem Wert wird Gl. 383
Rz
o PT "1 —a)L
@-—RI_L(I z)+C(1—a)k.
.. P L
Fir x =0 ist i =4, Rr—L+C’

daher

. . Rr
i=_PT — )4 <i‘,~*’£_—>(1—x)L - (384)

Ist zweitens »Z—-:t, so wird Gl 383

q

i—(1—2) {%f dx7+0J:(1—x) [0——’;? In(l—x):’.

1—=x

Bestimmt man die Integrationskonstante wieder aus

.’ZZO, i:lO:C’
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so wird

i=(1—x)[z‘0+%’1nliJ ... . (385)

Fiir den Verlauf des Stromes ist das Verhéltnis der Ausschalte-

L Lo . . .
zeit v zur Zeitkonstante 3 mafBgebend. Fiir einen induktionsfreien

Stromkreis ist L =0 und daher —Ig = co. Fir diesen Grenzfall

fir den i,—L- ist, erhilt das zweite Glied in Gl 384 dio un-

bestimmte Form 0-oco, ihr Wert ist Null. Es bleibt das erste Glied
und der Strom nimmt linear nach der Gleichung

ab. Je grofler die Selbstinduktion ist, um so langsamer verschwindet
der Strom anfinglich, um so schneller
mull er gegen Ende der Ausschaltezoit
verschwinden. Fig. 204 zeigt den Ver-
lauf des Stromes nach Gl 304 fiir das
Abschalten eines Gleichstromes, fiir ver-

. R
schiedene Werte von *z.

L
Das schnelle Verschwinden des Stro-
mes gegen Ende der Ausschaltezeit be-
dingt sehr hohe Selbstinduktionsspan-
nungen und dadurch hohe Spannungen
am Lichtbogen.
Fiir einen Gleichstromkreis ist p=1¢ R, und die Widerstands-

gz 4g¥ 45 48 T
Fig. 204.

spannung ist nach GL 384 und 380 fiir %21

(1) — —lf—t 4 o\z)

L
=%

tR=yp

und fir % =1t nach GI. 385
. Rz 1
Der Widerstand des Lichtbogens ist

*R R Rzx .
1—=x 1—=x
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Daher die Lichtbogenspannung fiir die beiden Fille

pz:iRl =P

und

Am Ende der Schaltzeit, x =1, ist

fﬁr%<r P, = — pR ]
mET L (38e)
L __
n BT P, =00

p, ist auBler fiir L—0 am Ende der Schaltzeit groBer als die Netz-
spannung, um so mehr, je groBer die Zeitkonstante ist. Ist diese
gleich oder groBer als die Ausschaltzeit, so ergibt die Rechnung
p;=00, was dahin zu deuten ist, daB der Lichtbogen stehen bleibt
und die Ausschaltzeit verlingert. Sie ist daher keine Konstante
eines Schalters, sondern von den GroBen des Stromkreises abhingig.

Die hohen Selbstinduktionsspannungen beim schnellen Aus-
schalten gefihrden die Isolation der Leitungen. Magnetwicklungen
werden oft nicht direkt ausgeschaltet, sondern erst iiber einen Wider-
stand geschlossen.

Nun hat jeder Lichtbogen in gewissen Grenzen eine labile Charak-
teristik, seine Spannung wird mit abnehmendem Strom groBer. Der
Abschaltvorgang bei Gleichstrom spielt sich daher so ab, daB beim
Entfernen der Kontakte die Linge des Lichtbogens und seine
Spannung soweit vergroBert werden, bis infolge des sinkenden Stromes
die Spannung zur Aufrechterhaltung des Lichtbogens nicht mehr
ausreicht. Durch geeignete Formgebung des Schalters (z. B. als
Hérnerschalter) wird erreicht, daB der Lichtbogen durch Wirme-
auftrieb und dynamische Wirkung sich selbst verlingert. Hiufig
wird der Ausschaltvorgang durch Blasmagneten beschleunigt, um
den Abbrand der Kontakte zu verringern und allzu lange Licht-
bogen zu vermeiden.

Grundsitzlich verschieden ist der Vorgang bei Wechselstrom.
Dieser hat nach jeder Halbperiode einen Nulldurchgang, dabei er-
lischt der Lichtbogen. Gelinge es, das Abschalten so zu gestalten,
daB vom Augenblick des Offnens des Schalters der Strom nach seiner
betriebsméBigen Sinuskurve bis zum nichsten Nulldurchgang ver-
lduft und der Lichtbogen danach nicht wieder ziindet, so konnte
keine groBere Selbstinduktionsspannung entstehen als die stationére

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl, 19
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Amplitude ¢, wL. Meist findet aber nach dem Nulldurchgang des
Stromes ein Neuziinden statt, um so eher, je grofler die momentane
Spannung beim Nulldurchgang des Stromes, d. h. die Phasenver-
schiebung ist. Ein Wechselstromlichthogen dauert daher im allge-
meinen wihrend mehrerer Perioden an, bis die Schalterpole soweit
voneinander entfernt sind, da8 die Neuziindung nicht mehr erfolgt.
Bei hohen Wechselspannungen wird der Lichtbogen in Luft aufBer-
ordentlich lang, man verwendet daher meist Olschalter, bei denen
die Kontakte und der Lichtbogen durch das Ol gekiihlt werden
und die Ziindspannung betrichtlich hoher liegt, so dal der Licht-
bogen weniger lange andauert, als bei Luftschaltern.

Die Gefahr hoher Ausschaltiiberspannungen bei Wechselstrom
besteht meist nur beim Ausschalten schwacher Strome in stark in-
duktiven Kreisen, z. B. des Leerstromes eines Transformators oder
Induktionsmotors, weil bei schwachen Strémen und groBer Schalt-
geschwindigkeit der Lichtbogen schnell labil werden und den Strom
schon in der ersten Halbperiode zu einem schnelleren Abfall bringen
kann, als der Sinuskurve entspricht. Je steiler dieser Abfall gegen den
beim betriebsmiBigen Nulldurchgang, um so héher die Uberspannung.

Bei Induktionsmotoren trennt man die Statorwicklung nur
vom Netz, wenn der Liufer iiber einen Widerstand geschlossen
ist. Beim Leerabschalten von Transformatoren verwendet man oft
eine Widerstandsvorstufe. Sie ist so zu bemessen, dafl fiir beide
Schaltstufen der Lichtbogen etwa gleich lang wird. Der Lichtbogen
der Vorstufe liegt dem Vorschaltwiderstand R parallel; ist seine Ziind-
spannung e,, >4, R, so kaun er nicht mehr entstehen. i, ist der
Leerstrom bei vorgeschaltetem Widerstand. An der Hauptstufe be-
steht beim Nulldurchgang des Stromes die Spannung p,, sin g, der
Lichtbogen ziindet nicht mehr, wenn die Ziindspannung e_, > p,, sin ¢
ist. Es soll daher ¢,R2~p, sing sein, und da die beiden Span-
nungen um 90° phasenverschoben sind, soll jede etwa 70°/, der
Netzspannung betragen. Den Strom z’ entnimmt man der Magneti-
sierungskurve fiir 0,7 p und bemiBt den Widerstand so, da8 s'"R ~ 0,7 p
wird. Er ist wesentlich grofer als der zur Vermeidung des Einschalt-
stromstoBes.

Beim Abschalten grofler Strome, z. B. beim Unterbrechen eines
Kurzschlusses, beanspruchen die thermischen und dynamischen Vor-
ginge im Schalter selbst das iiberwiegende Interesse. Die im Licht-
bogen auf geringem Raum verzehrten grofen Energiemengen werden
teils zur Zersetzung des Oles, teils zum Schmelzen und Verdampfen
der Elektroden und des Oles verbraucht. Der in sehr kurzer Zeit
vor sich gehende Verdampfungs- und Vergasungsvorgang bedingt eine
betrachtliche Drucksteigerung. Die Vermeidung des Herausschleuderns
von brennendem Ol und des Austritts von Rauch, die zu Brinden
und Uberschliigen fithren, stellen hohe Anforderungen an die
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Schalterkonstruktion. Um die schidlichen Wirkungen des Licht-
bogens bei groflen Stromen zu reduzieren, ist anzustreben, die Neu-
ziindung nach dem ersten betriebsmiBigen Nulldurchgang zu ver-
hindern. Da bei hohen Spannungen auch ein sehr langer Licht-
bogen doch nur einen kleinen Teil der Spannung aufnimmt, kann
er den Verlauf eines groflen Stromes nicht wesentlich beeinflussen, es
besteht bei groflen Stromen weuniger Gefahr des vorzeitigen Abreiflens
und der Uberspannungen. Daher hat es auch keinen Zweck, den
Lichtbogen lédnger bestehen zu lassen.

Durch besonders hohe Ausschaltgeschwindigkeiten (Schnellkon-
takte) und intensive Kiihlwirkung des Oles sucht man zu erreichen,
die grofiten Strome in !/, Periode zu unterbrechen.

Besondere Eigenschaften zeigt das Ausschalten eines Kon-
densators. Erlischt der Lichtbogen beim betriebsméfiigen Null-
durchgang des Ladestromes, so haben die Ladung und Spannung p,,
gerade ihren Hochstwert. Der Kondensator behilt seine Ladung bei,
die Netzspannung setzt ihre Schwingung fort und erreicht nach
1/, Periode ihren Hochstwert entgegengesetzter Richtung — p . Hier
besteht am Schalter die doppelte Spannung —2p, , die zur Neu-
ziindung fithren kann, falls sie nicht schon vorher eintrat. Erfolgt
die Ladung des Kondensators in Schwingungen (mit der Induktivitit
der Zuleitung), so schwingt seine Spannung auf etwa die doppelte
Einschaltspannung (— 4 p,,) von ihrem Anfangs- wert --p, an, er-
reicht also nahezu die dreifache Amplitude.

Diese Riickziindungen treten hiufig beim Abschalten von leeren
Leitungen und Kabeln auf, zur Verminderung der dadurch ent-
stehenden Uberspannungen verwendet man einen Schalter mit Wider-
standsstufe. '

Beim ErdschlufBl einer Leitung fillt ihre Spannung gegen
Erde auf Null, die der anderen Phasen steigt auf die Linienspan-
nung. Durch die ErdschluBistelle fliet der Ladestrom der Teil-
kapazititen gegen Erde der nicht geerdeten Phasen unter Linien-
spannung, der sogenannte ErdschluBstrom. Bei jedem Neuziinden
wird das Netz in starke Schwingungen versetzt. Die hierbei auf-
tretenden Uberspannungen, und die groBen Ausdehnungen, die ein
solcher intermittierender ErdschluBllichtbogen annimmt, wobei
er oft auf andere Leitungen iberspringt und zum Kurzschluf
fihrt, machen ibn gefihrlich. Das vorziiglichste Mittel zu seiner
Unterdriickung ist die ErdschluBdrosselspule von Petersen?),
die zwischen den Nullpunkt des Stromerzeugers oder Transformators.
und Erde geschaltet ist; sie nimmt unter Phasenspannung gerade den
Erdschlufistrom auf, so daB die ErdschluBstelle davon entlastet ist.

1) s. ETZ 1919. S. 5.
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91. Die Gleichungen der freien Schwingungen auf Leitungen.

Die im letzten Kapitel untersuchten Ausgleichsvorginge in elek-
trischen Stromkreisen beschrinkten sich auf die Fille, bei denen wir
die elektrischen und magnetischen Felder je fiir sich in bestimmten
Teilen des Stromkreises bestehend, d. h. Induktivitit und Kapazitét
in diesen Teilen konzentriert, annehmen konnen.

Diese Annahme setzt voraus, daB in jedem Augenblick in jedem
Punkt des betrachteten Teiles des Stromkreises der gleiche Zustand
und die gleiche Zustandsinderung herrschen, oder, daB die Zeit fiir
die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Stérung iiber den ganzen
betrachteten Teil des Stromkreises verschwindend klein ist gegen die
Dauver der Zustandsinderung selbst.

Im folgenden untersuchen wir die wesentlich schneller verlaufende
Fortpflanzung einer Zustandséinderung von einem Punkt des Strom-
kreises zum nichsten, d. h. Stromkreise, bei denen der Zustand von
Punkt zu Punkt sich dndert, und bezeichnen sie als nicht stationére.

Die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Stérung geht nach
der Maxwellschen Theorie der Elektrizitit durch elektromagnetische
Wellen vor sich, die sich nach allen Richtungen im Raum ausbreiten.
Thr nutzbares Anwendungsgebiet ist die Funkentelegraphie. Sie bieten
aber auch fiir die Starkstromtechnik Interesse, weil hier als ihre
Folge gewisse Uberspannungserscheinungen auftreten, die SchutzmaB-
regeln erfordern.
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Wir betrachten hier den Sonderfall der Fortpflanzung von
ebenen elektromagnetischen Wellen, d. h. solche elektromagnetische
Felder, bei denen die elektrischen und magnetischen Kraftlinien in
einer Ebene verlaufen. Dieser Fall liegt bei Freileitungen und Kabeln
vor. Die magnetischen Kraftlinien umschlingen die Leiter in der-
selben Ebene senkrecht zur Leiterachse, in der die elektrischen Kraft-
linien von einem Leiter zum anderen und zur Erde verlaufen.

Nun ist nach dem Poyntingschen Satz der Vektor des Energie-
flusses proportional dem Produkt aus elektrischer und magnetischer
Feldstirke und dem Sinus des Winkels zwischen ihnen, und er ist
senkrecht zu ihnen gerichtet. Die Richtung des Energieflusses ist
die Fortpflanzungsrichtung der elektromagnetischen Welle, ebene
Wellen von Freileitungen und Kabeln pflanzen sich nur in einer
Richtung, der Richtung der Leiterachse fort.

Eine geringfiigige Abweichung von der ebenen Beschaffenheit
weist das Feld einer Leitung in der Nahe der Leiter auf. Weil die
Leiter nicht unendlich grofe Leitfihigkeit besitzen und das Dielek-
trikum kein vollkommener Isolator ist, stromt ein Teil der Energie
in den Leiter, ein Teil bleibt im Dielektrikum.

Fir die Berechnung legt man nun, wie fiir die Darstellung der
stationdren Verteilung der Strome und Spannungen auf Leitungen
(s. Kap. XI) gleichméfig verteilte Induktivitiat, Kapazitat, Widerstand
und Ableitung zugrunde.

Die Ubertragung dieser von dem stationiiren Zustand abgeleiteten
GroBen auf den nicht stationdren Zustand gibt, wie ndhere Unter-
suchungen zeigen?'), fiir ebene Wellen formell richtige Resultate.

Wir gehen daher von der Doppelleitung aus und suchen fiir
ihre Differentialgleichungen (Kap. XI Gl. 206 u. 207) das allgemeine
Integral. Es ist

op . 01
_? _p L
be Tt Ly (887)
01 op :
------ — A4 = . . . .. . . (388
e AP T0%, (388)

Differentiiert man jede Gleichung nochmals nach z und setzt
die andere ein, so wird

a‘z

L —Rdp+(OR+ L4 ap—rLO .. (389)
a2i——RA' CR-LL4) % Lo‘i’ 390
s RAi+(CR+LA) = L0 5 . . (390)

) &. Mie , Ann. d. Phys. 1900, S. 201. Cohn, Elektromagn. Feld 1900
S.449. Abraham, Phys. Zeitschr. 1901, S. 329; 1905, S. 174.
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Beide Gleichungen haben dieselbe Form, wir brauchen daher
nur eine zu betrachten, z. B. die fiir die Spannung p.

Sie 1Bt sich so umformen, daB der erste Differentialquotient
nach der Zeit nicht mehr vorkommt, wenn man setzt:

p=Ue=2t . . . . . . .. (391

worin U eine Funktion des Ortes und der Zeit ist. Hiernach wird

,az_p:agUe"‘ut

ox® oz

Bp oU —at ot

FramirT e aUe

2p *U _ oU e at

6t~ ?ﬁe — 2« ——a~t'€ - Ue
und hiermit wird Gl. 389

2

%]—UfRA—oc (CR-+LA)-+ «*LC| ]|

l[ . (389a)
—}-»—[C’R{—LA*‘)ocLO] LC'J

Hierin wird der Faktor von a—g Null, wenn

~

1TR |, 4]
= |=+= 2
5 [L + CJ (392)
ist, der Faktor von U ist dann
1 TR A? N
RA—a«(CR+LA) -+ o LC=—LC—- | —— = =—LCJ
! 4 L C:
worin
1[R A}
67_5%13*5‘ Co. .. .. (393)
ist. Gl 389a erhidlt hiermit die Form
?xg—iqw USLC . . . . . (389D)

Da unsere Rechnung beziiglich der Verluste nur eine Anniherung
ist, so beschrinken wir uns von vornherein auf den fiir Starkstrom-
leitungen nicht sehr von der Wirklichkeit abweichenden Fall, daB
d==0 ist, oder nach (393)

R:L=A4:C . . . . . . .. (399

d. i. nach Kap. XI S. 198 die verzerrungsfreie Leitung.
Dann lautet Gl 389b
U o*U

= — LC.
2z o
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und mit der Abkiirzung

1
LO—- (395)

*U o

U _ eV 396)
= o (

Die Losung dieser Differentialgleichung ist von d’Alembert
fir die schwingende Saite angegeben, sie lautet allgemein

U=f(x—vt)+f,(z+v0)Y), . . . . (397)
worin f, und f, vorldufig noch willkiirliche Funktionen des Ortes
und der Zeit sind, die noch nidher zu bestimmen sind.

Hiermit wird nach Gl 391

p=e—[fi(@w—vt) ;frl@+oen)]. . . (398)

Setzen wir diesen Wert in Gl. 388 ein, so wird
21 I of, 8{0]
[, —at . —at —at | ___ a1 Jle
ax—Ae (fo + fo) —eCe—<t(f, +f,) -+ Ce L vax—l—'vax

Fir die Annahme (394) 6=0, sind die ersten beiden Glieder rechts
entgegengesetzt gleich und heben sich fort; setzt man im dritten
Glied den Wert fiir » aus (395) ein, so wird mit

1

. v:‘/ﬂj
i=)/Ceotfiw—vt) —p@+en] . (399

Die beiden willkiirlichen Funktionen f, und f, stellen zwei mit der
konstanten Geschwindigkeit » fortschreitende Wellen von unver-
inderter Gestalt dar. f, wandert in Richtung der zunehmenden z
denn die Funktion hat nach einer Zeit df an einer um dz==vdt¢
entfernteren Stelle wieder die gleichen Werte wie z. Z. ¢ an der
Stelle x, das gleiche gilt fiir f,, wenn wir sie um —dx=wvdt ver-
schieben.

Nach Gl 398 und 399 +ergibt sich die Spannung als Summe,
der Strom als Differenz von zwei in entgegengesetzter Richtung
mit konstanter Geschwindigkeit wandernden Wellen, die bei der
Fortpflanzung ihre Gestalt nicht éndern, aber, wie der Faktor e—«t
zeigt, mit der Zeit abklingen. Jede Welle des Stromes ist der im
gleichen Sinne wandernden Spannungswelle proportional, sie ergibt

) Man kann die Richtigkeit der Lésung durch Differentiation jeder der
beiden Funktionen erkennen. Es ist z. B. fiir f,

62‘]!‘1 ,_ 82f1(x—vt) *f"(x-—-vt)
— 11

dx® d(x—vtp
P Pfi(x —ol) (d(ﬂc_—vt)>2_ 2L e
ot ow—vte \ dt =vf"E— D),

und analog fir f,.
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sich aus ihr durch Multiplikation mit ‘/%, d. h. mit dem reziproken

Wert der Charakteristik oder des Wellenwiderstandes (s. S. 198)

L
Z Sl Va .
Jeder elektrische Vorgang auf der Leitung laBt sich durch zwei

derartige Wellen darstellen; ihre Form ergibt sich aus den Grenz-
bedingungen des Problems. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist
1 c

V= e )

VLC Veu
worin ¢=3-10% km/sek™* die Lichtgeschwindigkeit ist. Bei Frei-
leitungen (¢=1,u=1) ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich
der Lichtgeschwindigkeit, bei Kabeln ist sie umgekehrt proportional

der Quadratwurzel aus der Dielektrizititskonstante.

Der Zustand auf einer Leitung wihrend eines Ausgleichsvorganges
ergibt sich wieder durch Zusammensetzung der stationiren Werte

(p,» 7,) und der freien Schwingungen (s> i) von Strom und Spannung,
die den Ubergang von dem Anfangswert zum Endwert vermitteln

P=0,+p; i=i,4i .. . . . (400)

Sind im Augenblick der Zustandsinderung ({=0) die stationiren
Anfangswerte pa(), %), die stationiren Endwerte pe(), %), SO er-
fordert der stetige Ubergang fiir die freien Schwingungen Pr)s b0

Pa (= Pe0) T Prio) ta@=="%© @ - - (401)

92. Freie Schwingungen bei offener oder bei kurzgeschlossener
Leitung.

1. Das Einschalten einer offenen Leitung mit Gleichstrom.

Eine Leitung von der Linge ! werde zur Zeit t==0 an ihrem
Anfang (z=0) an eine Quelle konstanter Spannung P geschaltet,
wihrend ihr Ende (z=1) offen ist. Wir sehen zunichst von der
Riickwirkung der Einschaltvorginge auf die Stromquelle ab?). Vor
der Zeit t=0 ist der Anfangszustand fiir die ganze Leitung

Pe=0, 4,=0. . . . ... (402)
der stationire Endzustand ist
p,=P, ,=0. . . . . . . (403)

) Eine beliebige Stromquelle wiirde bei dem auftretenden Ladestrom
ihre Spannung nicht halten, man kann sich aber vorstellen, da8 durch groBe
parallelgeschaltete Kondensatoren die Ladung abgegeben und die Spannung
praktisch konstant gehalten wird (s. auch S.326)
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Die Anfangsbedingungen fiir die freie Schwingung sind daher
Pf<0>=pa(o>—Pe(0)=—P} . (404)
0 = ta© — Te = 0
Diese Bedingungen setzen wir in die Gl 398 und 399
py= e, (z— v8) + £, (2 4 v1)]

e—at

=g [ (&~ o) — fy(z 1]
fiir =0 ein, und es ergibt sich

fy(@) 4+ fo(z)=—P, fy (@) —fy(x)=0,

daher fil@)=fx)=—3iP . . . . . . . (405)
Die Wellen f, (x) und f,(x) sind 1hrem Betrag nach gleich grof}, und
haben zur Zeit {=0 iiber die ganze Lei- ., i
tungslinge den konstanten Wert —1P (s. ¥
Fig. 205a). i 7

Welche Gestalt haben nun die Wellen S
in den folgenden Zeiten wihrend ihres Fort- Fig. 205a.

schreitens? Hieriiber gibt uns die Reflexion R ;
an den Leitungsenden Aufschluf, die aus

|
den dort herrschenden Bedingungen zu er- o— . It
mitteln ist. L P |
a) Am Leitungsanfang soll nach Voraus- 7
setzung P —konst., d. h. p,=0 sein, also Fig. 205b.

ist nach GI. 398 fiir x =0
(0 —vt)=—f,(0+vi).

Dies bedeutet: die vom Anfang fortziehende Welle (f,) ist am Lei-
tungsanfang ebenso groB wie die einfallende f,, hat aber entgegen-
gesetztes Vorzeichen. Man betrachtet die Fortsetzung der vom
Anfang fortziehenden Welle f, als Reflexion der dort einfallenden
Welle f, und erhilt: Die einfallende Welle f, wird am Leitungsanfang
unter Umkehrung des Vorzeichens reflektiert.

b) Das Leitungsende ist offen, dort ist i,==0, und nach Gl 399
wird fiir x=1

fil—vt)=f(I—v1),

was wir wieder so deuten, daB die am offenen Ende einfallende
Welle f, mit gleichem Vorzeichen reflektiert wird. Fig. 205b zeigt

die beiden Wellen, nachdem sie um eine Strecke z in der Zeit t:%

gewandert sind, wobei von ihrer Verkleinerung durch die Démpfung
vorerst abgesehen ist. Die Welle f, zeigt an der Stelle x einen
Sprung um die volle Spannung P, der von der Reflexion der
Welle f, am Anfang herriihrt. Unter Beriicksichtigung der Dampfung

z
ist er Pe “v.
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. . . . . l
Dieses Bild schreitet nun bis zur Zeit t1:; vorwarts, dann

hat der Spannungssprung der Welle f, das Leitungsende erreicht,
und da f, hier mit gleichem Vorzeichen reflektiert wird, hat nun
von hier ab auch f, einen analogen Spannungssprung, der nach dem

. . . 2 .
Leitungsanfang wandert und diesen zur Zeit t0:~l erreicht. Man
o

erkennt, daB jede Welle ihr Vorzeichen nach dem zweimaligen Durch-
laufen der Leitungslinge umkehrt. Die volle Periode des Vorgangs,
die zwei entgegengesetzte Richtungswechsel in jeder Welle umfaBt,
ist doppelt so grofB}, nimlich

4l
Y

T (406)
Eine einseitig offene Leitung schwingt in Viertelwellenlingen. Die
resultierenden Werte von Strom und Spannung der Leitung ergeben
sich nun durch Addition der
stationdren und der freien
Werte:
p=P+p, i=1.
In Fig. 206 ist der Vor-
gang fir 8 Augenblicke im
Abstand von */; Periode unter
Vernachlissigung der Damp-
fung aufgetragen. In der
ersten Viertelperiode wandert
eine resultierende Spannungs-
welle von der Hohe P und

ein Ladestrom ¢ :g bis

zum Ende der Leitung und
speichern in dem elektromag-
netischen Felde der Leitung
gleichgroBe elektrische und
magnetische Energien

W,=1P*Cl=W,_ =1}*Ll
auf. Die Gleichheit folgt

daraus, dafB zzP‘/g ist.
Die Stromquelle fiithrt die

2

momentane Leistung P — A

zu. Am offenen Leitungsende

Spannung. Strom.
P £ Fig. 206. kann der Strom nicht be-
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stehen, die Stromwelle wandert in der zweiten Viertelperiode zuriick,
wobei das magnetische Feld seine Energie in das elektrische Feld
entladet, wihrend gleichzeitig die Stromquelle ihre konstante Leistung
weiter liefert. Diese wird nun aber nur in dem elektrischen Felde
der Leitung aufgespeichert, wobei die Spannung der Leitung zunichst
am Ende und dann riickwirts schreitend bis zum Anfang auf den
doppelten Betrag steigt, und am Ende der zweiten Viertelperiode
ist in der Leitung die 4fache elektrische Energie aufgespeichert
wie zuvor. Da am Leitungsanfang die Spannung konstant gehalten
wird, entladet sich die Leitung in der dritten Viertelperiode in die
Stromquelle zuriick, der Entladestrom wandert vom Anfang der Lei-
tung zum Ende unter Ausbildung eines magnetischen Feldes von ent-
gegengesetzter Richtung wie zuvor, dessen Energie ebenfalls aus dem
elektrischen Felde kommt, wobei die Spannung auf P abnimmt. In
der vierten Viertelperiode entladen sich die magnetischen und elek-
trischen Felder der Leitung in die Stromquelle, und am Ende der
Periode ist die Leitung strom- und spannungslos.

Das Spiel wiederholt sich von neuem, jedoch werden durch die
Verluste die Wellen geddmpft und klingen aus, bis schlieilich die
Leitung die konstante Spannung P hat.

Der EinfluB der Dampfung #duflert sich zunichst darin, da die
groBte Spannung, die zuerst am Leitungsende nach !/, Periode auf-

l
tritt, nicht 2 P sondern P (1 —}—e*a;> ist.

Quantitativ ist die Dimpfung schwer einzuschitzen, da es fraglich
ist, welcher Wert des Widerstandes fiir diese hohen Frequenzen ein-
zusetzen ist, und weil unsere Annahme der Verzerrungsfreibeit nicht
immer zutrifft. Setzt man fiir B den Gleichstromwiderstand ein, so
findet man fiir Freileitungen den Wert ¢« = R:L zwischen 150 und
250. Fiir einen Mittelwert «==200 ist bei einer Leitung von
=15 km mit v=3-10"km-sek™

?

—_—a— — 0.01
e Y=—e 0,99.

Bei Kabeln ist die Dampfung grofer wegen der kleinen In-
duktivitdt und weil v kleiner ist. Schitzen wir ¢ 5mal so grofl und
v halb so groB wie oben, so wird fiir ein ebenso langes Kabel

z

—_—— T—0,1 _'
e ?—¢ =0,905.

Die Spannung am Leitungsende wire also in diesem Falle nach

1/, Periode 1,905 P; nach %/, Perioden fillt sie dort nicht auf 0.
31

—a— —0,3
sondern auf P(l—e ”)zP(l—e )———O,?GP usf.

Fig. 207 zeigt, wie unter Beriicksichtigung der Démpfung die
Spannung sich am Leitungsende einschwingt und ein analoges Bild
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148t sich fiir jeden Punkt der Leitung konstruieren.
Fiir die Isolation mufl man mit der doppelten Betriebsspannung
rechnen.

2.Das Einschalten einer offenen Leitung mit Wechselstrom.

Aus Kap. XI ist bekannt, daBl im stationéren Zustand sich eine
Schwingung einstellt, die wir darstellen kénnen durch

A T DU
i(e) = 'l"m (2) sin (a)t + (P(I))
wobei die Amplituden p, ., und ¢

L.
p=p,,sin(wt -+ y),
so ist der Anfangszustand vor Beginn der Zeitrechnung

m Sowie die Phasenwinkel Y
und ¢, Funktionen des Ortes sind,
die aus dem Spiralendiagramm
Fig. 152 Seite 200 ermittelt werden.

T Fig. 149 Seite 192 stellte die Strom-

und Spannungsverteilung fiir eine

P verlustfreie Leitung dar.
o Schaltet man nun z.Z. t=20
e g den Anfang der Leitung an eine
Fig. 207. Spannung

p,=0, i,=0;
der stationire Endzustand fiir {=0 ist nach Gl 407
De)=Pm@ SN Y@,  Te©) = im@) SN Q)
daher fiir die freie Schwingung fiir =0
Pro) =" Do) = — Pm(a) SIN Yi =, () + 15 ()
ip0) = — Te@ =~ Im(z) SiN ‘P(m:% [f, () — f2 ()]
und die beiden Wellen f, (¢) und f, (x) sind z. Z. t=0

11 (#) = =4 [P S0 Yy + 2y SR P
f‘.’. (x) = % [pm () S0 Yy —Zlm(x) s (P(x)] .

Die Form der beiden’ Wellen f, und f, ergibt sich hiernach
durch Addition bzw. Subtraktion der stationiren Strom- und Span-
nungsverteilung z. Z. {—=0. Praktisch erfolgt das Einschalten stets
durch einen Einschaltfunken im Augenblick der Spannungsamplitude.

Fiir die Retlexion der Wellen ergibt sich wieder bei der am
Ende offenen Leitung

fir x=0, p,=0, fir =1, z’f=0.

Die erste Bedingung ergibt wieder eine Reflexion der am
Leitungsanfang eintreffenden Welle f, mi: umgekehrtem Vorzeichen,
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die zweite eine Reflexion der am Leitungsende eintreffenden Welle
f, mit gleichem Vorzeichen.

Das Bild des Einschaltvorganges héingt nun sehr von dem Ver-
héltnis der erzwungenen Frequenz f zur Eigenfrequenz f,; der Leitung
ab. Diese ist nach Gl. 406

1 v
e ="=a
Wir wihlen zunéchst ein Beispiel, bei dem die erzwungene Frequenz
groBer als die Eigenfrequenz ist. Es sei f==300, /=500 km.
Fiir eine Doppelleitung aus Drahten mit 1 em Durchmesser im
Abstand von 120 cm ist € =0,00525 uF-km™!,

L =0,00212 Henry-km™'. R=—0,51 Ohm-km™1,

Die Charakteristik ist Z z‘/é—l = 635 Ohm.

Die Lange von 500 km ist bei 300 Perioden gleich der halben
Wellenlidnge, bei Leerlauf sind  daher die Spannungen am Anfang und
Ende im stationdren Zustand um 180° phasenverschoben. Fiir die
freien Schwingungen der offenen Leitung ist die Leitung !/, der
Wellenlinge. Die erzwungene Frequenz (300) ist daher hier doppelt
so grol wie die Eigenfrequenz.

Zwischen dem rdumlichen D#mpfungsfaktor der stationdren
Wellen der verzerrungsfreien Leitung (s. Kap. XI S. 198)

a—=R:Z—=A.Z

und dem zeitlichen Dampfungsfaktor der freien Schwingungen
«e=R:L=A4:C
besteht die Beziehung o=—awv.
Hier ist
a=0,8-10"% km™!, o« =— 240 sek™1.

Fig. 208 zeigt fiir 7 Augenblicke der ersten Periode der er-
zwungenen, d. i. die erste Halbperiode der freien Schwingungen die
Spannungs- und Stromverteilung. Die diinn ausgezogenen Linien sind
die stationdren Werte, die aus dem Spiralendiagramm Kap. XI er-
mittelt sind, die gestrichelten Linien sind die Welle f, und die
punktierten die Welle f,. Die Dampfung kann hier nicht vernach-
lissigt werden, denn nach !/, Periode sind die Wellen schon auf den

Wert ¢ “7—e " — 0,449 gedimpft und in der Figur entsprechend
verkleinert.

Bei den meisten Starkstromanlagen ndhern sich die Vorginge
indessen wesentlich mehr denen einer Gleichstromleitung. Fiir eine
Freileitung von 30 km Linge und f= 50 Perioden i. d. Sek. ist die
Leitungslange !/,,, der Wellenlinge und daher ist die stationire
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o

Spannung bei Leerlauf auf der ganzen Leitung in jedem Augenblick
fast dieselbe.

Ferner ist f==0,02f,,, d. h. die Eigenfrequenz ist 50mal so
grol wie die stationdre Frequenz. Wird z. B. bei der Amplitude der
stationdren Spannung eingeschaltet, so ist die stationidre Spannung

27
nach 1 Periode der freien Schwingung p, 0035—320,992 D,,> also

praktisch unverdndert.

Spannung. Fig. 208. Strom.

Nehmen wir dieselben Leitungskonstanten wie vorhin an, so sind
die freien Schwingungen nach 1 Periode der stationdren Schwingung
(/50 Sek.) nur noch e—48 = 0,0081, d. h. weniger als 1°/, ihres Anfangs-
wertes, so dal der Ausgleichsvorgang praktisch aufgehort hat.

Aus diesem Grunde legt man fiir die Einschaltvorginge bei Stark-
stromanlagen meist die Verhiltnisse zugrunde, wie sie sich fiir eine
Gleichstromleitung ergeben.
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3. Der Ausgleich einer beliebig verteilten Ladung auf
einer offenen Leitung.

Bei einer atmosphirischen Entladung wird auf der Leitung eine
zuvor durch die Ladung einer Wolke gebundene Ladung frei. Ihre
Verteilung iiber die Linge ! kann beliebig gegeben sein. Ist ¢ (z)
die Ladung fiir die Léngeneinheit, die eine beliebige Funktion von
x sein kann, so entspricht ihr die Spannungsverteilung

und eine entsprechende Verteilung von elektrischer Energie.

Die Spannung sucht sich auf der Leitung auszugleichen. Da
die Leitung an beiden Enden offen ist, kann die Energie an den
Enden nicht abflieBen, vielmehr wandert sie so lange auf der
Leitung hin und her, bis sie in Verlusten verbraucht ist. Bei jeder
Wanderung nimmt die urspriingliche Ladung infolge der Ableitung
ab. Dann ist p,=0. Der Strom ist zu Anfang und zu Ende des
Vorgangs Null. Fiir die freien Schwingungen gilt

Pr0) = Pa©) — Pe0) = P (®)
if(O) =0.

Fiir die entstehenden Wellen gilt daher z. Z. t—=0
pro =" () +fz(x)=p (@)
. 1 .
iro =7 [fi(®) — ()] =0,
und hieraus folgt
i@ =f@=%ipx) . . ... .. (408)

Die urspriinglich vorhandene, ganz willkiirliche Spannungs-
verteilung zieht also in zwei Wellen von gleicher Form und je
halber Gré8e nach den Enden der Leitung. Dort werden die Wellen,
da die Enden offen sind, mit gleichem Vorzeichen reflektiert, weil

die Strome fZI_ und %—, die bei der Bewegung entstehen, an den
offenen Leitungsenden nicht bestehen konnen. Die Wellen wandern
somit auf der Leitung hin und her, bis ihre Energie durch die Ver-
luste aufgebraucht ist, sofern sie sich nicht schon vorher einen
Weg zur Ableitung der Energie schaffen. Ist namlich die durch
atmospharische Entladungen entstehende Spannung hoher als die
Isolation der Leitungen vertrigt, so wird die Isolation durchschlagen.
Bei Freileitungen sind z. B. die Isolatoren die gefihrdeten Stellen,
die bei atmosphirischen Uberspannungen iiberschlagen werden. Zum
Schutz verwendet man sog. Uberspannungsableiter, die hiufig aus
einer Funkenstrecke (Hornerableiter) oder einer Anzahl in Reihe
.geschalteter Funkenstrecken (Rollenableiter) bestehen und mit einem
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Widerstand zwischen Leitung und Erde geschaltet sind. Die Funken-
strecken werden so eingestellt, daB sie bei einer gewissen Uber-
schreitung der Betriebsspannung ansprechen.

4. Die Ausgleichsvorgéinge bei Unterbrechung eines
Kurzschlusses.

Beim Kurzschlul einer Leitung wird der Leitungsanfang durch
eine Sicherung oder einen selbstitigen Schalter von der Stromquelle
getrennt. Es werde angenommen, daf beim AbreiBen des Unter-
brechungslichtbogens (t = 0) in der am Ende kurzgeschlossenen Leitung
noch ein gewisser Strom 14, =J besteht, der fiir die ganze Lange !
gleichgroB sei. Die Spannung der kurzgeschlossenen Leitung ist nach
dem Abtrennen klein und werde vernachlissigt, daher p,=0.

In der Leitung besteht eine magnetische Energie 1J2Ll, die
auf der Leitung hin und her wandert, bis sie durch die Verluste in
Wiérme umgewandelt ist. Der Endzustand ist p,=0, 1,=0, daher
gilt fiir die freien Schwingungen

pro="f, (@) 4 f, (x) =0
ipo)= %[fl (@) —fy (2)] =,
fil@)=—fx)=1JZ.

Der Vorgang ist in Fig. 209 fiir einige Augenblicke in Ab-
stinden von je !/, Periode dargestellt. Zur Zeit t = 0 sind die beiden
Wellen 3JZ und — 1JZ; die
zweite wird am offenen Lei-
tungsanfang, wo der Strom
Null ist, mit gleichem Vor-
zeichen reflektiert, wihrend f,
am kurzgeschlossenen Ende,
wo die Spannung Null ist, mit
entgegengesetztem Vorzeichen
reflektiert wird.

Der Strom verschwindet
daber vom Anfang der Lei-
tung anfangend, wahrend er
seine magnetische Energie in

Strom. Fig. 209. Spannung. das elektrische Feld der Lei-
tung entladet, so daB eine
Spannungswelle von der Hohe —JZ iiber die Leitung wandert.

Erreicht sie das Ende der Leitung nach !/, Periode, so wird
sie zuriickgeworfen, da dort die Spannung Null sein muB. Das
elektrische Feld entladet sich wieder unter Ausbildung eines magne-
tischen Feldes, die Entladestromwelle von der Hohe —J wandert
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zum Anfang zuriick, sie wird dort nach Ablauf der zweiten Viertel-
periode zuriickgeworfen, wobei das magnetische Feld sich wieder in
das elektrische entladet, das aber nun ebenfalls die umgekehrte
Richtung hat wie zuvor, und so geht der Wechsel der Energie fort,
bis die ganze Energie in Verlusten aufgezehrt ist.

Die groBte Spannung, die z. Z. t = 0 am Leitungsanfang entsteht,
ist JZ. Die Grofle des Anfangsstromes J, der nach dem Abreiffen
des Unterbrechungslichtbogens noch besteht, ist jedenfalls klein, daher
darf die Unterbrechungsiiberspannung nicht iiberschitzt werden. Am
haufigsten kann das Abreilen des Lichtbogens bei Gleichstrom-
schaltern und Sicherungen beobachtet werden. Bei einem Wechsel-
stromschalter, bei dem der Lichtbogen im natiirlichen Nulldurchgang
des Stromes erlischt, kann sie iiberhaupt nicht auftreten.

Ist fiir eine Gleichstromleitung von 500 Volt der Kurzschluf-
strom einige Tausend Ampere und der abgerissene Strom etwa
10 Ampere, so sieht man, daB die Uberspannung 5 bis 6000 Volt,
also das Zehnfache der Betriebsspannung betragen kann. Je kiirzer
die Leitung, um so weniger sind die Wellen bei wiederholtem Ein-
treffen geddmpft und verursachen Uberschlige am Schalter.

5. Das Einschalten einer kurzgeschlossenen Leitung.

Beim Einschalten einer am Ende kurzgeschlossen Leitung stellt
sich als Endwert eine Spannungsverteilung ein, die etwa linear vom
Anfang bis zum Ende abnimmt, wihrend der Strom fiir die Linge
konstant und (bei Gleichstrom) durch den Leitungswiderstand be-
grenzt ist

r . P
pe(o>:P<1——7)a O =p7"
Da die Anfangswerte Null sind, erhdlt man

proy =", (*) +fo (&) = —P (1—%)

. P
L) = ; [ﬁ () — s (“’)} =" Rl
1 i

A T )]

Der Schwingungsvorgang, dessen Darstellung nach dem Vorher-
gehenden leicht zu ermitteln ist, und die wir daher iibergehen, bietet
nur insofern etwas- Neues, als hier die Reflexion an beiden Enden
mit umgekehrtem Vorzeichen erfolgt, weil sowohl am Anfang, wo
die Spannung konstant gehalten wird, als auch am Ende, wo sie
Null ist, die Summe der beiden Wellen Null sein muB. Hieraus folgt,

daB ein Richtungswechsel nach jedem Durchlaufen der Leitungslinge
Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 20

f1(x):_
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erfolgt und die ganze Periode der Laufzeit iiber zwei Leitungs-
langen entspricht, die Periode ist hier

21
T==—),
v

Im Gegensatz zur offenen Leitung schwingt die an einem Ende
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