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UBER

ZERLEGUNGEN VON ZAHLEN

DURCH IHRE

GROSSTEN GEMEINSAMEN THEILER.

Von

R. DEDEKIND.

Festschrift, 1



Liegt ein endliches System von natiirlichen Zahlen vor, und bildet
man alle grossten gemeinsamen Theiler von zwei oder mehreren dieser
Zahlen, so werden die letzteren hierdurch auf mannigfaltige Weise
in Factoren zerlegt. Obgleich nun diese Factoren im Allgemeinen
bekanntlich keine Primzahlen sind, so leisten sie doch fir manche
Untersuchungen ausreichende Dienste, und es verlohnt sich daher wohl
der Miihe, die hierbei auftretenden Gesetze im Zusammenhange dar-
zustellen. Dies ist der ndchste Gegenstand des vorliegenden Aufsatzes,
doch soll zugleich die urspriingliche Aufgabe so viel wie moglich ver-
allgemeinert und auch auf Gebiete iibertragen werden, in denen es
gar keine Zerlegungen in eigentliche Primfactoren giebt. Hierbei ver-
liert zwar die Untersuchung ihr arithmetisches Geprige fast ganz, so
dass sie mathematische Kenntnisse kaum noch voraussetzt, aber zugleich
treten die Gesetze und ihre Griinde deutlicher hervor, und ich darf
hoffen, dass in dieser Hinsicht meine Arbeit doch einigen Mathematikern
willkommen sein mag.

§ 1. Drei Zahlen.

Sind @, b, ¢ drei gegebene natiirliche Zahlen, so will ich den
grossten gemeinsamen Theiler
der Zahlen b, ¢ mit a,
” ” ¢ a » bl ]
” 7* a, b n G l
» ” a, byc , d

)

bezeichnen; dann kann man, weil d offenbar auch der grosste gemein-
same Theiler von je zwei der drei Zahlen ay, b, ¢, ist,

a, = da', b = db, ¢ = dc (2
setzen, wo «, b, ¢’ relative Primzahlen sind, womit in iiblicher Weise
ausgedriickt sein soll, dass je zwei &#usserlich verschiedene dieser
Zahlen, z. B. ¥', ¢/, relative Primzahlen sind. Hieraus folgt, dass dd'c
das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen b,, ¢, ist, und da «
zufolge (1) durch beide theilbar ist, so erhdlt man die Zerlegungen

a =dbcda', b=dcddb', ¢c=4dad (3)
wo a”, 0", ¢ ebenfalls natiirliche Zahlen sind. Die drei gegebenen
Zahlen a, b, ¢ erscheinen daher als Producte von je vier der sicben

1%



4 R. Dedekind,

Zahlen d, o', b, ¢, a", V", ¢", welche wir die Kerne des Systems
a, b, ¢ nennen wollen (vergl. § 7). Zugleich ergiebt sich aus der
Bedeutung von a,, b, ¢;, dass jedes der drei Paare

A" und b'¢’, a'c¢’ und ¢'a”, Y a" und o' b"
aus zwei relativen Primzahlen besteht; hierin liegt zundchst wieder,
dass die drei Zahlen a, b', ¢' relative Primzahlen sind; dasselbe gilt
offenbar von den drei Zahlen a”, 8", ¢”’, und ausserdem besteht jedes
der drei Paare

o' und a”’, & und ¥, ¢ und ¢’

aus zwel relativen Primzahlen, withrend die anderen Paare, wie o’ und
b", diese Kigenschaft nicht zu besitzen brauchen. Ist z. B.

a = 420, b = 800, ¢ = 216,
so findet man

a, = 8, by = 12, ¢, = 20, d = 4,
=92, b = 3, ¢ = b,
@' =17, b =20, "= 9.

Zufolge (2) und (3) lassen sich die sieben Kerne d, o', ¥, ¢, d”,
b", ¢" durch die drei gegebenen Zahlen a, b, ¢ und die aus ihnen
gebildeten vier grossten gemeinsamen Theiler a,, b), ¢, d in folgender-
Weise darstellen:

d=4d
) r b Y
‘=g V=g =9 (4)
o — ad S — bd o _idi
b’ T oqa’ T oab,

Diese Kerne bleiben, mit Ausnahme von d, ungeindert, wenn man g,
b, ¢ durch drei beliebige, ihnen proportionale Zahlen ersetzt, welche
auch gebrochen sein diirfen, falls man unter dem grossten gemein-
samen Theiler von rationalen Zahlen w, v, w ... immer diejenige
positive rationale Zahl e versteht, fiir welche die Quotienten

u ) w
e’ e’ e

ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler werden?!).

Ersetzt man aber die drei Zahlen a, b, ¢ durch drei ihnen um-
gekehrt proportionale Zahlen, z. B. durch b¢, ca, ab oder durch a—?,
b—1, ¢!, so vertauscht sich &' mit a”, ¥ mit 8", ¢’ mit ¢"'; diese
Erscheinung steht in unmittelbarem Zusammenhange mit dem Dualismus
zwischen den Begriffen des grossten gemeinsamen Theilers und des
kleinsten gemeinsamen Vielfachen ?). Fir jetzt mogen indessen fol-

1) Dirichlet’s Vorlesungen uber Zahlentheorie, 4. Aufl.,, §. 172, S. 515; dies
Werk soll kunftig mit D. citirt werden.
2) Vergl. D., § 178, S. 555.
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gende Bemerkungen geniigen. Bezeichnet man das kleinste gemein-

same Vielfache
der Zahlen 0, ¢ mit a,

” 2 6 a w b (5)
” ” a, b n G
” ” a4 b, c 5 m
so erhdlt man nach bekannten Regeln
be
(12 = — == d(t' b'C’Z)” C”
y
ca [ NAPR PRI A 1) ]
b2_—_—b~:dabccw (6)
1
€, = ab = da'bd'ca"b"
91

Da ferner nach dem Obigen a” relative Primzahl zu o'd”¢” ist, so
haben die Zahlen o und a, zufolge (3) und (6) den gréssten gemein-
samen Theiler dd'¢/, und da m zufolge (5) ihr kleinstes gemeinsames

Vielfaches, also m.db' ¢’ = aa, ist, so ergiebt sich
—_ [ NIUNTR AT RN R _C_Lde
m = da'b'ca"b"c = 2ho, (7)

§ 2. Vier Zahlen.

Hat man mehr als drei gegebene Zahlen zu betrachten, so wird
eine andere Bezeichnungsweise zweckmdissig, deren Gebrauch jetzt
erortert werden soll. Die gegebenen Zahlen seien

(1,0), (2,0), (3,0), (4,0) ..., (1)
und man bezeichne den grossten gemeinsamen Theiler
der Zahlen (1,0), (2,0) mit (12,0) ]
" ” (1,0), (2,0), (3,0) mit (123,0) (2)
s a (10) (20) (80), (40) mit (12340) |
u. 8. W,

wobei natiirlich alle Ziffern mit einander vertauscht werden diirfen.
Beschrinken wir uns auf den nichsten Fall, wo wvier Zahlen gegeben
sind, so entstehen auf diese Weise elf grosste gemeinsame Theiler,
namlich sechs von der Form (12,0), vier von der Form (123,0), und
einer von der Form (1234,0). Dieser letzte ist offenbar zugleich der
grosste gemeinsame Theiler von je zweien der Form (123,0), (124,0),
und folglich kann man

(123,0) = (1234,0) (123,4)

(124,0) = (1234,0) (124,3) )

(134,0) = (1234,0) (134,2)

(234,0) = (1234,0) (234,1)
setzen, wo die vier ganzen Zahlen

(1234), (1243), (134.2), (234,1) (4)
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relative Primzahlen sind. Hieraus folgt z. B., dass das Product
(1234,0) (123,4) (124,3)
das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Zahlen (123,0), (124,0)
ist; da andererseits diese letzteren Zahlen beide Theiler von (1,0) und
(2,0), also auch Theiler von deren grosstem gemeinsamen Theiler (12,0)
sind, so muss der letztere auch durch das vorstehende Product theilbar
sein. Man erhalt daher die Zerlegungen
(12,0) = (1234,0) (123,4) (124,3) (12,34)
(13,0) = (1284,0) (123,4) (134,2) (13,24)
(14,0) = (1234,0) (124,3) (134,2) (14,23) )
(23,0) = (1234,0) (123,4) (234,1) (23,14) ()
(24,0) = (1234,0) (124,3) (234,1) (24,18)
(34,0) = (1234,0) (134,2) (234,1) (34,12)
in welchen sechs neue ganze Zahlen
(12,34), (13,24), (14,23)
(34,12), (24,13), (23,14) }
auftreten. Setzt man nun
¢ = (12,0), b = (13,0), ¢ = (14,0),
und wendet man auf diese drei Zahlen die Betrachtungen und Bezeich-
nungen des § 1 an mit Riucksicht auf (2), (3), (5), so ergiebt sich
@ = (184,0), b, = (124,0), ¢, = (123,0), d = (1234,0),
o = (134,2), ¥ = (124,3), ¢ = (123,),
1 o = (12,34), V" = (1324), ¢’ = (14,23),
also
m = (1234,0) (123,4) (124,3) (134,2) (12,34) (13,24) (14,23).
Da nun die Zahl (1,0) zufolge (2) durch jede der drei Zahlen «, b,
¢, also auch durch deren kleinstes gemeinsames Vielfaches m theilbar
ist, so erhilt man schliesslich die folgenden Zerlegungen
(1,0) = (1234,0) (123,4) (124,3) (134,2) (12,34) (13,24) (14,23) (1,234)
(2,0) = (1234,0) (123,4) (124,3) (234,1) (12,34) (23,14) (24,13) (2,134) ‘ (7)
(3,0) = (1234,0) (123,4) (134,2) (234,1) (13,24) (23,14) (34,12) (3,124) J
(4,0) = (1234,0) (124,3) (134,2) (234,1) (14,23) (24,13) (34,12) (4,123)
in welchen abermals vier neue ganze Zahlen
(1,234), (2,134), (3,124), (4,123) (8)
auftreten. Aus (3), (5), (7) ergeben sich umgekehrt die Darstellungen
der in (4), (6), (8) bezeichneten vierzehn Zahlen durch die fiinfzehn in
(1) und (2) definirten Zahlen; man erhilt z. B.

6)

(1234 = o0 )
_(12,0) (1234,0)

(12,34) = (125.0) (1940) (10)
_(1,0) (128,0) (124,0) (134,0)

(1230 ™ (15,0) (13,0) (14,0) (1254,0) ()
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Fiigen wir zu diesen Gleichungen noch die selbstverstindliche
(1234,0) = (1234,0) (12)

hinzu, und nennen wir (wie in § 1) die fiinfzehn Zahlen (4), (6), (8),
(12) die Kerne des Systems (1) der vier gegebenen Zahlen, so erscheint
jede der letzteren in (7) als Product von acht Kernen, und ebenso
erscheinen in den Gleichungen (5), (3), (12) die aus den gegebenen
Zahlen gebildeten grossten gemeinsamen Theiler (2) als Producte von
Kernen, wihrend umgekehrt die funfzehn Kerne in den Gleichungen
(9), (10), (11), (12) durch die fiinfzehn Zahlen (1) und (2) aus-
gedriickt sind.

§ 3. Combinationen.
Um diese Betrachtungen auf ein beliebiges System von n gegebenen

Zahlen
(1,0), (2,0) ... (n,0)

auszudehnen, und um ihnen zugleich eine viel allgemeinere Bedeutung
unterzulegen, ist es nothig, einige Bemerkungen iiber die Com-

binationen «, f, p ... vorauszuschicken, welche sich aus dem
System der n verschiedenen FElemente
,2...mn

bilden lassen. Die letzteren, welche hier nicht als Zahlen, sondern
nur als Unterscheidungszeichen aufzufassen sind und durch irgend
welche andere Zeichen ersetzt werden diirften, bilden zugleich die
Combinationen ersten Grades. Jedes System « von r verschiedenen
solchen Elementen heisst bekanntlich eine Combination rten Grades;
hierbei kommt es auf die Reihenfolge, in welcher die Elemente des
Systems o genannt oder geschrieben werden, gar nicht an, und man
kann die Combination selbst (wie in § 2) am einfachsten durch die
natiirliche Folge ihrer Elemente bezeichnen, so dass z. B. 235 die aus
den drei Elementen 2, 3, 5 bestehende Combination bedeutet; wenn
freilich » > 9 ist, so miissen die Elemente einer Combination deut-
licher von einander getrennt werden. Eine Combination o ist also
bestimmt, wenn iber jedes der » Elemente 1, 2 . .. n die Entscheidung
getroffen ist, ob es in « aufgenommen wird oder nicht; lidsst man
daher — was bekanntlich sehr zweckmissig ist — auch die leere
Combination Oten Grades zu, welche gar kein Element enthidlt und
im Folgenden immer mit 0 bezeichnet werden soll, so ist 2 die Anzahl
aller verschiedenen Combinationen. Wenn jedes Element von o« auch
Element der Combination 8 ist, so heisst « ein Theil von f, und
wenn zugleich § auch ein Theil von o ist, so ist « identisch mit g,
was immer durch « — f ausgedriickt wird. Die Combination 0 ist
ein Theil von jeder Combination.
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Unter der Summe o« -+ 8 von zwei Combinationen e, f# soll die
Combination verstanden werden, welche aus allen in « oder in f (oder
in beiden) enthaltenen Elementen besteht, wihrend ihr Durchschnitt
o — B aus denjenigen Elementen bestehen soll, welche beiden Com-
binationen «, f§ gemeinsam angehéren; ist kein solches gemeinsames
Element vorhanden, also &« — 8 = 0, so sollen «, p fremde Combi-
nationen heissen. Die Combination 0 ist fremd zu jeder Combination.

Um diese einfachen Begriffe durch ein Beispiel zu erldutern, wihle
ich die drei Combinationen

o — 2347, B = 1357, y = 1267;

dann wird
B+ vy = 128567, y + o = 123467, o 4 B = 123457,
B —y = 17, y — o = 27, o — B = 37.

Man uberzeugt sich nun ohne Weiteres, dass fiir diese beiden
Operationen + die folgenden sechs Fundamentalgesctze gelten, deren
Inbegriff wir mit 4 bezeichnen wollen:

«+pf =870 (1)
v —f=pf—u (1")
@+B)+y=a+ B +7) (2)
(c—Bf) —y=e—(B—1y) (2")
o+ (60— f) =« (3"
o —(e+f) = o (3")

Die vier Doppelgesetze (1), (2) spricht man bekanntlich so aus,
dass jede der beiden Operationen symmetrisch (commutativ) und
associativ ist, und hieraus folgt (vergl. D., §. 2), dass die Bildung der
Summe oder des Durchschnittes von drei oder mehr Combinationen
von der Reihenfolge ganz unabhingig ist, nach welcher man immer
ein Paar der vorhandenen Combinationen auswihlt, um daraus die
Summe oder den Durchschnitt zu bilden. Durch das letzte Doppel-
gesetz (3) treten aber die beiden Operationen in eine dualistische Ver-
bindung, aus welcher zunichst

o+ o = w (49

00— 0 = o (4")
folgt; denn (4') geht unmittelbar aus (3') hervor, wenn man 8 durch
(e + B) ersetzt und (3") beriicksichtigt, und in #hnlicher Weise folgt
(4'") aus (3").

Nun leuchtet freilich die Wahrheit dieses abgeleiteten Doppel-
gesetzes (4) auch unmittelbar aus dem Begriffe der Operationen + ein,
aber diese Ableitbarkeit ist doch an sich nicht ohne Bedeutung. Ganz
anders verhilt es sich ndmlich mit dem folgenden Doppelgesetz

(@ —pB)+(w—7p) =a—B+7v) (5"
(& +fB)— (e+7p)=oa+ B —7 (5")
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welches aus den obigen sechs FFundamentalgesetzen A schlechterdings
nicht ableitbar ist, wie spéter (in §. 4) noch weiter besprochen werden
soll; hier ist es vielmehr erforderlich, nochmals auf die Bedeutung
der Symbole zuriickzugehen. Bedeutet w die linke, » die rechte Seite
der Gleichung (5'), so haben wir zu zeigen, dass jedes Element u’' von
@ auch in », und ebenso, dass jedes Element ' von » auch in u ent-
halten ist. Zufolge des Summenbegriffes ist @' in (¢ — f) oder in
(¢« — p) enthalten, und da der Satz zufolge (1') symmetrisch in Bezug
auf B8, p ist, so diirfen wir das Erstere annehmen; dann ist 4’ gemein-
sames Element von « und f, und da jedes Element von 8 auch in
(B + y) enthalten ist, so ist @' auch in dem Durchschnitte v der
Combinationen o und (B 4 7) enthalten. Umgekehrt, jedes Element
v’ dieses Durchschnittes v ist gewiss in o und ausserdem in 3 oder y,
also in einem der beiden Durchschnitte (¢ — ), (¢« — y), mithin auch
in deren Summe g enthalten, w. z. b. w.

Auf ganz dhnliche Weise liesse sich der Satz (5”) beweisen, was
wir dem Leser iiberlassen; aber es ist bemerkenswerth, dass dieser
Satz schon eine nothwendige Folge des Satzes (5') und der Gesetze
4 ist. Ersetzt man némlich «, 8, y in (5) resp. durch « 4 9, «, §,
so folgt

[« +7) — o]+ (a4 9) — Bl = (« + ) — (2 + B),

was zufolge 4 zunichst die Form

@+B)—@+y)=a+[—(«+7) (6")

annimmt; da ferner aus (5'), wenn o mit B vertauscht wird, sich

p—(@+r=>@C—Ff+B—7
ergiebt, so geht vermdge A die rechte Seite von (6”) in
ot [@—BF+B—l=[ct+@—BfHl+ B—r)=0a+ (BF—7)
iiber, womit der Satz (5") bewiesen ist.

Da das System 4 in dem Sinne dualistisch ist, dass es sich durch
die Vertauschung der beiden Operationen 4 vollstindig reproducirt, so
ist offenbar der Satz (5’) umgekehrt eine nothwendige Folge von (5)
und A; wollte man dies, was aber nicht mehr néthig ist, auf dieselbe
Weise wie oben darthun, so wiirde der Weg iiber den Zwischensatz

(¢ —B)+ (@—79)=oa— [+ (x— ) (6"
fuhren, welcher das Gegenstiick zu dem Satze (6") bildet.

Auf die allgemeinen Beziehungen zwischen den Gesetzen 4 und
den vier Sitzen (5), (6) werde ich im folgenden §. 4 noch niher ein-
gehen, obgleich diese Untersuchung fir unseren eigentlichen Gegen-
stand nicht erforderlich ist. Dagegen werden wir spéter (in §§. 7, 8)
Gebrauch zu machen haben von dem folgenden

Satz.  Genigen dee vier Combinationen a, f8, y, 0 der Bedingung

0wt B=yto (7)
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so giebt es immer drer Combinationen @, 6, o, welche den Bedingungen

=90+ 0 0=0+4+0 (8)
Jemigon veto=yFfo=a+ty (9)

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus den obigen Sitzen, ohne
dass es nothig wire, auf die Bedeutung unserer Zeichen zuriick-
zukommen. Setzt man némlich

Qzﬁ—ya 6:“—6w (D:ﬂ—-—a

und
T = o — ¥,

so fliessen aus dem Satze (5') in Verbindung mit der Annahme (7)
und mit dem Satze (3") die Relationen
6 +7=0e—(y+4+0) =0—(-+p =09
o +to=—@F+0)=F—(+p) =5
e tr=y—@+ph=y—@+0=1r
6t+0=0—(@+p=0—@+0 =079,
deren zweite und vierte mit (8) iibereinstimmen, wihrend aus den
beiden anderen folgt, dass jede der drei in (9) auftretenden Com-
binationen — ¢ + 6 - 7 ist, w. z. b. w.
Der Vollstindigkeit wegen erwahnen wir ferner, dass offenbar
immer

(il

0+0=ua «—0=20 (10)

ist, und um die spiteren Untersuchungen nicht zu unterbrechen, fiigen
wir noch folgende Bemerkungen hinzu. Nennt man eine Combination
pawr oder wnpaar, je nachdem ihr Grad gerade oder ungerade ist,
so besitzt jede Combination «, deren Grad » > 0 ist, offenbar ebenso
viele paare wie unpaare Theile, nimlich 2—1; die ersteren, zu denen
immer die Combination 0 gehort sollen mit ¢, die letzteren mit o'
bezeichnet werden. Die Combination 0 dagegen besitzt nur einen
einzigen, und zwar paaren Theil, ndmlich 0 selbst. Sind nun o,
irgend zwei fremde Combinationen, ist also &« — f = 0, so leuchtet
ein, dass die paaren Theile (« - )" der Summe (¢ -+ 8) mit allen
Combinationen von der Form «”— $” und von der Form o'+ f', und
dass die unpaaren Theile (¢ -+ 8)' mit allen Combinationen von der
Form o -+ " und von der Form «” - B’ iibereinstimmen; auch ist
jeder Theil von « -+ B nur in einer dieser vier Formen, und zwar nur
auf eine einzige Weise darstellbar. Ist ferner § — 0, so fallen die
Formen aus, in welchen f' auftritt.

§. 4. Bemerkungen iiber Dualgruppen.

Die im vorhergehenden §. 3 enthaltenen Betrachtungen sind ihrem
grossten Theile nach keineswegs neu; da eine Combination nichts
Anderes als ein System von Elementen ist, so gehdren sie in die
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allgemeine Systemlehre, welche wohl am vollstindigsten in dem
umfassenden und durch eine Fulle origineller Betrachtungen fesseln-
den Werke: Die Algebra der Logik von E. Schroder, behandelt ist.
Zur Erleichterung der Vergleichung mache ich darauf aufmerksam,
dass der Durchschnitt « — § der Systeme «, 8 in diesem Werke das
Product von o, 8 genannt und demgemiss mit « B bezeichnet wird;
diese Ausdrucks- und Bezeichnungsweise mag manche Vorziige besitzen,
doch schien mir die meinige fiir den gegenwirtigen Zweck haupt-
sichlich deshalb geeigneter, weil hier eine Ueberemnstimmung mit der
in der Modul- und Idealtheorie von mir eingefiihrten Bezeichnungsart
wiinschenswerth war. Hiernach entsprechen die in § 3 mit (1), (2),
(3), (4), (5) bezeichneten Doppelsitze resp. den Doppelsitzen (12), (13),
(23), (14), (27) auf S. 254, 255, 276, 259, 282 im ersten Bande des
genannten Werkes; im Folgenden wird meine Bezeichnung der Sitze
beibehalten, und unter A ist immer das System der Doppelsitze (1),
(2), (3) zu verstehen, deren nothwendige Folge der Doppelsatz (4) ist.

Auf 8. 292 bis 293 zeigt Herr Schroder ebenfalls, aber auf etwas
andere Weise, als es hier in § 3 geschehen ist, dass jeder der beiden
Sitze (5) auf den anderen vermoge des Systems 4 zuriickfubrbar ist. Von
besonderem Interesse ist aber die zuerst auf S. 286 ausgesprochene,
spiter auf 8. 643 und abermals auf S. 686 bewiesene Behauptung,
dass kewer der beiden Satze (5) eine nothwendige Folge des Systems
A st

Seit vielen Jahren habe ich mich ebenfalls mit diesen Fragen
beschiftigt; doch hat mich hierzu nicht das Studium der Logik, son-
dern die Theorie derjenigen Zahlensysteme veranlasst, welche ich
Moduln nennel). Bei dem Bestreben, diese Theorie auf die kleinste
Anzahl von Grundgesetzen zurickzufihren, habe ich ebenfalls — nicht
ohne grosse Anstrengung — die eben erwihnte Thatsache erkannt,
und da der von mir eingeschlagene Weg vielleicht noch einiges Neue
enthialt, auch wohl etwas einfacher zu sein scheint, als die von
Herrn Schroder gegebenen Beweise, die er selbst als nicht miihelose
bezeichnet, so erlaube ich mir, aus einer grésseren, halb vollendeten
Abhandlung einige Betrachtungen hier mitzutheilen, obgleich sie fiir
den vorliegenden Aufsatz nicht erforderlich sind. Zuvor bemerke ich,
dass selbstverstindlich die Prioritdt fiir die Entdeckung der genannten
Thatsache durchaus Herrn Schrioder gebiihrt; auch muss ich gestehen,
dass es mir noch nicht gelungen ist, die spiteren Binde seines grossen
Werkes vollstindig durchzuarbeiten, und so muss ich um Nachsicht
bitten, wenn manche der folgenden Betrachtungen, bei welchen ich die
leicht zu findenden Beweise grosstentheils unterdriicke, schon bekannt
sein sollten. Ich beginne mit der folgenden Erkldrung.

1) Vergl. S. 442, 479, 493 der zweiten, dritten, vierten Auflage von Dirich-
let’s Vorlesungen uber Zahlentheorie.
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Ein System % von irgend welchen Dingen o, , 9 ... soll eine
Dualgruppe heissen, wenn es zwei Operationen + giebt, welche aus
je zwei Dingen o, 8 zwei ebenfalls in A enthaltene Dinge o 4 8
erzeugen und zugleich den Bedingungen A4 geniigen.

Um zu zeigen, wie verschiedenartig die Gebiete sind, auf welche
dieser Begriff angewendet werden kann, erwiihne ich folgende Beispiele:

1. Das néchste und iiberall unentbehrliche Beispiel liefert die
oben erwidhnte Systemlehre der Logik; bedeuten die Dinge o, 8, y . . .
endliche oder unendliche Systeme (Combinationen) von Elementen, und
bezeichnet man mit « -+ f die logische Summe, mit &« — B den Durch-
schnitt (das logische Product «f nach Schroder) von «, 8, so bildet
der Inbegriff A aller Systeme «, B, ¢ ... eine Dualgruppe.

2. Der Inbegrifil A aller Zahlensysteme o, B, y ..., welche ich
Moduln nenne, bildet eine Dualgruppe, wenn unter « - f der grosste
gemeinsame Theiler, unter o« — B das kleinste gemeinsame Vielfache
der beiden Moduln «, 3 verstanden wird. Dies Beispiel ist keineswegs
in dem vorigen enthalten; denn hier enthilt der Modul &« -+ f ausser
den in & oder 8 enthaltenen Zahlen (im Allgemeinen) noch unendlich
viele andere Zahlen (Elemente), wihrend ¢ — $ auch hier der Durch-
schnitt der Systeme o«, B, d. h. der Inbegriff aller den Moduln «, g
gemeinsamen Zahlen ist.

3. Einen speciellen Fall der Moduln bilden die Ideale?!) «, f,
y ... eines endlichen Korpers, und da die daraus erzeugten Ideale
o + B demselben Korper angehoren, so ist der Inbegriff % aller dieser
Ideale eine Dualgruppe.

4. Ist ® eine endliche oder unendliche?) Abel'sche oder auch
Galois'sche Gruppe, so bildet der Inbegriff 2 aller Gruppen o, B,
¥ ..., welche als Theiler in ® enthalten sind (und zu denen auch o
selbst gehort), eine Dualgruppe, wenn unter o | 8 das kleinste gemein-
same Vielfache, unter « — B der grosste gemeinsame Theiler der
beiden Gruppen ¢, 8 verstanden wird.

5. Der Inbegriff %A aller Zahlensysteme «, B, y ..., welche ich
Korper *) nenne, bildet eine Dualgruppe, wenn unter o 4 8 das
kleinste gemeinsame Multiplum, unter « — B der grosste gemeinsame
Divisor der beiden Korper «, 8 verstanden wird.

6. Als letztes Beispiel mag das folgende dienen. Unter einem
Punkte o des reellen Zahlenraumes von » Dimensionen sei jede Folge
von 7 reellen Zahlen o, o, ... &, verstanden, welche umgekehrt die
erste, zweite . . . nte Coordinate des Punktes « heissen mogen; definirt

1) Vergl. S. 452, 508, 551 der zweiten, dritten, vierten Auflage von Dirich-
let’s Zahlentheorie.

2) Vergl. §. 5 dieses Aufsatzes.

3) Vergl. S. 424, 435, 452 der zweiten, dritten, vierten Auflage von Dirich-
let’s Zahlentheorie.
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man nun fiir je zwei Punkte o, 8 die Punkte o + B dadurch, dass die
Coordinate (x -+ f), die algebraisch grosste, die Coordinate (¢ — ),
die algebraisch kleinste der beiden Coordinaten «,, f, sein soll, so
bildet der Ruaum U als Inbegriff aller Punkte «, 8, ... eine Dual-
gruppe.

Wir wenden uns nun zur Untersuchung iiber die Gultigkeit der
in § 3 mit (5) und (6) bezeichneten Doppelsiitze innerhalb der all-
gemeinen Theorie der Dualgruppen. Es ist dort schon gezeigt, dass
die beiden Sitze (5') und (5") vermdge der Grundgesetze A wechsel-
seitig aus einander folgen; dieses Doppelgesetz (5) gilt zufolge §. 3
wirklich in dem ersten der eben aufgefiihrten Beispiele, in der System-
lehre der Logik; es gilt1) aber auch in dem dritten Beispiele, in der
aus allen Idealen eines endlichen Korpers bestehenden Dualgruppe;
aus diesem Grunde will ich diesen Doppelsatz (5) hier das Ideal-
gesetz mnennen, und jede Dualgruppe, in welcher dies Gesetz gilt,
mag eine Dualgruppe vom Idealtypus heissen.

Von ebenso grosser Wichtigkeit sind aber auch die in §. 3 mit
(6") und (6") bezeichneten Sitze, sowie der folgende, bisher noch nicht
erwihnte Satz

e +B—MN—@+N=[—B+»+B—7) )

welcher symmetrisch in Bezug auf g, p und zugleich sein eigenes
dualistisches Gegenstiick ist. Ich bemerke zunéchst, dass je zwei dieser
drei Sitze (6'), (6"), (M) dquivalent sind, d. h. wechselseitig vermdge
der Grundgesetze A aus einander folgen. Bezeichnet man nidmlich
kurz mit (4, w, v) eine Substitution, welche darin besteht, dass die
drei Dinge «, 3, y resp. durch die drei Dinge 4, w, v ersetzt werden
so iiberzeugt man sich leicht, dass

(6") durch (o + y, B, @) in (6")
(6") (& — 9, By 0‘) » (6))
6y 5 (B + o B— ), (M)
M) » (B o xc—7p) » (6)
(6”) ” (ﬁ — Py O ﬁ + 7) ” (M)
M) » (B oo+ 7) » (6")

iibergeht. Dieses dreiférmige Gesetz gilt?) nun wirklich in dem
zweiten der obigen Beispiele, in der aus allen Moduln bestehenden
Dualgruppe; ich will es daher das Modulgesetz nennen, und jede
Dualgruppe, in welcher es herrscht, mag eine Dualgruppe vom Modul-
typus heissen.

1) Dies folgt leicht aus D., § 178.

?2) Vergl. D., §. 169; die dortigen Satze (7), (8), (8') stimmen resp uberein
mit den obigen (M), (6"), (6'); zuerst erwahnt sind sie auf S. 17 meiner Schrift:
Ueber die Anzahl der Idealclassen in den verschiedenen Ordnungen eimes end-
lichen Korpers (Bralinschweig 1877)
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Da ferner in §. 3 die Sitze (6), (6”) lediglich vermoge der Grund-
gesetze A aus den Sitzen (5"), (5') abgeleitet sind, so leuchtet die
Wahrheit der folgenden Behauptung ein:

Jede Dualgruppe vom Idealtypus besitzt auch den Modultypus.

Hiernach entspringen naturgemiiss die beiden Fragen:

Giebt es Dualgruppen, welche den Modultypus wmcht besitzen?

Giebt es Dualgruppen vom Modultypus, welche den Idealtypus wnicht
besitzen?

Dass diese Fragen beide zu bejahen sind, habe ich — mnicht
ohne Miithe — dadurch entschieden, dass ich mir die bestimmte Auf-
gabe stellte, jedesmal die Fkleinste Dualgruppe aufzusuchen, welche
die fragliche Eigenschaft hat. Die auf diese Weise gefundenen Gruppen
bestehen aus je finf verschiedenen Dingen, «, 8, y, §, &, und sind
in den beiden folgenden Tabellen dargestellt:

o i y 0 € o B y ) €
o ) y o o o 0 0 0 o
B | e d | & | B B e o | 0 | p
y o & ) y y & & 0 Y
0 o | B y 0 ) o | f y 0
¢ ¢ g & € € ¢ € & g

Zur Erliuterung dienen folgende Bemerkungen. Bedeutet (uw, v)
den Buchstaben, welcher sich im Durchschnittsfelde der Zeile g und
der Spalte v findet, so hitten die Felder der Diagonale eigentlich
mit den Buchstaben (u, u) = u besetzt werden sollen; des deutlicheren
Ueberblickes wegen sind sie aber leer gelassen, um die oberhalb und
unterhalb der Diagonale gelegenen Hilften der Tabellen fiir das Auge
leichter zu trennen; in der oberen Hilfte finden sich die Buchstaben
(4, V) = ¢ + v = v+ g, in der unteren die Buchstaben (u, v)
— @ — v = v — u. Die durch die richtigen Buchstaben (u, g)
— @ = u + p = p — u besetzt zu denkenden Diagonalfelder gehoren
sowohl zu der oberen wie zu der unteren Hilfte. Die Tabellen ent-
halten daher fiir beide Operationen 4 die vollstindige Anweisung zu
ihrer Ausfihrung.

Die genaue Priifung ergiebt, dass in beiden Tabellen die Grund-
gesetze A, in der zweiten auch die Gesetze (6'), (6”) erfiillt sind; das
System A der fiinf Dinge o, 3, 7, 0, ¢ bildet daher in beiden Beispielen
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eine Dualgruppe, und die zweite dieser beiden Dualgruppen besitzt den
Modultypus. Aus der ersten Tabelle folgt nun

(+B)—@+y) =0—y=y
e+ B—@+]=c+B—p)=at+c=u0q

mithin gilt in der ersten Dualgruppe das Modulgesetz (6") nicht.
Aus der zweiten Tabelle folgt

@+p—(@tp)=0—0=0
“tB—n=cte=ua

mithin gilt in der zweiten Dualgruppe das Idealgesetz (5") mnicht.
Hiermit sind die obigen Behauptungen gerechtfertigt.

Die eben dem Leser iiberlassene Priifung, ob die durch die Tabellen
definirten Operationen + innerhalb eines Systems % den Grundgesetzen
A, eventuell auch dem Modulgesetz geniigen, erweist sich bei der
wirklichen Ausfithrung schon bei diesen einfachen Beispielen, wo das
System % endlich ist und nur aus fiinf verschiedenen Dingen besteht,
als ziemlich miihsam. Dies veranlasst mich, hier noch eine Zramns-
formation der Grundgesetze A zu besprechen, durch welche deren
Priifung im Allgemeinen wohl etwas erleichtert wird, und die zugleich
ein neues Licht auf das Wesen der Dualgruppen wirft.

Ist o ein bestimmtes Ding in einer Dualgruppe ¥, so will ich mit
o das System aller in der Form o« - o darstellbaren Dinge o,
bezeichnen 1), wo ® jedes Ding in % bedeuten kann., Diese Systeme
von der Form o besitzen die folgenden sechs charakteristischen Eigen-
schaften, in welchen die beiden Operationen =+ gar nicht mehr
auftreten:

I. Jedem Dinge « in U entspricht ein vollstindig bestimmter
Theil o' von 2.

II. Das Ding « ist in «' enthalten.

III. Aus ' = B folgt « = .

IV. Ist das Ding o, in o' enthalten, so ist das System e¢; ein
Theil von o'

V. Der Durchschnitt von je zwei Systemen o/, ' (d. h. der
Inbegriff aller ihnen gemeinsamen Dinge) ist selbst wieder ein
System 7.

VI TFiir je zwei Dinge «, # in U giebt es ein Ding u in U, welches
den beiden folgenden Bedingungen geniigt: «' und g’ sind Theile von

w, und wenn o, B’ Theile von einem System p; sind, so ist auch u’'
ein Theil von us.

1) Diese Systeme « und die spater folgenden Systeme «” durfen nicht mit
den in §. 8 erklarten unpaaren und paaren Theilen emer Combimation « ver-
wechselt werden.
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Dass wirklich diese Eigenschaften eine unmittelbare Folge der
Grundgesetze 4 und der obigen Definition der Systeme &' sind, wird
der Leser ohne jede Miihe finden, und zwar wird V. durch v = o - g,
und VL durch g — o — f erfullt.

Lasst man nun die Erinnerung an die Operationen + ginzlich
fallen, und nimmt man lediglich an, es gelten in einem Systeme %
die vorstehenden sechs Eigenschaften, so kann man den Systemen o
eine zweite Classe von Systemen o innerhalb U gegenuberstellen,
deren Erklirung die folgende ist. Bedeutet « irgend ein Ding in %,
so giebt es zufolge II. mindestens ein Ding «, von der Art, dass o
in oy enthalten ist, und mit «” soll der Inbegriff aller dieser Dinge
o, bezeichnet werden. Man wird sich leicht uberzeugen, dass diese
Systeme ¢” (wenn man zugleich o, v, u, g, resp. durch «,, u,
v, v, ersetzt) genau deweselben sechs Eigenschaften besitzen, wie die
Systeme o', und ruckwirts ergiebt sich aus den Systemen o,
falls diese gegeben sind, auf dieselbe Weise wieder die Construction
der Systeme o'

Wenn nun in U eine der beiden Classen von Systemen o, o
und folglich auch die andere gegeben ist, so kann man in U zwei
Operationen + eindeutig dadurch definiren, dass ¢+ = v, 0x — = p
gesetzt wird, wo », y die in V., VI. angegebene Bedeutung haben, und
man zeigt leicht, dass diese Operationen die Grundgesetze A einer
Dualgruppe U erfilllen, und dass die Systeme o/, o’ resp. die
Inbegriffe aller in den Formen o + @, « — @ darstellbaren Dinge o,
o, sind.

Aus diesem Kreislauf von den Operationen + zu den Systemen
of, oy und zuriick von diesen zu jenen ergiebt sich einerseits, dass in
einer Dualgruppe U nur die eine der beiden Operationen + durch
eine (endliche oder unendliche) Tabelle gegeben zu sein braucht, dass
die andere hierdurch zugleich vollstindig bestimmt ist. Dasselbe
ergiebt sich iibrigens auch ohne die Einfiilhrung der Systeme o/, o
leicht aus den Grundgesetzen A; nimmt man nimlich an, eine dritte
Operation | erfille fiir sich allein und in Verbindung mit der
Operation - dieselben Gesetze 4, wie die Operation —, so ergiebt
sich, wie der Leser sogleich finden wird, dass immer « | § = o — §,
also die Operation | identisch mit — sein muss.

Andererseits lehrt dieser Kreislauf, dass eine Dualgruppe U statt
durch eine Tabelle, in welcher die Resultate der Operationen -+ oder
vielmehr nur einer dieser Operationen dargestellt sind, auch auf ganz
andere Art, ndmlich durch Angabe aller Systeme o', oder aller
Systeme o« vollstindig definirt werden kann.

So z. B. tritt an die Stelle der beiden obigen Tabellen (oder
deren Hélften) je eine Hilfte der beiden folgenden Tabellen:
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w| o o o o o
o || oy p, 0 o & o | o O oy &
x B ¢ B 80 B ¢
yiy,ﬁ o Py & y |70 7 e o
0 | o By 06 8 |0 ’ w0 By, 0, &
el wmBmoe | e Lo opoele

Diese Tabellen ergeben numn, ohne die Feder zu gebrauchen, durch
den blossen Anblick der Zeilen die Bestitigung der obigen sechs
Eigenschaften, also den Beweis, dass die beiden Systeme % wirklich
Dualgruppen sind, und es ist wohl anzunehmen, dass auch bei com-
plicirteren Beispielen unsere zweite Art der Darstellung von Dual-
gruppen Vorziige vor der fritheren Art besitzen wird. Auch die
Priifung, ob eine Dualgruppe den Modultypus oder gar den Idealtypus
besitzt, ldsst sich wohl erleichtern, doch kann ich hierauf nicht mehr
eingehen 1).

Zum Schluss erwihne ich noch Folgendes. Ist o, in der Form
o -+ @ darstellbar, also in dem System o' enthalten, so folgt o - &,
— o, und hieraus o — o, = o — (o0 -+ o) = «; umgekehrt folgt
auch o« + o, = o, aus o« — oty — o, und o ist in dem System o
enthalten. Diese Beziehung zwischen zwei Dingen o, «, einer Dual-
gruppe U tritt so hiufig auf, dass eine noch kiirzere Bezeichnung der-
selben wiinschenswerth ist. In der aus allen Moduln bestehenden
Dualgruppe U habe ich hierfiir die doppelte Bezeichnung 2)

0 => 00y, 0 < 0%

eingefubrt, die freilich bei der Uebertragung auf andere Beispiele von
Dualgruppen dem Sinne, welcher sonst den Zeichen >, <C beigelegt
wird, oft widersprechen mag, aber fiir die allgemeine Theorie doch
ganz unbedenklich ist. Aus der grossen Anzahl von Sitzen iiber den
Gebrauch dieser Zeichen erwihne ich erstens, dass aus o < o und
o < oy, Was bequem in o < o < ¢, zusammengezogen werden kann,
stets o; < oy folgt, und zweitens, dass aus o, < « und o; > o0 immer
o, = o folgt. Nun ist oben gezeigt, dass es Dualgruppen giebt, in
welchen weder das Idealgesetz (5), noch das Modulgesetz (6) herrscht;
dagegen gelten in jeder Dualgruppe die folgenden Gesetze

1) Vergl. D., §. 169, S. 499, Anmerkung.
2 D., § 169, S. 495. Vergl. auch das oben citirte Werk von Schroder,
S. 270, Satz (20).
Festschrift. 9
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(& —B)+ (¢ —79)>a—[B+ (¢ — p)]
(v +B)— (04 7) <o+ [f— (x4 p)]

«— [+ (e—p)]>e— (B4 )
«+[B—(e+ )] <<e+ (B—yp),

also auch die beiden folgenden ?)

(c—B)+(—9)>a—(B+7)

(@4 B) — (e+79) <+ (B—7)
Die Herstellung der leicht zu findenden Beweise muss ich aber dem
Leser uberlassen.

und

§ 5. Abel’sche Gruppe &.

Nach dieser Abschweifung kehren wir zu der Aufgabe zuriick, die
wir in den §§. 1 und 2 fur natiirliche oder allgememer fur (positive)
rationale Zahlen behandelt haben. Diese Aufgabe soll aber jetzt in
doppelter Weise verallgemeinert werden, zuniichst dadurch, dass statt
drei oder vier Zahlen beliebig viele in endlicher Anzahl »n gegeben
sein sollen, wobei uns die in §. 3 enthaltenen Betrachtungen iiber
Combinationen niitzliche Dienste leisten werden. Die zweite Art der
Verallgemeinerung besteht darin, dass wir an Stelle der rationalen
Zahlen die Elemente a, b, ¢ ... einer endlichen oder unendlichen
Abel'schen Gruppe @ treten lassen. Wir setzen also voraus, es
gebe eine, der Multiplication der Zahlen #hnliche Operation, welcle
aus je zwel Elementen a, b der Gruppe ® ein in derselben enthaltenes
Element ab erzeugt; wir nennen diese Gruppenoperation unbedenklich
eine Multiplication und das erzeugte Element ab das Product aus den
Factoren a, b. Ueber diese Operation machen wir drei Annahmen,
deren erste darin besteht, dass das Commutations- und Associations-
gesetz

ab="5baqa, (ab)c = a(bo) (1)
erfillt ist. Wir setzen zweitens voraus, es gebe in @ ein Element o,
welches der Zahl 1 bei der Multiplication der Zahlen insofern ent-
spricht, dass die Gleichung
ap = a (2)
fir jedes Element a der Gruppe ® gilt; es kann nur ein einziges
solches Element o geben, weil, wenn p dieselbe Eigenschaft besitzt,
op sowohl = p, wie =— o sein muss; dieses Element o heisst das
Hauptelement der Gruppe ®. Unsere dritfe und letzte Annahme besteht
darin, dass zu jedem Elemente a der Gruppe ® ein reciprokes, mit
a=' zu bezeichnendes Element von @ gehort, welches der Bedingung

aa~! = o (3)

) Vergl. Satz (25) auf S. 280 des Werkes von Schroder.
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geniigt; es kann nur ein einziges solches Element geben, weil, falls
aq = o angenommen wird, das Product gqaa—! sowohl — (qa)a—?
= a~! wie = q(aa—?) = q ist. Offenbar ist a das reciproke Element
von a—1, ferner o—1 — p.

Wir konnen nun auch eine der Gruppenoperation entgegengesetzte
Division einfithren; dies ist zwar fir unseren Zweck nicht durchaus
erforderlich, aber die Schreibweise mancher Formeln wird dadurch fiir
das Auge iibersichtlicher. Wir definiren daher den aus dem Zihler a
und dem Nenner b gebildeten Bruch oder Quotienten durch

a:b = - = ab? 4)

O o

folgt. Zugleich leuchtet ein, dass alle Regeln der Multiplication,
Division, Erweiterung und Hebung von Zahlbriichen sich auf diese
neuen Briiche iibertragen, und dass jedes Element a der Gruppe auch
als Bruch (a : 0) angesehen werden kann.

Es wird im Folgenden oft von Producten ITa die Rede sein, wo
das Productzeichen IT sich auf alle m Elemente a —= q;, a, ... a,,
bezieht, welche unter einer gemeinsamen Form enthalten sind oder

gewissen Bedingungen geniigen; ein solches Product ist also erklirt
durch

woraus

IHa = 0,0y ... Qp (6)

Es kommt aber auch vor, dass die Anzahl m der fraglichen Elemente a
auf 1 oder 0 herabsinkt, und wir wollen festsetzen, dass unter ITa im
ersten Falle immer das einzige Element a, selbst, im letzteren Falle
immer das Hauptelement o der Gruppe zu verstehen ist.

Dieselbe Regel soll auch fiir die Potenz a™ gelten, d. h. fiir ein
Product aus lauter gleichen Factoren a, deren Aunzahl der Exponent m
ist; es wird daher a! = q, und a% =— o zu setzen sein. Versteht man
ferner unter einer Potenz a~™ mit negativem Exponenten (—m) die
mte Potenz von a—!, so gelten fiir Producte und Quotienten von
Potenzen dieselben Regeln, wie in der Arithmetik. —

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zu unserem eigent-

lichen Gegenstande. Wir bezeichnen, wie in § 3, mit «, 8, ¥ ... alle

Combinationen, welche sich aus den » Unterscheidungszeichen
1,2...m (7

bilden lassen, und deren Anzahl — 27 ist. TFiir jede solche Com-

bination o wihlen wir willkirlich aus unserer Abel'schen Gruppe ©
ein Element, welches wir durch

(% 0) (8)

2*
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bezeichnen wollen!). Nachdem dies geschehen ist, definiren wir fiir
jedes Paar von Combinationen o, $ ein zugehdriges Element (x, f)
der Gruppe & durch 4 8" 0)
_ II(e "0 )

(“1 ﬁ) - H(M + ﬁl’ O) ('))
wo das Productzeichen I7 sich im Zdhler auf alle (in § 3 definirten)
paaren Theile B”, im Nenner auf alle unpaaren Theile ' der Combi-
nation 8 bezieht ?).

Wir bemerken zunichst, dass nach den obigen Festsetzungen iiber
den Gebrauch des Zeichens I7 das in (9) definirte Element (x, ),
falls § = 0 sein sollte, von selbst mit dem in (8) gewiihlten oder
gegebenen Element (¢, 0) identisch wird, weil es in diesem Falle gar
kein unpaares f’ und nur ein einziges paares f"” — 0 giebt. Ist
ferner ¢ ein Combinationselement, d. h. eine der » Combinationen ersten
Grades (7), so giebt es ein einziges unpaares s’ — ¢ und ein einziges
paares &’ — 0, und aus der Definition (9) fliesst der Satz

(e 0) = (e + 5 0) (&, ¢) (10)
welcher nur ein specieller Fall der spiteren Sitze (12) und (13) ist.
Wir stellen nun einige auf die Quotienten (9) beziigliche Sitze auf.

Satz 1. Ist o — 8 von 0 verschieden, haben also o und 8 mindestens
etn Element & gemeinsam, so ist
(“a B) = 0o (11)
Bewets. Denn wenn man § — ¢ + o setzt, wo @ das Element
¢ nicht enthilt, so bestehen die paaren Theile 8” der Combination j
theils aus allen paaren Theilen ©” der Combination @, theils aus
allen Combinationen von der Form & + o', wo @' jeden unpaaren
Theil von ® bedeutet; ebenso bestehen die unpaaren Theile g’ von g
theils aus diesen Combinationen ', theils aus allen Combinationen
¢ +— o". Bedenkt man nun, dass ¢ auch in « enthalten, also o - ¢
= o« ist, so bestehen die Combinationen « +- " aus allen « -} w”
und allen « +- @', und ebenso bestehen die Combinationen o - B aus
allen « 4+ o' und allen « -+ ®©”; mithin ist das System der Com-
binationen « -~ " identisch mit dem der Combinationen & 4 g’, und
zufolge der Definition (9) wird («, ) = o, w. z. b. w.
Satz 1. Ist & eine Combination ersten Grades, so ist
(o B) = (2 + & B) (%, B+ &) (12)
DBeweis. Falls ¢ in 8 enthalten, also g + ¢ = B ist, leuchtet

der Satz unmittelbar ein, weil nach dem vorhergehenden Satze
(¢« + & B) = o ist. Im entgegengesetzten Falle sind die paaren

) Ene Beschrankung in der Freiheit dieser Wahl wird erst spater in § 7
eintreten.
?) Beispiele solcher Quotienten finden sich am Schlusse von §. 2.
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Theile (8 + ¢)" theils — g", theils — ¢ + ', und die unpaaren
Theile (B -+ &) theils = ', theils — ¢ |+ f"; die Definition (9) giebt

daher ., ’
(o, f - &) = L@+ 8, O I+ ¢ + B, 0)

(e 8, 011+ ¢ + §50)
woraus durch Vergleichung mit (9) und mit
_ (% + &+ p" 0)
o= 8 0)
die Gleichung (12) folgt, w. z. b. w.
Satz III.  Sind o, B, y beliebige Combinationen, so st

(o B) = I (2~ 1y B+ 72) (13)
wo das Productzeichen I1 sich auf alle verschiedenen Paure von Combe-
natwonen y,, vy, bezieht, die den Bedwngungen

. Nt =7 n—r =20 (14)
genigen.

Bewers. Der Satz gilt fir y =— 0, weil in diesem Falle y nur
eine einzige Zerlegung p, = 0, y, = 0 besitzt; er gilt nach dem
vorhergehenden Satze auch, wenn p ein Combinationselement ist, weil
dann p nur die beiden Zerlegungen y, = p, y, = 0 und y, = 0,
y, = % besitzt. Der Inductionsbeweis wird daher vollendet sein, wenn
wir annehmen, der Satz gelte fiir jede Combination y vom Grade 7,
und hieraus seine Giiltigkeit fiir jede Combination § vom Grade » 4 1
ableiten. Offenbar kann man 6 = y -} ¢ setzen, wo ¢ ein beliebig
gewahltes Element von 0 bedeutet, wihrend y die aus den iibrigen
r Elementen von & bestehende Combination ist. Behalten nun y,, y,
ihre obige Bedeutung, so zerfallen alle Paare 0,, d,, welche den Be-
dingungen 0, + 0, = 0, 0, — d; — O geniigen, in zwei verschiedene
Arten, je nachdem das Element ¢ in 0, oder J, aufgenommen wird,
im ersten Falle ist 6, — ¢ 4+ 9,, 0, = »,, im zweiten 0, = y,,
0, = & -+ 7,, und folglich wird das auf alle Paare 0, 0, ausgedehnte
Product

I (e + 0y, B+ 05) = (06 4 &+ p1, B+ p2) (e 471, B+ &+ 7o)
Da nach unserer Annahme der Satz (13) fiir jede Combination ¢ vom
Grade r gilt, so ist auch

(¢« +&B)= I+ ¢4y, B+ 72)
(o p+ &) = (o + p1, B+ &+ 72

woraus mit Riicksicht auf den vorhergehenden Satz (12) sich

I (e 4 &y, B+ 0,) = (e B)
ergiebt, w. z. b. w.
Beispiele zu diesem, im Folgenden sehr hiufig anzuwendenden
Satze, den wir kurz den Productsatz nennen wollen, findet man in
den Gleichungen (3), (5), (7) des § 2. Wir wollen noch bemerken,
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dass der Satz zufolge I auch dann gilt, wenn man die zweite der
Bedingungen (14) fallen lasst; doch wiirde diese Verallgemeinerung
nur eine scheinbare und kaum von Nutzen sein.

Satz IV. Sind «, B, y beliebige Combinationen, so ist

_ (e + 9" B)
(“’ ﬁ + 7}) - n(“ + 7”, ﬂ) (15)
wo " alle paaren, y" alle unpaaren Theile von y durchlauft.

Beweis. Der Satz gilt offenbar fiir y = 0, weil es dann nur em
einziges 9" — 0 und gar kein 9’ giebt, also der Nenner = o wird.
Gilt der Satz fiir jede Combination y vom Grade », und setzt man
irgend eine Combination & vom Grade r + 1 wieder in die Form y -} ¢,
wo ¢ ein Element von 0 bedeutet, so bestehen die paaren Theile 9"
theils aus den Combinationen ¢”, theils aus den Combinationen ¢ -+ »’'
und die unpaaren Theile 0’ bestehen aus den Combinationen 3’ und
¢ -+ ¢"; mithin wird

I (o 40", B) = 1L (« + y", ) I (0 4~ & 4 7', B)
I+ 0, f) = (e~ 9 B) (e + &+ 7" )
also nach unserer Inductionsannahme
He+8,6) _  (@B+7y)
T+ 8 p) @+&p47)
und da die rechte Seite zufolge (12), wenn dort 8 durch 8 -+ y ersetzt
wird, = (&%, B8 + y + &) = (&, B - 9) ist, so gilt unser Satz auch fiir
jede Combination & vom Grade r + 1, also allgemein, w. z. b. w.
Sutz V. Sind o, B, y belicbige Combinationen, so st
_ (e, B+ 3")
wo 9" alle paaren, p' alle unpaaren Theile von p durchliuft.

Den auf dieselbe Weise wie im vorigen Satze zu fithrenden In-
ductionsbeweis diirfen wir dem Leser iiberlassen. Als einen bemerkens-
werthen speciellen Fall wollen wir aber noch den Satz

_ 10, 8+ o)

@ B) = g ) ()
hervorheben, der sich aus (16) ergiebt, wenn man o, y resp. durch
0, e ersetzt; hieraus geht ndmlich hervor, dass die durch (9) definirten
Elemente (0, w) unserer Abel'schen Gruppe & wunabhangige Func-
tionen von den willkiirlich gewéhlten oder gegebenen Elementen (e, 0)
sind, insofern die letzteren und iberhaupt alle (&, B) sich durch die
ersteren ausdriicken lassen.

§ 6. Ganze Elemente in @.

Auch die im vorhergehenden §. 5 enthaltenen Sitze sind nur als
Vorbereitungen fiir unser eigentliches Ziel anzusehen, welches darin
besteht, die in den §§. 1 und 2 beschriebenen Zahlenbildungen so weit
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wie moglich zu verallgemeinern. Zu ihrer Uebertragung auf die
Abel'sche Gruppe & fehlt aber his jetzt immer noch das wesentlichste
Moment, némlich die Unterscheidung der ganzen und wnicht ganzen
Elemente dieser Gruppe, also auch der Begriff der Theilbarkeit und
eine Operation, welche der Bildung des griossten gemeinsamen Theilers
von zwei Zahlen entspricht. Der Kirze wegen beginnen wir, weil daraus
alles Andere folgt, mit dem zuletzt genannten Punkte und machen die
neue Annahme, es gebe in unserer Abel’schen Gruppe & ausser der
eigentlichen Gruppenoperation (der Multiplication), welche aus je zwei
Elementen a, b deren Product ab erzeugt, noch eine zweite Operation
-+, die wir unbedenklich Addition nennen wollen, und welche aus
a, b ein Element a 4 b derselben Gruppe &, die Summe der Glieder
a, b erzeugt; und zwar setzen wir voraus, dass diese Operation -
fiir sich allein und in Verbindung mit der Gruppenoperation den vier
folgenden Fundamentalgesetzen

a4+ a=a (1)

a-+b=b-4a (2)
@40+ c=a+@6+0 (3)
(@ 4+b)c=ac- be %)

gehorcht, deren Inbegriff wir kurz mit G bezeichnen wollen. Diese
Gesetze herrschen, wenn die Operation - als Bildung des grossten
gemeinsamen Theilers gedeutet wird, thatsichlich in der Theorie der
rationalen Zahlen, ebenso auch in der allgemeineren Theorie der
Moduln ), und mit gewissen Vorbehalten kann man behaupten, dass
sie umgekehrt das Wesen der genannten Bildung erschopfen.

Indem wir die aus (2) und (3) fliessenden bekannten Folgerungen
ubergehen (D., §. 2), bemerken wir, dass zufolge (4), wenn ¢ durch ¢!
ersetzt wird, auch die Regeln der Buchstabenrechnung fiir die Addition
von DBriichen gelten, durch das Gesetz (1) treten aber wesentliche
Vereinfachungen ein, und wir heben namentlich die beiden folgenden,
leicht zu beweisenden Sitze

(a+ 064+ o)bec+ca+ab) = (b 4+ )(c 4+ a)(a 4 D) (5)

(a + by = am 4 am—1p 4. .. 4 abm—1 |- pm (6)
hervor (D., § 170, S. 503), von denen wir sogleich Gebrauch machen
werden. Multiplicirt man die rechte Seite in (6), wo m = 0 ist, mit
(am 4 b™), so wird sie = (a 4 b)?”, mithin ist in unserer Gruppe
auch (a4 by» — am 4 bm.

Vor Allem miissen wir darauf aufmerksam machen, dass durch
die Annahme der Existenz der Operation + innerhalb der Abel’schen

1) Vergl. D., §. 169, 8. 496 und § 170, S. 502. — Die Moduln a bilden aber
in 1threr Gesammtheit keine Abel’'sche Gruppe; denn wenn es auch einen Modul
o == [1] giebt, welcher der Bedingung (2) in §. 5 genugt (D., § 170, 8. 500}, so
giebt es doch im Allgemeinen keine reciproken Moduln a—1, welche der Bedingung
(3) in §. 5 genugen
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Gruppe & die Allgemeinheit der letzteren eine wesentliche Besclirdii-
kung erlitten hat; dies leuchtet unmittelbar ein durch den folgenden

Satz: Die einzige in & als Theiler enthaltene endliche Gruppe
besteht aus dem Hauptelemente o.

Beweis.  Ist § eine aus & Elementen a bestehende Theilgruppe
in &, so ist bekanntlich a®» = p; aus (6) ergiebt sich ferner

(@ ot =a—t @ oo,
(](a+0)lz—1:0+ah—1+...+a2+a:(a+o)h_1’

mithin a = o, w. z. b. w.

Eine Abel'sche Gruppe &, in welcher die Operation  existirt,
muss daher, falls sie nicht aus einem einzigen Elemente o bestehen
soll — welchen interesselosen Fall wir ausschliessen wollen —, jeden-
falls eine wunendliche Gruppe sein, FEine unmittelbare Folge hiervon
ist auch der

also

Satz: Ist a von o verschieden, so folgt aus a” = a® wmmer r = s.

DBewers. Denn wenn man annimmt, es sei z. B. r > s, so folgt
a’—s = p, und die Potenzen o, a, a2 ... a”—5—1, mdgen sie verschieden
oder theilweise einander gleich sein, hilden jedenfalls eine endliche
Gruppe, woraus im Widerspruch mit unserer Annahme folgen wirde,
dass a = o ist.

Betrachten wir nun die denkbar einfachste unendliche Abel'sche
Gruppe ®, welche aus allen Potenzen o~ eines von o verschiedenen
Elementes a besteht, so wollen wir uns die Frage stellen: kann es in
einer solchen Gruppe ® eine Operation -+ geben, die den obigen
Gesetzen G gehorcht? Gesetzt, es sei der Fall, so muss es eine ganze
Zahl e geben, welche der Bedingung

D+ a=—nua° (7)
geniigt. Falls nun diese Zahl e positiv ist, so addiren wir unter
Beachtung von (1) auf beiden Seiten alle Potenzen a’, deren Expo-
nenten 7 der Bedingung 1 << » < e geniigen, und erhalten

vb ot =ad ot
(0o +ap=a( -+ ar-1o-+a=nq,
mithin muss ¢ = 1 sein. Ist m = 0, so folgt hieraus

= (o +ay* =0+ a-+... 4 am

also zufolge (1) auch

also

) _{_ N G— am,
und hieraus ergiebt sich das allgemeine Gesetz
ar 4 a8 — a? (8)

wo h die alyebraisch grosste der beiden ganzen rationalen Zahlen 7, s
hedeutet. Sieht man umgekehrt dieses Gesetz als Definition der Opera-



Zerlegungen von Zahlen durch ihre grdissten gemeinsamen Theiler. 2H

tion - innerhalb der Potenzengruppe & an, so leuchtet ein, dass hier-
durch die Gesetze G wirklich erfiillt sind. Auf &dhnliche Weise ldsst
sich auch die zweite Annahme behandeln, dass der in (7) auftretende
Exponent e micht positiv ist; doch kann dieser Fall kiirzer auf den
vorigen zuriickgefithrt werden. Bedenkt man nidmlich, dass unsere
Gruppe & auch als Inbegriff aller Potenzen des reciproken IElementes
b = a~! aufgefasst werden kann, wodurch (7) die Form o 4 b = bt~
annimmt, so muss der nach der jetzigen Annahme positive Exponent
1 — e ==1, also ¢ = 0 sein, und aus dem obigen Gesetze b* - bs — b
ergiebt sich fiir diesen Fall das Gesetz

ar + a® = a” (9)
wo k die algebraisch kleinste der Zahlen r, s bedeutet. In der aus
allen Potenzen eines Elementes a bestehenden unendlichen Abel’schen
Gruppe ® giebt es daher zwei verschiedene Operationen -+, deren jede
zufolge ihrer Definition (8) oder (9) den vier Gesetzen G geniigt.

Nachdem das Wesen dieser Gesetze durch das vorstehende Beispiel
der Potenzengruppe einigermaassen erldutert ist, will ich noch zwei
Beispiele von Abel'schen Gruppen & anfithren, in welchen es ausser
der Gruppenoperation (Multiplication) auch Operationen - (Additionen)
giebt, welche den genannten Gesetzen gehorchen. Das System aller
Idealbricche o eines endlichen Korpers £, unter denen auch die Ideale
als ganze Idealbriiche enthalten sind, bildet eine Abel'sche Gruppe
(, insofern ihre Multiplication (die Gruppenoperation) die in § 5 an-
gegebenen Gesetze (1), (2), (3) erfillt (D, § 178, S. 560, Anmerkung);
ferner ist der grofste gemeinsame Theiler a 4~ b von je zwei solchen
Idealbriichen a, b ebenfalls in & enthalten, und die hierdurch definirte
Operation - geniigt, weil die Idealbriiche zugleich Moduln sind, auch
den obigen Gesetzen (7. Dieses Beispiel besitzt noch die besondere
Eigenschaft, dass jedes Fllement a der Gruppe & stets und nur auf eine
einzige Weise als Product von Potenzen p darstellbar ist, deren Basen
b gewisse ausgezeichnete Elemente der Gruppe &, nimlich die Prime-
ideale des Korpers & sind, wihrend die Exponenten r alle ganzen
rationalen Zahlen durchlaufen konnen; um nun zu zeigen, dass diese
Eigenschaft nicht etwa, wie man vermuthen konnte, den tieferen Grund
fiir die Existenz der Operation -+ in der Gruppe & bildet, will ich
noch ein zweites Beispiel anfihren, dem die genannte Eigenschaft fehlt.

Ist @ eine bestimmte von Null verschiedene algcbraische Zuhl?!)
und o das System aller algebraischen FEinheiten 2), so bilden alle
mit a associirten Zahlen, d. h. alle Producte von der Form ae, wo e
alle Einheiten durchliuft, ein System a, welches ungeéndert bleibt,

1) Vergl. 5. 427, 452, 524 der zweiten, dritten, vierten Auflage von
Dirichlet’s Zahlentheorie.
2) Daselbst, S. 439, 457, 532.
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wenn ¢ selbst durch irgend eine in a enthaltene Zahl ae ersetzt wird;
dies beruht darauf, dass die Producte und Quotienten von irgend zwei
Einheiten ebenfalls Einheiten sind. Jede in a enthaltene Zahl kaun
daher als Reprisentant oder erzeugende Zahl von a angesehen werden.
Offenbar ist o selbst ein solches System, als dessen Reprisentant die
Zahl 1 oder jede andere Finheit gelten kann. Ist b ebenfalls ein
solches, durch die Zahl b erzeugtes System, so leuchtet ein, dass alle
aus je einem Factor des Systems a und je einem Factor des Systems
b gebildeten Producte dem durch das Product ab erzeugten System
angehdren; nennen wir dieses letztere System (dessen Zahlen um-
gekehrt immer, und zwar auf unendlich viele Arten als solche
Producte von Zahlen aus a und b dargestellt werden konnen) das
Product der Systeme a, b und bezeichnen wir dasselbe mit ab, so
bildet der Inbegriff aller dieser Systeme a vermoge dieser Operation
der Multiplication offenbar eine Abel'sche Gruppe &, deren Haupt-
element das System o aller Einheiten ist, wihrend das zu a reciproke
Element a—! durch die Zahl a—! erzeugt wird. Auf einem viel tiefer
liegenden Grunde beruht aber die Moglichkeit, in diese Gruppe & eine
zweite Operation -} einzufilhren, welche den Gesetzen G gehorcht.
Ich habe bewiesenl), dass je zwei algebraische Zahlen a, 0 einen
sogenannten grossten gemeinsamen Theiler d besitzen, welcher dadurch
charakterisirt ist, dass es vier ganze?) algebraische Zahlen o', ¥/, x, v
giebt, welche den Bedingungen

a=4dada, b=d¥V, azx-+by=4d (10)
genuigen; dieser Satz ist zwar nur fiir den damals allein wichtigen Fall
bewiesen, wo a und b (also auch d) ganze Zahlen sind; da aber zwei
beliebige algebraische Zahlen @, b durch Multiplication mit einem von
Null verschiedenen Factor m stets in ganze Zahlen #mia, mb verwandelt
werden konnen#), so leuchtet die allgemeine Giiltigkeit des Satzes
sofort ein, wenn man den grossten gemeinsamen Theiler der ganzen
Zahlen ma, mb mit md bezeichnet. Aus der Form der charakteristischen
Gleichungen (10) ergiebt sich ferner, dass zu zwei gegebenen Zahlen
a, b immer unendlich viele solche Zahlen d gehdren, deren Inbegrift
das in der obigen Weise durch irgend eine von ihnen erzeugte System
b ist, und dieses System b bleibt auch ungeéindert, wenn @, b durch
irgend welche Zahlen der ithnen entsprechenden Systeme a, b ersetzt
werden. Das Element d unserer Gruppe & ist daher durch die Ele-
mente a, b vollstindig bestimmt, und folglich wird eine neue Operation -
durch die Festsetzung a -~ b — b eindeutig erklart; dass dieselbe den

1) Vergl. S. 465. 541, 577 der zweiten, dritten, vierten Auflage von
Dirichlet’s Zahlentheorie

2) Daselbst, S. 437, 452, 524,

3) Daselbst, S. 439, 493, 525.
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vier Gesetzen G geniigt, wird der Leser ohne Mithe aus den Gleichungen
(10) ableiten. Ich bemerke aber zum Schluss, dass in dieser Gruppe
® eine Darstellung aller Elemente a als Producte von Potenzen von
festen Primelementen wicht vorhanden ist (vergl. D., § 174). —

Wir verlassen diese Beispiele und wenden uns zur Betrachtung
irgend einer Abelschen Gruppe &, in welcher es eine Addition -
mit den obigen Eigenschaften giebt. Indem wir nun eine Reihe von
Benennungen einfithren, die denen der Zahlentheorie nachgebildet sind,
bemerken wir vor allen Dingen, dass dieselben sich stets auf diese
eine Operation -+ beziehen; dies muss deshalb hervorgehoben werden,
weil es, wie sich bald zeigen wird, in jeder solchen Gruppe & mindestens
zwer verschiedene solche Operationen -} giebt (vergl. das obige Beispiel
der aus allen Potenzen o’ bestehenden Gruppe auf S. 24).

Wir nennen ein Element a der Gruppe & ganz, wenn a 40 = »
ist, im entgegengesetzten Falle gebrochen. Dann ergiebt sich zundchst,
dass alle Producte und Summen von ganzen Elementen ebenfalls ganz
sind; denn durch Addition der beiden Gleichungen a 4 o =0, b 4 o
= p erhilt man (a + b) 4+ o = o; multiplicirt man ferner die erste
mit b, so folgt ab 4 b =0, und wenn man auf beiden Seiten o
addirt, so ergiebt sich ab 4+ 0o =0, W. z. b. w.

Das (ganze oder gebrochene) Element a soll theilbar durch b
heissen, wenn a - b = b ist; dies kommt offenbar darauf hinaus, dass
ab—1 ein ganzes Element g, also a = bg ist; wir nennen zugleich a
ein Vielfaches von b, und b einen Theiler von a, und es leuchtet ein,
dass die durch das Hauptelement o theilbaren Elemente, und nur
diese ganz sind. Benutzt man (wie in der Modultheorie) fiir diese
Theilbarkeit die doppelte Bezeichnung

a>b b<a

so findet man leicht, dass aus a > b und b > ¢ auch a > ¢, und dass
aus a > b und b > a auch a = b folgt.

Die Summe a -+ b von zwei beliebigen Elementen a, b ist immer
ein gemeinsamer Theiler derselben, und jeder gemeinsame Theiler n
von a, b ist ein Theiler von der Summe a - b, weil aus a + n=n
und b 4+ n = n durch Addition auch (a 4 b) 4 n =n folgt; der
Analogie wegen kann man daher die Summe a | b auch den grossten
gemeinsamen Theiler von a, 6 nennen.

Zwei Elemente a, b sollen fremd!) heissen, wenn ihre Summe
a + b = o ist; zwel solche Elemente a, b sind offenbar stets ganze
Elemente, und o ist ihr einziger ganzer gemeinsamer Theiler.

1) Dieses Wort wird hier 1n ganz anderem Sinne gebraucht, wie bei den
Combinationen in §. 3, namlich analog dem Begriffe der relativen Primzahlen 1n
der Zahlentheorie.
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Ist a fremd zu b und zu ¢, so ist a auch fremd zu bc; multiplicirt
man nidmlich die erste der beiden Gleichungen a + b = 0, a + ¢ = o,
aus deren letzter auch ¢ + o = o, also ac 4+ a = a folgt, mit ¢, so
erhdlt man ac¢c -+ bc — ¢, und wenn man auf beiden Seiten a addirt,
so folgt (a + ac) 4+~ bc=a 4 ¢ also a + bc =10, w. z. b. w.

Umgekehrt, wenn a fremd zu dem Producte bc der beiden ganzen
Elemente b, ¢ 1st, so ist a auch fremd zu jedem der beiden Factoren
b, ¢; denn aus der letzten der drei Annahmen a + bc = 10,0 + 0 = o,
¢+ o=nofolgt b =">0c 4 b, alsoa+b=(+bc)+b=0-40
=, W. z b. w.

Durch wiederholte Anwendung dieser beiden Sitze ergiebt sich der
allgemeinere: zwei Producte p, q sind gewiss fremd, wenn jeder Factor
von ) fremd zu jedem Factor von q ist, und umgekehrt folgt das
Letztere auch aus dem Ersteren, wenn zugleich alle diese Factoren

ganz sind.
Sind a, b beliebige Elemente, so sind die aus ihnen gebildeten
Elemente a b
W= =—
a -+ b a4 b
immer fremd, d. h. es ist o/ 4+ b’ — 0; man kann daher

a = (a + b)d b=1(a-+0)0
setzen, und jeder Quotient (a:b0), also auch jedes Element a = (a: ),
kann folglich in der Form (a’:b’), d. h. als Quotient von zwei fremden
Elementen o', b’ dargestellt werden; dass es nur eine einzige solche
Darstellung giebt, ist leicht zu beweisen.

Indem wir eine Reihe anderer, ebenso leicht zu beweisender Sitze
iiber fremde Elemente ubergehen, wenden wir uns zur Betrachtung der
gemeinsamen Vielfachen ¢ von zwel Elementen q, b, wobei wir die eben
festgesetzte Bedeutung von a', 0’ beibehalten. Aus den Annahmen
¢ + a=aq, ¢+ b="0 folgt durch Multiplication mit b, a resp. bc -+ ab
—ab, ac 4+ ab =ab, und hieraus durch Addition (a -+ b)c 4 ab
= ab, oder wenn man durch (a -+ b) dividirt und

. :a‘gpb’ﬁ — o = b = (a 4 b) &'V
setzt, ¢ -+ m = m, d. h, ¢ ist theilbar durch m; da nun fremde Ele-
mente o, b’ stets ganz sind, so ist m ebenfalls theilbar durch a und b,
mithin sind die gemeinsamen Vielfachen ¢ von q, b identisch mit den
simmtlichen Vielfachen dieses Elementes m, welches daher nach
Analogie mit der Zahlentheorie das Fkleinste gemeinsame Vielfache
von a, b heissen mag. Wir wollen nun die Bildung dieses Elementes

m aus den Elementen a, 0 als eine neue Operation — in unsere
Gruppe einfithren; dieselbe wird also definirt durch
a— b — 0 (11)
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eder, was dasselbe sagt, durch

a — b= (=" 4+ b—1)~? (12)

und zugleich gilt der Satz
(a 4+ b)(a — b) = ab (13)
Vor Allem bemerken wir, dass diese neue Operation — fur sich
allein und in Verbindung mit der Gruppenoperation den vier folgen-

den Gesetzen

a—a=a (1)
@t—b==50—a (2')
(@a—b —c=a—((b—0 (3"
(@ —b)c = ac — be 4

gehorcht, welche vollstindig den Gesetzen G entsprechen, und deren
Inbegriff wir mit G bezeichnen wollen. Die Beweise von (1’) und (2')
liegen auf der Hand. Ferner ergiebt sich aus der Definition

_ {(a—D)c
(a—b)*C—m

und wenn man den Bruch rechter Hand unter Beachtung von (13)
durch (a 4 b) erweitert, so erhdlt man

0= = s = 07 T
woraus wegen der Symmetrie (3') folgt. Ebenso ergiebt sich die
Gleichung (4'), weil jede ihrer beiden Seiten, wenn sie mit (a - b) ¢
= (ac + bc¢) multiplicirt wird, dasselbe Product abc? giebt.

Es erscheint also hier die schon oben angekiindigte merkwiirdige
Thatsache, dass, wenn es in einer Abel’schen Gruppe & eine Operation
—+ giebt, welche den Gesetzen G+ gehorcht, daraus immer eine zweite
Operation — abgeleitet werden kann, welche genau dieselben Gesetze
befolgt. Es fragt sich daher: konnen diese beiden Operationen 4
vielleicht identisch sein? Nehmen wir an, zwei Elemente a, b geniigen
der Bedingung a — b = a -+ b, woraus durch Multiplication mit
(a 4~ b) auch ab = (a 4 b)2 = a2 4 ab - b2 folgt, so erhiilt man
durch Addition von a2 und von b2 die beiden Gleichungen a(a - b)
= (a 4 5)2 und b(a + b)) = (a -+ )2, mithin a =b =a 4 b; da
also fur je zwei verschiedene Elemente a, b auch (a — b) verschieden
von (a -+ b) wird, so sind die beiden Operationen + wnicht identisch
mit einander; aus (12) geht aber zugleich hervor, dass sie sich voll-
stindig mit einander vertauschen, wenn jedes Element a der Gruppe
® durch das reciproke Element a—! ersetzt wird (vergl. das oben
angefiilhrte Beispiel der einfachen Potenzengruppe). Hierbei wollen
wir auch bemerken, dass der Satz (12), auf eine beliebige Anzahl
von Elementen ausgedehnt, in der doppelten Form 1)

1) Vergl. D, § 178, S. 555.
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@—b—c— - )yt=artfbtFct 4. (14)
(a+b4+c+--)yt=agt—>b"t— ! —... (15)
dargestellt werden kann, was durch vollstindige Induction leicht zu
beweisen ist.
Es erscheint ferner die andere merkwiirdige Thatsache, dass
zwischen den beiden Operationen + auch die Beziehungen

a+(a—Db=a (16)

a— (@b =a (17)
bestehen, welche schon daraus folgen, dass a — 6 durch a, und a
durch a 4 b theilbar ist; man kann sie aber auch dadurch beweisen,
dass man die linke Seite der ersten Gleichung mit (a 4 b), die der
zweiten mit (a — 0) multiplicirt, wodurch zufolge (13) resp. die
Producte a(a + 0), a(a — b) entstehen. Offenbar stimmen nun die
sechs Gesetze (2), (3), (2'), (3'), (16), (17), in welchen die eigentliche
Gruppenoperation gar nicht auftritt, genau mit den sechs Gesetzen A
des §. 3 uberein, welche dann die Grundlage fiir die Betrachtungen des
§. 4 gebildet haben; wir konnen daher sagen, dass unsere Abel’sche
Gruppe &, wenn man von der Multiplication ihrer Elemente ganz
absieht und nur die beiden Operationen + in das Auge fasst, auch
eine Dualgruppe ist, und wir wollen zum Schluss noch zeigen, dass
dieselbe den Idealtypus besitzt, d. h. dass in ihr das Doppelgesetz (5)

des §. 3 gilt:
(@—D+@—09=0a—@0+0 (18)
(@41 — (@4 =a-(6—0 (19)
Dies ergiebt sich aus der Definition der Operation — durch die

folgenden Rechnungen:

_ab ac  a(bcH ca+ ab)
e I LN iy iy y e iy

@+ —(+g=CEREE

a—}—(b——c):a~|~bic:bcﬁ$j—ab

und aus dem obigen Satze (5) folgt die Identitit der beiden ersten
und ebenso die der beiden letzten Ausdriicke, w. z. b. w.

§ 7. Losung der Aufgabe.

Wir kehren jetzt zurick zu der in §§ 1 und 2 fiir rationale
Zahlen behandelten Aufgabe, um dieselbe auf ein beliebig gegebenes
System von » Elementen

Oy Og v v Qy (1)
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der in den §§. 5 und 6 betrachteten Abel’'schen Gruppe ® zu iiber-
tragen. Es handelt sich darum, diejenigen Zerlegungen dieser Elemente
in Factoren zu finden, welche sich aus der Bildung der grossten
gemeinsamen Theiler

ap g, a5,

a; 4 0y a3, ap a4 ag ..

M 40+ ag Fag. .

von irgend welchen Combinationen aus diesen Elementen ableiten
lassen; diese grossten gemeinsamen Theiler sind, da ihre Bildung als
stets ausfithrbar angenommen wird, ebenfalls als gegeben anzusehen.

Zu diesem Zwecke benutzen wir die in §. 5 beschriebene Bezeich-
nungsweise, indem wir zunichst die n gegebenen Elemente (1) der
Reihe nach mit den Zeichen

(1,0), (2,0) . .. (m, 0) (2)
belegen. Wihrend nun in § 5 auch alle anderen Elemente von der
Form («, 0), wo o jede beliebige Combination aus den n Unter-
scheidungszeichen 1, 2...n bedeutet, als willkiirlich wihlbar oder
gegeben angesehen werden durften, so wollen wir jetzt diese Wahl-
freiheit gidnzlich aufheben, indem wir festsetzen, dass

(e 0) = (&1, 0) - (8, 0) + - - - 3)
sein soll, wo ¢, & ... die simmtlichen Combinationen ersten Grades
bedeuten, deren Summe die Combination « ist; es wird also (e, 0) definirt
als der grosste gemeinsame Theiler aller derjenigen in der Reihe (2)
enthaltenen Gruppenelemente (¢, 0), welche den in o enthaltenen
Combinationselementen & entsprechen; falls o selbst vom ersten Grade
ist, so besteht die Summe (3) aus einem einzigen Gliede, welches das
entsprechende Element in der Reihe (2) ist. Hiermit sind alle Elemente
(o, 0) durch (2) vollstindig gegeben, mit Ausnahme des Elementes
(0,0), das vorldufig noch wellkiirlich bleiben mag.

Aus diesen Elementen (e, 0), deren Anzahl — 2 ist, bilden wir
nun nach der Definition (9) in § 5, also durch Multiplication und
Division, alle Elemente von der Form («, f§); diese sind daher, wenn
o von O verschieden ist, ebenfalls durch die » Elemente (2) vollstindig
gegeben, wihrend in allen Ausdriicken von der Form (0, 8) auch das
Element (0, 0) auftritt. Dann gelten die in § 5 bewiesenen Sitze I
bis V, und von diesen giebt der allgemeine Productsatz III die woll-
stindige Losung unserer Aufgabe. Die Beschaffenheit dieser Losung
wollen wir aber durch die folgenden Sitze deutlich machen, welche
aus der Definition (3) fliessen.

Satz 1. Sind die Combinationen o, § wvon 0 verschieden und ©

beliebig, so st
(%, ©) + (B, @) = (& + B, ») (4)
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DBewers.  Zundchst leuchtet ein, dass dieser Satz fiir @ = 0 gilt.
Denn wenn ¢ alle Elemente der Combination ¢, ebenso % alle Elemente
der Combination B durchlduft, so ist («, 0) zufolge (3) die Summe
aller (&, 0), ebenso ist (8, 0) die Summe aller (y, 0), und (« 4 B, 0)
ist die Summe aller (6, 0), wo 0 alle Elemente der Combination (4 B)
durchlduft. Nun tritt zwar, wenn « und B gemeinsame Elemente
¢ = 7 besitzen, das Glied (¢ 0) = (7, 0) auf der linken Seite der zu
beweisenden Gleichung (4) sowohl in der Summe (z, 0), wie in der
Summe (B, 0) auf, allein zufolge des Satzes a -+ a = a braucht ein
solches Glied nur einmal gezahlt zu werden, und da die Elemente
von o« und die von f zugleich alle Elemente ¢ der Summe (¢ -+ B)
erschopfen, so ergiebt sich die Wahrheit des Satzes fiir diesen Fall
® = 0. Wir nehmen nun an, der Satz sei fiir alle Combinationen @
vom Grade r bewiesen, und wollen zeigen, dass er dann (falls »r << m
ist) auch fur jede Combination vom Grade (r |- 1) gilt. Jede solche
Combination ldsst sich in die Form e - ¢ setzen, wo & jetzt irgend
eine Combination ersten Grades bedeutet, welche in der Combination
® vom Grade r nicht enthalten ist. Setzen wir ferner zur Abkiirzung

(o) =1q, (fo)=0>1 (50)=/,
so folgt aus unserer Inductionshypothese

(¢ + & @) = a -} B+ &w)=>04¢
(¢ + B, @) =a + b, ¢+ B8+ 0)=a4+b -+

und aus dem speciellen Productsatz II in § 5 ergiebt sich:

a=(a~4 (e, 0 &), b=(0-+)(B o+ &),
b=+ b+ )t B o+ o),
Hieraus folgt weiter
@+ O+ )l o+ o)+ Brot e =ab+0+b@to
= bc - ca - ab;
multiplicirt man diese Gleichung mit der vorhergehenden und dividirt
man die Productgleichung durch die Gleichung (5) in § 6, nimlich
durch
b+ +a@+b)=(@~+b-+)bc+ ca-t ab),
so erhédlt man
(%@ + &)+ (B o+ o) =(u+p o s
d. h. unser Satz gilt auch fiir jede Combination (& - &) vom Grade
(r + 1), also allgemein, w. z. b. w.

Satz 1L Sind die Combinationen o, B von 0 wverschicden, so st
(o, B) ein ganzes Element der Gruppe 6.

Bewers.  Ist B von 0 verschieden, so sind die Elemente (8, g)
und (e + f, B) nach Satz I in §. 5 beide — o, und da, wenn « ebenfalls
von 0 verschieden ist, nach dem eben bewiesenen Satze («, 8) - (8, f)
= (x - B, B) ist, so ergiebt sich (o, f) 4+ 0 =0, w. z. h. w.
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Satz I11.  Gemigen die vier Combinationen o, 3, y, 0 der Bedingung
o+ B =1y -+ 0, und sind ausserdem die Durchschmite o — 8 und
B — v bede von 0 wverschieden, so sind (o, B) und (y, 0) fremde Ele-

mente, in Zeichen
(“7 ﬁ) -+ (% 6) =20 (5)

Beweis. Wenn die Bedingung o -+ =y -+ 0 erfiilllt ist, so
wird nach einem in § 3 bewiesenen Satze (S. 10)

=09+ o =0+ @
“t+ Q=7+ 06=a+7
wo zur Abkiirzung
p—y—¢ u—0=0¢ f—0=o

gesetzt ist. Wir wenden jetzt den allgemeinen Productsatz IIT des
§ 5 auf die beiden Elemente («, »), (y, ®) an, indem wir die dort
mit y bezeichnete Combination einmal durch ¢, das andere Mal durch
6 ersetzen; in den so erhaltenen Gleichungen

(¢ @) = T (@ + 01, @ + 03)

(7, @) = I (y + 6;, @ + 0,)
bezieht sich das erste Productzeichen auf alle Zerlegungen ¢ =— ¢, I o,
mit der Bedingung ¢; — ¢, = 0, das zweite auf alle Zerlegungen
6 = 6, } 0, mit der Bedingung 6, — 6, = 0. Da nun nach unserer
Annahme die beiden Durchschnitte o, ¢ (also auch e, 8, , 0) von 0
verschieden sind, so besteht jedes dieser beiden Producte aus mindestens
zwei Factoren, und zwar sind die Factoren (« 4 ¢, @) und (y + o, w),
welche den Zerlegungen ¢, — ¢, ¢, —= 0 und 6, = 6, 6, = 0 ent-
sprechen, identisch mit (¢ 4 9, @); bezeichnen wir daher die Producte
aller #brigen Factoren resp. mit p und g, so wird

(“’ ®) = (“ + Vs w)p, (71 CO) == (O‘ + 7 CO)C{,
da ferner, wie schon bemerkt, auch &, y von 0 verschieden sind, so
ist (¢« + 9, ) nach Satz I die Summe der beiden vorstehenden
Elemente, mithin
p + g —=0n,

d. h. die genannten Producte p, q sind fremd zu einander. Nun war
p das Product aus allen denjenigen Factoren (o + o,, ® -+ g,), in
welchen g, von O verschieden ist, und da Letzteres auch von o, also
auch von o - ¢, und w - g, gilt, so ist (nach Satz II) jeder solche
Factor (¢ + 04, @ + @,) ein ganzes Element der Gruppe, und dasselbe
gilt offenbar von jedem Factor (y 4 6,, ® 4 6,) des Productes g,
weil y und 6,, also auch y + 6, und ® 4 6,, von 0 verschieden sind.
Da aber das Product p der ganzen Factoren (¢ 4 ¢;, ® -+ ¢,), wie
oben gezeigt ist, fremd zu dem Producte g der ganzen Factoren
(y + 6,, @ 4 06,) ist, so folgt nach einem in § 6 bewiesenen Satze

(S. 28), dass auch jeder der Factoren von p fremd zu jedem der
Festschrift 3
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Factoren von q ist; unter den ersteren befindet sich aber der der Zer-
legung @, = 0, ¢, — @ entsprechende Factor («, @ 4- ) = («, ), und
unter den letzteren befindet sich der der Zerlegung 6, = 0, 6, = ¢
entsprechende Factor (y, @ 4 6) = (p, 0); mithin ist («, §) fremd zu
(7, 9), w. z. b. w.

Satz IV. Sind die Combinationen o, B von 0 verschieden und ©

beliebig, so st
(O), “) + ((D, ﬁ) — (O), o _'i'_ ﬂ) (6)

Beweis. Nach dem allgemeinen Productsatze III des § 5

konnen wir

(O), o) :H(OJ +ﬁ11 “+ ﬁ))

(@, ) = I (o + 0, f+ o)
setzen, wo sich das erste Productzeichen auf alle Zerlegungen g —
B, -+ B. mit der Bedingung 8, — B, = 0, das zweite auf alle Zerlegungen
o = oy -} o, mit der Bedingung ¢, — oy = 0 bezieht. Da «,  nach
unserer Annahme von O verschieden sind, so besteht jedes dieser
beiden Producte aus mindestens zwei Factoren, und zwar sind die den
beiden Zerlegungen 8, — 0, f, —  und «, — 0, oy =— o entsprechen-
den Factoren identisch mit (e, « -+ f); bezeichnen wir daher die
Producte aller ubrigen Factoren resp. mit p und g, so wird

(@, o) = (0, « + B) b, (@ f) = (0, & + f)q.
Vergleichen wir nun irgend einen Factor (o - f;, & - f,) von p mit
irgend einem Factor (@ 4 «;, 8 + «,) von q, so geniigen die vier in
ihnen auftretenden Combinationen zunichst der Bedingung

(@ + B) 4 (& + B) = (@ o) +- (B + ),
weil jede dieser beiden Summen -— @ -+ o 4 f ist; da ferner g, ein
von O verschiedener Theil von f, und o, ein von O verschiedener
Theil von e« ist, so sind auch die Durchschnitte

(@4 ) —(B+ %) (0+ u)— («+ f)
beide von O verschieden. Aus diesen Eigenschaften der vier Combina-
tionen folgt aber (nach Satz III), dass jeder Factor (w -+ 8, « + 8,)
von p fremd zu jedem Factor (o - o, B -+ &) von ¢ ist; nach einem
in § 6 bewiesenen Satze (S. 28) ist daher auch p fremd zu g, also

pta=o
und hieraus folgt durch Addition der beiden letzten Darstellungen
von (o, ) und (@, 8) die Gleichung (6), w. z. b. w.

Satz V. Ist die Combination o von O werschieden, @ beliebig, so
ist (0, «) die Summe aller (0, €), wo & alle in o enthaltenen Combina-
tonen ersten Grades durchlouft.

Dies ist offenbar eine unmittelbare Folge des vorhergehenden
Satzes IV. Vergleicht man den speciellen Fall @ =— 0 mit der obigen
Definition (3) der Elemente («, 0), so zeigt sich, dass die schon am
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Schluss von §. 5 hervorgehobene Analogie zwischen den Elementen
(e, 0) und (0, ) auch nach unseren jetzigen Beschrinkungen hinsicht-
lich der Wahl dieser Elemente bestehen bleibt.

Satz VI. Ist die Combination o« von O wverschieden, o beliebiy, so
ist der Quotient
(@, 0)
(00, “) (7)

das kleinste gemeinsame Vielfache aller Elemente (o + ¢, 0), wo & alle
in o enthaltenen Combinationen ersten Grades &, & . .. durchlauft.

Beweis. Nach dem speciellen Productsatze (10) des § 5 ist
(0, 0) = (0 4+ & 0) (o, &), also
(@, 0) (0 + & 0)~1 = (o, &).

Bezeichnet man nun das im Satze genannte kleinste gemeinsame

Vielfache
(m+81’0)_(w+£2,0)—°"
zur Abkiirzung mit m, und wendet man den Satz (14) des § 6 an,

so folgt
m—! = (@ + &, 0)7* ++ (@ + &, O - -,
(@, 0) n—t = (@, ) + (@ &) + - - -

und da nach dem vorhergehenden Satze V diese Summe = (o, «)
ist, so ergiebt sich

(@, ) m™! = (0, «), M= EZ: 2;7
w. z. b. w. —

Hiermit sind wohl die wichtigsten Eigenschaften der Ausdriicke
(«, B) erschopft, welche zuerst in § 5 durch die Gleichung (9) ein-
gefiithrt, jetzt aber durch die Definition (3) simmtlich auf die » ge-
gebenen Elemente (2) und, falls « = 0 ist, auf (0,0) zuriickgefuhrt
sind. Von diesen Ausdricken («, 8), deren Anzahl — 4» ist, bieten
diejenigen, in welchen ¢ — f von 0 verschieden ist, gar kein Interesse
dar, weil sie nach Satz I in §. 5 alle — o sind; wir wollen daher nur
noch die iibrigen betrachten, in denen ¢ — 8 =— 0, und deren Anzahl
= 37 ist. Von diesen wollen wir vorldufig auch alle diejenigen aus-
schliessen, in demen o« = 0 ist, also nur solche Elemente (e, 8) bei-
behalten, die durch das System (2) ohne Zuziehung des Elementes
(0, 0) gegeben sind. DBezeichnen wir nun mit » immer die aus allen
n Zeichen 1, 2 ... n bestehende Combination, und nennen wir jedes
Element (v, v;), welches der Bedingung v, -+ v, =— v geniigt, einen
Kern (sc. des in (2) gegebenen Systems), so ergiebt sich aus dem
allgemeinen Productsatze III des §. 5, dass jedes andere Element (e, B)
als ein Product von lauter Kernen darstellbar ist; widhlt man ndmlich
dort fiir 7 diejenige Combination, welche aus allen in (« — ) fehlenden

3%

also
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Combinationselementen besteht, so leuchtet ein, dass alle Factoren

des Productes (“, 58) —_ H(“ + 71, ﬁ + 72) (8)
Kerne sind, weil (¢ 4 9,) + (8 + 93) = o« + f -+ y = v ist. Die
Anzahl aller Kerne (zu denen (0, v) nicht gehdrt) ist — 2» — 1, und
wenn «, b, ¢ die Grade der Combinationen «, 3, y bedeuten, so ist
a + b4 ¢=mn, und 2°¢ ist die Anzahl aller Kernfactoren von (e, ).
Von besonderer Wichtigkeit fir diese Darstellungen, unter denen sich
offenbar auch die in der Ueberschrift dieses Aufsatzes genannten Zer-
legungen der # gegebenen Elemente (2) befinden, ist ferner unser
obiger Satz IlI, weil er lehrt, wann zwei Kerne gewiss zu einander
fremd sind. Fiir den Fall » = 4 geben die Gleichungen (3), (5), (7)
des §. 2 die Kernzerlegungen der Elemente (e, 0); die iibrigen Elemente
(o, #) und ihre Zerlegungen, wie z. B.
(1,2) = (134,2) (13,24) (14,28) (1,234)

sind damals absichtlich gar nicht erwihnt, um die Aufmerksamkeit
nicht von der Hauptsache, der Herstellung der Zerlegungen (7), ab-
zulenken.  Schliesslich ist zu bemerken, dass zufolge des obigen
Satzes II alle Kerne mit Ausnahme von (v, 0) gewiss ganze Elemente
der Gruppe & sind, was fiir (v, 0) dann und nur dann gilt, wenn die
gegebenen Elemente (2) simmtlich ganz sind. —

Nun noch einige Worte iiber die Bedeutung der Elemente von
der Form (0, «)! Sie ldsst sich am einfachsten aussprechen, wenn
man fiir das bisher willkiirliche Element (0, 0) das Hauptelement o
der Gruppe & wihlt. Aus dem Satze VI geht dann, wenn o = 0
gesetzt wird, das specielle, der Definition (3) dualistisch entsprechende
Resultat hervor, dass (0, «)~! das kleinste gemeinsame Vielfache aller
Elemente (¢, 0) ist, wo & alle in o enthaltenen Combinationen ersten
Grades durchliuft. Wendet man aber auch auf diese Elemente (0, «)
die Zerlegung (8) an, so ergiebt sich

0 =(0,0) = I (v, v;), (0,0)=TII(p;, &+ p);

in der ersten dieser beiden Formeln findet sich das Product aller
Kerne multiplicirt mit (0, v), und folglich ist dieses Product das
kleinste gemeinsame Vielfache aller » Elemente (2); auch die Factoren
des zweiten Productes sind mit Ausnahme von (0, v) lauter Kerne,
und wenn man die erste Gleichung durch die zweite dividirt, so stellt
sich auch das oben genannte kleinste gemeinsame Vielfache (0, e;)—2
als Product von lauter Kernen dar, worauf wir aber hier nicht weiter
eingehen wollen.

§ 8. Endliche Dualgruppen in @.

Wir wollen zum Schluss noch eine Anwendung von den besprochenen
Zerlegungen machen. In §. 6 ist gezeigt, dass die Abel'sche Gruppe
®, wenn es ausser der Gruppenoperation (Multiplication) in ihr noch
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eine Addition | giebt, welche den dort angegebenen Gesetzen G ge-
horcht, keine endliche Gruppe (ausser o) als Theiler enthalten kann,
wobei natiirlich als Operation der Theilgruppe dieselbe Multiplication
angesehen wurde. Dieselbe Gruppe & besitzt nun aber in Bezug auf
die beiden Operationen + auch den Charakter einer Dualgruppe vom
Idealtypus, und sie kann, so aufgefasst, sehr wohl endliche Dualgruppen
als Theiler enthalten. Nehmen wir wie in § 7 an, es sei ein System

von » Elementen (1,0), (2,0) . . . (n, 0) (1)

der Gruppe ® gegeben, und bilden wir aus ihnen durch stets wieder-
holte Anwendung beider Operationen + immer neue Elemente, welche
dem gegebenen System hinzugefiigt werden, so wird, wie wir beweisen
wollen, diese Bildung nach einer endlichen Anzahl von Schritten ihr
Ende finden, insofern die Operationen + aus je zwei Elementen, welche
in dem so entstandenen System 3 enthalten sind, nur noch solche
Elemente erzeugen, welche schon in g enthalten sind. Zugleich wird
sich ergeben, dass alle Elemente dieser endlichen Dualgruppe P sich
durch die in §. 7 betrachteten Kerne des Systems (1) ausdriicken
lassen. Am kiirzesten gelangt man synthetisch zum Ziele, indem
man umgekehrt von der gemeinsamen Form dieser Ausdriicke ausgeht,
deren Auffindung mir erst nach lingerem Nachdenken gelungen ist.

Ich erinnere zundchst an die, in der Gleichung (8) des §. 7 ent-
haltene Darstellung jedes Elementes von der Form (o, 0), wo o, wie
immer im Folgenden, von O verschieden sein soll, als Product von
lauter Kernen; stellt man die Combination S, welche aus allen in o
fehlenden Elementen besteht, auf alle verschiedenen Arten als Summe
B, + B; von zwei fremden Combinationen f;, 8, dar, so wird

(“’ 0) - H(“ '"{" By, ﬁz) (2)
und alle Factoren (« - f,, ,) sind offenbar Kerne, weil (¢« + ,) -+ 8,
— a -+ B = v ist, wo v wieder die aus allen » Elementen 1,2...n

bestehende Combination bedeutet; der Zerlegung 8, = 0, f, = f ent-
spricht der Kern (e, 8), und ebenso wird der Kern (v, 0) durch die
Zerlegung B, = B, B, = 0 erzeugt.

Unter einem wollstindigen Product p verstehe ich nun jedes Product
aus lauter verschiedenen?!) Kernen f, welches folgende Eigenschaft
besitzt: wenn unter den Factoren t sich der Kern («, 8) befindet, so
enthédlt p auch alle anderen Kernfactoren (o - f,, 8,) des Elementes
(o, 0) in (2). Unser Ziel besteht darin, zu beweisen, dass die oben
genannte Dualgruppe ¥ nichts Anderes ist als der Inbegrift aller
dieser vollstindigen Producte p. Hierzu fithren die folgenden Betrach-
tungen.

1) Dies Wort ist hier und im Folgenden immer nur im Sinne der aufser-
lichen Bezeichnung aufzufassen; es kann sehr wohl geschehen, dass in bestimmten
Beispielen zwei aufserlich verschiedene Elemente emnander gleich werden.
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Zunichst iiberzeugt man sich leicht, dass das Product (e, 0) in
(2) selbst die genannte Eigenschaft besitzt; denn wenn man aus seinen
Factoren f einen bestimmten Kern (& - g, ;) herausgreift und die
Combination g, auf alle Arten als Summe ; + B, von zwei fremden
Combinationen f;, 8, darstellt, so erhdlt man

(o0 =4 B1, 0) = II (¢ + By + Bs, Bu);
offenbar befinden sich aber alle Factoren dieses Productes auch unter
den Factoren t des Productes (2), und folglich ist (&, 0) wirklich ein
vollstindiges Product.

Aber diese Elemente (¢, 0) sind keineswegs die einzigen voll-
standigen Producte; wihlen wir z B. » = 4 und betrachten das aus
sechs verschiedenen Kernen (o, 8) gebildete Product

b = (1234,0)(123,4)(124,3)(134,2)(12,34)(13,24),
so erhdlt man nach (2) fiir die Elemente (e, 0) die Zerlegungen
(1234,0) = (1234,0)
(123,0) = (1234,0) (123,4)
(124,0) = (1234,0) (124,3)
(134,0) = (1234,0) (134,2)
(12,0) = (1234,0) (123,4) (124,3) (12,34)
(18,0) = (1234,0) (123,4) (134,2) (13,24)
und da alle rechts auftretenden Kerne auch Factoren des Productes p
sind, so ist letzteres vollstindig, wihrend z. B. das Product
(1234,0) (134,2) (12,34)
unvollstdndig ist, weil unter seinen Factoren die beiden, in (12,0) ent-
haltenen Kerne (123,4), (124,3) fehlen.

Die wichtigste Grundlage fiir unsere Untersuchung bildet aber
der folgende

Satz 1. Sind p, q vollstindige Producte, so gilt dasselbe auch von
p £+ q, und zwar ist p + q das Product aller derjenigen verschiedenen
Kerne, welche beiden Producten p, q gemeinsam sind, und p — q st
das Product aller verschiedenen Kernfactoren von ).

Beweis. Wir theilen die in den Producten p, g auftretenden
Kerne in drei Arten ein, in solche (%, #), welche beiden gemeinsam
sind, ferner in solche («, f3), welche nur in p, nicht in q auftreten,
endlich in solche (y, d), welche nur in q, nicht in p auftreten; setzen
wir zur Abkiirzung die drei entsprechenden Producte

Iy, &) =1, I(x, f)=m, Iy, 0)=mn,
p=—1m q=r1n1
Wir vergleichen zundchst jeden Factor («, 8) von m mit jedem Factor
(y, ) von n und setzen 8 — y = 9, « — 0 = 6. Macht man nun
die Annahme, es se1 6 — 0, so folgt aus dem in § 3, S. 10 bewiesenen
Satze, dass § = ¢ | 9, y = o - ¢ ist; mithin ist (p, 0) = (&« -+ g, 0)

so wird
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ein Kernfactor von (e, 0), er muss daher, weil («, #) ein Factor des
vollstandigen Productes p ist, ebenfalls Factor von p sein; dies wider-
spricht aber der obigen Definition von (y, d), und folglich ist unsere
obige Annahme 6 — 0 unzuldssig. Da aus denselben Griinden auch
der Durchschnitt ¢ =— B — » von 0 verschieden, und ausserdem « —+
= y 4+ 0 = v ist, so folgt (nach Satz IIl in § 7), dass jeder Factor
(o, B) von m fremd zu jedem Factor (y, ) von n, mithin auch

m4+n=o pt+g=r(m-4n)=r
ist. Betrachtet man nun irgend einen Factor (%, ) von r und zerlegt
(m, 0) in seine Kernfactoren nach (2), so muss jeder solche Factor,
weil (7, &) den beiden vollstindigen Producten p, q gemeinsam ist,
ebenfalls gemeinsamer Factor von p, g, also auch Factor von t sein,
und folglich ist v ein wollstdndiges Product, womit die Behauptungen
des Satzes iiber p |- q erwiesen sind. Der andere Theil des Satzes
ergiebt sich leicht aus

D—q-——%ﬁ—q:rmn_—_pn:qm;
denn jeder Factor (4, u) dieses Productes rmn ist entweder in p oder
in q enthalten, mithin ist auch jeder Kernfactor von (4, 0) ebenfalls
Factor von p oder g, also gewiss Factor von p — ¢, und da auch alle
Factoren (4, w) verschieden sind, so ist auch p — q ein wollstindiges
Product, w. z. b. w.

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergiebt sich ohne
Weiteres, dass er auch fiir beliebig viele vollstindige Producte b,, ps,
D; ... gilt; sowohl ihr grésster gemeinsamer Theiler p, + p, + p; -+,
wie ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches p, — p, — py — - -+ sind
wieder vollstindige Producte; der erstere ist das Product aller der-
jenigen verschiedenen Kerne, welche allen Producten b, py, Py ...
gemeinsam sind, und das letztere ist das Product aller verschiedenen,
in dem Producte p,h,Pp, ... auftretenden Kerne. Hieraus ergiebt
sich sofort der

Satz 11.  Jedes wvollstimdige Product p von Kernen (o, f8) ist das
kleinste gemeinsame Vielfache aller ihnen entsprechenden Elemente (o, 0).

Beweis. Jedes Element (w«, 0) ist, wie schon oben bemerkt, ein
vollstindiges Product (2), mithin ist ihr kleinstes gemeinsames Viel-
faches a (nach der eben bewiesenen Regel) das Product aller in dem
Producte II (e, 0) auftretenden verschiedenen Kerne t; alle diese Kerne
f milssen aber auch in p auftreten, weil p als vollstindiges Product
zugleich mit («, ) auch alle Kernfactoren f von (&, 0) zu Factoren
hat. Da umgekehrt jeder in p auftretende Kern («, ) auch ein Factor
des Elementes (o, 0), also einer der Kerne f ist, und da alle diese
Kerne (o, 8) auch verschieden sind, so folgt p —= a, w. z. b. w.
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Wir kehren nun zu der Dualgruppe P zuriick, welche aus den
gegebenen # Elementen (1) durch wiederholte Anwendung der beiden
Operationen + entstehen soll. Durch die Operation 4+ werden zunéchst
alle Elemente von der Form («, 0) erzeugt, und diese sind, wie oben
bemerkt, lauter vollstindige Producte; wendet man sodann auf beliebig
viele Elemente (o, 0) des so erzeugten Systems die Operation — an,
so erhdlt man (nach Satz I) immer wieder vollstindige Producte, und
zwar entstehen auf diese Weise (nach Satz II) alle vollstindigen Pro-
ducte; endlich leuchtet ein, dass hiermit die Bildung des Systems P
schon vollendet ist, weil der Inbegriff aller vollstindigen Producte
(nach Satz I) die charakteristischen Eigenschaften einer Dualgruppe
besitzt 1).

Die Anzahl der in dieser Gruppe 3 enthaltenen Elemente scheint
mit der Anzahl » der gegebenen Elemente (1) sehr rasch zu wachsen;
sie ist = 18 im Falle » = 3, und (wenn ich nicht irre) — 166 im
Falle n — 4; einen allgemeinen Ausdruck fir diese Anzahl zu finden,
habe ich noch nicht versucht. Dagegen leuchtet ein, dass die Elemente
von P, d. h. die vollstindigen Producte p sich nach der Anzahl der
in ihnen auftretenden Kerne in (2* — 1) Stufen vertheilen, und dass
jede folgende Stufe die ndchsten Vielfachen von den Elementen der
vorhergehenden Stufe enthdlt. Endlich will ich bemerken, dass die-
jenigen Elemente von %, welche auf symmetrische Weise aus den Ele-
menten (1) gebildet sind, in einfachen Beziehungen zu den symmetrischen
Functionen stehen, welche aus den Elementen (1) auf dieselbe Weise
wie in der Algebra zusammengesetzt sind?); doch kann ich auf die
Darstellung dieser Beziehungen hier nicht mehr eingehen.

1) Vergl. D, §. 169, S. 499, Anmerkung. — Die daselbst erwahnte, aus drei
Moduln erzeugte Dualgruppe von 28 Moduln, welche den Idealtypus nicht besitzt,
erfordert zu ihrer Bildung eine mehrmals abwechselnde Anwendung der beiden
Operationen.

%) Vergl. D., §. 170, 8. 503, Anmerkung.
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F iir die folgenden Untersuchungen iiber das ebene Gelenkviereck
hat das Problem der sechspunktigen Geradfithrung den Ausgangspunkt
gebildet. Wenn es sich, wie bei dieser Aufgabe, darum handelt, die
Bewegung eines ebenen Systems durch eine lingere Reihe von unend-
lich benachbarten Lagen zu verfolgen, so gewdhrt die Bestimmung
gewisser Punktketten, die ich in Ermangelung einer besseren Benennung
als Wende- und Riickkehrpole hoherer Ordnung bezeichnet habe, eine
bequeme Grundlage. Ich entwickele deshalb zunéchst einige allgemeine
Satze iiber solche Punktketten und iibertrage alsdann die gewonnenen
Ergebnisse auf die specielle Bewegung, welche die Koppelebene eines
Gelenkvierecks ausfiithrt. Sind fiir eine beliebige Koppellage die Wende-
pole hoherer Ordnung bis zu einer gewissen Grenze ermittelt, so ist
nicht allein die Frage der angeniherten Geradfithrung mit Leichtigkeit
zu erledigen, sondern wir vermdgen uns auch Rechenschaft zu geben
iiber alle weiteren singulidren Fille, die bei der Momentanbewegung
der Koppelebene eintreten konnen.

I. Allgemeine Siitze iiber die Bewegung eines starren
ebenen Systems in seiner Ebene.

§ 1. Die Kette der Riickkehrpole.

Sei S die Anfangslage eines complan bewegten starren ebenen
Systems, a die zugehorige Lage einer Systemgeraden, P der augen-
blickliche Pol, so bestimmt das Loth von P auf ¢ den Berihrungspunkt
der Geraden a mit ihrer Hiillbahncurve o (Fig. 1). Gelangt das
System durch Drehung um P um den unendlich kleinen Winkel d&
in die Lage S', die Gerade @ nach a', und ist & der Pol fiir die neue
Systemlage, so liegt der Beriihrungspunkt von &' mit ¢ auf dem Loth
von £ auf ¢’. Die beiden Lothe bilden den Winkel d& und schneiden



44 R. Muller,

sich im Kriimmungsmittelpunkte A4 der Curve «. Dann erfiillen die
Krimmungsmittelpunkte aller Hiillbahnelemente, die momentan von
den Geraden des bewegten Systems erzeugt werden, den durch P, O, A
gehenden Kreis v,, den Ruckkehrkreis der Systemlage S. Bezeichnen
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kreis und den zugehirigen Gegenpunkt %, von ¥, als den zweiten
Riickkehrpol — und demnach ¥, als den ersten Riickkehrpol — der
Systemlage S.

Die Gerade A, ¥, ist die Normale der Evolute «, von «;, oder der
zweiten Evolute der Hiillbahncurve «. Verstehen wir unter £, den
zweiten Riickkehrpol der Systemlage S’, so schneidet das Loth von £,
auf BQ, die Gerade A, ¥, im Krimmungsmittelpunkte A, von «,, und
wir erhalten als Ort der Punkte A, einen Kreis o, der iiber der
Sehne ¥,8, den Peripheriewinkel d& fasst, den dritten Riickkehrkreis
der Systemlage S. Es gilt demnach uberhaupt der Satz: Die Normalen
der n—1ter Eyoluten aller Hillbahncurven, die von den Geraden des
bewegten Systems erzeugt werden, gehen fiir jede Systemlage S durch
einen bestimmten Punkt ¥,_,, den n—1t* Rickkehrpol der Systemlage.
Die Kriimmungsmittelpunkte dieser Evoluten sind die Fusspunkte der
aus dem nter Riickkehrpol ¥, auf jene Normalen gefallten Lothe; sie er-
fiillen den wten Riickkehrkreis 1, der die Strecke ¥, %, zum Durch-
messer hat 1),

Die Dreiecke POQE,, ¥, Q ¥,, ¥L2,%, ... haben bei 2,2,
L, ... rechte Winkel, bei ¥, ¥,, ¥, ... den Winkel d& und sind
gleichsinnig dhnlich, da z B. die beiden ersten dem Dreieck ABA,
gleichsinnig &hnlich sind.

§ 2. Formeln fiir die Coordinaten der Riickkehrpole.

Wir nehmen an, das System gelange aus der Lage 8’ in die ein-
ander der Reihe nach unendlich benachbarten Lagen 8", 8"’ ... durch
Drehungen um die Pole £, R ... bezw. um die Winkel d& + d29,
do + 2d28 + d39 ... DBezeichnen wir ferner die zu den Punkten
B, Q, N ... gehorenden Contingenzwinkel der Polbahn bezw. mit dz,
dt 4+ d?v, dv 4 2d%z 4 d3z . .., so diirfen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit voraussetzen, es sei PO = QR = ... = ds. Dabei
sind ds und d®& wesentlich positiv; der Winkel dr mdge positiv ge-
rechnet werden, wenn das Element PO der Polbahn durch eine
Drehung um dz im Sinne der Drehung des Systems mit der Ver-
langerung des bei P anstossenden Elementes zusammenfillt.

Ist £, _; der n—1t Riickkehrpol fiir die Systemlage S’, so sind
die Dreiecke ¥, _;8,_; ¥, und PO ¥, gleichsinnig #dhnlich; hieraus
fOIgt 2p‘n—l ‘Q’n—l _ SBQ 1

L P, — QF, 1)

Wir bezeichnen nun mit &, #; die rechtwinkligen Coordinaten des
Punktes ¥ fiir P als Anfangspunkt und die positiven Geraden t und n

1) Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems durch funf unendlich
benachbarte Lagen. Zeitschrift fur Math. u. Phys. 37, 135.
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bezw. als positive £- und #n-Axe, mit &,_;, 5'n—; die Coordinaten
von £, ,; fur  als Anfangspunkt und die Gerade QR als &'-Axe.
Dann gehen &,_; und #%'n_; aus £,-;, §n—1 hervor, indem wir d¥,
d2® ...dv ... bezw. vertauschen mit d& - d2®, d2® | d3® .
dr + d?zr .. .; es ist also
gln—l = gn—l + dgn-—ly n’n—l = Nn—1 + dﬂn—l-

Betrachten wir endlich die Strecke P % als das geometrische
Bild der complexen Grdsse & = & —++ 2%, so wird

%‘SZ”_I — qs\D + ‘DAQm.q = ds + Gl(dt'{‘d”)(g'n—l + ’t"Y],n—l)

= ds + e @+, 4 dfu1),

oder, von unendlich kleinen Grossen hoherer Ordnung abgesehen,
. 53531@—1 = §n —,_ dgn—l + 18n—1 dz + ds‘l
folglich

a-p'n-—l‘an——l = qs‘Q’n——l — 2]371:‘.n-~1 - dén—l + ign—l dt + ds.
Unter Vernachlidssigung unendlich kleiner Gréssen ist ferner
Ly 1P, = S’qun - §Bszn——l = {n — gn——l

ds
tae

und
QP =

mithin geht die Gleichung (1) iiber in
Qs+ tbnrdr + ds = id® (G0 — Eu_s),

und hieraus ergiebt sich zur Berechnung von §, die Recursionsformel

§nd® = §uq (A9 + dt) — 2d§—1 — tds (2)
oder nach Trennung der reellen und imagindren Theile
£ dd = &y (dO 4 dr) 4 dny— (3)
N8 = Q1 (O + dz) — dE,—; — ds. 4)
Fiir den Punkt & ist

ds
§ =0, M = — a9’ (5)
also d§, = 0, dy, = %dw Wir erhalten demnach durch wieder-

holte Anwendung der Gleichungen (3) und (4)

ds

ds ds 6
b= 10 (309 (A9 +-dr) —dddt), 5y = — 1 (do2(3dor| ()

+3dodr 4 dv?)—3d282-dodid} w s w.

Aus diesen Gleichungen folgt, dass durch Angabe der Coordinaten
. . . ds d® ary dz dr—1z
Eni,y &My ... Euyn die Verhiltnisse 75" 759 5% 75 T
eindeutig bestimmt sind, d. h. der Pol B und die n ersten Rickkehr-

pole ¥, ... W, bilden ein Aequivalent fiir n + 2 unendlich benach-
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barte Systemlagen. Dabei ist noch zu beachten, dass, wenn P und &,
endliche Punkte sind, auch alle ubrigen Riickkehrpole ¥, %; ... im
Endlichen liegen.

Anmerkung. Die Gleichungen (2) bis (4) gelten natiirlich unab-
hingig davon, ob das Bogenelement ds der Polbahn als constant be-
trachtet wird, oder nicht. — Bezeichnen wir mit &, %5 und £, n}
bezw. die Coordinaten der Punkte ¥,, P in Bezug auf ein beliebiges
rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen positive &*-Axe mit der
positiven Polbahntangente den Winkel @ einschliesst, und setzen
& inh = &, £ 4 s = &, so isv & = & + & e®, und dann ver-
wandelt sich Gleichung (2) in

G = Ghy (A9 + dv) — ddE_, — idse® — . (2%)

§ 3. Die Kette der Wendepole.

Kehren wir die bisher betrachtete Bewegung um, so wird die
Curve o 7zu einer Systemcurve, welche die Gerade ¢ umhiillt, und
dann ergiebt sich aus den Darlegungen des §. 1 unmittelbar der Satz:
Die Normalen der n — 1t Evoluten aller Systemcurven, welche gerade
Linien umhidlen, gehen fur jede Systemlage S durch ewmen bestimmien
Punkt. Wir bezeichnen ihn mit W,_; und nennen ihn den n — 1ten
Wendepol der Systemlage. Und ferner: Die Krummungsmittelpunkte
Jener m — 1tn Eyoluten sind die Iusspunkte der aus dem nter
Wendepol W, auf die zugehorigen Normalen gefallten Lothe; sie
erfullen den nter Wendekrers w,, der die Strecke W,_, W, zum Durch-
messer hat.

Wir bestimmen die Coordinaten der Wendepole, indem wir diese
auffassen als die Ruckkehrpole fir die umgekehrte Bewegung. Nun
besteht die scheinbare Bewegung der festen Ebene in einer Reihe von
Drehungen um die Winkel — d#, — (d® -+ d29) ... und zwar um
diejenigen Punkte der Polcurve, die nach einander mit den Punkten
P, 2, R ... der Polbahn zusammenfallen. In der Systemlage S haben
Polbahn und Polcurve den Punkt B, sowie dasjenige Element der Pol-
bahn gemein, welches dem Element $0 vorangeht. In der Lage S’
kommt durch eine Drehung um den Winkel d& das folgende Element
der Polcurve mit P zur Deckung, mithin ist der bei P liegende
Contingenzwinkel der Polcurve gleich d& -} dz. Bezeichnen wir daher
mit 2, y. die Coordinaten des Punktes W in Bezug auf das bisher
benutzte Coordinatensystem und setzen z; —+ 2y = 2, so erhalten wir
aus den Gleichungen (2) bis (6) sofort die entsprechenden Gleichungen
fir die Wendepole, indem wir die Grossen &, &, nx, d&, d2& ...
dv, dr ... bezw. vertauschen mit &y, xx, ¥, — d&, — d2& ...
A% + dz, d2® + d2z ... Dann ergiebt sich
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2 A = — 2y_1dt + id2z,; + ids (7)
Tpd® = — 2p—1dT — dyy_ (8)
Ynd® = — Yp_1dt + da,_1 + ds (9)
ds
€, — Oa Yy, = d_'a'
— 95 ny 19 —d
Xy — 793 ) Y2 d,ﬂg (( T) (10)
ds . ds
lm{d 9 (do—3dr)+-doder), ‘/;_dﬁs{da‘)ﬂ(ol@2
—d¥dr+ de?)—3d282 - dId3d] uw s w.

§. 4. Beziehungen zwischen den Coordinaten der Riickkehr-
und Wendepole.

Die Punktkette @, ¥, ... ist fiir jede Systemlage bestimmt,
sobald von irgend zwei Systemgeraden die Hiillbahncurven mit ihren
simmtlichen Evoluten bekannt sind; umgekehrt liefert die Angabe von
zwel Systemcurven, welche gerade Linien umbhiillen, sofort die Punkte
W,, W, ... Dann entsteht die Aufgabe, aus der einen Punktkette
die andere zu ermitteln.

Nun folgen aus den Gleichungen (5), (6), (10) unmittelbar die
Beziehungen

Yo = —m
Yo=—3n 1 N
Ys = — 6 + 47y — 1
und ein analoger Zusammenhang besteht wegen & — 0 zwischen den

a2y und &. Sind uberhaupt die Punkte P, ¥, ¥, ... ¥, belicbig
gegeben, so gelten fur die Coordinaten des ntr Wendepols die Gleichungen

n=Sev(INe w=Ser(iye o

Beweis. Wir konnen die letzten Gleichungen auch zusammen-
ziehen in die eine

=S G Ts 12

Nun ist nach (7)
Zn1d ¥ = 2,d¥ — 2, (A9 - d7) + idz, + ids,

bestiinde also die Gleichung (12) fiir irgend ein n, so wire

i=n A=n
fesdr =103 (0 ({1 a—S =1 (1 1))
B {g;_ (d3+df)—@d§n+} idS,
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oder nach (2)

—d«‘>2< (31 1)e 2( (310

oder wegen ¢ d® -+ ids =0 (§141d9 +ids)+-ids,
zn+1dﬁ:da§(_— 1)l<’;ii> Z"<_1); <n—}—1>
:1 —— (E141d9 - ids)F-ids,
:dﬁz(-l)l(;&il)&a—Z(—w 1 <”+ >
:: (6:d® +-ids)-+ids,
=0 3G T )+ T e (L)) s
- i=n+1
—{—zdsZ( 1)1<"+1>
=S (e

Unsere Behauptung wiirde also auch gelten fiir » 4+ 1. Nun ist sie
aber jedenfalls richtig fiir » = 2, mithin gilt sie allgemein.

In ganz derselben Weise konnen natiirlich umgekehrt die Coordi-
naten der Riickkehrpole durch diejenigen der Wendepole ausgedriickt
werden.

Anmerkung. Schreiben wir Gleichung (12) in der Form

= z:z: (— 1) (’; i }) &, (13)

wo §, — fiir den Punkt  — den Werth Null hat, so gilt sie all-
gemein fiir jedes rechtwinklige Coordinatensystem. Denn setzen wir
wieder § = (§ — &) e~ und 2, = (4, — &) e, so geht (13)
iiber in 1=n

A-t=3 (1) E—w

A=0
oder

l=n+1 l~n

= Sev (LS v (=S (s

§- 5. Formeln fiir die Coordinaten der Riickkehr- und Wende-
pole, wenn die Systembéwegung durch Angabe von Polbahn und
Poleurve bestimmt ist.

In Fig. 2 (a. f. 8.) sind M, M, M, ... die Krimmungsmittelpunkte der

Polbahn und ihrer auf einander folgenden Evoluten fiir den Punkt 3,
Festschrift. 4
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N, Ny, Ny ... die entsprechenden Kriimmungsmittelpunkte fiir den
unendlich benachbarten Punkt . Im Punkte M schneiden sich
Fig. 2. M, die Normalen, die in £ zu P und in

P zum vorhergehenden Element der Pol-
bahn errichtet werden, und es ist ferner

M p M;M senkrecht auf M, M N senkrecht
oMo auf ON w s. W, also £ QMP = L NM\M
= L N\M;M, = - - - = dz. Bezeichnen
t wir die Kriimmungsradien fM, MM, M| M, ...
- bezw. mit =, m, @, ..., so wird QN
B Q ==z -+ dx, NN, = =, +d=, ..., also
MN = — d=x, M;N, = d=, ... Dann folgt unmittelbar aus der Figur
ndr = ds (14)
mdt — — dox
mydt — dmn,
oder
dm T,
ds T
dm, (15)

n 7'5n+1
3 = U

Dabei wird der Kriimmungsradius =, positiv gerechnet, wenn die Strecke
M,_1M, zur positiven Normale oder Tangente der Polbahn parallel
ist. Verstehen wir ferner unter p, p,, p; ... die entsprechenden
Kriimmungsradien der Polcurve und ihrer Evoluten, so haben wir
analog zu (14) und (15) die weiteren Gleichungen

p (@9 -+ dr) = ds (16)
v__n
ds~—  p
. (7
pn —_ ])”+1 pn+l_
ds P
Aus (14) und (16) ergiebt sich
a9 ="—Lgs

mithin gehen die Gleichungen (3), (4), (8), (9) iiber in

dn,_
(@ — ) b =Wy + ap —2
(18)
(T —P) N = ANy 1 — 7P ey TP
ds
(p — @) Tp == Py + px d?g‘s"l
iz . (19)
(P — %) Yo = PYn—1 — P= 1s b
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Aus den Recursionsformeln (18) erhalten wir mit Riicksicht auf (15)
und (17) fiir die Coordinaten der Punkte ¥, ¥,, ¥; die Werthe

§ = 0, 7]1:——“7210
gg:ﬂg’l‘_:TI;ﬂ’ n2:_ngt—10p<1+nip>
T \? w2y, — p?m;)? wtp, — pio
+(55)) e - T

§. 6. Specielle Fille.

I. Bezeichnen wir mit A einen beliebigen Punkt des Kreises w,,
mit A, den zweiten Schnittpunkt der Geraden W;A und des Kreises
wy, mit A, den zweiten Schnittpunkt von W,4; und w;, so wird im
Allgemeinen jede Systemcurve @, die A zum Krimmungsmittelpunkte
und PA zur Normale hat, ihre Hiillbahncurve o momentan in einem
Wendepunkte derselben berithren. Ist aber 44, der Kriimmungs-
radius der Evolute von ¢ im Punkte 4, so hat die Curve o statt eines
Wendepunktes einen Undulationspunkt, und ist gleichzeitig 4; 4, der
Kriimmungsradius der zweiten Evolute von @, so besitzt e eine fiini-
punktig berithrende Tangente. Lassen wir den Punkt 4 zusammen-
fallen mit dem zweiten Schnittpunkte der Kreise w, und w,, also mit
dem Fusspunkte K des von W, auf P W, gefillten Lothes, so wird
auch der zugeordnete Punkt A, identisch mit K; folglich befindet sich
K, als Systempunkt betrachtet, in einem Undulationspunkte seiner
Bahn. Wir bezeichnen den Punkt K mit Mehmke als den Ball’schen
Punkt der betrachteten Systemlage?). — In dem besonderen Falle, dass
der dritte Wendepol W, auf der Geraden W, K liegt, vereinigen sich
in K drei einander zugeordnete Punkte A, A,, 4,, und der Punkt K
beschreibt eine Bahnstelle mit fiinfpunktig beriihrender Tangente.
Befindet sich iiberdies der Punkt W, auf der Geraden P W,, so geht
ausser dem Kreise w; auch noch der Kreis w, durch K, und dieser
Punkt bleibt in sechs unendlich benachbarten Systemlagen auf der
Geraden W, K. Es gilt daher iiberhaupt der Satz: Liegen von den n
ersten Wendepolen Wy, W, . .. W, alle Punkte mit geradem Index auf
einer durch den Pol gehenden Geraden und alle Punkte mit ungeradem
Index auf einer zu dieser senkrechten Geraden, so beschreibt der Schwitt-
punkt K beider Geraden — der Ball’sche Punkt — wmomentan eine
Bahnstelle mit n + 2punktig beriihrender Tangente, und umgekehst.

Steht die Gerade W, W; senkrecht auf P W,, so ist
Za% + Y2 (Y5 — ) = 0

1) Vergl. Mehmke, Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems in
seiner Ebene, Zeitschr, fur Math. u. Phys. 35, 70.

4%
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oder nach (10)

d2ddr + (do—dr)d3® — dodr(dd—dr)2 — 2d282 = 0,
und dann hat die Bahncurve des Punktes K mit der Geraden W, K
fiunf unendlich benachbarte Punkte gemein. Im Falle sechspunktiger
Berithrung muss fiir die folgende Systemlage S’ eine analoge Gleichung
gelten, die sich aus der vorigen ergiebt, wenn dd, dz, d?® ... ersetzt
werden durch d® 4 d2®, dz | d27, d20 |+ d39 ..., d. h. es muss
auch das Differential der linken Seite der letzten Gleichung gléich
Null sein. Und allgemein: Der Punkt K befindet sich in #» 4 2 auf
einander folgenden Lagen auf einer Geraden, wenn der Ausdruck

29 d?*r 4 (d9 —dr) d3® — dodr(d®—dr)? — 2d29?
und seine n — 3 ersten Differentiale verschwinden.

II. Nehmen wir an, der Punkt W, falle mit P zusammen, so
decken sich die Kreise w, und w;, und dann beschreiben alle Punkte
von w, momentan Undulationspunkte mit Ausnahme des Pols?), sowie
desjenigen Punktes K, der zugleich auf w; liegt und deshalb eine
Bahnstelle mit fiinfpunktig beriihrender Tangente durchlauft?). Ist
aber ausserdem der Punkt W; identisch mit W), also auch der Kreis
w; 1dentisch mit w,, so bleibt jeder Punkt von w, in funf und der
Schnittpunkt K von w, und w, sogar in sechs unendlich benachbarten
Lagen auf einer Geraden. Hieraus folgt iberhaupt: Wenn in der Kette
der Wendepole von W, bis W, alle Punkte von geradem Index mit P
und alle Punkte von ungeradem Index mit W, zusammengfallen, so durch-
schreiten alle Punkte von w, Bahnstellen mit n - 2punktig beriihren-
der Tangente, mit Ausnahme des Pols und des Ball’schen Punktes K,
der zugleich dem ersten von w, verschiedenen Wendekreis w, . angehort;
die Bahncurve dieses Punktes hat mit der Geraden W, K n + 3 unend-
lich benachbarte Punkte gemein.

Im vorliegenden Falle ist zufolge den Gleichungen (10)

AP =dr, PP =3 =... =d"¥? =0, dr=d’r=-.. =d"~1t =0,
also nach (14) bis (17)
T
D=5 B =My ==+ == Typ—g = 0, pp=p =" =pa—2=0,
Ty —1
Pu—1 = ga57 -

Aus den Gleichungen (11) ergiebt sich ferner fir k. =1,2 ... n:
: =0, m =y (1—25;
es ist also

¥, 4"2 = 2-513'4;'11 Y, = 2.9, .. T, =2.F, P,
OI.  Ist die Polbahn eine Gerade, also m — o, so gehen die
Gleichungen (19) iiber in

dy,_ A%y _
Ty = — ZS‘, Yn =P+ P —5 L,

) Vergl. §. 9 dieser Arbeit. — ?) Mehmke, a. a. O, S. 76.
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und wir erhalten mit Riicksicht auf (17)

=0 Y =p
Xy = Py Yo = p
Ty = py Ys =p + D3

Ty =P+ Py Yo =P + D2

Zop =— Xop+1 =— P —Jr‘})a + Ps + +P2k—1, Yar—1 = Yax
=p+ P+ P+ - Per—e
D. h. die Wendepole sind die dem Punkte P entsprechenden Kriimmungs-
mittelpunkte der Polcurve und ihrer Evoluten?l). Ist andererseits in
irgend einer Systemlage PW, | Wi, Wy, 1| Wo Wy 1 ... L Waa Was
1 Wa_1 W,, so hat die Polbahn im augenblicklichen Pole P eine n - 1-
punktig beriihrende Tangente.
IV. Sind die Rollcurven zwei Kreise mit den Radien = und p, so

ist ;, =@y =+ =p, = p, = --- = 0. Dann folgt aus (18):
h=f=-=0
und P
N = — 7 —p
T 2
M =M —P (n—p)

= (5"
Analoge Formeln ergeben sich durch Vertauschung von = und p
tiir die Coordinaten der Wendepole. Bezeichnen wir daher bezw. mit

M und M die Mittelpunkte des festen und wh Fig. 3.

des beweglichen Kreises, so finden wir die \

Punkte ¥, ¥, ... W,, W, ... durch folgende N

Construction (Fig. 3). Wir legen durch M W‘ . N
mmzn&eGmmmAmnmmb¢%gum_éﬁﬂ%if;ﬂ
ziehen BB, parallel zu MU bis MU, B, P, ‘B :i/_‘_\}} %
parallel zu AP bis MM, T, B, parallel zu RN
MY bis MU, B, P, parallel zu AP bis UM W, S AN
w.s.w., ferner PE, parallel zu MU bis M, BN
€, W, parallel zu AP bis MM, W,6, e

parallel zu MU bis MU, €, W, parallel zu ?p?Tv”
AP uw. s. w.

V. Wir nehmen endlich an, jede der beiden Rollcurven sei sym-
metrisch i Bezug auf dic Polbahwnormale n, ihr augenblicklicher

') Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems durch funf unendlich
benachbarte Lagen, S. 141.
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Beriihrungspunkt P sei also ein Scheitel fiir beide Curven. Bestimmen
wir dann fiir irgend zwei Systemgeraden ¢ und b, die in Bezug auf n
symmetrisch liegen, die Kriimmungsmittelpunkte A, A;, 4, ... und
B,B;,B; ... der zugehorigen Hiillbahncurven und ihrer Evoluten, so sind
die entstehenden Punktketten offenbar gleichfalls symmetrisch in Bezug
auf n. Nun schneiden sich aber die Geraden A,_, A4, und B,_, B, im
Punkte ¥, folglich liegt dieser auf der Geraden n. Im wvorliegenden
Falle befinden sich also die simmtlichen Riickkehr- und Wendepole auf
der Polbahnnormale n. Dabei ist fiir n = 1,2 ...

Ton—1 = Pon—1 == 0

d2n,3- — dznt — (.

und

§. 7. Die Kriimmungsradien der Evoluten einer
Hillbahncurve.

Wir betrachten in der Systemlage S eine beliebige Curve ¢ mit
den Evoluten ¢;,¢, ... und bezeichnen mit 9,7,,7, ... die zugehirige
Hiillbahncurve und deren Evoluten, mit P,9Q, R ... wie friiher die Pole
der unendlich benachbarten _

Systemlagen S, 8, 5"... (Fig. 4). Fig. 4.
Es seien ferner ' und I bezw.
die  Kriimmungsmittelpunkte
von ¢ und ¢ auf der durch P
gehenden Normale beider Cur-
ven, C, Cy... Iy, T5... die
entsprechenden  Kriimmungs-
mittelpunkte von ¢, ¢, ... 9y,
y2 ... In der Systemlage S’
kommen die Curven ¢, ¢, ¢, .
nach ¢, ¢i, ¢5...; dann bestimmt
die Tangente von £ an ¢; den
Beriihrungspunkt von ¢ und
p, und diesem entsprechen auf
Ciy Cay €3 «ov Y1y V2y Vs --. beZW.
die  Kriimmungsmittelpunkte
D\D,Dy ... 4,4y, 4, ...

Setzen wir L OPQ =¢, PC=r, CC, =1, C,C, =1, ...
PI'=9, I'l} = ¢, INI; =0,..., so ist LD'QAR = ¢ } do,
QD =vr+dr, DDy =v, +dr, ... 04 =9+ do, 44, = 9,
—+ do, ... Dabei verstehen wir unter ¢ denjenigen zwischen 0° und
180° legenden Winkel, um welchen die Gerade PC im Sinne der
Drehung des Systems gedreht werden muss, um mit der Polbahn-
tangente t zusammenzufallen, und wir rechnen r,#, ... g,90, ... positiy
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wenn nach dieser Drehung bezw. die Strecken PC, CC, ... PII'T; ...
zur positiven Polbahntangente oder zur negativen Polbahnnormale
parallel sind.

Wir koénnen den Kriimmungsmittelpunkt I' auffassen als den
Schnittpunkt der Geraden P C und Q1)', ebenso C' als Schnittpunkt
von PC' und QD'. Gebrauchen wir daher die Dezeichnungen ds, d#,
dz, d?r in derselben Bedeutung wie frither und setzen £ QI'd = duy,
L QC'"P = dv, so folgt zunichst aus dem Dreieck por

g, sin(p gt ditd) _
¢ = s du dy sin @,
und es ist ferner
o du=TId =9 — (o}+do) —dscosp =—do —dscos @
o, duy=IN4 = dg,
Qddyﬂl“dg__——dgz

endu = (——1)"don t
Nun ist £ CPC' = d#, also
du = dv — d 9.
Aus dem Dreieck P C' ergiebt sich aber

sin dv = L—l; sin (¢ +do-+dr -+ d?7),
oder
dv = ? sin @; (20)

mithin wird

ds sin ¢ — rd&

du = .
Dann gehen die Gleichungen fiir ¢ und ¢, uber in
o(dssing —rd®) = rds sin @ (21)
0, (dssing —rd®) = — r(do—+dscos p) (22)
und fur g, entsteht die Recursionsformel
0n(dssing —rd¥) = (— 1y rdg,—1. (23)

In den Ausdrucken fiir dg, do, ..., die durch Differentiation der
Gleichungen (21), (22) ... zu bilden sind, erscheinen die noch unbe-
kannten Differentiale vou ¢,»,7, ... Nun folgt aus dem Dreieck P C’

dv + ¢ — d¥ = o + do + dv 4 d?7,
do = dv — (d& | dr)

also ist
oder nach (20)
dop = % st @ — (d& 4+ dr). (24)
Es ist ferner

rdv=CD =r—(r-+dr)y—dscosp =—dr —dscos ¢
rodv = Ci D) —= dr,
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und allgemein
Yuy10v = (— 1) +idr,.
Setzen wir hier wieder fiir dv den Werth aus Gleichung (20), so
erhalten wir fiir die Differentiale von # und r»,

dr:—dscos«p—%dssmq) (25)
dry = (—1)*+1 Q’f—l ds sin g. (26)

Fur den Fall, dass die Systembewegung durch den Pol P und
die Kette der Ruckkehrpole ¥, %, ... bestimmt ist, bediirfen die
Gleichungen fiir g, ¢, . . . noch einer Umformung. Aus Gleichung (3)
folgt fir n = 2

a9 = di,
&
und demnach aus (5)
2
Es ist ferner nach (6)
dd -+ dr
=1+ —7%—)
also wird
49+ de="2""T qy,
'y
Dann gehen die Gleichungen (21) bis (26) iiber in
_ Mrsme
¢ = sy (27)
_ r dg . > ;
N s (52 dg,  ee® (28)
Er dQn_1
[ n—1 . —_—
0, = (—1) F T emy  dn, n=2,8... (29)
do _ 1 (M M )
= |1 — = — —smn 0
dn, 52 ( m Y (30)
dr 7
- — st oS 1
d"’h 52 < 9 (p> (31)
drn 'Yh’i"n+1 .
= (— 1" ——T=sm = 1,2... 32
or= (1 Btsing (32)
Berechnen wir g, @, ... mit Hiilfe der Recursionsformel (29), so
sind in den Ausdriicken fiir %;—1, Z—:‘;? ... zundchst noch die Differential-
1 1

52 d’h

quotienten e

und (4)

- enthalten; fiir diese ergiebt sich aber aus (3)
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dgn 1 N — M ) ¢
A T =M, 33
i = (m L (33)
dygn 1 < n—mn >

_ n — njt’ 34
an. : En i1 nl 3 (34)

Die Gleichungen (27) bis (29) dienen umgekehrt auch zur Bestim-
mung der Riickkehrpole, wenn von zwei beliebigen Systemcurven die
Hiillbahncurven bekannt sind.

§. 8. Die Punkte stationirer Kriimmung.

Tritt an die Stelle der Systemcurve ¢ ein einziger Systempunkt C,
so bestimmen die Gleichungen (28) und (29) die Kriimmungsradien

der Evoluten der zugehorigen Bahncurve p, wenn rj =r,=... =10
gesetzt wird, und dann verwandelt sich Gleichung (31) in
dr M
e == —— C0S . 31’
dn, 2 4 (31)

Beschreibt der Punkt C momentan eine Bahnstelle mit vierpunktig
beriithrendem Kriimmungskreise, so hat der Kriimmungsradius » — ¢
in den Systemlagen S und S denselben Werth, d. h. es ist

a(r—
(dm 0 _ .

Nun folgt aus (27) -
r+nsine’ (35)
mithin geht die vorige Gleichung unter Beriicksichtigung von (30) und
(31") iiber in

r(nycos @ — Eysin ) -+ 3nlsingcosp = 0. (36)
Hierdurch wird die Kreispunktcurve der Systemlage S dargestellt, d. h.
der Ort aller Systempunkte, die momentan Bahnstellen mit statio-
niarem Kriimmungskreise durchlaufen. Auf die an anderer Stelle
behandelte Construction dieser Curve brauchen wir hier nicht von
Neuem einzugehen?).

Die Bahncurve ¢ hat mit ihrem Kriimmungskreise an der Stelle
nicht nur vier, sondern finf unendlich benachbarte Punkte gemein,
wenn der Punkt ¢ auch der Kreispunktcurve fiir die folgende System-
lage S’ angehért. Dann verschwindet aber von der linken Seite der
letzten Gleichung der Differentialquotient nach #,, in welchem fur
35? und Z—Z—i die Werthe aus (33) und (34) zu setzen sind, d. h. es ist
r#{&; cos @ - (s — 1) sin @} v {39, — 2,) cos2p + 6, cos @ sin

— (Bny —4ny)sin? @} —3nisin g (cos? p — sin2gp) = 0
oder nach (36)

Yy — 0 =

1) Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems durch funf unendlich
benachbarte Lagen, S. 137.
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r2{&cosp + (ny — m)sin@} — ry, (3n, cos? @  4& cos p sing
+ (4n; — 3m)sin? @} + 3qPsing = 0. (87)
Die Gleichungen (36) und (37) bestimmen im Allgemeinen vier
Punkte (r, @), die wir als die Burmester’schen Punkte der System-
lage S bezeichnet haben ?).
Soll ferner der Punkt C in sechs unendlich benachbarten Lagen
auf einem Kreise bleiben, so ergiebt sich in ganz derselben Weise aus
Gleichung (37) durch Differentiation nach %, die neue Bedingung

r3{(§s — &) sing — (ny—my) cos @} + 72y {(2&+ 104,) cos>p — (37,

— 16m, - 97,) cosp singp + (5E—6&,) sin2p) + rof {61, — 31,)

cos3 @ + 21§,c082 sing + (129, -+ 5n,) cosp sin2 @ | 13&,sind ¢}
— 3ntsing cosp = 0,

und diese lisst sich mit Hiilfe der gleichzeitig geltenden Gleichungen
(36) und (37) umformen in

r2 (& sing — nycosp) 4 roy {(28 + 10&) costp — (37,

— 167, -+ 12m) cosp singp + (5& — 6&) sin2 e} 4+ 7

{(— 27y + 6m)cos’p + 20&,cos2g sing —+ (65, + 121,)
cos @ sin2p -+ 12§, sin3 g} = 0. (38)
Bestimmen wir die Bewegung des Systems, indem wir fiir die
Anfangslage S den Pol 3 und die Kette der Riickkehrpole ¥, %,...
willkiirlich vorschreiben, so giebt es im Allgemeinen keinen System-
punkt C, dessen Coordinaten r, ¢ den drei Gleichungen (36), (37), (38)
genugen. Fordern wir dagegen, dass zwei Systempunkte C und D sich
in sechs unendlich benachbarten Lagen auf gegebenen Kreisen bezw.
um die Mittelpunkte I, o bewegen sollen, so ist P der Schnittpunkt
der Geraden CI' und D4, und dann sind die Gleichungen (35) bis

(38) gerade ausreichend zur Bestimmung von ¥, ¥,, ¥, ¥, — Die
entsprechenden Gleichungen fiir die Wendepole ergeben sich aus den
vorigen durch Vertauschung von 7, 0,7, % &, ... bezw. mit o, 7, ¥
Yo Xy - v s

§. 9. Der Pol als Systempunkt.

Die in §. 7 abgeleiteten Formeln gelten nicht fir die Bahncurve p
desjenigen Systempunktes, der in der Systemlage S mit dem Pol 3
zusammenfdllt. Derselbe bleibt beim Uebergange in die n#dchste System-
lage fest und gelangt darauf durch Drehungen bezw. um die Pole
$2,R,8... bezw. nach P, P, P""...; der dem Punkte P entsprechende
Kriimmungsmittelpunkt von p ist also der Schnittpunkt M der Hal-

1) Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems durch funf unendlich
benachbarte Lagen, S. 145. Vergl. auch Construction der Burmester’schen
Punkte fur ein ebenes Gelenkviereck, Zeitschr. f. Math. nu. Phys.; erste Mit-
theillung 37, 213; zweite Mittheilung 38, 129.
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birungslinie der Winkel [POP” und P"RP” (Fig. 5). Nun ist der
Contingenzwinkel der Polbahn bei O gleich dz - d?z und £ POP”
= d® 4 d2®, sowie unter Vernachlidssigung von unendlich kleinen
Grossen dritter Ordnung £ PR B Fig. 5.

= d¥ 4 2d2®, mithin L QRP”

= 1, (d® + dv + d2& + dx),

LROM = 1/,(d¥ + 2dv + d2®
—+2d2z)und L QMR =1/, (d& —d~

+ 2d28 — d2r). Dann folgt aus

dem Dreieck QRM

sin L ROM
M = O Zomw

as 4 2dr + 429 + 2d2«c

dy — drv 4+ 2d29 — d2¢”’

d. h. RM = 0, wenn nicht d9 = d=

ist. Die Strecke RIMM ist aber bis

auf unendlich kleine Grossen gleich dem Kriimmungsradius ¢ der
Curve p im Punkte P; demnach ergiebt sich der Satz: Der mit dem
Pole P zusammengfallende Systempunkt beschreibt wmn Allgemeinen eine
Spitze vom Kriimmungsradius Null. Ist jedoch d& = dz, so hat die
betrachtete Bahneurve in P eine Schnabelspitze it endlichem Kriim-
mungsradius 3 dsd o

' 5@s — (39)

= ds

und st dberdies div=2d2®, so wird der Krummungsradius der Spitze
unendlich gross. In jedem dieser Fille berithrt die Polbahnnormale n
die Curve p in .

Fiir d9 = dr folgt aus den Gleichungen (10) y, = 0,
ds A
153 (d*r — 2d29),
und dann geht Gleichung (39) iber in

(,L'&:

_ Yt

te=— 3 (40)
Der Punkt B beschreibt also eine Schnabelspitze mit endlicher Krum-
mung, wenn der zweite Wendepol auf der Polbahntangente liegt, und
der zugehorige Krivnmungsradius wird unendlich gross, wenn sich
gleichzeitig der dritte Wendepol auf der Polbahnnormale befindet. In
dem zuerst erwihnten Sonderfalle ist P der Fusspunkt des Lothes von
W, auf LW, d. h. der Ball’sche Punkt der Systemlage S; im zweiten
steht die Gerade W, W, auf PW, senkrecht, der Pol P bleibt also
der Ball’sche Punkt auch fiir die unmittelbar folgende Lage ' (§.6,T). —
Im ersten Falle liefert die Gleichung (40) eine einfache Construction
fir den Kriimmungsmittelpunkt M der Cuarve b.
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Wir bestimmen ferner den zugehorigen Kriimmungsradius t; der
Evolute p, von p. Bezeichnen wir in Fig. 5 mit ® den Schnittpunkt
der Geraden R und der Halbirungslinie des Winkels P’ S, so
sind QM, RN, &N drei unendlich benachbarte Tangenten von b,
also wird MR

N = ZTomm
Beschrinken wir uns nun auf unendlich kleine Grossen erster Ord-
nung, so ist im Dreieck RSN der Winkel bei R gleich dem Winkel

QMR = 1/, (d¥ — dz) und der Winkel bei R gleich £ QRP” 4 %—8
~+ dr = 1/, (2d & - 3dr), folglich
_2.3d8 4 2dx
=&
und
2dsd
MR =N — AM = rEp—
Hieraus ergiebt sich
v — 4dsd®d 41
= (@5 —dry (41)
oder in Folge der Gleichungen (10)
_ 4y 9
L =5 (42)
Y

Beschreibt demmnach der Punkt B eine Spitze vom Krimmungsradius
Null, so hat die Curve p, in P einen gewohnlichen Punkt mit endlichem
Kriimmungsradius t,. DBesitzt dagegen die Curve p in B eine Schnabel-
spitze mit endlichem Krummungsradwus PIR, so ist M ein Wendepunkt
der Fvolute p, und 1, = .

Mit Hilfe der Gleichung (41) finden wir leicht die Kriimmungs-
radien fiir die folgenden Evoluten b,p, ... der Curve p; wir wollen
jedoch hierauf nicht weiter eingehen. ’

II. Anwendungen auf das Gelenkviereck.

§. 10. Die Wendepole W,, W,, W, und der Ball’sche
Punkt K fiir eine beliebige Koppellage.

Wir machen von den bisher entwickelten Sitzen eine Anwendung
aut den speciellen Fall, dass zwei Systempunkte 4 und B gezwungen
sind, sich auf Kreisen bezw. um die Punkte 4 und B zu bewegen.
Dann bilden die Punkte A, B, B, A ein Gelenkviereck mit dem festen
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Gliede AB; das gegeniiberliegende Glied AB wird als die Koppel
und die mit AB verbundene Systemebene S als die Koppelebene
des Gelenkvierecks bezeichnet.

Fir die in Fig. 6 dargestellte Koppellage erhalten wir den Pol
als den Schnittpunkt B der Geraden A4 und BB. Bestimmen wir
ferner auf PA und PB bezw. die Punkte A4,, B, zufolge den
Gleichungen

1 11 1 1 1
B4, B4 P4 BB, B BB’

so geht durch P, 4,, B, der Wendekreis w,. Demnach ergiebt sich
tir jede Systemlage, deren I’ol nicht unendlich fern liegt, ein end-
licher Wendekreis w, ;

jede solche Systemlage

geniigt also der bis-

her gemachten Voraus-

setzung, dass der Quo-

. ds .
tient VE endlich und

von Null verschieden
sel.
Sind $ und @ bezw.
die Schnittpunkte von
AB mit AB und mit
der Parallelen zu dieser
Geraden durch P, so
liegen die Punkte A4,
und B, auf der Parallelen durch & zu $§. Die Lothe in A4, und
B, bezw. zu P A und PB schneiden sich im ersten Wendepol Wi.

Nach den in § 1 getroffenen Festsetzungen geht durch W, die
positive Polbahnnormale n. Nehmen wir an, die Koppelebene drehe
sich momentan um % im Sinne des Uhrzeigers, so haben wir unter
positiver Polbahntangente denjenigen durch P gehenden Strahl t zu
verstehen, fiir welchen der Winkel nt, in dem angegebenen Sinne
gelesen, gleich 900 ist. Wir setzen ferner P4 — r, PA = o, B
= v, B = @' und — in Uebereinstimmung mit § 7 — L APt
= ¢, L BPt = ¢'; dann ergiebt sich aus Gleichung (27), indem wir
7,0,7, bezw. mit g,r,y, vertauschen,

. . or . 9/,,,1 .
S’B WI - ./1 - (Q—-—T)SWH}) - (9’—7")82%(})’

Bezeichnen wir die Strecke PH mit A, die Winkel HPB, HP 4, 4AHP,
AHP bezw. mit «,B,7,0, so ist ¢ = o, ¢’ = B, und aus der Figur
folgt
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. siny b Siny
=" an(B+7) "= i et
_g Snd . Sind

= s (BT9) = i (w1 0)

sin 3 sin (0 — p) ] smosim(d—y)
s (B+7p)sin(B+9) O (e p) sem (o0 4 0)’

demnach geht die Gleichung fiir y, iiber in

o—r=»"n

sty sind
sino sinf sin(0 — p)

Y — (43)

Schreiben wir noch zur Abkirzung
B L —
sin (o —+ 0) sin(B 4 9)
so erhalten wir aus den Gleichungen fir ¢ und ¢’ beiliufig die

folgenden Formeln, von denen wir spdter wiederholt Gebrauch machen
werden:

- 7)?,’

00 = mhsind
ocosfp — @' cosoe = msin(e — f) cos 0
osimp — o'smo = — msin(e — B) sind (44)
osmo — @ sinfd = msim(e — f) sin(o -+ g -+ 0)
0 coso — @' cos B = msin(o — B) cos(x + - 9)
02 — 02 = m2sin(a— f) sin(a + B 4 20).
Fiir die Coordinaten der iibrigen Wendepole gelten die in §. 8
abgeleiteten Gleichungen, wenn wir mn diesen &, n; durch a;, 1, und
r, 0, @ durch g, r,  oder durch ¢/, +, B ersetzen. Auf diese Weise
finden wir zunichst aus (36) fir den Punkt W, die Gleichungen

0 (22 sino — yycoso) = Byl sino coso

o' (xgs8in B — y,cosB) — 3yt sinfP cosp. (45)
Hieraus folgt
00 Yy sin(e — B) = — 3y sine sinf (¢ cosp — o cosc)
00 xysm (o — fB) = — 3y coso cos B (o sinff — o sina),
oder nach (44)
ylsino sinf coso sy cos 0
?/2:—'3‘/1 hsm(g3 =24 s@ﬁ(gt 7) (46)

coso cosf3 sy sind

Yy
Xy == 3 51 ¢0S ot COS = ; ; ; e
2 p Ysino sin B sin(0 — p)

h

Aus diesen Formeln ergiebt sich eine einfache Construction fiir

den Ball’schen Punkt K der betrachteten Systemlage. Nach §. 6, I

liegt K auf der Geraden PW,; verstehen wir also unter 3 den
Winkel KPt, so ist

_ Y _ tanotanp 7
tcmx__z— Py (47)
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Wir errichten demnach in P zu P& ein Loth, welches die Gerade AB
in ®, die Parallele durch § zu PB in D' schneidet, legen durch D
und ©' in beliebiger Richtung zwei Parallelen und bestimmen deren
Schnittpunkte € und €' mit n. (In Fig. 6 fillt DE zusammen mit AB.)
Ziehen wir dann €% parallel zu t bis BB, FF parallel zu n und €'Y
parallel zu t, so finden wir K als Fusspunkt des Lothes von W, auf
PF. Denn bezeichnen wir mit ¢ den Winkel tPF, so ist

tane _ PE _ PD' _ tanc
tanf — PE  BD ~ fand’
also
tan o tan B

tan d
Um ferner die Coordinaten von W, zu ermitteln, setzen wir zur
Abkiirzung
Y10 {3y, (cos2oe — sin? o) 4 4, cos o simo. - 4y, sin2o)
~+ 3y} sinoe = — I
und verstehen unter ¥’ den Ausdruck, in welchen ¥ sich verwandelt,
wenn wir @, ¢ bezw. mit o', § vertauschen. Dann folgt aus (37)

tany = — tant = —

02 {xy cosa + (y, — uy) sino) = X } (18)
o2 {x; cos B+ (Y5 — w1) sin ) = T,
also
0202z s (e — ) = — To"2sm B + T o2 sino 48’
0292 y; sin (o — B) = T2 cos f — T' g2 cos u. } (48)

Ausfiihrlich geschrieben lautet die erste dieser Gleichungen:

020"2x; sin(— B)=13ylo o {2sina sin (o sinff — o' sin o) — (o sin o
—o'sin )} — 4y, 2,00 sino sinf (¢ cos f— o coso)
— 4y, Y00 sinasinf (osinf—o sine) — 3yl sin o
sin B (¢* — 0"),

und hieraus ergiebt sich mit Ricksicht auf (43), (44) und (46)

' sine ss;fﬁy si%(za—y) {sin (o - B) cos (y - 0)

—~+ cos (w — B) sin(y + 0) + 4cosw cos B siny cos d}. (49)

Wir unterlassen die Berechnung des entsprechenden Werthes von
Y5, da dieser im Folgenden nicht weiter gebraucht wird.

Mit Hiilfe der Coordinaten y,, «,, 95, #; . . . konnen wir nun leicht
die Bedingungen angeben, denen die in Fig. 6 dargestellte Koppellage
geniigen muss, wenn mit Bezug auf die augenblicklich erzeugten Bahn-
elemente, oder etwa hinsichtlich der Rollcurven einer der in §. 6
behandelten Sonderfille eintreten soll. Wiirden wir z. B. fordern,
dass die Polbahn in 9P einen Inflexionspunkt besitzt, so miisste nach
§. 6, IIIl W, W, auf PW, senkrecht, d. h. y, =y, sein, und dies fithrt
nach (46) zu der Bedingung

tand = — 2 tany.

xy = — 3Y
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Wir haben bisher immer angenommen, dass P ein endlicher Punkt
sei; die unter dieser Voraussetzung abgeleiteten Formeln konnen aber
durch einen einfachen Grenziibergang auch auf den Fall ausgedehnt
werden, wo B unendlich fern liegt1). Bei den folgenden Betrachtungen
sollen vorldufig nur solche specielle Koppellagen ausgeschlossen werden,
in die ein durchschlagendes Gelenkviereck gelangt, wenn alle vier
Seiten in eine einzige Gerade zusammenfallen; wir werden solche Todt-
lagen zum Schlusse besonders untersuchen.

Wir beginnen mit der Ermittelung derjenigen Systemlagen, bei
denen die Bahncurve des Ball’schen Punktes mit ihrer Tangente eine
mehr als wvierpunktige Berithrung hat — eine Frage, die mit dem
Problem der angendherten Geradfiihrung unmittelbar zusammenhiingt.

§ 11. Der Ball’sche Punkt hat eine fiinfpunktig beriihrende
Tangente.

Nach §. 6, I bleibt der Ball’sche Punkt K in finf unendlich
benachbarten Lagen auf der Geraden W, K, wenn fir die betrachtete
Koppellage W, W; auf {W, senkrecht steht, d. h. wenn

Y: (Ys — Y1) + &y =0
ist. Mit Riicksicht auf die Gleichungen (48') erhalten wir hieraus die
Bedingung
To"2(ypcos B — o5t f) — T' 02 (Y, cOS — Zy 8N ) = 0
oder nach (45)
To'sinf cosfp — T gsine cose = 0,
oder ausfithrlich geschrieben
o9 sin(o — B) {3y, cos (e — B) — 4y, sina sinf) + 343 sino sinf
(o cosoe — @' cos ) = O.
Setzen wir hier fiir ¢ o', o cose — @' cos B, ¥y, y, die fritheren Werthe,
so ergiebt sich nach einfacher Rechnung

cos (o0 — fB) sin(y 4 0) — siny cos(w + f — 0) =0 (50)

oder
2c0td = cotoe + cot B — coty (1 -+ coto cot B) (50")

als Bedwmgung dafur, dass ein gewisser Punkt K der Koppelebence
momentan eine Bahnstelle mit funfpunktiger Tangente beschreibt.

Wir haben die Gleichung (50') in anderer Weise bereits friiher
abgeleitet ?); damals ist auch die Construction des Vierecks ABD A,
bei welchem die Winkel o, 8, p, 0 der letzten Gleichung geniigen,
ausfuhrlich behandelt worden.

1) Construction der Burmester’schen Punkte u. s w ; zweite Mittheilung,
S. 145,
%) Daselbst, S. 129,
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Die Gerade W, K hat fiir die Bahncurve » des Punktes K den
Charakter einer Inflexionstangente, die sich so innig an die Curve
anschmiegt, dass auch innerhalb endlicher Grenzen der Punkt K sich
auf dieser Geraden zu bewegen scheint; wir sagen deshalb, das Gelenk-
viereck ABB A bewwrkt eme funfpunktige Geradfihrung des Punktes K
auf der Geraden W, K. In der unmittelbaren Umgebung von K
befinden sich unendlich viele Systempunkte, deren Bahncurven drei
dicht auf einander folgende Wendepunkte haben und darum gleich-
falls eine aufféllig gestreckte Gestalt besitzen?!).

Fiigen wir der Gleichung (50) noch die Bedingung hinzu, dass die
vier Seiten des Vierecks ABI3 A von gegebener Grosse sein sollen, so
erhalten wir fiinf Gleichungen zur Bestimmung der fiinf Unbekannten
hy oy By 7, 0. Bei jedem Gelenkviereck giebt es daher eine bestimmte
Anzahl von Koppellagen, in denen der zugehdrige Ball’sche Punkt
eine Bahnstelle mit fiinfpunktig beruhrender Tangente durchlduft.

Geniigen die Winkel «, 8, p, 0 der Gleichung (50), so geht
Gleichung (49) iiber in

sy sind cosd
stoe sunf st (0 — p) s (o + B =+ 7)

~+ 4coso cos B sinyl. (1)

x, = — 3,

§ 12. Sechspunktige Geradfiithrung ?).

Soll die Curve % mit der Geraden W, K sechs unendlich benach-
barte Punkte gemein haben, so muss nach § 6, I W, W, auf P W,
senkrecht stehen, und es muss uberdies W, auf der Geraden P W,
liegen; es besteht also neben der Gleichung (50) noch die Beziehung

TyYy — Zatfp = 0. (52)
Dabei dient zur Bestimmung von x4, y, die Gleichung (38), in welcher
vy @, £y My - .. mit @, o0, 2y, ¥y . .. 20 vertauschen sind. Setzen wir

y,0 {(2x; + 10x)) cos?a — (By; — 16y, 4 124,) cos o sine
4 (b, — 6xy) sin2e) - ¥, 2 {(— 29, + 6yy)cosde 4 202, cos?o sin o
+ 6y, -+ 12y,) coso sin2o. 4 12, simdor) —= —
und bilden in analoger Weise durch Vertauschung von g, o mit ¢,
den Ausdruck W, so folgt aus (38)
02 (x, sthoe — yycoso) = U

o2 (xysmf — y,cosB) = W,
also

1) Vergl. auch L. Allievi, cinematica della biella piana, Napol1 1895. Daselbst
wird die Aufgabe der funfpunktigen Geradfuhrung fur alle diejenigen Koppellagen
gelost, ber denen die Kreispunktcurve in irgend einer Weise ausartet.

2) Ueber die angenaherte Geradfuhrung durch das ebene Gelenkviereck.
Nachrichten der Komigl, Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 1897, Heft 1.

Festschrift 53
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0202, sin(v — B) = Wo2cosp — Wo2cosu

020"y, sum(e — B) = Ug2smfB — Wo?sina,
und dann geht Gleichung (52) iiber in

Uo2 (2 sm B — yycos ) — W o2 (2, stmot — g coser) = 0
oder nach (45)
Ug'sinf cos p — Weosino cosou = 0.

Schreiben wir hier fir U und W' die urspriinglichen Ausdriicke, so
verschwinden die Glieder mit y, und jedes der iibrig bleibenden
Glieder ist behaftet mit einem der Factoren o', ocosf — o' cose,
osmnmfp — o'sma, @cose — @'cosfB, gsma — o' smf. Setzen wir fiir

diese, sowie fur y,, y,, 4y, 23 wieder die frither gefundenen Werthe, so
erhalten wir die Gleichung

19 cot ov cot  cot 0 — B ot & - 5 cot y cot & (cotw - cot ) - 2 cot i cot § cot p
(1 + 6coto cot ) — 12cote cot B (cotor + cot f) = 0.

Die linke Seite ldsst sich aber umgestalten in

(12 cotec cot p — 5) {2 cotd — (cotee 4~ cot B) + coty (1 - cotor cot B)
+ 5{(1 — cote cot B) (coty + cotd) — (coter + cot B) (1 — coty cotd)},

und da nach Gleichung (50') das erste Glied verschwindet, so folgt

(1 — cot ez cot B) (coty +- cot 8) — (cotoe - cot B) (1 — coty cotd) =0 (53)
oder

cos (o0 + B) sin (y + 0) — s (e + B)cos(y 4 0) = 0,

sy + 0 —a — ) = 0.
Es ist also entweder

d. h

y+8=adt B (54)
oder
Y+ 0 =180+ « + B (54")
In beiden Fillen verwandelt sich Gleichung (50) in
sin2y = sin20 + sin2 f; (55)

die Annahme (54') liefert demnach keine neue Ldsung, und die Glei-
chungen (54) wnd (55) bilden die nothwendige und hnrechende Be-
dengung dafur, dass wn der betrachteten Systemlage der Ball’sche Punkt
ewne Bahmstelle mut sechspunktiy berulrender Tangente durchlauft.

Die Curve, die irgend ein Punkt der Koppelebene beschreibt, ist
bekanntlich von der sechsten Ordnung und kann deshalb mit keiner
ihrer Tangenten mehr als sechs unendlich benachbarte Punkte gemein
haben. Vom rein theoretischen Standpunkte aus betrachtet ist also
die soeben ermittelte sechspunktige Geradfiilhrung die vollkommenste,
die iiberhaupt mit Hiilfe des Gelenkvierecks erreicht werden kann. —
Aus unseren Darlegungen folgt ferner, duss es w? Gelenkveerecke giebt,
die ewne sechspunktige Geradfihrung bewirken.
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§. 13. Fortsetzung.
Der geradgefithrte Punkt liegt auf der Koppelgeraden.

Wir fragen zuniichst nach der Bedingung, welcher in Fig. 6 die
Winkel ¢, 8, y, 0 geniigen miissen, wenn der dort construirte Punkt K
auf die Koppelgerade A B fallen soll. Bezeichnen wir den Winkel
K9Pt wie frither mit y, den Winkel AHK mit 4, so folgt aus dem
Dreick $H K:

PE su (A—y) :
T = s (r—oa— B i—7)’
dabei ist P K — P W, .sin g, oder nach (43):
- siny smd Siny
PE =PH- s o sin B s (0—7p)

Liegt K auf AB, so wird 2 = 0 (oder = 180°), und dann geht

die erste Gleichung iiber in

sind siny sin(e—+p-+y—yx) + sine sinf sin(y —9) = 0
oder tany {coto cot p — 1 - coty (cot v + cot B)}
— tan2y {coty (cote cot p — 1) — cotw - cot )}
—+ (cot 0 — coty) (1 4 tan?y) = 0,
oder nach (47):
— coto cot B cot O {cote cot p — 1 - coty (cotew —+ cot B)}
— cot2d {coty (coto cot f — 1) — (cotew - cot B))
L1 —+ (cot 0 — cot p) (cot2ee cot? f - cot2d) = 0,

(cotd —+ cota) (cotd —+ cot B) (cotd — cote cot B cot y) = O.

Dieser Gleichung wird zunfichst geniigt durch cotd = — cot e, d. h.
durch 8 = — «. Dann ist aber B parallel zu HB, also B unendlich
fern — ein Fall, der hier nicht weiter in Betracht kommt. Das Ent-
sprechende gilt von der Annahme cofd = — cot B, und es bleibt dem-
nach nur iibrig, dass der dritte Factor verschwindet. Besteht also
zwischen den Wunkeln o, B, y, 0 die Gleichung

cot & = cot o cot 3 coty, (56)

so befindet sich der Ball’sche Punkt der betrachteten Systemlage auf der
Koppelgeraden AB. Dann ist nach (47):

tany — — coty,

und wir erhalten zur Bestimmung des Punktes K die einfache Be-

ziehung:

Fordern wir nun ausserdem, dass der Punkt K momentan eine
Bahnstelle mit sechspunktig berithrender Tangente beschreiben soll, so
gelten gleichzeitig die Gleichungen (50'), (53) und (56); aus diesen
ergiebt sich durch Elimination von cofy und cotd:

5*
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(cot oo — cot B)t — 3 (1 - cot e cot §)? = 0,
d. h.
tan (B —u) =+ V'3;
B = « 4 600 (58)
B = o — 60° (58")
Fir 8 = o + 60° wird nach Gleichung (55)
sy = sm2o0 -+ s (20 - 120°) = sin (60° 4 2a),

und hieraus folgt entweder py — 30° 4 o oder y — 60° — «. Die
erste Annahme ist unbrauchbar, denn sie fithrt nach Gleichung (54)
zu 0 = p, wonach A mit 4, B mit B zusammenfallen wiirde. Nehmen
wir dagegen

es ist also entweder

oder

y = 600 — o, (9)
so finden wir aus (54):
R (60)
Die Annahme (58') enth#lt keine neue Lisung, sie liefert vielmehr
fir irgend einen Werth o — o; genau dasselbe Viereck, wie die Glei-

Fig. 7.

chungen (58) bis (60) fiir o — — «;. — Es giebt demnach «? Gelenk-
vierecke, welche die sechspunktige Geradfibrung emes auf der Koppel-
geraden licyenden Punktcs bewirken. In Fig. T ist ein solches Viereck
dargestellt; dabei haben wir die Strecke P, sowie den Winkel
OPB = a belelig gewdhlt und L HPA = 60° + «, L AHP
= 600 — o, L AP = 3« gemacht. Dann erhalten wir den Punkt K
zufolge der Gleichung:

LEPH =1—(+p) =90"+y— (e~ B) = 90°— 30 = 90°—§;
fallen wir also von 5 auf 4B das Loth P und ziehen durch {5 eine
Gerade, die mit By den Winkel HPJ einschliesst, so schneidet diese
AB in K. Die zugehdérige Bahncurve x hat in K eine sechspunktig

beriithrende Tangente g senkrecht zu P K. (Die Curve « ist symmetrisch
in Bezug auf AB; in Fig. 7 ist sie nur zur Hilfte gezeichnet.)
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Im Dreieck A B9 ist der Winkel bei P gleich 600 und der Winkel
bei B gleich o 4 p, also auch gleich 60°; das Dreieck ist demnach
gleichseitig. D.h.: In jeder Systemlage, in welcher ein Punkt der Koppel-
geraden cine Bahnstelle mit sechspunktig berihrender Tangente duwrch-
lauft, bilden die drei beweglichen Glieder Fig. 8.
des Vierecks — oder deren Verlangerungen
— e gleichseitiges Dreweck.

Fig. 8 stellt denjenigen Sonderfall dar,
der sich ergiebt, wenn o — 30° gewihlt
wird. Dann ist § =900, y = 309, & = 90°,

L KVPH = 0, es wird also K identisch
mit , AB=BB—=BK, AA= AB= w,
und wir erhalten die bekannte genaue Gerad-
Sulrung durch das gleichschenklige Schub-
kurbelgetriebe, bei welcher sich der Punkt 4 auf der Geraden B A und
der Punkt K auf der Geraden B§) senkrecht zu BA bewegt. Zu dem-
selben Ergebniss gelangen wir auch durch die Annahme o = 900, —
Wir schliessen hieraus, dass auch im allgemeinen Falle (Fig. 7) due

Annaherung der Curve % an die Gerade g um so vollkommener sein wird,
je grosser die Dufferenz der bewden Arme des Gelenkvierecks ist, wenn
yleichzeitiy die Koppel und der Klenere Arm einander nahezu gleich sind.

Ziehen wir in Fig. 7 durch $ die Gerade €& parallel zu § A, so
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ist L BRY = LHOPY — LHOPB =180 — 0 — o0 = 2 (90° — 2 )
— 2.4 KB B, und ebenso £ APL = 2. L KPA. Diese Bemerkung
dient zur Losung der Aufgabe: Auf einer Geraden swmd drei Punlte
A, B, K gegeben. An die Strecke AB als Koppel soll ein Gelenk-
viereck angeschlossen werden, welches die sechspunktige Geradfiihrung
des Punktes K bewwkt (Fig. 9, a. v. 8.). Um ein solches Viereck zu
bestimmen, zeichnen wir iiber A B das gleichseitige Dreieck AB%,
machen £ &PA=2.~L AP K, errichten in P zu PL das Loth PJ und
bestimmen den Schnittpunkt  der Geraden 4B mit der Halbirungs-
linie des Winkels K*fJ. Durch den Punkt § ziehen wir zu P L eine
Parallele; diese trifft die Geraden 4 und PLB bezw. in A und B.
Dann ist ABB A das gesuchte Gelenkviereck, und zwar ist es gerade
in derjenigen Systemlage gezeichnet, in welcher der Punkt K eine
Bahnstelle mit sechspunktig berithrender Tangente durchlduft. —
Halbiren wir statt des Winkels K'Y dessen Nebenwinkel durch die
Gerade L H* und ziehen durch ihren Schnittpunkt $* mit der Geraden
AK eine Parallele zu PR, so entsteht das Viereck A*B* A B; die
gestellte Aufgabe hat also zwei Losungen.

Ist KA — A B, so erhalten wir einerseits das ausgeartete Viereck
der Fig. 8; dagegen versagt unsere Construction bei der Bestimmung
des zweiten Vierecks, das der Aufgabe gleichfalls geniigt. Wir kommen
auf diesen Sonderfall weiter unten wieder zuriick.

§ 14. Fortsetzung.

Gleichungen zwischen den Seiten eines Gelenkvierecks, welches
die sechspunktige Geradfithrung eines auf der Koppelgeraden
liegenden Punktes bewirkt.

In Fig. 9 sind A, B,  drei in einer Geraden liegende Punkte auf
den Seiten des gleichseitigen Dreiecks 4 P B, also ist nach dem Satze
des Menelaus

44 BB BH _
BA BB AH
Bezeichnen wir den Winkel HP DB wieder mit o, so verhalt sich
B 4BPH Sth o0

Ap = AADH ~ sm (60° - )’
setzen wir daher A4 — a, BB = b, AD = ¢, so folgt aus der ersten
Gleichung:
s (60° 4+ )  a(c—b)
sine b (c —a) (61)

oder
2a0¢c — ab — be

Vs bc—a)

cot o0 —

(62)
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Nach Gleichung (60) ist £ BHP — 3«, demnach ergiebt sich
aus dem Dreieck BPH:
smdo stn 60° stn 3 o

BB=c—0=ND Z0u="sm (60" — o) sndo
V'3 (3 cosz o — sin2e)
4 (V'3 cosoe — sina) cos o (cos?or — sin? ex)

iy V3 (V38 coso | sme) . V'8 sin (600 + )

T 4coso (cos?ou — smPe) - 2coso (cos?ow — sinZe)’
oder nach Gleichung (61):
C__b___ca(c—b) V'3 sin

b(c—a) 2cosa (cos?e — sm?a)’
oder _
2b (c—a) coto (cot2e—1) — V3 ac(cot?a-1) = 0.

Setzen wir hier fiir cof « den Werth aus (62), so erhalten wir fiir
die drei beweglichen Glieder a, b, ¢ die Gleichung:

a’bs4-brei+csas3—Babe{a?(b+ )+ b2 (c+a)+c?(a+ b)) (63)
4 15a2b2¢2 = 0.
Verstehen wir ferner unter d die Linge des festen Gliedes AB, so
folgt aus der Figur:

sitn (600 o SN o
Q=A9— B9 =( — 0 L) — 1) T
[ — ¢c—2>b

T 2sino (V§ ¢0S 06 — Sin o) - 3 cos2o — sinZo

__cotta41 sc—a c—b
V8 cota — 1 2 V3 cotoc—|—1>’
oder nach (62):
P :a?b2—}—a?c?+l)202—abc (@ +b+4¢) (64)
3abce

Analoge Beziehungen bestehen zwischen den Gliedern des Vierecks
A*B* BA, nur mit dem Unterschiede, dass an Stelle von «, b die
negativen Langen der Glieder A*A, B*B treten, weil in Fig. 9 die
Strecken A* A, B* B entgegengesetzte Richtung haben, wie die Strecken
A A bezw. BB. Es gilt demnach iiberhaupt der Satz: Hat ein Gelenk-
viereck die Figenschaft, dass ein auf der Koppel licgender Punlt emne
Bahneurve mit sechspunktig beruhrender Tangente beschreibt, so geniigen
dee Langen sewner Glieder, mit gecigneten Vorzeichen versehen, den
Gleichungen (63) und (64) — und umgekehrt.

Um zu einer vorgelegten Koppelstrecke 4.8 ein Gelenkviereck
zu construiren, welches die sechspunktige Geradfiihrung eines nicht
gegebenen Punktes der Geraden A B bewirkt, konnen wir die Lénge
des einen Armes, z B. BB, noch beliebig annehmen; den anderen
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Arm, A A4, bestimmen wir aus einer der beiden Gleichungen, die aus
(63) fiir ¢ = A B, b = 4+ BB hervorgehen. Ist ¢ eine reelle Wurzel
der einen dieser Gleichungen, so finden wir das Viereck /BB A, in-
dem wir iiber AB das gleichseitige Dreieck A3 B zeichnen und auf
den Seiten AP und BYP die Strecken A4 A, BB bezw. gleich a und &
machen. Dabei sind die Strecken ¢ und 4 in der Richtung nach P
oder entgegengesetzt aufzutragen, je nachdem sie positives oder nega-

tives Vorzeichen haben. — Den geradgefiihrten Punkt K erhalten wir
wieder wie in § 13: Wir ziehen P senkrecht zu 4B und machen
L HPE = L IPD.

In Fig. 9 ist

2. L APK = L 8P4 =60+ a4 L BHP = 60° + 40,
also L AP K = 30°+4 2¢0. Bezeichnen wir daher mit p das Theilungs-
verhiltniss des Punktes K in Bezug auf die Strecke A B, so folgt:

AK A4 APK __ sin (300+2a) s (3002¢)

Y= pKr = 4 BOK ~ s (909 +2¢) cos 2 o
Nun ergiebt sich aus dem Dreieck AR B:
sin 60° sin 60°
AB =A% ia =~ D
und n (600 1 400
Sin «
. BY =AY sin 4o ’
es ist also
) o o
AB+ AD—BP = (c— a) sin 600 - sin iz 4;@%(60 + 4 o)

$in (300 4~ 201) cos (800 — 20¢) — 540 (300 4 2¢¢) cos (300~ 20x)

= (¢—a) s 2 00 €os 2 ¢

sim (309 +- 2 )

cos 2o '
Demnach geht die Gleichung fur g uber in
w = AB -+ AP — BP

cC—

= (c—a)

oder ,
d____‘i. (65)
cC—

Vertauschen wir hier ¢ und b, so verwandelt sich die rechte Seite

w =

in das Theilungsverhiltniss Z_I]g’ d. h. in % Wir erhalten somit fiir
das Theilungsverhéltniss ¢ noch die zweite Form:
w= % (65')
Aus (65) und (65") folgt endlich die Gleichung
a2 = a2 1+ b2+ ¢ — ab — bec — ca, (66)

die wir iibrigens auch aus dem Dreieck AP B unmittelbar ableiten
konnen.
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§. 15. Fortsetzung.
Folgerungen aus den vorigen Gleichungen.

I. Die Gleichungen (63) und (64) sind symmetrisch in Bezug auf
a, b, ¢. Daraus ergiebt sich sofort der Satz: Bewirkt das Gelenk-
viereck ABB A die sechspunktige Geradfiihrung ewmes auf der Koppel-
geraden A B liegenden Punktes, so behalt es diese Eigenschaft, wenn die
drev beweglhchen Glieder AA, AB, BB unter emander beliebig ver-
tauscht werden. Zeichnen wir in Fig. 10 und 11 uber den Strecken
A’ B" und A”B”, g, 10. Fig. 11.
die bezw. gleich
sind den Strecken
A A und BB der
Fig. 9, die gleich-
seitigen Dreiecke
A'B'{  und
A" B" ;'BN’ und
machen auf den
Seiten derselben
A'A = AB, BB = BB, A"A" = AB, B'"B" — A A, so entstehen
aus dem urspriinglichen Viereck /BB A zwei neue Gelenkvierecke
AB DB A und A"B"B"'A", in denen A'B' — A"B" — AB ist. Auf
den Geraden A'B’, A”"B" sind nach der Regel des § 13 bezw. die
Punkte K', K" construirt, deren Bahncurven x', %" eine sechspunktig
berithrende Tangente haben. Verstehen wir unter u', y” bezw. die
Theilungsverhéltnisse der Punkte K', K" in Bezug auf A'B, A" B",
so ist nach (65) und (65):

,__d—c—}—_l_a__l_
== = y’
d—c¢+a 1
"o___ —_—1 =
N 1 w

Der vorige Satz folgt iibrigens auch unmittelbar aus dem be-
kannten Roberts’schen Satze von der dreifachen Erzeugung der
»Koppelcurve“ x1). Construiren wir ndmlich in Fig. 12 (a. f 8.) iiber
den Seiten des urspriinglichen Vierecks ABFB A die Parallelogramme
AAK A, und BB K B,, theilen A; K und K B, bezw. durch die Geraden
ABund BA in C; und C,im Verhiltniss j]g% und zeichnen das Parallelo-
gramm C, KC, I, so theilt der Punkt I' (auf A, B,) die Strecke 4B

in demselben Verhdltnisse, und der Punkt K beschreibt die Curve x

) Proceedings of the London Mathematical Society 1875, Vol. VII, p. 14.
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auch in Verbindung mit den Gelenkvierecken AI'C; 4, und BI'C, B,.
Diese verwandeln sich aber in die Vierecke der Figuren 10 und 11,
Ihg. 12,

.. ) n, . AB AB )
wenn wir sie bezw. im Verhiltniss T und BT verkleinern. Die

Curven #', #" sind demmach dhnlich zu der in Fig. 9 gezeichneten
Curve %1).

II. Fir ¢ = b geht Gleichung (63) iiber in

(@ — ¢)? (a — 4¢) = 0.

Die Annahme @ — ¢ fithrt nach (64) zu der unbrauchbaren Losung
d = 0. Ist dagegen ¢ — 4¢, so wird d = 3¢ und g = — 1, und wir
erhalten die bekannte Geradfuhrung von Tschebischeff, bei welcher
der Punkt K in der Mitte der Koppelstrecke 4 B liegt?). Wegen der
Gleichheit der Arme A4 und BB ist nach der Bemerkung in §. 13
die hier erreichte Annidherung der Curve x an die Gerade g verhiltniss-
missig nur gering. In diesem Falle giebt es kein zweites Gelenk-
viereck, welches dieselbe Strecke A B zur Koppel hat und die sechs-
punktige Geradfihrung des Punktes K bewirkt; denn die in Fig. 9
ausgefiihrte Construction liefert gegenwirtis A*4 = B*B = 0.

III. Der Annahme g = 2 entspricht einerseits die in Fig. 8 dar-
gestellte genaue Geradfihrung mit « — d = o, b = — ¢; anderer-
seits folgt aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen noch die

1) Dies Alles ergiebt sich endlich auch aus dem Satze, dass, wenn man be1
einem Gelenkviereck die Koppel mit einem der Arme vertauscht, die von den
Punkten der neuen und denen der ursprunghchen Koppel beschriebenen Bahn-
curven einander paarweise ahnlich sind. Vergl. z. B, Koenigs, Lecons de ciné-
matique, Paris 1697, p. 266.

) Verhandlungen des Verewns zur Beforderung des Gewerbfleisses in Preussen
1870, S. 168.
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Losung b == ¢ =4a, d = 3 a. Dieselbe geht aus der Tschebischeff’-
schen Geradfithrung hervor, wenn wir bei dieser die Koppel des Vier-
ecks mit einem Arme vertauschen.

§. 16. Alle Punkte des Wendekreises v, beschreiben
Undulationspunkte.

Nach §. 6, II befinden sich alle Punkte des Kreises w;, — mit
Ausnahme des Poles und des Ball’schen Punktes — in Undulations-
punkten ihrer Bahncurven, wenn fiir die betrachtete Koppellage der
zweite Wendepol W, mit dem Punkte P identisch ist, also fur
%y = Yy = 0. Zufolge den Gleichungen (46) wird dieser Bedingung
einerseits geniigt durch die Annahme o — d = 90°. Dann liegt in
Fig. 6 der Punkt B unendlich fern, und das Gelenkviereck artet in
einen Schubkurbelmechanismus aus, bei welchem der Arm A A
momentan mit der Polbahnnormale zusammenfillt ). — Die Ordinate y,
verschwindet ferner noch fiir y = 0, und dann muss zugleich o« oder g
gleich Null werden, damit die Koppel A B einen endlichen Werth
behdlt. Sei z. B. « = 0, so erfordert das gleichzeitige Verschwinden
von z, die weitere Annahme § = 90° und wir erhalten das in Fig. 13

Fig. 13. Fig. 13a.

dargestellte Gelenkviereck, dessen
Koppel AB sich momentan in
einer Todtlage befindet und da-
bei auf dem Arme A A senkrecht
steht; seine Glieder A4 = a, BB =), AB = ¢, AB — d geniigen
demnach der Gleichung:
d? = a? + (b + ¢)2

Im vorliegenden Falle sind P und die positive Polbahntangente t
bezw. identisch mit A und A A; ziehen wir also durch A zu AB eine
Parallele, welche A B in & schneidet, und durch & ein Loth auf A4B,
so trifft dieses die Gerade A B im Wendepol W,. Da auch W, mit 4
zusammenfillt, so ist der Ball’sche Punkt K der Fusspunkt des Lothes
von A auf W, W;, folglich der Winkel W, A K gleich dem Winkel,

1) Allievi, a. a. O, S. 142,
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den die Gerade W, W, mit der negativen Polbahntangente ein-
schliesst, oder
tn £ WAK = —B—0.
3
Setzen wir nun in der ersten der Gleichungen (48) ¢ — «, @ = 0
und in der zweiten o' = b 4 ¢, B = 909, so folgt:

yr b+ c—y
Xy = — 3=, Yy — Y = 3Y? ————;
a (b 4 ¢)2
es ist also
_ab+c—y) AA.WB
tan L Wi AK = O ==

Ziehen wir daher durch den Schnittpunkt ¥ von AB und & W,
eine Parallele zu AB, durch B eine Parallele zu A4 und verbinden
den Schnittpunkt 1 beider Geraden mit A, so ist K der Fusspunkt
des Lothes von W, auf AU.

In Fig. 14 ist £ em beliebiger Punkt auf dem Kreise w, der
vorigen Figur, also 4.F senkrecht auf W, E. Der Punkt E beschreibt

Fig. 14.

eine Bahncurve ¢, die in I einen
Undulationspunkt hat mit der Tan-
gente W, E. Bezeichnen wir die
Winkel £EADB und BEA bezw. mit 4 und v, so folgt aus dem

Dreieck AB E BE s A
¢ T smw
und aus dem Dreieck B W, E
B VV1 _cos v
BE — cos A

Nun verbilt sich in Fig. 13
BW, B&S AB
AB — AB T BB’
also 1st
BW, =
und folglich
tan 4

tan v b
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Machen wir £ K, BA =— 4 und verstehen unter E, den Schnitt-
punkt der Geraden BE, und EW,, unter  wie frither den Winkel
ABA, so sind in dem Dreieck W,BE, die Winkel bei W, und E,
bezw. gleich 90° — 1 und 90° — 9, also ist

cos A
BE, —= W,B w05 o

Hieraus folgt

BE, W,B _b—c __sin (v — A).

AB = Ap Sh= st =
im Dreieck ABUE, ist daher der Winkel bei A gleich v — 4 und der
Winkel bei E, gleich 180 — ». — Wir construiren jetzt iiber AE,
und BE, bezw. die Dreiecke AE, A', AE, A", BE, B, BE,B" mit den
Seiten AA'—= AA" —a, E,A' = E, A" = EA, BB' = BB" = b,
E, B — E, B" —= EB. Dann erhalten wir aus dem ersten und dritten

Dreleck Se0s L AR, A = AT+ AL — a2
R AE . AF
und BE! - BE: —
T . 1 7 — )..
2c00s L B'Il,B = BE . BE
Nun ist '
AE, —a S"* g0 sk
Sun v b cosv
BEl —_— d fﬂ?/(')}——'l) —_ d {)Ag__f coS ;L,
Sy )

AE :TC)(I) ~+ ¢) cos A,

s A c? cos A
sethvy b cosw

BE —¢
hieraus ergiebt sich
b—ec)AE . AE =0+ ¢)BL,.BE
und
(b—0c) (AL} AE>—a?)+4-(b~+¢) (BE}-+-BLE>—b?) = 0.

Demnach ist
cos L AE, A"+ cos L B'EB =0,

L AE A = 1800 — L B'F,B,

?

also

mithin auch
ik L B'EA+ L AEA =180 — L AE B =,
' L BEA = L BEA.

Die Dreiecke A BE und A’'B'E, sind daher congruent und der
Punkt E, liegt auf der Bahncurve & des Punktes E. Ebenso ist
4 A"B"E, > 4 ABE, d. h. F| ist ein Doppelpunkt von & — In
der Fig. 14a ist die Curve & gezeichnet. Bringen wir die Koppel A D
in die Lage A*D* die zu A3 symmetrisch ist in Bezug auf AB, so
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gelangen die Punkte Z und W, nach E* und W3, und dann ist W,
der erste Wendepol und E* ein Punkt des ersten Wendekreises fiir
die neue Systemlage. Da von dieser ganz dasselbe gilt, wie von der
Anfangslage, so ist auch E* ein Undulationspunkt der Curve & und
die zugehorige Tangente E* W* geht wiederum durch FE;. Wir er-
halten somit den folgenden Satz: Wenn bei dem Gelenkvieveck ABB A
dic Koppel AB wn emer Todtlage mut dem Avme AA cinen rechten
Wankel bidet, so beschreibt jeder Punkt E des zugchorigen Wende-
kreises w, momentan einen Undulationspunkt. Dic Buhncurve & des
Punktes E hat emnen zweiten Undulationspunkt E*, und die Tangenten
wm bewden Punkten schneiden sich wn einem Doppelpunkte I von e.
Daber 1st L E,BA = L FEAB.

Ersetzen wir den Punkt F durch den Ball’schen Punkt K der
Fig. 13, so hat die Gerade W, K funf unendlich benachbarte Punkte
mit der zugehcrigen Bahncurve x gemein (Fig. 13a). Da sie iiberdies
durch den Doppelpunkt K, gehen muss, so fillt K, nothwendig mit A
zusammen; der Punkt K ist also glewchzedtiy ein  Doppelpunkt der
Curve x. Der Koppellage A* B* entspricht der Punkt K* von x; dieser
ist aber nur ein Undulationspunkt, da er nicht mit dem Ball’schen
Punkte der neuen Systemlage zusammenfillt. Die Tangente in K*
geht wieder durch K.

Aus den Gleichungen fir #; und y, ergiebt sich noch, dass nicht
gleichzeitig W, mit § und W, mit W, zusammenfallen kann. Wir
konnen deshalb kein Gelenkviereck angeben, bei welchem in einer
bestimmten Koppellage alle Punkte des Wendekreises Bahnstellen mit
fimfpunktig beruhrender Tangente durchschreiten.

Wie in §. 18 gezeigt werden soll, giebt es auch bei einem durch-
schlagenden Gelenkviereck unter gewissen Bedingungen eine Todtlage,
in welcher alle Punkte des Wendekreises sich in Undulationspunkten
befinden. Wir erwdhnen an dieser Stelle endlich den frither be-
handelten Fall eines Gelenkvierecks, dessen Koppel in einer bestimmten
Lage auf beiden Armen senkrecht steht!). Dann beschreibt jeder
Punkt der Polbahntangente, in welche der Kreis w, hier ausartet, einen
Undulationspunkt, mit Ausnahme des Ball’schen Punktes K, der
wiederum zugleich ein Doppelpunkt seiner Bahncurve ist. Sind iiber-
dies die beiden Arme einander gleich, so ist K der Mittelpunkt der
Koppelstrecke (funfpunktige Geradfihrung von Watt).

§. 17. Der Pol als Systempunkt. Poleurve und
Uebergangscurve.
In Fig. 6 beschreibt derjenige Systempunkt, der momentan mit
dem Pole  zusammenfillt, im Allgemeinen eine gewdchnliche Spitze

1) Construction der Burmester’schen Punkte u. 8. w. Zweite Mittheilung
S. 145. Vergl. auch Allievi, S. 148.
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vom Kriimmungsradius Null, dagegen eine Schnabelspitze von endlicher
Kriimmung, wenn fiir die betrachtete Koppellage ¢, — 0 wird (§. 9).
Nun verschwindet g, entweder, wenn y =— 0, oder wenn & = 900 ist.
Im ersten Falle wird auch einer der Winkel o oder 8 gleich Null; fiir
oo = 0 ist aber P identisch mit dem Punkte A, der einen Kreis um
A durchliuft und sich augen-
blicklich in einem Umkehrpunkte
seiner Bahn befindet. Fur die
Entstehung einer eigentlichen
Schnabelspitze bleibt somit nur
die Bedingung 0 =—90°; d. h. der
Systempunkt L beschreibt e
Schnabelspitze , wenn die Gerade
BOH auwf dem festen Gliede AB
senkrecht steht (Fig. 15).

Im vorliegenden Falle ist
nach Gleichung (43):

. sy

Yo =0 S sm B cos y

und nach (49):

Ing. 15,

siny

Ty = — 34 o Son f costy {cos (& — B) cosy — sin (o + B) siny),
also nach (40) der Krummungsradius der Curve p im Punkte P
g b
P — yr _ cosy
Zs cos (e — f) cosy — swn (o -+ B)smy
h
cos o cos f3

—1 ~+ tano tan f — (tano 4 tan ) tany

Ziehen wir nun die Geraden AD senkrecht zu T A4, BD senkrecht
zu PB und bestimmen die Schnittpunkte €, € F von L'H mit den
Geraden A€ senkrecht auf L B, sowie A€ und BF senkrecht auf 4 B,
so geht durch ® die positive Polbahntangente t, und es wird $D
= @—_ochcos 3 HC =htano tan, €D =hitanptany, FH = htanw tany.
Machen wir noch auf PE die Strecke € = €H + FH und ziehen
durch § zu D eine Parallele, so trifft diese die Gerade t im Krimmungs-
mittelpunkte M der Curve p. Der zugehorige Kriimmungskreis hat in
B mit der tricircularen Curve sechster Ordnung p fiinf zusammen-
fallende Punkte gemein; er schuneidet sie folglich noch in esnem reellen
Punkte.

Der Krunmmungsradius v wewrd unendlich gross, wenn in Fig. 15
1 4 tanotanf e
tano + tan ~— DA+ HB

tany =
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ist.  Wir haben diesen Fall in Fig. 16 dargestellt. Dabei sind auf
den Schenkeln des rechten Winkels AHYP die Punkte A, B, P beliebig
Fig. 16. gewdhlt, und es ist A€ senkrecht

auf PB, €I parallel zu HA und

gleich HA4 -+ HB, H A senkrecht auf

PBI. Der Punkt P hat jetzt wieder

das Aussehen einer gewohnlichen Spitze,

aber mit fimfpunktig beriihrender

Tangente n.
In Fig. 15 folgt aus dem Dreieck

BY 9 |
sin (4 7) = BI—@ sina, — 1St 05y
und aus dem Dreieck APH .
sin(@ + 7) = "L L.

Multipliciren wir die erste Gleichung mit cosf, die zweite mit
cos e und substrahiren, so ergiebt sich

. h
sl —B) = s o cos 8
Nun ist aber

d—=htanf — htane = h §Z—na(ﬁ—:£x~),
cos o cos f3

(asine cos2fB — bsin f cos?a).

folglich geht die vorige Gleichung iber in
absin?(e — B) + ad sine cos?f — bd sinf cos2 e — 0. (67)
Es ist ferner
ccosy = acosf — bcosw

und
csiny =d -+ bsmo — asinf,

2= aq?+4 b2 4 d* 4 2d (bsmo — a sinf)
— 2ab(coso cos f -+ sino sinf). (68)
Wird diese Gleichung mit sine sin multiplicirt und zu (67) addirt,
so folgt
a(b + dsine)sin2f — {bd (1 + sin2o) (a2 + b2 — ¢z + d?) sin o) sin 8
—+ a sma (d + bsma) = 0. (69)
Weiter erhalten wir aus (68), indem wir die cosinus durch die
sinus ausdricken, mit Riicksicht auf (69) die neue Gleichung
dat(d® — V)sin?B + 4dafb(u2 + 02 — 2 — d?)sino
— d(a? — 02— c? + d?)} smfP + 402(d2 — a?)smla
—4bd(a? — b2 2 —d)smo -+ (02 + b2 — 2+ d?)2—4a2b2 = 0.
Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich durch Elimination
von sinf eine Gleichung sechsten Grades fur sene. Diese bestimmt
zwolf Lagen des Armes B3, die paarweise in Bezug auf 4B symme-

mithin
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trisch sind, und jeder von ihnen entspricht eine Koppellage, fiir welche
die Gerade P auf dem festen Gliede 4B senkrecht steht. Be: jedem
Gelenkviereck giebt es also im Allgemeinen zwolf Koppellagen, in denen
der Pol eine Schnabelspitze beschreibt.

Das eben erhaltene Resultat steht in Zusammenhang mit der
frither von uns behandelten Frage nach der Gestaltung aller Bahn-
curven, die von den simmtlichen Punkten der Koppelebene durch-
laufen werden1). Jede dieser Curven hat bekanntlich im Allgemeinen
drei Doppelpunkte, von denen zwei conjugirt imaginir sein konnen;
ein reeller Doppelpunkt kann entweder als eigentlicher Knotenpunkt,
oder als Spitze, oder als isolirter Punkt auftreten. Die jeweilige
Beschaffenheit der drei Doppelpunkte ist entscheidend fiir den gestalt-
lichen Charakter der betreffenden Bahncurve. Nun erfiillen alle System-
punkte, welche Bahncurven mit zwei zusammenfallenden Doppelpunkten
beschreiben, eine gewisse Curve zehnter Ordnung ¢, mit Doppel-
punkten in 4 und B und mit vierfachen Punkten in den imaginiren
Kreispunkten — wir haben sie als die Uebergangscurve der bewegten
Ebene bezeichnet. Andererseits befinden sich alle diejenigen System-
punkte, deren Bahncurven eine Spitze enthalten, auf der Polcurve p,
einer bicircularen Curve achter Ordnung mit vierfachen Punkten in
A und B. Erteilen wir dem Systempunkte alle méglichen Lagen in
der Koppelebene, so gehen beim Ueberschreiten der Curve g zwei
reelle Doppelpunkte der zugehorigen Bahncurve in zwei conjugirt
imaginire iiber; dagegen entspricht dem Durchgange durch die Curve
p die Verwandlung eines Knotenpunktes in einen isolirten Punkt. Die
Curven p und ¢ zerschneiden also die Koppelebene in eine Anzahl von
Feldern in der Weise, dass allen Punkten desselben Feldes Bahncurven
entsprechen, die in Bezug auf ihre Doppelpunkte denselben Charakter
besitzen. — Eine Schnabelspitze entsteht aus der Vereinigung eines
Knotenpunktes mit einer gewdhnlichen Fig. 17.

Spitze; demnach liegt jeder Punkt X
der Koppelebene, der eine Bahncurve
mit Schnabelspitze beschreibt, zugleich
auf der Uebergangscurve ¢ und auf der
Polcurve p (Fig. 17). Alle Systempunkte
auf dem Bogen Y X der Curve ¢ be-
schreiben Bahncurven mit drei reellen
Doppelpunkten D,, D,, D,, von denen zwei, etwa D, und D,, zu
einem Selbstberithrungspunkte vereinigt sind. Jeder der Punkte D,
und D, hat also den Charakter eines Knotenpunktes, und nicht den
eines isolirten Punktes. Fiir den Punkt X verwandelt sich einer der
Punkte D,, D,, etwa D; — und nicht D; —, in eine Spitze. Wihlen

1) Ueber die Doppelpunkte der Koppeleurve; Zeitschrift fur Math. u. Phys.
34, 303 und 372.

Festschiift [
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wir aber den Systempunkt auf dem Bogen X Z der Curve ¢, so bilden
die entsprechenden Punkte D,, J), wieder einen Selbstberiihrungspunkt
der zugehorigen Bahncurve. Der Punkt D, hat also den Charakter eines
Knotenpunktes behalten; folglich haben wir in X die Polcurve nicht
iiberschritten — denn in diesem Falle miisste sich [); in einen
isolirten Punkt verwandelt haben. Die Curven p und ¢ berithren sich
demnach in X. Da nun beide Curven, von den Punkten 4 und B und
den imagindren Kreispunkten abgesehen, noch 8.10 — 4.8 = 48 Punkte
gemein haben, so ergiebt sich aus unserem letzten Satze: Die Ucber-
gangscurve und die Polcurve beruhren sich in den zwolf Punkten,
welche Bahncurven mit Schnabelspitzen beschreiben, und schneiden sich
ausserdem noch in 24 Punkten. FEinem solchen Schnittpunkte ent-
spricht eine Bahncurve mit einem Selbstberithrungspunkte (D, 1))
und einer Spitze (1);).

§. 18. Todtlagen eines durchschlagenden Gelenkvierecks.

Ein Gelenkviereck heisst durchschlagend, wenn seine Seiten in eine
einzige Gerade zusammenfallen konnen. Ist #BB A ein solches Viereck
und A4, B, eine Todtlage der Koppel A B, so kann die Gerade A B aus
vier verschiedenen Nachbarlagen nach A4, B, gelangen, und hieraus

Fig. 18, ergiebt sich die Zwei-
deutigkeit des Pols fiir
die Todtlage A4,B,; die
betreffenden Pole sind
bekanntlich die Doppel-
punkte g, B, einer In-
volution mit den Paaren
A, By und B, 4, (Fig. 18).
Zu beiden Punkten gehort
die Gerade AB als Pol-
bahnnormale. — Jeder

Systempunkt E der

Koppelebene befindet sich

in der Todtlage in einem
,Sonderdoppelpunkte“ I, seiner Bahncurve &; diese hat ausserdem
noch drei ,gewShnliche¢ Doppelpunkte F,, E,, E, auf dem Kreise,
der uber der Sehne AB den Winkel A £ B fasst. Liegt aber E auf
dem Kreise t iiber dem Durchmesser P, P5,, so vereinigen sich zwei
gewohnliche Doppelpunkte mit dem Sonderdoppelpunkte E, zu einem
dreifachen Punkte der Curve &1).

1) Ueber die Doppelpunkte der Koppelcurve; Zeitschrift fur Math und Phys
36, 68.
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Im vorliegenden Falle sind die beiden Rollcurven symmetrisch in
Bezug auf die Polbahnnormale AB; die dem Pole §, entsprechenden
Wendepole W,, W, ... liegen daher simmtlich auf dieser Geraden.
(§ 6, V) Bezeichnen wir die Entfernungen der Punkte A, B, A4,, B,,
Wy, Wy ... von P, bezw. mit o, o', #, +', 43, ¥, . . ., S0 ist

1 1 1 1 1
oo e g (70)
Vertauschen wir ferner in Gleichung (37) », %, £ bezw. mit g, ¥,
x, und setzen x, = 0, @ — 909, so ergiebt sich
0*(Ws — 1) + @4y, — 3y1) + 3y =0
und analog
o2 (s — 1) + @' (4y, — 3yi) + 3y) =0
Hieraus folgt

Yy = 499r too" — v (0 -+ )} (71)
und
3y,
— —
Y Y1 00

Der Ball’sche Punkt ist gegenwirtig identisch mit dem Wendepol
W,, und dieser befindet sich in einem Selbstberiihrungspunkte seiner
Bahncurve, beschreibt also niemals eine Bahnstelle mit mehr als vier-
punktig berithrender Tangente.

Sollen alle Punkte des Wendekreises w, Undulationspunkte durch-
laufen, so muss W, mit P, zusammenfallen. Dann ist y, = 0, d. h.
nach (71)

1 1 1
noe e
oder nach (70)
2 1
o +
Nun sind aber P, B,, A, By vier harmomsche Punkte, also ist auch
2 1 1
LE e T

d. h. ¢, = B, P, oder W, identisch mit P, und der Kreis w, identisch
mit f.  Fallt demnach der dem Punkte B, entsprechende Wendepol
zusammen mit P, so beschreiben alle Punkte des Wendekreises 1w,
Undulationspunkte, und jeder dieser Punkte befindet sich gleichzeitiy in
einem dreifachen Punkte seiner Bahncurve.

Dieser Fall ist in Fig. 18 dargestellt. Dabei sind die Punkte 9"
A, A, beliebig angenommen; P ist als der zugehorige Wendepol
in bekannter Weise construirt worden, und B, B, sind die vierten
harmonischen Punkte bezw. zu B, B , 4, und P, P, A. Ein beliebiger
Punkt E, des Kreises iiber P, P, beschreibt eine Bahncurve &, die in
E, cinen dreifachen Punkt hat. Geht die Gerade AB so durch die

6*
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Todtlage 4, B,, dass B der zugehdrige Pol ist, so befindet sich der
Punkt F in vier unendlich benachbarten Lagen auf der Geraden B .
Dem zweiten Durchgange durch die Todtlage, mit P, als Pol, entsprechen
nur zwei unendlich benachbarte Lagen von F auf der Geraden P _I;
uiberdies beriihrt der durch A4, B und FE, gehende Kreis die Curve &
in F, und schneidet sie noch in einem Doppelpunkte, der hier ein

isolirter Punkt ist. — Bezeichnen wir die Lingen der Glieder A 4,
BB, AB, AB wieder mit a, b, ¢, d, so ist in Fig. 18
d=0b+c¢c—a.

Driicken wir noch aus, dass y, =— P, P, sen soll, so finden wir zwischen
den Gliedern a, b, ¢ die Bedingung

cla+ 062+ d(@—+c)2—ad—rc2=0.
In der Systemlage, die B, zum Pole hat, ist dieser zugleich der
Ball’sche Punkt; seine Bahncurve p hat also mit der Geraden AB fiinf

unendlich benachbarte Punkte gemein und schneidet 4B zum sechsten
Male wieder in .




UBER DEN

ARITHMETISCHEN CHARAKTER

GEWISSER NETZE

VON

UNENDLICH VIELEN CONGRUENTEN VIERECKEN.

Vox

R. FRICKE.



Zieht man in einer Ebene zwei Systeme #quidistanter Geraden,
wie dies in Fig. 1 angedeutet ist, so erscheint dadurch die ganze
Ebene iiberdeckt mit einem Netze unendlich vieler, unter einander con-
gruenter Vierecke. Dabei handelt es sich offenbar um Parallelogramme
oder, wie wir hier besser sagen, um Vierecke mit gleichen Gegen-
seiten.

Das gezeichnete Vierecksnetz moge N heissen, die einzelnen Vier-
ecke aber allgemein V" oder, wenn wir sie von einander unterscheiden
wollen, Vi, Vi, Vs, ...

Man kann sich nun das Netz N auch dadurch entstanden denken,
dass man von einem ersten, willkiirlich zu wihlenden Viereck V;, dem

Fig. 1. Fig. 2.

V,

1 1

L
|
\ Ifoa EJ\——)- V, \

sogenannten , Ausgangsviereck®,

ausgeht, dieses vermdge der in

Fig. 2 durch Pfeile versinnlichten

Parallelverschiebungen in die
benachbarten Lagen V,, V,, ... iiberfihrt und den Process in der
gleichen Weise fortfiihrt.

Es ist eine Folge der vorausgesetzten Gleichheit der Gegenseiten
bei V, dass sich bei dem so eingeleiteten Process die gemeinsamen
Seiten benachbarter Vierecke des entstehenden Netzes immer genau,
d. 1. ohne Rest oder Ueberschuss, decken.

Andererseits schliesst sich der Process jedesmal um die Eckpunkte
der Vierecke herum glatt ab; und man erkennt als Grund dieser
Thatsache sofort den Umstand, dass die Winkelsumme des cinzelnen V.
gleich 2w, d. 1. gleich vier Rechten ist.

Es giebt unendlich viele Parallelverschiebungen der Ebene, durch
welche das Netz N in sich selbst iibergefithrt wird, Diese Parallel-
verschiebungen bilden in ihrer Gesammtheit eine sogenannte ,Gruppe
zusammengehoriger Operationen® mit der charakteristischen Gruppen-
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eigenschaft, nach welcher zwei Operationen der Gruppe, combinirt,
d. i. nach einander ausgeiibt, auf eine gleichfalls der Gruppe an-
gehorende Operation hinauskommen.

Es ist ein Leichtes, die hiermit gewonnene Gruppe analytisch
darzustellen. Wir denken zu diesem Zweck die zu Grunde liegende
Ebene als FEbene einer complexen Variabelen &, wobei der Einfachheit
halber der Nullpunkt { = 0 in einem der Eckpunkte des Ausgangs-
vierecks V, liege. Die homologen Eckpunkte der in Fig. 2 gezeich-
neten, mit ¥V, benachbarten Vierecke V7, und V, mogen bei { = o,
bezw. @, liegen. Bei den beiden zugehdrigen Parallelverschiebungen
wird dann der einzelne ,Punkt“ ¢ in den Punkt:

=8¢+ w, bezw. § =¢ -+ o,

transformirt. Insgesammt aber nimmt die oben geometrisch definirte
Gruppe die Gestalt der ,Gruppe aller linearer Substitutionen®:

' =§ -+ mo + mao,
an, wo my, m, die gesammten Paare ganzer Zahlen zu durchlaufen hat.

Die Gruppe aller dieser Substitutionen heisse I'; die einzelnen
Substitutionen von I' mdgen S genannt werden oder, wenn wir sie
unterscheiden wollen, S;, S;, S, ..., wobet S, das Symbol der soge-
nannten ,identischen“ Substitution § — ¢ sei. Die Gruppeneigen-
schaft von I" ist bei Combination zweier Substitutionen S aus der
Ganzzahligkeit der Coéfficienten m,, m, arithmetisch unmittelbar
deutlich.

Uebrigens ist es bekannt, dass die Gruppe I” ein Fundament fiir
die Theorie der elliptischen oder doppeltperiodischen Functionen abgiebt,
d. h. derjenigen eindeutigen analytischen IFunctionen der complexen
Variabelen ¢, welche sich bei Ausiibung der Substitutionen von I" auf
¢ invariant verhalten. —

Die vorstehende Ueberlegung wiederhole man, indem man an
Stelle der bisherigen Euklidischen Ebene nunmehr die FEbene der
Lobatschewsky’schen Geometrie setzt1). In dieser Geometrie ist die
Winkelsumme des geradlinigen Vierecks << 2 #, und zwar um so kleiner,
je grosser der Inhalt des Vierecks ist. Wir wihlen demnach ein
Viereck V, aus, welches wieder gleiche Gegenseiten hat, dessen Winkel-

summe jedoch der mte Theil von vier Rechten, QW%, ist. Man zeigt leicht,

dass V, auch gleiche Gegenwinkel hat. Die Bezeichnung ,Parallelo-
gramm® fiir V, wire iibrigens nicht am Platze, da die Gegenseiten

1) Unter den zahlreichen Monographien uber Lobatschewsky’sche, sowie
uberhaupt Nichteuklidische Geometrie ser hier vor Allem genannt. ,Killing,
Ewnfubrung wm die Grundlagen der Geometrie“, Paderborn 1893.
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von ¥, zwar einander niemals schneidende, jedoch nicht parallele
Geraden der Lobatschewsky’schen Ebene sind?).

Es hindert nun nichts, genau nach der oben befolgten Regel an
V, weitere mit ¥, congruente Vierecke V;, V,, ... anzulagern. Zwei
benachbarte Vierecke werden sich dabei lings ihrer gemeinsamen
Seite genau an einander schliessen; und auch um die Ecken herum
schliesst sich der Reproductionsprocess der Vierecke glatt ab. Jedoch
erkennt man wegen der verinderten Winkelsumme von V sofort den
einen Unterschied gegen frither, dass der einzelne Eckpunkt jetet stets
von 4m Vierecken umlagert ist.

Durch allseitige unbegrenzte Fortsetzung des eingeleiteten Processes
gewinnt_man ein Netz congruenter Vierecke V, welches die ganze Ebene
Lickenlos und diberall einfach bedeckt.

Das Vierecksnetz N ldsst sich auf verschiedene Arten der un-
mittelbaren, an die Verhiltnisse der Euklidischen Geometrie gewohnten
Anschauung zuginglich machen?). Die in dieser Hinsicht fiir die
Folge wichtigste Methode griindet sich auf einen gewissen Gebrauch
der Geometrie der Kreisverwandtschaften %). Eine ausfithrliche Erorte-
rung dieses Gegenstandes findet man in ,A. F. L« S, 26 ff. Fiir den
vorliegenden Zweck mogen folgende Angaben geniigen.

Man stelle neben die Lobatschewsky’sche Ebene eine zweite
Ebene, welche man als diejenige der complexen Variabelen § = & + iq
im Sinne der Functionentheorie ansieht. Letztere Ebene wird durch
die reelle §{-Axe in zwei ,Halbebenen“ getheilt, welche man dem Vor-
zeichen von 47 entsprechend als ,positive und ,negative“ Halbebene
unterscheidet.

Es lasst sich alsdann die Lobatschewsky’sche Ebene auf eine
der ¢-Halbebenen, etwa die positive eindeutig abbilden (cf. ,A. F. L«
S.22ft). Dabei correspondiren den Geraden der Lobatschewsky’schen
Ebene die Halbkreise der ¢-Halbebene, welche auf der reellen ¢-Axe
orthogonal aufstehen. Die Gerade besitzt, den Vorstellungen der
Lobatschewsky’schen Geometrie entsprechend, zwei unendlich ferne
Punkte; ihnen sind die beiden Fusspunkte des zugehorigen Halbkreises
zugeordnet. Das Abbild aller unendlich fernen Punkte wird durch
den Rand der {-Halbebene, d. i. durch die reelle Axe, gebildet. Der
Winkel zweier Geraden ist in der ¢-Halbebene im Sinne der elemen-

) Eine genaue Theorie dieser Vierecke findet sich i dem ersten Bande der
demnachst von F. Klein und mir herauszugebenden , Vorlesungen uber die Theorie
der eindeutigen automorphen Functionen® (Leipzig bei Teubner), 8. 288 ff.
Dieses Werk wird weiterhin als ,A. F. 1.4 unter blosser Angabe der Seitenzahl
citirt.

2) Siehe hierzu auch Killing, a. a. O, 8. 11.

%) Diese Theorie findet sich von der geometrischen Seite her begrundet
in ,Mobius, Die Theorie der Kreisverwandtschaften in rewn geometrischer Dar-
stellung®, Abhandl. der Konigl. Sachs. Gesell d. Wiss. zu Leipzig, Bd. 2 (1855).
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taren Planimetrie als Winkel zwischen den beiden zugehorigen Halb-
kreisen abzulesen.

Das Wichtigste aber ist, duss die congruenten Verschiebungen der
Lobatschewsky’ schen Ebene diejenigen Transformationen der positiven
§-Hulbebene in sich liefern, wie sie durch die Substitutionen:

o8+ B

C=geo M
mit  beliebigen veellen Coéfficienten «, B, y, 0 der Determinante
w0 — By = 1 dargestellt werden (cf. ,A. F. 1.4, 8. 29). Eben diese
sind die linearen Substitutionen, welche ,kreisverwandte“ Abbildungen
der ¢-Halbebene auf sich selbst vermitteln.

Das Vierecksnetz N nimmt nun die Gestalt eines diber die ganze
posttive § - Halbebene ausgespannten Netzes von Kreisbogenvierecken an,
welches diese Halbebene zugleich iberall nur einfach bedeckt. Das Netz

Tig. 3.

heisse auch in der neuen Gestalt N, und seine Vierecke mogen nach
wie vor V,, Vi, V,, ... genannt werden. Letztere sind alle unter
einander kreisverwandt; und die besonderen Substitutionen (1), ver-
moge deren das Ausgangsviereck ¥, in die iibrigen Vierecke V3, V5, . . .

von N iibergefithrt wird, mogen S,, S,, ... genannt werden, wihrend
die ,identische¢ Substitution S, oder ¢ = ¢ das Viereck V, in sich
transformirt. Diese Substitutionen Sy, Sy, S;, ... bilden insgesammt

cine , Gruppe®, die wir wieder I' nennen wollen. Das arithmetische
Studium dieser Gruppe I, bezw. ihrer Substitutionscoétficienten soll
der eigentliche Gegenstand der vorliegenden Notiz sein.

Zur Erliuterung der geometrischen Seite vorstehender Ueber-
legung diene die in Fig. 3 entworfene Skizze, welche ein Netz von
Kreisbogenvierecken der Winkelsumme z andeutet. Die Vierecke
wurden hier iiberdies so gewihlt, dass das einzelne durch seine beiden
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Mittellinien jeweils symmetrisch gehilftet erscheint. Es zerfdllt solcher-
weise jn vier kleinere Kreisbogenvierecke, welche in der Figur dadurch
besser kenntlich gemacht wurden, dass sie abwechselnd schraffirt und
frei gelassen wurden. Als Ausgangsviereck denke man etwa dasjenige
Viereck, dessen Seiten durch stérkeres Ausziehen besonders hervor-
gehoben wurden. Die beiden oberhalb und rechts von diesem Aus-
gangsviereck gelegenen Vierecke modgen nach Analogie von Fig. 2
durch 7, und V, bezeichnet werden, und ihnen entsprechen die Sub-
stitutionen S, und S,. Durch Wiederholung und Combination von S,
und S, lasst sich alsdann jede Substitution von I' herstellen, d. & wir
haben im Smne der Gruppentheorie in S, und S, ein System von Er-
zeugenden unserer Gruppe I' vor wns. In der Richtung gegen die
reelle {-Axe, und zwar gegen jede Stelle derselben werden sich die
Vierecke des Netzes N immer dichter zusammendringen. Auch in
der Lobatschewsky’schen Ebene wird ja jeder ins Unendliche
ziehende Strahl ohne Ende immer neue Vierecke durchwandern.

Man wird nun die volle Analogie zu den oben in der Euklidischen
Ebene geschilderten Verhiltnissen bemerkt haben. In der That ist
diese Analogie eine durchgéingige. Man wird z. B. auch sofort nach
der functionentheoretischen Seite weitergehen und den elliptischen
Functionen hier solche eindeutige analytische Functionen f(£) gegen-
iberstellen, welche bei Ausiibung der Substitutionen unserer Gruppe I’
wmvariant sind. Wir haben hiermit eine specielle und zwar besonders
einfache Gattung eindeutiger automorpher Functionen definirt.

Das Zustandekommen der Gruppe war nun oben bei den Sub-
stitutionen §' = § 4 m, @, + my @, aus der arithmetischen Bauart
der Substitutionscoéfficienten unmittelbar einzusehen. Hier bei den
Gruppen der Vierecksnetze in der Lobatschewsky’schen Ebene ist
aber die directe Evkenntniss des arithmetischen Bildungsgesetzes aller
Substitutionen S,, S, Sy, . . . der einzelnen Gruppe I' weit schwieriger.
Man miisste hier die Natur der etwa durch o, Bx, vis 0% zu bezeich-
nenden Coéfficienten von S, insoweit charakterisiren konnen, dass
man einsieht, warum sich diese Natur von zwei Substitutionen der
Gruppe auf die durch Combination derselben entspringende dritte Sub-
stitution von selbst iibertriigt. Ueben wir auf ¢ zuerst Sy, auf den
transformirten Werth sodann S, aus, so entspringt die Substitution:

g: _ (O‘z 0 ‘+‘ ﬂ}?k)gj— (Oﬁ ﬁk "{’_ ﬁz 6k)

o (7}1 oy, + 61, Yk)g —+_ (% ﬂk + 61 ak)
Es wird sich also hier um solche Gesetzmissigkeiten handeln
mussen, welche, fiir die beiden Quadrupel o, 8, 3., 8, und o, Bi, Vi, O
vorausgesetzt, dann von selbst auch fur das Quadrupel:

0y == 0y Ol "]L' ﬁzyl.a ﬁl = 0y ﬂh + [),1, aka 7= Y. 0 + 517’1«, (2)

gelten 0y = . fr - 0,0
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Man kennt einstweilen noch kein allgemeines Princip, eine geo-
metrisch durch ein Vierecks- oder ein sonstiges Polygonnetz definirte
Gruppe im vorstehenden Sinne der unmittelbaren arithmetischen Er-
kenntniss zugidnglich zu machen. Aber man hat doch von Seiten
der Arithmetik der ganzen algebraischen Zahlen zur Kenntniss eines
gewissen allgemeinen Ansatzes gelangen konnen, welcher zwar in keiner
Weise einen Ersatz des eben postulirten allgemeinen Princips dar-
bietet, der gleichwohl fiir zahlreiche, in der Theorie der automorphen
Functionen auftretende Gattungen von Gruppen arithmetisch erkannte
Einzelbeispiele zur Verfiigung stellt. Einige nihere Angaben hieriiber
werden zunichst am Platze sein?).

Es sei symbolisch unter &, ein reeller Korper niten Grades aus
algebraischen Zahlen verstanden, und wir nehmen der Einfachheit
halber an, dass in &, die Anzahl der Idealclassen gleich 1 ist, d. h.
dass die elementaren Gesetze der Division gelten ?). Aus £, greifen wir
drei von O verschiedene, positive ganze algebraische Zahlen p, ¢, r
auf und verstehen unter:

P=piP 4=, ¥="11T (3)
irgend drei Zerlegungen von p, ¢, r in positive ganzzahlige Factoren
Pu Doy -

Wir verstehen ferner unter a,, a,, a;, @, irgend vier ganze Zahlen
aus £, und bilden alsdann die Substitution:

- (“1‘/10_1—”?_1' aQV@@_C_—F (“SVM+ “4\/@ Vé’ (4)
(—" a;Vp, 7y —+ “4V19z 71)V92 g _|' ((‘1 Vpl " —-%VPQ 7'1)‘/@1

von der wir jedoch noch fordern, dass sie unimodular, d. i. von der
Determinante 1 sei:

aip @i — Py Uty - alp Gt — alpy gy = 1 (5)
Bilden wir nun irgend zwei in dieser Art zum Korper £, und
dem gleichen Tripel p, ¢, r gehorende Substitutionen und combiniren
sie nach dem Gesetze (2), so zeigt die Rechnung, dass auch die
entspringende Substitution dieselbe Bauart besitzt: Diese zu 82, und
P, q, v gehorenden Substitutionen werden demnach in ihrer Gesammtheit
eine Gruppe bilden.
Um den Ansatz noch etwas allgemeiner zu gestalten, setzen wir
auch noch die folgenden unimodularen Substitutionen hinzu:

4

1) Wegen der Beweise vergl. man die Abhandlung des Verfassers: ,Zur
gruppentheoretischen Grundlegung der automorphen Iunctionen® in Bd. 42 der
Mathemat. Annalen, S. 564 ff. (1892).

2) Wegen der allgemeinen Theorie der Korper £, sehe man. ,R. Dede-
kind, Ueber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen“ im Supplement XI
von Dirichlet’s Vorlesungen uber Zahlentheorie, 4. Aufl. (1894).
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alvpl "+ %V})z ") V’]_l t b “svpi ry + “4\/1’2 " v&;
v v
R :
—aVpiry + Viar: - i wVpir — ayVpy g~
” \/(12 L& V(ll

v

(6)

Hier sollen «,, «g, - . Py Pay - - - in derselben Bedeutung wie in
(4) gebraucht sein; und es soll der Nenner v eine ganze algebraische
Zohl sein, welche jedoch so gewidhlt sein muss, dass die vier Coéffi-
cienten der Substitution (6) gleichfulls ganze algebraische Zahlen sind.
Es handelt sich dabei naturlich nicht mehr um ganze Zahlen aus £,
sondern aus gewissen umfassenderen Korpern, welche ersichtlich aus
&, durch Zusatz von Quadratwurzeln entspringen. Auch die Zahl v
braucht keineswegs dem Korper £, anzugehoren; jedoch folgt aus:

AP T — AP Ty - GIP BTy — Al PGt = V2 (7)
dass jedenfalls v dem Korper £, angehort. Uebrigens kommt man
fir v = 1 auf die Substitutionen (4) zuruck.

Es ist nun unmittelbar deutlich, duss auch die Substitutionen (6)
in dhrer Gesammtheit ewne Gruppe bilden, in welcher die Gruppe aller
Substitutionen (4) als Untergruppe enthalten ist. Bei der Combination
zweier Substitutionen bleibt sowohl die Bauart, wie auch die Ganz-
zahligkeit der Substitutionscoéfficienten erhalten.

Die hiermit definirten Gruppen sind nun zwar stets sogenannte
ydiscontinuirliche Gruppen.  Aber es tritt hier noch eine feinere
Unterscheidung in Kraft, welche in der Theorie unserer Gruppen die
yetgentlich discontinuirlichen® von den ,uneigentlich discontinuerlichen®
Gruppen scheidet ). Gruppen, welche man aus Vierecksnetzen oder
sonstigen Polygonnetzen unserer Art wie oben definirt, sind stets
esgentlich discontinuirlich, und diese Gruppen sind es allein, welche in
der Theorie der eindeutigen automorphen Functionen Verwendung
finden.

Die nihere Untersuchung hat nun gezeigt, dass die zum Korper
L, und dem Tripel p, q, r gehorende Gruppe aller Substitutionen (6)
stets und nur dann eigentlich discontinwirlich ist, wenn folgenden drei
Bedingungen Geniige geschieht :

I Alle mit , conjugirten Korper miissen reell sein;

1I. Alle mit pr conjugirten Zahlen ausser pr selber miissen nega-
tiw sein ;

II1.  Alle mit pq conjugirten Zahlen ausser pq selber miissen nega-
tiw sein.

Der Beweis dieses Theorems?) griindet sich auf Dirichlet’s Theorie
der Einheiten in endlichen Korpern.

1) Man findet das Nahere hieruber in ,A. F. I% S. 62 und 98 {f.
2) Siehe wegen des Beweises die oben genannte Abhandlung des Verfassers
in Bd. 42 der Mathemat. Annalen, S. 571 ff.
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Die » mit pr conjugirten Zahlen sind die Wurzeln einer Gleichung
nten Grades, welche im rationalen Korper £, entweder irreducibel ist,
oder deren linke Seite die Potenz einer irreducibeln Function dar-
stellt ). Letzteres ist im Falle der eigentlichen Discontinuitit der
Gruppe nicht moglich, da anderenfalls wenigstens zwei Wurzeln mit
pr identisch und also positiv wiren. Die gesammten Zahlen von £,
sind demnach in der Form:

Ty 4 1y (p7) + by (pr)2 -+ = Dyy . (pr)n—?
mit rationalen Coéfficienten 5, darstellbar, so dass der Korper £,
bereits eindeutig mit Angabe der drei ganzen algebraischen Zahlen
P, q, r festgelegt ist. In diesem Sinne werden wir spéterhin kurz von
einer ,Gruppe des Tripels p, q, r“ ohne Angabe des Korpers £,
sprechen diirfen.

Die den verschiedenen Zerlegungen (3) entsprechenden Substitu-
tionen des Tripels p, ¢, » konnte man als eine Reihe verschiedener
»Lypen von Substitutionen bezeichnen. Dabei spielt der zur Zer-
legung p =—=1.p, g=1.q, r = 1.+ gehorige Typus, bei welchem
somit p, — ¢; =— r;, — 1 ist, die wichtigste Rolle. =~ Wir bezeichnen
diesen Typus somit als den ,Huaupttypus“. Man zeigt aber ohne Miihe
die beiden folgenden Sitze: Irgend eine Substitution der Gruppe ergiebt,
evnmnal mit sich selbst combinirt, stets eine Substitution des Houpttypus.
Die Substitutionen des Haupttypus bilden fir sich eine Untergruppe,
die sogenanmnte ,Houptuntergruppe“. Bei vielen Untersuchungen kann
man sich auf die Betrachtung der Hauptuntergruppe beschrinken. So
z. B. ist es geniigend, die eigentliche Discontinuitdt der Hauptunter-
gruppe festzustellen; diejenige der Gesammtgruppe ist damit zugleich
bewiesen.

Die letztere Bemerkung ist von Wichtigkeit, wenn man den ent-
wickelten Ansatz auf solche Korper £, ibertragen will, bei denen die
elementaren Divisionsgesetze nicht mehr gelten, oder um es in der
Sprache der Theorie der ganzen algebraischen Zahlen auszudriicken,
bei denen die Anzahl der Idealclassen > 1 ist. Der Ansatz (6) der
Substitutionen ist jetzt einer unwesentlichen formalen Verinderung
und einer geringfiigigen sachlichen FErweiterung zu unterziehen 2).
Insbesondere bleibt die Hauptuntergruppe sowohl in der Gestalt ihrer
Substitutionen wie auch in ihrer Bedeutung vollig unveréindert. Die
Folge ist, dass auch an den drei Bedingungen der eigentlichen Discon-
tinuitdt keine Aenderung eintritt. —

1) Man vergleiche hierzu etwa ,Weber, Lehrbuch der Algebra“, Bd. I,
S. 462 (Braunschweig 1895).

?) Siehe hieruber die Notiz des Verfassers ,Kine Anwendung der Ideal-
theorie auf die Substitutionsgruppen der automorphen Functionen®, Gottinger
Nachrichten von 1894, Nr. 2.
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Es ist nun bereits in der vorhin genannten Arbeit des Verfassers
in Bd. 42 der Mathem. Annalen untersucht, inwieweit sich die in
der Theorie der automorphen Functionen auftretenden Gruppen der
Dreiecksnetze als Gruppen von Zahlentripeln p, ¢, » arithmetisch
erkennen lassen. Es zeigte sich, dass hier die Korper £, gewisse
reelle Kreistheilungskorper sind, ndmlich die Korper der sogenannten
zweigliedrigen Perioden aus Einheitswurzeln. Dabei ergab sich eine
wenn -auch nicht sehr ausgedehnte Reihe von Beispielen, deren arith-
metische Erkenntniss unserem Ansatze zuginglich war.

Man kennt aber nun vor allen Dingen sehr genau die Theorie
der quadratischen Korper £,. Wir stellen demnach hier folgende
Aufgabe: Unter alleiniger Zulassung des rationalen Korpers 8, und
der reellen quadratischen Korper 8, soll untersucht werden, tnwieweit
sich vermoge des entwickelten Ansatzes die arithmetischen Bildungs-
gesetze der obigen zu den Vierecksnetzen N gehorenden Gruppen I ein-
sehen lassen.

Fiihrt nun die Gruppe I" eines einzelnen Netzes N thatsichlich
auf die Gruppe eines Tripels p, ¢, », so kann man aus der arithme-
tischen Gestalt der Gruppe eine sehr wichtige Folgerung ziehen, die-
jenige némlich, dass das Vierecksnetz sowohl beziiglich der imaginiren
- Axe, wie auch beziiglich des Einheitskreises (Halbkreises mit dem
Radius 1 um § = 0) sich selbst symmetrisch ist. Greifen wir aber
irgend ein Viereck V auf, welches von der imagindren ¢-Axe durch-
schnitten wird oder dieser Axe anliegt, so ist die Axe entweder Mittel-
linie oder Diagonale oder Seite von 7. In den beiden letzten Fillen
liegen auf der imaginéiren {-Axe Eckpunkte des Netzes N; und wir
wollen, indem wir einen dieser Eckpunkte aufgreifen, diejenige Substitu-
tion der Gruppe construiren, welche das Netz um diesen Eckpunkt

durch den Winkel 27;—! dreht. Dieselbe hat die Gestalt:

T . T
€08 — - ® Sitn —
Mn g + m

gl:" )

. T 7
— x-S —- 08 —
m &+ m

wo % eine gewisse von O verschiedene reelle Zahl ist. Hier sind erst
200 und 20, aber noch nicht « und 0 ganze algebraische Zahlen;
diese Substitution kann also nicht in der Gruppe vorkommen. Es
folgt, dass die imagindre §- Axe als ,Mittellinie“ eine Symmetrielinie

von V ist; das Viereck V hat somit vier einander gleiche Winkel 2—7:70 .

Der Einheitskreis kann nun entweder Mittellinien oder Seiten der an
ihm participirenden Vierecke liefern; und die Rechnung zeigt, dass
beide Annahmen mit der Ganzzahligkeit der Coéfficienten vereinbar
sind. Die zur einen Annahme gehérende Gruppe ist iberdies durch
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eine sehr einfache Transformation in die andere Gruppe uberfiihrbar.
Um unsere Untersuchung nicht zu ausgedehnt zu gestalten, setzen wir
demnach hier voraus, dass auch der Einheitskreis ,DMittellinien fuir
die betheiligten Vierecke liefert.

Wir withlen als Ausgangsviereck V, dasjenige mit dem Centrum
bei § =4 und gebrauchen die oben erklirten Substitutionen S,, S,
als Erzeugende der Gruppe. Die Substitutionen S,, S, haben dann
die Gestalt:
o §

—1
09

¢ — ¢+ Vel—1
Vol —1¢ + o
wo «; und o, positive Zahlen und &, > 1 ist.

Es giebt nun bei gegebenem m, d. i. gegebenem Inhalt, offenbar
noch @t Vierecke unserer Art. Dies kommt fiir die Berechnung der
Erzeugenden darauf hinaus, dass &, oberhalb 1 oder auch % — ot; — o,
als positive Zahl willkiirlich wahlbar ist. Iis ist aber alsdann o, fest
bestimmt, und zwar durch die Forderung, dass durch die Substitution

S, S5 8,718,~1, symbolisch geschrieben, eine Drehung durch den Winkel

% um die rechts oben gelegene Ecke von ¥, dargestellt wird. Wie

¢ =

man durch directe Rechnung zeigt, liefert diese Forderung die Relation:
R 7
[, 4 1 — 4] (o —1) = deos? 5.

Fir die erzeugenden Substitutionen erhalten wir daraufhin:

Vur - 4 1+« 0
2 ?
Sl = —_— I ’ (8)
Ve ~+ 4 —x
0, ———
2
L L
\/1 —+ 4 <cos 2m> %2, 2 cos 5"
S, = )
2 (0§ e n \/1 + 4 (cos _7z_>?_%_2
2m ’ 2m

wo, wie gesagt, x als positive Zahl willkiirlich wdhlbar ist. Der Kiirze
halber sind hier und weiterhin nur jeweils die Schemata der vier
Coéfficienten der einzelnen Substitutionen angegeben.

Unsere Aufgabe ist nun zunichst, fiir die einzelnen ganzen Zahlen
m > 1 alle diejenigen positiven Zahlwerthe » anzugeben, fiir welche
sich die Substitutionen (8) und (9) zugleich als unimodulare Substitu-
tionen der Gestalt (6) darstellen lassen, und den dabei zur Geltung
kommenden Korper £,, sowie das zugehérige Tripel p, ¢, » im Einzel-
falle zu charakterisiren. Dabei soll jedoch, wie oben festgesetzt wurde,
der Grad » des Korpers nur entweder 1 oder 2 sein.
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Fiir die Substitution S, ist « — 0 = %, und es ist also zufolge
(6) das Quadrat von x eine ganze Zahl von &, oder eines gewissen £2,.
Da weiter fir S, die Coéfficienten 8 und p gleich sind, so ist 2 eine
ganze Zahl desselben Korpers £, und dasselbe gilt demnach von:

T \? 14
(2 coS m) -—200817';4—2
und also auch von 2 cos % Nun ist aber diese letztere Zahl die

Wurzel einer in £, irreducibeln Gleichung des Grades 1 ¢ (2m), unter
@ (k) in bekannter Art die Anzahl der modulo % incongruenten und
gegen [ relativ primen Zahlen verstanden. Soll aber 1 ¢ (2 m) gleich
1 oder 2 sein, so ist m auf die Werthe 2, 3, 4, b, 6 eingeschriankt.

Man kann auch noch den Grenzfall m — o zufiigen, wo 2 cos%
rational wird. Soll der Grad des Zahlenkorpers &, nicht > 2 sein,
so hat man m auf die sechs Werthe einzuschrinken:
m=29 3,4, 5, 6, o.
Diese sechs Fille zerfallen in zwei Kategorien, wobei zur ersten
2, 3, o, zur zweiten 4, 5, 6 gehoren. In den drei ersten Fallen ist

oS % rational, und also kann man hier zundchst den Korper &, oder
wrgend einen Korper &, willkvrlich wahlen. In den drei iibrigen Fillen
ist man in Folge des Werthes von cos % von vornherein auf je einen

bestimmten Korper L, eingeschrankt; und zwar liegt fir m — 4 der
Korper von der Basis [1, V/2] oder, wie wir kurz sagen wollen, der

Korper [1, V2], fur m = 5 der Korper [1, 551/2] und fir m = 6

der Korper [1, 1/3] vor.

Allgemein gilt nun folgende Ueberlegung, bei welcher wir die
Coéfficienten von S,, wie oben, kurz o, f3,, 7., 0, nennen. Da e, und 90,
ganze algebraische Zahlen sind, so gilt dasselbe von % — o, — d,. Zu-
folge (6) ist aber %2 eine Zahl im zu Grunde liegenden Korper £,
und also auch eine ganze Zahl in &,. Da ferner g; eine ganze alge-
braische Zahl, und wegen 8, = y, zufolge (6) in £, enthalten ist, so
muss x? in der £, angehdrenden ganzen Zahl (2 cos 2—7:—”>2 aufgehen.
Ist dies der Fall, so ist §, und also auch &, = }/1 - B2 eine ganze
algebraische Zahl. Aber auch «, und 9, sind alsdann stets ganz-
zahlig; denn dies gilt von (o, +90,) und «, 0,. Es ist hiernach noth-

2
wendig, %2 als positive ganze, in <2 co0s 2—%) aufgehende Zahl von £,

zu wihlen, worauf dee Cocfficienten von S, und S, durchwey ganze
Zahlen sind. —
Festschrift 7
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Wir untersuchen nun zunichst diejenigen Félle, bei denen £, der
rationale Korper &, ist.
Je nachdem man m =— 2, 3 oder o nimmt, ist zu setzen:

T 2
(2 cos ——> = 2, 3 oder 4.
2m

Die Zahl #? als positive ganze rationale Zahl ist im ersten Falle
entweder gleich 1 oder 2, im zweiten Falle gleich 1 oder 3, im dritten
gleich 1 oder 2 oder endlich 4 zu wihlen.

Die oben formulirten Bedingungen der eigentlichen Discontinuitét
sind fiir #» = 1 stets von selbst erfullt. Nach dieser Richtung brauchen
hier also keine besonderen Untersuchungen angestellt zu werden.

Den sieben genannten Werthen x? correspondiren die folgenden
sieben Substitutionssysteme:

Jiop o +=(5e)

V5 +1 0 -
5 2, V3
g b= (O Y5—1f 32=<V§, 2)’

I

1) S,

I
P S
L <
o
SH
l Al
st o
R
i
/\
o<
< ¢ |
SIS
\:/

(S I
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Versuchen wir nun, in jedem dieser sieben Félle die beiden Sub-
stitutionen S;, S, dem Ansatze (6) mit einem und demselben Tripel
unterzuordnen! Im ersten Falle lehrt der Vergleich der in S, und S,
enthaltenen Quadratwurzeln mit denen in (6), dass jedenfalls pr = 5
und pg — 6 ist. Man muss somit p =1, ¢ = 6, r = 5 nehmen.
Das einzelne Zahlentripel wollen wir kurz (p, ¢, ) schreiben, sowie
den Typus der Substitution alsdann (p;, ¢;, 7;; ¥). Dem Tripel (1, 6, 5)
ordnen sich nun wirklich beide Substitutionen im ersten Falle unter;
und zwar liegt bei S; der Typus (1, 1, 5; 2), bei S, aber (1, 8, 1; 1) vor.

Im sechsten Falle findet man pr = 8 und pg = 6. Es ist somit
hier fraglich, ob p = 1 oder p = 3 zu nehmen ist. Mit Riicksicht
auf den Zusammenhang, in welchem die bei £, eintretenden Gruppen
der Tripel (p, ¢, r) zur Theorie der ganzzahligen ternidren indefiniten
quadratischen Formen stehen!), ist es zweckmissig, p, ¢, » so zu
fixiren, dass keine zwei unter diesen Zahlen einen gemeinsamen
Theiler ausser 1 haben.

Es zeigt sich nun, dass sich die Substitutionenpaare S;, S, in
allen sieben Fillen dem Ansatz (6) unterordnen lassen. Die dabei zur
Geltung kommenden Tripel (p, g, #) bezw. die bei S; und S, vor-
liegenden Typen sind:

1) (1, 6, 5) (11 L, 5; 2) 1,3, 1; 1)
2) {, 2, 3) (1, 1, 3; V2) (1, 2, 15 1)
3) (L 3, 5) (1, 1, 55 2) L 1,15 1)
4) (1, 2, 21) (1, 1, 75 2) 12 15 1)
5) (5,1, 1) (5, 1, 1; 2) (G, 1, 1; 1)
6) (3, 2, 1) 3, 1, 1; V2) (3,1, 1; 1)
) (2 1, 1) 2 1, 1; 1) (2, 1, 15 1).

Durch das Bisherige ist nur erst bewiesen, dass bei den in Rede
stehenden sieben Fillen die aus S, und S, zu erzeugende Gruppe des
Vierecksnetzes jedesmal als Untergruppe in der Gruppe des zugehdrigen
Tripels (p, g, r) enthalten ist. Ks wird sich indessen weiter unten
zeigen, dass es sich hierbei stets um eine leicht definirbare Unter-
gruppe des Index 2 bezw. 4 handelt. In diesem Sinne kénnen wir
den Satz aussprechen: Unter allen oben wn Ansatz gebrachten Gruppen
von Kreisbogenvierecken giebt es im Ganzen nur sieben, welche sich ver-
moge des rationalen Korpers &, duwrch das oben entwickelte Bildungs-
gesetz arithmetisch definiren lassen; die herbei zur Geltung kommenden
Tripel (p, q, r) ganzer rationaler Zahlen sind die soeben unter 1) bis T)
namhaft gemachten. —

1) Siehe hieruber die Notiz des Verfassers: ,Ueber indefinite quadratische
Formen mit 3 und 4 Variabelen®, Gottinger Nachrichten 1893, Nr. 19.
7*
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Es bleibt nun die Discussion derjenigen Fille, bei denen der zu
Grunde liegende Korper & vom zweiten Grade ist. Wir bedienen uns
hier der abkiirzenden Schreibweise:

1:40032—2%@, u = %2

Den sechs fiir uns in Betracht kommenden Zahlen m — 2, 3, 4,
5, 6, o entsprechen dann der Reihe nach folgende Zahlwerthe von A:

i=2 24+vn PEVR ays 0 o
Die Substitutionen S, und S, nehmen die Gestalt an:

Vo +4+ Ve
. SRR (VT Vi
e Vet Vep BTN Vi YT ae)

Der Vergleich dieser Substitutionen mit dem Ansatz (6) zeigt, dass
#(w -+ 4), abgesehen von quadratischen Factoren mit p », und dass
Au=1(1 + Ay—1) in demselben Sinne mit p g gleich sein muss. Man
setze dieserhalb:

uw(p -+ 4) = prs? Au=t(1 4+ Ap~1) = pqi? (11)
wobei s und ¢ zwei Zahlen aus £, sind.

Hier - treten nun die drei Bedingungen I, IT und IIT der eigent-
lichen Discontinuitdt in Kraft. Die Bedingung 1 ist stets von selbst
erfilllt; denn jeder Korper zweiten Grades und also auch jeder reelle
£, ist mit seinem conjugirten Korper identisch. Die Bedingungen II
und III kleiden sich auf Grund von (11) in die Gestalt:

pla+4) <0, 2p' (14 1) <0,
wenn wir unter 2 und g die mit 4 und p conjugirten Zahlen verstehen.
Da 4 zufolge (10) positiv ist, so liefert die letzte Ungleichung, mit g2
multiplicirt, 2 4 w << 0. Zufolge der ersten Ungleichung ist aber
w < 0; es folgt also w 4 4 > 0. Ziehen wir die oben bereits uber
die Auswahl von %2 = u gegebene Vorschrift wieder mit heran, so
hat sich ergeben: Man hat w der Reihe nach wut allen in &, ent-

2
haltenen ganzen, in A — <2 cos ‘)—7;-@ aufgehenden Zahlen identisch zu

setzen, fiir welche die Ungleichung erfillt ist:

< —u< 4 (12)
Auf Grund dieser Bedingung sind zwei Fille, nimlich m — 6 und
m = o, von vornherein auszuschliessen. Im Falle m — 6 muisste

némlich w eine Einheit von der Norm —1 sein. Eine solche Einheit
giebt es aber im Korper [1, /3] nicht, da (—1) quadratischer Nicht-



Ueber den arithmetischen Charakter gewisser Vierecknetze. 101

rest von 3 ist. Bei m — o aber wiirde die Bedingung (12) die Form
4 < —pwp << 4 annehmen. Wir haben demnach nur noch die Fille
m = 2, 3, 4, 5 zu discutiren und beginnen mit den beiden letzteren,
weil hier der Koérper £, jedesmal eindeutig bestimmt ist. —

Bei m = 4 ist 4 mit }/2 associirt, und man bemerke, dass }/2
Primzahl des Korpers [1, /2] ist1). Es ist also u entweder eine Ein-
heit oder mit }/2 associirt; und da die Norm von g negativ sein muss,
so hat man die beiden Moglichkeiten:

w= (=1 V2Pt und p=7V2(1+V2pr
unter ¢ eine ganze rationale Zahl verstanden. FEine entsprechende
Ueberlegung fiir den Fall m — 5 liefert:

= (LYY ey (S

Die Ungleichung (12) liefert nun in jedem dieser vier Fille die
brauchbaren Zahlen 6. Man wird namlich zu folgenden vier Ein-
schrinkungen gefihrt:

2 — Vo <<(1V2prtt <4,
2 — VE< VI +VEPr <4,
= *\20+1
5—V5<<1+V5> <4
2 2
5— V5 — (1 5\°
2V <V5< +2V > < 4
Die Weiterentwickelung dieser Ungleichungen ist sehr einfach.
Man hat z. B. im ersten Falle:
log (2 — V/2) log 4
T < 26+1 '\_:———_,
log (1 1 V/2) log (1 + V)
—06...<<26+1<15..,
so dass fiir ¢ allein der Werth O brauchbar ist. In derselben Weise
zeigt man, dass auch in den drei iibrigen Féllen jedesmal nur der
Werth 6 — 0 brauchbar ist.

Die zugehdrigen Werthe von u liefern folgende vier weitere Sub-
stitutionenpaare :

Vs+vVe+V—14+V2 o
2 )

8) - 0 Vm — V:——{——Vﬁ
’ )
a+y2) V—1+Vv2 Vet Ve, o +V2) Vs—12

1) Cf. Dirichlet, Vorlesungen uber Zahlentheorie, herausgegeben von
R. Dedekind, S. 636 der 4. Aufl. (Braunschweig 1894).
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ViteVatr |
9) 5, — Vayz . (Vz LVe,04+V2)V — 1+V§>,

VitaVa—1/ " \a+VpV—1+12Ve+V2
. Vaya

(VIR + V=)
S Ve Ve

R V5 1415
3 5 1 5 1=
R i
1+1/5 Vis. 34—21/5
V4+V5+VV5 1415 \/m
1) 8§ = 2 2

V4+V5-—VV \/TIT/_E 14+V5 |
9 2

Was nun die Aufﬁndung der hier zur Geltung kommenden Zahlen
p, ¢, v angeht, so ist in jedem Falle durch S, und S, sowohl pr wie
pq bis auf quadratische Factoren bestimmt. Wir werden, wie oben,
P, q, v hieraus in der Art ablesen, dass keine dieser Zahlen durch ein
Quadrat mit einer von 4 1 verschiedenen Norm theilbar ist, und dass
keine zwei unter thnen einen von ewmer IFinheit verschiedenen Fuctor
gemein haben. Der Natur der Sache nach bleiben aber hier die Zahlen
P, q, r bis auf multiplicative Quadrate von Einheiten unbestimmt, und
man kann in dieser Hinsicht in jedem Falle eine geeignet erscheinende
Auswahl treffen.

Hiernach findet man bei den vier Substitutionenpaaren 8) bis 11)
folgende Zablentripel:

8 (—1+V2,V20+2V2,38+V2), 90, V2 1+2V9),
0 (0 Ve =2528) oy (1,235 va a4 va).

Die Typen der einzelnen Substitutionen S;, S, sind aber der Reihe
nach angegeben durch:

8) 1 L3+ V_Q—a 2), _(1_=_§_ Vga 1; 1),
9) ML V2, 142V Vaye), a+V2 Ve 15,
10) (LLEQQm) 1, 1,1; 1),

11) L1, 44+V52, (L,1,15;1)
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Als Ergebniss fassen wir zusammen: Unter den zwei Systemen von
je ol Vierecksgruppen I’ unserer Art mit m — 4 wund 5 sind bes
alleinigem Gebrauch quadratischer Korper K, insgesammt nur vier
Gruppen nach der oben entwickelten Methode arithmetisch definirbar;
die dabei in Kraft tretenden Tripel p, q, r sind die eben angegebenen. —

Es folgt drittens die Discussion derjenigen Gruppen, welche bei
m = 2 und m = 3 unter Gebrauch quadratischer Korper &, arith-
metisch erklirt werden konnen. Es gilt hier zunichst, iiber die zu
diesem Zwecke zuldssigen Korper &, zu entscheiden.

Da in beiden fraglichen Fallen 4 — m ist, so wird:

m<—p <4 (13)
die Bedingung der eigentlichen Discontinuitit. Setzen wir nun aus-
fihrlich:

w=—t+u \/ﬁbezw.p:—t+2uvp

mit ganzen rationalen Zahlen #, u, je nachdem
D = 2 oder 3 (mod. 4) bezw. D =1 (mod. 4)
zutrifft, so ist zuniichst zu bemerken, dass u > 0 ist. Da némlich die
Norm N = pwu von g negativ ist, so ist u]/D absolut grosser als ¢.
Wire somit << 0, so konnte nicht u > 0 sein.
Aus (13) ergiebt sich: .
Durch Addition dieser Ungleichungen folgt:

uw)/D<<2— % fir D= 2,3 (mod. 4),

MVE<4—% fir D=1 (mod. 4).

Die rationale Primzahl m ist in &, entweder auch Primzahl oder
Product zweier Primzahlen, die real oder ideal sein mogen. Fiir die
Norm N haben wir somit die drei Falle N = — 1, —m, — m?2; und
im letzten Falle ist g mit m associirt und hat also den Factor m.

Der Kkleinste fiir » zuldssige Werth ist nun 1 und im Falle
N = —m? der Werth m selbst. Die letzten Ungleichungen liefern

demnach obere Grenzen fir }/ D, welche wir im Verein mit den ihnen
zufolge zuldssigen Werthen D hier tabellarisch zusammenstellen :

L m=2 1) N=—1, u}/D <2+ 1, bezw. < 4+ 1/,
D =2, 3, D =5, 13, 17,
2) N=—2, u\/l_)<2—|——1/2 bezw. < 5,
D =2, 3, 6, D =5, 13, 17, 21,
8) N=—4, u)/D < 3 bezw. < 6,

D =2, D =5,
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IL m=3 1) N=—1, ul)/D <2+ 1 beaw. < 4 + 15,
D=2 3, D =5, 13, 17,
2) N=—3, u}/D <241, bezw. < 5,
D=2 3,8, D =5, 18, 17, 21,
3) N= — 9, ul/f< 2 4 3/, bezw. < 7,
D = 5.

Von den hier aufgefithrten Zahlen D ist nun eine Reihe als un-
brauchbar auszuschliessen. Die Gleichung:

t2 — Du? = N bezw. 2 — Du?—4N
erfordert, dass N bezw. 4 N quadratischer Rest von D ist. Fiir N—=—1

ist somit ) — 3 auszuschliessen, fiir N — — 2 aber D = 5, 13, 21
und fiir N = — 3 endlich D =5, 17. Fiir N=— — 1 ist auch D =17
unbrauchbar, weil die niederste, die Gleichung ¢ — 17 u?2 = — 4

befriedigende Zahl u = 2 ist; fir u = 2 aber ist die an /D zu
stellende Forderung fiir D=—17 nicht mehr erfullt. Endlich besitzt die
Gleichung {2 — 2u2 — — 3 keine ganzzahlige Losung, da hier {2=2 u?
(mod. 3) folgen wiirde, wihrend doch ¢ und w nicht zugleich durch 3
theilbar sein konnen.

Die hiernach allein zur Discussion zu stellenden Werthe von D
sind die folgenden:

I 1. D=2 5, 18,
L2 D=2 3 6, 17,
I,3. D=2 5,

I, 1. D=2, 5, 13,

I, 2. D=3, 6 13, 21,
II, 3. D =>5.

Die beiden Fille I, 1 und II, 1 lassen sich gemeinsam behandeln.
Man hat hier, je nachdem man D = 2, 5 oder 13 nimmt, ¢ zu iden-
tificiren mit: B .

_ . 20 +1 - 20 +1

(— 1+ /3)eo, <%V5) : (3_—;@> :

Die Bedingung (13) der eigentlichen Discontinuitdt liefert hier
folgende Ungleichungen: L

D=2 m<(+V2)2o+1 <4,

A \20+
D:ﬁ, m<<1‘_—l—2_1/5_> 1< 4,

12\ 20 +1
D = 13, m<<3—_—*—2v—1§> < 4,

deren Discussion man in der oben geschilderten Weise vollzieht. Es
ergeben sich insgesammt nur drei Losungen, ndmlich fir m — 2 ist
6 =0 bei D —2 und D = 13 brauchbar, fir m = 3 aber allein
6 — 0 ber D — 13.
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Die diesen drei Losungen entsprechenden Substitutionenpaare S,
S; sind die folgenden:

Vs+ve4+V—14V2
2 I

S1: — —
19) o,V3+V2—V—1+V2

2

L+V2 @+ V) V—1 +V§>,
e+VDV—1+V2 14 V2

o (é(\/-——5 V=) o)
Wy

13) . _ o
3+Vis\/5—V18 ,,=34+1V13\/—3+V13
Sz( 2 2 ’VQ:J—Q \/ —g
’ 34 V13l /=3 V13 3V /5—V13/
5 +2v \/ SS/ERES \/ 2V
%<\/5 +2\/13+\/—3 —2}—1/13)0
14)

PEVIS 84 VIS \/—3;%1/13 Ve
3 +21/13 \/— 3 72L]/13 V3, 8 +21/13

Die zu diesen Substitutionenpaaren gehorenden Zahlentripel p, ¢, »
sind die folgenden:

14) (— 3 —g— VI3 5 +21/13>;

als Typen der einzelnen Substitutionen S;, S, aber hat man der
Reihe nach:

12) 1, L3 +V252, L1151,
13) (11, 5—+2—V13; 2), (1, 212 1),

14) (1, 1, §+2—Vﬁ 2); (1, 1, 15 1).

S, —
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Bei der Untersuchung des Falles N — — 2 beachte man, dass
fir D=2, 3 und 6 die Zahl 2 in &, jeweils Product zweier asso-
ciirter Primzahlen ist, wihrend bei D — 17 die Zahl 2 Product zweier
nicht associirter Primfactoren ist. Man hat demgeméss fiir g hier ins-
gesammt fiinf Ansétze:

W=V (=14 V2 (= 14V/3) @ —VB) (— 2+ V) (5 —2V/B)
i—;—ﬂ (4 — YTy, 3_‘{;2‘& (4 — V17)2e.

Die Discussion der Bedingung der eigentlichen Discontinuitit zeigt,
dass es hier im Ganzen nur zwei brauchbare Werthe u giebt, ndmlich:

y,:—l—}—vg und ”:_M.

Die beiden correspondirenden Substitutionenpaare sind:

V§+V2m- V14+V3, 0
S, — e ,
15) 0, v _1/22 — V3 Vi+Vs
o _ <(2 +V3) Ve —Vs, Vit 1/§>
Vi Vs, e r VR Va—Vs)
. é(v———4+Vﬁ+ 1) V——gjzi”"_(_’ |
. o 1 (Vipyar —1) /=2 LV
Va0 \/— 3 —;— l/ﬁ, \/3 —+—2Vﬁ
S = o2
\/3 +2V17, Vit Y1 \/— 3 ’;"Vll

Die hier zu Grunde liegenden Zahlentripel (p, ¢, r) sind:
15) (2 —vg’ 1 + V§7 V—?:), 16) (4 +Vﬁ7 2, 1);

und als Typen der Substitutionen wird man leicht feststellen:

15) (1, 1+V3, V352, 2—1V3,1,1;1),

16) (4 +Vﬁ’ %ﬂ, 1; 2>, (4 + VE, L—;—vlz, 1; 1>.
Im Falle I, 3 haben wir anzusetzen:

w=2(—1 -{—V§)20+1 und g = 2<:1—;—*_—V—g>26+11
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und es ist zu priifen, inwieweit diese Zahlen der Bedingung (13)
der eigentlichen Discontinuitit geniigen. Es zeigt sich in gewohnter
Weise, dass dieser Bedingung nur im zweiten Falle, und zwar mit
6 = 0 zu geniigen ist. Man hat hier also einzig u=— 14 }/5 zu
setzen und findet als zugehdriges Substitutionenpaar:

1+ V5 —1+V5
o= VQ( 12+V5\/ —1+V5
1) V2< 2 \/ >
1+V5 1+V5\/—1+V5
| 2 @ 2 VYT
1—|—V5\/—1+V5 1-+V5

5 5 )

Das correspondirende Zahlentripel (p, g, r) ist:
17) ('__1_2—}‘“_1/_5, 1, 1),

und es handelt sich bei S, und S, um die Typen:

17) 1,1,1;V2), @ 11;1)
Bei II, 2 ist vorab noch der Werth 1) — 6 auszuschalten. Die
Gleichung #2 — 6 w2 — — 8 kann ndmlich keine ganzzahlige Losung

t, w zulassen; denn es miisste ¢ durch drei theilbar sein, und also nach
Division der Gleichung durch 3 die Congruenz 2«2 = 1, (mod. 3) ent-
springen, die doch nicht bestehen kann.

Es bleiben daraufhin fiir g die finf Ansitze:

Vg'(z_vg)a’ i‘l—}Q—VE.(-—?)—g—Vl—?))”, i3—+2—v2—1<5 —;/ﬁ)"-

Die Untersuchung der Ungleichung 8 << — p << 4 zeigt, dass hier

wieder nur ein einziger Werth, némlich _—3;2}_—1/—2—1, brauchbar ist.

Ihm entspricht das Substitutionenpaar:

AV VT,
' o _<\/5+Vz1 _\/_3-12-1/5)
e T \/5-H/21 ‘\/5+V§I\/—3+Vﬁ
S, — ‘ 2 T2 |
\/5 +2V21 \/_ 3 42- 1/21’ \/5 +21/21
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und man bemerkt sofort, dass hier das Zahlentripel:

18) <—5+V21, L 5+\/21>,
2 2

sowie die Substitutionentypen vorliegen:

18) <1, 1, §—+2L/2_1; 2>, (1, 1, LQVQ_I; 1)-

Fur den letzten Fall II, 3 bleibt einzig u — 3 (31—;'£>

2041

Jedoch zeigt sich, dass hier die Forderung 8 << — g << 4 durch keine
ganze Zahl 6 zu befriedigen ist.
Es hat sich somit als Resultat ergeben, dass bei den Kreisbogen-

. . 2w .
werecken unserer Art mat den Winkelsummen x und -5 insgesammi

nur noch sieben Gruppen I' ber alleinigem Gebrauch quadratischer
Korper £, der oben entwickelten arithmetischen Definition zuganglich
erscheinen.

Durch die vorstehenden Entwickelungen ist nur erst bewiesen,
dass die einzelne Vierecksgruppe I jedenfalls eine Untergruppe in der
jeweils correspondirenden Gesammtgruppe des Tripels (p, ¢, #) ist.
Die letstere Gruppe ist in der That auch in jedem Falle wmfassender.

Dieselbe enthiilt nimlich die Substitution ¢ — _% welche die Drehung

des Ausgangsvierecks um seinen bhei { — ¢ gelegenen Mittelpunkt
durch den Winkel = darstellt; die genannte Substitution aber wird
uns vom Ansatz (6) geliefert, wenn wir den Typus (1, g, ; 1) wihlen
und die Werthe a;, =— a, — a, — 0, a3 — — eintragen.

Der Zusatz der eben genannten Substitution entspricht nun einer
in der Theorie der doppeltperiodischen Functionen sehr bekannten
Gruppenerweiterung. In der That bringt man die am Eingang er-
wihnte Gruppe der Substitutionen:

g =&+ mo, + myo, (14)
durch Zusatz der Operation ¢’ = — § auf die Gruppe aller Sub-

stitutionen:
==+ "}_ my 6y + Mg g,

in welcher jene erstere Gruppe, wie man sagt, eine , Unfergruppe des
Index 2% ist.  Genau dieses Verhaltniss liegt nun in 17 unter den 18
oben gefundenen Fallen zwunschen der Gruppe des Vierecksnetzes und der-
Jenigen des Zuhlentripels (p, q, r) vor; jene st cine (ubrigens leicht
naher charakterisirbare) Untergruppe des Index 2 in dieser Gruppe. Nur
im Falle 7) handelt es sich wm eine Untergruppe des Index 4. Das
Analogon innerhalb der Theorie der elliptischen Substitutionen besteht
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in der fiir einen gewissen Specialfall mdoglichen Erweiterung der
Gruppe (14) durch Zusatz von § — 4+ ¢§ und §{ = — § auf die
Gruppe aller Substitutionen:

§ =08 + mo, ++ m o,

Die zum Beweise des formulirten Satzes dienenden Ueberlegungen
sind bereits bei fritheren Gelegenheiten!) durch den Verfasser ver-
offentlicht. Der hierbei wichtigste Gesichtspunkt besteht in der Ver-
werthung sogenannter §-Substitutionen zwester Art (welche indwecte
Kreisverwandtschaften darstellen) und in der Erweiterung der Gruppen
durch Zusatz solcher Substitutionen. Doch wolle man das Néahere an
der genannten Stelle nachsehen.

1) Siehe z. B. die Abhandlung ,Entwickelungen cur Transformation funfter
und siebenter Ordnung ewnrger specieller automorpher Functionen®, Acta mathe-
matica Bd. 17, S. 345 (1893).
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Bei Gelegenheit der Wiederholung einer von mir frither aus-
gefihrten Ohmbestimmung 1) wurde die daselbst gegebene Ableitung
der Gleichgewichtsgleichung einer im Mittelpunkte des rotirenden In-
ductors drehbar aufgestellten Magnetnadel einer Revision unterzogen.
Im Folgenden soll eine kiirzere Ableitung dieser Gleichung gegeben
werden.

Ist IT das Potential zur Zeit ¢ der Wechselwirkung zwischen dem
Inductor und dem magnetischen Felde, in welchem derselbe rotirt,
wenn er von einem Strome, dessen Intensitit der elektromagnetischen
Einheit gleich kommt, durchflossen wird, ist ferner L der Coéfficient
der Selbstinduction des in sich geschlossenen Inductors und ¢ die in
dem Leiter zur Zeit ¢ wirklich vorhandene Stromintensitit in elektro-
magnetischem Maasse, so gilt fir die in demselben Zeitmoment
wihrend der Zeiteinheit inducirte elektromotorische Kraft ¢ nach dem
Gesetze der Erhaltung der Energie der Gleichung
_aIr  d(L)

Tdt T dt

oder da wir voraussetzen, dass der Leiter nur Aenderungen seiner
Lage und nicht seiner Gestalt erleidet, wenn v den Widerstand des
ganzen geschlossenen Inductordrahtes bedeutet,

dIl L de
dat  w dt’

e

e —
woraus sich
1w w w
_ ot E‘ﬂ/z@ﬂ
e = Const . ¢ —I—Le e dtdt
ergiebt, oder wenn vorausgesetzt wird, dass der Inductor sich schon
lingere Zeit in Drehung befindet,
m -2 YedIl
— 2 7L § 7l
¢= 7 ¢ / e T dt.
Wir setzen voraus, dass der Inductor aus einer Anzahl neben
einander und iiber einander liegender Kreisringe, welchen die gleiche
Axe zukommt, d. h. aus einer Rolle bestehe. Dann ist der Induc-

1) Der Rotationsinductor, seine Theorie und seine Anwendung zur Bestim-
mung des Ohm in absoluten Maassen. Leipzig, B. G. Teubner, 1882,
Festschrift, 8
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tionscoéfficient bei Vernachldssigung der Induction jedes einzelnen
Ringes auf sich selbst definirt durch

LZZ‘/‘/M(Z&CCZ&”
Vkn

wobei die Summe iiber die Combinationen der Ringe zu je zwei zu
erstrecken ist. Die Rolle (in Fig. 1 durch einen einzigen Ring an-
Fig. 1. gedeutet) drehe sich um eine hori-
zontale Axe, welche die Rollenaxe
1 einem Punkte O unter rechtem
Winkel schneidet. Die von diesem
Schnittpunkte ausgehende Richtung
der Rollenaxe werde als positiv
gerechnet.

Der Schnittpunkt O bilde zu-
gleich den Anfangspunkt eines recht-
winkligen Coordinatensystems X YZ,
dessen Z-Axe mit der horizontalen
Drehungsaxe zusammenfillt und
dessen X-Axe gleichfalls in der

Horizontalebene liege. Dabei soll die positive Richtung der Z-Axe
so gewdhlt sein, dass dieselbe mit der Richtung von Fuss zu Kopf
einer Person zusammenfillt, welche, in O senkrecht auf der X Y-Ebene
stehend, mit dem Gesicht in den positiven Winkelraum schauend, die
positive X-Axe zur Rechten hat.

Die Drehung der Rolle um die Z-Axe erfolge gleichformig und in
dem Sinne von der positiven X-Axe nach der positiven Y -Axe. Der
Winkel, welchen die positive Richtung der Rollenaxe zur Zeit ¢ mit
der X-Axe bildet, werde durch ¥ bezeichnet. Endlich werde als
positive Richtung in den Ringen der Rolle die Richtung von rechts
iiber vorn nach links einer Person angenommen, welche sich im
Centrum eines Ringes so aufstellt, dass die Richtung von Fuss zu
Kopf mit der positiven Richtung der Rollenaxe zusammenfillt.

Bezeichnen wir die constante Winkelgeschwindigkeit bei der
Drehung der Rolle um die Z-Axe durch w und rechnen die Zeit von
dem Augenblick an, wo die positive Richtung der Rollenaxe mit der
X-Axe zusammenfillt, so ist

Demnach wird, da

ist,
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Es sei nun ein in der ZX-Ebene drehbarer Magnet vorhanden,
dessen Mitte mit dem Anfangspunkte des Coordinatensystems zusammen-
falle, und dessen magnetische Axe, vom Siid- zum Nordpol positiv
gerechnet, in der ZX-Ebene liege und mit der X- und Z-Axe die
Winkel % und w einschliesse. Ferner wirke auf die Rolle der Erd-
magnetismus ein, dessen Kraftrichtung mit den Axen die Winkel U,
V, W bilde.

Das magnetische Feld, in welchem die Rolle sich bewegt, wird
alsdann durch zwei Ursachen erzeugt, einmal durch den Erdmagnetis-
mus und sodann durch den Magnet. Demgemiss setzt sich auch das
Gesammtpotential 77, welches der durch den Strom Eins durchflossenen
Rolle zur Zeit ¢ dem magnetischen Felde gegeniiber zukommt, aus
zwei Theilen IT, und I1, zusammen, von denen der erstere vom KErd-
magnetismus, der letztere von dem Magneten herriithrt. Man hat daher
fir die elektromotorische Kraft zur Zeit ¢

__rg;—%w/ <an an>
6= ¢ e 81P+61P oy.

Das Drehungsmoment, welches der inducirte Strom auf den Magnet
in der ZX-Ebene in der Richtung von Z nach X zur Zeit ¢ ausiibt,
ergiebt sich durch Differentiation aus dem Potentiale IT,, ndmlich

jolL e elh
‘ow T T ow
oder, indem man fiir ¢ den gefundenen Werth einsetzt

1 01T, L“;,w/ VAT <8Hl an>
— L %w ¢ a0 o)
Endlich findet sich fir das mittlere Drehungsmoment D), welches bei

einer ganzen Umdrehung der Rolle um die X-Axe auf die Nadel in
der ZX-Ebene ausgeﬁbt wird

_ 1 [l B Pl , . o1,
D=—g27 | %w ® dd’/ d¢<a¢+
0

Um das Drehungsmoment D wirklich darzustellen, ist die Kenntniss
der Functionen I, und IT, erforderlich.

Um das Potential IT, der von dem Strome Eins durchflossenen
Rolle beziiglich des Erdmagnetismus zu finden, legen wir durch einen
der Ringe, aus denen sich die Rolle zusammensetzt, eine Ebene. Es
bezeichne do ein Flichenelement der Ringfliche und XY Z die Compo-
nenten der erdmagnetischen Kraft auf die nordmagnetische Menge Eins
an der Stelle do, endlich seien o/, f/, ' die Richtungscosinus der posi-
tiven Normale auf der betrachteten Ringfliche, indem wir unter ,posi-
tiver Normale“ die Richtung von Fuss zu Kopf einer Person verstehen,
welche auf der Ringfliche sich so aufgestellt hat, dass die positive

8%
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Richtung der Begrenzungscurve mit der Richtung von rechts iiber vorn
nach links zusammenfillt. Alsdann ist

I, = — 2/ (Xo' 4+ YB + Zy") do,
wo das Summenzeichen sich auf simmtliche Ringflichen des Inductors
bezieht.

Die Componenten X, Y, Z besitzen an allen Punkten der Ring-
flichen und in allen Lagen, welche die Rolle bei der Rotation um die
Z-Axe annehmen kann, constante Werthe, und ebenso fillt die Rich-
tung der positiven Normale fiir alle Elemente do mit der Richtung
der Rollenaxe zusammen. Bezeichnet man daher mit F die Summe
aller Ringflichen der Rolle, so ergiebt sich

I = — I (Xo + YB' + Zy).
Bedeutet ferner K die erdmagnetische Kraft und sind UVW die
Winkel, welche ihre Richtung mit den Coordinatenaxen einschliesst,
so ist

X = Kcos U, Y — KcosV, Z = KcosW
o = cos Y, B = sinv, y =0,
daher hat man
II, = — KF (cosUcosy + cosVsin).

Das Potential I7, der Rolle beziiglich des Magneten findet sich
aus dem Potentiale 7 eines vom Strome Eins durchflossenen Ringes
auf den Nordpol des Magneten, in
dem die nordmagnetische Menge
u! concentrirt sei, wie folgt:
Wir setzen voraus, dass simmt-
liche Ringe des Inductors einen
Durchmesser besitzen, welcher
erheblich grosser als der Pol-
abstand des Magneten ist, dann
folgt, dass der Abstand ¢, Fig. 2,
des Peripheriepunktes irgend
eines Ringes stets grosser als
der halbe Polabstand 1 sein
muss. Fir das Potential eines
Kreisstromes auf den Nordpol des Magneten ergiebt sich dann?):

® 1 A\n aP(n)
V——2n ’{1——-m 1 — me —-<—> P™ —m—}
w ~+ ( )12 n \o !

om

Hierin bedeutet m den Cosinus des Winkels zwischen der Ver-
bindungslinie von O mit einem Peripheriepunkte des Ringes und der

) F. Neumann, Vorlesungen uber die Theorie des Magnetismus, S. 91,
Formel (9).
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positiven Richtung der Rollenaxe und w den Cosinus des Winkels
zwischen der magnetischen Axe und der Rollenaxe. P{” und P’ sind
Kugelfunctionen mit den Argumenten g und m.

Fiir das Potential eines Kreisstromes von der Intensitit Eins auf
den ganzen Magneten, wenn das Moment des letzteren durch M
bezeichnet wird, folgt hieraus?):

L Qﬂﬂ[ — 2 i < ) P(2”+1) aP(2’n+1)
2% Tom

Begniigt man sich bel d1ese1 Reihenentwickelung mit den beiden ersten
Gliedern, was gestattet ist, wenn das Verhélfniss —3— geeignet gewihlt

wird, so erhilt man unter Beriicksichtigung des Werthes

0P  1,3,5...2n — 1 ey Mmm—1lm—2 \
om  1,2,3..n {”m 7 e U |
fiir das Potential den Ausdruck

—QnM{ P(1)+ < )2 (5m2__12)(1——m2) Pf‘)}-

Driickt man endhch m und @ durch den Abstand e¢ des Ringmittel-
punktes vom Anfangspunkte O und durch den Radius E aus, setzt also

qn:“vﬁa 92V32+R27

filhrt ferner fir P und P ihre Werthe

o oo LB, B2,
P =w, Pl=173® —g 35
ein und summirt iber simmtliche Ringe des Inductors, so findet sich
3
1, — — QazM{Ay, — AB (‘-;- — %)},

1) Man erhalt das Potential auf den Sudpol, indem man — u’ und —u fur
@' und u in den Ausdruck V einfuhrt. Das Potential auf den Magneten wird
dann

= — 2a4 (1 — m?) 2 <—>n ki (P ™ — P (_"),L

da aber
Pg‘;t = -+ Pﬁ") fur »n gerade,
P(_")“ = — P fur n ungerade

ist, so fallen alle Glieder mit geraden » fort, und man erhalt

gnt+1 dPERTY

: 1 2 m
. ] a2 . (2"+1)
4nu (1 m)g 5n 1 (9) S P

woraus sich, da 2Ayu’ — M 1st, der obige Ausdruck ergiebt.
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wo 15 <y oy (R — 4¢?) R
4= 2 2 [ F Ree _{_ Rz]% B = 4 Z > [¢2 - ReJe

Beachtet man endlich, dass die Richtungscosinus
der Rollenaxe . . . €oS VP sin P 0
der magnetischen Axe Stnw 0 oS w
sind, so hat man

W = cosy sinw
und demnach

I, =—2aM {A cos sinw — A2B (COS wg;mwg I d’;m w)}
A und B sind Constanten des Inductors, welche fiir den Fall, dass
letzterer aus wenigen Umwindungen besteht, am genauesten durch
directe Abmessungen erhalten werden. Besteht dagegen der Inductor
aus vielen Umwindungen eines diinnen Drahtes, und kann man an-
nehmen, dass die Umwindungen als Kreisringe aufgefasst werden diirfen,
welche zur Rollenaxe parallele und verticale Schichten bilden, so kann
man die Doppelsummen nach Euler durch Doppelintegrale ausdriicken
und 4 und B aus den Dimensionen der Rolle berechnen.

Besteht der Inductor aus zwei coaxialen Rollen von gleicher
Grosse und Wickelung, deren Mittelpunkte den Abstand 2a von ein-
ander besitzen, und liegt die Nadelmitte zwischen den beiden Rollen
auf deren Axe in dem Abstande @ vom Mittelpunkte jeder Rolle, bildet
ferner der Durchschnitt jeder Rolle mit einer durch die Rollenaxe
gelegten Ebene zwei Rechtecke von der Hohe % und der Linge 21,
so dass, wenn ¢ und ¢, die Radien zweier Cylinder sind, welche die
ausserste und innerste Windungsschicht berithren, ¢ — @, = & ist,
enthilt endlich jede Rolle » Umwindungen, so ergiebt sich alsdann

4= gty lgna &3V F @D

bl oo+¥9 PENFENT
o Dioma & VT @D
bl eo+ve:+(a—1)2}
pbmn1 0’ B 0}
£ nl +l [o?+<a+l)2]*/z a+l [0+ (a 07"

e + 1 (2 }
a—l [92+(a—l)2]‘/2 — 1 [o/+(a—1)*]*%
Mit Hiilfe der gefundenen Werthe von II1 und I7, lassen sich die

Integrationen im Ausdrucke fur das Drehungsmoment 1) ausfiihren.

Es ergiebt sich

27

-=. dw/e;l" EII1 __ 2m*MKF cosw

[A —AB <— sun w2 — —})—>] [cos U+ 1—%} cos V]
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)] 1} 3 2 og,
e — 15 dwf LY 201'1) mlM smmwcgsw
+(z%)
{[A—A’B< Stn w2 ——-1->} [A—MB(lsinw?—i)]
h) 4 5

A2 B sin w? 1+ <%>2
=)

und nach einigen einfachen Reductionen

+8 (0

aMe cosw

ok

D— —

KF[A A’B( stnw “E)] [%D €0S U—}—coaV]

. Lo - 1 ] | 1
~+ 27 Msinw - <A——A-B(Zsmw2—-g>> (A——MB(ZSWW——E))

2 B sinw?\2 1+ e
+3<XBZ > 1+<<3r£m)>

Fallt die Drehungsaxe des Inductors, d. h. die positive Z-Axe mit
der Richtung des magnetischen Meridians zusammen, und setzt man
voraus, dass auch die magnetische Axe der Nadel im Meridian liegt,
so ist in diesem Falle, wenn ¢ die Inclination bezeichnet,

w =0, U = 909, V=290 -+1
und folglich das durch den rotirenden Inductor auf die Nadel aus-
geiibte Drehungsmoment

Mo 1
D=+ _E____2 {
1 <Lco) w
woraus hervorgeht, dass die Nadel durch das Drehungsmoment in der
Richtung von der positiven Z-Axe nach der positiven X-Axe gedreht
wird. Die Drehung der Nadel erfolgt in entgegengesetztem Sinne,
wenn der Inductor entgegengesetzt, d. h. in der Richtung von der
Y-Axe nach der X-Axe gedreht wird.

Es mdge nun vorausgesetzt werden, dass die Inductoraxe anféing-
lich die soeben besprochene Lage besitzt und die Nadel an einem Faden
aufgehdngt sei, welcher torsionslos ist, wenn ihre magnetische Axe sich
im Meridian befindet, dann stellt sich bei ruhendem Inductor die Nadel
von selbst in den Meridian ein, bei rotirendem Inductor (in der Rich-

7 (4+ “%) sini,
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tung von der X- zur Y-Axe) dagegen erfihrt die Nadel eine Ab-

lenkung in dem Sinne von der Z- zur X-Axe. Dreht man sodann
den Inductor um die Y-Axe der
Nadel um einen Winkel « nach,
so dass der Winkel w, welchen
die Drehungsaxe OZ des Induc-
tors in dieser abgelenkten Stel-
lung mit der magnetischen Axe
der Nadel einschliesst, sehr klein
ist, so ergiebt sich aus Fig. 3,
wo OS die Richtung der ganzen
erdmagnetischen Kraft, ON die-
jenige der horizontalen Compo-
nente H darstellt,

cos U = cos (90 + ) cosi = — sin o cos1,
cos V = cos (90 4 1) = — sint,
__H
=

Das Drehungsmoment, welches der rotirende Inductor bei dieser ab-
gelenkten Lage der Drehungsaxe auf die Nadel ausiibt, wird hiernach

Mo COS W 3 . 1 . Lo .
D= Tos HF<A—A?B<Z sin w2 — 5)) <tgz—{—Fsmoc>
1+<F>

. Lae 3 . 1 RS 1
—_— Qn]ilsmwg- <A—-—/12B(Zsm w?———g» <A——1~B(zsmw2—~3>>

L o\?
T </12B Sin w?>2 1+ (Tﬁ >
o) [ (PLey

1D
Diesem Drehungsmoment entgegengesetzt wirken noch zwei andere
Drehungsmomente auf die Nadel ein, welche von der horizontalen
Componente H und der Torsion herriuhren. Wenn der
Aufhingepunkt der Nadel an der Drehung, welche der
Inductor um die Y-Axe erfihrt, theilnimmt, wie voraus-
gesetzt werden soll, so ist in der abgelenkten Lage
der Faden ohne Torsion, wenn die Nadel in der Z-Axe
gelegen, d. h. der Winkel w — 0 ist. Ist y der
Winkel, unter dem sich die Nadel gegen den Meridian
ON einstellt, Fig. 4, wenn sich die Drehungsaxe in
der abgelenkten Lage OZ befindet, der Inductor aber nicht rotirt,
ist ¥ der Winkel zwischen dieser Ruhelage der Nadel und derjenigen
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bei rotirendem Inductor, und haben o und w die frither angegebene
Bedeutung, so ist zum Gleichgewicht erforderlich, dass
HM [sin (y + ¥) 4+ 0w] =
ist, wenn # den Torsionscoéfficienten in Theilen von HM bezeichnet.
Fir die Gleichgewichtslage aber, welche die Nadel bei abgelenkter
Drehungsaxe und ruhendem Inductor einnimmt, gilt die Gleichung

HMsiny — HMO (¢ — w),
r="~0 —w)
ergiebt. Die obige Gleichung nimmt daher die Gestalt an

HM (sin [(1 + 0) ¢ — 6w] + 6w) =D
Endlich findet sich auch

woraus sich

=1 — w4y
=1+ 60) (v — w).
Setzt man schliesslich den Werth von D und « in die obige Gleichung
ein und 16st dieselbe nach 1 auf, so erhilt man

T cos W

1+(Lco>2 sin[(14+60)y — 0w]+ 6w

m__

l 2 (A —uB(2 sinw?—%» (tgi—{—L—;—’ sin[(16) (w—w)]>

— 2 J;—f % S <A —AB (% sinw? — %)) <A —A2B (% sinw? — %))

Le\?
2 Bsinw?\2 1+ %
5 (l Binw > : <<%T£m))

Ist w sehr klein, so konnen alle Glieder, welche sinw? zum Factor
haben, vernachldssigt werden. Man erhidlt dann den einfacheren Aus-
druck AL 12 B

t — o oS W

1+<Lw>2 sm[(l—f—(l)w— w]4- 0w

{<m+__ sin [(1-40) (v — w)]> 1«—m§'““’ <A+“B>smw},

aus welchem 1 in absolutem Maasse gefunden wird, wenn alle Grossen
auf der rechten Seite dieser Gleichung durch Beobachtung fest-
gestellt sind.
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1. Die dltere und die neuere Formel fiir Longitudinalwellen.

Die Geschwindigkeit » von Wellen, denen eine Longitudinal-
schwingung der Elemente zu Grunde liegt, berechnete man bisher nach
den Formeln:

Gleichung I: v = Vgt fiir Oberflachenwellen auf Fliissigkeiten
und
Gleichung II: » = V14¢h fir die Schallwellen in der Luft.

Hierin bedeuten ¢ die Tiefe der durch die Wellen erregten Wasser-
schicht und % die Druckhohe der Luft, am Orte der Schallwelle ge-
messen. Unter Druckhohe ist die Hohendimension einer Luftsiule
verstanden, deren Gewicht dem Luftdruck entsprechen wiirde; wobei in
der Sdule iiberall die nidmliche Dichte vorausgesetzt wird, welche am
Orte des Auftretens der Schallwelle vorhanden ist (vergl. Wiillner’s
Lehrbuch der Experimentalphysik, S. 532). In der Ingenieurwissen-
schaft pflegt man Pressungen mit Vorliebe so durch Druckhohen dar-
zustellen, weil durch dieses Hiilfsmittel eine leichtere Veranschaulichung
der zwischen Druckunterschied und Bewegung bestehenden Beziehungen
erreicht wird. Es entsprechen einander in obigen Formeln ¢ die
Verticaldimension der wellenerregten Wasserschicht und % die Druck-
hohe der Luftschicht. Fiir die Schallwelle der Luft ist der Coéfficient
1,4 noch hinzugetreten. Die Bedeutung dieses bekannten Coéfficienten
der mechanischen Wéarmelehre ist im Ausgange des Abschnittes 4
erortert.

Fiir die Wasserwelle, insbesondere die Fluthwelle, hat sich gezeigt,
dass der Werth ¢ fir verschiedene Wellenpunkte eine verschiedene
Bedeutung habe. Es ist nicht ¢ die mittlere Wassertiefe des Gewissers,
sondern der fiir die Berge grossere, fiir die Wasseroberfliche in den
Thélern kleinere Werth der Tiefe. Es schreiten in Folge dessen die
Berge schneller fort als die Thiler. Hierdurch ist eine allmdlige Um-
gestaltung der Wellen veranlasst, dariiber im Abschnitt 2 berichtet
wird. Es liegt der Gedanke nahe, ob nicht fir Luft in der Formel II
vielleicht auch der Werth 2 in den Wellenbergen grosser sei als in
den Thélern. Alsdann wiirde auch die Schallwelle einer allmiligen
Umgestaltung, vielleicht auch, wie die brandende Wasserwelle, unter
Umstéinden einer Zerstérung ausgesetzt sein. In der Folge wird gezeigt,
dass dem thatséichlich so ist. Im Abschnitt 4 finden sich die Formeln
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fir die Geschwindigkeit der Wellen abgeleitet, dabei sich fur %2 im
Wellenberge grossere Werthe ergeben als im Wellenthale. Es ist
nimlich in Folge Erwidrmung durch Compression die Temperatur im
Berge hoher als in dem Thale der Schallwelle.

Weiter hat sich aber gezeigt, dass die Formel I nur Anndherungs-
werthe bietet. Be1 kleinen Wassertiefen und einer starken Bewegung
der Wasserelemente liefert die Formel falsche Ergebnisse. Hieriiber
1st im Abschnitt 3 berichtet. Eine Ergénzung und Berichtigung der
Formel erfolgte auf Grund theoretischer Erwdgungen zum ersten Male
von mir in der ,Zeitschrift fiir Architektur und Ingenieurwesen“
(Hannover und Dresden) 1896, Heft 7. Ls zeigte sich, dass der durch
die #ltere Formel zum Ausdruck gebrachte Werth v = Vg ¢ nur einen
Theilbetrag der ganzen fortschreitenden Geschwindigkeit bietet. Es
giebt die Formel nidmlich an, wie schnell sich die Welle, relativ zu
den Theilchen des Wassers gemessen, welche selbst die Bewegung u
besitzen, fortbewegt, so dass die wahre fortschreitende Geschwindigkeit
sich aus dem Werthe « und dem Betrage der #lteren Formel zu-
sammensetzt. Die niAmliche Formel (vergl. Gleichung Ta.) ist unab-
héngig von meinen theoretischen Untersuchungen auf Grund sorg-
faltiger Beobachtungen, welche an den Ebbe- und Fluthwellen im
Mindungsgebiete franzosischer Fliisse angestellt worden sind, von dem
Ingenieur Comy!) auf empirischem Wege ermittelt.

Ich habe mir hier nur die Aufgabe gestellt, erstens diese fir die
Ebbe- und Fluthwelle gefundenen neuen Beziehungen weiteren Kreisen
zugdnglich zu machen und weiter zu untersuchen, ob vielleicht auch
die Formel fiir die Schallgeschwindigkeit einer gleichen Erginzung
bedarf. Es hat sich gezeigt, dass meine Vermuthung richtig war.

Die also im Abschnitt 4 abgeleiteten Formeln lauten:

Gleichung Ta: v =u 4 Vgt fir die Wasserwelle,

Gleichung a: v = u 4 V14gh fiir die Schallwelle.

In diesen Formeln bedeuten ¢ und % wieder die Tiefe des bis zur
Sohle wellenerregten Gewissers, wie h die Druckhohe des Luftdruckes.
Der hinzugetretene Werth « giebt die Geschwindigkeit des Massen-
elementes an, einerlei, ob dieselbe als Stromung oder Schwingung oder
als eine Summe beider auftritt. Soweit die Schwingung allein in Frage
kommt, ist in fortschreitenden Wellengebilden % 1n den Wellenbergen
positiv und in den Wellenthdlern negativ.

Es erleiden also, wie die Fluthwellen des Wassers, auch die
Schallwellen wihrend der Zeit ihrer Fortbewegung eine Umgestaltung,
da jeder Wellenpunkt eine besondere, nur ihm eigene fortschreitende
Geschwindigkeit besitzt. Im Abschnitt 2b. ist an zwei Beispielen fur

') Ann. d. Hydrographie u. marit. Meteorologie 1896, S. 466 bis 475, wie
Zextschr, f. Architektur u. Ingenieurwesen (Hannover, Dresden) 1897, S. 205.
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die Wasserwelle diese Art der Umgestaltung veranschaulicht. Es ver-
schwinden auf der vorderen Seite des Wellenberges die sanften Ueber-
ginge, weil der Scheitel des Berges das davor befindliche Thal iiber-
holt. Ein unvermittelter Uebergang und eine Stosswirkung sind die
Folge. So muss auch eine zuvor symmetrisch gebildete Schallwelle,
zumal bei starkem Schall und hohen T6nen, d. h. kurzen Wellen, bald
in die Gestalt des Sdgezahnes iibergehen, wodurch die Art des Tones
gedandert erscheint.

Aber noch wichtiger als fir die Akustik ist eine genaue Kennt-
niss der Wellenbewegung von Gasen fir die Losung wichtiger Rathsel
der Warmelehre. Be1 der Geschwindigkeit der Moleciile haben wir es
mit Geschwindigkeiten von Hunderten von Metern die Secunde zu thun.
Wollte man bei Untersuchungen auf dem Gebiete der mechanischen
Wirmetheorie an Stelle der Formel v — u - Vgt die Anniherungs-
formel benutzen und mithin das Glied u vernachlissigen, dann konnten
die also ermittelten, vollstindig falschen Werthe nur verwirren; sie
wiirden das Vorhandensein wichtiger, zwischen Warme- und Schall-
bewegung vorhandener Beziehungen ganz verdecken. s ist also fiir
die Physik unbedingt von Werth, der neuen Formel fiir die Schall-
geschwindigkeit Aufmerksamkeit entgegen zu bringen.

2. Umgestaltung der Longitudinalwelle.
a) Beugungserscheinungen.

Des Zusammenhanges halber sei hier zunichst einer Umgestaltung
der Wellenform Erwéhnung gethan, welche zu den Erscheinungen der
Beugung fihrt. Gelangt eine zuvor gerade gestreckte Welle, welche
eine so grosse Periode
besitzt, dass die Wasser-
theilchen bis auf den
Grund hinab sich in
Schwingung befinden, wie
hier iiberall vorausgesetzt
wird, mit einem Fliigel
oder mit der Mitte in
seichteres Wasser, dann
vermindert sich hier die

Geschwindigkeit fort-
schreitender Bewegung,
weil in der Formel der
Werth ¢ (Wassertiefe)
kleiner geworden ist.

So verdndert z. B.
vor dem Canal zwischen
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Frankreich und England die zuvor mehr gerade gestreckte Fluthwelle
ihre Gestalt. In der Mitte eilt die Welle in dem dort tieferen Wasser
schneller vorwérts, so dass der in Fig. 1 punktirt angedeutete Wellen-
grat zu den Stunden 3, 4, 5 bis 10 sich im Vorriicken fortlaufend
verdndert.

Desgleichen wird vor einer Insel die Welle vorn am frithesten in
ihrem Laufe beeintrichtigt, so dass die Fliigel voreilen. Es ergiebt
sich eine Beugung der Wellen derart, dass diese die Insel auch von
der Seite her treffen und auch dort auf den Strand auflaufen; vergl.
z. B. Fig. 1, die Kusten von Irland.

Hierher gehort auch die in der Lehre vom Schall schon mehrfach
erorterte Erscheinung, dass die Schallstrahlen Pa bis Pe, welche von

Fig. 2. P ausgehen, nicht in ge-
rader Linie radial verlaufen,
sondern nach aufwirts ge-
bogen werden (vergl. Fig. 2).
In den oberen Schichten ist
die Druckhohe in Folge
der niedrigeren Temperatur
kleiner. Die fortschreitende
Geschwindigkeit fdllt hier

also geringer aus. Die von P in Form von Kreisen ausgehenden
Wellen bilden hernach Ellipsen mit einer grossen horizontalen und
kleinen verticalen Axe.

b) Verzerrungen der Wellenform.

Aus der Formel v = u 4 Vgt  fiir Wellenberge und
v = — u -+ Vgt fir Wellenthiler,

stehende Gewidsser vorausgesetzt, ergiebt sich, dass jeder Wellenpunkt
eines Wellenberges danach trachtet, die vorgelagerten Wellenpunkte
der Thiler einzuholen. Mithin fallen die Wellenlingen, zwischen den
Bergen gemessen, grosser aus als zwischen den Scheiteln der Thiler
gemessen. Der Unterschied ist unter Umstinden bedeutend. Es be-
trage z. B. die Wassertiefe im Scheitel der Berge -~ = 6m, wie 3m
im Scheitel der Thaler, und die Fluth- bezw. Ebbestrémung # =— 1 m.
Dann ergiebt sich:

v=1-4 V9,81.6 = 8,7m fiir die Berge und
v=—1-4 V981.3 = 45m fir die Thiler.

Es dringt also in diesem Falle der Scheitel des Berges fast doppelt

so schnell vorwérts als das Thal, so dass die Entfernung der Scheitel-

punkte zweier auf einander folgender Berge fast doppelt so gross aus-
fillt als die Entfernung der Thiler. Daraus ergiebt sich eine Ver-
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dnderung der zuvor symmetrischen Welle. Der vordere Hang wird
steil, der hintere verflacht sich. Die diesbeziiglichen Berechnungen
sind von mir in der unten genannten Abhandlung durchgefiihrt.
Fig. 3 zeigt den Fig. 3.

Typus der Fluth-

welle in den Fluss-

miindungen der

deutschen Nordsee-
kiiste.

Fig. 4 bietet das

Bild einer in der Strommiindung bis zum Branden umgestalteten Fluth-
welle. Am vorderen Rande hat dort, wo die Welle weiter zuriick
schon am steilsten sich erwies, ein Punkt a' des Berges den vor-
liegenden Punkt &’ Fig. 4.

des Thales vollstén-

dig iiberholt, so dass

sich bei abd eine

verticale iiberschiu-

mende Wasserwand

oder Sprungwelle

gebildet hat, welche

stromauf fortschreitet und eine plotzliche Aenderung der Stromrichtung
bedingt. Hier treffen Fluth- und Ebbestrdmung unvermittelt zusammen.
Diese Erscheinung wird in Frankreich bekanntlich Maskaret, an den
Flissen Indiens Bore genannt. Die Hohe des vorderen schroffen
Randes kann nach Capitdin Moore am Tsien-tang-kiang bis zu 3,7 m
betragen [vergl. die Ann. d. Hydrographie u. marit. Meteorologie 1896,
S. 466 bis 475, wie die Zeitschr. f Architektur u. Ingenieurwesen
(Hannover, Dresden) 1897, S. 205].

Es liegt auf der Hand, dass Vorgéinge von solcher Bedeutung auch
fir die Luftwellen Beachtung verdienen, wenn, wie erwiesen wird, die
Umgestaltung der Luft- oder Schallwellen sich in gleicher Weise voll-
ziehen muss, wie dieses fir die Wasserwellen nicht allein theoretisch
erkannt, sondern auch iiberall beobachtet ist.

3. Aeltere Arbeiten iiber die fortschreitende Geschwindigkeit
der Fluthwellen.

Die #lteren Untersuchungen, von dem Astronomen Airy 1846 an-
gestellt (Tides and Waves, London), ferner von Green (Trans. of the
Cambr. Phil. Soc., Vol. 6, p. 457), von Dr. Felix Auerbach (Die
theoretische Hydrodynamik, eine Preisschrift), von Gerstner (vergl.
die Wellenlehre von E. H. und W. Weber), fithrten simmtlich zur
Aufstellung der Formel I v — l/fﬁ Die Beobachtungen von Scott

Festschraift. 9
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Russell haben bewiesen, dass jene Formel fiir grosse Meerestiefen ¢
und kleine Werthe « eine praktischen Zwecken entsprechend hin-
reichende Genauigkeit besitzt, wihrend Franzius in seinem Werke:
,Die Correction der Unterweser® auf S. 23 und 24 hervorhebt, dass
diese Formel fir kleine Wassertiefen und zumal im Ebbestrome zu
unbrauchbaren Werthen fuhrt.

Die theoretischen Untersuchungen leiden hier, wie so hiufig, an
dem Mangel einer ungeniigenden zeichnerischen Darstellung der raum-
lichen Vorgéinge. In Folge dessen werden wichtige Beziehungen ein-
fach ubersehen; sie gelangen in der Rechnung nicht zum Ansatz und
erscheinen darum auch nicht im Endresultate. Zugleich ist der ver-
wendete Formelapparat meist unnéthig verwickelt, so dass die klare
Uebersicht kaum erreicht werden kann.

Auch der beriihmte Wasserbaumeister G. Hagen, Excellenz,
empfand den Mangel der Formel v — Vgt. In seinem Werke: ,See-
ufer und Hafenbau“, Bd. I, S. 67, berichtet Hagen uber die von ihm
angestellten Versuche. Hagen erkannte aber nicht den theoretischen
Zusammenhang, und anstatt nun das Glied « zu addiren, figte der-
selbe unter der Wurzel das Glied 3/, hinzu. Bei einem Vergleich der
Ergebnisse der Formel und der durch den Versuch gewonnenen Werthe
gelangt Hagen zu dem Schluss, dass eine Uebereinstimmung beider
erreicht sei. Dies aber war ein Irrthum, denn die Annadherung der
Werthe war nur dadurch zufdllig erreicht, dass die Zahlen in Spalte 3,
8. 67 simmtlich um V2 zu gross sind. Es ist vergessen worden, die-
selben durch V2 zu dividiren. So muss es dort z. B. statt 23,7
heissen 16,4. Alle weiteren, an jene Versuche gekniipften besonderen
Schlussfolgerungen sind damit hinfallig.

Es ist nicht zu verwundern, dass ein so hoch verdienter Beamter
der preussischen Bauverwaltung neben seinen umfangreichen Geschaften
und neben der umfassenden literarischen Thatigkeit, welche die Be-
schreibung aller wichtigen Wasserbauten umfasste, nicht noch Musse
fand, tiefgreifenderen theoretischen Studien sich hinzugeben.

Auch heute liegt die wissenschaftliche Forschung im Wasserbau
noch arg danieder. Es bestehen keine Einrichtungen, welche es er-
moglichen, eine gesunde Verkniipfung theoretischer und praktischer
Studien zu erreichen. Der technische Beamte betrachtet die empirische
Forschung oft als sein ausschliessliches Monopol, obgleich derselbe
fast niemals die Gelegenheit hat, auf einem Sondergebiete tief-
greifende Erkenntnisse zu schaffen. Die wechselvollen Aufgaben seiner
Amtsthitigkeit machen es ihm zu einer Unmoglichkeit, die Musse
fiir weitgehende Sonderstudien zu finden. Ist ein Bau vollendet, dann
folgt nicht ein Bau &hnlicher Art, sondern eine Aufgabe von so
anderer Beschaffenheit, dass die zuvor gewonnenen Anregungen fiir
wissenschaftliche Studien verloren gehen miissen. Die wissenschaftlich-
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bautechnische Forschung kann nur dann einer gesunden Entwickelung
entgegengehen, wenn die hier vorhandenen unnatiirlichen Behinderungen
in dem erforderlichen Umfange beseitigt werden.

Hagen klagte in der Vorrede zu seinem Bande I ,des Seeufer-
und Hafenbaues¥ ernstlich dariiber, dass von Seiten ausgesprochener
Empiriker der verniinftigen Vereinigung theoretischer und praktischer
Forschung kiinstlich ein Hemmschuh angelegt werde.

Unter diesen Umstdnden ist es mit Freude zu begriissen, dass
durch den Erlass des Ministers der offentlichen Arbeiten in Preussen
vom 9. Januar 1897 in Berlin eine besondere Geschiftsstelle fiir die
Forderung der bautechnischen Forschung eingerichtet worden ist.

4. Ableitung der neuen Formeln fiir die
Geschwindigkeit longitudinal schwingender Wellen zwischen
parallelen Umschliessungen.

Zu dem Zwecke, die verwandtschaftlichen Beziechungen der Wasser-
und der Schallwelle zu zeigen, mogen beide Wellenarten hier neben
einander gleichzeitig einer Untersuchung unterzogen werden.

Jede Oberflichenwelle fordert neben der Léngsschwingung auch
Querschwingung. Beide, die Longitudinal- und Transversalschwingung,
setzen sich zu der bekannten Drehschwingung zusammen. Es sollen
dabei aber nur Wasserwellen von so grosser Periode untersucht werden,
dass die Langsschwingung mehrere tausendmal grosser ist als die
Verticalschwingung, wie solches bei den Fluthwellen der Fall ist. Die
Verticalbewegung vollziehe sich so langsam, dass die Verticalbeschleuni-
gungen vernachlissigt werden konnen. Alsdann ergeben sich fiir die
unteren Wasserschichten nahe dem Grunde des Gewissers die nidm-
lichen horizontalen Pressungsunterschiede wie oben und mithin auch
die nidmlichen Geschwindigkeiten der schwingenden Bewegung der
Elemente, wenn zugleich auch der Einfluss der Reibung vernachléssigt
wird. Die Wirkung der Reibung ist hier ausser Acht gelassen; sie
muss jedoch bei Losung der praktischen Aufgaben unserer Wasserbau-
technik immer beriicksichtigt werden.

Erlauterung der Fig. 5. Es sind die Stauvorgénge veranschaulicht,
welche zu der Entstehung einer Welle Veranlassung geben. Der
Linienzug P @ bietet das Bild des vorderen Hanges eines mit der Ge-
schwindigkeit v fortschreitenden Wellenberges. Die Ordinaten, welche
bei der Wasserwelle ¢ (Wassertiefe) und bei der Schallwelle 2 (Druck-
hohe) benannt sind, bieten ein Maass der auftretenden Pressungen
bezw. der Druckunterschiede y.

Bei den Wasserwellen entspricht der Linienzug P @, welcher durch
die Ordinaten ¢ bestimmt ist, der Oberfliche der Wasserwelle. Fiir die
Schallwellen findet sich die Linie P @ erst durch die Auftragung der

9*
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Werthe s, welche Druckhéhen sich aus den vorhandenen Pressungen p
und dem Gewichte y einer Raumeinheit der Luft nach der Gleichung

h :% ergeben. Die Linie P @ bildet in der Fliissigkeit eine Linie

gleichen Druckes, und zwar den Schnitt einer Flidche gleichen Druckes
mit der Bildebene. Auch fur die Luft lassen sich derartige Fldchen
gleichen Druckes construiren, ihr Horizontalschnitt liefert die Linien
gleichen Luftdruckes, die Isobaren. Wo lings einer Fliche gleichen
Druckes keine Dichtigkeit, mithin keine Temperaturunterschiede vor-
kommen und Verticalbeschleunigungen fehlen, sind alle {iber einander
gelagerten Flidchen gleichen Druckes F' und F” mit einander und
auch zu der oberen begrenzenden Fldche parallel.

Wie der Grundriss zeigt, wird ein Wellenstreifen von der Breite 1
in Untersuchung gezogen. Das Volumen des Prismas abcd wird also
durch das Trapez «bcd im Aufriss gemessen. Diese Beziehung ist nur

Fig 5. giiltig bei paral-
lelen Umschlies-
sungen U/, mit-
hin bei Wellen
gleichbleibender
Breite. Im Ab-
schnitt 5 sind die

Einwirkungen
einer divergiren-
den oder conver-
girenden Gestal-
tung der Ufer U
dargethan.
Es kommt nun
darauf an, zu er-
kennen, wie einmal die Welle oder, genauer genommen, ein Hohen-
punkt P derselben dadurch vorwiirts riickt, dass in Folge von Stau-
vorgingen die Wassersiule abcd eine schmalere und hdhere Gestalt
a'b' ¢’ d annimmt, wodurch der Hohenpunkt P nach o' verlegt wird und
weiter dieser vorerst in der Zeichnung bei @’ skizzirte, neu geschaffene
Hohenpunkt mit der Verschiebung der Wassersiule gleichzeitig nach
a" riickt.

Die Geschwindigkeit v der Welle zerfillt nach Vorstehendem in

die Theilwerthe « und 1, so dass sich die Beziehung ergiebt:
Gleichung A: v = u + v

Hierin bedeutet u die Geschwindigkeit des Massenelementes, moge
diese nun in Folge einer stromenden oder einer schwingenden Be-
wegung oder aber durch beide gemeinsam veranlasst sein. Der Werth
v' giebt die relative Geschwindigkeit der Wasserwelle an, d. h. die

Langsschmitt und Grundriss.
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Geschwindigkeit, mit welcher die Welle ein Wasserelement einholt und
durch dasselbe sich hindurch bewegt.

Die Beschleunigung Z—% des Massenelementes ergiebt sich nach dem

Gesetze der schiefen Ebene aus dem Gefille 1:# der Flichen gleichen
Druckes. Auf einer schiefen Ebene oder Fliche gleichen Druckes der

%:% erleidet eine Masse die Beschleunigung %
zontaler Richtung. So wird in der Bauingenieurwissenschaft die Ge-
schwindigkeitszunahme fir die Bewegung des Wassers in Fliissen
und Rohrleitungen ermittelt. In den Annalen der deutschen Seewarte,
Jahrgang 18871), ist von mir zum ersten Male nachgewiesen, dass

jene Beziehungen auch fiir die Luft gelten. Auch hier ermittelt sich

Neigung in hori-

die Horizontalbeschleunigung aus dem Gefille _71; der Flichen gleichen

Druckes. Fiir die Wasserwelle und fiir die Schallwelle finden wir
mithin die Beziehung:

du g
J; prmey % und
Gleichung B: du = % - dea

Hierin bedeutet dz das Zeitelement, wihrenddessen die Be-
9
n
als auf die Theilchen der Lage &d. Die Welle kommt hier in der

Zeichnung von links, trifft also ¢ um das Zeitmaass dz — % frither

schleunigung < linger auf die Theilchen der Lage ac eingewirkt hat,

als b, da sich die Welle mit der relativen Geschwindigkeit «/, in Bezug
auf die Theilchen des Wassers oder der Luft gemessen, vorwirts

bewegt. Die Beschleunigung % hat also auf die Theilchen der Lage

ac immer um den Zeithetrag dz linger eingewirkt, als auf die Theil-
chen der Lage bd, so dass, wenn diese die Geschwindigkeit « auf-
weisen, jene schon die Geschwindigkeit u -+ du erreicht haben. Ks
ergiebt sich mithin fiir d 2 der Werth:

Gleichung C: dz = d_ll,
v
dies in B. eingesetzt, folgt:
Gleichung D: dw = g, O_lTl
nowv

Stawvorgang und Wellenbildung; zunichst fiir Fliissigkeiten. In
Folge des relativen Unterschiedes du der Wassergeschwindigkeit, auf

1) ,Ueber den Kreislauf der atmospharischen Luft¢, S. 3, Jahrg. 1887, Aus-
gabe 1888.
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der hinteren Seite ac¢ des Prismas auftretend, gegeniiber der vorn bei
bd statthabenden Bewegung, schreitet die Verticale a¢ um den Be-
trag du in einer Secunde relativ in Bezug auf bd vorwirts. Es ent-
steht ein Stau. Die Sdule wird eingeengt; sie wird schméler und sucht
durch ein Ausweichen nach oben hin den bendthigten Ausgleich des
Volumens.

Die Formverinderung erfolgt bei nicht comprimirbaren Flissig-
keiten so, dass die beiden schraffirten Flichen inhaltsgleich werden.
Mithin besteht fiir Fliissigkeitswellen die Beziehung:

Gleichung E: At.dl = du.t.

Hierin bedeutet 4¢ die Erhebung der Wasseroberfliche iiber die
urspriingliche Lage, welche sich unter der Wirkung des Stauvorganges
im Verlaufe einer Secunde vollziehen wiirde, wenn wihrend dieser
Zeiteinheit die Gefillverhiltnisse keine Aenderung erfahren. Aus Glei-
chung D und E folgt:

Atdl:i.d—,lt oder
nov
Gleichung F: At:i.i’_
n v

Der neue gedachte Hohenpunkt o' liegt in der Horizontalen um
den Betrag ¢ von dem Punkte P der Wellenoberfliche entfernt,
welcher eine Secunde zuvor jene Hohe aufwies. Es hat sich mithin
der Hohenpunkt P durch Stauwirkung, relativ zum Wassertheilchen

gemessen, um den Betrag +' gleich Pa' vorwirts bewegt. Mithin
besteht die Beziehung:

4t _ 1
)
!
Gleichung G: At — %

Vergl. das rechtwinklige Dreieck der Katheten ¢’ und ¢ in Fig. 5.
Aus Gleichung F und G folgt weiter:
!

g t

-~ il (W2=g.t

Gleichung H: v = Vg .t
und mithin aus Gleichung A und H:
Gleichung Ia: v = u - Vyt.

Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass die &ltere Iormel
v = "Vgt nur die relative Geschwindigkeit angab, mit welcher eine
Welle in Bezug auf das Wasserelement sich vorwiarts bewegt. Das
Glied u, die Geschwindigkeit des Elementes, welches sowohl fiir die
Grosse fortschreitender Bewegung eines Wellenpunktes als auch fiir die
Umgestaltung der Wellenform von wesentlicher Bedeutung ist, blieb bis

v



Fortschr. Geschwindigkeit v. Wellen m. einer longit Schwingung d. Elemente. 135

dahin unbeachtet. Im Abschnitt 2b. sind diese Vorgidnge einer Form-
dnderung der Wellen erlautert.

Fiyr die Luftwellen gestaltet sich der Stauvorgang und die Wellen-
bildung, wenn ein Entweichen der Luft nach oben hin moglich ist,
dhnlich wie bei Fliissigkeitswellen. Die Oberflichenwellen auf dem
Ocean unserer Atmosphire, z. B. die Wellen der atmosphéirischen Fluth
und Ebbe, gehorchen fast genau den ndmlichen Gesetzen, welche fur
die Wasserwellen abgeleitet sind. Es gelangt dabei das Lufttheilchen
nahe der Wellenoberflache nicht abwechselnd in héheren und kleineren
Druck, es behdlt seine Temperatur und sein Volumen, und nur die
Gestalt des Elementes erleidet in Folge der Stauvorginge jene Ver-
zerrung, welche die Wellencontur erzeugt.

Fiir die Schallwellen der Luft liegen die Verhdltnisse anders. Ein
Entweichen nach oben hin erfolgt nur, wenn die ganze Luftséule unten
und oben iiberall gleichzeitig in Schwingung versetzt wird. Dies ist
hier aber nicht der Fall; der Antrieb zur Bildung einer Schwingung
besteht nur an irgend einem Ort. Dann iibertrigt sich die Bewegung
von einem Massenelemente auf das vorgelagerte Element durch den
erzeugten Luftilberdruck, welcher erst entsteht, wenn die Luft bei
dem Stossvorgange der Theilchen zusammengepresst, d. h. zusammen-
gestaut ist.

Fir Gase besteht aber die Beziehung, dass die Pressung nicht
allein mit einer Zunahme der Dichte, sondern auch mit einer Zunahme
der Temperatur steigt, welche hier in diesem Falle durch die Arbeit
des Luftdruckes erzeugt wird. Es ist bei chemisch ein- und zwei-
atomigen Gasen die Pressung jeweils der Energiedichte proportional,
d. h. der in einer Raumeinheit enthaltenen, nach aussen wirkenden
und nicht durch chemische Anziehungs- oder Zugkrifte in ihrer Druck-
wirkung behinderten freien Energiemenge m_2wf Hierin bedeutet w
die moleculare Geschwindigkeit der Warmebewegung.

Es i1st in Bezug auf Fig. 5 zu beachten, dass hier fiir Schall-
bewegung der Aufriss nur zu einer Veranschaulichung der Druck-
verhiltnisse und Bewegungsvorgédnge herangezogen werden kann. Die
doppelt schraffirte Fliache ist in diesem Falle nicht gleich der einfach
schraffirten Flache du . h. Durch die Arbeit des Luftdruckes ist die
in dem Raume abcd vorhandene Warmeenergie um die Arbeit des
Luftdruckes gesteigert, welche mit der relativen Verschiebung der
Wand ac¢ um den Betrag d« verbunden ist, d. h. fiir die Raumeinheit
eines Cubikmeters Luft um den Betrag:

% - 10 333 mkg.

Hierin bedeutet die Zahl 10333 die Pressung einer Atmosphire

auf einen Quadratmeter Fldche. Die Druckzunahme betrigt also zu-



136 M. Moller,

sammen in Folge der Verdichtung und in Folge der Arbeit des Luft-
druckes (Erwirmung) dem einer vermehrten Energiezunahme ent-

sprechenden Werthe:
duw (E - 10333
ap=v g7 (F7):

Hierin bedeutet £ die Warmeenergie eines Cubikmeters Luft bei
einer Atmosphire Pressung:

E =273 .0,1684 . 424 . 1,293 — 25 204 mkg

und B4 10883 _ 25204 410883 _
E o 25 204 = 141,
Es ermittelt sich also die Grosse:
Ah:ﬂ(’:ﬁ.@.l’ét,
» y dl
du
A’h——h'ﬂl,4 und

Gleichung E,: 4h.dl = du.14h.

Die Gleichungen A bis D sind fiir die Schallwellen unverindert;
sie ergeben sich genau so, wie fiir die Oberflichenwellen der Flissig-
keiten und der Luft ermittelt, auch liegt in der Folge kein Unter-
schied in dem Fortgange der Rechnung vor, so dass sich die Glei-
chungen ergeben:

. 14 %
Gleichung F,: 4h = gl
A4

l

Gleichung G: h

Gleichung H,: v = Vg14h und

Gleichung ITa: v =—u + Vg.14h.

Hierin bedeutet wieder » die Geschwindigkeit des Luftelementes,
moge diese durch Luftstromung oder Schwingung erzeugt sein und &
die Druckhéhe fiir den Ort, wo die Geschwindigkeit des Wellenpunktes
berechnet werden soll. Die Grosse

b _ b T+t
h = ” oder h_VoT—I—to’
darin 7'+ ¢ die absolute Temperatur bedeutet, ist also abhingig
von den im Wellenberge und im Wellenthale ungleichen Temperatur-
werthen. Wie bei der Wasserwelle, haben wir es auch hier wieder
mit zwei Ursachen zu thun, welche auf eine Umbildung der Wellen-
form hinwirken. Einmal ergiebt sich eine Ungleichheit in der fort-
schreitenden Bewegung der Wellenpunkte, weil das Glied # in den
Wellenbergen positiv, in den Thélern negativ ist, und weiter, weil das

Y Vergl. ,Naturkraft® von M. Moller, S. 54. (Verlag von L. Friederichsen
u. Co., Hamburg.)
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Glied ~ (die Druckhohe) von der Temperatur abhingig ist, welche in
den Wellenbergen, durch Compression veranlasst, hoher ist als in den
Thilern.

Das Glied u der Formel fiir die Geschwindigkeit der Schallwelle
kann in der theoretischen Physik von erheblicher Bedeutung werden,
da alle im Inneren der Stoffe auftretenden Bewegungen sich nach den
Gesetzen der Wellenbewegung vollziehen, indem sie jedesmal Stau-
erscheinungen bedingen. Nun ist aber auch die Wiarme eine relative
innere Bewegung der Masse, so dass auch fiir einige Aufgaben der
mechanischen Warmetheorie die Ableitung der genaueren Formel IIa.
von Werth ist.

5. Der Einfluss convergirender und divergirender
Umschliessungen.

In der bezeichneten Abhandlung [Zeitschr. fiir Architektur und
Ingenieurwesen (Hannover, Dresden) 1896, Heft 7] ist von mir auch
die Bewegung der Fluthwelle fir den Fall convergirender Flussufer
untersucht. Die Rechnung zeigt, Fig. 6.
dass die fiir Anfiillung und Auf-
stau einer im Grundriss trapez-
formigen Fliche sich schneller u+du——> “b -
vollzieht, als bei parallelen Ufern,
und dies zwar, wofern der fiillende
Strom « -+ du auf der breiten Seite eintritt. Die Welle eilt dann
ausnahmsweise schnell vorwirts, wihrend umgekehrt bei divergirenden
Umschliessungen eine kleinere fortschreitende Geschwindigkeit der
Welle sich ergiebt.

Ebenso wird eine Schallwelle, welche sich ausbreitet, langsamer
fortschreiten; sie wird also bei dem Voriibergange an einer Ecke in
ihrem Laufe verzdgert und zu einer Beugung veranlasst. Ein Vor-
gang, der dem Beugen der Wasserwellen in Nihe von Inseln (Fig. 1)
dhnelt.

Umgekehrt wird die Schallwelle in dem sich zuspitzenden Hor-
rohre schneller eilen, als den Formeln II und IIa. entspricht.

Fir die Wasserwellen sind diese Erscheinungen in augenfilliger
Weise an einigen Gerinnen aus Zinkblech zu sehen, welche ich zu
dem Zweck einer Veranschaulichung der Vorginge fiir meine Vortrige
im Wasserbau anfertigen liess.

6. Schluss.

Die hier gebotenen, die Wellenbewegung betreffenden theil-
weise neueren Darlegungen bilden nur eine Gruppe meiner auf dem
Gebiete der Wellenbewegung abgeleiteten Erkenntnisse [vgl. meine
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Arbeiten 1)]. Insbesondere sind die eine mechanische Arbeitsleitung der
Wellen betreffenden Beziehungen von Bedeutung?). Es ist mir bisher
noch nicht gelungen, auf diese neueren Bestrebungen die Aufmerksamkeit
zu lenken, weil das Studium der Wellen in den letzten Jahrzehnten nur
wenig Anklang fand. Es fehlen daher heute vielfach die grundlegenden
Vorstellungen. Insbesondere finden sich die Untersuchungen uber
Wellenbewegung meist in ein so schwer verstdndliches bezw. kiinst-
liches mathematisches Gewand gekleidet, dass der Leser nur bei
dusserster Sorgfalt merken kann, wo im mathematischen Theile der
Losung beziiglicher Aufgabe in Folge einer falschen Auffassung der
rdumlichen Vorginge und physikalischen Beziehungen etwa ein Fehler
vorliegen moge. Statt einer eingehenden Erwigung wird mit den
Worten selbstverstandlich, oder wie leicht ersichtlich ist, so nebenhin
eine wichtige Beziehung berithrt und in eine mathematische Form
gebracht, so dass dann haufig ein Fehler in dem Rechnungsansatze
verbleibt. Um solches zu vermeiden, gilt es, diesem entgegen, nach
einer Erwerbung zutreffender Anschauungen zu trachten. Bei der Be-
deutung nun, welche die Wellenbewegung iiberall in der Natur besitzt,
da die strahlenden Krifte, Schall, Warmestrahl, Licht und Elektricitit,
auf Wellen- und Schwingungsbewegung beruhen, ist es wohl an-
gebracht, die Gewinnung einer klaren Vorstellung dieser rdumlichen
Vorgénge und ihrer inneren Beziehungen zu erstreben. KEs wiirde mir
Freude bereiten, gelegentlich auch fernerhin an einer Forderung der
Wellentheorie helfend mitwirken zu konnen. Es bieten sich mir hierzu
noch manche Angriffspunkte. Dieses Ziel ldsst sich fir mich aber
nur dann erreichen, wenn sich mir Gelegenheit zur Aussprache mit
Vertretern der Experimentalwissenschaften auf diesem Gebiete der
Wellenbewegung in hinreichendem Umfange bietet. Vielleicht trigt
diese Abhandlung zur Erfillung dieses meines Wunsches bei, gelegent-
lich einen lebhafteren Austausch der Ansichten iiber die Wellen-
bewegung herbeizufiihren.

Nachtrag.

Der Knall von Kanonenschiissen soll nach den Schiessversuchen zu
Meppen weitaus schneller eilen als der alten Schallformel v = /g 1,4 h
entsprechen wiirde.

1) ,Ueber Gestalt und Bewegung von Wasserwellen mit Berucksichtigung der
Einwirkung des Windes. Exner’s Repertorium der Physik. Bd.XXII. Wien 1884.

»Ungleichformige Wasserbewegung.“ Zeitschr. d. Architekten- u. Ingenieur-
Verewns zu Hannover 1894, Heft 8.

»Die Hohe der Atmosphare und die Mondfluth. Globus 1896, S 217.

s,Die Krafte und die Bewegungsarten des Stoffes.® Prometheus 1897, S. 289,
309, 321, 359 u. 377.

?) ,Das raumliche Wesen von Elektricitat und Magnetismus® von M. Moller,
Verlag von Manz u. Lange (Hannover, Linden).
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Schépft die Wissenschaft der Volkerkunde auch zunichst, wie
jede Wissenschaft, aus dem Schatze der Erfahrungen, so vermag sie
bei den schwierigeren, von den gegebenen Thatsachen oft weit ab-
liegenden Fragen, vor die sie vielfach gestellt wird, doch auch des
Beirathes allgemeiner, uber die einzelnen Erfahrungen hinaus sich
erhebender Betrachtungen und grundsitzlicher Erorterungen mnicht
iberall zu entbehren. Man muss dabei beachten, dass es iiberhaupt
zwel Quellen der Erkenntniss giebt, von denen die beste und zuver-
ldssigste die unmittelbare Anschauung, die eigentliche Erfahrung ist;
iiberall aber, wo sie versagt, wo man die Thatsachen erst erschliessen
muss, handelt es sich um logische Operationen, fir deren Ausiibung
allgemeine logische Gesichtspunkte und Regeln maassgebend sind. Das
oberste derartige Kriterium besteht bekanntlich in der Widerspruchs-
losigkeit der gewonnenen Ergebnisse. Indem man aus analogen Er-
fahrungen allgemeine Regeln ableitet, miissen diese fiir alle ver-
wandten, der Erfahrung nicht unmittelbar zugingigen Erscheinungen
so lange nach jenem Satze als richtig vorausgesetzt werden, bis sie in
einzelnen Fillen durch neue Erfahrungen oder neue begriffliche Er-
wigungen widerlegt sind. Fiir die Ethnographie sind derartige Regeln
durchweg psychologischer Natur. Die zu ihrer Aufstellung leitenden
Erwigungen stiitzen sich zwar zundchst auf einzelne Erfahrungen,
nehmen aber im weiteren Verlauf einen mehr deductiven Charakter
an und werden deswegen in ethnographischen Kreisen stellenweise
wohl mit einem gewissen Misstrauen zu kdmpfen haben. Allein, will
man in der Ethnographie iiber die Feststellung einzelner Thatsachen
hinausdringen zu allgemeinen Ueberblicken und zur Erforschung des
Ursprunges und der Entwickelung der einzelnen Erscheinungen, so wird
man doch nicht umhin konnen, diese Bahn zu wandeln.

Wir wollen im Folgenden eine derartige Erwigung anstellen hin-
sichtlich der Irage des Ursprunges der einzelnen Sitten. Diese Frage
ist ja nur dusserst selten durch die Erfahrung zu beantworten, mag
man den Begriff der Erfahrung dabei auch in einem etwas weiteren
Sinne fassen. In einem solchen kann man von einer erfahrungs-
missigen Einsicht da sprechen, wo die verschiedenen Entwickelungs-
stufen der fraglichen Sitte von den ersten Anfingen an bis zur vollen
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Ausbildung noch bei verschiedenen Vilkern erhalten sind, so z. B. bei
der Sitte der Blutrache, iiber deren verschiedene Entwickelungsstufen
von den ersten Keimen in Gestalt der individuellen und impulsiven
Rache an uns die schone Arbeit von Steinmetz so eingehend unter-
richtet hat. Wo keine so deutlichen Fingerzeige fiir den Ursprung
einer bestimmten Sitte vorhanden sind, da konnen uns zur Weg-
weisung und zur vorliufigen Entscheidung iiber den Werth der etwa
vorliegenden Erklirungsversuche nur allgemeine psychologische Er-
wigungen und Gesichtspunkte behiilflich sein, die sich uns aus der
Einsicht in die Natur des geistigen Lebens der Gesammtheit, ins-
besondere auf tiefere Culturstufen, ergeben. Die Moglichkeit, dass
derartige abstracte und Dbegriffliche Erwigungen einmal durch neue
Thatsachen eine Umgestaltung und Richtigstellung erfahren konnen,
leugnen wir nicht, allein bei dem gegenwiirtigen Stande unserer Kennt-
niss haben sie eine grosse innere Wahrscheinlichkeit fiir sich, und
zugleich besitzen sie, wie alle solche Erorterungen, das Verdienst der
Anregung.

Um iiber die Entstehung neuer Sitten keine falsche Vorstellungen
zu gewinnen, miissen wir uns die allgemeine Natur des Bewusstseins bei
den Naturvolkern — und grossentheils ist sie auch auf der Stufe
unserer Cultur noch ebenso — klar machen. Vor Allem miissen wir
uns von jenen Vorurtheilen befreien, die von der Zeit der Aufklirung
her uns iiberall noch im Geiste stecken und iiberall unwillkiirlich
beeinflussen, wenn wir uns nicht selbst einer strengen Controle unter-
werfen. -Die Aufklirung betrachtete den Menschen bekanntlich als eine
logische Maschine, die durchweg nach verstindigen und verniinftigen
Erwiigungen mit grosser Umsicht handle. Die heutige Socialpsychologie
setzt an die Stelle dieser Anschauung zwei andere Lehren?): erstens,
dass der Mensch iiberhaupt vielfach ohne Zwecke, lediglich nach un-
widerstehlichen inneren Trieben handelt, und zweitens, dass die Zwecke,
wo wir solche beim Handeln befolgen, in der Regel durchaus nahe-
liegender und durchaus praktischer Natur sind. In ersterer Hinsicht
erinnern wir daran, dass die Vorstellung des Zweckes iiberhaupt eine
ungebiihrlich ausgedehnte Rolle bei der Erklarung der Erscheinungen
gespielt hat. Im Bereiche des Naturgeschehens hat schon Baco den
Zweckbegriff unter jene Idole, jene Vorurtheile eingereiht, die das
wahre Bild der Natur verunstalten. Fir die Erscheinungen des geistigen
Lebens kann die Bedeutung des Zweckbegriffes natirlich nicht véllig
in Abrede gestellt werden, allein man hat sich von ihm friher viel
zu iibertriebene Vorstellungen gebildet. Man hat iibersehen, dass der
Verlauf der Bewusstseinsvorgiinge sehr hiufig gar nicht von der Riuck-

1 Ausfuhrlicher hat der Verfasser diese beiden Punkte in semmem Buche:
»Naturvolker und Culturvolker“, Leipzig 1896, S. 113 und 260 ff. behandelt.
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sicht auf eine #Hussere Wirkung beeinflusst wird, sondern lediglich
unter einem inneren Zwange verlduft, der ein Abweichen vom Her-
kommlichen und Ueberlieferten zu einem Acte der grossten Anstrengung
und Selbstiitberwindung machen wiirde. Als ein DBeispiel fiir diese
Macht des Herkommens, die durch die Riicksicht auf das Urtheil der
Stammesgenossen noch verstirkt wird, und die beildufig auch auf der
Hohe unserer Cultur noch viel grosser ist, als wir uns in der Regel
klar machen, sei hier eine Ueberlieferung der Kubus auf Sumatra er-
wihnt1). Sie sind danach die Abkémmlinge dreier Briider, von denen
die beiden dltesten auf gewohnliche Art, der dritte aber ohne Werk-
zeug, also wider das Herkommen, beschnitten wurde; das beschiamte
ihn so, dass er sich in die Walder zuriickzog. Ebenso typisch fiir
das, was wir hier meinen, ist ein Fall, den wir einer Arbeit Hein’s
entlehnen?). Es handelt sich dabei um die Zwecklosigkeit gewisser
Flechtwerke auf Borneo: unter einem Obergeflecht findet man verdeckt
ein unmittelbar beim Flechten entstandenes Ornament, und beide
Geflechte sind theilweise wieder durch Affenhaarbiischel verdeckt. Nach
einem Zweck der Ornamente zu suchen, wire hier offenbar vergeblich:
»die Frauen flechten nicht, um zu ornamentieren, sondern ornamentiren,
um zu flechten, und man kann annehmen, dass es ihnen viel Ueber-
windung kosten wiirde, sollten sie einfach Faden iiber Faden kreuz-
weis legen.©

Wo aber dieses Merkmal des inneren Zwanges nicht zur Erklarung
hinreicht, und bei der Ausubung einer Sitte oder bei der Entstehung
einer neuen wirkliche Zwecke ins Spiel kommen, da gelten fur diese
doch zwei Merkmale: erstens sind sie durchweg praktischer Natur,
von greifbarem #usseren Nutzen. Man darf nicht voraussetzen, dass
sie der Befriedigung hoherer geistiger Bediirfnisse, edlerer und feinerer
Gefithle und dergleichen dienen, dass sie, wie wir in der Folge
der Kurze halber sagen wollen, idealer Natur sind, Wir wiirden durch
eine solche Annahme das geistige Leben der Naturvilker auf ein viel
zu hohes Niveau stellen. Zweitens miissen die in Rede stehenden
Zwecke naheliegender Natur sein, derart, dass ibhre Wirkungen un-
mittelbar in die Augen fallen und nicht erst lingerer Berechnung und
Ueberlegung und eines weiten Vorausblickes in die Zukunft bediirfen.
Wollte man bei solchen Zwecken weit vorausschauende Erwigungen
kiinftiger Ereignisse voraussetzen, so wiirde man sich ebenso iiber-
triebener Vorstellungen uber die intellectuelle Hcéhe des geistigen
Lebens schuldig machen, wie im vorigen Falle hinsichtlich der sittlichen
Hohe, falls man den Beweggrund fiir die Entstehung neuer Sitten in
idealen Regungen suchen wollte.

1) Mitgetheilt von Westermarck, Geschichte der Ehe, 8. 206.
%) Mittheilungen der Anthropologischen Gesellschaft, Wien, 21, 50,
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Wir wollen nunmehr einige Anwendungen von den entwickelten
Gesichtspunkten auf eine Anzahl einzelner Fille machen, indem wir
zunichst einige feststehende Fille betrachten, hinsichtlich deren die
Meinungen einig sind, und sodann eine Anzahl ungewisser Fille, bei
denen das Ursprungsmotiv der betreffenden Sitten im Dunkeln ist,
ins Auge fassen, in dem Sinne, dass die entwickelten Gesichtspunkte
uns als Richtschnur fir die Wahrscheinlichkeit oder Unwahrschein-
lichkeit etwa versuchter Erklirungen dienen sollen. Zuvor wollen wir
nur im Vorbeigehen noch daran erinnern, wie sehr das Ueberwiegen
praktischer, naheliegender Beweggriinde iiber solche von mehr idealer
und abstracter Natur heute auch in der Geschichtswissenschaft und
Politik immer mehr Anerkennung findet. So einseitig auch die soge-
nannte materialistische Geschichtsphilosophie ist, die die letzten Griinde
fir alles geschichtliche Geschehen in wirthschaftlichen Verh#ltnissen
sucht, so dringt sich doch die grosse Bedeutung der letzteren dem
Historiker immer mehr auf, ebenso wie die Theorie der Politik in den
wirthschaftlichen Interessen der einzelnen Volksclassen immer mehr
das eigentlich Treibende erblickt. Auch in die Vilkerkunde dringen
verwandte Anschauungen zunehmend ein. So hat Grosse jingst die
Formen der Familie mit denjenigen der Wirthschaft in Beziehung,
wenn vielleicht auch theilweise in eine zu enge, zu setzen gesucht?).

1. Die Entstehung des Staates und iiberhaupt des geselligen
Zusammenlebens der Menschen schreibt die Aufklarung bekanntlich
einer planvollen Ueberlegung, der Vornahme eines formlichen Vor-
trages zu — eine Anschauung, die in Rousseau’s ,Contrat social“ ihre
schiirfste Ausprigung gefunden hat. Heute ist man dariiber einig,
dass diese Anschauung bei dem primitiven Menschen ein Maass von
Intelligenz voraussetzt, welches viel grosser sein wiirde als dasjenige,
von dem selbst auf unserer Culturstufe das sociale Leben bestimmt
wird,

2. Derselbe Wandel, der sich hier schon seit dem Ende des
vorigen Jahrhunderts vollzogen hat, hat sich gegeniiber der Frage der
Entstehung der kiinstlichen Feuerbereitung in viel jingerer Zeit voll-
zogen. Noch Oskar Peschel steht der Vermuthung, dass etwa ein
genialer Denker der Vorzeit durch physikalische Erwigungen iiber die
erhitzende Kraft der Reibung, die sich bis zur Feuererzeugung steigern
konne, auf den Einfall der Feuererzeugung mittelst Reibung gebracht sei,
nicht unsympathisch gegeniiber 2); heute miissen wir darin eine der
seltenen Verirrungen dieses ebenso grossen wie liebenswirdigen Geistes

) Ernst Grosse, Die Formen der Familie und die Formen der Wirth-
schaft. Freiburg und Leipzig 1896.
?) Peschel, Volkerkunde, 3. Auflage, S 144.
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erblicken und vom psychologischen Gesichtspunkte aus der Annahme
Karl’s von den Steinen eine grosse innere Wahrscheinlichkeit zu-
schreiben, welche die Massenerfahrung zu Grunde legt, dass sich beim
Bearbeiten von Werkzeugen rauchender Staub ablost?).

3. Fiir den Ursprung der Sitte des Ornamentirens wusste man
sich in dlterer Zeit nur auf #sthetische Antriebe, auf die zwecklose
Freude am Linearzeichnen, zu berufen. Das Misstrauen, das eine
psychologische Betrachtung gegen einen so idealen Entstehungsgrund
von vornherein hegen muss, wird durch die Entdeckungen der jiingsten
Zeit durchaus gerechtfertigt. Dass die Ornamentik sich durchweg aus
gegenstindlichen Darstellungen, vorziiglich von Thieren, entwickelt hat,
darf heute wohl als bewiesen gelten. Dass bei diesen Darstellungen
urspriinglich praktische Beweggriinde maassgebend gewesen sind, vor-
ziiglich vermdge der weit verbreiteten Sympathievorstellungen, die dem
Bilde #hnliche Eigenschaften und Krifte wie dem Gegenstande zu-
schreiben, vermogen wir schon heute fir manche Félle mit ziemlicher
Bestimmtheit zu behaupten. Ein schones Beispiel dafiir finden wir in
Schurtz’ Arbeit iiber die Ornamentik der Ainos. Kin Motiv ldsst
sich hier bis auf die Ohren der Biren zuruckverfolgen und hat bei
der grossen mythologischen Bedeutung dieses Thieres urspriinglich
gewiss als Talisman gedient?). Auch die in der afrikanischen Orna-
mentik eine so grosse Rolle spielenden Eidechsen sind theilweise nach
Karl Weule’s Vermuthung urspriinglich zum Renommiren und Ab-
schrecken in natura getragen und erst spdter durch ihr Bild ver-
dringt?). Wie weit sich derartige Vermuthungen und Ergebnisse ver-
allgemeinern lassen, vermogen wir heute nicht vorauszusagen. Gerade
fir die #ltesten Zeiten der Menschheit, die jedenfalls nur natura-
listische gegenstindliche Darstellungen kannten, ist die allgemeine
Herrschaft praktischer Beweggriinde innerlich nicht unwahrscheinlich,
da einer ausgedehnten Herrschaft &sthetischer Antriebe sowohl die
Trigheit der primitiven Stimme wie die Rohheit ihrer Gesinnung hin-
dernd in den Weg tritt. In der That hat man neuerdings die An-
finge der Kunst ganz allgemein auf praktische, aus mythologischen
Vorstellungen von der Zauberkraft von Sympathiemitteln entspringende
Motive zuriickfuhren wollen¢).

4. Als Beweggrund der Todtenopfer pflegt man in der Regel die
Fursorge der Ueberlebenden anzugeben, die dem Verstorbenen ein
Gefolge ins Jenseit mitgeben will. Als Entstehungsgrund der ganzen
Sitte gedacht wiirde dieses Motiv, falls es der Liebe, nicht der Furcht

1) Verhandlungen des achten Geographentages, S. 21 u. 27.

%) Internationales Archiv fur Ethnographie, 9, 239.

8) Festschrift fur Adolf Bastian zu seinem 70. Geburtstage, S. 192.

4 Lazar Popoff in der Revue Scientifique (nach ,Globus®, 65, 331).
Festschrift 10
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entspringen soll, wie Preuss jiingst mit Recht bemerkt hat?1), viel zu
sentimental fiir den primitiven Menschen und somit ein psychologisches
Unding sein, falls es aber der Furcht vor der Unzufriedenheit und
dem Groll des Verstorbenen entspringe, von einer Weite des Gesichts-
kreises und einem Maasse von Fiirsorge fur die Zukunft zeugen, die
ebenfalls unwahrscheinlich sind. Die Erklirung von Steinmetz, dass
es sich urspringlich bei den Todtenopfern gar nicht um den Todten,
sondern um die Lebenden handelt, nimlich lediglich um ihre Sicherung
vor dem so anderweitig befriedigten Rachedurst des Verstorbenen 2),
ist psychologisch viel wahrscheinlicher.

5. Der Ursprung der menschlichen Sprache bildet ein Problem,
das mit Recht heute viel weniger als frither erortert wird, weil man
seine Schwierigkeiten heute besser wiirdigt. Nur iiber die Richtung,
in der man seine LOsung zu suchen hat, sei hier eine Bemerkung
gestattet. Der Hauptfehler fast aller &dlteren Erkldrungsversuche von
Herder bis auf Max Miiller lag wieder darin, dass man dem
Menschengeschlechte zu viel zumuthete, indem man einerseits eine plotz-
liche Entstehung annahm, andererseits diese auf zu wenig wirksame
Beweggriinde, nimlich auf ein plétzlich erwachtes, theoretisches, rein
akademisches Interesse zuriickfithrte, das fiir einzelne Objecte plotzlich
Bezeichnungen suchen und finden liess. Mit Recht hat daher Wundt
an die Stelle der plotzlichen Entstehung eine allmilige Entwickelung
der eigentlichen Sprache aus verwandten primitiven Vorgidngen gesetzt,
indem er die menschliche Sprache als eine Weiterentwickelung einer
besonderen Art jener Ausdrucksbewegungen auffasste, die wir bereits im
Thierreiche entwickelt finden?). Ueber das praktische Interesse freilich,
das jene Entwickelung thatséchlich ausloste, bietet uns auch Wundt
keine befriedigende Aufkldrung. Erwdhnenswerth erscheint uns in dieser
Beziehung eine, wie wir glauben, zu wenig beachtete Hypothese von
Ludwig Noirée, welche die Anfinge der Sprache mit denen der
Arbeit eng verkniipft und in den primitiven Arbeiten der Gruppe den
Anlass der ersten sprachlichen Aeusserungen, in den sie impulsiv be-
gleitenden lautlichen Ausdrucksbewegungen das naturgemiss gegebene
Material fiir die ersten Worte erblickt ¢). Hinsichtlich dieses Zu-
sammenhanges zwischen der Arbeit und gewissen triebartigen Laut-

1) Festschrift fur Adolf Bastian zu seinem 70. Geburtstage, S. 227. Wenn
freilich Preuss gleich darauf in der Selbstverstummelung emmen Ausfluss des
Pflichtgefuhles, eine Beschwichtigung des qualenden Gewissens erblickt, so fallt
er damit wohl vorubergehend 1in die von 1thm selbst getadelte Neigung, die Natur
des primitiven Menschen zu 1dealisiren, zuruck.

?) Steinmetz, Ethnologische Studien zur Entstehung der Strafe, 1, 334
bis 355. ’

%) Wundt, Grundzuge der physiologischen Psychologie, 3. Auflage, 2, 515 ff.

%) Ludwig Noirée, Der Ursprung der Sprache. Mainz 1877. — Das Werk-
zeug. Mainz 1880.
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dusserungen wollen wir hier noch auf eine jiingst erschienene Arbeit
Biicher’s hinweisen, die allgemein die Neigung des Menschen betont,
die Arbeit der Hénde rhythmisch zu gliedern und so in ein Spiel zu
verwandeln 1), und die so allgemein fiir primitive Zustinde Arbeit und
Spiel in nahe Verwandtschaft riickt. Wenn nach Biicher Arbeit,
Musik und Dichtung urspriinglich beim primitiven Menschen in eins
verschmolzen waren, so leuchtet die Verwandtschaft dieser Anschauung
mit der eben erwdhnten Noirée’s unmittelbar ein. Wenn weiter
derselbe Autor fiir das Grundelement der genannten Trias die Arbeit,
also ihren praktischen Bestandtheil, erklirt?), so ordnet sich diese
Auffassung der von uns hier vertretenen allgemeinen Anschauung
widerstandslos unter. Und wenn endlich Biicher bei der Frage, ob
der Tanz &lter als die Arbeit oder aus ihr erst als eine spielende
Nachahmung hervorgegangen sei, geltend macht, dass der Tanz jeden-
falls nicht praktischer Natur und daher mindestens vielfach erst
secunddren Ursprunges sei, so mochten wir diesem Argument noch
eine grossere Bedeutung beimessen, als es der Autor selbst an jener
Stelle zu thun geneigt ist.

6. Ueber die Urspriinge des religidsen Lebens stehen sich zwei
Anschauungen gegeniiber, von denen die eine den Animismus, d. h.
den Glauben an korperlose Geister, die andere die Naturmythologie,
d. h. den Glauben an beseelte Naturkorper, an den Anfang der Ent-
wickelung stellt. Wahrend die letztere Anschauung ihre Anhénger
hauptsiichlich bei den Philologen und Linguisten gefunden hat, haben
die Ethnologen von Anfang an die erstere bevorzugt. In der That ist
es nun sehr bezeichnend, dass wir bei den primitiven Stimmen, den
Jagerstimmen oder sogenannten unsteten Stdmmen, in der Regel nur
schwach entwickelte animistische, aber kaum naturmythologische Vor-
stellungen finden. Von dem fiir uns hier maassgebenden Gesichts-
punkte des praktischen unmittelbaren Interesses aus erscheint in der
That ebenfalls die Theorie des Animismus als die innerlich wahr-
scheinlichere. So sehr auch der primitive Mensch von der Natur ab-
héngig ist, so ist diese Abhingigkeit mehr mittelbar und dringt sich
dem Bewusstsein weniger auf, als diejenige von einzelnen Mitmenschen,
und die Todtenfurcht erscheint uns als ein viel lebhafteres, gleichsam
substantielleres Motiv, als die Furcht vor irgend welchen als beseelt
gedachten Naturkdrpern. Dass beildufig die Furcht, nicht die Liebe
das bestimmende Gefiithl der ersten religiosen Regungen gewesen ist,
bedarf von unserem Standpunkte aus wohl keiner ausdriicklichen

Versicherung und wird wohl auch keinen Widerspruch zu befiirchten
haben.

1) Bucher, Arbeit und Rhythmus. Abhandlungen d. k. sachs. Gesellschaft
d. Waissenschaften, phil.-hist. Cl,, Bd. 17, Nr. 5.
% A. a. 0, S.78.

10*
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7. Ueber den Ursprung der Kleidung gehen noch heute die
Ansichten aus einander, indem man zur Erklarung theils, wie noch jiingst
Schurtz gethan?), ein urspriinglich vorhandenes Schamgefiihl, theils das
Schmuckbediirfniss, theils endlich den praktischen Nutzen in Gestalt des
Schutzes entweder gegen die Kilte oder gegen #Hussere Verletzungen
durch Dornen oder kleine Thiere heranzieht. Von unserem Standpunkte
aus miissen wir gegen die erstere Erklirung die Einwendung erheben,
dass sie ein viel zu ideales Motiv heranzieht, das wir uns nicht als
wirkungskriftig genug vorstellen konnen — ganz abgesehen davon,
dass bei manchen Stimmen die Bekleidung auf so geringe Ueber-
bleibsel zusammengeschrumpft ist, wie es schwerlich der Fall sein
konnte, falls das Schamgefihl von Haus aus dem Menschen in einer
betrichtlichen Stdrke innegewohnt hitte. Auch das Schmuckbediirfniss
erscheint uns von zu wenig substantieller Natur und am wahrschein-
lichsten die Heranziehung des Schutzbediirfnisses gegen #Hussere ver-
letzende Einfliisse. Sehr beachtenswerth erscheint uns in dieser Be-
ziehung eine Erfahrung, die Karl von den Steinen am Schingu machte,
wo gewisse, in den Fliissen lebende Fischchen den schwimmenden In-
dianern unmittelbar in die Oeffnungen der Geschlechtstheile einzudringen
drohten 2). Ist eine Bekleidung dann einmal aus praktischen Griinden
eingefiihrt, so kann durch die Ausitbung dieser Sitte das Schamgefuhl
jedenfalls viel leichter geweckt werden, als dass es in den friihesten
Zeiten beim Uebergange vom thierischen zum menschlichen Leben
vollig spontan ohne Husseren Anlass sich entwickelt haben sollte.

8. Noch dunkler ist die Frage nach der Entstehung der Haus-
thierzucht, wobei wir unter Hausthiere vorziiglich die wirthschaftlich
nutzbaren Thiere im Auge haben. Eduard Hahn hat jingst mit Recht
auf die Schwierigkeiten aufmerksam gemacht, die sich der Entrithse-
lung dieser Frage entgegenstellen 3). Die Benutzung der thierischen
Milch gehort stets einer spateren Stufe der Hausthierzucht an, und den
Fleischgewinn kann man sich als urspriinglichen Beweggrund der
Zihmung deswegen schwer vorstellen, weil die Thiere auch im Zustande
der Wildheit vermoge der Jagd eine Menge Fleisch zu liefern ver-
mogen. Wenn Eduard Hahn die hier vorhandene Liicke unserer
Erkenntniss durch die Annahme urspriinglicher religioser Beweggriinde,
die sich auf die Sitte des Opferns beziehen, auszufiillen sucht, so
mussen wir dagegen das Bedenken erheben, dass hier wiederum ein
zu idealer Beweggrund herangezogen ist, dessen Wirkungskraft uns
zu wenig wahrscheinlich erscheint. Wir halten es daher fiir besser,
diese Frage vorlaufig noch offen zu halten.

1y Schurtz, Grundzuge einer Philosophie der Tracht, S. 16.

2) Karl von den Steinen, Unter den Naturvolkern Centralbrasiliens, S. 195,

8) Eduard Hahn, Die Hausthiere, S. 28 bis 84, 90, 134 u. a. St. Leipzig
1896. — Eine Besprechung des Buches vom Verfasser im Globus 69, 158,
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9. Die Sitte der Anthropophagie hat man bisher meist theils aus
der Genusssucht und Noth, theils aus animistischen Vorstellungen er-
klaren wollen. Die ersteren beiden Beweggriinde wiirden die Anthro-
pophagie schwerlich zu mehr als zu einem gelegentlichen oder hiufiger
geiibten Brauch, aber nicht zu dem Range einer festen Sitte sich
haben erheben lassen, wihrend wir gegen die Berufung auf urspriing-
liche animistische Beweggriinde in Uebereinstimmung mit Steinmetz
wiederum einzuwenden haben, dass sie zu ideal und zu wenig substan-
tiell sind. Wenn Steinmetz?) statt dessen annimmt, dass die Anthro-
pophagie aus den Zeiten der dltesten, noch halb thierischen Rohheit
stammte, wo alle idealeren Regungen, welche sich heute gegen die Aus-
ibung dieses Brauches striuben, noch nicht entwickelt waren, das
Verzehren von Menschenfleisch vielmehr fiir das Gefiihl auf derselben
Stufe stand wie das von anderem Fleisch, so konnen wir vom psycho-
logischen Standpunkte aus dieser Erkldrung nur beistimmen.

10. Die Sitte der Beschneidung hat man theils auf religiose
Beweggriinde, wonach sie eine Art Opfer darstellen sollte, theils auf
den Wunsch der nationalen Absonderung, theils auf den vermehrten
Genuss bei der Ausiibung des Geschlechtsactes, theils endlich auf
Gesundheitsriicksichten zuriickfihren wollen. Von allen diesen Beweg-
griinden erscheint uns nur der letztere substantiell genug, um psycho-
logisch in Betracht zu kommen. In derselben Richtung wie er liegt
eine Vermuthung Mucke’s, dass der Grund der Beschneidung in der
Erleichterung des Verkehrs bestehe, die durch die Abtrennung des
Ueberfliissigen hervorgerufen wird, wobei Mucke zum Vergleich auf eine
Beobachtung Karl’s von den Steinen hinweist, dass einige Indianer-
stimme sich die Wimpern abschneiden, um besser sehen zu konnen ?).

11. Die Festlichkeiten, mit denen der Eintritt in das mannbare
Alter bei vielen Stimmen verkniipft ist, hat man angesichts ihres vor-
wiegend religiosen Charakters in der Regel von Anfang an auf religicse
Beweggriinde zuriickfihren wollen; uns erscheint jedoch eine Ver-
muthung von Robertson Smith sehr beachtenswerth 3), dass diese
Feste, die noch heute bei kriegerischen Stimmen die Jiinglinge Proben
ihrer kriegerischen Thitigkeit ablegen lassen, urspriinglich diesem
praktischen Umstande ihre Entstehung verdankt haben und erst spiter
die mehr ideellen religiosen Beweggriinde sich zu dem Beherrschenden
in der ganzen Sitte gestaltet haben.

12. Die Entstehung des mdnnlichen Kindbettes hat Bachofen
aus den Bestrebungen des Vaters abgeleitet, den Antheil an seinem
Kinde vor der Welt dadurch festzustellen, dass er das Wochenbett der
Mutter nachahmte. Ganz abgesehen davon, dass dieses bei Natur-

1) Mittheilungen der Anthropologischen Gesellschaft in Wien 26, 1 bis 60,
2) Mucke, Horde und Familie, S. 80.
3) Robertson Smith, The religion of the Semites 1, 310.
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volkern nicht existirt, ist hier die geringe Wirksamkeit eines so
ideellen und von so weitschauender Reflexion eingegebenen Beweg-
grundes offenbar so einleuchtend, dass diese Erklirung von vornherein
aussichtslos erscheint. Der wirkliche Beweggrund muss offenbar zunéchst
in Sympathievorstellungen gesucht werden?!), die wir bei allen Natur-
volkern stark entwickelt finden, und die bei der Lebhaftigkeit ihres
Geisterglaubens, der Wirklichkeit und Phantasie fiir sie untrennbar
in einander fliessen lisst, offenbar eine sehr starke Kraft als Beweg-
grund besitzen.

13. Die Sitte des Mutterrechtes, insbesondere die Sitte, die Ver-
wandtschaft nach der Mutter zu rechnen, hat Grosse noch jiingst auf
das Bestreben zuriickgefiihrt, die Heirath zwischen auf miitterlicher
Seite verwandten Personen zu vermeiden 2). Wir kénnen nur mit Ver-
wunderung feststellen, dass ein psychologisch so durchgebildeter Forscher
hier einem so abstracten Beweggrunde eine so weitgreifende Rolle zu-
schreibt. Als ein &hnlicher, freilich weit schlimmerer Missgriff erscheint
es uns, wenn noch jlingst Kohler, von der Gewohnheit juristischer
Begriffsconstructionen wohl zu einer etwas einseitigen Intellectualisirung
der Dinge verleitet, die Sitte der Exogamie aus einer totemistischen
Gesellschaftsgliederung mit der Begriindung abzuleiten versucht hat,
die Endogamie wiirde eine Art von logischem Widerspruch bedeuten,
da ,kein Thier in sich selbst hinein heirathet* 3),

Fiir das Fortbestehen einer Sitte kommen zum Theil andere Beweg-
griinde als fiir ihr Entstehen in Betracht, namlich ausser den prak-
tischen, auf einen naheliegenden greifbaren Nutzen gerichteten, ab-
gesehen von der Macht des Herkommens und der Gewohnheit, auch
idealere, in der Regel als sittliche Motive bezeichnete Beweggriinde, die
von der Riicksicht auf einen bestimmten Zusseren Effect abstrahiren.
Gewiss reicht in vielen Fillen die Macht der Ueberlieferung und der
psychologische Zwang, den eine durch viele Generationen hindurch
iiberlieferte und fortgepflanzte feste Form des Benehmens und Handelns
vermoge ihrer tiefen Einwurzelung in den Mechanismus der Bewusst-
seinsvorgénge auf den Einzelnen ausiibt, zur Aufrechterhaltung einer Sitte
auch dann hin, wenn ihr urspriinglicher praktischer Beweggrund ver-
loren gegangen und dabei nicht, was in den meisten Fillen zu geschehen
pflegt, durch andere Beweggriinde verwandter Art ersetzt ist. Zunéchst
freilich wird es sich fiir die Forschung empfehlen, stets nach prak-
tischen Motiven zu suchen, und die eindringende Untersuchung wird

1) Dargun, Mutterrecht und Vaterrecht, S. 19.

2) Grosse, Die Formen der Wirthschaft und die Formen der Familie. Leipzig
und Freiburg 1896.

3) Kohler, Zur Urgeschichte der Ehe, S. 40. Berlin 1897.
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an Ort und Stelle oft praktische Motive zu entdecken vermdgen, wo
es sich anscheinend nur um eine leere Gewohnheit oder ein miissiges
Spiel handelt. So ist es typisch, wenn Schinz bei den Hottentotten
festzustellen vermochte, dass die dort iibliche Berussung der Weiber, die
anscheinend nur zum Schmucke diente, nach bewihrten Quellen nur
zur Zeit der Menses vorgenommen wird!), oder wenn Ehrenreich bei
den Purustimmen das lirmende Geschrei, mit dem der Fremde dort
die Dorfer zu betreten pflegt, auf die Furcht der Eingeborenen vor
bosen Geistern zuriickfiihren konnte, angesichts deren der Fremde sich
sofort als Menschen zu documentiren bestrebt ist?).

Bei einer einmal bestehenden Sitte gesellen sich aber, wie erwédhnt,
haufig rein sittliche, abstracte Antriebe hinzu, um sie aufrecht zu
erhalten. In dem Falle, wo die praktischen Antriebe in Wegfall
gekommen und auch dem Bewusstsein entschwunden sind, die Sitte
also gleichsam die Spuren ihrer Entstehung hinter sich verwischt hat,
entsteht dann fiir die naive Betrachtung leicht der tauschende Schein,
als seien rein ideale sittliche Urtheile und Gefiithle michtig genug
gewesen, Sitten und sociale Institutionen hervorzurufen, die in der That
ganz anderen Ursachen von groberer Natur ihren Ursprung verdanken,
und an denen umgekehrt erst, gleichsam als an ihren massiven Stiitzen,
sich die zarteren sittlichen Gefiihle und Urtheile haben entwickeln
und emporranken kénnen, die sie jetzt zu stiitzen scheinen. Welcher
naive Betrachter wollte heute in der Verfehmung des Incestes, des
Selbstmordes, der Bestialitit etwas Anderes als den Ausdruck eines
unmittelbaren sittlichen Gefiihles erblicken? Und doch kann es keinem
Zweifel unterliegen, wenn auch im Einzelnen diese Dinge sich noch der
Entschleierung entziehen, dass diese sittlichen Gefiihle erst das nach-
trigliche Ergebniss bereits bestehender Einrichtungen waren, die durch
ganz andersartige Ursachen ins Leben gerufen waren. Dem schirfer
blickenden Betrachter verrdth sich freilich die zartere, gleichsam
weniger resistente Natur dieser idealen Beweggriinde bisweilen in der
Thatsache, dass die von ihnen gestiitzten Anschauungen sich auf die
Dauer in einem Zeitalter gesteigerter Individualisirung des Denkens
nicht immer der Discussion und Kritik zu entziehen vermégen. So
hat man im Gegensatz zur Verurtheilung des Selbstmordes und der
Vernichtung des keimenden Lebens gelegentlich wohl einem Recht

auf den Tod das Wort reden wollen — was in einem Zeitalter, wo
die Bevolkerungsmenge von einem Riickgange bedroht ist, unter nor-
malen Umstdnden nicht denkbar wire —, dhnlich wie mit der Bestra-

fung der Bestialitit der neue Entwurf eines Schweizerischen Straf-
Gesetzbuches gebrochen hat, und selbst der Adelphogamie vermag

“ ?éﬂcfllnz, Deutsch-Sudwestafrika, S. 85.
%) Veroffentlichungen des Koniglichen Museums fur Volkerkunde, 2, 67.
Berlin.
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der Anthropologe vom Standpunkte der Rassenziichtung aus eine
vortheilhafte Seite abzugewinnenl). Insbesondere zeigt die geringere
Kraft rein idealer Motive sich dann, wenn praktische Beweggriinde
ihnen entgegentreten und das Erloschen einer Sitte oder Institution
erzwingen. So sehen wir die Sitte der Gastfreundschaft an bestimmte
wirthschaftliche Zustdnde gebunden und iber sie hinaus durch das
ihr mnewohnende sittliche Element nicht vor dem Verfall geschiitzt.
Analog erweist sich heute bei dem Kampf gegen das Gymnasium die
Berufung auf dessen idealen Bildungswerth auf die Dauer als macht-
los. Gerade an diesem Beispiel konnen wir sehen, wie die idealen
Beweggriinde geradezu den Verfall einer Institution begleiten kdnnen,
indem sie deren urspriingliches praktisches Motiv — in diesem Falle
den Nutzen einer Fachschule fiir den kiinftigen Gelehrten — ver-
geblich zu ersetzen suchen.

Wir rithren hier an Dinge von der #Hussersten Wichtigkeit: es
handelt sich um nichts Geringeres als den Mechanismus der Entwicke-
lung des sittlichen Lebens, um die Verquickung der wahrhaft sittlichen
Motive mit indifferenten oder egoistischen und ihre Forderung durch
diese. Der Erste, der die Tragweite der hier uns entgegentretenden
Probleme empfunden, wenn auch mehr gefiihlt als klar erkannt hat, ist
wohl Nietzsche gewesen; an einem tieferen Eindringen hinderte ihn,
von Anderem abgesehen, sein volliger Mangel an einschldgigen Kennt-
nissen. Nur die Vilkerkunde wird in Verbindung mit der Psychologie
dies Dunkel zu lichten vermogen.

Wir kehren noch einmal zu der Entstehung der Sitten zuriick, um
uns kurz mit der sogenannten materialistischen Geschichtsphilosophie
auseinanderzusetzen, deren Lehren gegenwirtig auch bei ethnolo-
gischen Erorterungen mehrfach Anerkennung gefunden haben. Ihren
wesentlichen Sinn diirfen wir wohl, ohne erheblichen Widerspruch zu
befiirchten, dahin zusammenfassen, dass fiir alle Massenerscheinungen
im geistigen Leben wirthschaftliche Beweggriinde die h#ufigsten und
im Kampfe mit andersartigen Motiven stets siegreichen Ursachen
sind. Blicken wir nun auf unsere frithere Liste zuriick, so konnen
wir dieser Lehre fiir unser Problem nur theilweise zustimmen. Sie
geht von der egoistischen und niedrigen Natur des Menschen aus,
und darin muss ihr der Volkerpsychologe wenigstens fiir tieferstehende
Stamme mit Bestimmtheit beipflichten. In vereinzelten Fillen, wie
moglicherweise der Sitte des méannlichen Kindbettes, mag die Sorge fiir
einen unmittelbar greifbaren Vortheil anderer Personen eine Sitte ins
Leben gerufen haben, im Allgemeinen sicher nur egoistische Antriebe.
Allein diese treten — und das iibersah die in Rede stehende Doctrin —

1) Lapouge, Les selections sociales, p. 155, 194, Paris 1896.
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uns nicht bloss in Gestalt wirthschaftlicher, d. h. auf das unmittelbare
korperliche Gedeihen sich beziehender Beweggriinde entgegen, sondern
auch in Verbindung mit muythologischen Vorstellungen.

Die Entstehung von Sitten aus der letzteren Quelle hat man
gelegentlich nicht bloss in einzelnen Fiéllen wahrscheinlich machen
wollen, sondern namentlich Wundt hat aus allgemeinen psychologischen
Griinden fiir die Sitte durchweg, wenn auch nicht ausnahmslos, einen
religiosen Ursprung, insbesondere einen solchen aus Culthandlungen,
behauptet 1). In dieser speciellen Fassung kann man seiner Ansicht
von vornherein kaum beipflichten, da bei den primitivsten Stimmen
die religiosen Regungen viel zu wenig entwickelt sind, um es iiber-
haupt bis zu einem Cult zu bringen. Davon abgesehen, darf man zur
richtigen Wiirdigung dieser Ansicht nicht aus den Augen lassen, welche
Lebendigkeit und Realitdt die Geisterwelt fiir den Naturmenschen
besitzt. Steinmetz hat das noch jiingst schon in einer Untersuchung
iiber den Selbstmord bei den Naturvolkern gezeigt. Der Selbstmord
ist vorziiglich deswegen bei ihnen so hiufig und so weit verbreitet,
weil sich ihrer Phantasie die jenseitige Welt mit solcher Lebhaftigkeit
als eine Wirklichkeit aufdréingt, dass ihnen die Vertauschung der dies-
seitigen Welt mit ibr nur wie eine verlockende Reise erscheint, bei
der man eine kurze Unbequemlichkeit wéhrend der eigentlichen Reise
um des verlockenden Zieles wegen willig in den Kauf nimmt. Wo
die religiosen Antriebe eine solche sinnliche Kraft besitzen, dass sie
praktischen Antrieben gleichwerthig werden oder vielmehr selbst zu
solchen sich gestalten, da werden wir an einen derartigen religiosen
Ursprung der Sitte glauben diirfen; allein das Vorhandensein solcher
mit unmittelbarer sinnlicher Kraft wirkenden Antriebe bedarf in jedem
einzelnen Falle erst des Nachweises. So lange er nicht erbracht ist,
miissen wir in jedem einzelnen Falle die Anschauung eines religiésen
Ursprunges der Sitten fiir psychologisch ungerechtfertigt erkliren.

'Y Wundt, Grundriss der Psychologie, zweite Auflage, S.359. Leipzig 1897.
Wundt, Ethik, zweite Auflage, S. 110.
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VVenige Gewerbszweige haben so spit wissenschaftliche Beachtung
gefunden, wie die Umwandlung der thierischen Haut zu Leder. Jahr-
hunderte lang bestand und entwickelte sich die Praxis zu einem hohen
Grade von Vollkommenheit, und zwar selbststindig ohne Beihiilfe der
Wissenschaft, bis man sich zu einer theoretischen Erklirung der zu
Grunde liegenden Processe herbeiliess. Die Anfinge dazu fallen mit
dem Eintritt der Chemie in die Reihe der Wissenschaften zusammen:
man begniigte sich mit dem Hinweis auf die dussere Aehnlichkeit des
Vorganges mit anderen chemischen Proceduren, sowie auf die That-
sache, dass die vegetabilischen Gerbstoffe mit dem thierischen Leim
Niederschlige geben. Von vornherein war mit diesem vorliufigen
Hinweis hochstens eine Erklirung der Lohgerberei, aber gar keine der
anderen Zweige, der Sdmisch-, der Weissgerberei, gegeben; anderer-
seits war derselbe mit einer Reihe von anderen feststehenden That-
sachen vollig unvereinbar. Zunéchst ist die Beschaffenheit des Nieder-
schlages des thierischen Leims mit Gerbstoff das gerade Gegentheil
von der des Leders: der Niederschlag bleibt nach dem Trocknen als
sprode, leicht pulverisirbare Masse im Gegensatz zu dem geschmeidigen
Leder, Dazu kommt, dass die thierische Haut zwar vorzugsweise aus
einem leimgebenden Gebilde besteht, aber kein Leim ist. Wird lohgares
Leder selbst in der Kalte von einer verdiinnten Losung von kohlen-
saurem Natron oder Ammoniak digerirt, so geht der Gerbstoff an das
Alkali iiber, aber was zuriickbleibt, ist nicht Leim, sondern das Haut-
gewebe In seiner ganzen unverinderten histologischen Natur und Form.
Alle diese Erscheinungen hinderten nicht, dass man z. B. von franzo-
sischer Seite sich aufs Nachdriicklichste fir die Auffassung des Leders
als einer chemischen Verbindung aussprach; einer ,mariage d’inclination
absolument indissoluble“ von einer Stirke und Dauer, die Jahrhunderten
widerstehe und schon von Homer und Virgil gepriesen sei. Doch
weiss. man, dass Leder aus romischen Griabern bei dusserer Aehnlich-
keit mit Leder statt Gerbsiure nur noch Humus enthielt. In noch
stirkerem Widerspruch wie die erwdhnten Thatsachen stehen die Er-
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gebnisse der Analysen von Leder mit der Moglichkeit, dasselbe als eine
eigentliche chemische Verbindung zu betrachten; sie fithrten niemals
auf feste Gewichtsverhiltnisse, wie sie doch zu einer solchen unerliss-
lich sind. Aeussere Einfliisse, wie Natur der Losungsmittel, Concentration
der Losung u. a., bedingen sogar bei ein und demselben zum Gar-
machen dienenden Stoff, z. B. der Gerbsiure, wechselnde Ergebnisse.
Sammtliche Momente der Bildung und des Verhaltens der Leder
verweisen den Gerbprocess aus dem Bereich der Chemie vielmehr
in das Gebiet der Physik; sie kennzeichnen ihn als Erscheinung der
yFldchenanziehung®, also ganz analog der Entstehung dessen, was man
gemeinhin als Flecken auf Webstoffen, Papier etc. nennt, in vielen
Fdllen aber auch manchen technischen Processen. Unter diesen in
erster Linie die Firberei, ja man kann die Gerberei im Princip
als einen nur dem Zweck nach verschiedenen Fall der Farberei
bezeichnen.

Ein auf ein weisses Tischtuch fallender Tropfen Rothwein bildet
zwei concentrische Flecken: einen inneren blaurothen durch Haften des
Farbstoffes an der Gewebsfaser; einen zweiten an der Peripherie des
rothen, durch die entfirbte Fliissigkeit. Zweierlei Krifte kommen
im Entstehen des Fleckens in Gegenwirkung auf den Farbestoff: die
losende des Weingeistes gegeniiber der Anziehung, die von der Ober-
fliche der Fasern ausgeht, die bestrebt ist, die Farbstoffmolekeln der
Losung zu entziehen und an sich festzuhalten. Die letztere Kraft ist
die stirkere, daher Entstehung des rothen Fleckens und Entfirbung
des Weins. Ganz so ist der Vorgang in der Kufe des Gerbers. Hier
wie dort gestaltet sich der Verlauf nach den mitwirkenden begleitenden
Umstdnden und zwar den folgenden, die sich wesentlich geltend machen.
Die Kraft, mit der feste Korper andere in einer Fliissigkeit geloste
anziehen, ist von deren Natur in hohem Grade abhingig und ungleich,
sie ist hervorragend gerade bei den Faserstoffen der Gewebe, hochst
ausgezeichnet bei thierischer Kohle, wie bekannt. Selbstverstindlich
kommt aber auch der Umfang der anziehenden Fliche in Betracht,
der bei pulverigen, faserigen, pordsen Stoffen zu sehr bedeutenden
Grossen anschwillt. Andererseits spielt auch die specifische Natur der
Losungsmittel fir die Farb- bezw. Gerbstoffe eine Rolle. Sie biete
nicht bloss grosse Verschiedenheiten hinsichtlich der Menge, die sie
aufzunehmen vermdgen, sondern auch in einer Eigenschaft, der man
sonst wenig Aufmerksamkeit gonnt, wihrend sie in Fallen, wie die vor-
liegenden, von hochgradigem Einfluss ist. Es handelt sich um die Er-
scheinung, dass verschiedene Fliissigkeiten in ihnen aufgeldste Stoffe bald
mit grosserer, bald mit geringerer Kraft zuriickhalten gegen Einfliisse,
die sie ihnen zu entziehen bestrebt sind. Im Gegensatz zu #tzenden
Alkalien z B. ist gerade die Kraft, mit der Wasser, Weingeist etc.
aufgeloste Farb- und Gerbstoffe zuriickhalten, sehr gering und sehr



Die wissenschaftl Anschauungen uber d. Gerbeprocesse i. ihr. Entwicklung. 159

leicht durch Flichenanziehung zu bewiltigen. Farbstoffe, Gerbséiuren
z. B. zeichnen sich geradezu aus durch den geringen Widerstand gegen
Flichenanziehung, durch die Leichtigkeit, mit der sie ihren Losungen
durch Kohle, animale und vegetabile Fasern entzogen werden. Die
Aufnahme von dem Gerbemittel wiirde an sich nun noch nicht aus-
reichen, ein die Bezeichnung Leder verdienendes Product zu bilden;
es geschieht in Wirklichkeit, weil in der Aufnahme des Gerbemittels
zugleich die Beseitigung einer dem Gerber hochst feindlichen Eigen-
schaft der thierischen Haut liegt. Die Faser dieses Gebildes (wesentlich
Bindegewebe) vermag sich ndmlich mit einer sehr erheblichen Menge
Wasser zu impréagniren und besitzt in diesem Zustande die ungemeine
Geschmeidigkeit, die sie fir den Thierorganismus so geeignet macht.
Mit der Zeit aber wandelt sie sich unter dem Einfluss der Imprig-
nation mit Wasser und Verlust ihrer Form und Festigkeit allmilig in
einen in Wasser unbegrenzt aufquellenden Korper, eine Gallerte (Coriin).
In der That ist diese Gallertbildung bei der Haut in der Hand des
Gerbers stets einigermaassen im Gang und jede Faser mit einer diinnen
Schichte eingehullt. Kommt nun Haut zum Trocknen, so bleiben
die Fasern bei ihrer Weichheit und Geschmeidigkeit, wie sie auch
schwinden, immer dicht an einander liegend und kleben mit dem
endlichen Abgang des Wassers durch die anhidngende Gallerte zu
einer dichten, hornartigen Masse zusammen, in der die Fasern nur
unsichtbar latent liegen, die den Begriff des Leders geradezu ver-
leugnet. Umgekehrt, in der Losung des Gerbstoffes behandelt, iiber-
zieht sich jede Faser aufs Gleichmissigste mit einer Schicht des Gerb-
mittels, das Coriin niederschlagend und die Faser einhiillend, die im
Trocknen die Beriihrung der klebenden Flichen und damit das Zu-
sammengehen zu einer hornigen Masse verhindert. Alle Fasern trocknen
zu freien in ihrer Bewegung ungehinderten Fasern, zu losem Gewebe,
damit die wichtige Beschaffenheit der Haut, die Basis ihrer Anwendung
als Leder, conservirend. — Aus diesem Stand der Dinge begreift sich
leicht die in Bezichung zur Haut grosse Bestindigkeit des Leders
gegen Faulniss. Die Umbhiillung der thierischen Faser mit dem Gerbe-
mittel — zumal dieses durch den Bann der Flichenanziehung gegen
seine Natur unloslich vorliegt — ist ein liickenloser Schutz gegen die
in der Luft verbreiteten Keime der Faulniss (Infusorien etc.), die sie
einzuleiten pflegen. Kommt bei dem Gerbemittel nach seiner Natur
eine an sich faulnisswidrige Wirkung hinzu, so wichst der Widerstand
auch damit erheblich.

Mit der Isolirung der Hautfasern durch die darauf fixirte Schicht
des Gerbmaterials ist deren freie Beweglichkeit, d. i. die Weichheit
und Geschmeidigkeit des Leders, im weiteren Sinn dem Begriff von
Leder, aber noch keineswegs dem Begriff eines den verschiedenen
Anwendungen geniigenden Leders geniigt.
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Zu den Anforderungen 'an ein gutes und zweckentsprechendes
Leder gehort namlich wesentlich noch, was der Praktiker als ,,Griff«
bezeichnet. Man versteht darunter — im Gegensatz zur ,Flachheit“
und ,Plattheit — ein Aufgehen nach der Dicke, eine gewisse damit
Hand in Hand gehende Fiille der Gerbung, die sich dem Geiibten so-
fort beim Anfiihlen zu erkennen giebt. FErst mit dem Griff treten die
den vollen Gebrauchswerth bestimmenden Eigenschaften des Leders ein.
Der Griff erfolgt nun, nicht aus der Aufnahme von Gerbmaterial an sich,
sondern vielmehr aus der Aufnahme einer bestimmten sehr erheblichen
Menge desselben. In diesem Sinne ist auch der Begriff der ,Gare“ in
der Praxis zu fassen, im Sinne also einer méglichsten Sittigung mit
Gerbmaterial. Erst in diesem Zustande ist ein Leder zur Auf-
nahme von Fett, Dégras etc., zum ,Schmieren“ geeignet. Zufolge der
Analysen betrigt der von dem Hauptgewebe aufgenommene vege-
tabilische Gerbstoff in der Lohgerberei 40 bis 60 Proc. des trockenen
Leders, ja noch dariiber, je nach dem zum Garmachen dienenden
Rohmaterial.

Die mit der wissenschaftlichen Erforschung des Gerbeprocesses
gewonnene klarere Erkenntniss von der Natur des Leders konnte nicht
verfehlen, alsbald weitere Fragen an dieselbe zu stellen, und zwar nach
zwel verschiedenen Richtungen: zunichst, wie gestaltet sich der Vor-
gang im Einzelnen und Besonderen bei den verschiedenen in der Praxis
gebriuchlichen Gerbmethoden? Dann, giebt es ausser den in der her-
kémmlichen Praxis #iblichen, im weiten Bereich der Stoffe in der Natur
noch andere der Umwandlung von Haut in brauchbares Leder fihige ?

Was die erste Frage anlangt, so ist ja lingst bekannt, dass die
in der Lohgerberei dienenden Vegetabilien (Lohrinde, Sumach, Fichten-
rinde, Gallapfel etc.) einfach die in ihnen enthaltenen vegetabilischen
Gerbstoffe (Tannin u. s. w.) an die Hautfaser abgeben. Schon etwas
anders liegt die Sache bei der Simischgerberei, der Gerbmethode, die
die Eigenschaften der Haut, namentlich im Sinn der Geschmeidigkeit
und Bestiindigkeit am vollkommensten wiedergiebt!). Hier ist die Auf-
nahme des Gerbmaterials (Thrans) zunichst nur eine Husserliche
mechanische Trinkung, wihrend die Gare erst in zweiter Instanz durch
Vermittelung der atmosphérischen Luft, durch eine Oxydation des
Fettes stattfindet, wie sie sich schon durch merkliche Temperatur-
erhohung zu erkennen giebt. Es ist in der That nicht der Thran, sondern
das daraus entstehende Oxydationsproduct, das die Gare, und zwar in
besonders inniger Verbindung mit der Faser, constituirt.

Beim Garmachen der Haut mit Alaun hat die wissenschaftliche
Untersuchung eine Spaltung dieses Doppelsalzes erwiesen in dem Sinne,
dass neben Abscheidung des in der Losung verbleibenden schwefel-

') Wesentlich erhoht durch Abstossen des Narbens.
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sauren Kalis (bezw. Ammoniaks) die schwefelsaure Thonerde von der
Hautfaser aufgenommen wird und zwar, wenn keine storenden Neben-
umstinde (Vorhandensein von Kalk etc., wie sie in der Praxis einiger-
maassen statthaben) dazwischen treten -— ohne jede weitere Umsetzung
Ungleich verwickelter liegen die Erscheinungen bei der schon an sich
complicirten Gerberei des Glacéleders und dem verwandten Kalbkidd,
wobei neben dem Alaun noch Kochsalz, sowie Weizenmehl und Eigelb
zur Verwendung kommen. Die wissenschaftliche Untersuchung stellte
zundchst fest, dass die Stdrke des Mehls im fertigen Leder gar nicht
oder nur ganz oberflichlich an der Aasseite nachweisbar, keinen
bleibenden Bestandtheil desselben abgiebt. Ebenso stellte sich die
frither wohl gehegte Vermuthung einer Umsetzung des Alauns mit dem
Kochsalz zu Cloraluminium, als der Wirklichkeit nicht entsprechend,
heraus. Der Alaun wird vielmehr gleich zu Eingang der Behandlung
mit jener Mischung — der sogenannten ,Nahrung® — seine schwefel-
saure Thonerde an die Faser der Haut, unter Hinterlassung des alka-
lischen Sulfats in der Liosung, abgeben. Dies nur als Vorbereitung zur
eigentlichen Gare durch die Bestandtheile des Mehles und des Eigelbs;
denn deren Aufnahme vollzieht sich erst unter fortgesetztem Bearbeiten
durch Kneten, wihrend die Reaction der Faser auf den Alaun sofort
mit dem Einbringen der Haut Platz greift. Wie man aber weiss,
nimmt die Haut Stoffe der Art, wie sie aus dem Mehl und Eiweiss her-
vorgehen, ungleich leichter, rascher und reichlicher auf nach einer,
wenn auch leichten, Vorgerbung als im natiirlichen Zustande. Die
eigentlichen Gerbemittel bei dieser Art des Garmachens sind nun die
unloslichen, amorphen, in hohem Grade bis zur Aussersten Zertheilung
gehenden, hochst aufquellenden Verbindungen der Thonerde des Alauns
mit den Kleberstoffen des Mehls, sowie dem Eiweis dieses und des Ei-
gelbs. Korper dieser Beschaffenheit werden ja beim Kneten von der
Haut ungemein energisch angenommen. Gleichzeitig mit der Aufnahme
dieser Thonerdeverbindungen geht das gelbe Oel des Eigelbs in die
garende Haut iiber, wobei die Natur desselben, als eine hdchst voll-
kommene Emulsion, einen grossen Vorschub leistet; denn sie bietet
eben das Oel in jener weitgehenden mechanischen Zertheilung, wie sie
die Haut zur Aufnahme verlangt. Wie jene organischen Verbindungen
der Thonerde das Aufgehen und die Fiille der Gerbung, so bedingt
das Oel die Verschieblichkeit der Fasern, den ,Zug® des Leders. So
wenig wie die Stirke bietet das Kochsalz keinen bleibenden Bestand-
theil des garen Productes; beide spielen nur eine voriibergehende
fordernde, aber keineswegs unwichtige Rolle. Das Stidrkemehl als inerte
pulverige Substanz wirkt dem Zusammenballen der gallertartigen Thon-
erde entgegen und hilt sie in gehoriger Zertheilung; das Salz bewirkt,
als ausgezeichnete osmotische Substanz, bei der Niederschlagung des

Thonerdesulfats aus dem Alaun eine fortdanernde Stromung der Fliissig-
Festschraft. 11
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keit innerhalb der Hautzwischenriume nach aussen und umgekehrt,
wodurch das freigewordene Alkalisulfat nach aussen fort- und der
Alaun von da in die Haut geschafft wird. Zugleich schligt es das in
Kochsalzlosung unlosliche Coriin auf die Faser nieder.

Bei dem nach in bekannter Art gar gemachten Leder tritt nicht
selten eine unerwartete rithselhafte, unliebsame Erscheinung ein — die
Miirbheit. Macht man in ein solches Leder einen Einschnitt am Rande,
so liasst es sich von diesem aus leicht und mit geringem Widerstand
zerreissen, was bei gesundem Product nicht gelingt. Man bezeichnet
ein derartig schadhaftes Leder in der Praxis als ,verbrannt* und
denktsich dabei die Sache als Folgeirgend eines Angriffs, einer Schwichung
der Faser durch irgend einen feindlichen Stoff, ohne sich jedoch niher
dariiber Rechenschaft zu geben. Die wissenschaftliche Untersuchung
des Uebels liess die herrschende Vermuthung als ginzlich irrig und
die Ursache als ginzlich verschieden erkennen. Wie sich zunichst ergab,
enthalten die Hiute, auch die kunstgerecht und sorgfiltig rein ge-
machten, den Keim des Fehlers der Miirbheit schon als Blosse in sich
und zwar in Gestalt eines Riickhalts von Kalk, der sich auf dem iib-
lichen Wege durch Ausstreichen oft nicht vollig beseitigen ldsst. Beim
Zusammentreffen mit dem Alaun der Nahrung bildet derselbe sofort
schwefelsauren Kalk, der beim Trocknen des Leders die Faser krystalli-
nisch umhillt. Damit ist aber eine Haupt- und Grundbedingung der
guten Qualitit des Leders aufs Grobste verletzt. Es ist nimlich
ausser Zweifel gestellt, dass alle auf die Hautfaser niedergeschlagenen
Stoffe, die im trockenen Zustande als starre, sprode Korper oder in
Krystallen auftreten, die Geschmeidigkeit und Biegsamkeit in dem
Grade beeintrichtigen, dass die Faser, statt sich nachgebend in der
Richtung des Zuges zu strecken, eher zerreisst. Am nachtheiligsten
und vorzugsweise zeigt sich dieser Fehler bei dem viel dichteren und
geschlosseneren Gewebe der Haarseite der Haut und oft schon in auf-
fallendem Grade, wihrend die Innen- oder Aasseite davon mnoch
frei ist: der ,Narbenbruch“ der Praktiker.

Die gewonnene bessere Erkenntniss des Gerbeprocesses und der
Natur seiner Producte legte die weitere zweite Frage nahe, ob neben
den seit lange gebrduchlichen nicht noch andere Stoffe sich eben-
so gut und dabei vortheilhafter zur Lederbereitung eignen. Sie
erhidlt in der That besonderes Gewicht im Hinblick auf die un-
leugbaren wirthschaftlichen Schattenseiten der iiberkommenen Praxis;
bei der Lohgerberei in dem unverhdltnissméissigen Zeitaufwand, der
bei schwereren Hauten bis zu 18 Monaten steigt, nach dem Grundsatz:
»Zeit ist Geld“; bei der Glacégerberei in der Verwendung von werth-
vollen Nahrungsmitteln, wie Ei und Weizenmehl. In der ansehnlichen
Reihe von Vorschligen, die im Laufe der Zeit hervorgetreten, waren
einige nur ephemere Erscheinungen, andere, die bleibenden Werth
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versprachen, sehen noch immer ihrer Priifung durch die Praxis im
grossen Maassstabe entgegen.

Schon sebr lange sind die gerbenden Eigenschaften der den Thon-
erdesalzen analog zusammengesetzten Eisenoxydsalze bekannt. Nach
verschiedenen Versuchen, wobei sich das neutrale Sulfat als nicht sehr
giinstig fiir die Eigenschaften des Productes ergab, fand man die basi-
schen Eisenoxydsalze weit entsprechender. Sie fallen, wie die Neutral-
salze, ungemein rasch an und geben iiber Nacht, in ein bis zwei Tagen,
ein sattes, gut aufgegangenes Leder von annehmbaren Eigenschaften.
Als ganz ausgezeichnet in seiner Einwirkung auf die Blosse bewihrte
sich ein eigens fir Gerbzwecke zuerst entdecktes basisches Eisensalz,
welches man durch Behandlung von Eisenvitriol mit Natronsalpeter
und Schwefelsiure, alles im Aequivalentverhiltniss, erhdlt. Nach Aus-
treibung der Salpetersdure bleibt eine gelbrothe in Wasser und in Wein-
geist gleich leicht 16sliche Salzmasse, in beiden ohne Riickstand, aus zwei
Eisenverbindungen bestehend: einem basischen Oxydsalz (Fe, 0,4 280,)
neben einem anderen eben solchen, worin die Héilfte des Eisens durch
Natrium vertreten ist 2(FeNa,)O,. Das Verhalten der rothgelben
Losung zur Haut lasst in der That nichts zu wiinschen, weder in Be-
zug auf die Zeit zum Garen, noch auf die Reichlichkeit der Aufnahme
durch die Haut; selbst die Farbe des Leders ist eine annehmbare, ins
Gelbe gehende, dem Lohgaren schon #hnelnde Farbe. Nur in einem
allerdings entscheidenden Punkte liess die gerbende Ldsung im Stich:
sie bildet ndmlich beim Kintrocknen einen gelbrothen, klaren, zwar
amorphen, aber harten, zerreiblichen Lack und ist eben deshalb un-
vertriglich mit der Geschmeidigkeit des Leders; Neigung zu Narben-
bruch bei einem gewissen Grade von Trockenheit sind die Folgen.
Auch ein eigentlicher Angrift auf die Faser kann erfolgen, weil Eisen-
oxyd auf organische Substanzen durch Abgabe von Sauerstoff chemisch
einwirkt; Rostflecken von Eisenoxyd auf Leinwand machen ja die Stelle
briichig bis zur Entstehung von Ldchern.

Die denen der Thonerde entsprechenden Salze des Chromoxyds,
auf die man die wissenschaftlichen Versuche weiterhin ausdehnte,
zeigten sich den Eisenoxydsalzen fiir Zwecke der Gerberei entschieden
tberlegen. Diese letzteren in den giinstigen Eigenschaften noch iiber-
treffend, sind sie andererseits frel von den schadlichen: schwefelsaures
Chromoxyd und Chromchlorid wirken eminent gerbend auf die thierische
Haut, sie fallen schnell und reichlich an, ohne gleichzeitig durch
Abgabe von Sauerstoff die Faser anzugreifen. Die Leder fallen an-
sehnlich, aufgegangen, weich aus und sind gut zu stollen. So bei 30-
bis 40facher Verdunnung der Losung mit Wasser; concentrirte Losungen
vertragen sich ja iiberhaupt nicht gut mit der Natur der Haut. Bei
dem sehr giinstigen Verhalten der neutralen Chromsalze gewiihrt es
keinen entsprechenden Nutzen, sie zur Anwendung vorher in basische

11*
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zu verwandeln. Trotz der Verdiinnung nimmt die Haut 40 bis 50 Proc.
ihres Trockengewichtes an Chromsalz auf, wozu 1 bis 2 Tage Zeit vollig
geniigen. Die Kraft, mit der das Gewebe der Haut die Chromver-
bindung auf sich niederschlidgt, ist gross genug, um der Losung bei
zureichender Menge das erstere, das Salz, vollig zu entziehen. Ganz
wie bei dem Alaun gelingt das Garmachen sowohl mit klarer Salz-
losung, als auch in Form von ,Nahrung“ Die Farbe des chromgaren
Leders kann verschieden ausfallen, je nachdem in dem Chromsalz die
eine oder die andere der beiden Modificationen des Chromoxyds vor-
herrscht.

Auf der Anwendung der sogenannten ,Nahrung“ der Weissgerber
ruht bei allen ihren Vorzugen in technischer Beziehung ein Schatten
und zwar, wie schon gesagt, im wirthschaftlichen Gesichtspunkt: sie
entzieht dem Bereich der Nahrungsmittel zwei hochst werthvolle
Glieder: das Eigelb und das Weizenmehl. Ein Ersatz durch geeignete
minderwerthige Stoffe erschien von vornherein wiinschenswerth, und
— nach der Kenntniss, die man von den Bedingungen einer richtigen
Qualitdt des Leders gewonnen hatte — nicht hoffnungslos. Verschiedene
Abfalle im gewohnlichen Leben und den gewerblichen Betrieben von
untergeordnetem Werth geben ja bekanntlich mit den Metalloxyden
(Eisen-, Chromoxyd, Thonerde) &hnliche Verbindungen, wie die der
Thonerde mit Eiweiss und Kleberstoffen, Verbindungen, die bei gleicher
Beschaffenheit in den wesentlichen Punkten gleiche Anwendbarkeit
zum Gerben vermuthen liessen.

Derartige Gerbemittel aus unterwerthigen Abfillen sind bis jetzt
zwei auf Grund wissenschaftlicher Untersuchungen auf ihre etwaige
Verwendbarkeit gepriift worden: das Blut der Schlichtereien und der
menschliche Urin.

Das Blut enthdlt im Serum reichliche Mengen von Eiweissstoffen,
die mit Thonerde-, Eisen- und Chromsalzen amorphe, voluminose Nieder-
schlige bilden. Das Gleiche gilt von dem Urin, dessen Gehalt an
Harnstoff ebensolche bildet. Die Niederschlige beider Art sind stets
und bleibend amorph, hoch aufgequollen, zart, weich, gallertartig und
werden von der Haut nach geeigneter leichter Vorgerbung mit grosser
Begierde rasch und reichlich aufgenommen und zwar ohne nachtrig-
lichen schidlichen Angriff auf die Faser. Wiederholte Versuche in
dieser Richtung bestitigten den von den Eigenschaften der genannten
Substanzen in Aussicht gestellten Erfolg. Der Urin giebt mit Alaun
fir sich keinen Niederschlag, der jedoch durch Zufugen von etwas
Soda reichlich erfolgt. Zum Garmachen kann man die Haut entweder
in zwei auf einander folgenden Bédern — Urin mit Soda, dann Alaun —
durchnehmen, oder in einer Operation mittelst Kneten in dem vorher
dargestellten Niederschlage. Das Leder ist von einer weissen Farbe,
aufgegangen und gut stollbar. Das Blut ist zweckmissig vorher von



Die wissenschaftl. Anschauungen uber d. Gerbeprocesse i. ihr. Entwicklung. 165

den rothen Blutkérperchen befreit als klares Serum zu verwenden und
giebt dann ebenfalls ein helles Lieder. Im Falle Eisen- oder Chrom-
losung statt Alaun gebraucht wird, entstehen natiirlich Leder mit
den entsprechenden Farben. Bei gehorig satter Gerbung enthalten die
Leder mit Blut oder Harn und Alaun hergestellt iiber 40 Proc. Gerbe-
mittel und bediirfen, beim Verfahren mit zwei Bddern, nicht mehr als
2 bis 3 Tage Zeit zur Gare.

Ein noch giinstigeres Ergebniss lieferten weitere Versuche mit den
Producten, die man durch Fillung der Seife mit denselben Mineral-
salzen erhilt, also mittelst der Verbindungen der Thonerde, des Chrom-
und des Eisenoxyds mit den fetten Siuren. Diese Niederschlige
theilen die guten Eigenschaften der vorhergehend besprochenen Gerbe-
mittel, ja sie iihertreffen sie noch in einem wichtigen Punkte wesent-
lich. Wahrend jene dem Wasser beim Nasswerden, im Regen und im
Waschen auf die Dauer nicht widerstehen und langsam angegriffen
werden, schiitzt die absolute Unloslichkeit jener seifenartigen Ver-
bindung vollstindig gegen diesen Fehler. Dem allerdings hohen Preise
der Seife stinde jedoch die Moglichkeit, diesen durch ein abgekiirztes
Verfahren beim Sieden der Seife zu erméssigen, gegeniiber, insofern es sich
ja fiir diesen Fall nur um Seifen}sung und nicht um fertige feste Seife
handelt, auch ein missiger Ueberschuss von Fett dem Leder nur zum
Vortheil gereichen wiirde. Die Niederschlige aus der Seife mit den
Metallsalzen, weil ausserordentlich geneigt, sich schon bei missigem
Druck zu Klumpen zusammen zu ballen, lassen die Methode des Gar-
machens durch Kneten nicht zu; die Methode in zwei auf einander folgen-
den Bidern hat dagegen keinerlei Schwierigkeit. Nur hat das Seifen-
bad voranzugehen, weil im umgekehrten Falle &usserlich anklebende
Theile der Metallseifen die Narben beschmutzen. Fiir die Farbe des
mit Seife bereiteten Leders gilt das Gleiche wie fiir die vorher-
gehenden.

Die verschiedenen, aufgefilhrten Ersatzmittel zur Lederbereitung
fir die zur Zeit in der Praxis iiblichen sind aus wissenschaftlicher
Untersuchung hervorgegangen, haben jedoch, mit einer einzigen Aus-
nahme, in der praktischen Gerberei noch keine Anwendung gefunden,
selbst Versuche iiber ihren Werth fiir dieselbe in grosserem Maassstabe
scheinen nicht angestellt zu sein.

Jene Ausnahme ist das Chromleder, welches neuerdings, von
Amerika ausgehend, wachsende Verbreitung findet und dort namentlich
von der Firma Forderer und Gebriider Burk fabricirt wird. Das
Gerbemittel ist ein durch Reduction des Chrombichromats mittelst schwef-
liger Saure und Salzsdure bereitetes Chromchlorid. Das Garmachen
soll in zwei verschiedenen Methoden ausgefiihrt werden: die in zwei
Biadern und die in einem Bad; also Reduction des Bichromats vor dem
Gerben und wihrend des Gerbens. In den amerikanischen Ledern
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dieser Gattung hat man nun Proben in vollkommener kuunstgerechter
Behandlung des Garmachens wie der schliesslichen Zurichtung. Sie
erscheinen in hohem Grade befriedigend, von schénem, gleichmissigem
Narben in einem schon hellen neutralen Ton mit Stich ins Griine, bei
grosser Weichheit sehr aufgegangen. Man darf danach der weiteren
Entwickelung dieses Zweiges der Gerberei mit vollem Vertrauen ent-
gegensehen.
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Beziehungen zwischen physikalischen Eigenschaften und der Con-
stitution chemischer Verbindungen haben seit geraumer Zeit das Inter-
esse der Forscher erregt, welche auf dem Grenzgebiete der beiden
experimentellen Naturwissenschaften thatig waren. Der Begriinder dieses
Zweiges exacter Naturforschung ist Hermann Kopp, welcher schon
vor mehr als einem halben Jahrhundert seine allbekannten Unter-
suchungen iiber die specifischen Volumina organischer Verbindungen
begonnen hat. Seine Arbeiten stehen fir alle Zeiten als ein Muster da,
ebenso wohl durch die grosse Zahl der einzelnen Beobachtungen und
die sorgfaltige Ausfithrung derselben, wie durch die Vorsicht der aus
ihnen gezogenen Schliisse. Den verfeinerten Messungsmethoden der
neueren Zeit haben sie freilich nicht in allen Punkten standhalten
konnen.

Unter den optischen Eigenschaften der Korper sind in den letzten
zwanzig Jahren besonders das Lichtbrechungsvermdgen und die Drehung
der Polarisationsebene Gegenstand eifriger und erfolgreicher Bearbeitung
gewesen. Das umfangreiche Beobachtungsmaterial, welches durch die
Untersuchung organischer Verbindungen angehiuft wurde, hat hier zu
wichtigen Gesetzméssigkeiten gefiihrt. Sie lassen sich — wenn wir
uns der Ausdrucksweise der neueren physikalisch-chemischen Schule
bedienen wollen — dahin zusammenfassen, dass diese physikalischen
Constanten, ebenso wie die specifischen Volumina, bis zu einem gewissen
Grade additiver Natur sind, dass aber zugleich auch constitutive Ein-
fliisse in sehr bemerkbarer und bemerkenswerther Weise auf dieselben
einwirken. Beispielsweise sei hier nur auf die Wirkung der Doppel-
bindung verwiesen.

Eine optische Eigenschaft, welche viel directer in die Augen fillt
als Brechung und Rotation, ist die Farbe. Trotzdem ist diese in weit
geringerem Grade Gegenstand der Untersuchung gewesen, und Be-
ziehungen zwischen der Farbe chemischer Verbindungen und ihrer
Zusammensetzung bezw. Constitution haben sich bis heute nicht ent-
fernt mit derselben Bestimmtheit feststellen lassen, wie bei den beiden
anderen Eigenschaften. Die Griinde hierfiir sind nicht schwer einzu-
sehen. Der Brechungsindex eines Korpers fiir Licht von einer gewissen
Wellenliinge ist eine ganz bestimmte Zahl; die specifische Rotation
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ein Winkel, dessen Grisse sich genau angeben ldsst. Lichtbrechung
und Drehungsvermigen sind eminent quantitative Eigenschaften der
Materie. Die Farbe hat dem gegeniiber einen mehr qualitativen Charakter.
Sie entsteht durch die auswihlende Absorption gegeniiber den Licht-
wellen verschiedener Liange. Die Stirke dieser Absorption exact zu
messen, bietet schon deshalb Schwierigkeiten, weil Lichteindriicke ver-
schiedener Qualitat sich in ihrer Intensitit nicht genau vergleichen
lassen. Zieht man die Wellenlangen des absorbirten Lichtes in Betracht,
so ist zu beriicksichtigen, dass fast niemals nur eine Lichtart von einer
Wellenléinge absorbirt wird. Bei den Gasen sind es im Allgemeinen
eine ganze Reihe scharf getrennter Lichtarten, welche sich durch
das Auftreten von Linienspectren bemerkbar machen. Bei festen und
flssigen Korpern haben wir fast immer mehr oder weniger breite,
meist unscharf begrenzte Absorptionsstreifen, welche eine Einstellung
auf eine bestimmte Wellenlinge sehr erschweren.

Ferner ist die gewohnliche Beobachtung der Absorption als Farbe
doch eine einseitige, insofern nur diejenigen Wellenldngen dabei zur
Geltung kommen, welche auf die menschliche Netzhaut wirken, nicht
aber die ultrarothen und ultravioletten. Die Farbe ist daher streng
genommen keine reim physikalische, sondern eine physiologische Erschei-
nung. Ein Korper, welcher starke Absorptionsbanden im ultravioletten
Theile des Spectrums besitzt, und daher im physikalischen Sinne als
gefarbt bezeichnet werden miisste, erscheint unserm Auge als farblos?).
Einem anders eingerichteten Sehorgane konnte er sehr wohl farbig
erscheinen. Ausserdem ist zu bedenken, dass es auch in physiologischem
Sinne vollkommen farblose Korper streng genommen iiberhaupt nicht
giebt (s. w. w.).

Trotz dieser Schwierigkeiten haben sich doch einige interessante
Beziehungen zwischen der Farbe und der Constitution organischer Ver-
bindungen feststellen lassen. Schon 1868 haben C. Graebe und
C. Liebermann?) dargelegt, dass die Firbung an eine gewisse dichtere
Bindung der Atome gekniipft ist. Wird diese z. B. durch Anlagerung
von Wasserstoff aufgehoben, so verschwindet auch die Farbe: die Farb-
stoffe gehen durch Reduction in Leukokdrper iiber und konnen durch
Oxydation aus diesen wieder zuriickgewonnen werden.

Spater hat O. N. Witts) die Aufmerksamkeit besonders auf die-
jenigen Atomgruppen gelenkt, welche in den complicirten Moleciilen
der organischen Farbstoffe als die eigentlichen Triger der Firbung
anzusehen sind, und dieselben als Chromophore bezeichnet.

1) So 1st eme wasserige Phenollosung fur unser Auge farblos, zeigt aber noch
bei emer Verdunnung von 1 12000 deuthche Absorption im Ultraviolett. (W. N.
Hartley, Journ., chem. soc. 51, 152 (1887) und zahlreiche Arbeiten desselben
Autors.)

2) Ber. der deutsch. chem. Gesellsch. 1, 106.

3) Ibid 9, 522
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R. Nietzki ging dann noch einen Schritt weiter. Wahrend bei
den Speculationen von Graebe und Liebermann und von Witt nur
die Frage erortert wurde, ob und unter welchen constitutionellen Be-
dingungen ein Korper gefirbt ist, wies er, gestiitzt auf ein damals
schon relativ umfassendes Material auf dem Gebiete der Azofarbstoffe,
darauf hin, dass die einfachsten Farbstoffe gelb sind, und dass mit
steigendem Moleculargewichte die Fiarbung durch Orange und Roth
sich zu Violett und Blau ,vertieft“?).

Um von dieser empirisch gefundenen Regelméssigkeit zu einem
wirklichen Naturgesetze zu gelangen, musste das Riistzeug exacter
Forschung, in diesem Falle das Spectroskop, herangezogen werden.
Es ist wohl zuerst von J. Landauer auf die vorliegende Frage an-
gewandt worden, welcher 1881 eine Anzahl von Azofarbstoffen mit
demselben untersuchte?). Spiter ist derselbe Weg von H. W. Vogels),
C. Grebet) und mit besonderem Erfolge von M. Schiitze?®) betreten
worden. Das Ergebniss dieser Untersuchungen ist, dass die Einfihrung
substituirender Gruppen in den meisten Féllen ein Wandern des Ab-
sorptionsstreifens nach dem weniger brechbaren Theile des Spectrums
zur Folge hat, wihrend nur eine kleinere Anzahl von Atomgruppen
— wie die Nitro- und Amidogruppe — den entgegengesetzten Ein-
fluss ausitben. Schutze bezeichnet die ersteren als bathochrome, die
letzteren als hypsochrome Gruppen.

Der Einfluss der Substitution auf die Absorptionsspectren ist ferner
systematisch von G. Kriiss untersucht worden¢); sodann auch von
C. Liebermann und St. v. Kostanecki”) und von A. Bernthsen und
A. Goskes). Aus ihren Beobachtungen schien sich der Schluss zu er-
geben, dass die Absorption als eine rein additive Kigenschaft der
Materie zu betrachten ist. Spitere Arbeiten von Kriiss und Anderen,
besonders eine neuere ausfiihrliche Untersuchung von E. Vogel?) haben
dagegen gezeigt, dass sich auch in diesem Falle constitutive Einfliisse
geltend machen, insofern nicht nur die Art und Zahl der eintretenden
Substituenten, sondern auch deren Stellung im Molecul die Absorption
in wesentlicher Weise beeinflusst.

') Wohl zuerst ausgesprochen in dem von Nietzki verfassten Artikel ,Orga-
nische Farbstoffe“ in Ladenburg’s Handworterbuch der Chemie; Sonderabdruck,
DBreslau 1886, S. 34, aus welchem spater des Verfassers ,Chemie der organischen
Farbstoffe“ hervorging.

) Ber. der deutsch. chem. Gesellsch 14, 391.

) Berl. Akad. Ber. 34, 715, Ber. der deutschen chem. Gescllschaft 21,
Ref. 776a.

4) Zeitschr. f. physik. Chem. 10, 673.

%) Ihid. 9, 109.

¢) Ber. der deutsch. chem. Gesellsch. 16, 2051, 18, 1426,

7) Ibid. 19, 2327.

% Ibid. 20, 924.

°) Wied. Annalen der Physik 43, 449.
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Eine wichtige Untersuchung filhrte W. Ostwald!) an 300 Farb-
stoffen aus, um festzustellen, ob die Materie im ionisirten Zustande
dhnliche Farben- bezw. Absorptionserscheinungen zeigt, wie im nicht
lonisirten. Das Ergebniss war ein positives: bei geniigender Verdiinnung
zeigen die Salze ein und derselben Base mit verschiedenen ungefirbten
Siuren, und umgekehrt genau dieselben Absorptionsspectren, so dass
diese nicht auf die Salze als solche, sondern auf deren Ionen zuriick-
gefuhrt werden miissen.

Erwahnt werden muss hier noch der oft sehr wesentliche Einfluss
des Losungsmattels auf die Farbe. Allbekannt ist es ja, dass sich Jod
in Alkohol mit brauner, in Schwefelkohlenstoff mit violettrother Farbe
lost. Die meisten Azofarbstoffe zeigen in concentrirt schwefelsaurer
Losung eine ganz andere Farbe als in Wasser. Ob dies auf die Bildung
lockerer Verbindungen zwischen den Theilchen des Losungsmittels und
des gelosten Korpers, oder auf andere Beeinflussung zuriickzufithren
ist, moge hier unerdrtert bleiben. Fiir andere weniger auffallende
Fille nimmt man gewdhnlich die sogenannte Kundt’sche Regel an,
nach welcher ein Absorptionsstreifen durch den Einfluss des Losungs-
mittels um so mehr nach dem rothen Ende des Spectrums verschoben
wird, je grosser die Dispersion <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>