
ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЩАЮВЪ, 
содержащихъ корень квадратам! изь многочлена четвертой сте« 
ненм и дмФФеренщ1аловъ? содержащих^ корежь кубичный нзъ мно­

гочлена третье! степени. 

(Статья EL АдевсФева). 

I. 

Въ предыдущей записка выведена теорема, относительно 
которой теорема Абеля составляетъ частный случай. Дей­
ствительно, если положимъ въ этой теорем* m = 2, то а 
определится изъ уравнешя: 

а2 — 1 = 0 , 

первообразный корень котораго есть — i ; целыхъ многочле-
новъ, означенныхъ чрезъ Р0, Р£, . . . . . будетъ только два: 
Р0, Р4; hl9 Ä 2 . . . , hi9 А2,..., lu /2 будутъ единицы и мы ши 
лучимъ теорему Абеля: 

ТЕОРЕМА. ЕСЛИ интегралъ 1^7=' в ъ к°торомъ f и В це­
лые многочлены, можно выразить въ конечномъ виде посред-
ствомъ логариемовъ, то существуютъ целые многочлены 
Р0 m P t , удовлетворяющее условш: 

(Р0 + Р, \/Щ(Р0 — P t \/Щ — постоянному 
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-И —1 
J^=M.4[P 0 +P I V /R] [P0-PIV/RJ-

ЗдФсь М есть постоянное число. 
Употребляя т£же буквы, кашя употреблялъ Абель (Oeuvres 

complètes. T i p . 33 Т. Пр. 140), мы напишемъ эти уравне-
Н1я такъ: 

Р2 — Q 2 R = 1 . (!) 

J^=2M%(p+Q\/R) m 
Последнее уравнеше, въ предположеши» что многочлены Р 

и Q известны, можетъ служить къ определенно функщи f и 
постояннаго коеффищента М. 

Дифференцируя уравнеше (2) и означая производныя отъ 
Р, Q, R чрезъ Р', Q', R', получимъ: 

Р' + QVÜ + Ц г 
é=A-p+wïr^=2М Г+<гя+ 

=ш. [ P P ' + P Q V R + ^ - Q P V H - Q Q ' R - ^ - ' ] -

Но по уравнению (1) 

РР' - QQ'R - ^f-= 0, 

откуда: 

f=m [(PQ'-QP')R4-^1 
Определяя R и R' изъ того же уравнешя (1) им*емъ: 

_ Р2 — 1 Q R ' _ _ P P ' Q - Q 4 P 2 - 0 , 
Q2 ' 2 ~" Q2 
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следовательно: 

f=m.~ . . . . . . (3) 
р' 

Частное — есть целый многочленъ и можно определить его 
степень, зная только степень К. Действительно изъ уравне-
шя Абеля (1) еледуетъ, что Р и Q многочлены взаимно-
простые, но дифференцируя это уравнеше получаемъ: 

P P ' - Q ( Q ' R + ^ ' ) = O . 

Выражеше въ скобкахъ не можетъ равняться нулю, ибо 
такое положеше вело бы къ нелепости Q2R = постоянное, 
а потому Р' есть многочленъ кратный Q. 

Р' 
Для определешя степени частнаго ^ заметимъ, что ура-

внеше Абеля возможно только въ томъ случае, когда сте­
пень многочлена R четная; пусть эта степень равна 2р, сте­
пень Q означимъ чрезъ т, степень Р должна равняться р-\-т; 
поэтому степень частнаго равна р — 1. Когда многочленъ 
R четвертой степени, р — 2 и функщя f должна быть пер­
вой степени. 

Уравнеше Р 2 — Q 2 R = 1 решено Абелемъ (Oeuvr. eompl* 
ibidem). Решеше Абеля есть образецъ ясности и общности 
анализа, но въ приложенш къ частнымъ примерамъ спо-
собъ Абеля ведетъ къ продолжительиымъ вычиелешямъ. 
Академикъ Чебышевъ при решенш техъ же вопросовъ 
относительно интегрируемости известныхъ дифференщаловъ 
посредетвомъ логариемовъ въ конечномъ виде заменяетъ 
разложеше V R въ непрерывную перюдическую дробь, раз-
ложеше употребляемое Абелемъ, последовательнымъ вы-
чиелешемъ постоянныхъ коеффищентовъ по одному и тому 
же закону. Но способъ Академика Чебышева, изложенный 

13 
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(rp JL„ рл doß 

въ мемуары : Sur Г integration de la dîff. - — J - _ _ l - (Bulle­
tin de l'Académie de St. P. T. III. Octobre 1860) и снова 
напечатанный въ журнал* .̂ иувшгля за 1864 годъ, остается 
безъ доказательства. 

Въ н^которыхъ частныхъ случаяхъ слФдующШ весьма про­
стой прЕемъ вюжно приложить къ р^шенш уравнения Абе­
ля. Пусть г2 есть квадратъ, заключающШся въ R, a s оста-
токъ отъ вычиташя г2 изъ R и притомъ остатокъ, степень 

2г2 2г 
котораго меньше степени г; полагая Р = 1- 1, Q = — , 

ь s 
легко видеть, что эти выражешя Р и Q удовлетворяютъ ура-
внешю Абеля; но чтобы эти выражешя были целыми, г долж­
но быть кратнымъ s. 

Р^шеше вопроса объ интегрируемости дифференщала 
fdx 
^=гвъ конечномъ вид* посредствомъ логариемовъ въ нФко-
торыхъ случаяхъ можно привести къ определенно Р и Q по 
этому способу. Вопервыхъ очевидно, что въ томъ случае, 
когда многочленъ R равняется квадрату г2 -4* постоянное число 
s, то предыдущая выражешя Р и Q, будучи целыми, тотчасъ р*-
шаютъ вопросъс Если многочленъ R четвертой степени и 
им'Ьетъ видъ: х* + ах3 + ßx2 + Т^ + £; т о Для того, чтобы 
его можно было представить въ вид* полнаго квадрата съ при­
бавкою постояннаго числа между коеффищентами должно су­
ществовать следующее услов1е: 

T - Ï ( ? - Ï ) 
2 

Въ елФдующихъ §§ для сокращешя выражение ß — j - мы 

будемъ означать чрезъ t и потому предыдущее услов1е на-
пишемъ такъ: 
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Если же многочленъ R (четвертой степени) не удо^гетво-
ряетъ этому условно, то s будетъ первой степени и д̂ я то­
го, чтобы предыдупря выражешя Р и Q были целыми, « 
должно быть делителемъ г, а следовательно делителемъ все­
го многочлена R. Отсюда видимъ что одно изъ первыхъуело-
вШ, которому должно удовлетворить, состоитъ въ томъ что­
бы R имелъ ращоналънаго делителя 1-й степени. 

Предположимъ сначала, что такой рацюнальный делитель 
первой степени существуетъг означая этого делителя чрезъ 
я, многочленъ R можно написать такъ: 

js4 -f- as3 -f~ ß^2 -J- yz 

и для определешя Р и Q по указанному способу необходи­
мо, чтобы трехчленъ: z*-\-azs 4- |3Ä2 былъ полнымъ квадра-

а2 
томъ т. е. чтобы ß == —, иначе t = О 

4» 

Вотъ единственные случаи, въ которыхъ можно опреде­
лять Р и Q по указанному весьма простру способу. 

Заметимъ, что къ первому изъ этихъ случаевъ принадле­
жите и тотъ случай, когда многочленъ R разлагается на два 
многочлена второй степени 

(ж2 + ах + 6) (а?2 + ах + 6'), 
въ которыхъ коеффищенты при первыхъ степевяхъ пере­
менной равны. 

Академикъ Чебышевъ въ упомянутомъ мемуаре далъ за­
мечательный споеобъ для преобразовашя дифференщала 
(х 4- A) dx 

-= въ другой, имеющш то свойство, что многочленъ 
V R 

подъ корнемъ имеетъ рацтнальнаго множителя 1-й степени. 
Самое преобразоваше^ заимствую изъ этого мемуара пря­
мо, только въ обозначенш не^отерыхъвеличинъ позволяю се­
бе сделать сокращеше. Пусть г'2 по предыдущему есть ква-
дратъ заключающшея въ R, s оетатокъ отъ вычиташя г2 изъ 
R; пусть 

13* 
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%^x* + ax*+ ßx*-\-yx+$, г = г0 + г\х + х\ 
s — sQ -f- s'x 

Постоянные коеффищенты r0, r'0, s0, s' определяются по 
a, |3, y, 8 следующими уравнешями: 

r\ = | , С + 2r0 = ß, 2r0r'0 + / = T , »-,»+,, = 5 

откуда.-

Положимъ: 
s' 

= 2z (2) 

Уничтожая дробь и корень въ этомъ уравненш, получаемъ: 
s. y/R = 2sz — rs' (3) 

s'2 = tâs — is'zr (4) 

Дифференцируя это уравнеше и означая чрезъ г' произ­
водную отъ г получимъ 

О = (2zs — rs') dz + zs' (z — r) dx 
или: 

y/R. dz -+- а (z — r') tfo = 0; 
откуда: 

dx dz 
y/R S ( / — Z) 

Изъ уравнешй 
r = ro + r'o x + x* 

(5) 

/ = r\ -f 2ж 
легко получить следующее: 

\r - rn = 4r0 _ / 0
2 (6) 
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откуда: 
ir = 4r0 + г'2 — r'ef (7) 

А изъ уравненШ: 
rf = r0' + 2ж 
S = 50 + $'a? 

получимъ: 

S = f > ^ + 8 . (8) 

Вставляя найденныя нами величины г и s въ уравнеше 
(4), получимъ: 

«' = «» + * (2*° 7 ' V , ) z* -*(r'- «)' - (4r0 - О «; 

откуда: 
s2 ( / - s)2 = ,« + 2 ( 2 g ° 7 S V o ) ^ + ( > - V 2 - 4 r , ) * W * ; 

; (г' - ,) Ц / , « +
 8(8 '»-' /0,. + {г':_Ку_ s'z' 

и уравнен1е (5) принимаетъ видъ: 

dx dz 
(9) 

гд*, полагая для еокращешя 
2 ( ч 7 ' ' ° = «„ rv - ч = р,, - /=Tt (ю) 

R, = *' + «У + ft*2 + Tl 
* f 

Съ помощш уравнешя: х = — - — - получимъ: 
Â 

{x + A) <fo__(V — r'„ + 2A) dz 
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и 

r(^±A^ 4 ^ + i f (^i>i (11) 

Покажемъ, какъ коеффищенты а, {̂  y4 многочленаR опре­
деляются по коеффищентамъ а. ßy S многочлена R. На осно­
вами уравнешй (1) и (10) получимъ: 

2 (2s0 — s'r'0) , «„ e , . 4S — е 

т — 2 

ß, = г\г — 4г0 = - | - — 2* = р - 3f 

£ л # о а.2 а2—-а* 

Эти уравнешя будемъ писать такт*; 

Т ~ 2 
a? ' '-• r •"' и "Г i — у 

а- — а *, + гг ~—^- (12) 
Если, опред*ливъ по этимъ уравнешямъ коеффищенты 

a4, ß„ T l , найдемъ, что удовлетворяется одно изъ условЩ. 

Ti уГ~ ЙЛИ *« == 0; 

то, какъ видели, можно определить многочлена Р и О vio 
влетворяюшде уравнение: ? 
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Г — Q 2 R 1 = : t , 
и выразить поел^дшй интегралъ (11) въ конечномъ вид* 
паередетвомъ логариема. 

Если же ни одно изъ предыдущихъ уеловщ не выполняет­
ся, тогда пошгЬднШ интегралъ преобразовываемъ точно так­
же, какъ первый, полагая: 

*L—=2ÄI 
VR4 — г, 

гд* 

R, = * • + a^ + ßj + Tl*, ri=z2
 + °^z + h 

Z 2 

Получимъ: 
Ç(x + A)dz \ i 

+ У 1 — T T J I - ( ) 
гд-Ь: R2_*,'* + as«1*+ßJz l*4.Y1z1> а коеффищенты oc„ ßs, f, 
определяются уравнен1ямш: 

Y l Li i 
2 

OL.2 OL*-

4 

Поел* m преобразована получимъ 

\x±_k)dx Г 4 / ~ Г / — 2 f(x+ A) Ac L/~r/— 2 1 
J—w—=hs- ft'- W.vV, ] + 

± г(*_ + «"A - 2 - a - e - 4 _ - i ^ V 
+ 2-J ^ _ ^ L _ 
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ГДФ Жт = ^m-t + amz*m-i + ß m ^ m - t + W w - i ' 

а для последовательна™ вычислешя коеффищентовъ %т,ßw, Yw, 
имеемъ уравнешя: 

_i а = * w — i ß = ß 3* Y 4-v am—i *m~-* 
Im 4 

2 2 
* д о / — а m—i а m rw T- ^ m — i J • 

Вычислеше этихъ коеффищентовъ по этимъ формуламъ 

ВОЗМОЖНО ДО ТФХЪ ПОрЪ ПОКа ут = — ( Ym—i m—i m—! \ 

не обращается въ нуль; но если это случится, то это бу-
детъ признакомъ возможности логариемическаго интеграла. 
Точно также если tm___i обратимся въ нуль, то логариемиче-
скШ интегралъ возможенъ. 

Полагая tm_i = 0, изъ предыдущихъ формулъ получимъ: 
ат ==: ат—i i г m = = : Pm—i > Im = = Ym—i > *ш === с 

Продолжая вычислять коеффищенты, получимъ: 
CLm+t:=:= ат > Гт+1 — [>т > ï m + i ^ Ym> 

следовательно: 
am+i = = am—-i > r w + i : = : r m - i » Ym+* ' = Ym—-i' 

т. е. коеффищенты a., ß., у,, начиная съ а т_£ , ßw_, , ym_1 

повторяются и перюдъ состоитъ изъ двухъ системъ коеффи­
щентовъ. 

Авторъ упомянутаго мемуара показываетъ, что вообще, 
когда при определенш коеффищентовъ получимъ повторяю-
иряся системы, какъ бы не было велико число системъ, со­
ставляющие перюдъ, интегралъ можно выразить въ конеч-
номъ вид* посредствомъ логариемовъ; но при большемъ чи­
сле системъ въ перюде, способъ определешя многочленовъ 
Р и 0 не тотъ, на который я хотелъ обратить внимаше. 

Примеры: 
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(x + A) dx 

•Vo 3 

a2 

(x* + t)+a2* 
L 

R = xk + ax2 + a 2^ -f • 
3 2 

aâz=0, | 3 d = - 2 a , T l = — a 2 , ^ = _ 2M4
2 = 4a2 

L 1 
a2 = 4a2, j3j =4a , y2 = a2, £,={). 

Отсюда видимъ, что этотъ интегралъ можно выразить въ 
конечномъ ВИД'Е посредствомъ логариемовъл если постоянное 
А им^етъ должную величину. 

(х + A) dx 1 . , 1 Ç(z + 2A) dz 

*J A / 4 л* 2 x2 -f j ) 2 + «2^ V *4 — 2a*2 — a 2* 
гд-Ь 

22 = 
3 

«2 

yfi - (*• + f )" 

Многочленъ z4 — 2azä — aiïz = (z2 — a)2 — a"2~(z + aT) 
i 

такъ какъ 2 -f a¥ есть делитель z2 — a, то 

n 2(z2 — я)2 I , JL 
P = — -V i - + l = —2a-2(z2 — a ) ( z - a 2 ) + 1 

a2(z -f- «2) 
n 2(z2 — a) 1, * 
Q = — -г f- = — 2 a _ 2 ( z _ a 2 ) 

a2(z + a») 
Отсюда: 

P' = — 2а~Ц% — aï) (ЗА + a*) 
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p' * 
С- = 3* + a>. 

Отсюда для опред'Ьлешя А, получимъ уравнеше: 

\ (z + 2А) = 2М (За + а*), 

откуда; 
L 

С\^~ б / ж J _ 

1 1 Г L I i î / 1 
~ logz +Фд %a~~2(z2~a)(z—а%) — l +2a"~2(jS_a2)y/R1 

2. f (^ + A)da: 
J v̂ C^2 + aa02 + е ж 

s e e 

2 (x + a) 

р,= 8(дЧ-д)Г2а, + 1 ^ F = 2 ж + ^ а; +А=2М(2ж + a), 

4М = 1, 2Ma = A 

М=у,А=^ и Л 1J — 
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(x + A) dx 
\/(x2 + ax + 6)2 — Ubx 

[ж8 — 2а6ж - f J2 R = ж4 + lax3 + a2 

+ 26| 

a = 2a ,^=a 2 + 26,T=-2«6,<?=:ö2 , ^=а2 + 2о—aä=2ö. 
«, = — 2a, (3 t=a2—45, y4 = 4a6, ^ = — 4 5 . 

Y „ Ï i b . — O., следовательно интегралъ возможенъ въ ко-

нечномъ вид* посредствомъ логаривмовъ. 
(x + A)dx 

J у7р+а;г+6)2—4«ож 

1 Г (z+2A—a)dz 
2 J */?=î 2 ^ + 2 J у/2 '_2а2

2+(а2—46)г2+4а6г 

ГДЕ 

2a6 
V/R — (хй 4- «ж + 6) 

многочленъ: 
z4 — 2az2 + (а2 — 4-6) s2 + Ubz = z'(z — af — Uz (z — a) 

= z* (z — af — Uz (* - a) + 462 - 462 

= { z (a_ . 0 )_26] 2 -4b 2 

p [ z ( z - a ) - 2 6 ] 2
 Q = = _ j i l - f l ) - 2 6 

V OIS T l V 0,1,2 26 26* 

r = = _ z ( z - - a ) - 2 6 ( 2 g _ a ) 

^-=2(2z—a); | (z + 2A—a)=4M.(2z —a) 

8M = i , A - | = - 4 M « = - | , A = ^ 
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dx ) (х+ад 
\/(x*-{-aoc-\-by—4>abœ 

IL 

Перейдемъ теперь къ дифференщаламъ, содержащимъ ку­
бичный корень изъ многочлена какой-либо цФлой и положи­
тельной степени. 

Положимъ въ общей теорема Пьюма т = 3 , идгЬемъ сле­
дую гщя уравнешя: 

а
3 — i = o , первообразный корень котораго а = -~-1 

а 2 = _1 и а 3 = 1 ; остальные корни суть 

6 = Х4Х2
2, гдф Х4 есть произведеше одиночныхъ множите­

лей многочлена 9, Х2 — произведеше двукратныхъ множи­
телей того же многочлена. 

Теорема въ этомъ случае выражается такъ: 

Если интегралъ J J можно выразить въ конечномъ 
J уХ4Х2

2 

вид* посредствомъ логаривмовъ, то существуютъ ц^лые мно­
гочлены: Р0, Р4, Р2* удовлетворякнще условно: 

г Г <Р0+амР4(Х4Х2
2)Т+ашР2(Х4

2Х2)И = постоянной. (1) 

Произведеше Х4
2Х2 будемъ означать чрезъ 94; очевидно 

ео4^х4
3хдда==х4х2 



— 201 — 

Интегралъ въ этомъ случа* будетъ: 
г 

Г fdx ,, «=2С , t) 
i—=Alogn Ъ + Ж ^ + ^ Ы (2) 

J V е и = о( ) 
Пусть: 

Р„ + * Р,вМ-** РЛ*"=У, (3) 

p. + e'p^+e р,в ,Ц 
Изъ этихъ положенш находимъ: 

* , + У« + У3 = ЗР0 

v,y, + УД, + УД* = 3(Р0
2 - PAX А ) (4) 

УДД2 = Р«,3 + Pi3 + Р . Ч - З Р . Р , Р Д А 

Следовательно уелов1е логариемическаго интеграла приметъ 
такой видъ: 

Р0
3 + Р / е + Р 2 \ — З Р ^ Р Д Д з = постоянному (5) 

Сверхъ того видимъ, что У есть корень кубичнаго ура-
внсшя 

У3 - ЗР0У2 + 3(Р0
2 - Р . Р Д Д ^ У - пост. = 0. 

Интегралъ (2) принимаетъ видъ: 

Г / Н £ = A log У Д 2
а У 3

а 2 = А [logY, + а В Д - f а2%У3] (6) 
J QJ 

Можно дать этому интегралу другой видъ, но мы опре-
дФлимъ сначала функщю /*; дифференцируя ур. (6), имФемъ: 

f _ У Д Д , + «УД,У, + « 'УДД, 
Абз" ^ ДДз 
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Но изъ уравнешй (3) получаемъ: 

+ (Pa
setr— PePteb 

2 4 
2 Т> Т> V V \ ! ~Л rTi 2лТ ЗД = (V - Р4Р,ХА) + «2 (Р1

2ез-~р0р2е1т) 

У J, = 0V - Р.РДА) + « (Р/ег-р^дЬ 
+ а2 (Р2

2еД- Р . Р Д ) 
Эти равенства напишемъ для сокращешя такъ: 

У2У3 = Т0 + Т< + Т, ь2 

У3У, = Т0 + а2 Т, + а Т, (7) 
У,У2 = Т0 + а Т, + а2 Т2 

Изъ тФхъ же уравнешй (3) получимъ: 

У \ = Р ' 0 + (Р.етун- (Päe>y 

П = Р'о + « (P.eb + e'CP.W 
Y'a = Р'о + а2 ( W + а (Р.О.Т/ 

Отсюда пользуясь уравнешемъ l-f-a+я2—О, получимъ: 

У.У.У'.+аУзУД'.+^У^.У'з^зр/Т^СР.О^'Т^+СР.е^)^] 

и потому полагая постоянную второй части ур. (5) равною 
единиц* получимъ: 

/•=ЗА6Т [Р'0Т£ +(Р,вГ)'Т,+(Р,в1Ь'Т.]- (8) 
Мы развернемъ это выражея!е для того, чтобы показать, 

что вторая часть есть многочленъ ц^лый и рацюнальныи; 
получимъ: 
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-P.P,P'.fl + Jp.P,,e'+(P.,-P.P.XA)(p'.x1x1-ipi.^)] 
Но 

6'I = (X1
ïX î)'=(2X îX'1+X ir s)X1 н ^ З Х Д ^ + Х . Х ' , 

Освободимъ теперь интегралъ (6) отъ мнимыхъ величинъ; 
корень а уравнешя а3 — 1 = 0 напишемъ такъ: cos$-\-ism$ 

{ 
точно также другой корень of—cosß—mnß, гд* cosß=— ^, 

smß = ^—. Поэтому 

log pPo - Р.бТ-Р^е.Т + У з (PtQT- p,Q,f)1 

Положимъ: 

P o _ P l ( f c Q 2 ) P . e j - P ^ Q , (9) 

Означая чрезъ М модуль мнимаго выражешя, стоящаго подъ 
знакомъ 1щ, чрезъ <р аргументъ его, тшкъжъ\ 

М' « 1 [(О.-О.Э'+ЗСО. + О,)* =0,4-0.* +Q.Q, (40) 

Qs—Q, • \/3.(Q, + Q4) 
cos© ==——r-11, smq>= — -—v 2 ' wu, 

T 2M ' Y 2M 

Us v i 
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Отсюда: 
cdogY2 = alogM + act. 

Точно также найдемъ: 

a2%Y3 = a2%M — ос2<р/. 

Следовательно 

loyli + a%Y2 + a2%Y3 =log¥t — %M + <p* (a — a2) 

Y Y -
= 4 ^ + срг, (2wtnß) = log -^ — 9у/3. 

Итакъ предыдущШ интегралъ имФетъ елФдующщ видъ: 

Ahg^+Ay/l.artg^^y (12). 

Если многочленъ Ô подъ корнемъ не содержитъ двукрат-
ныхъ множитилеи, то должно положить въ предыдущихъ фор-
мулахъ везде Х2 = 1 и услов!е логариемическаго интеграла 
принимаешь видъ: 

P o
, - i + P1(P i

1-3PoP1)e + P ,
J 0 J =0. (13) 

Если многочленъ Ô подъ корнемъ содержитъ только дву-
кратныхъ множителей, то должно положить: Х1 —1 и уело-
sie принимаетъ видъ: 

P 3
0 - 1 + P 1 ( P 2

2 - 3 P 0 P 1 ) X 2 + P 3 X \ = 0 . (U) 
Примеры: I. 6=а:3 + 1 61=в\ 
Уравнент (15) въ этомъ случа* удовлетворяютъ сл'Ьдую-

щдя величины: Р0=а;2, Vi=x. Р2 = 1. 
По этимъ величинамъ находимъ: 

Т 0 =а: 4 —хд=—х, ^ = 0, Т, = бУ_а;30Т=вГ 

(=ЪШ |вТ(жвТ)'~x(è)' | = ЗА. 
Итакъ въ этомъ случа* f постоянная величина. 
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1 Положимъ f=t, тогда А = ^. 

Q2 +0 1 = 61(б¥— х), Q 2 _Q 1 = _(2;r-ï-6T)(ei—гс) 

^^ (ет—гс) 2 ^ (9У+ж)а(оз"-ж)2-гс(о^-)-ж)(оТ~ж)'2= б¥— ж 

и мы получимъ: 

J 
L 2 — * 

«te 1, ж2 + ;г@з + 6"з 1 v/3. 9"з 
з" =ö ' °5 ' ..—— —p^arctg — 

1 . 6 —ж3 1 V3.ÖT = - .log __ . - ^orc^ I -

1 w«4 ^ * _„V3.e-
1 

=- — 2^ (03 — a?). —arctg i . 

Зам'Ьтимъ впрочемъ, что этотъ интегралъ можно найти по 
способу интегрированш двучленныхъ дифференщаловъ, при 

s dx этомъ для того, чтобы сделать дифференщалъ , — ра-
\'х" -f 1 

4 
цюнальньшъ должно сделать двойную подстановку х — -

é У' 
уь~\-{^=%\ Къ предыдущему виду дифференщала приводите̂  
дифферентам вообще такого вида: 

dx 
з,-%/ах ~\-q 

Въ этомъ случае Р 0 = я \ Ра = 1, Р2=х 
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То=ж* —жб, = — х 

2 1 
Г=ЗАвз(2аЛ1з_(яв1»)'гс);Я:ЗАа;(2б,-в17[01Т+1вв4-тЗл*1) 

= ЗАж.(2е1 — е4 — аг8)=ЗА*. 
Полагая З А = 1 , имЪемъ /"=а; 

0 ^ ^ - 6 , 4 = (ж+ в,Т)(аг-.в,Т) 

Q^atfJ-aj»—^(6,7—а:) 

Q, + Qi = - e , ^ ( e j - a ? ) ; Q 2 _Q t = _ ( 2 x + 6 j ) (Ъ?-х) 

= (x+^J)2(6iJ—xy-\-x\ej—xy—(x+QJ) (О^—хУ x 

=(б , т—xy^ + xej+ej) 

Г xdx __i ba^x'+xOJ+QJ . v/3 , v/3.0,3 

° \KX-ГЧ QJ—x 2a ;+V 
2 3 

0 о , — ж ä 2ж+е/з 

* | Ц («* + «Ö» » + в, *) + Пя агс^ 
V*5 2 Ж + 0 , 1 

1 * 1 i /q fi 
i 

2ж+е, a 



207 — 

III. 
Йнтегралъ следующего вида: 

J, dx 
yxz-\~pxJ

rq 

можетъ быть приведенъ къ эллиптическимъ и логаривмйчв- , 
скимъ интеграламъ различными способами; въ частныхъ елу-
чаяхъ: 1) когда q == 0 и 2) когда многочленъ подъ корнемъ 
имФетъ два или три равныхъ корня, этотъ йнтегралъ приво­
дится къ логариемичеекимъ. Здесь й изложу сл̂ дующШ спо-
собъ приведешя предыдущего интеграла йъ эллиптическимъ 
интеграламъ. 

Пусть многочленъ x3-j-px-\-q не им'Ьетъ равныхъ корней 
и q не равно нулю; означимъ чрезъ а, ß, у, три корня это­
го многочлена, изъ которыхъ по крайней м^р* одинъ дей­
ствительный. 

Положимъ* х — ЛТ 1 такгь какъ a3 ~{~pa-{-q = Q ш 

ß 34-pß+^ = 0; то получймъ: ж 3 +Р^ + ? = / 53 , 

гд* дли сокращешя мы положили: 

A^=3aß* +pa + 2pß + Ц 
В = За2|3 + 2ра -f pß + % 

(8 — OL)dy 

Далее им^емъ: ах-= к ,2 и потому. 

dx (ß — é)dy 

(О 

(ß — *)y/W.d(Vuy 4 A) 

(2) 

[2B - А + (2Ву 4 А)] \7(2В# 4 А ) 2 - А2 



— 208 — 

Положивъ 2By-j-A = Az, получимъ вм-Ьсто предыдущего? 
дифференщала сл*дующш: 

(ß —оруЧАВ. dz 

Если положимъ теперь: z = yV -f- i, то получимъ: 

3(ß — а) уЧ AB udu 

2А 2. | — 1 - f y V + l l yV + 1 

или 
В __ 

3 ( ß - a ) ^ A B M * A 

^Kî-OH 
.udu. К*Л„Л 1)/*~П 

или 

3(р-«)#Ав( . (ei-0Md" udu 
2А [ T G - 0 - * ] ^ 4(Н-' 

Первый дифферерщалъ по интегрированш приводитъ къ 
эллиптическимъ интеграламъ, а второй къ логариемическимъ. 

Поетояннымъ входящимъ въ выражешя этихъ дифферен-
щаловъ можно дать бол^е удобный видъ для вычислешя ихъ, 

Изъ (1) получимъ 

А + В = (Зоф + Зр) {а + ß) + 6? 

Такъ какъ а + ß + 7 — 0, то 

A+B=6j-(3aßT+3pT)=99—3pY=3(3g-H) 

Изъ т*хъ же уравненш (1) им^емъ. 
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A-B=(3aj3-H>) ( ß - « ) = £ p ( P T - 3 , ) = - ̂  ( 3 M Ï ) 

Отсюда: 

T i 

A _(3g-mr)(T-P) 
Y-

2 B ^ ! l Л . (3T + ß - « ) = 2 ^ = ^ . ( T - - ) 
T 

и 
(37-PT)(T-g) 

В = • ' " 

Y-

iD aa-jrtfh - «0 (T - ft „ (31г^тШ1±М. 
AB= —-i PY + ? 
Такъ какъ А + В и AB выражаются только по одномуг кор­

ню Ъ то А и-В можно считать функщями только одного это 
го корня. 

Из-ь яредыдущихъ формулъ легко получить слЗДюхдш: 

А + В__ Jl_ l^LZJL 

Изъ последней формулы пм*емъ: 
__2« З а 

В . 2 Т - 2а —J_±I = ttX^--- ^} 
j " ^iL-^^«'--^ À*"1" fzrp 

(ï-P) 
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Но въ случае двухъ равныхъ корней этотъ способъ при-
ведешя можно употребить только съ оговоркою, что корни а 
и ß не равны между собою, следовательно либо у = а, либо 
Y = ß» a отсюда слфдуетъ. что или В = 0 или А = 0; по­
лагая В = 0 изъ уравнешя (2) получимъ: 

dx (ß — g)rfy _ (ß — a)dky 

fo+px+q (1 + y)v^Äy (A + AyJy'Ay 

и положивъ Ay—s3 , им"Ёемъ: 

(fa 3(|3 — a) jsdr. 
V ^ + ' j w + î (A -f- s ) 

дифференвдалъ рацюнальный, интегрироваше котораго при-
водитъ къ логариемамъ и круговьшъ функщямъ. 

"то касается до частныхъ случаевъ: когда или q = 0, или 
многочденъ #3 + рж -J- q содержите кратныя корни можно 
указать на другой способъ преобразовать 

Am преобразован!« дифференщала 

dx 

V^+p^+ q 
» i~ cm , получимъ: 

ах—du — —г 

и* 
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Полагая для определения постоянной œ 

За -\-р = 0 

имъемъ: 

. , I ив + ди3 + <х3 
х- + рх + q = - , 

/ , cndu\ 
dx U\du--^) 

\/xä +px + q v ад6 + Яи3 + а3 

Когда многочленъ xb^rpxJ
rq имФетъ равные корни, то 

2>3 а2 « Q2 

с-4-"т-=0, иначе: а3==-у-и 

da? Meto р dw 

^+*»+» у/(»'+|)' ьу(«Ч-|)' 
Мы уже видели, что интегралъ 

udu J 
\/(»'+i)' 

выражается посредствомъ логариемовъ, второй же дифферен-
ч . Я ч 

щалъ чрезъ подстановку и + ~ = J S делается рацюнальньшъ. 

Положимъ теперь g = 0, тогда употребивъ тоже преобра-
зоваше им*Ьемъ. 
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Положивъ теперь ti2 = js, получимъ: 

dx dz pdz 

Относительно перваго дйфференщала уже известно какъ 
онъ интегрируется, а относительно втораго замФтимъ, что 

.з Р3 

чрезъ подстановку %—-щ =t , онъ делается ращональньшъ. 




