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Yorwort.

Schritt fiir Schritt werden immer weitere Gebiete der Bio-
logie durch Vervollkommnung der messenden Methoden den
exakten Wissenschaften angereiht und damit einer mathe-
matischen Behandlung erschlossen. Dadurch wird die Not-
wendigkeit eines mathematischen Vorstudiums fiir alle Bio-
logen ganz allméhlich immer dringender. Noch pflegt dieses
tiber Gebiihr vernachlissigt zu werden. Aus eigener Erfahrung
konnte ich beobachten, dafl die exakten messenden Methoden
zwar mechanisch von allen Schiilern erlernt werden koénnen,
aber in fruchtbarer Weise nur von denjenigen ausgenutzt wer-
den, die eine mathematische Vorbildung haben, fur die die
Zahl etwas Lebendes ist. So ist dieses Biichlein ganz all-
maéhlich aus praktischen Bediirfnissen beim Unterricht ent-
standen.

Obwohl ndmlich ein Mangel an guten Einfiihrungen in die
Mathematik fiir Naturwissenschaftler nicht besteht, so hat mich
doch die Erfahrung gelehrt, dafl diese gerade den Bediirf-
nissen der Biologen nicht vollig entsprechen. Erstens ist die
iberwiegende Erlduterung der mathematischen Sitze an Bei-
spielen der theoretischen Physik nicht die dem Biologen am
meisten addquate, und dann ist in den bestehenden Lehr-
biichern in der Regel ein gewisser Schatz von Kenntnissen
der elementaren Mathematik vorausgesetzt, iiber den nun ein-
mal die Mehrzahl der heutigen Biologen wenigstens in leben-
diger, gebrauchsfihiger Form nicht verfiigt.

Wenn diese ,,Einfiihrung® dazu beitragen solite, das mathe-
matische Niveau der Jiinger der biologischen Wissenschaften
zu heben oder gar das Verlangen bei ihnen zu erwecken, nach
ausfiihrlicheren Lehrbiichern der Mathematik zu greifen, so
wiirde ich den Zweck dieses anspruchlosen Biichleins fiir er-
fiillt halten.

Berlin, im August 1912.
Der Verfasser.



Inhaltsverzeichnis.

Erster Abschnitt. Rekapitulation der elementaren Mathematik

I. Geometrie . . . . . . . . . .. ... L
II. Arithmetik und Algebra . . . . . . . . . . . . . ..
III. Trigonometrie . . . . . . . . . . . . . . . .. ...
FEinige Beispiele fiir die Anwendung der e]ementa,ren Mathe-
matik . . . . . ..o

IV. Reihen . . . . . e

Zweiter Abschnitt. Die Lehre von den Funktionen . . . . .

Die Kurven einiger wichtiger Funktionen . . . . . . . . . .
Die gerade Linie . . . . . . . . . . .. . . ... L.
Parabel, Ellipse, Hyperbel . . . . . . .
Verlegung des Koordinatensystems . . . . . . . . . . . ..
Funktionen hoherer Ordnung . . . . . . . . . . . . . ..
Transzendente Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . ..
Umformung von Funktionen . . . . . . . . . . . R

Andere graphische Darstellungen der Funktionen . . . . .

Dritter Abschnitt. Ditferentialrechnung. . . . . . . . . . .
Differenzierung der Potenzen von . . . . . . . . . . . . .
Differenzierung von e* und logz . . . . . . . . . . . . ..
Differenzierung der trigonometrischen Funktionen. . S
Differenzierung von Summen und Produkten. . . . . . . . .
Einfithrung neuer Variabler. . . . . . . . . . . . . . . ..
Das Differential . . . . . . . . . . . ..o 0
Die hoherer Differentialquotienten . . . . . . . . . . . .
Maximum- und Minimumrechnung . . . . . .

Vierter Abschnitt. Integralrechnung . . . . . . . . . . ..

Dic Grundformen der Integrale . . . . . . . . . . . . . ..
Integration durch Einfiilhrung neuer Variabler . . . . . . . .
Partielle Integration . . . . . . . . . . . . . ... ...
Zerlegung in Partialbritche . . . . . . . . . . .. ... L.
Integration durch Reihenentwicklung . . . . . . . . e
Die Integrationskonstante . . . . . . . . . . . . . .. ..
Geometrische Bedeutung des Integrals. . . . . . . . . . . .
Das bestimmte Integral . . . . . . . . . . . . ... ...
Berechnung von Flicheninhalten . . . . . . . . . . . . ..
Mittlere GroBe der Ordinate . . . . . . . . . . . . . . ..
Beispiele fiir die Anwendung der Integralrechnung . . . . . .

Seite
1



Inhaltsverzeichnis.

Beispiele aus der chemischen Kinetik .
Das partielle und das totale Differential .
Die Integration totaler Differentiale .
Doppelintegrale .

Fiinfter Abschnitt. Mac Laurinsche und Taylorsche Reihen .

. 202
. 203
. 206
. 207
. 213

Exponentialfunktionsreihen .
Sinus- und Cosinusreihen .
Logarithmische Reihen .
Binomialreihen .
Fouriersche Reihe .

Sechster Abschnitt. Differentialgleichungen .
Trennung der Variablen .
Howmogene Dlﬁerentlalglelchungen
Inhomogene Differentialgleichungen .
D]fferenna,lglelchungen héherer Ordnung .
Anwendung imaginérer Grofien .
Beispiele von Differentialgleichungen zweiter ()rdnung

VI
Seite

. 170
. 177
. 180
. 190

199

. 218
. 218
.. 221
. 223
. 229
.. 232
. 239

Anhang. Anleitung zur mathematischen Darstellung einer Funktion 246



Erster Abschnitt.

Rekapitulation der elementaren
Mathematik.

I. Geometrie.

1. Zwei Korper schneiden sich in einer Ebene, zwei
Ebenen in einer Linie, zwei Linien in einem Punkte.
~ Zwischen zwei Punkten ist die gerade Linie die kiirzeste
Verbindung.

2. Lehre von den Winkeln.

Ein Winkel entsteht durch die Drehung einer geraden
Linie um einen festen Punkt derselben, den Scheitel des
Winkels. Die Grofle des Winkels wird nach Mafigabe dieser
Drehung gemessen und ist unabhiingig von der Linge der
Schenkel. Eine volle Umdrehung teilt man in 360 Grade, eine
halbe Drehung oder ein gestreckter Winkel betrigt demnach
1809, eine Vierteldrehung oder ein rechter Winkel betrigt
90°% Die Schenkel eines rechten Winkels stehen senkrecht
aufeinander, oder der eine Schenkel bildet ein Lot auf den
anderen. Ein Winkel, welcher kleiner als 1R ist, heilt spitz,
ein Winkel, der > R aber < 2R ist, stumpf. Ein Winkel, der
< 2R ist, heiBt konkav, ein Winkel, der > 2R ist, konvex.

Nebenwinkel sind zwei Winkel, welche einen Schenkel
gemeinsam haben, wihrend die anderen Schenkel die gerad-
linigen Verlingerungen voneinander sind. Ihre Summe ist
stets = 2 R oder = 1 gestrecktem Winkel. Das folgt aus dem
Begriff des gestreckten Winkels, dessen beide Schenkel eine
einzige Gerade bilden. Zwei Winkel, die zusammen 2R be-
tragen, nennt man Supplementwinkel; zwei Winkel, die zu-
sammen 1R betragen, Komplementwinkel.

Scheitelwinkel sind zwei Winkel von solcher Lage,
daB der Scheitel beiden gemeinsam ist und die Verlinge-

Michaelis, Mathematik. 1



2 Geometrie.

rungen der Schenkel des einen Winkels die Schenkel des
anderen sind. Scheitelwinkel sind einander gleich. <C & =<y,
weil beide = 2R — f§ sind (Fig. 1).

Zwei gerade Linien schneiden sich, hinreichend ver-
lingert, im allgemeinen unter einem bestimmten Winkel.

Wenn sie sich, soweit

P JJ man sie auch nach bei-

a A den Richtungen verlan-

o X0 / gert, im Endlichen nie-

¥ c - 0 mals schneiden, nennt
‘7‘; man sie parallel.

Fig. 1. Fig. 2. Wenn zwei gerade

Linienvoneinerdritten
unter gleichem Winkel geschnitten werden, sind sie parallel.
o/ und y sind Gegenwinkel, ebenso § und J (Fig. 2).
o« und 6 sind entgegengesetzte Winkel, ebenso § und y.
o« und ¢ sind Wechselwinkel, ebenso & und y.

Ist AB parallel CD, so sind Gegenwinkel einander gleich,
entgegengesetzte Winkel betragen zusammen 2E. Wechsel-
winkel sind einander gleich.

Umgekehrt: wenn zwei Gegenwinkel einander gleich sind,
so sind die Linien, an denen sie liegen, parallel usw.

3. Das Dreieck.

Die Summe der drei Winkel eines jeden Dreiecks be-
trigt 2R.

Beweis: Man ziehe in Fig.3 AD || BC. Dannist 3y’ =
und ¥ B’ = Ly als Wechselwinkel. Also

x+pf+y=a+p+y =2R.
Ein AuBenwinkel ist gleich der Summe der beiden von
ihm getrennt liegenden Winkel, denn (Fig.4) 6 =2R — y,
andererseits auch « + f=2R —y.

Fig. 3. Fig. 4.
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In einem rechtwinkligen Dreieck nennt man die Schenkel
des rechten Winkels die Katheten, die dem rechten Winkel
gegeniiberliegende Seite die Hypotenuse.

Ein Dreieck, in welchem alle drei Winkel spitz sind,
heifit ein spitzwinkliges Dreieck; ein solches, in welchem ein
Winkel stumpf ist, ein stumpfwinkliges. Es kann hé&chstens
ein Winkel im Dreieck stumpf sein, weil die Summe schon
zweier stumpfer Winkel auf jeden Fall >2R ist.

Ein Dreieck, in dem 2 Seiten einander gleich sind, heiBt
ein gleichschenkliges, ein solches, in dem alle 3 Seiten ein-
ander gleich sind, ein gleichseitiges Dreieck. In einem gleich-
schenkligen Dreieck sind die Basiswinkel einander gleich,
in einem gleichseitigen Dreieck daher alle 3 Winkel einander
gleich, und daher jeder = 60°.

" In jedem Dreieck liegt der grofle-
ren Seite der grofere Winkel gegen-
iiber.

Beweis: AC sei > AB. (Fig.5.)
Halbiert man <<BAC durch AD und Fig. 5.
klappt das Dreieck 4BD um AD als
Achse nach rechts um, so fillt B auf E, und <<ABD =< AED.

Da nun <CAED AuBenwinkel an ADEC ist, muB}

KLAED > xACD, folglich auch <<4ABC > < ACB
sein.

Da im rechtwinkligen Dreieck der rechte Winkel gréBer
als jeder der beiden anderen ist, so ist jede Kathete stets
kiirzer als die Hypotenuse.

Als Umkehrung obigen Satzes folgt ferner, daB auch dem
groBeren Winkel die groBere Seite 8
gegeniiberliegt, und ferner die schon
erwahnte Tatsache, dall im gleich-
schenkligen Dreieck die Basiswinkel
einander gleich sind. Denn gleichen
Seiten miissen auch gleiche Winkel
gegeniiberliegen.

In der Schar von rechtwinkligen
Dreiecken 4BC,, ABC,, ABC(,
usw. ist also die Hypotenuse BC,, BC, usw. stets groBer als
die Kathete BA. Folglich ist von allen Geraden, die man vom

1*

A R
Fig. 6.



4 Geometrie.

Punkte B nach einer Geraden C;C; ziehen kann, das Lot die
kiirzeste. Das Lot von einem Punkte auf eine Gerade nennt
man die Entfernung des Punktes von der Geraden.

4. Kongruenz.

Zwei Figuren nennt man kongruent, wenn man sie durch
Verschiebung und Drehung so aufeinander legen kann, da8
sie sich vollkommen decken.

Erster Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel iibereinstimmen.

5' [/

A4

A ¢
Fig. 7.

Voraussetzung:

AB=A'B’, BC=DB'C’, «CABC = 3 A'B'C".

Behauptung: AABC~/A'B'C.

Beweis: Verschiebt und dreht man (Fig. 7) AABC so,
daBl AB auf A’B’, BC auf B’C’ und <« ABC auf A’B’(C’ fallen,
so muB auch AC auf A’C’ fallen, weil zwischen zwei Punk-
ten 4’ und ¢’ nur eine Gerade gezogen werden kann. Somit
decken sich alle 3 Seiten und Winkel.

Zweiter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in einer Seite und zwei Winkeln von gleicher Lage,
d. h. entweder den beiden anliegenden oder in einem an-
liegenden und dem gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen.

Voraussetzung: AB= A'B’ (Fig. 7),

XBAC =X B'A'C,
XABC =< A'B'C’.

Beweis: Verschiebt und dreht man AABC so, dal 4B

auf A’B’ fillt, so muB auch C auf C’ fallen, da die beiden

Schenkel der zusammenfallenden Winkel sich nur in einem
Punkte, ndmlich ¢, schneiden kénnen.
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Ware die Voraussetzung:
AB = A'F’,
XBAC = xB'A'C,
XBCA=<xBC'4,
so folgert man zundchst, daB, wenn zwei Winkel zweier Drei-
ecke iibereinstimmen, dies auch die dritten tun miissen, also
X ABC = £ A’B’C’, und fahrt wie oben im Beweis fort.
Dritter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,

wenn sie in den drei Seiten iiberein- c

stimmen. \

Man verschiebe und drehe die bei- ;

den Dreiecke (Fig. 8) so zueinander, |
4 : 8

i

|

dafl eine Seite 4B zusammenfillt, so
daBl, wenn das feststehende Dreieck \/
ACB ist, das verschobene die Lage
AC’B hat. Zieht man nun CC’, so ist ¢
in dem gleichschenkligen Fig. 8.
NACC'xACC = £ AC'C,

und ebenso < BCOC’ = < BC’C, also auch durch Addition
X ACB=<AC’B. Dann sind die beiden Dreiecke nach dem
ersten Kongruenzsatz kongruent.

Vierter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem der gréBeren gegeniiber-
liegenden Winkel iibereinstimmen.

Voraussetzung: (Fig.9) ¢
AC = A'C, -
AB = AP,
AC > AB,
XABC =< A'B’'C". )
Man verschiebe und g g

drehe die Dreiecke so, daf
XABC auf sxA’B’C’ fallt. A
Dann muB nach der Voraus-

setzung auch 4 auf A’ fallen.
Angenommen nun, C fiele Fig. 9.

nicht auf C’, sondern etwa

auf C”, so miiBte AB’A’C” ~ BAC sein, weil diese Dreiecke
in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel
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tibereinstimmten. Dann miiBte auch 4’C” = AC sein, also
auch 4’C” = A4’C’, d. h. das AA4’C”C’ miilite gleichschenklig
sein und 1 A4'C”C" = A’C’C”. Da nun 4’C”(C’ als Aufjen-
winkel > << A’B’ (0" ist, mul auch 24’C’C”> A’ B’C” sein,
was der Voraussetzung wider-
spricht. Es muf also ¢’ und C”
zusammenfallen, womit die Kon-
gruenz der Dreiecke bewiesen ist.
Wenn dagegen zwei Dreiecke
in zwei Seiten und dem der klei-
A v » mneren gegeniiberliegenden Win-
Fig. 10. kel iibereinstimmen, so brauchen
sie nicht kongruentzusein: (Fig. 10)
NABC und /. DBC stimmen iiberein in zwei Seiten: BC=BC(C ,
AC = CD, und dem der kleineren gegeniiberliegenden Winkel
XCBD = 3 CBA, und sind doch nicht kongruent.

¢

5. Das Viereck.

Ein Viereck, dessen Gegenseiten parallel sind, heilt ein
Parallelogramm. Sind die Winkel Rechte, ist es ein Recht-
eck. Ein Parallelogramm, dessen Seiten einander gleich sind,
ist ein gleichseitiges Parallelogramm, und, zwar wenn die
Winkel Rechte sind, ein Quadrat, andernfalls ein Rhombus.

In jedem Parallelogramm sind die Gegenseiten einander
gleich, halbieren die Diagonalen einander, sind die gegen-
iiberliegenden Winkel gleich (mit Hilfe der Kongruenzsitze
leicht zu beweisen).

Ein Trapez ist ein Viereck, bei dem zwei Seiten ein-
ander parallel sind. Sind die beiden nicht parallelen Seiten
einander gleich, so ist es ein gleichschenkliges Trapez.

Die Summe der 4 Winkel eines Vierecks betriigt stets 4 R.

Zwei Parallelogramme sind kongruent, wenn sie in zwei
benachbarten Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel iibereinstimmen.

6. Der Kreis.
Der geometrische Ort ist eine Figur, deren einzelne
Punkte jeder einer gemeinsam gegebenen Bedingung ge-
niigen.
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Der Kreis ist der geometrische Ort derjenigen Punkte,
welche von einem gegebenen Punkt eine gegebene Entfernung
haben.

Der gegebene Punkt heifit der Mittelpunkt, die gegebene
Entfernung der Halbmesser oder Radius, r.

Eine Sehne ist die geradlinige Verbindung zweier Punkte
des Kreises. Die beiden Endpunkte der Sehne und der
Mittelpunkt des Kreises bestimmen ein gleichschenkliges
Dreieck. Die Halbierungslinie des Zentriwinkels, d. h. des-
jenigen Winkels dieses Dreiecks, der dem Mittelpunkt des
Kreises entspricht, halbiert auch die Sehne und den Kreis-
bogen, der von der Sehne abgeschnitten wird, und steht
senkrecht auf der Sehne.

4 £
o
A
g 0 7
7
Y (A
V/ A B
Fig. 11. Fig. 12.

Eine Tangente ist eine Gerade, welche den Kreis nur in
einem Punkte beriihrt. Die Tangente des Kreises steht
senkrecht auf dem zu dem Berithrungspunkt gezogenen Radius.

Der Winkel, den zwei in der Peripherie sich schneidende
Sehnen miteinander bilden, heiflt der Peripheriewinkel. Er
ist halb so grof wie der zugehorige Zentriwinkel.

Denn zieht man in Fig. 11 40, so ist 3xBOD = 2. 3L BAO und
x DOC = 2.5 0A4C, als AuBenwinkel an gleichschenkligen
Dreiecken, daher 92BOC = 2 -3 BAC. Alle Peripheriewinkel
iiber der Sehne BC (alle Peripheriewinkel, deren Schenkel durch
B und C gehen) sind daher einander gleich, weil sie einen
gemeinschaftlichen Zentriwinkel, BOC, haben. Jeder Peri-
pheriewinkel iiber dem Halbmesser ist daher ein
rechter.
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Der Winkel, den die Tangente mit einer Sehne im Be-
rithrungspunkt der Tangente bildet, heiBlt ein Tangentenwinkel.
Er ist ebenso grol wie der Peripheriewinkel tiber dieser Sehne.
In Fig. 12 ist 3CCAB der Tangentenwinkel, 3CADC der Peri-
pheriewinkel. Zieht man AE durch den Mittelpunkt des
Kreises, so ist FA | AB. Ferner ist auch <CECA = 1R
als Peripheriewinkel iiber dem Halbmesser, also ist JCEA
= 1R — <« EAC, und ebenso ¥<<CAB = 1R — L EAC, daher
< CAB = AEC. Da alle Peripheriewinkel iiber AC einander
gleich sind, ist auch <CCAB = CDA.

Jedes regulire Polygon hat einen umgeschriebenen Kreis,
welcher durch alle Ecken des Polygons geht und einen ein-
geschriebenen Kreis, welcher alle Seiten des Polygons zu
Tangenten hat.

7. Der Flicheninhalt ebener Figuren.

F_ 6 £ Die Einheit des Flacheninhalts ist
der Inhalt eines Quadrates, dessen
Seite gleich der Langeneinheit ist. Ist
AB = 1cm, so ist [JABCD =1 gem.
Durch Betrachtung der Fig. 13 ergibt-
sich folgendes:

DerlInhalt einesRechtecksistgleich
dem Produkt der Langen seiner beiden
verschiedenen Seiten, der eines beliebi-
gen Quadrates gleich dem Quadrat sei-
ner Seite. Ferner ergibtsich aus Fig.13:

Fig. 13.

(AB + BJ)* = ABCD + GCHE + FDCG + BCHJ
— AB*+ BJ® +2A4B-BJ.
D.h. das Quadrat iiber der Summe zweier Seiten ist gleich der
Summe der Quadrate iiber jeder einzelnen Seite, vermehrt
um das doppelte Rechteck aus den beiden Seiten.

Parallelogramme von gleicher Grundlinie und gleicher
Hohe haben gleichen Flacheninhalt.

(Unter der Hohe eines Rechtecks versteht man die
Linge des auf die Grundlinie gefillten Lotes. Parallelo-
gramme von gleicher Hohe liegen daher zwischen Parallelen
(DE |t AB) (Fig. 14.)
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Beweis __|ABCD = AFCB 4 ADF,
|__|AFEB = AFCB 4 BCE.

Da AADF ~ BCE, so ist ABCD = ABEF. Daraus folgt, daB
der Inhalt eines jeden Parallelogramms gleich dem Produkt
aus einer Grundlinie und der zugehérigen Hohe ist.

0 FC £
I/ 4
K————"7
/
/
/
/
A V-4 A 8
Fig. 14. Fig. 15.

Jedes Dreieck ist die Halfte eines Parallelogrammes von
gleicher Grundlinie und Héhe. Gegeben sei das /. ABC (Fig. 15).
Zieht man CD | AB und BD Il AC, so ist ABDC ein Parallelo-
gramm, welches durch die Diagonale BC halbiert wird. Daher ist
der Inhalt eines Dreiecks gleich dem halben Produkt
aus der Grundlinie und der zugehérigen Héhe. Jede
Seite des Dreiecks kann S

als Grundlinie betrachtet
werden. /\
V4 A

8. Der pythagoriische ,
Lehrsatz.

Im  rechtwinkligen
Dreieck ist das Quadrat "
iiber der Hypotenuse
gleich der Summe der s Y% C
Quadrate iiber den Ka-
theten.

Einer derzahlreichen
Beweise ist folgender: L

Man ziehe AN | EB,
HKI|BC und ELI AB.
Dann ist Parallelogramm £ N0

BALE>HKOB, Fig. 16.
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weil beide Seiten und der eingeschlossene Winkel iiberein-
stimmen (vgl. S. 6).
Als Parallelogramme zwischen Parallelen ist ferner

Parallelogramm BALE = BMNE
und HKCB = HJAB
also HJAB= BMNE.

Durch entsprechende Hilfslinie auf der anderen Seite der
Figur 188t sich beweisen, dall

AFGC = MCDN .

Durch Summation ergibt sich

BA*+ AC® = BC*.

9. Hohensatz.

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat tiber der
Hoéhe gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der Hypo-
tenuse.

Denn nach dem pythagordischen Lehrsatz ist

B2 = a? — ¢2

und h? = b2 — d2

AP 4 2h2=a?4 02— (24 d%.
Da
c "4
a?+ 2= (c+d2=ct+2cd-+ d?,
Fig. 17.
. so folgt
2 =(c2+2cd+d?) — (2 + d?),
hE=c-d.

10. Der erweiterte pythagoriische Lehrsatz.

Fir jedes beliebige Dreieck gilt der Satz:

Das Quadrat iiber einer (der ,ersten“) Dreieckseite, die
einem spitzen (bzw. stumpfen) Winkel gegeniiberliegt, ist
gleich der Summe der Quadrate iiber der zweiten und der
dritten Seite, vermindert (bzw. vermehrt) um das doppelte
Rechteck aus der zweiten und der Projektion der dritten
auf die zweite Seite.
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(Unter der Projektion einer Seite auf eine zweite ver-
steht man die Strecke zwischen den FuBpunkten der beiden
Lote, die man von den Endpunkten der ersten Seite auf
die zweite oder deren Verlingerung fallt. Liegt der An-
fangspunkt der zu projizierenden Seite in der anderen Seite,
so ist dementsprechend die Projektion der ersten Seite auf
die zweite die Strecke von diesem Anfangspunkte bis zu dem
FuBpunkte des vom Endpunkte der ersten auf die zweite
Seite gefillten Lotes.)

Beweis. a) Fiir das spitzwinklige Dreieck (Fig. 18).

L ACB sei spitz. Fallt man die Héhe %, so ist

¢ =h 4 (a— p)?
=k +a+p?—2ap.

Da
B2 4 p2? = b2,
so ist
c2=5b>+a>—2ap.
A
c 14

_

8 = A
a
Fig. 18. Fig. 19.

b) Fiir das stumpfwinklige Dreieck (Fig. 19).
< ACB sei stumpf. Dann ist

* =R+ (a + p)?
=h+a*+p*+ 2ap
=02+ a’+ 2ap.

11. Inhalt und Umfang des Kreises.

Gegeben sei ein reguldres, in einen Kreis vom Radius r
eingeschriebenes Polygon von der Seitenzahl n. Seine Seite
sei =s. Man berechne nun die Seite s’ des reguldren, in
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denselben Kreis eingeschriebenen Polygons von der Seiten-

zahl 2n .
Nach dem erweiterten pythagordischen Lehrsatz ist (Fig. 20)

CD*= AD>+ AC® — 24D . AE
=272 —2r.-AE.
AE 138t sich aus /\ AEC berechnen:
¢ AE* = AC* — EC?

7 _ 2 s)\?

Fig. 20. Also

OD> =272 — 27‘2]/1 —(—i>~,
2r
s2
—rlf2—2l/1 — .
s rV 2V 1,

Die Seite des reguldren eingeschriebenen Sechsecks ist
=7, also folgt fiir die Seite des Zwdlfecks s,,.

s, =r)2—2Y1—1
= rl/ 2 —73.

Hieraus kann man fortschreitend die Seite des 24-Ecks,
48-Ecks usw. berechnen und aus dieser durch Multiplikation
mit der Seitenzahl » den Umfang des Polygons.

Bei fortgesetzter Verdoppelung von = nahert man sich
immer mehr dem Wert fiir den Umfang des Kreises, den
man jedoch, solange » endlich ist, niemals vollkommen
erreicht.

Ganz analog liBt sich ein Verfahren ausarbeiten, um aus
dem Umfang des reguliren, umgeschriebenen Polygons bei
fortgesetzter Vermehrung der Seitenzahl den Wert des Kreis-
umfanges von oben her zu erreichen. So hat man zwei Grenzen,
innerhalb deren der wahre Umfang des Kreises liegt. Der Um-
fang u, des eingeschriebenen, und U, des umschriebenen
Polygons von der Seitenzahl = ist
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ug = 600000 U, = 692820
w, =621163 U, = 643078

u,, = 626526 U, = 631932
U = 627870 U, = 6,292 18
uyy = 6,28206 U,y = 6,285 42

Uy = 6,282 91 192 = 6,283 57
Uzg, = 6,283 11 Usey = 6,283 33 .
Der Grenzwert, dem sich # und U schlieflich nahern, ist
6,28318 ... Dieses bezeichnet man als 2 7, so daB
= 3,14159 ...
und der Umfang des Kreises wird 2x.r.
Der Inhalt des reguliren Polygons mit der Seite s ist

o

= n-s—.;ﬁ, wo h die Hohe des Teildreiecks bezeichnet.

Je groBer n wird, um so mehr
nadhern sich die Werte von 2 und
r einander, so daB fiir ein sehr

grofes n» der Inhalt =un-.s. r

. 2
wird.

Da 7 -:s nach dem soeben Ge-
sagten sich dem Wert 27z-r ndhert
so ist der Inhalt des Kreises
=7

Folgende Briiche stellen der
Reihe nach immer bessere Nahe-

rungswerte fiir = dar: Fig. 21
3, 22 33 35 103993
1’ 7 106 ° 113’ 33102

12. Proportionalitit und Ahnlichkeit.

Zwei Strecken p und ¢ konnen in folgendem GroBen-
verhiltnis zueinander stehen

a) Die Strecke ¢ ist ein Vielfaches der Strecke p (z. B.
g=2, p=1)

b) Die Strecke ¢ ist zwar nicht ein einfaches Vielfaches
von p, aber ein Vielfaches eines aliquoten Teiles von p (z. B.

g=3, p=2).
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In diesen beiden Fillen spricht man von kommen-
surablen Strecken.
¢) p und ¢ haben kein gemeinsames Vielfaches (z. B.

p=1,q¢=72).

Dieses nennt man inkommensurable Strecken. Statt ]/E
k6énnen wir aber mit einer je nach dem Bediirfnis abgestuften
Naherung an die Wahrheit die kommensurable Gréfie 1,4 oder
1,41 oder 1,414 oder 1,4142 ... usw. schreiben und so die
inkommensurablen Strecken genau so wie die kommen-
surablen behandeln. P

Wenn das Verhéltnis zweier Strecken p und ¢, also rk

gleich dem Verhdltnis zweier anderer Strecken p’ und ¢’,

’

also = 7’% ist, so sagt man, die 4 Strecken sind proportional
7 und schreibt

pig=p":q,
daraus folgt, dafi auch
pip=q:q
und
p/
P=q-—,
q
q/
§g=P7-—;
p

ferner ist dann auch
pt+a:9=p"+9q:¢,
wie sich aus Betrachtung von Fig. 22 ergibt.
Wenn die Scheitel eines Winkels 4 von 2 Parallelen

geschnitten werden, DE und F@G, so sind die dadurch ab-
geschnittenen Strecken proportional, d. h.

AD: DF = AE : EG .

Beweis: Angenommen, AD enthalte die Streckeneinheit
siebenmal, DF fiinfmal, so lege man die entsprechenden 12 Par-
allelen. Diese schneiden AG und teilen AE ebenfalls in 7,

.. . . ., AE AD
EG in 5 gleiche Teile, folglich %6 = DF-

Ist AD und DF inkommensurabel, so 148t sich der Beweis
wenigstens fiir eine von DF &dullerst wenig verschiedene

Fig. 22.
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Strecke erbringen, welche kommensurabel ist. Den Grad der
Anndherung kann man durch Verkleinerung des gemein-
schaftlichen Mafles beliebig weit treiben, so daf bei der Wahl
eines unendlich kleinen gemeinschaftlichen MafBles die An-
ndherung beliebig grol gemacht werden kann und der Beweis
auch fiir inkommensurable Strecken gilt.

Ferner verhalten sich dann auch die abgeschnittenen Stiicke
der Parallelen, DE : FG, zu einander wie AD: AF. Der Be-
wels ist ahnlich wie soeben, indem man zu 4G zahlreiche
Parallelen zieht.

Wenn eine Strecke in zwei Teile geteilt ist, so daB die
kleinere zur groBeren sich wie die groBere zur ganzen ver-
hélt, so nennt man das eine stetige Proportion oder den
goldenen Schnitt:

a:b=b:a+b und b =ale+1b). “ ?
Fig. 23.
Zwei Polygone heilendhnlich, wenn
simtliche entsprechenden Winkel des einen denen des anderen
gleich und dié Seiten einander proportional sind.
Kongruente Polygone sind gleichzeitig einander &hnlich
und flichengleich.
Zwei Dreiecke sind einander &hnlich,
1. wenn zwei Seiten des einen zwei Seiten des anderen
proportional und die eingeschlossenen
Winkel gleich sind, c
2. wenn zwei Winkel des einen zwei
Winkeln des andern gleich sind,
3. wenn die drei , /
Seiten des einen \
denen des anderen /\ \
proportional sind, 2 £ A 4 4
4. wennzweiSei- Fig. 24.

ten des einen zwei
Seiten des anderen proportional und die der gréferen gegen-
iiberliegenden Winkel gleich sind.
Der Beweis dieser Siatze wird beispielsweise fiir den
ersten Ahnlichkeitssatz folgendermalien gefiihrt:
Voraussetzung: AC: AB= DF: DE, < CAB = X FDE.
Behauptung: AABC o~ ADEF.
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Beweis: Man trage auf AB die Strecke AK = DE, und
auf AC die Strecke AL = DF ab. Dann ist NALK~ /. DFE,
nach dem ersten Kongruenzsatz. Nun ist A ALK c~ AN ACB,
denn es stimmen alle drei Winkel iiberein, und von den ent-
sprechenden Seiten ist auf Grund der Voraussetzung AL: AC
= AK: AB, folglich muB auch KL:BC=AK:AB sein.
Folglich ist auch £ DEF ~ ABC.

13. Einiges von den Korpern.

Die von Ebenen begrenzten Korper teilt man in Trieder,
Tetraeder usw. ein, deren allgemeiner Name Polyeder ist.

Das regulare Hexaeder ist der Wiirfel. Hat seine Kante
die Linge a, so ist seine Oberfliche = 6 a?, sein Inhalt = a3.

Ein Hexaeder, dessen gegeniiberliegende Flachen je ein-
ander parallel sind, nennt man ein Parallelepipedon. Der
Inhalt eines Parallelepipedons, dessen Grundfiiche den Inhalt
a - b hat, und dessen Hohe % ist, betrigt a-b- 4. Ein Parallel-
epipedon mit lauter rechten Winkeln heiit ein Prisma.

Ein reguldres Polyeder von unendlich grofler Flichen-
zahl ist die Kugel. Thre Oberfliche ist, wenn r der Radius
ist, =4m-r?, und ihr Inhalt {=.#3. Zur Ableitung dieser
Formeln bedarf es eines dhnlichen Verfahrens, wie es in der
ebenen Geometrie fir den Kreis entwickelt wurde.

Der Inhalt eines Zylinders ist gleich dem Produkt aus
Grundfliche und der Hohe 2. Ist die Grundfliche ein Kreis,
80 ist sie = mr?, der Inhalt des Zylinders also = nr2h.

Der Inhalt eines Kegels ist ein Drittel des Produktes aus

Grundfliche und Hohe, g—ﬂ- h.
Die Entwicklung dieser Formeln s. spater S. 195 ff.

II. Arithmetik und Algebra.

14. Man teilt die Zahlen ein in:

1. Natiirliche Zahlen, positive und negative:
1,2,3,4,...; —1, =2, —3, —4, ...

2. Gebrochene Zahlen, positive und negative:

1 2 2 . 1 —2 —2
9 B0 H e 9 3 ]
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Man kann sie auch als Dezimalbriiche schreiben, und als
solche sind sie entweder endliche Dezimalbriiche

+=05; +=0,125
oder unendliche, aber periodische Dezimalbriiche:
1=0,333...; {5 =0083333...; 32%—0,6969 ...

3. Irrationale') Zahlen, positive und negative:

V2,98 —y2, =85 a;  e?).

Sie sind dadurch charakterisiert, daf sie mit vollkommener
Genauigkeit durch keine natiirliche oder gebrochene Zahl,
sei es in Form eines Bruches oder eines Dezimalbruches,
ausgedriickt werden konnen. Sie lassen sich durch gebrochene
Zahlen oder aperiodische Dezimalbriiche nur mit einer
allerdings beliebig weitgehenden Anndherung darstellen, z. B.

V2 = 14142 ...

Wenn zwei geometrische GroBen, z. B. die Liingen zweier
geraden Linien, in einem irrationalen Verhiltnis stehen, so
nennt man sie inkommensurabel. In einem rechtwinkligen,
gleichseitigen Dreieck, dessen Hypothenuse gleich der Lingen-
einheit ist, betrigt die Lénge einer Kathete — J4, sie ist
irrational. Trotzdem ist die Linge der Kathete etwas durch-
aus Bestimmtes, Reelles. DaB wir sie durch keine natiirliche
oder gebrochene Zahl ausdriicken koénnen, ist nur in der
willkiirlichen Wahl der Langeneinheit begrindet. Wir kénnen
ebensogut die Liange einer Kathete als die Léingeneinheit
festsetzen, und dann ist die Linge der Hypotenuse
irrational, namlich — /2. Die Kathete und die Hypotenuse
haben nur kein gemeinschaftliches MaBl, es gibt keine noch
so kleine MafBeinheit, von der sowohl die Hypotenuse wie
die Kathete ein ganzes Vielfaches wire.

4. Imaginédre Zahlen, positive und negative:

}/jl oder 1 ; —-—}/——1 = —1; V:?) oder 5¢ usw.

!) ratio bedeutet das ,,Verhiltnis", irrational sind Zahlen, die in keinem
durch natiirliche Zahlen genau angebbaren Verhiltnis zu einer natiirlichen
Zahl stehen.

%) Vgl. S. 98.

Michaelis, Mathematik. 2
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Sie lassen sich auf keine Weise durch reelle Zahlen wieder-
geben. Die Summe einer imagindren und einer rationalen
Zahl nennt man eine komplexe Zahl, z. B. ¢ + b¢. Wenn
zwei komplexe Zahlen einander gleich sind, so ist das nur
moglich, wenn die reellen und die imagindren Anteile jede
fiir sich einander gleich ist. Wenn

a+bi=c+di,

so muB @ =c¢, und b7 =di oder b = d sein.

Die imagindren Zahlen treten bei der Losung quadra-
tischer Gleichungen in Erscheinung. Sie haben keine reelle
Bedeutung, d. h. wenn die Losung einer Gleichung zu einer
imagindren GroBe fithrt, so heifit das, dall diese Losung ob-
jektiv nicht existiert. Rein mathematisch hat die Gleichung

2¥—ax2tax=1
drei Losungen:
z=1; X, =1; Ty = —1.

Sollte aber irgendein naturwissenschaftliches Problem auf
obige Gleichung fiir  fithren, so ist ihre einzige Losung

r=1.

An einer einzigen Stelle (S. 236) werden wir durch die Ein-
fiihrung imagindrer GroBen eine rechnerische Vereinfachung
gewisser mathematischer Aufgaben erfahren und an dieser
Stelle die Eigenschaften der imagindren Zahlen niher be-
trachten.

15. Die Regeln der Rechnungsarten.
Rechnungsarten erster Stufe: Addition und Subtraktion.

at+b=b+a
a+0bG+c)=at+btec
a+(—b=a—50

a—0b+ce)=a—b—c
a—b—c)=a—b-+c.
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Rechnungsarten zweiter Stufe: Multiplikation und Division.
a-b="b-a
a-bt+a-c=a(b-+o
a-b—a-c=a—c

a-b-c)=a-b-c
+a) - (+b) = +ab
( a):(—b) = —ab
(—a):(+b) = —abd
(—a)- (=) = +ab
a 1
b b
a
+a a
I
+a a
—b b
—a  a
+b b
—a a
5T
b a
Qs —— ——
¢ ¢

@+b)-(c+d)—alc+d+bl+d

oder
=(a+bc+ (a+bd
=act+ad-+bc+bd
@+b__a b
(c+d c+d c+d

9 *
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Rechnungsarten dritter Stufe: Potenzieren und Radizieren.

al . gh = ghtm

an

am

(an)m = ghm

a’®=1
w1
@ ar
1 o
a7=]/a
r 1
a~-m=

Yar
Die Definition

a® =1 und a "=

L
aﬂ
hat ihre Begriindung in folgender Uberlegung.

Ausgehend von der Potenz ", finden wir den Wert der
Potenz a*~ !, indem wir a® durch a dividieren. Gehen wir

z. B. von a?® aus, so ist

a?)
2
a _ —
a
2
a2
al=—=aq
a
1
a
= — =1
a
a® 1
0 l=— ="
a a
1
e @1
a a?

usw. Man prige sich demgemiB folgende Schreibweise ein,
welche an Stelle der uniibersichtlichen Zahlen mit vielen
Nullen gebréuchlich ist:
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10-1=0,1
1075 = 0,00001
2.10-4=0,0002

0,2 -10~¢= 0,00002

0,35-10°4 = 0,000035

0,35-10*%¢* = 3500.
Die Rechnungsarten erster und zweiter Stufe haben je nur
eine Umkehrung:

Addieren — Subtrahieren, Multiplizieren — Dividieren.

Die Rechnungsarten dritter Stufe haben zwei Umkehrungen:

Potenzieren — Radizieren — Logarithmieren,
z. B. A
102 =100; 100 =10; log!0100 =2 .

16. Logarithmen.
Wenn 102 = 100, so ist
log!0100 = 2 (sprich: Logarithmus von 100 fiir die Basis 10).
Wo keine besondere Aufgabe iiber die Basis gemacht ist,
wird stets die Basis 10 angenommen.

log1 =0 | log0,1 =logl0 l= —1
log10 =1 | log0,0001 =logl0 4= —1
log100 =2 | log0,00001 =logl10~%= —5
log100 000 =5 | log(l, davor n Nullen,
log(l mit » Nullen) = n einschlieflich der

NullvordemKomma) = log10 "= —mn.

Wenn log!°20 = 1,30103 ist, so ist 20 der Numerus,
1 die Kennziffer, 30103 die Mantisse.

Der Numerus zu

0,30103 = 2

1,30103 = 20

2,30103 = 200

0,30103 — 1 = 02

0,30103 — 3 = 0,002
~0,30103 (= +0,69897 — 1) = 0, =5.10"1
—2,30103 (= +0,69897 — 8) = 0,006 =5.10"3

—4,30103 (=+0,69897 — 5) =  0,00005 =5-10"5.
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Der Numerus eines Logarithmus ist aus den Logarithmen-
tafeln nur dann zu ersehen, wenn der Logarithmus eine po-
sitive Mantisse hat. Negative Logarithmen miissen daher
erst in positiven Mantissen mit negativer Kennziffer ver-
wandelt werden. Z.B. —2,54123 wird erst verwandelt in
+0,45877 — 3. Ist die Kennziffer -+n, so enthalt der
Numerus n 4+ 1 Stellen vor dem Komma. Ist die Kenn-
ziffer —n, so enthilt der Numerus » Nullen vor der ersten
Ziffer, und hinter der ersten Null steht das Komma.

log(a - b) = loga + logh
log(a : ) = loga — logd
log(a®) = mn-loga

. 1

logja = . loga
1

log— =-1 .

g oga

17. Das Interpolieren.
Gesucht sei log2,0614.
In den 5stelligen Logarithmentafeln findet sich:
log2,061 = 0,31408
log2,062 = 0,31419 .
Der gesuchte Logarithmus liegt zwischen diesen beiden. Wir
kénnen nun ohne merklichen Fehler annehmen, daB das
Anwachsen des Logarithmus in einem so kleinen Inter-
vall wie von 0,31408 bis 0,31429 gleichformig mit dem
Numerus erfolgt. Wenn der Numerus von 2,061 bis 2,062
wiichst, also um 1 Einheit der 4. Stelle (d. h. hier der
3. Dezimalen) oder um 10 Einheiten der 5. Stelle (d. h. hier
der 4. Dezimalen), so wichst der Logarithmus im ganzen um
0,00021. Also wichst er fiir 1 Einheit der 5. Stelle (der
4. Dezimalstelle) um 0,000021, daher fiir 4 Einheiten dieser
Stelle um 4-0,000021 = 0,000084 oder abgekiirzt um 0,000 08.

Daher ist log2,061 4 — 0,31416 .

Gesucht sei der Numerus zu 1,73040.
Man findet aus der Tafel

num - log1,730 38 = 53,75
num - log1,730 46 = 53,76 .
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Die ganze Differenz der Logarithmen ist 0,00008, also ent-
spricht einem Zuwachs des Logarithmus um 8 Einheiten der
5. Mantissenstelle ein Zuwachs von einer Einheit der 4. Nu-
merusstelle, daher ein Zuwachs des Logarithmus um je 1 Ein-
heit der 5. Mantissenstelle einem Zuwachs von } Einheit
der 4. Numerusstelle, ein Zuwachs von 2 Einheiten der
5. Mantissenstelle daher einem Zuwachs von % = 0,25 Ein-
heiten der 4. Numerusstelle oder 2,5 Einheiten der 5. Numerus-
stelle. Es ist also
num - log1,730 40 = 53,7525 .

Beispiele zur Anwendung der Logarithmen.

I. Addition und Subtraktion zweier Zahlen kann durch
Rechnen mit Logarithmen nicht vereinfacht werden.

II. Multiplikation und Division zweier Zahlen wird
durch Logarithmen dadurch vereinfacht, dal diese Rechnungs-
arten auf die Addition bzw. Subtraktion der Logarithmen
zuriickgefithrt werden konnen.

Beispiele.
1. r=2-3
logx = log2 4 log3
= 0,30103
+ 0,47712
loge = 0,77815
r==6.
2. x = 142,3.0,00041

loge =log142,3 = 2,15320
+ 1og0,00041 = 0,61278 — 4

2,76598 — 4
oder 0,76598 — 2
x = 0,05833.
1,2
3 %= 500244
logz = log1,2 = 0,07918 = 1,07918 — 1
— log0,00244 = == —(0,38739 — 3
logz = = 0,69179 + 2
= 2,69179

r = 491,8.
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, 2,40 .10~ 5
S Y YRS T
logx = log(2,40 - 10~ 9)
= log 2,40 = 0,38021
+logl0-® = —5
= 0,38021 — 5

—log(0,84 - 10714
= —[ log 0,84} = [0,92428 — 1}

+log10-4| = | —14

= 0,92428 — 15
logx = 0,38021 — 5 1,38021 — 6
—0,92428 — 15} © —(0,92428 — 15)
0,45593 + 9

x=2,8571.10%% = 285710000.

Hierbei ist zu beriicksichtigen, dall der erhaltene Wert auf 4
Stellen genau, die fiinfte Stelle schon durch Interpolation ge-
wonnen ist und die angehdngten Nullen zwar einen Stellenwert,
nichtabereinen Ziffernwerthaben. Der genaue Wert wire namlich

285714285,714285. .. ..

_ 14-23-26
2 T T 143126100
logx = logl,4 =40,14613
+log2,3 =-40,36173
+1og?2,6 —40,41497
1
%—log14 3= [—log 14,3=—1,15534] = +0,844651!) — 2
1
—{—logﬂ: —log 12,6 =—1,10087] =+0,89963 —2
1
+logm=[~10g100 =-—2 ]=+40 —2
logr= 2,66711 —6
= 0,66711 —4

z = 0,00046453 .

III.Potenzierenund Radizieren wird durch Logarithmen
dadurch vereinfacht, daB diese Rechnungsarten auf eine Multi-
plikation bzw. Division zuriickgefithrt werden.

) 84465 entsteht aus 12534, indem man jede einzelne Ziffer zu 9 er-
ginzt, die letzte zu 10.
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Beispiele:
3
1. xr =182
logz = 1 -log8,2 = 1-0,91381 = 0,30460
xz = 2,0165.
2. r =28
logz = 8 -log2 = 8.0,30103 = 2,40824
x = 2H6.

3. x = §0,0041

logz = }-10g0,0041 = 1 .(0,61278 — 3)
Jetzt wird die Kennziffer durch
2 teilbar gemacht: = 1.(1,61278 — 4)
= 0,80139 — 2
x = 0,063298 oder 0,063299.

[

4. = 70,62 = 0,67
logx = 3 -1og0,6 = 3.(0,77815 — 1),
Gang der Rechnung:

a) Multiplikation mit 2 = 1(1,65630 — 2)
b) Kennziffer wird durch 3 teilbar gemacht = }(2,55630 — 3)
c¢) Division durch 3 = 0,85210 —1
x=0,71138 oder 0,71139.
5) x = i/ﬁ
loger = }-logl0 = 1 -1 = 0,20000
x = 1,849.

18. Beziehung der verschiedenen Logarithmensysteme
zueinander.

Neben dem dekadischen Logarithmensystem, welches im
praktischen Rechnen allein angewendet wird, spielt in der
Mathematik das sog. natiirliche Logarithmensystem die
wichtigste Rolle. Wihrend die Basis der dekadischen Log-
arithmen 10 ist, ist die Basis. der natiirlichen Logarithmen
die Zahl e =2,71828. Warum gerade diese Zahl gewihlt
worden ist, werden wir erst spiter verstehen (S. 99). Wenn
der dekadische Logarithmus der Zahl x bekannt ist (logz),



26 Arithmetik und Algebra.

kann man den natiirlichen Logarithmus von z, lnz, daraus
berechnen und umgekehrt. Ist logx = a, so folgt daraus,
daB 10°= 2. Nun konnen wir eine gewisse Zahl p be-
stimmen, welche derartig beschaffen ist, daBl ¢ = 10. Diese
Zahl p ist = 2,302585. Dann ist (¢?)" =z oder & % =g.
Daraus folgt: Inx =p-a oder In x =p-:logz. Der natiir-
liche Logarithmus jeder Zahl kann also aus dem dekadischen
durch Multiplikation mit 2,3026 berechnet werden. Umge-
kehrt wird der dekadische Logarithmus jeder Zahl aus dem
natiirlichen durch Division mit 2,3026 bzw. durch Multipli-
kation mit 0,43429 erhalten. Die Zahl 2,3026 heiit der Mo-
dulus des natiirlichen Logarithmensystems.

19. Kombinationslehre.

Eine Anzahl Elemente permutieren heift, sie in alle
mogliche Reihenfolgen bringen. So sind die Permutationen
der drei Elemente a, b, c:

abc, achb, bac, bca, cadb, cba.

Die mogliche Anzahl der Permutationen von « Elementen

ist =n! (Sprich: » Fakultdt.)

1t
21 =1.2 -

31=1.2.3 = 6
41=1.2. = 24
Bl=1-2.3.4.5=120

usw.

Sind unter den zu permutierenden Elementen zwei oder
mehrere gleich, so verringert sich die Zahl der Permutationen,
z. B. aus den 3 Elementen a, a, b lassen sich nur folgende
Permutationen herstellen:

aab, aba, baa.

Im allgemeinen ist die Zahl der méglichen Permutationen
aus n Elementen, wobei &« gleiche Elemente der einen Sorte,
f gleiche Elemente einer zweiten Sorte, y einer dritten. .. vor-

handen sind, gleich n!

alflyt..
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Eine Anzahl von Elementen kombinieren, heit von
diesen Elementen, insgesamt » an der Zahl, eine bestimmte

Anzahl p ohne Riicksicht auf die Reihenfolge zusammen-
zustellen.

Wenn von n Elementen p zusammengestellt werden, so
nennt man das eine Kombination der pten Klasse: C%,. So
sind fiir die 4 Elemente a, b, ¢, d Kombinationen

1. Klasse: a, b, ¢, d,

2. ’ ab, ac, ad, bc, bd, cd,
3. ’ abe, abd, acd, bed,

4. ' abced.

Im allgemeinen ist die Anzahl der Kombinationen von
n Elementen der pten Klasse:

cn, — n-n—1)(n—2)...n—p41)

1.2.3...p ’
also z. B.
Ch=13=5,
Man schreibt den Bruch izg auch (;) (sprich: ,4

iiber 3%).
So bedeutet also z. B.

Demnach schreibt man auch Cf, = (:) (sprich: = iiber p).

Der binomische Lehrsatz. Diese Kombinationszahlen
haben eine hohe Bedeutung, weil die Binomialkoeffi-
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zienten durch sie ausgedriickt werden konnen. Es ist
némlich

(a+b)n=an+(;L)an—l.bl_i.(g).aﬂ~2.b2+(g)a”‘3b3...—l—b”.
Also z. B.
(@+0b)2 =a%2+2ab+ 02,
(@452 =a®*+3a%b+ 3abd?4 b3,
(a4 bt =at+4a%b+4 6a2d2 4 4ab3+ bt,
(@+0)® =a’+ 5atdb-+10a%b24 10a2b% + 5a bt 4 b3,
(@ 4 b)10 = a10 4 10a®b + 45a8b2 + 120703 4 210 a b4,
+ 252 a5b5 4 210a%b% + 120a3b" + 45 a2 b8
+ 10 a b9 + b10.

Von der Richtigkeit dieser Gleichungen kann man sich
durch schrittweises Ausmultiplizieren der Potenzen von
(@ 4 b) iberzeugen.

20. Gleichungen mit einer Unbekannten.

z sei die Unbekannte, a, b, ¢ ... bekannte GroBen.

l. ax+b=c Gang der Rechnung:

b ¢ (Division der ganzen Gleichung durch

z + @ a den Koeffizienten, mit dem =z be-
haftet ist.)

b ¢ (Dienebenzstehengebliebenen Glieder?)

*="73 + a werden unter Wechsel des Vorzeichens

auf die andere Seite gebracht.)
2. Quadratische Gleichungen.
a) Vollstéindige:

I 22=aqa.

Resultat: z=+Va.

1) Unter den ,,Gliedern versteht man diejenigen einzelnen Ausdriicke,
welche durch ein 4 oder — Zeichen miteinander verbunden sind. Z. B.
sind die Glieder der Formel

a+b-c—d-e
erstens @, zweitens b - ¢, drittens d-¢.
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1II. 22+ 2ax+a2=0,
*+a2=0b,
z+a=+1b,

rT=—a+ ]/3 .
b) Unvollstandige:
22+ax+b=0.

(Auf diese Form laBt sich jede quadratische Gleichung
bringen, indem man sie nétigenfalls durch den Koeffizienten,
mit dem 2? behaftet ist, dividiert.)

Losung: Man schreibe

224+ ax= —0.
Man vervollstindige die linke Seite zu einem Quadrat,

0 .
indem man (g) dazu addiert. Dasselbe mufl man natiirlich

—
—
x+§=+]/—b+(§)2,

<=y o)

Es empfiehlt sich, diese Formel dem Gedéichtnis ein-

auch rechts addieren:

~——
[

x2—{—ax+(‘

to| S

o R
—_——
no

=

zupragen.

Entsprechend ergibt

2?2—ax+ b=
die Losung
a a\?
e=+5E) - b+ 7
Beispiele:
1. 22—4x+3=0,
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2. 224+ 3x+45=0,
2= —4+7—1
oder —3 4+ 14,

Diese Wurzeln sind imagindr, d. h. es gibt keinen reellen
Wert von x, welcher dieser Gleichung geniigt.
Die quadratische Gleichung selbst 148t sich stets in zwei

Faktoren zerlegen von der Form (x — z,){x — ;).
Z. B. Gleichung 1:

(@ —42+3)=@—1)@x—3)=0.

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn entweder =1 oder = 3 ist.
Gleichung 2:

2480+ §—@+i—t)@+E+0=0.

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn # = —3% + f1 ist.

21. Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

Wenn » Unbekannte gegeben sind, so bedarf es zu ihrer
eindeutigen Definition 7z voneinander unabhingiger Glei-
chungen, also fiir zwei Unbekannte x und y bedarf es zweier
Gleichungen:

ax+by=c, 1)
doe4ey=*=. @)
Losung: a) durch Elimination:
Aus (1) folgt:
axr=c—by,
c—by
= —,

a

Setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung ein,

—b
a®= ) ey,

so hat man eine einfache Gleichung fiir y, dessen Wert sich
jetzt ermitteln 1aft:
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dc dby
o "o Tev=l
db de
O
de
F =
y——‘idﬁb 3)
e__'—
a

Setzt man diesen Wert in die Gleichung (1) ein, so
erhélt man x.

Z.B. 2x+5b5y=19, a=2, ¢=19, e= 2,
3z +2y=12, b=5, d= 3, f=12.
Nach (3) ist

12_3-219
= =3
Y , 3.5 s
2
r=2.

b) In geeigneten Fillen kann man die eine oder beide
Gleichungen mit je einem geeigneten Faktor multiplizieren,
so daBl nach Addition oder Subtraktion beider Gleichungen
x oder y fortfillt, z. B.

2z4+b5y=19, (1)
3o+ 2y —12. @)
Multipliziert man (1) mit 3, (2) mit_2, so ist
6z + 15y = 57
6zt dy—=24
Durch Subtraktion: 11y =33
y=3.

Dieses in (1) eingesetzt gibt x = 2.

22. Transzendente Gleichungen.

Die Gleichung
logz = 0,30103
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148t sich mit den Mitteln der elementaren Mathematik nicht
auf irgendeine allgemein giiltige Methode nach x aufl6sen.
Wir wissen mit Hilfe der Logarithmentafeln, dafi z =2
ist, haben aber kein rechnerisches Mittel, sie zu ldsen.
Noch weniger haben wir ein Mittel, die Gleichung zu

16sen: 2+ logs — 2 .

Wir konnen diese Gleichung nur durch Probieren an-
nahernd l6sen. Versuchen wir z. B. x =1 zu setzen, ist
x + logxe =1, die Gleichung entspricht also nicht der Be-
dingung. Setzen wir x = 10, so ist

x+loge =10+ 1=11.

Im ersten Fall war der willkiirlich eingesetzte Wert zu
klein, im zweiten Fall zu gro. Er muB also zwischen 1 und 10
liegen.

Probieren wir die dazwischenliegenden Werte aus, so ist

fir = x + logx

1 1
2 2,30103
3 3,47712.

Wir sehen also, dal x zwischen 1 und 2 liegen mul,
damit x 4 logaxr= 2 werde. Probieren wir weiter, so ist

fir =« x + logx

1,6 1,80412

1,7 1,93045

1,8 2,05527 .

Probieren wir zwischen 1,7 und 1,8 weiter:

fir = x + logx

1,72 1,95553

1,74 1,98055

1,75 1,99304

1,76 2,00551 .

Und so konnen wir zwischen 1,75 und 1,76 weiter pro-
bieren, bis der gewiinschte Grad von Genauigkeit erreicht ist.
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Wenn in einer Gleichung die Unbekannte als log, sin,
eos, tg, ctg oder als Exponent vorkommt, so befinden wir
uns stets in dieser Lage. Wir nennen diese Gleichungen
transzendente Gleichungen.

Befindet sich in der Gleichung das = nur hinter dem
Logarithmuszeichen, so haben wir in den Logarithmentafeln
ein einfaches Mittel zur Losung. Befindet sich aber ein
Multiplum von z als besonderes Glied neben dem Logarith-
mus von x, so bleibt nur Probieren iibrig, wozu wir die
Logarithmentafeln natiirlich auch bendtigen.

III. Trigonometrie.

23. In dem rechtwinkligen Dreieck ABC sei &« der rechte
Winkel, a die Hypotenuse, b und ¢ die Katheten. Da alle
rechtwinkligen Dreiecke, welche in je einem ihrer spitzen
Winkel iibereinstimmen, einander dhnlich sind, so mufl das
Verhiltnis je zweier entsprechender Seiten in solchen Drei-
ecken gleich sein. Man definiert nun

b
sinﬁ=;, cosﬂ=%,
tangﬂ———%, ctgﬂz%.

Fig. 25.

Der Sinus und Kosinus kann nurzwischen
0 und 1 liegen, tg und ctg koénnen jeden Wert annehmen.
Aus dem Pythagoras folgt:

(sing)? 4 (cosp)? =1,
oder auch geschrieben:
sin?f 4 cos?f =1,

sin cos
cos/; = teh. sing = ctgh,
sinff = cosy, tgf = ctgy,
sin0% =0, cos00 =1,
8in90% =1, c0s90° =0,
tg00 =10, ctg0% = oo,
tg 900 = oo, ctg90° = 0.

Michaelis, Mathematik. 3
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Bei der Darstellungsweise der Fig. 26 ist sinx = j—g usw.
AC = r = Radius des Kreises.

Wihlen wir r so groB, dal es
gleich der Lingeneinheit wird, so
ist einfach

sinoo = 4B,
4, 51 C s B |0 CosSx = BC.

In der hoheren Mathematik mifit
man die Winkel nicht nach Graden,
sondern nach der Linge des Bogens,
den sie von dem Kreise mit Radius
Fig. 26. r = 1 abschneiden.

F00=0, £2700=§an,
<900=12”—, 43600 = 277,

F

4, 4

smn

41800 =7, L7200 =47,
XA4,CD = 90°4- A, CF
= 1809 — £ 4,CD, ,
singCA4,CD = 4B, = AB,
cosA,CD =0CB;,=CB
letzteres aber mit umgekehrtem Vorzeichen.

Also (vgl.dazu Fig. 27):
sin(2R — &) = sina
cos(2R — o) = —cos«a ,

tg2R — &) = —tgx,

cos(2R + &) = —cosa,
tg(2R + &) = +tgo
ctg(2R + o) = +otga
sin(4 R — &) = —sinew,
cos(4 R — ) = coso
tg(4R — &) = —tgo ,
Fig. 27. ctg(4 R — o) = —ctgo.

E . ctg(2R — o) = —ctgnx .
3

N § Ferner:

> _cos(2R-a) % cosa . )

? cas(2R+ &) cosf4R-a) s (2-R + 06) = —8in« ,

N

S

N

3

S [4R—x,
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In dem rechtwinkligen Dreieck ABC ist (Fig. 25)

b=a-sing,

c=a-cosf,

b=c-tgp,

c="b-ctgf,

o b

"~ sing’

¢

= Gosp "

24,

sinoc+sinﬂ=2sin‘x—2+_'8-cos(x;ﬂ, 1)
sin(x—sinﬂ=2sin(x;ﬂ-cos“jﬂ, (2)
cosoc+cosﬂ=2cos(x_2‘—’8-cos(x;ﬂ, (3)
coszx~—cos,8=—2sin“;ﬁ-sin(x;ﬂ. (4)

Als Beispiel fiir die Art der Beweisfilhrung dieser Sitze
werde sinx + sinf geometrisch entwickelt (Fig. 28).

X AOB sei &, <XBOC sei .
Man halbiere <CAOC = (& + f),

dann ist 4
vdoe=>FF
- 2
und
<G03=<a—“jﬂ) .
. X — /3 - -
2 ) e AANE
Nun ist, wenn der Radius 5 by 77 %_g
0A =1 gesetzt wird, . X
sino = AD, sinf=CH. Fig. 28.
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Nun ist
AD = AF-.-cos<cDAF,

CH=FC-cosx<HCF.
Da

4 DAF — HCF — GOB — "‘;’3,

(weil <« DAF ebenso wie <GOB=1R — < GFO ist und SLHCF
ebenso wie <<GOB =1R — XGFD bzw. HFC ist), so ist

AD—I—C’H=sin(x—l—sinﬂ=(AF+FC’)cos(x;ﬂ .

Nun ist

AF+F0=A0=2-AG=2sin"“;’3,

also

(x+ﬂ-COS0‘—ﬂ.

sinx - sinf = 2sin 3 5

Auf dhnliche Weise werden die Werte fiir cosx + cosf
usw. entwickelt.
Setzen wir in Gleichung (1) und (2)

x+p8 x—pf
5 =u und 5 =v,
so wird
o=u+v und fB=u—v
und

sin(u 4 v) 4 sin(u — v) = 2 sinu . cosv,
sin(u + v} — sin(u — v) = 2 sinv . cosu .
Hieraus erfolgt durch Addition:
sin(u + v) = sinu - cosv + cosu - sinv ,
sin(u — v) = sinu - cosv — cos% - sinv,
und &hnlich 148t sich aus Gleichung (3) und (4) erweisen;

daf
cos(u + v) = cosu . cosv — sinu - sinv,

cos{u — v) = cosu - cosv - sinu - sinv .
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25. Einige Beispiele fiir die Anwendung der elementaren Mathematik.
1. Wieviel Gramm Zucker sind in 14 ccm einer 4,2proz.
Zuckerlosung enthalten?
Der Ansatz ist
42:100=x:14,
_ 42.14
~ 100
2. Ein Quadrat enthélt soviel qem, wie sein Umfang cm

mift. Wie grofl ist die Seite dieses Quadrates?
Ist « diese Seite, so ist

—0,588g.

»2»=4x,
=0, 2,=4%.
3. Ein Quadrat enthilt 12 qem mehr, als sein Umfang cm
betragt. Wie grofl ist die Seite des Quadrates?
»2—12 =4z,
=6
(ry = —2 hat keine geometrische Bedeutung).
4. Wie groB ist die Kathete eines

gleichschenkligen, rechtwinkligen Drei-
ecks, dessen Hypotenuse =1 ist.

Lésung: 5 4
Nach dem pythagordischen Lehrsatzist
222 =1,
also x
=71 =0,70694 . Fig. 29.

5. Wie grofl ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen,
gleichschenkligen Dreiecks, dessen Kathete =1 ist?

Losung: _

=72 =1,4142.

6. Ein MeBzylinder hat eine Héhe von 10 cm und einen
Inhalt von 20 ccm. Wie groB ist der Durchmesser des Zy-
linders?

7. Die Wasserstoffionenkonzentration, [H'], einer Essig-
saurelésung von der Konzentration ¢ zu berechnen, wo ¢,
wie immer in der physikalischen Chemie, in Gramm-Mol pro
Liter ausgedriickt ist.
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Die Essigsdure dissoziiert nach dem Massenwirkungsgesetz
unter Hinzuziehung der Theorie der elektrolytischen Disso-
ziation von Arrhenius in folgender Weise:

CH,COOH = CH,C00’ +H’ (1)
oder kiirzer: EH =K 4 H
Essigsdure Acetation Wasserstoffion

Daraus folgt nach dem Massenwirkungsgesetz

k-[EH] = [E]-[HT], (2)
oder da in einer reinen Essigsdurelésung
[E] = [H]
ist,
k[EH] = [H']2. (2a)

Hier bedeuten die Klammern[]die Konzentration derein-
geklammerten Molekiilgattung, immer in Gramm-Mol. pro Liter
ausgedriicktl). Wenn wir eine bestimmte Menge Essigsiure,
E, in Wasser losen, so zerfillt diese zum Teil in die Ionen,
zum anderen Teil bleibt sie undissoziiert. Es muB natiirlich

[EH] + [E'] = [E] (3)
sein, oder _

[EH] = [E] — [E]
oder ebensogut -

[EH] = [E] — [HT], (4)

denn [H'] muf = [E’] sein.
Setzen wir das in (2a) ein, so ist
k-(E] —[H]) = [H]?
ke [E] —k-[H]=[H]?
[H']2 4 k[H'] — k[E] = 0.
Durch Losung dieser quadratischen Gleichung ergibt sich
[H']——£+ B kB
— 5} + k1L
Von den beiden mathematisch moglichen Lésungen hat

physikalisch nur die mit dem --Zeichen einen Sinn, da [H']
niemals negativ werden kann.

1) Bin Ausdruck wie (H'] u. dgl. bedeutet also nur eine Zahl, nicht
eine Sache! Er entspricht den Zahlensymbolen der Algebra. Dagegen be-
deutet in Gleichung (1) ein Ausdruck wie H" das Wasserstoffion selbst.
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k ist fir Essigsdure (bei 18°C) 1,86-1075 Setzen wir
[E] =1, d. h. haben wir eine !/ n-Essigsiure vor uns, so ist
[H]=—0,93.10-5+17(0,93-10-%2+ 1,86 .10-5
oder
[H]=—0,93-10-547}0,86-10-1°1,86.10-5
= —0,93+10-5 4 ¥(0,0000086 + 1,86) - 10-5

=—0,93.10-547%1,8600.10-5

(wenn wir ndmlich nur mit 5ziffrigen Zahlen rechnen wollen.)

= 0,93.10-54 718,600 -}10-6
=0,93-10-54 4,1940.10-3
= (0,0093 + 4,3128).10-3
[H]=4,3221.10-3
d. h. in 1 Liter norm. Essigsdure sind 0,0043221 g H'-Ionen,
Zu diesem Resultat koénnen wir nun noch einfacher
kommen, wenn wir einen kleinen absichtlichen Fehler be-
gehen; einen so kleinen, dal er erst in den spiteren Dezi-
malen zur Geltung kommt. Diese Art der Ndherungsrechnung
kommt sehr hdufig vor, und es kann dieses Beispiel als ein
typisches betrachtet werden.
Gehen wir zuriick zur Gleichung (2a):

k-[EH] = [H']? (2a)
und beachten wieder, daf} B
[EH] = [E] — [H] (4)

ist. Wie wir nun aus dem definitiven Resultat der fertigen
Rechnung sehen, und wie wir schon an sich vermuten konnten,
ist in einer 1/;n-Essigsdurelosung [H'] ganz auBerordentlich
klein gegeniiber [E]; wihrend nimlich

. [E] =1,
st
[H] = 0,0043 .
Wir begehen also nur einen minimalen Fehler, wenn wir
(4) in verkiirzter Form schreiben:

[EH] — [E]. (5)
Setzen wir dieses angendherte Resultat in (2a) ein, so ist
k[E] = [H']? (6)

oder

[H]=Vk-[E]. @
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Fiir unseren Fall, wo

[E] =1,
ist also

[H]=71,86-10-5=718,6 -J10-¢
[H] = 4,3128-10-3.
Vorher hatten wir bei der genaueren Rechnung gefunden
[H'] =4,3221.10-3.
Die beiden Resultate unterscheiden sich also nur um
etwa 1/,9/, des Gesamtwertes, was fiir die allermeisten Unter-
suchungen schon kaum mehr in Frage kommt.

Es ist also allgemein fiir schwache Sduren, d. h. fir Sduren
mit einer Dissoziationskonstante etwa von 10-3 abwirts, an-

ahert _
gonaner [H} =7k - [Saure]

und fiir schwache Basen
[OH’] = |k - [Base] .

8. Ein in Pbefindlicher Kérper, welcher die Masse 1 besitzt,

sei in der Hohe % iiber dem Punkt 4. Es sei nun PAB ein
solider Korper, welcher das

P direkte Herabfallen von P
nach A verhindert, so daB

der Koérper nur auf der schie-

@ fen Linie PB herabgleiten
"~ kann. Er hat dann beim Ein-
treffen in B die Hohe des
L Punktes A erreicht, wenn
A >4 AR eine Horizontale darstellt.
Fig. 30. Nach dem Gesetz von der
Erhaltung der Energie muB

nun die Arbeit die gleiche sein, ob der Korper P auf dem
Wege PA oder PB die Horizontale 4B erreicht. Denn da
die (reibungslose) horizontale Bewegung des Korpers von
A nach B keine Arbeit erfordert, so ist die Arbeit bei der
Zuriicklegung der Strecke PB die gleiche wie die bei der
Zuriticklegung der Strecke PAB. Wire nimlich z. B. die
Arbeit, die der Korper auf der Strecke PB leistet, groBer als
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die andere, so brauchte man den Kérper nur auf- dem Wege PB
fallen zu lassen und auf dem anderen Wege PAB zu heben,
und man wiirde so einen Arbeitsgewinn nach Abschlufl dieses
Kreisprozesses haben, den man bei beliebiger Wiederholung
des ganzen Vorgangs ins Ungemessene steigern konnte, d. h.
man hétte ein Perpetuum mobile, dessen Moglichkeit aller
Erfahrung widerspricht.

Es ist also die Arbeit, den der Massenpunkt P beim
Fallen nach 4 oder beim Gleiten nach B leistet, dieselbe.
Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Kraft zu berechnen,
mit welcher der Koérper von P nach B gleitet.

Die Arbeit, die die Masse 1 leistet, wird gemessen als das
Produkt der Kraft und des Weges. Die Kraft beim senk-
rechten Fall nach 4 ist die Schwerkraft ¢, und der Weg ist 4,
also ist die Arbeit A4, beim senkrechten Fall

Ai=g-h.
Die gesuchte Kraft auf dem Weg PB sei x; der Weg PB
selbst sei = a. Dann ist die Arbeit 4, auf dem Gleitwege

Ay =zx-a.
Da nun
A, = A,,
8o 1st
g-h=z-a
oder

x=g-%=g-sin<p.

Wenn also ein Korper unter dem Neigungswinkel ¢ gleitet,
so wirkt auf ihn eine ,Komponente der Schwerkraft“ ein,
welche sich zur gesamten Schwerkraft wie sing:1 verhilt.

ist.

h
Man beweise ferner, dall der Weg PB = sin

9. Eine Fliissigkeit habe in einer senkrecht stehenden
Kapillare die Steighohe % (Fig. 30). Welche Strecke steigt
sie in eine unter dem Neigungswinkel ¢ stehende Kapillare?

Die Physik lehrt, dafl die senkrecht gerechnete Steighche
bei gleicher Kapillarweite unabhingig von der Neigung der
Kapillare ist.
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Ist (in Fig. 30) AP = h die senkrechte Steighthe, so ist
die Steigweite in der unter Winkel ¢ schrigen Kapillare
=PB=a.

Da nun

p4 = gin
pB ~ ¥
80 ist
h
a = — .
sing

IV. Reihen.

26. Unter einer Reihe versteht man die Aufeinanderfolge
von Zahlen, welche einem bestimmten Bildungsgesetze ge-
horchen. Vorldufig werden wir vor allem die arithmetische
und die geometrische Reihe kennen lernen, und werden erst
in einem viel spéiteren Kapitel die Mac Laurinsche und die
Taylorsche Reihe als neue Typen von Reihen kennen lernen.

Eine arithmetische Reihe ist eine Folge von Zahlen,
von denen jede folgende um einen bestimmten Betrag
grofer ist als die vorangehende. Die Differenz zweier be-
nachbarter Zahlen sei d, das Anfangsglied a, dann lautet die
Reihe

Glied Nr. 1 2 3 4 n
a, a+d, a+2d, a+3d, a+@n—1)d.
Die Summe einer arithmetischen Reihe von #n Gliedern
findet man, indem man die Reihe zweimal untereinander

schreibt, einmal von vorn, einmal von hinten. Das letzte
Glied heifle z:

s=a+a+d+a+2d+...a+@n—1)d,

s=z+z—d+2z—-2d+ ...2—(n—1)d.

Durch Addition der beiden Reihen findet man:
2s=mn(a+2)

oder
s=—g—-(a~{—z).

27. Eine geometrische Reihe ist eine Folge von
Zahlen, von denen jede folgende aus der vorangehenden
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durch Multiplikation mit einem bestimmten Faktor ent-
steht. Diesen Faktor nennt man den Quotienten der Reihe,
p. Ist das Anfangsglied a, so lautet also die Reihe:

a, a-p, a-p*, a-p*..., a-p"l.
Die Summe der geometrischen Reihe findet man, indem

man unter diese Reihe nochmals die mit p multiplizierte
Reihe schreibt:

s=at+aptap’t+ap’+ ... +a-p" !,
sep= ap+ap+ap®+ ... +ap"t+ap".
Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt:
s{p—1)=ap"—a,

(" —1)
p—1 ~

Statt dessen kann man auch, indem man Zihler und
Nenner mit — 1 multipliziert, schreiben:
=7

1—0p

Die erste Form wird man mit Vorteil anwenden, wenn
p> 1, die zweite, wenn p <1.

Eine geometrische Reihe ist steigend, wenn ihr Quotient
> 1, fallend, wenn er <1 ist:

2, 4, 8, 16, 32 ... steigend,
2, 1, 05, 025, 0,125... fallend.

Die Summe einer fallenden geometrischen Reihe kon-
vergiert zu einem Grenzwert, d. h. wenn eine solche Reihe
aus unendlich vielen Gliedern besteht, so ist ihre Gesamt-
summe doch ein endlicher Wert, und auch, wenn man nur
eine endliche, geniigende Anzahl von Gliedern summiert,
erhilt man einen Wert, der sich dem wirklichen Wert stark
nihert. Durch Vermehrung der addierten Glieder kann man
die Niherung auf jeden gewlinschten Grad der Genauigkeit
bringen. Z. B. ist die Summe der Reihe

1 1 1
10 100’ 1000 """

also

§=0a-

1, ad infinitum
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auf 4 Dezimalen berechnet bei Summierung von
1 Glied = 1,0000,
2 Gliedern = 1,1000,
3 Gliedern = 1,1100,
4 Gliedern = 1,1110,
5 Gliedern = 1,1111 .
Vom 6. Glied an &dndert sich, auf 4 Dezimalen berechnet,
die Summe durch Hinzufiigen neuer Glieder nicht mehr.
Die Summe einer unendlichen konvergierenden geometri-

schen Reihe erhidlt man, wenn man in der soeben ent-
wickelten Summenformel n = oo setzt.

="
1—p
Nun war die Voraussetzung, daB p <1 ist. Dann ist
aber p*= 0, also

Umgekehrt, wenn - ein Bruch in der Form IL dar-

gestellt werden kann, wo p <1, so ist er gleich der Summe
der unendlichen geometrischen Reihe

a, a-p, a-p>... ad infinitum.

Beispiel: Zu summieren die unendlichen geometrischen
Reihen:

3 3 3
a) 3, 9 1’ g s
3
§ = =6.
1L
2
b) T S S
10 100 1000
1 1
s=———=—~0=1,111...,
1L 9
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0 1 9 81 729
107 1007 1000 "7
1
§ =——=10.
19
10
In geometrische Reihen zu verwandeln:
4
a) § .

Wir bemiihen uns, den Bruch auf die Form %

zu bringen, wobei @ jeden beliebigen Wert haben kann,
p aber <1 sein mufl. Nun ist

404 04

3 03 1-—07’
gesetzt werden kann. Daher ist

4
3 =044 04:07404-07 ...

wo 04=a und 0,7=1p

=04+ 028+ 0,176 + ...
101 0,1

b) T 0s =T oq= 01+ 004t 0,0016 + 0,000064 . . .,
oder

1 0,15 0,15

R b ! = 1 15...

5 0.9 o1 0,15 -+ 0,015 + 0,0015

1 0,1 0,1

= ” = 0,1 07 0,0049 ...

C) 3 0,3 1 — 0,7 ’ +0’ + ’00 9 )

oder

1 0,3 0,3

S ’ = 0,3 4 0,03 4+ 0,003 e

3 09 1—01 + + e
oder

1033 033
3 0,99 1—0,01

= (0,33 + 0,0033 4 0,000033 + . ..
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28. Anwendung von Reihen.

Es sei in irgendeiner tierischen Fliissigkeit die Konzentra-
tion eines Ferments zu bestimmen, z.B. die Diastase im Darm-
saft, der hamolytische Ambozeptor in einem Kaninchenserum
oder dgl. Zu diesem Zweck wird man, um bei dem ersten
Beispiel zu bleiben, in eine Reihe von Glédsern die gleiche
Menge Stéirke, abfallende Menge des Darmsaftes und Wasser
bis zur Herstellung eines iiberall gleichen Volumens einfiillen
und z. B. nach einer Stunde durch Zusatz von Jodlésung den
Gang der Stirkeumwandlung feststellen. Es sei beispiels-
weise die Konvention getroffen, diejenige Fermentmenge als
die Einheit zu bezeichnen, welche nach 1 Stunde eben gerade
das Verschwinden der Jodstdrkereaktion hervorruft. Man
findet durch einen rohen Vorversuch, daB von dem zu unter-
suchenden Darmsaft eine der Fermenteinheit gleiche Leistung
vollbracht wird, wenn man nahezu 1 ccm anwendet und zwar
mit der vorlidufigen Maigabe, daBl 1 cem sicher zuviel, 0,1 cem
sicher zuwenig sind. Die genauere Zahl soll nunmehr durch
den Versuch festgestellt werden. Wir werden also eine Reihe
von Versuchen ansetzen, welche von den Saftmengen 0,1
bis zu 1 cem mit einer Anzahl von Zwischenwerten reicht.
Es fragt sich nun, in welcher Weise die einzelnen Réhrchen
abgestuft werden sollen. Eine Anordnung wire eine arith-
metische Reihe, etwa:

01 03 05 07 09 1,1...

Wenn nun in einem Fall 0,3 experimentell als der zu-
treffendste Wert gefunden wird, so heifit das: Von einem Werte,
welcher um 679/, gréBer (ndmlich 0,5) oder kleiner (nimlich 0,1)
ist als der experimentell gefundene, konnen wir aussagen, daf
er zu grol bzw. zu klein ist. Finden wir in einem anderen Falle,
daB 0,9 der beste Wert ist, so ist 0,7 sicher zu klein und 1,1
sicher zu groB. In diesem Falle kénnen wir daher schon von
einem Werte, der von dem wirklich gefundenen sich nur um
rund 22°/, unterscheidet, mit Bestimmtheit aussagen, daB er
falsch sei. Wir verlangen aber, daB die Genauigkeit einer
Messung mdglichst um einen bestimmten, der erreichbaren
Genauigkeit entsprechenden Wert unsicher sei. Nehmen wir
z. B. an, daf eine solche Bestimmung an sich um 4 509/,
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unsicher sei. Dann wiirden wir nicht irgendeine arithmetische
Reihe wihlen diirfen, sondern eine geometrische Reihe, und

. . 150 3
zwar mit dem Quotienten 100 oder 5 also:

0,1; 0,15; 0,225; 0,3375; 0,60625; 0,759375; 1,1390625;
oder gekiirzt:
0,10; 0,15; 0.23; 0,34; 0,561; 0,76; 1,14.

Hier ist jedes Glied um die Hilfte groBer als das voran-
gehende, die relative Genauigkeit der Reihe ist also in jedem
Punkt dieselbe.

Wenn wir geometrische Reihen konstruieren wollen,
welche das Interwall 0,1 bis 1,0 umfassen, so werden wir
das in folgender Weise machen):

Quotient 10 | 0,10 0,32 1,00
3
Quotient J10 | 0,10 0,12 0,46 1,00
4
Quotient /10 | 0,10 0,18 0,32 0,56 1,00

. Quotient?/lio 0,10 0,16 0,25 0,40 0,63 1,00

. Quotient%/ﬁ 0,10 0,15 0,21 0,32 0,46 0,68 1,00

. Quotient%/ﬁ 0,10 0,14 0,19 0,27 0,37 0,62 0,72 1,00

. Quotienti/ﬁ 0,10 0,13 0,18 0,24 0,32 0,42 0,56 0,75 1,00
. Quotient%/ﬁ 0,10 0,13 0,17 0,21 0,28 0,36 0,46 0,60 0,77 1,00.

Je nach dem Genauigkeitsgrade, den die jeweilige Be-
stimmungsmethode zuldft, wird man eine feinere oder grébere
Reihe wihlen, oder man beginnt mit einer gréberen und
versucht dann immer feinere Reihen, so lange, bis ein
Unterschied zwischen 2—3 benachbarten Gliedern im Ergebnis
nicht mehr zu erkennen ist.

29. Einiges iiber die Konvergenz der Reihen.

Die arithmetische und die geometrische Reihe bilden
nur besonders einfache Fille von Reihen. Wir werden z. B.
spater noch genauer die Reihe

1 1 1 1 . .
1+ﬁ+ﬁ+a+z...ad.mﬁmtum

1) Diese Reihen wurden von E. Fuld in Vorschlag gebracht.
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kennen lernen, welche weder eine arithmetische, noch eine
geometrische ist. Fiir alle unendlichen Reihen ist es nun
von groBer Wichtigkeit, festzustellen, ob sie konvergieren,
d. h. ob die Summe ihrer Glieder einem bestimmten, end-
lichen Grenzwert zustrebt, der auch bei der Summierung
unendlich vieler Glieder nicht iiberschritten wird, oder ob
sie divergiert, d. h. ob die Summe unendlich vieler
Glieder der Reihe einem Grenzwert nicht zustrebt, sondern
= oo, bzw. — oo wird.

DaB eine Reihe mit unendlich vielen Gliedern nicht
= o0 zu werden braucht, sahen wir schon an denjenigen
unendlichen geometrischen Reihen, bei denen der Quotient
<1 ist.

Im allgemeinen ist die Bedingung fiir die Konvergenz
einer Reihe, daB die einzelnen Glieder immer mehr dem
Wert 0 zustreben. Dies ist bei fallenden geometrischen
Reihen stets der Fall. In der Reihe

1 1 1
Thotoatas
1
ist das 1000 ste Glied = 51000 * also schon fast = 0 im Ver-

gleich zum Anfangsglied, und die ferneren Glieder streben der
0 immer mehr zu.

Aber diese Bedingung ist nicht hinreichend fiir die
Konvergenz einer Reihe. In der Reihe

1 1 1
1+ 5+g+p+--

1
streben die Glieder dem Wert <= 0 zu, und doch diver-

giert diese Reihe. Das erkennt man, wenn man ihre Glieder
folgendermaBen zusammenfalt:

1 11 1 1 1 1 1 1
1+§+(§+Zj+(g+g+7—w@+(§+.~+13+.~
Die eingeklammerten Ausdriicke sind nun einzeln gréBer als
1 1 1 1
2'1, 4.§, 8'1—6, 16'3—2,

1
d. h. sie sind jedes einzelne >§.
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Also ist auch die Summe der ganzen Reihe groBer als
1 1 1 1 . .
1 —|——2——|-§—|—§—|——2—...ad infinitum.

Aber schon die Summe dieser Reihe ist unendlich, um
so mehr also obige Reihe.

Die blofle Abnahme der Glieder geniigt also zur Kon-
vergenz nicht, was man auch z. B. an folgender Reihe sieht:

1,2 + 1,02 + 1,002 + 1,0002 + ...

deren Summe natiirlich = oo ist, obwohl die Glieder stetig an
Gr6Be abnehmen.

Es gibt ganz bestimmte Kriterien, an denen man die
Konvergenz einer Reihe erkennen kann, von denen wir nur
zwel erwiahnen wollen.

1. Die Glieder der Reihe seien abwechselnd positiv und
negativ. Dann konvergiert die Reihe, wenn die Glieder
mehr und mehr abnehmen und dem Grenzwert Null zu-
streben. Z. B. konvergiert die Reihe

unter allen Umstinden. Denn wie groB z auch sein mag,
irgend wann muBl es ein Glied geben, bei dem der Zihler
kleiner als der Nenner wird, und von diesem Gliede an
werden die folgenden kleiner und kleiner und auch der
Unterschied zweier aufeinanderfolgenden Glieder wird stets
kleiner. Da diese abwechselnd addiert und subtrahiert werden,
so mull die Summe der Reihe, wenn man sie immer weiter
um ein Glied verlingert, um einen endlichen Wert herum-
pendeln, und die Grenzen, zwischen denen die Summe pendelt,
werden mit zunehmender Gliederzahl immer enger.

2. Die Glieder der Reihe haben alle gleiches Vorzeichen.
Hier wollen wir nur ein Beispiel geben.

Betrachten wir die Reihe

1 1 1 1
B TR TIU TR YRS

Michaelis, Mathematik. 4
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und vergleichen sie mit der um 1 vermehrten geometrischen
Reihe

[ 1 1 1 1
1+ (1t 5+mtata)

so wissen wir von der eingeklammerten geometrischen Reihe,
daBl sie konvergiert, weil ihr Quotient < 1 ist. Da nun jedes
Glied der gegebenen Reihe, vom vierten an bis zu jedem be-
liebigen hoheren Glied kleiner als das entsprechende Glied
dieser (eingeklammerten) geometrischen Reihe ist, so muf
unsere Reihe erst recht konvergieren.



Zweiter Abschnitt.
Die Lehre von den Funktionen.

30. Ein iiberwiegender Teil aller Naturwissenschaften be-
schiftigt sich damit, den Einflul eines wirksamen Agens auf
den Zustand irgendeines Systems nicht nur qualitativ, sondern
auch quantitativ zu erkennen. Z.B. kann die Aufgabe ge-
stellt werden, den EinfluB der Temperatur auf die Lénge
eines Metallstabes festzustellen. Wir beobachten, daBl bei
einer ganz bestimmten Temperatur der Stab eine ganz be-
stimmte Lénge hat, daB er sich bei Erwidrmung ausdehnt, bei
Abkiihlung wieder zusammenzieht. Bei diesem Experiment
haben wir es mit zwei verdnderlichen Gr6B8en zu tun,
der Linge des Stabes !, und der Temperatur {. Die eine
verindern wir im Experiment willkiirlich, die Temperatur,
Sie heifit die unabhidngige Veréinderliche. Die andere &ndert
sich gezwungermafien mit der Temperatur: sie ist die abhéngige
Verénderliche.

Man sagt dann: ,die Lénge des Stabes ist eine Funktion
der Temperatur und schreibt

=710,
(sprich: ! gleich f von #).

Welcher Art diese Funktion ist, das zu erforschen, ist
eine Aufgabe der Naturwissenschaften.

Aber auch viel abstrakter begegnet uns die ,,Funktion“.
Gegeben sei die Gleichung y =3x 42, wo x eine unab-
hingige Variable darstellt. Dann ist y die abhingige
Variable. Denn welche Bedeutung wir auch x erteilen mogen,
immer ist die Bedeutung von y an die von x gebunden.
Ist z. B. =1, so ist y=05; ist x =1, so ist y = 3 usw.
Es ist also stets y=f).

Im allgemeinen wird im folgenden das Symbol z fiir die
unabhiingige, y fiir die abhingige Variable beibehalten. Na-

4*
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tiirlich ist es stets Sache der Darstellung oder Auffassung,
welche von beiden Variablen die unabhéngige ist. Wir konnen
auch einen Metallstab als Thermometer benutzen und aus
seiner Ldnge seine Temperatur erschlieBen.
Dann ist
t=q(0),

wo @ wieder ein Funktionssymbol bedeutet; es ist also dann
die Linge die unabhingige, die Temperatur die abhingige
Variable.

31. Man teilt die Funktionen in algebraische und
transzendente ein. Algebraische Funktionen sind solche,
bei denen zur Berechnung der Variablen die vier Grund-
operationen der Arithmetik, Addieren, Subtrahieren, Multi-
plizieren und Dividieren, ferner Potenzieren und Radizieren,
wenn der Exponent eine konstante Zahl ist, geniigen. Z. B.

y=ax+b,
y=a®+ 5at + 323 + 222+ x +x.
Das sind also alles Funktionen, in denen nur (ganze, ge-
brochene, positive, negative) Potenzen von x vorkommen.
Algebraische Funktionen, in denen die Verdnderlichen unter
einem Wurzelzeichen auftreten, nennt man irrationale Funk-
tionen, die anderen algebraischen Funktionen heiflen rational.
Alle anderen Funktionen nennt man transzendente.
Dahin gehoren
1. die exponentiellen Funktionen. Es sind solche, bei
denen z im Exponenten vorkommt, z. B.

y=a
und die sich daraus ergebende Umkehrung, die logarith-

mische Funktion
logty =«

2. die goniometrischen Funktionen und die daraus
durch Umkehrung entstehenden zyklometrischen Funk-
tionen.

y = sinz und die Umkehrung dazu, « = arcsiny
y =cosx , » » X = arccosy
y = tgz »oo» 1 5 x = arctgy

y=ctgx ~, ’ " r = arcctgy
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Die Definition der hier zum erstenmal erwdhnten zyklo-
metrischen Funktionen ist also: eine zyklometrische Funktion
ist die Umkehrung der dazugehérigen goniometrischen (trigo-
nometrischen) Funktion.

Bisher schrieben wir die Funktionen immer so, daf auf der
linken Seite nur die unabhingige Variable y stand. Es kann
aber auch eine Gleichung bestehen zwischen y und z, welche
noch nicht nach y aufgelost ist, z. B.

y—22=x—y oderz B. zy=a.

Solches nennt man unentwickelte Funktionen. Lost man

sie nach y auf, so gehen sie in entwickelte Funktionen iiber,
also

24z a
= und  y=—.
2 xz
3
2
7
-4 -5 2| -7 o 7 z g «
—

>

-2

=J

Fig. 31

32. Graphische Darstellung der Funktionen. Die hier
beschriebene Abhéngigkeit einer Variablen von einer anderen
konnen wir auf folgende Weise nach Descartes graphisch
darstellen. Man zieht eine beliebige Gerade und in irgend-
einem Punkte senkrecht zu ihr eine zweite. Man teile nun
diese beiden Linien oder Achsen nach einem willkiirlichen,
fiir beide Linien aber gleichen Mafstab in gleiche Abschnitte,
indem man den Kreuzungspunkt der beiden Linien fiir beide
als Nullpunkt ansetzt, und zerlege die von den beiden Linien
bestimmte Ebene durch Ziehen von Parallelen in lauter gleich
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grofe Quadrate. Man betrachte nun die horizontale Achse als
Mafistab fiir die unabhiingige Variable x und die vertikale
Achse als Mafistab fiir die abhingige Variable y. Man setzt
nun graphisch jeden Wert von y mit dem zugehorigen Wert
von z auf folgende Weise in Verbindung. Man zieht durch
den Punkt der horizontalen Achse, welcher irgendeinen in
Betracht gezogenen Wert von x darstellt, eine Vertikale, und
durch denjenigen Punkt der vertikalen Achse, welcher den zu-
gehorigen Wert von y darstellt, eine Horizontale. Diese bei-
den Linien schneiden sich in einem bestimmten Punkte. Dieses
macht man mit moglichst vielen korrespondierenden Werten
von y und z. Samtliche Schnittpunkte, miteinander verbunden,
ergeben so eine fir die betreffende Funktion charakteristische
Kurve. Die horizontale Achse nennt man die Abszisse, die
einzelnen Vertikalen die Ordinaten. Jeder Kurvenpunkt ist
somit durch zwei Koordinaten in seiner Lage bestimmt.

Diese Methode nennt man das rechtwinklige Koordi-
natensystem. Es ist nicht die einzige mdogliche, aber die ver-
breitetste Methode der graphischen Darstellung einer Funktion.

Die Kurven einiger wichtiger Funktionen.

33. Funktionen ersten Grades: die gerade Linie.
Betrachten wir nunmehr das Kurvenbild einiger Funktionen.
Es sei zundchst die Funktion gegeben
y=azx-+5b.
Fiir die Konstanten ¢ und b seien fiir unseren vorliegenden
Fall die Werte 2 und 3 gegeben, so dal also die Gleichung
die Form annimmt

y=2x+3.
Setzen wir nun zunichst x =0, so ergibt sich y= 3
Setzen wir z=1, y= b
x=2, y= 1
x =3, y= 9
r=+4%, y =11
rx=2>5, y=13.

Tragen wir nun diese Werte in ein rechtwinkliges Koordinaten-
system ein, so sehen wir, da die Werte fiir y auf einer
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geraden Linie liegen (Fig. 32). Dasselbe ist stets der Fall,
welchen Wert wir ¢« und b auch zuerteilen.

73 73
4
72 72 /
77 77
/
70, 70 /
9 9 /
/
) P /
N / /
7| 7
/
2 / I3 /
S 51 /
y
y ¢ //
J, 3 ,
2 2 /
7 7
4
A /
2 -7 0 7 2 3 ¥ 5 6 J 71 2 3 ¥ & &
—_—
Fig. 32. Fig. 33.
Die gerade Linie y = 2z + 3. Die gerade Linie y =2 - 0,5.

Geben wir ein zweites Mal der Konstanten a¢ denselben
Wert wie eben, 2, der Konstanten & aber einen anderen,
sagen wir 4, so ergibt sich folgende Berechnung fiir die kor-
respondierenden Werte von x und y:

xr=0 y= 05
r=1 y= 25
xr=2 y= 45
x=5 y=105.

Zeichnet man diese Werte in ein Koordinatensystem ein, so
sient man (Fig. 33), daB die daraus entstehende gerade Linie
der anderen parallel ist, dafl sie aber die Abszisse an einer
anderen Stelle schneidet. Eine Anderung der Konstanten b
verdndert somit nur den Schnittpunkt der Geraden mit der
Abszisse, nicht aber den Winkel, den die Gerade mit der
Abszisse bildet.
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Wenn wir aber den urspriinglichen Wert von & lassen
und a verdndern, so bleibt zwar der Schnittpunkt der Ge-
raden mit der Abszisse unverindert, aber der Neigungs-
winkel der Geraden zu der Abszisse dndert sich. Wir kénnen
nun den Neigungswinkel in folgender Weise mit der ihn
bestimmenden Konstanten in Beziehung bringen. Nehmen
wir zunéchst den einfachsten Fall an, b sei gleich 0, so fallt
der Schnittpunkt unserer Linie mit dem Nullpunkt des Koor-

Fig. 34. Die gerade Linie y =z -tgx (x < 1R).

dinatensystems zusammen, und es ist in dem rechtwinkligen
- Dreieck (Fig. 34) tgx = % , welchen Wert von y und z wir

auch in Betracht ziehen moégen. Es ist daher

Yy=uxtgo
und

tga = a .
Aus der Gleichung

y=azw

folgt also, daB die Gerade, die den Verlauf von y angibt,
die z-Achse unter demjenigen Winkel schneidet, dessen
Tangente = a ist.

Ist a negativ, so folgt daraus, daB der Winkel & gréBer
als ein Rechter ist (Fig. 35), denn fiir den stumpfen Winkel « ist

tgo = —tg(180° — «),
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und daraus folgt weiterhin, dafl die
Gerade (von links nach rechts ge-
rechnet) ansteigt, wenn a positiv,
und abfillt, wenn a negativ ist (Fig.
35), und drittens parallel zur x-Achse
verlauft, wenn a = 0 ist.

Nehmen wir ferner an, dal der
Schnittpunkt unserer Geraden und
der Nullpunkt des Achsensystems
nicht zusammenfallen, daB also b
verschieden von 0 ist, so ergibt
sich aus der Fig. 36, daf}

tgx = tgr BOD = y%b .

57

A
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7 0 7 2 3 ¥ S

Fig. 35. Die gerade Linie
y=u2x-tgx (¢« >1R).

5,%
8,/IN
)
c 2|
/f
e
e
Ve | o
d |
/{ | 4z
0 —> A A,
x
Fig. 36.

Es ist also in diesem allgemeinen Falle

y=axtgx + 0,
welches somit die allgemeinste Form der ,Gleichung der
geraden Linie“ darstellt und sich von der oben gegebenen
Gleichung derselben Bedeutung nur dadurch unterscheidet,

dall @ durch tgx ersetzt ist.

&

Wir legen uns nun folgende Frage vor, welche uns auf

ein spiteres Kapitel vorbereiten soll.

gegeben y=az+b

Es sei die Gleichung



58 Kurven der Funktionen.

und es habe z. B. y und x die in der Fig. 36 dargestellen
Werte. Ich frage jetzt: wenn ich von einem beliebigen Punkt
der Geraden ausgehend, x um ein kleines Stiick wachsen
lasse, wie verhilt sich dann die Zunahme von y zur Zunahme

von x?

In Fig. 36 ist
OA=x, BA=y,

also
CO=DA=b
und
ED——t x=a
cp ~ YT

Denke ich mir jetzt x um das kleine Stiick 44, = Ax ge-
wachsen, so wichst ¥y um das Stiick B,E = Ady. Das ge-
suchte Verhéltnis ist also ﬂ .
. Az
Nun ist
<BBE=« und BE=AA4 =Ax.

In dem Dreieck BB,E ist also

B E
oder
Ay
tgo = rh

Es ist also

A4

A—Z =tga =a,
und somit ganz unabhéngig von b, esist aber 4‘% auch von dem

Az
jeweiligen Betrage von y und x unabbingig und eine Kon-
stante. Dieses ist ein singuldres Ergebnis fiir die gerade

A4

Linie. Da TZ = tga, so bedeutet das weiter nichts, als dafi

der Neigungswinkel, den eine gerade Linie mit der x-Achse

bildet, immer derselbe bleibt.

Eine durch eine Gleichung der allgemeinen Form

y=azx-+0b

oder
y—ax=>
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bestimmte Kurve nennt man eine Kurve erster Ordnung.
Sie ist also stets eine gerade Linie.

Beispiel: Das Volumen v einer abgeschlossenen Gasmenge
betrage bei 00 C 150 ccm bei Atmosphirendruck. Messungen
unter gleichem Druck und bei verschiedenen Temperaturen ¢
ergeben nun folgende zusammengehorige Werte fiir v und ¢,

t v

00 150,00
100 155,49
200 160,99
300 166,48

400 171,78 .

Wir zeichnen nun v graphisch als Funktion von ¢ auf
Millimeterpapier auf, erkennen die Funktion als geradlinig und
bestimmen durch graphische Ausmessung die Konstanten a
und b der Gleichung

v=a-t+b.

150
Man iiberzeuge sich, dafl u=§% ist und b = 150, so
daB die Gleichung lautet:

t

oder allgemein

t
'Ut = 'UO (1 + T’?S) )
wo v, bzw. v, das Volumen bei ¢ bzw. 0° C bedeutet. Man

nennt 1 den Ausdehnungskoeffizienten.

34. Funktionen zweiten Grades: Parabel, Ellipse
und Hyperbel.

Eine Funktion zweiten Grades ist eine solche, bei der
die Variablen oder eine der Variablen auch in der zweiten
Potenz auftritt.

Die allgemeinste Form einer unentwickelten Funktion
zweiten Grades ist daher

Ay + By +Cax?+Dx+ Exy+ F=0,



60 Kurven der Funktionen.

wo A, B, C, D, E, F Konstanten darstellen, die jeden be-
liebigen, positiven oder negativen Wert haben konnen. Wir
betrachten nur die einfacheren Fille:

1. Den Fall, daB}

A=1
B=C=E=F=0
D= —a,
d. h. also den Fall, da}
y2P—ax=0;
2. den Fall, daB
A=1
B=D=E=0
C = entweder a oder = —a
F=-—-b;
d. h. daBl entweder Yt ag®—b—0
oder ¥ —azt—b—0

ist.
35. Die Parabel..
Es sei zunichst die Gleichung gegeben
yY=ax.
Aus ihr folgt zunichst
y=+yaz,
d. h. fiir jeden Wert von x existieren 2 Werte von y, die
dem absoluten Betrage nach einander gleich, dem Vorzeichen

nach entgegengesetzt sind. Setzen wir z. B. ¢ = 1, und be-
rechnen die zugehoérigen Werte von y und z, so ist bei

x=—1 y :]/:T, imagindr (es existiert kein y)
x= 0 y= 0

= 1 y=-+1

= 2 y—+1414. ..

= 3 y=-41732...

= 4 y=+2
x= 9 y= 43

z= 16 y=-+4.
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Fig. 37. Die Parabel y = —+}x.

Man bezeichnet diese Kurve als

eine Parabel. Charak-

teristisch ist fiir sie zundchst ihr symmetrischer Verlauf
ober- und unterhalb der x-Achse; die Werte von y werden

immer grofer, je weiter man sie
nach rechts verfolgt, aber ihr
relativer Zuwachs wird immer klei-
ner; der Neigungswinkel, den die
Tangente mit der xz-Achse bildet,
wird immer kleiner, aber erst im
Unendlichen wird die Tangente 22
vollkommen parallel der Abszisse.
Wenn nun

y=r@, s
so muBl auch umgekehrt z eine
Funktion von y sein.

Wenn wir in obiger Gleichung »
y und z vertauschen, so erhalten
wir eine neue Funktion

|
|

T

——

—t—

»2=ay s
oder
y =ba?,
wenn - 1 ’
a
ist.

-5 4 2

&L=

Fig. 38. Die Parabel y = 2.
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Berechnen wir hier die zueinandergehdrigen Werte, so
ergibt sich fir b=1

x=—10 y = -+100
r=—2 y=-44
z= 0 y=+40
x= 1 y=-+1
z= 2 y=-+4
z= 10 y =+100.

Wir erhalten so ebenfalls das Bild einer Parabel (Fig.38),
aber .mit anderer Lage zur z-Achse.

0 z
0

4 F——8

£

Fig. 39. Die Parabel als geometrischer Ort.

Nun kann man die Parabel auch noch anders, in geo-
metrischer Weise definieren. Sie ist ndmlich der ,,geometrische
Ort* aller Punkte, die von einem festen Punkt und einer ge-
gebenen geraden Linie die gleiche Entfernung haben. Der
feste Punkt (Fig. 39), auch Brennpunkt genannt, sei F', die ge-
rade Linie DE, dann hat der beliebig gewédhlte Parabelpunkt ¢
eine derartige Lage, daB

CD=CF.
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Betrachten wir 4B als z-Achse, O als den Anfangspunkt
derselben, DE als y-Achse, A als den Anfangspunkt derselben,
so ist zunédchst A0 — OF,

weil O als ein Punkt der Parabel diese Bedingung erfiillen
mull. Bezeichnen wir 4 F mit p (Parameter der Parabel) so ist

p
OF = g
Nun ist
y=0CB
und
= OB.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck FBC folgt
CF?= (CB?2+ BF?,
CB ist aber =y, und
BF—BO—0F—x— 2.
Also ist
p\2
CF? =y% + (x—§> .
Anderseits ist, nach der Parabelbedingung

CF=DC—=z+2,

also ist
2 . p\2
pr g =vt e 5)
w2+px+%=y2+w“—pw+%
oder
y*=2p=
Setzen wir
2p=a,
so wird daraus
yY=azx,

die obige Parabelgleichung.
Es fithrt also in der Tat die geometrische Definition der

Parabel zu der geforderten algebraischen Beziehung.
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36. Die Ellipse.
Ein zweiter Typus einer Funktion zweiten Grades ist
y¥=ax?+0,
in der sowohl y wie x quadratisch vorkommen. Aus ihr folgt

y=+Vaz?+b,
woraus ersichtlich ist, dafl auch hier jedem Werte von z
zwei Werte von y entsprechen.
Die Form dieser Kurve ist nun verschieden, je nachdem
a positiv oder negativ ist. Betrachten wir ¢ immer als positiv
so hitten wir also 2 Félle zu betrachten:
y2=1>-4 ax?, (1)
y2=>b— ax?. 2)
Rechnen wir die zueinander gehorigen Werte der Gleichung
aus. y'=b—aw
Zunichst folgt .daraus
y=+)b—az.
Da nur die Wurzel aus einer positiven Gréfe eine reelle
Bedeutung hat, so ist diese Kurve nur in dem Bereich denk-
bar, wo
z b>ax?.
D. h. nicht jedem be-
liebigen Wert von y
71 entspricht ein Wert
von z, sondern nur so
lange gibt es reelle
Werte,als b>az2bleibt.
5 3 Aber wo es einen
Wert von y gibt, gibt
es sofort auch einen
zweiten, von gleicher
GroBe, aber umgekehr-
tem Vorzeichen. Be-
J rechnen wir z. B. die
21 zugehorigen Werte von
Fig. 40. Der Kreis als Spezialfall einer Ellipse, ¥ und z fiir b = 2 und
y=+J2 —22. a=1.

-2
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rx= 2 y:i}/2—~—4 = imaginér
= 13 y =472 —1,69 = 40,557
r= 1 y=+12—-1 =41

= 03 y=-+}2 — 0,09 = 41,38
x= 0 y=+y2 = 41,414
x=—1 y=+y2—1 =41
x=—1,3 y =472 —1,69 = 40,557
x=—2 y=-+)2—4 = imaginir

Es ergibt sich (Fig. 40) ein Kreis, dessen Radius r = VZT
ist. Esist also y — +}r2 — 22. Dies ist aber nur ein spezieller

Fall. Wenn der Koeffizient von «2 nicht gerade 1 ist, sondern
z. B. 0,56, so daB also

y2=2 — 052 oder y=—=-+})2—0522,
2

]c
— ~
P
/ 7
/.

A, -3
- 37 710 7 2
N /
N e

=1 v
I~ | —
F
: -2

Fig. 41. Die Ellipse y = il/f_‘%ﬁ
so ist (Fig. 41)

x= 3 y=+)2 — 45 = imaginir
x= 2 y= ‘_H/m = 0

= 1 y=-+72 —05 =+41,235
= 0 y=-+12 = 41,414

o ——1 y=+y2—05 =+1,235
x——1,5 y = +72 — 1,125 = 40,938

usw.

Michaelis, Mathematik. )
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Die so definierte Kurve ist die Ellipse. Der Nullpunkt
der Abszisse, O, ist der Mittelpunkt der Ellipse. Betrachten
wir den Punkt B und 4, so ist hier y = 0, also

Vo —aaz=0,
b—ax2=0,
b=ax?,

OB ist aber der ,grofle Halbmesser der Ellipse“; nennen
wir ihn m, so ist also

und es ist

b
e =,
m a (%)
Betrachten wir die Punkte F und F, so ist x = 0; es

ist also hier
y=+b.

EO ist aber der kleine Halbmesser der Ellipse und es

ist dieser
=15,
oder
b=mn2. 1)
Dies in (x) eingesetzt, ist
mt
a
und
n?
a = e (2)

Fiihren wir diese Bezeichnung in die obige Gleichung
der Ellipse ein, so ist
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oder, durch n2 dividiert

y? .
n: T m?’
g P
n? +m‘~’:1’

die iibliche Form der Ellipsengleichung. Der Kreis ist eine
Ellipse, bei der der groBe und der kleine Halbmesser einander
gleich sind, wo also m = n =r (dem Radius) ist. Die Glei-
chung des Kreises ist daher

W+ a? =12,
was durch die Betrachtung der Fig. 40 oder Fig. 26 (S. 34)
ohne weiteres bestitigt wird.

37. Die Hyperbel.

Betrachten wir ferner die zweite Gleichung

y>=0b+ ax?
und rechnen die zugehdrigen Werte aus, so ist zunichst
y=+b+az,
also z. B. fiir den besonderen Fall, dafi
b=2,
a=1,
entsprechen sich folgende Werte von z und y:
= 10 y =42 4 100 = +10,10
r= b y=4+Y2+25 =4 520
x= 2 Y= i]/m =4 245
r= 15 y=-112 4225 =+ 2,11
@ 1 y=+)2+1 =4 1,73
r= 0 y=+)2 =+ 1,41
z=—1 y=+y24+1 =+ 1,73
z=— 2 y=+412+4 =4 245
usw.

v

h*
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Diese Kurve ist die Hyperbel. Sie besteht aus 2 symme-
trischen Halften, die ober- bzw. unterhalb der x-Achse
liegen. Jede der
Halften ist dadurch
ausgezeichnet, dafl
sie aus zwei ins Un-
st 7 endliche verlaufen-

den Schenkeln be-
steht. Durch den
Nullpunkt des Ko-
5 2 ordinatensystems
lassen sich nun zwei
sich kreuzende ge-
rade Linien derart
ziehen, daB die
Schenkel der Hy-
perbel sich in ihrem
¢ Verlauf dieser Linie

Fig. 42. Die Hyperbel y = +7y2 — a2, stiindig néhern, ohne

sie jemals vollig zu
erreichen. Diese Linien nenntman die Asymptoten der Hyper-
bel. Wir kénnen ihre Beschaffenheit noch genauer definieren.
Die Asymptote ist eine gerade Linie, welche wir als den gra-
phischen Ausdruck einer Funktion ersten Grades betrachtzn
kénnen. Die Gleichung der Asymptoten ist nidmlich:

y'=2-Ja (' =FH),
wo a dieselbe Bedeutung hat wie in der Hyperbelgleichung
y=1b+ ax?.

Man sieht, daB Vb—|—ax2 stets >xV; sein mufl, denn
quadriert ergibt das eine b4 ax?, das andere ax?. Da
diese Gleichung fiir jeden beliebigen Punkt gilt, so ist iiberall
die Ordinate dieser Geraden kleiner als die der Hyperbel,
d. h. die Gerade y’ = z - Ja stellt die Asymptote der Hyper-
bel dar.

Die beiden Asymptoten konnen sich unter einem be-
liebigen Winkel schneiden. Ist a =1, so dal

y=7Va2+ 8,

c 71 A
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so schneiden sich die Asymptoten rechtwinklig. Diese Hy-
perbel nennt man die gleichseitige Hyperbel. Die Fig. 42
stellt eine solche dar. Mit dieser wollen wir uns in § 40 noch
etwas nidher beschiftigen und bei dieser Gelegenheit das
Prinzip von der Verlegung derKoordinaten kennen lernen.

38. Die Verlegung des Koordinatensystems.

Die Kurve O D (Fig. 43) sei die graphische Darstellung irgend-
einer Funktion, wobei das Koordinatensystem mit den Achsen
04 und OB gewahlt ist. Diese Wahl ist eine willkiirliche,
und wir kénnen uns zur Aufgabe stellen, dieselbe Kurve
auf irgendein anderes Koordinatensystem zu beziehen. Dieses
neue Koordinatensystem kann entweder durch Verschiebung
oder durch Drehung aus dem urspriinglichen entstehen.
Z. B. entsteht das Koordinatensystem B'0’A” aus BOA4 durch
Verschiebung. Ist O4d =2, AD =y, so ist in dem neuen
System 0’4’ = a’ und DA’ =y’.

Die Beziehungen zwischen beiden Systemen sind einfach

' =x+ 0O F,
y=y+ 44"

Da O'F und A4’ konstant sind und durch die Art der
Verschiebung des Systems ein fiir allemal definiert sind, so
sind die Beziehungen zwischen diesen beiden Koordinaten-
systemen hochst einfach.

’ 0

. .

|

| 2 & C //'4'

| AN AT~

\ 4 73

- N gz

. | N AT

- N

[ 4 N1 !

oTTF 7 07— F 7
Fig. 43. Fig. 44.

Etwas komplizierter gestalten sich diese Beziehungen, wenn
die beiden Systeme durch Drehung auseinander entstehen.
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Es sei (Fig. 44) BO, OA das urspriingliche Koordinatensystem
einer Kurve, in welcher der Punkt C liegt, und B’0, 0OA’ das
neue System, welches aus dem alten durch Drehung um
den Winkel « entstanden ist. Die Koordinaten des Punktes
C in dem alten System sind CD =y und 0D =z, in dem
neuen System EC =y und OE =a’. Die Beziehungen
zwischen diesen Gré8en sind nun folgende:
y=0D=CG+ GD.

Nun ist, wie aus dem rechtwinkligen Dreieck CGE sich
ergibt, CG = CE.cosx und GD = EF ist, wie aus dem
rechtwinkligen Dreieck O E F hervorgeht, gleich OF - sinx . Es

ist also .
y =1y -cosx + z’-sinx .

Und durch shnliche Betrachtung ergibt sich
2=0D=0F—DF=0F—GE,
x=2x-cosx —y -sinx.

Um also die beiden Systeme miteinander in Beziehung

zu bringen, haben wir die beiden Gleichungen
x=x-cosx —y -sinx,
y=ux-sina +y -cosx.

Ist ein Koordinatensystem aus dem anderen durch gleich-
zeitige Verschiebung und Drehung entstanden, kombiniere
man diese beiden Rechnungen; zundchst verschiebe man das
System und dann drehe man es. Das bedarf keiner weiteren

Erorterung.
39. Beispiel: Die schrig verlaufende Gerade A B stelle die
Funktion y = a + x - tgg dar, wo A0 = a ist. Es sei die Auf-
gabe gestellt, das Koordinaten

& system um den Winkel @ Zu

¢ £ 7 drehen und die Gleichung der

- \ g Geraden 4B auf das neue
\ = = Koordinatensystem zu bezie-
\ _z hen. Wiahrend also zunichst
\{4 \\—Z;// z die Lage z. B. des Punktes P

\ auf die Achsen CO und OD

0 z v bezogen wurde, und PD und

Fig. 45. OD die Koordinaten des
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Punktes P fiir dieses Achsensystem waren, soll nunmehr die
Lage des Punktes P auf das Koordinatensystem FO und OF
bezogen werden. Nach S. 70 ist
x=2a"-cosp —y -sing,
y=2a"-sinp —y -cosg.
Setzen wir fir y seinen Wert a + x-tgp ein und multi-
plizieren die erste Gleichung mit tge, so lauten diese zwei
Gleichungen: sinZg
cosgp ’
atz-tgp==2a-sinp -+ y -cosp.
Diese beiden Gleichungen von einander subtrahiert, ergeben
sin2¢p> o, (COSZ(p - sinzqz) v
cosp/ cos@ "~ cosg

z-tgy =z’ -sinp —y’-

a=y’ (cos<p +
oder ,
y =a-cosgp.

D. h. in der neuen Gleichung ist y’ unabhingig von =z,
y’ ist konstant. Das ist ohne weiteres einleuchtend, weil
AB der neuen z-Achse parallel geht. DaBl die Gré8e dieses
konstanten Wertes von y-gerade = a « cos¢g ist, ergibt die Be-
trachtung der Figur sofort, weilin dem AA4GO AG = A0 - cosgp.
40, Beispiel: Die gleichseitige Hyperbel, bezogen auf
ihre Asymptoten als Achsensystem. Wir stellen uns nun fol-
gende Aufgabe. Bei einer gleichseitigen Hyperbel soll die
Gleichung gefunden werden, bei der die Asymptoten die Achsen
des Koordinatensystems darstellen. Wir haben also die Auf-
gabe, dasKoordinatensystem der Hyperbel um 45%zu drehen und
die Hyperbel auf dieses neue Koordinatensystem zu beziehen.
Die Koordinaten des Punktes C sind (Fig. 46) im alten System
x = AB,bzw.y = BC, im neuen System CD =y’ und 4D = x.
Wenden wir nun die soeben gewonnene Beziehung (8. 70)
zwischen den verschiedenen Koordinatensystemen an, so
erhalten wir
x =z -cos45® — gy’ . 8in450, 1)
y = - sin45° + y' - cos 459 . @)
Es ist nun nach der Gleichung der gleichseitigen Hyperbel-

leichun, N
8 8 y=Va +a2.
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Ferner ist
. 1
C sin450 = cos450 = — .

'/ }/E
Wir konnen daher die bei-
den letzten Gleichungen in

8 der Form schreiben

x‘]/_é:x/_y/’
/\ Va%+x2-V§=x'+y'-

Aus diesen Gleichungen

Fig. 46. folgt
yolatete
"y >
, Yo+ at—x
=" %

Wollen wir aus diesen zwei Gleichungen die direkten
Beziehungen von 2’ zu y’ ermitteln, so braucht man nur die
beiden Gleichungen miteinander zu multiplizieren, dann

wird: m’-y’=§ oder das Produkt aus den beiden Ko-

ordinaten ist konstant. Wenn also das Produkt
zweier Variablen kon-
stant ist, so gibt die
eine Variable, als Funk-
tion der anderen gra-
phischdargestellt, eine
gleichseitige Hyperbel,
__________ : deren Asymptoten die

! Koordinatenachsen

i darstellen (Fig. 47).

; Eine solche Beziehung
\ ; ist z. B. das Mariotte-Gay-
|'
|

\ Lussacsche Gasgesetz, wel-
\ ches aussagt, daB bei einem
Gase bei gegebener Tem-

Fig. 47.

Die gleichseitige Hyperbel, bezogen auf peratur das Produkt aus
ihre Asymptoten als Koordinatensystem. Druck und Volumen kon-
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stant ist. Trigt man den Druck als Funktion des Volumens in
ein Koordinatensystem ein, so erhdlt man eine Hyperbel,
deren Asymptoten die Achsen des Koordinatensystems sind
(Fig. 47). Da ein ,negatives Volumen“ keine physikalische Be-
deutung hat, so kommt der punktierte Schenkel der Hyperbel
physikalisch nicht in Betracht.

Ein anderes Beispiel ist die Dissoziation des Wassers.
Fiir diese gilt das Gesetz, daBl stets das Produkt der H'-
Konzentration und der OH’-Konzentration konstant ist. Diese
Beziehung 1d8t sich ebenso graphisch ausdriicken wie die
soeben besprochene.

41. Funktionen hoéherer Ordnung.

Eine Funktion nter Ordnung ist eine solche, bei der die
abhéngige Variable hochstens in der nten Potenz auftritt.

Also z. B. eine (entwickelte) Funktion 5. Ordnung hat ganz
allgemein die Form

y=oaxd+bat+cx’ +da? +ex+f. 1)
wo a, b, ¢, d, e, f beliebige konstante GroBen darstellen,
welche auch negativ oder gleich Null sein kénnen. Man
nennt solche Funktion ein Polynom. Eine interessante
Beziehung zur Algebra hat diese Art der Funktion auf
folgende Weise.

Gegeben sei die Funktion

2 —2x—3=0. 2)
Diese Gleichung ist nur ein spezieller Fall der allgemeinen
Funktionsgleichung

»2—2r—3=y. (3)
Tragen wir die Funktion (3) graphisch in ein Koordinaten-
system ein (Fig. 48), so stellt Gleichung (2) offenbar den
Punkt der Kurve dar, in dem sie die x - Achse schneidet. Denn
in diesem Fall ist ja y = 0. Solcher Punkte mufl es aber bei
einer quadratischen Gleichung zwei geben, fir unseren Fall
den einen bei x = 3, den anderen bei x = —1 (Fig.48). Es
stellen also die Schnittpunkte irgendeines Polynoms y = f()
die Losungen oder ,Wurzeln“ der Gleichung

fl@) =0
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dar. Solcher Wurzeln gibt es in einer Gleichung nten Grades
n, worunter allerdings auch imaginire Wurzeln sein kénnen.
Im allgemeinen entsteht ein Polynom von der Form

azt +ba"t+ca" ... +pxt+gq
durch Multiplikation von n Faktoren in folgender Art
@+Net+geth...,

wo f, g, h... dadurch bestimmt sind, daB beim Ausmulti-
plizieren die vorige Gleichung herauskommt; z. B.

23— 82 — 1830 — 10 =(x — 1) (x — 2)(x — 5) .

Z ~Z'7/

Fig. 48.

Hitten wir nun die Aufgabe, die Gleichung
23— 822 — 132 —10=0

zu l6sen, so kéonnen wir zunichst dafiir schreiben
—1)(x—2)xz—5)=0.

Offenbar wird dieser Gleichung geniigt, wenn irgendeiner
der drei Faktoren = 0 gesetzt wird, also wenn x = 1, oder
= 2, oder =5 ist.

Die Loésung einer Gleichung hoheren Grades fillt also,
nachdem man sie auf die Form f(x) = 0 gebracht hat, mit
der Aufgabe zusammen, sie in einzelne Faktoren von der Form

x+a)yx+b(x+c)...=0
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zu zerlegen. Dann sind die Wurzeln der Gleichung

usw.

Da man eine Gleichung nten Grades in n solcher Fak-
toren zerlegen kann, so mul eine Gleichung nten Grades
n Wurzeln haben, von denen einige oder alle allerdings
auch imagindr sein kénnen. Es ist ferner auch nicht not-
wendig, daBl die Wurzeln alle voneinander verschieden sind.

Betrachten wir z. B. die 4 Wurzeln der Gleichung

24+ 1023 4272 4+ 202 + 50 =0,
d. h.
@+ 5) @+ 5)(@+)—2)z—y—2)=0.

Die Gleichung hat in Wirklichkeit nur eine Wurzel, —5.
Die zweite Wurzel fillt mit dieser zusammen, und die
beiden anderen sind imaginér.

= —5H
Ty = —D
Xy =_Vf§
2y =+7—2.

Einfache Regeln zur Zerlegung eines Polynoms in dieser
Weise gibt es nur fiir die quadratische Gleichung. Die
Losung quadratischer Gleichungen ist aber schon besprochen
worden. Schon fiir die Gleichung 3. Grades sind diese Regeln
sehr kompliziert, und fiir Gleichungen 5. oder hoheren Grades
gibt es iiberhaupt keine allgemein anwendbaren Regeln fir
die exakte Losung.

42, Die transzendenten Funktionen.

a) Die trigonometrischen Funktionen.

Denken wir uns einen Kreisradius von der Lénge =1
im positiven Sinne (also ,links herum) allmahlich gedreht
und verfolgen den Sinus des Winkels fiir jede einzelne Lage.
Wir bemerken, daf sin0 = 0, dall der Sinus anwiachst bis

zu singﬁ — 1, dann wieder abfillt bis sinz — 0. Weiterhin
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(Fig. 49) kehrt sich die Richtung des Sinus um, wir nennen
jetzt den Sinus negativ. Ist also

f=n+4+«,
so ist

sinff = —sin« .

Bei § 7 wird

sinfn =—1
und erreicht schlieBlich bei 27
wieder den Wert

sin27=20.
Dreht man weiter, so wieder-
holen sich die Werte des Sinus
bei jeder Umdrehung. Man

Fig. 49. nennt den Sinus deshalb eine
periodische Funktion.

Es ist allgemein

sinod =sin(27 4+ ) =sin(¢a7 + &) =sin(n - 27 4+ «) ,
wo n jede ganze Zahl bedeuten kann.

Der Kosinus hat einen etwas anderen Gang.

cosO =1, cosg=0, cosmt = —1,

weil seine Richtung hier entgegengesetzt ist,
cosgn=0, cos2mx=cos0=1.

Die Periodizitdt ist hier ebenfalls vorhanden. Graphisch
dargestellt, sieht die Sinusfunktion so aus:

D

Fig. 50. Die Sinuslinie.

Verschiebt man den Punkt 0 der Abszisse an die Stelle, wo

in der Fig. 50 g steht, so stellt die Kurve die Kosinuslinie dar.
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Sinus- und Kosinuslinie unterscheiden sich daher nur durch
die Lage des Anfangspunktes der Abszisse. Wir erhalten also
eine Wellenlinie von sehr charakteristischer Gestalt.

43. Der Wert fiir tgf 1at sich aus der Definition

tgf = smﬁ jederzeit berechnen. Es ist

cosf
tg0 =0
tg - —
g§—°°
tgr =0
tg4m = oo
tg27x=20.

Zwischen 0 und 72—[ steigt also der tg-Wert von 0 bis co. Man
kénnte nun bei oberflichlicher Betrachtung meinen, zwischen
721 und 7z falle er einfach von oo wieder auf 0. Das ist aber

falsch. Z. B.

T

x 1 (5
w5+ i) = e
2

Mit anderen Worten
Die Tangente hat im
zweiten Quadranten
einen negativen

Wert, sie kann also

nicht einfach von oo 2 % 3 % 7
auf 0 abfallen. Ver-
folgen wir deshalb gra-
phisch, wie der Wert
der Tangente sich in

Wirklichkeit  &ndert. Fig. 51. Die Tangentenlinie.
Zwischen 0 und =

steigt die Tangente von 0 auf oo. Betrachten wir den
Verlauf der Kurve von =& an riuckwarts, so fallt sie

1
Z) __ positive Zahl
) " negative Zahl ©

zwischen s und 721 von 0 bis —oo. Im Punkte 721 ist die
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Tangente daher sowohl oo wie —oo, d. h. sie hat gar
keinen bestimmten Wert. In unendlich kleiner Entfernung

links von g ist sie aber fast = oo, in unendlich kleiner

&

Entfernung rechts von 7 ist sie fast — —oo. Es hat daher

in der Umgebung des Punktes 73’ eine unendlich kleine Ande-

et

rung der unabhingigen Variablen eine unendlich groBe Ver-
ianderung der abhidngigen zur Folge. Man sagt in solchem Fall:

Die Kurve der Tangente ist im Punkt ;—l unstetig, und definiert

einen Unstetigkeitspunkt einer Kurve als einen Punkt, bei
dem eine unendlich kleine Anderung der unabhingigen
Variablen eine endliche (oder sogar unendlich groBe) Ande-
rung der abhdngigen zur Folge hat.

Eine Kurve ist dagegen stetig, wenn iiberall eine unend-
lich kleine Anderung von x auch nur eine unendlich kleine
Anderung von y im Gefolge hat.

Die Art der Unstetigkeit der Tangenten-
funktion besteht darin, daB y an einer
Stelle (bzw. mehreren Stellen) = oo wird
und im néchsten Augenblick wieder einen
endlichen Wert mit verkehrtem Vorzeichen
hat. Es kann aber sonst eine Unstetigkeit
auch durch einen einfachen, endlichen
Fig. 52, Kurve mit Un- Sprung in der Kurve entstehen. Eine

gs-teti.gkeitspunkt. solche Unstetigkeitsstelle ist dadurch cha-

rakterisiert, dafl ein Stiick der Kurve durch

eine genau senkrecht zur z-Achse verlaufende Gerade dargestellt

wird. Zwischen einem Punkt der Abszisse unmittelbar vor dieser

Stelle und einem solchen unmittelbar hinter dieser Stelle
wichst y durch einen Sprung (Fig. 52).

b) Die Exponentialfunktion und der Logarithmus.
44, Unter einer Exponentialfunktion versteht man eine
solche, bei der die eine Variable als Exponent auftritt, z. B.
y = 2° (dargestellt in Fig. 53).

Ist eine Funktion
y=a°
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gegeben, so kann man dafiir auch schreiben
y = (e?)° oder er7,

wenn man e = g setzt. Hier ist e irgend eine, von a ver-
schiedene Zahl, und p derjenige Exponent, der die Bedingung

e’ =a

erfiilllt. Man konnte also s@mtliche Exponentialfunktionen
auf eine einzige Basis beziehen, wenn es irgendwie vorteil-
haft sein sollte. Das ist nun in der Tat der Fall, aber wir
werden erst spater sehen, welches diese bevorzugte Basis ist

, /

-3 -2 -7 a 7 2
Fig. 53. y = 2.

Die logarithmische Funktion
y =logx

ist eine Umkehrung der Exponentialfunktion z = a¥, wo 'a
eine Konstante ist und als die Basis des Logarithmensystems
bezeichnet wird. Aus duBleren Griinden, infolge der dekadischen
Beschaffenheit unseres Ziffernsystems, nehmen im praktischen
Rechnen die Logarithmen mit der Basis 10 (die dekadischen
oder Briggschen Logarithmen) eine bevorzugte Stellung ein,
wihrend rein mathematisch die schon bei der Exponential-
funktion erwahnte Basis e bevorzugt ist, deren Gréfie und
Definition erst spéiter gegeben werden kann.
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45. Umformung von Funktionen zwecks einfacherer graphi-
scher Darstellung,

Gegeben sei die Funktion p = a-¢".

Die als Exponent fungierende Konstante n mag jeden
beliebigen Wert annehmen koénnen. Ist » =1, so erhalten
wir eine Gerade, ist n = 2, erhalten wir eine Parabel. Bei
allen anderen Werten erhalten wir irgendwie gekriimmte
Kurven. Durch eine kleine Umformung der Gleichung
konnen wir aber zu einer Funktion gelangen, deren Dar-
stellung viel einfacher ist.

Logarithmiert man némlich obige Gleichung, so wird

logp = loga + nlogg.
Hier sind loga und n Konstanten, und die beiden Variablen
heilen nunmehr logp und logg. Die Gleichung hat nun-
mehr die allgemeine Form
y=A -+ Bz

und stellt demnach eine Gerade dar. Demnach ist in dieser
Darstellungsweise A die Hohe der Ordinate y, wenn z =0,
und B ist die Tangente des Neigungswinkels der Geraden.

Es sei z. B. gegeben die Funktion

2 4
p=3-q7 -

Diese Funktion, graphisch dargestellt, ergibt folgendes
Bild (Fig. 54):

_.,/0!)0
1D I W ow

0 -5
! g
R
1 7
q’—» -5
Fig. 54. Fig. 55.

Logarithmiert, ergibt sich (Fig. 55)
logp =1 241 1
gp = logo + 5 logg

=—0,176 %logq .
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Diese Darstellungsweise bietet in der Praxis grofle Vor-
teile.
Ebenso wird aus der Hyperbel

c
xy =c¢ oder y=1

durch Logarithmieren
logy = logec — logx
ebenfalls eine Gerade.
Beispiel. Es werden je v cem (z. B. je 50 cem) einer Losung

von a Millimol Azeton auf den Liter mit m g Kohle geschiittelt.
Dabei wird ein Teil des Azetons von der Kohle adsorbiert.

Es sei x die Menge des adsorbierten Azetons, so ist also —
m

die von der Gewichtseinheit der Kohle (1 g) adsorbierte Menge

a—x

Azeton. Dann ist die Konzentration des Azetons in

der zuriickbleibenden Lésung. Es fanden sich nun in einem
Versuch folgende korrespondierende Zahlen fiir verschiedene
Bedingungen.

Adsorbierte Menge des Azetons Nicht adsorbierte Menge
dividiert durch die Kohlenmenge des Azetons pro ccm
w Rt

0,208 0,234
0,618 1,465
1,075 4,103
1,499 8,862
2,081 17,759
2,882 26,897

Wir wollen nun aus diesen Daten sehen, ob die von der
x . .
Kohleneinheit adsorbierte Menge, pot sich zu der frei ge-

bliebenen Menge y, in irgendeine gesetzmifBige Beziehung
bringen 1aBt. Wir stellen y als Funktion von a graphisch
dar und finden eine Kurve &hnlich wie Fig. 54, deren Form
uns nicht geldufig ist. Wir versuchen jetzt, ob nicht die
Logarithmen der gefundenen Werte in einer leichter. er-
kennbaren Beziehung zueinander stehen. Die dekadischen
Logarithmen sind:

Michaelis, Mathematik. 6
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log% loga ;z
— 0,682 — 0,631
— 0,209 -+ 0,166
+ 0,027 -+ 0,613
4+ 0,176 0,947
-+ 0,318 1,249
+ 0,460 1,430
a— .
n

Tragen wir nunmehr log% als Funktion von log

ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, so erhalten wir fol-
gende Kurve (Fig. 56).

(s

+05 //

|

-05 -~

/
-3,0 -2,5 -2,0 ~75 ~%0 -4,5
%=
Fig. 56.

Alle Punkte liegen mit einer Genauigkeit, wie es in An-
betracht der Versuchsfehler nicht besser erwartet werden
kann, auf einer Geraden. Daraus folgt sofort:

a—2x

x
log%=n—|—b-log pa

Hier ist n die Hohe der Ordinate im Nullpunkt der Abszisse,
und b = tgoa .
Fir die Konstante n konnen wir natiirlich auch den
Logarithmus einer anderen Konstanten » schreiben
a—zx

log% = logv + b-log p—
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wodurch die Gleichung noch einfacher wird. Jetzt folgt
ndmlich aus derselben

x (a — x)”
i
m v 2
b ergibt sich aus der Figur durch graphische Ausmessung
= 0,52, und logy = 0,709, also » = 5,12.
Daher heifit das Gesetz, welches die beiden Variablen
miteinander in Beziehung bringt, nunmehr
4 — x>°’52

v

f:5,12.<
m

Ein derartiges Gesetz

- ist, gilt fiir alle Adsorptionen.

x
wo ¢, =— und ¢, =
m

Die Konstante a, die man auch den Adsorptionskoeffi-
zienten nennen kann, wird um so grofer, je leichter ad-
sorbierbar der betreffende Stoff ist. Die Konstante b, der
Adsorptionsexponent, ist in der Regel etwa = 0,5, bald
ein wenig gréBer, bald kleiner.

46. Andere graphische Darstellungen der Funktionen.

Das rechtwinklige Koordinatensystem ist nur eine der
unendlich mannigfaltigen moglichen Darstellungsweisen mathe-
matischer Funktionen. Es mo6gen hier noch zwei andere
Arten geschildert werden.

a) Darstellung durch Flichen.
Die unabhiéngige Variable, x, werde wieder auf der Ab-
szisse A B (Fig.57)in gewohnter Weise eingetragen. Die abhéngige
Variable y werde dagegen durch

den Flacheninhalt 4 BC, der also ¢
von zwei Geraden und einer Kurve

begrenzt wird, wiedergegeben. Im k4
allgemeinen ist es schwierig, diese £ — 2

Art der Darstellung praktisch >

durchzufithren. Ein besonders Fig. 57.
einfacher Fall ist z. B. die Funktion
22
y=-4-

6*
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¢, Siewird,auf diese Weise dargestellt,
folgende Gestalt haben (Fig. 58:

o =459,

2
c Dann ist AABC = AZB .

o

x

5

In anderen Fillen ist es sehr

% kompliziert, diejenige Kurve gra-

ANy 4 phisch zu konstruieren, die die

Fig. 58. Bedingungen der Funktion erfiillt.

Trotzdem werden wir auf diese

theoretisch héchst bedeutungsvolle Darstellungsweise bei Ge-

legenheit der Differential- und besonders der Integralrechnung
zuriickgreifen miissen.

Also y =
k4

b) Darstellung durch Polarkoordinaten.

Die unabhingige Variable wird durch die GroBle des
Winkels (Fig. 59) BOA bzw. B'OA = ¢ dargestellt, gemessen
an der GroBe des Kreisbogens, den dieser Winkel umspannt, in-

8 dem der Radius des Kreises =1 gesetzt
wird (das iibliche Winkelma8 in der héhe-
ren Mathematik). Dann wird die abhéngige

A Variable durch die Linge des zugehorigen

7 Strahles OB bzw. OB, ausgedriickt.
Diese Darstellungsweise hat unter
anderem fiir die Astronomie grofe Vorteile.
Ein Beispiel soll die Darstellung einer
Funktion in Polarkoordinaten erldautern.

Wir wihlen die Funktion
y=agp.

Wir stellen (Fig. 60) ¢ als Winkel, y als Strahl dar. Der
Pol des Systems ist O, auf der Achse OB findet sich eine
Streckenteilung. Die Figur stellt die Funktion y = ¢ dar
(@ ist also = 1). Betrachten wir z. B. den Strahl OD, so
ist dieser, an der Achse OB gemessen, = 4§z, und der zu-
gehorige Winkel BOC ist ebenfalls = 4z, d. h. 135°. Man

Fig. 59.
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kann aber den Winkel COB auch als 2z + } 7 auffassen,
und dann gehdért ihm der Strahl OE zu. Ebenso kann man
L BOC als 41+ 4 7, als 8n + § & usw. auffassen, und jedem
dieser Winkel, welche in Wirklichkeit nur ein einziger Winkel
sind, entspricht ein besonderer Wert von y. Es entsprechen
also jedem Wert von ¢ in Wirklichkeit unendlich viele Werte
von y, und die Endpunkte aller y- Strahlen stellen eine end-
lose Spirale dar. Man nennt sie die Archimedessche
Spirale.

c

Fig. 60. Fig. 61.

Sehr einfach wird die Gleichung des Kreises in Polar-
koordinaten; es ist namlich

y=r,
wo r eine Konstante ist, d. h. y ist unabhingig von ¢ (Fig. 61).

SchlieBlich wollen wir noch das allgemeine Verfahren
kennen lernen, um eine geometrische Kurve, deren Gleichung
uns in rechtwinkligen Koordinaten gegeben ist, in Polar-
koordinaten auszudriicken.

Gegeben seien (Fig. 62) die rechtwinkligen Achsen OB als
z-Achse und 40 als y-Achse. Die gezeichnete Kurve ent-
spreche der Bedingung, dal an jedem beliebigen Punkte
y=/f(), dh. CE=f(DC) oder = f(OE).
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Unsere Aufgabe ist es jetzt, die Lage des Punktes C so zu
definieren, daB er durch die Entfernung von einem gegebenen
Punkt und durch den Winkel, den die Verbindungslinie dieser

zwei Punkte mit einer gegeben Achse

bildet, bestimmt wird.
Der gegebene Punkt, der Pol
x 4 des neuen Koordinatensystems,
soll mit dem Anfangspunkt des
z 1% alten, gew6hnlichen zusammenfallen
o und O sein. Die Achse soll mit der
o z £ 4 z-Achse desrechtwinkligen Systems
Fig. 62. zusammenfallen und OB sein. Dann
wire die Lage des Punktes C in
Polarkoordinaten definiert, wenn wir CO =r als Funktion

des Winkels COB = ¢ darstellen.
Es ist nun, wie aus der Figur ersichtlich, sind = }:—

A

z
und cos? = P

Folglich ist y = r-sind und = = r- cos?.

Hiermit sind die Beziehungen zwischen dem alten und
dem neuen Koordinatensystem gegeben.

Beispiel: Die Gleichung des Kreises in rechtwinkligen

Koordinaten ist
y? = a?— 2.

Wie lautet die Gleichung des Kreises in Polarkoordinaten?
Nach der soeben entwickelten Regel ist
Yy =r-sind,
x=r-cos.
Dies ergibt, in die vorige Gleichung eingesetzt:
r2.8in2¢ = a? — r?. cos?,
r2 (sin29 + cos?d) = a2,
r2 = q?,
r=a
als Gleichung des Kreises, welche mit der (S. 85) abgeleiteten

ibereinstimmt, wenn man die Buchstabenbezeichnung ent-
sprechend &ndert.



Dritter Abschnitt.
Differentialrechnung.

47, Es stelle die Kurve MCC’N irgendeine Funktion

dar, so dafi also
y=fl).
N
c/
AT
12
N
(4
A M x B4z B’
Fig. 63.

Dann ist, wenn wir & die Gréfe M B erteilen, y = BC;
und wenn x = MB’, so ist y = B’C’. Im allgemeinen ist
jede Kurve eine irgendwie gekriimmte Linie. Wir denken
uns aber, daB C und C’ so dicht beieinanderliegen, dal das
Kurvenstiick CC’ als beinahe geradlinig betrachtet werden
darf. Wir legen uns nunmehr folgende wichtige Frage vor:

,Wie verhilt sich der Zuwachs von y zu dem ent-
sprechenden Zuwachs von a ¥

Der Zuwachs von z ist einfach =BB’. Wir nennen
ihn Az. Der entsprechende Zuwachs von y wird graphisch
dadurch kenntlich, daB wir CD parallel AB ziehen. Dann
ist DB’=CB =y, und DC’ ist der Zuwachs von y, den

Ay

wir Ay nennen wollen. Die gesuchte Gréfe ist also T Es
ist also zunachst r

Ay DC’ D¢’

ic BB MM ~ope

da BB’ = CD.
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Nun ist in dem rechtwinkligen Dreieck CDC’

, D¢’
tgx C'CD = oD’
welches gerade die gesuchte GroBe ist. Verlingern wir das
(beinahe) geradlinige Stiickchen der Kurve, CC’, durch Aus-
ziehen einer geraden Linie in gleicher Richtung, oder, was
dasselbe ist, legen wir die Tangente an die Kurve in dem
Punkt C bzw. O’ (was dasselbe ist, weil wir ja C und C’ so
nahe beieinander liegend denken, dal die Tangente fiir beide
Punkte dieselbe Richtung hat), welche die xz-Achse im 4
schneiden moge, so ist 3CC4A B, den wir ¢ nennen, = <C'CD.
Es ist daher

Ay
g
Az g®

Wir nahmen nun bisher an, das Stick CC’ sei zwar
klein, aber doch von endlicher GréBe. Nichts steht im
Wege, dieses Stiick gedanklich immer kleiner werden zu
lassen, so dafl es schlieflich unendlich klein, niemals jedoch
vollig gleich Null wird. Dann ist die bisher nur grob angenéherte
Annahme, die Tangente in Punkt C sei dieselbe wie in C’,
mit viel gréBerer Anndherung zutreffend, und zwar um so

. . Ay .
strenger, je kleiner wir 4x annehmen. ﬁ néhert sich daher,

wenn wir 4z kleiner und kleiner werden lassen, einem ganz be-
stimmten Grenzwert, den es nicht {iberschreitet, wenn auch Az
unendlich klein wird. Denken wir uns die Zunahme von g
unendlich klein, so nennen wir den Zuwachs von z nicht mehr
Ax, sondern bezeichnen es nach Leibniz mit dem Symbol dz
und nennen es ein Differential; ebenso ist dy das Diffe-

rential von y, und die gesuchte GroBe gﬂ ist der Differen-
tialquotient. v
Es ist also dieser
W _s
oder in Worten:
Der Differentialquotient einer jeden Funktion
ist die (trigonometrische) Tangente des Winkels, den
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die in dem betreffenden Punkt an die Kurve gelegte
(geometrische) Tangente mit der x-Achse bildet.

48. Im allgemeinen ist also der Differentialquotient einer
Funktion von Punkt zu Punkt verschieden; nur wenn die
Kurve eine gerade Linie ist, ist der Differentialquotient stets
derselbe; die geometrische Tangente ist dann diese gerade
Linie selbst.

2

b7 3

Fig. 64.

Betrachten wir nun eine Kurve von nebenstehender Form
(Fig. 64). Der Differentialquotient im Punkt I ist = tge, .
Da dieser Winkel ein spitzer ist, so ist tge eine positive
Zahl. Das .ist immer der Fall, wenn die Kurve ansteigt.
Im Punkt 2 hat die Kurve eine besondere Eigenschaft. Hier
wird die Tangente parallel zur a-Achse, sie bildet also den
Winkel 0 mit ihr, und der Differentialquotient ist hier
tg0 = 0. Legen wir die Tangente an einen absteigenden
Teil der Kurve, so bekommen wir den stumpfen Winkel ¢, ;
nun ist tge, = —tg(180° — ¢), und der Wert wird negativ
gezihlt. Im Punkt 4 ist wieder ein besonderer Punkt und
tg =0. Solange eine Kurve ansteigt, ist ihr Diffe-
rentialquotient positiv, solange sie abfdllt, ist er
negativ.

Ausgenommen also bei der geraden Linie ist der Diffential-
quotient von Punkt zu Punkt verinderlich und daher selbst
eine Funktion von . In diesem Sinne, als Funktion von
x gedacht, nennen wir den Differentialquotienten die Ab-
leitung von z und schreiben diese f’(x)oder y’.

Ist also
y=1[(),
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so ist

dy .,
6EZIP(%)

Je grofler die Kriimmung eines Kurvenstiickes ist, um
go schneller indert sich die GroBe des Differentialquotienten
von Punkt zu Punkt. Immer aber wird einer unendlich kleinen
Anderung von z auch eine unendlich kleine Anderung von

d
79% entsprechen.
Nur wenn die Kurve an einem Punkte eine (nicht abge-

rundete) Ecke hat, so hat eine unendlich kleine Anderung
von z an dieser Stelle eine endliche Anderung von % zur
Folge. Z. B. in Fig. 64, welche
die Kurve BAC darstellt, ist die
Richtung der Tangente unmittel-
17 bar links von 4 = A0, unmittel-
bar rechts von 4 =A4P. In 4
selbst hat die Tangente iiber-
g 7 haupt keine bestimmte Richtung,
Fig. 65. sondern der Punkt A4 ist dadurch
ausgezeichnet, daf in ihm die Tan-
gente von der Richtung nach O pldtzlich in die nach P um-
springt. Man nennt 4 einen Unstetigkeitspunkt. Wir gewinnen
hier also eine zweite Definition (vgl. S. 78) der Unstetigkeit:
Ein Unstetigkeitspunkt ist ein solcher, in dem der
Differentialquotient unbestimmt ist.

1. Differenzierung der Potenzen von .

49. Es ist nunmehr unsere Aufgabe, die Differentialquo-
tienten fir die wichtigsten Funktionen wirklich rechnerisch
zu entwickeln,

Beginnen wir mit dem einfachsten Fall. Es sei

.y=ax+b,
also eine geradlinige Funktion. Die Tangente der Kurve
ist die gerade Linie selbst und

tgp=a,
nach dem 8. 58 Gesagten.
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Es ist also
dy
dw "
Hier ist zunichst zu beachten, dal der Wert von %

erstens unabhiingig von b und zweitens konstant (= a) ist.
50. Wir wollen jetzt den Differentialquotienten fiir die

Funktion <
y=a?
bilden. Es ist hier (Fig. 66) %
dy _C'D ‘r’
der OD’

Um dies auszuwerten, vergegen-
wirtigen wir uns, daf

BC = (AB)?
und N
B'C" = (AB’)?
nach der allgemeinen Bedingung der
Funktion ist.
Nun sei z
BC =y; A z 8 8
dann ist Fig. 66.
BC =y+dy
und es sei
AB = x;
dann ist
AB' =z + dx
Es ist also
y =a*

und
y+dy=(x+ dx)?.

Aus diesen beiden letzten Gleichungen konnen wir den
gesuchten Wert berechnen. Wenn wir ausmultiplizieren,
so ist

Y= x?,

y+dy =22 + 2z dz — (dx)?.




92 Differentialrechnung,.

Die erste Gleichung von der zweiten subtrahiert, gibt:
dy =2zxdx — (dx)2. (1)

Nun miissen wir uns erinnern, dal dz eine sehr kleine
GroBe ist. Dann ist aber (dx)? noch viel kleiner. Ist z. B.
dx = 0,0001, so ist (dz)? nur noch 0,00000001; und wir kénnen
daher (dx)?, wenn es als Summand neben dz steht, ohne
wesentlichen Fehler vernachlassigen. Denken wir uns dx
unendlich klein, so wird diese Vernachlidssigung nicht fast
richtig, sondern vollkommen richtig sein.

Wir kénnen hier ein allgemeines Gesetz formulieren. Be-
zeichnen wir

y und =z als endliche GroBen,
dy und dz als unendlich kleine GréBen erster Ordnung,
(dy)? und (dz)® ,, » ” » zweiter Ordnung,
(dy)* und (d2)* ,, » » » n ter Ordnung,

so konnen wir eine GroBe héherer Ordnung vernachlissigen,
wenn sie neben einer GroBe niederer Ordnung als Summand
(oder Subtrahendus) steht. Es ist also

z + dx  nicht zu unterscheiden von z,

dx + (dx)2 2 2 »” » dx .
(Dagegen ist % eine endliche Grofe.)
In diesem Sinne konnen wir die Gleichung (1) einfach
schreiben

dy =2xdx
oder
ay
L9 o
dx x
Also: Wenn
y=22
so ist
dy
@ 2%
oder wie wir schreiben konnen
d (2
(=) =2z

dx
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51. Es sei nun allgemein
y=a".

d .
Um daraus % zu berechnen, erinnern wir uns zunichst
x

wieder daran, daB dann auch
y+ dy = (@ + dajr
ist.
Nun ist nach dem binomischen Lehrsatz allgemein

@+d)"=a"+mn-a""1b+4 (g)-a"’?-b?...,

weiter brauchen wir die Reihe nicht zu entwickeln. Es
ist also

y+dy=a"+na"1-de 4 (Z>x”‘2-(dx)2. ..

Aus demselben Grunde wie oben verschwindet das letzte
ausgeschriebene Glied, welches (dx)? enthélt, und alle folgen-
den, die gar noch hdhere Potenzen von dz enthalten. Es
ist also

y+dy=a"+n-a""'dx.

Da
y==1,
so ist
dy=mn-2""1.dx
und
dy
—Z =n.gn—1
dx
oder
d(z") w1
ie = n X

Aus dieser allgemeinen Gleichung kénnen wir schon vieles
einzelne folgern.
Es ist z. B.

Wenn also
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so konnen wir schreiben

y==""
und es folgt
g_y = —pgx~"1
x
oder
n
- — i
Ist ferner
1
Y= oder =ux"2,
so ist
dy _ s 2
dr a8
Ferner ist
1
" = 1/;:,
also fiir
y ==
ist
dy 1 %—1
der =n
Wenn
y=V,
so ist
dy 11
de 2 2Vx
usw.
Die Anwendung der allgemeinen Formel %:Z =p-.g"!
x

fiir negative oder fiir gebrochene Werte von n bedarf noch
einer besonderen Begriindung, denn zur Ableitung der all-
gemeinen Formel benutzten wir den binomischen Lehrsatz,
und dieser ist in der elementaren Mathematik bisher nur
fiir ganze und positive Werte von »n entwickelt worden (S. 28).
Wir wollen an zwei Beispielen zeigen, dafl die direkte Ent-
wicklung des Differentialquotienten zu dem gleichen Resultat
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fithrt, wie ihn die verallgemeinerte Formel verlangen wiirde.
Z. B. Gegeben sei

R
y=—(=271,
dann ist
1
dy — -
yrdy x4+ dx’
dy — 1 i_w—x—dw
y—x—|—dx x 2+ axdx ’
dy 1
de 22+ axdx’

Das unendlich kleine Glied x dz kénnen wir als Summand
neben z? vernachldssigen, und es ergibt sich
dy 1 (
de a2
das gleiche Resultat wie es aus der Funktion y = 2~! mit
Hilfe der allgemeinen Formel sich ergeben wiirde.
Ferner sei gegeben

— —-x‘2) s

y =z
Dann ist
y3 = 22,

(y + dy)® = (= + da)?.

Durch Subtraktion der ersten von der ausmultiplizierten
zweiten Gleichung ergibt sich

3y2dy + 3y (dy)?® + (dy)® = 2z dx + (do)*.

Auf der linken Seite vernachldssigen wir das zweite und
dritte Glied, auf der rechten das zweite und erhalten

3y?dy =2xdx,
dy 2=z
der  3y?’

z . .
Setzen wir fiir y seinen Wert z° ein, so ist

2 2
ﬂz < =§x_%,

dx 3_x74?
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welches dasselbe Resultat ist, wie es die Anwendung der all-
gemeinen Formel verlangen wiirde. Diese Entwicklung ist
allgemein anwendbar und damit die Berechtigung erwiesen,
die allgemeine Formel von 8. 93 auch fiir negative und
gebrochene Werte von » zu benutzen.
b2. Es sei
y=a"+a,

wo a eine Konstante ist, so unterscheidet sich die Kurve von
der durch die Funktion

Fig. 67.

dargestellten nur dadurch, da8 sie um das Stiick a héher
liegt als die andere. Folglich ist die in dem beliebigen
Punkt A gelegte Tangente parallel mit der durch den senk-
recht dariiber gelegenen Punkt A4’ gelegten Tangente, und
X @ =¢’. Es ist daher der Differentialquotient in beiden
Fillen gleichgrof. Allgemein ist die Ableitung von

y="r(@
dieselbe wie die von
y=Ff@x)+a.
Also ist, wenn
y=z"+4a,
dy no1
H nx

usw.
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53. Differenzierung von e* und logx .

Es sei die Aufgabe gestellt, die Ableitung von logx zu
bilden. Es ist also

y = logx (1)
y + dy = log(x + da). (2)

Die Definition des Logarithmus ist folgende.
Wenn

und daher

=c,
80 ist
a
b =logc.

Wir bezeichnen a als die Basis des Logarithmus. Wir lassen
die Basis des Logarithmus in unserer Gleichung (1) und (2)
zunéchst unbestimmt.

Durch Subtraktion von (2) und (1) erhalten wir

dy = log(x + dx) — logx .

Dal
a
loga — logb = logg ,

so ist

dy = log et dw ,

dy = log(l + df) .

x

Also ist

dy 1 ( dw)

2 = —.logll +—].

dz  de 08 T x
Nun ist

¢-logh = logt®,

also

1
dy ( du\%
-2 =1 — .
dx og{l+ x)

Wir wollen nun die (in der Formel nicht unmittelbar

vorkommende) Grofle — mit n bezeichnen.

dx

Michaelis, Mathematik. 1
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Es ist dann

dx 1 1
—=— und —=—,
x n dx x
und .
2 o1+ )
%—logl—]—% ,
%—xlog 1+n . 1)

1 n
Es handelt sich nun zunédchst darum, den Wert (1 -+ —nw)

zu berechnen, wenn dz unendlich klein, also » unendlich
grof wird. Ist

n=1, so ist(1+—1—> = 2
n

n=2, so ist =2,22b
n=10 = 2,94
n= 100 = 2,705
n=1000 = 2,717
n=10000 =2,718.

Auf 3 Dezimalen berechnet, andert sich also der Wert
fast nicht mehr, wenn wir n = 1000 oder beliebig viel groBer

setzen, und es ist daher der N&herungswert von (1+i)n
fiir » = oo auf 3 Dezimalen = 2,718. "

Ebenso konnen wir, weiter fortfahrend, den Wert mit
jeder beliebigen Anndherung auf jede Zahl von Dezimal-
stellen genau berechnen und finden ihn z. B. auf 7 Dezi-
malen = 2,7182818. Wir nennen diese Zahl e. Wir definieren
sie durch die Formel

e = lim-(l —i—l)n,
n

n=:0oo
lim = Grenzwert, Limes, und lesen diese Formel

n
e = Grenzwert von (1 -+ l) , fir m =o00,
n

Wir wollen bei dieser Gelegenheit nicht versiumen, den
Begriff des Néherungswertes oder Grenzwertes noch
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einmal zu erldutern. Der Naherungswert eines Ausdrucks
ist nicht etwa eine Zahl, welche angendhert oder un-
gefahr ihm gleichkommt, sondern eine ganz bestimmte
GroBle, welche der Ausdruck unter einer bestimmten Be-
dingung erreicht. Diese Bedingung ist in der Regel die,
dafl eine Verdnderliche durch andauernde Verkleinerung
schlieflich = 0 wird, oder durch andauernde Vergré8erung
schliefilich = oo wird.

Es ist also

dy 1
P —i-loge .

Diese Formel nimmt nun eine besonders einfache Form
an, wenn wir es mit Logarithmen der Basis e selbst zu tun
haben. Dann ist

aQ
Nun ist allgemein loga =1, also ist
dy 1

de
Wir bezeichnen die Logarithmen mit der Basis e als
natiirliche Logarithmen und schreiben sie log. nat. oder In.

Ist also y =Inz, so ist

day _ 1
dx  x
oder
d(lnz) 1

de =z’
54. Es sei gegeben

y=e".
Gesucht ist ﬂ .

dx

Aus y = ¢® folgt x =Iny.
Es ist also dieselbe Beziehung wie im vorigen Paragraphen,
nur hat y die Bedeutung wie vorher x, und umgekehrt.

Es ist also
dx 1

dy y°
7*
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Folglich
dy
de Y
Also
dy .
de O
Wenn also
y=¢",
so ist auch
dy .
de= ¢

Diese Funktion ist die einzige, bei der die Ableitung gleich
der Funktion selbst ist. Sie heit die Exponentialfunk-

tion.
5. Die Zahl e wurde definiert als

1 n
e = lim(l —}—;) fir n = 00,
Sie kann aber auch definiert werden
1 1 1 1 ] .
e=1—|——1~!+§+§+ﬁ . .. ad infinitum.

Es bedeutet n! (gesprochen n Fakultit) das Produkt
1-2.3-4...n.

Der Zusammenhang dieser beiden Definitionen ergibt sich,
1 n
wenn man (1 —i——n~) nach dem binomischen Lehrsatz ent-

wickelt, worauf wir hier vorliufig nur hinweisen wollen (vgl.
dariiber S. 209).
Schlieflich kann e auch als ein unendlicher Kettenbruch

2
e=2+5yy

4+5
6 + 7

aufgefalt werden, was wir hier ohne Beweis nur erwihnen
wollen. Die Zahl e ist transzendent, d. h. ebensowenig wie
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die Zahl z durch irgendeine rationale Zahl mit absoluter
Genauigkeit darstellbar.

56. Der Differentialquotient der Exponentialfunktion e®
kann noch auf andere Weise abgeleitet werden, welche gleich-
zeitig eine gute Anschauung von dem Wesen dieser Funk-
tion gibt.

Es werde das Kapital von €' Mark zu p 9 jihrlichen Zinsen
verzinst und die Zinsen am Schlufl eines jeden Jahres dem
Kapital zugeschlagen. Dann betrigt das Kapital

P
h h 14+ -
nach 1 Jahr C’( + 100),

2
nach 2 Jahren 0(1 —|——1g;0) ,

z
nach x Jahren C’<1 +T€6) .

Nehmen wir nun an, dal bei gleichem Zinssatz, also p %,
auf das Jahr berechnet, die Zinsen schon alle halben
Jahre dem Kapital zugeschlagen werden, so betragt das
Kapital

p

nach 1/, Jahr C’(l +2_06) ,

htJahe (14 P )
nac ahr ( +W) ,

P 2%
h x Jah C (1 ——~) .
nach x Jahren + 500
Denken wir uns das Intervall, nach welchem die Zinsen
dem Kapital zugeschlagen werden, immer weiter verkiirzt,

also etwa auf 1 Sekunde = Jahr, welchen Bruch

1
1 31536000
wir - nennen wollen, so betragt das Kapital

é

s
nach 1 Jahr C’(l +8—%)> ,

S
nach 2 Jahren C’<1 —}—ﬁ) .
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Bezeichnen wir —o— mit g, so ist das Kapital y nach
100
x Jahren

_ 161:
v=oft+5)

1
und bezeichnen wir 1 mit P so da 0 =g¢q-n, so ist

0
1\n-q-2
-’I=C(l+;:)

2T

Hier ist also z, die Anzahl der Jahre, die unabhéngige
Variable und y, das nach z Jahren vorhandene Gesamt-
kapital, die abhéngige Variable. C, das Anfangskapital, ist
eine Konstante, ebenso ¢. Wenn wir nun die Zeit, nach
welcher die Zinsen dem Kapital zugeschlagen werden, immer
weiter verkiirzen, bis auf einen unendlich kleinen Wert, so

g S
E)
oder n gleich co. Der in eckiger Klammer stehende Aus-

1
ndhert sich d dem Wert oo, also wird - oder - gleich 0 und —3

{ 1\»
druck ist also =lim\1 —+ ;) fiir » = oo, ist also = e und

y=0C-et"7,

Nun fragen wir nach der Bedeutung von dy, d. i. der
Zuwachs des Kapitals nach einem sehr kurzen Zeitintervall.
Nach der Voraussetzung der Zinsrechnung entsteht das zur
Zeit x + dax vorhandene Kapital y + dy dadurch, da wir das
zur Zeit x vorhandene Kapital y mit (1 4- ¢-dx) multipli-
zieren. Hier bedeutet dz ein &ulerst kurzes Zeitintervall
und dy die demselben entsprechende Kapitalvermehrung.

Es ist also y+dy—=y(1+q-da)
=y+yq-da
oder
dy _
de 1Y

d. h. der Differentialquotient von y ist der Funktion y pro-
portional.
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Setzen wir fiir y seinen Wert C.ef” ein, so ist

d(C‘-eq”)_ @
Fram C-et®,
Fir C =1 ist
d(er®
(dx) "—"q.eqw,

wovon ein spezieller Fall der ist, da ¢ = 1, und dann ist

d (e”)
dx

=e*,

welches Resultat mit dem obigen iibereinstimmt.

In der Natur kommen nun héufig Félle vor, bei denen ein
gegebener Anfangswert sich nicht, wie bei der Verzinsung
eines Kapitals, stindig vermehrt, sondern stindig vermindert,
und bei denen die Art der Verminderung der Verzinsung
eines Kapitals analog ist. Z. B. in einer Rohrzuckerlésung,
welche nach Zusatz einer Siure mit der Zeit immer mehr
Rohrzucker verliert und dafiir Invertzucker bildet, oder bei
der Radiumemanation, welche spontan zerfillt. Die Menge
des Rohrzuckers vermindert sich also andauernd. Die in
einem sehr kleinen Zeitteilchen verschwindende Menge Rohr-
zucker ist nun stets ein gewisser Bruchteil der in diesem Augen-
blick tiberhaupt vorhandenen Rohrzuckermenge, und das ist das
Analoge mit der Verzinsung eines Kapitals, nur dal es sich
beim Kapital um eine stindige Vermehrung, beim Zucker
um eine stindige Verminderung handelt. Dieser Bruchteil,

welcher bei der Zinsrechnung mit 1—}8—6 oder ¢ bezeichnet
worden war, sei hier k£, und die zur Zeit =0, d. h. zu
Anfang des Versuchs vorhandene Zuckermenge sei ¢. Dann
ist nach Ablauf des Zeitteilchens d¢ eine Zuckermenge y,,
vorhanden, welche kleiner ist als @, und diese kann man
sich dadurch berechnen, dal man von a das k-fache der
GroBe a abzieht, pro Zeiteinheit gerechnet. Fiir die Zeit

dt gerechnet, mufl man also das k- d¢-fache von a abziehen:

Yu=0al1 —k-di).
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1 ) )
Wir wollen uns unter d¢ einmal ——— Minute vorstellen.

Dann ist also die Zuckermenge 1000

h ! Minut = (1 1 lc)

nach <055 Minute =aq 1000 R

2 ) 1 )2

nach 1000 Minute =a (1 1000 k),

1000 . 1 )1000
nach 1000 oder 1 Minute =q (1 1000 -k
] 1000.¢

nach ¢ Minuten =a (1 1000 k)

oder allgemein ausgedriickt:
Nach der Zeiteinheit (einer Minute) ist die Zuckermenge v,
1
Y =a(l — kdy)?
und allgemein fiir die Zeit ¢ ist die Zuckermenge y
12
y=a-(1— kd)
14
Der Ausdruck (1 — kd#)%® ist wiederum Grenzwert einer
bestimmten Funktion

.5
(1——%) fir § = ~.

1 .
wobel dt durch - ersetzt ist.

0

Bezeichnen wir — mit —, also ¢ mit k-n, so ist dieser
0 n
Ausdruck
1\n Tkt
n

n
fir n =oc0c. Wenn man lim (1 — %) fir » = oo berechnet,
so findet man, dafl abgerundet 0,368, d.i. = " oder e~ ! heraus-

kommt. Die Ursache dafiir werden wir erst viel spiter ver-
stehen (8.209), hier sei es einfach als Resultat der Rechnung hin-
gestellt. Man iiberzeuge sich von der Richtigkeit, indem man
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fir n nacheinander immer gréBere Werte einsetzt, und den
Wert des Ausdrucks ausrechnet. Dieser ist fir

n =2 0,250
n=3 0,296
n=>5 0,328

n =10 0,349
n = 100 0,358
n = 1000 0,368.

Demnach ist die Zuckermenge y zur Zeit ¢
y=a-e-*t,

wo also a die Zuckermenge zur Zeit ¢t =0, zu Beginn des
Versuchs, darstellt.

57. Wir wollen nun auch fiir diese Funktion den Diffe-
rentialquotienten entwickeln. Zunédchst erkennen wir, daB
Z% negativ sein muf. Oder auch y 4 dy muB kleiner sein
als y. Denn die Zuckermenge y nimmt mit zunehmender
Zeit ab. Im iibrigen aber ist die Betrachtung dieselbe wie
bei der Zinseszinsrechnung. Die Zuckermenge y -+ dy entsteht
aus der Zuckermenge y dadurch, dal man diese Menge y
pro Zeiteinheit um einen bestimmten Bruchteil von y, nim-
lich um y-%, vermindert, also fir die Zeit dt um y-%- d¢
vermindert. Es ist also

y+dy=y—y-kdt

oder
dy
a~ kv
dy _ . —kt
at = k-ae .

d
Es ist also der Differentialquotient —d% wiederum der Funk-

tion y proportional, und fiir den Fall, daBl £ = 1, der Funk-
tion mit verkehrtem Vorzeichen gleich.

58. Man kann natiirlich auch umgekehrt, als wir es vorher
getan hatten, aus dieser Exponentialfunktion den Differential-
quotienten des natiirlichen Logarithmus berechnen:
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Gegeben sei
% =lnv,

d. h. nach der Definition

v=e".
Folglich ist auch
ﬂ ==
du
und
du . i
dv v’

dasselbe Resultat wie oben.

59. Differenzierung der trigonometrischen Funktionen.
d
Es sei y = sinz, gesucht % .

y = sinx
y + dy = sin(x -} dx)
dy = sin{z 4+ dx) — sinz .

Nun ist
sina — sinf = 2 cos &t h -sina_ﬁ .
2 2
Also
dy:?cosx_l—dx_}-x-sinw_i_dx‘x
2 2
und
& sin d
dy__2cos2x+dx 2
dx 2 dz
A Nun ist der Sinus eines sehr
kleinen Winkels angeniihert gleich
dem Winkel selbst.
Das ergibt sich aus folgender
c 7, 7, 8 Betrachtung. Nach der oben gege-
Fig. 68. benen Definition ist der Sinus des

Winkels A4,CB = A,D,, und der
Winkel selbst gleich dem Kreisbogen 4, B. Bei dem kleineren
Winkel 4,CB ist der Winkel — m4,B, der Sinus — A4;D,.
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Der Kreisbogen unterscheidet sich vom zugehorigen Sinus
in seiner Linge schon viel weniger als bei dem groBeren
Winkel. Je kleiner ein Winkel ist, um so mehr niéhert sich
der Kreisbogen dem Sinus in seiner Gréfe, bei unendlich
kleinen Winkeln verschwindet der Unterschied zwischen
Kreisbogen und Sinus.

Folgende kleine Tabelle zeigt, wie sich das Verhéltnis
von sinz zu # der 1 immer mehr ndhert, je kleiner x wird:

i J
n=
e 0 o
x 1,58 o
2
sinl 0,841...
= =0,841...,
1 1
sin0,1 0,0998
01— o1 0,998 ...,
sin 0,01 0,0099998
001 = 0.01 = 0,99998 ...
Also ist
. dx - dzx
Sln'—? = B N
und

dy=2 2x+dx 1

dz T2 2

Nun kann man noch dxz neben 22z als Summand ver-
nachlédssigen, und es ist

dy
ﬁ = COSX .
Durch ahnliche Uberlegung findet sich, wenn
y = cosx,
so ist .
y + dy = cos(x + dx),
dy _ cos(x + dx) — cosx
dr dx '
Da
Lutv L u—w
cosu — cosv = —28in . sin ,

2 2
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so ist . xef+dertx . xt+de—x
— 2 .8in - 8in
d_y _ 2 2
de dx
Hier kann wieder bei dem ersten Sinusausdruck dz als

Summand neben 2z vernachlissigt werden, und der zweite

dx . .
Sinusausdruck, sin-_ -, kann, fiir unendlich kleine Werte von

2
dx, = %ﬁ gesetzt werden, so daf
dy .
—_— = —SINJx .
dx *

60. Differenzierung der zyklometrischen Funktionen.

Wenn a = sinb, so konnen wir dafiir umgekehrt schreiben
b = arcsina (sprich: ,arcus sinus von ), d. h. b ist derjenige
Kreisbogen, dessen zugehoriger Sinus = a ist.

Wir wollen nun die Funktion

y = arcsinx

differenzieren.
Aus der Definition folgt:
x = siny ,
also ist du
Ty = cosy .
Da .
cos?y + sin’y =1,
so ist
cosy =J1 — sin?y
und

=T sy = i,

folglich ist

@ B 1
dx 1/1vj9;‘2 )
Auf genau die gleiche Weise ldft sich erweisen, daB, wenn
dy 1
Yy = arccosx , —— = ———
dx 1 — a?

ist; d(arcsinx) ist daher gleich d(arccosz), nur mit vertauschtem
Vorzeichen. Uber Differenzierung von arctgz s. S. 116.
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61. Differenzieren von Summen und Produkten,

Bisher haben wir gelernt, Funktionen von dem allgemeinen
Typus
y=1I@

zu differenzieren, wo f(x) nur die Variable z, und zwar
nur einmal enthielt. Konstante GroBen kamen daneben als
Summanden oder Faktoren nicht vor. Das Resultat der
Differenzierung konnten wir mit dem allgemeinen schema-
tischen Ausdruck schreiben:

dy
Es sei nun
y=1@)+a.

DasResultat der Differenzierung kennen wir schon (vgl.S.96):

dif@) +a] _ df(@)
dx dx
oder: eine konstante Grofle, die nebe nder Variablen
als Summand (oder Subtrahend) steht, wird beim
Differenzieren nicht berilicksichtigt.
Z. B.

d@* +a) d(lnz + a) 1
_ =2x; _ L =
dx dx x

usw.
Eine konstante GroBle kann aber auch als Faktor neben
der Variablen stehen, also:

y=b-f).
Stellt die Kurve 4B (Fig. 69) eine Funktion
u = flz)

dar, so ist die Kurve 4B’ derart gewéhlt, dal

u — b f(a)
ist, und zwar hat in der Zeichnung b der Anschaulichkeit
halber den Wert 2. Es ist also jede beliebige Ordinate der
Kurve AB’, also z. B. CE, zweimal so grol wie die be-

treffende Ordinate der Kurve AB, also wie CD. Lassen
wir nun AC = » um das sehr kleine Stiick CC,; wachsen, so
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D,D
ist fiir die Kurve 4B der Differentialquotient = ]_)2 Dl ; und
EE 1
fir die Kurve 4B’ ist derselbe = ——* . Danun EE, = DD,,

E\E
so verhalten sich die beiden Differentialquotienten wie
E,E,: D,D;. Da nun

CD,:CE,=CD:CE oder =1:2
g (allgemein =1:0) ist,
so mufl auch
£ DD, :EE,
wie 1:2 sein, sonst
konnte nicht

£
4 —F 0,D, : C,E,
4

auch =1:2 sgein,

was ja unsere Voraus-

setzung war. Da nun

4 cc DD, und K\ E,, wie

Fig. 69. wir eben sahen, sich

zueinander wie unsere

gesuchten Differentialquotienten verhalten, so ist der Diffe-

rentialquotient der Kurve 4B’ im Punkte £ doppelt so gro8

(allgemein bmal so groB) als der Differentialquotient der
Kurve 4B in dem entsprechenden Punkte D. Oder

gy du
de  dz’

Diese Entwicklung gilt natiirlich ganz allgemein, und es
ist, wenn allgemein

y=>bu,

wo u irgendeine Funktion von z ist,
dy b du

dx dx’

Daraus folgt die Regel: Ein Produkt aus einer Konstanten
und einer variablen GroBe wird differenziert, indem man
nur die variable Grofe differenziert und sie mit dem kon-
stanten Faktor multipliziert.
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Beispiel: War nach Fritherem, wenn y = %,

dy

29 _ 9

dx v
so ist jetzt, wenn y = ax?,

dy

Y9 9

dx ax

62. Es kann aber eine GréBe in doppelter oder mehr-

facher Weise von einer unabhingigen Variablen abhingig sein,
z. B.

) aut bt (1)
oder y—az -+ Inz 2)
oder y =2 lnx 3)
oder 'y = zsinz + 2? - cosx . (4)

Wir haben da zunéchst zwei Falle zu unterscheiden. Ent-
weder es sind mehrere Glieder vorhanden, und jedes enthalt
die Variable z nur einmal, wie in Beispiel (1) und (2), oder
es ist nur ein Glied vorhanden, welches zwei verschiedene
Funktionen von z als Produkt enthilt, wie in Beispiel (3),
oder beide Fille sind kombiniert, wie in Beispiel (4).

Erster Fall.

y=u-+v, wo wu=f(x) und v=fi(z),
wo w und v also zwei verschiedene Funktionen von z dar-
stellen [Beispiel (1) und (2))].
Est ist dann
y+dy=u-+du+tv+do

Y = U + v
folglich dy = du + dv
und dy du  dv
de  dx ' dx’

Man differenziere also erst 4 nach z, dann » nach z, und
addiere beide Differentialquotienten. Das Resultat des Bei-
spiels (1) ist daher:

dy

it A 2
p at2bx,
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des Beispiels (2):
dy 1
aw Tt
63. Zweiter Fall.
y=uv, wo u=f@), v=Ff().

Dann ist

y+dy = (u+ dw)- (v + dv)
und durch Subtraktion ergibt sich
dy=wu-dv+v-du+ du-dv.

Das kann man sich graphisch dar-

"Z{ ; 0 stellen, indem man das Produkt uv
als ein Rechteck mit den Seiten u
N und v zeichnet. Der Inhalt dieses
Rechteckes, uv, ist dann = y. Nun
denke man sich y um ein sehrkleines

A v 82, Stick vergréBert, indem sowohl « um
das Stiick du als auch » um das

Fig. 70.
® Stiick dv wichst. Dann ist
dy=|__|DFEB-+|__|JCDH+|_|HGFD
oder
dy =udv+vdu + du-dv
und
dy dv du dv
a—;—u-%—}—v-a—x—l—du-%.
dv

i und fTu sind gewo6hnliche Differentialquotienten und haben
x x

einen endlichen Wert. Das dritte Glied enthilt aber als
Faktor dazu noch das unendlich kleine du. Daher ist du %
eine unendlich kleine Gréfie, welche neben den beiden end-
lichen Gliedern vernachlissigt werden kann. Es ist also, wenn
y = U,

Yy _ . 2v e
de ~  dx dax
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64. Beispiel: Oben war schon das Beispiel (3) gegeben:

y=2a Inx.

Wir setzen
u=2x, v=Inx;

dann ist

du 9 dv 1

dx v de =z’
also, da ja

y=uv,
so ist
dy du

dv
FZR TR

oder unter Einsetzung der Werte fiir « und »:

dy s 1
Gs=7 -;+(lnw)-2x—w+ 2zlnz=x(1 + 2Ina)
oder das Beispiel:

y =z -sinz,

dann ist
dy .
—— = Z-+C0SZ -} slnx .
dx
Der dritte Fall erledigt sich jetzt von selbst.
Es sei

y = z-sinxg — 2% + a-cosx .
Man differenziere die einzelnen Summanden nacheinander,
und man erhilt

d . .
2y _ x cosx + sinx — 2x — a-sinx .

dx

65. Die Einfiihrung neuer Variabler.

Jetzt gibt es nur noch einen Fall, der beim Differen-
zieren Schwierigkeiten machen kann. Es sei

y=In(a —2z).

Wir sehen sofort, daf wir mit den bisherigen Regeln y
nicht nach x differenzieren koénnen. Hatten wir die Auf-
gabe, es nicht nach z, sondern nach (¢ — x) zu differenzieren,
so ginge das sofort. Wir tun das deshalb zunéchst und
fiihren statt der vorgeschriebenen Variablen z die

Michaelis, Mathematik. 8
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uns angenehmere neue Variable a — 2 ein, die wir »

nennen wollen. Dann ist
dy 1

Nun miissen wir aber wieder Beziehung zu x bekommen.

Es war
du

=1 = —dzx.
P oder du dx

Uy=a—2a, also
Setzen wir also in (1) statt du den Wert —dz, und auch
fiir u gleich seinen richtigen Wert, so ist

dy_ 1

dx  a—z
Wir konnen also allgemein schreiben:
dy _dy ) du
dx du dx
und ebenso, unter Einfithrung noch einer neuen Variablen,
ay _ay au av

de du dv dx’
Dies benutzen wir z. B. in folgender Aufgabe:

y=In(a — 2% .
Nun ist
_olg/‘_dln(a—xz) d(e—2?) d(?)
de  d(a— 2 d@) = d=
1 2x
_‘__(a—xz).(_l)-sz_a_xz.

Hier haben wir zweimal hintereinander von der Einfiihrung
einer neuen Variablen Gebrauch gemacht.

66. Ein besonderer Fall, in dessen Losung gleichzeitig
die Regeln § 62 und § 65 notwendig sind, ist die Differenzierung
der Funktion

u
y= 2’
wo % und v je eine Funktion von z sind. Wir setzen %: w

und haben dann
y=u-w,
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und
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also
dy dw du
P PR PR P
Setzen wir fiir w seinen Wert ein, so ist
1
dy — d(?)) 1 du
dx dx v dz
Nun ist . .
d(?) . d(?) dv . 1 dv
dz  dv dx ¥ dz’
Also
dy  uw dv 1 du
dz @ dx v dz’

Der Symmetrie halber multiplizieren wir das zweite Glied

v . .
mit P und bringen auf gleichen Nenner, so ist

dv du
dy Tt T
F e
wo wir das positive Glied noch besser voranstellen. So er-
halten wir also:

Wenn w
y - ? 5
so ist
v du w dv
dy — dx dx
dx ~— v2 )
67. Z. B. Es sei
y=tge II. y=ctgz.
. sinx __cosx
y= cosx y= sinx
dy  cosa? 4 sinx? 1 dy _ _ sing®+cosa® 1
dx  cosiz = Ccostx dx sin2x sin?z

8*
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Wir benutzen diese Gelegenheit zur Vervollstdndigung
des § 60.

Die Umkehrung der Tangentenfunktion ist der arctg. Es
sei y = arctgz. Dann ist nach der vorangehenden Entwick-

dx 1 ., dy
— her — = ——, folgl —= = 2y.
lung x = tgy und (ia er iy~ cosly’ olglich gz = COS™
Nun ist cos?y = ————, was man einsieht, indem man in
1+ tg?y sin

y einsetzt. Ferner

die letzte Formel fiir tgy seinen Wert cos

ist nach der Voraussetzung tgy = x, so dafl schliefflich folgt:
Wenn y = arctgx , so ist
dy 1
de 1 +a?’
Man leite auf die gleiche Weise folgendes ab:
Wenn y = arcetgz, so ist
dy 1
dr 1422
68. Nunmehr sind wir in den Stand gesetzt, jede be-
liebige Funktion zu differenzieren. Es kann manch-
mal Miihe machen, komplizierte Differenzierungen durch-
zurechnen, aber stets ist das Differenzieren eine Aufgabe,
die sich mit Hilfe der bisher gegebenen Regeln glatt 16sen
lat. Es sei nun an einem Beispiel der ganze Gang einer
etwas komplizierten Differenzierungsaufgabe noch einmal er-
lautert. y=ax -+ ba?ln(@®— 1).
Wir setzen

u=ax
v=>ba?ln(2® —1).

Dann ist unsere Aufgabe, 4y zu berechnen, zunichst da-
durch geldst, dal wir setzen
dy du dv
de " de tda @
Nunmehr gehen wir an die Auswertung der einzelnen

Glieder. Die erste Aufgabe ist, —gl zu berechnen.
x

U=azw,
also
du

—dIZ(l. (2)
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Jetzt berechnen wir ——.
dx
v==>0-22-In(x? — 1).

Da dieser Ausdruck selbst zusammengesetzt ist, so zerlegen
wir ihn wiederum in Partialfunktionen, und zwar

w = ba?
z=In@? —1).
Also ist
V=w-2
und
dv dw dz
T T ae @)

dw ist leicht zu berechnen:

dx
dw
—d;;_ = 2bx.

Tji ist nicht ohne weiteres iiberblickbar.

x

daB hinter dem Logarithmuszeichen nicht einfach x, sondern

eine Funktion von x steht. Wir fithren deshalb diese Funk-
Dann ist

Das liegt daran,

tion von z als neue Variable ein.
dz _dln@—1) d@*—-1) 1 .
de  d{x?—1) dx 22— 1
Jetzt haben wir alle notigen Werte, um die Gleichung (3)
Es ist jetzt

2x.

auszufiillen.
dv 2bad
Sk, . 2 _
e 2bx-In(x 1)+x2——1' 4)
Und jetzt konnen wir auch die Gleichung (1) ausfiillen:
dy. 9 2ba®
%--—a—i—f%bxdn(x 1)+x2_1.
69. Das Differential.
dy

Bisher stellten wir uns stets die Aufgabe, den Wert i
x

zu bestimmen. Und in der Tat hat ja weder dy, noch dx
an sich eine endliche und dem Verstindnis zugéngliche Be-
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deutung, sondern nur das Verhdltnis beider. Wir schrieben
friither z. B.

dy
Y . 1
dr = 1)
Statt dessen konnen wir aber auch schreiben
dy =a-dx. (2)

Hier haben wir die an sich bedeutungslosen Ausdriicke dy
und dz. Diese gewinnen aber sofort dadurch ihre gewohnte
Bedeutung, wenn wir auch in der Gleichung (2), wie bisher
stets in (1), unter dy nicht einen irgendwie beliebigen, sehr
kleinen Zuwachs von y verstehen, sondern denjenigen (sehr
kleinen) Zuwachs von y, welcher dem Zuwachs von z, also
dx, entspricht. Die letztere Schreibweise wurde auch im
Vorangehenden schon gelegentlich angewendet, es soll aber
hier auf ihre Bedeutung noch besonders hingewiesen werden.
Sie hat einen erheblichen Vorteil bei der Differenzierung der
sog. unentwickelten Funktionen, zu deren Verstidndnis
wir durch folgende Betrachtungen allméhlich gelangen wollen.

Zunichst wollen wir in dieser Schreibweise eine kleine
Ubersichtstabelle iiber die bisher entwickelten Regeln der
Differentialrechnung geben:

Ubersichtstabelle.

") — p . gt 1.
@) =n-a'"l-dz, d(nz) — = - da,
d(sinz) = cosz - dx, x
d(cosz) = —sinz - dz, d(e®) = e - dux,
d(ef?) =p-e* o dw
d(tga) = cos?x ’ =
d@-z) =a-dz,
dx
d(ctgz) = ez’ d(a + z) = dz,
1 d(a — x) = —dx,
d i = —::"—'d N
(arcsinz) N x dur) = udv + vdu
1 u vedu — u-do
d(arctge) =——— uy_v-oau—u-av
(arctgz) 11 a2 da, d(v) - .

70. Haben wir die Aufgabe, die Gleichung
y =24 Inz
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zu differenzieren, so kénnen wir jetzt ganz einfach von jedem
einzelnen Summanden das Differential bilden und direkt
schreiben:

dy:dz—l—%-dx:(l—{—%)dx.

Das konnen wir aber auch, wenn eine solche Gleichung
nicht in der gewohnten Form, nach y aufgeldst, geschrieben
ist, sondern eine unentwickelte Funktion darstellt, z. B.

Y+ ry=131x2—Inx.

Wir differenzieren, indem wir von jedem Glied das Diffe-

rential bilden, ohne vorher die Gleichung aufzulosen:
1
2ydy+zdy—{-ydx=zdw—;dx
und kénnen nunmehr, wo es verlangt wird, aus dieser Diffe-
rentialgleichung durch einfache Rechnung, wie man eine
d S .

Gleichung 16st, TZ ausrechnen. Dies ist in der Regel die

bequemste Form der Differenzierung.
Also in unserem Fall:

1
dy(2y+x)=dfv(~y+ x—;>,

1
dy T 2z Y
dx 2 y+x
Zwei weitere Beispiele:
1. Beispiel 2-siny + y-sinz — a,
x-cosy-dy + sinydx 4+ ycosxdx + sinady =0,
dy(x-cosy + siny) = —dz(siny + y-cosz),
dy siny + y - cosx
dz  siny f z-cosy
2. Beispiel

y=zlnx—x,
dy =x-%-dx+ (Inz)-dx — dx,
dy = dx(1 — 1) + (Inz)-dx,

dy = dz-Inx oder  —= - =Inzx.
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71. Hiufig ist es eine Vereinfachung der Differenzierung
unentwickelter Funktionen, wenn man die Gleichung zuerst
logarithmiert. Ist z. B. gegeben

Yy=u-v,
so folgt daraus
Iny =Inu + Inv,

wo # und v Funktionen von z sind, und wenn man jetzt
differenziert, so folgt

1dy 1 du 1 dv
y de  w dx ' v dx’

oder
dy _y 4wy dv
dx  u dx v dx’
dy du dv
Az =" dn T dm

welches Resultat oben auf andere Weise schon abgeleitet
wurde.

Ist -
=xVa+x,
so folgt
Iny =Inz 4 }1In(a + 2),
1 dy 1 1
= g,
y do  z  2(a—+ 2)
_2a+4 3=
 2x(a+ )’
dy _x(a+3x)fatz 2a+ 3z
dx 2z(e + x) 2Ya + = )
72. Ubungsbeispiele.
Zu differenzieren: Lésung: ﬂ:
dx
y=5bx 4+ 422+ 33, 54 8x+ 9a2;
y=z+ 12"+ §a?, 1+a+a?;

y=1+4x+ 2?2, 1+4+2z;
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— z a .
Y=a+a (@ + )2’
oz a
M, (@ —2)2°
_atz 2a .
Y= a (@ — )2’
_a—=x 2a
Y=tz T latar’
y:—l—-lnx, 1—Inz

x x2
y==z-lnx, 14 lnz;
y=zlnx —z, Inz;
y:ex+e—x’ e — e %
y = In(sinx) , ctgx ;
y = In(cosz) , —tgx;
y=1312?+Inzx, x—}—;lc--;

a k
kalna—x’ a—z’
y = asinz + bsin2zx a-cosx +2b-cos2x
+ ¢-sin3x, +3c¢c-cos3zx;

o+ bz bc—ayg
ECEYTA c+gor’

a + ba? 2z(bc—ag)
= otger tygae
a-+b-e” 2ab.¢"
Y= b.e’ (@ —be?)?’
oPe ap-e?
y=a__epz’ (a_epz)2‘

73. Die hoheren Differentialquotienten.

d
Wenn y = f(x), so ist auch 7?915_ oder y’ eine Funktion

von z, wir nannten sie als solche f’(xr) oder die Ableitung
von x.
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Wir kénnen nun auch den Differentialquotienten dieser
Funktion nach z bilden. Wir nennen ihn y” oder = f”"(z).
Es ist der ,zweite Differentialquotient, und er wird als

d? .
dz . Ebenso kann man von diesem
X

3

solcher geschrieben:

wiederum einen dritten Differentialquotienten ;lzyg bilden
und so fort.
Es ist also
()
d?y dz
da? dx
und
d?y
da? ~  dz

Beispiel. Es sei
y=x+x*+23Fa24+ax+1,
go ist

dy

dx

d?y

dx?

ddy

dx?

dty

dxt

ddy

pr

dby

dxb

= bat } 4234 322+ 22+ 1,

= 2023+ 1222 4 62 + 2,

= 6022+ 24z + 6,

=120z + 24,

- =120,

Bei jeder rationalen algebraischen Funktion sind
die Differentialquotienten ,h6herer Ordnung“ = 0, und zwar
sind bei einer Funktion n-ten Grades vom (n + 1)ten Dif-
ferentialquotient an alle = 0.

Bei irrationalen und transzendenten Funktionen ist das
nicht der Fall. Z. B.
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y = sinw ,
% = COSZ,
Z;‘z = —sinx,
Zi‘z = —cosx ,
;l;Z =sgsinx =y,

Ly _dy

123

Es tritt also eine Periodizitit der Differentialquotienten

.=e"

Fiir y = logx ist

auf. Ahnlich ist es mit y = cosz.
Bei y— e
ist ]
dy _ Py _ Dy
der  dax®  dad
Bei y—e-*
ist
dy d¥y  dy
dx  dx3  dad
und @y ay
Y= der = dut
Fir y = eP® ist
g_y_ i pepx s
x
42
dx:'; =p*er,
In
j z = p"-e!?, denn
x
z P
der = der”  d(pa) = p eP? usw. Daher:
dx px dx
P 1 deP®
p dx

dy

1

de z’

d?y

da?

d3y

de?

d“_y‘

dat

dby

-5
2

3
2.

1

’

’

3
z
2.3-4

3

dzb

usw.

xd
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74. Maximum- und Minimumrechnung.

Der Differentialquotient dndert bei einer jeden Kurve,
auBler bei einer Geraden, von Punkt zu Punkt seinen Wert.
Erreicht eine Kurve irgendwo ein Maximum, so ist in diesem
Punkt der Wert des Differentialquotienten = 0. Denn die
an die Kurve in diesem Punkte gelegte Tangente lduft unter
allen Umstdinden parallel zur z-Achse, schlieBt also den
Winkel 0 mit ihr ein, und tg0%= 0. FEbenso ist es bei
einem Minimumpunkt.

TN

Fig. 7L

Vil

Umgekehrt konnen wir die Lage eines Maximums oder
Minimums daraus berechnen, da wir den Differential-
quotienten gleich 0 setzen. Es sei z. B.

y=ax?t+bxr+c,

% =2ax+ 0.
Aus dem eben Gesagten ergibt sich, daB y einen Maximum-

oder Minimumwert hat, wenn

so ist

2ax +b=0
oder wenn
b
T 2a°

Oder es sei
y = sinx .

Dann ist
Z—Z = CcOSZ.

Maximum oder Minimum von y ist, wenn

cosx = 0
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mit anderen Worten, wenn

P
-z,

Oder es sei 5
y=x*—22—=x,
dann ist
B o
dx )
Ist dieses = 0, so ist

1

xy=1; ry=——

3

die Maximum- bzw. Minimumbedingung. Es gibt also hier

zwei Werte von z, die ein Maximum bzw. Minimum darstellen.
76. Die Entscheidung, ob ein Maximum oder Minimum

vorliegt, ist hier noch offen gelassen. Um hier weiter zu

kommen, iiberlegen wir folgendes:

A

G A

Fig. 72.

Im Punkt 4 habe die Kurve ein Maximum. Die Tangente
der Kurve geht hier parallel zur Abszisse. Betrachten wir einen
Punkt der Kurve vor A, also etwa B, so hat die Tangente
in B eine solche Lage, dafl sie den spitzen Winkel 7 mit der
z-Achse bildet. Der Differentialquotient ist also positiv.
Dagegen bildet die an den Punkt C gelegte Tangente, jen-
seits des Punktes 4, den stumpfen Winkel 2, der Differential-
quotient ist also negativ. Denken wir uns also die Ableitung
von z als Funktion von x dargestellt, so ist sie vor 4 positiv,
bei A =0, hinter A negativ. Die Ableitung nimmt also
stindig ab, d. h. der Differentialquotient der Ableitung, d. h.
der zweite Differentialquotient von z, ist im Punkt 4 negativ.
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Dagegen schneidet, wenn wir von dem Minimumpunkt
unserer Figur ausgehen, die Tangente in dem vor demselben
gelegenen Punkte D die z-Achse stumpfwinklig, unter dem
Winkel 3, in dem hinter dem Minimumpunkte gelegenen
Punkte E spitzwinklig, unter dem Winkel 4. Die Ableitung
ist also vor dem Minimum <0, im Minimum selbst = 0,
hinter dem Minimum >0, d. h. der zweite Differentialquotient
ist im Minimumpunkt positiv.

Um also zu entscheiden, ob der Nullwert der ersten Ab-
leitung einem Maximum oder einem Minimum entspricht,
bilde man die zweite Ableitung und setze den Wert von =z,
welcher der Maximum- bzw. Minimumbedingung entspricht,
in diese zweite Ableitung ein. Ist der Wert der zweiten Ab-
leitung dann positiv, handelt es sich um ein Minimum, ist
er negativ, um ein Maximum.

[Anmerkung. Es gibt Fille, in denen die soeben gegebenen
Kriterien des Maximums oder Minimums nicht geniigen. Ein
allgemein sicheres Kriterium fiir ein Maximum ist, da8 der
Differentialquotient gleich Null ist, dal er ferner unmittelbar
vorher positiv, unmittelbar nachher negativ ist. Das
ergibt sich durch Betrachtung von Fig. 72. Ein allgemein
sicheres Kriterium fiir ein Minimum ist, daB der Differential-
quotient gleich Null ist, dal er ferner unmittelbar vorher
negativ, unmittelbar nachher positiv ist. Im Maximum oder
Minimum muB daher der Differentialquotient sein Vor-
zeichen wechseln. Ist das nicht der Fall, so bedeutet das
Verschwinden des Differentialquotienten allein noch kein
Maximum oder Minimum, sondern nur, da8 die Kurve einen
Augenblick parallel zur Abszisse verlduft. Man zeichne sich
die Funktion y = 2® auf. RSetzen wir den Differentialquo-
tienten 32?2 = 0, so koénnte man geneigt sein, fiir x = 0 ein
Maximum oder Minimum anzunehmen, wihrend das doch
nicht der Fall ist. Die Ursache dafiir ist, daB der Differential-
quotient in diesem Punkt sein Vorzeichen nicht wechselt.]

76. Beispiel 1. Wo liegt das Maximum bzw. Minimum fiir

y=2xa%—zx.
Wir bilden die erste Ableitung
dy

el AN, PV
iz r—1
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und setzen diese = 0:
22 —1=0,

d. h. x = }. Dies ist die Maximum- bzw. Minimumbedingung.
Um zu entscheiden, ob Maximum oder Minimum, bilden wir
die 2. Ableitung

d*y

da?
und finden sie positiv.
Es ist also bei x =1
ein Minimum. (Siehe

Fig. 73).
Wenn z = §, ist = - T~_" 3
— (1)1
y (2)1 2’ Fig. 73.
Y= —1r>

— 1 ist also der Minimumwert, unter den y nicht herunter-

gehen kann. Machen wir eine Stichprobe.

Firx=—2 ist y= 6
x=—1 ist y= 2
x=—3 ist y= %
r= 0 ist y= 0
x=+4% ist y=—4%
x=-4+1 ist y= 0
x=-+2 ist y= 2.
Beispiel 2.
y=a—@ o, PY gy 2.
dy o . . dx?
%-3x —2x+1=0, Setzen wir den Wert 2, = 1
2 — 3z +1=0, ein, so Wdizd
e= 1+ T =T
r=1%1+%, z; =1 ist also ein Minimum.
z=1; z3=—1%, Setzen wir den Wert z = — 1
ein, so ist
d?y .
da? -

| @, = —1 ist also ein Maximum.
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Aufgabe: Ein Rechteck, dessen Umfang 2s gegeben ist,
so zu konstruieren, dal der Flacheninhalt moglichst groB ist.

Der Inhalt des Rechtecks sei J, die Seiten des Rechtecks
z und y.

J=xy.
Da
y=s8—zu,
so ist
J=zx(s—2x),
J=x8 — 22,
aJ
2 —s—2x,
I s z
Maximumbedingung:
s —2x=0,
s
x _— E .
D. h. z = y; das Rechteck ist also das Quadrat mit der
.. 8
te —.
Seite 3

Aufgabe: Ein Rechteck, dessen Inhalt = a? gegeben, so
zu konstruieren, dal der Umfang 2s= 2z 4 2y moglichst
klein wird.
a®=zxy =z(s — ),
a’?=xs —x%,

@+ 2

§ = s

x

a?
§= —+uw,
x

ds  a? 11
de a? ’
Minimumbedingung:
a® = 2?2,
r=a,
also auch
y=a,

d. h. das Rechteck ist das Quadrat mit der Seite a.
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Aufgabe: Das Ionenminimum des Wassers. Bei welcher
Aziditdt bildet die Summe der Ionen des Wassers, H und
OH’, in der Volumeinheit des Wassers ein Minimum?

Sei z die Konzentration der H'-Ionen, y die der OH'-
Ionen, so gilt das Gesetz:

r-y=ky,

k,, ist die Dissoziationskonstante des Wassers (bei 25¢ = 10~14).
Gesucht ist also die Minimumbedingung fiir die Funktion
x + y, die wir mit » bezeichnen wollen.
Aus der Voraussetzung folgt, daB y = — ist.
Also ist ¥
u=z+ .
x
Wir konnen also w als eine Funktion von « darstellen.
Differenzieren wir % nach x, so ist
dl =1 — Ky
dx x?
Setzen wir dies gleich Null, so haben wir die Bedingung
fir das Maximum oder Minimum von wu:

ky,
1 - ;2— = 0 .
Daraus folgt
2=k,
oder -
z =k, . 1)

Wollen wir erfahren, ob dies ein Maximum oder ein Minimum
darstellt, so differenzieren wir noch einmal

a2y 2k,
da? 23

Dieses hat unter allen Umstinden einen positiven Wert, also
ist Gleichung (1) die Minimumbedingung. Wenn aber
x = Yk, ist, so folgt aus der Voraussetzung, daB auch y = m
ist. Die Ionen des Wassers sind also ein Minimum, wenn
die Konzentration der Wasserstoffionen gleich der der Hy-
droxylionen ist, also bei neutraler Reaktion.

Michaelis, Mathematik. 9
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Beispiel: Das Ionenminimum eines amphoteren Elektrolyten.
Bei welcher H-Ionenkonzentration ist die Ionenmenge einer
Aminosaure am geringsten im Verhéltnis zum nicht dissozi-
ierten Anteil der Aminosaure?

Die Aminosdure A dissoziiert erstens in

A"+ OH’,
zweitens in
A+ H.
Daraus folgt nach dem Massenwirkungsgesetz
ky-[A] = [AT]-[OH],
ko - [A] = [A7]- [HT].
k, bedeutet die Dissoziationskonstante der Aminoséure als
Base, k, diejenige als Saure. Daraus folgt

q_ k- [A] N ka-[A]
[A]=TbOH_'] und [A]—_W.
Das gesuchte Verhiltnis ist
[AT+[AT
LY

es werde als u bezeichnet.
Setzen wir die Werte fiir [A'] und [A’] ein, so ist
ky-[A] | ko [A]
_[om] T HT

k, k,
[OH

U =

—

Da
[H].-[OH] =%, und [OH]=
so ist
kb . ka
Hier ist » eindeutig als Funktion von [H'] ausgedriickt.
Differenzieren wir « nach H':

d—u':ﬁ“ k‘j’ (1)




Maxima und Minima. 131

und setzen wir dies = 0, so erhalten wir als Minimum-
bedingung: 3 k, Y
ko [HT
oder
HT* _ ks
kw N kb
Setzen wir fiir %] wieder [OH’], so ist schlieBlich
w
H] _ k
[OH] &

Die Ionen der Aminosdure sind ein Minimum,
wenn in der Losung die Konzentration der H-Ionen
zu der der OH-Ionen gleich dem Verh&dltnis der
beiden Dissoziationskonstanten der Aminoséure
ist. DaB es sich um ein Minimum und kein Maximum
handelt, erkennt man, wenn man (1) noch einmal nach [H’]
differenziert: u 2k,

dHT — [H]
Da [H'] immer positiv sein mufl, so ist der ganze Ausdruck
sicher positiv, d. h. es liegt ein Minimum vor und kein
Maximum.

Beispiel. Das Brechungsgesetz. Von dem Punkt 4,
welcher in dem Medium I liegt, gelangen Lichtstrahlen in
das Medium II, und es gibt einen Lichtstrahl, der an der
Trennungsfliche der Medien gerade so gebrochen wird, da8
er durch den Punkt B geht. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
des Lichtes in I und IT sei verschie- A
den groB, v; und v, . Durchlauft das a
Licht die Strecke AC in der Zeit ¢, ,
die Strecke CB in der Zeit {,,

so ist £ 2
AC CB ¥ ~
vy="-—  und v=—. ” x
t ty
Es ist daher 4
AC CB
ty=-——  und ty=—"1, &
1 Uy Fig. 74.

9*
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und die gesamte Zeit, die der Lichtstrahl braucht, um von
A nach B zu gelangen,
AC CB
T=t+t=""1+ : 1)
1

Uy

Der Punkt C ist in der Zeichnung willkiirlich gewihlt. Seine
Lage ist durch die Gré8e des Winkels « definiert, welcher
ebenfalls willkiirlich gezeichnet ist. Die Frage lautet jetzt:
Wo muB der Punkt C liegen, oder wie grof mufl der Winkel
o sein, damit die Zeit 7 ein Minimum wird?

Wir werden diese Frage so in Angriff nehmen, da8 wir
T zundchst als Funktion der Strecke CF = x darzustellen
suchen.

Es ist nun

AC=VAPF &,
CB=VBE'+(p— 22, wo p—EF.
Daher

_VAF +2  VBE +(p—ap

2
v v

T

Jetzt ist T als reine Funktion von z dargestellt; alle andere
GroBen der Gleichung sind Konstanten. 7 ist daher ein

Minimum, wenn d—T— = 0 ist.
dx
Wir bilden
aT - x _ p—2)
dx v Vﬁ2 + a2 vy Vﬁ’z +(p—x2
Es ist daher T ein Minimum, wenn

x _ (p —2)

0 VAP + 22 o |BE + (p—ap
Betrachten wir dieses Resultat geometrisch, so bemerken
wir, daf

VAP + 22 — 4C,
daher
x .
— = sinu ,

Vﬂ’z + a2
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und entsprechend
. p=F
VBE® + (p — o

ist. Also ist die Minimumbedingung

= sinf

sinx  sinf,

v v,
oder
sinad
sing v’

d. h. der Sinus des Einfallswinkels verhélt sich zum Sinus
des Ausfallswinkels wie die Lichtgeschwindigkeiten in den
beiden Medien: das Brechungsgesetz.

Das Brechungsgesetz sagt also folgendes aus: Vom Punkt
A wird derjenige Lichtstrahl dem Punkt B zugebrochen,
welcher mit der groBten Geschwindigkeit zum Punkt B ge-
langen kann.

Aufgabe: Eine gerade Linie in zwei Teile zu teilen, so
daB das Rechteck aus beiden Teilen dieser Linien ein Maxi-
mum ist.

Das Rechteck, gebildet aus den beiden Teilstiicken a
und b der Geraden u ist = a-b, und a4+ b ist = u; also
ist der Inhalt des Rechtecks

v=a-(u—a
oder

v=au— a?.
Folglich ist

dv__ 5

P =u—2a.

Setzen wir dieses = 0, so ist die Maximumbedingung:

%—2a=0
oder
u=2a
oder
a=2"0,

d. h. die Linie muB8 halbiert werden.
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Diese Aufgabe kann man auch so ausdriicken:

Von allen Rechtecken mit gegebenem Umfang dasjenige
zu finden, welches das grofite Volumen hat. Es ist also das
Quadrat.

DaB es ein Maximum und kein Minimum ist, ergibt sich
daraus, daB der zweite Differentialquotient

d2v

da*

einen negativen Wert hat.

77. Wendepunkte.

Ebenso wie die Funktion selbst, kann aber auch ihre
Ableitung Maxima und Minima haben. Es fragt sich nun,
wie hebt sich derjenige Punkt einer Kurve hervor, fiir den
nicht die Funktion selbst, sondern ihre Ableitung ein Maxi-
mum oder Minimum hat.

Fig. 75.

Die Funktion (Fig. 75) hat in ihrem ganzen gezeichneten
Verlauf kein Maximum oder Minimum, sie steigt stetig, wenn
auch ungleichférmig. Betrachten wir aber den Gang der
Ableitung. Im Punkt 7 ist die Ableitung = tga, hat also
einen gewissen, positiven Betrag. Im Punkt 2 ist tgf schon
kleiner. Im Punkt 3 ist tgy noch kleiner. In 4 ist tgd
wiederum gréBer geworden. Die Ableitung hat also in 3
ein Minimum. Der Punkt 3 ist aber dadurch ausgezeichnet,
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daB er den nach oben konvexen Teil der Kurve von dem
nach oben konkaven abgrenzt. Solchen Punkt nennt man
einen Wendepunkt.

Um also zu bestimmen, wo eine Kurve einen Wendepunkt
hat, untersuche man, wo ihre Ableitung ein Maximum oder
Minimum hat.

Um dieses Maximum oder Minimum zu finden, braucht
man nur die zweite Ableitung nach x zu bilden, y”, und
diese = 0 zu setzen.

Beispiel I. Es sei gegeben

y=a'+ 2+ =z,
dann ist
y=3x2+2x4+1,
y'=6x4 2.
Wenn
6r+2=0,
oder
= —1

3
hat y einen Wendepunkt.

Beispiel II: Verlaut und Wendepunkt der Dissoziationsrest-
kurve. Die gesamte Kohlensdure (wie auch jede andere, schwache
Sdure) ist in den Fliissigkeiten des Organismus zum Teil
als freie Kohlensdure, CO,, enthalten, zum anderen Teil als
Natriumsalz, NaHCO;. (Das sekundire Natriumsalz Na,CO,
ist nur bei stark alkalischer Reaktion existenzfihig und daher
im XKorper als solches nicht vorhanden.) Das Natrium-
karbonat ist nun fast vollkommen dissoziiert in Na' und
HCOj, dagegen ist die freie Kohlensdure nur zu einem ver-
schwindend kleinen Bruchteil in H' + HCO/ dissoziiert. Es
sei nun die gesamte Konzentration an Kohlensidure durch
chemische Analyse bekannt, sie sei [C]. Man bezeichnet
nun das Verhdltnis der HCOs-Ionen-Menge zur Gesamtmenge
der Kohlensédure als den Dissoziationsgrad, «, der Kohlen-
saure, und andererseits das Verhéltnis der undissoziierten,
freien Kohlensdure, [CO,], zur Gesamtmenge [C] als den
Dissoziationsrest, g, der Kohlensdure. Natiirlich ist

& +o=1.
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Wenn nun die Gesamtmenge [C] gegeben ist, so laBt
sich &« oder g berechnen, sobald man die Wasserstoffionen-
konzentration der Fliissigkeit [H'] kennt oder durch Messung
bestimmt. Denn nach dem Massenwirkungsgesetz ist

[H]-[HCO3] = K - [CO,]
oder [H-[HCO] — K ([C] — [HCO{]) ,
wo K die Dissoziationskonstante der Kohlensédure (= 3-10-7)
ist. Aus dieser Gleichung folgt
[H]- [HCOg] = K[C] — K[HCO4],
[HCOs]([H] + K) = K[C],
[HCO4] K
€ ¢THEI+K g
Hiermit ist ¢ als Funktion von [H'] dargestellt.

Es hat nun in der Praxis grofle Vorteile, wenn man als
unabhingige Variable nicht [H'| selbst wihlt, sondern den
dekadischen Logarithmus von [H'], den wir mit x bezeichnen
wollen. Dann ist also

K
= IFIE
Nun haben wir schon (§ 44 u. § 56) gelernt, dafl es zum Zweck des
Differenzierens vorteilhafter ist, als Basis der Exponential-
funktion stets ¢ anzuwenden. Wir tun das auch hier, indem
wir 10 = ¢? setzen, wo p der ,Modulus des natiirlichen Loga-
rithmensystems* (S. 26) ist. Dann ist

0= o= FEK°
Der Verlauf dieser Kurve ist aus Fig. 76 ersichtlich. Die
Kurve entspringt asymptotisch aus der Abszisse und nihert
sich asymptotisch einer Geraden, welche im Abstand 1 parallel
zu der Abszisse gezogen werden kann. In der Mitte da-
zwischen hat die Kurve irgendwo einen Wendepunkt; links
davon ist sie nach oben konkav, rechts davon nach oben
konvex. Wir stellen uns nun die Aufgabe:
Wo hat die Funktion

K
T K1
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ihren Wendepunkt? Wir differenzieren zweimal hinterein-
ander nach z und finden

, Kpar®
O & o
,  —(E+ 2. Kp?el®+ 2K p?- e2P%(K + €P¥)
- (K + er) '
o” wird nun Null unter der Bedingung, daB
K = e?P®,
Setzen wir ndmlich in obige Gleichung
e’? = K,
so wird
y_ —Ap?-Kitdp? KE
¢ = 16 K '
7

%lm’e;oaa,hl'

0 conecav - X
T—>= f-2 k-7 % k7 k2

Fig. 76. % bedeutet logK .

Wir sehen aus dieser Rechnung, daB die Kurve kein
Maximum oder Minimum besitzt, denn es gibt keinen end-
lichen Wert von z, fiir den die erste Ableitung, o', gleich
Null wird. Wir sehen ferner, dal die Kurve einen Wende-
punkt hat, wenn P — K

oder unter Einsetzung des Wertes fiir ¢’*, wenn

[H] =K oder log[H]=xz=IlogK.
Setzen wir diesen Wert von [H] in die Gleichung [1] ein,
so ergibt sich als Charakteristikum des Wendepunktes:

e=1

(d. h. die Séure ist zur Halfte dissoziiert). Dasselbe 1aBt sich
fiir jede andere Sdure ebenso durchfiihren. Die Form der
Kurve wird nicht dadurch gedndert, wir brauchen nur

jedesmal in der Abszisse den der betreffenden Séure zukommen-
den Wert von k einzutragen.
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Das Ergebnis dieser Betrachtungen ist folgendes: Wenn
wir in einer Flissigkeit (Blut, Harn) die Gesamtmenge einer
Siure durch Analyse bestimmt haben und nun erfahren
wollen, wie groBl das Verhiltnis ¢ der nicht dissoziierten Saure-
menge zur (Gesamtmenge der Siure ist, so miissen wir die
Wasserstoffionenkonzentration [H] der Fliissigkeit messen.

. K
Alsdann ist o A+ K

Stellen wir graphisch p als eine Funktion des Logarith-
mus von [H] dar, so hat diese Kurve einen Wendepunkt,
wenn log[H] = logK ist, und o ist dann = {, d. h. die Saure
ist zur Hilfte dissoziiert, wenn die Wasserstoffionenkonzentration
ihrer Losung gleich ihrer Dissoziationskonstanten ist.

Beispiel III. Die Funktion

y=a-e&+b.e "

hat die Ableitung
y =ae® —b-e %,
y’'=ae +b.e"?,

y’ verschwindet, wenn
13
e = i—VE: Maximum- bzw. Minimumbedingung,

y” verschwindet, wenn

b
& = il/— e Wendepunkt,
. b .. . L. ”o. .
ist nun " positiv, so existiert y” nicht; es wire imaginir.

b ) ..
Ist aber < negativ, so existiert zwar y”, aber nicht y’, welches

dann imagindr wire.



Vierter Abschnitt.
Integralrechnung.

78. Das Integrieren ist die Umkehrung des Differenzierens;
Integrieren und Differenzieren steht in derselben Beziehung
zu einander wie Addieren und Subtrahieren oder wie Mul-
tiplizieren und Dividieren.

Wihrend aber das Differenzieren eine leicht erlernbare,
unter allen Umsténden ausfithrbare, nach festen Regeln vor
sich gehende Rechenmanipulation ist, liegt die Sache beim
Integrieren nicht so einfach. Nicht jede Integrationsaufgabe
ist 16sbar, und auch bei den ldsbaren spielt die Ubung und
das Geschick des Rechnenden eine grofe Rolle. Die ge-
schickte Einfiihrung neuer Variablen kann manche scheinbar
unlésbare Aufgabe ermoglichen. Das Integrieren ist daher
eine groBe Kunst und in gewissem Sinne dem Schachspiel
verwandt, indem man oft vor der Aufgabe steht, von zahl-
reichen, im Bereich der Moglichkeit liegenden Manipulationen
diejenige herauszukombinieren, welche die Losung der Auf-
gabe ermoglicht. Aber immerhin gibt es fiir die meisten
Integrationsaufgaben viele feststehende Regeln, die meist
zum Ziele fiihren. In Anbetracht der Schwierigkeiten, welche
manche rein mathematische Probleme des Integrierens bieten,
gind die fiir uns in Betracht kommenden Integrationsprozesse
meist einfach und auf einige typische Félle reduzierbar.

Ist eine Funktion gegeben

y=r@,
so hat die Differentialrechnung die Aufgabe, den Differential-
quotienten

dy
ar =@
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zu bilden. Ist dagegen das Gegebene der Differentialquotient,
so nennt man die Berechnung der zugehorigen Funktion
sintegrieren“. Die schriftlichen Symbole hierfiir sind fol-
gende: Gegeben die Funktion

y="r@.
Die Differentialrechnung gibt:
dy =f'(x)-dz .
Ist aber gegeben
dy = ' (v)dx,
so lehrt die Integralrechnung:

y=[f(@)- de=[f(@).

Das von Leibniz herriihrende Zeichen des Integrals [
ist ein grofles S und bedeutet eigentlich ein Summenzeichen.
Den Sinn dieser Bezeichnung werden wir noch kennen lernen.

Ist die Differentialgleichung gegeben

dy =xzdx,
so ist ihr Integral
y=1at. (1)

Denn in der Tat, wenn man } 22 nach x differenziert, er-

hilt man

dy = zdx .
Aber auch, wenn man
y=1%2"+a @)
differenziert, erhilt man
y=uzdx.

Die Differentialgleichung 148t also nicht erkennen, ob sie
der Funktion (1) oder (2) entspricht. Ganz allgemein ist der
Wert eines Integrals bis auf eine (additive) konstante
Gr6Be unbestimmt. Das Integral von

dy =zdx
hat also den ganz unbestimmten Wert
y=32>+0,
wo C, die ,Integrationskonstante, jeden beliebigen po-
sitiven oder negativen Wert annehmen kann. Die Integral-
gleichung beginnt also erst dann eine verwertbare Bedeutung
zu bekommen, wenn es auf irgendeine Weise gelingt, dieser
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Integrationskonstante C fiir einen speziellen Fall eine be-
stimmte Bedeutung zu erteilen.

Fiir die einfachsten Differentiale ergibt sich das Integral
in nunmehr ohne weiteres verstindlicher Weise, und es soll
zuniichst eine Ubersicht der einfachsten Integrale gegeben
werden.

79. Die Grundformen der Integrale.

Beweis: Nach den Regeln
der Differentialrechnung ist:

fdz==+0, dw+ 0) = de,
fx-dx:%xg—kC, dfx? 4 0) =zdzx,
1 1
" = Cgntl L+l — an
/xdx P 14 O, d(n—l—l x —I—C) ",
/%-dw:lnx—{—C. d(lnx+0)=%dx.

Die Konstante C kann man
als den natiirlichen Logarith-
mus einer anderen Konstante,
y, auffassen. Dann ist

/‘idxz Inz + Iny
o x

=Inyx.
fe’-dxze’—{—C, d(e*+ C) =e*-dx,
fsinx dx = —cosx + C, d{—cosz + O) = sinzdz ,
fcosx .dx = sinz + C, d(sinz + 0) = cosx - dx .
Eg‘s—i—i = tgz + C (vgl. S. 115),
dx
“intr = —ectge + C (vgl. S. 115),

dx
fm = arctgz + C = —arcetgx + C (vgl.S8.116),

ﬁ = arcsinz + C = —arccosx + C (vgl. 8.116).
—x

.
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75. Ist der Ausdruck unter dem Integralzeichen mit einem
konstanten Faktor multipliziert, so kénnen wir diesen Faktor
vor das Integralzeichen setzen. Z. B.

/aw-dx:a-[xdx-——%xz—}—()'.

Der Beweis wird wie oben gefiihrt, indem man das er-
haltene Resultat nach x differenziert und das Resultat mit
dem unter dem Integralzeichen stehenden Ausdruck vergleicht.
So ist z B. auch

2 1/ 3
/x—-dwz—./xzdxz—‘x——}—C,
a a 3a

/deza/l-dx=alnw—}—0.
x x

In der letzten Gleichung kénnen wir

oder ferner

C =alny
setzen, dann ist das Resultat
a(lnzx + Iny) =aln(z.y).

Ferner:
fa-cosx-dx:afcosxdx:a-sinx,

x2
[t foaem o

o

Hier betrachten wir —1 als den konstanten Faktor, den
wir vor das Integralzeichen setzen diirfen. Allgemein ist
daber

f~u-dx=——fu-dw,
z. B. auch

f—szdx:MSfxgdxz—xf’—*— C.

80. Steht unter dem Integralzeichen eine Summe oder
eine Differenz als Faktor des stets vorhandenen dz, so kann
man das Integral der Summe (oder der Differenz) in eine
Summe (oder Differenz) zweier Integrale zerlegen, z. B.

f(a+b)dx=fa-dw+fbdx.
Wenn man némlich die linke Seite differenziert, erhilt
man a+b. Denn die Definition des Integrals schlieBt ja
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in sich, daB der unter dem Integralzeichen stehende, mit dx
multiplizierte Ausdruck der Differentialquotient ist. Ebenso
ergibt die Differenzierung der rechten Seite, wenn man jedes
Integral einzeln differenziert und die Resultate addiert, a + & .
Hierbei ist es gleichgiiltig, ob @ und b Konstanten sind oder
selbst Funktionen von z.

81. Integration durch Einfiihrung neuer Variabler.
Beispiele: 1. Es sei zu integrieren
dx
a4z’
Dieses Integral 146t sich durch unmittelbare Anwendung

der Grundformeln nicht berechnen. Betrachten wir aber
(@ + x) als die Variable und bezeichnen sie als u, so ist

at+rx=u,
also iz — du,
und es ist
dx du
Jagz =)y ~ et
=In(a+2)4+ C.
m %
a—x
Es sei
a—x=1u,
also
oder —dr=du,
dx = —du .
Folglich
da = — flﬁ:,mu+0’
o —x %
=—In(e —2)+ C.
IIL f(a—{—?w)zdx.
Es sei
a+2x=u,
also du — 2 dz
oder

de = Ldu.
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Dann ist
f(a—{—?x udu——+0
_ @2
6
Iv. fcos(a —x)dx .
Es sei
a—zr=mu,
also
—dr = du
oder
dx = —du,
so ist
_[cos(a —x)dr = —fcosu- du = —sinu + C
= —sin(e — 2) + C

Wenn man den Sinn dieser Methode erfafit hat, wird man
oft die schriftliche Einfithrung einer neuen Variablen um-
gehen kénnen. Z. B.

f (@ + x)dx
Wir sehen sofort, daB dieses Integral leicht 16sbar ist,
gsobald wir nicht x, sondern (a + z) als die Variable be-
trachten; wir sehen auch sofort, daB dx =d(a + x). Das
Integral nimmt also die Form an

f(a + x)d(a + x)
und ergibt demnach
(@+ 2 +C.
2
Ferner: /(a _ yyde.
Betrachten wir (@ — x) als Variable, so ist do = —d(e — ),
das Integral nimmt also die Form an
— 22
_/(a—x)d(a-x)=—(i‘—zi).

Oder das Beispiel:
f(a + 2x)-dx .
Nehmen wir (@ 4 22) als Variable, so ist
d(a + 2x) = 2dx
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und
dex =1d(a+ 2x).

Das Integral lautet dann:

2/+2x yd(a + 22) — LT 200 L ¢

82. Methode der partiellen Integration.

Eine sehr wichtige, hiufig angewandte Regel ist die folgende:
Es seien u und v zwei verschiedene Funktionen von z,
so ist nach S. 112 und 8. 118

d{u-v) = udv + vdu .
Integriert man, so ist

f (u-v) = /u -dv + [vdu

oder
Uv = fudv -+ /vdu .
Daraus folgt:
Ju-dv=uv—[vdu.

Mit Hilfe dieser Regel sind wir nun schon in den Stand
gesetzt, eine ganze Reihe von Integralen zu berechnen.
Als ein typisches Beispiel mdge folgen:

fx-lnz-dx .

Auf direkte Weise ist dieses Integral nicht auszuwerten. Ich
gebe nun dem Integral die Form

.[u-dv,
indem ich
u = Inz,
dv=x-dx

setze. Warum nicht z. B. u =2 und dv =Inx-dr gesetzt
wird, dafiir gibt es keine allgemeine Regel. Es mufi die-
jenige Form ausprobiert werden, welche fiir die weitere
Rechnung Vorteile bietet. In diesem Probieren liegt die

Michaelis, Mathematik. 10
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Schwierigkeit der Integralrechnung. So feststehende Regeln
wie bei der Differentiairechnung gibt es nicht. Also

. 1
% = Inz ; differenziert: du = —.dz,
dv=2xdx; integriertl): v =

Nun ist
fudv = uv —fvdu .

Setzen wir die soeben gewonnenen Werte ein, so ist

1 1 1
2 2.,
/xlnxdw 2at:lnar; /2x o dx
1 x
= —2lnx — | =
5 ¥ Inx /2 dx

= ta?lne — a2 4 C,

wo C wieder die Integrationskonstante ist, die wir zum End-
resultat wieder zufiigen miissen. Der Beweis fiir die Richtig-
keit dieses Wertes wird dadurch geliefert, da das Resultat,
nach z differenziert, das richtige Differential ergibt:

1

1 1 1 1
2 R —] = — 2. —. . . N
d(lenx i —1—0) 5 2 de + x-lnzx-dx 2xdm

= {xdr + zlnxdr — Ladx
= zlnzdx .

Ein zweites Beispiel:
f Inz-dz .

Es sei

u = Ilnx; differenziert: du = ialac,
x

dv=dx; integriert: v=2r.

Nach dem Satz
fudv——-uv—-/vdu
') Die Integrationskonstante kann bei dieser Integration fortgelassen
werden, weil es nur darauf ankommt, irgend einen bestimmten Wert des
Integrals zu finden, den wir dann im Verlauf der Rechnung festhalten. Wir
wihlen dann einfach denjenigen Wert, fiir den die Integrationskonstante
={ ist.
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/lnx-dx = zlnx ~/x-—i—-dx

:xlnx—fdx,
[Inx-dx=axne—x+ C.

ist

In der Tat ist, wenn man differenziert,
dizlnz — 2] = d(xlnz) — dx

1
= x-?dx—k Inx.-dx — dx

= lnz-dx.
Ein drittes Beispiel:
fsin2 z-dx.
Wir setzen
% = sinx; differenziert: du = cosx-dz,
dv = sinz-dz; integriert: v = —cosz.

Da wiederum
fudv = uv—fvdu,

so ist
[sin?z . dox = —sinz - cosz + [cos?x - da,
fsin%-dx: —%,—-sian—l—f(l — sin%z) - du,
2fsin2xdx=—%osin2x+x,
x sin2 x
in2 = _
/sm xdr = 5 1 + C.

Ein viertes Beispiel:
fcos2 z-dwx.
Es sei
% = COSZ; differenziert: du = —sinz-dzx,

dv = cosz-dux; integriert: v =sinz.
Also
fcos“x - dx = sinz - cosx + [sin’z - dx
= 1sin2z + [(1 — cos?z)du,
2fcos2x-dx = lsin2x 4z,
sin2x
4

/coszx-dng——{— + C.

10*

147
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83. Integrierung durch Zerlegung in Partialbriiche.

Eine allgemeine Regel 148t sich ferner fiir das Integrieren
solcher Ausdriicke angeben, bei denen z im Nenner in einer
hoheren Potenz enthalten ist als im Zihler, z. B.

/ — dx

@+ab+a

Charakteristisch ist, daB x im Nenner in der 0. Potenz, im
Zahler in der 2. Potenz vorkommt, wie man durch Aus-
multiplizieren des Nenners erkennt. Die Integration gelingt
durch das Zerlegen in Partialbriiche. Wihrend man in
der niederen Mathematik héufig die Aufgabe hat, zwei Briiche
auf einen gemeinsamen Nenner zu bringen und in einen

Bruch zu verwandeln, stellen wir uns hier die umgekehrte
Aufgabe, den Bruch

,,,,,,,,, N 1)

in zwei Briiche zu zerlegen.
Ganz allgemein wird diese Zerlegung die Form haben

miissen:
n m

a—{—x_}—b—{—x‘

Wenn wir diese Briiche auf einen gemeinsamen Nenner
bringen, so wird daraus

nb + nx + ma + mx
(@ + )b+ 2)

Damit unser obiger Ausdruck (1) damit identisch wird,
miissen wir also m und » so wihlen, daB:

nb + nx + ma + mx =1

(@)

oder

ma +nb+ (m+ n)x=1
wird. Das ist nun der Fall, wenn wir

ma -+ nb =1 (3)
und
m-+n=20 (4)
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setzen. Diese beiden letzten Gleichungen stellen nun zwei
Gleichungen fiir die zwei Unbekannten m und n dar, und
sie lassen sich nach m und n auflésen; es wird namlich

n = iy o
Setzen wir die so ermittelten Werte fiir m und » in (2)

ein, so wird daraus
1 1
a—1b a—b
a+x ' btz
In der Tat wird, wenn wir diese Briiche auf einen ge-
meinsamen Nenner bringen, (1) daraus.
Nunmehr lautet das Integral

74

/

. 1 1 }
a—b a—b
¥a+ﬂx—+7b+x dx

oder 1 -

a—b a—1b

Tate Ui
und dieses ergibt nunmehr
1 1
s In(a + z) + ——;i—_—vg—ln b+2)+C

oder mit leichter Umformung:

1 mb+x+0.

a—b a+x
Dieses ist die Losung des gesuchten Integrals.
Zweites Beispiel

B S

/W+@@—@
Wir zerlegen in Partialbriiche und setzen

x n m

@ta)b—2) a+ta Tz
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Letzterer Ausdruck ergibt, auf gemeinsamen Nenner ge-

bracht:
_ n(d—2x) + m(a + x) _ nb+ma+2(m—n)

@+xb—2 (at+x)0—2

Es muB} also sein

nb+ ma+x(m—n) ==z,
d. h.
nb 4+ ma =0,
m—mn=1.

Die Losung dieser zwei Gleichungen fiir die Unbekannten m
und »n ergibt b
i
a
T at+b’
Es fragt sich nun, wie wir im allgemeinen den Ansatz fiir
die zwei Gleichungen mit den zwei Unbekannten m und n

zu machen haben. Der ausmultiplizierte Zihler hatte im
ersten Beispiel die Form

(ma—+nbd) 4+ (m+n)zx=1, (1)
im zweiten Fall die Form

ma—+nb)y+ (m+n)r==x. 2)
Es konnte in einem dritten Fall, z. B. wenn man den Bruch
__oddr zu zerlegen hitte, die Form haben
(@ + x)(b + =)

(ma+nb)+m+n)r=c+4x. (3)
Wir haben auf der linken Seite ein Glied, welches x enthilt,
und ein zweites, welches x nicht enthélt; ebenso im allge-
meinen auf der rechten, nur kann hier das eine oder das
andere = 0 sein. Die beiden Gleichungen fiir m und n
werden nun in der Weise angesetzt, da man die beiden
Glieder ohne x einander gleich setzt, und ebenso die beiden
Glieder mit x, also z. B. aus (1) wiirde man ableiten

ma-+nb=1,
m+n)r=0; dh m+n=0.
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Aus (2) wiirde man ableiten

ma—+nb=0,

m+n)z=2; dh m4n=1.
Aus (3) wiirde man ableiten

ma-+nb=c

m+4+nr=4x; dh mtn=4%.

Kehren wir zu unserer speziellen Aufgabe zuriick und
setzen die erhaltenen Werte fiir m und n ein, so wird unser
Integral

b L
x _Ja+b a-+b
f(a—{—x)(b—x)'dx_ a—|—x.dx— b—x.dx
b a
=a+b1n(a—{—x)+a+bln(b—x)+C.

Drittes Beispiel
/ zdx
(@)

In einem solchen Falle wird man den Nenner erst in Fak-
toren auflosen und schreiben:

xdx
(@ta)@—a)"
Nunmehr verfihrt man wie oben und setzt
x m v n ’

(a+x)(a—x)=a+x a—=x
so daB

zr=m@—2)+n(@+x)=ma+na)4x(—m-4 n).
Wir setzen also
mat+na=0, d.h m+4+n=0,
—m+n=1,

woraus folgt,
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so daB das Integral die Form erhilt:

1 [ dx 1 /[ dx 1
“SlagsTela—s TRt —ghl—9+0
1
=—5In@—2?)+C

84. Integration durch Reihenentwicklung.

LaBt sich eine Funktion von z als Summe einer Reihe
darstellen, so kann man natiirlich auch jedes Glied der Reihe
fir sich integrieren.

Es sei zu berechnen

1
/1+x.dx

Wir kénnen den Grundformen der Integrale unter Ein-
fihrung der neuen Variablen # =1 4 z schon entnehmen,
daB dieses Integral =In(1 4 x) + C ist. Wir konnen aber

auch

als die Summe einer unendlichen geometrischen

Reihe auffassen, namlich
1 —x+4 a2 —ad+ —...

Das kann man natiirlich nur unter der Bedingung, dafl = < 1
ist. Andernfalls konvergiert die Reihe nicht, sondern ihre
Summe ist = oco. Es ist also, wenn z< 1,

/—— dx-—:/l dx—f dx—}—/xzdx—- z3-dzx

3 4
—z— + S5+
Da anderseits dieses Integral = ——ln(l — ) 4+ C war, so folgt
daraus das interessante Resultat:
2  xd oz
ln(l—l—x)=x——*2*+?——z'.. +Cl_0‘

Den Wert von C; — C konnen wir leicht berechnen. Ist namlich
x =0, so ergibt dieses, eingesetzt in diese Gleichung,

Inl=0C—C.
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Dalnl = 0 ist, so ist ¢, — € = 0. Uber das Giiltigkeitsbereich
dieser Reihe werden wir spater noch zu sprechen haben,
wenn wir sie auf andere Weise noch einmal ableiten werden.
(S. 206).

Wir erhalten also einen interessanten Nebenbefund unserer
Aufgabe:

x3 xt

22
1n(1+x)=x—~?—|—§~—...

4
oder, wenn 1+ x=wu
— 1) —1)3
1nu=(u—1)——(u ) +(u ) — 4+ —+...
2 3
Auf genau dieselbe Weise durch Integration von /1 dx
—z

ergibt sich fiir dieselben Intervalle von xz

x2 x®
ln(l—x)=—x—?—-~«3~—~4~...
Zu diesem Resultate werden wir mit Hilfe der Taylorschen
Reihe noch auf ganz andere Weise kommen.

85. Die Eliminierung der Integrationskonstanten.

Bisher lernten wir das Integral nur in seiner unbestimmten
Form kennen, stets behaftet mit der unbestimmten Inte-
grationskonstanten C. Einen zahlenméfiigen Inhalt erhilt
das Integral erst dadurch, daB wir durch irgendeinen Um-
stand in der Lage sind, diese Konstante fiir den einzelnen
Fall zu ermitteln. Wir haben beispielsweise die Differential-
gleichung
d ——~idx

y=-,9%

so ist ihr Integral

y=Inz+ C.

Nun sei gleichzeitig gegeben: wenn y = 0, so ist auch

x = a (irgendeine Zahl). Hierdurch ist die Bedeutung sofort
geklirt. Denn da das Integral fiir jeden Punkt der Kurve
giiltig ist, so muf es auch gelten, wenn y = 0 ist, und wir
finden durch Einsetzen von 0 fiir ¥y und von e fir « in
die vorige Gleichung:

0=1Ina+ C.
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Subtrahieren wir diese Gleichung von der vorigen, so ist
y=Inz — Ina

und die Integrationskonstante fillt heraus, und an ihrer
Stelle erscheint die uns gegebene Grofie a.

Beispiel: Fiir die Inversion des Rohrzuckers durch
Sauren gilt folgendes Integral (Entwicklung desselben s. S. 170)

kt = —lIn(a —x)+ C.

Hier bedeutet £ eine Konstante, x die zur Zeit ¢ inver-
tierte Zuckermenge, a die Anfangsmenge des Rohrzuckers.
Nun ist es selbstverstdndlich, da8 ganz zu Beginn des Ver-
suchs noch gar kein Zucker invertiert ist, es ist also fiir
t=0 auch z = 0; also ist

0=—lna+C.
Durch Subtraktion ergibt sich

kt = —In(a —z) + lna
oder

kt =1In a

a—x

86. Erlduterung der Bedeutung der Integrationskonstanten.

Welche wichtige Bedeutung die Integrationskonstante
haben kann, werde an einem Beispiel erldutert. Gegeben
sei die Funktion

x

Y=% 4z’ (1)
Es ergibt sich daraus durch Differenzieren
a-dx
R -

Integrieren wir diese Gleichung, so mufl notwendig die
obige Funktion wieder herauskommen. Es ist aber

adx a
(a+w)9:_a+x+0' @
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Wie ist (1) mit (2) zu vereinbaren? Die Losung dieses
Problems liegt in folgendem. Es ist nadmlich

a . =
at+zx a-+zx’
also konnen wir der Gleichung (2) auch die Form geben
adx x
_ =1 .
/(a+x)2 +a—|—x+0
Da — 1 eine konstante Zahl ist, kénnen wir es mit C

als eine neue Konstante zusammenfassen, und wir setzen
C—1=0C,, und zwar brauchen wir C, fiir unseren Zweck
nur = 0 anzunehmen, so ergibt sich

fadx o
(@a+2? a+zx

und wir sehen, dafl Gleichung (1) in der Tat ein Integral
der Gleichung (la) ist. Es ist eben (2) die allgemeine
Form des Integrals von (1a), von der (1) nur einen speziellen
Fall darstellt, namlich denjenigen Fall, wo C =1 ist. Man
unterscheidet so das allgemeine Integral von jedem ein-
zelnen partikuldren Integral.

87. Geometrische Bedeutung des Integrals.

Der Begriff des Integrals bekommt nun eine ganz neue
Gestalt, wenn man von einer etwas anderen graphischen
Darstellung ausgeht wie bisher. Wir arbeiteten stets mit
dem rechtwinkligen Koordinatensystem, welches ja nur eine
der unendlich mannigfaltigen geometrischen Darstellungs-
weisen von Funktionen ist. Wir wah-
len nun eine zweite Art der Dar-
stellung. Wahrend wir, wenn in Fig. 77
A den Nullpunkt der Abszisse dar-
stellt, gewdhnlich 4B als x und BC
als y bezeichneten, wollen wir jetzt
AB als x und den Fliacheninhalt der 4 A
Figur ABC als y betrachten. Diese
Fliche ist ja auch eine Funktion
von z, denn sie andert sich mit ihr. Denken wir uns
x um das Stiick BB, = dx gewachsen, so wichst die

c 6

Fig. 71.
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Fliche y um das schmale Flachenstiick BB,C,C, welches
wir mit um so groBerer Genauigkeit als ein Rechteck auf-
fassen diirfen, je schmaler es ist. Dieses ist also in unserem

Fall = dy, und der Differentialquotient % ist etwas > BC

und etwas < B;(;. Die Verschiedenheit von BC und B,(,
verschwindet, sobald wir BB, als unendlich klein annehmen.
Dann ist das Rechteck

1BB,C,C — BO X BB,

(_1BB,C,C
- BB,

Bei dieser Darstellungsweise ist also der Differential-
quotient, geometrisch gedeutet, dasselbe, was bei unserer friiher
iiblichen Darstellungsweise die Funktion y selber ist.

Und umgekehrt: Wenn wir den Differentialquotienten
ad% einer Funktion y = f(z) selbst als eine Funktion von z
auffassen und sie = f’(x) setzen, und wenn wir diese Funktion
in iiblicher Weise in einem rechtwinkligen Koordinatensystem
darstellen, so ist ihr Integral, also [ydz, gleich der von dem
Kurvenstiick, der Anfangs- und der Endordinate, sowie von
dem zugehdrigen Abszissenstiick eingeschlossenen Flichen-

stiick. Ist also

x=AB, und ist y = BC,

so ist
[y-dx = Fliche ABC .

Das kénnenwirauchnoch
auf andere Weise verstehen.
Jedes der kleinen Rechteck-
chen B B,D,C; usw. der
Fig. 78 stellt den Zuwachs

A 586,64, 5 des Inhaltes der von uns be-
Fig. 78. trachteten Fliche dar. Sum-

mieren wir alle diese kleinen

Rechtecke, so erhalten wir die ganze Fliche. So ist also das
Integral die Summe unendlich vieler, aber lauter unendlich
kleiner Flachenstiickchen. Der Flicheninhalt der wirklich ge-

also ist
= BC(C.

S
D
S\
*&1\
SN
Y
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zeichneten, durch Summierung der einzelnen Rechtecke ge-
bildeten Figur, mit ihren vielen treppenartigen Absitzen, ist
nicht ganz der gesuchte Fldcheninhalt. Lassen wir die Dicke
der einzelnen Rechtecke immer kleiner und ihre Anzahl immer
groBer werden, so verschwinden die Treppen mehr und mehr
und wir erreichen den gesuchten Wert schon besser, und das
wirkliche Integral ist derjenige Flacheninhalt, dem die treppen-
artige Figur zustrebt, wenn die Rechteckchen schliefilich un-
endlich diinn und zahlreich werden. Ein solches unendlich
schmales Rechteck heifit ein Element der Fliche.

Wir haben hier das Integral als eine Summe definiert,
und zwar als die endliche Summe unendlich vieler, aber un-
endlich kleiner Elemente. Wir haben diese Auffassung an
der Hand einer ganz bestimmten geometrischen Darstellung
entwickelt, aber natiirlich ist diese Auffassung von dem
Wesen des Integrals nicht an diese eine Darstellungsweise
gebunden. Auf jeden Fall, auch bei anderer geometrischer
Darstellung und auch ganz ohne eine solche, wird man das
Integral als eine solche Summe auffassen kénnen. Man
braucht zu diesem Zweck nur eine GréBe in , Elementec
zu zerlegen, um rechnerisch immer wieder auf denselben
Summationsproze zu kommen. Ein solches Element ist
ein unendlich klein gedachtes Teilchen der gesamten GroSe,
welches aber in seinen Eigenschaften bestimmt werden kann.
So kann man den gesamten Zuwachs eines sich stindig ver-
zinsenden Kapitals als die Summe aller derjenigen kleinen
Zuwiachse betrachten, welche in jedem, unendlich kurzen
Zeitintervall entstehen. So kann man den Flicheninhalt
eines Kreises als die Summe zahlloser, aber unendlich schmaler
konzentrischer Ringe um den Mittelpunkt betrachten, oder
auch als die Summe zahlloser, unendlich schmaler rechteck-
dhnlichen Streifchen, in welche man die Kreisfliche zerlegen
kann, oder iiberhaupt als die Summe unendlich vieler, un-
endlich kleiner Fliachenelemente, deren Gesamtheit eben die
Kreisfliche darstellt. Auf jeden Fall ist dann das Kapital,
oder die Kreisfliche das Integral desjenigen Elementes, in
welches wir das Ganze zerlegt hatten.

So kann man z. B. die Linge einer Kurve als ein Integral auffassen,
als die Summe aller der unendlich kurzen, geradlinig aufzufassenden
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Stiickchen, welche sie zusammensetzt. Es stelle die Kurve Fig. 63 (S. 87)
die Funktion y = f(x) dar. Zerlegen wir diese Kurve, deren Linge ins-
gesamt =z sei, in Elemente, wie z. B. C'C”, und bezeichnen ein solches
Element mit 4z, so ist die Kurvenlinge gleich der Summe aller dieser 4z,
= 3 Adz. Wir kinnen nun 42 durch ¥ und z ausdriicken. Es ist nim-
lich in dem rechtwinkligen Dreieck CC’D

(A2)* = (Ay)* + (Aay
24z =DV dy) + (Ao .

Wird 42 unendlich klein, so wird hieraus

jdz = fV(dy (dx)?.

Stellt z. B. die Kurve einen Kreisbogen dar, so ist nach S. 65

und

und

Dann ist

— .

Fiiliren wir als neue Variable E =u ein, so ist ®> =17 . ? und dz
=rdu, daher (vgl. Tabelle S. 141)

Z——T/Vl -dw = r-arcsin = r - arcsm——l—C

Das Resultat deckt sich mit der Definition der Arcussinusfunktion (S. 108),
welche natiirlich die Linge eines Kreisbogens darstellen muB,

88. Das bestimmte Integral.

Das Integral in der bisher angewandten Weise hat die
allgemeine Form
[1@)-de = f@) + C . 1)
Als Flicheninhalt aufgefaBt, bedeutet es die Fliche zwischen
irgend zwei Werten von z, die zundchst nicht niher
angegeben sind. Das hat eben die Vieldeutigkeit dieses
unbestimmten Integrals zur Folge. Sehr haufig handelt es
sich aber darum, das Integral von einem ganz bestimmten
Wert von z, es sei #;, bis zu einem zweiten ganz bestimmten
Wert von z, es sei x,, zu berechnen. Man schreibt dieses
bestimmte Integral
Jf@dz
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Das Integral (1) hat fiir jeden Wert von =z Giiltigkeit, also
auch fiir z; und fiir x,. Daher ist

Jrade = f@) + ¢,

Jr@de— f) + 0.

Durch Subtraktion ergibt sich:

[P e — [Fo)de = fla) — fisy

Uberlegen wir uns jetzt die Bedeutung der linken Seite
dieser Gleichung. Es sei ABC das zu x;, gehorige Integral,
ADE daBl zu =z, gehorige Integral. Dann sieht man sofort

/f’(x)dw— ff'(x) dx — /f'(x) dz .
Haben wir also " £ _—

das bestimmte Integral

zwischen zweibestimm-

ten Werten von z, x,

und z, zu bilden, so | (@)

bilden wir erst das (un- "z,)

bestimmte)  Integral

(von dem unbestimmt

gelassenen  Anfangs- 4 X, 5 0

punkt) bis xz,, sodann %

das Integral (von dem- Fig. 79.

selben Anfangspunkt)

bis », und subtrahieren diese beiden Integrale.
Einige bestimmte Integrale:

1

/e’” dx. 1)

0

Der Gang der Rechnung wire also folgender.
Das allgemeine Integral lautet:

[erdx =&+ C.
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Nun ist
0

1 1 g
*dx = [e*dx — [e*dx.
) edx fe x ./e x

Das erste dieser beiden Integrale erhalten wir, indem wir in
den Wert des allgemeinen Integrals fiir x den Wert 1 ein-
setzen, das zweite, indem wir in das allgemeine Integral
x = 0 setzen. Es ist daher

1
fde=(+C)— ("4 C)=e—1.
d

/e” dz. (2)

0
Dieses Symbol bedeutet folgendes. Es soll das Integral
berechnet werden zwischen dem bestimmten Anfangswert 0
und einem beliebigen, offen gelassenen, einfach als x bezeich-
neten Endwert von z. Dieses Integral ist daher nur an
seinem einen Ende bestimmt. Diese Ausdrucksweise wendet
man hdufig an. Die Rechnung erfolgt wie soeben, und es ist

x

[ de=(+0)— (@4 0)=e —1.

0
£

fsinx-dw = (—cosx + () — (—cos0 + C) =1 — cosz. (3)
6

F

fsing - de = (—cosa + C) — (—cos0 + €)= 0. (4)

oy o

/sinxdx= <—cosg—{— 0)‘—— (—cos0 4 C)=1. (5)

0
A i
/sinx- dx = <—cosg+ 0) — [—cos(—%) + C\ =0. (6)
o 27

[sinx- dx = (—cos2m 4 0) — (—cos0 4+ 0) = 0. (7)

v

0
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x

/cosx -dz = (sinz + C) — (sin0 + O) = sinx. (8)
0
[eos - dw = (sinz + €) — (sin0 + €) = 0. 9)
0

+7

[cosz - de = (sina + C) — (sin(—n) + €)= 0.  (10)

7T —

B

cosx-dx = (sin% + 0) — (sin0 4+ 0)=1. (11)

O\

+T

. sin2 in(—2
/sm%dx:(%—- 2 d —{—C)—(—%—Em(—‘l—@—{—C):n. (12y)

-

+

w  sin2n n  sin(—2xn
/coszm-dm=(§—|— 1 —|—C>-—<—§—l— H—[—O)=n. (131)
zdw
/ . = (Inz + C) — (In0 + C) . (14)
¢
Da In0 = —oo, so hat dieses bestimmte Integral keinen
endlichen Wert.
xdm
/‘?=(lnm—{—0)—(ln1+0)=lnx. (15)
i
xdx
- = 2lnz + C) — (Inzx + C) = Inx . (16)

89. Berechnung von Flicheninhalten.

Von dieser sehr allgemeinen Anwendungsweise der Inte-
gralrechnung sollen einige Beispiele gegeben werden.

1) Das allgemeine Integral findet man S. 147,
Michaelis, Mathematik. 11
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Gegeben sei die geradlinige Funktion (Fig. 80)
y=2x.

Es soll nun der Flicheninhalt des zu einem beliebigen Wert
von x, AB, zugehérigen Dreiecks 4BC berechnet werden.
Dieser Fldacheninhalt ist also das bestimmte Integral von
2, =0 bis 2, =x. Dieser Flacheninhalt ist nach § 84 zu-
néchst in allgemeiner Form:

/AABO=fy-dx=/2xdx,
fydx:xz—{—C’. (1)

Die Bedeutung der Integrationskonstanten C erhellt daraus,
daB fiir x = 0 nach der Figur auch y = 0 ist, also auch der
Wert des zugehorigen Integrals oder Dreiecks

¢ — 0 ist. Setzen wir in Gleichung (1) z =0,
und setzen wir ferner die geometrisch ge-
wonnene Beziehung fydx: 0 ein, so ist

0=0+20C,
Y also
C=0,
folglich ist
< z 8 NABC = [2xdx = a2

Fig. 80. . L. . .
In diesem Beispiel liegen nun die Verhilt-

nisse besonders einfach, weil der zu berechnende Flacheninhalt
von lauter Geraden begrenzt ist. Die allgemeine Methode,
Flidcheninhalte zu berechnen, ist folgende. Man zerlege die Fliche
in kleine, schmale Stiicke, derart, daB man den Inhalt eines
jeden Stiickes berechnen kann, und summiere dann samtliche
Stiicke. Welcher Art diese ,,Elemente® der Fliche sind, wird
nur von der Bequemlichkeit der Rechnung vorgeschrieben.
Soll man z. B. den Flicheninhalt berechnen, den die Sinus-
kurve mit der x-Achse zusammen umschlieft (Fig. 83), so wird
man sich die Flache durch zahlreiche Parallelen zu BD in
lauter kleine Streifen zerlegt denken, welche, je kleiner man
die Breite wahlt, um so genauer gleich einem Rechteck
werden. Soll man dagegen den Flicheninhalt eines Kreises
berechnen, so zerlegt man diesen am besten in kleine Seg-
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mentchen wie 40 B (Fig. 81), deren Inhalt, je kleiner 4B wird,
sich um so mehr dem eines gewOhnlichen Dreiecks ndhert.

Wir wollen nun auf diese Weise einige Flicheninhalte
berechnen.

1. Der Flacheninhalt des Kreises.

Man zerlegt den Kreis in kleine Sektoren auf die an-
gegebene Weise. Der Inhalt eines jeden kleinen Sektors
ist, wenn dieser nur schmal genug ist,
derselbe wie der eines gleichschenkligen
Dreiecks, dessen Basis das sehr kleine
Stiick der Peripherie 4B, und dessen
Hohe der Radius des Kreises ist; es ist

4,
der sehr kleine Inhalt 8
AB . &
dJ = B 7; 0 4
2
Die Strecke AB selbst ist nun von r
abhéngig. Zerlegen wir z. B. den Kreis
in 100 Sektoren, so ist der Umfang des
Kreises, wenn der Radius =g ist, =2p=,
und das AB entsprechende Stiick des-
selben = 21%1 . Ist aber der Radius Fig. 81.
= 29, so ist der Umfang 4 on, und das Stiick 4B = 413(7:

Daher ist das Stiickchen AB, wenn wir seine GroBe fiir
einen Kreis mit dem Radius 1 als dz bezeichnen, im all-
gemeinen fir einen Kreis mit dem Radius r =r.dxz. Es
ist also

2
dJ:%dx.

Nunmehr summieren wir alle diese unendlich vielen Drei-
eckchen zwischen den Werten £ = 0 und z = 2, oder wir
sintegrieren iber den Umfang des Kreises“, und es wird

27
7-2
J=[—dx.
0
11*
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2
r . . - .
Da — eine Konstante ist, konnen wir es auch vor das

Integralzeichen -setzen:
2n

2
J = %-/dx,

0
J =ar?,

Bemerkenswert ist fiir dieses Beispiel, dal wir die Fliche
nicht in Rechteckchen, sondern in Dreieckchen zerlegt haben,
also nicht das Prinzip des rechtwinkligen Koordinatensystems,
sondern die Darstellungsweise des Polarkoordinatensystems
anwandten.

2. Der Flacheninhalt der Parabelfldche.

Wir stellen uns die Aufgabe, den Flicheninhalt eines
Parabelstiicks (Fig. 82) vom Scheitel bis zur Linie 4B zu er-
mitteln. Hier miissen wir vor die eigentliche Integrationsauf-
gabe eine andere Uberlegung setzen, welche fiir derartige Auf-
gaben typisch ist und immer wieder vorkommt. Wir wollen
nédmlich hier das rechtwinklige Koordinatensystem als Achsen-
system wiahlen und miissen uns vergegenwirtigen, daB dann
ein Flichenstiick oberhalb der Abszisse als positiv gerechnet
werden muB, ein Flichenstiick unterhalb der Abszisse als nega-
tiv. Weil nun von der Parabelfliche genau das gleiche Stiick
oberhalb wie unterhalb der z-Achse liegt, und weil analytisch
dargestellt, das obere Stiick ein positives, das untere ein
negatives Vorzeichen bekommt, so muf} als Inhalt der Parabel-
fliche vom Scheitel bis zur Grenze AB immer Null heraus-
kommen. Was wir hier suchen, ist aber nicht algebraische
Summe der analytisch als positiv oder negativ definierten
Flichenstiicke, sondern der wirkliche Inhalt. Dieser deckt
sich mit dem analytischen Inhalt nur unter der Bedingung,
daBl die betrachtete Fliche ganz oberhalb oder ganz unter-
halb der x-Achse liegt, im letzteren Fall werden wir nur das
negative Vorzeichen des erhaltenen Resultats fortzulassen
brauchen.

Sobald also ein gesuchter Flicheninhalt die Abszisse des
Koordinatensystems iiberschreitet, werden wir die Fliche in
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einzelne Abschnitte zerlegen, die durch die Abszisse abgegrenzt
werden, und jeden dieser Abschnitte einzeln integrieren, zum
Schlu die erhaltenen Teilflichen, alle mit positiven Zeichen
versehen, addieren. — Bei der Parabel wird nun die Fliche
durch die z-Achse halbiert, wir werden daher nur nétig haben,
die obere Hailfte der Flache zu integrieren.

Fiir diese gilt nun die.Gleichung (8. 63)

y=+12p=.
Wir zerlegen nunmehr die Parabelfliche in schmale Streifen,
indem wir zahlreiche Parallelen zu BC ziehen. Wenn wir
diese Streifen recht schmal machen, so wird der Inhalt eines
solchen Streifens dJ = y - dx und
der Inhalt des Parabelstiicks vom
Scheitel bis zur Grenze BC ist

5 —

x x
J = }/%- de = ]/é? V;- dz,
/ /

J=13V2pad = 3x)2px.
Da nun o —

J2px =y, soist J=3z-y. Fig. 82.
Der Inhalt des Parabelstiicks ist daher i von dem Rechteck
aus den Koordinaten = und y.

Das ganze Parabelstick OAB hat die doppelte Fliche.

3. Den Flacheninhalt der Sinuskurve zu berechnen.

Gegeben sei y = sinx (Fig. 83).

Aus denselben Griinden wie soeben werden wir uns zu-
nichst die Aufgabe stellen, nur den oberhalb der z-Achse
gelegenen Flicheninhalt zu berechnen, der einerseits von
der Kurve AC, andererseits von der Geraden AC begrenzt
wird. Wir zerlegen diese Fliche in kleine Streifen, indem
wir zahlreiche Parallelen zu BD gezogen denken. Der Inhalt
eines einzelnen Streifens ist —y.dz. Die Summe aller
dieser Streifen zwischen =0 und 2 =A4C = ist

J———O/ydx zofsinx-dx.
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Da der Wert des entsprechenden unbestimmten Inte-
grals = —cosz + C ist, so ist

T

[sinx:—cosn+ cos0 = 4 2.

0

Es ist also
J =2
17
7 z 2 A
A 5 A
_z_
Fig. $3.

Ebenso ist natiirlich auch die unterhalb der z-Achse ge-
legene Fortsetzung der Sinusfliche zwischen x = 7 und x =2n

J=_2

analytisch betrachtet; also rein geometrisch = 2. Der In-
halt der Fliache zwischen x= 0 und z = 2z ist also algebraisch
= 0, geometrisch = 4.

90. Die mittlere GroBe der Ordinate.

Fir manche Zwecke ist es von Vorteil, den Mittelwert
samtlicher Ordinaten fiir ein bestimmtes Intervall von x zu
kennen. Es stelle z. B. Fig. 84 eine Pulskurve dar. Sie
stellt die Schwankung des Blutdruckes vom Beginn einer
Systole bis zum Beginn der néchsten Systole dar. Der
diastolische Blutdruck sei @, dann ist der maximale Blut-
druck in der Systole =a + BD. Wir wollen nun wissen,
welche Gréfle wir zu dem diastolischen Druck a addieren
miissen, um den mittleren Druck zu erhalten.

Es sei also 4C = z das Intervall, in welchem der mittlere
Wert der Ordinate, y,, , gesucht wird. Geméill der Bedeutung
des Mittelwertes wiirden wir zundchst folgendermafien ope-
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rieren. Wir ziehen viele Parallelen zu BD, welche alle von-
einander den Abstand Az haben. Diese Parallelen seien be-
zeichnet mit y;, ¥, %3 ... ¥». Den Mittelwert aller dieser
Koordinaten erhdlt man nun, indem man die Summe
(yy + ¥ +9y;...+yy durch die Zahl der addierten Oz-

dinaten dividiert. Diese Zahl ist = i. Es ist also der
. Az
Mittelwert von y

Sy-dx

m .

A

Vs

A 0 (4
Fig. 84.

Diese angenidherte Rechnung kann man zu einer genauen
machen, indem man die Gréle der Strecke Az unendlich
klein wahlt. Dann wird die Zahl der addierten Ordinaten
unendlich groB}, und A4z wird zu dxz. Es ist nun, wie oben
gezeigt wurde, 2y -dx dasselbe wie fydw, und daher

_ fy-dw

xr

Ym

oder im speziellen fiir das Intervall z, bis z,:

/ y-dx
Nun gibt das Integral nach § 84 den Flicheninhalt der
Kurve an. Diesen Flicheninhalt kdnnen wir aber durch ein

Rechteck dargestellt denken, dessen eine Seite z ist. Dann

[y dx . .
muB die andere Seite ij sein, was =y, ist.
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Die mittlere Ordinate ist daher diejenige Ordinate, welche
mit der (in dem gewiinschten Intervall abgeschnittenen) Ab-
szisse ein Rechteck von gleichem Inhalt wie die Kurven-
flache gibt.

Die praktische Bestimmung der Ordinatenh6he kann man
folgendermafien ausfilhren. Man schneide das Kurvenstiick
in Karton oder Blech von gleichméifliger Dicke aus und
wage es. Es habe das Gewicht g. Sodann bestimme man
durch Auswigen von Quadraten bestimmter GroBe das Ge-
wicht der Flacheneinheit 1 qem des Kartons, es sei ¢ und
berechne daraus den Flicheninhalt von /y dx ; es ist ndmlich

g
de = 2.

Jyde ==
Diesen Fliacheninhalt braucht man nur noch durch die
Liange der ausgeschnittenen Abszisse, z, zu dividieren, um

die mittlere Ordinate
V=
zu erhalten.

91. Beispiele fiir die Anwendung der Integralrechnung.

Die Arbeit bei der isothermen Ausdehnung eines Gases. Dieses
Beispiel sei als besonders wichtig dem genauen Studium em-
pfohlen. Es sei die Arbeit zu berechnen, die ein Gramm-
Mol eines idealen Gases beiisothermer Ausdehnung?)
von dem Volumen v auf das Volumen v, leistet.

Wenn ein Gramm-Mol. eines Gases bei konstantem Druck p
sich von dem Volumen v, auf das Volumen v, ausdehnt, so

1) D. h. ohne Anderung der Temperatur. Da an sich die Volumen-
inderung eines Gases bei Arbeitsleistung stets mit einem kalorischen
Effekt verbunden ist, so kann die isotherme Ausdehnung eines Gases nur
dadurch bewerkstelligt werden, daf man den Kolben, der das Gas faBt
und mit einem beweglichen Stempel versehen ist, in ein groBes Wasserbad
von konstanter Temperatur tauchen und den AusdehnungsprozeB duflerst
langsam vor sich gehen 148t, so dafl stets ein volliger Wérmeaustausch ein-
tritt. Der Prozel der Ausdebnung mull so langsam geleitet werden, daB
die in jedem Zeitteilchen entstehende oder verschwindende Wirmemenge
sofort an das Wirmereservoir fortgeleitet wird, welches so groB gew#hlt
wird, daBl die zugeleitete oder abgenommene Wirmemenge insgesamt noch
keine meBbare Temperaturinderung zur Folge hat.
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leistet es die Arbeit p(v, —v;). Da aber bei einem iso-
thermen ProzeB der Druck sich stetig dndert, so diirfen wir
p nur auf eine unendlich kurze Strecke als konstant be-
trachten. Es wird dann, wenn ein Gramm-Mol. des Gases unter
dem Druck p sich um das unendlich kleine Volumen dv aus-
dehnt, die unendlich kleine Arbeit

dA = pdv
geleistet. Durch Integration dieser Differentialgleichung er-
halten wir die endliche Arbeit

A= f pdv.

Nun ist, wie schon gesagt wurde, p nicht konstant, son-
dern selber eine Funktion von v, und zwar ist nach dem

Gasgesetz pv — BT

_ RT
==

oder

Setzen wir das in das Integral ein, so ist
dv

A=[RT- " —RT v
v v

oder A= RTlnv+ C.

Jetzt miissen wir noch die Integrationskonstante elimi-
nieren. Da die letzte Gleichung die allgemeine Beziehung
zwischen 4 und v gibt (dies sind die einzigen Variablen;
R und C sind von Natur Konstanten, und die Konstanz
von T ist unsere Voraussetzung), so gilt, wenn wir den zu
einer gewissen Arbeit 4, gehdrigen Wert von v als v, be-
zeichnen, und den ‘'zu einer anderen Arbeit 4, gehorigen
Wert von v als v,,

A, =RTInv, + C
und ebenso
A4, =RTInv, + C.

Durch Subtraktion
4, — A, =RTInv, — RTlInv,
oder

A, — A, =RTIn 2 .
1
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A, — A, ist aber die Arbeit, die das Gas von dem An-
fangszustand v, bis zur Erreichung des Zustands v, leistet.
Es ist also, wenn nunmehr A4 die Arbeit zwischen dem Zu-
stand v, und v, bedeutet,

A= fRTﬁ=RTl
41

Die Arbeit, d1e wir mit A, bezeichneten, wurde von
irgendeinem, nicht genauer definierten Nullpunkt an ge-
messen; entsprach z. B. dieser Anfangspunkt irgendeinem
sehr kleinen Volumen des Gases, so ist 4, die Arbeit, die
das Gas leistet, wenn es sich zunichst einmal von diesem
beliebigen sehr kleinen Anfangsvolumen bis zu », ausdehnte,
also eine Arbeit, die wir bei unserer Aufgabe (die Arbeit
bei der Volumeninderung v, —v, zu berechnen) gar nicht
wissen wollen. 4, bedeutet dann die Arbeit von eben
jenem sehr niederen, nicht niher festgelegten, Anfangspunkt
aus, und umfafit daher erstens die uns nicht interessierende
Arbeit 4, und dazu noch die gesuchte Arbeit. Also ist
A4, — A, die von uns gesuchte GréBe der Arbeit.

92. Beispiele aus der chemischen Kinetik.
1. Unimolekulare Reaktion.

Wenn eine chemische Reaktion darin besteht, daf die
Konzentration eines gelosten Stoffes (durch Abbau oder
Synthese) sich allméhlich #ndert, so nennt man das eine
unimolekulare Reaktion, da sich nur eine Molekiilart ver-
dndert (umwandelt). Die Reaktion

1 Mol. Sacharose = 1 Mol. Glukose + 1 Mol. Fruktose

stellt eine solche dar. Eine in umgekehrter Richtung ver-
laufende Reaktion|

1 Mol. Glukose + 1 Mol. Fruktose — 1 Mol. Sacharose

wire dagegen eine bimolekulare Reaktion.

Die physikalische Chemie der Chemie lehrt nun, daB die
Geschwindigkeit einer unimolekularen Reaktion in jedem
Augenblick proportional der in diesem Augenblick vorhan-
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denen Menge des verdnderungsfahigen Stoffes ist. Bezeichnen
wir die zu Anfang (Zeit ¢ = 0) vorhandene Sacharosemenge
mit a, die zur Zeit ¢ vorhandene Sacharosemenge mit z, so
wirden wir als ,Zerfallsgeschwindigkeit® das Verhaltnis der
Abnahme des Zuckers zu der Zeitdauer, das diese Abnahme
erfordert, betrachten. Die auf diese Weise definierte Ge-
schwindigkeit ist aber nicht gleichférmig, indem sie sich
ebenso wie Sacharosemenge jeden Augenblick &ndert. Je
kiirzere Zeitldufte man betrachtet, um so weniger andert sich
wahrend des betrachteten Zeitraumes. Fiir unendlich kurze
Zeit betrachtet, ist diese Geschwindigkeit konstant. Wir be-
zeichnen nun wie gewdhnlich, eine unendlich kleine Zu-
nahme des Zerfallsproduktes, des Invertzuckers, mit dz, und
die dazu gehorige Zeit mit di. Die Geschwindigkeit des
Zerfalles zur Zeit ¢ ist also, fiir eine unendlich kleine Spanne
Zeit, als konstant zu betrachten und ist %

Von dieser Geschwindigkeit lehrt nun die physikalische
Chemie daB} sie der zur Zeit ¢ vorhandenen Sacharosemenge
proportional ist. Diese ist —a —x. KEs ist also

wo k einen Proportionalititsfaktor, die Geschwindigkeits-
konstante bedeutet. Wir stellen uns nun die Aufgabe, diese
Gleichung zu integrieren, d. h. aus ihr zu einer neuen
Gleichung zu gelangen, in der keine unendlich kleinen GréB8en
wie dxr und d¢ mehr vorkommen. Wir schreiben diese
Gleichung zunichst in der Form

kdi—
a—zx
Aus ihr folgt zunédchst
! d
[bae— [ 2.
. Ja—z

Fithren wir diese Integration aus, so ist

kt=—In(a —2)4C.



172 Integralrechnung.

Zur Eliminierung der Integrationskonstanten machen wir
davon Gebrauch, daf} diese Gleichung auch dann gelten muf,
wenn ¢ = 0 ist, also zu Anfang des Versuchs. Dann ist x =0,
und daher unter Einsetzung dieser Werte von x und ¢ in

obige Gleichung

0= —Ina+C
oder

C =lna.

Setzen wir den Wert fiir C in das allgemeine Integral ein, so ist

kt=—In(e — x) + Ina
oder
a

a—x’

kt=In (1]

In dieser Form wird die Gleichung gewdhnlich ange-

wendet. Wollen wir sie nach x auflésen, so schreiben wir
dafiir unter Umkehrung der logarithmischen Funktion (S. 79)

a

ekt —

a—x

B

worauf folgt
et — 1

r==0a-
ekt

Wollen wir die Gleichung [1] praktisch anwenden, so
werden wir lieber mit dekadischen statt mit natiirlichen
Logarithmen rechnen. Dann geht die Gleichung iiber in die
Form

0,4343 - kt = log!® .
a—x

Wenn wir also aus experimentellen Daten den Ausdruck

a

1 lo
t ga—x

berechnen, so erweist sich derselbe fiir eine gegebene Versuchs-
bedingung als konstant, welchen Wert wir fiir x auch ein-
setzen, und von welcher Anfangsmenge a wir auch ausgehen.

Diese errechnete Konstante %, steht zu der theoretischen
Konstante £ in der Beziehung (vgl. S. 26)

ky =0,4343 - k.
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2. Eine bimolekulare Reaktion besteht darin, daB zwei
verschiedene Molekiile miteinander unter Bildung eines oder
mehrerer neuer Molekiile reagieren. Der Stoff 4 sei zu
Anfang in der Konzentration a vorhanden, der Stoff B in der
Konzentration 4. Wenn nun 1Mol4 4 1MolB zu irgend-
einem oder mehreren neuen Korpern sich umwandelt, so
daB also A und B allmédhlich aus der Losung verschwinden,
so verschwindet in jedem Augenblick ebensoviel 4 wie B
nach molaren Einheiten gemessen. Die zur Zeit ¢ ver-
schwundene Menge von 4 oder von B sei . Dann lehrt
die physikalische Chemie, daf die Geschwindigkeit in jedem
Augenblick proportional dem jeweiligen Produkt der Kon-
zentrationen der reagierenden Stoffe sei. Also

%:k(a—x)(b—x).

Daraus folgt zunichst, indem wir erst die Glieder mit
der einen Verianderlichen, x, auf die eine, die mit der anderen,
t, auf die andere Seite bringen,

dx

k“:w—@@ia’

/kdt f( b_?.

Das Integral der rechten Seiten entsprlcht der Form von § 83.
Wir zerlegen es in zwei Partialbriiche

1 !
dx a—b a—b
./(a—oc)(b—oc)= b—= rdw — a—zx rdw,
und so ergibt sich
1
kt=— “b-ln(b-—x)-l—a-_bln(a—x)—i—C’
oder
1 a—=2x
kt:a—blnb—x+0'

Die Bedeutung von C ergibt sich daraus, dafl die letzte
Gleichung auch gelten muf}, wenn { = 0 ; dann ist x =0 und
1

a
O:a—“i-lnz——{—o
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oder

Daher
1 (@ —2)b
= 1 .
b= M o
Fir den Fall, daB a = b, ist diese Formel bedeutungslos.
Man beginne fiir diesen Fall die Rechnung vom Ansatz an

von neuem. Es wird dann

x
ala—x) "

3. Eine Reaktion bestehe in dem Zerfall eines Korpers,
welcher hervorgerufen wird durch einen Katalysator. Nun
sei der Zerfall in jadem Zeitteilchen proportional der Menge
des Katalysators, aber unabhéngig von der Konzentration des
zerfallenden Korpers. Wie lautet das Integral dieses Pro-
zesses?

Da der ProzeB von der Anfangsmenge a nicht abhingig
ist, so kommt @ diesmal im Ansatz nicht vor. Ist F die
Konzentration des Katalysators, x die zur Zeit ¢ schon zer-
fallene Menge, so ist

kt =

dx

b
wo k ein Proportionalititsfaktor, die Geschwindigkeitskon-
stante ist. Diese Gleichung liefert

=kF,

de=k-F-dt,

xr=k-F-t+C,
Anfangsbedingung: 0=Fk-F-0+C

x=k-F-t,

x stellt somit eine geradlinige Funktion von ¢ dar.

Dieser Verlauf findet sich wenigstens angendhert verwirk-
licht bei manchen Fermentprozessen, z. B. bei der Spaltung
des Rohrzuckers durch Invertin, wo die Zerfallgeschwindigkeit,
wenigstens innerhalb gewisser Grenzen, von der Konzentration
des Rohrzuckers unabhingig ist und wenigstens bis zu einem
gewissen Stadium anndhernd der Zerfall eine geradlinige
Funktion der Zeit ist, d. h. bei gegebener Fermentmenge
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wird in der Zeiteinheit eine bestimmte Menge Zucker um-
gesetzt, unabhingig von der Anfangsmenge des Zuckers.

4. Eine Reaktion verlaufe wie die soeben geschilderte,
nur mit dem Unterschied, dall die Spaltprodukte einen
hemmenden EinfluB auf die Katalyse haben, und zwar be-
ruhe dieser hemmende EinfluB darin, da von den Spalt-
produkten ein gewisser Bruchteil des Ferments in Beschlag
gelegt werde. Dieser unwirksam gemachte Teil des Ferments
sei der Menge der Spaltprodukte einfach proportional.

Bezeichnen wir den zur Zeit ¢ aktiven Teil des Ferments
mit F,, so ist zunéchst wieder

dx
—=k-F,.
dt k- Fq

F, ist aber noch von z oder ¢ abhingig. F, ist ndmlich nicht
das gesamte Ferment F, sondern man mufl von F einen ge-
wissen Bruchteil abziehen, welcher proportional der schon
umgesetzten Menge x des Substrats ist. Ist & dieser Propor-
tionalitatsfaktor, so ist also

F,=F(1-—c¢x),
wo e<1. Also
dx
W:k‘F(l—ex),
iy,
1—c¢x
" odax
kFt:/lfex’

kth—%ln(l—ex)—#C,

Anfangsbedingung: 0=0

kFt = —lln(l — )
€

oder nach z aufgeldst:
1 _ g-e-k-Fet
r=—"-,.
€
5. Es sei eine &dhnliche Annahme gemacht wie soeben,

nur sei der durch die Spaltprodukte in Beschlag gelegte
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Teil des Ferments nicht den Spaltprodukten proportional,
sondern dem Verhiltnis der Spaltprodukte zur Anfangsmenge
des zu spaltenden Stoffes proportional. Dann wire

dx ,
R

wo F’ den wirksamen Teil der Fermentmenge F bedeutet.
F’ ist nur ein Teil von F, und zwar

F’:F<1—.ef),
a

wo ¢ den Proportionalititsfaktor bedeutet.

Es ist daher
dx x
E?sz@—ez)

oder

£
1——-x
a

Die Losung des Integrals ergibt

kI«‘t:--“-ln(1~i.x)+0,
€ a

Anfangsbedingung: 0= 0 +C
kFt= —ﬁln (1 _ L. x)
£ a
oder
EFt=+2ln—2—
a—ex

Fiir den speziellen Fall z. B., daBl ¢ =1, ergibt sich

kFt—aln—2

a—x

Man beachte die Ahnlichkeit dieser Gleichung mit der
einer einfachen unimolekularen Reaktion. Der Typus des
Verlaufs ist in beiden Fillen derselbe, nur ist der Ausdruck

a

1
—.In
t a—x
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bei der unimolekularen Reaktion unabhingig von der An-
fangsmenge des Substrats, im zweiten Fall dagegen der An-
fangsmenge des Substrats umgekehrt proportional.

93. Das partielle und das totale Differential.

Ist eine Funktion y von zwei Variablen % und v abhéngig
(die voneinander oder von einer dritten GriéBe x abhangig
sein konnen oder auch nicht), so schreiben wir

y="r(, 0.

Eine Anderung von y setzt sich also jedesmal zusammen
aus der durch die Anderung von w und die Anderung
von v verursachten Verdnderung. FEine unendlich kleine
Anderung von y, dy, ist also die Summe der durch das
Anwachsen von # und der durch das Anwachsen von v ge-
setzten Anderung.

Wir denken uns den Zuwachs von y von einem beliebigen
Werte aus derart, daB wir fiir einen Augenblick zunichst v
als konstant annehmen, und nur # als Variable betrachten.
In dem Fall ist der Differentialquotient von y nach % nach
den iiblichen Regeln zu bilden und v als Konstante zu be-
trachten. Nehmen wir ein bestimmtes Beispiel. Es sei

y=3u-+ 502,
Betrachten wir jetzt « als Variable, v als Konstante, so ist
dy
—— =3,
du
Um nun anzudeuten, da dieser Differentialquotient nur
dann Bedeutung hat, wenn wir v konstant annehmen, schreiben
wir

dy
=3, 1
du(v) ( )
Oder wir schreiben mit dem Zeichen ¢:
oy

dy
du(,,) . ay
Voraussetzung, dafl v konstant ist* F bedeutet der ,Diffe-

bedeutet also ,der Differerentialquotient, unter der

Michaelis, Mathematik. 12
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rentialquotient, unter der Voraussetzung, daf nur u variiert

wird“. Beides bedeutet also dasselbe. Wir nennen 2y
u

den ,partiellen Differentialquotienten von y nach «.
Nun nehmen wir zweitens umgekehrt an, % sei konstant
und nur v sei die Variable, dann ist entsprechend

————— =10v 3
d’U(u) ( )
oder anders geschrieben
ou
iy 10v. 4)
Aus (1) wiirde folgen
dy =3du,
wenn nur % die Variable wire.
Aus (2) folgt
dy =10v-dv,

wenn nur v die Variable wire.

Den gesamten, wirklichen Zuwachs von y kénnen wir
uns entstanden denken, indem wir erst # um ein unendlich
kleines Stiick wachsen lassen, und dann v. Es ist also das
»totale oder vollstindige Differential“ dy

dy =3du+ 10v-dv.

Oder allgemein, indem wir fiir 3 und fiir 10 v aus den Glei-
chungen (2) und (4) ihre allgemeine Bedeutung einsetzen,
oy y
dy_j—-du+W-rlv. (5)

cu

Das heit in Worten:

»Der gesamte Zuwachs von y besteht 1. aus dem Zu-
wachs, der auf Kosten der Verinderung von = fillt, 2. aus
dem Zuwachs, der auf Kosten der Verinderung von » kommt.
Und zwar ist der erste Anteil des Zuwachses von y gleich
dem Zuwachs von %, multipliziert mit dem partiellen Diffe-
rentialquotienten von y nach «; und der zweite Anteil gleich
dem Zuwachs von v, multipliziert mit dem partiellen Diffe-
rentialquotienten von y nach v .«
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Durch weitere Beispiele wird diese anfinglich kompli-
ziert erscheinende Beziehung leicht verstindlich werden.

Es sei
y=1Inu -+ lnv. (6)
Dann ist
oy 1
ou w
und
0y 1
v v

Nach (5) ist also
1 1
dy = ;-du—}—;dv .

Dasselbe Resultat erhalten wir auf andere Weise: Wir kénnen
statt (6) auch schreiben

y=In(uv).
dy
ou
der Differentialrechnungen zu berechnen. Setzen wir uv =z,
wo v zunichst als eine Konstante betrachtet ist, so ist

Dann ist folgendermaflen nach den allgemeinen Regeln

y = Inz
und
dy 1
dz 2z
Da nun
vdu = dz,
so erhalten wir
dy 1
v-du 2z

oder

Es ist also

12%*
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Ebenso ist,wie man auf die Weise selbstleicht nachrechnen mége,
dy 1

v v
und

1
dy=%-du+—v~dv.

Weitere Beispiele:
% = sinx + cosy .

Dann ist

oun .

o cosx
und

ou _ )

a_y = _Slny N
also

du = cosxdx — siny - dy .
Ein besonderer hierhérgehoriger Fall ist der schon S. 112

behandelte: Yy=1u-v.

Damals hatten wir die Beschrinkung gemacht, daB » und »
voneinander abhéngige Variable seien, indem beide eine
Funktionen von x seien. Jetzt kdnnen wir diese Beschrankung
fallen lassen und auch den Fall in Betracht ziehen, dafl «
und v unabhingig voneinander seien; es dndert nichts an der
Betrachtungsweise, Dann ist

dy
w0
und
dy
o
also

dy =udv+ vdu.

94. Die Integration totaler Differentiale.

Gehen wir von irgendeiner von zwei (oder mehr) Variablen
abhingigen Funktion aus

y=f(u, U)! (1)
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so werden wir das ,vollstindige Differential* nunmehr nach

der Regel

0 0

stets bilden koénnen. Haben wir dagegen umgekehrt eine
Differentialgleichung von der Form

dy=m-du—+n-.dv (3)
vor uns, so laft sich im allgemeinen diese Gleichung nicht
integrieren, d. h. es gibt keine Funktion von % und v,

welche y bestimmt, es gilt also nicht immer eine Beziehung
der Art:

Y. dv @)

dv

y="r(, ).
Nur unter einer einzigen Bedingung ist das der Fall. Da
namlich die Gleichung (2) das Differential von (1) darstellt,
so muB} (1) das Integral von (2) sein. Wenn also in (3)

dy
=
und (4)
oy
"= 5w [

ist, so ist die Gleichung (2) integrierbar, und das Resultat
der Integration ist Gleichung (1).

Man nennt daher die beiden Gleichungen (4) die Integra-
bilititsbedingung fiir die Differentialgleichung (3).

95. Beispiel: Gegeben sei die Differentialgleichung

dy=3du-+10v-dv. (5)
Ist diese Gleichung integrierbar? D. h. LaBt sich y als
Funktion von % und v eindeutig derart darstellen, daf das
vollstandige Differential die Form (5) erhdlt? Die Bedingung
fiir diese Moglichkeit ist also, daBl wir

dy
3=0—u
und
dy
10v= v

setzen koOnnen.



182 Integralrechnung.

Setzen wir

oder
0y =30u,

so wiirde beim Integrieren y den Wert erhalten
y=3u-+0C.

Die Integrationskonstante C ist noch unbestimmt. Sie kann
jeden Wert besitzen, auch darf in ihr v enthalten sein, denn
v ist ja in diesem Fall eine Konstante. Nur muB C na-
tirlich von » ganz unabhidngig sein. Wir schreiben daher
besser

y=3u+f)+C (6)

Hier bedeutet f(v) vorlaufig irgend eine Funktion von v.
Andererseits ergibt sich

Oy
oder
dy=10v-0v,
das Integral
y=>5v+C

oder besser

y=>52+fw)+0C. (7)

Hier ist f(u) irgend eine Funktion von «. Wir diirfen jetzt
iiber f(v) und f(u) beliebig verfiigen. Setzen wir nun

flv) = 502

flw) = 3u

an, so ergibt sich durch beide Gleichungen (6) und (7) in
gleicher Weise

und

y = 3u 4 5% + Konst.
Dies wire das gesuchte Integral, und die Tatsache, daB man
die Moglichkeit hat, aus dem Wert von% und von —g—?i zu
% v

dem identischen Integral zu gelangen, beweist, da wir in
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6 0
der Tat die Berechtigung hatten, 3 als TZ und 100 als TZ
aufzufassen, und als Resultat der Integration ergibt sich

y = 3u + dv? 4 konst.
Wenn wir die Probe machen und in dieser Gleichung y
total differenzieren, so erhalten wir in der Tat

dy=3du—+ 10v-dv.
Zweites Beispiel:
dy = w4+ 2v)du + (v — v)dv.
Integrabilitdtsbedingung: Die Gleichung ist integrierbar, wenn

2y Y 1
ut2v=", 1)
und
dy
U=y @)

Aus (1) wiirde folgen
dy=wudu-42v0u,

wo nur u variabel ist.

Integriert:

nregter y=+uw+2uv+fv)4+ C. (la)
Aus (2) wiirde folgen

Oy =wudv—ovdv,
wo nur v variabel ist oder integriert
y=uv-—-34f(u)4+C. (2a)

Wir sind hier nicht imstande, fiir f(4) und f(v) irgend einen
Wert einzusetzen derart, daB die beiden Integrale (1a) und
(2a) identisch wiirden. Wir sind also nicht berechtigt,

dy

u+2v=Tu

oder dy
uwv—‘%

zu setzen, und 'die Gleichung 148t sich nicht integrieren.
D. h. es gibt keine Funktion von u und v, deren totales
Differential die Form hatte:

(w+2v)du + (v — v)dv.
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Drittes Beispiel:

dy=(u+v)du+ (v —v)dv.
Setzen wir

oy
U=y
so ist
dy=udu-+vdu,
u2
?/=_é—+uv+f(v)"*“03
YTV T Gy
0y =udv—vou,

2
y=—uv— - +fW+0C.

Setzen wir

so ist
2 2
y:%——i—uv—%—{—konst.

Probe: Diese Gleichung ergibt beim Differenzieren

dy=udu+ udv 4 vdu —vdv,
dy=(u—+v)du+ (u—v)dv.
Viertes Beispiel:

dy = (u—+ 2v)du + (u+ 2v)dv.

Es sei
dy
u—}—2v=6u 1)
und
top= ¥ 2
(/7 ’I)—W. ()

(1) ergibt integriert

u2
y=-5+2uv+f@)+ 0, (3)
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(2) ergibt integriert

y=uv+v*+fw)0,. (4)
Es ist nicht moglich, passende Werte fiir f(v) und f(u) zu
finden, um y aus (3) mit y aus (4) in Ubereinstimmung zu
bringen, d. h. es gibt kein Integral unserer Differential-
gleichung.

In diesen Beispielen ist gleichzeitig der Weg gezeigt worden,
wie man derartige Integrationen ausfithrt. Um nur zu er-
kennen, ob irgendeine Differentialgleichung die Form eines
vollstindigen Differentials hat, gibt es aber noch einen ein-
facheren Weg. Ein Beispiel mag das erldutern.

Wenn gegeben ist

y=ulv 4 uo?, (1)
so0 ist, wenn wir nur nach w differenzieren,
dy
= 2uv | v?.
du +
Differenzieren wir dies noch einmal, und nun nach v, ist
0
6 &-’/
U
= 2u + 2v
dv

oder anders geschrieben, unter Anwendung des hierfiir iib-
lichen Symbols, welches dem Anfinger weniger tberblickbar
ist, als die vorige Darstellungsweise:

02y

du-dv

=2u+ 2v.

Differenzieren wir aber (1) erst nach v, so ist

—0;—‘% =u? 4 2uv,
und wird dies nun nach % differenziert:
dy
aau" —2u+ 20
oder o
y__ 2u4 + 2v
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Es ist also
o
0 Y a_‘Zl
Jdu _dv
v  Ou

oder anders geschrieben

o2y _ o2y
du-0v  dv-du

oder: Wenn eine Funktion zweimal hintereinander nach ver-
schiedenen Variablen differenziert wird, so ist die Reihen-
folge der Differentiation gleichgiiltig.

Ein vollstindiges Differential hat nun die Form

0 0
dy=-a—qy7-du—l— Y dv.

v
. . . Oy .
Differenzieren wir o noch einmal nach v, so muf} also
“ 0
dasselbe herauskommen, als wenn wir ?‘Z nach % differen-
v

zieren. Und diese Tatsache ist daher ein Kriterium fiir ein
vollstindiges Differential.
Beispiel:
dy = 3du + 10vdv .

Hier ist, wenn {iberhaupt ein totales Differential vorliegt,

—j—'%"=3 und %%:101;.
Differenzieren wir 3 nach v, so ergibt sich 0, und differen-
zieren wir 10v nach u, so ergibt sich ebenfalls 0. Daraus
erkennen wir, dal wir in der Tat ein vollstindiges, integrier-
bares Differential vor uns hatten.

Beispiel 2.

dy = (u + v)du + (v — v)dv.

Differenzieren wir (# 4+ v) nach v, so ergibt sich 1.
’ » {(w—v) nach u, so ergibt sich ebenfalls 1.

Es handelt sich also um ein vollstindiges Differential.
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Beispiel 3.

dy = (u 4 2v)du + (v 4 2v)dv.
Differenzieren wir (v 4 2v) nach v, so ergibt sich 2.
" » {4+ 2v) nach u, so ergibt sich 1.

Es ist also kein vollstdndiges Differential.
96. Eine Besonderheit nehmen diejenigen vollstindigen
Differentiale ein, deren Wert = 0 ist, z. B.

udv — 2vdu =0. (1)

Es wird hier ausgesagt, daf die linke Seite mit ihren beiden
Variablen % und v von einer dritten Variablen y nicht abhingt.
Wir haben nur zwei Variable, und die Gleichung mu8 daher
stets integrierbar sein. Der Gang der Integration wire nim-
lich einfach folgender:

du—ldv'ite iert:
w =5 , 5 ntegriert:
Iny = {Ilnv+4 C,

Iny = Injv 4 C,
lnl——=0,

o
. Y u? .
also ist auch — konstant, und auch . konstant. Wir wollen
v
aber die formelle Analogie mit den vorigen Beispielen her-
stellen. In (1) ist also

fly) =0
Hier ist
_ % _ 9y
U = v und 2v= Tu
Es ist nun
du d(2v)
e P

es liegt also kein vollstindiges Differential vor, und es gibt
keine Funktion f(y), deren vollstindiges Differential die

Form hatte
dfly) =udv — 2vdu.
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1
Wenn wir aber die Gleichung (1) mit o multiplizieren,
so ist

2v
ﬁdv— u3-du= . 4)

Da die rechte Seite = 0 ist, so konnen wir sie mit einer
Variablen multiplizieren, ohne dafl diese in Erscheinung tritt.

Hier ist
1 2v
a(ﬁ) _ w 2

du  Ovw ud’

das Differential ist also vollstindig, und sein Integral ist:

P i C. 2)

Den Beweis erbringe man durch Differenzieren dieser
Gleichung. Den Faktor, mit dem man die Gleichung (1)
multiplizieren muB, um sie auf die Form eines vollsténdigen
Differentials zu bringen, nennt man den ,integrierenden

Faktor. Es gibt deren nicht nur einen; z. B. auch —-lz
stellt einen solchen Faktor dar; es ergibt sich dann v
u? 2u
integriert
u2
Y —q, )

was gegeniiber (2) nichts Neues aussagt.

Aber weder (2) noch (3) liefert durch Differenzieren
direkt die Gleichung (1), sondern die Gleichungen (4) bzw.
(5), aus denen erst durch eine rechnerische Umformung (1)
entsteht. Jedenfalls 148t sich jedes Differential von der Form

flu,v)du + flu, v)dv=0

integrieren, auch wenn es formell kein vollstindiges Diffe-
rential ist.
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97. Hiufig bringt man Naturgesetze auf die Form
f(u,v,w...)=Konst.
Z. B. das Gasgesetz

p = Druck, v = Volumen eines Gramm-Mol, 7 = absolute
Temperatur, B die sog. Gaskonstante.
Es ist also hier in der Tat

fp,v, T) = konst.

Wenn wir von einer solchen Funktion ein vollstindiges
Differential bilden, so muBl dieses den Wert 0 erhalten, denn
das Differential einer Konstanten muf natiirlich 0 sein, also

0 0
df(w,v, w...) = afd u + fd +6f c..=0.
In dem speziellen Beispiel also
pev= R.T

oder ausgerechnet:

op0) gy 4 O (p ) .y — RaT.
op
Oder ein anderes Beispiel. Der osmotische Druck, p, der an

der Oberfliche einer Zuckerlosung gegen eine fiir Zucker un-
durchlissige, fir Wasser aber durchgingige Wand herrscht,
wenn diese Wand auf der anderen Seite reines Wasser be-
riihrt, ist abhiéngig erstens von der Konzentration der Zucker-
16sung ¢, zweitens von der Temperatur 7. Es ist also

p="_flT).
Und daher

op 6
Oder in Worten: Die Zunahme des osmotischen Druckes (dp)
ist erstens proportional der Zunahme der Zuckerkonzentra-
tion (dc); der Proportionalititsfaktor ist der ,Konzentrations-
koeffizient des osmotischen Druckes®, wie man es nennen

wiirde (ﬁﬂ) . Zweitens ist die Zunahme des osmotischen

dc
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Druckes proportional der absoluten Temperatur (d7'); der
zugehorige Proportionalitdtsfaktor ist der ,Temperaturkoeffi-

0
zient des osmotischen Druckes* (65’) .

Wenn man also durch den Versuch oder durch Berech-
dp
oT
durch Integration feststellen. Die Integrationsbedingung ist,
daB 62p . 62p

dc-dT  0T-de

ist. Das ist der Fall, wie man sich durch eine Uberlegung

nung %ﬁ und feststellen kann, so kann man p daraus

02
veranschaulichen kann. Fip bedeutet die Zunahme des

ic-dT
Druckes, wenn man erst die Konzentration, dann die Tem-
&2
peratur erhoht; W% die Zunahme des Druckes, wenn man

erst die Temperatur, dann den Druck um den gleichen (sehr
kleinen) Betrag wie soeben erhéht. Das Resultat muf in
beiden Fillen dasselbe sein.

98. Doppelintegrale.

Die Aufgabe der Integralrechnung ist es, wenn der Wert
eines Differentialquotienten gegeben ist, den Wert der Funk-
tion selbst zu ermitteln. Man kann diese Aufgabe dahin
erweitern, auch wenn der Wert eines hoheren Differential-
quotienten gegeben ist, die Funktion zu ermitteln. Da der
Differentialquotient selbst als eine Funktion der Variablen
angesehen werden kann, so bietet diese Aufgabe prinzipiell
keine neue Schwierigkeit. Ist z. B. gegeben

42
gjg' =a, )
. . dy .
so betrachten wir zunéchst —— als Funktion von z und
. R . dx
schreiben in diesem Sinne
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oder

dy
d%———a'dx,

woraus durch Integration folgt

dy
—d‘a‘:—:ax—!'-ol

oder
dy =axdx 4+ Cydzx.

Integrieren wir jetzt noch einmal, so folgt
a
y=7x2+019v-{—02

als Losung der Aufgabe. Wir l6sen also die Doppelinte-
gration, indem wir Schritt fiir Schritt aus dem zweiten Dif-
ferentialquotienten durch Integration den ersten, aus dem
ersten durch nochmalige Integration die Funktion selbst be
rechnen. Die erste Integrationsaufgabe wiirde also lauten:

d*y
da?
die gesamte Aufgabe

d2y a o,
//w-dx-dx——gvx + Cix 4 Gy,

‘dx =ax + O,

wobei wir die iiblichen Symbole der Doppelintegration de-
monstrieren.

Da bei jeder einzelnen Integration eine neue Integrations-
konstante erscheint, so muB eine » fache Integration zu =
verschiedenen, Integrationskonstanten fiihren.

Die Aufgabe kann aber unter Umstéinden auch so gestellt
sein, daf die unabhingige Variable bei jeder einzelnen Teil-
integration eine andere ist. Wir wiirden diese Aufgabe
folgendermallen schreiben:

JlrfU-dx-dy.

Der Sinn dieser Aufgabe ist folgender. Zuerst soll die Auf-
gabe gelost werden

[U-dz=J,.
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Das Resultat J;, kann man als einen Differentialquotienten
erster Ordnung auffassen. Nunmehr soll dieser nicht nach x,
sondern nach y integriert werden: ledy= Jy . Auf unser
obiges Beispiel (1) angewendet, wiirde die erste Integration

wieder liefern

d?y

Fr de=ax+ C,
der zweite Teil der Integration stellt dagegen jetzt die Auf-
gabe dar: .
[(az+ C))dy,

afx-dy + Cyy + C,.

Die Bedeutung der Doppelintegration wird am besten
durch die geometrische Darstellung des Integrals als Flichen-
inhalt klar, Stellen' wir uns in einem rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem y als Funktion = dar, so ist y.dz das
unendliche schmale Rechteck mit den Seiten y und dz.
Das Integral dieses Ausdruckes ist die Summe aller dieser
unendlich vielen und unendlich schmalen Rechtecke, also
die von der Kurve, der Anfangs- und Endordinate und der
Abszisse eingeschlossene Fliche.

welche ergibt:

Fig. 85.

Fassen wir nun diese Flache F wieder als einen Differen-
tialquotienten, und zwar einen solchen nach y auf, so ist F - dy
ein unendlich schmales Prisma mit der Grundfliche F und
der Hohe dy . Wir miissen dazu also eine Darstellung im
dreidimensionalen Raum wahlen. Ist (Fig. 85) z. B. ABC die
Fliche F, und BB’ = dy, so ist das Scheibchen 4 4’BB’C(C"’
= F.dy und es ist /F dy die Summe aller dhnlichen Scheib-
chen, also der Wert des Integrals innerhalb der Grenzen O
und E gleich dem Rauminhalt des gezeichneten Kérpers.
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Die allgemeine Aufgabe
x=b y=d
/ [ U-dzx-dy
r=a y=c¢
erfordert also folgende Rechenoperationen.
Man berechne zuerst das Integral
z=b
[v-da.
L=a
Seine Losung sei =J,.
Nunmehr berechne man
y=d
/ Ji-dy,
y=c¢
dessen Losung J, gleichzeitig die definitive Losung der Auf-

gabe ist.

99. Ebenso wie man einfache Integrale zur Berechnung von
Flicheninhalten benutzen kann, kann man doppelte Integrale
zur Berechnung von Rauminhalten benutzen. Einige Beispiele
werden das erldutern.

——tF /
77
| l 7 s
| I | dzf 2
I I 7
z ! s 5
Jo__ 1L el e
Ve / 174 F
4 v
/Y v
/ / k4
A f A-I 15 é

Fig. 86 und 86a.

1. Den Rauminhalt eines Prismas mit den Seiten z, y, 2
zu berechnen.

Wir zerlegen das ganze Prisma (Fig. 86) in schmale Scheiben
wie EHGFF' E’'H’G’. Dann ist der Rauminhalt des ganzen
Korpers gleich der Summe aller dieser Scheibchen zwischen
den Grenzen x = 0 und x = x. Ein Scheibchen hat das Vo-
lumen % -dz, wo u die Fliche EHGF bedeutet.

Michaelis, Mathematik, 13
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Also ist der gesuchte Rauminhalt
bis z=2
V= / u-dx.
von =0
Nun ist u selbst eine Fliche, kann also ihrerseits als ein
Integral aufgefallt werden. Wir zerlegen die Fliache % in
Streifchen wie RSTU (Fig. 86a).
Der Inhalt eines solchen Streifens ist y-dz, und die

ganze Flache
hig z=2¢

) =/y dz .
vonz=0
Es ist also

V= [ydzdx,
[ fpazas

oder mit einer Schreibweise, die dem Anfinger wohl iiber-

sichtlicher sein wird:
V=/( ydz)-dxv.
J

0

Fiihren wir zunéchst das eingeklammerte Integral aus, so
ergibt sich, da y konstant ist,

fydz = y/(;z =yz,
6 0
also

V=O/y-z-dx,

und integrieren wir jetzt nach x, so ist, da ¥ und 2z konstant
sind,
V=zyz.

2. Den Rauminhalt einer vierseitigen geraden Pyramide
mit rechteckiger Grundfliche zu berechnen.

Man lege die Achse der Pyramide AB (Fig. 87) und be-
zeichne sie als .

Die Richtung der y-Achse und der z-Achse ist alsdann
aus der Figur zu ersehen.
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Man zerlege die Pyramide in Scheibchen wie in Fig. 87.
Jedes dieser Scheibchen (Fig. 87a) hat folgende Beschaffen-
heit. Es ist ein schmales Prisma (wenn es hinreichend schmal
gedacht wird) mit den Seiten dz, y und z. Der Inhalt eines
solchen Scheibchens ist daher?) =

(Flache (y, 2)) - dx

und die Summe aller Scheibchen
T=2
J = f (Fliche (y, 2)) - da .
z=0

,,

Fig. 87 und 87a.

Die Fliche (y,z) ist selbst ein Integral, und zwar ist sie
die Summe der Streifchen y-.dz, also ist:

2=z

Flache (y, 2) =/y dz
z=0
und r=3
J =/ Y z>.dx
z=0
z=0
oder anders geschrieben:
=/[y cdz-dx
00

Das eingeklammerte Integral ist nun =y-.2. Also ist
J=|

y-zdx.
z=0

1) Fliche (¥, 2) bedeutet die durch y und z definierte Fliche.
13*
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Um dieses Integral zu berechnen, miissen wir nun in
Betracht ziehen, daf y und 2z nicht konstant, sondern Funk-
tionen von « sind. Je nachdem wir das Scheibchen in
groferer oder kleinerer Entfernung von A herausschneiden,
wird y und z ganz verschieden sein. Konstant ist iiberall nur
einerseits das Verhiltnis von y:x, welches wir als % be-
zeichnen wollen, und das Verhéltnis von z:2, welches wir
nennen. KEs ist daher stets

Yy=n-x,
z=C_-x

und o

Jz/n-C-xzdx=%§-x3.
0
Da Yz
77‘C=§,

so ist schlieBlich

J=1zyz.

3. Den Rauminhalt eines Rotationskegels zu berechnen.
Ein solcher entsteht dadurch, daB eine Gerade an einem
Endpunkt fixiert ist und mit dem anderen Endpunkt einen
Kreis beschreibt.

Ziehen wir die Achse x und zerlegen den Kegel in lauter
kleine Scheibchen senkrecht zur x-Achse, wie in Fig. 88 an-
gedeutet, welche bei geniigender Schmalheit die Form von
sehr niedrigen Zylindern annehmen. Der Inhalt des Kegels
ist dann gleich der Summe dieser Zylinder, deren jeden
einzelnen wir %4 nennen, zwischen x =0 und z =2z, also

x
J=[u-dz.
I 0
DerInhalt einesZylinders
‘ ist gleich der (kreisférmigen)

Basis multipliziert mit der
Hohe, also ist

Fig. 88. w=mnr.-dz,

wo r den Radius der Zylinderbasis bedeutet.
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Wir haben uns eine Integration, deren Resultat wir leicht
iibersehen konnten, gespart, indem wir den Inhalt des Zy-
linderstiickchens sofort mit seinem uns bekannten Werte
einfithrten, statt ihn durch eine zweite Integration zu ent-
wickeln.

Also ist

z
~

J=[nr-dx.
0
Da nun r eine Funktion von x ist, miissen wir diese erst
darstellen. Konstant ist iiberall

r
;=@,
also ist
r=g0-x
und
J:/ngz-xz-dx=7%.x3.

Y
0

Fithren wir fiir ¢ wieder seinen Wert ein, so ist
7
J=_—-r2.x.
3

D. h. der Inhalt ist { des Produktes aus Grundfliche und
Hohe, wie bei der Pyramide.

4. Den Inhalt der Kugel
zu berechnen, deren Radius
=r ist. Wir zerlegen die
Kugel (Fig. 89) in parallele
schmale Scheiben, deren
H6he = dzund deren Grund-
fliche = & - 22 ist. Dann ist
der Rauminhalt einer sol-
chen Scheibe = m-x2-dz
und der Kugelinhalt wird
zunichst durch das unbe-
stimmte Integral

J = f mx?.-dz

dargestellt.
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Nun miissen wir z noch als Funktion von z ausdriicken.
Da
22 =12 — (r —2),
so ist
22 =27rz —22

und
3

J=n/(2rz—zz)dz=n(rz2—%)+C.

Jetzt miissen wir noch die Grenzen des Integrals ab-
stecken. Sie liegen offenbar zwischen z=10 und z=2r;

also ist
2r

J=nf(2rz—22)dz
0
27 27

= an[zdz—nzzdz.
0 0

=4ard—§ars
=4m-r3.
5. Den Inhalt eines Rotationsparaboloids zu berechnen.
Ein Rotationsparaboloid entsteht durch Drehung einer
Parabel um ihre Achse.
Wir zerlegen das Paraboloid (Fig. 90) in Scheibchen, welche
jedes offenbar das Volumen

w-y?.do
haben. Also ist =z
J=|nydx.
z=0
Da nun

?/=;2pws

/ y 80 1st

z
J=[2n.-p.-x.dax,
/

Fig. 90. J=m.p-a2.



Finfter Abschnitt.
Mac Laurinsche und Taylorsche Reihen.

100. Um das Wesen der Mac Laurinschen und der Taylor-
schen Reihe zu verstehen, miissen wir etwas weiter ausholen.

Man unterscheidet bekanntlich kommensurable und in-
kommensurable Strecken oder rationale und irrationale
Zahlen. Verwandt mit dieser Unterscheidung ist die Ein-
teilung der echten Briiche in solche, welche sich als ein
Vielfaches von ganzzahligen Potenzen von 4% darstellen lassen,
und in solche, bei denen dies nicht moglich ist. So ist z. B.
der Bruch 1 durch keinen Dezimalbruch genau wiedergebbar.
Wenn wir aber auch Dezimalbriiche mit unendlich vielen
Stellen gelten lassen, sind wir imstande, jeden Bruch in einen
Dezimalbruch umzuwandeln, d. h. stets ist

1 e 1 b 4 c 4 d 1
w10 ' 100 ' 1000 © 10000 ' 77
wo jeder der Koeffizienten a,b,c,d... je irgendeine ganze

Zahl ist. Diese Gleichung ist auf jeden Fall zutreffend, es
kommt nur darauf an, ob es im Einzelfall mdéglich ist, fir a,
b, ¢, d... passende Werte zu finden. Ein aufgehender
Bruch zeichnet sich dadurch aus, dal von einem bestimmten
Glied an alle Koeffizienten = 0 werden. So ist z. B. fiir den
Bruch } der Wert von a =2, b=>5, ¢ und alle folgenden
=0. Fir { aber ist
a=b=c=d...=3,

ins Unendliche fortgesetzt. So lift sich auch die irrationale
Zahl 1/5 durch folgende Reihe angendhert wiedergeben:

4 2

1000+10000+

4 1
ﬁ=1+ﬁ+ﬁ+
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Eine analoge Denkweise koénnen wir bei den Funktionen
einfithren. Wie vorhin rationale und irrationale Zahlen,
kénnen wir, mit einer gewissen Analogie, algebraische und
transzendente Funktionen unterscheiden (vgl. S. 52).

101. Alle algebraischen Funktionen lassen sich bekannt-
lich auf die Form bringen

y=a-+bx+cat++dad...,

wo jedoch die Voraussetzung ist, daB die Reihe eine ganz
bestimmte Zahl von Gliedern hat. Ist die hdochste vor-
kommende Potenz von z = z", so ist ¥ eine Funktion nten
Grades von z. Wenn wir also als allgemeinsten Ausdruck
einer algebraischen Funktion schreiben

y=a-+bx+cat+de?... ad infinitum,

so verlangt es das Wesen der algebraischen Funktion, daf
von einem ganz bestimmten Gliede an alle Koeffizienten = 0
werden. Bei einer Funktion 3. Ordnung hat also d einen
von 0 abweichenden Wert, und es k6nnen auch a, b und ¢
von 0 verschieden sein. Aber alle spiateren Koeffizienten,
e, f, g, ... sind unbedingt = 0.

Man koénnte nun einmal versuchen, die transzendenten
Funktionen als algebraische Funktionen von unendlich hoher
Ordnung darzustellen. Wir versuchen also z. B. sinz, welches
eine transzendente Funktion von x ist, als eine algebraische
Funktion von z unendlich hoher Ordnung aufzufassen:

sint = A + Bx 4+ Cx?+ Dx3. .. ad infinitum.

Ob diese Gleichung falsch oder richtig ist, kann man von
vornherein nicht sagen. Richtig ist sie, wenn es gelingt,
fir 4, B, C solche Werte zu finden, dafl die Summe dieser
Reihe mit jedem neuen Gliede immer niher an den Wert sinz
herankommt. Wir werden uns daher bemiihen, fiir die Ko-
effizienten 4, B, C, ... passende Werte zu finden.
Schreiben wir nun einmal die ganz allgemeine Reihe

y=f@=A+ Bx+ Ca2 + Dad ..., (1)

so konnen wir dem Koeffizienten 4 sofort eine Bedeutung
unterlegens A ist ndmlich derjenige Wert von y, fiir welchen
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2 = 0 ist, was man sieht, indem man # = 0 in die Gleichung
einsetzt. Diese Einsetzung ergibt in der Tat

y=fO=A+B-0+ ...
Es ist also, wie man schreibt
f(0)=4, (2)

f(0) bedeutet also f(z) fiir den Fall, wo z = 0 ist.
Nun differenzieren wir unsere Gleichung (1) nach z, so ist

f@y=B+2Cx+3Daz2 ...

Hier sehen wir, dal B derjenige Wert der Ableitung ist,
fir den z=0. Also

B = f(0). 3)
Bilden wir die zweite, dritte usw. Ableitung, so ist
ff=2C+2.3.Dx-+3-4-Ea2+ ..., (4)
f7=2.83.D+2.3-4-Ex+4 ... (5)
usw.
Aus (4) folgt:
1
2C = f”(O) oder C = T? . f”(O) 5
aus (b)
1

2:3:D=f"(0) oder D=o—-—2-f"0),

und dann ebenso

1111 _ 1 1117
2.3:-4.E=f"(0) oder E._mf ),
11111 _ 1 o 11117
2.3.4.5.-F=f""(0) oder F__1.2.3.4.5.f (0) .
Setzen wir diese Werte von 4, B, C, ... in (1) ein, so ist
f@) =£(0) + f(0) -z + § f7(0) - 2*
1 11/ 3 1 L 4
g O g 0
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oder 1 1
@) = FO) + 171/ (0) - + 57 17(0) -

1 11 1 1111
+§‘!—f (0)'w3+ﬂf (0)'%4-..

Dies nennt man die Mac Laurinsche Reihe?).

Sie gilt fiir alle Arten von Funktionen. Sie stellt der
Form nach eine algebraische Funktion von z, aber unendlich
hoher Ordnung dar. Echte algebraische Funktionen brechen
mit irgendeinem Gliede ab, irrationale und transzendente
Funktionen haben unendlich viel Glieder, vergleichbar den
unendlichen Dezimalbriichen. Thre Anwendungsweise wollen
wir an folgenden Beispielen kennen lernen.

Anwendung der Mac Laurinschen Reihe. Entwicklung
der Exponentialfunktion.

102. Wir wollen ¢® als Funktion von z in Potenzen
darstellen. So ist

& = F(O) + F(0) -2 - f70) 22 4

Nun ist

fO)=1,
denn

=1

Ferner ist

f'@)=e,
also

f/(0), auch =1,

und auch

r/0 =1
usw. Es ist also

x  x®  ad

e=1+y+tar+gyt...
) Das zweite Glied enthilt den Koeffizienten —11—, . Dieser ist gleich 1

und brauchte daher nicht geschrieben zu werden. Dafl man es hier und in
dhnlichen Fillen dennoch tut, hat seinen Sinn darin, daf wir bei dieser
Schreibweise das ,Bildungsgesetz® der einzelnen Glieder der Reihe leichter
erkennen. Das allgemeine Bildungsgesetz fiir ein beliebiges, sagen wir das
nte Glied der Reihe lautet:

1 — 1 n—-1 -1
das nte Glied = Pty 10y a1,
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und fiir x = —1 ergibt sich
1 z 2 3

TFiir den speziellen Fall x =1 ergibt sich
s 1 1 1 1
€= +ﬂ+?!+§7+z---
und

11 x x? 8

Entwicklung der Sinus- und Kosinusfunktion.

103. Ferner entwickeln wir sinz nach Potenzen von z:
1

sing = £(0) + F0)& + 15 FOF + ;g [70)25 ..
Nun ist
y =sinzg, fir =0 wird daraus 0
y =cosx, , » » 1
y” = —sinz, ,, ” ” »
y"” = —cosz, , » » » —1
¥ =y,
y"”" =y’ usw.

Setzen wir das ein, so ist
1

i == - 3 —_ .5 “« o
sinte=0-+x+0 1.2.395 +0+1.2.3.4'5 x
oder
. x xs xs  x'
sme=qr—gr+tygr—wrTor
Berechnen wir ebenso cosx
y=cosx, fir «=0 wird daraus 1
y’ = —sinx 3 ) » 2] i
?/” = —CO8Tx, » ”» 2 _1

y == Sinx 3 I 2 ’3 E)

y"” =y usw.
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Also ist

1
'$2+0+TV7)”: """"" ...

=1—0—
CcOosSx 3.4

1.2
oder

ax? xt s ax8
Diese Reihen werden wirklich benutzt, um die Werte von &*,
die Sinus und Kosinus der Winkel zu berechnen. Es sei
daran erinnert, daB der Winkel als Bogen des Kreises mit
dem Radius 1 gemessen wird. Z. B. Es sei zu berechnen

1 1 1 1
ginl=1— — 4+ — —

3! 5! 7! 9!
Fiithren wir da aus, so ist
1=1
1 1
-+ BT 0,00833 5= 0,16667
1 1
—{——97! = 0,00000 ... — ey = 0,00019
-+ 1L = 0,00000 ... _1 = 0,00000
13! 1!
Summa: 1,00833 Summa: 0,16686
sinl = 1,00833
—0,16686
sinl = 0,84147 .

Man iiberzeuge sich z. B. auch, dal diese Reihen in zu
erwartender Weise ergeben

sin0 = 0

cos0 =1 usw.

104. Die Taylorsche Reihe.

Wollten wir logz nach der Mac Laurinschen Reihe be-
rechnen, so kimen wir nicht zum Resultat. Denn es ergibt
sich

logz = log0 + ...
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Da log0 = —oo, so zeigt sich schon beim ersten Gliede die
Unmoglichkeit der Berechnung.

Wiahrend wir bisher der Einfachheit halber denjenigen
Wert von y als Grundlage der Reihe nahmen, fiir den f(x) = 0
ist, konnen wir natiirlich auch von einem Wert ausgehen, wo
x selbst gleich 0 ist, fiir den also z. B. a 4+ z = @ wird, oder
speziell, fiir den 1 + « =1 wird, d. h. im allgemeinen wieder
von demjenigen Wert von f(z), welcher sich fiir x = 0 ergibt.

Wir gehen also zunichst wieder von der berechtigten,
weil zunédchst ganz unverbindlichen Annahme aus, es sei

fA+x)=A 4 Bx + Ca?+ Da®  Ext. ..
und fragen uns, ob es auch hier moglich ist, fiir 4, B ...
Bedeutungen zu finden, so daB der Sinn der Gleichung er-
fillt ist.

Setzen wir z—=0,
80 ist

fO+0)=A4+B-0+ ...

f1)=4,
f(1) bedeutet hier denjenigen Wert von f(1 + ), wo =0
ist. Ferner ist

ffAl+ax)=B+4+2Cx+3D2?...

oder

Setzen wir

=0,
so ist
1) =B
und weiter ist
” 1
') =4-5" c,
1

f”'(l)=1.2.3-D.

So finden wir schlieBlich
1 1 1
_ a4 . 7 V2 M (3
f 4 @) = ) + 1 1)+ g D2+ 1y g )
und durch ganz #hnliche Uberlegungen

Fl—2)= () — 1 -F o+ 1oy [P — 55 D
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Dies ist die Taylorsche Reihe, und sie dient zunichst
zur Berechnung der natiirlichen Logarithmen. Es sei ndmlich
Inu zu berechnen. Setzen wir

u=1+4+=x,
so ist, wenn x = 0 wird,

fA+2) =Ihl=0

1+ 2 =ﬁ=1
Va+@=_ﬁ%6f’*

171+ x) =2'(1—_*1_~x)—3“=1-2
f””(1+x)=—2.3(7i_622_ 2.3

usw. Also
a ac? a3 at a’
hA+x)=7-—F+3-—7+5-
ebenso
} x a? a3 at a’
A=) =—7—9 -3~ 75

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt ferner
noch
14z

1
nl—x

x 3 z°
—(f+5+5 )

Alle diese Reihen konvergieren nur, wenn z kleiner oder
hochstens gleich 1 ist. Es lassen sich also aus Formel (1)
die natiirlichen Logarithmen von (1 4 0) bis (1 4+ 1), oder
von 1 bis 2 berechnen, und mit Hilfe der Formel (2) die
natiirlichen Logarithmen von 0 bis 1, im ganzen also alle
Logarithmen der Zahlen zwischen 0 und 2. Daraus lassen
sich durch Multiplizieren, Potenzieren oder durch die An-
wendung der letzten, kombinierten Reihe die iibrigen Loga-
rithmen weiter berechnen. Aus ihnen kann man weiterhin
(S. 26) die dekadischen Logarithmen berechnen, und das ist
in der Tat der Weg, auf dem die Logarithmentafeln ent-
standen sind.



Reihen fiir In(1 + &), In(1— z), Binomialreihe. 207

105. Die Binomialreihe.

Von der Taylorschen Reihe konnen wir noch einen
anderen, wichtigen Gebrauch machen. Es sei

Flx)y= 1+ «)".

Wenden wir die Taylorsche Reihe hierauf an und
,entwickeln diese Funktion nach Potenzen von xz% so er-
gibt sich

Aap=7) + Oz g 1)

Da nun

fad+a=nl+a",

also
f)=n,
ffA+2)y=n-(n—1)(1 + z)*"2,
also
f”(l):n'(n_l)7

P70+ R =n(n—1)(n— 2) (L4 22,

also
' f"A)y=nm—1)@n—2),
so 1ist
1+ay=1 +%ﬂx +E%E;Lﬁ
nm—1)(n—2) .
-+ 2.3 z3. ..

oder mit der friiher (S. 27) gekennzeichneten Schreibweise:
ot (s (o (e

Diese Reihe heilit die Binomialreihe. Sie gilt fiir jeden,
ganzen oder gebrochenen, positiven oder negativen Wert
von n. Auch in der niederen Algebra wurde eine Bi-
nomialreihe gelehrt, sie konnte aber nur fiir ganzzahlige
und positive Exponenten bewiesen werden. Hier wird erst
die allgemeine Bedeutung der Reihe erwiesen.

Ist » eine beliebige ganze, positive Zahl, so bricht die
Binomialreihe von selbst ab, indem von einem bestimmten
Gliede an alle folgenden Glieder gleich 0 werden. Im
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anderen Fall erhalten wir eine unendliche Reihe, welche
aber fiir uns von groBer Bedeutung werden kann, wenn sie
konvergiert, wenn also die GroBe der Glieder vom 3. oder
4. an schon auBlerordentlich klein wird.

Setzen wir z. B.

r=4, n =3
3 3.2 3.2.1 3.2.1-0
O+ P=14 bty Priog Pzt
— 1412448+ 644+0+0...
=125.
Die Reihe bricht beim 5. Glied ab, weil alle folgenden
Glieder = 0 werden. Das Resultat ist natiirlich das zu er-

wartende, daB 53 = 125.

Es 1iBt sich zeigen, auf eine hier nicht ndher zu er-
orternde Weise, dall diese Binomialreihe zwar fiir jeden
Wert von = gilt, aber, wenn sie unendlich viele Glieder hat,
nur fiir solche Werte von x, welche zwischen —1 und +1
liegen. Andernfalls konvergiert die Reihe nicht.

Die Anwendung der Binomialreihe werde durch ein Bei-
spiel erldutert:

A +ap
1—2x+ 32 — 423 bat —+ ...

Aus unserer Reihe kénnen wir auch die gewohnliche Form
der Binomialreihe entwickeln, ndmlich

(@ + 0.
(Es sei 6 <a). Dann setzen wir % =z und erhalten

(@ +ax)" =a"- (1 4 2)".

Nunmehr 1aBt sich (1 + z)® nach der obigen Formel ent-
wickeln, und das Resultat braucht nur noch mit o* multipli-
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ziert zu werden. Man fiihre diese Rechnung aus und iber-
zeuge sich, daf das Resultat wird:

welches die gewohnliche Form der Binomialreihe ist.
106. Eine spezielle Anwendung der Binomialreihe wollen wir

1 n
nun noch machen, um die Funktion (1 -+ A—> zu entwickeln.
n

Wir brauchen in die Binomialreihe fiir z immer nur — ein-
n
zusetzen und erhalten

1\ 1 n2m—-1)1 nnm—1)n—-2) 1

(“7) R B PN % R

Und ebenso finden wir, indem wir fiir x stets - einsetzen,
n 1 —1) 1 —1)(n—

(1_}) =1_n_;+n(n ) Wn(’n 1)(n—2) 1

e w1z wt o @

Wir wollen nun sehen, welchem Grenzwert sich diese Funktion
ndhert, wenn n iiber alle Mafen gro wird. Dann kdénnen
wir fir n — 1, n — 2, n — 3 usw. immer n schreiben, und
es ist

- 1\ 111
(s 2 =1 g
flir » = o0

Die linke Seite der Gleichung ist der Definition nach (8. 98)
=¢, und in der Tat ist die rechte Seite der Gleichung die
Reihe fiir ¢, welche wir auf andere Weise S. 203 entwickelt
hatten. Betrachten wir nun den Grenzwert der Reihe (2):

li (1 1>”—1 1,1 +
mil =) =l=9ty st —*+-
fiir n = oo

Da ist die rechte Seite der Gleichung diejenige Reihe, welche
wir 8. 203 fiir e~1 abgeleitet hatten. Hiermit ist der Beweis

erbracht, daf3
1 n
lim(l — —) =e!
n

fir n = oo

Michaelis, Mathematik. 14
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ist, eine Tatsache, die wir schon S. 104 kennen gelernt haben,
ohne damals die innere Ursache fiir diese Beziehung auf-
geklart zu haben. Jetzt erst ist die strenge Ableitung dieser
Behauptung erbracht.

107. Oft 1aBt sich der Sinn einer Funktion besser iiber-
blicken, wenn man sie in einer Reihe entwickelt. Es sei
folgendes Beispiel zur Erlduterung gegeben.
~ Wenn man eine schwache Siure mit ihrem Natronsalz,
welches wir als (annéhernd) total dissoziiert annehmen wollen,
in wésseriger Losung mischt, so ist die Wasserstoffionen-
konzentration dieser Losung nach dem Massenwirkungsgesetz
k- (4] — [H])

$1+MHE) -
Hier bedeutet H das Wasserstoffion, A die freie Saure, S das
Salz, ¢ die Dissoziationskonstante der Saure. Die Klammern
bedeuten die Konzentration. Um die vielen Klammern zu
vermeiden, schreiben wir mit leicht verstdndlicher Ausdrucks-
weise

[H] =

k(@ —h
= 1)

Durch Ausmultiplizieren entsteht eine quadratische Gleichung

fir A:
R+hs +k—ka=0,

deren Auflosung ist

hZWSjkiV“ZW+wW @)

Von den beiden Wurzeln hat nur die mit dem positiven
Vorzeichen eine physikalische Bedeutung, da % niemals
negativ werden kann. Ist nun k£ sehr klein, so ist in der
Regel auch % sehr klein, denn eine Siure mit einer sehr
kleinen Dissoziationskonstanten ist ja eine solche, welche
wenig H-Tonen abdissoziiert, und man kann unter Umstinden
h als Summand neben den viel groBeren a oder s ver-
nachléssigen. Dadurch geht die Formel (1) iiber in die viel-
fach benutzte Form

a
h=le—. 3)
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Es ist selbstverstandlich, daf auch Gleichung (2) in diesen
Wert iibergehen mufl, wenn % sehr klein wird. Wie das
aber moglich ist, erscheint beim Anblick der Gleichung (2)
zundchst problematisch. Hier hilft aber die Binomialreihe.

Wir wollen
(o 2
l/(s —Z k) 1 ka

in eine binomische Reihe verwandeln und schreiben

(2 v =[] 4 5

R ECE N LR

1
2
] ‘ka

1.2 2
__(s-+—lc) ka k2 a?
L2 s+k  (s+k3PT

Nun war die Voraussetzung, dal k£ sehr klein gegen s
und a ist. Dann koénnen wir die héheren Glieder, welche k
nur in hoheren Potenzen enthalten, um so mehr vernach-
lassigen, je kleiner %k wird. Wir koénnen daher bei sehr
kleinen k die Reihe ohne merklichen Fehler beim zweiten
Gliede abbrechen und erhalten

(s + k)? s+ k ka
1/_4 The=——T 7%

Setzen wir das in (2) ein, so wird
s+k s+k ka
e T Tihw

Vernachlassigen wir nun noch das kleine k gegen das
groBe s als Summand?), so wird schlieBlich

h =

h=k-

a
s
wie oben (3).
1) Als Multiplikator darf es natiirlich nicht vernachlissigt werden,

als solcher hat es sogar einen sehr bedeutenden, man kann sagen, den die
ganze Formel charakterisierenden EinfluB.

14%*
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&

Der Ausdruck .k ist klein gegen a“ ist natiirlich nur ein
relativer. Von welcher Kleinheit an wir £ gegen @ vernach-
lassigen konnen, hdngt ganz davon ab, bis zu welchem Grad
von Genauigkeit wir rechnen wollen. Wird die Genauigkeit
nur auf 19/, des Gesamtwertes verlangt, so konnen wir die
Vernachldssigung schon viel eher eintreten lassen, als wenn
eine CGenauigkeit auf 19/, des Gesamtwertes verlangt wird.

108. Anwendung der Reihen beim Integrieren.

Das Verfahren der Integration durch Reihenentwicklung
haben wir schon S. 152 kennen gelernt. Natiirlich 148t sich
dieses Verfahren auch da anwenden, wo man die Funktion in
eine Mac Laurinsche oder Taylorsche Reihe entwickeln kann.

Beispiele

smxdx —/xdz —/3' dx +f5' dx .

xt
= y — T + Y + -+ C.
Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Reihe fiir cosz
(S. 204), so erkennen wir, da das Integral den Wert
1 —cosx + C hat. Zerlegen wir die Konstante C in die
Differenz C; —1, so wird das Integral = —cosx + C,, ein
schon bekanntes Resultat.

Aber auch in Féllen, wo wir auf die gewohnlichen Metho-
den ein Integral nicht 16sen kénnen, kénnen wir es mit-
unter mit Hilfe der Reihenentwicklung. Z.B. kann man aus
der allgemeinen Reihe von e* (S. 202) eine Reihe fiir ¢~* ab-
leiten, indem man z durch — 2% ersetzt,

e 3
Diese Reihe setzt uns in den Stand, das Integral [e~.dz
zu l6sen: ’

f"’dx—fdxw/ydx—l—/g'dx —dx

=T 3-1!+5-2!_7. -+
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Diese konvergente Reihe, welche die Losung dieses Inte-
grals darstellt, 148t sich durch keine der bekannten einfachen
transzendenten Funktionen ausdricken, sie ist eine neue
Form einer transzendenten Funktion, welche gleichberechtigt
neben den Funktionen sinx, cosz, €%, Inx usw. besteht. Wir
lernen somit in der Funktion /e"’zdx etwas durchaus Neues
kennen. Das bestimmte Integral

£

/e"zdx

0
ergibt sich aus dem vorigen dadurch, da man C = 0 setzt,
was man durch Einsetzen des Wertes = 0 findet.
Ein dhnliches Beispiel einer neuen transzendenten Funk-

tion ist
eI
/~ -dx.
Jx

In eine Mac Laurinsche Reihe aufgelost, wird

er 1 x 2 8
ol )

X X

und daher

e° ‘dx } z "x?
2 x3

=lnx+x—{—i~—{~

2.21 3.3!

.. 4.

109. Die Fouriersche Reihe.

Eine eingehende Beschiftigung mit der Fourierschen
Reihe kann nicht die Aufgabe dieses Buches sein; anderer-
seits ware die Liicke zu groB, wenn man ihrer gar keine
Erwdhnung tite. Es ist anzunehmen, da die Fouriersche
Reihe fiir die Erérterung biologischer Probleme eines Tages
herangezogen werden wird, denn gerade hierbei haben wir so
héufig mit periodischen Funktionen zu tun.

Die Fouriersche Reibe hat namlich die Aufgabe, alle,
wenn auch noch so komplizierte periodischen Funktionen auf
die einfachste periodische Funktion, den Sinus bzw. Kosinus
naherungsweise zuriickzufiilhren, ebenso wie die Taylorsche



214 Reihen fiir f(z).

und Mac Laurinsche Reihe die Aufgabe hat, die irrationalen
und transzendenten Funktionen néherungsweise auf die
rationalen Funktionen (ndmlich auf ein Polynom) zuriickzu-
fiihren.

Die einfachste periodische Funktion ist

y = sinx .
Die Lange der Periode ist =2z, d. h.
y=sine=sin(2x 4+ &) =sin (4w + 2)
=sin(2n-7+ ).

Der Kosinus verlduft genau ebenso, nur ist der Nullpunkt

. 7
der Abszisse um 5 verschoben.

Fig. 91.

Betrachten wir nun die Funktion (Fig. 91)
y = 2sinx,
so unterscheidet sie sich nur durch die Amplitude der
Schwingung. Nehmen wir dagegen
y=sin2zx,
so dndert sich die Periode, und zwar geht sie auf die Hilfte
zuriick. In Fig. 90 ist die Funktion y = {sin2x dargestellt.
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Wenn wir also in der Funktion
y=a-sinb-2)
a und b verschiedene Werte erteilen, so haben wir es in
der Hand, die verschiedensten Amplituden und die ver-

schiedensten Perioden miteinander zu kombinieren.
Es sei nun eine Funktion gegeben, wie z. B.

y =sinx 4 }-sin2x.

Q\Q

Fig. 92.

In Fig. 92 stellt die eine Kurve sinz, die andere Kurve
+sin2« dar. Addiert man Punkt fiir Punkt die Ordinaten, so
erhdlt man die gezeichnete Kombinationskurve. So erhilt
man durch Kombination verschiedener Sinus- und Kosinus-
kurven die mannigfaltigsten neuen Kurven, welche alle das
Gemeinsame haben, dal sie periodisch sind.

Umgekehrt kann man sich die Frage vorlegen, ob es
nicht vielleicht in vielen oder gar allen Fillen moglich ist,
eine beliebige gegebene periodische Funktion als Summe
solcher einzelner Sinus- und Kosinusfunktionen darzustellen,
zum mindesten als eine Summe unendlich vieler solcher
Funktionen, indem wir darauf spekulieren, daf unter giin-
stigen Umstdnden, wie haufig bei der Mac Laurinschen
Reihe, die hoheren Glieder immer kleiner werden und schlie3-
lich praktisch zu vernachldssigen sind. Der allgemeine Aus-
druck einer solchen periodischen Funktion wire demnach

y=a-+ bsinz+ b, -sin2x 4 by -sin3x. ..
+ ¢ - cosx 4 ¢y -co82x + ¢3-cos3w. .. 1
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zu dem Glied ¢ kann man sich als Faktor cosOz = 1 hin-
zudenken.

Es handelt sich jetzt nur darum, die Bedeutung der
Konstanten a, b, by..., ¢, ¢... zu ermitteln durch ein
ahnliches Verfahren wie bei der Taylorschen Reihe. Zu
diesem Zweck multiplizieren wir die Gleichung mit dx und
integrieren sie von —=x bis 4z . Dann wird

+ +m +7 +x
/ydx =/a-dx —|—/blsinx-dx. ..+ Jeccosxdr 4. ..
Nun ist
+m
/a dr=2na.
Das unbestimmte Integral ist némlich =axz + C, also das
bestimmte Integral zwischen —z und +=n

=@na+ 0 —(—na+ C)=2na.
Dagegen sind sémtliche anderen Integrale nach S. 160,

(6) und 8. 161, (10} =0.

Es ist also
+ 7

0 1
T 2ax

- T

y-de.

Um den Koeffizienten b, zu ermitteln, multipliziere man
die Gleichung (1) mit sinz-dx und integriere wieder von — =
bis + 7. Dann sind alle Integrale = 0, nur nach 8. 161, (12).

1+ﬂ
b,/sin% cde=bn

und daher

+

1 .
b1=;- y-sinzdx .

-7

Und ganz allgemein ist
+7

1
b, = ——ﬁ/-sinnxdx
JT

-
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und andererseits
+7

1
cn=;fy-cosnx-dx.

-

Kurz, wir sind imstande, fir jede periodische Funktion
die einzelnen Koeffizienten a, b, b,. .., ¢, ¢, ... derart zu be-
stimmen, daB die Reihe (1) von 8. 215 wirklich zutrifft. DaB solche
Reihen konvergieren, das zu beweisen ist hier nicht der Ort.
Es geniige der Hinweis, dal dieser Beweis in der Tat még-
lich ist. Daraus ergibt sich aber die Moglichkeit, jede be-
liebige periodische Funktion (von der Periode 2x) durch
Zusammensetzung einzelner Sinus- und Kosinuskurven zu
erhalten, wobei die Koeffizienten a, b,..., ¢;... zwar die
allerverschiedenartigsten Werte annehmen konnen, n aber
nur ganze Zahlen sind, also stets ist

fl@) =a+ b, -sinx + b,sin2x. ..

~+ ¢ -cosx+c,-cos3x.

yd

v a #7] (A

Fig. 93.

Als Beispiel sei erwidhnt, da die gebrochene Linie in
Fig. 93 folgender Funktion, welche innerhalb von —z und +=

die Funktion y = % darstellt, nach der Fourierschen Reihe
sich in folgende periodische Funktion entwickeln ld8t:
y=siner — }sin2x + {sin3x — }sindx. ..
Es ist daher fiir alle Werte innerhalb von —ax bis +=x
1 1 .
r_ sinx—;sin?x—i—gsm&x— +...

&



Sechster Abschnitt.

Differentialgleichungen.

110. Eine Gleichung, welche einen Differentialquotienten
mit der Funktion selbst in irgendeine Beziehung bringt,
heiBt im allgemeinen eine Differentialgleichung, z. B.

dy .
4o T2e=0. )

Die Losung oder die Integration einer solchen Gleichung
besteht darin, eine Gleichung zwischen y und =, aber ohne
Differentialquotienten zu finden, welche so beschaffen ist
daf obiger Gleichung geniigt wird. Die Losung dieser Auf-

gabe ist y—C — gt

Denn in der Tat ist dann

dy

dx

und dies in (1) eingesetzt, ergibt das identische Regultat
—2x+4+2x=0.

Es handelt sich immer darum, die Differentialquotienten
zu entfernen, also immer um eine Integration. Aber nur in
den einfachsten Fillen ist die Differentialgleichung derart,
daBl diese Integration ohne weiteres ausgefiihrt werden kann.
In obigem Fall wiirden wir folgendermafien zum Ziel kommen:

=2z,

dy

Y _ o

dx N

dy = —2zxdx (alle Glieder mit y auf die eine, alle
mit # auf die andere Seite gebracht),

’

fdy=—f2xdx,
y=0C—a2,
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Lautet die Gleichung
dy
——+2y=0
d + 2y
so wiirde ein gleiches Verfahren zu dem Resultat fiihren

dy=—2ydzx,

iy—:—?da&,

Y

d .
f—?i=— 2dx,

Y

und jetzt kommen wir durch Integration direkt zu dem Resultat
Iny=—2x+4 C,

y = ef-22,

Es kommt also, wie man schon sieht, darauf an, die
Variablen zu trennen. Das ist aber nicht immer direkt
moglich. Z. B. bei der Differentialgleichung

dy
%+x+y_0

fiilhrt der obige Weg nicht zu einer Trennung der Variablen.

Es kann nun nicht in unserer Absicht liegen, alle mog-
lichen Differentialgleichungen lésen' zu wollen. Es moégen
nur einige einfachere Typen besprochen werden, um ein
Bild von der Sache zu geben.

Wir unterscheiden zunichst gewohnliche und partielle
Differentialgleichungen. Uber die letzteren ist schon S. 180ff.
einiges gesagt worden, und hier sollen uns nur die gewdhn-
lichen beschiftigen.

111. Man teilt die Differentialgleichungen in verschiedene
Ordnungen ein. Eine Differentialgleichung nter Ordnung
ist eine solche, bei der der Differentialquotient hochstens
in der nten Ordnung auftritt.

So ist z. B. &y dy

de?  dx
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Ihre Losung ist

y=0C-¢€.
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Denn dieses ist die Bedingung, dafl der zweite Differential-
quotient gleich dem ersten ist.

dty

dat
ist eine Differentialgleichung vierter Ordnung. Sie hat mehrere
Loésungen;

y=2¢€,; y=e % y=sinxr; y=cosx.

In allen diesen Féllen ist der vierte Differentialquotient
gleich der Funktion selbst. Aber auch die Gleichung

y =€+ e ® + sinx + cosx
ist eine Losung dieser Differentialgleichung, und ebenso
y=20,¢"+ Cye *+ C,-sinx 4+ C, - cosz .

Sobald es also moglich ist, durch Multiplizieren oder
Dividieren der ganzen Gleichung mit bestimmten Faktoren
die Gleichung auf eine solche Form zu bringen, daB die
Variablen getrennt oder separiert auftreten, d. h. daB =
nur auf der einen Seite, y nur auf der anderen Seite der
Gleichung vorkommt, bedarf die Losung einer Differential-
gleichung keiner weiteren Erkldrung; sie geht auf einfache
Integrationen zuriick.

Beispiele:
1. xdxr+ydy=0.
Aus
rdx = —ydy
folgt
[zde = —[ydy,
z2 ye
ERE I
oder
y:t+at=0C,

wo das letzte C natiirlich nicht dieselbe Bedeutung hat wie
das (| der vorigen Gleichung. Es kann aber jeden beliebigen
Wert annehmen.
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2. yder —xdy=20.
Daraus folgt dy  da
y =z’
Iny =Inx 4 (),
m? =g,
x
also auch
Y_g¢
x

wo C nicht dieselbe Bedeutung hat wie C;.

112. Homogene Differentialgleichungen.

Fir den Fall, daBl eine Trennung der Variablen nicht
moglich ist, kommt man auf diese Weise nicht weiter. Z. B.
Gegeben sei die Differentialgleichung

@+ y)de +ydy=0
xdx +ydx+ydy=20.
Auf keine Weise ist hier zu erreichen, dal man auf der
linken Seite nur die Glieder mit dy und y, auf der rechten
die mit dz und = hat. Aber unter einer Bedingung 1ift sich
die Gleichung durch Einfiihrung einer neuen Variablen
auf die gewiinschte Form bringen. Diese Bedingung ist, da
die Differentialgleichung homogen ist. Darunter versteht
man eine solche Gleichung, bei der die Summe der zu z
und y gehorigen Exponenten gleich ist, nachdem sie auf die
Form Ady + Bdxz = 0 gebracht worden sind. Eine Gleichung
ist also homogen, wenn sie die Ausdriicke z, y, oder

oder

2, zy, Y,
nicht aber auBlerdem noch x oder y, oder
a3, 2y, xy?, U,
nicht aber auBerdem noch 2%, x, xy usw. enthalt.

Der Kunstgriff, mit dem man solche homogene Gleichungen
integrieren kann, besteht darin, daB man die neue Variable

z = Y einfiihrt.
z
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Den Gang einer solchen Rechnung zeigt am besten ein
Beispiel. Gegeben sei die Differentialgleichung

w_ v (1)
dx x4y
Schreiben wir dies in der Form

dy(x+y) —yde =0,

so erkennen wir, daBl die Differentialgleichung homogen ist.
Fithren wir also y = xz ein. Hieraus folgt zunschst

dy =xdz+ zdx
und
dy dz

%Zx%—i—z.

Dies wird in (1) eingesetzt,

dz 1 xz
r——+z= .
x r+xz

Jetzt konnen wir die rechte Seite durch x heben, und das
ist der Vorteil, den uns die Einfiihrung der neuen Variablen
gebracht hat. Dies tritt im allgemeinen nur dann ein, wenn
die Gleichung homogen war. Jetzt ist

2z
1+2

und nach leichten Umformungen erhdlt man nunmehr die
Variablen separiert.

i
xdm 2 =

dz 2
S PR
dz 22
&I
(ztl)dz=—‘ﬂ.
2 z

Nunmehr sind die Variablen separiert, und wir kénnen
beide Seiten integrieren:



Nernstsches Warmetheorem. 2923

x

zZ
dz dz dx
[ e
2 P x

lnz—%——-—lnx—’r—o.

Nun schreiben wir fiir z wieder seinen Wert 1:
x

y_*r_ _
lnx " Inz + C,

ln—‘?i—{»lnx:ﬁ—{—(}',
x Y

x
Iny=—+4C,
y Y

Yo

y=e*

113. Inhomogene Differentialgleichungen.

Es gibt nun auch Fille von inhomogenen Differen-
tialgleichungen, welche durch dieselbe Substitution gelost
werden konnen. Es wiirde den Rahmen dieses Buches iiber-
steigen, wenn wir die Bedingungen, unter denen dies méglich
ist, genau charakterisieren wollten. Wir wollen nur ein
allerdings hdchst wichtiges Beispiel anfiihren.

Denken wir uns irgendeinen Naturvorgang, der sich isotherm
und auBerdem von selbst, d. h. ohne Zufiihrung duBerer Energie
abspielt, und der reversibel ist, so ist nach dem zweiten Haupt-

satz der Wiarmetheorie — wobei wir uns der von Helmholtz
und Nernst gebrauchten Symbole bedienen wollen,
d4

A ist die von dem System wahrend des betrachteten Prozesses
in maximo gewinnbare aulere Arbeit, U ist die Gesamtabgabe
von Energie wihrend desselben Prozesses (also nicht der
Energieinhalt des Systems, sondern die Differenz des
Energieinhaltes vor und nach Ablauf des betrachteten Pro-
zesses), und 7' die Temperatur in absolutem Male. Nun ist



224 Differentialgleichungen.

U selbst noch eine Funktion der Temperatur, welche man
nach der Gleichung

U=U,+aT+BT2+yT5... @)

wiedergeben kann, wo U, die Energieabgabe bedeutet, welche
der ProzeB zeigen wiirde, wenn er beim absoluten Nullpunkt
{oder bei einer sehr tiefen, dem absoluten Nullpunkt &uBerst
nahe liegenden Temperatur) vor sich gehen wiirde. U, ist
also eine Konstante, ebenso «, 8, y ...

Unsere Aufgabe ist es nun, auf Grund dieser Beziehung
A eindeutig als Funktion von 7 anzugeben. Wir wenden
lieber unsere gewohnten Bezeichnungen an und nennen A4,
die abhingige Variable, y, und 7 ist . Dann ist unsere
Differentialgleichung

dy
y~U0——zxx—/3x2—yx3...=x-%.
Setzen wir jetzt wieder
y=zxz,
so wird
dy dz
dz ~ae T
dz
xz—UO—ocx—ﬂx2—x3...=x<z+xd—x>.
Das Glied zz hebt sich fort:
dz
—U, — —pa?—yad. . =2
0 & ﬂx vz X d:(:’
dx » 5
-—}?(Uo—l—zxx—{—ﬁx +yad...)=dz,
——%—dm—%dw—ﬂdw——yw-dm...=dz.
Integriert:
UO 4 2
+7—oc1nx—/3x—§x oo=24C.

Setzen wir nun fiir z seinen Wert 1, so ist
x

y=UO—Cx—oca:-lnx—ﬂxz—%xf”... 3)
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Die Verwendbarkeit dieser komplizierten Gleichung beruht
darauf, daB Nernst nachgewiesen hat, dal} fiir feste und reine
chemische Substanzen C und & beide = 0 werden, so daB

y=UO—/3x2——lx3...
2
oder mit den ganz oben gebrauchten Symbolen
A= Uo—ﬁT2~’_2'T3...
wihrend U unter den gleichen Annahmen

U= U, + pI* 4 T
war. Die Koeffizienten der héheren Potenzen von 7 sind in
der Regel sehr klein.
In manchen Fillen ist schon y so klein, daB man es ohne
groberen Fehler vernachldssigen kann. Dann ist

U=U,+ T*
und

A=U,— pT?,
und daher

U+4=20,,

d. h. U + A ist konstant.

Wir wollen die Gelegenheit benutzen, um zu zeigen, auf
welche Weise Nernst dazu gelangte, die Integrationskon-
stante C und die Konstante « =0 zu setzen. Die Be-
obachtung ergab, da# U mit sinkender Temperatur einem
ganz bestimmten Grenzwert zustrebte, und daB ferner bei
sehr tiefen Temperaturen U sich mit der Temperatur dulerst

wenig dnderte. Man konnte daher annehmen, daf % mit
sinkender Temperatur der 0 zustrebt, oder daB
i aUu —0

im——
aT fir 7=0
ist. Differenzieren wir nun Gleichung (2) von 8.224, so ergibt sich

av )
dT—O(—{—?ﬁT—I—3yT +...

Diese Gleichung mull auch gelten, wenn 7' = 0. Damit nun

al
hiermit gleichzeitig ﬁ=0 werde, muB notwendigerweise
& = 0 sein.

Michaelis, Mathematik. 15
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Ferner ergab aber die Beobachtung, da auch

dA
lim—— =0
VAT gy o

wird. Da nun nach (3) unter Einsetzung unserer Symbole
- UOWC-t—oc-t-lnt—ﬁt‘-’—}—%-ﬁ—{—

ist, so folgt daraus durch Differenzierung:
d4
v7 i
Damit dieses fiir 7 = 0 gleich Null werden kénne, mu8 man,
weil ja o« = 0 ist, notgedrungen schlieBen, dal auch C gleich
Null ist. Man nennt die Doppelgleichung

au dA
lim—— = lim —— =0
dt turi-o at fari-o

das Nernstsche Warmetheorem.

114. Die soeben entwickelte Differentialgleichung ist nur
ein spezieller Fall einer allgemeinen Form von Differential-
gleichungen, deren gemeinsame Grundform folgende ist:

——C’—zx-«oc-lnt—ZﬂT—%;it?...

dy
%'{"Xry‘*‘Xz:O: (1)

wo X, irgendeine Funktion von x, und X, irgendeine andere
Funktion, aber auch nur von x, bedeuten soll.

Diese Differentialgleichungen lassen sich auf folgende
Weise losen. Man setzt y = ¢(z) -2, wo ¢(z) eine bestimmte,
vorldufig noch offen gelassene Funktion von z bedeuten soll
und z eine neue Variable ist. Aus dieser Annahme wiirde
durch Difierenzieren sich ergeben

Ay =@ -dz+2-dop()

oder
dy dz do(x)
E-‘P(x)"d—x%-z- i

Setzen wir dies in unsere Differentialgleichung (1) ein, so ist

99(%)-% d(p() + X p@)-2+ X, =0
oder
P 02 o120 ”+X P+ X =0. @)
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Da nun ¢(z) bisher eine ganz willkiirliche Funktion von x ist,
so konnen wir diese so wihlen, dafl der in (2) eingeklammerte
Ausdruck
99 | X, =0 ®)
wird.
Wir untersuchen nun, welche Bedeutung wir ¢(x) erteilen
miissen, damit wir diese Gleichung ansetzen koénnen, d. h.
wir integrieren die letzte Gleichung (3). Es ergibt sich aus ihr

de () _X,-da

@ ()

Ing(x) = —le -dx

-_[dex_

und integriert

oder auch
p)=e
D. h. der Gleichung (3) ist Geniige getan, wenn wir als ¢(x)
den soeben ermittelten Wert annehmen.
Ferner folgt aus (2) unter der Annahme, da der Klammern-
ausdruck = 0 ist,

dz
p(x) - dz + X, =0
oder
do=— 22
P (@)
oder unter Einsetzung des soeben gefundenen Wertes fiir ¢ (x)
dz = —X,- &% . da
und integriert e
z=—fX2-efX‘d ~dx + C
und, da
y=o@)-2
angenommen war, folgt schlieflich
[X, - dee

y=el " T0— (X, 0 - dac]

als definitives Resultat.
Beispiele:
dy

%—f‘y—l‘x:()-

15*
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Diese Gleichung hat die Form (1), wenn wir

X =1,
X, =z
setzen.
Setzen wir diese Werte in das allgemeine Resultat (4)
ein, so wird |

y:e- dx(o_fx.e.fdx.dx)’

oder nach Ausfiihrung der beiden Integrationen, welche im
Exponenten auftreten,

y=e7*C— fx-e‘-dx) .
Das Integral f x-e+dr konnen wir nun durch partielle In-

tegration (s. S. 145) l6sen, indem wir e*dz = du und x = v
setzen, dann ist ndmlich

[vdu=uv— [udv
=z —é”
und
y=e?(C —zxe + ¢
y=C-e*—x+1.

Beachtenswert ist, daB in solchen Resultaten die Inte-
grationskonstante durchaus nicht als Summand aufzutreten
braucht. Hier erscheint sie z. B. als Faktor eines Gliedes,
und wir konnen dem ganzen Resultat nicht etwa eine be-
liebige Konstante addieren.

Als weiteres Beispiel wihlen wir nochmals die Differential-
gleichung von 8. 224
y— Uo—ocx—ﬂxz—yx3...=x-—%.
Hierfiir konnen wir schreiben

dy y U s
W‘? x—‘l—(x—‘l—ﬁx—I—}’x...—-O

Dies hat die Form (1) von 8. 226, wenn wir

1
X ==,

Xq=ﬂ+oc—}—ﬂx+7z2...

- xr
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[\
[\
o

setzen. Das Resultat ist dann nach (4)

Y= efi;[O—i[(—gﬂ +a4pax+yat.. ) -e/%-dx].

Nun ist
/'dx
— = Inx
J oz
und daher
[ =
e T =z

andererseits das zweite in der Gleichung vorkommende In-
tegral

dx
e’ =,
x
also ist
(U, &
yzx[C—/(—x—g—i—?—{—ﬂ—{—yx...)dx]
oder

yzx[O—{—gi—(xlnx—ﬂxm%xz...J,

e
2

dasselbe Resultat wie oben, nur dal die Integrationskonstante ¢
hier mit anderem Vorzeichen erscheint. Da diese aber (rein
mathematisch betrachtet) jeden positiven oder negativen Wert
annehmen kann, so liegt hierin kein Widerspruch.

y=U,+Cx— -2z -Inx — fa® — -3, ..

115. Differentialgleichungen héherer Ordnung.

Unter einer Differentialgleichung zweiter Ordnung ver-
steht man eine solche, bei der ein Differentialquotient
zweiter Ordnung (neben oder ohne einen solchen erster
Ordnung) vorkommt. Man 16st sie durch zweimaliges Inte-
grieren. Da bei jedem Integrieren eine Konstante in das
Resultat eintritt, so muB die Losung einer Differential-
gleichung zweiter Ordnung, wenn sie die allgemeinste Form
der Losung darstellen soll, zwei Integrationskonstanten ent-
halten. Gegeben sei z. B.

d*y

da?
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Schreiben wir fiir den zweiten Differentialquotienten seine
eigentliche Bedeutung

dy

dx

dx

d

=a

und bezeichnen %l vorlaufig als u, so ist
x

du_a
dax

oder
du =adzx,

woraus durch Integration folgt
w=ax+ C.

d
Nunmehr fiihren wir fir » wieder seinen Wert 72 ein, woraus
sich ergibt v
dy =axdx+ C dzx,

a
y=?x2—|—01x—l—02.

Dies stellt somit die Losung unserer Differentialgleichung
dar. Wir werden also, wo es moglich ist, nach den iiblichen
Regeln die Integration auf dhnliche Weise wie soeben stets
auszufithren suchen.

Das gelingt aber nicht immer auf so einfache Weise. Ist
z. B. die Gleichung gegeben

d*y dy
et P ar TV ®
so wiirde uns das obige Verfahren nicht zum Ziel fiihren:
dy
d% 9 dy -0
e e YT

du —2dy +yde=0.

Hier gelingt die Trennung der Variablen nicht, auch treten
drei Variable auf. Mitunter gelingt es aber, durch Erraten
irgendeine Losung der Integralgleichung zu finden, welche
zunéichst noch nicht die allgemeine Form derselben (mit zwei
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Konstanten) zu sein braucht. Und zwar ist es die Expo-
nentialfunktion, an die wir in solchen Fillen stets denken
miissen. Es ist namlich

de® d?e®

do  da?
und

ve L der® 1 d?er”
€ = == 72

p dx  p* da?® ’

wie sich aus S.123 ergibt.
Sehen wir daraufhin unsere Gleichung (4) an, so ergibt
sich dem Geiibten durch leichtes Erraten, dafl

y=¢"
eine Losung unserer Differentialgleichung ist. Denn es ist
d?e® de® B
= —— == @
da? dx y

und so wird, wenn wir das in die Gleichung (4) einsetzen,
y—2y+y=0
ein richtiges Resultat. Aber das Resultat
y=¢

ist nur eine ,partikulire“ Losung wunserer Differential-
gleichungen, denn ihr fehlen die beiden notwendigen Inte-
grationskonstanten. Wir erkennen aber durch Probieren so-
fort, daf auch C, - ¢® eine Losung unserer Differentialgleichung
ist. Diese Form ist schon allgemeiner, insofern sie schon eine
Integrationskonstante enthélt. Aber wir miissen nach weiteren
Losungen suchen, weil auch dieser Form immer noch eine
Integrationskonstante fehlt. Hier ist es nun von Vorteil,
bevor wir in unserer eigentlichen Aufgabe fortfahren, einen
Kunstgriff kennen zu lernen.

Bei der Losung derartiger Aufgaben ist es ndmlich oft eine
Erleichterung, mit imagindren GroBen zu arbeiten, und
wir wollen uns mit diesen zundchst etwas ndher beschif-
tigen.
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116. Einige Beispiele fiir die Anwendung der imaginiiren
GroBen.

Die Einheit der imaginiren Zahlen ist ¥ —1 oder ¢. Die
imagindren Zahlen sind auf keine Weise mit den reellen
Zahlen vergleichbar. Ein Sinn kann den imaginéren Zahlen
nach Gaufl durch folgende graphische Darstellung unter-
gelegt werden. Stellen wir die Zahlenreihe graphisch als
MaBstab auf einer Geraden dar, indem wir von dem Null-
punkt O ausgehend, die positiv gezahlten Einheiten nach rechts,
die negativ gezidhlten nach links auftragen, so liegt es im
Wesen dieser Darstel-
lungsart begriindet, da
es keine einzige
] Zahl auBerhalb die-
i ser Geraden gibt.
Ziehen wir nun eine
Gerade senkrecht zu
. unserer Zahlen-Gera-
-2 -7 o *7 #2 den durch den Null-
punkt und tragen die
. Streckeneinheit Oi auf
T ihr ab, so konnen wir
dieser Strecke einen
bestimmten Sinn unter-
legen. O+¢ ist namlich
eine Hohe in dem
gleichseitigen, recht-
winkligen Dreieck mit den Ecken —1, 44, 41. Daher
mufl das Quadrat iiber O¢ gleich sein dem Rechteck aus den
beiden Abschnitten der Hypotenuse (nach S.10), und dieses
Rechteck ist

+27 [y

-2i+
Fig. 94.

= (D (=1)=—1,
also die Hohe selbst -
=)—1=i.

Also ist die Hohe die Einheitsstrecke der imaginaren Zahlen,
und wir kénnen die gesamten imagindren Zahlen auf der senk-
rechten Achse abtragen, indem wir als MaBeinheit die gleiche
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Strecke wihlen wie auf der reellen Zahlenachse. Wollen
wir nun eine komplexe Zahl, welche allgemein den Typus

a -+ bi
hat, graphisch darstellen, so tragen wir sie in die Ebene ein,
welche von der Achse der reellen und der Achse der ima-
gindren Zahlen bestimmt ist. Der Punkt D entspricht z. B.

so der komplexen Zahl
1,564+ 23.

Eigentlich diirften wir nur sagen: Die Koordinaten des
Punktes D sind +1,56 und +2¢. Es ist eine iibertragene
Ausdrucksweise, wenn wir die durch den Punkt D symbolisch
dargestellte GroBe einfach als die Summe 1,5 + 24 hinstellen.
Das Zeichen - hat offenbar nicht die gewdhnliche Bedeutung
eines Additionszeichens, wie ja auch rein algebraisch in dem
Ausdruck a + b4 das Zeichen -+ nicht die Bedeutung einer
Summation haben kann, denn eine reelle und eine imaginére
Grofe 148t sich auf keine Weise addieren. Wenn wir nun
die Beziehung, in welche wir ¢ und b¢ oder 1,56 und 23 zu
einander setzen, dennoch durch das Zeichen + wiedergeben,
so kann als einzige Begriindung dafiir an dieser Stelle nur
folgendes gesagt werden. Wenn wir irgendwelche Rechen-
operationen mit dem komplexen Ausdruck @+ b+ vornehmen,
wenn wir ihn z. B. quadrieren, so kénnen wir uns dabei der
gewdhnlichen Rechenregeln der Algebra bedienen, ohne zu
irgendeinem widersprechenden Resultat zu gelangen, dagegen
gibt es kein anderes algebraisches Symbol, durch welches
wir @ und b+ verbinden kénnten, ohne auf offensichtlich falsche
Resultate beim Rechnen zu kommen.

11%. Es laBt sich nun nachweisen, daBl simtliche, reelle
und imagindre Zahlen sich durch den Typus

a-+tbi
wiedergeben lassen, wo @ und b je eine reelle Zahl bedeutet.
Man konnte anfinglich der Meinung sein, daf das nicht der
Fall ist. Z. B. leuchtet es von vornherein nicht ein, wie
sich ]/j auf die Form o + b¢ bringen lit. Es sieht so

aus, als ob ]/—— ¢ gewissermafen eine imaginire GroBe ,hoherer
Ordnung“ sei. Das ist aber nicht der Fall. Versuchen wir
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niamlich, ob sich nicht 1/:; auch auf die Form a 4 b7 bringen
1laBt. Setzen wir

—t=(xtyi)E=a2—y> 4 22y-1.

Da aber eine reelle und eine imaginére Zahl unter sich
durchaus nicht vergleichbar sind (woriiber wir hier nur kurz
hinweg gehen kénnen, vgl. S. 18), so ist die letzte Gleichung
nur denkbar, wenn

g0 ist

2 —y2=0
und
20y =—1

x=y:1@-i.

Setzen wir das in (1) ein, so ist

V—i=Vk-i+7L-4

oder, da ¢ = —1 ist, B -
= =YL+ VL

In der Tat, wenn wir diesen Ausdruck quadrieren, ergibt

sind. Daraus folgt

sich —¢, und es ist 1/—13 nichts weiter als eine verkappte
Form der komplexen Gréfle

13+ Tk

Auf solche Weise kann bewiesen werden, dall samtliche
imagindren und komplexen Zahlen sich auf die Form a 4 b -+¢
bringen lassen. Auch €? ist eine solche verkappte komplexe
Grofle, und diese ist es gerade, welche uns fiir unsere Auf-
gabe interessiert.

118. Es war S. 202 gezeigt worden, dall allgemein

x x? | 2 at
€ =1+ﬁ+-27+37+2?+"'

ist. Also konnen wir unter ¢ nur die Reihe verstehen

72 o2 73 . o3

i X
€ —1—*—'17!—}—7‘—}———3!—”...
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oder
P X z2 123 x4
S T TA TR TR
ir _ 1 a2 ozt ( x x3  xd
e TRV (R A S TRl TR TRRRY

Vergleichen wir dieses Resultat mit den S. 203 und 204
entwickelten Reihen fiir sinx und cosxz, so ist

€% — cosx +¢-sinzx .

Hierin erweist sich die komplexe Natur von €. Genau
auf dieselbe Weise 1aBt sich aber entwickeln, daf

(i) (iap | (i (—io
et =1ttt g 4
1T 2 a8 xt
SR TR T TH i R

e = cosx — 1 -sinx .
Schreiben wir diese beiden Resultate untereinander, so ist
€% = cosx +i-sinx,
e~ = cosxr — ¢ -sinw.

Aus diesen Gleichungen folgt durch Addition

eiz + e‘iz
coST = —
und durch Subtraktion
. eix _ e—ix
sinx = 55

119. Diese Gleichungen koénnen nun bei der Losung

hoherer Differentialgleichungen von groem Werte werden.

Es sei z. B. die einfache Differentialgleichung zweiter
Ordnung gegeben

Py 1

dz 4Y- 1)

Hier kommt es nun darauf an, ob a eine positive oder

negative Grofe darstellt. Im ersten Fall ergibt sich, wenn

man an die Exponentialfunktion denkt, sofort (vgl. z. B. S. 123)

y=éue,
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denn in der Tat ist die erste Ableitung von e/** — ﬁ P CES
die zweite = a - e¥*#. Es ist daher eine Lésung der Differen-
tialgleichung (1)

y = gla-z
und auch
y = Cpela=.
Es ist aber ferner auch
y = e—]/E-z
und
y=20, e~ Vaz

eine Losung, und daher schliellich auch
y=Cpeli s Cye-Voa,
Man iiberzeuge sich durch zweimaliges Differenzieren dieser
Gleichung nach =, daB sie wirklich zur Gleichung (1) fiihrt.
120. Ist aber in der Gleichung (1) ein negativer Faktor,
also
d?y
da?
wo a wieder eine positive konstante Zahl bedeuten soll, so
wiirde nach Analogie des vorigen Resultates sich ergeben

y=0,. ey Q.o Va

=—ay, (5)

oder _

y = 01_ ei]/a~x+ 02 ce-iVa-z
In dieser Form besagt die Gleichung noch nichts. Ein besonderer
Fall dieses allgemeinen Integrals wire nun der, da8 C, = C, ist.

Dann wire
y = 01(6“/“";-{— e—iVa-x) ,

was nach S. 235 identisch ist mit

y=20C,: cos(Va-z) = l-cos(ﬁ-x) ,

wo k, die vorher mit 2 (; bezeichnete Konstante bedeutet.
Diese Gleichung muB zwar richtig sein, aber sie ist nicht die
allgemeinste Form der Losung, weil sie, obwohl aus einer
Differentialgleichung zweiter Ordnung hervorgegangen, nur
eine Konstante enthilt.
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Ferner wire ein besonderer Fall, daf

C,=—C,.

Dann wire
y=C,(¢Vez — e-iVa-x) — .20, .sin(Ja ).

Diese Gleichung kann fiir ein reelles y nur dann einen
Sinn haben, wenn C; selbst imagindr wird, etwa =1i.gq.
Dann ist

Y =i2-2qsin(]/¢;-w),

=2 qsin(ﬁ-x)
y= k2 ) Sin(ﬁ'x) s

wenn wir die neue Integrationskonstante —2¢ mit k, be-
zeichnen.

Durch Kombinieren der beiden gefundenen partikuldren
Integrale ergibt sich somit

y==k- cos(]/a- x) + k& sin(]/a_- x) , (6)

welches, da zwei Integrationskonstanten’ vorhanden sind, die
allgemeinste Form des Integrals darstellen muB.

115. Mit Hilfe derselben Methode kdénnen wir eine sehr
wichtige Differentialgleichung von der allgemeinen Form

oder

dxz+b +cy——0 (1)

integrieren. Wir versuchen wiederum, ob nicht eine Gleichung
der Form
y=e"

dieser Differentialgleichung geniigen kann. Alsdann wire

dy

—_ . Pz
dx pres
:i;yz_ = pz ) epz '

Setzen wir diese Werte in (1) ein, so wire

ap?eP® - bp-e’? 4 ceP* =0
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oder ap*+bp+c=0,
b c
p2 + e p + — =20 b

= 2 _ 4
p Za—2al/b ac.

Fiir den Fall nun, daB 4 ac> b2, ist dieser Ausdruck ima-
gindr, und es wird

b n Vdac— b2
= ——— 7,-————
P 2a & 2a
und o
b . Viac - b2
y_e[_ﬁih 2a
Bezeichnen wir b
5a
und VF‘?
ac—
Tra P
so ist y:e—awiﬂiwz e—zxﬁ_ej:ﬂiw_

Da etfiz = cosfx 44 -sinfz (nach S. 235), so ist
y=-e *.(cosfx+i-sinfz).
Nun geht die Entwicklung wie im vorigen Beispiel weiter.
Zunéchst kann man wieder durch Analogie folgern und durch
die Proberechnung bestitigen, daB die allgemeine Form mit
den ndtigen 2 Integrationskonstanten lauten muB
y=e **(Cy-cosfax+i-C,-sinfiz).

Setzt man 0, = 0, C; =k, , so folgt das partikulire Integral

y=e ** .k .cosfx
und setzt man C; =0, C, =i-k,, so folgt ein zweites parti-
kulires Integral

y=e %k, -sinfiz.
Das dieser Losung noch zukommende Zeichen -+ kann man
fortlassen, weil ja £k, jeden beliebigen positiven_ oder nega-
tiven Wert haben darf. Durch Kombinieren dieser beiden
partikuldren Integrale erhalten wir das allgemeine Integral

y=-e *%(k-cosfx+ k,-sinfiz),

wo man noch fiir & und f ihre Werte einsetzen kann.
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Beispiele von Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
1. Fallgesetz.

121. Die Geschwindigkeit eines sich bewegenden Korpers ist
der Quotient der zuriickgelegten Strecke durch die dazu erfor-
derliche Zeit. Ist die Geschwindigkeit gleichformig, so bedarf
diese Definition keiner weiteren Erlduterung. Ist die Ge-
schwindigkeit verdnderlich, so ist die Geschwindigkeit nur
fir unendliche kleine Zeitliufte als eine gleichférmige zu
betrachten. Die Geschwindigkeit v zur Zeit ¢ ist, wenn s
die bis zur Zeit ¢ schon zuriickgelegte Strecke bedeutet,

ds
v = Ei‘ . (1)

Ist v nun verdnderlich, so betrachten wir den einfachsten
Fall, die Geschwindigkeit wachse gleichférmig mit der Zeit;
es ist dann

dv
W——*g, (@)

wo g eine Konstante bedeutet.

Dafiir schreiben wir

ds
i

KT
oder
d?s
=
Wollen wir die zur Zeit ¢ zuriickgelegte Strecke s er-
fahren, so ist nach (1)

ds=vdt.
Da nun nach (2)
dv =gdt,
also
v =fg dt, 3)
so ist
ds = dt/gdt
und
s =/fg dt .
Nun ist

_/g'dtzgt_i_c’l’
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- P
[jgdt=/(9t+01)dt:9§+01't+02-
Also ist
2
s=-—gA2~+Cl-t+02. 4)

Die Bedeutung der beiden Integrationskonstanten C,
und C, folgt aus der Uberlegung, welchen Weg der Korper
zur Zeit 0 zuriickgelegt hat. Dieser ist, wenn wir vom An-
fangszustand der betrachteten Bewegung ausgehen, gleich 0,
also folgt unter Einsetzung von s=0 und {=0 aus der
Gleichung (4)

C,=0.
Ist der Anfangszustand des betrachteten Bewegungsvorganges
der Ruhezustand, so wird auch C, gleich 0. Denn aus (3)
folgt
v=ygt+ C,,

wo C, dieselbe Bedeutung hat wie in (4). Da nun zu An-
fang ¢t = 0 ist und jetzt auch » = 0 sein soll, so folgt C; =0
und es folgt das Fallgesetz

2. Die Sinusschwingung oder harmonisehe Schwingung.

122. Ein materieller Punkt Pbewege sich auf der Geraden 4B,
und zwar unter der Wirkung einer Kraft, die ihn nach O zu

z ziehen sucht und der Entfernung
— NP . . .
5 ¢ 5 PO proportional ist. StoBen wir
den Korper in der Richtung 4B
an, so wird er sich von der
Ruhelage O entfernen, und gleichzeitig mit dieser Entfer-
nung wird eine Kraft auftreten, die die nunmehr vorhandene
Eigengeschwindigkeit des Korpers vermindert, welche er, un-
beeinflut von Kriften, dauernd beibehalten wiirde. Da mit
wachsender Entfernung des Koérpers von O diese Kraft nach
der Grundannahme immer gré8er wird, so wird die Geschwindig-
keit in einem gewissen Punkte, B, gleich Null werden, dann

A
Fig. 95.
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ihre Richtung wechseln, und der Xorper kehrt nach O
zuriick. Dort angelangt, steht er unter keinerlei Kraft-
wirkung mehr, so dal er seine Geschwindigkeit beibehélt,
oder, wie man auch sagt, vermége seines Beharrungs-
vermogens, die Ruhelage O iiberschreitet. Dann spielt sich
derselbe Vorgang nach der anderen Richtung ab und
wiederholt sich dann unaufhérlich, er ist periodisch. Wir
haben daher eine (reibungslose, ungeddmpfte) Schwingung
vor uns.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die jeweilige Entfernung
des Korpers von der Ruhelage, OP = x, als eine Funktion
der Zeit ¢ darzustellen. Um den Ansatz zu machen, wollen
wir die hierbei vorkommenden Begriffe mathematisch for-
mulieren. Die Geschwindigkeit v des Korpers ist in jedem

Augenblick = da . Die Beschleunigung, die der Kérper inner-

dit
halb eines kleinen Zeitteilchens erfahrt, ist = % oder, was
2
dasselbe ist, (2—;: Das Produkt aus der jeweiligen Be-
d?*x

schleunigung und der Masse m des Korpers, also me—a

ist das MaB fiir die zur Zeit ¢ gerade einwirkende Kraft. Von
dieser Kraft machten wir nun die Voraussetzung, dafl sie der
Strecke « proportional sei. Die Kraft ist daher auch = k-,
wo k den Proportionalititsfaktor bedeutet. Es ist also in
2
jedem Augenblick m%t—f der absoluten GrdBe nach gleich
kx. Untersuchen wir nun die Vorzeichen, die wir diesen
Ausdriicken geben miissen. Nehmen wir fiir  die Richtung
OB als die positive, 04 als die negative an, so wird k.«
groBer, wenn der Korper von O nach B schwingt. Dagegen
findet auf der gleichen Strecke eine Abnahme der Geschwin-

d
digkeit statt, oder der Differentialquotient % ist negativ zu
nehmen, und mit Beriicksichtigung des Vorzeichens ist die
Kraft J
x
) . P2
R T T

Michaelis, Mathematik. 16 &
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Denn der Wert der Kraft mull als positive GréBe heraus-

kommen, was nur durch die Wahl des negativen Vorzeichens
dx . .

vor dem an sich negativen i erreicht wird.

Nunmehr haben wir den Ansatz:

2
kx=—m-dAx".

dae

Diese Gleichung stellt eine Differentialgleichung fiir die
beiden Variablen z und ¢ dar. Schreiben wir sie

Pz ok ”
aez ~  m

so ist die Losung der Gleichung nach S. 236

[k, 'k
x = C’IOOS(]/:;'- t) + C, - sin(]/%- t> .

Wir miissen jetzt die Bedeutung der beiden. Integrations-
konstanten entwickeln. Zu diesem Zweck miissen wir eine
Ubereinkunft treffen, welche Zeit wir als den Anfang der
Schwingung betrachten wollen. Wir wihlen dazu vorteilhaft
den Zeitpunkt, in dem der Kérper sich in O befindet. Dann
ist £=0 und = 0. Setzen wir diese beidon Werte in die
soeben gewonnene Gleichung ein, so ist
0=0,-c080 + C, -sin0,
also, da cos0 nicht gleich Null ist,
C;=0.

Bei der gewshlten Festsetzung fillt also das erste Glied der
Gleichung fiir # fort. Um C, zu bestimmen, betrachten wir
den Endpunkt B der Schwingung. Bezeichnen wir OB =—g—
als die halbe Amplitude der Schwingung und die dazu ge-

T . .
horige Zeit als T (ein Viertel der ganzen Schwingungszeit
hin und zuriick, 7', so ist fir z =% der entsprechende Wert

.. T . . . .
fir ¢t = 1 Setzen wir das wieder ein, so ist

. ]/k T
§=C’2-s1n< %'4).

P
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Hiermit hat auch C, seine Bedeutung gewonnen, welche wir

in die Gleichung
. (/%
=0, s1n(‘/ﬁ . t) (1)
eingetzen koénnen.

Der in der Formel vorkommende Sinus zeigt, wie er-
wartet werden mufBte, an, daBl die Werte fiir « periodisch
wiederkehren.

Die Periode der Schwingung nennen wir gewdhnlich die
Schwingungsdauer?).

Wir kénnen nun die harmoni- ¢ 0
sche Bewegung auf folgende Weise
entstanden denken. Denken wir £
uns einen Massenpunkt D (Fig. 96)
mit gleichférmiger Geschwindig-
keitsichim Kreise bewegen. Ziehen o—x "
wir in jedem Augenblick das Lot
DP auf den  Durchmesser 4B, so
beschreibt der Punkt P eine har-
monische Bewegung.

Denn betrachten wir wieder die
Strecke OP = x als Ortsbestimmung fiir den Punkt P, so ist
x=r-sind .

Ist die Umlaufszeit des Punktes D =T, so ist die Zeit,
die die Bewegung des kreisenden Punktes von C' bis D ver-
braucht, ein bestimmter Bruchteil von 7'. Es ist namlich

Fig. 96.

V:2n=1t:T

oder '
'19 =27m- T .

Also ist ¢

—r.sin|2x. =

x=r sm( E T)
dieselbe Gleichung, zu der wir oben (1) gelangten, wenn
=G,

und

3

r =
JT . //I
T _l/ m
1 Oder je nach der Definition auch die doppelte Schwingungsdauer.
16*

gesetzt wird.



244 Differentialgleichungen.

3. Die gediimpfte Schwingung.

123. Wir nehmen zunachst wiederum an, der Punkt P
(Fig. 95) bewege sich unter denselben Bedingungen wie im
vorigen Beispiel, nur mit dem Unterschied, dal seine Ge-
schwindigkeit durch eine Reibung stindig geddmpft werde.
Die Grofe dieser Reibung sei proportional der jeweiligen
Geschwindigkeit. Wir koénnen die Reibung daher als eine
Gegenkraft auffassen, welche die Bewegung im positiven Sinne,
von O nach B, zu verringern sucht. Sie ist dem absoluten

d . . . .
Betrage nach. =g - d%’ wo o ein Proportionalitdtsfaktor, die
Reibungskonstante, und d die Geschwindigkeit des Punk-

tes P bedeutet.
Die zur Zeit ¢ auf den Punkt P einwirkende Kraft ist

&2
also einerseits wieder = m - ma:*, andererseits zundchst wie-
derum = kz, wie friilher, aber noch vermehrt bzw. vermindert
d . . .

um Q-T:;. Untersuchen wir die Vorzeichen, so wirkt auf
den Punkt P vom Punkt O her eine Kraft ein, welche negativ

zu rechnen ist, wenn wir sie als m - definieren, dagegen

d 2
andererseits als die Summe der beiden anderen, positiv ge-
rechneten Krifte aufgefaBt werden kann, weil sie der Ab-
dringung des Punktes P vom Punkt O entgegenwirken. Es
ist daher

d?x dx
g TR ey
oder
d2
mege e dt [ ke=0.

Diese Gleichung liefert, wenn 4mk> o2, d. h. wenn die
Reibung nicht gar zu gro8 ist, was eine aperiodische Dampfung
der Schwingung zur Folge haben wiirde, nach S. 238 das
Integral

x=e % (k -cosft -+ k,-sinft),
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wo
_ 2
*= 2m
und
Vdm-k — o?
P=""sm
ist.

Nehmen wir denselben Anfangspunkt der Schwingung an
wie im vorigen Beispiel, so ist wieder fiir £ = 0 auch x =0,
und dies ergibt, in die allgemeine Losung des Integrals ein-

T
gesetzt, wie frither, ¥, = 0; und fiir t = 1 ist wieder x = 5
dies ergibt
T
Ay

5 « ky - sinf % ,

woraus sich k, leicht berechnen liaBt, welches in die Losung
x=-e" .k .sinft

eingesetzt werden kann. Die Schwingung ist auch wieder

eine sinusdhnliche Schwingung, mit der Besonderheit, daB

die Amplitude der Schwingung allméhlich immer geringer wird.
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Anleitung zur mathematischen Darstellung einer
Funktion aus experimentellen Daten.

Wenn irgendein Naturvorgang in einer Reihe von Experi-
menten quantitativ untersucht worden ist, so haben wir zu-
néchst nur eine Reihe von Zahlen vor uns. Wir haben dann
die Aufgabe, aus diesen Daten die mathematischen Bezie-
hungen abzuleiten. Wir werden nach Moglichkeit jede Ver-
suchsreihe, der wir ein gemeinschaftliches Resultat entnehmen
wollen, so einrichten, daf im Experiment nur.eine GroBe
absichtlich verdndert wird. Diese ist dann die unabhéngige
Variable z, und wir bestimmen zu mdglichst viel verschie-
denen Werten von x den Wert der zugehorigen, abhingigen
Variablen y. Das Beispiel der fermentativen Rohrzucker-
spaltung wird uns, wie frither, auch hier eine lehrreiche Er-
liuterung dieses Satzes geben.

Die Inversion des Rohrzuckers hiéngt némlich, wie die
Erfahrung lehrt, ab 1. von der Zeit ¢, 2. von der Ferment-
konzentration @, 3. von der anfinglichen Rohrzuckerkon-
zentration.a, 4. von der Wasserstoffionenkonzentration der
Losung H, 5. von der Temperatur ¢. Wir werden nun da-
nach trachten, die Versuchsreihen so anzustellen, da wir aus
je einer Serie von Versuchen allein den Einflu der Ferment-
konzentration, aus einer zweiten allein den EinfluB der an-
finglichen Zuckerkonzentration usw. erkennen, damit in jeder
einzelnen Versuchsreihe nicht durch das Zusammenwirken
zweier einfluBreicher Faktoren das Bild getriibt wird. Wir
haben im ganzen sechs Veréinderliche, die fiinf genannten
und 6. die Konzentration der gebildeten Spaltprodukte z.
Die ersten fiinf sind voneinander génzlich unabhingige Gro-
Ben. Wir sind imstande, jede einzelne von ihnen experi-
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mentell zu éndern, ohne dal eine andere von ihnen gedndert
zu werden braucht. Die sechste ist dagegen die abhidngige
Variable. Es bestehen also Beziehungen folgender Art:

1. x=fi(),

2. x = fo(D),
3. x = fs(a) ,
4. z — fy(H) |
5. x = f3(9) .

Wollen wir die erste Funktion bestimmen, so werden wir
eine Versuchsreihe machen, in welcher wir die Grofien @, a,
H, 9 unverindert lassen. Wir werden also alle Einzel-
versuche bei irgend einer gegebenen Ferment-, Zucker-,
Wasserstoffionen - Konzentration und Temperatur ausfiihren,
d. h. wir werden einem Gemisch von Ferment, Zucker, Siure,
welches auf einer bestimmten Temperatur gehalten wird, von
Zeit zu Zeit Proben entnehmen und in jeder Probe die Menge
der Spaltprodukte durch chemische Analyse bestimmen. Wollen
wir die zweite Funktion bestimmen, so werden wir ¢, a, H, 9
unverindert lassen und nur @ variieren und fiir jeden Wert
von P einen Wert fiir x experimentell ermitteln.

Aus diesen fiinf Grundfunktionen lassen sich nun beliebig
viel zusammengesetzte Funktionen konstruieren, wie etwa

x— (@),
@
e=£{7):
x=fy(H- D),
x = fo(?-InH)

oder wir kénnen auch andere dieser Funktionen paarweise
miteinander in Beziehung setzen und eine indirekte Funktion
bilden, z. B.

t=fo(P) -

An sich hingt ja ¢ von @ nicht ab, wie wir schon erdrterten.
Aber die letzte Gleichung hat noch den besonderen Sinn,
daB wir alle anderen Variablen, auch =z, konstant halten,
und dann hingt natiirlich ¢ von @ ab: denn wenn diejenige
Zeit betrachtet wird, welche zur Erzeugung einer bestimm-
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ten Menge der Spaltprodukte verbraucht wird, so ist diese
natiirlich von der Fermentmenge abhingig. Mitunter ist nun
die mathematische Formulierung einer solchen zusammen-
gesetzten oder indirekten Funktion leichter als die einer
einfachen Funktion. Es zeigte sich z. B, daBl die Funktion

t=f(P)

sehr einfach ist. Um sie zu bestimmen, werden wir eine
Serie von Versuchen ansetzen, wo wir a, H, ¥ und auBer-
dem x konstant halten, d. h. wir werden in allen Einzel-
versuchen einer Versuchsreihe @, H, {J konstant halten, @ in
jedem Einzelversuch anders wahlen und in jedem Einzelver-
such bestimmen, welche Zeit ¢ notig ist, um eine in allen
Versuchen gleich grofl gewéhlte Menge Spaltprodukte x zu er-
zeugen. Es zeigte sich so, daf

wo k eine Konstante ist. Dieses k ist aber nur unter der
Voraussetzung konstant, daB a, H, 9, v konstant gehalten
werden. Nachdem wir die soeben genannte Beziehung er-
mittelt haben, k6nnen wir nunmehr auch eine zweite Grof3e
variieren, z. B. k& als Funktion von a ermitteln. So ist es
Sache des geschickten Kombinierens, derartige zusammen-
gesetzte oder indirekte Funktionen zu konstruieren, daB die
experimentellen Daten sich zu einer mdéglichst einfachen
Funktion zusammenfiigen.

Aber nicht immer gelingt es, die Funktion aus einer
Zahlenreihe direkt herauszulesen. Handelt es sich um eine
geradlinige Funktion, so erkennt man das bei der graphischen
Darstellung immer sehr leicht. Manchmal wird aus einer
komplizierteren Funktion durch Logarithmieren eine gerad-
linige Funktion, wofiir S. 80 ein Beispiel gegeben wurde.
Manchmal gelingt es, die Beziehung durch Einfiihrung einer
neuen Variablen zu vereinfachen. Stellt man y als von Funk-
tion x graphisch dar, so kann das eine komplizierte Kurve
geben, wihrend vielleicht die Funktion y = f(logx) oder
y = [(sinz) geradlinig wird.

Gelingt es dagegen nicht, solche Vereinfachungen zu finden,
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so miissen wir zu der allgemeinen Methode der Darstellung
von y = f(x) greifen.

Diese beruht darauf, daB nach 8. 200 stets y nach Potenzen
von x dargestellt werden kann:

y=A+ Bx+ Ca? + Da® ... (1)
Hier haben nach 8. 201 4, B, C... folgende Bedeutung:
4=71(0)
B =1"(0)
_ fl/
¢ ="
fl/l
D="5,(0)
usw.

Um die Koeffizienten A, B, C'... zu bestimmen, zeichnen
wir die experimentell gefundenen Werte von y auf Millimeter-
papier als Funktion von z in rechtwinkligen Koordinaten
auf, verbinden sdmtliche Einzelpunkte durch eine Kurve
derart, daB offensichtliche, durch Versuchsfehler entstandene
kleine Holprigkeiten der Kurve graphisch ausgeglichen werden.
Diese Kurve stellt y = f(x) dar. Nunmehr legen wir in
moglichst vielen Punkten dieser Kurve die Tangente und
verlangern dieselbe, bis sie die Abszisse schneidet. Wir be-
stimmen fiir die einzelnen Tangenten den Winkel, unter dem
sie die Abszisse schneiden und notieren die trigonometrische
Tangente desselben. Letztere finden wir auch direkt, indem
wir die Lange der zugehorigen Ordinate durch die Linge des
zugehodrigen Abszissenstiickes vom FuBpunkt der Ordinate
bis zum Schnittpunkt der Tangente dividieren. Die einzelnen
so gewonnenen Werte werden nun in einer zweiten Kurve
wiederum als Funktion von z dargestellt. Diese Kurve stellt
also die Ableitung von y nach 2 als Funktion von xz dar:

y =1 ().
Das Ganze wiederholen wir jetzt und erhalten eine dritte
Kurve

y' =1"@.
Und so fahren wir fort, bis wir eine Kurve erhalten, welche
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von einer geraden Linie nicht mehr merklich abweicht. Der
Koeffizient A ist nun gleich derjenigen Ordinate der Kurve
y = f (x), welche dem Wert = 0 entspricht. Der Koeffizient
B ist gleich derjenigen Ordinate der Kurve y” = f’(x), welche
dem Wert x = 0 entspricht; der Koeffizient C ist gleich der
Hilfte derjenigen Ordinate der Kurve y” = f”(x), fiir den
z =0 usw. Die so gewonnenen Werte fiir 4, B, (... setzt
man in die Gleichung (1) ein.

Nun ist es unter Umstinden mdoglich, in einer solchen
Reihe eine Exponential-, Logarithmus-, Sinus- oder Kosinus-
reihe (S.2021f) oder dgl. zu erkennen. Dann kann man die Reihe
durch diese Funktion ersetzen. Gelingt dies nicht, so ist die
Reihe selbst der zutreffendste Ausdruck der Funktion. Im
allgemeinen wird eine solche Reihe um so wertvoller sein,
je stirker sie konvergiert, je mehr also die Koeffizienten der
hoheren Potenzen von z an GrdéBe zuriicktreten hinter den
niederen.

Der mathematische Ausdruck der Funktion

x=f(t, D, a, H, 9

ist erst dann vollkommen, wenn auf der rechten Gleichung
‘auBer den bezeichneten Variablen nur noch konstante GroBen
vorkommen, also Groflen, die von allen diesen Variabeln
unabhiingig ¢ind. Das zu erreichen, wird in den seltensten
Fillen gelingen. Meist wird man sich damit begniigen miissen,
daB die vorkommenden Konstanten fiir ein gewisses, nicht
zu geringes Variationsbereich der einzelnen Variabeln wirk-
lich konstant sind.

Oft wird die Auffindung einer solchen Funktion dadurch
erleichtert, dal man aus theoretischen Erwigungen oder durch
Analogie mit #hnlichen Vorgingen gewisse Grundanschau-
ungen versuchsweise zugrunde legen kann, die man in Form
einer Differentialgleichung aussprechen kann. Aus diesem
Ansatz kommt man durch Integration zu einer Funktions-
gleichung, deren Richtigkeit man durch den Versuch bestéatigen
oder auch ablehnen kann. Fiir diese Art des Ansatzes finden
sich besonders in dem Kapitel Integralrechnung und Diffe-
rentialgleichungen geniigend Beispiele.
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