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Vorwort.

Die erste Auflage der ,Technischen Mechanik starrer Systeme*,
welche den ersten Band meines Lehrbuches der Technischen Physik
bildet, ist im Jahre 1902 erschienen und mit dem 1904 folgenden
zweiten Bande, der ,Technischen Warmelehre“, schon seit mehreren
Jahren vergriffen. Ich habe zun#chst versucht, auf Grund meiner
20 jahrigen Lehrtitigkeit durch zahlreiche Zusitze und Ab#dnderungen
das Werk der Neuzeit anzupassen, mufite aber nach lingerer Arbeit
feststellen, dall dadurch die Einheitlichkeit der Darstellung verloren
geht, so daB ich mich schlieBlich fiir eine vo6llig neue Niederschrift
aus einem Gusse entschied. Das hat naturgemifl eine starke Ver-
zogerung des Erscheinens der Neubearbeitung zur Folge gehabt. Dazu
kam, daB ich vor der Drucklegung einige .gréBere Abschnitte in ihrer
neuen Fassung in meinen Vorlesungen fiir Anfinger und reifere
Studierende, sowie im Seminar fiir angewandte Mechanik an der
Technischen Hochschule Danzig erproben wollte.

Zur Trennung in die Mechanik ebener und réumlicher Gebilde
habe ich mich auf Grund meiner Lehrerfahrungen entschlossen. Die
Mechanik in der Ebene ist nicht nur viel einfacher als die im Raume
und darum dem Anfinger leichter zugiinglich, sie umfaBt auch die
weitaus meisten praktisch wichtigen Probleme, zu deren selbstindiger
Behandlung das Buch den Leser an Hand von Beispielen fiihren
will. Ist er mit diesem Stoffe vertraut, so bietet die rdumliche
Mechanik, insbesondere unter Zuhilfenahme der Vektorrechnung, die
in der Ebene keine nennenswerte Rolle spielt, als Erweiterung nicht
so viele Schwierigkeiten mehr wie bei ihrer Stellung an die Spitze.
Aber auch innerhalb der beiden Teile, von denen der erste hier vor-
liegt, wahrend der zweite in Jahresfrist folgen soll, habe ich auf
einen {bersichtlichen Aufbau des Stoffes groflen Wert gelegt und
den Zerfall des Werkes in eine Reihe kaum noch zusammenhéngen-
der Abhandlungen vermieden. Die grofieren Abschnitte sind dabei
so abgefalt, dall sie von einem mit den Grundbegriffen bekannten
Leser ohne fortwéhrende Riickverweisungen fiir sich versténdlich
sind. Im einzelnen bemerke ich noch, daB in der Statik neben den
analytischen auch die graphischen Methoden zu ihrem Rechte kommen,
und daf ich sowohl hier als auch in der Dynamik des Punktes und
der starren Scheibe auf die Widerstinde, vor allem die Gleitreibung,
angesichts ihrer groBlen Wichtigkeit etwas ausfiihrlicher eingegangen
bin, als dies in andern Schriften iiblich ist. Daf ich auch sonst in
der Stoffauswahl, Anordnung und Darstellung eigene Wege gégangen
bin, wird der kundige Leser bemerken, auch wird man mir wohl
die gelegentliche Aufnahme eigener Forschungsergebnisse zubilligen.
Quellenangaben finden sich nur im Verein mit Hinweisen auf weiter-
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gehende Ausfilhrungen. Mit Riicksicht auf die Raumersparnis sind
alle Wiederholungen und jede unnétige Breite vermieden. Das Buch
erfordert demnach, selbst auf angestrengter Arbeit beruhend, ein
ernstes Studium und bietet dafiir Studierenden der Mathematik, Physik
und aller Zwelge der Technik mannigfache. Aufschliisse, sowohl 1m
Text als auch in den zahlreichen Beispielen.

Der Raumersparnis dient auch die sehr allgemeine Verwendung
der Newtonschen Abkiirzung fiir die zeitlichen Ableitungen durch
Punkte iiber der Verinderlichen, sowie die Benutzung moglichst
kurzer Worte ohne grundsitzliche Vermeidung hierfiir gebrauchlicher
lingerer mit gleicher Bedeutung. Hiervon sei u. a. angefiihrt:

Geschwindigkeit == Lauf
Beschleunigung — Anlauf
Verzogerung — Ablauf

Winkelgeschwindigkeit = Drehwert
Winkelbeschleunigung = Andrehwert
Umfangsgeschwindigkeit — Umlauf
Radialgeschwindigkeit = Strahllauf

Halbmesser, Radius = Arm
Radiusvektor == Strahl
Tragheitsmoment = Schwungmoment
Tragheitshalbmesser = Schwungarm
Zentrifugalmoment = Schleudermoment
Komponente == Teil, Anteil
Impuls, Antrieb == Prall
Impulsmoment = Drall
kinetische Energie = Wucht
potentielle Energie == Drang
Gesamtenergie — Macht
Zentrifugalkraft = Fliehkraft
mathem. Pendel — Fadenpendel
physisches oder

materielles Pendel = Scheibenpendel
materieller Punkt == Massenpunkt
Koeffizient = Beiwert
Konstante = Festwert
universelle Konstante =— Weltwert

Die Zeichnung der gegeniiber der ersten Auflage stark ver-
mehrten und fast durchweg neuen Abbildungen haben meine Assi-
stenten Dr. Falkenhagen, Dipl.-Ing. Beckmann und cand. mach.
Oestert durchgefiihrt, die beiden letzteren mich auch bei der Kor-
rektur wirksam unterstiitzt, wofiir ich ihnen allen an dieser Stelle
ebenso danke wie dem riihrigen Verlage fiir sein Entgegenkommen
in der.wiirdigen Ausstattung des Buches.

Danzig-Langfuhr, im April 1924,
H. Lorenz.
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Erstes Buch.

Kinematik ebener Gebilde.

I. Geometrische Bewegungslehre.

§ 1. Verschiebung und Drehung ebener Gebilde. Beobachten
wir die uns umgebenden Gegenstinde, so zeigt sich, daBl einzelne
von ihnen, z. B. die Gebdude, ihre gegenseitige Lage beibehalten,
andere dagegen, wie Fuhrwerke, Tiere und wir selbst, ihre Lage
gegeniiber den ersteren, sowie untereinander verindern. Die ersteren
Korper befinden sich dann nach unserer Ausdrucksweise im Zu-
stande der Ruhe (gegeneinander), die letzteren im Zustande der
Bewegung (gegeniiber den ersteren sowie untereinander), wobei wir
die in Klammern gesetzten niheren Bezeichnungen gewohnlich unter-
driicken.

Bei ndherem Zusehen erweist sich nun die Ortsverdnderung
eines beliebigen Korpers als ein &uBlerst verwickelter Vorgang, wes-
halb wir uns zundchst auf die Verfolgung eines einzelnen Korper-
punktes beschrinken. Die aufeinanderfolgenden Lagen eines solchen
Punktes bezeichnen wir dann als seine Bahn, die im allgemeinen
eine Raumkurve sein und von den Bahnen anderer Korperpunkte
verschieden sein wird. Im einfachsten Fall kann diese Bahn eine
Gerade sein, vielfach werden wir es auch mit gekriimmten, aber
ebenen Bahnen zu tun haben. Verlaufen nun die Bahnen aller
Korperpunkte in parallelen Ebenen, so sprechen wir die ganze Kr-
scheinung als eine ebene Bewegung an. Mit dieser wollen wir
uns vorldufig allein beschiftigen und uns weiter auf Korper be-
schréinken, deren einzelne Punkte wihrend der Bewegung ihre gegen-
seitige Lage nicht dndern. Solche vollkommen starre Korper gibt
es in Wirklichkeit nicht, indessen kommen ihnen Gegenstéinde aus
Metallen, natiirlichen oder kiinstlichen Steinen, sowie aus Holz an-
gefertigte Dinge vermdge der nur auBerordentlich kleinen Verschie-
bungen ihrer Teile gegeneinander hinreichend nahe, um diese Verein-
fachung wenigstens fiir den Gesamtvorgang zu rechtfertigen. Ist ein
derartiger Korper senkrecht zu den parallelen Bewegungsebenen seiner
Einzelpunkte nur wenig ausgedehnt, so sprechen wir wohl auch von

Lorenz, Techn, Physik I, 1. 2. Anfl, 1



2 (Geometrische Bewegungslehre.

einer starren Scheibe. Andert diese ohne jeden Zusammenhang
mit andern gleichartigen Scheiben ihre Lage, so vollzieht sie eine
freie Bewegung, ist sie aber dabei mit anderen Korpern irgendwie
verbunden, so haben wir eine unfreie oder gezwungene Bewegung
vor uns. Die Gesamtheit der miteinander verbundenen Scheiben,
die sich in ihren Bewegungen gegenseitig bedingen, heiflt dann eine
kinematische Kette (griechisch x{vyue = Bewegung). Die ein-
fachsten Beispiele solcher Ketten bilden die Gleitstiicke auf einer
geraden oder krummen Fiithrungsschiene und der Zapfen mit Lager,
wobei alle Punkte der mit dem beweglichen Teile verbundenen Scheibe
konzentrische Kreise beschreiben.

Da nun die Lage eines Punktes in der Ebene durch seine Ab-
stinde von zwei festen Punkten eindeutig gegeben ist, so brauchen
wir auch nur die Bewegung zweier Punkte einer Scheibe zu ver-
folgen, womit diese Bewegung auf die der geraden Verbindungslinie
beider Punkte, die im iibrigen willkirlich gewdhlt werden konnen,
zurlickgefuhrt ist. Denken wir
uns in Abb. 1 eine Gerade 4 B
in die neue Lage A4’B’ ver-
schoben, die mit der urspring-
lichen den Winkel ¢’ bildet, so
schneiden sich die Mittellote der
Verbindungslinien 44’ und B
der Endpunkte beider Lagen in

PV P so zwar, dal AP=A'P,

Abb. 1. BP=B'P, also wegen der

Gleichheit der beiden Strecken

AB und A'B’ auch A ABP 2>~ A!B’P. Dann also ist auch

I PAB= PA' B, sowie J_PBA=3"PB A, und wegen der

Neigung ¢’ von A'B’ gegen AB wird L APA =3 BPB =¢.

Die ebene Bewegung einer mit der betrachteten Strecke

fest verbundenen starren Scheibe kann daher durch die
Drehung um einen Pol P ersetzt werden.

Bringen wir dann die Strecke A’ B’ in die dritte Lage A” B” | AB,
so ist auch diese Verlagerung gleichwertigz der Riickdrehung um
einen zweiten Pol P’ mit demselben, aber entgegengesetzten Dreh-
winkel — ¢'. Zwei gleiche, aber entgegengesetzte Drehungen
einer Scheibe ergeben daher eine Parallelverschiebung
oder umgekehrt: die Parallelverschiebung einer starren
Scheibe kann auch durch zwei entgegengesetzt gleiche
Drehungen um verschiedene Pole hervorgerufen werden.
Ist die dritte Lage A”B” der Strecke nicht parallel der ersten,
sondern um den beliebigen Winkel ¢” gegen die zweite Lage 4’ B’
geneigt, so konnen wir sie auch unmittelbar aus der ersten durch
eine Drehung vom Betrage ¢’ -~ ¢” erhalten usw., so daB sich auf-
einanderfolgende Drehungen einfach algebraisch addieren.

Wir haben bisher nur die Endlagen der einzelnen Ortsverin-
derungen dieser mit der starren Scheibe verbundenen Geraden AB
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ins Auge gefalBit, iiber die Zwischenlagen der beiden Punkte 4 und B,
d. h. iiber ihre wahren Bahnen dagegen nichts ausgesagt. Sind beide
Bahnen bekannt, bzw. durch Fiihrungs- oder Leitkurven festgelegt,
so diirfen wir das vorstehende Verfahren der Polbestimmung auf je
zwei benachbarte Lagen der Strecke A B anwenden. Die zugehorigen
Mittellote fallen dann mit den Normalen der Bahnen in 4 und B
zusammen und schneiden sich im Pole P, der allerdings bei der
Ortsverinderung der Geraden ebenfalls wandert und eine in der
Bewegunsgebene feste Polbahn beschreibt. Betrachten wir nun-
mehr in Abb. 2 drei aufeinanderfolgende unendlich nahe Lagen der
Strecke A B mit den zugehérigen Polen P, P, P;, so wird bei der
Drehung um P, der erste mit AB fest verbundene Pol P, nach P/’
und bei Welterer Drehung um P, der erste Pol nach P,”, der zwelte
nach P,” gelangt sein, wobei wegen der Drehung um unendlich
Kleine Winkel P,P, = P pP'=P"P", P,P,=P,P,” ist und die
Strecken P, P, in P P Po” in
P, senkrecht auf der festen Pol-
bahn P, P, P, stehen. Daraus folgt,
daB die mit 4B fest verbunden
gedachten aufeinanderfolgenden
Pole P,”P,” P, eine als beweg-
liche Polbahn bezeichnete Kurve
bilden, die ersichtlich auf der
festen Polbahn abrollt, ohne zu
gleiten, wobei immer der Be-
riithrungspunkt beider Pol-
bahnen den augenblicklichen
Pol, den sog. Momentanpol
bildet. Wir diirfen demnach
die beliebige ebene Bewegung einer starren Scheibe durch
das Abrollen einer mit ihr starr verbundenen Kurve, der
beweglichen Polbahn, auf einer in der Ebene festliegenden
Kurve, der festen Polbahn, ersetzen, welche dabei die beweg-
liche Polbahn in allen ihren Lagen umhiillt. Durch diese Rollbewegung
sind dann umgekehrt die Bahnen der beiden Punkte 4 und B und mit
ihnen alle Punktbahnen der bewegten Scheibe als Rollkurven be-
stimmt, wovon man in der Technik der Fortbewegung durch Rollen
umfassenden Gebrauch macht, indem man die feste wie bewegliche
Polbahn unmittelbar zur Begrenzung der gegeneinander bewegten
Korper benutzt. Sie konnen offenbar miteinander vertauscht werden,
wodurch neue Rollkurven der vorher festen Scheibe entstehen, die
sich in den Beriihrungspunkten stetig an die vorher betrachteten
anschlieBen.

1. Beispiel. Rollt z. B. ein Kreis auf einer festen Geraden, Abb. 3,
80 beschreiben seine Umfangspunkte gemeine Zykloiden, die innerhalb
und auBerhalb des Umfanges gelegenen Punkte dagegen Trochoiden, deren
Normalen stets durch den als Momentanpol wirkenden Beriithrungspunkt des
Rollkreisumfangs mit der Fihrungsgeraden hindurchgehen. Rollt ein Kreis
auf einem festen andern Kreise, Abb. 4, dem sog. Grundkreis, so erhalten wir

1*
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als Bahnkurven Epizykloiden bzw. Epitrochoiden, wenn die beiden

Kreise im Beriihrungspunkt entgegengesetzt gekriimmt sind.

|
|
i
|
|
|
|

M

|
|
|
|
|
[

Abb. 3.

Abb. 6.

Bei gleicher
Kriimmung dagegen, Abb.5,
spricht man von Hypo-
zykloiden und Hypo-
trochoiden, wenn der
Rollkreishalbmesser kleiner
als der des festen Kreises
ist, und von Perizyklo-
iden und Peritrocho-
iden imumgekehrten Falle.
Hat im Falle der Hypo-
zykloide der bewegte Roll-
kreis den halben Durch-
messer des festen, so ent-
spricht jedem Drehwinkel ¢
des ersteren ein Bogen mit

dem Winkel % auf dem

letzteren, womit im An-
schluBl an Abb. 6 sich der

Durchmesser des festen Kreises als
Rollkurve ergibt. AuBerdem erkennt
man aus dem Bilde, daB die Enden des
Rollkreisdurchmessers 4 B dauernd

auf den beiden zueinander senkrechten Geraden

O X und OY bleiben.

Die ganze Vorrichtung

kann demnach zur Umwandlung einer Kreis-

Abb. 7.

bewegung in eine
gradlinige oder
umgekehrt  be-
nutzt werden.
Vertauschen
wir nun aber die
beiden Scheiben,
» lassen also im
ersten Fall die
Gerade auf einem
festen Kreis ab-
rollen, was leicht
durch Abwickeln

eines straff gespannten Fadens von einer Rolle erreicht werden kann, so beschreiben
die Punkte der Geraden bzw. des Fadens Kreisevolventen, Abb. 7, welche
die erzeugende Gerade in allen Lagen senkrecht schneiden. Die andern Roll-
kurven gehen bei der Vertauschung der Kreise in solche gleicher Art iiber,
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wihrend im letzten Falle des Abrollens eines bewegten Kreises von doppeltem
Durchmesser auf dem festen Kreise bei gleicher Kriimmung an Stelle der
geraden Bahn sich eine Herzlinie ergibt.

2. Beispiel. Die Schubstange AB eines einfachen Kurbeltriebes ist
im Punkte A vermittels des Kurbelzapfens auf dem sog. Kurbelkreis um O,
im Punkte B durch den als Gleitstick
wirkenden Kreuzkopf auf der festen Leit-
geraden OB gefiihrt, Abb. 8. Der Mo-
mentanpol P entsteht daher als Schnitt
des Strables OA mit dem Lote auf der
Leitgeraden OB in B und beschreibt bei
der Drehung von A im oberen Halbkreis
die feste Polbahn H—H. Diese riickt fiir
die senkrechte Stellung der Kurbel 0 4 ins
Unendliche, besitzt aber eine in Abb. 8
strichpunktierte Asymptote senkrecht zu
OB und kommt bei weiterer Drehung auf
der andern Seite mit dem Zweige I, aus
dem Unendlichen zuriick. Auf beiden
Zweigen H und H, der festen Polbahn
rollt alsdann die bewegliche Polbahn
CPB(C ab, der fir die zweite Hélfte der
Kreisbewegung ein zweiter symmetrischer
Zweig auf der andern Seite der Asymptote
entspricht. Auf diesem Zweige rollen die Abb. 8.
ebenfalls nicht mitgezeichneten Fortsetzun-
gen der Polbahnen H und H, zu beiden Seiten der Geraden OB ab.

§ 2. Die Hiillkurven bewegter Scheiben. Zeichnen wir uns in
Abb. 9 den UmriB der bewegten starren Scheibe in allen ihren Lagen
auf, so werden diese durch zwei Kurven eingehiillt, welche
ihrerseits mit den Scheiben den ganzen Bewegungsvorgang
bestimmen. Der Momentanpol P ergibt sich alsdann als Schnitt der
Normalen in zwei zusammengehdrigen
Beriithrungspunkten der Hiillkurven
und wird im allgemeinen nicht auf einer
derselben liegen. Daraus erkennt man,
daB die Bewegung der Beriihrungsstellen
lings der Hiillkurven erfolgt, die Scheibe
also, ohne zu rollen, an den beiden
Kurven hingleitet, die als Teile der
Begrenzung einer festen Scheibe ange-
sehen werden konnen. Eine dieser Hiill-
kurven kann auch durch die vorgelegte Abb. 9.

Bahn eines bestimmten Punktes der be-

wegten Scheibe ersetzt und mit der andern Hiillkurve zur Ermittlung
der festen Polbahn durch den Schnitt der Normalen beider in zu-
gehorigen Punkten benutzt werden. Die einfachsten hierher gehorigen
Fille bilden das schon oben erwahnte Gleitstiick mit seiner Fithrungs-
schiene, sowie der Zapfen und das Lager.

Ist die neben der Hiillkurve vorgelegte Punktbahn ein Kreis,
so konnen wir auch, da es nur auf die gegenseitige Bewegung beider
Scheiben ankommt, die urspriinglich bewegte Scheibe in einem Punkte
dieses Kreises festhalten und dafiir der vorher festen Scheibe eine
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Drehung um den Kreismittelpunkt gestatten. Alsdann drehen sich
beide Scheiben K, und K, um zwei feste Punkte O, und O,, wihrend
ihre Randkurven aneinander hingleiten und sich wechselseitig als
Hilllkurven bedingen. Da 0,0, zur urspringlichen Kreisbahn
senkrecht steht, so bildet der Schnitt dieser Geraden mit der
Beriibrungsnormalen den Momentanpol P der gegenseitigen
Drehung beider Scheiben, der somit auf der Verbindungs-
linie ihrer Drehpunkte liegt.

In Abb. 10 sei A der augenblickliche Beriihrungspunkt mit den
Abstinden 7, und r, von den Drehpunkten O, und O,, die mit der
Beriihrungsnormalen die Winkel &, und e, bilden,
sowie de, und dg, die zusammengehdrigen
entgegengesetzten unendlich kleinen Drehungen
beider Scheiben. Dann beschreibt 4 um O, den
Bogen r, de,, um O, den Bogen r, d¢,. Diese
Bogenwerte zerlegen wir in je zwei Teilwerte
durch Projektion auf die gemeinsame Normale
und Tangente. Der Unterschied der Tangen-
tialwerte

r, cos &, dp, — 1, COS ¢ty dp, = ds

gibt die Gleitung beider Kérper wihrend der
zusammengehorigen Drehungen an, wogegen die
in die Normalenrichtung fallenden Verschie-
bungen, damit die Beriihrung aufrecht erhalten
bleibt, in Richtung und Grofe miteinander iiber-
einstimmen miissen, woraus

7, sin o, dp, =1, sin «, dg,

hervorgeht. Hierin sind aber 7, sin ¢, = o, und
7, 8in &, =g, die Lote von O, und O, auf die Beriithrungsnormale,
=g,d¢,, oder -
0,09, 0249 0, d ‘p1
Mit dieser Gleichung ist die Abhingigkeit der beiden Verdrehungen
voneinander bei gegebenen Scheibenrissen vollstindig bestimmt.

Beispiel. Von praktischer Bedeutung ist nun der Fall eines konstanten
Verhiltnisses der Verdrehungen, des sog. Ubersetzungsverhiltnisses fiir
die Bewegungsiibertragung durch Zahnréider, deren Zihne nichts anderes als
Randstiicke der gegeneinander verdrehten Scheiben darstellen. Alsdann ist
auch das Verhiltnis der beiden Lote g, : ¢, unabhingig von der Lage der Zéhne
gegeneinander und wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke O, N,P und O,N,P
auch das Verhdltnis von O, P:0,P=2R,: R,, also die Lage des Momentan-
poles P auf der Verbindungslinie der Drehpunkte 0,0,. Damit aber ist
die Bewegung der beiden Scheiben K, und K, auf das Abrollen
zweier sich stets im Punkte P beriihrender sog. Teilkreise zuriick-
gefiithrt, deren Halbmesser die Verbindungslinie 0,0, nach dem
Ubersetzungsverhaltms derart teilen, daB

R do,=R,do,.
Dies 1Bt sich indessen nicht mit zwei beliebigen Zahnbegrenzungen fiir K, und
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K, durchfithren, von denen vielmehr eine die Form der anderen bedingt.
Denken wir uns in Abb. 11 eine Begrenzung A, AB;, des um O, drehbaren
Zahnes in der Lage gegeben, dafl A4 gerade im Momentanpole mit dem zu-
gehorigen Punkte des Gegenzahnes zusammenfdllt. Bei der Drehung bewegt
sich 4, in einem Kreise um O;, wobei die Normale der Zahnflanke in A4,
welche den Teilkreis um O, in P, trifft, nach Zuriicklegung des Bogens
AOQ,P,=g¢, in die Lage A A, gelangt. Der auf dem Kreise durch Abtragen
der Lange A4, P, von 4 aus gewonnene Punkt A, stellt demnach den Be-
riithrungspunkt von A; mit dem entsprechenden Punkt des Gegenzahnes dar.
Wendet man dieses Verfahren auf weitere Punkte der vorgelegten Zahnflanke
an, wobei man fiir die innerhalb des Teilkreises gelegenen eine Riickdrehung
vorzunehmen hat, so ergibt sich als geo-
metrischer Ort aller Beriihrungspunkte
die sog. Eingriffslinie 4,4B,. Dem
Punkte P, entspricht nun auf dem andern
Teilkreis um O, der Punkt P, derart,
daB der Bogen AP, = AP, ist, woraus
sich der zugehérige Winkel 40,P,=¢,
ergibt, so zwar, daB R, ¢, =R, @, ist. Den
zu A, gehdrigen Punkt A, des Gegen-
zahnes erhilt man alsdann durch Abtragen
der Normalenlinge 44, von P, aus auf
dem Kreisbogen mit dem Halbmesser
0,4,, so dal AA,=P, A;.

Bei der Anwendung dieses von
Reuleaux herriibrenden Verfahrens in
der Technik geht man fast immer von
der Eingriffslinie aus, die man hiufig aus
zwei im Punkte A die Teilkreise beriih-
renden Kreisbogen 4,4 und 4B, zu-
sammensetzt oder einfach als schriige Ge-
rade durch diesen Punkt wihlt. Dem
Ubergange von A4, nach A4, entspricht
dann ein Abrollen des aus 4, A erginzten
Vollkreises auf dem Teilkreis um O, dem
Ubergange von 4, nach A, ein Abrollen
auf dem Teilkreis um O,, wihrend das
Abrollen des dem unteren Teile 4B, der
Eingriffslinie zugehérigen Kreises auf dem
Teilkreise die Punkte B; und B; der Zahn-
flanke ergibt, die sich alsdann je aus
einem Epizykloiden- und einem Hypo- ©
zykloidenstiick zusammensetzen. Im Falle Abb. 11,
der geraden Eingriffglinie, die wir auf zwei
Beriihrungskreisen um O, und O, abrollen lassen, ergeben sich als Zahnflanken
je zwei Evolventenstiicke. AuBerdem erkennt man, daB hierbei die Beriihrungs-
normale fiir alle Punkte der Zahnflanken mit der Eingriffslinie zusammenfallt
und daher ihre Richtung im Gegensatz zu den Zykloidenzihnen nicht &ndert.
Jedenfalls erhellt aus diesen Darlegungen, deren weitere Ausfiihrung den
Schriften iiber Maschinenelemente iiberlassen werden muB, die ganze Wichtig-
keit der schon oben behandelten Rollkurven.

§ 3. Theorie der Planimeter. Die belichige ebene Bewegung
einer Geraden AB konnen wir uns auch nach Abb. 12 durch eine
Parallelverschiebung nach A”B”, sowie eine Drehung um den einen
Endpunkt 4” um den Winkel v in die schliefliche Lage A” B er-
setzt denken. Die Parallelverschiebung selbst 148t sich weiterhin
noch zerlegen in eine Verschiebung der Geraden in sich selbst bis
A'B’ und eine dazu senkrechte nach A”B”. Handelt es sich um eine
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unendlich kleine Bewegung, so zerfillt dieselbe in eine Parallelver-
schiebung um die elementare Strecke A'A”= B'B"==dh, sowie eine
Elementardrehung B” A” B”' = dw, woraus sich die von der Strecke
von der Linge AB==5 iiberstrichene Fliche zu

dF:b-dh—}—%dz/; o1

ergibt.
Durchlaufen nun bei der Bewegung
der Strecke ihre beiden Endpunkte

= 7 geschlossene Kurven in den in Abb. 13
fi YL j?/-— —  eingetragenen Pfeilrichtungen mit den
Abb. 12. Flichen F, und F,, so schlieBen die

beiden ‘duBersten Lagen AB und 4" B”
der bewegten Strecke mit den inneren Kurvenstiicken 4.4'A4” und
B"B" B die Fliche F,ein. Beim Ubergang von 4B nach 4”B"” wird
mithin von der Strecke die Fliche F,=F, - F,, beim Ubergang
von A”B"” nach AB dagegen die Fliche F,=F, L—F iberstrichen,
so daB insgesamt beim Umlauf der Strecke AB’ d1e Fliche

F=F,—F,—F,—F, . .......2

iiberstrichen wird, die auch aus 1) durch Integration gewonnen werden
kann. Dabei sind die beiden Fille zu unterscheiden, daB die
Fléchen F, und F;, wie in Abb. 13 dargestellt, aullerhalb voneinander
liegen oder daB eine derselben die andere nach Abb. 14 vollig um-

Abb. 13. Abb. 14.

schlieBt. Im ersteren Falle wichst der Winkel w bis zu einem be-
stimmten Betrage an und nimmt dann wieder bis zu seinem An-
fangswerte 1, ab, so daf nach 1)

Yo
F—F—bhibquf—bh. ... .. 2a)
Pe
wird. Im zweiten Fall aber durchléduft v alle Werte von vy, bis
Yo+ 27, mithin wird

o+ 27

2
Fwaa:bh—*—%—fdw:bh—{—nb?,. . . . . 2b)

Yo
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wihrend # die gesamte Parallelverschiebung der Strecke b dar-
stellt. Durch diese Parallelverschiebung ist demnach in beiden
Fillen der Flichenunterschied F, und F, bestimmt, oder auch eine
dieser beiden Flichen, wenn die andere von vornherein gegeben ist.
Damit ist die Ermittlung der von einem Endpunkt der be-
wegten Strecke umfahrenen geschlossenen Kurve auf die
gesamte Parallelverschiebung der Strecke beim Umlauf
zuriickgefiihrt. Vorrichtungen, welche die Flichenbestimmung auf
diesem Wege ermoglichen, bezeichnet man allgemein als Planimeter;
unter ihnen haben die Polarplanimeter die groBte Verbreitung
gewonnen und sollen darum auch hier besonders besprochen werden.
Wir bezeichnen jetzt den Halbmesser des Polarkreises mit a, seinen
Winkel mit einer in der Bildebene festen Geraden mit ¢, dann ist
die von a bei einer elementaren Verschiebung iiberstrichenen Fliche

o

2

dF, —%d(p, woraus sich im Verein mit 1) und 2)

de=.‘3;id(p+%ldw+bdh 3

ergibt. Die vom Fahrstift P am Ende der Strecke b umfahrene Fliche
ist demnach in den Fillen 2a) und 2b) entsprechend Abb. 13 und 14

F=b-h,. . . . . . . ... . 3a)

F=b-h+(a*40)m, . . . . . .. . . 3b)
so daB es nur noch auf die Messung der Parallelverschiebung / an-
kommt. Dieses geschieht beim Schneidenradplanimeter, Abb. 15,
durch ein Rédchen R
mit messerartig zuge-
schirftem Umfang, das
auf einer zum Arm b
senkrechten und mit ihm
starr verbundenen Achse
AC hin- und hergleiten
kann. Bei der Drehung
des Armes AC rollt das
Rédchen unbehindert
auf der Bildebene, Ver-
schiebungen in seiner
Achsenrichtung AC dagegen verhindert die Schiirfe seines Umfanges,
so daB auf einem an der Achse selbst oder einer daneben liegenden
Schiene angebrachten Mafistab unmittelbar die ganze Parallelver-
schiebung » von b als Unterschied der Abstinde AR in der Anfangs-
und Endlage des Réidchens abgelesen werden kann.

An Stelle dieser wenig genauen und darum auch selten ge-
brauchten Vorrichtung benutzt man nach dem Vorgang von Amsler
(1856) zur Messung eine Rolle B vom Halbmesser r (Abb. 15 ge-
strichelt), die auf der Fortsetzung des Armes AP iiber 4 hinaus im
festen Abstande 4 B=—c iiber die Bildebene lduft. Sie vollzieht
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dabei nur Drehungen um ihre Achse, wenn der Arm ¢ sich um 4
dreht, sowie bei Verschiebungen desselben senkrecht zu seiner augen-
blicklichen Lage, nicht aber bei solchen in der Armrichtung selbst.
Erleidet also b eine senkrechte Parallelverschiebung dh und voll-
zieht gleichzeitig eine Drehung um dy, so hat sich der Arm ¢ um
denselben Winkel zuriickgedreht, also die Rolle auf der Bildebene den
Weg dh—cdy durchlaufen. Dieser mu mit dem abgerollten
Bogen rdy ihres Umfanges iibereinstimmen, so dall wir

dh=cdy+ordy. . . . . . ... .4

erhalten. Setzen wir dies in 3) ein, so folgt
de:%?d(p—{—If—_%?—bfdw—]—b-rdZ )
und nach Integration fiir die beiden in Abb. 16 und 17 dargestellten
Fallo F=bry . . .. 5a)

Fy=0b-r-g4(a*40*42b¢)m.. . . . . . . bb)

Abb. 16. Abb. 17,

Der abgerollte Bogen 7y kann als Unterschied zwischen der An-
fangs- und Endlage auf einer mit Nonius versehenen Marke am
Arm ¢ unmittelbar bis auf Tausendstel der vollen Umdrehung ab-
gelesen, die Linge des Armes b durch Verschieben des Drehpunktes A
beliebig eingestellt werden, um allen praktischen Anforderungen zu
geniigen.

Beim Gebrauch des Amslerschen Planimeters ist nicht zu iiberschen,

daB beim Durchlaufen gewisser Kurven die MeBrolle gar keine
Drehungen vollzieht. Das tritt dann ein, wenn in 4) mit dy =0

dh=cdy . .. ... ... .... 4a)
wird. Nun ist aber nach Abb. 15
dh=—=adpcos(p—r),. . . . . . . ... .. 6)
also mit 44)
e-dp=acos(pg—y)de.. . . . . .. .. .. 4b

Die wegen der nicht durchfiihrbaren Trennung der beiden Veriinderlichen ¢
und v unausfilhrbare Integration dieser Gleichung kann nun leicht durch eine
Néherungsverzeichnung der zugehdrigen Kurve der MeBrolle und des Fahr-
stiftes ersetzt werden. Man iibersieht leicht, daB die erstere sich nicht dreht,
wenn der Arm BAP=5-1-¢ um den Beriihrungspunkt B der Mefirolle ge-
dreht und dann in sich selbst verschoben wird. Das erreicht man in Abb. 18
durch Verbindung des Endpunktes 4’ des um d¢ gedrehten Polarmes mit
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dem urspriinglichen Endpunkte B des anderen Armes und Abtragung der
Lingen A'B'==AB=c, sowie A'P'=AP==0 auf.dieser Verbindungslinie,
wonach B’ und P’ Nachbarpunkte auf den gesuchten Kurven sind. Dabei ge-
langt der Punkt A durch Drehung um B nach A4”, so daB

AA"=ABdy=cdy,
AX=04dp=ady %
ist. Da nun
XAAA"=L OAB=qp—1y,
80 ist auch
AA"=AA cos(p —v),

woraus dann wieder nach Ein-
getzen von AA” und AA’
Gl. 4b) hervorgeht. Diese
wird im Sonderfalle erfiillt
durch einen unverinderten
Winkelunterschied ¢ — v, der
sich wegen dp = dy aus
Gl. 4b) zu

c
cos(p—y)=7 . 40)

ergibt. Dem entspricht aber
in Abb. 19 ein rechtwinkliges
Dreieck OAB, das bei der
Bewegung keine Anderung er-
leidet, so daB sowohl B als Abb. 18.

auch P je einen Kreis um den

Pol O beschreiben. Diesen beiden in Abb. 18 eingezeichneten Grundkreisen
nihern sich die drehungsfreien Kurven asymptotisch. Die Halbmesser dieser
Kreise sind ersichtlich

fir B: ro==vya' —¢?,

fiir P: r, = a® b2+ 2be,

wonach die Konstante in Gl 5b) mit der
Fliche des Grundkreises von P iibereinstimmt,

auf die in diesem Falle der groBte Betrag der O
umfahrenen Fliche entfillt. Abb. 19.

II. Zeitliche Bewegungsiinderungen.

§ 4. Einfiihrang der Zeit. Unsere bisherigen Untersuchungen
erstreckten sich ausschlieBlich auf Anderungen der Lage des Korpers,
inshesondere von Scheiben in einer Ebene, welche wir stets durch
Langen- und WinkelmaBe ausdriicken und dadurch miteinander ver-
gleichen konnten. Es fehlt uns aber noch ein von den gegenseitigen
Verschiebungen unabhingiger VergleichsmafBstab, den wir zweckmifig
einer ohne unser Zutun stetig und ununterbrochen verlaufenden Be-
wegung entnehmen. Als solche bietet sich uns die Drehung des
Erdballes gegen den Fixsternhimmel dar, die wir in handlichen Vor-
richtungen, den sogen. Uhren, durch Drehung des Zeigers auf einem
Zifferblatte derart nachahmen, daB jeder Stellung einer bestimmten
Meridianebene der Erde gegen den Fixsternhimmel eine Zeiger-
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stellung der Uhr entspricht. Den ganzen Unterschied zweier auf-
einanderfolgender Meridiandurchgénge eines Fixsternes, d. h. den
Umlauf der Erde selbst gegen den Fixsternhimmel, bezeichnen wir
als einen Sterntag. Infolge des durch die Drehung der Erde gegen
die Sonne bedingten Wechsels von Tag und Nacht hat sich aller-
dings die Benutzung des Unterschieds zweier aufeinanderfolgender
Meridiandurchginge der Sonne, d. h. des Sonnentages, als prakti-
scher erwiesen, obwohl dessen Verhéltnis zum Sterntag gewissen,
wenn auch nur kleinen Schwankungen unterliegt, deren Grund wir
spiter kennen lernen werden. Sehen wir zunéchst davon ab, so ist
das Verhiltnis durch die Eigenbewegung der Sonne am Fixstern-
himmel, die auf den Umlauf der Erde um die Sonne zuriickzufiihren
ist, gegeben. Dieser Umlauf, dargestellt durch den Unterschied
zweier gleicher aufeinanderfolgender Stellungen der Sonne am Fix-
sternhimmel, vollzieht sich 365,25 Sonnentagen oder 365,25 11
= 366,25 Sterntagen und wird als ein Jahr bezeichnet. Den Sonnen-
tag teilt man nun in 24 Stunden, 24-60=—1440 Minuten und
24-60-60=286400 Sekunden und bedient sich der letzteren als
Einheit des gewShnlich als Zeit benannten MaBes fiir die Bewegungs-
vorgange.

Die bei der Bewegung eines Punktes zwischen zwei Endlagen
verflossene Zeit ist demnach durch den Winkelunterschied zweier
Zeigerstellungen einer Uhr gegeben, die mit den beiden Endlagen
zusammen beobachtet werden. Das ist streng genommen nur még-
lich, wenn die Uhr an der Bewegung des Punktes selbst teilnimmt,
eine Bedingung, die fir irdische Vorgénge allerdings keine Rolle
spielt und darum auch nicht beachtet zu werden pflegt. Wichtig
ist dagegen, daB die aus einer stets gleichsinnig verlaufen-
den Drehung der Erde oder des Uhrzeigers abgeleitete Zeit
auch nur Anderungen in einem Sinne erleidet, also bei
positiv gerechneten Drehwinkeln nur zunehmen kann. Da
weiterhin jede Drehung um eine Achse erfolgt, so liegt es nahe, auf
dieser in einem willkiirlich vereinbarten Mafistab die zuriickgelegten
Drehwinkel und die daraus abgeleiteten Zeiten in einem und dem-
selben Sinne als Strecken aufzutragen und mit diesem die bei einer
Bewegung zuriickgelegten zugehorigen Wege zu messen. Wir er-
halten auf diese Weise eine Zeitachse, deren Richtung ebenso will-
kiirlich ist wie diejenige der Achse des benutzten Uhrzeigers. Genau
so konnen wir auch die auf einer geraden oder krummen Bahn von
einem Punkte von einer Anfangslage aus zuriickgelegten Wege s auf
einer Geraden auftragen und jedem Punkt derselben die vom An-
fangspunkte bis dahin verflossene Zeit durch eine Parallele zur Zeit-
achse von entsprechender Lénge zuordnen. Wihlen wir die Zeit als
Abszisse und den durchlaufenen Weg als Ordinate und stellen der
Einfachheit halber beide senkrecht zueinander, so erhalten wir durch
Verbindung der Ordinatenpunkte die in Abb. 20 dargestellte Weg-
kurve mit der Gleichung

8:(15)...........‘1)
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Da der bewegte Punkt nicht gleichzeitig, d. h. bei einer und der-
selben Uhrzeigerstellung, zwei verschiedene Lagen einnehmen kann,
sondern zum Ubergang von einer Lage in die andere eine endliche
Zeit gebraucht, innerhalb deren er alle Zwischenlagen iiberstreicht,
so kann die Wegkurve auch keine Spriinge aufweisen, son-
dern muB durchaus stetig verlaufen. Sie kann auch nicht ge-
schlossen oder teilweise riickldufig sein, auch darf sie keine Schleifen
enthalten, da in allen diesen Féllen einem Punkte der Zeitachse
mehrere Lagen des bewegten Punktes entsprechen wiirden. Fiir den
Ruhezustand des Punktes geht die Wegkurve in eine Parallele zur
Zeitachse iiber, in die sie auch beim Aufhéren des Bewegungs-
zustandes einmiindet. Kommt demnach ein Punkt zeitweilig zur
Ruhe, so enthilt seine Wegkurve

parallele Stiicke zur Zeitachse. c s a Vod
0
$ !
| f
A | |
|
/|/F . |
s % { !
% | | |
% ) | | ¢
7 Z % o 0 c o4
Abb. 20, Abb. 21.

1. Beispiel. Aus Wegkurven dieser Art setzen sich die graphischen
Fahrpline des Eisenbahnbetriebes zusammen. In Abb. 21 ist durch
die gebrochene Linie 0 A’ A” B' B ¢ die Wegkurve eines Eisenbahnzuges zwischen
den Endstationen O und C, dargestellt, der auf den Zwischenstationen 4, und
B, Aufenthalt nimmt, deren Dauer der Linge der zur Zeitachse parallelen
Stiicke A’ A” und B'B’ entspricht, wihrend die ganze Reisedauer durch die
Strecke OC’ gegeben ist. Ein zwischen den Stationen O und C, nicht halten-
der Schnellzug verldBt die Ausgangsstation um die durch die Linge OO, ge-
messene Zeit spiter und iiberholt den vorgenannten Zug auf der ersten Station 4,,
wiahrend dessen Aufenthaltes, so daB seine Wegkurve durch die steiler an-
steigende Gerade 0,C, mit der Reisedauer 0,C,’ dargestellt ist. In derselben
Weise kann man auch noch andere Wegkurven von Ziigen mit anderen Fahr-
zeiten und Aufenthalten, sowie solche mit entgegengesetzter Fahrtrichtung
nach dem Kursbuche eintragen, welch letztere naturgemifl durch abfallende
Linienziige dargestellt werden und insgesamt ein iibersichtliches Bild der
ganzen Streckenbelastung darbieten.

Haben wir es mit einer krummen Bahn zu tun, so bereitet die
Messung der Weglinge mit Hilfe eines im allgemeinen starren ge-
raden MaBstabes Schwierigkeiten und fiihrt leicht zu Ungenauigkeiten.
Man wird es darum vorziehen, in solchem Fall die beiden Risse
(Projektionen) # und y des durchlaufenden Weges s auf den Achsen
eines in der Bewegungsebene festen Achsenkreuzes (Koordinaten-
systems) zu betrachten und deren Anderung mit der Zeit festzu-
legen. Fiir jeden dieser Risse erhilt man alsdann eine Wegkurve

nach den Formeln:
x:fl(t)’ y:fz(t>a e e e e e e e 2)
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aus denen sich durch Ausschaltung der Zeit ¢ die Babngleichung
Fr,9)=0. . . . . . . .. .. 3
in der zy-Ebene selbst ergibt. Legen wir dann die Achsenkreuze
beider Wegkurven nach Abb. 22 derart aneinander, daf die Zeitachsen
zusammenfallen und die beiden
Y Wegachsen zueinander senk-
recht stehen, so erhalten wir
ein rdumliches Achsenkreuz zyt
und in diesem eine Raumkurve
PQR mit den drei Rissen
P,Q,R, P,Q,R,, PyQ,R,,
deren Gleichungen durch 2)
und 3) gegeben sind. Diese
Raumkurve, die auch bei ge-
schlossener Bahn P @, R, ins
. : Unendliche verlduft und im
0 Falle von Haltepunkten zur
Abb. 29. t-Achse parallele Stiicke auf-
weist, wollen wir nach dem
Vorgange von Minkowski als die Weltlinie der ebenen Bewegung

bezeichnen.

2, Beispiel. Legt der bewegte Punkt auf einer geraden Bahn in gleichen
Zeiten gleiche Strecken zuriick, so sprechen wir von einer gleichférmigen
Bewegung. Alsdann werden auch die beiden Achsen 2,y im einfachen Ver-
hiltnis mit der Zeit wachsen, also die beiden Wegkurven geradlinig verlaufen,
dem dann wiederum eine geradlinige Weltlinie entspricht.

3. Beispiel. Durchliuft der Punkt einen Kreis vom Halbmesser # der-
art, daf} in gleichen Zeiten
gleiche Wege zuriickgelegt,
Abb. 23, also vom Fahr-

Y strahl 7 gleiche Winkel g
2 iiberstrichen werden, so
treten an Stelle von 2) die

- einfachen Formeln

r=Xkonst., ¢@=owt,. 4)

worin w ein unverdnder-
licher Beiwert ist, der mit
der Umlaufszeit #, in der
einfachen Beziehung

27 =awt, . . 5)

steht. AuBerdem erkennt

man, daf in diesem Falle

der gleichférmigen

Kreisbewegung die

erste Gl. 4), welche die

Abb. 23. Zeit ¢ nicht enthilt, ohne

weiteres die Bahngleichung

darstellt, die im Verein mit der zweiten als Weltlinie eine Schraubenlinie er-
gibt. Die beiden Wegkurven ergeben sich alsdann aus

=708 ¢ =17 c0o8 wf)
y=rsing=rsinwtf " " " °
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als Sinuslinien, die ebenso wie die Weltlinie ins Unendliche fortlaufen, wah-
rend die Bahngleichung auch

2dyt=r .. 4b)
geschrieben werden kann.

§ 5. Geschwindigkeit oder Lauf. Wir haben im vorigen Ab-
schnitt eine gleichférmige Bewegung dadurch gekennzeichnet,
daB entsprechend einer geradlinigen Wegkurve in gleichen Zeiten
gleiche Strecken zuriickgelegt werden, daB also der Bruch aus dem
Wege und dem zugehorigen Zeitunterschiede fiir die Endlage

ST B )
t—t,

einen bestdndigen Wert besitzt. Man bezeichnet denselben gewohn-
lich als die Geschwindigkeit, wofiir wir auch das kiirzere Wort
y,Lauf* benutzen wollen. Bilden wir denselben Bruch fiir eine
Bewegungsart mit gekriimmter Wegkurve, so finden wir fiir jede
durchlaufene Strecke einen anderen Wert, den wir alsdann als mittlere
Geschwindigkeit oder mittleren Lauf des Punktes auf der
zwischen zwei Punkten zuriickgelegten Strecke bezeichnen.
Solche Mittelwerte konnen wir z. B. dem graphischen Fahrplan Abb. 21
sofort entnehmen und aus der Neigung der zugehdrigen Weggeraden
ihre Verschiedenheit zwischen den einzelnen Haltestellen erkennen.
Uber den Bewegungsvorgang zwischen den Endpunkten einer der
herausgegriffenen Strecken gibt der Mittelwert indessen keine Aus-
kunft, wenn wir nicht zu einer weiteren Unterteilung schreiten und
immer neue Mittelwerte bilden. Gehen wir damit bis zum ver-
schwindenden Wegelement ds, dem dann auch nur noch ein Zeit-
element dt zugeordnet ist, so erhalten wir den Grenzwert in drei
Schreibweisen®)

s—s, ds

t—t, dt

lim

$’=’U,........134)

der nunmehr den Lauf an der betrachteten Stelle darstellt und
durch die trigonometrische Tangente des Tangentenwinkels im zu-
gehérigen Punkte der Wegkurve gegeben ist. Trigt man die so ge-
wonnenen einzelnen Laufwerte in einem geeigneten, sonst ‘aber will-
kiirlichen Maflstabe als Funktion der Zeit auf, so erhdlt man zu jeder
Wegkurve eine Laufkurve, die ersichtlich fiir die durch 1) ge-
gebene gleichférmige Bewegung parallel zur Zeitachse verlduft. Da
ferner im Zahler des Ausdruckes fiir den Lauf stets eine Lénge I, ge-
messen in Meter, im Nenner eine in Sekunden gemessene Zeit ¢ steht,
so wird der ganze Bruch in m/sec nach der Dimensionsformel

v=[l-t71) . . ..o 2)
ausgedriickt.

1) Die in der Folge vielfach angewandte Schreibweise § fiir die Ableitung
nach der Zeit rithrt schon von Newton her, wihrend Leibnitz dafiir ds: di
benutzte.
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Man kann natiirlich auch jeden Lauf » mit der zugehdrigen
Strecke s zu einer Laufwegkurve mit der Gleichung

v=8=¢(@) ... ... .. ..3
auftragen und aus dieser durch Integration der Formel
dt:d.—g —;ds— c e e .. .. . . 33)
8 v

zwischen den Grenzen s, und s die auf dieger Strecke verflossene
Zeit rechnerisch oder graphisch (durch Planimetrieren der v~*-Kurve)
ermitteln.

1. Beispiel. Um von einem Punkte P, mit den Achsenabstéinden z,, y,

zu einem Punkte P, mit z,, y, auf der anderen Seite der x-Achse iiber P mit

dem Abstande z von O, Abb. 24,

Vi derart zu gelangen, da8 der Lauf

oberhalb derselben unverdndert

gleich ¢,, unterhalb dagegen ¢, ist,
braucht man die Zeit

g Ve —mi gy

g £ B
4 v 7(902 - :\2 —f“?/z'z , .4
die somit nur von der durch z ge-
gebenen Lage des Ubergangspunk-
v tes P abhingt. Soll die ganze

Abb. 24. Laufdauer einen Kleinstwert an-
nehmen, so folgt

A T — 0, . ... 4a)

oder unter Einfiihrung der Bahnwinkel ¢, und ¥, mit der Senkrechten in P

sin ¢ sin 9,
ol=——2, oder oL e e 4b)
¢y Cy sind, ¢,

Es ist dies nichts anderes, als der von Fermat herriihrende Beweis des
Snelliusschen Brechungsgesetzes eines Lichtstrahles an der Grenze
zweier Korper, in denen das Licht verschiedene Liufe besitzt. DaB es sich
nicht um einen Héchstwert von ¢ handeln kann, folgt ohne Bestimmung des
Vorzeichens der zweiten Ableitung von ¢ nach 2 schon aus dem Umstande,
daB ¢ mit z augenscheinlich und im Einklange mit 4) unbegrenzt wachsen mu8.

Bewege ich mich im Gang eines fahrenden Eisenbahnwagens in
der Fahrtrichtung, so ist der von mir gegeniiber dem Bahnkérper
zuriickgelegte Weg die Summe der Wege des Wagens und des meines
Kérpers in demselben, wihrend bei umgekehrter Gangrichtung der
Gesamtweg als Unterschied der einzelnen sich ergibt. Daraus folgt,
dafl gleichgerichtete Wege sich algebraisch addieren. Uber-
tragen wir dies auf die Elemente dz’ und dz”, so wird das Gesamt-

wegelement
de=da' - da"
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und nach Division mit dem dabei verflossenen Zeitelement df

dxmdx’ dz”
dt dt ' di’
oder
v,=t=d 4" =o' 40", .. . ... .5

d. h. in einer und derselben Richtung addieren sich die Laufe
eines bewegten Punktes algebraisch. Daraus folgt weiter, dal3
die Geschwindigkeit oder der Lauf ebenso wie eine Strecke
eine gerichtete GroBe, einen sog. Vektor darstellt, dessen

Richtung mit derjenigen der Bahntangente an jeder Stelle
tibereinstimmt.

Bewegt man sich nun im Abteil eines Eisenbahnwagens senk-
recht zur Fahrtrichtung, so ergibt sich eine von der Vorwiirtsbewegung
génzlich unabhéngige, gleichzeitige Seitenverschiebung dy, die mit der
Vorwirtsbewegung dx gemeinsam auf eine schrige Gesamtverschiebung
fiilhrt. Bezeichnen wir das Element derselben, welches offenbar mit
dem der Bahn iibereinstimmt, mit ds und seinen Neigungswinkel
gegen die x-Achse mit 9, so ist offenbar

dx=dscos?®, dy=dssind,

oder nach Division mit d¢ in beiden Schreibweisen

i:&cosﬁ:v-cosﬂ:vx

Upe=Z

y=ssind=v-sind=v,, Abb. 25.
also
v =& =gcosd--ysind=uv, cos v sind)
V=8 =g Lyt 0 J
Der Gesamtlauf oder die Resultante als Vektor stellt hier-

nach die Diagonale des aus den beiden Teilliufen, den
Komponenten, gebildeten Rechteckes dar. Abb. 25.

Sind die beiden gleichzeitigen Verschiebungen eines bewegten
Punktes gegeneinander um den .
Winkel 9, geneigt, so zerlegen wir Y S
sie zweckméBig in je zwel zuein- -
ander senkrechte Teilbetrige in den , — /
Achsenrichtungen, so zwar, daf T /

de’ =ds cos¥, dy =ds sind’ i
da’==ds" cos§", dy’=ds"sing" J§ [ S0

ist und addieren diese nach Teilung Xz :=
mit dt fiir sich. Daraus folgt dann ot I oA

0 g

fir die Teilbetrige des Gesamt- ¢ % z
laufes § nach Abb. 26 Abb. 26.

v, =& ==§ cos? 4 §" cos ¥’ =" cos ¥ - v” cos ¥’ 7)
. .y . ’ s " ’ oo £ .
v, =g ==2§sin & 4 & sin 9" —=v'sin ¥ 4-v" sin 9" j

Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Aufl. 2

6)
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also nach Quadrieren und Addieren wegen 6)
§2=35"1 5"} 255" (cos? cos 9’ - sin ¢ sin 9",
oder da
cos ¥’ cos ¥ | sin ¢ sin ¢ = cos (¥ — 4") = cos &,

2

=32 —=3§2 321 28§ cos Py =1 --v"? | 20" cos &y Ta)

Ebenso erhalten wir auch durch Erweiterung der ersten Formel 7)
mit cos), der zweiten mit sin?¥ und Addition

& cos & - 9 sin d =& (cos ¥’ cos ¥ 4- sin &' sin F)
- & (cos 9" cos I - sin " sin ),
oder mit Riicksicht auf 6)
v==5=4& cos (% — )} & cos ("' — )
= cos (¢ — ¥) " cos (¥ —d). . . . . . . Tb)

Danach erscheint auch bei beliebig gegeneinander geneigten
Einzelliufen der Gesamtlauf eines bewegten Punktes als
Diagonale des aus den Einzelliufen gebildeten Parallelo-
gramms oder auch als SchluBlinie des aus ihnen durch An-
einanderreihung erhaltenen gebrochenen Linienzuges. Dieses
Ergebnis ist offenbar die Verallgemeinerung der oben durch 6) ge-
gebenen Zusammensetzung zweier senkrecht zueinander gerichteter Teil-
betrige und gilt fiir alle Arten von Vektoren. Es 1403t sich, wie man
durch Vereinigung des zuletzt erhaltenen Gesamtbetrages mit einem
dritten Einzelbetrage erkennt, ohne weiteres auf eine beliebige An-
zahl von Vektoren ausdehnen, deren Aneinanderreihung
einen gebrochenen Linienzug ergibt, dessen SchluBlinie
nach GréBe und Richtung den Gesamtvektor darstellt. Diese
Aneinanderreihung bezeichnet man wohl auch als geometrische
Addition der Vektoren im Gegensatz zur algebraischen und schreibt
sie unter Verwendung von Frakturbuchstaben in der einfachen Form
fiir Strecken

s 3=8'+48"1...,
o 22, oder fiir Liufe
e L . ’ Y
/ 3=—g |38"4...
Abb. 27. baw. b v’ .. )
Danach wiirde, wenn in Abb. 27 ¢ und t’ zwei benachbarte Fahr-

strahlen von einem willkiirlichen Anfangspunkte O an das Bahnelement
d8 bedeuten, dieses sich als geometrischer Unterschied

dg=1 —t=dr=ztdt. . . .. .. . 8a)

. 8)

zugleich mit dem Lauf 3=1 nach GroBe und Richtung ergeben.
SchlieBlich sei noch bemerkt, daB durch die Einzelvektoren stets
dor Gesamtvektor bestimmt ist, umgekehrt aber nur die
zwei Teilbetrige eines Vektors, wenn deren Richtungen
gegeben sind.
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2, Beispiel. Sind die beiden Wegkurven fiir die - und y-Richtung ge-

geben durch ot
r=acoswt | x=ae }, ........ 9

y = bsin wf " x=be "t
so sind die zugehorigen Bahngleichungen

2 2
%;_{_%?:1 bzw. 2-y=ab, . . . ... ... 9a)

also eine Ellipse oder gleichseitige Hyperbel.
Weiter sind die Laufteile

t=—oasinot .. E=cac _ut} ...... 9b)
4y =wb cos o y=-—abe
und die Gesamt- oder Bahnldufe:
V= \/xg_l_xyi?)
also fiir die Ellipse:
v=owyasin? ot bcos?wt . . . . . . ... 9¢)
und fir die Hyperbel: R,
v:a‘/aze‘“t—{—b"’e_"' .. 94)

§ 6. Winkelgeschwindigkeit oder Drehwert. Es erscheint hiufig
zweckmiaBig, die Bewegung und die Bahn eines Punktes nicht auf zwei
rechtwinklige Achsen zu beziehen, sondern durch seinen Abstand von
einem Anfangspunkte O und den Drehwinkel dieses sog. Fahrstrahls
gegen eoine feste Anfangslage auszu-
driicken. Davon haben wir schon ein-
mal am Schlusse des § 4 bei der Be-
trachtung einer gleichférmigen Kreis-
bewegung, sowie fiir die Vektordar-
stellung des Laufes am Ende des letz-
ten Abschnittes Gebrauch gemacht.

Bedeuten wieder # und y die recht-
winkligen Koordinaten eines Bahn-
punktes, so ergibt sich sein Abgtand r
vom Anfang O und dessen Drehwinkel ¢
gegen die X-Achse nach Abb. 28:

r==1Cc08Q, y==rsingp, . . ... .. 1)

also:
dx:drcoscp—rsin(pd(pl
dy=drsin g }+rcospdep)
und fiir das Bahnelement .
ds?=da? +dy*=dr*+rde¢®. . . . . . .1b)
Die Teilung der Elemente la) mit d¢ sowie von 1b) mit di? er-
gibt alsdann mit den beiden neuen Ausdriicken:

dr . de .

——— == — = 3 L 2
dt r ’U’r" dt (p @ )
von denen wir den ersten als Radialgeschwindigkeit oder Strahl-
lauf, den zweiten als Winkelgeschwindigkeit oder Drehwert
mit der Dimension w==[t""], das Produkt r ® =v, mit dem Strahl r

Ok

. 1a)
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aber als Drehgeschwindigkeit oder Drehlauf bezeichnen wollen,
unter sonstiger Beibehaltung der bisher geiibten Schreibweise

vl,:i:i'cos(p———rt,i)sinq)zvrcosw—rwsin(p} 3)

vy::y‘:q’«sin(p—}«r(jocos,(p:vrsinq;—f-rwcosw
=== }tro?=v2+0v2. . . . .3a)

Hiernach kann der Bahnlauf v, den wir im letzten Paragraph in zwei
Teile nach den Achsenrichtungen zerlegt hatten, auch in der Strahl-
richtung und senkrecht dazu nach
Abb. 29 in einen Strahllauf v, und
einen Drehlauf rw derart anfgeteilt
werden, daB mit der Neigung v
der Bahn gegen den Strahl r

v, ==V COoS Y, ro=uvsiny 4)

wird. Angesichts der willkiirlichen
Lage des rechtwinkligen Achsen-
kreuzes sind diese Formeln allerdings
selbstverstdndlich und mit den Glei-
Abb. 29, chungen 6), § 5, gleichwertig, in die

sie, wie man durch Einsetzen von 4)
in 3) feststellt, mit ¢ 4 y==1 iibergehen, worin ¢ den Neigungs-
winkel der Bahn gegen die feste Anfangslage bedeutet.

g

1. Beispiel, Haben wir es im Sonderfall mit einer reinen Kreisbewegung
zu tun, so bleibt der Strahl r vom Kreismittelpunkt aus unverindert, und die
beiden Teilliufe in den Achsenrichtungen vereinfachen sich mit v,=#=0 in

Vp==—1"08in ¢, Vy =T WCEOS P, v « v o o . . 5)
wahrend der Bahnlauf mit dem Drehlauf

tibereinstimmt.

2. Beispiel. Bewegt sich der Mittelpunkt einer gleichférmigen Drehung
@ = wt selbst noch gleichférmig mit dem Laufe ¢ etwa in der z-Richtung fort,
o erhalten wir fiir die Gesamtbewegung

x=c-t-Freoswt, y=rsinwt, . . . ... .. 6)
oder auch

x:c'T(p—{—rcoszp, y=rsing.. . . .. ... ba)

Mit ¢=rw wird die Bahn eine gemeine Zykloide, mit ¢ = rw eine Trochoide
Abb. 8). Die Teilliufe sind

Vpy=C—7rwsing, Vy==7TWCOBP . + « . . & o » 7)
und der Gesamt- oder Bahnlauf » folgt aus

vP=vltvi=c}Fre*—2rcosing=c+rw*—-2coy,. . 7a)
schwankt also nur mit der Hohenlage des Punktes iiber dem Kreismittelpunkt

zwischen den durch
(cdtro>v*>@Cc—rw)?® . . .. ... ... 7b)

gegebenen Grenzen.
3. Beispiel. Dreht sich ein Punkt P gleichzeitig um zwei Pole O, und O,
wihrend die augenblicklichen Fahrstrahlen r, und 7, die Winkel ¢, und ¢, mit
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dem Achsenabstande O, O, =a bilden, so hat man nach Abb. 30 zunéchst die
geometrischen Beziehungen

7, 8in @, =7, 8in @, , 7,008 @y — 1 COSP ==@. + « . . . 8)

Da sich nun nach den Ausfihrungen des § 1 die Drehungen, d. h. die Ande-
rungen d¢, und dg, der Winkel einfach algebraisch addieren, so gilt dies auch
fiir die Drehwerte ¢; — w, und ¢, = w,, die mithin den Gesamtdrehwert

o, tw,—w ... )|

ergeben. Die Laufwerte der Gesamtbewegung in der z- und y-Richtung be-
rechnen sich ferner durch Addition der durch 5) bestimmten Betréige der Eingel-
drehungen zu

V== — 7y @ 8i ¢, — 7, , 8in @, ) 10)
£ e e e e e
. Vy <=7y 0; COSPy Ty 0y COS Py
mit dem aus
2 s
=ro?+ w0227 r 0 w,c08(p,—@,) . . . . . 10a)

hervorgehenden Bahnlauf. Betrachten wir auch diesen als Drehlauf um einen
Pol O im Abstand OP =r auf der Senkrechten zu v, die mit @ den Winkel ¢
bildet, so muf deren Drehwert ¢ — w und

TG

V,=—rwsing, Vy =170 COS @
sein. Das gibt mit 10)

rwsin g =17, w, sin ¢, + 7, @, 8in @, 1 10b)

7@ COB @ =T, ®, COS @, -} 7, w, CO8 @, |
Mit der ersten dieser Formeln folgt aber aus
8) und 9)

ry sin @, =r,sing,=rsing ,. . 8a)
d. h, der gesuchte Drehpol O liegt auf
der Geraden 0,0,. Weiter wird aus 10b)
nach Erweiterung mit cos ¢, bzw. sin ¢ und 7 7
Addition bzw. Subtraktion & % 0 4 G
— a -

7w =7, 0 €08 (¢ — @)1, w, COS (<p~qo.2)}10 0

0:=7 o sin (p~p,)+7, 0,80 (¢ —@,)
Bezeichnen wir nunmehr die Abstinde des Poles O von den Einzelpolen O,

und O, mit @, und a,, so daB also a, }a,=—a ist, so erkennen wir aus den
Dreiecken O, 0P und 0,0P

@ __sin(p—9) 4 _ #n(p — ) 1)
r sing, ’ r sing, * "7

Abb. 30.

also mit Riicksicht auf die zweite Gl. 10¢) sowie 8a)
o _ sin(p,—g)sing, o,

a,  sin(p — ¢y)sing, o,

womit die Lage des Punktes O durch a, w, == a, w, festgelegt ist. Wird im Sonder

I § ¥

falle entgegengesetzt gleicher Drehwerte w, 4- w,=0 oder w, = — o,
so folgt aus 10) mit Riicksicht auf die Gl. 8)
v, =10; Vy==A Wy « « « o o o 0 0. 12)
und aus 11a)
%:—1, sing=0, also a,=—a,= 00,

d. h. zwei entgegengesetzt gleiche Drehungen, ein sog. Drehpaar, er-
geben eine zur Polverbindung senkrechte Verschiebung mit dem
Laufwerte aw,, die auch als Drehung um einen unendlich fernen
Pol aufgefaBt werden kann.
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4, Beispiel. Rollt ein Kreis vom Halbmesser r, auf einem festen vom
Halbmesser 7,, s0 wird bei einer Drehung des ersteren um ¢, der Beriihrungs-
punkt auf dem festen Kreise den Bogen r, ¢, =7, @, zuriicklegen. Verliuft
die Bewegung gleichférmig, so diirfen wir dafiir auch unter Einfiihrung der
beiden Drehwerte, sowie mit dem unverdnderlichen Abstande 7, der beiden
Kreismitten schreiben

Wy T == 0,7y, 1’1—'—7‘2:7‘0, ......... 13)
woraus sich
w, 7, w, T
r= 270 rp=—2" L. 14)
®; - w, ;1 0,

ergibt. Jeder Punkt des Rollkreises beschreibt alsdann nach dem 1. Beispiel
§ 1, eine Epizykloide. Solche Kurven beschreiben angenidhert die Monde der
Planeten um die Sonne, deren Bahnebenen, wie diejenige des Erdmondes, nur
wenig gegen die Ebenen der Planetenbahnen geneigt und wie diese selbst
nahezu kreisformig sind. Im Falle des Erdmondes ist w,:w =~ 12,37 und
die Neigung seiner Bahnebene gegen die der Erdbahn (Ekliptik) wenig groBer
als 59, so daB die Rollkreishalbmesser ungefihr 7,=10,0757,, r, =0,925r,
werden, wenn 7, den Erdbahnhalbmesser bedeatet. Da nun der mittlere Halb-
messer der Mondbahn um die Erde nur r=r7,:390 ist, so weicht die Mond-
bahn um die Sonne nur um diesen kleinen Betrag nach aulen und innen von
der fast kreisfsrmigen Erdbahn ab, ist also wie diese selbst stets konkav gegen
die Sonne. Fiir den Umlauf der Erde um die Sonne, sowie der des Mondes
um die Erde sind ferner

Uy = W, Ty, Uy =0, T,
also ist

u, wur 12,87

u, w7, 890

Mit u, ~ 30 km/sec wird demnach u,~ 1km/sec, so daB der Mond auf seiner
Bahn um die Sonne an dem am weitesten auBerhalb der Erdbahn gelegenen
Punkte den Lauf u, | u,~ 31 km/sec, an dem innersten Punkte aber den Lauf
u; — Uy ~ 29 km/sec besitzt, also merklich ungleichformig um die Sonne lduft,
wozu noch die Ungleichférmigkeiten infolge der Abweichungen von der Kreis-
bahn hinzutreten.

§ 7. Beschleunigung oder Anlauf. Beobachten wir einen Eisen-
bahnzug auf seinem Wege vom Ausgangspunkte bis zur néchsten
Haltestelle, so stellen wir zundchst einen Ubergang vom Ruhezustand
zu einer nahezu gleichférmigen Bewegung, die auf der sog. offenen
Strecke eingehalten wird, und danach wieder einen allm#hlichen
Ubergang zum Ruhezustande fest. Léngs des ganzen Weges ist
demnach sowohl der Bahnlauf v, als auch seine beiden Teilbetrige
v, und v, in zwei zueinander senkrechten Achsenrichtungen ver-
#nderlich, und zwar unabhingig davon, ob die Bahn gerade oder
gekriimmt ist. Im AnschluB an dies Bild unseres Eisenbahnzuges
wollen wir den elementaren Zuwachs des Laufes zu Beginn der Be-
wegung gemessen durch das Zeitelement als Beschleunigung oder
Anlauf, den entsprechenden Bruch der Abnahme und der Zeit als
Verzogerung oder Ablauf bezeichnen. Die beiden neuen Begriffe
unterscheiden sich offenbar nur durch das Vorzeichen, so daB wir
den Ablauf auch als den negativen Anlauf ansehen und nur mit
letzterem zu rechnen brauchen. Nach dieser Festsetzung erhalten
wir fiir die Bahn und die beiden Achsenrichtungen die Anldufe
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_dv  ds
LG T

dv, d’z dv, d®y |’

LT Tar T T T ae Y

worin der Doppelpunkt iiber dem Buchstaben, der die Richtung

angibt, eine zweifache Ableitung nach der Zeit in sinngeméiBer Aus-

dehnung der bisher fiir den Lauf gebrauchten Schreibweise andeuten

moge. Erweitert man die Formeln der zweiten Reihe mit da=1v_dt

bzw. dy=wv,dt und addiert, so erhilt man mit Riicksicht auf die
Beziehung v* =+ v*

g, de+gq dy=v.dv v dv =vdv, . . . . la)
worin aber dx und dy nicht beliebige Differentiale, sondern Risse
des Bahnelementes darstellen.

Der Anlauf hingt nun mit dem Wege selbst und dem Laufe aufs
engste zusammen, wie am klarsten aus der Entwicklung des Weges
s=={(t) als Zeitfunktion nach der Taylorschen Reihe hervorgeht.
Diese liefert

o, b ds) 12 ((}l“’éﬁ)_l_t3 <d3s>
s=st 11, Fanlam), T ala )t

i . 2. 3.
3280‘}"1—!80‘}_5“!80“[_580‘}""" e 2)

worin der Zeiger 0 den Wert der damit behafteten Grofle zu Beginn
der Zeitrechnung angibt. Wir werden nun bald sehen, dafl in vielen
Fillen der Anlauf § selbst nicht in seiner Abhingigkeit von der Zeit,
sondern vielmehr von der Lage des bewegten Punktes, d. h.

d*s
*d?gZQ(S)..........gv)

von vornherein gegeben ist. Alsdann ergibt sich

d*s dq ds _ dq ;

1)

oder

L —

STUG T ds dt ds

dis d‘zq - dq . dzq o dq |

A TR F AN PR R
usf., 80 daB also durch 3) in der Tat alle Ableitungen von s fest-
gelegt sind. Daraus folgt aber im Zusammenhange mit 2), daB man
zur vollstindigen Beschreibung des Bewegungszustandes
nur die Anfangslage s;,, den Anfangslauf §, und die Ab-
héingigkeit des Anlaufes ¢ von der Lage zu kennen braucht.
Erleidet einer der Werte von § oder § an irgendeiner Stelle eine
Unstetigkeit, so gilt natiirlich die Reihe 2) nur bis zu dieser Stelle
und ist jenseits derselben mit den neuen Anfangswerten wieder auf-
zustellen. Im Falle einer krummen Bahn wird fiir jede der beiden
Richtungen z und y eine Reihe 2) angeschrieben, deren weitere Be-
handlung genau wie oben vonstatten geht. Die diesen Richtungen

. 3a)
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entsprechenden Anlaufteile ¢ und q, ergeben alsdann einen Gesamt-

anlauf ——
g=Vg 495 . . . . .. . . . 1b)

der die Bewegungsrichtung eines vorher in Ruhe befindlichen Punktes
bestimmt und daher selbst als Vektor mit dieser Richtung aufzu-
fassen ist. Dagegen braucht diese Richtung durchaus nicht mit der-
jenigen des Laufes iibereinzustimmen, so daB im allgemeinen auch
der Gesamtanlauf ¢ von dem Bahnanlauf ¢, verschieden ausfillt.
Sind beide Anlaufteile ¢, und ¢, in jedem Punkte der Bewegungs-
ebene, d. h. durch die Achsenabstinde = und y bestimmt, so trifft
dies auch fiir den Gesamtanlauf ¢ nach GréBe und Richtung zu.
Die ganze Ebene stellt alsdann ein Anlauffeld dar, in dem der
Gesamtanlauf als sog. Feldstdrke die Bewegung jedes Punktes
nach Gl 1b) bedingt.

Da ferner der Anlauf aus der Teilung des Laufzuwachses mit
dem Zeitelemente hervorgeht, so ist seine Dimension

g=$=[lt,. . . . ... ...4
er wird mithin in m/sec® gemessen.

1. Beispiel. Besonders einfach gestaltet sich der Bewegungsvorgang auf
einer Geraden mit einem gleichgerichteten unveriinderlichen Anlauf ¢ —=g¢,=g.
Alsdann ist mit einem Anfangslauf §==c an der Stelle s,, sowie wegen des
Verschwindens aller hoheren Ableitungen wie " u.a. m. nach 2) der zur Zeit ¢
zuriickgelegte Weg sofort gegeben durch

s=syFel-HLgt% . . ..o L. 5)
v=d=ctgt .. ... ... ... 5a)

Wegen des mit der Zeit gleichformig wachsenden Laufes bezeichnet man den
ganzen Vorgang als eine gleichférmig beschleunigte Bewegung, deren
Wegkurve emne Parabel ist, wihrend die Laufkurve eine schrig ansteigende
Gerade wird. Schalten wir noch die Zeit aus den Formeln 5) und 5a) aus,
so erhalten wir fiir den Zusammenhang zwischen dem Lauf v und dem zuriick-

legten Weg die Beziehun
golegien Weg clo gl —) e e e 5b)

Die vorstehenden Gleichungen finden unmittelbar Anwendung auf den freien
Fall an der Erdoberfldache, an der erfabrungsgeméB ein Anlauffeld mit
senkrecht nach unten gerichtetem, auch mit der Hohe nahezu bestindigem An-
lauf, der sog. Erdbeschleunigung im Betrage von g = 9,81 m/sec® herrscht.
Hierbei bedeutet s — s, =% die durchfallene Hihe, ¢ den nach unten gerich-
teten Anfangslauf. Die Formeln sind aber auch fiir das Ansteigen im Erdfelde
nach Umkehrung des Vorzeichens von g zu verwenden und ergeben dann fiir
die groBte Steighdhe &, fir die § =v =0 wird,

2gh=¢c*, . .. . . ... ... 5¢)

2, Beispiel. Im Falle des schiefen Wurfes nach oben mit dem Anfangs-
lauf ¢ unter dem Winkel « gegen die Wagerechte haben wir die beiden Teil-
liufe in den Achsenrichtungen

%, =CCO8 Yo=csine, . .. ... ... 6)

und der dabei erreichte Lauf

wihrend nur in der Senkrechten als Anlauf die Erdbeschleunigung @y =15 =—
nach unten wirkt. Beginnt die Bewegung im Anfangspunkte 0 des Achsen-
kreuzes, so lauten die aus 2) abgeleiteten Gleichungen der Wegkurven in

beiden Richtungen x=ctcos « !

y=ctsin « —%tz

J
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von denen die erste wieder eine Gerade, die zweite aber eine Parabel darstellt.
Durch Ausschalten der Zeit erhalten wir daraus
a ]

:xtga—gf; (1-4+tge) . . . . . Ta)

als Gleichung der Wurfbahn, die hiernach auch eine Parabel ist und mit
der Erdbeschleunigung g als Gesamtanlauf einen stetig verinderlichen Winkel
bildet. Fiir y =0 wird daraus

y=atgoe—

2ccos? o

_ ,,,JZYL_> —
x(tga 2c?cos? « 0
mit den beiden Wurzeln
9 2 2
=0 und a,=— ¢ tgacos*a:%sin?a, ..... 8)

von denen die erste den Anfangspunkt, die zweite aber die groBte Wurf-
weite ergibt, die hiernach mit einem Erhebungswinkel von 45° erreicht
werden kann. Aus den Laufteilen in den Achsenrichtungen

V==& =C¢CO0S ¢, vy=gyg=csine—gt . . . . . .. 9
folgt mit v,=0 die groBte Wurfhdhe mit den Achsenabstinden
. e
xo_zg sin 2 «, y"th sine, . . ... L 9a)

von denen der erstere der halben Wurfweite gleicht, so daBl der héchste Punkt
den Parakelscheitel bildet.

Fiir den Bahnlauf erhalten wir mit ¢* = v,2 4-v,° aus 9)
' v =c¢* — 2gtcsin |- g2,
oder mit Riicksicht auf die zweite Formel 7)

=c—2g9y, . . ... .. 9b)

d. b. der Bahnlauf ist nur mit der Hohe iiber dem Erdboden ver-
idnderlich und hat fiir gleich hohe Punkte beim Auf- und Abstieg denselben
Wert. Danach hat der geworfene Korper beim Niederfallen denselben Lauf
wie beim Abwurf. Schalten wir ferner die Zeit aus den beiden Formeln 7)
und 9) aus, so folgt 90y — o in? 2
gy=—=csinc—wo2, . . . ... oL 9c)
wonach gleiche Héhen auch mit denselben Bahnwinkeln durchlaufen werden,
der geworfene Korper also auch unter dem Ausgangswinkel den Erdboden
wieder erreicht.
Soll ein bestimmtes Ziel P mit den Achsenabstinden z,, y, er-
reicht werden, so erfordert dies einen Erhebungswinkel, der sich nach Einsetzen
in die Bahngleichung 7a) durch Auflésen nach tg ¢ berechnet. Man findet

c2? 1 [
tg ¢ = —— - —-yet —2¢? —gix?, ... ... 10
g ™ + o gy — gz, )

Steilbahn. Die beiden Werte

also im allgemeinen zwei Werte von «, denen auch zwei Flugbahnen ent-
von « sind indessen nur so lange %
reell, als c¢t—2¢%gy, —¢22 >0

sprechen. Von ihnen bezeichnet
B 7 .
bleibt. Ziele auBerhalb der durch 1 d

man die untere OCP in Abb. 31
die Kurve ' 0 o %

als Flachbahn, die obere als
¢t —2cgy, —g%x2=0 10a) Abb. 31.

umschlossenen Fliche sind folglich mit dem Anfangslauf ¢ iiberhaupt nicht
erreichbar. Die auf der in Abb. 31 punktiert eingetragenen Kurve 10a), die
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ersichtlich wieder eine Parabel, aber mit senkrechter Achse durch den
Anfang darstellt, gelegenen Ziele werden dann nur mit je einem Winkel
by .

tgaz;—x, also auch nur einer Flugbahn erreicht. Die Kurve mit der durch

5¢) geget-lenen Scheitelhohe hiillt somit alle die Flugbahnen mit gleichem
Anfangslauf ¢ ein und umschlieBt den sog. SchuBbereich.

3. Beispiel. Fragen wir nach der Kurve, auf welcher die Fallzeit
zwischen zwei Punkten den kleinsten Wert gegeniiber allen andern
durch diese hindurchgehenden Kurven annimmt, so brauchen wir nur drei
unendlich benachbarte Punkte der gesuchten Kurve, Abb. 82, mit den Ab-

_ stinden ds’, ds” und den Neigungswinkeln
¥, 3" gegen die Wagerechte und den Lauf-
werten ¢/, " ins Auge zu fassen. Verschieben
wir nunmehr den Zwischenpunkt wagerecht um

fird oz, so #ndern zwar die Wegelemente ds’ und
> dzxws$”  ds” sich um — 6z cos? und - 6 cos ¥, nicht
aber die Laufwerte v' und ¢”. Der Anderung
des Gesamtweges entspricht aber ein Zeitunter-

________________ schied o "
at:(i"—“ o )(m. .1

'U” vl

gegeniiber der Zeit zum Durchlaufen der urspriinglichen Strecken ds’ und ds”.
Damit diese Zeit ein Kleinstwert wird (ein Hochstwert kommt natiirlich nicht
in Frage), so mufl =0, also wegen der Willkiir von d2 die Klammer ver-
schwinden. Es muB daher lings der gesuchten Kurve der Bruch

cos®¥  cos?¥’  cos

2’ ! v

einen festen Wert besitzen. Rechnen wir nun die Fallhdhen y von der Ruhe-
lage aus, so geht mit

9 -}
o, () e
Gl. 114a) iiber in

dy_Ne=yo 12)
dx y
Setzen wir darin
.. p € c .
y:cslnzgz—g(l—cos@, dyz?smzpdtp,
g0 wirde mit =10 fir ¢ =20 . 13)
dx:csin2%d¢=7:—(1~—cos¢p)dtp, x:%((p—sinzp).

Wir erhalten also zwischen x, y und ¢ die Gleichungen einer gemeinen
Zykloide, § 1, deren Rollkreis mit dem Durchmesser ¢=27r den Bogen ¢
vom Anfang zuriickgelegt hat.

Mit 13) folgt aus 12) fiir die Tangentenneigung, den Bogen und
den Kriimmungsarm

tgﬁ:ctg—g, ﬁ:l;—"’, 2dd=—dg

dS:\/mTf:27Sin’§d¢’ s=4r {_l—cos%-t ... 13a)
_ds o ‘
_-—W~4rs1n?_4rcosﬁ J

Danach ist der Gesamtbogen der Zykloide fiir eine volle Rollkreisdrehung
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¢ =2mx, s, =87 und der Krimmungsarm ist gleich der doppelten Normale n
bis zum FuBpunkt des Rollkreises, Abb. 33, der nach § 1 den augenblicklichen
Drehpol bildet. AuBerdem geht die Tangente stets durch das diesem Pol ent-
gegengesetzte Ende des Rollkreisdurchmessers. Tragen wir auf der Tangente
in P die Lince des Bogens PO’ bis zum Scheitel O’ der Zykloide ab, machen
also PP’ = PO(’, so ist P’ ein Punkt der Evolvente mit den Abstinden z’
und g’ in bezug auf das Achsenkreuz durch 0'. Da hiernach

OP =4r,
OP=s=4r [l—cos-g—-l s
PP’:OP'—-OP:4rcos—g—
ist, so wird
x'zrn—x-éircos%sin 920—
=7z — ¢ —sin (z — ¢)]
y':y—Qr—{—élrcos’“’—(g

=r[l 4 cos ¢],

oder mit # — ¢ = ¢’

Tr-x

2z =r (¢ —sing¢’), ;
y’———r(l — eoSs tp'), M lgb) Abb. 33

d. h. die Evolvente der Zykloide ist eine von ihrem Scheitel aus-
gehende kongruente Zykloide. Man kann demnach die Bewegung auf
einer Zykloide durch den Endpunkt eines Fadens von der Linge 47 darstellen,
der sich selbst auf einer festen Zykloide mit dem Rollkreisarm # auf- und ab-
wickelt, Dadurch entsteht ein sog. Zykloidenpendel, auf dessen Bewegung
wir noch zuriickkommen werden.

§ 8. Bahnanlauf und Normalanlauf. Angesichts der vollig will-
kiirlichen Lage des Bezugsachsenkreuzes ist die im letzten Abschnitt
benutzte Herleitung des Gesamtanlaufes aus den beiden Teilbetragen
in den Achsenrichtungen wenig geeignet, iiber seine Wirkung auf
den Bewegungsvorgang einen klaren Aufschlufl zu gewihren. Ins-
besondere ist daraus nicht ohne weiteres die Ursache der Nichtiiber-
einstimmung des Gesamtanlaufes mit dem Bahnanlaufe nach GroBe
und Richtung ersichtlich. Die gewiinschte Einsicht gewinnen wir
nun durch Betrachtung des Bogenelementes ds und des Neigungs-
winkels  der Bahntangente gegen die x-Richtung, welche beide
durch die Gleichungen

ds* =dxz* -+ dy?, dy =tgdde ¥

.1
de=dscos ¥, dy==dssin? j )

gegeben sind. Durch nochmalige Differentiation der oberen Formeln
erhalten wir
dsdis=dxd*x + dy d*y
dedd

2. 2 e
@y —tgdds cos® ¢’
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und nach Teilung mit ds-d#* und Einfithrung des Kriimmungshalb-

messers ¢ durch ds:gdﬂ R 1)
d*z y dy  d%s
‘W"‘WLW s dF

Py de &Pz dy 1 <d8\2
dtt ds  di* ds o dt) '
Datfiir diirfen wir aber mit unsern bisherigen Bezeichnungen schreiben

|
,Sind g, cos P = T

q cosﬁﬁqmsmﬂ—%—Jt

4

und erhalten somit zwei Anlaufteile in der Richtung der Bahntangente
und senkrecht dazu

dv - v? §
qs dt =9 9= 0 257

)

von denen der erste mit dem schon bekannten Bahnanlauf iiber-
einstimmt, wihrend wir den zweiten als Normalanlauf bezeichnen
wollen. Beide Anteile entstehen durch Addition der Risse der beiden
Achsenanlédufe auf die Bahntangente und Bahnnormale und ergeben
durch Quadrieren und Addition der beiden Formeln 2)
9+ 4" =4+ =¢ . 3a)
wieder den Gesamtanlauf g. Von den beiden Anteilen bedingt hier-
nach der Bahnanlauf, wie schon die Bezeichnung ausdriickt, die
Laufinderung lings der Bahn selbst, der Normalanlauf dagegen in-
sofern deren Kriimmung, als er den bewegten Punkt aus der Bahn-
tangente, welche die augenblickliche Bewegungsrichtung angibt, in
die Bahnkurve selbst dauernd ablenkt. Bei freier Bewegung ist
demnach der Normalanlauf immer nach dem Krimmungs-
mittelpunkte hin gerichtet.
Man kann dieses Ergebnis auch unmittelbar aus dem Schaubilde
’ Abb. 34 ablesen, welches die von einem Pole
s aus aufgetragenen Liufe nach GroSe und Rich-
d’; d’:i tung enthilt. Darin erscheint die Verbindung
vd et ¢q-dt der Endpunkte zweier benachbarter Liufe v
und v -} dv als Hypotenuse zweier elementarer

1
/0 rechtwinkliger Dreiecke, so zwar, daf3
5 i_/;dvx AP =dv,? - dv? —dv* | v*d9?,
0 ‘——" woraus nach Division mit d¢* und Beachtung
Abb. 34. von 1a)

CA A P

in Ubereinstimmung mit 3a) hervorgeht. Daraus erkennt man auch
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sofort, dal der Normalanlauf mit dem Elemente v-d?¥ senkrecht
auf v und damit auf der Bahntangente steht, wihrend der Gesamt-
anlauf ¢ in die jeweilige Tangente des Ortes aller Laufenden, des sog.
Hodographen (nach Hamilton) fillt, also von der Bahnrichtung
im allgemeinen um einen Winkel y abweicht, der sich aus

vd 9

tgx———gvf..........3c)

ergibt. Nach dem Vorgange der Abb. 27 kann man auch aus Abb. 34
die Vektorschreibweise fiir den Gesamtanlauf

G0, =q=0=%t. . . . ., ... .4
unmittelbar ablesen, da g-dt nur der geometrische Unterschied zweier
benachbarter Laufvektoren ist. Damit ist zugleich die zweite Ab-
leitung des Strahlvektors r als geometrische Summe des Bahn- und
Normalanlaufes dargestellt.

1. Beispiel. In dem schon im ersten Beispiel des § 6 behandelten Falle
einer Kreisbewegung waren die beiden Laufteile:
vy=—rwsing, Vy=Twcosp,

woraus sich durch weitere Ableitung nach der Zeit die gleichgerichteten An-
laufteile zu

dv, . [dw . R } ]
o=, =&=—r|— sing-| «?cosp
dt Ldt I 5
S5 S )
P rl(iaicos — »?sgin WJ
Qy*dt =Y=7T Ldt 4 tp,
ergeben. Aus ihnen folgt nach der Formel 3a)
. L /dw\? 1
¢ = L(Tit—> -+ w‘j ......... .. ba)
der Gesamtanlauf ¢, in dem
dw o
Qs=7 i und Gn=7®* . . . . ... .. 5b)

den Bahnanlauf und den Normalanlauf bedeutet. Bei gleichformiger Drehung
verschwindet der erstere und der Gesamtanlauf stimmt mit dem Normalanlauf
uberein, geht also durch den Kreismittelpunkt. Mit rde =ds und rdw =dv,
sowie 7 =¢ gehen die Gleichungen 5b) wieder in die Form 3) iiber, aus der
sie sofort hergeleitet werden konnen.

2, Beispiel. Bei der Wurfbewegung mit dem Neigungswinkel ¢ der
Bahntangente gegen die Wagerechte zerfillt der mit der Erdbeschleunigung
iibereinstimmende senkrecht nach unten gerichtete Gesamtanlauf —g in die
beiden Teilbetrige

dv v?
= ——=—gsind = = — Py
L= gp——gsind, g=" ——goosd, 6)
von denen der erstere auch durch Ableitung von Gl 9b) § 7
dv dy
a7

mit dy = v,dt =—dssin ¥ gewonnen werden kann. Aus der zweiten Formel 6)

ergibt sich mit Gl 9b) und 7a) § 7 der Kriimmungshalbmesser der Wurf-

parabel zu

—2gy  (*—gutg a)® | ga?
geos ¥ gc cos d

o=
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worin die Bahnneigung ¢ aus der Parabelgleichung 7a) § 7 durch

Ay __ g
trg Y= E{; == tg - i;gnc‘OS—gT“v ......... Gb)
sich berechnet. Bei der Wurfparabel nimmt mit wachsender Bogenlinge ds
der Neigungswinkel & bestindig ab, daher ist hier ds= — od® anzusetzen.

§ 9. Strahlanlauf und Drehanlauf. Im § 6 haben wir den
Bahnlauf unter Benutzung von Polarkoordinaten 7 und ¢ in einen
Strahllauf v, und einen Drehlauf v,=rw zerlegt und wollen nun-
mehr auch die dazugehdrigen Anléufe ermitteln. Zu diesem Zwecke
greifen wir auf die Formeln 3) § 6 fiir die Laufteile in den Rich-
tungen eines rechtwinkligen Achsenkreuzes zuriick, ndmlich
v, ==0_COS ¢ — 7 8in @
vx::'vrsinqo—{—rwcosq) SRIRIRIEIE Y
Yy r

woraus sich durch nochmalige Ableitung nach der Zeit

B A D
9= d;: = (ddvtr > sin @ - (d (o) + v w) cos (pJ> o

ergibt. Schreiben wir fiir die darin enthaltenen Klammerausdriicke

dvr r 2 vr v
at T T T T )
3
d(rm) dv oo s
W&T + v, @ :E‘ty + v, 0 =4,
80 wird aus 2): .
gm:—qrcosqo——qusmnp} 9
. C e e e ... 229)
q,=g, sin ¢ +4-¢, cos
oder quadriert und addiert: .
¢*=q¢ +e¢’=¢’+q’. . . . .. . 2b)

Danach stellen die Ausdriicke 3)
ebenfalls zwei zueinander senk-
rechte Anlaufteile in der Strahl-

-0

-

i
y 9

Abb. 35. Abb. 36.

und Drehrichtung dar, Abb. 35, die durchaus nicht mit den Ab-
leitungen der zugehorigen Laufteile nach der Zeit iibereinstimmen.
Sie sind vielmehr mit Zusatzgliedern behaftet, die vermdge der aus
Abb. 36 ersichtlichen Beziehungen
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v, == v COS 1, v, =1 ==0 80 P \} Y
oder V,00 ==V COS Y, J

als Teile eines Zusatzanlaufes
vo=v.wcosy+vwsiny . . . . . . . 4a)

erscheinen, der nach Abb. 36 in die Bahnnormale fillt. Es fragt
sich nunmehr, wie dieser Zusatzanlauf mit dem im letzten Abschnitt
ermittelten Normalanlauf zusammenhéngt. Erinnern wir uns, daf}
das Bogenelement ds=wv-dt und der Tangentenwinkel ¥ —¢ v
ist, so haben wir

v dsdd d¥ dy dw

o dtds dt dt =o+v,

also

v? b)

Vw=——VYP. . ... . 4

0 .
Der Zusatzanlauf ist also um den Betrag vy kleiner als der Nor-
malanlauf. Der Unterschied entsteht durch die Drehung der Bahn-
tangente gegen den Fahrstrahlr. .
Man kann iibrigens die beiden
Ausdriicke 3) fiir den Strahl-
und Drehanlauf unmittelbar aus
dem Vektorschaubilde Abb. 37
ablesen, in dem der von einem
beliebigen Pol O aus aufge-
tragene Lauf v in die beiden
Teile v, und v, zerlegt ist, von
denen v, ebenso wie der gleich-
gerichtete Strahl den Winkel ¢ o/
mit einer Anfangslage bildet. Abb. 37,
Zeichnen wir dann noch einen
benachbarten Lauf v--dv mit den zugehorigen Teilen v, -} dv,,
v, +dv,, deren ersterer gegen v, um d¢ geneigt ist, so lesen wir
aus der Abbildung sofoirt die Beziehungen

g, dt=dv, — v, do
aus denen nach Wegheben gleicher Betrige auf beiden Seiten und
Kiirzung mit dt die Ausdriicke 3) hervorgehen.

Von diesen wird der Drehanlauf auch nach Erweiterung mit
dem dazu senkrechten Fahrstrahl + znm Drehanlaufmoment

d(rw) dr  *do4-20rdr d(rw)

QT =T TOT G di T )

Hierin ist aber nach Abb. 38 mit dem Lote h auf die Bahntangente
o d dF

r? (p—2—~~*h o . .. .8

dit dit



32 Zeitliche Bewegungsinderungen.

das Doppelte der unendlich kleinen vom Fahrstrahl r im Zeit-
elemente dt iiberstrichenen Fliche, also der doppelte Fldichenlauf,
80 daB wir auch nach Einfiihrung in 5) schreiben kénnen
& F
qu'rzz—d"té", s e e e e e e 5&)
d.h. das Drehanlaufmoment bedingt einen Fldchenanlauf
des Fahrstrahles.
Fiir das Fldachenelement haben wir aber auch nach Abb. 38 in
den Achsenabstidnden

2dF=(x--da)(y +dy) —ay—2ydae=ady —ydz,

ar dy dx
G Y T T Y 6a)

also
2
Mithin ist d < )_xd”y do, o
ot =g \20 —yv, | =2 —y—F, 5b)
v v oder wegen Gl 1) § 7:
N

6, ¢, r=¢,8—q,y . 5¢)
Wir diirfen also das Dreh-
anlaufmoment durch zwei
entsprechendeMomente der
Achsenanliufe ersetzen.
Schlieflich sei noch darauf
hingewiesen, dal nach Erweite-
rung der Formeln 3) mit
2 dr==v,dt und r.dp=v,-dt,
Abb. 38. sowie Addition mit Riicksicht
auf die Beziehung v*—=v 2 v ?
g, dr +q,rdp=v dv, 4 v, dv,=vdv . . . . . 3a)

ergibt, ein Ergebnis, das angesichts der willkiirlichen Lage jedes
benutzten Achsenkreuzes der Gl 1a) in § 7 durchaus gleich-
wertig ist.

Beispiel. Ein Punkt bewegt sich auf einer archimedischen Spirale
T=AP « « + v v v e e e e e 7)
mit bestandigem Drehwert w. Alsdann sind seine beiden Laufteile

dry

X

INR
e

Vp = a¢ —=aw, V,—=7rw
=0, v, = (a1 %) wz} ......... 7a)
und die zugehorigen Anlaufteile nach Gl. 3)
¢ =—r0®, g,—2aw’
L NN )

von denen der Strahlanlauf nach dem Anfang zu gerichtet ist und

mit dem Fahrstrahl linear zunimmt, wiahrend der Drehanlauf be-

stindig denselben Wert besitzt. Nach 6) wichst in diesem, wie in

%‘ll%n Fi]}lﬁn mit bestindigem Drehwert der Flichenlauf mit dem Quadrat des
ahrstrahls.
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Die Neigung v des Bahnlaufes v = w72 - a? gegen den Fahrstrahl er-
gibt sich aus

v r
G P Tm e mE o e e e e e e e e e e 8
tg v o a )
und diejenige y 41 des Gesamtanlaufes g = w? /7 +4a? gegen den Fahrstrahl
e tg (1 - )~,,w_q"_ 2a Sa)
g Z "][) - 1 _tg Z tg ’IIJ qr T P R R
woraus sich dann leicht die Neigung y von ¢ gegen die Bahn zu
2a 7
tg = " -+ PRI &b)
berechnet.

Fiihren wir nun die Werte 7a) und 7b) in Gl. 3a) ein, so wird daraus
—o¥rdr-+2a0rdp=ow?rdr,

woraus im Einklang mit 7) dr =a dp folgt. Daraus erkennt man deutlich,
daB Gl. 3a) nur dann zutrifit, wenn dr und r dp die Risse des Bahnelementes,
nicht aber willkiirliche Differentiale darstellen. Jedenfalls ist durch 7b) und 8a)
das ganze Anlauffeld nach GroSe und Richtung vollig bestimmt.

§ 10. Die Zentralbewegung. Geht die Richtung des Gesamt-
anlaufes ¢ wihrend des ganzen Bewegungsvorganges durch einen
festen Punkt, so sprechen wir von einer Zentralbewegung und ver-
legen zweckmiBig den Anfang O des Achsenkreuzes, bzw. den Ausgang
aller Fahrstrahlen in diesen Punkt, in das sog. Anlaufzentrum. Als-
dann haben wir fiir die beiden Anlaufteile in den Achsenrichtungen

z Y
qxzq?, 9,=q, > - - - - 1)
oder in der Strahl- und Drehrichtung
dv, .
g=gq,=—r—ro g,=0. . .. ... la)
Aus der letzten Formel folgt aber in Verbindung mit GL 5) und
6) des § 9 dF
rgw:2%:hv20, )

d. h. bei der Zentralbewegung iiberstreicht der Fahrstrahl
vom Anlaufzentrum in gleichen Zeiten gleiche Flichen,
und der Bahnlauf selbst steht im umgekehrten Verhdltnis
zum Lote auf die Bahntangente. Dieses Ergebnis ermdoglicht
es, den Drehwert w durch den Fahrstrahl selbst auszudriicken und
damit die Bewegungsgleichungen erheblich zu vereinfachen. So er-
halten wir zunéchst fir den Bahnlauf v

dr\?
2 2 22— | | — ] 2| @2
vi=0, —}—Tw-[(d(]?) Jr—r:lw,
oder wegen 2) 11\ 2
o a2
‘2,_0- dr\? o o <7'> , 1
R L R

Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2, Aufl. 3



34 Zeitliche Bewegungsinderungen,

wihrend aus Gl 3a) § 9 kurz

g=v 4)

v
dr
wird?). Dafiir konnen wir aber mit Hilfe von 1a) noch einen
anderen Ausdruck entwickeln, indem wir beachten, daB

(3)
y G _dr _Cdr__ \r) 5)
S D P iy FaE
geschrieben werden kann., Alsdann ist
* ()
dv,  dv,  C° \r) 5a)
_dt _— w d¢ _ 7‘2 d‘p?‘ P . . . . . .
wodurch im Verein mit 2) die erste Gl. 1a) iibergeht in
1
a?|—
o (r ) 1
q:—r—‘z-‘gzp'g——f——r—‘-........G)

Zu derselben Formel wiren wir auch durch Einsetzen von 3) in 4)
gelangt.

1. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt derart in einer Ellipse, daB sein
Fahrstrahl vom Ellipsenzentrum in gleichen Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht,
80 benutzen wir zweckmiBig die Zentralgleichung der Ellipse, die mit z=7-cos p,
y==r 8in ¢ iibergeht in

a? |y , (cos? sin? ¢ .
woraus durch Ableitung
lar <l ! > sin @ cos 7
Pdp \@ B in @ @ .. . Ta)
folgt. Das liefert in 3)
2_022(1 [ 08?2 4_1
V=071 | 5 —ge) sin® @ cos® g -G,

oder nach Ausschalten von 1:7* in der Klammer mit Hilfe der Gl. 7)

o O <0052 ? gin® zp) — o < 1 cos? @ 1 sin? q))

at i bt a’  al 2 B2
o _u,e| 1 (1 sin® ¢p> , 1 /1 cos%p)
=0 5 (a0 =)
1 1 > C2r?
2 (12 | I R
v?=C (a’—’—b‘z ey RN R 8)
worin mit der Umlaufszeit ¢, wegen 2)
Cty=2mab . . .. ... ... .... 9)

1) Hierzu gelangt man auch durch Auswertung von ¢dr=g¢,.dr mit la)
unter gleichzeitiger Beachtung von 2).
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ist. Durch Ableitung von 8) und Einsetzen in 4) ergibt sich der Zentral-

anlauf o dntr 10y
q=— W = — —t*;*g*‘ ...........

als verhidltnisgleich dem Fahrstrahl und wegen des negativen Vor-
zeichens nach dem Zentrum gerichtet, genau wie ¢, bei der Kreis-
bewegung im 1. Beispiel § 8, die sich hieraus fiir wfy=2= und ¢=>=1r als
Sonderfall ergibt.

SchlieBlich erkennt man noch, daB fiir den Fall der Hyperbel in den
vorstehenden Formeln nur 4% durch — b? zu ersetzen wire, womit der Zentral-
anlauf 10) vom Zentrum weggerichtet erscheint.

2. Beispiel. Kepler verdankt man die Feststellung, da8 die Planeten
l.in Ellipsen die in einem ihrer Brennpunktebefindliche Sonne um-
kreisen, wobei 2. der Fahrstrahl von der Sonne in gleichen Zeiten
gleiche Flichen iiberstreicht. Daraus diirfen wir nach den vorher-
gehenden Ausfiihrungen auf eine Zentralbewegung schlieBen und die Abhingig-
keit des Gesamtanlaufs von der Lage des Planeten bestimmen. Schreiben wir
die Polargleichung eines Kegelschnittes mit dem Parameter p (dem Lote im
Brennpunkte auf der Langsachse) und der numerischen Exzentrizitit ¢ in der
Form

%:1——5005(]), ............ 11)

worin fiir die Ellipse, Parabel oder Hyperbel s‘-’§1 zu setzen ist, so ergibt

die Ableitung
d <;) ¢ 8in @ <d <%>)M £ (
- = — —eee | — 2
B dp | = 1 — cos <p>

g T p \
und nach Rinfiihrung in 3) unter Ausschaltung von cos ¢ durch 11)
C? [82 -1, 2 ‘t
P ——— 12
s U T )
Durch Ableitung dieses Ausdruckes nach r folgt dann nach 4)
0‘3
q=—%§, L . . 13)

also ein Gesamtanlauf, der im umgekehrten Verhdaltnis des Qua-
drates des Abstandes vom Brennpunkte steht und wegen des nega-
tiven Vorzeichens nach diesem zugerichtet ist, wie es Newton zu-
erst aus den Keplerschen Gesetzen abgeleitet hatte.
Da die Beziehung 13) im ganzen Bereich der Bewegung um den als
2

Anfangszentrum wirksamen Brennpunkt gilt, so ist — qr?=—- ein diesem

eigentiimlicher Festwert, fiir den wir auch unter Einfiibrung der auch hierfiir
giiltigen Umlaufszeit 9), sowie nach Ersatz von p durch die beiden Halbachsen
a und b mit Hilfe der Beziehung ap =15

3 2 3
a® 4ata
—qrt=4a® . = L

T ——tlg—— ..... foe e e 13&)
schreiben diirfen, wenn o, und ¢, die entsprechenden Werte fiir einen andern
Planeten bedeuten. Es verhalten sich also fiir je zwei den Zentral-
korper umkreisende Planeten die Quadrate der Umlaufszeiten,
wie die Kuben der groBen Achsen ihrer Bahnellipsen. Es ist dies
das dritte von Kepler aus Beobachtungen unmittelbar abgeleitete Gesetz,
welches somit nur eine Folgerung der beiden ersten darstellt und, wie gleich
hier bemerkt sein mag, mit diesen und dem Gesetz iiber die Abhingigkeit des
Gesamtanlaufes fiir alle Himmelskorper, z. B. die Monde der Planeten, wieder-
kehrende Kometen und Doppelsterne gilt.

3*
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Mit 13) folgt ferner aus 4) durch Integration

. , 20/1 1
V= Yy = ‘""Z;— <_7: —_ ';(;) s e e e e e e e 14)
also erreicht, wenn v,=0 fiir 7,==o0 ist, ein aus der Ruhelage im Unend-
lichen herankommender Himmelskérper im Abstande r vom Anlaufzentrum

den durch
20?

’I)w? = W ............... 14&)
gegebenen Lauf unabhingig von seiner Richtung. Setzen wir das in 12) ein,
8o wird .o

ot Cad), e

d. h. ein Himmelskorper beschreibt eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel je nachdem sein La;ufvévqo als derFallauf aus der Ruhe-

lage im Unendlichen ist. Damit sind auch die nicht wiederkehrenden
Kometen den vorstehenden Gesetzen iiber die Zentralbewegung mit Aus-
nahme derjenigen iiber die Umlaufszeiten, welche natiirlich hier ihren Sinn
verlieren, unterworfen.

3. Beispiel. Steht ein Korper im Gegensatz zum vorhergehenden Bei-
spiel unter der Wirkung eines positiven Zentralanlaufes, wird er
also vom Zentrum abgestoBen, so zwar, daB

O‘Z
7=+ e
ist, so folgt die Bewegungsgleichung aus 6) zu
& (L) L
B 15)

deren vollstindiges Integral (§ 11, Beispiel 2) in der Form

1 1 €
CrT T -+ » COS(P — @) « + v o e 16)
geschrieben werden kann, in dem ¢ und ¢, die durch die Anfangsbedingungen
gegebenen Integrationskonstanten bedeuten. Die GIl. 16) stellt offenbar den-
jenigen Zweig einer Hyperbel dar, der zum Anlaufzentrum als
Brennpunkt konvex liegt.

Eine solche Hyperbelbahn beschreiben die cc-Strahlen in der Nihe des
Atoms eines chem. Elementes, eine Beobachtung, die Rutherfords veranlaBte,
seine bekannte Kerntheorie der Atome aufzustellen, derart, daB der positiv
geladene Kern des Atoms die ebenfalls positiv geladenen o«-Teilchen abstdBt
und so in ihre Hyperbelbahn zwingt.

4. Beispiel. Bewegt sich ein Himmelskorper in einem Kegelschnitt um
dessen Brennpunkt, wihrend die Hauptachse selbst sich um diesen
dreht, der Fahrstrahl aber insgesamt in gleichen Zeiten gleiche Flichen iiber-
streicht, so setzt sich der Gesamtdrehwinkel u des Fahrstrahls aus dem
Winkel ¢ gegen die Kegelschnittsachse und aus deren Drehwinkel ¢’ derart

zusammen, dafl ’ ’
y=94¢, p=y—¢ =xy
ist. Nach Einfithrung in die Kegelschnittsgleichung erhalten wir

%}:1—8 COB XYW, & v v v v v o o o & . 17)

also eine nicht geschlossene Kurve, Abb. 39, welche fiir die Drehwinkel

Yy =nmw, 7/):7;—7—1: ........ . . 17a)
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mit ganzzahligen ungeraden n den Kleinstwert r, = —*— |

+s

Y4
1—¢

mit ganzzahligen geraden n den Hochstwert r, =

in fortwihrendem Wechsel ergibt. Mit
unverinderlichem Beiwert » wird aledann

o(3)
T e sin xY
dy
und nach Einsetzen in 8) sowie Aus-
schalten des Winkels  mit Hilfe der
Bahngleichung 17)

. sz‘ ‘s —1p
w=" LA TQJ 1)
Damit fo]gt aus 4) fiir den Gesamtanlauf
_ O ©*—1p]
== o
Mit » =1 vereinfachen sich diese Aus- Abb. 39.

driicke in 12) und 13) des 2. Bei-

spiels, wiihrend wir fiir »* > 1 einen zusitzlichen Ab- oder Anlauf nach dem
Brennpunkt erhalten, der sich im verkehrten Verhéltnis des Kubus des Fahr-
strahles #ndert und dadurch nach 17a) eine Riickwirts- oder Vorwirts-
drehung der Achse im Umlaufssinne bedingt. Das letztere trifft, wie hier nur
kurz erwéhnt sein mag, fiir den Planeten Merkur zu, dessen Achse im Umlaufs-
sinne etwa 42" im Jahrhundert voreilt.

5. Beispiel. Schrumpft die Keplersche Bahnellipse mit p =0 zu einer
Geraden von der Linge der groBen Achse zusammen, so bleibt nur eine Be-
wegung in der Strahlrichtung durch das Anlaufzentrum iibrig, deren Lauf im
duBersten Punkte » = 2a, v=0 ist, wihrend nach GL 14) fiir r =0, »>= 00,
v=+4 o wird. Der nach dem Zentrum fallende Korper kehrt alsdann dort
um und wandert auf derselben Geraden wieder zuriick, bis er im &uBersten
Punkt zur Ruhe gelangt, worauf das Spiel von neuem beginnt. Man kann
diese Bewegung auch aus der Formel 13) ableiten, die mit C?: p=F% und

g==g-=rln . k

iibergeht und nach Erweiterung mit dr, sowie wegen 7 dr = dr =wvdv durch
Integration

liefert, was auch unmittelbar aus 14) mit v, =0, r,=2a folgen wiirde. Setzen
wir darin mit der Hilfsverinderlichen v

r=all- cos y]; dr=vdi==— asin pdy,
80 wird aus 20a)

Py

sin %k 1— cos v _ B
a? si y}y)- == - - o
al-fcsy a cos

2
oder

7. 2
355\/7?:? dt=2 cos -g—} dyp = (14 cos p)dy
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und nach Integration, wenn fiir £ =0, r = 2a, also y =20 sein soll,
& .
+ E"’Tt =y sin p

r
r=1
a -+ cos p

Wir erhalten also als Wegkurve eine gemeine Zykloide, deren Rollwinkel
unsere Hilfsverinderliche derart bildet, daB wir fiir jeden Wert von ¢ die zu-

einander gehorigen Werte von r:a und \/ ‘—13—6 berechnen kénnen, was in der

folgenden kleinen Tabelle geschehen ist:

0 P sin cos 2 I
v v + Vo5t .
|

00 o | o0 1 1 0 2
30° 0,524 0,500 0,866 1,024 1,866
600 1,048 0,866 ‘ 0,500 1,914 1,500
900 1,570 1,000 ; 0,000 2,570 1,000
1200 2,095 0,866 | — 0,500 2,961 0,500
150° 2,618 0,500 | —0,866 3,118 0,133

1800 3,142 | 0,000 . — 1,000 3,142 | 0,000 -

Da die Zykloide nur auf einer Seite der Zeitachse verlduft, so kann der Fahr-
strahl # auch niemals sein Vorzeichen wechseln, womit das oben aus der
Ellipsenbewegung abgeleitete Spiel seine Bestitigung gefunden hat.

III. Einfache und zusammengesetzte Schwingungen.

§ 11. Die einfache geradlinige Schwingung. Bei unseren Be-
trachtungen sind wir schon mehrfach auf Bewegungsvorgéinge ge-
stofen, die sich innerhalb bestimmter Zeiten fortwihrend wieder-
holen, so daB also der bewegte Punkt immer wieder in dieselbe
Lage mit gleichem und gleichgerichtetem Laufe zuriickkehrt. Der
einfachste dieser Vorgéinge, die wir allgemein als Schwingungs-
erscheinungen bezeichnen wollen, ist offenbar die gleichférmige
Kreishewegung eines Punktes, die unter einem nach dem Zentrum
gerichteten, dem bestéindigen Fahrstrahl verhéltnisgleichen Anlauf
sich abspielt. Aber auch jeder Rif des bewegten Punktes auf einen
Durchmesser vollzieht auf diesem eine solche und zwar geradlinige
Schwingung, da er nach Verstreichen der gesamten Umlaufszeit
gleichliufig wieder dieselbe Lage iiberschreitet. Rechnet man die
Zeit vom Durchgang durch die Mittellage aus, so empfiehlt es sich,
mit einem Drehwert ¢ auch den Drehwinkel der Kreishewegung
@=ct von dort aus zu messen und unter Zugrundelegung unserer
bisherigen Bezeichnungsweise die Bewegung des Risses auf dem
senkrechten Durchmesser zu verfolgen. Auf diesem ist der Abstand
bei einem Kreishalbmesser a nach Abb. 40

xr==a sin @,
oder wenn wir den Zeitbeginn einem andern Winkel § aus der
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Mittellage zuordnen, so daf ¢ =«t -+ § wird, allgemeiner
g=asin(et--p) . . . ... .. .1)

Hierin wird gewohnlich der absolute Héchstwert ¢ des Schwin-
gungsausschlages x als die Amplitude, B als die Phase und
die Drehzahl « der zugehdrigen Kreis-
bewegung als die Kreisfrequenz be-
zeichnet. Gl 1) gilt unmittelbar fiir I P
die Wegkurve, die durch eine Sinus- \
linie dargestellt wird.
Soll nach Verlauf der Zeit ¢, der auf xt v
der Schwingungsgeraden XO0X bewegte ] y
Punkt dieselbe Lage mit demselbenLiauf 0

F=accos (at+p). . . 2)
wieder einnehmen, so muf}
sin(et 4 f)==sin(at + at,+ f)
cos («t - ) = cos(at 4 at, |- f) Abb. 40.
oder sin (et + f)[1 — cosaty) = cos(at - f)sinet,
cos (et f)[cosaty— 1]=sin (et -} f)sinat,,

X

also
cosaty=—1, sinet,==0

sein. Diese beiden Bedingungen werden erfiillt fiir
wty=2nm, . ... ... .. la

worin n jede beliebige ganze Zahl bedeuten kann, d. h. dieselbe Lage
und derselbe Bewegungszustand wird bei einer einfachen Schwingung
in gleichen Zeitabstdnden, ndmlich der Umlaufszeit der zugeordneten
Kreisbewegung 9

t0=a..........1b)

erreicht, die wir nunmehr als Schwingungsdauer oder Periode
bezeichnen. Aus der Verbindung von 1) und 2) erhalten wir unter
Ausschaltung der Zeit P (@—ad),. . .. ... .. 2u)
wonach der Lauf seinen absoluten Hochstwert 4« a beim Durchgang
durch die Mittellage x = 0 annimmt und in beiden Endlagen z =+ a,
die zugleich Umkehrpunkte sind, verschwindet. Bemerkenswert ist,
daB in der Differentialgleichung erster Ordnung 2a) die
Phase § nicht mehr vorkommt; sie stellt demnach in 1), dem sog.
Integral von 2a), die an sich willkiirliche Integrationskonstante dar.

Durch nochmalige Differentiation von 2) nach ¢ erhalten wir

dann f=—acsin(wt-+4), . .. .. .. .3)
oder mit Ausschaltung von ¢ vermittels 1) kurz
itefr=0, . .. ... ... 3a
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also eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die sog.
Schwingungsgleichung, in der weder a noch § mehr vorkommt.
Danach ist auch die Amplitude a als Integrationskonstante aufzufassen.
Dies Verhalten wird noch deutlicher, wenn 1) in der Form

z=asinfcoset | acosfsinct
oder mit den Abkiirzungen

asinff=A4, acosf=HB, . .. .. .4

x=Acosat-} Bsinat

. . H
#=wa(Bcosat— Asinat)) )

geschrieben wird. Auch diese Gleichung liefert nach zweimaliger Ab-
leitung nach # wieder 3a), so dafl 4 und B ebenfalls als Integrations-
konstante erscheinen, die durch 4) mit den friiheren zusammenhéngen
und diese aus 4

tgf=", P=AL B . . ... 4a)

zu berechnen gestatten. Gl 5) sagt in der Schreibweise
z=Asin(et—90%-}-Bsinet . . . . . . b5a)

weiter aus, daBl eine einfache Schwingung auch in zwei solche
mit verschiedenen Amplituden 4 und B und einem Phasen-
unterschied von f=90° zerfillt oder sich aus diesen zusammen-
setzt, sowie da sowohl z, = Acos«t, als auch z,— Bsinet parti-
kulire Integrale der Differentialgleichung 3a) darstellen,
deren Summe erst das mit 1) gleichwertige vollstindige Integral
5) ergibt.
Gl 3a) wird offenbar auch erfiillt durch den Ansatz
x=Cext, E=x*Ce, . . . . .. .8

h Einset
woraus nach Einsetzen (L@ Cet=0 . . .. . ... 6a)

wird. Da hierin der Schwingungsausschlag x — Ce*¢ laut Voraus-
setzung nicht verschwindet, so kann das nur noch der Klammer-
ausdruck, der mithin die beiden Wurzeln

#=+4a«V—1=%ai .. ... .. 6b)

liefert. Wir erhalten somit als vollsténdige Losung die Summe zweier
Exponentialgrofen mit imagindrem Argument, jede wieder behaftet
mit einem willkiirlichen Beiwert, also

x:Cl euit__l__cfee—ait 1 7
G i (0, et — (O ouityf )
Erinnern wir uns, daB nach dem Moivreschen Lehrsatze

. . et et —cosat-tisinet
ist, so wird daraus

g==(0,+ Cy)coset +i(C, — Cy)sinect . . . . 7a)



Die einfache geradlinige Schwingung. 41

eine Form, die mit
C,+C,=4, i(Cl—CQ):

wieder in 5) iibergeht. Welche von den drei gleichwertigen Losungen
1), 5) und 7) der Schwingungsgleichung wir benutzen, ist eine von
Fall zu Fall zu entscheidende ZweckméBigkeitsfrage.

1. Beispiel. Wird bei einer Schwingung mit vorgelegter Frequenz « ein

Punkt 2, mit der Geschwindigkeit &, = v, zur Zeit ¢ = 0 iiberstrichen, so ergibt
sich aus 1) und 2) fiir die Amplitude und Phase

xz, =asing, v=aacosf, . . .. .. .08
also . ﬂ__“xl ag_“2x12‘|—'v12
gp == v]_ H — C{g b}

mithin als vollstindige Losung nach Einfiihrung in 1)

2 2 i
va + ¥ sin at—{—arctg J ce ... 8a)
Benutzen wir dagegen die Form 5), so ist dort fir ¢ =
X, —= A 5 Vy = «B ..., 9)

und das vollstindige Integral nimmt die viel iibersichtlichere Gestalt
x:x‘cosat+»% sinet ... L. 9a)

an. Die letzte Form 7) liefert schlieBllich mit

2,=0,-F0,, v, =at(C,—C,)) . .. .. .. 10)
nach Berechnung der Beiwerte ¢, und C,
1 « “7
x:—‘z—(xl—}——) ”—]—2< C”)e oL 10a)

Hieraus erkennt man deutlich, daB im vorliegenden Falle das Integral 9a) die
iibersichtlichste Losung darstellt.

2, Beispiel. Zur Herleitung der Bahngleichung unter der Wirkung des

Newtonschen Zentralanlaufes g = —g;g— verbinden wir diesen mit Gl. 6) § 10
und erhalten 1
“(2)
r 1 C,
ig? -{—7 TT e 11)
oder mit der Abkiirzung 1 ¢
— g . .
SR T e 12)
d'l
d(pf da=0.. .. ... ... .. 11a)

Das ist aber der Form nach eine Schwingungsgleichung, in der nur ¢*==1 und
die Zeit ¢ durch ¢ ersetzt ist. Das vollsténdige Integral ist mithin

x:Acosqo—}—Bsinqa e e e e e e 11b)

—{—Acosw—|—Bsmqy

oder wegen (12)

0

iy =Bcosp — Asing

D e
[y
0
~
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Soll nun fir p ==, 7 einen Kleinstwert , annehmen, der einem Scheitel der
Babn bzw. dem Perihel (d. h. Sonnennihe) eines Planeten entspricht, so wird

B =0 und suflerdem 10 4
n 0 ’
womit die Bahngleichung lautet
1 G ( 1 00)
e \nTe COBQ. . o . . v v v . 13a)

Fiihren wir noch die Ordinate p im Anlaufszentrum ein, setzen also fiir ¢ == 909,
r=1p, so wird daraus

,P,:l_<ﬁ_1>cos¢:1—scow, ...... 13hb)

T 7
also die Polargleichung eines Kegelschnittes vom Brennpunkte aus, der eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel wird, wenn

< <
6‘;1 bzw. p$27'1 ........ e e 14)

Wir kénnen demnach die Bewegung eines Himmelskérpers um ein
Anlaufszentrum als einfache periodische Anderung des Fahr-

strahlkehrwertes 1:7 um einen Mittelwert 1:p auffassen. Das trifft
iibrigens auch fiir das Laufquadrat zu, das durch Einsetzen von 18b) in

Gl 3) § 10 in 2

V= e (24+1—2ccosgp) . . . . ... .. 15)
iibergeht, also mit

veh(;; EFD=2 . . o 15a)

ebenfalls die obige Schwingungsgleichung 11a) erfiillt.

Die Anderung des Laufes » mit der Bewegungsrichtung tritt besonders
deutlich im Hodographen hervor, dessen Gleichung wir leicht aus den beiden
Formeln 3) § 6 bzw. 1) § 9 durch Einsetzen von

v, dr £O7 Gin Ce sin 13¢)
—_— == — — _ —— e e e . [
» dg P @ P @
erhalten. Es ist alsdann mit 13b)
1y . .

'UI:v,cosqo—rwsintp:—C’(Eosl—{»~>81n¢:gsln¢ ]

P r /3 16)

. . esin?¢  cos zp)__ Ce C 7

Uy—’l),-slntp—i—f(UCOStp——C( » , ——}j——i—?cosgo

also nach Ausschaltung von ¢
C s)z_ c?

1)&,;2 + (’Uy —l‘“ ‘17 - ;2‘ ........... 17)
Das ist aber die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt um Ce
unter dem Anfangspunkte der Hodographenachsen v, und v, liegt. Mit der
Bahnneigung ¢ konnen wir v, = v cos?, v,=vsin{ ausschalten, womit 17) in
die Polargleichung des Hodographen

v‘-’«f—?vgsin#:—:gg(l—-sg) ........ 174a)
itbergeht. p 4

Wihrend der lineare Schwingungsausschlag aus der Mittellage
offenbar einen Vektor darstellt, trifft dies fiir die hier behandelten
GroBen 1:r, sowie v? nicht mehr zu, wie man schon daraus erkennt,
dall der letztere Ausdruck seinen Wert beim Vorzeichenwechsel von v
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nicht mehr &ndert. Wir haben es also hier mit periodischen Anderungen
einer nicht gerichteten GrofBe, eines sog. Skalars, zu tun, der
den Bewegungszustand des Punktes in einer bestimmten Lage
kennzeichnet.

§ 12. Zusammensetzung einfacher Schwingungen auf einer Ge-
raden. Die einfache geradlinige Schwingung kénnen wir am leichtesten
durch die Aufhéngung eines Korpers, z. B. einer Bleikugel an einer
Gummischnur oder einer Schraubenfeder verwirklichen, dessen Aus-
lenkungen aus der Ruhelage verhiltnisgleiche nach dieser gerichtete
Anldufe erfahrungsgemif bedingen. Vollzieht nun auch der Auf-
héngepunkt eine Schwingung auf derselben (hier senkrechten) Geraden,
so werden sich seine Ausschlige zu denen des aufgehéingten Korpers
algebraisch addieren, was man auch als Uberlagerung beider
Schwingungsausschléige ansprichs.

Sind unter Benutzung der friiheren Bezeichnungen

x, =a, sin(e, t 4+ B,), Ty=a,sin(e,t4-6,) . . . 1)
die Ausschlige zweier Einzelschwingungen auf derselben Geraden, so
ist der Gesamtausschlag

T=g, o =qsin(e 4 F)fasin(e,t+5) . . 1a)

In Abb. 41 sind oben die beiden Einzelschwingungen 1) mit
sehr verschiedenen Drehwerten und darunter ihre Vereinigung zur
Gesamtbewegung 1a) aufgezeichnet, woraus man erkennt, daB deren
Ausschlag zwischen den Grenzen +(a, -- a,) und =+ (a, — a,) schwankt.
Da jeder der beiden Ausschlige 1) zwei willkiirliche Festwerte,
némlich a,, f, und a,, B, enthilt, so gehen in den Ausdruck fiir
den Gesamtausschlag alle vier ein. Um dieselben, oder was auf das-
selbe hinausléduft, die Einzelausschlige z, und z, selbst auszuschalten
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miissen wir auller 1a) noch zwei weitere Gleichungen aufstellen,
welche die GroBen x, und x, enthalten. Diese gewinnen wir, da die
Winkelfunktionen sich nach zweimaliger Ableitung wiederholen, durch
Bildung der zweiten und vierten Ableitung von 1a), nimlich

F=—a'r —a’r, 1b)

¥ ate, b ata, ) Coe.
Dann folgt aus 1a) und der ersten dieser Formeln durch Ausschaltung
von z;, bzw. mit beiden Formeln 1b)

&t oo =(u’— %z, 2)
x+ alﬁi:(“‘]‘z_“lz) “22 x‘ZI, . o o
woraus schlieBlich nach Erweiterung der ersten dieser Gleichungen
mit «,? und Addition
T4 (e )+ x=0, . ... . 2a)
also eine Differentialgleichung vierter Ordnung fiir die Gesamt-
schwingung hervorgeht. Diese enthélt offenbar nur positive bestindige
Beiwerte, die mit den Drehwerten « der Einzelschwingungen unmittel-
bar zusammenhéngen, nicht aber die willkiirlichen Festwerte a, 8,
@y, B, der Gesamtschwingung 1a). Mithin stellt 1a) umgekehrt das
vollstdndige Integral der Differentialgleichung 2a) dar.
Weiter erkennt man aus 2), daf§ fir ¢, =«,>=q*

EfePx=0 . .. ... ... .3

wird, also wieder die einfache Schwingungsgleichung erscheint. In
der Tat erhalten wir hierfiir aus 1a)

z=a, sin(at+ §,)+ a,sin(et B,
durch Zerlegung der Winkelfunktionen
= (a, cos f, + a, cos f,)sinat +- (a, sin B, + a,sinB,) coswt, . 3a)

also eine einfache Schwingung. Zwei gleichgerichtete Schwin-
gungen mit demselben Drehwert bzw. derselben Schwin-
gungsdauer setzen sich also zu einer einfachen Schwingung
von gleicher Dauer zusammen.

Die Zusammensetzung zweier Schwingungen kénnen wir nun
auch bildlich im AnschluB an Abb. 40 vor-
nehmen, indem wir an den Endpunkt P, des
Halbmessers @, der ersten Schwingung den
Halbmesser a, der zweiten Schwingung mit
dem Winkel «,t- f, gegen die #-Achse an-
tragen, Abb. 42. Beide Halbmesser als Vek-
toren ergeben alsdann einen Gesamtvektor @,
als SchluBlinie des Dreiecks O P, P,, der sich aus

2__ 9 2
4 =a-|-a,

+2a, a,cos[(«, — @)t B, —B,] . 4)
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berechnet. Fiithren wir nun durch

e, =u-94, ty=0—0 l
A O —ty ¢ . . . . . 4a
cos,ongs) )

einen mittleren Drehwert ¢ und die Abweichungen + ¢ beider Einzel-
drehwerte «, und «, von diesem ein, so wird aus 4) unter Wegfall

von « a=a+a>+2a a,c08[28t 4B, —fB,]. . . . 4b)

Hiernach schwankt der Vektor a,, wie aus Abb. 41 ersichtlich, zwischen
den Grenzen

a) =+ (a,+a,) fir 26+ f, —p,=0,274x...
o) ==+ (a, —a,) fir 20t"-+p, —p,=mn,3n,5x

mit einem Zeitunterschiede

L L )

20 o —q,

Um iiber die Bedeutung von a, Klarheit zu gewinnen, fiihren wir
die Werte ¢ und ¢ in die Grundformel 1a) ein, die damit {ibergeht in

x==[a,cos(6t+ B,) 4 a,cos(dt— B,)] sinet
—+[a,sin(dt -+ §,) —a,sin(dt — B,)]coset, . . . . 6)
oder mit Riicksicht auf 4b) kiirzer

& =a, [cosysinat |-sinycosut] =aysin(«t4-7). . . 6a)

Damit stellt der Vektor a, die selbst periodisch schwankende
Amplitude dieser Schwingung mit dem mittleren Drehwert ¢ und
der Schwingungsdauer
2m 47

« % _{_ Uy ’
sowie mit einer ebenfalls periodisch verdnderlichen Phase # dar.
Tragen wir die Werte von a, fiir kleine §, also im Gegensatz zu
Abb. 41, nur wenig verschiedenen Drehwerten &, und ¢, in Abb. 43
auf, so ergeben sich wieder zwei gestrichelte Kurven zu beiden Seiten
der Zeitachse, zwischen denen die mittlere Schwingung verlduft.
Einen solchen Vorgang mit abwechselnd zu- und abnehmender Am-
plitude bezeichnet man als eine Schwebung und die zwischen zwei
Scheitelwerten gleicher Art verflossene Zeit

=2("—{)=% .. ... ... ba)
als die Schwebungsdauer. Aus dem Vergleich der Abb. 41 und
43 erkennt man, daBl derartige Schwebungen nur dann deut-
lich hervortreten, wenn der Unterschied «, —«, sehr klein
ausfdallt. Alsdann verschieben sich die beiden Einhiillenden der
zusammengesetzten Schwingung Abb. 41 so gegeneinander, dafl sie,
wie in Abb. 43, nahezu symmetrisch zur Zeitachse liegen.

6h)

0::
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Haben wir es allgemein mit » Schwingungen auf einer
Geraden zu tun, so sind diese nach Gl 1) mit 2n Integrations-
konstanten ¢ und g behaftet, deren Ausschaltung nach dem Vorgang
von 2a) auf eine Differentialgleichung 2 n-ter Ordnung fiihrt. Auch
in diesem Falle kann man aus der Gesamtschwingung in der - und
y-Richtung, nimlich

v=Yasin(at - f), y=acos(et+p). . . . 7)
durch Quadrieren und Addieren den Gesamtvektor
a2 =Ya2+2 Sa,a.cos[(e;—ea)t+p,—p) . . . Ta)

ermitteln. Setzen wir hierin

@, =0a-+90,, ty=0+0,...0,—a-|9,
k

1 s
8, 0,-...18,=0, also a:zlz’ai
so wird aus 7a) unter Wegfallen der «

a) = o’ +2 Yo a.c08[(0,— )t +f;—F]. . . T
Danach kann auch in diesem allgemeinen Falle @, durch zwei zur
Zeitachse symmetrische Kurven dargestellt werden, zwischen denen,

J\/\ﬂ [\ /\\7\“7\3
s

7h)

Abb, 43.

wie in Abb. 41, die Schwingungslinien mit dem mittleren Drehwert ¢ ver-
laufen. Indessen treten hier die Verstirkungen und Verschwichungen
nicht in so regelméBiger Folge und so rein hervor wie in Abb. 43
fiir gewdhnliche Schwebungen.

§ 13. Grundschwingungen und Oberschwingungen. Verlangen
wir, daB im Falle der Uberlagerungen zweier einfacher Schwingungen
stets nach Ablauf einer bestimmten Zeit t, derselbe Ort im gleichen
Bewegungszustand durchlaufen wird, so miissen die beiden Gleichungen

x = a, sin(e, t + f,) + a, sin (e, ¢ -+ B;) 1 1)

E=a,a cos(e, t+ B,)F a, ¢ co8(eyt--p,)) = T
mit t--t, an Stelle von ¢{ dieseloen Werte von z und & ergeben,
d. h. es ist

a, [sin (“1 ¢ + oyt + 181) —sin (0‘1 t+ :81)]
"}_ Ay [sin (“-z ¢ + tyty ”]" ﬁe) —sin (0‘2 ¢ + ﬂa)] =0,
a, ¢, [cos(a, t 4~ ey by + f;) — cos(a, t 4 B,)]
1 @y 0, [cos (@, b 4 ety by 4 By) — cos(eyt - £,)] =0,
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oder
tO N . “1 tO t() ’
cos | &, t+§ ~+ B, |sin 5 ~+a,cos | ¢, t-{—~2— -+ B,
«

«, sin [“1 <t—|— %") —+ /31} sin %tﬁ -+ a,«,sin Jia,_, <t+ —tzﬁ> + ﬂz} sin“i_;ﬂ = OJI

Wegen der Willkiir der von ¢ abhéngigen Winkelfunktionen kdnnen
diese Gleichungen aber nur bestehen, wenn gleichzeitig

AN
2

A . ot
sm~12—°:O und s1n~§9:()

sind, d. h. wenn mit zwei ganzen Zahlen k, und k,

aty=2%k, m, tty=2k, . . . . . . 2a)
oder nach Division G —k ik, . . . . .. ... 2b)
wird. Zwei Schwingungen auf derselben Geraden mit un-
gleichen Drehwerten ergeben nur dann eine periodische
Bewegung, wenn die beiden Drehwerte oder die zugehdrigen

Schwingungsdauern in einem ganzzahligen Verhidltnis zu-
einander stehen.

Setzt sich die Bewegung aus mehr als zwei Einzelschwingungen
zusammen, so fiihrt die Forderung eines periodischen Gesamtvorganges
in 2) auf eine entsprechende Vermehrung der Glieder und der zu-
gehorigen Bedingungen 2a), also auf ganzzahlige Verhiltnisse
aller einzelnen Drehwerte und Schwingungsdauern unter-
einander. Alsdann kdnnen wir aber immer einen Drehwert ¢ angeben,
dessen ganzzahlige Vielfache die andern Drehwerte sind. Die diesem
kleinsten Drehwert entsprechende Schwingung bezeichnen wir als die
Grundschwingung, die andern als Oberschwingungen des Ge-
samtvorganges, den wir nunmehr ganz allgemein durch die sog.
harmonische oder periodische Reihe

x:x0‘+a18in(“t+ﬂ1)+a’25in(2“t+/32>+“': )
oder nach Zerlegung der Winkelfunktionen sin(ke«t- g,) durch
x ==, A4, cosat 4 A,cos2at ...
~+ B,sine¢t 4 B,sin2«t+.... . . . . . 3a)

darstellen konnen. Mit «t==¢ konnen wir dafiir auch schreiben

x=u1,-} A, cosp + A,c082 ¢ ... A coskp ...
-+ B,sing 4+ B,sin2¢ ... B sinkg ..., . .3b)

ein Ausdruck, dessen einzelne Glieder fur ¢ -L 2z denselben Wert
annehmen, weshalb der zugehdrige Polarplan eine geschlossene
Kurve wird, dessen allgemeine Gleichung somit eine harmonische
Reihe ist.



48 Einfache und zusammengesetzte Schwingungen.

Beispiel. Das Kurbelgetriebe, welches in der Technik zur Uberfiihrung
einer Drehung in eine geradlinig hin- und hergehenden Bewegung oder umge-
kehrt umfassend verwendet wird, haben wir schon im § 1 als Beispiel einer
ebenen Bewegung kurz besprochen und wollen es nunmehr unter dem Gesichts-
punkte der Schwingungserscheinungen analytisch verfolgen. Das Getriebe be-
steht, wie aus Abb. 44 hervorgeht, aus der um den Pol O, dem Kurbelmittel,
drehbaren starren Kurbel O 4 von der Linge », dem geradlinig in der Richtung
durch O hin- und hergehenden Gleitstiick oder Kreuzkopf ¢ und einer
durch Zapfen mit 4 und C verbundenen sog. Schubstange AC von der Lingel.
In einer bestimmten Stellung sei ¢ der Winkel der Kurbel gegen ihre Anfangs-
lage OB, dem der Auslenkungswinkel ¢ der Schubstange gegen ihre Mittellage
derart entspricht, da8 L .

reing=Isiny . ... ... ... ... 4)
ist. Daraus, sowie aus der Abb 44 geht hervor, da v im Gegensatz zu ¢ auf
um so engere positive und negative Auslenkungen beschrinkt bleibt, je kieiner
das Verhdaltnis r: 7 ist, weiter
aber, daB jcder durch ¢ ge-
gebenen Kurbelstellung nur
ein Winkel y zugeordnet ist,
wihrend einem Werte von v,
wie man durch Parallelver-
schiebung von AC in der Rich-
tung CO feststellt, zwei Werte
von ¢ angehdren. Wir kénnen

Abb. 44. daher die augenblickliche Ge-

stalt des Getriebes eindeutig

nur durch den Winkel ¢ bestimmen und werden zweckmiBig auf diesen als

unabhiingige Verinderliche alle anderen Verinderlichen beziehen. Um nun

die Bewegung eines im Abstande z vom Gleitstiick C auf der Pleuelstange be-

findlichen Punktes zu untersuchen, fithren wir dessen Abstinde z und y von
der Achse OC und einer durch O dazu senkrechten durch die Gleichungen

r 2 1
x=rcos@ | (I—2)cosyy=rcosp | (I —2) ‘Ll——%sinetpkl
)

y:zsinw:z; sin J
ein. Die somit gegebene Bahnkurve des betrachteten Punktes 1aBt sich leicht
aus den aufemanderfolgenden Lagen der Schubstange bildlich darstellen. Ent-
wickeln wir den letzten Klammerausdruck der ersten Formel 5) in eine Potenz-
reihe, so wird daraus

” 1 12 ., 1 1.3 7% .
<1_Fsmhp)z::l——gﬁsm-(p—ﬁ-ﬁsm“«p—ﬁlT81n“¢—... 5a)
oder wegen singtp:l———l—OOSZ(p

2 2
. 1
81n4¢=§;(3—4cos2<p+cos4<p)

. 1
sm“q;:?a(IO— 15¢co82 ¢ 46 cos4d ¢ —cos 6 ) usw,

2 ., L 12 3 5 78
JE—— 2 Q=] — - —_—— —
[1 e "’} L I & TS
1 1 15 8
toos2g [T+ ig 5 Hag
) 1 3 8 -
Feosdo| artasEte

1 7
+00361p[ . . :ﬁé?’w'—“}ﬁ}“'” . . oh)
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Nach Einfiihrung dieser Ergebnisse in 5) erkennt man, daB der Abstand z
durch eine harmonische Reihe mit dem Kurbelwinkel zusammenhingt, also mit
diesem periodisch verinderlich ist, wahrend y selbst eine einfache Schwingung
vollzieht. Die Beiwerte der Winkelfunktionen der harmonischen Reihe sind
selbst Potenzreihen, die aber fiir alle Werte von r:1 <1 so rasch konvergieren,
daB man sich mit der Beibehaltung von #%: ? unter Vernachlissigung der hoheren
Potenzen in allen praktischen Fillen begniigen kann. Damit aber vereinfacht
sich die erste Formel 5) in

lr2> l—z 1
== 1=l )L R s, . ..
rx=(—2) (1 iF) rcos g + 7 cos2¢, 6)

wonach die Bewegung des Punktes in der z-Richtung in erster Anndherung
als Uberlagerung einer Grundschwingung und einer doppelt so
raschen Oberschwingung erscheint.

Setzen wir der Einfachheit halber in naher Ubereinstimmung mit der
Wirklichkeit eine gleichformige Kurbeldrehung mit ¢ =— w ¢ voraus, so werden
die Laufteile des Stangenpunktes

i:—rm(sinqo—{—l—z_—li%sin%p), y’:z%wcoszp, . 6a)

von denen der erste wieder aus einer Grund- und der ersten Oberschwingung
besteht. Dasselbe gilt schlieBlich von den Anlaufteilen

ﬁ:—rw”<oos¢—f—l——l—€—;00521p), g:-—z%w?sinqp. . . 6b)

Fiir z=1 geht die ganze Bewegung in die gleichformige Drehung des Kurbel-
zapfens iiber, wobei « und y als Risse der Kurbel einfache Schwingungen voll-
ziehen, wihrend fiir den Kreuzkopf mit z—=0, §=0, =0 und

Vpe=E=—7T0 (sintp—}«g—lsinZw), jé:—rcog(cosw—l—%coquo) . B¢)

wird. Besonders anschaulich wirkt die bildliche Darstellung dieser GréBen in
ihrer Abhéngigkeit von der Kreuzkopfstellung x selbst, die in Abb. 45 fiir 0 =1

Abb. 45.

durchgefiihrt ist. Dazu bendtigt man nur auBer dem Kurbelkreis, dessen Halb-
messer fiir ¢ = 90° sofort den zugehorigen Wert von v, angibt, die beiden
Kreise mit den Radien 72:27 und 72:1 einzuzeichnen, jeder Strecke 04 mit
dem Winkel BO4 = ¢ einen Strahl mit BOE = 2 ¢ zuzuordnen und die ent-
sprechenden Risse der Strahlen OE’ und OE” den Rissen von O4 algebraisch
hinzuzufiigen. Auf diese Weise ergeben sich die beiden in Abb. 45 gestrichelteu
Kurven.

§ 14. Die harmonische Analyse. In der Physik und Technik
ist hiufig der Gesamtverlauf eines periodischen Bewegungszustandes
an Hand von Versuchen vorgelegt, der sich dann nach den Aus-
fiihrungen des letzten Abschnittes durch eine harmonische Reihe von
der Form:

Lorenz, Techn, Physik I, 1. 2. Aufl. 4
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x=A -+ A cosp -+ d,cos2¢pt...-F 4 coskp ...

—+ B,singp4-B,sin2¢-{-...4- B, sinkgp-4... . . . 1)
analytisch wiedergeben lifit. Daraus erwichst die Aufgabe der Be-
stimmung der Beiwerte 4 und B, mit denen dann die Eingel-
schwingungen, aus welchen sich der Vorgang zusammensetzt, bekannt
werden. Dieses Verfahren der Auflésung desselben in seine periodischen
Bestandteile bezeichnet man als harmonische Analyse. Erweitern
wir zunichst Gl 1) mit de und integrieren iiber die Periode der
Grundschwingung, d. h. von ¢ == 0 bis ¢ == 2 7, s0 werden alle Integrale

der Form 9 2
A,{fcosqudqo:f), B,{J‘sink(p dyp =0,
0 0
und es bleibt nur 9e .
1
2ad,—|rdp=0, oder Aozg—fxdtp ... 1la)
. 7
0 0

iibrig, so daB 4, unmittelbar als Mittelwert von x {iber der Periode
erscheint und durch Planimetrieren der Gesamtkurve zu ermitteln ist.
Die andern Beiwerte, z. B. 4, und B,, erhalten wir durch Erweiterung
mit coskpde und sinkpdp und abermalige Integration. Fiir die
h-ten Glieder folgt alsdann

2z 27

Ahfcoshqmoskcpd(p: ghf[cos(h—k)¢+cos(h+k)¢] dp =0,

0

27 2
A;JOOSh(PSink(pdgv :%’1 [sin(h -+ k)p —sin (b —k) p]dp =0
0

0

27 27

Bhfsinlup coskpdy = l;"f[sin(h—}—k)<p —+sin(h — k)p]dp =0,
0 0
2 2z

Bhfsinh(p sinkpdp = g" f[cos(h-—k)cp —cos(h+k)pldp=0,

D

0 4]
und es bleiben nur die mit 4, und B, behafteten iibrig, die aus
dem Vorstehenden durch h=F% hervorgehen. Es wird mithin:

2r 2 27

Akfcosqu)d(p:Akn::fxcosktpd(p, Ak:ifxcosktpdqo
JT
0 0 0 . 1b)

27 27 RE:
kasin‘quod(p=Bkn= wsink g do, Bk:ifxsinkq)d(p
T

. .

0 0 0
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Die Auswertung dieser Integrale mit Hilfe des Planimeters setzt die
vorherige Verzeichnung der Kurven  cosk ¢ und zsink ¢ voraus, die
jedenfalls mithsam wund bei einer groBeren Zahl von Gliedern sehr
zeitraubend ist. Man hat daher versucht, diese Umzeichnung mit den
damit verbundenen Fehlerquellen durch Vorrichtungen zu ersetzen,
welche die Produktbildung selbsttéitig durchfiihren und in Verbindung
mit einem gewohnlichen Planimeter die einzelnen Beiwerte unmittelbar
liefern. Der einem solchen harmonischen Analysator zugrunde
liegende Gedanke ist die Verschiebung einer Rolle um die Ordinate «
der urspriinglichen Kurve 1) unter gleichzeitiger Drehung um einen
Winkel £ . Alsdann werden zwei auf der Rolle um 90° voneinander
abstehende Punkte P, und P, geschlossene Kurven beschreiben, deren
Inhalte der Integration 1b) verhiltnisgleich sind.

Abb. 46.

In dem wohl einfachsten Analysator von Mader?') ist dieser
Gedanke, Abb. 46, folgendermaBlen verwirklicht. Die als Zahnrad
ausgebildete Rolle B mit dem Teilkreishalbmesser 7, ist auf einem
Schlitten S8 befestigt, der nur in der Ordinatenrichtung x auf einer
in der Bildebene festen Schiene auf- und abgehen kann und an
einem hierzu genkrechten Arm A mittels eines Zapfens einen Winkel-
hebel VHW =900 trigt. Der Fahrstift V' des einen Armes VH=5>
wird auf der urspriinglichen Kurve hin- und auf deren Abszissenachse
zuriickgefiihrt, wobei der Schlitten auf- und abgleitet, wihrend das
mit einer Druckrolle versehene andere Ende W des Winkelhebels
durch einen dem Arm A bzw. der Abszissenachse gleichgerichteten

1) Mader, Ein einfacher harmonischer Analysator mit beliebiger Basis.
Elektrotechn. Zeitsehrift 1909, S. 847.

4%
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Arm B eine damit starr verbundene Zahnstange Z Z auf dem Schlitten 8 8
in dessen Bewegungsrichtung verschiebt und die Rolle B in Drehung
versetzt. Bei der Anwendung des Analysators wird zunidchst der
Punkt H auf das Lot durch die Mitte der Grundlinge 2z a der zu
analysierenden Schwingungskurve gebracht, die im Punkte O die
Abszissenachse schneidet. Befindet sich der Fahrstift {iber diesem
Punkte, so sei a, die Abszisse des Rollenmittels B, iiber dem der
oben genannte Punkt P, (der Kosinuskurve) gerade liegen moge, wihrend
der Punkt P_ (der Sinuskurve) den Abszissenabstand r vom Rollen-
mittel besitzt. Befindet sich dann der Fahrstift V' iiber einem be-
liebigen Punkte der Schwingungskurve mit den Abstinden a ¢ und z,
so sei p der Winkel des Armes b gegen die Abszissenachse und der
Halbmesser r von P, habe sich um # gegen seine Anfangslage mit
der Rolle gedreht. Alsdann ist

beosy=a(n—¢), bsinydy=adep . . . . 2)

und die Verschiecbung der Arme 4 und B gegeneinander durch
Drehung des Hebelarmes ¢ wird ccosy. Diese aber bedingt durch
die Zahnstange.die Drehung der Rolle R um ¢ so zwar, daBl

rod% = —csinydy, ro¥=c(cosy — cosyy), . . 3)
oder wegen 2)

Da ferner in der Anfangsstellung O des Fahrstiftes ¢ — 0 auch =0
sein soll, so wird daraus

’02‘—'?}7(—)(]9,.....-....4:)

d. h. die Rollendrehung ist verhdltnisgleich der Abszisse
der Schwingungskurve. Nunmehr sind die Achsenabstinde der
Punkte P, und P, in bezug auf O fiir eine beliebige Stellung des
Fahrstiftes V, wenn x, den Abstand des Rollenmittels von Arm A
bedeutet:

Yy, = — a, - rsind, x,=x - bsiny |z, 4 r cosP) 5

Y, = — @y — 1 cos, x =z -} bsiny -2, -+ rsind )
und die Elemente der von den Punkten P, und P, iiberstrichenen
Flichen mit Riicksicht auf 3)

x,dy,=x,rcost dd = (x + x,+rcos?)rcos ¥ dd

rbe

sin®y cos F— (cosy — cos 1/)0)} dy,
To %o

x dy =z rsind dd = (x -+ x, | rsind)rsind dd

be . .
——r—csm‘zwsm [3 (cosw—coswo)} dy.
To To
Beim Umfahren der ganzen Fliche OVV’0’'O lings der vorgelegten
Kurve OVV’'0’" und riickwirts 0’0 auf der Zeitachse gehen die
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Winkel ¥ und y auf ihre Anfangswerte zuriick, so dall bei der
Integration alle Glieder verschwinden bis auf

2
i reca ca
F = xcdyC:¢Jx cosﬁd'ﬁ:—zr—o Z cos (—ba ‘P) do
e 6)

. . rea . [ ¢ca
F = xsdys:rfxsmﬂdf}_—i—--bTO- xmn(z—?,;(P)d‘P
0

Die Integrale stimmen aber mit denen in 1b) iiberein, wenn wir

ca

br,
setzen, also unter sonst gleichen Verhiltnissen fir k=1, 2, 3 ...
Rollen vom Halbmesser r,, 1r,, 37, usw. anwenden, fiir welche auf
den Schlitten passende Zapfenlocher angebracht sind. AuBerdem ist
die Armlinge b zur Anpassung an verschiedene Grundlingen 27«
der Schwingungskurve verstellbar.

Steht kein solcher Analysator zur Verfiigung, so kann man die oben an-
gedeutete Planimetrierung der fiir jedes Einzelglied umgezeichneten Schwingungs-
kurve auch durch Niherungsverfahren ersetzen, von denen wohl das ein-
fachste von Fischer-Hinnen?) vorgeschlagen wurde. Zu dessen Erlduterung
denken wir uns die Kurve nach Abzug des nach la) leicht zu ermittelnden
Gliedes 4, auf die Form

o= a,sin(p -+ B) + asin2 (p 4 o) ... Faxsink B+ . D

zuriickgefiihrt, worin jedes Einzelglied einen Wellenzug darstellt, der um die
zugehorige Phase gegen den Nullpunkt der Abbildung verschoben ist. Um den
Punkt der %-ten Welle zu bestimmen, welecher dem beliebigen Winkel ¢ zu-
geordnet ist, teile man von der entsprechenden Ordinate 4, B, ===, der Gesamt-
kurve ausgehend die genannte Periode 0O =2 in L Teile (in Abb. 47 sind
3 Teile gewihlt), wodurch man die um ?];, 2275E usw. abstehenden Ordi-

naten A4, B,—=x,, 4, B, =, ... erhilt. Diese sind gegeben durch die Reihen

2y, = 3 ansinh (p - Br) x.zzz‘ahsinh[zp +ﬁ,,+»2]ﬂ
xszfahsinh<¢+ﬂh+227cjf>, usw. .
deren Addition offenbar eine Doppelreihe ergibt, aus der wir das n-te Glied
8, = a [sinn(qa 4B +sin (p 4B+ ?];1”) 4o
—[~sinn<zp+/9,,—]—(k—1)27ﬂ>} ..... 8)

herausgreifen. Die Zerlegung der Einzelterme fithrt mit der Abkiirzung

. Ta)

1) Elektrotechn. Zeitschrift 1901, S. 896.
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auf

8, =a,sinn(p-+p,) [1+cos2a--cosda-...}cos(k—1)2¢]
+aycosn(p+ ) sin2e-f-sinde-f-...4-sin(k—1)2¢ . 8a)

oder?) .
SnZ%"—sinn(tp—f—ﬂ,,) [1 +sm(2k— 1) (x}

8in o

a, 08(2k — 1) «]
-+ 5 cosn (¢4 82) {ctg U= 8b)
z < T

R
i

Q

&

&

d

N
//
l\
%Ig‘

|
%
?
|
N i
\/ }I
!
|
e

NN\l I/

3
Abb. 47.
Nun ist wegen 9) @
sin(2k— 1) « .
14— sine <~ —1—cos2ke-fsin2kactge
=1—cos2nn—{—sin2nnctg%b,

2k —
ctga_‘f‘?,sile r}—}—gzctga(l ~cos2ka)—sin2k«

sin o

=(1 —cosZnn)cthkﬁ-sinZnn,

woraus man erkennt, da fiir gebrochene Werte von n: % beide Ausdriicke
und damit auch S, verschwinden. Ist dagegen n:% eine ganze Zahl, also «
ein ganzzahliges Vielfaches von =z, so vereinfacht sich 8a) unmittelbar in

S, =Fka,sinn(p+8) ... .. ... ... 10)
Sy=kasink(@+p) . ... ... ... 10a)

*) Die Summierung der Klammerreihen in 8a) erfolgt nach Erweiterung
mit 2sine und Zerlegung der Einzelglieder in je zwei nach dem Schema
2c082casine=sin3 ¢ —sine, 2sin2e«sin¢=—cose— cos3e«, wobei sich alles
bis auf das erste und letzte Glied aufhebt.

oder fir n==4%
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fiir n:2k Sgk=kazksin2k(‘?+ﬂ2ﬁ) """"" ¢ 10&)

usw. Damit wird aus der Doppelreihe
Sr=Fk[asink (g4 )+ a,,sin2k(e-+6)-+-...],. . . . 11)

. . .2 . .
wonach das arithmetische Mittel aller um je —kj—z voneinander inner-

halb der Grundperiode entfernten Ordinaten einer Schwingungs-
kurve zugehd6rt, welche nur die k-te, 2k-te, 3%k-te usw. Wellen
enthélt, aber keine niederen und auch nicht die zwischen den
Ordnungszahlen %, 2k, 3k liegenden Glieder. Zieht man die durch
Mittelwertbildung gewonnene, bei starker Konvergenz der Reihe 1) mit der
k-ten Welle schon nahe iibereinstimmende Schwingungskurve von der urspriing-
lichen ab, so bleibt eine Restkurve iibrig, die alle Wellen bis zur (¥ — 1)-ten
und die in der oberen Kurve nicht einbegriffenen Glieder enthilt, Die Wellen
unterhalb der (k—1)-ten ergeben sich alsdann durch immer wiederholte An-
wendung des Verfahrens auf die Restkurve, womit die harmonische Analyse
zeichnerisch durchgefiihrt ist. Zur Berechnung der Beiwerte A; und Bj; bzw.
@, und f; gehen wir von einer beliebigen als Mittelwert gewonnenen Ordinate

S

b k

. . « T .
3 aus und einer zweiten &, um 5% davon abstehenden. Alsdann ist

& =aysink(p 1 6;) ¥

§,=uaysink ¢+ﬁk+%c>=akcosk(¢+ﬂk)1 . 12)

woraus sich fiir die Amplitude der k-ten Welle
?=§&"+§72,

ergibt. Um die Phase f§;, zu ermitteln, bestimmen wir einfach die Ordinate
dieser Welle fiir ¢ == 0, némlich

S=apsinkf, . . . ... ... 12Db)
womit dann auch nach Gl. 4 § 11
Ay =a,sinkfy, B, =agcoskp;, . . . ... 12¢)

gegeben ist.

§15. Zusammensetzung gegeneinander geneigter Schwingungen.
Vollzieht die Schwingungsgerade selbst eine Schwingung mit der Rich-
tung ¢ gegen sich selbst, so kdnnen wir diese sofort in zwei Teile
scose und ssing zerlegen, von denen der erste sich nach den Lehren
des § 12 mit der Schwingung in der Geraden iiberlagert, wihrend der
letztere eine davon unabhingige Schwingungsbewegung der Geraden
selbst in der Normalen dazu darstellt. Danach brauchen wir von
vornherein zur Kennzeichnung derartiger Bewegungsvorginge nur die
Verbindung zweier zueinander senkrechter Schwingungen

x=asin (et +8,), y=>bsin(e,t+4,)

& =ae, cos (¢t + f,), § == bet, cos (et - B,) J
ins Auge zu fassen, die offenbar nach Ausschaltung der Zeit die
Bewegung auf einer ebenen Bahn ergeben, die ganz innerhalb des
Rechteckes mit den Seitenlingen 2a und 25 so verliuft, daB sie
alle vier Seiten beriihrt. Soll die Gesamtbewegung wieder periodisch
sein, so mull der bewegte Punkt nach Verlauf der Periode t, durch
denselben Punkt x, y mit gleichem und gleichgerichtetem Lauf wieder
hindurchgehen, die Bahnkurve also geschlossen sein. Das ist aber
nur moglich, wenn

. 1)
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sin (e, t -} ety 8y - f,) — sin (oclt -+ B,)=2cos (oc t —[— o +ﬂ1> sin ~i2— 0;
. : %ty o Ualy
sin (et | @ty -+ fy) — sin (et - f,) = 2 cos | @y b -} 5 -+ B, sin 5 =0
( by
cos (¢, ¢ - e, ty + 8,) — cos(e,t + f;) = — 2 sin |« t+ —}—/31> sin h_ 0;

yty

cos (¢t - by -+ o) — cos(a2t+ﬂ)_~2s1n<¢x‘,t+~ Tﬂ3>sin—§—=0;

oder, wenn mit ganzen Zahlen k, und k,

ot o,
sin—12——9=sln—f2—°:0, aty=2Fk x, ,t, :2/0,271]
.2
) ) 2k1n 2kym } )
R N N
1 2

ist, d.h. fiir ein ganzzahliges Verh&ltnis der beiden Dreh-
werte ¢, und «,, genau wie bei der Verbindung zweier Einzel-
schwingungen auf einer Geraden zu einer Gesamtschwingung (§ 12
und 13). Alsdann ist es immer mdglich, mit den Winkelfunktionen
die Zeit ¢ aus den beiden Schwingungsformeln 1) auszuschalten,
woraus sich eine algebraische Gleichung fir die nach einer
endlichen Zahl von Umldufen geschlossenen Bahnkurve er-
gibt. Die kleinsten ganzen Werte &, und k, geben somit die Zahl
der Umldufe der Schwingungsvektoren fiir die x- und y-Richtung an,
denen je eine Berithrung mit den Rechteckseiten +a und +4b zu-
gehort, so daB also k, Beriihrungen auf die Seite 2b und k, auf
die Seite 2 a entfallen. Infolgedessen wird die ganze Rechteckfliche
um so dichter mit den Bahnstiicken zwischen je zwei aufeinander
folgenden Beriihrungen gegeniiberliegender Rechteckseiten bedeckt er-
scheinen, je groBer die beiden Zahlen k, und k, sind, je mehr sich
also ihr Verhéltnis einer Irrationalzahl nidhert, die auch als co:oco
aufgefafit werden kann'). In diesem Falle versagt die Ausschaltung
der Zeit in den Schwingungsformeln 1), und die Kurvenziige bedecken
das Rechteck vollkommen dicht, da erst nach unendlich vielen Be-
rithrungen die Bahn geschlossen wird. Die Gestalt der Kurven, die
man gewShnlich nach ihrem Entdecker Lissajou benennt, hingt
indessen nicht nur von den Verhéltnissen a:b und k,:k,, sondern
auBerdem noch von den beiden Phasen f, und f, ab. Man erkennt
dies schon daran, daB z. B. x und y gleichzeitig nur verschwinden,
wenn mit zwei weiteren ganzen Zahlen n, und =,

b+ py=mn 7, Uyt -+ By =m, 7,
B Ist z B. & :k,=5,2834, so kann man dafiir setzen 52834 :10000
= 26417:5000, d. h. 26417 Wellen auf 5000 Umldufen mit entsprechenden
Beruhrungszahlen auf beiden Rechteckseiten.
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oder ma—p _mya—>h 3)

wird. Andernfalls geht die Schwingungskurve nicht durch den
Mittelpunkt des Rechtecks. Schreibt man fiir die Grundformeln 1)

mit f, =0, f,=4§
r=asine, @, y=>bsin(wp-+p), . . . . 1la)

so erkennt man die bequeme Darstellbarkeit des Bahnverlanfes als
Aufriff der auf einem Zylinder vom Halbmesser a derart

aufgewickelten Sinuslinie fiir y mit dem Ausschlage == b, daB
auf je k, Zylinderumfinge k, Sinuslinien entfallen, wie es in Abb. 48,
49 und 50 fur k,:k,=1:2, 2:3, 3:4 geschehen ist. Durch Drehung
des Zylinders, der zur Sichtbarmachung des auf der Riickseite be-
findlichen Kurvenstiickes am besten aus Glas besteht, erhilt man
dann alle mit der Phase § wechselnden Kurvenformen, von denen in
no7 n ban
Abb. 48, 49 und 50 je drei fiir f=0, 7, 73 0,7, 1o o,%, 141
angedeutet sind. Daraus ist auch ersichtlich, daB fiir echte Briiche
k, :k, die aufgetragene Sinuslinie sich schlieBt, wihrend fiir ein irratio-
nales Verhdltnis e« :e, dies erst nach unendlich vielen Umldufen
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eintritt, wobei die im Aufri dicht nebeneinander liegenden Bahn-
kurvenstiicke das ganze Rechteck iiberdecken. In grober Weise kann
man die Lissajouschen Kurven auch durch einen Sandstreuer er-
halten, der an einem Pendel hingt, welches seinerseits mit einem
andern Pendel derart befestigt ist, daB die Schwingungsebenen senk-
recht zueinander stehen und die Pendellingen, die die Schwingungs-
dauer bestimmen (vgl. § 17), verstellbar angeordnet sind. Fiir irrationale
Verhiltnisse beider Schwingungszeiten bedeckt dann der ausgestreute
Sand auf einem darunter gelegten Papierblatt nach und nach das
ganze Rechteck.

1. Beispiel. Haben die beiden zueinander senkrechten Schwingungen
die gleiche Dauer und Drehzahl e, so sind ihre Gleichungen
%: sin (-}~ B,) == cos B, sin at | sin B, cos at

S e e 4)

:Z— == sin («t 4 f,) == cos f§, sin at - sin f, cos at J

so ergibt die Ausschaltung von «f die Bahn

(xcos@_ycosm)Z_{_(xSinﬂe_ysg‘ﬂl)zzsini‘(ﬂl—-ﬂg),. . 4a)

a b a

oder
22 2 2z o
@ + 5)/? - -;bﬁ cos (B — fo) =sin® By — ), . . . . . 4b)

d. h. die Gleichung einer schrédg liegenden Ellipse, Abb. 51. Diese artet
fiir §; — B, =nx in die beiden Diagonalen des Rechteckes

L y_
aj:b 0

aus und nimmt fir g, — f,—=-—-"— a,

p 2lso ungerade Vielfache von —275 ihre Nor-

e i malform 2 o
a : x ¥ 1

— ! — Y=

at ' b?
Abb. 51. an. Die Ellipse drebt sich also bei stetiger

Anderang des Phasenunterschiedes §, — g,
um den Anfang unter gleichzeitiger Anderung ihrer Gestalt innerhalb des um-
schriebenen Rechtecks.

2, Beispiel. Schwingt der Punkt in der y-Richtung doppelt so rasch
wie in der z-Richtung, so gilt

%:sinat, »:ly)—zsin(2at—~ﬂ):sfn2atcosﬂ—cosZoctsinﬂ, . . 9)
oder
22 1 1 x
?_é—écos%xt, also cos2ag=1—2-
sin2octcosﬁ:-y——-}—COSQatsinﬂ:!y——]—(1~2§2>sinﬂ .
b b a’ J

Daraus folgt nach Ausschaltung von 2 et fiir die Bahn

Sa)

2 2\ 2 2
%4,-(1—2%) +Z<1—25—2>%sinﬂ:cos‘zﬂ, . ... 5b)
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also fir f—=0 die doppelt symmetrische Schleife 4. Ordnung, Abb. 48

2 xi x?
Tt g=aS 5¢)
und fir f= i% ein Parabelpaar
y ( _ _xf)#
:[;b—{—l 2a2 =0,. .. ....... 5d)

von denen in Abb. 48 die mit dem negativen Vorzeichen eingetragen ist.

IV. Gezwungene und Relativbewegung.

§ 16. Die gezwungene Bewegung. Wir haben frither (§ 7) fest-
gestellt, daB die ebene Bewegung eines Punktes vollig bestimmt ist,
wenn auller dem Anfangslauf auch der Anlauf fiir alle moglichen
Lagen nach Grofle und Richtung bekannt ist. Insbesondere kann
hieraus die Bahn des Punktes abgeleitet werden, wovon wir in § 7
fir die Wurfbewegung und in § 10 fiir die Planetenbewegung Ge-
brauch machten. Dabei war allerdings vorausgesetzt, dal der bewegte
Punkt der Wirkung des Anlaufsfeldes uneingeschrinkt Folge leisten
kénne, so daBl die Bewegung als eine freie zu bezeichnen war. Den
Anlauf ¢ konnten wir uns als- y
dann in den Bahnanlauf und
Normalanlauf zerlegen, von denen
der erstere die Anderung des
augenblicklichen Laufes in der
Bahntangente, der letztere aber
die durch die Bahnkriimmung
gegebene Ablenkung aus der
Tangentenrichtung zur Folge
hatte. Bewegt sich der Punkt in
Abb. 52 dagegen in einer vor- /,X,(
geschriebenen Bahn PB un- << 2
ter der Wirkung eines ebenfalls Abb. 52.
vorgelegten Anlauffeldes ¢, so
konnen wir uns in jedem Punkte P die dort tangential sich an-
schliefende freie Bahn P4 einzeichnen, deren Kriimmung von der
vorgeschriebenen Bahn im allgemeinen abweicht. Der erzwungene
Ubergang von der freien in diese Bahn setzt alsdann einen neuen
normalen Zwangsanlauf ¢’ in der Richtung der Abweichung vor-
aus, durch dessen Hinzufiigung zum vorgelegten Anlauf die ganze
Bewegung wieder als eine freie angesehen und behandelt werden
kann. Alsdann ist mit der Bahnneigung ¢ und der Anlaufsneigung »
im Punkt P

# ==gqcosx — ¢’ sin & 1
jj=gqsin x -} ¢ cosj
oder nach Erweiterung mit

dx=dscos P, dy == ds sin ¥,
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sowie Addition bzw. Subtraktion mit Riicksicht auf &dx |- jdy=vdv
(vgl. § 8), sowie Einfilhrung des Winkels »

vds

und jdx — Edy =
des Anlaufs gegen die Bahn

d

—%:qcos(ﬂ——x):qcosv

! )
»pé—:—qsin(ﬂ’———z)-{—q'———q’m-gsinv

Daraus geht hervor, da der Bahnanlauf unabhéngig ist vom
Zwangsanlauf, der nach der zweiten Formel 2) seinerseits
durch die Bewegung in der Zwangshahn und das Anlauf-
feld bestimmt ist. Bezeichnen wir ferner mit o, den Kriimmungs-
halbmesser der freien, im Punkt P anschlieBenden Bahn, so gilt
tir diese (wegen Wegfalls von ¢')

o

o .
e =———gsinv, . . . . . . . . . 2a)
% ’ :
also mit der zweiten Formel 2)
v? 1 1
’ | . o
q =— qsmv—v‘<~-m>,. . |
e e 9 )

so dall der Zwangsanlauf durch den Kriimmungsunterschied
der gezwungenen und freien Bahn unmittelbar gegeben ist.
Dabei ist natiirlich auf das Vorzeichen der beiden Kriimmungshalb-
messer zu achten, welches nur dann miteinander iibereinstimmt, wenn
die Krimmungsmittelpunkte auf derselben Seite der gemeinsamen
Bahntangente liegen. Falls beide Kriimmungshalbmesser an der be-
trachteten Stelle gleich sind, so verschwindet dort der Zwangsanlauf
und die Bewegung wird zu einer freien.

1. Beispiel. Liegt die Zwangsbahn in einer wagerechten Ebene, so be-
steht bei einer gleichformigen Bewegung kein #uBeres Anlauffeld, und
die Formeln 2) vereinfachen sich in

v=c, =—. ... 2b)

Daher erfihrt ein Eisenbahnzug im Beharrungszustande auf gerader Strecke,
wo ¢ =00 ist, keinen wagerechten Zwangsanlauf, wohl aber in gekriimmter
Bahn. SchlieBt sich diese unvermittelt an die gerade Strecke an, so stellt
sich auch plotzlich der Zwangsanlauf ein, was besonders bei StraBenbahnen
listig bemerkbar ist. Daher sollten die Ubergiinge, wie es im Eisenbahnwesen
stets geschieht, mit stetig verdnderlicher Kriimmung erfolgen.

2. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt auf einer Zwangsbahn in einer
senkrechten Ebene unter dem EinfluB des bestindigen Erd-
anlaufs ¢=y, so ist nach Abb. 53 »==90 1} ¥, also wird aus 2)

dv . U
—— = —gsind, '=—1gcos®. . .. .... 4
dt g e e g )

Aus der ersten Formel folgt nach Erweiterung mit ds und dssin d =dy

vdv=—gdy, oder ®— o =2g@y,—y), .. .. 4a)
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wonach also wie beim freien Wurf der Lauf nur von der Hohenlage
abhingt. Ist die Zwangsbahn eine Gerade, so ist ¢ unverdnderlich und
9= 00, also F=gcosD, . v e vt 4b)
d. h. der Zwangsanlauf auf einer schiefen Geraden hebt genau den
zu ihr senkrechten Anteil des Erdanlaufs auf. Damit ist nach 3)
sofort auch die Kriimmung der in einem beliebigen Punkte der Geraden an-
schlieBenden freien Wurfparabel durch

—==—geos? ... 4o

Qo I )
bestimmt, wobei das negative Vorzeichen die Lage des Kriimmungsmittelpunktes
unterhalb der Geraden (Bahntangente) festlegt.

Ist die Zwangsbahn ein Kreis
vom Halbmesser p=1, in den der
bewegte Punkt an der tiefsten Stelle
eintritt, so haben wir nach Abb, 54

leosd=1—y-+y,, .. 5
R
A
Abb. 53.
also ist der Zwangsanlauf nach Gl 4)
1
q’:—[[vz—}—g(l—y—}—yo)] ..... .. .. ba)
und im hdchsten Punkte mit y — yo=21
1.,
q':T[v-—gl} ............ 5b)

Ein im Innern eines Hohlzylinders vom Halbmesser ! bewegter Korper,
z. B. ein radfahrender Looping-Liufer, mufl demnach im hdchsten Punkte noch
einen Lauf von v=1y/gl besitzen, damit das Rad oben noch auf der Bahn
anliegt. Da fiir kleinere Werte von » die freie Wurfparabel im Innern der
Kreisbahn verlduft, so wiirde unfehlbar ein Absturz erfolgen.

Tritt der bewegte Punkt an der tiefsten Stelle y, mit einem Lauf v, ein,
so dndert sich derselbe unter dem Einfluf des Erdanlaufs g nach 4a), so zwar,
dafl der Zwangsanlauf mit 5)

’ 1 l 2
=7 +9l—39y—y)l=7’+glBcosd—2] ... 6
wird und in der Héhe y,, bzw. fiir den Winkel J,, gegeben durch
1 (v? 2 oyt
— g = [0 l)- R
Y1 Yo 3 ( g + ’ cos vy 3 3gl 6&)

verschwindet. An dieser Stelle tritt alsdann die freie Wurfparabel tangential
von der AuBenseite in das Innere der Kreisbahn iiber, wie in Abb. 54 an-
gedeutet ist. Soll der Korper auch im hochsten Punkte y — y,=21 entspr.
¥ =x noch immer anliegen, so muB dafiir in 6) ¢’ >0, also

vE>0g0 .o oo 6h)

sein.
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Lassen wir dagegen einen Korper auf der AuBenseite eines Kreis-
zylinders derart abgleiten, daB wir ihm an der hochsten Stelle den
Lauf v, erteilen, so ist nach 4a)

vi=0vf4g9l . .. .00 7
und der nach auflen gerichtete Zwangsanlauf

q':—;—[vf—}—gl@cos#j’—Z)]. ........ 7a)

Dieser verschwindet fiir 1 .

—_1 211)

cos ¥, = 3<2—{—gl s e e e e e e e e 7b)
worauf der Korper der freien Wurfparabel folgt. Fiir », =0, also Abgleiten
aus der oberen Ruhelage ist cos ﬁgz—g, also 9,=131°40" mit rd. 48°20

Abweichung aus der Senkrechten.

3. Beispiel. Liuft ein Kraftwagen iiber eine Einsenkung der
StraBe, die sich bis auf die Tiefe & stetig zu- und wieder abnehmend auf die
Linge I erstreckt, so kénnen wir die Einsenkungslinie nach Abb. 55 durch

y:g(cosax—fl), al=2x, . ... ... . 8

Abb. 55.
sowie wegen der Kleinheit der Neigung ¢ der Bahn, also cos 9 =~ 1 die Kriim-
mung durch 1 & 27 42 Th
1_&y ek 4z Tk ]
o dw 5 co8 o P L2+y ..... . 8a)
darstellen. Alsdann muB der Zwangsanlauf nach Gl. 4)
4a® (h
q’=g—l—202(§+y>>0, ......... 9)
d. h.
2
il o e e . 9a)

2 -~ _—

v \2ﬂ2(h-—|—2y) e v e
gein, damit der Wagen sich nirgends von der Bahn l6st und ins Springen
kommt. Diese Gefahr ist am groBten fiir die groBte Kriimmung, also.y =0 bei
Beginn und Ende der Einsenkung, nicht aber fiir den unterhalb der Tiefe 1 A
liegenden Teil, da dort die Kriimmung positiv ist und die freie Wurfparabel im
Boden liegt.

4. Beispiel. Ein Kahn K werde durch ein gleichférmig aufgerolltes Seil
nach dem Anfang O hingezogen, wéhrend er gleichzeitig von der Stromung in der
z- Richtung abgetrieben wird. Ist ¢, der Seillauf, ¢, der des Stromes, so sind
nach Abb. 56

Vp=~F=—¢, V,=Trg=—C8ing. ... .. . 10)
der Strahllauf und Drehlauf des Kahnes, woraus sich fiir die Bahn
(A z)
dr__ e, dop c,do . 61d<z> _cld(tg 2 10a)
roasne o in®Peos? o, tg T cos’ g
c.ﬂslnzcos2 czthcos2 cstg2
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oder integriert mit einem Beiwert 7,
€1

lgnr:lgnro—{—Z—llgntg%, r:r(,(tg%)cz N § )
2

ergibt. Darin ist offenbar fir p =90°, r=r,, der zur Stromrichtung senk-
rechte Strahl der Bahn, dessen Liinge durch die Anfangswerte von r und ¢
bestimmt ist. Da nach 10) fiir

@ == O, ¢ =10 > r=>0 N

p=um, p==0, =00
wird, so berithrt die Bahn die - Achse im Anfang O und néhert sich ihr anderer-

geits asymptotisch, Die Fahrzeit bis zum Punkte O folgt aus dem gleich-
férmigen Seillauf sofort zu £, =1r,/c,. Weiter sind die Achsenabstinde mit 10a)

& =1 coS d—gi—ﬂcos —rsin p= o t, ing)
= @, dtp_cltp @ (pmr\\j;cgtp—smqaj
- , 11a)
—rsin @—d—r—sin 7 cos —r[c‘ Lo
Y= v, d(p_d(p @ -7 Cos p=— c; i csq)»
/ K&
4| 79
N« % &
0 - 0 >
Abb. 56. Abb. 57.

deren erste Zeile einen Hochstwert von z ergibt fir

€ . __sinfg  1—cos?p 6 ch
CQ_S]n(ptg(p_COSp_ cosp cosg = 202i 4022+1’11b)

von denen aber nur das positive Vorzeichen wegen cos? ¢ <1 einen Sinn hat.
AuBerdem wird die Bedingung dz:dp==0 erfiillt durch r=00, p=u=.

Die zweite Zeile 11a) liefert einen reellen Hochstwert y des Achsen-
abstandes fiir

P
sin -
¢ @, 2 1— cos ¢, V02+01
= ——, tg - == = = b
008 P Cy &9 cos P 1} cos g, Cy 0 119
2

also V o
—J -2 ()
Yhr="o <1 oo \ome) 11d)

golange ¢, < ¢,; andernfalls entfernt sich die Bahn dauernd von der Achse und
hat erst fir ¢ == mit = 00 ihr gleichlaufende Tangenten im Unendlichen,
Abb. 57. AuBerdem erkennt man leicht, daB auch im ersten Falle der links
vom Hochstwert y, gelegene Kurventeil keine Bedeutung besitzt, da ihm, wie
die Einzeichnung der Laufteile und der Bahntangente lehrt, ein von O weg-
gerichteter Strahllauf 7= - ¢, entsprechen wiirde. Alsdann wire das Seil in-
folge des auf O zu gerichteten Teiles ¢, cos ¢ von c,, der sich zu # addiert,
wirkungslos, und der Kahn wiirde bis zum rechts von y, gelegenen Bahnteil in
der Achsenrichtung nur treiben, wenn man nicht durch Steigerung des Seil-
laufes bis ¢, > ¢, auf die Bahn Abb. 57 iibergeht. Dasselbe gilt natiirlich fiir



qr:—r(,o =_

gu=— @ (C; €08 ;) ==+ = (¢, €08 ¢ |- ¢) =
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jeden Punkt des O gegeniberliegenden Ufers links von g,. Weiter haben wir
fiir den Strahl- und Drehanlauf wegen 10) mit ¢ =

a )]
. c,2sin ¢ ¢’ sin® ¢ @\ e
=T T T ey
0
1

%S s;n 4 (cpc089 +-¢,) (otg %) 02
0

G

r

so daB der Gesamtanlauf ¢— V ¢s2 -+ ¢, nicht nur mit ¢ veriinderlich ist, son-
dern auch seine Neigung zum Fahrstrahl stetig dndert. Man erkennt, daf dig
ganze Bewegung unter einem in der Fadenrichtung wirkenden Zwangsanlauf
sich vollzieht. der vermége des gleichformigen Strahllaufes mit ¢ tibereinstimmt,
Denn mit diesem Anlaufe wiirde der vom Faden befreite Kahn sich in der
Fahrstrahlrichtung vermoge der Stromung ¢, mit deren Strahllauf ¢, cos ¢
fortbewegen, wihrend der Drehlauf seinen aus 10) ersichtlichen Wert beibehalt.

§17. Das Fadenpendel. Unter einem mathematischen oder
Fadenpendel, Abb. 58, verstehen wir einen Ké&rper, der unter dem
Einflu des Erdanlaufes g auf
einem Kreisbogen in einer senk-
rechtenEbene hin und her schwingt.
Ist 7T der hier als Pendellinge
bezeichnete Kreishalbmesser, ¢
dessen Auslenkung aus der Senk-
rechten, 8o ist v==1¢ der Lauf,
und der Anlauf des bewegten
Punktes ist

lp=—gsingp, . . 1)
wihrend der Normalanlauf g cos ¢
wegen der vorgeschriebenen Bahn
nicht zur Wirkung kommt. Han-
delt es sich um sehr kleine Aus-
schlige, so wird aus 1) mit
Abb. 58. sin p ~ @

1p+gp=0,. . . . . . . . . . 1a)

$+ep=0, .. ... ....T1b)

d. h. eine einfache Schwingungsgleichung fiir ¢ mit dem voll-
stindigen Integral

oder mit g =102

p=e@,cosat+q@,sinet . . . . ... 2

und der Schwingungsdauer

27 'l
LA

die hiernach unabhéngig ist vom Ausschlag. Die beiden Bei-
werte @, und @, in 2) bestimmen sich aus den Bedingungen, daB
fir t=0, der groBte Ausschlag ¢ = ¢, sein mdge, bei dem @ =0

, 1)
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ist, za ¢, =@, und @, =0, so dall also an Stelle von 2)

¢=¢Osinc¢t=¢osintV% Coe ... 2a)
tritt.

Ist dagegen der Ausschlag nicht mehr klein, so folgt aus 1)
nach Erweiterung mit d ¢, sowie wegen pdp=¢d@

lpdp=—gsinpdy

und nach Integration zwischen den Grenzen ¢ und ¢,, ¢ und =0

Ip*=2g(cosp —cosqpy). . . . . . . . 4

Dafiir koénnen wir auch mit l@=v und I(cosqp— cosg,)=nh
schreiben .
v2=2¢h,

wonach alio der Lauf eines Pendelkdérpers ebenso nur von
der Héhenlage abhingt, wie der eines freigeworfenen Korpers
(vgl. § 7, 2. Beispiel) Durch 4) ist im Verein mit dem Normal-
anlauf g cos ¢ nach Gl 4) des vorigen Abschnittes der Zwangs-
anlauf

¢ =g (3 cos @ — 2 cos )

gegeben. Zur Berechnung der Schwingungsdauer ist eine Integration
der Gl 4) erforderlich, die aber in endlicher Form nicht mdglich ist.
Eine unmittelbare Reihenentwicklung verbietet sich weiter durch das
Verschwinden der Klammer fiir ¢ = ¢,. Darum formen wir Gl. 4)
um in

l¢2=4g<sin2%—sin"%> c .. . . . 4a)
und setzen darin:

sm%_sm?smw, cos~d<p—2s1n 3 0 cosyp dy,
also
Zsm%‘lcoswtp Zsin%coswr,'u 5)
= —
cos% Vl ——sin“‘%sin"w

Damit wird nun 4a) wegen

2(7"0

pdt=dy, sin —-—sm"g

== cos® i sin? %ﬂ

=

gdt2<1———sm"’%s1n‘ ):ldtp“’,. 2

oder mit Riicksicht darauf, dall dem Ausschlage ¢, der Winkel y =

0ol Q

entspricht, fiir die Fallzeit von einer Endlage bis ¢ bzw. y
Lorenz, Techn. Physik I, 1, 2. Aufl, 3
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d
t = V — 71#7— e e e e 6)
—sin?P0 g

n? 22 sin? o

RN

'l/l
Entwickeln wir den Ausdruck unter dem Integralzeichen in die Reihe:

(1 — sin? %" sin® w> =1 —}— —sin* L% sin®yp + sm‘4 % sin p ..

so kénnen wir wieder wie im Beispiel des § 13 die Potenzen von
sin i in cos der Vielfachen von vy ausdriicken und erbalten alsdann
nach Ausfithrung der Integration:

t:]/é{A()(g——w)—Agsian-——A‘isinélw——...}, . 6a)

also die Uberlagerung einer linearen Funktion und einer harmonischen
Reihe, deren Beiwerte wie im fritheren Falle wieder unendliche
Potenzreihen bzw. harmonische Reihen des grofiten Ausschlages sind.
Von diesen hat nur der erste eine praktische Bedeutung, da die
andern Glieder fiir die untere Grenze =0, entsprechend der Mittel-
lage ¢ =0, sidmtlich verschwinden. Wir erhalten alsdann fiir die
ganze Schwingungsdauer t, den vierfachen Wert von 6a) mit v =0,
d. h. nach Auswerten von A, ”—f (®,)

l (p ( 3) ®
== ~k- n? 70 - 470
to Q”l/gh <2> -+ 94 sin 5
1-3:5Y . 6P
+(2-4-6> sin® -3 —}—} 6b)
Zur Ubersicht iiber die Anderung der Schwingungsdauer mit dem

groBten Ausschlage ¢, dient folgende kleine Tabelle der Werte des
Klammerausdrucks 4,

Po } 4, Po 4 4, | Po 4, I Po ‘ 4,
0° 1,00000 100 1,001 94 450 1,0400 1200 1,3753
20 1,00005 150 1,004 30 600 1,0732 1500 1,7600
50 1,00048 30° 1,01741 90° 1,1800 180° oo

1. Beispiel. Fiir kleine Ausschlige ist demnach der Unterschied der
Schwingungsdauern so gut wie unmerklich im Einklang mit der hierfiir giil-
tigen Formel 3). Gehen wir einen Schritt weiter, so diirfen wir angesichts der
starken Konvergenz der Reihe 6b) fiir kleine Ausschlige schreiben:

7 .
i0=2n‘/?<l—f—%>_271:1/—(1—{—#%), ..... 60)
wobei fiir die Umrechnung in Winkelgraden

1
r=1g <180> 0,000019
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’

zu setzen ist. Mithin ist das Verhiltnis zweier den Winkeln @,” und ¢,” ent-

sprechenden Schwingungsdauern angenihert:

ty _14upe”

#:T_}_ﬁ(p:}léw1+M(‘P0,2_‘Po”2)-- e e e e 7)
Schwingt also ein Pendel beim Ausschlage ¢,’="7° gerade eine Sekunde, also
t,, =18ek., so wird es bei ¢,” =8°

) =1-0,000019 (64 — 49) =1,0002856 Sek.
schwingen, und die dadurch geregelte Uhr am Tage mit 86400 Sek. um
0,0002856-86400 = 24,7 Sek.

nachgehen. Daraus erkennt man deutlich die Empfindlichkeit der Uhren gegen
Anderungen des Pendelausschlages und ihre grolle Genauigkeit als MeBgeriit
fiir kleine Zeitabschnitte. Unter einem Sekundenpendel versteht man ibri-
gens ein solches, welches zu einem bloBen Hingang eine Sekunde Zeit erfordert,
dessen ganze Schwingungsdauer also £, =2 Sekunden betrigt. Die Linge eines
solchen Pendels berechnet sich dann fiir kleine Ausschlige mit g = 9,81 m/sec? zu

=9 =0994m.
12

2. Beispiel. Es liegt nun nahe, auch endliche Ausschlige des Pen-
dels angesichts des periodischen Gesamtverlaufes durch eine harmonische
Reihe darzustellen, deren Grundschwingung naturgemif die durch 6b)
gegebene Dauer ¢, mit dem durch «,f, =2z gegebenen Drehwert ¢, besitzt.
Wir greifen zu diesem Zwecke nochmals auf Gl. 1) zuriick und schreiben dafiir
mit einer Potenzreihe fiir sin ¢

. . (p?. (pﬁ (pV \
q’+€{‘¢2652 <‘37—'5j“]—‘ 7'i——...). ....... 8)
Setzen wir darin
p=gqsinet+y,. . ... ... 9)

so wird daraus

. . in eyt 3 in oyt 5

i e p=(cyy® — &*) @, 8in et t 4 o [(%s—l g‘:ﬂl _ sm—gori/}l .. } , 8a)
oder nach vorliufiger Unterdriickung der y auf der rechten Seite als erste
Annidherung

3 qind b aind
i o == (cg? — o) @ SN gt - o2 {% %%i — TLS'E?!—E‘” 4. ] . . 8h)
Nun ist weiter
2% 8in’ ¢y t = ?) 8in «, ¢ — 8in 3 ot
94 sin® eyt — (g) sin o ¢ _@ Sin 3 ¢y ¢ - sin 5 ¢ . 10)
28 8in” oy ¢ = (g) sin eyt — (;) sin 3 eyt G) 8in 5 oyt — sin 7 e
usw.,

also geht mit den Abkiirzungen

3\ ®,° 5\ @ N @ _
<1>223!_(2)2455+<3>é%"ﬂ_"'_"’1’
<P03 5 9905 7 9007 .
T OEATRR PSSt
o8 I R 10a)
s T\1)ge7 =
(p’7
2607!_ =

usw.
5%
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Gl. 8b) iiber in
P e == {(cg® — ) @y} o @] 8in g & | o @y 8in 8 ot - sin Sy t+...] Se)
Dieser Differentialgleichung geniigt alsdann der Ansatz

w=2A4,sin eyt + A, 8in 3 eyt + A;8in5 gt 4..., . . . . 11)

dessen Beiwerte sich nach Einsetzen in 8c¢) durch Vergleich mit denen der-
selben Winkelfunktionen der rechten Seite derart ergeben, daB wir an Stelle
von 9) erhalten
L 2 gy L 2

q;:;Z:—;l‘;gsmczotjl—m?sm 3aot+a2_27—5;0§sm5a0t—f— .., 9a)
also in der Tat eine harmonische Reihe, deren Beiwerte durch Einsetzen von 11)
in die rechte Seite von 8a) unter Wiederholung des Verfahrens noch genauer
bestimmt werden konnen, ohne am Wesen der Sache etwas zu @ndern. Nur
darauf sei noch hingewiesen, daB fiir «=1¢;, auch ¢,=0 wird und damit
wegen 10a) kein Ausschlag zustande kommt.

3. Beispiel. Bewegt sich ein Korper in einer senkrechten Ebene am Ende
eines Fadens, der an der Ubergangsstelle zweier Zykloidenbahnen mit wage-
rechter Rollbahn befestigt ist und auf dieser Bahn sich auf- und abwickelt,
withrend das freie Stiick stets gerade bleibt, so haben wir ein Zykloiden-
pendel vor uns, bei dem der Korper die Evolvente beschreibt, die mit der
urspriinglichen Zykloide kongruent und nur um den Rollkreisdurchmesser 27
senkrecht, sowie um den Halbkreisumfang wagerecht verschoben ist, vgl. § 7,
3. Beispiel und Abb. 33. Aus der Zykloidengleichung

z=1(p —sing), y=r(l—cosg), . . . . .. 12)

worin z von der Spitze aus und y senkrecht nach unten gerichtet ist, wihrend ¢
den zugehorigen Bogen des Rollkreises bedeutet, folgt

de=r(l—cosp)dy, dy=rsingdy, ds:erin%dtp, . 12a)
Alsdann ist der Lauf von der Ruhelage bei y, bzw. ¢,

v:‘/Zg(y—yo)‘z\/2gr(cos<po—cos<p)=V4gr<cos‘3%—coszg> , 13)

und die zwischen diesen Lagen verflossene Zeit

P P o P @
s Vz sin & do ) ]/Z d <cos —2—>
== P ———— = — -

= - _ 2 14)
v 914/ Lo g !
2P0 o ? / eog2 PO 2 @
l/ cos? 5> — c0s® 5 1 cos® 5 — o8
Po To To
oder
7 ) ' cOos 'g‘
t=2|/ —|arcsin 1 — arcsin e e e e e e e e 14a)
g cos 20
2
Am tiefsten Punkt ist y=2r, also cosp =—1, p=u=, cos %:0, also
wird, da arcsinl:g ist, t_—_n]/ —g- und die ganze Schwingungsdauer fiir
den Hin- und Riickgang —
7
t,=4dax V IR 14b)

unabhéngig von dem durch ¢, bzw. y, gegebenen Ausschlag und in Uber-
einstimmung mit der Dauer kleiner Schwingungen eines Kreispendels von der
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Linge 47. Der Zwangsanlauf, der durch den Faden bedingt ist, ergibt sich
4

mit dem Kriimmungsarm g:4rsin§ zu
? — cos
q’:v——}—gcos d=yg Eﬁvtpoﬁ—w——qg——}—sinig ,
0 . @ 2
- 2 sin ;
2
also im hochsten und tiefsten Punkte mit ¢ =g, und ¢ ==

%o

q,) = g sin 5 und  ¢/= ‘g (8 cos ) .

Beim Vergleich dieser Ergebnisse mit dem Kreispendel ist zu beachten,
daB der Winkel ¢ beim Zykloidenpendel nicht den Ausschlag aus der lotrechten
Ruhelage, sondern den doppelt so grofen Rollwinkel, vgl. Abb. 33, bedeutet.

§ 18. Die freie Relativbewegung obne Drehung. Befinden
wir uns in einem fahrenden Eisenbahnzuge, so erscheint uns die
Umgebung in einer der Fahrtrichtung entgegengesetzten und zwar
um so rascheren Bewegung begriffen, je niher die Gegenstinde dem
Bahnkérper sind. Gehen wir ferner in dem noch langsam fahrenden
Zug riickwiarts, so konnen wir unsern Lauf so regeln, daB wir unsern
Ort gegeniiber der Umgebung nicht &ndern, die somit an unserer
Bewegung teilzunehmen scheint. In beiden Fallen haben wir es mit
einer scheinbaren oder Relativbewegung von Koérpern gegen
einen selbst bewegten Korper zu tun, die schon darum eine ge-
nauere Untersuchung erfordert, weil wir streng genommen absolut
ruhende Korper nicht feststellen kénnen. Denn von der im
gewdhnlichen Leben als ruhend betrachteten Erde wissen wir, daB
sie um die Sonne lduft und sich auflerdem um ihre Achse gegen
den Fixsternhimmel dreht. Wir diirfen aber auch aus dem gleich-
artigen Auseinanderriicken von Fixsternen in einer Himmelsgegend
und dem Zusammenriicken solcher in entgegengesetzter Richtung
auf eine Bewegung des ganzen Sonnensystems gegeniiber dem Fix-
sternhimmel schlieBen. Endlich zeigt sich, daBl auch die vermeint-
lichen Fixsterne nicht dauernd ihre gegenseitige Lage beibehalten,
so daB es in der Tat nur Relativbewegungen von Korpern gegen-
einander gibt und nirgends in der Welt ein ruhender Punkt angegeben
werden kann.

Wenn wir trotzdem im folgenden von einem ruhenden Achsen-
kreuz sprechen, so diirfen wir niemals vergessen, daf auch das
nur relativ zu verstehen ist und zwar im gewéhnlichen Sprach-
gebrauch in bezug auf die Erde, von deren Bewegung wir dabei
zunichst absehen. Gegeniiber diesem Achsenkreuz XOY moge ein
zweites £ sich in derselben Ebene parallel zu sich selbst derart
verschieben, da sein Anfang £ eine Kurve 4'QB' mit den sog.
absoluten Achsenabstinden a’, %" in bezug auf das ruhende Kreuz
beschreibt. Legen wir dann noch, da Drehungen der Achsenkreuze
gegeneinander nicht in Frage kommen, die Achsen des bewegten
parallel denen des ruhenden, so wird ein Punkt P mit den Achsen-
absténden z”, y” im ruhenden Kreuz in bezug auf das bewegte nach
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Abb. 59 die relativen Abstande
=z" — 2, p=y"—y . . ... .. 1

besitzen, aus denen dann auch die relativen Lauf- und Anlauf-

teile H 0 ./ Y/ 7 )
s=d —d, =YYl a)

g::ﬁ”—:ﬁ’, 1'7':?7”_?-/-1)

hervorgehen. Bei der drehungsfreien Relativbewegung sind
demnach die absoluten Achsenabstande, Lauf- und Anlauf-
teile eines bewegten Punktes die Summe der entsprechen-
den relativen des Punktes und der absoluten des Bezugs-
punktes Q. Alle daraus abgeleiteten Punktabstinde, z B. 1, ”
und r in Abb. 59, Léufe und
Anldufe im festen und bewegten
Achsenkreuz sind folglich Vektoren
und kdénnen wie diese geometrisch
zusammengesetzt werden. Istferner
& der Neigungswinkel der Ab-
solutbahn (im festen Achsenkreuz)
und 7 die Neigung der Relativbahn
(im bewegten), so gilt

4

Ly

x y'=z"tgd, 1'7=$.tg1:, 1b)

also wegen 1a)
§'—n—¢ =" tgd —Etgr. 1lc)
Insbesondere erhalten wir fiir den ruhenden Punkt P wegen

'II= "I=0 . . .
r Y éi:__x-r’ = __yl 2)
Y G

Der feste Punkt befindet sich demnach von einem be-
wegten 2 aus beobachtet in einer derjenigen von £ ent-
gegengesetzten Relativbewegung. In der Tat geht, wihrend
die erste Gl. 1b) mit &’=¢"”" =0 ihren Sinn verliert, die zweite

uber in

Y =a'tgz.
Setzen wir in 2)
E=rcos @, n=rsing,
so wird
1 f=rcosp—@rsing, n=rsing | q@rcosp, . . 2a)
also

ELip=vi=ilg .. ... ... ... 2D

Das Vorbeifahren an einem ruhenden Punkt weckt dem-
nach einen scheinbaren Drehwert, der im verkehrten Ver-
hiltnis zum Abstand von diesem steht. Dadurch erklart sich
das scheinbar rasche Vorbeieilen der Telegraphenstangen im Vergleich
zu der langsamen Relativbewegung weiter vom Bahnkérper ent-
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fernter Gegenstinde im Gesichtsfelde eines Beobachters im Eisen-
bahnzuge.

1. Beispiel. Der Lauf eines fahrenden Schiffes wird aus der
Relativbewegung eines ausgeworfenen Schwimmers, des sog. Logs, welches auf
der ruhenden Wasserobertliche unbeweglich liegen bleibt durch Beobachtung
der Ablaufzeit ¢ einer durch Knoten abgeteilten Linge s auf der Logleine er-
mittelt. Ist ¢, der Schiffslauf in der Fahrtrichtung x, ¢, der Lauf senkrecht
dazu infolge Seitenwindes, so folgt nach 2) fiir die Relativlaufteile des Logs

é:—cl, D= Chy v v e e e e 3)
also mit dem Winkel « der Logleine gegen dis Fahrtrichtung
¢, t=sc080, Gt=ssine. . . . . .. .. 3a)

2, Beispiel. Ein Fahrzeug mit dem Lauf v in der z-Richtung wird von
einem Korper getroffen, der die Bahn mit dem Lauf ¢ unter dem Winkel «
kreuzt, Abb. 60. Alsdann sind die Relativlaufteile dieses Kérpers in bezug auf
das Fahrzeug wegen

2’ =ccose und " =csina,
E=ccoso—v, p=csine . . . .. .. .. 4)

und der relative Kreuzungswinkel («-}- ) folgt
aus

dn ¢ sin «
te (9 =3¢ = ooosa—v’ .
oder csmee
_ wsina sin{e+6) ¢
1Jga“c—vcosox’ bzw. sind v 4a) ord

ol Yoy

Fiir « =900 wird daraus
ctgd=w, . .. ... 4b)

womit die Neigung 6 der mit ¢ senkrecht herabfallenden Regentropfen gegen
die Lotrichtung auf der Fensterscheibe des Fahrzeuges gegeben ist. Unser
Ansatz trifft auch noch =zu fir die sog Aberration eines Lichtstrahls, der
mit dem Lichtlauf ¢ = 300000 km/sec die Erdbahntangente unter einem Winkel «
kreuzt. Da fiir die Erde v = 30 km/sec ist, so folgt fiir &= 90°aus 4b) 6 = 20,25”
Es ist das die groBe der Erdbahnebene (Ekliptik) parallele
Halbachse der scheinbaren Ellipsenbahnen aller Fixsterne,
die an der Ekliptik in Gerade, an den Polen in Kreise iiber-
gehen, damit Abbilder der Erdbewegung um die Sonne sind
und riickwirts die Laufbestimmung des Lichtes ermdoglichen.

>
'
b,

_l— —

3. Beispiel. Die in einem bewegten Aufzug befindlichen
Kérper unterliegen dem Erdanlauf &/ —=—g¢g, wenn 2’ deren =
Hohe iiber der Schachtsohle bedeutet. Ist dann 2’ die zu-
gehérige Hohe des Aufzugsbodens und & die Korperhohe
iber diesem, Abb. 61, so besteht die Beziehung fiir den Re- x
lativanlauf .

E=—g—& . . 0.0, 5)

Daraus folgt, daB beim Anheben mit positivem & fiir den |
Aufzug der darin befindliche Korper einen gréferen Anlauf :
als g erfihrt, vor dem Anhalten dagegen wegen i’ <Z 0 einen |
kleineren, wihrend fiir die Abwirtsbewegung gerade das Um- :
gekehrte zutrifft. Davon kann man sich leicht durch einen Wm
Fallversuch im Aufzug selbst iiberzeugen, der nar bei gleich- :
formiger Bewegung desselben scheinbar mit dem Erdanlauf |

vor sich geht. Abb. 61,

~

b
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4. Beispiel. Zur Ermittlung des Zusammenhanges zwischen den schein-
baren und wahren Planetenbahnen nehmen wir die letzteren der Ein-
fachheit halber als kreisférmig und in einer und derselben Ebene gelegen an,
Abb. 62. Sind dann @, und @, zwei Bahnhalbmesger mit den Drehwerten o,
und o,, so sind in bezug auf ein fest gedachtes Achsenkreuz die Achsenabsténde
beider

* =a,co8e,t, ¥y =a,sinet l 6)

o =ayo0s (et +f), Y =a3008(et+h) |

wenn A den der Nullage (fiir ¢ = 0) von P, entsprechenden Winkel von P, mit
der X-Achse bedeutet. Alsdann sind die Relativabstinde von P, in einem mit
P, bewegten zum festen parallelen Achsen-
kreuz
& =a, cos (et + ) —a, cos ot ] 7
7 =a, sin (et + ) — a, 8in o ¢
mit dem durch ¢%=&%-4 %7 oder
o 07= 0+ a*— 2a, @, 008 [(ay—ay) £+ ] Ta)
gegebenen verdnderlichen Abstand beider
Planeten, der in der Periode

to==——"— . ... T

zwischen dem Kleinstwert o —a, — @, und

dem Hochstwert a, | @, schwankt. Die

dem ersteren entsprechende Stellung eines

Abb. 62. Planeten bezeichnet man als Oppo-

sition, wenn der innere Kreis die

Erdbahn darstellt, im andern Falle dagegen als untere Konjunktion,

wihrend die dem Hochstwerte von o entsprechende Stellung die obere Kon-

junktion heiBt. Der relative Drehwinkel v des Fahrstrahls ¢ gegen eine durch
Fixsternbeobachtungen festgelegte Richtung P, Z ergibt sich dann aus

n  a,sin (et | f)—a,sine ¢
t P O
gv § 7 aycos{wt | B) —a,coseyt’ 8)

worin nach dem dritten Keplerschen Gesetz mit den Umlaufszeiten ¢, und ¢,

(3) " (%)2: (:z)“ ........... 9)

die Abstinde durch die Drehwerte o, und o, ersetzt werden konnen. Zu deren

Ermittlung, sowie der Phase § braucht man demnach drei Beobachtungen von .

Ferner folgt aus . . . .

Py=E&q—n¢

der doppelte scheinbare Flachenlauf zu
p=aleFate,—aa(+a)eos(e,—a)i+p . .. 10)

als eine periodische Zeitfunktion, so daB also die Relativbewegung der
Planeten nicht als Zentralbewegung aufgefalt werden kann. Der rela-
tive Flichenlauf und Drehwert kanun sogar zeitweilig verschwinden und danach
sein Vorzeichen #ndern, woraus eine teilweise riickléufige scheinbare Be-
wegung hervorgeht. Derartige Umkehrpunkte treten ein fiir =0, also
nach 10) unter Ausschaltung von @, und a, durch 9) fiir Stellungen bzw. Zeit-
punkte, welche die Bedingung

11 1
Tl :‘1'12 o+’ % (ﬁﬁfl}s @* +t,")
¢0os [ (oty — o))t + f7] 2,7, @ + o) Lt . . . 10a)
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erfilllen. Nennen wir den hierdurch bestimmten Winkel y, so werden die zu-
gehorigen Zeitpunkte

Es gehoren also immer zwei solche Umkehrpunkte zusammen, zwischen denen
die scheinbare Planetenbahn wegen der in unserer Betrachtung vernachléssigten
Neigung gegen die Erdbahn eine Schleife bildet, die durch die Exzentrizitit
der Bahnen noch ein wenig geindert wird. Mit den Umlaufszeiten und Dreh-
werten ist auch nach 9) das Abstandsverhiltnis a,:a, gegeben; es fehlt also
noch eine weitere Gleichung
zwischen diesen GroBen zu
ihrer absoluten Bestimmung.
Diese liefert uns der Vor-
beigang eines Planeten,
z. B. der Venus vor der
Sonne, Abb. 63, wobei der
Schatten der Venus von zwei
moglichst weit auf der Erde Abb. 63.

voneinander entfernten Punk-

ten 4 und B aus an zwei Stellen S’ und $” auf der Sonnenscheibe betrachtet
wird, deren scheinbaren Abstand man durch den kleinen Winkel A VB
=Q8'V8”==35 messen kann. Fiir eine symmetrische Lage von AB=15 zur
Knotenlinie EV S ist dann

b é b

a24a1:§0tg—2"~3* ........

11)
die gesuchte weitere Gleichung.

5. Beispiel. Ein Kahn K fihrt mit gleichférmigem Lauf ¢, auf einem
FluB mit dem Stromlauf ¢, in der x-Richtung auf eine feste Uferstelle O zu,
Abb. 64. In diesem Falle empfiehlt es sich, an
Stelle der Relativbewegung zum strémenden
Wasser die wahre Bahn durch Zusammensetzung
der wahren Laufteile in der Strahl- und Dreh-
richtung in bezug auf O 8hnlich zu ermitteln, wie
dies im 4. Beispiel des § 16 geschehen ist. Mit
dem Fahrstrahl OK =7 und dem Drehwinkel ¢
haben wir hiernach den Strahl- und Drehlauf
des Kahnes

Vp=F =CC08Q—C; Uy=T@=—Cy8ing, 12)
also o
dr_o=00sg, 194 Abb. 64.
r ¢, 8in @
E_l.
— % lgntg? —lgnsi A
]gnr_lgnro+czlgntg2 Ign sin ¢, r“sintp tgZ , 13)

worin der Integrationsbeiwert 7, den auf der x-Achse senkrechten Fahrstrahl
bedeutet, dessen Linge durch irgend eine Anfangsstellung r,, ¢, des Kahnes
gegeben ist. Da fiir

=0, ¢=0, r=0, fiir p=m, =0, r=00 ist,
so beriihrt die Bahn die z-Achse in O und liuft ibr andrerseits im Unendlichen
parallel, Abb. 57. Weiter ist

2 [ ] [ -H‘zil

S 1 [ T
mf—rcosqv»~r00tgtp<tg2>——2 tg2 tg2 )

€1

, 13a)

Ce

y=rsin ¢ =7, (tg %>
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oder nach Ausschaltung von ¢
a=t ate

23:@) " _<l) R 13b)

To 7o 7o

wonach Hochstwerte x, und y, fir

€102 ¢ teg
<tg ﬁ)f’:cl——cg = :@kcl——cz\ 202_(@-—@) 262]
2 ¢ +c’ 2 51+62/ ¢ 1 ¢, 13¢)

tgg.;g':ooy P =, Y, == 00

sich ergeben, deren erster allerdings an die Bedingung ¢, => ¢, gekniipft ist.
Fiir die Fahrzeit erhalten wir aus 12) mit 13)

c1 4]
¢

dt =— r«?(p = — ro‘d;p <tg £>c2: . nie (tg Z{) 2, 14)
c,8in g ¢, 8in? ¢ 2 dc.sin? & cos & 2
2 2 2
ﬂ
LR N Y ) 2
To sin??  cos? ¥ 2/ 2
Y 2 2
Wha &
= (ste§) “a(ew ) (15)"alte 7).
also nach Integration von ¢ bis 0
G=c atey
2 1 ( lp) [ 1 ( (p) [
. z (g ) L
To €, — Cy X _I_cl -+ ¢ ) ? 143)
oder
10 cites
2t 1 < Yy ) 21 1 ( y> o1
— = 2 — L 14b
To  CL—0C 1\ €+ €2\ )

und im Sonderfalle fir den O in der Entfernung y-=—=r, gerade gegeniiber-
liegenden Ausgangspunkt mit ¢ = 90°
To €y

Die Fahrzeit ist demnach nur so lange endlich, als ¢, >c¢,, d. h. als die
Kahngeschwindigkeit groBer als der Stromlauf ist. Andernfalls kann
der Kahn die gerade gegeniiberliegende Stelle iiberhaupt nicht erreichen.
Unser Ergebnis gilt auch fiir den Fall, daB an Stelle der Strémung die
umgekehrte gleichformige Bewegung ¢, des Punktes O tritt, den ein seitlich
herankommender mit ¢, zu erreichen sucht!). Die Gleichung der hieraus her-

vorgehenden sog. Verfolgungskurve erhalten wir, indem wir & -¢,( —t,)=-—2"
setzen, mit 13b), 14b), 14¢) zu
Gzee Gitls
2 e <y> a _q <ﬁ> @ _ 200 15)
Ty 06y \1g ¢+ \1 ef—e" T

1) Die Ubereinstimmung beider Bewegungen hat seltsamerweise W. Voigt
nicht bemerkt, der sie mit dem 4 PBeispiel § 16 in seiner ,Elementaren Mecha-
nik“ (2. Aufl. 1902) S. 73ff. gesondert behandelt und mit Hilfe der Relativ- |
bewegung durch recht umsténdliche Rechnungen Gl. 15) und aus ibr mit y =0
die Laufzeit 14¢) gewinnt.
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§ 19. Die freie Relativbewegung mit Drehung. Dreht sich
das Achsenkreuz ZOH um den Anfang des festen Kreuzes XO07Y,
so sind die Achsenabsténde in beiden nach Abb. 65 durch die Formeln

5—_—xcos<p—i—ys%ncp} oder x:&cos<p~—nsinqp) 1)
p=ycosp —xsing y:ncossv—{-fsm(p} ©

miteinander verkniipft. Daraus folgt dann #
durch Ableitung mit do =wd¢

E—nw=2gcosp-gsing) 1a)

)+ E&w=1cosp—dising
oder

9'c—l~yw-——~§cosqo———57.sin¢p}. 1h)
§—xw=rncosp-}Esingpf
Auf der rechten Seite von 1a) stehen offenbar die in die Rich-
tungen & und % fallenden wahren Laufteile, auf der rechten Seite
von 1b) dagegen die relativen Laufteilein den Richtungen x undy,
wihrend links zu den wahren Laufteilen noch die wahren Drehlauf-
teile hinzutreten. Daraus geht hervor, dal der wahre Lauf eines
Punktes sich nach den Vektorregeln aus dem Relativiauf
und dem Drehlauf zusammensetzt. Der Drehlauf bezieht sich
hierbei auf den Punkt in der Drehkreuzebene, der gerade mit dem
bewegten Punkt P zusammenfillt; er steht demnach senkrecht zum
Fahrstrahl OP==9p und hat den Wert

po=0V'+P=VEfP . . . ... 2)
Besitzt das Drehkreuz EQH noch eine fortschreitende Bewegung,
so haben wir, unter &/, y’ die Achsenabstinde von £ und 2", y”

von P im festen Kreuz XOY verstanden, nach GL 1) des vorigen

Abschnittes
R "L
x' =X X, :l_/ Y y, 1 e e e e 3)

in 1b) mit 1) zu setzen, woraus

@r'_zé'z(f‘__nw)008¢~(5?+5w)sin<p } 32)
§' — 9 =O+Eéw)cosp 4 (§ —yw)sing
hervorgeht. Der wahre Lauf 0" = V&"? | ¢”? des Punktes P setzt

zentrums £2, dem Relativlauf v:‘/f“—{—iy? in bezug auf das Dreh-
kreuz und dem Drehlauf ¢-w des mit P in der Drehkreuzebene sich
gerade deckenden Punktes nach der Vektorregel zusammen, wie in
Abb. 66 zu ersehen ist. Hierin bildet 2+’ die Tangente an die Bahn
von £2, Pv die Tangente in P an die relative oder scheinbare Bahn
im Drehkreuz und schlieBlich Pv” die Tangente an die wahre Bahn
von P im festen Kreuz,



76 Gezwungene und Relativbewegung.

Zur Ermittlung der Anlaufteile sehen wir wieder zunichst
von der Eigenbewegung des Drehkreuzanfanges ab und erhalten
dann durch weitere Ableitungen von 1la)

;é———d~(giw—):icos¢-{—g'jsintp—]La)(y'cosm—i’sinrp)]l
Y

A7) . NN

;7+—6T:Jcos¢~xsm(p~—w(_wGOS(p—{—ysm(p)J

Hierin bedeuten die Glieder

N & cos ¢ - sin p = (§), §cosp —Esinp = () 5)
N2’ die in die &- und #-Richtung fallenden wahren An-
laufteile und nach 1a)

ow & cos ¢ - g sin g = (§), yeosp—ising=(7) ba)
die in die gleiche Richtung fallenden wahren Lauf-
teile von P, so daBl wir auch an Stelle von 4) schrei-
ben diirfen

P d(now)

T 4a)
Abb. 66. ijt— g =) — @) I

Der wahre Anlauf setzt sich demnach nicht allein aus dem relativen
und dem Drehanlauf zusammen, deren Anteile auf der linken Seite
von 4a) stehen, sondern enthdlt noch einen auf den wahren Lauf
normalen Zusatzanlauf wv, der gewohnlich nach seinem Entdecker
Coriolis (1832) benannt wird. Dieser Zusatzanlauf ist uns schon
einmal bei der Aufstellung der Anlaufteile in Polarkoordinaten im
§ 9 begegnet. Die dort entwickelten Formeln lassen sich aus den
vorstehenden unmittelbar ableiten, wenn wir {=r, &=+, =0,
7 =20 setzen, so dafl die Bewegung in Polarkoordinaten als Relativ-
bewegung eines Punktes auf dem rotierenden Fahrstrahl erscheint.

Zur weiteren Verwendung unserer Ergebnisse ersetzen wir zweck-
maBig in 4) die Klammerausdriicke rechts durch ihre Werte aus
1a) und erhalten dann nach Zerlegung von d(nw):dt und d(éw):dt
die Formeln - .. . . .

(§)=§—nu)—~5w“—2w1z}
()= + &6 — no 4208
die sich fiir eine besténdige Drehung mit w==0 noch vereinfachen,
bzw. unter Benutzung von 3) auf den Fall des fortschreitenden

4b)

Drehpunktes £ dadurch ausdehnen lassen, da8 wir an Stelle von (&) und

(#) die Unterschiede (&)” — (&) und (#)” — (%) setzen, in denen die
ersteren Glieder die Anteile des wahren duBleren Anlaufes, die zweiten
dagegen die Anlaufteile des Anfanges Q des bewegten Achsenkreuzes,
beide in den &- und y-Richtungen genommen, bedeuten.
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Beispiel. Der bewegte Punkt sei einem nach dem Drehmittelpunkt ge-
richteten, dem Abstande von diesem verhéltnisgleichen Anlauf unterworfen,
wihrend die Drehung selbst gleichformig verlduft. Alsdann sind mit einem
Beiwert o die wahren Anlaufteile

(5):— &, @=—en . . . ... ... 6)
und wir erhalten aus (4b)
£t (o — o?) E==2 0
n—{—(Otz-wz)n:—wa} ........ 6&)

Es handelt sich also, wie die Betrachtung der linken Seite dieser Formeln
lehrt, um gleichzeitige Schwingungen des Punktes in der & und #-Rich-
tung, die aber durch die rechts stehenden Glieder miteinander gekoppelt
sind. Den beiden Schwingungen geniigen nach § 11 die Ansétze

E=Ae"?, n=Be", . . ... ... ... 7

deren Einfiihrung in 6a) nach Wegheben der nicht verschwindenden Exponen-
tialgroBe e”?

A+ o — 0?)=20xB \}

Bt o2 —o)=—2wxdj "~ """

ergibt. Da auch A und B nicht verschwinden kénnen, so liefert die Multipli-
kation und Division dieser Gleichungen

7a)

(xz—}—az—mz)z:-—tia}?x? \

%Jrgzo’ oder A2+32:0} ........ 7b)
Die erste dieser Gleichungen vereinfacht sich in

w2t o)t (F—0H)?=0 . ... ... 7c)

mit den Wurzeln
w?==— (o>} 0?) 4+ 20w =— (¢ & w)?,
Hyp =k i (e+ w)= L ie, = file—w)=>Diw.. . 7d)
Wir erhalten also in beiden Achsenrichtungen des Drehkreuzes
E:Aleia1t+Age_ia‘t+A3eia*t+A4e_ia2t }
’7=Bxeia‘t‘+‘ Bze_ialt +B3eia2t+B4e—ia2t

je zwei sich iiberlagernde Schwingungen, die sich gegenseitig nach § 12 ab-
wechselnd verstirken und verschwiichen und deren Beiwerte 4 und B durch
7a) bzw. die zweite Bedingung 7b) derart miteinander verkniipft sind, daB

oder

B,__B, B, B
4, =4, =" 4,= 4, " .
BB, BB _, BB, BB _ _, l -9
A‘l Az A1 A3 ’ Ax A4 AzAs
Damit ergibt sich dann
n:i[Alei“1t~A2e’i°‘lt—Asei“2t+A4e_i“2t] .. .. 8a)

und wegen o o, =2¢«, o —o,=2w der Fahrstrahl ¢ aus
=8t =4 (4, A, A A, A, A e A, 4,672 8Dy
mit dem relativen Flidchenlauf
Pip=pf—En=—4[(aF 0) 4,4, — (e — ) 4, 4]
— 44,43 L A, 4,672 ., 8o
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Die Relativbewegung ist demnach wegen der periodischen Schwankung der
letzten GroBe, deren Periode iibrigens vom Drehwert o unabhingig ist, keine
Zentralbewegung. Im Sonderfalle «=0, also z. B. einer frei beweglichen absolut
glatten Kugel auf einer absolut glatten wagerechten Scheibe verschwindet die
Verinderlichkeit von ¢ und 0?3, wonach nur ein Kreis von beliebigem Halb-
messer als Relativbahn iibrig bleibt.

Wird schlieBlich o?= w?, so vereinfacht sich 6a) in

E=2 w1, = — 2wk, } 0
woraus Eldaré=0, Gebdeti—0f

wird. Danach sind die beiden relativen Laufteile je einer einfachen Schwin-

gung
E=c,sin(2ot+B,), J=cysin@wt-p,) . . . . 10a)

von gleicher Dauer unterworfen, die sich auch aus 8) bzw. 8a) mit «; =0,
o, = 2w ergeben. Beide Schwingungen ergeben nach § 15, Beispiel 1, als
Relativbahn eine Ellipse, deren Mitteipunkt allerdings nicht mit dem Dreh-
zentrum zusammenzufallen braucht. Zur Bestimmung der Beiwerte, die sich
auch in diesem Falle auf vier zuriickfiihren lassen, aus den anfinglichen

Achsenabstinden &, » und den zugehorigen Laufteilen £, # bedient man sich
zweckmiBig wieder der Gleichungen 8) bzw. 8a), die fiir diesen Fall in

§:A192iwt+Aze“2iwt+Aa+A4 ] 11)
p it — et g a])

iibergehen und mit Hilfe des Moivreschen Lehrsatzes leicht auf Winkel-
funktionen umgeformt werden konnen.

§ 20. Die gezwungene Relativhewegung ohne Drehung. Ist
der betrachtete Punkt gezwungen, sich in einer vorgeschriebenen Bahn
zu bewegen, welche selbst fortschreitet, ohne sich zu drehen, so haben
wir nur, wie in § 16, den zur relativen Bahntangente senkrechten
Zwangsanlauf ¢’ in die Bewegungsgleichungen einzufiihren und diese
dann ebenso weiter zu behandeln wie
bei der freien Bewegung. Ist in
Abb. 67 v der Neigungswinkel der
Zwangsbahn gegen die &-Achse, so
sind — ¢’ sinz und -}-¢’cost die in
die &- und #-Richtung fallenden
Anteile des Zwangsanlaufes, so daB

Uy

£27 Z - dann fiir eine reine Parallelver-
! 4 schiebung der Bahn unter dem Ein-
ly’ : flufl eines &uBeren Anlaufes mit den
| | Teilen ¢, und ¢, die Bewegungsglei-
,' f 4 chungen lauten
0 z' x” wrr R .
Abb. 67. x==5+w*=%"ﬂ@m’} 1)
J' =i+ 5 =g, cost)

Daraps folgt nach Erweiterung mit d&=docos7, dy—dosinz,
W.Ob(il do das Bogenelement der Zwangsbahn bedeutet, sowie unter
Einfiihrung des Relativlaufes v und des Kriimmungshalbmessers g
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durch gde+ ﬁdn=vdvl
. - 22
ncosr——fsmr_; J

=

nach Addition und Subtraktion

vdv:(gm—i’)d5+(qy—g}')d1; ‘ 0
v? v w P SN a
E:(qy—y)cosr——(qz~—x)smr—[—q

zur Bestimmung von v und ¢’

1. Beispiel. Handelt es sich um eine gleichférmig fortschreitende
Zwangsbahn in einer lotrechten Ebene unter dem Einflu des Erdanlaufs g,
so wird

7. =0, H=—49, #F=0, =0, ...... 3)

also nach 1a)
2

vdv=—gdy, »Z—:q’—gcosr, ....... 3a)
oder mit einem Anfangswert v, fir g,
P —92=29@me—n). . ... ... .. 3b)

Das wiirde z. B. fiir ein auf einem gleichférmig bewegten Fahrzeug angebrachtes
Pendel zutr ffen, welches demnach genau so schwingt wie an einem ruhenden
Aufhéngepunkt und insbesondere wegen dyn==0 mit do =0, bzw. v==0 den
tiefsten Punkt mit dem groBten Lauf durchstreicht, der auch die relative
Ruhelage des Pendels darstellt. Unterliegt dagegen mit oder ohne gleich-
férmiges Fortschreiten in der y-Richtung die Zwangsbahn einem Anlauf ¢ in
der z-Richtung auBer demjenigen der Erde, so haben wir

=0, q=—g, F=q, F=0, .. .. .. 4)
also nach 1a)
vdv=—qdf—gdy
2
Z‘:(ISinr—gcosr—{—q’ } """"" 4a)

Die erste dieser Gleichungen ist*fiir besténdiges ¢ sofort integrabel; sie ergibt
aber auch ohne weiteres fiir dv =0 die Bedingung

gdé-tgdn=0 . . . .. ... ... 4b)

des groBten Laufes, der mit v=0 auch die relative Ruhelage geniigt. Es
stellt dies offenbar eine Gerade mit dem Winkel 7, gegen das Lot, gegeben
durch

d
tgr(,:fdg:— ............. . . 4o

dar, um welche ein Pendel im beschleunigten Fahrzeuge schwingt.
Durch die Beobachtung dieses Winkels ist man somit in der Lage, im Innern
des Fahrzeuges die Richtung und GréBe eines solchen wagerechten Anlaufes
festzustellen, der unter anderem auch beim Durchfahren einer Kriimmung 1:#
mit dem Lauf ¢ im Betrage ¢=c®:r sich geltend macht.

2, Beispiel. Soll ein Punkt P auf einem mit dem Anlauf &’ = ¢ bewegten
Keil, Abb. 68, liegen bleiben, so ist

fzfl: =0, E:Os ’7:0: 2.==0, Qy=—g, - . . 5)
also nach 1)
g=—¢ sinz, g=¢ cosr,
oder (——gtgr } ........ 5a)
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Der Zwangsanlauf ¢' zerfillt demnach in zwei Teile, deren lotrechter den Erd-
. anlauf ausgleicht, wihrend der wage-
7 A rechte dem Anlaufe ¢ des Keiles ent-
: spricht, der selbst nach der y-Achse
zugerichtet ist.
Die Ruhelage des Punktes auf dem
Keil konnen wir auch erreichen durch
Festhaltung des letzteren und Drehung
des ganzen Gebildes um die y-Achse
v mit dem Drehwert . Alsdann wére
> unter sonst gleichen Verhiltnissen # = 0,
¢»==q¢—=2" »® und nach Einsetzen in 1)

Abb. 68. q=¢ sint, g=¢q'cosz, g=gtgtr 5b)

§ 21. Die gezwungene Relativbewegung mit Drehung. Um
die gezwungene Relativbewegung auf einer vorgelegten, um den
Anfangspunkt O sich drehenden ebenen Kurve, Abb. 69, zu
untersuchen, greifen wir auf die Gl. 4b) § 19 zuriick und fiigen den
wahren Anlaufteilen in der &- und #-Richtung auf der linken Seite
die entsprechenden Zwangsanlaufteile — ¢’sint und ¢'cosz hinzu.
Dadurch erhalten wir unter Beibehaltung der iibrigen Bezeichnungen

(E)——q’sint:é‘»—-na}—Sw?—?wiy‘} 1)
(i) +4 cosT=5j + £6 — 0 -2 0E S

y worin sich der Tangentenwinkel z der
Zwangsbahn aus der Gleichung im
, Y £n-Kreuz bestimmt. Handelt es sich,
wie in den meisten praktischen Fillen,
o um die Drehung der Zwangsbahn
in einer wagerechten Ebene, so
vereinfachen sich infolge Wegfalls
eines #dufleren Anlaufs, also wegen
a z = < (§)=(5)=0, die Formeln. Unter
Abb. 69. Einfiihrung des im letzten Paragraphen
durch 2) bestimmten Relativlaufes v

und des Kriimmungshalbmessers ¢ der Zwangsbahn wird daraus

A

]

'
7 1
z

7
¢

vdv=0?(¢dé-+ndn)—oEdy—ndé) \
2 .
q’:%—a)g(ncosr——fsinr)—{—2w(Ecosr—}—7'7sinr)—|— too. 1a)

—+ & (§ cos T -y sin 7)
Hierin ist aber nach Abb. 69 mit OP =17

EL+n=r §dit-ndy=rdr, . . . . . 2)
Sowie fcosttfsint=—v . . . . . ... 2a)
und schlieflich mit dem Winkel » des Fahrstrahls  mit der Bahn-
tangente .
&=rcos(v—v), n=rsin(tr —»)
ncosr—&sinz:——rsinv} 2h)
Ecost -} psint=rcosy
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Damit vereinfachen sich unsere Gleichungen in

vdv:aﬂrd?’—d)@:d?]_“’]ds) ]

q’:%—[—w‘ﬂ’rsinv—{—Zwv—{—cbrcosv J}

3)
Wollen wir unsere Formeln auf den allgemeinen Fall der Wirkung
eines #uBeren Anlaufes unter gleichzeitiger Verschiebung des Anfangs-
punktes £ des bewegten Achsenkreuzes ausdehnen, so haben wir

nur in 1) die Ausdricke (§) und (%) durch die Unterschiede

(8)" — (&Y und (%)” — (%) der Anteile des wahren dulleren Anlaufes
und des Anlaufes von £ in der &- und #-Richtung zu ersetzen.
Dadurch werden indessen die Gleichungen so weitschweifig und fiir
die Anwendung so unbequem, dafl wir derartize Bewegungserschei-
nungen in der Folge lieber von vornherein im ruhenden Achsen-
kreuz verfolgen wollen, womit sich die hier nur angedeutete Erweite-
rung von 1) und 3) eriibrigt.

Dagegen ist noch der praktisch wichtige Fall des unverénder-
lichen Drehwertes w zu erwidhnen, in dem sich unsere letzten For-
meln 3) vereinfachen in

vdv=wirdr ]
g':%—}—wgrsinv—l—Zwv j’

von denen die erstere sofort integrabel ist und mit den Anfangs-
werten 7, und v,

3a)

Ve l=(*—r2 .. .. .. . 3D
ergibt. 0 ( o) )
1. Beispiel. Ist die mit o sich drehende Bahn eine Gerade mit dem

kiirzesten Abstand 04 =17, vom festen Drehpunkt O, so erhalten wir nach
Abb. 70, wenn noch die relative Bahnstrecke A P =o¢ gesetzt wird,

1 =r2to0% rdr=odo, v=906, vdv=6do=ddo,
also nach der ersten GI. 3a)
o=owlc. .. ... 4) 2

Diese Gleichung unterscheidet sich von »

der Schwingungsgleichung nur durch das

Vorzeichen des rechts stehenden Gliedes, [4 w? X
wiirde also Winkelfunktionen mit ima- AN
ginirem Argument ergeben, die durch 76\

reelle ExponentialgroBen ersetzt werden A

konnen, Wir erhalten demnach mit zwei Abb. 70
Integrationsbeiwerten 4 und Bdie Losung -

o=Ae® ' 4-BeT®, . ... ... 4a)
von deren Richtigkeit man sich durch Einsetzen in 4) Giberzeugen kann. Da
ferner v—o—w(de®t —BeTOY L ... 4D)

ist, so bestimmen sich die Beiwerte mit den Bedingungen, daf fiir =0,
06=0, v=uy, werden soll, aus den Gleichungen

A-+B=0, (A—Bo=uv,
Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Aufl, 6
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zu L h__
T 2w’ R
Mithin lautet das Ergebnis
azg%(e“"—e_“"), v:%"(e‘”—}-e“”t> ...... 5)
und der Zwangsanlauf folgt aus der zweiten Gl. 8a) mit o==00, rsiny — 7o
7 =o0trylov(ete®), . ..., 5a)

Zur Ermittlung der Absolutbahn des Punktes im ruhenden Achsenkreuz
fiihren wir den Fahrstrahlwinkel ¢ mit der z- Achse durch die Gleichungen

rein (vt — @) =r,, qa——_wt—a,rcsin;Q ....... 6)

ein, welcher den Zeitbeginn fiir die in Abb. 70 wagerechte untere Lage der
Zwangsbahn festlegt. Da nun nach 5)
etut_e—(ut:%gg‘ 62(01—2‘2) e'Util

v Yo

T 5202 o
et =22 4 Vl -+ Y, ot=%6in " =men? Vrt— gt ist,
%, vy? DR v
so lautet die Polargleichung

@ =UAr Sin 2 V7* =72 — aresin oL 6a)
v r
Fiir den Sonderfall der durch den festen Anfang gehenden Zwangsbahn wird
daraus mit r, =0, ¢=owt, o=r
B YT Lk
re=- Ging= p 5 s e e e e e e 6b)
was man auch unmittelbar aus 5) hitte ablesen konnen. In jedem Falle
haben wir es mit einer Bewegung zu tun, bei der die Entfernung vom
festen Drehpunkte mit der Zeit unbegrenzt zunimmt.

2. Beispiel. Der auf einer durch den Anfang als Drehzentrum O gehen-
den Geraden bewegte Punkt sei vermittels einer sog. Schraubenfeder einem
Anlauf unterworfen, welcher dem Abstande von einem festen Punkt 4 auf der-

selben Geraden verhiltnisgleich und nach diesem
zu gerichtet ist, Abb. 71. Dreht sich die Fiihrungs-
gerade gleichférmig mit dem Drehwert o, so haben

N P wir mit dem Abstand 04 = ¢
(\\/4 ‘520, 77:0: 77:0: 77:0)
. /(\3/ b=0, E=r, E=F%, (§)=—w02<’—a)
/(\\ an Stelle von 1)
(9 &) . 2
\\\/ Fr—ow r+wo2(r—a)=01 7
g ot B (=20 joo )
0 Schreiben wir die erste dieser Gleichungen in der
Abb. 71, Form — aw?
7 (0,2 — w?) [r‘a,zH_szJ =0, 7a)
0
so erkennen wir, daf sie fiir w)? — w? = ¢? > 0 eine Schwingung
, 2
r:%ggla?—f—Acosat—{-Bsinat } ....... 8)
Fe= « (B cos at — A sin «f)
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um die Mittellage aw,?: (0,2 — ©?) darstellt. Rechnen wir die Zeit vom Durch-
laufen dieser Mittellage mit dem Lauf v,, so wird

A=0, «B=m,,
also

(,7/0)0

7=~ —}—— gin at f=w,c08at.. . . .. 8a)

w,? 2 ?
Mit v,==0, d.h. nach Unterdriickung der Schwingung auf der Fiihrungsgeraden
rotiert der Punkt in seiner Mittellage um den Anfang, Wird o ?= w? so ver-
einfacht sich die erste Gleichung von 7) in

Femwpl@ . e e 9)

und die Mittellage riickt ins Unendliche. An Stelle der Schwingungsgleichungen
8a) treten alsdann die Formeln

p2
t=uv + o at, r=r +vt+ —>2— ... 9a)

worin v, den Lauf im willkiirlichen Punkte r, zu Begmn der Zeitrechnung be-
deutet. Da hierbei sowohl r als auch # mit der Zeit unbegrenzt zunehmen,
praktisch also zur Zerstorung des Zusammenhanges fiihren, so nennen wir
w=w, den kritischen Drehwert. Wird endlich infolge Steigerung des
Drehwertes w? — wy? = ¢ >0, so lautet die Grundformel

2
= (0 — wp?) [r+w2“i’°w4 R 2
mit der Losung [vgl. Gl. 4)] ’
a/wO at —at
Tt =Ce™+De } ....... 10)
r—-oc[Ce“t—De““t]

Die Beiwerte bestimmen wir dadurch, daB wir den bewegten Punkt zu Beginn,
also fiir =0 in der Lage 7, mit #=0 freigeben. Also ist

Ty

awo

~_ — (D, C—D=0,

)2 2
w*—

1 aw
C=D=- er~}— -0 J,
oder

=g o b g [t e 0w

2—0)2

Auch diese Bewegung liefert ein unbegrenztes Wachstum der Ausschlige, so
dal der Bestand der ganzen Vorrichtung fiberhaupt an Drehwerte
unterhalb des kritischen w, gekniipft ist.

6*



Zweites Buch.

Dynamik des Massenpunktes.

V. Grundlagen der Dynamik des Massenpunktes.

§ 22, Masse und Kraft, Bei unseren bisherigen Untersuchun-
gen von Bewegungsvorgingen haben wir auf die GréBe der bewegten
Korper, von denen wir streng genommen nur immer einen Punkt ins
Auge faBten, keine Riicksicht genommen. Dafl diese Beschrinkung
fiir die Erkenntnis des Zusammenhanges der Naturvorginge nicht
ausreicht, erkennt man sofort aus dem Verlauf der Bewegungen zweier
verschiedener Korper unter sonst gleichen Umstinden. Wir be-
trachten zu diesem Zweck die geradlinige wagerechte Schwingung
eines Koérpers am Ende eines lotrechten federnden Stabes, dessen
anderes Ende festgeklemmt ist, und stellen einen der Auslenkung x
aus der Ruhelage nach der Formel

f=—ax. . ... ... .. .1
verhéltnisgleichen Anlauf fest. Die Schwingungsdauer des Korpers
folgt hieraus nach den Lehren des § 11 zu

27
=

Befestigen wir nun an demselben Stabe statt dieses Korpers zwei
genau gleiche, oder einen solchen aus demselben Stoffe, aber dem
doppelten Rauminhalt, so beobachten wir wieder Schwingungen, aber
von der Dauer t,=t V2. Wiederholen wir den Versuch mit
3,4, ...m solchen Korpern bzw. einem vom 3, 4, ... m-fachem Raum-
inhalt aus demselben Stoff, so sind die Schwingungszeiten

t,—tV3,  t,=tV4, ...t =tVm. . . . 1b)

Setzen wir den letzten allgemeinen Wert in 1a) ein, so ergibt
sich mit

t la)

1

i =—

2n 20—
m == ym
«

. o
ein Anlauf "
. ?
Fe=—2
m
oder

mi=—a?2. . . . . . . ... .2
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Wir werden also der VergroBerung des schwingenden
Korpers-durch Hinzufiigung eines demselben verh#ltnis-
gleichen Beiwertes zum Anlauf gerecht, den wir die Masse
des Korpers nennen wollen. Da ihre Vergroflerung eine Verlang-
samung der Bewegung bedingt, so schreiben wir der Masse die
Eigenschaft der Trdgheit zu und sprechen demgemiB auch von
einer trigen Masse. Auf der rechten Seite der Gl 2) steht die
nur von den Eigenschaften des federnden Stabes (ndmlich der
Federungszahl «®) und seiner Auslenkung, nicht aber von der
GroBe des bewegten Korpers abhiingige Bewegungsursache, die
wir im Einklang mit dem Sprachgebrauch als eine Kraft bezeich-
nen, welche der Masse einen Anlauf erteilt. Da ferner die Masse
das Mal fiir die KorpergroBe, also ein Skalar darstellt, so ist die
Kraft als sein Produkt mit dem gerichteten Anlauf selbst
ein Vektor, dessen Richtung mit dem des Anlaufes iber-
einstimmft.

Um ein von unserem Schwingungsvorgang unabhéngiges MaB
fiir die Kraft zu gewinnen, klemmen wir den federnden Stab nach
Abb. 72 wagerecht ein und beobachten dann eine lotrechte Aus-
lenkung des anderen Endes mit der
dort aufgehingten Masse. Diese unter- 7
liegt dort dem ebenfalls lotrechten Erd-
anlauf g entsprechend einer Kraft in
derselben Richtung von der Grife

mg=G, . . . .. 3 Abb. 72.

die man als ihre Schwere oder ihr Gewicht bezeichnet. Da nun
ohne die daran befestigte Masse der Stab keine (nennenswerte) Aus-
lenkung zeigt, so mufl die mit derselben beobachtete, der, wie wir
oben sahen, eine Kraft entspricht, durch ihr Gewicht bedingt sein.
Die trige Masse hat also gleichzeitig die Eigenschaft der
Schwere gegen den Erdkorper und ist in der Lage, auf
einen andern Korper eine Kraft, z. B. auf den Stab eine
Federkraft — ¢®x zu iibertragen. Diese hat vermoge der lotrechten
Auslenkung dieselbe Richtung wie die Schwere ¢, wird sich also zu
dieser einfach addieren, und zwar muf, da im Ruhezustand keine
Masse wirklich beschleunigt wird, die Summe verschwinden, d. h.

es ist G—(X“EQJ:O, G=cuz. e e e e e 334)

Durch diese Beziehung sind wir in den Stand gesetzt, das Gewicht
an der Auslenkung des federnden Stabes oder umgekehrt diese
durch das Gewicht zu messen. Als MaBeinheit der Kraft be-
nutzt man in der Technik unter dem Namen des Kilogramms
(kg) das Gewicht von einem Liter (1 dm®) Wasser bei
4% Celsius unter gewohnlichem Atmosphirendruck, wobei
allerdings zu beachten ist, daB der im Gewicht enthaltene Erdanlauf
sich vom Pol zum Aquator aus spiiter zu besprechenden Griinden
ein wenig #&ndert. Um hiervon unabhiingig zu sein, gehen die
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Physiker von der als unverédnderlich vorausgesetzten Masse aus und
wihlen als deren Einheit die als Gramm (g) bezeichnete Masse eines
cm® Wasser unter den oben genannten Verhiltnissen. Als Einheit
der Kraft wird alsdann die Dyne (dyn) festgelegt, welche dieser
Masseneinheit den Anlauf von 1 cm/sec?® erteilt. Da nun
der Erdanlauf g= 9,81 m/sec’==981 cm/sec’® betrigt, so ist die
Masse eines Gramms nach Gl 3) im technischen Mafl G':g=1:981
und 1 dyn=1:981 Gramm == 1,02 Milligramm, also ein fiir prakti-
sche Messungen sehr kleiner Betrag. Bemerkenswert ist jedenfalls,
daB die physikalische Massen- und Krafteinheit auf der Trigheit
der Masse, die technische dagegen auf deren Schwere beruht, so daB
beide erst durch die der letzteren eigentiimliche Erdbeschleunigung
miteinander verkniipft sind. Allgemein dagegen ist die Kraft durch
den von ihr der Masse m erteilten Anlauf ¢ derart gegeben, daB

Q=mqg . . . . . . . .. .. 4%

ist, der unter der Einfiihrung der Masse als neuer Einheit neben
der Linge und der Zeit die Dimension

sukommt. Q=[mlt™®] . . . . . .. ... 4a)

An den Begriff der Masse schliefit sich die aus dem Vergleich
mehrerer Korper aus verschiedenem Stoff hervorgehende Dichte ¢
an, welche die in der Raumeinheit enthaltene Masse bedeutet. In
der Technik benutzt man statt dessen lieber das spezifische oder
Raumgewicht y, d. h. das in der Raumeinheit enthaltene Kérper-
gewicht, sowie dessen Kehrwert den von der Gewichtseinheit des
Korpers erfilllten Raum v unter der Bezeichnung des Gewichts-
raumes oder spezifischen Volumens. Ist dann V der vom Ge-
samtgewicht G eines Korpers erfiillte Raum, so bestehen zwischen
den eben eingefithrten Grofen die einfachen Beziehungen

m="V34, G=Vy, V=@ v, G:mg}
)
yo=1, dg=y, gov=1, f

durch die man die zufilligen Korperabmessungen, seine Masse und
sein Gewicht ausschalten kann. Es ist dies darin begriindet, daf3
vermége des allen Korperteilen gemeinsamen Erdanlaufes g auch
jedem derselben ein Eigengewicht zukommt. Gehen wir damit bis
zu den Raumelementen, so entsprechen diesen auch Gewichtselemente,
die sich auf den ganzen vom Korper eingenommenen Raum ver-
teilen und vereinigt das Gesamtgewicht

G=gfdm . . . . .. ... ..86)

des Korpers ergeben. Das Gewicht oder die Korperschwere stellt
demnach eine Kraft dar, die sich auf den ganzen vom Korper er-
fillten Raum verteilt und als eine Volumen- oder Raumkraft
bezeichnet werden mag.

Ruht der Korper dagegen auf einer Unterlage, d.h. auf.einem
andern Korper, so findet eine Beriihrung in einer beiden Korpern
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gemeinsamen Fliche statt, auf die sich dann das Gewicht des ersten
Korpers oder allgemein die von diesem auf den zweiten ausgeiibte
Kraft verteilt. Auf jedes Element dieser Fliche entfillt daher auch
nur ein Element der Kraft @, derart, dal der Bruch

40
ﬁ_p’U

den wir als sog. Spannung in kg/em® oder dyn/em® ausdriicken,
ein MaBl fiic die Flichenbelastung bildet. Wir haben es also hier
im Gegensatz zu den Raumkriften mit Flachenkraften zu tun,
die iiberall da auftreten, wo Krifte auf die Oberflichen von Korpern
wirken und in diesen weitergeleitet werden. Schrumpft die Be-
rithrungsfliche zu einem Punkt zusammen, so wird die Spannung
bei endlicher Kraft unendlich grof. Es ist das der Grenzfall bei
einer Kraft, die lings eines diinnen Stabes oder Fadens wirkt, an
dessen Ende ein Gewicht driickt oder zieht. Alsdann sprechen wir
unter Verzicht auf die Einfiihrung der Spannung 7) von einem
punktférmigen Kraftangriff und stellen die Kraft selbst als
einen vom Angriffspunkt ausgehenden Vektor dar. In dem Angriffs-
punkt kénnen wir uns dann auch eine endliche Masse vereinigt
denken, deren Dichte natiirlich ebenso wie die Spannung unendlich
grof ausfillt. Diese der endlichen Kraftwirkung unterworfene
punktformig gedachte Masse nennen wir dann einen materiellen
oder Massenpunkt. Seine Erfindung verdankt derselbe der Er-
wartung, daB sein Verhalten im Ruhe- und Bewegungszustande be-
sonders iibersichtlich wird und Folgerungen auf das Verhalten end-
licher Korper verspricht. Ohne weiteres aber erkennen wir, daf}
bei dem im ersten Buch behandelten Bewegungsvorgéingen der Er-
satz des bewegten Punktes durch den Massenpunkt nur die Er-
weiterung des Anlaufes mit der Masse erfordert, wodurch an Stelle
der Anlaufsteile entsprechende Krifte treten. Auf diese Weise ge-
langen wir bei freier Bewegung zu einer Bahn- und Normalkraft,
sowie zu einer Zentralkraft, der bei einer Kreigsbewegung die
Fliehkraft mrw? entgegenwirkt, wihrend bei gezwungener Bewegung
senkrecht zur Zwangsbahn eine gewthnlich als Bahndruck bezeich-
nete Zwangskraft mq’ auftritt.

§ 23. Krifte mit gemeinsamem Angriffspunkt. Greifen an
einem Massenpunkt m zwei Krifte @, und @, an, so wird jede von
ihnen der Masse m einen ihr gleichgerichteten Anlauf ¢, bzw. g,
derart erteilen, daB

Q;[:mql! ngmqg e e e e e e e 1)
wird. Beide Anldufe aber setzen sich als Vektoren geometrisch zu

einem Gesamtanlauf ¢ zusammen, dem alsdann eine ihm gleich-
gerichtete Gesamtkraft
Q=mq . . . . . . . .. .. 1la)

zugeordnet ist. Da alle drei Anldufe mit derselben iibrigens ganz
willkiirlichen Masse als Beiwert behaftet sind, so gilt die geometrische
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Vereinigung unveridndert auch fiir die Kraftvektoren, die hiernach
wie die Anldufe vereinigt und zerlegt werden konnen. Die Un-
abhingigkeit der Einzelanldufe bedingt demnach auch
eine solche der Einzelkriafte voneinander in ihrer Wirkung
auf den Massenpunkt. Sind mehr als zwei Kréifte vorhanden,
s0 vereinigt man wie bei den Anldufen erst zwei, dann deren Ge-
samtwert mit der dritten usf., woraus sich schlieBlich die Gesamt-
kraft als SchluBlinie des durch Aneinanderreihen aller Einzelkrifte
entstandenen Kraftecks ergibt. Ist das Krafteck geschlossen, so
heben sich die Wirkungen aller Kréfte auf den Angriffspunkt auf,
weshalb man von einem Gleichgewicht der Kréfte spricht. In
diesem Falle kann man auch jede Einzelkraft als umgekehrte Schlu3-
linie des Kraftecks aller iibrigen auffassen, die somit deren Gesamt-
kraft das Gleichgewicht hélt. Sind ¢,,«, ..., die Neigungswinkel
der Kraftvektoren gegen die z-Achse eines Kreuzes zy, so wird
man zweckmifBig die Einzelkréifte in ihre Bestandteile in den Achsen-
richtungen zerlegen und diese fiir sich vereinigen, woraus mit dem
Winkel o der Gesamtkraft

Qcose = @, cose, +- Q, cose, -+ ... - @, cose, .9
@sine = @, sine, + @, sine, 4 ... 4 @, sine,

oder mit N

@, cose,=— X, Q,sine,= Yk} 2a)
Qcose =X, @Qsing=Y | "~
n n
X=XX, Y=3Y,. .......2D
1 1

hervorgeht. Der hierdurch gegebenen Gesamtkraft folgt der Massen-
punkt derart, daBl seine Anlaufteile durch

n n
X=X =mi, Y=2Y=mj . . . . .. 3)
1 1

gegeben sind. Im Falle des Gleichgewichts aller Krifte ver-
schwinden mit @ auch die links stehenden Teilsummen, die nichts
als die Risse des Kraftecks auf die Achsen darstellen, und es ist

n n

X, =0, ZYk:O]

1 1 C. .. .. . . 3a)
#—0, §i—0

Das Verschwinden der Anlaufteile hat aber nach friiherem eine
gleichformige Bewegung des Massenpunktes im Falle des
Gleichgewichts der daran wirkenden Krifte zur Folge,
von welcher der Ruhezustand nur einen Sonderfall darstellt.
Wenn auch nach diesen Darlegungen die Zusammensetzung von
Kriften nach den Regeln der geometrischen Addition aus der Vek-
toreneigenschaft des Anlaufes, die durch den skalaren Beiwert der
Masse nicht gedndert wird, hervorgeht, so enthebt uns dies doch
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nicht der Notwendigkeit der Priifung durch den Versuch. Zu diesem
Zweck befestigen wir an zwei Punkten 4 und B (Abb. 73) unter Zwi-
schenschaltung zweier Schrau-
benfedern 44, und BB, einen A
Faden A,CB, und hingen im A
Punkte C das Gewicht G auf.
Danach beobachten wir die Aus-
dehnung der beiden Federn und

die Winkel « und 8 der Faden-

teile mit der Lotrechten durch C,
welche zugleich die Richtung der

Kraft G angibt. Bestimmen wir g
schlieBlich durch besondere Be- 51'
lastung die beiden Gewichte G, —>G
und G,, welche an den Federn U

die vorher festgestellten Aus- Abb. 73.

dehnungen hervorrufen, so zeigt
sich, daB fiir alle Lagen von C, also auch fiir alle mit unserer An-
ordnung vertriglichen Winkel & und g
G, cose - Gycosf = G\
G, sine — @, sin f = o; '

sein wird, was durchaus dem darunter gezeichneten Krafteck entspricht.

.4

Angesichts der groBen Bedeutung der Kriftezerlegung und -zusammen-
setzung wollen wir hier noch einen analytischen Beweis dafiir nach Navier
anfiilhren. Es mogen zwei gleiche unter dem Winkel 2¢ gegeneinander geneigte
Krifte am Punkte O angreifen, Abb. 74. Dann wird die Gesamtkraft R aus
dem Grunde der Gleichberechtigung in die Halbierungslinie des Winkels fallen
und den Einzelkriften verhiltnisgleich sein,
80 zwar, dall mit einer noch unbekannten Funk-

tion £ (g) R=Qf(@). ... ... 5)

ist. Denken wir uns ferner jede der Kréfte @
als Gesamtkraft aus zwei Kréften P hervor-
gegangen, die mit ihr die Winkel  bilden, so
ist auch

Q="Pf(y), also R=Pf(p)f(v).. 58)

Andrerseits konnen wir auch die Gesamtkraft B
unmittelbar aus der Zusammenfassung der bei-

den #uBeren Krifte P mit dem Winkel ¢ - ¢ \

und der inneren mit dem Winkel ¢ — ¢ her- f/?

vorgegangen denken, wonach Abb. 74.
R=Pflo-+v)+Pflpg—wy) . . . . .. ... 5b)

wird. Aus dem Vergleich dieser Formel mit der zweiten Gleichung 5a) folgt
dann unter Wegheben von P

fofp=rfle+wv)+rflo—y) ... ... .. 6)

zur Bestimmung der noch unbckannten Funktion f(g).
Daraus folgt zundchst mit

y=0, f(0)=2 )
¢=0, f(i/')zf(—y,)} ----- .o .. 6a)
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AuBerdem verschwindet die Gesamtkraft fiir entgegengesetzt gleiche @, d. h.

es ist in 5) fiir .
(p:%, f(§>=0. .......... 6b)
Ferner ergibt die Ableitung von 6) nach y mit =10
FOF @)= @+u—1 p—y, a0 O=0 Ve
f@fw=re+v)+re—w, » ff"O=2f") J°

worin f”(0)== 4- #* einen noch unbekannten, jedenfalls aber unveréinderlichen
Beiwert bedeutet, der positiv oder auch negativ sein kann. Die Gleichung

hat aber die Losungen oy==xf@) oo 7

fl)=Ae"Y 4 Be *7, oder f(p)=Acosxgp -+ Bsinxg,

von denen indessen nur die letztere alle Grenzbedingungen 6a), 6b) und 6c¢)
erfilllt, wenn B=0, 4=2 und »=1 gesetzt wird. Mithin bleibt als Er-

gebnis B=2Qcosgp . . . . . . . ... ... 5¢)
im Einklang mit der SchluBlinie im Krafteck der beiden Krifte @. Man

iibersieht sofort, daB die vorstehende Beweisfiihrung fiir jede Art von Vektoren
zutrifft.

§ 24. Wechselwirkung, Prall und BewegungsgréBe. Im Vor-
stehenden ist mehrfach von der Wirkung einer Kraft auf einen
Korper die Rede gewesen. So haben wir gesehen, dal jeder Korper
an der Erdoberfliche der Schwere unterliegt, die durch den Erd-
anlauf sein Gewicht bedingt. Ruht der Korper auf einer Unter-
lage, so vermag er dem Erdanlauf nicht mehr zu folgen, woraus
wir auf eine Gegenkraft schlieBen miissen, welche dem Xorper-
gewicht gerade das Gleichgewicht halt. Der Sitz dieser Gegenkraft
ist offenbar die Beriihrungsstelle mit der Unterlage, die wiederum
einem andern Korper angehort, der somit mit dem ersteren in
einer Wechselwirkung steht. Es fragt sich nun, ob auch im Falle
der Bewegung eines Korpers eine solche Wechselwirkung besteht.
Zur Entscheidung dieser Frage nehmen wir eine solche Wirkung
an und denken uns zwischen zwei Korpern einen dritten von der
Masse m eingeschaltet, der beide gerade beriihren moge. Alsdann
ist dieser dritte Korper seitens der beiden andern den Kriften Q'
und @” mit den Achsenteilen X, X” und Y,Y” ausgesetzt, so

zwar, dafl XY+ X'=mi, Y4+Y=mj . .....1

wird. Wir konnen nun die Masse des ZwischenkOrpers immer mehr
verkleinern, indem wir ihn entweder bis auf einen Punkt, nimlich
den Beriihrungspunkt der beiden ersten Korper zusammenschrumpfen
lassen oder durch stetige Verminderung seiner Dichte zum Ver-
schwinden bringen. Alsdann verschwindet mit m die rechte Seite
von 1) und es bleibt fiir die Wechselwirkung zweier Korper

X' 4+ X'=0, Y4+Y'=0, . ... ..2)
mogen sich dieselben beriithren oder nicht. Die von zwei Korpern

aufeinander ausgeiibten Krédfte sind hiernach entgegen-
gesetzt gleich, so daB sie sich in ihrer Wirkung nach auBen auf-
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heben. Danach iibt nicht nur der Erdball auf einen auBerhalb befind-
lichen Korper die sein Gewicht bedingende Schwerkraft aus, sondern
erleidet auch von diesem eine entgegengesetzt gleiche, also nach dem
Kérper zu gerichtete Kraft.

Die beiden Krifte @ und @” erteilen nun den Massen m’ und
m” der beiden in Wechselwirkung stehenden Kérper, die wir uns
der Einfachheit halber wieder als Massenpunkte vorstellen diirfen,

Anléufe d’U’ d 'IJ”
(=g Wwd =g

QI dt _ m’d?]’, Q”dt — m”d’l)” . 4)

ist. Die rechten Seiten dieser Formeln sind aber wegen der Un-
verinderlichkeit der Massen sofort integrabel, so daBl wir mit den
anfinglichen Laufwerten v,” und v,” erhalten

[Qdt=m/ (v — ), JQdt=m" (v'—uv)). . . . 4a)

Waren die Korper urspriinglich im Ruhezustand; so verschwinden
v, und v,” und es bleibt

‘J'Q’dt:m,v,, fQ”dt:’m”’U”. L. . . . 4:b)

Die rechtseitig stehenden Produkte mv bezeichnen wir nach dem
Vorgange Newtons als die BewegungsgroBen der Massen, die
durch die linksseitigen Kraftwirkungen wihrend einer gewissen Zeit,
die wir uns auch beliebig kurz denken kénnen, hervorgerufen werden.
Wir wollen darum die links stehenden Zeitintegrale der Kraft als
Antrieb (Impuls) oder Prall bezeichnen. Derselbe besitzt, wie
die Bewegungsgrofle, ersichtlich die Dimension

[m-v]=[m-I-+7*] . . ... ... .05
und ist als Produkt der skalaren Masse mit dem Laufvektor v selbst
ein Vektor, fiir den dieselben Verbindungsregeln gelten wie fiir die
Laufteile. Fir den Fall der Wechselwirkung konnen wir die For-

meln 4a) addieren und erhalten, da sich die Integrale links iiber die
gemeinsame Wirkungszeit erstrecken mit @ 4 @”"=0

ml (’U' — ’UO’) _!_ mll (’U”——‘ v()ll) — O

m'v+m' =my) +m"y), . . . . . . . 6)

3)
derart, daB

oder

d. h. die gesamte BewegungsgroBe zweier in Wechselwirkung
stehender Massen bleibt ungeidndert.

Beispiel, Das im Rohr eines Geschiitzes oder Gewehriaufes befindliche
GeschoB befindet sich mit diesem und der Pulverladung anfinglich in Ruhe.

Ist demnach m’ die Masse des ersteren, m” die des zweiten, so gilt mit
vy =1v,"=0 nach 6) fiir das Verlassen des Rohres die Beziehung

m' v -+ m" =0,

wonach also das Rohr einen Riicklauf
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erleidet, der bei Geschiitzen durch besondere Vorrichtungen unschidlich ge-
macht wird. Hangt man das Rohr nach Abb. 75 pendelartig auf, daB es unter
einer Erhebung % dem Riicklauf folgen kann, so wird nach den Pendelgesetzen

v'=1/2¢%, also !
V2 v":_.%‘/zgh,. e 7a)

80.daB man aus der Erhebung des Rohres nach dem SchuB und den ihren
Gewichten verhéltnisgleichen Massen von Rohr und Geschofl den Lauf des letz-
teren beim Verlassen des Rohres be-
stimmen kann. Die Pulverladung stellt
hier den oben benutzten Zwischen-
korper dar, dessen Masse wir vernach-
lassigt haben, aber als Zuschlag zu
der des Geschosses fiir genauere Er-
mittlungen Dberiicksichtigen miiflten.
Angesichts der in der Neuzeit sehr ge-
steigerten GeschoBgeschwindigkeiten ist
dieses Verfahren allerdings jetzt ebenso
verlassen, wie das Hineinschiefen in
einen in derselben Weise wie in Abb. 75 angedeutet aufgehéingten Sandkasten,
den man wohl als ballistisches Pendel bezeichnet. In diesem Falle blieb das
GeschoB in dem Kasten von der Masse m' stecken und bewegte sich danach
mit ihm gemeinsam weiter. Wir haben also hier in 6) v,’==0, v'=19" zu setzen
und erhalten fiir den GeschoBlauf

m” = (m -+ m") = (m - m" W2k, . .. . ... 8)

vo”=(1+ Wm, ....... ... 8a

oder wegen der Kleinheit von m”:m’ mit geniigender Anniherung

ml
ml ’

ro_
%n:%‘/Zgh. ............ 8b)

In den beiden hier geschilderten Fillen kommt es nur auf den Anfangs- und
Endzustand der in Wechselwirkung begriffenen Kérper an, nicht aber auf den
dazwischenliegenden Vorgang, der nur nach Kenntnis der Verinderlichkeit der
zwischen den Korpern wirkenden Kraft verfolgt werden kann.

Unsere Gl. 6) gilt zundchst nur fiir Bewegungen in der Richtung
der Krifte @ und @”, 1aBt sich aber vermdge der Beziehungen
X' dt=m'dv/, X"dt—=m"dv "\

Ydt—mdv/, Y'di—m"do"]
auf beliebig gerichtete Bewegungen ausdehnen. Fiir diese erhalten
wir alsdann mit 2)
m'v -} m"v = m v - m" v
mlvyl+ mllvy//: m/ U;/0+ mll,vjllo}

1a)

Hierin enthalten die rechts stehenden Glieder die anfénglichen Lauf-
teile beider Massenpunkte, die wir uns auch zu irgendeiner Zeit in
einen von der Gesamtmasse m'--m” mit gemeinsamen Laufteilen v_
und v, vereinigt denken und an Stelle von 6a) '

ml val _’_ mll 'UI”: (ml + m/l) 'Ux 1

e e e 6
mlvyl_}_ mll,vyll= (ml_}_ m’l) ’Uu J b)
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schreiben diirfen, woraus der Bestand von v, und v, unmittelbar er-

hellt Fiihren wir dann noch die augenbhckhchen Achsenabstéinde

«,y'; 2,y der Massen m’ und m”, sowie z, y der zeitweilig in einem

sogen. Massenmittelpunkt vereinigten Gesamtmasse ein, so stellen
die Formeln 6b) die Ableitungen von

+ II ll ( I_I__mll) }

yl+ ml/ // ( + m” .

dar, wodurch die Lage z,y des Massenmittelpunktes gegen die

beiden Einzelmassen jederzeit gegeben ist. Schreibt man sie in der

Form (x - x/) m/—i_ (x __x/r) m’'=0
(y _ yl) I_L (y — yll) m/l___ O
80 fo]gt daraus durch Ausschalten von m' und m”

y—y _Y—y

9)

d. h. der durch 9) gegebene Massenmittelpunkt zweier in
Wechselwirkung stehender Massenpunkte liegt auf deren
Verbindungslinie, teilt diese im verkehrten Verhdltnis der
Einzelmassen und schreitet selbst gleichférmig fort.

Multiplizieren wir ferner die Kraftgleichungen 1a) mit ¥/, y”
bzw. mit 2/,&” und subtrahieren, so wird wegen 2) sowie mit Riick-
sicht auf die Wechselwirkung auf der Verbindungslinie

Y//x’/+ Y/x/_ XI/yH X/yl YII ( 7 x’) _}_ XI (yll—_ y’) J— O . 10)
und es bleibt
ml (xld/v l____ y’ d,ux/) + m’l (xlld,l) /I_ yl/dvzll) _—

d d /i n 7
W 60— )l 60— ) =0,

oder nach Emfuhrung der Fahrstrahlen ¢ und 7" der Massenpunkte
m' und m”, sowie deren Neigungswinkel ¢ und ¢” gegen die

z-Achse mr? g w2 ¢"=0Cy, . . . . . . 10a)

d. h. die Summe der Produkte der Massen mit den Flichen-
laufen ihrer Fahrstrahlen erleidet im Falle der Wechsel-
wirkung keine Anderung. Da r¢ ein Umlauf ist, so stellt mr o
die zugehorige BewegungsgroBe bzw. den Prall dar und ms*@ das
Moment dieses Pralles, das wir nach dem Vorgang von F6ppl kurz
als Drall bezeichnen wollen. Dann diirfen wir den vorstehenden
Satz auch so aussprechen, daB im Falle der Wechselwirkung
zweier Massenpunkte ihr Gesamtdrall keine Anderung er-
fahrt.

Verlegen wir nunmehr den Anfang des Achsenkreuzes in den
Massenmittelpunkt, setzen also dessen Achsenabstinde z=—=1y =0,
so wird bei einem Gesamtabstand r der beiden Massenpunkte

R £
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wegen 9) mr L m’"=0, . .. ... .. .9Db)

woraus im Einklang mit der Folgerung aus 9a)
r'(m' - m") = —mr, r'(m' - m)y=m'r . . . 9¢)

hervorgeht. Setzen wir ferner den nunmehr gemeinsamen Drehwert
von r,7 und 7’ um den Anfang ¢ = ¢’'= ¢”= w, so geht 10a) iiber in

(m'r*+m"r")0=C,, . . . . . . . 10b)
oder nach Einsetzen der Werte von 7/ und 7’ aus 9c)
mm'?o=Cy(m'+m"). . . . . . . . 10¢)

Die hieraus folgende Unveriinderlichkeit des Fldchenlaufes ist aber
die Bedingung fiir die relative Zentralbewegung eines der
Massenpunkte um den andern, den wir uns festgehalten denken
kénnen.

Ersetzen wir dagegen in 10c) den Gesamtabstand r beider
Massen durch die Abstinde ¢ und ¢’ vom Massenmittelpunkt nach
9c), so wird :

Cc,m" c,m'
120 e O Mgy — 07" _
r w—(m/+mr/) m/’ r-o (m’+m")m”’ .

d. h. die beiden in Wechselwirkung stehenden Massenpunkte
vollziehen Zentralbewegungen um ihren Massenmittel-
punkt.

Ist nach § 10, Gl 1a)

v
q,=d—tr~—¢w2 B -]

der Zentralanlauf bei der Relativbewegung der Massen-
punkte umeinander, so folgt mit 9c)

o m?+ m!l [dvrl , ‘z_! m/_[_ mll [dvr// . 2:|
e b A e I
oder unter Einfiihrung der Zentralanliufe ¢,” und ¢, bei der Be-

wegung um den Massenmittelpunkt
m’ mll ml m’l
—fjn_n—q/=+—_;,*q,”, ... . 12a)

. 10d)

9, —

woraus sich dann noch

g —a,/=4q,

gm0 | e 12
im Einklang mit dem Satze der Wechselwirkung ergibt, der fiir die
Relativbewegung der Massenpunkte umeinander, wie man sich leicht
durch Erweiterung von ¢, in 12a) mit m’ bzw. m” iiberzeugt, nicht
mehr gilt, sondern durch die Festhaltung eines Massenpunktes, der
eine seinen Anlauf aufhebende Zwangskraft bedingt, gestort wird.
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§ 25. Die Arbeit. FErweitern wir die Kraftgleichung -eines
geradlinig bewegten Massenpunktes m unter EinfluB der Kraft

Qdt=—=mdv
mit dem Laufe $=wv, so wird daraus
Q-ds=m-vdv, . . . ... ... .1

worin wieder die rechte Seite unmittelbar integrabel ist, wihrend
die Auswertung der linken Seite die Kenntnis der Veridnderlichkeit
der Kraft @ mit dem von der Masse zuriickgelegten Wege voraus-
getzt. Denken wir uns denselben etwa zeichnerisch gegeben, so er-
halten wir in den Grenzen s, und s entsprechend v, und v

LISjQ-dszg(va—voe) .. . . .. . la)

Darin bezeichnen wir das Wegintegral L als die Arbeit der
Kraft und das Produkt lme® als die kinetische Energie, Be-
wegungsenergie oder noch kiirzer als die Wucht der Masse m,
deren Verdnderung hiernach durch die an der Masse ge-
leistete Arbeit der Kraft gegeben igt. Arbeit und Wucht
haben offenbar die Dimension

L:[mlet‘Q]..........2)

und werden am einfachsten gemessen an der Arbeit einer lidngs
eines Weges bestindigen Kraft. Als solches MaB bietet sich zwang-
los die Hubarbeit der Gewichtseinheit auf eine der Lingeneinheit
gleiche Héhe dar, also das Meterkilogramm (mkg), wihrend die
Physik demgegeniiber die Zentimeterdyne unter dem Namen
eines Erg (erg) eingefiihrt hat. Da nun 1 kg=9,81-10°dyn ist,

80 ist 1mkg=—29,81.10%erg. . . . . . . . . 2a)

Zur Vermeidung der groBen Zahlen bei physikalischen MaBen hat
man als neue Kinheit fiir technische Zwecke

107erg=1dJoule . . . . . . . . . 2b)

eingefiihrt, so dal
1mkg=9,81dJoule . . .. . . . . 20

wird.
Wenn auch in unserer Formel fiir die Arbeit die Zeit nicht

vorkommt, d. h. die beim Durchlaufen des Weges s, — s auf-
gewendete Arbeit unabhingig von der dabei verflossenen
Zeit ist, so brauchen wir diese doch zum Vergleich der Arbeits-
fahigkeit sog. Energiequellen, z B. der Arbeitstiere und An-
triecbsmaschinen. Man braucht nur daran zu denken, daB ein krif-
tiger Mann zur Arbeit von 1 mkg vielleicht nur die halbe Zeit
braucht wie ein schwacher, um einzusehen, dall der erstere das
Doppelte zu leisten imstande ist. Wir filhren darum durch

dL
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die Leistung ein mit der Dimension
N=[mi®t3.. ... ......4)
Sie wird gemessen in Meterkilogramm in der Sekunde oder

Sekundenmeterkilogramm (mkg/sec). In der Physik tritt dafiir
das Erg in der Sekunde (erg/sec) oder auch als neue Einheit

o 1Joulei.d. Sek.—=1Watt.. . . . . . . 4a)
Mithin ist 1 mkg/sec=9,81Watt. . . . . . . . 4b)
Die in der Technik hiiufig gebrauchte Einheit der Pferdestirke ist
dann 1PS =75 mkg/sec="T736 Watt. . . . . . . 4c)
Neuerdings zieht man es vor, die Leistung in

1000 Watt =1 Kilowatt . . . . . . . 4d)
zu messen, und hat demnach zur Umrechnung
1 Kilowatt =102 mkg/sec—=1,36 PS . . . . 4e)

Um zu entscheiden, ob die Arbeit als Produkt zweier gerichteter
Grofen selbst eine gerichtete GroBe ist oder nicht, betrachten wir
eine krummlinige Bewegung unter dem Einflusse einer gegen die
xz-Achse um den Winkel » geneigten Kraft ¢ mit den Teilkréften

X =Qcosx, Y=@Qsinx . .. .. . . b
in den Achsenrichtungen. Erweitern wir diese Ausdriicke mit den
Rissen dx =ds cos &, dy=dssind . . . . . . . . ba)

des gegen die z-Achse um ¢ geneigten Bahnelementes ds, so er-
halten wir die Arbeitsbetrige

Xdx=Qds cosxcos?, Ydy=—=Qdssinxsind . . 5b)

der Teilkrdfte. Diese lassen sich aber unter Einfiihrung des
Winkels »=2x — ¥ zwischen der Kraft und Bahnrichtung vermittels
der Beziehung

€08 % 08 ¥ - sin x sin ¥ = cos (x — &) =cos»
addieren zu Xdx 4 Ydy=@Qdscos». . . . . . . . . 6)
Die Arbeitssumme der beiden Teilkréfte ist hiernach gleich
der Arbeit des in die Bahnrichtung fallenden Anteils der
Gesamtkraft, woraus wiederum folgt, dall der senkrecht zur
Bahn stehende Kraftanteil @ sin» keine Arbeit leistet, da

ihm kein dazu ndétiger Weg zukommt.
Gehen wir dagegen von den Teilkraftgleichungen 3) § 23

X=mg, Y=mj

LN
~—"

aus und erweitern sie mit dx und dy, so ergibt die Addition

oder wegen Xdz+Ydy=m(Edx+§dy), . . . . . T7a)
Edi=dv, jdi=dv, de=nv_dt, dy=v,dt
Xde+Ydy=m(v,dv,+vdv)=mvdv. . . . . . §)
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und nach Vereinfachung mit 6)
Qdscosyv=mvdv=dL.. . . . . . . . 9)

Hieraus erkennen wir, da die Arbeitssumme der Teilkrifte
in der Tat die Gesamtarbeit der Kraft selbst darstellt, die
wiederum zur Vermehrung der Wucht der bewegten Masse dient.
Die algebraische Addition der Arbeitsbetrige in verschiedenen, hier
zu einander senkrechten Richtungen ist aber nur mdglich, wenn die
Arbeit eine skalare Grofe ist. Das gilt natiirlich auch fiir die
Leistung. AufBlerdem ersieht man, daBl die vorstehende Betrachtung
ohne weiteres auch fir die gezwungene Bewegung gilt, da der senk-
recht zur Zwangsbahn stehende Bahndruck ebenso wie die Normal-
kraft @ sin» keine Arbeit leistet und darum in der Arbeitsgleichung 9)
nicht auftreten kann.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB im Zustande des Gleich-
gewichtes unter Wegfall des Anlaufes dv==0, sowie in der Ruhe-
lage mit v==0 aus 8)

dL=Xdx+Ydy=Qdscosy=0. . . . . 10)

hervorgeht, was auf einen Scheitelwert der Arbeit hindeutet, der fiir
=909 d. h. fiir eine zur Bahn des Massenpunktes in dieser Lage
senkrechten Kraftrichtung eintritt. Wirkt bei einer kleinen Ver-
schiebung ds aus der Gleichgewichtslage mit den Achsenrissen da
und dy die Kraft derselben entgegen, also verzdgernd, so strebt der
ausgelenkte Massenpunkt der Ruhelage wieder zu. Wirkt sie aber
beschleunigend, also in der Richtung der Auslenkung, so entfernt er
sich immer weiter von der Ruhelage. Im ersteren Fall sprechen wir
von einem stabilen Gleichgewicht, im andern vom labilen
Gleichgewicht des Massenpunktes.

EY

1. Beispiel. Die obere und untere Ruhelage eines Kreispendels Abb. 76
erfiillen offenbar die vorstehenden Bedingungen des Gleichgewichts, da in ihnen
die auf den Massenpunkt wirkende Schwere, d. h.
sein Gewicht senkrecht zur Bahn steht und durch
den Bahndruck aufgehoben wird. Im Falle einer
Auslenkung s=1¢, also ds=Idp=wvdt aus den
Ruhelagen 4 und B ist fiir den oberen Punkt A’ der
Winkel der Kraft Q=—mg mit der Bahn »=90—¢,
fiir den unteren Punkt B’ aber »=90 - ¢, womit |
dann 9) mit dv =1 d¢ iibergeht

fir 4’ in lp=gsingp ) 1
fir B in lp=—¢gsing}’ )
Die zweite dieser Formeln mit negativem Anlauf ist
die gewohnliche, in § 17 ausfiihrlich bebandelte Pen-
delgleichung und liefert Schwingungen um die stabile
Ruhelage B, die erste dagegen fiihrt auf eine dauernde
wachsende Entfernung von der Lage 4, die darum
als labil anzusprechen ist. Man iibersieht leicht, da
man auch diese Bewegung durch Einfilhrung des Winkels 4'0B—=180°— ¢ an
Stelle von ¢ als Schwingung um die untere Lage darstellen kann, die nach der
Zahlentafel in § 17 beim Verlassen von 4 ohne Anfangslauf eine unendlich
groBe Dauer besitzt. Der Anfangsverlauf der Bewegung von A’ wird besonders

Lorenz. Techn. Physik 1, 1. 2, Aufl. 7

Abb. 76,
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deutlich fiir sehr kleine Ausschlige mit sin ¢ ~ @, womit wir fir die erste
Formel 11) .
lp=ge . . « « . . . .. 11a)

schreiben diirfen, Deren Losung ist mit g==17¢? und den Beiwerten C und D
g=Cest | De-at )

¢=a(Ceﬂt—Defaz)J> ------- e« o .. 11b)
Ist fiir =0, ¢ =@, und ¢ =0, so folgt daraus C:D:%’ also
eatl e—ol .
¥ = Po *':4;2" — = @, 8of «t
Y e e e e . 11c)
. eat — ¢—at )
@ =0o@,— 3 =ag,Gin al

woraus das dauernde Anwachsen des Ausschlages ¢ bzw. l¢ unmittelbar
hervorgeht.

2, Beispiel. Eine lotrechte feste Wand sei dem wagerechten dauernden
Anprall einer groBen Zahl kleiner Massen ausgesetzt, die alle mit demselben
Lauf v herankommen und ohne EinbuBle an Wucht wieder zuriickprallen. Dann
besteht fiir den Anprall eines Massenelementes dm die Beziehung

dv dm
=dm-—=——dv, . . . . ... ...
d@Q=dm T T 12)
in der jetzt dm:d¢ die in der Zeiteinheit auftreffende Masse bedeutet, die im
sog. Dauer- oder Beharrungszustand als besténdig anzusehen ist. Da
ferner der Lauf jedes Massenteilchens sich beim Anprall gerade umkehrt, also
von — v in + v iibergeht, so wird aus 12)

4
dm dm
Q—Ad«t—fdv_—2mv. ......... 12a)
-

Treffen in der Zeiteinheit (Sekunde) gerade n Massen m auf die Wand, so
iiben diese dm

T e e 12Db)
eine Kraft

Q=2nMV. . . ¢ oo ueeoesv. 12¢)

aus. Das ist z. B. angendihert der Fall bei einer groen Anzahl kurzer
Hammerschlige gegen einen Korper, die wie eine dauernd wirkende
Kraft demselben einen bestindigen Anlauf erteilen.

Betrachten wir andererseits den von den auftreffenden Massen mit der
Dichte § erfiillten Raum dV = Fds von der Wandfliche F, so ist

dm y
7; = 5 Fo e e e e 13)’
und nach Einsetzen in 12a), wenn man beriicksichtigt, daB nur die Hilfte

der Teilchen in Rechnung zu setzen ist, da dieselbe Kraft auch auf der andern
Seite ausgeiibt wird,

dm=—209-Fds— -;;Fds,

Q="Fw, .. ... ... 13a)
oder nach Division mit F g

9 _ 7. o1”
p———F—EU —Z'E'g— ........... 13b)

Wir erhalten also als Wirkung des senkrechten Anpralles einer groien
Anzahl den Raum vor einer Platte erfiillenden Massenteilchen

einen Flichendruck auf dieselbe, welcher der Wucht der in der
Raumeinheit vorhandenen Masse verhaltnisgleich ist. Von dieser
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Vorstellung macht man bei Aufstellung der sog. kinetischen Gastheorie
Gebrauch, welche das Gas als eine ungeheure Zahl sehr kleiner, wirr durch-
einander bewegter Korper betrachtet.

§ 26. Die Arbeit bei der Wechselwirkung zweier Massen-
punkte. Stehen mit oder ohne Vermittlung des Zentralkorpers zwei
Massen m’ und m” miteinander in Wechselwirkung =+ @, so gelten
fir beide die Gleichungen des § 24:

— Qds cosy = — Xda' —Ydy' = m'v' dv
Qds" cos " = Xdo' + Yy —m"v"de’ |7 * V)
aus denen sich durch Addition ergibt:
Q[ds" cosv” — ds' cosy'| = X (da" — da’) + Y (dy” — dy')
=m'vdv m""dv". . . . . | 1a)
Hierin sind aber nach Abb. 77:
da’! —da' =dz, dy'—dy =dy. 2)

die relativen Verschiebungen der
beiden Massenpunkte in den Achsen-
richtungen und

ds” cos v —ds cosv' =dr . 2a)

Abb. 77.

die Anderung ihres Abstandes r, so
daB wir auch an Stelle von 1a) mit der relativen Arbeit

dL—Q-dr—Xdz4-Ydy . . . . . . . 3)
AL=m'v'dv+m'v"dv" . . . . . . . 3a)

oder integriert mit den Anfangswerten v, und v’

schreiben diirfen

’

m , ’ m” ” ”
L= — )+ @ =y L D)

Zerlegen wir nun den Lauf beider Massen unter Festhaltung des
Massenmittelpunktes in je einen Anteil v/, v,” in der Richtung
der Verbindungslinie und v,’, v,” senkrecht dazu, so ist
vVi=w/?4 0 Vi 240"t L L L 4)
AuBerdem aber folgt aus Gl 9c) des § 24 durch Differenzieren
m' v mv
e i LB e e
wo v,=v"—uv/ den Relativlauf beider Massenpunkte in der r-
Richtung bedeutet. Andererseits haben wir mit dem Drehwert « des
Strahles r um den Massenmittelpunkt unter Benutzung der Formeln 10)

4a)

” ’

m’v m'v
o 5 s sz,’:r”w:+ ’ u//a
w Fm ' f-m
unter v, =rw=1v,"—v,’ den Relativlauf der Massenpunkte gegen-

einander senkrecht zur Verbindungslinie verstanden. Setzen wir die
’7*

y

' o
’U“ =T w=
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Ausdriicke 4) mit 4a) und 4b) in Gl 3b) ein und beachten, daB nun-

mehr durch pilui=0 ... ... ... 40
der gesamte Relativlauf v bestimmt ist, so wird daraus
mm”  v?—p 2
L:m’—l—m” 20 5)

d. h. die Relativarbeit hat bei Festhaltung des Massen-
mittelpunktes auch nureine Anderung der relativen Wucht
zur Folge.

Ist dagegen der Massenmittelpunkt selbst in Bewegung
mit dem Lauf w—=—Vw?-w?, so treten bei ungeinderter Gl 4)
an Stelle von 4a) und 4b)

m’ v
!
T W w+m+m1

. , .. 6
v —w,— w,+ |

m —-m m + m”
m/ vrl + m” ’Ur” — (ml + m") wr
ml ’Uu’—‘{_' ml/ qu: (ml + ml/ wu}
also wegen der Unverdnderlichkeit der links stehenden Summen der
Prallteile in der Strahlrichtung und senkrecht dazu die Besténdig-
keit von w, und w,, d. h. eine gleichférmige Bewegung des

Massenmittelpunktes folgt. Weiter erhalten wir durch Quadrieren
und Addieren von 6) mit 4) und 4a)

woraus
6a)

/I
v B )
wopm
, s’ ty . . 6b)
Wt 2m(wrvr+wuv)_|_ mE |
ml_}__mﬂ (m_’_mllz}

mithin
m' m”

m /n_l__mu "o (m {_mr/) +m_|_m

Fiithren wir diesen Ausdruck in die Arbeitsgleichung 3b) ein, so
nimmt sie wiederum die Gestalt 5) an, da alle mit w? behafteten
Glieder sich gegenseitig wegheben. Gl 5) gilt demnach u. a.
auch fir die Anfangsbewegung eines von der bewegten
Erde weggeschleuderten Korpers gegen diese selbst. Da
in diesem Falle die Korpermasse m” stets als sehr klein gegen die
Masse m’ des Erdkorpers anzusehen ist, so diirfen wir unter Ver-
nachlissigung von m':m’
M
e R R BN )

1!
Tm/

6¢)

fir alle Relativbewegungen an der Erdoberfliche gegen diese mit
hinreichender Genauigkeit setzen und damit bei solchen Unter-
suchungen von der Erdbewegung selbst vollig absehen.
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1. Beispiel. Im Falle des Abfeuerns eines Geschiitzes oder Gewehrs be-
findet sich sowohl das Rohr wie das GeschoB anfinglich im Ruhezustand, also
ist v,=—0 und wegen 6a) m'v,/-m”v,” =0, wie schon im Beispiel des § 24
bemerkt wurde. Die relative Arbeit dagegen ist hier durch den in Abb. 78
dargestellten Verlauf der Pulverdruckkurve gegeben, die man durch Zusammen-
driicken von Kupferzylindern durch kleine Kolben erhilt, welche in seitlichen
Anbohrungen A an verschiedenen Stellen des Rohres beweglich sind. Ist
p kgjem® der Pulverdruck, F der Ge-
schoB- und Rohrquerschnitt, so ist die
treibende Kraft @ — Fp und die Arbeit
auf dem Wege s im Rohr, der vermége

des Riicklaufes als Relativweg anzu- o
sehen ist s s
L= [Qds=F[pds,. . 8
0 0

wihrend die Gesamtarbeit sich durch
Integration iiber den ganzen GeschoB-
weg s, im Rohre ergibt. Man kann
diese auch durch die Erhebung % des
nach Abb. 75 pendelnd aufgehingten
Rohres ermitteln und erhidlt dann aus .
dem Vergleich von 6b) und der Gl. 7a) § 24 mit w=0und v,/=, v, ="

und Einsetzen in 3b) w
L= ) gh, s o 8a)

worin m’/ die Rohrmasse und m” die GeschoBmasse bedeutet.

Die Integration des Ausdruckes 3) fiir die Arbeit ist offenbar
nur moglich, wenn die Kraft @ als Funktion des Abstandes r der
beiden Massen oder wegen dL

T dr
als Ableitung einer Funktion von r nach dem Abstande aufgefalit

werden kann. Wir wollen diese sog. Kraftefunktion oder das
Potential mit — U bezeichnen also

avu
Q=— dr 9)
setzen und erhalten dann fiir die Arbeit
dL—=—dU=Xdx-+Ydy, . . . . . . 9a)
oder wegen x®—-y®==r? auch
oU oU
dU=-_—d w—d S ]
ox T+ dy Y )
fiir die Teilkrifte in den Achsenrichtungen
. .
X:~£, Y:———dy—. S 1|
ox oy

Wegen der Willkiir der Lage des Achsenkreuzes ergeben sich
demnach im Falle des Bestehens einer Kréaftefunktion die
Teilkrafte als deren partielle Ableitungen nach der ent-
sprechenden Richtung Da ferner

L—[Qdr=U(r)—U(r)=0U,—U . . . . 10)
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ist, worin die Funktionswerte U, und U nur durch den Anfangs-
und Endabstand der Massen bestimmt sind, so erhalten wir
durch Einsetzen in 3b) mit den Abkiirzungen

m' o)/ m' v =2T,, m o' 2 m"v"2=2T. . 10a)
fir die gesamte Wucht der Massengruppe entsprechend den
Abstinden o und vy g L 11

wonach die Summe U-}-T bei der Bewegung der beiden Massen
ihren Wert dauernd behélt. Im Gegensatz zur Wucht oder kine-
tischen Energie T' bezeichnen wir nun die nur von der gegenseitigen
Lage der Massen abhingige GroBe U als Energie der Lage,
potentielle Energie oder kurz als Drang; die Dbestindige
Summe 11) als den Energieinhalt oder als Macht der Massen-
gruppe. Im Falle des Bestehens einer Kréaftefunktion
(Potential) bleibt also die Macht einer Gruppe von zwei
gegeneinander beweglichen Massen ungedndert, widhrend
die Anderungen von Drang und Wucht sich gegenseitig
ausgleichen.

Unsere Untersuchungen gelten natiirlich auch fiir die Bewegung
einer einzelnen Masse, die wir uns dann relativ zur festgehaltenen
andern zu denken haben. Die Festhaltuug erreichen wir am ein-
fachsten dadurch, da wir die zugehorige Masse beliebig anwachsen
lassen, also in der Formel 5) nach Kiirzung mit m” diese unendlich

grofl machen, wodurch die Wuchténderung sich auf

ml

L:—g—(v‘z—voz),. . . - . . ... ba)

d. h. auf diejenige der bewegten Masse allein beschrankt.

2. Beispiel. Sind die beiden nur in ihrer Verbindungslinie beweglichen
Massen durch eine selbst masselos gedachte Schraubenfeder miteinander ge-
Eoppelt, deren spannungslose Lénge a sein mége, so wird mit einer Federungs-
zahl o die zwischen ihnen wirksame Kraft

au
Q= — 2(1‘-—(1):—»{;;-, ......... 12)
also 2 (2 2 — )2
U= L(Lzl?_, U,—= ("02 o 12a)
wihrend die Wuchtinderung der ganzen Massengruppe nach 5) sich zu
[ 2 __ 2
T—T)= mm_ Ve =V 12b)

W3
ergibt. Mithin erhalten wir fiir die Macht nach 11) unter Weglassung des

Nenners 2
m’ mll ”

) R m' m
ocz'(r—a)‘-l-ﬂ;n?”rz:“"(70—“)2+WW”702'- - 19)

Wollen wir iiber die Bewegung der Einzelmassen AufschluB gewinnen, so miissen
wir auf die Kraftgleichungen zuriickgreifen, die fiir die Abstinde # und »”
der Massen m' und m” vom Masssenmittelpunkt lauten

2 (r—a)=m¥’, —r—ay=m'"¥". . . . . 14)
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Da ferner nach GI. 9¢c) § 24

m'r=—m+my, wmr=m-++me ... .. 15)
ist, so erhalten wir an Stelle von 14) auch
. m/ _i_ ml/ ( m’/ a
Pt U ) O
P , s e e e e 14a)
ML gtfm>< II__“m a >*;0
T \T m - m" J

also zwei Schwingungen um die Mittellagen |

m” a m' a
ro’:—;fjh—”?, ) = e 15a)
mit der gemeinsamen Dauer
2 w2
L A 14b)
a fm'4m o
Die Schwingungsausschlige selbst sind
v =1+ A cos eyt -} B, sin oyt 16)
P =1t Adycos gt + Bysingetf 7T T T T
worin wegen 15) und 15a)
Aym - A,m" =0, B,m'+B,m'=0

sein muB, so daB nur noch zwei Beiwerte durch Anfangsbedingungen zu be-
stimmen sind. Ist z. B. fir t=0, ' =1r,# =0, so folgt

ml

Ady=r—r/, Az:;ﬁﬁ (' ~—r), B,=B,=0,
und es wird aus 16)

¥ =r) 4 (r,—ry) cos ¢t
m'
7
" =r+(ryd —r) ot CO8 ot

Beide Massen befinden sich daher zu Beginn in Ruhe. Durch Abzug -ergibt
sich weiter aus beiden Formeln 16a) mit Riicksicht auf 15) und 15a) fiir die
Relativschwingung

’ ”
m
r—a=(ry —r) w—%mf COBat « v . 0w .. 16b)

von gleicher Dauer und Phase wie die Einzelschwingungen. Man erkennt
leicht, dafl sie der Arbeitsformel 13) mit v,—# und vy, =0 geniigt.

VI. Die allgemeine Schwere.

§ 27. Das Schwerefeld eines Massenpunktes. Aus den in § 10
besprochenen Bewegungsgesetzen der Himmelskorper, die angesichts
der Kleinheit ihrer Abmessungen gegeniiber ihren Entfernungen von-
einander mit groer Anniherung als Massenpunkte angesehen werden
diirfen, haben wir geschlossen, dall sie Zentralanliufen unterworfen
gind, welche im verkehrten Verhaltnis des Quadrates ihrer gegen-
seitigen Absténde r stehen. Daraus folgt unmittelbar eine Anziehungs-
kraft der Masse m” auf den Korper mit der Masse m

ml

Pl — _’_ k”
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in der Richtung von r, worin &’ nur von den Eigenschaften des
Korpers m” abhingt. Andrerseits erfihrt aber auch diese Masse

eine Anziehungskraft m’
P”::—Ic’?_,- S )

seitens der Masse m', wobei k' wiederum nur von deren Eigen-
schaften bedingt sein kann. Da mnach dem Satze der Wechsel-
wirkung P’ P"=0, also
k'm"—— k//m/: 0
sein mufl, so folgt daraus die Gleichheit des Bruches
/ ’

—]-C—,=£7:k 2)

m m
tiir beide Massen und darum wegen der erfahrungsméfBigen Allgemein-
giiltigkeit, der Bewegungsgesetze in der ganzen, unserer Beobachtung
zugénglichen Welt fiir alle in derselben enthaltenen Massen. Eine
solche Grofle, deren Zahlenwert nur von den gewdhlten Mafeinheiten
abhéingt, nennt man gewdhnlich eine universelle Konstante,
wofir wir kiirzer Weltwert sagen wollen. Den vorliegenden Welt-
wert nennt man gewohnlich Gauflsche Zahl. Unter Einfiihrung
derselben in die Kraftausdriicke 1) bzw. 1a) haben wir dann mit

P—=-—P'==—P fiir die gegenseitige Anziehung der Massen m’
und m” m m”
P:—k—r—zh,......... 3)
woraus sich dann die Anlédufe beider Massen
Pl mll P” ml
(= =k ===k . B
und der Relativanlauf beider gegeneinander zu
, ml‘_ m/l m/ ml[ )
qg=q"—q¢=—k i; =P m_’l;n" . . . 8b)

berechnet. Von der letzteren Formel ist immer dann Gebrauch zu
machen, wenn man sich eine der beiden Massen festgehalten denkt
und die Relativbewegung der anderen in bezug auf diese ins Auge
faBlt, wiahrend man bei der Verfolgung der wahren Bewegungen
etwa unter Festhaltung der Massenmittelpunkte die Gleichungen 3)
und 3a) benutzen wird. Diese lehren also, dal jeder Massen-
punkt den Ausgang eines strahlenférmig nach allen Seiten
des ganzen Raumes erfiillenden Anlauffeldes darstellt,
welches kurz als Schwerefeld bezeichnet werden mag und vollig
durch die im Ausgang befindliche Masse bestimmt ist. An Stelle
des Anlaufes an einer Stelle des Feldes spricht man wohl auch von
der dort wirksamen Feldstidrke, die vermdge ihrer Abhingigkeit
vom Fahrstrahl auf konzentrischen Kugeln um den Massenpunkt
denselben Wert besitizt.

Erinnern wir uns, da die Dimension des Anlaufes ¢=1[1-1"?]
war, so diirfen wir die Starke des Schwerefeldes einer Masse dann
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zur Festsetzung ihrer Dimension benutzen, wenn wir den Welt-
wert k£ als reine Zahl ansehen. Alsdann folgt sofort fiir die gesuchte

Dimension M=t . L&)
Nach dem dritten Keplerschen Gesetze Gl 13a) § 10 ist nun
aS

”972:4”2t2' C e e e . ... B)

unter a die halbe grofle Achse der Bahnellipse und ¢ die Umlaufszeit
eines den Brennpunkt umkreisenden Korpers verstanden. Mit

qri=—km
wird daraus also 3
o
k'l"l:4ﬂ"i‘J e e e e e e e 431)’

im Einklang mit 4), so dal die Masse geradezu durch den Um-
lauf einer gegen sie selbst verschwindenden andern Masse
bestimmt ist. Mit dieser schon von Gaull gelegentlich vor-
geschlagenen Massenfestsetzung 4), von der man seltsamerweise bis-
lang weder in der Physik, noch in der Technik Gebrauch gemacht
hat, wiirden sich die Dimensionen

der Kraft zu P =[l*t"*]
des Pralls zu mv = [I*173]

ergeben. der Arbeit zu mv? = [IPt™*]

Sind zwei Massenpunkte vorhanden, die aufeinander mit der
Kraft 3) wirken, so bewegt sich jeder im Schwerefelde des andern
und vollzieht demnach je eine Zentralbewegung. Die hierbei ge-
leistete Arbeit ist wegen der reinen Abh#ngigkeit der Schwerkraft
vom Abstande r

7] r
1 17]
L:der:—km’m"fd—nT:km’m”!r————' .. . 6)
r? tr 1,
To To
nur eine Funktion der beiden Endlagen und darf daher nach
den Ausfilhrungen des letzten Abschnittes als Unterschied zweéier
Potentialwerte . s
U— "™, U,=—k"" . . .. 6a)

T ’I‘O

aufgefallt werden. Sie dient zur Verdnderung der Wucht beider
Massen, fiir die wir auch unter Einfithrung der Relativlaufe v nach
dem Ergebnis des vorigen Abschnittes Gl. 5)

Tt 1 m'm’  v?—o
k m’ ml! (ﬁ ) = 0
r Ty
oder
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und nach Differenzieren nach r

p PR 7a)
schreiben konnen, worin die linke Seite ersichtlich mit dem Relativ-
anlauf 3b) iibereinstimmt. Man kann demnach die Bewegung
zweier Massenpunkte im gemeinsamen Schwerefeld sowohl
als Relativhewegung des einen um den anderen oder auch
als Zentralbewegung beider um den Massenmittelpunkt
auffassen.

Beispiel. Betrachten wir die Bewegung der Himmelskorper als relativ
zueinander, d. h. die der Planeten als Umldufe um die Sonne, die der Monde
als Umldufe um die Planeten, so ist stets fiir den Zentralanlauf der Ausdruck 3b)
anzusetzen, mit dem das dritte Keplersche Gesetz 5) iibergeht in

E(m/+m"2=4z%a*.. . . ... B 1))

Ist z. B. m, die Sonnenmasse, m, und m, die Massen zweier Planeten, mit den
groBen Halbachsen a,, a, und den Umlaufszeiten ¢,,¢,, so folgt fiir jeden

desselben by -+ my) 6,2 = 4 3,3
k (mo + m;,) 2 =4n® a,®,

also :
ﬁ@:*;",‘x(fl, >2_ <al >“ .
mom\ty) =\gy )t e e s 3D)

Darf ferner die Masse eines der beiden Planeten, etwa m, gegen die Sonnen-
masse vernachlissigt werden, so bleibt

my\ [t \2 a, \®

1 —‘> —‘) :(—‘) e 5

< + My ktg a, °)
zur Bestimmung des Verhiltnisses m,:m,. Auf diese Weise wird z. B. das
Verhiltnis der Erdmasse zur Sonnenmasse ermittelt. Kennt man dieses, so
ergibt sich fiir die Bewegung des Mondes von der Masse m; um die Erd-
masse m,, und dieser um die Sonne m,

k (my 4~ my) 8® = 4 2% a;?

k(m +my) ¢ =47"a,,
und nach Division

my
1+ my [t;\? ag \* -
"l”;’bi *t“ = E— S T o s o« e . Dd)
Moy N0y 1
1+ m,
oder unter Vernachlissigung der Erdmasse gegen die der Sonne im Nenner
hinreichend genau m, m\ ()2 [a)®
—= 14— =|— e e e e e e e 5e)
my my 2 a,

zur Berechnung des Verhiltnisses m; : m;, der Mondmasse zur Erdmasse. Werden
schlieBlich zwei Planeten von den Massen m, und m, von Monden umkreist,
deren Massen m’ und m” gegen die der Planeten vernachlissigt werden diirfen,
go diirfen wir auch schreiben

a,\ m+m [\ m, [t,)\2
(;) — lt_” <,£\ ~ L <_1> s e e e . 51)
@, my,—+ m” \t,/ m, \t,

woraus sich dann das Massenverhiltnis zweier Planeten aus den groSen Halb-
achsen und Umlaufszeiten ihrer Monde besonders genau berechnet. Mit diesen
Formeln sind die in der letzten Spalte der folgenden Tafel angegebenen Massen
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und Dichteverhéltnisse der Planeten zur Erde aus den voranstehenden Bahu-
elementen der Planeten und des Erdmondes gewonnen. Darin bedeutet a die
mittlere Entfernung vom Zentralkorper im Verhéltnis zur Erdbahn und ¢ die
Bahnexzentrizitiat, ¢ die Umlaufszeit in Jahren, D den Aquatordurchmesser
(Erde = 1) und ¢, die Umdrehungsdauer der Korper um ihre Achsen.

Name a | e ‘] ¢ " D i fu 1 m ‘ 8
Sonne . . .| 0,000 | 0,0000 | 0,0000 | 109,00~ 26¢ |333432 | 0,26
Merkur . .| 0,387 | 0,2056 | 0,2408 | 0,37 ? 006 | 1,10
Venus . . .| 0,723 | 0,0068 | 0,6152 0,97 ? © 0,82 091
Erde . . .| 1,000 | 0,0168 | 11,0000 | 1,00 | 23v 56" 47 1,00 1,00
Mars . . .| 1,523 | 0,0933 | 1,3808 0,54 | 24237237 0,11 | 0,69
Jupiter . .| 5203 | 0,0483 | 11,8620 | 11,14 | 9250 318,00 | 0,25
Saturn . . .| 9,539 | 0,0559 | 29,4560 | 9,40 | 10b 14’ 95,00 | 0,13
Uranus . .[19,187 | 0,0463 | 840130 | 4,00 ? © 14,60 | 0,23
Neptun . .[30,060 | 0,0090 | 164,6160 | 4,30 ? 1780 0,22
Erdmond . [1:389 | 0,0550 | 10,0746 , 0,27 | 27,324 0,0124 | 0,62

§ 28. Das Schwerefeld kugelférmiger Massen. Smd mehrere
Massenpunkte m, m’, m” ... mit den Achsenabstéinden xy, 2y, 2"y, ...
und den Abstinden 7, 7” ... vom ersten vorhanden, Abb. 79. so kénnen
wir die Kraftwirkungen auf diesen

mm’ mm’”

P,:———kv,') ) P”:*k’—'»’,;" L 1)
r'? r’?
nach den Achsenrichtungen in die Teilkrifte
X mm,L’,ﬂ, X"thznl_t’;x,:f,
r'? r "y
mm' y—y mm” v — la)
Y,:”“‘k'?g_r_y—7 V' = — e y ;/y J
7'? r T r

zerlegen. Aus
P dP by P = (a2 dn - (y— ) dy

folgt aber v o
x—a  or y—y o
T e oy
mithin auch v
4 ’ 1 ;
X'=— mnl or =kmm/ 2 (—,) |
r? ox ox\r'/ | 2)
’ J 1 b /r
Y’:"— —k—",lz,m a/r kmm’ a—‘ <ﬁ> 0 x x
e 8y 0y \r .
oder mit den Potentialen
”
_m o kmmT 3)
r
v U w_ U
ox’ ox 2a)
. U v oU” '
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Addieren wir alle gleichgerichteten Teilkrifte, so erhalten wir die
Achsenanteile

Y sy U eSU__av)
ox ox ox | 2b)
Y— 5V e )jfg_’:__?_z,_qzqﬁgl
= oy y oy
der Gesamtanziehung aller Massen m'm”... auf m als par-

tielle Ableitungen eines aus der Summierung der Einzel-
potentiale hervorgehenden Gesamtpotentials U nach den
Achsenabstinden der Masse m. Fir dieses Gesamtpotential
diirfen wir demnach mit 3) schreiben

m | m’ 1 7
U_—km[—f{——;;—{—.uj —kmz7,. . . 3a)

oder, wenn an Stelle der Massenpunkte m'm” ... die Elemente dm’
eines ganzen Korpers treten
dm’
U:—kmf—f;f. -1 5))
Die vorstehende Entwicklung gilt natiirlich* zundchst nur fiir eine
ebene Verteilung der Massepunkte mm'm”... bzw. fir eine mit
Masse bedeckte Scheibe und einen Massenpunkt m. Sie lassen sich
aber sofort auf einen Umdrehungskérper ausdehnen, auf dessen Achse
der Massenpunkt m liegt, da alle Korperelemente in gleichem Ab-
stande von der Umdrehungsachse denselben Abstand r von m be-
sitzen und darum auch dieselbe Wirkung auf m ausiiben. Wir diirfen
mithin in diesem Fall in einem Meridianschnitte des Umdrehungs-
korpers die auf einen Ring um die Drehachse befindlichen Massen-
elemente zu dm’ zusammenfassen und danach die in 3b) angedeutete
Integration durchfiihren.
1. Beispiel. Ist die Masse m’'=m, gleichformig auf einer Kugelschale
vom Halbmesser @, und dem Zentralabstand O A =r, verbreitet, Abb. 80, so

entfallt auf ein Oberflichen-
gF  elementd Fder Kugel die Masse

r a | mod_ﬁ_’_

) | odm = -

4 w : l t dm dmag 4)
— 7o — Als  Flichenelement wihlen
wir nun einen Ring vom Ab-
stande a,sin?d von der Dreh-
Abb. 80. achse und der Breite a,d?,

also vom Inhalte
dF =2malsinddd. . ... ....... 5)

Mit dem Winkel ¢ berechnet sich aber aus Abb. 80 der Abstand dieses

Elementes von A aus , .
7? =1y’ 4 a,2 — 2 rya, cos ¥ )}

rdr=rya,sinddd )

also ist auch dF
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and_my dr

und mit 4) S b 4a)
r 2a, 1,
Eingesetzt in 3b) ergibt sich das Potential der Kugelschale fir den
Massenpunkt m
U:~k’”"i°fdr, ............ 6)
2 a,r,

wobei nur die Verschiedenheit der Integrationsgrenzen fiir die Lage von m
auBerhalb oder innerhalb der Schale zu beachten ist. Es ist fiir den

& ro+ao &
AuBenpunkt: U, = — —fmJ?L"J‘d .
2 a,7, 7,
Tom B L 6a)
aoH‘ To
Innenpunkt: U; = — kmm, [d _— Femmy
2a,7, J a,
ay—1o

Das Potential hat demnach im Innern der Kugelschale iiberall
denselben Wert und stimmt fiir einen duBeren Punkt mit dem
Potential der im Kugelmittel vereinigten Masse der Schale iiberein.

Fiir die Anziehungskraft der Kugelschale auf den Massenpunkt m er-

halten wir dann oU, kmm,
Po=— i, 702~l .......... 7
aU, ’
Pi=e o
i 07, 0 J

so daB also die Kugelschale auf einen inneren Punkt gar nicht,
auf einen &uBeren Massenpunkt dagegen ebenso wirkt, als wenn
ihre Gesamtmasse.im Kugelmittel vereinigt wire. Denken wir uns
nun die Himmelskdrper aus derartigen Kugelschalen zusammengesetzt, wobei
indessen die Dichte sich lings des Halbmessers éindern kann, so diirfen wir
sie fiir jede Wirkung nach auBlen als reine Massenpunkte ansehen, womit die
frilhere Behandlung der Planetenbewegung ihre nachtrégliche Rechtfertigung
erfahrt.

Wichtig ist noch die Bemerkung, daB das Potential beim Durchgang
durch die Schale selbst, also bei 7,==aqa, stetig bleibt, wihrend die Kraft

von P,=0 auf Pa:—@gﬁ ........ 7a)

2
0

dort plotzlich ansteigt, um danach nach Gl 7) nach auBen abzunehmen, wie
dies aus Abb. 81 ersichtlich ist.

Haben wir eine Vollkugel von gleichférmiger Dichte d vor uns, so geht
die Anziehung auf einen inneren Punkt im Abstand 7, nur von der innerhalb
dieses Punktes liegenden Vollkugel von der Masse

m =4 mrd
aus und nimmt den Betrag

Pl —— kmm’

4
ro._:_kgénmro ........ 7b)

2

an, steigt also von der Kugelmitte bis zur Oberfliche r,==a, linear an, wih-
rend das Potential mit dem Massenelement dm’ =4 ndr?dr der unendlich
diinnen Kugelschalen zwischen r, < r < @, sich zu

aod
’ ml
U":_kﬂﬂ_kmf
7y r
To
72
Ul/=—2nrdkm <a02—~%~> ......... 6b)
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berechnet, also absolut genommen eine Ab-
"{ B nahme von der Mitte bis zur Oberfliche
Y

zwischen den Werten
. y U/ =—2xdkmay?)
} S bis U)'=—{adkma,’

6c)

a, & aufweist, vgl. Abb. 82. An dem Verlaufe
% beider GroBen auBerhalb der Kugel gegen
die Kugelschale von gleicher Masse wird
hierbei nichts geéindert. Die Berechnung
der Kraft und des Potentials bietet auch
keine Schwierigkeiten, wenn die Dichte &

1V ‘I
:
————— ) UI.' |
|
j
|
Us
A
U A a
&
_J_ U]
Abb. 81 u. 82.

lings des Halbmessers gesetzmiiig von innen nach auBen zu- oder abnimms.
Alsdann wird fiir innere Punkte

7o ]
P! — —ﬂﬁﬂfarzdr
7o
L. o l ....... 8)
U/ = — 4nkﬁf§r2d7—4nkmlj.6rdr
fo 0 To

2. Beispiel. Die Wirkung einer Kugelschale auf einen Massenpunkt er-
gibt sich auch ohne Zuhilfenahme des Potentials durch unmittelbare Be-
rechnung der in die Richtung von r, fallenden Teilkraft im Anschiu
an Abb. 80. Diese Teilkraft ist mit 4)

- dm/cosp kmm, (dF cosg
Pf—kmjv g “‘475%4 SR 9)
. 7.2 + TO‘Z - aOZ
oder wegen Cos @ = D ryr
kmm, 12— a,?
P=— ”-j(l L——") .......... 3
und 5b) irta, ~+ pe dr, Jay

woraus dann mit den Integrationsgrenzen r, — a, und r, 4 @, fiir den duBeren
Punkt, sowie a,— 7, und g,-}-7, fiir den inneren die oben ermittelten Werte 7)
hervorgehen.

3. Beispiel. Enthilt eine gleichférmig mit Masse erfiillte Kugel
einen ebenfalls kugelférmigen Hohlraum, so dirfen wir diesen als
eine Vollkugel mit der negativen Dichte ¢ der Vollkugel ansehen und erhalten
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dann fiir einen Punkt im Hohlraum mit den Abstinden 7, und 7, von den
beiden Kugelmitten O, und O,, Abb. 83, nach 7b) die beiden Kriifte

P =—4kdamr,, Py=+4kdamr,. . . .. .. 10}

Mit den Neigungswinkeln ¢; und «, der Strahlen r, und r, gegen die Zen-
trale 0,0, =c folgen dann die Krifte in deren Richtung und senkrecht dazu
4z 47kdme

3 kdm (r, cos o, 1, cos o) == — g

P,=P, cose, — P, coscy = —
in .10a)
P,—=P,sine, + P, sinazz—.—;kd‘m(rl sin &, — 7, sin @) == 0
Wir erhalten also im Innern der kugelférmigen Hohlung iiberall
dieselbe, nur durch den Abstand der Kugelmitten bestimmte Kraft.
in der Richtung dieses Abstandes. Der Hohlraum in einer Vollkugel
stellt demnach ein gleichféormiges Schwerefeld dar.

4. Beispiel. Zur Bestimmung der Masse m, des Erdballs, die
nach den Ausfiihrungen des vorigen Abschnittes der Massenbestimmung aller
andern Weltkorper zugrunde liegt, bedient man sich zweckmiBig des Vergleichs
mit einer bekannten kugelférmigen Masse m,. Bringt man diese nach Abb. 84
auf die Erdoberfliche, so ergibt sich im Abstand % iiber der Mitte von m,
der Gesamtanlauf durch Wigung oder Pendelschwingungen zu:

() T (1 ) g (g4 )

2 % 2
a, a, my h

worin ¢ den Erdanlauf ohne die Zusatzmmasse m, be-

deutet. Daraus folgt 1———- m
A

m_ W og—yg

My Ty g 7 11a) - m,
fiir das Massenverhdltnis, wihrend der GaufBische
Weltwert sich zu

_ ga,’ - E . m,
b=t = @ —9) ... 11D

ergibt. Ein anderes Verfahren zur Bestimmung von 2,
& beruht auf der Seitenablenkung des Lotes durch Abb, 84.

eine bekannte Masse m, , die durch eine ihrer Anziehung

entgegengesetzte meBbare Federkraft wieder aufgehoben wird,

Man kann aber auch die mittlere Dichte 3 des ganzen Erdballs mit der-
jenigen d, einer Oberflichenschicht von der Dicke A durch Messung des Erd-
anlaufes g an der Oberfliche und g, in der Tiefe 2 vergleichen, wo die Wirkung
der Oberflichenschicht als umbhiillende Kugelschale weg-
fallt, Alsdann hat man nach Abb. 85

LY e DN —
g=g B Gk @ =k, 1D)
[ =B, afh

g*kl_fg 6__71/02 +4n51 a‘)ZJ’

dx [ (@ — B

g__?k{a, %2*+361h} ..... 12a)

und nach Division
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oder wegen der Kleinheit der Tiefe % gegen den Erdhalbmesser a, hin-
reichend genau:

g h 6, h

L=1=2—43 -+ —

9. @ ™ 9 a,

d, 2 a <g )

53 + Sk \g, ) . 13)

So fand Airy durch Pendelbeobachtung in %= 333 m Tiefe
A
g, 19200’

woraus mit @, = 6370000 m, J,=10,38J oder y,=0,38y folgt. Da nun das
Raumgewicht y der Gesteine an der Erdoberfliche zwischen 2000 und 2500 kg/m?
schwankt, so wiirde dasjenige der ganzen Erde zwischen 5200 und 5600 kg/m?
liegen. In der Tat haben genauere Versuche, z. B. von Reich, nach demselben
Verfahren y = 5580 kg/m?® ergeben. Damit aber wird

_9%_ 39%° 36" _ gug.90-m
b= m, 4mda’ 4dmayy = 648-1077%,

also ein sehr kleiner Wert, der die Anziehungskraft zweier Masseneinheiten
von je 9,81 kg in der Entfernung von 1m in Kilogramm angibt. Im physi-
kalischen MaBsystem wiirden wir fiir die Anziehung der Masse von je 1g in
der Entfernung von 1cm %£=66.10"?dyn erhalten.

Die Anziehungskraft zwischen Korpern an der Erdoberfliche
besitzt demnach nur so kleine Betrdige, dal wir sie nur durch
feinste Beobachtungsmittel feststellen und von ihrer Beriicksich-
tigung gegeniiber der Erdschwere selbst fiir praktische Zwecke
génzlich absehen kénnen.

Das bedeutet aber eine ganz auBerordentliche Vereinfachung in der Be-
handlung irdischer Bewegungsvorginge, die unter Beriicksichtigung der gegen-
seitigen Anziehung der Korper kaum noch zu iiberblicken, geschweige denn
rechnerisch zu verfolgen wire.

5. Beispiel. Die Bewegung eines Massenpunktes m” im Schwere-
feld einer kugelférmigen Masse m' vollzieht sich, da die letztere nach
auBen hin wie ein Massenpunkt m’ im Kugelzentrum wirkt, genau nach den
Sitzen des § 27, bzw. nach den Keplerschen Gesetzen in Kegelschnitten um
das Kugelzentrum als Brennpunkt.

Die frither besprochene Wurfparabel ist demnach nur als Niherungslésung
fiir ein Ellipsenstiick anzusehen, deren einer Brennpunkt mit der Erdmitte
zusammenfillt. Bezeichnen wir den Erdanlauf an der Oberfliche bei einem
Erdhalbmesser von ¢, und der Erdmasse m’ mit g,, so ist also:

ml

-
%

go=F

und daher der Anlauf in einer H6he % iiber der Erdoberfliche oder einem
Abstand r =a, -} von der Erdmitte

S . :
g—krz—go e ~g°(a0—1—h)‘“ ........ 14a)
wofiir wir fiir kleine Werte von %:a, auch angendhert schreiben diirfen
o
=49, <1—~2d; e e e e e e e e 14b).

Die Bahnberechnung mit dieser Néherungsformel gestaltet sich ibrigens un-
bequemer als mit der genauen Gleichung 14a); so daBl wir von ihr um so mehr
absehen konnen, als sie uns nichts Neues bietet.
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Dagegen sei moch der Endlauf eines auf die Erde treffenden
Meteorsteines berechnet, wenn er aus unendlicher Entfernung kommt
und dort im Ruhezustand war. Alsdann wird nach Gl. 7) § 27 unter Ver-
nachléssigung der Meteormasse m” gegen die Erdmasse m’, und 7,=—=o0, 9,=0

W=2k . 15)
r

und fiir die Erdoberfliche mit » — a,, sowie wegen 14)

P=2qa. .. ... ... .. 15a)

Das liefert mit g, — 9,81 m/sec® und @, =6370000m, v=11190m/sec. Mit
demselben Anfangslauf miiBte auch ein Koérper weggeschleudert werden, damit
er nicht wieder auf die Erde zuriickfallt. Soll schlieBlich ein Kérper wage-
recht so geschleudert werden, daB er dauernd die Erde an der
Oberfliche umkreist, so muB er nach dem dritten Keplerschen Gesetz,

. ., 2
Gl 5a) § 27, wieder unter Weglassung von m” gegen m’, sowie mit Ty
k ’
= -»dznm-:goao, ............ 15Db)

0

also die halbe Wucht gegeniiber demjenigen 15a) fiir das Fortschleudern
ins Unendliche besitzen, so daB sein Lauf sich zu v= 7900 m/sec ergibt.

§ 29. Storung des Schwerefeldes einer Kugel durch eine
zweite. Das Schwerefeld einer kugelformigen Masse ist nach den
Ausfithrungen des letzten Abschnittes wie dasjenige eines Massen-
punktes strahlenférmig von geraden Kraft-
und Anlauflinien aus der Kugelmitte durch-
setzt, die ihrerseits durch Kugeln senkrecht
geschnitten werden, auf denen das Potential
oder der Drang bestimmte Werte besitzt,
so daf} sie auch als Aquipotentialflichen,
Niveauflichen oder kurz als Drang-
flichen bezeichnet werden konnen. Be-
findet sich nun auflerhalb der Kugel von
der Masse m' im Abstande OQ =r noch
eine zweite kugelige Masse m”, Abb. 86, so
erteilt diese nicht nur einem Massenpunkte P
im Abstand OP=r' von O mit dem Nei-
gungswinkel ¢’, und QP=r" mit dem

Winkel ¢” gegen r einen Anlauf q":k;L

]

in der Richtung P, sondern auch der

”

Kugel m’ einen solchen q:lc—f_;— in der
Richtung 0@, wihrend P selbst seitens m’

den Anlauf ¢ =k m in der Richtung PO er- e

r'? Abb. 86.
fahrt. Der Relativanlauf von P gegen die

Masse m' zerfillt dann in zwei Teile, ndmlich ¢’ in der Richtung
des Strahles 7’ und ¢,” senkrecht dazu, so zwar, dal mit dem Winkel
QPR=y=¢' +¢"

Lorenz. Techn. Physik I, 1. 2. Aufl. 8




114 Die allgemeine Schwere.

! ’ ” ” N
L™ _I_m , m
1, = —F | 2 0089 a8V

1

, m” . , m’l .
g, =k|—% sing' — 5 siny
r T
Nun ist aber
72 =12} 1"2— 271" cosp”

=112 — 27 cos¢’ §?
also
7 0 ] ) ' ’
r 2" —7r'? r—r cosgp
: 7 : / "
sing@"’ = —; sin cosp’ = = 2a
¢ = rsing, @ Srr g7 )
und damit
’ ! ’?
’ ” R A reosgp —r o1y
COSY ==COS Q" COS@ — SINE SINg = 7 == ——87|
. . 2b)
H : / (/| 7 3 4 7 81n (p, ar” b)
Sll‘lt/):Sln(p COS(p —'—COS(p Sln(p = ”—:T
T rog

Setzen wir diese Ausdriicke in die Anlaufformeln 1) ein, so gehen
diese iber in

’ " 4 -y
m m’ cos @ m-or
o =— k(7 + T A ) 1a)
a
1 r\ . sin @’ 1 8"\ [
: z 0w
oder wegen 2)
m " m” (rcos¢/ — ¢’
qr’:_k<7z+ 7 cosg/ — — '< / : ’3)
7 r [7* +7"2 — 277 cos ¢']2 1b)
, " i r . ’ '
g, =km"| g — / e
™ (' —2r cosg’)?

und ergeben mit dr’ bzw. rdg’ erweitert und addiert mit Riicksicht
auf die Bedeutung der Anlaufteile nach § 9 G 3) und 3a), ndmlich
dv <d<p’ )‘-’ dv do’
! = vy 4 [ 2 _
= T " ) T 'v"dtl,...3)x
g dr’ +q,rdop’ =0, dv, +v,dv, = vdv
wo v, v, v, den Relativlauf und seinen Strahl- und Drehteil in bezug

auf die Muassengruppe m'm” bedeuten, mit Riicksicht auf 2) die

Arbeitsgleichung der Masseneinheit in P

’ ” . ! ’ "
wdv—kd| ™ M TOSE | My 4)
: - 7 |

Wegen des Vorhandenseins eines Drehanlaufs ¢, ist die durch 1a)
bestimmte Bewegung des Massenpunktes P um m’ keine Zentral-
bewegung, trotzdem aber hat das gemeinsame Schwere- oder
Anlauffeld der Massen m’ und m”, das wir auch als ein
durch die Masse m” gestortes Anlauffeld von m' betrachten
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konnen, nach 4) ein Potential derart, dafl

, oU oU

¢/ =—73 qu’r':—w T 1))
ist. Die Formeln 1b) bilden die Grundlage fiir die Ermittlung der
durch die Masse m” gestdorten Bahn von P um den Korper m/,
also z. B. der durch einen andern Planeten gestérten Planetenbahn
um die Sonne oder der von dieser gestérten Bahn eines Mondes um
einen Planeten. Die Berechnung geschieht in erster Anndherung
derart, daBl man unter Festhaltung des Abstandes OQ =17 der beiden
Massen m'm” zundchst unter Weglassung der Storungsglieder der
ersten GI. 1b)

y m/ (r cos ¢’ —1’)

(r? -+ 1"2— 277 cos q)’)% ’

sowie des nur durch die Stérung bedingten Drehanlaufs ¢, die un-
gestorte Bahn um m' wie in § 10 2. Beispiel ermittelt und das Er-
gebnis alsdann in die Stérungsglieder von 1b) einfithrt. Man erkennt
tibrigens, dafl beim Umlauf des Massenpunktes P um O in der Pfeil-
richtung, Abb. 86, die Anziehung durch m” in der gezeichneten Lage
eine Verzogerung bedingt, der auf der anderen Seite von r eine
Beschleunigung entspricht. In umgekehrter Weise wird natiirlich
auch die Bewegung von m” um O durch die Masse m des Massen-
punktes gestort.

Befindet sich, was fiir die Mondbewegung immer zutrifit, die
storende Masse m” (etwa die Sonne) in sehr groBer Entfernung
vom Relativzentrum m’/, so diirfen wir in den Storungsgliedern an-
gendhert setzen

’
2 CoO8Q —

/
7P =12 — 277 cos¢, 3=y (1——3%008(})') . . 5)
und erhalten an Stelle von 1b)
, m’ m/l , m” T’ Irl
q =—k {,’7, —+- ~a CoSQ — 5 (cosq)' — 7) (1 -+ 3 —; cos«p’)tl

’ ’ 1 1 7" . ’
4. :k'm'{ﬁ——ﬁﬁ—}—?’?cosq/ﬂ sing’,

oder nach Unterdriickung des mit 7'%:7* behafteten Gliedes in der
Formel fiir g ', sowie nach Zusammenziehung

’ ” .’

qr’:——-kfr:l‘,—m;(:%cos?qa'——l)}

72 30

y . ... . 86)
g,/ =—3 Icm”?3 sin ¢’ cos ¢’

1. Beispiel. Die letzten beiden Gleichungen gelten natiirlich auch fiir
Kérper an der Erdoberfliche unter der Wirkung der Sonnen- oder Mond-
anziehung und ergeben eine Anderung des Erdanlaufes mit dem Winkel ¢’
des zu jeder Stelle gehorigen Erdhalbmessers »’ =—a mit dem Fahrstrahl 7

Q%
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der storenden Masse. Ist demnach

g==— k P
der ungestirte Erdanlauf, so erhalten wir fiir den gestorten die beiden lot-
rechten und wagerechten Teile
m’ @ 2
g9~ =g [1 — 7 s (Beostel — 1)}
’ : a3 - ! ’
Ju :—39;17 L sing’ cosg

Die lotrechte Abweichung von g verschwindet fiir 3cos?¢' =1, ¢ = 54044’
und ¢’ =125°16’, sie erreicht ihren Hochstwert fiir ¢’=0 und 1809, also
3cos®¢’ —1:==2, den absoluten Kleinstwert fiir ¢’ =90° mit cos®¢’ =10

” 3
Scos? ¢’ —1=—1. Der letztere vermehrt demnach den Erdanlauf um gm—; »(2 R
m 7

wihrend der erstere ihn um den doppelten Betrag vermindert, vgl. Abb. 87.
Demgegeniiber verschwindet der wagerechte Anteil
fir ¢'=20, 90° und 180° und hat einen Héchstwert
£ ”n 3
fir ¢’ =45 und 135° im Betrage von 5 59 Z7 :3 .
der also absolut zwischen den &uBersten lotrechten
Abweichungen liegt.
Da nun fiir Mond und Erde etwa m” : m’ = 1:81,
a:r=1:60 ist, so wird hierfiir
m’ a? 1
m’ 7% 17500000’
und fiir Sonne und Erde mit m”:m’ = 333000,
a:r=1:23160
m” a? 1
m’ 8 37000000’
also etwas weniger als die Hilfte des Mondeinflusses. Jedenfalls sind diese
Betrage, deren dynamische Wirkungen auf die Fluterscheinung in der Hydro-

mechanik behandelt werden, ohne merkbaren EinfluB auf das Schwerefeld
der Erdoberfliche.

2. Beispiel. Die Bewegungsgleichungen 1a) legen die Frage nach der
Moglichkeit einer reinen Zentralbewegung des Massenpunktes P um
die Massen m’ und m” nahe. Eine solche ist aber gekniipft an das Ver-
schwinden des Drehanlaufes, der in bezug

auf m’ durch ¢, = km" (;, — ;,—Q) sin ¢’ 1
1

72

Abb. 87.

)

auf m” durch ¢, = kw’ < — TT“> sing"”
gegeben ist. Diese Ausdriicke verschwinden einmal fiir ¢’ = ¢” =0, d. h. fiir
jede Bewegung von P lings der geraden Verbindung r der Mitten
beider Massen, die indessen praktisch bedeutungslos ist.

Andrerseits verschwinden die Drehanliufe aber auch fiir

r=r'=", ... .. ... .. S Ty

d. h. wenn die drei Massen dauernd ein gleichseitiges Dreieck
bilden. Dieser von Lagrange 1770 aufgedeckte Sonderfall des sog. Drei-
kérperproblems ist nun in der Tat in unserem Planetensystem durch zwei
kleine 1906—1903 gefundene Korpergruppen, die sog. Trojaner, verwirklicht,
deren eine im Winkel von rd. 60° dem Planeten Jupiter auf dessen Bahn
dauernd voranschreitet, wihrend die andere ihm im gleichen Abstande nacheilt.
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Daraus erkennt man, daB die Natur die ihr durch die Anziehungsgesetze ge-
botenen Moglichkeiten auch wirklich ausniitzt, ohne daBl man iiber das Zustande-
kommen derartigen Anordnungen vorldufig etwas aussagen kann.

Jedenfalls ist die Entdeckung der beiden Koérpergruppen als eine ebenso
glinzende Bestdtigung des Newtonschen Anziehungsgesetzes zu betrachten,
wie die Voraussage der Stellung eines #duBlersten Planeten auf Grund von
Storungsberechnungen nach der oben angedeuteten Art am Planeten Uranus
durch Leverrier und Adams 1846, auf deren Grundlage der Neptun durch
Galle auch wirklich unmittelbar danach gefunden wurde.

3. Beispiel. Den zuletzt behandelten Fall konnen wir auch aus dem
Gleichgewichte der Flieh- und Anziehungskrifte der um den gemeinsamen
Schwerpunkt § rotierenden Massen m,, m,, m; ableiten, deren gegenseitige
Abstande r,, r,, r; und deren Entfernungen vom
Schwerpunkt s,, s,, s; sein mégen. Die Winkel M2
des Massendreiecks seien ¥,, ¥,, ¥,, die der
Schwerelinien «o,, «,, ¢y, Abb. 88. Dann liefert
das Gleichgewicht der Anziehungen und der Flieh-
kraft msw? an allen drei Massenpunkten die

Gleichungen

82 wt=k? [»7:—:;- + %22 +2 Z%;:g cos 01}

8,2 0t = k? IL';’T{+’Z§+ 2;’:32:?;005;194 )

st =K {%2 -+ —7;12; +2 ,,7"?2 Z; cos 193} J

und das Gleichgewicht der Fliehkrifte am Schwer- Abb. 88.

punkt O unter Weglassung des Faktors w*
8Em? + 82 m? 28, 5, mymycos ey =s"m?* . . ... .9
Dabei ist rein geometrisch
&8t —2sg 80080 =12, . ... ... .. 10)

also nach Ausschaltung von cos ¢, sowie unter Hinzufiigung von zwei weiteren
gleichgebauten Formeln

82 my? = 5,7 My — 8, my® = (ry® — 8,7 — 8,°) my m,
8,2 m % - 8,° ma® — 8 mg® = (ry? — 5,* — &,F) my m,

9a)

2 2 2 2 2 2 2 o2
82m2 -l s2m?—stm?:=(r?—s, 83)m2m3}

Deren Addition ergibt, wenn man die Glieder mit s auf die linke Seite bringt,

7,2 my my | 1y mym, + 1,2 m, m,
s2m, - stmy ts2imy—=-t—2-3 2 3 1 T3 am ]
2y st g st e )

und nach Einsetzen der Werte von s, , s,, s; aus 8), geordnet nach den Massen-
produkten

! 2 4
m, -+ m, -+ m, 7,2
m1m2<k2~1—’— Z 3 3 >_]\_
7y my - my —+ My
o My My - my r? !
—+ my, my | K2 - e
1 m, ~+ my — m,
| k,o m, -1‘_ m, + m, r22 ot
+mym, |k o T e e e
Ty my = my - my
P (1 + 1 + 1 2 cos 9, 2cosd,  2cos 11a)
=Emmm\—+—+ — Y — *) a
1M My \Qd T i rx 2 rtr?

Soll diese Bedingung fiir beliebige Massenverhéltnisse gelten, so miissen die
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Klammerausdriicke verschwinden, d. h. es mufl im Einklang mit dem dritten
Keplerschen Gesetz

k 2 5 6 :

ot (my —+my +myP =rl=rl=n' §=>0,=10,,

d. h. das Dreieck zwischen m, m, m, ist unabhéngig von der Massen-
verteilung im Gleichgewichtszustande ein gleichseitiges.

VII. Widerstandskriifte.

§ 80. Die Gleitreibung. Wir haben bisher nur solche Krifte be-
trachtet, welche einer beweglichen Masse einen Anlauf erteilen. Lassen
wir nun eine solche treibende Kraft P auf einen Koper, der auf
einer festen Unterlage ruht, parallel der Beriihrungsebene wirken, so
erfihrt die Korpermasse m erst dann einen Anlauf, wenn die Kraft
einen bestimmten Betrag R iibersteigt, worauf die Bewegung nach
dem Ansatze v

P R_md R
verlauft. Hort die Wirkung der duBeren Kraft P auf, so erfihrt
dic Masse wegen

—R=m v la)

TR
oinen Ablauf unter dem Einflusse des Widerstandes R, der somit
der Bewegung entgegenwirkt, nach dem Eintritt des Rube-
zustandes aber wieder verschwindet. Der Widerstand wird demnach
erst geweckt durch die Einwirkung der treibenden Kraft und hilt
dieser an der Beriihrungsstelle der Masse m mit der Unterlage im
Ruhezustande so lange das Gleichgewicht, als P <" R ist, wihrend er
im Bewegungszustande den Hochstwert R beibehilt. Eine nihere
Untersuchung zeigt, daB dieser Héchstwert im geraden Ver-
héltnis zur Normalkraft N zwischen der Masse m und der
Unterlage steht, in weiten Grenzen vom Lauf unabhingig
ist und nur bei der Bewegungsumkehr sein Vorzeichen
wechselt. Es ist nun sehr unwahrscheinlich, daB8 dieser Ubergang
sprungweise erfolgt; in der Tat haben &dltere Versuche von Coulomb
und neuere von Ch. Jakob einen wenn auch sehr steilen, doch
stetigen Durchgang durch die Ruhelage mit einem Wendepunkt und
einer in die Kraftachse fallenden Tangente, Abb. 89, ergeben. AuBer-
dem scheint R fiir hohe Laufwerte v nach Eisenbahnbremsversuchen
von Wiechert wieder abzunehmen. Dagegen ist R in hohem
MaBe bedingt durch die Beschaffenheit der Unterlage und
der Oberfliche des daran hingleitenden Kérpers, in deren
Rauhigkeit an der Berithrungsstelle wir demnach die Ursache der
ganzen Erscheinung zu suchen haben, die man meist als Reibungs-
vorgang bezeichnet. Man spricht deshalb den Widerstand, der den
Korper im Ruhezustand festhilt als Haftreibung, den Widerstand
beim Gleiten des Korpers auf der Unterlage aber als Gleitreibung
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an. Die letztere diirfen wir mit einem von der Oberflichenbeschaffen-
heit des bewegten Korpers und der Unterlage an der Beriihrungs-
stelle abhéngigen Beiwert f, der sog. Reibungsziffer,

R=fN . .. ... .....9

schreiben, wahrend die Haftreibung im allgemeinen unterhalb dieses
Wertes bleibt. Wirkt demnach auf den Korper eine treibende Kraft @
unter dem Winkel @ gegen die Normale zur Unterlage und den Teil-
kriften P und N in deren Richtung und senkrecht dazu, so besteht
Gleichgewicht solange

P—fN=Q(sinp—fcosp)< 0, . . . . . . 3)
oder tgpf=tge, . . . .. . . . .3a)

jst, d. h. solange die Richtung der treibenden Kraft un-
abhingig von ihrem Betrage eine kleinere Neigung als ¢,
gegen die Beriihrungsnormale hat. Den durch 3a) bestimmten

p Y y P

-2
t
|
I
|
1

. L

1 Y
) 73

-p

0 x
Abb. 89. Abb.-90.

Grenzwinkel nennen wir den Reibungswinkel. Das Gleichgewicht
eines Korpers auf einer rauhen Unterlage ist somit inso-
fern unbestimm¢t, als man weder die Gr6Be noch die Rich-
tung der hierbei wirksamen treibenden Kraft angeben kann.

Ist dagegen die Bedingung 3a) nicht mebr erfiillt, fallt also
die Richtung der treibenden Kraft auBerhalb des Reibungswinkels
so vollzieht sich die Bewegung nach der Gleichung

P—szQ(sian—fcomp):m%- Sy

in vbllig bestimmter Weise, verlduft also bei bestindigem @ gleich-
formig beschleunigt.

Fillt die Bewegung in die Bildebene, Abb. 90, so diirfen wir die
Kraft P in derselben wieder in ihre Anteile X und Y in den Achsen-
richtungen zerlegen und erhalten alsdann, da der Reibungswider-
stand fN der Bewegungsrichtung entgegenwirkt, seine beiden Anteile

dx v,
fNCOS'a:fN%:fN;’

o ey oy
fNSIn'I_(}——fN%-——fN*v’
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mit denen die Bewegungsgleichungen lauten

X—miE N

= d””+f J

Erweitern wir diese mit dx und dy und addieren, so erhalten wir
mit Riicksicht auf

dzdv,+dy jdo, _

[S21
~—

==v,dv, +v,dv,=vdv

dt
v dx +v,dy da® -+ dy?
: = =ds
v ds
die Arbeitsformel ,
Xdz+Ydy=mvdv+fNds, . . . . . . 6}

worin das Glied f Nds das Element der Reibungsarbeit bedeutet,
die neben der Erhohung der Wucht von der links stehenden Arbeit
der treibenden Kraft zu leisten ist und fiir den Bewegungsvorgang
verloren geht. Sie erscheint, wie sich aus einer niheren physikalischen
Untersuchung iiber das bisher nicht erdrterte Wesen der Reibung
ergibt, als Vermehrung der Wucht der fiir das Auge unsichtbaren
Bewegung der kleinsten Korperbestandteile, d. h. Warme, die sich
durch eine Temperaturerhchung kundgibt. Man iibersieht ohne
weiteres, daB dieser Vorgang mit der Starrheit der Korper un-
vertriglich ist, so daB streng genommen die Reibungserscheinungen
in die Physik der unstarren Gebilde und die Wirmelehre gehoren.
Wenn wir sie trotzdem hier behandeln, so begniigen wir uns mit
der Tatsache des Arbeitsverlustes und den oben angegebenen Kr-
fahrungsgrundlagen, die allerdings iiber das Wesen der Reibung keine
Aufkldrung bieten.

Die Arbeitsgleichung 6) ist auch im Falle, daB die treibende
Kraft P ein Potential besitzt, nur dann integrabel, wenn der Normal-
druck N auf die Bewegungsebene als Funktion des Weges bekannt
oder iiberhaupt unveridnderlich ist. Die gesamte dabei erzielte
Anderung der Wucht ist alsdann nicht mehr durch die Endlagen
der Bewegung gegeben, sondern im Gegensatz zur reinen Potential-
bewegung mit der Reibungsarbeit ahhéngig vom durchlaufenen Wege.

Weicht ferner die Bahn des betrachteten Massenpunktes nur
wenig von einer Geraden ab, die wir in die #-Achse verlegen, so
geht bei Vernachlédssigung von v gegen v, * ~~¢* Gl 5) iber in die
Néherungsform:

dv,
X=m dftrr—}_fN ]
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Da in diesem Falle auch dy® gegen da®~-ds® unterdriickt werden
darf, so wird die Reibungsarbeit fNds~~fNdxz nahezu ganz von
dem in die X-Richtung fallenden Kraftanteil geleistet. Nach der
zweiten Formel 5a) setzt alsdann, da v :v beliebig klein ist, der
Massenpunkt einer seitlichen Verschiebung in der y-Richtung trotz
der Reibung einen beliebig kleinen Widerstand entgegen im Gegen-
satz zu der Verschiebung aus der Ruhelage, so dafl es den Anschein
hat, als wére in der y-Richtung anfinglich gar keine Reibung vor-
handen. Von dieser Tatsache kann man sich leicht iiberzeugen an
dem iiber eine Scheibe gespannten Riemen, der in der Ruhelage nur
mit groBem Kraftaufwand, wihrend der Bewegung aber, die stets
mit einem Gleiten verbunden ist, auBerordentlich leicht seitlich ver-
schoben oder iiberhaupt aufgelegt werden kann.

1. Beispiel. Befindet sich der Korper unter der Wirkung seines Eigen-
gewichtes mg auf einer schiefen Ebene, deren Spur im Bild eine Gerade mit
der Neigung ¢ gegen die Wagerechte ist, Abb. 91, so ergibt sich in der Rich-
tung abwirts eine treibende Kraft P=mg-sin ¢, wihrend der Normaldruck
N —mg-cos ¢ den entgegengesetzten Gewichts-
anteil authebt. Die Gleitreibung ist alsdann
R=[fN={fmg-cos ¢, woraus nach 1) fir die
Abwirtsbewegung auf der schiefen Ebene

. . dv

— g (sing — feosp) = o 7)
und fiir das Gleichgewicht wieder die Bedingung
3a) folgt. Der Korper bleibt also auf
einer schiefen Ebene liegen, deren Nei-
gung kleiner als der Reibungswinkel ist,
und bewegt sich bei einer mit dem Rei-
bungswinkel iibereinstimmenden Nei- Abb. 91.
gung gleichférmig und bei groéBerer
Neigung gleichformig beschleunigt abwiérts, wihrend eine Aufwirts-
bewegung ausgeschlossen ist, da R niemals treibend wirken kann. Damit ist
zugleich ein sehr einfaches Ermittlungsverfahren fiir den Reibungswinkel und
die Reibungsziffer gegeben.

2. Beispiel. Unterliegt der Korper auf der schiefen Ebene auBer seinem
Gewicht noch der Wirkung einer wagerechten Kraft H (Abb. 92), so ist die
gesamte aufwirts treibende Kraft P = H-cos ¢ — mgsin ¢, der Normaldruck
aber N — H sin ¢ |- mg cos ¢, mithin gilt fiir die Auf- und Abwirtshewegung

H cos ¢ —mgsing
d
==+ f (H sin ¢ -+ mg cos ¢)+m3; &)

Fiir das Gleichgewicht gegen Auf-
und Abwirtsgleiten folgt daraus

Hcosp —mgsin g
=+ f(H sin g1 mg cos @),

oder H (cos ¢ T ['sin )

SmgGGing+fcosgp). . . 8a)

Abb. 92.

Dafiir konnen wir auch schreiben

sinp—fcosep _ H sin ¢ - f cos ¢

cos ¢ - fsin <p<mg cosp —fsin g’
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H
oder wegen f=tg ¢, tg(p — @) < mg <tglp+e@), « . ... 8b)

wobei der linke Grenzwert fiir den Abwirtsgang, der rechte fiir den Aufwirtsgang
gilt. Hieraus erkennt man, daB fiir H <0, also eine von der schiefen Ebene
weggerichtete Kraft eine Aufwirtsbewegung iiberhaupt ausgeschlossen ist.

3. Beispiel. Bewegt sich ein Massenpunkt in beliebiger Richtung auf
der rauhen schiefen Ebene, Abb. 93, unter Wirkung seines Eigengewichts, so
kommt von diesem nur ein Anteil mgsin ¢ als treibend in Frage, wihrend der
Normaldruck N =mgcos ¢ die Reibung R =fmgcos¢p entgegengesetzt der
jeweiligen Bewegungsrichtung bedingt. Legen wir in die Spur der schiefen
mit einer wagerechten Ebene die x-Achse und senkrecht dazu in der schiefen
Ebene nach oben die y-Achse, so sind mit einer Neigung r der Bahn gegen
die Spur die beiden Anteile der treibenden Kraft X =0, Y= — mgsin ¢ und
die Anteile der Reibung B cos7==—fmgcos ¢ cosz, Rsint=—fmgcosgsinz,

mithin die Bewegungsformeln entsprechend
v 5) unter Weglassung des gemeinsamen
Y & Faktors m
dv,
gfeos dt
dv, . .
Us r"gs/,ﬂyw”_ —7;—=-—gfcos¢s1nz—gsm(p]

gsing Daraus folgt die Arbeitsgleichung ent-
sprechend Gl. 6)

vdv—=—gdysing —gfdscosp, 9a)

= -—gfcospcoszt ]
. 9)

T &

Abb. 93 oder integriert von der Anfangslage
=0, y=0, v=1,, =71,
¥ —v?=—2g[ysing-}fscosgp], . ... ... 10

zu der wir noch die durch Ausschaltung der Reibungsglieder aus 9) hervor-
gehende, aber auch unmittelbar nach Abb. 93 einleuchtende Gleichung

2

):gsintpcosr e e e A B §)
hinzunehmen. Setzen wir darin 4
tgr=1y', cosz=— —flf , 0= _ds = — (17_‘_,‘?!-;-,
Vi4y~ de y
so wird daraus = _—g¢gsing l—y,—;yr“r 11a)
und nach Einfithrung in 10)
2 b 3 | 3 1+ y'Z
v —2g[ysing +-fscosp] | gsing - 7 =0. ... .12
Differenzieren wir nach 2z, so folgt unter Wegheben zweier Glieder mit
dy" j— yﬂl dx
_2fds_1+4y” .
tgpdx ~  y’®
. ds s dy’  dy" dy dy’
t atha— _ 2 " — —_ Y — (A
und mi dx VIHy® oy dz dy’ dx ¥ dy’
.. 2f .
und der Abkiirzung — =u . . . ... S 4]
tg @
—udy  dy’

=20 . P €Y
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Integriert gibt dies mit einer Konstanten a

" dy’ ‘o 1 _ 121 — 1t
V= 1 —=aly Fyl-y2—, . ..o 14a)
v 1>~.’14 <sinr—|—i>—.~
oder y wa<tgr+c(—)—sr =o\—s7 y o - . . . 14Db)

. i L)
womit 11a) iibergeht in v?:—gﬂfp—gsﬂrt—wl e e e e 11Db)

a(cos ) +2

Diese Formel ermoglicht die Bestimmung der Griofie ¢ durch Einsetzen der
Anfangswerte v, und 7,, so zwar, dal}

g sin @ [sin 7, -+ 1]

v = S B  ¥6))
a(cos ) t? 7
veost \? cost, sinr4+17#
oder ( ) - ’ o S t} s e e e e e 11d)
U, COS 7, Leosz sin 7,1

woraus fiir u=0, vcost =19, co81,=v, folgt. Das trifft in der Tat zu fiir
f=0, d. h. fiir eine reibungsfreie Ebene, sowie mit tg @ == 00 fiir eine lotrechte
Lage derselben. Differenzieren wir ferner 11b) und setzen v-dv =20, so wird:

2sin?r 4+ (u+Qsintfp=0 . ... ... . 15
mit den beiden Wurzeln
. . 2 f
—_ — 1 5 —— — - = — e e e e
sin 7, , sint, 9 2o’ 15a)
deren erste nach Einsetzen in 11b) mit Riicksicht auf x>0, »=0, d. h. auf
ein Steckenbleiben des Kérpers mit 7, :=— 900, also mit in der y-Rich-

tung abwirts gerichteter Bahntangente fiihrt, wihrend der zweite Wert z, mit

dv=0 dem Ubergang von der verzbégerten in die beschleunigte

Bewegung entspricht, der nur eintreten kann, wenn f=tg ¢, < tg ¢, d. h.

bei einer den Reibungswinkel iibersteigenden Neigung der Ebene.
Zur Ermittlung der Bahngleichung setzen wir in 14a)

, O , 1 1 dy' dz 1 1\ dz
VIR vy o) =T T = () W
und erhalten so
d . Z(l /1 »_[7 j;) d ]
x_2aK 2% 17)
bk L
dy=y da=" (1) az
mit den Integralen
1+ Zu—l
2ax=b+— — 4 —-
"l4e p—1
pn e [T 17a)
PO b T2
deren Konstanten sich aus den Anfangswerten fir y=2 =0, v=71, also
2y =tg 1y} ! _:51nr0—}~1 . 1)

oS 7, 08 7,

bestimmen und mit den Scheitelabstinden x,, y, der Bahn, wo =0,
z=1 ist, durch

1 "
b:2(ax1—uz—!f_ffl>, c:4<ay1+-(;2_4)—> ... .. 17h)



124 Widerstandskrifte.

zusammenhdngen. Da ferner fiir den Abwirtsgang in der y-Richtung mit
y'=—00

7 U |
=—y +y =0 .. ... 16b
p=—y v | 1+ m=gy =0 )
wird, so liegt der entsprechende Punkt fiir u <1 mit x =00, y=— 00 ab-

wirts im Unendlichen. Den unteren Grenzfall der Bahn bildet hier mit xw =0
die Wurfparabel, deren Gleichung sich aus

el e e}
2ax—-bfz—z, 4(13/—(:_wz z+z, ..... 18)
durch Ausschaltung von z mit der Anfangsbedingung ¢ =y=—0 zu
y 2y=az*—bx. . . . 18a)
7 I
]
|
% : :
” |
[
o : 4 Uy 5;71
0 Xy Zz | I
(2) } yzf &
Xy Zz
Abb. 94. Abb. 95.
ergibt. Fir 1 <p< 2 und y =— oo erreicht # den Grenzwert x,—b:2a,
wihrend y, = — 00 wird, so daB also die Bahn eine der y-Achse parallele

Asymptote hat, Abb.94. Fiir u > 2 bleibt der Korper schlieBlich mit y’' = — oo,
2=0 in dem Punkte z,=50:2a, y,—c:4a stecken im Einklang mit dem
schon oben bemerkten Erléschen des gerade abwirts gerichteten Laufes, Abb. 95.
Fir u-=00, oder tgp =0, d. h. auf einer wagerechten rauhen Ebene wird
nach Gl 14a) y”— 0, die Bahn also eine Gerade, lings der die Bewegung
gleichférmig verzogert bis zur Ruhe verlauft.

§ 31. Die Dimpfung. Bewegt sich ein fester Korper in einer
tropfbaren Fliissigkeit oder in einem Gase (z. B. der Luft), so er-
fahrt er erfahrungsgemif einen mit seinem Lauf v zunehmenden
Widerstand, der, wie in der Hydromechanik ndher festgestellt wird,
durch Gleiten von Flussigkeitsteilen aneinander und durch die Uber-
tragung von Wucht auf dieselben bei ihrer Verdringung seitens des
bewegten Korpers hervorgerufen wird. Mangels ndherer Kenntnis
der Abhingigkeit dieses Widerstandes vom Lauf behelfen wir uns
mit einer Potenzreihe

We=kyvo{-kyo* kg0 4...., . . . . . . 1)

indem wir uns die Bestimmung der Beiwerte k, k, k, . ... durch Ver-
suche vorbehalten. Handelt es sich um langsame Bewegungen, so
liberwiegt erfahrungsgemill das erste Glied alle iibrigen, wiahrend bei
rascheren Bewegungen, also hohen Werten von v, das zweite Glied
alle iibrigen weitaus iibertrifft. Es liegt dies natiirlich daran, da8
die Beiwerte der dritten und héheren Potenzen von v, wenn sie nicht
iberhaupt verschwinden, so doch so stark mit steigender Ordnungs-
ziffer abnehmen, daB die Reihe 1) fiir alle Werte von v rasch kon-
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vergiert. Wir begniigen uns an dieser Stelle mit der Betrachtung
langsamer Bewegung in einer Flissigkeit, dem sog. widerstehenden
Mittel, und bezeichnen in diesem Falle den Widerstand

W:klv(-?)

als eine Ddmpfung, die im Gegensatz zu Gleitreibung bei Um-
kehr der Bewegungsrichtung mit v ihr Vorzeichen von selbst
wechselt. Wirkt auf den Korper, den wir uns wie frither als Massen-
punkt vorstellen, eine treibende Kraft mit den Anteilen X und Y in
den Achsenrichtungen, so erhalten wir, da die Dimpfung natur-
gemifl der augenblicklichen Bewegungsrichtung entgegen-
gesetzt gerichtet ist, mit den Teilwiderstinden

v, v,
W:}*:kl 'Um, W*;UJ:]CI 'Uy
in den Achsenrichtungen
dv, , dv,
X:mﬁ—l“klvm, I:m—ﬁ+klvy,. PN 3)

aus denen sich nach Erweiterung mit do und dy und Addition die
Arbeitsformel

(lL=Xdz+Ydy:m(vzdvx-'rfuydvy)—{—kl(vmdx—]—vydy),

oder wegen

v, dx v, dy=1vdi=v-ds
dL=m-vdv+Fk,vds. . . . . . . . . 3a)

Diese Gleichung ist nicht ohne weiteres integrabel, da man den Zu-
sammenhang zwischen dem Wege s und dem Lauf v noch nicht kennt;
sie zeigt aber jedenfalls, daBl die zur Vermehrung der Wucht nétige
Arbeit, wie schon bei der Gleitreibung vom zuriickgelegten Wege ab-
hingt, auch wenn die treibende Kraft ein Potential besitzt. Die
Behandlung der geddmpften Bewegung wird indessen dadurch er-
leichtert, daB in den beiden Grundformeln 3) auf der rechten Seite
nur die zugehdrigen Laufteile mit ihrer Ableitung, nicht aber der
Gesamtlauf auftreten.

1. Beispiel. Haben wir es im Sonderfalle mit einem Kérper zu tun, der
ohne Einwirkung von #uBeren Kriften im widerstehenden Mittel fortschreitet,
80 liegt zunichst kein AnlaB fiir eine Abweichung von der geraden Bahn vor,
so daB wir uns mit der einfachen Formel

dv dv __  k .
”n“d’z’*fklv~n-0, T T VT TR 4)
begniigen diirfen, Daraus folgt umgekehrt mit einem Anfangslauf v, fiir £=:0
ﬂ:f:—xt, Ign pE—y v==wpeT* N L L 4a)

v v
wonach der Korper erst mit =00, d. h. niemals v&llig zur Ruhe ge-
langt. Erweitern wir dagegen 4) mit v-dt —=dx, so wird mit =0 fiir v =7,

dv—=——nd&, V=Vy—XT, . « . . . . .. 4Db)
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wonach die niemals ganz erreichte Ruhelage den Abstand xoz%vom Anfang

besitzt. Durch Ausschalten von v aus 4a) und 4b) erhalten wir schlieBlich
die Gleichung der Wegkurve

_ EO — p—nt 4
= (I—e™Y, ... ... c)
die sich vom Anfang aufsteigend asymptotisch dem Werte , nihert.

2. Beispiel. Fiir einen mit dem Anfangslauf v, von der Anfangslage y — 0
gegen den Erdanlauf g emporsteigenden Korper liegt ebenfalls kein Anlaf fiir
die Abweichung von der Senkrechten zur Erdoberfliche vor, also gilt hier mit
der zweiten Formel 3) mit ¥ =-—mg

dv dv k
—mg—_—ma—i{—klv, —di—_—g—fl—v:—(g—}-xv), .. 8)
oder
xdv g+ x=v —
grr—r—fm;:—xdt, lgng—i—zv(,:—xi’ g-Frv=(g-Fxv) e *t, 5a)

woraus sich die Steigzeit ¢, mit v =0 zu

_ 1 xvo>
tl—;lgn (1 +~é—~ .......... 5b)
berechnet. Nach Erweiterung von 5) mit vd¢ = dy folgt
_ vdv . g g+=v
_dy_g+xv’ # Y =1, v+x ]gng+%%, .. .. 90)
also die Steighthe mit »=0, sowie wegen 5b)
A f';vo.> _ %94
ho=-, - Ign <1+ 0= e 5d)

SchlieBlich folgt noch durch Ausschalten von v aus 5a) und 5c)

@(1~e—”)—gt. ........ Se)

nY =
Die Formeln 5a), 5c¢) und 5e) gelten auch fiir den Niedergang des Korpers
von der durch 5d) bestimmten Steighohe. Sie ergeben folglich mit y =0 den
Endlauf v, beim Wiederauftreffen auf den Boden und die bis dahin vom
Aufstieg an gerechnete Gesamtzeit, allerdings durch transzendente Gleichungen,
die aber zeichnerisch durch den Schnitt der Exponentialkurven mit der Geraden
durch den Anfang geldst werden konnen, worauf wir im néchsten Beispiel
zuriickkommen.

3. Beispiel. Der schiefe Wurf eines Kérpers mit Dimpfung fiihrt
mit X=0 und ¥ =—mg in 3) auf die Gleichungen

dv, dv,
m?ji"+k1vx:0; _mg:m*dt/+klvy, e e e e 6)

die wir jede fiir sich schon in den beiden vorstehenden Beispielen vollstindig

integriert haben. Mit k,:m —=2x folgt demnach aus 4a) und 5a), bzw. 4b)
und 5¢)

Ve =wr,6 "t =vp,—xw ]

i

%

. 6a)
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also . |2 e 2 . . 2
v t”“ | (% | ”“H =g ”1’0) T 61)
v-dv 2 g * — 2 g(9 —x ’
xdt ‘Lv“ (Z ' v””” e ;<; vyo) ¢~

Danach erreicht der Gesamtlauf v einen Héchstwert fiir e~ ** =0, d. h.

¢t = 00, wobei v, = 0 wird, entsprechend einer senkrechten Asymptote der’Bahn,
und einen Kleinstwert fir

ot Va0 (g 2y

=0 ... . 6be
9(g + #vyo) )
Fir die Bahngleichung erhalten wir ferner aus 4c) und 5e)
zx:vxo(l—e_”t) ]
g \ 0 }7)
= (Lot (1= ") =g
und nach Ausschaltung der Zeit ¢
g z g =T -
yz(;—{—v%)ﬁ—{—;? Ign <1— . > e Ta)y
0 v 0
Durch Differentiation folgt daraus
dy_9txve 9 )
dx Vg, # Vg, — 272 7b)
A f ......
dx® (evg, — % 2)°
und man erkennt, daB
.. d a?
fiir xx=uvg, aZ:—oo, ZMZ:-_OC
fiir = — 00 ii?i:g_t%’ @é:o
dx % Uz, da?

wird, d. h. also, daB die Bahn, wie aus Abb. 96 ersichtlich, zwei Asymptoten
besitzt, die den Zeitwerten f== 4 00 entsprechen. Die Bewegung geht daher

immer mehr in den senkrechten Fall iiber, wobei sich der Laufwert nach 6b)
dem Hochstwerte

— gy —— 4
V= Vym Rl Tc)
nihett, filr den nach 6)
%:O und die Dampfung

gerade durch den Erdanlaufg
ausgeglichen wird.

Fiir y = 0 geht 7a) iber ‘2 2
in die Gleichung = v
-0 “ '.
- XVyo) #T '’ 1
5 14— — ‘e |.
1~’i:6 < g >1’Io,7d) /// :
T’xo :
deren eine Wurzel z 0 den Abb. 96. !

Anfang der Bewegung er-
gibt, wihrend eine zweite, die Wurfweite, aus dem Schnitt der beiden Kurven

<, <

- (1+"J‘?) x

»x g Vxg
=1——, U, =6

Vz, °

nach Abb. 97 hervorgeht. DaB dieser Schnitt reell ist, folgt aus den Ab-
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leitungen beider Linien, die fiir = 0 sich zu

du1> x <du.2> . P < zvy,,>

<dx 0 vxu> dx/ Vg 1+ g

ergeben, also verschiedene Nei-
gungen aufweisen.

Fiir =0, d. h. fiir den
Wegfall der Dimpfung wird aus
der Bahngleichung 00 — o0,

Uz also ein unbestimmter Ausdruck.
0 i ———— _ Kz Entwickeln wir also das zweite
Abb. 97. Yz, Glied in 7a) in eine Reihe, so

wird aus 7a)

7

=Wy 9% g* xd— .., Tb)

- ¢ 3
Uz 203, 3 Uz,

¥

also mit » =0 die uns schon vertraute Gleichung der Wurfparabel § 7. Gl. 7a)

L TON L
A
§ 32. Der quadratische Widerstand. Haben wir es bei rascher
Bewegung mit einem dem Quadrate des Laufes verhéltnis-
gleichen Widerstande
W=k . . . . ... ....1

zu tun, so wird dieser nicht, wie im Fallo der Dampfung, von selbst
mit dem Laufe v sein Vorzeichen wechseln, da v? stets positiv ist.
Es bleibt also, um die Widerstandsrichtung bei der Hubumkehr
ebenfalls zu dndern, wie bei der Gleitreibung nichts als ein Vorzeichen-
wechsel des Beiwertes, oder mit andern Worten, der Ansatz einer
neuen Bewegungsgleichung iibrig. Fiir die Bewegung in einer
Geraden unter der Wirkung einer treibenden Kraft P haben wir
demnach mit W=k,»*

fir v=0 P:m%:{:kev" )|

zu schreiben. Bei krummliniger Bewegung ohne Hubumkehr auf der
Bahn sind die in die Achsenrichtungen fallenden Teilwiderstinde

v
W& koo, W-L =k, vv derart einzufiihren, dafl die Bewegungs-
v 2 x v 2 y

formeln v do
X=m i + k,vv,, Y=m T +kyvv, - . .. 3)

lauten. Aus ihnen folgt dann in bekannter Weise die Arbeitsgleichung
AL =Xdz+Ydy=m(v,dv, + v dv) -} k(v dv + v dy),
oder, wie im vorigen Abschnitt
dL=mvdv-|kyv’ds.. . . . . . . . 3a)

Der Arbeitsaufwand ist demnach auch beim Vorhandensein eines
Potentials der treibenden Kraft wegen des Widerstandes abhiingig
vom zuriickgelegten Weg. Da ferner der Widerstand stets einen
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Arbeitsaufwand erfordert, der bei der Hubumkehr auf der Bahn
mit ds sein Vorzeichen nicht wechseln darf, so erkennt man aus 3 a)
deutlich fir diesen Fall die Notwendigkeit des Vorzeichenwechsels
von k,. Weiter ist ersichtlich, daBl infolge des Auftretens des Ge-
samtlaufes v neben den Laufteilen v_ bzw. v, in den Widerstands-
gliedern der Bewegungsformeln diese nicht wie bei der Ddmpfung
unabhiéingig voneinander behandelt werden konnen, was naturgemif(
eine Erschwerung mit sich bringt.

1. Beispiel. Schreitet ein Korper ohne Einwirkung treibender Kriifte in
einem Mittel mit quadratischem Widerstand fort, so haben wir

dv dv k,
T 2 — e R =, L L.
m kP =0, dt pll #0?, 4)
also mit einem Anfangslauf v, fiir ¢ =0
_fl_qf:xd;, l—l:xt, ........ 4a)
v v,

so daB v, wie bei der Dimpfung erst fiir £ =00, d. h. niemals véllig zur Ruhe
kommt. Dieser Fall tritt u. a. ein beim Anlegen von Schiffen, sowie beim An-
halten von Eisenbahnziigen, das trotz des Abstellens der Triebkraft nur durch
Einschalten einer Gleitreibung (Bremsung) schlieBlich erzwungen wird. Erweitern
wir Gl. 4) mit vdt=ds, so wird mit s=0 fiir v =1,

dv v

C—=—ds, lgn — = —xs, = .. .. . 4b

v xds, gn n ”x8, v=1,€ )
Der Ruhezustand tritt also hiernach erst im Unendlichen ein, woraus sich
ebenfalls die Notwendigkeit einer Bremsung zum Anhalten ergibt. Nach Aus-
schalten von v aus 4a) und 4b) wird schlieBlich

exs=lgn(l-4-=ve) . ... ... . ... 4oc)

mit der Naherungsform s=uw,¢ fiir kleine Werte von xv,t. Die Bewegung
geht also schlieBlich in eine gleichférmige iiber, die dem Erloschen des Wider-
standes entspricht.

2. Beispiel, Wird ein Kérper aufwirts geworfen, so ist Y= — mg,
also da der Widerstand %,v* ebenfalls abwirts wirkt
dv dv ky o
o= — kv =g —— = — g (1 - #,%? ..
m dt mg kzvl dt g mv g( +y0v): 5)
wo 1 mAg
—e= = s e ... .6
*o V k, )

den Wert des Grenzlaufes v bedeutet, bei dem der Widerstand
gerade das Korpergewicht ausgleicht. Alsdann wird mit v, fiir t =0

dv

S = — g df arctg x,v — arctg x, vy = — #%,g¢ ,
1 %,20° gav, g *o g %Y 0g?
oder umgekehrt
2,0y — tg 2,90 %o Uy COS 22, gt — 8in x4 gt
Ho¥ == = - , 5a)
1+ #ov, tgoggt 24w, 8in3%,g¢ - cOB o9t
woraus sich mit v=10 die Steigzeit ¢, aus
arctg %,
tg %yt = %oV 12U t = A% L. 5b)
*09

berechnet. Mit v.dt=dy folgt weiter aus 5a) unter Beachtung, daf der
Lorenz. Techn. Physik I, 1. 2. Aufl. 9
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Zshler des Bruches mit x,g erweitert die Ableitung des Nemnners darstellt,
durch Integration mit y =0 fiir £=0

#o? gy == lgn (2,0, 8in %y gt - cos xgt) . . . . . . .. 50)
Erweitert man dagegen 5) mit vdt —=dy, so wird mit v, fiir y=10
B vdv 1 4 2,° 0,2
gdy=—1 ag. PRGOSl - 59)
mit der Steighdhe y, fir v=0 aus
2x2gy, =lgn (1 +%29,%.. . . . . .. .. . De)

Daraus folgt schlieBlich durch Verbindung mit 5b) fiir die Steigzeit der andere

Ausdruck 1 . —

t,=——arctg V201 . .. .. . 5f)

YY)

Fiir sehr kleme Werte von x, kann man in 5a) tgx,gf~~ »,g¢ und in 5d)
1 1420
"7 %2R

fiir das w1derstandslose freie Aufsteigen hervorgehen.

~2 xo? (vy? — v?) setzen, woraus dann die bekannten Ausdriicke

3. Beispiel. Beim Herabfallen des Korpers wirkt der Widerstand
nach oben, also gilt, wenn wir den Lauf in der Bewegungsrichtung positiv
nehmen, mit 6)

dv . dv ( k, 2) . o2
m%—mg—k‘,'v, 7 l—ﬁb—'v =gl —»2v%, ... T
2dv 2dv dv dv
oder  2gdt= 1—x200 (L—xyv)(1F0) | —xov+l—f—xov ’
Das liefert mit einem Anfangslauf v=0 fiir ¢=0

142w o297t 1 PY A L Y

lon - %Y _9 .
gl 1— 0 g%k, MV 39"ot+1 ea"ot_|_e—a%ot’ 78)
algo fiir t =00, #,v==1, d. h. der Lauf ndhert sich asymptotisch dem
Grenzwert 6). Erweitern wir 7) mit 2vdt =—2dy, so wird mit y=y,
fiir v=20
2vdv
—2gdy=qg— 55> 292 (—y)=lm {1 —x),
(U
oder wPE =1 — " 2w . Tb)

woraus sich fir y =0 der Endlauf v, beim Auftreffen auf den Boden zu

xo'v,—Vl— “qextur N )

ergibt. Setzen wir ferner noch in 7a) v—= —dy:d¢, so liefert die Integration

mit y=y, firt =20

g0t | g=got
2

und damit die Fallzeit ¢, mit y=0. Zu dieser gelangt man noch einfacher

durch Einsetzen von 7b) mlt y =0 in die erste Formel 7a) und erhilt so

g% (4, —y) =1gn —lgnGojgrgt . . . . . 7d)

P S, 14+ V1— e 27tn
: 2,9 1_V1 30”0 %1

Der Vergleich dieses Wertes mit der Steigzeit 5b) des vorigen Beispiels ist
wenig iibersichtlich. Dagegen ergibt der Vergleich von 7¢) und 5e)

D,
v, = - °

———— /)
V14 %% v,°




Der quadratische Widerstand. 131

so dafl also — infolge des Arbeitsverlustes durch den Widerstand — der Korper
langsamer auftrifit, als er vom Boden emporgestiegen ist. Daraus kann un-
mittelbar auf £, >#, geschlossen werden.

4, Beispiel. Yiir den schiefen Wurf konnten wir wieder auf die beiden
Grundformeln 3) zuriickgreifen, indem wir dort X =0 und ¥ = — mg setzen.
Da indessen diese Gleichungen noch den Gesamtlauf v neben den Laufteilen
v, und v, enthalten, so ist ihre getrennte Behandlung im Gegensatz zum Falle
der Dampfung nicht durchfiihrbar. Deshalb empfiehlt es sich hier von vorn-
herein, wenigstens die zweite Formel durch eine solche zu ersetzen, welche
den Widerstand nicht enthidlt, d. h. durch den Ausdruck fiir den Normal-
anlauf. Wir haben also mit dem Neigungswinkel 7 der Bahn und ds=vdt,
sowie mit 6) aus der ersten Gl. 3)

dv,  k dve  ky , N
dr = m U oder I—m;njds——do gds . . . . 8
und fiir den Normalanlauf
2
1;?zgcos 7z,  oder —vf%:gcos% ...... .. 9

Aus 8) folgt sofort durch Integration mit dem Anfangswert vz, = v,cos 7,
fir s=10

Vp == vage 975,
also v, =0 fiir s =00, was nur moéglich ist, wenn die Bahn sich einer senk-
rechten Asymptote ndhert. Setzen wir diesen Ausdruck in 9) ein, so wird

vz dz =—g20% S g L. 9a)
. . g cos’t
oder integriert
.,z [sine (22 )] g e
#o2 Vzq {coszz —-lgn tg 5 -+ 1 C—e e e e 9b)

Hierin ist fiir s=0, t=71), also

C =14 %2 vg, [

cos’z,

sin 7,

—{—lgntg(%—}——})},. 19

wihrend fir s=-— 00 nach 9b) der Winkel 7 einen Grenzwert annimmt,
dem eine zweite schrigliegende Asymptote, wie in Abb. 96, entspricht.

Der Bahnlauf

== e TS oo
CO8T  COST

ndhert sich mit 7=90° und s=00 dem Grenzwerte v=1:2%,, wie sich am
einfachsten aus der zweiten Grundformel 3) mit dv, : d¢ =0 und v, = v ergibt.
Die vorstehenden Gleichungen bestimmen den durchlaufenen Weg als Funktion
der Bahnneigung 7, ermdoglichen also die zeichnerische Integration der Ansitze

dx=dscoszt, dy=dssinz, dt=v"ds

und damit die punktweise Aufzeichnung der Bahn selbst mit den dazu ge-
horigen Zeiten. )
Fiir sehr langgestreckte, sog. Flachbahnen ist angendhert
dy

= =tgrAssinz,

dz

Py dr  dv
*dxg NE;NE;, COST{\,],
also mit 9) und y =0, tgr=tgz, fir =0

9*
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ﬂ:_i:_ie2g%°2a}
dat ”Ux2 'U;io
ﬁ:+tgt:tgto+ ! [1 — (20%°7] A b )|
dx 2,2 Vg,
y:x(tgto—}-w 1 . >+“ 1 S (1—-62’]%022;)
207 v, 49 %" vy,

Entwickeln wir die letzte Klammer in eine Potenzreihe und brechen
mit z? ab, so folgt

y=ztgz,
ga® 2¢% 1% .
«i"é BT )
?0 To Rt}
‘).

W d. h. die angenéherte Flach-

bahn setzt sich aus einer ge-

Yz S wohnlichen Wurfparabel v,

% y =, %o und einer kubischen Parabel

|+ & 9, nach Abb. 98 zusammen,

i ‘B? von denen die letztere mit

o #,=0 entsprechend dem Ver-

schwinden des Widerstandes
Abb. 98. wegfillt.

Das letzte Beispiel bildet die Grundlage der Lehre von der
GeschoBbewegung oder dulleren Ballistik, bei der wir es stets
mit so hohen Geschwindigkeiten zu tun haben, dal jedenfalls der
Einflu} der im § 31 besprochenen Démpfung vernachlissigt werden
kann. Das trifit aber streng genommen nicht mehr zu beim senk-
rechten Emporwerfen eines Korpers, sowie beim freien Fall in der
Luft aus der Ruhelage, in deren Nihe die Dampfung sicher den
quadratischen Widerstand iibertrifft. Alsdann hétten wir fiir den
Gesamtwiderstand genauer

W=kotko'=v(k,+ ko) . . .. .. 12)
zu schreiben, womit die wagerechte Bewegung (Beispiel 1) ohne
treibende Kraft nach den Formeln

dv k k,
W:_v<ﬁ+ﬁzy>:—x1'v(l+xgv),

,’Uwg:g—%lt’ M:e_”]%gs oL 12&)
Vg %, VoV 12,9,
leicht berechnet werden kann. Fiir die Auf- und Abwirts-
bewegung aber hitten wir dagegen
dv I 2
i Fg—on,v—u,0"=TFg— ng(v~+ﬁv>

Ho

2

2
dv %y

oY T o %\
= F9+ ix, (v—l— )n.z, . . . . 12b)

2%,/
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also im 2. und 3. Beispiel einfach

2

gF ;1~ an Stelle von ¢
e 12¢)
#1

U—{-—T-— ” ” ” 'UJ

2,

zu setzen, ohne dafl sich der Rechnungsgang sonst éindert. Die Er-
orterung der mit 12c) erhaltenen Ergebnisse kann demnach dem
Leser zur Ubung iiberlassen werden.

VIII. Dynamik ebener Schwingungen.

§ 38. Freie Reibungsschwingungen. Befindet sich ein Massen-
punkt in einem Anlauffelde, dessen Stédrke dem Abstand von einem
Zentrum verhdltnisgleich und nach diesem hin gerichtet ist, so voll-
zieht er sich selbst iiberlassen, wie wir frither § 11 gesehen haben,
in beiden Achsenrichtungen emfache Schwingungen, deren Uber-
lagerung eine elliptische Bahn ergibt. Bewegt sich der Punkt dabei
auf einer rauhen ebenen Unterlage, so tritt noch eine der augen-
blicklichen Bewegungsrichtung entgegengesetzte Reibungskraft hinzu,
die im geraden Verhiltnis zum Normaldruck N=mg des Massen-
punktes auf die feste Unterlage steht. Ist demnach — «?r der
Zentralanlauf, so ist die entsprechende ,Federkraft® — «?mr mit
den Anteilen — ¢*max und — e¢?my in den Achsenrichtungen. Zur
Beschleunigung der Masse bedarf es demnach einer ZuBeren Treib-
kraft mit den Anteilen

X=ma‘c’—|—o¢2mx-_+-mgf%]
.
Y:m:ij—}—a‘“’myimgf%i

worin die Reibungsziffer f ihr Vorzeichen mit dem Bahnlauf v, d. h,
bei einer Bewegungsumkehr auf der Bahn derart wechselt, daf fiir
den Hin- und Riickgang das Reibungsglied mit verschiedenem Vor-
zeichen zu versehen ist. Durch Erweiterung der Formeln 1) mit
dr, dy und Addition folgt sodann wegen v dz v dy=vds,
xdx 4+ ydy=rdr die Arbeitsgleichung

Xde+Ydy=mlvdv+*rdr +gfds],. . . . . 2)

in der das letzte Glied rechts stets die verlorene Reibungsarbeit
darstellt, welche mit dem absoluten Betrage des insgesamt zuriick-
gelegten Weges, d. h. der Summe der Hin- und Riickgéinge wichst.
Ist die Masse im Felde der Federkraft und Reibung sich selbst
iiberlassen, so verschwinden die &#uBleren Teilkrifte X und Y und
wir erhalten unter Weglassung des gemeinsamen Faktors m aus 1)
und 2) fiir die freie Bewegung
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) —_ vv

& dr=Fgf--
0 1a)

jtey=Fgr
vdv++*rdr=TF gfds, . . . . . . . . 2a)

worin die linke Seite die Anderung der gesamten Macht der be-
wegten Masseneinheit darstellt.

Erweitern wir schlielich die Formeln 1a) mit y bzw.  und

d d d
subtrahieren, so folgt mit «§—y& = s (xy —yd)= F7 ( 2 j)

di
i
d(r*w) o odt_ds 3
o —-—i—gf? g 2 )
2w _ ds
oder 3 2:+gff—{;§', e e e e e 3&)
0 0

d. h. der Fldchenlauf des Fahrstrahls vermindert sich
ebenso wie nach 2a) die gesamte Macht der frei bewegten
Masse infolge der Reibung.

Verschwindet in 2a) das erste Glied links, so bleibt

Crdr=TFgfds . . . . . . . 2b)

eine Bedingung, welche identisch erfiillt ist fiir ds—O dr==0.
also v=0 und damit Umkehrpunkte der Bewegung oder ein
Aufhoéren derselben anzeigt. Verschwindet dagegen weder ds noch
dr, so ist dv=0 und 2b) geht mit dem Neigungswinkel » des
Strahles r gegen die Bahn, oder dr:ds= cosv» iiber in

o1
oty
wonach Scheitelwerte des Laufes an solche Stellen der
Bahn gekniipft sind, wo der Bahnanteil der Federkraft
gerade durch die Reibung aufgehoben wird. Diese Verhilt-
nisse werden noch klarer durch Ausschaltung des Bogenelementes

ds=Vdr*--r*dg® aus 2b). Wir gelangen so zur Bedingung

gfrdp==Va'r* —g?f2dr, . . . . . . . 2d)

die fir dp==0, dr=0, also v=0, d. h. fir Umkehrpunkte und
Steckenbleiben ohne weiteres erfiillt ist und durch Integration eine
Kurve ergibt, deren aufBlerhalb des Kreises otr?=g%f? gelegene
reelle Schnitte mit der Bahn die Stellen der Scheitelwerte von v
liefern. Ist im Sonderfalle die Bahn eine Gerade durch die Mitte
des Kraft- und Anlauffeldes, so wird mit dp =0, ds=dr

(a47‘2——92f2) d,'.ﬁ?:o’
so daB bei einer einfachen geradlinigen Reibungsschwingung

ofrcosy=—F gf, 1, ... .. 2¢)
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die Punkte r— + Zg zu beiden Seiten der Feldmitte mit Scheitel-

werten von v durchlaufen werden. Solche Punkte wollen wir als
Schwingungsmittelpunkte bezeichnen,

1. Beispiel. Ein Koérper von der Masse m sei durch eine Schraubenfeder,
deren Ejgenmasse gegen m vernachlissigt kann, mit einer festen Wand ver-
bunden und auf einer rauhen Ebene beweglich (Abb. 99). Bei der Auslenkung z
aus der Stellung mit ungespannter Feder sei der Anlauf — o2z, also die Feder-
kraft o®mz, mithin bewegt sich der ausgelenkte und sich selbst iiberlassene

Kérper geradlinig in der z- Richtung nach
der Formel 7 T

it+otx Lgf=0, ... 4 ! &&
die auch mit v, == aus der ersten Gl.1a) [
folgt. Setzen wir darin 7 y 7
9f ==\,
so wird 4@ 42)=0 . .. 4a) Abb. 99.
wegen der Bestindigkeit von z, erfiillt von der Schwingungsgleichung
x + ®.==A cos at -+ Bsin af } ' . 5)
t=o(Beosat—Asinat) f
mit der von der Reibung unabhingigen Schwingungsdauer
2n
b= 6)

Nach 4a) erhdlt man fiir =0, also fir Scheitelwerte von & die beiden
Schwingungsmittelpunkte # = F 2, entsprechend &= 0 fiir den Hin- und Riick-
gang. Die Beiwerte 4 und B in 5) sind durch die Anfangsbedingungen der
Bewegung bestimmt, also durch z=x,>>0, & =a&,= «c fir =0 so zwar,
dafl fir den Hingang mit
T+ 2,=A4, cc=uoB

die Gl. 5) iibergehen in

% A4 #,= (T, +2,) cos et fcsmeat )

& == &c cos at — « (1, -} ,) sin ot

Dieselben gelten mit demselben Vorzeichen nur bis zum gréBten Ausschlag
Z, > %,, der mit & =0 zur Zeit ¢, gegeben durch

c
tgoty =—73—. . . . ... L. oL, 7
g «h %+ 2, )
erreicht wird und sich damit aus der ersten Formel 5a) zu
Ty = V/(?OA‘I’ P —w ... 7a)

berechnet. Mit der Hubumkehr an dieser Stelle &ndert aber z, mit der Reibungs-
ziffer f sein Vorzeichen, so daB fiir den Riickgang in 5)

z —z,=A, B=0

zu setzen ist, wenn wir der Einfachheit halber die Zeit von der Hubumkehr
ab rechnen. Also gilt fiir den Riickgang

z— &, = (¥, — Z,) cos at )
. T T 5b)
& =— (2, —&,) esin «tf
mit dem unéchsten Scheitelwerte fiir cos «t,—=—1, at, ==

By =2 —Ty. . . . . .. 7b)
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Der nichste Umkehrpunkt nach abermaligem Fortschreiten um ot =2z liegt
dann bei By =— — 22, =, —4x,, .. . ... ... 7¢)
so daB wir fiir die aufeinanderfolgenden absoluten Scheitelwerte oder Umkehr-
punkte einen Unterschied von 2z, erhalten, der dem Wechsel der Schwingungs-
mitten von -z, auf — z,. entspricht
und die in Abb. 100 gezeichnete Weg-
und Laufkurve ergibt. Beide be-
stehen aus halben Sinuslinien, von
denen diejenigen der Wegkurve sich
an den Scheiteln tangential an-
schlieen, wihrend sie an den ent-
sprechenden Punkten der Laufkurve
Knicke bilden. Fillt die Hubum-
kehr wie x, in Abb. 100 zwischen
die Geraden - z, der Schwingungs-
mitten, so ist der Absolutwert der
Federkraft o®may < mgf nicht mehr
imstande, die Masse gegen die Rei-
bung wieder in Bewegung zu setzen.
Die Masse bleibt alsdann bei
z, liegen und die Wegkurve ver-
lauft von dort als Parallele zur Zeit-
achse weiter, wahrend die Lauf-
kurve von da mit ihrer Zeitachse
zusammenfillt. Die Arbeitsglei-
chung wiirde in unserm Falle lauten
mit v, =«c, v, =10

— 0" - ®(2y" —2,%) + 291 (%, — ) — (@ — @) (3 — )] =0
(" —@y") =29f 22y — 22, + 25 — @)
(2 — ) =29f Py —8x,—x), - . . . . ... )]

deren linke Seite die Abnahme der Gesamtmacht anzeigh, welche durch die
rechts stehende Reibungsarbeit bedingt ist, deren Klammer die Summe der
absoluten Wege fiir jeden Hin- und Hergang enthilt. Zur versuchsmiBigen
Priiffung des Vorganges kann man an Stelle der Federung auch ein Pendel
benutzen, z. B. eine an ihrer Ose auf dem schrig gestellten ReiBbrett drehbar
aufgehingte ReiBschiene, deren Schwingungen genau in der oben abgeleiteten
Weise verlaufen. Durch Anderung der Neigung « des Brettes kann iiberdies
das Verhdltnis der Reibung fmgcosea zur Richtkraft «®mz=mgg¢ sinc,
wo ¢ den Pendelausschlag bedeutet, geindert werden.

2. Beispiel. Wesentlich anders gestaltet sich der Schwingungsverlauf,
wenn wir den Kéorper von der Masse m, vermittels der masselos gedachten
v Schraubenfeder nicht mit einer festen

Wand, sondern nach Abb. 101 mit einem

andern Koérper m, verkniipfen, der selbst

x, - 80 ra?sch fortschreitet, daB trotz der
Xy j e Schwmgungen, wie bei Eisenbahnwagen
i im faihrefnder; Zughe, n%r Schgankunhgeri

A der Laufwerte ohne Vorzeichenwechse
-i_\ 772 PV D auftreten. Das bhat dann zur Folge, daB
AOT777777.7 7070777770777 die Reibungsiffern f, und f, der beiden
Korper auf der ebenen Unterlage eben-

Abb. 101. falls dauernd ihr Vorzeichen beibehalten.

Bezeichnen wir nunmehr die augen-

blicklichen Abstéinde der beiden Massen m, und m, von einem festen Anfangs-
punkte 0 mit z, und w,, die augenblickliche Federlinge mit !-}-x, wobeil
ihre spannungslose Lénge bedeutet, mit «,®x die der Federverlingerung  ent-

7

o
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sprechende Federkraft, die auf m, verzogernd, auf m, aber treibend wirkt, so
bestehen mit den &uBeren Kriften P, und P, an den Massen m, und m, die
Bewegungsgleichungen

P =m & - efx-mfig 9)
P —mF — ol ) e e e e e e
bei deren Addition =l — Tt m g )
P, — Py=m& 4 medy g mfi+mefy) - . . . . . 9a}
die Federkraft herausfillt. Nach Erweiterung mit dz, bzw. dz, ergibt sich
wegen r, — gy =Iltzx, de, —dx,=dx . . . . .. .. 10)

die Arbeitsgleichung

Pdx, — Pydzy,=m, &, dd, + myd,dd, 4 o’ v dx + g (m,fidz,+ myfrda,), 9b)
in der die ersten beiden Glieder die Anderung der Wucht, das dritte die in
der Feder aufgespeicherte Arbeit und das letzte Glied mit der Klammer die
Reibungsarbeit bedeutet. Um zunéchst den Schwingungsvorgang herauszuschilen,
miissen wir in 9) die Gréflen z, und x, vermittels 10) ausschalten, was durch
Division der beiden Formeln mit m; bzw. m, und Abziehen gelingt. Wir erhalten
so mit den Abkiirzungen

P, r, . <L 1 > o

}hlrﬁp“ mz“‘p-z} ) m1+m2 =, e . 11)
sowie mit & — &, =%

tp—g(i—f)=&+cta, . . ... 12)

algo bei unverinderlichen p, und p,

x = plipz—:‘g—@:@ 4 Acosat-+Bsinet. . . . . 12a)

o

Hierin stellt n+ Po:{f,(f 1) Bn e 13)

die mittlere Federverlingerung dar, um welche die Schwingungen
selbst rein periodisch und unbeeinfluft von der Reibung sich
abspielen mit der Dauer

2z 2z / m,m,
« oy | mg+m,
Setzen wir nun den Ausdruck 12a) in die Grundformeln 9) ein, so folgt
unter Beachtung von 11)

by =

. _P1_P-:_—g(f1m1_l"ﬁzmz) o® :
= m, Tom, (A cos «t -+ Bsin at)

. 9¢)
. P, — Py —g(fim - fam,) o’ .
F, = At LIERRL L 0 (4 cosat -+ Bsin at
) e 2 + )
Die hierbei auftretenden bestéindigen Glieder verschwinden aber fiir
P —Py=g(fim —+fomy), . . . . . . . ... 14)

d. h. wenn die duBeren Kriafte gerade zur Uberwindung der Ge-
samtreibung ausreichen. Alsdann ist aber

my & +myd, =0, mydy - mydy =(m, +myec, . . . . 15)

d.h. der Massenmittelpunkt schreitet gleichférmig fort, und daher
sind die Schwingungsausschldge der Einzelmassen einander gerade
entgegengesetzt. Es bleibt somit

—my & =myE, =t (Acosat -+ Bsinet) ... . .. 16)

und mit dem gemeinsamen mittleren Lauf ¢

2
ml(c—-abl):m.z(o'c.z—c):—%—(Asinoct—Bcosat). .. . 16a)
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Daraus folgt mit zwei weiteren Festwerten b, und b,

2
my @, = my (b, - of) - —> (A cos «t -+ B sin wt)

“ s - . . 16b)
My, = my (b, - ct) — %‘;— (A cos ot -+ B sin at)

also my &, —- myxy =m b, + m,b, + (my Fmdet. . ... 17)

Verlangen wir nun, da der durch (m, | m,)x,=m,x, |+ m,x, gegebene
Magsenmittelpunkt bei Beginn der Bewegung gerade die Anfangslage z,=0
durchlduft, so ist ' m
m, b, 4 m,by, =0, by=——2b,.. . ... ... 18)
™y
Soll ferner b, die Anfangsstellung von m, bezeichnen, so ist fiir ¢ =0 », =D,
also nach 16b) 4 =0, und wenn in diesem Augenblick gerade &, =10 ist,
nach 16a) «2B==mycc. Damit sind alle Festwerte der Formeln 16b) be-
stimmt und wir erhalten dafiir

m,z, =m, (ct -+ b)) —}—m'zc sin ot ]
“ e oL 19)
myc .
mzx.z:mgct—mlbl——a-smat
und an Stelle von 12a) e
T=z,+— -sinat, ... ... ... 121b)
)
. o . My . ‘
sowie £, =c 1—,——”-1—cosat s fo=c(l—cosxt). . . . . 19a)
1
Z Da nun laut Voraussetzung

keiner dieser Werte negativ
werden darf, so mufl in
unserm Falle m, <Z m, sein.
Alsdann kommt nur die
Masse m, fiir «t=2x zur
Rubhe, schreitet also schein-
bar ruckweise vorwirts,
z, wie sich aus der Weg- und
Laufkurve Abb. 102 ergibt,
in der der Deutlichkeit hal-
ber die Werte #,, &, in n-
facher VergroBerung ein-
getragen sind.

1
b
i
¢
1
1
|
|
t
[
1
[
'
'
1
1
|
|

- | et Setzen wir schlieBlich

m,T i sowie 12a) in die Arbeits-
”Tz'br gleichung 9b) ein, so ver-
1_' schwinden bei der Integra-

tion iiber eine oder meh-

i

1

i

I

!

;

o . '
nxy \nzy z, Vo rere volle Perioden alle
~% Glieder bis auf diejenigen
! ! der Reibungsarbeit, woraus

T

1

|

1

i

2T 3T 4 die Ausdriicke 19) und 19a),
i
i
1
|
b
|
i sich ungezwungen die von

nc i Z; . der Reibung unbeeinflulte
4 ] 1 Zz ot Erhaltung der Schwingun-

0 7 27T 3 4T gen erklirt.
Abb. 102. § 34. Freie ge-

dimpfte Schwingungen.
Ist eine Masse m im Felde einer zentralen Federkraft — «? mr mit
den Anteilen — o? mz, bzw. — o*my in den Achsenrichtungen einer
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Démpfung kv mit den Achsenanteilen kv, und kv, unterworfen, so
lauten bei Einwirkung einer AuBenkraft mit den Anteilen X und Y
die Bewegungsformeln:

X =m (i o?x) —{—ka’c}
Y= m(j+aty) +kj
und mit der Abkiirzung k

beim Wegfall der AuBenkraft, also fir die freie Bewegung:

T4 2ex -+ ofx =0
i+ 2eibary—of
Nach Erweiterung mit dx bzw. dy und Addition folgt daraus die
Arbeitsgleichung der Masseneinheit:

vdv-{-2svdso?rdr=0, . . . . . . . 3)
wihrend nach Erweiterung mit y bzw.  und Subtraktion sich

ergibt: yo—Ey 4 26 (yo—ay) =0,

oder unter Einfiihrung des Strahls r und seines Drehwinkels ¢ sowie
des Drehwertes w=—¢

W fsero=0.. . ... ... .9

Aus 3) folgt sofort eine Abnahme der Gesamtwucht § (v? 4 o?r?)
durch die Dampfungsarbeit, aus 4) dagegen eine asympto-
tische Abnahme des Fldchenlaufes

mit der Zeit. rPo=rlwse 2t . . . . . . . . da)

Da ferner die beiden Bewegungsformeln 1a) gleich gebaut und
voneinander ganz unabhingig sind, so geniigt es, nur eine derselben
zu untersuchen.

Wesentlich ist dafiir die Unverdnderlichkeit der Beiwerte der ein-
zelnen Glieder, die eine solche Losung nahelegt, deren Ableitungen
sich voneinander nur durch einen festen Beiwert unterscheiden. Das
ist aber die Eigenschaft der Exponentialgrofen

1)

1a)

x =0, i=Cxe, x=0Cx"*, . . . . . .5

worin C und x zundchst noch unbekannte Festwerte bedeuten.
Fithren wir die Ausdriicke 5) in die erste Formel 1a) ein, so folgt:

Cext(xev{_ggx—}—ue)——o. e+ s e o e 53;)

Da hierin vor der Klammer wegen 5) der Abstand x der Masse vom
Anlaufzentrum steht, der im allgemeinen nicht verschwindet, so mufl

W +2ex+a*=0 . . . . . ... 5b)
x=—ct Ve —a® . . . .. ... .6

berechnet. Es gibt also im allgemeinen zwei Werte von », welche
reell oder komplex ausfallen, je nachdem &*Za? wird. Wir be-

sein, woraus sich
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trachten zunichst den ersten Fall reeller Werte von #x, der
offenbar einer starken Dampfung im Verhdltnis zur Feder-
kraft entspricht und setzen zur Abkiirzung:

pOR 2 2

ve“a1’6>“........6a)
x==—c e

Diesen beiden Wurzeln entsprechen alsdann auch zwei Ausdriicke

von z mit je einem willkiirlichen Festwert, so dal wir als gesuchte
Losung d. h. als vollstindiges Integral der vorgelegten Differential-

gleichung 1a) g —e=t(dent - Best) | . ... ... 7)
erhalten. Von der Richtigkeit dieses Ergebnisses kann man sich
auch durch nachtrigliches Einsetzen mit beiden Ableitungen in 1a)
iberzeugen, deren erste
t==e"tq (dent — Be~ul)— gemct (dent - Be~«t)

T==etq (Aent—Be ™l)—ex . . . . . . 7a)
den Lauf der Masse darstellt. Zur Bestimmung der beiden noch
unbekannten Festwerte 4 und B dienen nun die Anfangsbedingungen

der Bewegung. Verlangen wir, dafl zur Zeit {=—=0 die Masse das
Zentrum mit einem Anfangslauf #==c¢ durchfahrt, so ist

A+B=0, o (4—B)=c)

de B % . e . .. Th)
2a,
und wir haben an Stelle von 7) und 7a)
r— e—st(ealt_e—alt):_c._e—‘st Sin b
2w, o
. . .. 8)
& == ge—”(ealt—{—e"‘l‘) —ex=ce~*t(Cof e, - P @inoclt)l
: 1
z Da nach 6a) stets ¢ >e«, >0 ist, so

ist auch en? —e~4t™> (0 und der Ab-
stand « behdlt dauernd das gleiche

|

i

; ixz Vorzeichen wie c; er verschwindet mit

i I t % erst fiir t—=o00, so daB sich also
z | : die einmal vom Anfang ent-

! ; fernte Masse diesem asympto-

4 ! E tisch wieder nihert, Abb. 103.
! i

Nachdem sie fiir {==0 von dort aus-
gegangen ist, muf} sie einen gr6Bten
Abstand z,, zu einem Zeitpunkt ¢,
Abb. 108. erreichen, der sich mit #—0 mit
der zweiten Formel 8) aus

4

S
An N

ent(e —a)=e~“i(e ) zu b= len ——
1 !
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berechnet, wihrend sich durch Einsetzen von ¢, in die erste Gl. 8)
unter Beachtung der zweiten und 6a)

wlﬁ“(+“>ml........8b)

& —«

ergibt. Der absolut groffite Laufwert &, tritt ferner auf fiir § =0
entsprechend dem Wendepunkt in der Wegkurve oder nach 1a)
fiir 2¢# |- o’ =0. Fiihren wir in diese Bedingung die Ausdriicke 8)
ein, so folgt fiir den Zeitpunkt des groften (negativen) Laufwertes

~—~~-l 6+a Ce . . . . .. 8¢

€, e—u,
Wird im Sonderfalle e=e«, also «, =0, d. h. fallen die beiden
Wurzeln 6) in » = -—¢ zusammen, so nehmen die Ausdriicke fiir «

und ¢, die unbestimmten Werte 0:0 an. Differenzieren wir also im
Zahler und Nenner nach «; und setzen erst dann «, =0, so folgt.
r=cte~t, F=ce " (1 — ¢t)
1 ¢

t_-—_——‘ xr, =—  — '
1 e’ 1 ge J

8d)

Man iibersieht leicht, daB der Verlauf sich auch in diesem Falle
nicht wesentlich von dem allgemeineren nach 8) unterscheidet, den
wir als eine aperiodische Bewegung bezeichnen wollen.

Gehen wir nun zum zweiten Fall komplexer Wurzeln x
iiber, so diirfen wir dafir mit «® >>¢% d.h. schwacher Dampfung
im Verhdltnis zur Federkraft

#=—etiVe? ———cetie, . ....09)

schreiben. Die fiir den ersten Fall entwickelten Formeln behalten
demnach ihre Giiltigkeit, wenn wir in ihnen « =1, setzen und
beachten, dafi e***s?— cos e,t = i sin «,? ist. Alsdann erhalten wir
fiir die Bewegung mit denselben Anfangsbedingungen, d. h. fiir t =0,
r=0, T=c¢ c ]
r=—e "t gin ,? |
Oy
2 P T 1)
& == ce~**(cos eyt — — sin &,1) J

2

also ersichtlich eine Schwingung, deren Ausschlige mit der
Zeit asymptotisch abnehmen, Abb. 104. Da diese Abnahme
ausschlieflich durch die Dimpfung ¢ bedingt ist, wollen wir den
ganzen Vorgang als eine gedidmpfte Schwingung bezeichnen.
Thr entsprechen Durchgéinge durch die Nullage fiir sin «,t =10 oder
e,t=mnn. Der Zeitunterschied zweier aufeinanderfolgender Durch-
gange ist demnach n:e, und fiir zwei Durchgéinge in gleicher

Richtung 97 97
by=— = .. .. 11)
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Da nun fir die Scheitelwerte von 2 mit =0 aus der zweiten
Formel 10)

X

ol
%z

tg oyt ==tg (et —na)= >

N Wy

]
O

N
N

o, 11 \
. a
p )

gilt, so folgen auch diese in den-
selben Zeitunterschieden aufein-
ander, wie die Nulldurchginge.
Wir diirfen somit den unver-
dnderlichen Wert 11) als die
Schwingungsdauer bezeich-
nen, die ersichtlich mit der
Dampfungsziffer ¢ wachst.
Ist der Schwingungsausschlag zur
Zeit t durch die erste G1 10) ge-
geben, so erhalten wir fiir die

2
Zeit t—}—tO:t+—f, also um
¢

2
die Schwingungsdauer spiter

c .
' —=—e-ct+lgin ¢, (t+1,)
a, 2

4 .
= — e~ *t+lgin ¢,t,

Uy

VA 2

i L mithin

x
—, = e*lo=konst,

. x . .. 12)
Abb. 104. oder Ign — ==¢t,
x

Das Verhiltnis zweier in der Schwingungsdauer auf-
einanderfolgender Ausschlige ist demnach ein Festwert;
sein natiirlicher Logarithmus wird gewdhnlich als das logarith-
mische Dekrement bezeichnet. Dieses Ergebnis ermdglicht einer-
seits bei vorgelegter Wegkure, wie gie sich aus Versuchen mit einem
sog. Oszillographen ergibt, die Bestimmung der Dimpfung, anderer-
seits aber bei vorgelegter Dimpfung die bequeme Aufzeichnung der
Weg- und Laufkurve, Abb. 104. SchlieBlich sei noch bemerkt, da8
fir ¢,=—0, «’=2¢* die Schwingungsdauer {=—oo wird, womit die
Schwingung selbst in den schon oben behandelten Sonderfall der
aperiodischen Bewegung iibergeht, wihrend mit o* < ¢? und imagi-
nérer Schwingungsdauer wieder der allgemeine Fall dieser Bewegungs-
art zum Vorschein kommt.

1. Beispiel. Fragen wir nunmehr nach der Bahn eines sich selbst iiber-
lassenen Massenpunktes im Federkraftfeld beim Vorhandensein einer Démpfung,
so haben wir nur die Gleichungen fiir die beiden Achsenrichtungen zu ver-
einigen. Stellen wir fiir den ersten Fall starker Dimpfung, also &2 > o2 die
Bedingungen =0, & =¢, y=1>5, = —¢b, fir =0, so geniigen diesen mit
der Abkiirzung ¢: «, = a in 8) die Gleichungen

z=ae " Ginoyt, y=>be ° Cof )¢,



Freie gedimpfte Schwingungen. 143

oder vz —2et
B o ! ya
Wir erhalten also als Bahn eine Hyperbel, deren beide Achsen mit der Zeit
asymptotisch in den Anfangspunkt zusammenschrumpfen. Infolgedessen wird
. d b L.

auch der Massenpunkt von z=0, y=> mit j’;: _ng— ausgehend sich in
einem Bogen dem Anfang nihern, ohne ihn je ganz zu erreichen. Zur Aufzeich-
nung der Bahn bedient man sich zweckmiBig der beiden mit der Zeitachse ver-
einigten Wegkurven 13) nach Abb, 105, in welche der zugehdrige halbe Hy-
perbelast fiir £ = 0 mit einer Asymptote eingetragen ist.

a,

=

@ ——

Abb. 105. Abb. 106.

e QN

2. Beispiel. Fiir schwache Dimpfung & <~ «? hat man mit denselben
Anfangsbedingungen und der Abkiirzung ¢: o, =a in 10)

x—ae” * gin ot , y=be cosayt, . . .. 14)
oder A AT xb
a‘~’+b‘5*e ) yfa——tgoczt. ... e ... 14a)

Die Bahn wird also eine Ellipse, deren Halbachsen ebenfalls asymptotisch zu-
sammenschrumpien, so daB der Massenpunkt auf einer elliptischen Spirale dem
Anfang zustrebt, ohne ihn ganz zu erreichen. Die Aufzeichnung erfordert die
Kenntnis der Abnahmen der beiden Halbachsen, die man unmittelbar durch
Antragen der Exponentialkurve an eine derselben gewinnt. Damit sind dann
die aufeinanderfolgenden Lingen a@,a, ..., b, b, ... der Halbachsen gegeben,
duarch deren Endpunkte die Bahn, Abb. 106, hindurchgeht.

Sémtliche in diesem Abschnitt besprochenen Bewegungsvorginge kionnen
leicht an einem als Pendel aufgehéngten Stab, der mit dem unteren Ende zur
Herstellung und Verdnderung der Diémpfung mehr oder weniger in ein Ol-
oder Wasserbad eintaucht, nachgewiesen werden.

3. Beispiel. An einem mit raschem bestindigem Lauf ¢ in der z-Rich-
tung vorwirts eilenden Wagen 4 sei im Punkte B eine Masse m angehiingt, welche
auf der rauhen Bewegungsebene gleitet und ver-

moge einer zwischen 4 und B eingeschalteten Blatt- ¥4
feder seitlich ausschwingen kann, Abb. 107. Ist VMX
X die Zugkraft des Wagens und f die Reibungs- "'—————==
ziffer von m auf der Unterlage, so lauten mit einer Abb. 107.
Federkraft ¥ = — o?my die Bewegungsgleichungen

X=mi+mgf-:—, —~ma2y=mgj+mgf%. R £}

Ist der Ausschlag y nur klein, so trifft dies auch fiir das Verhiltnis g :v zu,
so daBl v?==4% -} y? ~ 4% =¢® hinreichend genau gesetzt werden darf, wenn der
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Wagen gleichférmig fortschreitet. Alsdann vereinfachen sich unsere Formeln
mit £=0 in of
X=mgf, §-+° yﬁ—oc2 =0,. . ... 15a)

wonach die Zugkraft nur die Reibung zu diberwinden hat, wihrend
die Masse senkrecht zur Bewegungsrichtung des Wagens einer
Dimpfung unterworfen ist, die mit der Hubumkehr, also mit y von selbst
ihr Vorzeichen éndert Je nachdem ¢gf=2coa wird die daraus hervorgehende
Bewegung von m in der y-Richtung aperiodisch oder als gedimpfte Schwingung
verlaufen, auf jeden Fall aber mit der Zeit bis zur Unmerklichkeit abklingen,
wenn sie nicht von neuem durch eine meist stoBartige Seitenkraft neu er-
regt wird.

§ 85. Schwingungen mit quadratischem Widerstand. Bewegt
sich ein Massenpunkt im Felde einer zentralen Federkraft auf einer
Geraden durch den Ursprung gegen einen quadratischen Widerstand,

so gilt m(E+ olx) £ k*=0, . . . . ... .1)

je nachdem es sich um eine Vorwirts- oder Riickwirtsbewegung
handelt. Dividieren wir durch m und benutzen die Abkiirzungen

20’ =0o®, 2k:m=1x, so dirfen wir mltx:v——:v%auch schreiben
d(v
( —{~ax+xv“—0 S ¥

Dieser Diﬁerentialglelchung geniigt offenbar der Ansatz

o

v = A+ Bz} Cene, f%') —B -+ Cners,

also nach Einsetzen in 1a) und Ordnen der Glieder
(B xA)+(* £ xB)a+ Cer?(n 4 x)=0
2 B 2
B:_T_O;i—~, A:_*_,,,:“

X

?7 n= $ o,
wihrend C als Integrationskonstante zunédchst unbestimmt bleibt.
Mithin lautet das vollstindige Integral von 1a)

2 2
€3, Ly

worin das obere Vorzeichen des Beiwertes » fiir den Hingang, das
untere fiir den Rickgang gilt, wihrend C aus den Anfangs-
bedingungen jeder dieser Bewegungen sich berechnet.

Durchléuft nun der Kérper den Ursprung =0 mit v=1y, in
positiver Richtung, so ist mit dem oberen Vorzeichen von x
ol
'UO?: F + C s
also gilt fiir den ersten Hingang
{1 — Xz —{—( v,° —1) —”}
3)

d (v?)

TSP
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mit der Hubumkehr fiir v=0 im Punkte x,, gegeben durch

® d (v?)]
(1 —xzx,)emr=1 — %" [—%Jx:h=———a2xl. . . 3a)
Mit Hilfe der bekannten Exponential-
kurve e—** kann man leicht die ¢? z-
Linien auftragen, Abb. 108, die offen-
bar gegen die z-Achse konvex, gerade
oder konkav verliuft, je nachdem

x‘“’%g Z¢® und damit xe %1 3b)
wird. Fur den Riickgang gilt in Gl. 2)
das untere Vorzeichen von x, also lautet
dieselbe mit z ==, und v=0
0 =" [1 -+ xa— (1 xa,) e =o)]

d . 4)

)

)1 — (1) ertem)

da:

Sie beginnt bei x, mit einem Anstieg

<d (v?)

2
dw)x:z,— ?x, . . . . . . . . 4a)

hat also mit der Kurve fiir den Hingang an der Hubumkehr die-
selbe Tangente, Abb. 108. Fiir v=0 ergeben sich aus 4) die Be-
dingungsgleichungen

d(v?)

(14 xx)e =1 4 xx,)e ", —d;—zwoc?x, . 4b)

Abb. 108.

deren erste durch Aufzeichnung der links stehenden Funktion ge-
lost werden kann. Man erkennt sofort, daB sie durch =z, und
einen der zweiten Hubumkehr zugehdrigen Abstand x, — — x + 6
erfiillt wird, worin sich der als klein angenommene Unterschied d
niherungsweise mit e~ ~~1 —xJ zu

6_._4—[( +xx)e—2”1——1-—[—ux}fv%xx >0 . 4c)

berechnen 1486, wobei e¢~2##1 bis zur 3. Potenz einschlieBlich zu ent-

wickeln ist. Daraus geht jedenfalls hervor, dafl die zweite Hub-

umkehr z,, dem Ursprung ndher liegt als die erste z;. Im Ur-

sprung « =0 selbst wird
‘.3

vl"—— ’rl — (1 -xx, )e""”l} :%e‘"wl [e’”‘l—(l —{—xxl)] >0, 4d)
»®

woraus in Verbindung mit 3a)

v,? 1 (1 - xx,) e~*= 5)
vo‘-’—l——(l—xxl)e”l e e e e e
Lorenz. Techn, Physik I, 1. 2. Aufl. 10

2
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hervorgeht. Entwickeln wir darin e=*% und e*® in Reihen und
brechen mit dem quadratischen Gliede ab, so wird angenihert

o Ll
?

v02=1+%x1 - 1)

d. h. zwei aufeinanderfolgende Nullagen werden mit ab-
nehmenden Laufwerten durchschritten, die aber selbst nie-
mals verschwinden kdnnen. Die Bewegung kann also niemals
aperiodisch verlaufen.

Wenn auch die Dauer jedes Hin- und Hergangs durch graphische
Integration der Formeln

Ty Z3
! J‘dx t deus 6)
— | —, t,=|—usw.. . . . . . ..
L v’ 2 v
z a9

ermittelt werden kann, so ist das Verfahren doch sehr umstindlich
und wenig {ibersichtlich. Wir wollen daher mit Grammell), der
den Vorgang zuerst eingehend behandelt hat, den Ausdruck 4) fiir
sehr kleine Ausschlige mit e4*~%)—=1-x(z—x,) in die
Néherungsform fiir den

Riickgang: v’ = —da’z (. —2,); 0 <2, > >2,<0) 7)
Hingang: o= —d’z,(x —2,); 0> 2, <ax<z, >0) °

usw. iberfiithren. Nach Einsetzen in die Differentialgleichung 1) er-
halten wir mit 2k:m—=2x, o®=2a,’

usw.,
oder
& e (14 x2)) 2 — %2> = 0) 8)
9'0'—’,—050‘“’(l—xxi)z—{—%%xz“’:OJ}' S
usw.

Das sind aber Gleichungen, die mit den fiir freie Reibungs-
schwingungen in § 33 formal iibereinstimmen und in der Gestalt

Bt (L) (o — 5] 0
0 ! 14 xx, |
2 8a
. 9 %Iy
4 —+‘ ty (1 — %5&'1) (x Tl—xa‘,’2> =0
usw. erkennen lassen, dal ihnen Schwingungsdauern
t = b= . . .. 8b)

o V14 xa, T ¢, V1 — xz,

) Grammel: Schwingungen nach dem quadratischen Widerstandsgesetz.
Phys. Zeitschr. 1913, S. 20.
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fiir je eine halbe Sinuslinie mit den Schwingungsmitten

’ }“vl2 ’ x x22
r, —— €r., — —

VT T o {—nay) 8¢)
zu beiden Seiten der Zeitachse zugehoren. Da z, >0, z, <0 usw.,
so sind die Ausdriicke 1 -|-xx,, 1 —xz, usf. simtlich positiv und
nihern sich wegen der Abnahme der Absolutwerte von =z, z,...
immer mehr der Einheit. )

Folglich riicken die Schwin- z
gungsmittelpunkte der Zeit-
achse immer néher und die &

z

Schwingungsdauern wachsen
asymptotisch bis zu dem fiir

2
/"\ ,

reibungsfreie Schwingungen | oz g Z T
1ps 2n ; 12; | o
giiltigen Betrage t":?’ ; ’ ; ;
womit sich die Wegkur\(;e . ‘2 - & -
’ Abb. 109.

Abb. 109, ergibt.

§ 836. Erzwungene ungedéimpfte Schwingungen. Unterliegt ein
Massenpunkt im Felde einer Federkraft — ma?x der Einwirkung einer
duBleren gleichgerichteten und selbst periodischen Kraft
P—mpsin wt, so gilt fiir die Bewegung in der z-Richtung nach
Wegheben der Masse m

itele=psinwt. . .. .. ... .1

Schreiben wir fiir den rechts stehenden Anlauf der duBleren Kraft

psin wt=2z, also z2+w?z2=0, . . . . . . 2)

so erhalten wir aus 1) 1

x—|—¢x‘x~—~z} S )]
T4 oPE—=z
und nach Einsetzen in 2)

z -+ (et 0)Ffato’c=0. . . . . . 1b)

Das ist aber, wie der Vergleich mit § 12 Gl 2a) unmittelbar lehrt,
die Differentialgleichung einer Bewegung, die sich aus zwei ein-
fachen Schwingungen mit den Frequenzen ¢ und w derart zu-
sammensetzt, dal

x= A cos at | B sin at 4 C cos wt 4 D sin wt
. g . . .. 3)
— & = ¢&* (4 cos «t -+ B sin at) 4 w? (C cos wt - D sin wt)

Daraus folgt durch Einsetzen in 1) unter Wegfall der Glieder mit

4 und B .
(e — 0?) (C cos i+ D sin wt)==p sin wt

C=0 und D= ‘,?-—2,

o —aw

10*
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so daB8 wir fiir das vollstéindige Integral von 1) erhalten

P sin wt

o? — @?’

x==A cos at -|- B sin at | 3a)
Da hierin die ersten beiden Glieder A cos ¢t -}- B sin «f der Gleichung
%+ o>z ==0 geniigen, so stellen sie in der Tat die freie Schwin-
gung der im Felde der Federkraft sich selbst iiberlassenen Masse
dar, wihrend das dem Anlauf der aufgedriickten Kraft verhéltnis-
gleiche dritte Glied als die erzwungene Schwingung bezeichnet
wird. Dessen Beiwert ist iiberdies durch die Anlaufstéirke p und
die beiden Drehwerte ¢ und w vollstindig bestimmt, wihrend die
Beiwerte A und B der freien Schwingung erst durch die Anfangs-
bedingungen der Gesamtbewegung gegeben sind. Diese beziehen
sich auf den Ausschlag 3a) und den Lauf

P wcos wi
2

& ==o (B cos at — A sin «t) | p B RN 3b)

und sollen der Einfachheit halber zur Zeit {=0 verschwinden, d. h.
die Masse m soll anfinglich in Ruhe sein. Alsdann wird

& P
A=0, B=— o &

und damit lautet unser Integral

P . w .
= ————|sin wl——=sin «l
o' — «
. 4)

3 <oos wl— cos Oét)

o —w
Uber den Verlauf der hierdurch gegebenen Bewegung kénnen wir
nun sogleich einiges aussagen. Zunéchst folgt aus der Grundformel 1),
, daBl die Scheitelwerte des Laufes #
R mit %=0, entsprechend den Schwin-
gungsmitten auf der Linie

xozl%sinwt . . . 4a)

liegen, wihrend der geometrische
Ort der Umkehrpunkte mit =0
nach der zweiten Gl 4) der Bedingung
co8 wi=cos «t,
sin wt = + sin «t

Abb. 110, geniigt. Das gibt eingesetzt in die erste

Gl 4) die beiden Kurven, Abb. 110, fiir

die inneren und #uBeren Umkehrpunkte
N N P A R o\ .

z a2——a)"’<1 F “> sin wt——“g__w2<i 1 m—E) sin ot
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oder p sin wt p sin ot

T aleFo) et o) .
v — psmwtz_ p sin «t
P ele—o) a(e— w)

Schreibt man die zweite Gl 4) in der Form

2 in —
&= 2pw oc—{— tsm wt,
o — w? 2

so erkennt man, dafl die Umkehrpunkte # =0 eintreten fiir
(¢ + w)t=2nmn,

wo n eine beliebige ganze Zahl ist. Also hat man zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Umkehrpunkten mit n=1 die Zeit-

unterschiede 97 97

12&—_}‘_—'(0, tg:E:—_&)_’ f e e e e .. 40)
von denen die erstere kurzen Schwingungen von mittlerer
Drehzahl, die zweite den langen Schwebungen entspricht, die
aus der Uberlagerung der freien und erzwungenen Schwingungen
ganz wie in den Abb. 41 und 43 hervorgehen miissen. Nahert sich
der Drehwert der #ulleren Kraft P dem der Eigenschwingung, so
geht die Dauer der mittleren Schwingung allméhlich iiber in
21, ==2m:«¢, wihrend die Schwebungsdauer immer groBer und
schlieflich unendlich wird. Dem entspricht auch ein Wachsen der
groBten Auslenkung

P
pOZ“—Q:-E)@, e e e e e e e 5)
‘; < o = > ioo
P P . 5a)
01 0
po 062 06 2> .“H_ ;,< ‘

wird, also beim Uberschreiten des sog. kritischen Wertes w?=—«?
im Unendlichen ihr Vorzeichen wechselt und schlieBlich bei unend-
lich rascher Frequenz der aufgedriickten Kraft verschwindet, d. h.
aber, daBl ein wunendlich rascher Kraftwechsel von be-
liebiger Starke keinen Einfluf mehr auf die in der Ruhe-
lage befindliche Masse ausiibt.

Wirkt die duBere Kraft mit der kritischen Drehzahl @ — « auf
die schwingende Masse, so werden die Ausschlige natiirlich nicht
sofort unendlich gro, sondern nehmen nach der ersten Gl. 4) den
unbestimmten Wert 0:0 an. Differenzieren wir dagegen auf der
rechten Seite den Zihler und Nenner nach w, und setzen dann erst
w=uc, so folgt

x=£<smat
2 o

i
—toosat), iz%sinat, .. . 8
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also die Uberlagerung einer gewdhnlichen freien Schwin-
gung Uber eine solche mit zeitlich linear, also unbegrenzt
wachsender Amplitude. Um iiber den wahren Schwingungs-
verlauf in diesem Falle der sog. Resonanz oder des Gleichklangs
Aufschlub zu gewinnen, filhren wir durch

a=ay+ 9, wzoco——é}
, . 7)

¢t o Pt
» _27

die schon oben in 4c) uns entgegengetretenen Drehwerte der mitt-
leren Schwingung und Schwankung in die erste Gl 4) ein, die damit
nach geringer Umformung iibergeht in
i in ot
x=2_pa<_cos5 sinzxot———ﬂl(;——~ cosocot). )

Schreiben wir dafiir mit zeitlich verdnderlicher Phase

& = p, sin (et - 7)) = p, cos y sin ¢t |- p, sin y cos ¢,t, . 8a)
so besteht Ubereinstimmung mit 8), wenn

(xoz

)

p . P .
pocosn=2“%cos6t, posmnz——msmét
. P*[cos?dt  sin? it p i1
Po :4o¢2< oy’ +_(32 805 u2+62+ 320082 0t 8v)
by == — "0 tg ot
g7 5 8
Hiernach schwankt der gréfte Ausschlag p, zwischen den Werten
P .. 7
= == fir 20t, =2=n, t,=—
:t2ouxo i_oc(oc—‘—w) ir 201, T
p . 8¢)
=+t ——=4——— fir 20t,=mn, l,=-—
n=t5s T o) 2= b=y

im Einklang mit den absolut groBten Werten von «;, und &, in
Gl 4b) im Zeitunterschied der halben Schwingungsdauer ¢,
Gl 4c¢). Im Falle der Resonanz wird nun mit ¢=ea,, 6=0,

cosdt=1, —S—l—riétA::l, also
ot
. P (i_L_t%>_ (1—!—04‘#) 8d
po 4052 062 1 406 L ) )

Das ist aber die Gleichung einer Hyperbel, Abb. 111, mit den
Asymptoten » P
(2a—‘>—t><2a—°+t>:0,
P p

welche dem linearen Zuwachs des zweiten Gliedes des Schwingungs-
ausschlages z in Gl. 6) entsprechen, wihrend der Gesamtschwingungs-
verlauf durch die Hyperbeldste selbst eingehiillt wird. Man erkennt
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sogleich, daB dieser Verlauf nur die Ausartung einer Schwebungs-
kurve Abb. 43 fiir unendlich groBle Schwebungsdauer darstellt.
Zum Schlusse bleibt ]
uns noch die Ermitt- .. Z e
lung der bei der erzwun- e N
genen Schwingung von  T» [ '\ N

der #duBeren Kraft —i% / ¢
zu leistendenArbeit, \
die sich mit unseren An- Y NPy ety
fangsbedingungen =0, X" * T
&=0 fir t=0 aus Abb. 111,

1) fiir m=1 zu
dL = Pdx= (i + «*z)dx, 2L=g"1+a%" . . . 9)

mit den Ausdriicken 4) leicht berechnet. Fiir den Sonderfall der
Resonanz erhalten wir dagegen aus 9) mit 6)

QL:p_?<sin‘lqo:t_ 2tsinocthsoct+t,3>’ 9a)
4 o o
also nach Ablauf der Schwingungszeiten
T L I
o o « o o o
QL:Iﬁn:’ p2n2 97‘[21)2 47‘[21)2 25”21)‘: ﬁpeﬂg
4“27 o2 ’ 4 o2 > o ’ 4 ¢ 4 ¢ 4

d. h. eine mit der Zeit quadratische Steigerung des Arbeits-
aufwandes.

Beispiel. Zur Erzeugung einer erzwungenen Schwingung be-
dient man sich zweckmiBig einer geradlinig gefiihrten Masse m, die durch eine
Schraubenfeder mit einem Fixpunkt A, mit einer zweiten dagegen mit dem
Kreuzkopf eines Kurbeltrie-

bes oder einer Kurbelschleife o’mz, - —oima : L
verbunden ist, Abb.112. Sind ! 22 RN
a, und @, die ungespann- / \
ten Federlingen, z, und =, : ! i \
ihre Verlingerungen, so sind 4 J\/\M@-’\AN\/WW\/\/\N/‘* N T a
die entsprechenden an der \ . /
Masse m entgegengesetzten Lr2 X7 o %t Ty : i
Federkrifte o*mz, und o ~
«®*mzx,, so zwar, daB nach '
Wegheben der Masse deren Abb. 112.
Bewegungsgleichung lautet

Foale — e, =0.. . . . .. ... .. 10)

Bedeutet ferner a, den unverinderlichen Abstand der Kurbelmitte O vom oben
genannten Fixpunkte A, r den Kurbelarm und ¢ dessen Winkel aus der
Mittellage, so besteht die weitere Beziehung

@ tx ta,ta,rsinot=a,. ... ... L. 11)
Entfernen wir mit dieser die Auslenkung z, aus Gl. 10), so wird

B A (o ) 2y — 0 (@ — @, — 4, —rsinewt) =0,
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oder, da fiir die ungespannten Federn
a,ta,=a, . ... i1a)
ist, kiirzer & (0 )@ = — e ?reinwt, . . ... . 10a)

d. h. die Gleichung einer einfachen erzwungenen Schwingung, wenn wir
a2+ o =0 und — o,”r = p setzen.

§ 87. Erzwungene Schwingung mit Dimpfung. Im Falle des
Vorhandenseins einer Dampfung, d. h. eines dem Lauf verhiltnis-
gleichen Widerstandes erhalten wir an Stelle der Bewegungsgleichung 1)
des vorigen Paragraphen

i42edtetr=psinwt, . . . . . . . 1)
oder mit psinwt=2, 2+ wlz=0 . . . .. . 2)

f.‘|'26f+“2x:f}. S ... 1a)

r4-2ex 4o =2

und nach Ausschalten von z
F-2eit o (#2688 -f-w?v)=0. . . . 1b)

Dieser Diﬂerentialgleichung vierter Ordnung mit festen Beiwerten

geniigt der Ansafz g=0Ce*, . . . . . . . ... .38

der mit seinen Ableitungen in 1b) eingefiihrt
Ce*t[s - ?] [ +2ex+a?]=0. . . . . 3a)
ergibt, worin der vor den Klammern stehende Ausdruck 8) im all-
gemeinen nicht verschwindet. Es miissen daher die beiden Klam-
mern fiir sich verschwinden, woraus die vier Werte
Ho=—= Tt 1w, ny == —c+VeE—a®. . . . . 4)
hervorgehen. Von diesen gehoren die ersten beiden offenbar zu
einer der Gl 1) geniigenden Schwingung
¢ = C, et - C,e~tvt=(cos wt+ Dsinwt=>bsin(wt+p), 5)
deren Drehwert @ mit dem des in 1) rechts stehenden sog. Storungs-
gliedes iibereinstimmt, so daB sie selbst nichts anderes als die er-
zwungene Schwingung darstellt. Durch Einsetzen von 5) in 1)
ergeben sich fiir ¢ und D die beiden Gleichungen
C(* —w’)+2Dwe=0
D(*—w?)—2C0we=p,

: —2pwe p(e? — w?)

1 0: T T e T T o o9 D e T N 5
also (@ — 0% F4oe (@ — o' Fdate 5a)
mit dem groBten Ausschlag b und der Phase § aus

e —— P c 2we
b:.: 03 Y= e —————————— = == —
VD e, W= = — 5. 5D)

V(ag—w2)2—§—4a)262
Daraus erkennt man, daB der Ausschlag der erzwungenen
Schwingung infolge der Dimpfung niemals unendlich groB
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werden kann, sowie, daB sie gegeniiber der periodischen
duBeren Kraft eine Phasenverschiebung aufweist, beides
im Gegensatz zu der erzwungenen Schwingung ohne Dimpfung.

Wir wenden uns nun zu den Wurzeln »,, der Gl. 3a), die offen-
bar, wie schon aus den Darlegungen des § 34 hervorgeht, der freien
Bewegung zugehéren. Davon kann man sich iibrigens leicht durch
Zerlegung des Ausschlages x in zwei Bestandteile 2’2" —x iiber-
zeugen, mit denen 1) iibergeht in

& -+ 2ed’ + o’ & -+ 2ed” -} ofa” = psinwt,
und, da iiber den Zusammenhang von 2’ und z” verfiigt werden
kann, in . .
’ & +2ed’ 4 o?d’ =psinwt
&' 2ed" +a?a =0

zerfallt. Das Integral der ersten dieser Gleichungen haben wir schon
in 5) aufgestellt, wihrend das des zweiten mit

&g—al=e?>0, . . ... ... 4a)
d. h. fir starke Ddmpfung im Einklang mit § 34 lautet
g’ —=e~ct(Aent |- Be—ut), . . . . . . . 6)
Mithin ist das vollstindige Integral x=—=2'-}-«” aus 5) und 6)
r=e"t(Aent |+ Be~t) 4 Ccoswi-+Dsinwt
T=—e—*te, (Aen! — Be—ut) —ge—*t(Aen? |- Be—mt) |- }, 7)
+ o (D cos wt — C'sin wt)

worin, da C und D durch 5a) schon gegeben sind, nur noch die
Festlegung der Integrationskonstanten 4 und B durch die Anfangs-
bedingungen iibrig bleibt. Geben wir wie frilher vom Ruhezustand
aus, setzen also fir t=0, =0, #=0, so folgt

A+4-B+C=0, o(Ad—B)—ed-+B)0oD=—0

A—— LoD (61¢)0), B=_ [0Dt(e—a)C], . 7a)
2a, 20,
—et
also x:C’{coswt—%“—~[(s—}—al)e“l‘——(e—cxl)e—“l‘]}—{—
“M

—zt

—{—D[sinwt—f2

(e“l‘—e*“lt)] )

Ist ¢ >>¢?, also nach 4a) «, reell und absolut kleiner als &, so
nimmt die Gesamtheit der mit e—¢* behafteten Glieder in 8) von
t=0, mit dem Werte — C beginnend, zunidchst weiter ab bis zu
einem durch #” =0 bestimmten Zeitpunkte, der sich mit 5a) aus

e2a,t1:8+°‘1_ Ole—a)+Do _ et 0 — w0 —2¢e(e—a,)
e—a, Cleta)+Do e—a e®—w?—2¢c(c+a,)

2
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oder wegen
etea, o’+(e—a) 1 [e+ o, w2—{—(s—al)2}

. < t :'ﬂ—l . 8
e— e, wz—i—(e—i—o&l)gzu 175 1 e—a, o4 (e+e,) 2)

1

berechnet. Von da ab wachsen sie wieder bis zum Werte 2" =0
fiir t=o00, so dal wir es mit einem aperiodischen Verlaufe zu
tun haben, der sich der
reinen Schwingung 5)
tiberlagert und so die in
Abb.113 dargestellteWeg-
kurve ergibt. An diesem
Verlaufe dndert sich auch
grundsétzlichnichts, wenn
. o, =0, also e==a wird.
A e Die mit e~ *? behafteten
R Glieder in 8) gehen in
Abb. 118, diesem Fall in die unbe-
stimmten Ausdriicke 0:0
tiber, die in bekannter Weise durch Differenzieren nach «, im Zéhler
und Nenner derart umgeformt werden kénnen, daB nach der Null-

setzung von «,

= Clcoswt— et (1| ¢t)] + D[sinwt —wte—=] . . 9)

hervorgeht.

Ist dagegen bei schwacher Dampfung &2 — «?< 0, so sind
die beiden Wurzeln »x,, komplex und wir erhalten mit

e2oty —

Oy

Ve —e?=—a, =ty . . . . . . . . 4b)

an Stelle von 8) fiir dieselben Anfangsbedingungen =0, #-=0
fir t=0

e—ftg eloal _ p—iast etdst ¢ —tast
z—=0C {cos ot — —e—st +,,,,*_
, 21 2
. et etart — g—iaat]
+D[sm ot — — S
oy 21 |

oder nach Ersatz der Exponentialausdriicke mit imaginirem Argu-
ment durch Winkelfunktionen:
r A
z=C { coswit— e~ #t <isinoc,_,t~l—cosoc_, t)J -+
, « : ?

2

B

!
—{—D[sinwtue*“%sin(xﬂt} . )
d. i. die Uberlagerung der erzwungenen und einer freien
gedimpften Schwingung, welch letztere mit der Zeit bis zur
Unmerklichkeit abklingt. Infolge dieses Abklingens nihert sich die
Wegkurve, Abb. 114, fiir » > «, ebenso wie schon die oben in Abb. 113
dargestellte sichtlich der reinen erzwungenen Schwingung 5), so daf
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die Eigenschwingung nur fiir die Anfangsbewegung in Frage kommt.
Um festzustellen, wie sich der Verlauf der Wegkurve dndert, wenn
der Unterschied w — «, immer mehr abnimmt, gehen wir von der
allgemeinsten Form des Integrals
von 1) bzw. 1b)

z=Ccoswt+ Dsinwt-}
—+e—¢*(Acosa,t+ Bsing,t) 11) |

aus, in der das mit e—?* be-
haftete Glied die geddmpfte Eigen- °
schwingung «” bedeutet. Setzen
wir darin \

w=0,—+9, agzao—é}

o+ «, 12)
=g 2
so erhalten wir nach Zusammen-
fassung der Glieder mit cos eyt Abb. 114.

und sin ¢yt

x=[Ccosdt-- Dsindt--e—<t(Acos 6t — Bsindt)]cos eyt
~+[Dcosdt— Csindt e <t(Asindt | Beosdt)|sineyt. 1la)

W — Gy,

(%]

Dafiir diirfen wir auch unter Einfiihrung einer zeitlich verdnderlichen
Amplitude p, und Phase 5 schreiben:

r=p,sin(e,t+7n), . . . . . . . 11b)
ein Ausdruck, der mit 11a) {ibereinstimmt, wenn
Pt ==[Ccosdt— Dsindt -+ e—*t(Acosdt— Bsindt)]* |
~+[Dcosdt— Osindt et (Asindt -+ Bcosdt)] l 13)

‘ Ccos 8t -+ Dsindt -+ e—“* (A cosdt — Bsin dt)
0 =
& Dcosdt— Csindt | e—*t(Asindt - Bcosdi) J

gesetzt wird. Nach Ausrechnung und Ordnung der Glieder erhalten

wir dann:
Py = O DF e (4 L B) -

L 2¢-*t[(4D— BC)sin2 6t-|- (AC—+ BD)cos26t] 13a)

mit den fir

— 2
tg26t:‘ﬂqu, sin2 ot 18200
408D V14tg22 6t
1 ) 13b)
00826t:’7_~_-:_;_“ I
Vid-tg?24t J

eintretenden Sonderwerten:
iy == O b DE o= (2 L B) 2 Y (£ - ) (- D7) 15
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Schreiben wir darin im Einklang mit 5b)

C?++D?=02, A+ B*=a®, . . . . . Bc)
so wird daraus: Pou— £ (bEac—e). . . . .. .. 13d)
Die groBten und kleinsten Werte der Amplitude der
Gesamtschwingung liegen demnach auf zwei Paaren von
Exponentialkurven, die sich asymptotisch den Linien 4 b,
d. h. dem vorgelegten Ausschlag der erzwungenen Schwin-
gung nihern. Die Abstinde je zweier aufeinanderfolgender Werte
p, und p, sind durch die Unterschiede aller Zeitpunkte bestimmt,
welche der Gl 13b) geniigen, d. h. denselben Werten von tg2 d¢ ent-
sprechen. Das trifft aber zu fiir die gleichen Zeitunterschiede

T 7T
SRR . —, ... 12a
26 w—ue, )
die wir wie im vorigen Abschnitt GL 8c) als die halbe Schwin-
gungsdauer bezeichnen diirfen. Zwischen den hierdurch festgelegten
Punkten +(®-+ae—*) und -+ (b— ae—*h) usw.

ergibt Gl 11b) ein Paar von Sinuslinien, die in Abb. 115 kurz ge-
strichelt sind, wihrend die obengenannten Exponentialkurven ebenda

tl"*ta:tﬂ—-‘ts—:.,..

linger gestrichelt wurden. Auf diesen Sinuslinien liegen nun die
Scheitel der Gesamtschwingung, deren in Abb. 115 kraftig aus-
gezogene Wegkurve das Abklingen der Schwebungen bis zum Uber-
gang in die reine erzwungene Schwingung deutlich erkennen 1Bt.
Der Anfangspunkt O’ der Zeitrechnung ist hier willkiirlich so ein-
gesetzt, daB dort x=0 wird, wihrend # nicht verschwindet. Ver-
langen wir auch das letztere entsprechend den fritheren Anfangs-
bedingungen, so miissen wir den Anfang bis in den Schnittpunkt O
der Sinuslinien mit der Zeitachse verlegen, ohne dafB der Gesamt-
verlauf eine Anderung erfihrt.
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SchlieBlich haben wir noch den Fall der Ubereinstimmung
@ =g¢,, d. h. des Verschwindens von ¢ zu erdrtern. Damit wird
aus 11a) und 13a)

x=(C—+ Ae—*t)coswt - (D4 Be~¥)sinwt . . . . 14)

Py =C"4D*+e~2 (42| B*) |- 2¢ ¢ (AC-+ BD). . 15)

Die Amplitude dieser Resonanzschwingung wird hiernach unend-
lich groB fir t—=-— 0o, erreicht fiir =0 den Wert

py=+V(A-+CPr4(B-F-D? . ... . 1ba)
e~ [e—*¢(A* 4 B*) 4 AC - BD]=0
ausgezeichnete Werte an, von denen der eine
pp—+VC D= +b firt—cc

der reinen erzwungenen Schwingung zugehért und asymptotisch er-
reicht wird, wihrend der andere einen Kleinstwert darstellt und fiir

und nimmt fiir

. AC+ BD
| e t‘z—m‘r e e e e e e 150)
eintritt. Nach Einsetzen in 15) erhalten wir dafiir
R . . (AC--BDYy?
pf:C‘—{CDH*( Ae—:_B‘B)
oder wegen (A% -}- B?)(C® 4- D?) = (AC -+ BD)* + (AD — BC)? kiirzer
AD—BC 1
VA& + B a

Damit ist das Kurvenpaar 15) festgelegt und kann in Abb. 116
gestrichelt eingetragen werden; im Zwischenraum verlaufen dann
die stark ausgezogenen Resonanz-

schwingungen, die ersichtlich wie- T
derin diereine erzwungene Schwin- & 7 /\ /\ /\ /\ ]\ £

gung iibergehen. Es ist lehrreich,
diesen Verlauf mit der ungeddmpf- 7y \/ \/ \/ \/ \/ v

Q<

ten Resonanzschwingung, Abb.111, - o e ML
zu vergleichen, woraus sich eine
unsymmetrische Verzerrung der Abb. 116.

beiden Hyperbeldste durch den

EinfluB der Dimpfung ergibt, die iiberdies ein unbegrenztes Wachs-
tum der Ausschlige durch Abklingen der freien Schwingung ver-
hindert.

Der Ausschlag b der schlieBlich iibrig bleibenden erzwungenen
Schwingung ist aber ebenso wie auch die Phasenverschiebung nach
GL 5b) bei vorgelegter Eigenschwingungsdauer und Démpfung von
der Dauer der erzwungenen Schwingung abhingig. Dies macht sich
besonders geltend bei allméhlicher Steigerung des Drehwertes  unter
sonst gleichen Verhiltnissen.
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So erhidlt man aus 5b) oder

]

. p? 2we
br=r3 203 2 2> tgf=—--—— . . DD)
fiix (@ — P+ 4w o« —w
2
w?=0 bﬁ:% tgf=0
. . P’ Vo' —2¢
=g —2 /R S — tgfl=s — ———
o= ¢ 4 (0t — &) gp €
’ 2 2\/05 ——s
22 2 b — ;_,A;Tl\'_ t _—
e? (4 a® — 3 ¢%) gf= £
. ) P’
2 _— 2 b-r:,“# t = ) :—900
=g PP gp o0 p
0?=oc b= tgf=-0, p=+ 0°

mit dem durch Abb. 117 dargestellten Verlauf, den man wobl auch
als eine Resonanzkurve bezeichnet. Zum Vergleich ist in das Bild
noch die Resonanzkurve fiir die
4 , o ungedimpfte Schwingung ge-
\ strichelt eingetragen, die er-
\ sichtlich stets oberhalb der er-
\ steren bleibt und fir w?=4q?
\ auf b= 4+ oo fiihrt, wihrend
> der Hochstwert des Ausschla-
ges mit Dampfung schon bei
w? =a*—2¢%, also noch vor
der Resonanz w?= «® — &* mit
der geddmpiten Eigenschwin-
gung auftritt. Weiter erkennt
Abb. 117. man aus dem Phasenverlauf
ein Nacheilen der erzwunge-
nen Schwingung gegeniiber der storenden AuBenkraft, das beim Uber-
schreiten von w?=¢? in ein Voreilen umschligt.
Die zur Erzeugung und Aufrechterhaltung der erzwungenen
Schwingung der Masseneinheit notige Arbeit ergibt sich zu

|
|
bma'rv

2

}
|
|
|
|
|
|
|
! |
, |
[ }
bl
! | !
ke

17} ot ge?

dL=psinwtdz,
worin im allgemeinen Falle nach 11)
dz=w(Dcoswt— Csinwt)dt—e~*e(Acosat |- Bsine,t)dt 4
—+ e~ *ta, (Beosa,t — Asine,t)dt

zu setzen ist. Dies gibt nach Zusammenziehung und Ordnung der

Glieder pw
dL:—z—(Dsin2wt—C—]- Ccos2wit)dt —

—e¢tp(ed—a,B)cos«,tsin wtdt —
—e~tp(eB+ea,d)sine,sinwtdt, . . . . . . 16)
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worin der erste Teil die Arbeit zur Aufrechterhaltung der erzwungenen
Schwingung, der zweite mit e~ behaftete dagegen die Arbeit zur
Erzeugung der abklingenden freien Schwingung darstellt. Die Integra-
tion der ersteren ergibt mit der unteren Grenze t—=0

2

also einen mit der Zeit anwachsenden und einen periodisch
schwankenden Betrag. Der letztere verschwindet fiir wt, =—2nusx,
d. h. wenn wir die Arbeit bis zum Ablauf irgendeiner vollen Schwin-
gung rechnen, und es bleibt mit Riicksicht auf 5a) und 5b):

9 o
L,_M[Osm wt—D(cos2wt—1) C’t}, 162)

2w

e’ pt 2 27,2
L= @ — o' +~4£?w2:2nn£wb =t w?b% . 16b)

Die Arbeit zur Aufrechterhaltung der erzwungenen Schwin-
gung in der Zeiteinheit ist also verh#iltnisgleich der
Démpfung, sowie dem Quadrate des Drehwertes der
Schwingung und der Amplitude. Fiir den anderen Arbeits-
betrag schreiben wir:
ar” et D
‘(ﬂ‘:(a_zB—gA)—r?'p[sm(w—%ag)tj—sm(w~¢x2)t]—}—

—I—(eB+a2A)%”p[cos(w+a2)t—-cos(w——a2) t,

und nach Integration zwischen den Grenzen t=0 bis t==0c, d. h.
vom Beginn der Erregung bis zum Abklingen

w_ @B—ed [ w-a, o —a, ,
=" phe—}—(w{—aﬁ—}—s?—]—( -—ocg)?J_'—
eB--a,d4 {,_ __ﬁﬁ_gﬁ_]
T2 Pl ota)r ff(o—ar)

” (52_}_“22)B+w<0‘2B_8 )
e CE =

(L 0,%) B— w (e, B— ¢ A)
Et+(w—a)?

Die Erzeugungsarbeit der freien Schwingung nidhert
sich also mit deren Abklingen einem Grenzwert, der, da
sowohl 4 wie auch B mit den Beiwerten ¢ und D der GrifBie p
verhiltnisgleich sind, mit dem Quadrate von p, also auch mit dem
Quadrate der Amplitude b wichst und im Falle des Wegfalls der
Diampfung in

£

oder kurzer :

16¢)

o pBew 1 po?

& — o '—‘2"@62'_**&)'2)2

iibergeht, wihrend hierfiir L’ verschwindet.
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Ist infolge der Dampfung nach Ablauf einer bestimmten Zeit die freie
Schwingung bis zur Unmerklichkeit abgeklungen, so bleibt nunmehr die er-
zwungene iibrig, die nach der Formel

z=Ccoswt +Dsinwt fir z=gpsinwt .. ... . 17)

davernd verlduft und deren Beiwerte C und D durch Gl. 5a) gegeben sind.
Schalten wir aus diesen beiden Gleichungen die Zeit aus, so bleibt als unmittel-
bare Beziehung zwischen dem Zwange z und dem Ausschlage =

2Dzx , C?-D?
r
oder mit Riicksicht auf 5a) und 5b)
2 [(e?— )t 4820 —2(c?— )zt 22=

2 2= (",
4202 p?
(a2 — w2)2 + 482 w?

Das ist aber die Gleichung einer im x2- Achsenkreuz schrig liegenden Ellipse,
Abb: 118, welche innerhalb des Rechtecks mit den Halbachsen p und

17a)

b=y Dg:\/( = ‘;;_!_4 = verlduft und in den Punkten
o? — o &2
2¢0p
’ Ve — 0 F420? ’ 17¢)
z=0, =4 2eap =Lz,

(e — w2 |40
die Achsen schneidet und fiir ¢=0 in die Gerade z(«?— w?) — z==10 iiber-
geht. Dieser Fall entspricht der ungedimpften erzwungenen Schwingung ohne

.1‘4 .
i_z‘”‘ﬂ ! ’Z ~Zg ‘%ﬁ ; Loz
i g
Jv L ib !
N iy .....||||IIBIIIIII||| o]
Abb. 118. Abb. 119.

Phasenunterschied, der, durch die Dimpfung bedingt, ein als Hysteresis be-
zeichnetes Nacheilen des Ausschlages hinter dem Zwange zur Folge hat. Des-
halb spricht man wohl auch die Ellipse, deren Inhalt den Arbeitsverlust durch
die Dampfung bestimmt, als Hysteresisschleife an.

Zum Verstindnis mancher praktischer Vorgéinge ist es zweckmaBig, diesen
Verlauf mit demjenigen einer erzwungenen Reibungsschwingung zu
vergleichen, die nach den Ansdtzen des § 33 durch

itz ta)=psinewt=2z . .. ... ... 18)
gegeben ist, woraus mit Vernachldssigung der Eigenschwingung

__psinot z
T — 0 a2 — @l

-+,

folgt. Das ist aber die Gleichung zweier Parallelen zur dimpfungsfreien
Schwingungsgeraden, Abb. 119, welche die Achsen in den Punkten

z=0, 2=+ (e — 0¥ &, = 4 2,
z2=0, = F z,
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schneiden. Hat der Ausschlag auf einer Geraden seinen &duBersten Wert z,
erreicht, so kann wegen des Vorzeichenwechsels bei der Hubumkehr der Riick-
gang nur auf der anderen Geraden erfolgen.

Diese sind demnach miteinander durch zwei Parallelen zur z-Achse ver-
kniipft, die mit ihnen ein Parallelogramm als Hysteresisschleife bilden,
deren Ecken durch

=409 . (_p _ )

ze:i[l’—z(az_wg)xr}}xl_i E ) - e 189
gegeben sind. Da ferner nach 18) mit &==0 die Schwingungsmittellagen an
die Geraden CEFT)=2. . 0 .u..... .. 18d)

gekniipft sind, denen die inneren Eckpunkte z,z, nicht geniigen, so beginnt
der Hin- und Riickgang mit einer Eigenschwingung, die demnach bei jedem
Hube neu erregt wird und die genaue Verfolgung dieser.Bewegungsform auBer-
ordentlich erschwert. Der in Abb. 119 dargestellte Schwingungsverlauf ist dem-
nach nur als grobe Néherung anzusehen, aus der man jedenfalls die durch den
Vorzeichenwechsel der Reibungsziffer hervorgerufenen Ecken im Gegensatz zu
der stetig verlaufenden Hysteresisschleife bei Démpfung erkennt.

§ 88. Zusammengesetzte erzwungene Schwingungen. Der in
den beiden letzten Abschnitten behandelte Fall einer #uBleren Er-
regung, die selbst nur einfach periodisch schwankt, tritt in dieser
Reinheit praktisch nur selten auf. Meistens handelt es sich, wie
z. B. bei der Schwingungserregung durch einen Kurbeltrieb mit end-
licher Stangenlinge, um das Zusammenwirken zahlreicher bzw. un-
endlich vieler Kraftschwankungen, die sich ganz allgemein, wie in
§ 13 gezeigt wurde, durch eine harmonische Reihe darstellen lassen.
Ist w der Drehwert der Grundschwingung dieser Reihe, so ergibt
sich nach Division durch die Masse m als Bewegungsgleichung

&+ 2¢ed + a®x=A -} 4, coswt | 4,co82wt ...

oder kiirzer geschrieben T Bisinott BsinZot 4., .. 1)

&+ 2e& - o?x = 3 (4,coskwt | B sinkwt)
)

.1
= Ypssin(kot 4 6,), k=0,1,2... 2)
&

Wie schon im letzten Abschnitt diirfen wir auch hier den Ausschlag
in eine freie und erzwungene Schwingung zerlegen, von denen die
erstere, da sie mit e—*¢ behaftet ist, infolge der Démpfung mit der
Zeit abklingt und fiir den schlieBlichen Verlauf bedeutungslos wird.
Wir kénnen sie uns daher aus 1) schon abgespalten denken und
fiir die iibrigbleibende erzwungene Schwingung

z=C,~+} C,coswt 4 C,cos 2wt+...}
~+-D,sinwt + D, sin 20t 4-...)’

x =)/ (C,coskwt 4 D sinkwt)— Ybsin (kwt-|+y,) . . 2a)
) %
ansetzen, Daraus folgt aber
&= kw (D, coskwt — C,sinkwt)
k
& =— Yk*w?(C,coskwt - D, sinkwt)

Lorenz, Techn, Physik I, 1. 2. Aufl. 11

2)
oder
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und nach Einfihrung in 1) bzw. 1a) und Gleichsetzung der Bei-
werte derselben Winkelfunktionen auf beiden Seiten
(> —k?w?) O+ 2kew D= A,
(*—kw®)D,—2kewC = B,,

also
o =(¢x2—k?w‘“’) A,—2kew B,
k (ue__ k2w2)2—-}— 4 o? 3)
D :(ocs—kza)z)Bk-i—— 2kcwd, |’ )
oder da k (o) 4k e 0’
. 9 9 A
A,=p,sinf,, B,=p,cosp,, Akd“}"Bk-:pk?’ Elc:t’gﬂk
%
C
Cy="bsiny,, Dy=bcosy,, C4D7=b/, D_k:f'g Vi
k
2 2_k‘2 2 —9
b2 D, (et w?)tgp, kew 32)

(e — ) 4k w?’ b8 7= o’ — ko 2kewtgf,’

Es entspricht also jeder Einzelschwingung der &duBleren
Kraft ein mit gleicher Periode verdnderlicher Anteil des
Ausschlages, dessen Amplitude und Phase durch die entsprechen-
den Werte des Kraftanteils gegeben sind. Infolge der verschiedenen
Ordnungszahlen £ fallen nicht allein die Verhéltnisse b, : p, fiir jedes
Glied anders aus, sondern auch die Verdnderungen der Phase

Bi—1=0s 7="0— 5

die sich aus der zweiten Formel 3a) zu

2kew
a2'—_‘]c?a? . . . . . .
berechnet. Der einem FErregerglied zugehorige Ausschlag-
anteil eilt also dem ersteren nach oder vor, je nachdem
0,20, a®Zk*w? ist. Daraus ergibt sich im Verein mit der Ver-
schiedenheit der Verhdltnisse b,:p, der Einzelglieder eine dop-
pelte Verzerrung der Wegkurve der Gesamtschwingung
gegeniiber derjenigen der Gesamterregung.

Nach 3a) wird nun die Amplitude des k- ten Einzelausschlages fiir

tg 6, = . 8b)

P
w2=0 bk=a—;¢
2?2 92 bkz#’ Hochstwert
2e Vol — &
Pol=a'—¢ A S—
, ¢V d4a®— 3¢
k2 0?— o2 bk:ggk&

kP o’=o0 b,=0



Zusammengesetzte erzwungene Schwingungen. 163

entsprechend einer Bewegungskurve, Abb. 120. Steigert man also von
der Ruhelage ausgehend den Drehwert der Erregung, so werden
gleichzeitig ihren Grund-
und  Oberschwingungen
zugeordnete Einzelschwin-
gungen der bewegten &
Masse auftreten, deren

iberlagern, wie es in
Abb. 120 angedeutet ist.
Man erkennt daraus deut-
lich die Anhdufung der
relativen ~ Hochstwerte
nach dem Ausgangspunkt
hin, die bei einer in Wirk-
lichkeit meist starken
Konvergenz der Erreger-
reihe, d. h. starker Ab-
nahme von p, und folg-
lich auch &, mit der Ord-
nungszahl % schlieBlich
nur als Erzitterungen der zusammengesetzten Resonanzkurve 2b,
fiir kleine Drehwerte  auftreten.

Es bleibt uns nur noch die Ermittlung des Arbeitsbedarfes fiir
die Aufrechterhaltung der zusammengesetzten erzwungenen Schwingun-
gen iibrig, indem wir die nach dem vorigen Abschnitt einem Grenz-
wert fiir {=o00 zustrebende Erzeugungsarbeit der abklingenden
freien Schwingungen auBler acht lassen. Wir erhalten alsdann, be-
zogen auf die Masseneinheit, das Arbeitselement

dL=dx (A, coskwt | B, sinkwt)
3
dx = wdt Sk (D, coskwt — Cy sinkwi)
%

Amplituden dabei die @ @
eben  gekennzeichneten ___//M
Bewegungskurven durch- g >
laufen. Fiir das Gesamt- 4
bild der Erscheinungen ______A ! b
werden sich also die Re- i:,&
sonanzkurven der Einzel- =
schwingungen einfach I &y

o | 17

71

|

} =0,1,2, usw. 4)
oder

dL <A0—|— 4, cos wt -} A, cos 2wt+...> <D1 coswt—+ 2D, cos 2wi—...

wdt

dL

odt

-+ B,sinwt-} B,sin2 wt ...

und nach Ausfiihrung der Multiplikationen

4 ( D, coswt-2D,cos2wt|...
0

—Clsinwt—2028in2wt~...

~(B,D,— A4, C,) sin wt cos wt + 2 (B, D,— 4, C;)sin 2wt cos 2wt - ..
+2B,D,sinwtcos 2wt—2 4, D, coswisin2wt ...

... 11*

)+ A4, D, cos?wt+4-2 4, D,co8’2wi ...
—O,sinwt— 20, sin2wt—...) ' —B, 0, sin*wt—2B,Cysin* 20t — ...
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Zerlegen wir darin die quadratischen Glieder

—B,C,  ,AD+|BD
k(Akacosgkwt—Bkasin?kwt)=kﬂD—"g—B—"—"—I—k—"-—"_;—";—"cowkmt

und beachten, daB fiir die Produkte in den andern Gliedern stets
fiilr ganze und verschiedene Ordnungszahlen » und k&
sinkwtsinhwt =1 cos(k — k) ot — 3 cos (k 4 h) wt
sinkwt cos howt =13 sin (k 4 k) wt -  sin (k — ) ot
coskwt cos hwt =L cos(k— h) wt 43 cos (k- h) 't

gilt, so erkennt man, daf bei der Integration zwischen Grenzen

t==0 und tlzg—gf, d. h. bis zum Ablauf der =»-ten vollen

Schwingungen alle Glieder bis auf die konstanten verschwinden. Es
bleibt also Le=na Sk(4,D,— B.C,),
oder mit Riicksicht auf 3)

(424 B .,
L—2nnew2k'(a2__k2wg)2+4k282w2—~2nnew%’k b2, . 4a)
sowie bezogen auf die Zeiteinheit
L 0 2]
t:z&%’w’k“bk‘. 2 4))

Die Arbeit zur Aufrechterhaltung einer zusammengesetz-
ten erzwungenen Schwingung in der Zeiteinheit ist dem-
nach, wie der Vergleich mit Gl 16b), § 37, lehrt, die Summe
der Arbeiten zur Aufrechterhaltung der Einzelschwingun-
gen und insbesondere verh#dltnisgleich der Dimpfung.



Drittes Buch.

Statik starrer Gebilde.
1X. Analytische Statik.

§ 39. Eigenschaften der starren Gebilde. Einen mit Masse
stetig oder unstetig erfiillten, nach auflen begrenzten Raum be-
zeichnen wir im allgemeinen als einen Korper, eine mit Masse
stetig oder unstetig bedeckte, durch eine geschlossene Kurve be-
grenztes Stiick einer Ebene als eine Scheibe. Die Massenelemente
oder Massenpunkte dieser Gebilde sind nun im allgemeinen Angriffs-
stellen duBerer Krifte, zu denen noch auf die Oberfliche des
Korpers oder den Rand der Scheibe verteilte Krifte hinzu-
kommen. Zwischen den einzelnen Bestandteilen wirken ebenfalls
Krifte, die sich aber nach dem Gegenwirkungssatz paarweise auf-
heben und darum nach auBen nur insofern bemerkbar sind, als sie
den Zusammenhang des Gebildes aufrechterhalten. Sind im Grenz-
falle, der in Wirklichkeit niemals vollkommen erreicht wird, die
Einzelbestandteite eines Gebildes nicht gegeneinander verschiebbar,
so bezeichnen wir es als starr, im andern als formverdnderlich
oder kurz als unstarr.

Ist die Masse auf einem gekriimmten Flidchenstiick verteilt, so
sprechen wir von einer Schale, die bei unverénderlichen Absténden
aller Teile gegeneinander sich von einem starren Korper nicht unter-
scheidet. Sind dagegen nur die auf der Fliche selbst gemessenen
Abstinde der Einzelteile fest, so konnen diese unbeschadet dieser
Bogenldngen gegeneinander verdreht, die ganze Fliche also noch
derart verbogen werden, daBl die Gestalt ihrer Flichenelemente er-
halten bleibt. Alsdann bezeichnen wir dieses fldchenstarre Ge-
bilde, als eine undehnbare, im Grenzfall vollkommen biegsame Haut,
deren Kriimmung wesentlich durch die dufleren Krifte, d. h. die an
ihren Bestandteilen angreifenden Massenkrifte, die auf der Innen-
und AuBenfliche wirkenden Flichenkrifte und schlieBlich durch die
am Rande verteilten Krifte bestimmt ist. Ist endlich die Masse
lings einer im allgemeinen riumlich gekriimmten Linie (Raumkurve)
verteilt, so haben wir im Falle unverinderlicher Abstinde aller
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Punkte voneinander einen sog. starren krummen Stab vor uns,
der im Sonderfalle nur eben gekriimmt oder auch gerade sein
kann. Sind dagegen nur die im Bogen der Linie gemessenen Ab-
stinde festgelegt, so geht dieses linienstarre Gebilde in einen
undehnbaren Faden oder in ein Seil iiber, das nur in seiner
Langsrichtung als starr anzusehen ist, im {ibrigen aber seine
Gestalt unter dem EinfluB der #uBeren Krifte, zu denen auch die
Spannkrifte an den Enden gehoren, beliebig &ndern kann, also voll-
kommen biegsam ist. Eine besondere Form dieser Fiden bilden
die Ketten mit starren gegeneinander drehbaren Gliedern, aus denen
man durch gelenkige Querglieder eine Kettenhaut herstellen kann,
deren Grenzfall fiir unendliche Vergréflerung der Gliederzahl und
entsprechende Verkiirzung der Gliederlinge die undehnbare, voll-
kommen biegsame Haut bildet. Da nun die Beriihrungsebene einer
Flache durch drei unendlich benachbarte Punkte bestimmt ist, so
kénnen wir uns diese durch unendlich kurze Kettenglieder oder
starre Stabelemente gelenkig verbunden denken und erkennen, daB
wir die undehnbare biégsame Haut unter beliebiger Aneinander-
reihung solcher Elementardreiecke durch ein unendlich dichtes Netz-
werk ersetzen diirfen, dessen Gesamtfliche offenbar als Summe aller
unverénderlichen elementaren Dreiecksflichen bei allen Verlagerungen
ebenso erhalten bleibt wie die Massenverteilung, die man durch die
Stérke der Glieder der Wirklichkeit beliebig anpassen kann.

Verbindet man in derselben Weise drei Punkte in der Ebene
gelenkig durch starre Stibe, so erhilt man ein Stabdreieck, das
einfache Fachwerk, dessen Ecken man als Knotenpunkte oder
kurz als Knoten bezeichnet. Sind % solcher Knoten in der Ebene
vorhanden, so kann man jeden derselben mit den % — 1 iibrigen
Knoten verbinden, wobei allerdings jede Verbindung doppelt her-
gestellt ist. Deshalb ist die hochste Stabzahl zwischen k Knoten

s:k—(—k—g_—ﬁ,l)

wihrend zur Festlegung des Fachwerkes die Kenntnis der 2k
Achsenabstinde z, y aller Knoten geniigt. Von diesen miissen von
vornherein jedenfalls die Abstande z,y, eines Knotens bekannt sein,
um den sich das ganze als starr vorausgesetzte Gebilde noch drehen
kann. Diese Drehung wird aber aufgehoben durch Festlegung nur
eines Abstandes, z. B. y, eines weiteren Knotens, d. h. durch den
Schnitt des Kreises des Knotens 2 um 1 mit der Geraden y—=y,.
Mithin bleiben nur noch 2% — 3 unbekannte Achsenabstinde der
Knoten iibrig, welche durch die vorgelegten Stablingen ! aus den

Gleichungen
g (z,— xﬂ)‘z + (9o =1h
(e, — xs)g“{" (y,— Ys) =13

. 2)
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zu ermitteln sind. Dann aber muB die Anzahl dieser voneinander
unabhingigen Gleichungen mit der geringsten Stabzahl s des
Fachwerkes derart iibereinstimmen, daB

s=2k—3. . .. ... ....3)

Ein ebenes Fachwerk, dessen Stabzahl und Knotenzahl durch diese
Bedingungsgleichung verkniipft sind, ist statisch bestimmt, es
verhilt sich also vermége der Unveriinderlichkeit der gegenseitigen
Abstéinde aller Knoten-
punkte wie eine starre
Scheibe und kann durch
VergroBerung der Stab-
und Knotenzahl, also Ver-
dichtung des Netzes, der
stetigen Massenverteilung
auf der Scheibe beliebig
nahegebracht werden. Ent-
hilt das Fachwerk mehr
als die geringste Stabzahl 3),
s0 bezeichnet man die
dariiber hinausgehenden
Stibe, deren Lingen durch
die dbrigen ausgedriickt
werden konnen, als iiber-
zéhlig.

Die Unabhingigkeit der
Gleichungen 2) voneinan-
der schliefit ferner den in
Abb. 121 dargestellten Fall
aug, daf ein in der geraden
Fortsetzung eines Stabes
l,, liegender Knoten 3 mit
den beiden Knoten 1 und
2 dieses Stabes durch zwei
Stédbe I,, und /,, verbun-
den ist, da alsdann durch
ly— ly,=—1,, drei der Glei-
chungen 2) miteinander ver-
kniipft werden, also nicht
mehr voneinander unab-
héngig sind. In der Tat
kann alsdann der Knoten 3
sowohl um 1 als auch um Abb. 122.

2 je eine, wenn auch nur

unendlich kleine Drehung vollziehen, die mit der Starrheit des Gebildes
unvertriglich ist. Durch eine Verbindung von 3 und 4 wiirde diese
unter Hinzutreten einer Gleichung 2) fiir /,, wieder hergestellt,

Beispiel. Soll einem Fachwerk von der Knotenzahl k¥ und der Stab-
zahl s ein neuer Knoten hinzugefiigt werden, so haben wir ein neues Fach-
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werk von der Knotenzahl k,— k-1 und der Stabzahl
§=2k—8=2(0+1)—8=s4+2, .. ... .. 3a)

d. h. die Hinzufligung eines neuen Knotens bedingt die Vermeh-
rung um zweiStibe, durch die der neue Knoten mit zwei schon vorhande-
nen verbunden wird, also ein neues Stabdreieck entsteht. Daraus geht wieder-
um hervor, daB das starre Fachwerk mit der geringsten Stabzahl sich nur aus
Stabdreiecken aufbaut. Will man zwei selbstindige Fachwerke mit %, und %,
Knoten, sowie den geringsten Stabzahlen s, und s, zu einem einzigen vereinigen,
80 hat dieses die Knotenzahl k,+ k,, also die geringste Stabzahl

So=2( 4 k) —8=518. .. ... .. 3b)

Die Vereinigung zweier Fachwerke zu einem einzigen erfordert
also die Hinzufiigung dreier neuer Stéibe zwischen je zwei Knoten 1, 2
und 1/,2’ der beiden Fachwerke. Diese Verbindung kann nach Abb. 122 in
vierfacher Weise und zwar ohne oder mit Uberschneiden von Verbindungs-
stiben geschehen; das letztere wird in der Praxis meist vermieden. Alsdann
gehdren die im Innern des Fachwerkes verlaufenden Stdbe stets
zwei Dreiecken an, wihrend die das Fachwerk umschlieBenden
Stdbe, die gemeinsam den Ober- und Untergurt bilden, nur je einem
Dreieck zugehoren.

Will man zwei Fachwerke im Sonderfall an einem Knoten vereinigen,
go lduft dies nach Abb. 122 auf den Wegfall zweier Verbindungsstibe hinaus,
so daB auBer dem Knoten nur noch ein Verbindungstab iibrig bleibt. In der
Tat hat das neue Fachwerk alsdann % - k,— 1 Knoten, also

So=2k+b—1)—3=2k+k)—64+1=s+s5+1. .. 3¢

Stibe. Wird schlieBlich die Vereinigung durch Zusammenlegung zweier Stibe
z. B. von 1,2 und 1/, 2’ herbeigefithrt, so trifft dies gleichzeitig die Knoten
1,1 und 2, 9. Das neue Fachwerk hat alsdann 8+ s,— 1 Stéibe und k Knoten,
80 zZwar, das
8,+¢—1=2k—3, oder s-+s5=2k—2
2k, + k) ~6=2k—2, k=k+k—2....... 3d)

Da ferner jeder Stab zwei Knoten verbindet, so ist 2s die Gesamtzahl der von
allen Knoten ausgehenden Stdbe, also
2s 4k—6 6
Sm:%‘zA-wk_:4—’E<4 ......... 4)
der Mittelwert der von einem Knoten ausgehenden Stibe. Demnach
ist fiir ein ebenes statisch bestimmtes Fachwerk mit der Knotenzahl

E=2 3 4 5 6 7 8 9..00
s—1 3 5 7 9 11 13 15...00
sp=—1 2 2% 2% 3 31 31 3;...4.

Das einfachste Fachwerk ist also ein Stab
mit zwei Knoten an den Enden, danach
kommt das Stabdreieck mit derselben Stab-
zahl an jedem Knoten, was nur noch fiir
k=16 moglich ist. In allen Fachwerken
mit weniger als 6 Knoten gibt es also not-
wendig Knoten mit nur zwei von ihnen
ausgehenden Stdben, die man wohl als
Kr}llote(il frster Ordnung bezeichnet,
wihrend solche mit 3,4...n -+ 1 aus, ehen-

Abb. 123. den Stiben als Knoten 2 3. T . n- teg;' Ord-

nung heifen. 8o besitzt z. B. das Fach-

werk mit 6 Knoten, das wir aus zwei Stabdreiecken durch Hinzufiigung von
drei Stiben aufbauen konnen, nach Abb.123 entweder gar keinen Knoten erster
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Ordnung, sondern nur solche zweiter Ordnung, oder nach Abb. 124 einen
bzw. nach Abb. 125 hichstens zwei Knoten erster Ordnung. In Fachwerken

—3’
3 =" /? :
/
// 7 ’
/ // 2 7
[
2
7 7
Abb. 124. Abb. 125,

mit mehr als 6 Knoten konnen zwar solche erster Ordnung (gewdhnlich an den
Enddreiecken) auftreten, es ist aber auch mdoglich, derartige Fachwerke nur
mit Knoten hoherer Ordnung aufzubauen.

§ 40. Krifte an der starren Scheibe. Greift eine Kraft an
einem Massenpunkt an, der in ihrer Richtung mit einem oder meh-
reren Massenpunkten starr verbunden ist, so
werden alle diese Punkte gemeinsam Dbe-
schleunigt. Daran &ndert sich auch nichts
durch Verlegung des Kraftangriffes nach einem
dieser Massenpunkte, so dal man also an
einem starren Gebilde den Angriffs-
punkt der Kraft in ihrer Richtung be-
liebig verschieben darf. Eine Kraft ist
demnach bestimmt durch ihre GroBe @ und die Gleichung ihrer Richtungs-
linie, Abb. 126 1)

worin ¢ den Neigungswinkel gegen die positive x-Achse und [ das
Lot vom Anfang O auf die Kraftrichtung bedeutet. Erweitern wir
1) mit @, so folgt unter Einfiihrung der Achsenanteile

yeose —xsine=1{, . ., . . . .

Qeose=X, @sne=Y. . ... ...2
fiir alle Punkte zy auf der Kraftrichtung
yX —2¥Y=@QI, )
worin wir das Produkt Q! der Kraft selbst mit dem als Hebel-
arm bezeichneten Lote von O v

auf ihre Richtungslinie als das
Moment der Kraft in be-
zug auf den Pol O nennen
wollen.  Alsdann stellen die
Produkte Xy und Yz die Mo-
mente der Teilkriafte dar,
deren algebraische Summe
nach 3)dem Moment der Ge-
samtkraft in bezug auf
denselben Punkt gleich ist.

Sind in Abb. 127 nun zwei
Krifte @, und @, mit den Nei-
gungen ¢, und «,, sowie den Loten I, und [/, von dem Pol aus auf
ihre Richtungslinien vorgelegt, so schneiden sich diese Richtungslinien

Abb. 127.



170 Analytische Statik.

ycoscxl——xsmal:ll} 1a)
L COS tt,— X sin e, =1,
in einem Punkte 4 2 T
_ lsine,—1, sine, _ lcose,—1,cos e, 1b)
= , .

sin (¢, — ) sin (e, —a,)

Durch diesen Punkt gehen alsdann alle Geraden, deren Gleichung
aus la) durch Erweiterung mit je einem festen Beiwert und Ad-

dition hervorgehen, also auch die Gerade, die wir mit den Bei-
werten @, und @, erhalten, nimlich

y (Ql cos ‘xl + Q2 cos 052) — (Ql Sin “1_'— Q2 Sin 052) - Qll1+ Q‘.’l‘l’ M 4)

wobei es ganz gleichgiiltig ist, an welchem Punkte der Richtungs-
linien 1a) die Einzelkrifte @, und @, angreifen, da diese Angriffs-
punkte ja in den Schnittpunkt 1b) verlegt werden konnen. In
4) stellen aber

Q, cos e, + Q, cose,—= X, Q,sine, + Q,sine,=Y . . 2a)

die Achsenanteile der Gesamtkraft R dar, die sich selbst hieraus
durch Quadrieren und Addieren

Q.+ Q.2+ 2Q,Q,cos(w,—e,)=R* . . . . . . 5)

berechnet. Nennen wir jetzt « deren Neigung gegen die positive
x-Achse und ! ihren Hebelarm in bezug auf den Pol O, so geht,
da alsdann

Q,cosa, + Q,cose,— Rcosee, @, sine, | Q,sine,=Rsine 2b)
ist, Gl 4) in 1) iiber, wenn wir noch

Rl:Q1l1+leg o e e e 4 e e e 5&)

setzen. Daraus geht hervor, daB sich die Momente zweier
Einzelkrifte zum Moment der Gesamtkraft addieren, welche
durch den Schnittpunkt ihrer Richtungsgeraden hindurchgeht. Es
liegt auf der Hand, da wir diesen Satz durch beliebige Vermehrung
der Zahl der Gleichungen 1a) auf eine beliebige Anzahl von Kriften
Q,,Q,,Q; ... ausdehnen konnen und dann das Ergebnis

Rl=3Q. . . ... ....5b

erhalten, wobei allgemein die Achsenanteile und die Neigungen « der
Gesamtkraft B und diese selbst durch

X—=Rcosa=_Q,cos e, Y:Rsina:Zkainakl
% P
2
R=X*1TY'= ¥Q,Q, cos (¢,— ;) J °)
ik

gegeben sind und R nach der Vektorregel durch geometrische Ad-
dition, d. h. durch Aneinanderreihen der @ zu einem gebrochenen
Linienzug als dessen SchluBlinie gewonnen wird.
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Sind die vorgelegten Krifte an bestimmte Angriffspunkte
Ty Yy ToYos Talss - - - Ty, gekniipft, so lauten die Gleichungen ihrer
Richtungsgeraden

(y—y,)cose,— (x—w,)sine,=0 . . . . . . 6)
und diejenige der Gesamtkraft nach Erweiterung mit @, und Addition
y Y@, cose,— x%Qk sin ock:%(kak cos o, — 2, Q, sine,), . 7)

k

oder kiirzer yX—xY:%’(kak—kak). C e o ... Ta)

Denken wir uns nun alle Krifte um denselben Winkel 8 um
ihre festgehaltenen Angrifispunkte gedreht, so sind die Achsenanteile
der neuen Gesamtkraft

X'= 3@, cos (e, ) =rcos f 3 Q, cose,—sin f 3 Q, sine,
k %
:%‘Q,‘ sin (e, ) =sin f 3 Q, cos e, 4 cos  3'Q, sinak}’ )
3
oder kiirzer
X'= X cos § — Ysin g, Y':Xsinﬂ—-}—Ycosﬂ, . . 8a)

so daB wegen RP=X"?| V= X[ V?— . . . . . 8b

die Gesamtkraft der verdrehten Kraftegruppe mit der-
jenigen der urspriinglichen iibereinstimmt. Dieses Ergebnis
ist iibrigens die einfache Folge der Vektorregel, da das daraus her-
vorgehende Krafteck bei der gemeinsamen Drehung aller Einzel-
krifte einschlieflich der Gesamtkraft seine Gestalt beibehilt.
Weiterhin lautet die Gleichung der um f§ verdrehten Kréfte
mit denselben Angriffspunkten
Y —yp)cos(g+ ) — (@ —=zysin(e+ =0 . . . 9)

und diejenige der zugehdrigen Gesamtkraft
y%’Qk cos (g, ) — x%’Qk sin (@, - f)
:%[kakcos (e, + P — 2, @ sin (e, + )], . . . 10)

oder nach Herausnehmen der gemeinsamen Werte von cosf und
sin § aus den Summen, sowie mit @, cose,=— X,, @, sing, =Y,

cosf [yX—-—xY——Zk](kak—kak)]
=sinﬁ[yY——}—xX—Z(kak—i—kak], . . . . 10a)

worin die erste Klammer wegen Gl. 7a) fiir sich verschwindet. Es
bleibt also unter Weglassung des. nicht verschwindenden Faktors

sinf die Formel ,y . ¥ s ¥, 42,X,) . ... .. 10b)
k
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iibrig, die mit GL 7a) zusammen die vom Winkel unabhingigen
Achsenabstinde z,,y, des Schnittpunktes der urspriinglichen und
verdrehten Gesamtkraft

ENGES XZ(ka +, Xk)_YZ(yk v — 4.Y;)
yORg——YZk,’(yk Y+, k)_{'_X%"(k % kak)} 100)

festlegen. Wir erhalten also den wichtigen Satz, dafl bei der ge-
meinsamen Drehung aller Krifte um ihre festgehaltenen
Angriffspunkte sich auch die Gesamtkraft um einen festen
Punkt, den sog. Mittelpunkt oder astatischen Punkt dreht.

§ 41. Parallele Krifte. Im Falle paralleler Krifte ¢ mit ge-
meinsamer Neigung «, Abb. 128, vereinfachen sich die Formeln 2 c)
des letzten Abschnittes in

X=cose Y Q,, Y=sine } @,
k 3
[ |

und damit gehen auch die Ausdriicke 10¢) fiir den Mittelpunkt der
Krifte iiber in

%ZQk ZQkxk» yonk YQkyk - . 2)

Angesichts 1hrer groBen Wichtigkeit fiir
die parallele Schwerewirkung an der
Erdoberfliche erscheint es zweckmifig,
dieses Ergebnis noch besonders abzu-
leiten. Bei festgehaltenen Angriffspunkten
haben wir zunichst fiir die Gleichungen
der Kraftrichtungslinien

y,c08¢ —x, sine=1I,. . . 3)

und daraus nach Erweiterung mit @,
und Addition iiber alle Krifte

cosaZQkyk—~Sln0¢ S’kak 20, 4)
wihrend die Gleichung der Gesamtkraft nach 4) § 40 mit ¢, =a,=0«
lautet ycosuZQk—xsmlx ka =@ L. . . . . 4a)

Ziehen wir beide Formeln vonelnander ab, so bleibt
(y%’ Qk——%’Qkyk)cosoc—(xkz’Qk———%}Qkxk)sinazo, 4b)

eine Bedingung, die nur dann fiir alle Kraftrichtungen ¢, die man
durch Drehung des Achsenkreuzes mit der damit starr verbundenen
Scheibe oder Gruppe von Massenpunkten erreichen kann, erfiillt ist,
wenn die Klammern verschwinden, also die Achsenabstéinde x ==z,
y =1y, den Gleichungen

2y X Q=2 @y 7,, Y2 @ =204, . .. 2
* 3 ¥ ¥

Abb. 128.
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geniigen. Dadurch aber ist ein ganz bestimmter Punkt festgelegt,
durch den die Gesamtkraft R— '@, in jeder Lage der Scheibe
P

gegen ihre Richtung hindurchgeht, und den wir darum als Mittel-
punkt der parallelen Krafte bezeichnen wollen. Haben alle
Einzelkrifte, wie im Falle der Schwerkraft die Gewichte der Massen-
punkte denselben Anlauf ¢, so ist Q,=—=m,q und wir erhalten an
Stelle von 2) nach Wegheben des gemeinsamen Faktors ¢

xO%’mk:%’mkxk, yo%“,mkz%’mkyk. . . . 2a)

Den hierdurch bestimmten Punkt nennen wir den Massenmittel-
punkt oder auch kiirzer den Schwerpunkt der Scheibe bzw.
der Massengruppe, die rechts stehenden
Summen aber die statischen Momente
in bezug auf die y- und z-Achse. Wir
sind diesem Punkt schon bei der Wechsel-
wirkung zwischen zwei Massenpunkten im
§ 24 begegnet und werden seine groBe Be-
deutung auch fiir die Bewegung starrer Ge-
bilde noch niher kennen lernen.
Handelt es sich um eine stetige Ver- Abb. 129.

teilung der Gesamtmassem iiber die Scheibe,

so tritt an Stelle des Massenpunktes m das Massenelement und
fir die Summe das Integral, so zwar, dal

xomzfxdm, yomzfydm.. ... . 2D)

Bei eciner gleichférmigen Verteilung der Masse auf der Scheibe

oder lings einer Linie kann man auch mit dem Flidchenelement d F
und dem Linienelement ds

dm=pudF, dm=121ds. . . . . . . b)

schreiben, wo u und 4 die auf die Flicheneinheit bzw. die Langeneinheit

entfallende Masse bedeutet. Alsdann ist natiirlich die Gesamtmasse in
beiden Fillen

m=ulkF, m==21s . ... ... . ba)

und wir erhalten aus 2b) nach Wegheben der gemeinsamen Bei-
werte u und 4 fiir die Schwerpunkte und statischen Momente
von Flichen und Linienstiicken

2y F= [z dF, yoF=[ydF, . . . . . 5b)
xos::fxds, Yps==)yds, . . . . . bo

worin die Integrale sich iiber das ganze, durch eine oder mehrere
Randkurven begrenzte, also einfach oder mehrfach zusammenhéngende
Flachenstiick F bzw. iiber das in sich geschlossene oder durch zwei

Punkte begrenzte Linienstiick s zu erstrecken haben.

1. Beispiel. Eine Gerade, Abb. 129, welche mit der x-Achse den
Winkel o bildet und sie im Abstande ¢ vom Anfange schneidet, hat bis zum
Punkte z, y die Lange
x—c Yy dx dy

== also ds=— =—,. ... 6
cose sina’ cos ¢ sine’ )
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d 22— ¢?
also isb xos_fzds—fx d ¢ xo::x—l—c

cos & 2co0s a’

¥
y"s——fyds_fsma Zsma =79

d. h. der Schwerpunkt eines Geradenstiickes liegt in seiner Mitte.

2. Beispiel. Fiir ein Kreisbogenstiick, Abb. 130, vom Halbmesser r
und den beiden Winkeln ¢, und @, der Endradien gegen die -Achse ist

Z==1rCO08 ¢, y=rsin ¢, ds=rdyp, s=r(p,—e@y), 1)
also 7
%, s:fx ds =J 72 cos ¢ dep — 7% (sin @, — sin ),
0 'P1

Yo S _fy ds Wfr sin ¢ do = r? (cos ¢, — c08 @),
P?1

8. — sin CO8 — €08
%:r_ln_{_z ——(pl, yozr————tpl k2 7a)
P2 — %1 P2 — P

Abb. 130. Abb. 131.

Liegt der Kreisbogen symmetrisch zur y - Achse, soist p, J- gy ==, @, = %— @ >

folglich __2rcosp, 2rcosg, rsing,

T p— oy T—2¢, Po

Der Schwerpunktsabstand von der Kreismitte verhdlt sich
algo zum Halbmesser, wie die Sehne zum Bogen, ein Ergebnis,
welches ganz allgemein und unabhiingig von der Lage des Achsenkreuzes zum
Bogen gilt.

3. Beispiel. Fiir ein Dreieck, Abb. 131, mit der Spitze im Anfang und
den Eckpunkten =z, y,, #,, ¥, ist

2 =0, Yo

. Tb)

y' —y =(yz—y1);, dF =(y' —y)dz, . .. .. 8)
1
also die Fliche

a1

zy
F:f(y"—y') dx:yz—-;—ylfxdxz(yg—yl)%, ....... 8a)
1
0 0



Parallele Krifte. 175

also Xy F :fx dF — [' (yll . yl)x dx — %2ix—ﬂ 22dx — (yz —_ yl) ?g;)m s
0

%

Tg=3Tyy « v v v e e e e 8b)

d. h. der Schwerpunkt liegt von einer Spitze aus in 2:3 der Héhe,
kann also stets als Schnitt der entsprechenden Parallelen zu zwei Seiten er-
halten werden.

4, Beispiel, Das oben gewonnene Ergebnis kann sofort fiir einen Kreis-
sektor von der halben Offnung ¢, verwendet werden, da alle Elementarsek-
toren vom Offnungswinkel dp und der Fliche y
dF =1%1r"de als Dreiecke von der Héhe r und P
der Grundlinie r-dg mit einem Schwerpunktsab- - N
stand 2 r von der Kreismitte aufzufassen sind. Alle // W \
Schwerpunkte der Elementarsektoren liegen dem- 7 2 N
nach auf einem Kreisbogen von diesem Halbmesser / / Y
und dem halben Offnungswinkel ¢, , dessen Schwer- ! l Yy 1 \x
punkt mit dem aus 7b) abgeleiteten Abstand ——a—u0 x

__2rsing, Abb. 132
=3 e 9) . .

alsdann den gesuchten Schwerpunkt des ganzen Kreissektors darstellt. Das-
selbe ergibt sich auch mit 7) und d¥F =rdrde, F =1 ¢, aus

P2 P T
Yo F:fy aF :J‘fr‘l drsingpdey = g (cos @, — cos @) = g 73 8in @ .
‘ 71 @10
Fir die Halbkreisfldche ergibt sich mit <p0=% demgemif yozg—;. Die

Kappe zwischen dem Bogen und der Sehne ist als Unterschied des
Kréissektors und dem Sehnendreiecke

F=F, —F,=1r(p,—sing,cosgg), . « « . .. . 9a)
und ihr statisches Moment

f‘/oF:.J‘?/dF1_fde2:%73 (sin @, — sin @, cos® g,),

2 si 1 — cos? 2 in®
also y(,:frsm%(. coste) 2, it ) . ... 9b)
3 @,—singycosp, 3 @, — sing, cos g,

5. Beispiel. Fiir die Ellipse, Abb. 132, mit den Halbachsen ¢ und b gilt

r=—acosy, y=bsiny, dy=becosypdy, .. . 10)
also dF =2xdy—=2abcos?ypdy—=ab(l4 cos2vy)dy,
mithin ist die Kappenfiiche zwischen 1,0_—.% und vy
F:ab(g—w—sinwcosw), ........ 10a)

F3

b 2
yOF:2fxydy=2ab2_fcos“‘zpsinwdw:?;abzcosaw,

Y v

2 cos®
yo—gbn T e o . . lOb)
7~ —sinycosy
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Diese Formeln gehen mit %— w=g,und a==b=1r in 9a) und 9b) iiber und

kénnen aus diesen auch durch Verkiirzung aller y-Abmessungen im Verhéltnis
von b:a mit r—a abgeleitet werden. Fiir die Halbellipse iiber der grofen

Achse erhalten wir mit ¢ =0
4p
Yo = I

und nach Vertauschen von b und a den Schwerpunktsabstand

4a
102%
der Halbellipse iiber 25 .

§ 42. XKriiftepaare. Zwei parallele Krifte @, und @, mit der
Richtung «, Abb. 133, vereinigen sich zu einer Gesamtkraft, deren
Richtungslinie nach Gl. 4), § 40, durch
QLZL___}—_.Q?ﬁzl 1)

Y COS 0 — % Sin ¢ = — -
Q1+'Q2

gegeben ist, worin
R=Q,+@Q, wd RI—QL,+Ql, . ... 1a)

die Gesamtkraft und ihr Moment in bezug auf den Pol im Ab-
stande 7 von der Richtungslinie 1) bedeutet. Sind nun beide Krifte
entgegengesetzt gleich, d. h.

Ql_l—Qg:O, ng_—le_Q, e e e . 2)
so verschwindet die Gesamtkraft R, nicht aber das Moment, das viel-
mehr in ]

M= QU —l)=@Qh . . . . ....2a)

iibergeht, wobei h den Abstand der beiden Kraftvektoren bezeichnet.
AuBerdem aber wird aus Rl=@QAh mit R =0, der Hebelarm I —=oc0,
so daB also zwei entgegengesetzt
gleiche Parallelkréifte, die wir in

4

/{‘ der Folge ein Kriftepaar nennen
. -7 wollen, eine im Unendlichen
- liegende, verschwindende Ge-

\ ’
\\\z ///’éz samtkraft, aber ein endliches
/\/’/ Moment besitzen. Zu demselben
_ /w/\lz\ P Eljgebnis. wiren WiI" auc’h g'elangt
= —> mit zwei Kriften Q,, @,” mit den

Loten [, I/ vom Anfang auf
ihre unter dem Winkel &" geneigten
Richtungslinien, falls nur wieder
Q +@/ =0, /=—@,/=¢q, I/ —1/=h und Qh=@Q'} ist,
d. h. zwei Kraftepaare sind unabhingig von der Richtung
und dem Abstand ibrer Einzelkréfte und einander gleich-
wertig, wenn nur ihre Momente iibereinstimmen.

Abb. 133.
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Haben wir zwei Kraftepaare, Abb. 134, mit den Richtungslinien
”

! : ’ ’ 1" s " 1”1 . 3)
yeose' —zsing' =1/, yeose —axsing” =1,")

der Einzelkrifte + @', + @”, so konnen wir zunichst je ein @’

und @” zu einer Gesamtkraft vereinigen und erhalten so die beiden
Kraftlinien

¥(Q cose/ Q" cose” ) —x(Q'sine/'+ Q"sine”) = Q'l,/--Q"1,"
—y(Q cose/-|-Q" cose”)+x(Q'sine’+ Q" sine”) = —Q'l,) — Q"lz”f > 3)
mit den Momenten
M,=QT, +@Q"1" My=—0Q'L'—Q"L,". . . 4)
In 3a) sind aber
Q' cos o/ 4 Q" cos &’ = @ cos «, @ sine’ 4- Q" sine” = @sine 3D)
die Achsenanteile der Gesamtkraft von @ und @”, womit 3a) iiber-
geht in yQcosa—z@sine=@'l'4 Q"1," =@, 1
—yQcose+2Qsine=—Q'l — Q" =—Q1L, )"
Das sind aber die Gleichungen eines neuen Kriftepaares & Q mit

den Neigungswinkeln ¢ und den Hebelarmen I, I,, deren Addition
auf das Gesamtmoment

M=Q(,—l)=Ql' +Q'l— Q1 —@"l,
f
oder wegen 4) au M—M,+M, . ........4a1

fuhrt. Dafiir diirfen wir aber mit den Momenten der urspriinglichen
Kriftepaare -+ @', + @"” nimlich

Ql (lll . lg’) — MI, Q” (ll” . lg”) — MII
auch schreiben M—=M-4M', . . .......4b)

so daB sich also die Momente zweier Kriftepaare unabhingig
von der Richtung der Einzelkrifte algebraisch zu einem
Gesamtmoment addieren.
Es liegt auf der Hand, daB
dieser Satz auch auf die Ver-
einigung beliebig vieler
Kriftepaare zu einem
Gesamtmoment

M=3M . . . 4c
ausgedehnt werden kann. Das
Gesamtmoment verschwindet
alsdann, wenn entweder die
Einzelkrafte aller Paare sich
nach den Gleichungen

Y Q cose/ =0, D@ sind =0
zu einem geschlossenen Krafteck vereinigen lassen, so da8 Q=0

wird, oder wenn mit I, —1, die beiden aus der Vereinigung der
Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Aufl. 12

yeose' —zsing’ =1/, ycose” —zsine’ =1

. 3¢

Abb. 134.
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Einzelkrifte hervorgehenden Bestandteile + @ des Gesamtpaares in
eine und dieselbe Gerade fallen.
Ist ein Kriftepaar durch sein Moment M und eine Einzelkraft @
durch die Gleichung
yQeosg—xQsine=@QIL, . .. . . . . b

gegeben, so kann stets M = Q (I, —1,) gesetzt und daraus I, berechnet
werden. Alsdann lauten die Gleichungen des Kriftepaares

yQcose—xQ@Qsine= QI ]) 59)
—yQcoset+xQsing=—@QI, j* " "

von denen die zweite sich gegen 5) aufhebt, so daB nur noch die
erste Gl Ha) iibrigbleibt, die eine der vorgelegten gleiche Parallel-
kraft darstellt, die aber um I, —1,, also um den Hebelarm des
Kraftepaares Q (I, —1,) gegen die vorgelegte Kraft verschoben ist.
Die Verbindung eines Kriftepaares mit einer Einzelkraft
fiihrt also stets auf eine gegen diese parallel verschobene
ihr gleiche Einzelkraft. Ist ferner nur eine Einzelkraft @ vor-
gelegt mit dem Polabstand /,, so kann man stets im beliebigen Ab-
stand I, zwei entgegengesetzt gleiche Parallelkrifte + @ anbringen,
von denen die eine mit der gegebenen ein Kriftepaar bildet, wih-
rend die andere mit dem Polabstand I, iibrigbleibt, d. h. durch die
Parallelverschiebung einer Einzelkraft wird ein Krifte-
paar geweckt, dessen Moment durch die Kraft und die
Parallelverschiebung als Hebelarm gegeben ist.

Daraus folgt sofort, dall das Moment Q! einer Einzelkraft @
mit dem Polabstand ! mit dem des Kriftepaares iibereinstimmt,
welches durch deren Parallelverschiebung nach dem Pol geweckt
wird und nach GL 3), § 40, auch durch die Momente der Teil-
krifte X und Y dargestellt werden kann. Sind mehrere Einzelkrifte
vorhanden, so erhalten wir durch ihre Verschiebung nach dem Pol
ebensoviele Kréftepaare, die sich alsdann zu einem Gesamtpaar mit

dem Moment M=Ql=yX—=zY). . . . . .. 6)

zusammenfassen lassen.

Um iber die Wirkung eines Kriiftepaares an einem starren Ge-
bilde Klarheit zu gewinnen, betrachten wir die von der Kraft @ bei
der Verschiebung ihres Angriffspunktes zy geleistete Arbeit, fiir die
wir nach fritherem auch die Arbeit der Achsenanteile X und Y setzen

diirfen, so zwar, daf
dL=Xdz+4-Ydy. . . ... ... 7

Da nun infolge der Starrheit der Fahrstrahl r vom Schwerpunkt x,y,
bis zum Kraftangriff xy sich nicht 4ndern kann, so ist nach Abb. 135
x==1x,-} rcos g, dx:dxo—rsinqadqa:dxo—(y——yo)dqa} 8)
y=y,+rsing, dy=dy,+rcospdep=dy,-{ (x—zx,)dej’
also nach Einfithrung in 7)

dL=Xdxy+Ydy,~[(x —z)Y — (y—y,) Xldp. . 7a)
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Diese Umformung der Arbeiteformel 7) entspricht aber einer in
Abb. 135 angedeuteten Parallelverschiebung der Kraft @ nach dem
Schwerpunkt §, wodurch das in der eckigen Klammer stehende
Moment eines Kriftepaares geweckt wird, das ersichtlich eine
Drehung des Fahrstrahlesr und damit des ganzen Gebildes
um den Schwerpunkt bedingt, der selbst durch die nunmehr an
ihm wirkende Kraft eine Verschiebung mit den Achsenrissen dx,
und dy, erfihrt. Wirken an der starren Scheibe mehrere Krafte mit
verschiedenen Angriffspunkten, so gelten fiir den Abstand r jeder
derselben vom gemeinsamen Schwerpunkt x,, y, die Gleichungen 8)
und wir erhalten durch Summierung von 7) bzw. 7a)

dL= 3 (Xdz+Ydy)=dzy, 3 X+dy, SY+ Mdep, . Tb)

worin abkiirzungsweise

Sle—e)T—(y—y) XI=M . . . . .. 170

fir das Gesamtmoment aller durch Verschiebung der Einzelkrifte
nach dem Schwerpunkt geweckten Kriftepaare geschrieben wurde.
Es sei nur noch angemerkt, dafl dieses
Moment dann positiv erscheint, wenn
die von ihm hervorgerufene Drehung
dg, wie aus Abb. 135 ersichtlich, eine
VergréBerung der Fahrstrahlneigung
gegen die z-Achse bedingt.

Die vorstehende Arbeitsgleichung
gilt auch noch fiir mehrere Kérper,
die in irgendeiner Weise, z. B.
durch Zapfen oder einfache Stiitzung
(KraftschluB) miteinander zusam-
menhédngen, sofern durch die Wir-
kung der duBeren Krifte dieser Zu-
sammenhang nicht gestort wird. Denn
an jeder Verbindungsstelle zweier Kor-
per findet eine Wechselwirkung zweier Abb. 135.

Krifte + Q" statt, die sich dort

aufheben und demnach aus der Arbeitsgleichung herausfallen, da
ibre Achsenanteile X’ und Y’ im Falle der Aufrechterhaltung des
Zusammenhanges mit denselben Verschiebungen dz’ und dy’ behaftet
sind. Das trifft aber auch fiir alle im Innern eines Kérpers zwischen
dessen einzelnen Bestandteilen oder Massenelementen wirkenden
Krifte zu, deren Arbeitshetrige im Falle der Starrheit sich gegen-
seitig aufheben, so daf sie iiberhaupt nicht in der Arbeitsgleichung
erscheinen.

§ 48. Das Gleichgewicht starrer ebener Gebilde. Denken
wir uns nun den Korper oder eine zusammenhéingende Korpergruppe
aus der Ruhelage unter der Einwirkung &uflerer Krafte um unend-
lich kleine, mit dem Zusammenhange vertrédgliche, aber sonst will-
kiirliche Betrige dz, dy, ... bzw. dz,, dy,, d¢, sog. virtuelle

12+

4




180 Analytische Statik.

Verschiebungen herausgebracht, so verschwindet die Gesamtarbeitd L,
wenn hierbei nach Gl 7) § 42

SXde+Ydy)=0 . . . .. ... 1)
ein Ausgleich der Einzelarbeiten der dulleren Krifte statt-
findet. Wegen der Willkiir der Verschiebungen dz,, dy, und dg
liuft dies aber wegen 7a) § 42 darauf hinaus, daB deren Beiwerte
verschwinden, d. h. mit Riicksicht auf 7b) § 42 gemeinsam

2 X=0, MY=0, Y —yX)=0. . . 2)

Alsdann sprechen wir von einem Gleichgewicht der Krifte an
dem starren Korper oder der Korpergruppe, welches dann eintritt,
wenn die nach dem Schwerpunkt verschobenen Krifte ein
geschlossenes Krafteck bilden, ohne daB ein Kriftepaar
geweckt wird. ,

Der durch 1) oder dL==0 mit den Formeln 2) gleichwertige
sog. Satz vom Ausgleich der virtuellen Arbeiten bedingt aber,
daB die bis zur Gleichgewichtslage geleistete Gesamtarbeit der dufieren

Krifte einen Scheitelwert erreicht

4 hat, der ebensowohl ein Hochstwert

als auch ein Kleinstwert sein kann.

;-——-Z, L ‘k&f./ff‘)i Im ersteren Falle steht fiir eine kleine
F— Ydp | Verschiebung aus der Gleichgewichts-
[ 2 lage, die niemals ohne #duBere Einwir-
’ kung moglich ist, keine Arbeit mehr

Abb. 136. zur Verfiigung. Der Korper besitzt also

keinen Drang (potentielle Energie)

zur Anderung seiner Lage und kehrt, einmal durch &uBere Ein-

wirkung unendlich wenig daraus verschoben, von selbst mit deren

Aufhoren in diese Lage zuriick, die darum als eine stabile Gleich-
gewichtslage bezeichnet wird.

Dagegen ist bei einem Kleinstwert der am Korper von den
AuBlenkriften geleisteten Arbeit stets ein Drang vorhanden, unter
Vermehrung der Arbeitsleistung die eingeleitete Verschiebung aus
der Gleichgewichtslage so weit zu vergroflern, bis die Arbeitsleistung
mit Erreichung ihres Ho6chstwertes erschopft und der Drang zur
Lagenénderung verschwunden ist. Wir sprechen alsdann von einer
labilen oder instabilen Lage, aus welcher der Korper vermoge
des in ihm vorhandenen Dranges der stabilen Lage zustrebt. Hat
schlieBlich der Korper nach einer Verschiebung aus seiner Lage
weder den Drang, in dieselbe zuriickzukehren, noch sich von ihr
weiter zu entfernen, so sprechen wir von einer indifferenten
Gleichgewichtslage.

1. Beispiel. An den Enden eines masselosen starren Stabes greifen

senkrecht dazu die Parallelkrifte @, und @, an, Abb. 136, denen ein Stiitzen-
oder Auflagerdruck V das Gleichgewicht halten soll. Dann mufl zunichst

Ve Qb Qe o o o e e 3)

sein und das Moment aller Krifte in bezug auf einen beliebigen Pol ver-
schwinden. Wiéhlen wir als solchen den Angriffspunkt von @, und bezeichnen
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die Abstinde der Stiitze von den Enden mit /; und ,, so haben wir mit Riick-
sicht auf die Kraftrichungen
Vi,=Q ¢ +L), ... ... ... . . 3a)

QL =Qulye o o o 3b)

Einen solchen Stab nennt man gewshnlich einen doppelarmigen Hebel.
Drehen wir ihn um den Stiitzpunkt um den Winkel dg, so sind die virtuellen
Verschiebungen der Kraftangriffsstellen — I, dp und I/, dp, mithin nach dem
Satze der virtuellen Verschiebungen

(@lL—lL)de=0,

woraus nach Wegheben von d¢ wieder die Gl 3b) hervorgeht. Daran wird
auch nichts gedndert, wenn an Stelle des unendlich kleinen Winkels d¢ ein be-
liebig grofler endlicher Winkel ¢ tritt, so daB also der in Abb. 136 dargestellte
Stab mit den Endkriften @, und @, sich bei jeder
Neigung im indifferenten Gleichgewicht
befindet.

Ist die Bedingung 3b) nicht erfiillt, so sind bei
einer endlichen Neigung ¢, Abb. 137, die Auslen-
kungen der Angriffspunkte, positiv nach unten
gerechnet

¥y =1 sing, Yo=—Llsing,
dy, =l cospdey, dy,=—1lcospdo,

oder in Verbindung mit 3)

und die virtuelle Arbeit bei der Verdrehung
um dg¢
dL=(Q 1, — @,1,) cospdyp . . . 4

kann nur verschwinden, wenn cos ¢ =0, ¢ = 4 9090 Abb. 137.

ist, d. h. bei lotrechter Lage des Stabes. Die

Arbeit L selbst erreicht dabei einen Hochstwert, wenn d L kurz vorher noch po-
sitiv ist, also wenn bei herabgehendem Angriffspunkt von ¢, und steigendem ¢,

QL>Ql o o 4a)

ausfillt. Alsdann ist die lotrechte Lage des Stabes mit dem unteren Angriffs-
punkt von @, stabil, die mit dem oberen Angriffspunkt von @, instabil.
Ersetzen wir die Kréfte durch die Gewichte m, g und
m,g von Massen an den Stabenden, so ist der
Schwerpunktabstand vom Drehpunkt

_ml—myl,
lo_‘—ml_i_mz =0, . ., . 4b)

d. h. nach unten oder nach oben gerichtet, je
nachdem der in diesem Falle als Pendel be-
zeichnete Stab sich im stabilen oder labilen
Gleichgewichte befindet. Unter der Einwirkung
der Schwere strebt demnach der Schwerpunkt eines
Korpers einer tiefsten Lage zu, die dann dem
stabilen Gleichgewicht entspricht.

2. Beispiel. Eine rechteckige mit einer Ecke O
auf der festen Unterlage gestiitzte, gleichformig mit
Masse belegte Scheibe, Abb. 138, unterliegt der
Wirkung ihres im Schwerpunkt S, d. h. im Schnitte
der Diagonalen angreifenden Gewichtes G'. Ist ¢ der Neigungswinkel der Dia-
gonalen von der Linge 27 mit der Lotrechten, so ist die Schwerpunktshohe iiber
der Unterlage y, =1 cos ¢ und ihr Abstand vom Stiitzpunkt 2, =1Isin ¢. Dann
besteht nach 1) Gleichgewicht, wenn bei einer Drehung um d¢

dL=—Gdy,=Glsingde=0, . . . ... .. 5)
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also sinp=0, ¢ =0 oder p =w. Zu demselben Ergebnis gelangen wir auch
mit Hilfe der Gleichungsgruppe 2), in der wegen des Wegfalls wagerechter
Krifte X =0 und wegen der Gleichheit von G mit dem Auflagerdruck V
in 03Y =0 ist, wihrend das Moment um O

M=GIlsinpg=0

iibrigbleibt. Die Lage ¢ = = entspricht offenbar der Aufhiingung des Korpers
am Pol O, unter dem alsdann der Schwerpunkt lotrecht sich in der tiefsten
Stellung befindet, wihrend ¢ =0 die hochste Lage bedingt. Bei der Auslenkung
aus derselben leistet das Gewicht die Arbeit

L=GIl(1—cosp), . . . « « o« o« .. 5a)

die fiir die tiefste Lage ¢ — = den Héchstwert L—2 G annimmt. Daraus
geht hervor, daB diese Lage stabil, die hochste des auf der Spitze ruhenden
Korpers aber instabil ist.

Bei einer festen Unterlage ist natiirlich die Schwerpunktslage ¢ == aus-
geschlossen und der Kérper kann nur mit seinen beiden Seiten 2a > 2b darauf

ruhen. Alsdann ist fiir diese Lagen, Abb. 139, cos <p1:%, CO8 @, =% ent-

sprechend den Arbeitsleistungen

. a b
N L1=Gl<1—7)<L2=Gl(1—7) ........ 5b)
\
\\ G
208 E—T— — (A
//Y\\ S 2a — ’f._c;_.‘@ IQZ O J"
A e PR B
- - |
Pl 8 | ; |
0;
Abb. 139. Abb. 140.

Da beide Betrige die den unendlich benachbarten, d. h. um dg nach oben
abweichenden Lagen zukommenden Arbeitsleistungen iibertreffen, so stellen sie
ihnen gegeniiber Hochstwerte dar. Mithin sind beide Lagen stabil, wenn auch
in verschiedenem MaBe, so zwar, daB wir die ihnen zugeordneten Arbeits-
leistungen der duBeren Kraft, d. h. des Gewichtes beim Ubergang aus der
labilen Lage geradezu als MaB der Stabilitdt benutzen diirfen. Natiirlich
kann der Korper auch noch um die Ecke O, in die untere Stellung gebracht
werden, 8o daB er im ganzen drei verschiedene Lagen besitzt, von denen zwei
dieselbe groBere Stabilitit L, besitzen.

3. Beispiel. Ein wagerechter, gerader und selbst als gewichts-
los gedachter Stab von der Linge ! ruhe mit seinen Enden auf zwei Stiitzen
und werde durch eine Anzahl von lotrechten Einzelkridften @,, @, ... in
den Abstinden ¢,, ¢, ... vom linken Ende belastet, Abb.140. Dadurch wer-
den an den Stiitzen die Auflagerkrifte V, und V, geweckt, die sich aus der
Momentengleichung in bezug auf die beiden Stiitzen als Pole zu

1 l
sz:ZO;Qc, Vllz‘o‘jQ(l—c) ....... 6)
berechnen und nach Addition und Wegheben von I
1
VI—I—VZZ‘O‘JQ ........ .. - . 6a)

ergeben. Denken wir uns den Stab im Abstande z vom linken Ende durch-
schnitten, so wird das Gleichgewicht dann aufrecht erhalten, wenn wir der
Schnittstelle diejenigen Krifte und Momente anbringen, mit demen das ab-
geschnittene Stiick auf das beibehaltene wirkt, die also an der Schnittstelle in
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Wirklichkeit den Zuzammenhang aufrecht erhalten. Es kann sich in unserm
Falle lotrechter Belastungen auch nur um eine lotrechte sog. Querkraft T
und ein Moment handeln, die aus der Verschiebung aller Krifte auf einer
Seite des Schnittes nach diesem hervorgehen und denen die auf der andern
Seite wirksamen das Gleichgewicht halten. Mithin ist die Querkraft

z 4
T=ZO,‘Q—V1=—ZQ—}—V2 )
und das Moment
z l
M=3Qr—c)—V,z=—V,1—2)+-3Q(c—2). ... Ta)
0 z

Aus 7) folgt sofort wieder 6a), wihrend an Stelle von 7a) auch

1 1
Vit Ve=ZQz=Vel=3Qc . . . ... ..

geschrieben werden darf. Diese Formel kann aber fiir beliebige Werte von z
nur bestehen, wenn die Klammer links und die ganze rechte Seite fiir sich
verschwinden, d. h. wenn die Formeln 6) und 6a) erfiillt sind, die wir somit
auch auf diesem Wege gewinnen. Ferner folgt durch Differenzieren von 7a)
wegen 7) aM z 1
TzZQ—V1=V2—20=T ..... ... 70
2 0 z
fiir den Zusammenhang zwischen 7' und dem Moment M, welches vermige
seiner Wirkung auf den Stab gewohnlich als Biegungsmoment bezeichnet wird.

4, Beispiel. Trigt der wagerechte Stab eine stetig iiber seine Linge
verbreitete Last, Abb. 141, die wir uns durch Aufschiitten einer lockeren
Masse, im Sonderfalle durch sein Eigengewicht, hervorgerufen denken kénnen,
go ruht auf einem Lingenelement dz das Gewicht dQ==¢dz, worin ¢ die im
allgemeinen lings des Stabes verdnderliche Be -
lastung der Lingeneinheit bedeutet. Die

Gesamtlast wird auch hier durch die beiden ¥ 7
Auflagerkrifte aufgenommen, so zwar, dafl
] / :/iz 49

Vb Vy==fgdz . . . ... 8) /
ist. Durchschneiden wir den Balken an der Stelle ~——2—— { i
2,, so ergibt die Summierung der Krifte auf | i) -
beiden Seiten des Schnittes die Querkraft

Abb. 141.

2y 4
T—[qdz—V,=~[qdz+7V,, 8u)
0 23
woraus wieder Gl. 8) hervorgeht. Ebenso erhalten wir fiir das Moment an der
Stelle 2y 2 4
M=[q@—2)dz—Vin=+ Voes— )+ ae—2z)dz. . . 8b)
2

Da hierin fiir die Integration 2z, einen Festwert darstellt, so diirfen wir dafiir
auch schreiben

4 l
(fqdz—V,—Vy)z,=[qzdz—V,0. . ... ... 80
U 0

Auch hier bedingt die Giiltigkeit fiir beliebige z, das Verschwinden der Klammer
links und der rechten Seite fiir sich, woraus wieder 8) hervorgeht, und
auBlerdem

l !

Vyl=[qzdz, also V,l=[ql—2dz. ... .. 8d
0 0

wird. Schreiben wir fiir das Biegungsmoment

7 2y 2y 21
M=z qdz—fqzdz —Vyz,="+V, (2, —1) —-l_fqzdz—|—z1,lfqdz,
0 0
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so ergibt die Differentiation, da die Ableitung eines bestimmten Integrals nach
der oberen Grenze mit dem Werte des Integranden an dieser Stelle {iberein-
stimmt, also mit ¢=g¢, fir'z=z,
Z 2
aM .
qr = gdz~+qz— ¢z —Vi=+Vo—aq 5+ s+ | gdz=T 8e)
Yo !
im Einklang mit dem Ergebnis am Schluf des letzten Beispiels.

5. Beispiel. Sind Einzellasten und eine stetige Belastung vor-
handen, so haben wir nur die Formeln der beiden vorhergehenden Beispiele
zusammenzufassen und erhalten alsdann

A 2 1 l
T=2Q+[qdze—V,=V,—2Q—Jqdz. . . ... 9)
A 2
2y Z,
MZOZQ(%—G)—}—OIq(zl—z)dz—Vlzl

l
== D2 e =iz, .. . . 9a)

woraus wiederum fiir beliebige Absténde 2z,
1 ! ]
V,l:on(z—c)jLéj gl —2)dz

7 l
Vol=XQc-+ [qzdz
0 0

und

folgt.

6. Beispiel. Zur Ermittlung der Gleichgewichtslage eines Stabes
vom Gewichte G und der Linge I, der sich auf zwei vollig glatte Gerade
mit den Neigungswinkeln ¢, und e,
gegen die Wagerechte nach Abb. 142
stiitzt, bezeichnen wir mit N,, N,
die zu den festen Geraden lotrechten
Stiitzdriicke und mit @ die in der
Stabrichtung selbst durch die Stiitzung
geweckte Kraft. Diese muB8 alsdann
an den Stiitzpunkten mit den Stiitz-
driicken und den auf diese Punkte
entfallenden Gewichteanteilen G, und
G, des Stabes, die zusammen
G, 4+ G; = @ betragen, im Gleichge-
wichte stehen. Danach haben wir die
Gleichgewichtsbedingungen in wage-
rechter und senkrechter Richtung mit

TdzemdM . o o v ov e 9¢)

Abb. 142. dem Neigungswinkel vy des Stabes
N, sin ¢ = N, sin ¢, = @ cos y 10
N cosa, -+ Nycos = G et )
woraus sofort ) .
N sin o N, sin o, 10a)

G :__sin (“1_@: Q = sm (“1 _'_ %) .....

hervorgeht. Da ‘nun die Stiitzdriicke mit der lotrechten Gesamtkra{t G die
Neigungswinkel «, und e, bilden, so besagen diese Formeln, dafl das Stab-
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gewicht G im Schnittpunkte der Stiitzdriicke in diese nach der
Vektorregel zerfédllt. Zur Ermittlung der Stabneigung v ziehen wir noch
eine der Gleichgewichtsbedingungen

Gysinegg =Qcos (¢, +v), Gysine,=2@ cos(ey— ). . . 10b)

an den Stiitzpunkten in den Richtungen der festen Geraden heran und erhalten
aus 10), 10a), sowie unter Beachtung von G ==G, + G, nach Ausschaltung von @

(G, 4-Gysine,  Gyoosy
sin (¢ + ) cos (e, )’
G, otg o, — G, ctg «,
T e e

Die Stablinge tritt in allen vorstehenden Formeln nicht auf, so daB jede
geometrisch dhnliche Anordnung mit entsprechender Gewichts-
verteilung ihnen geniigt. Die Lagen der Stange auf einer der beiden
Geraden geniigen dagegen nicht den Grundbedingungen, da fiir jede der-
selben die Neigung der andern ohne Bedeutung ist.

Dagegen sei noch bemerkt, daB man mit den Achsenabstinden z,y,, z,y,
derhStﬁtzpunkte in bezug auf den Schnitt O der beiden festen Geraden
auch hat

oder tgy =

?/z—%:lsmw, xg+x1:lcoswl 11)
Y=, tg o, Y=, tg o ):
Iy t; — si i
also xlzl‘ﬂiwg*—smw, xg:_lcoswtgal—ksmy;" o
tg o+t o tg oy | tg %,
womit die Lage fiir jede Neigung bestimmt ist. Aus diesen Gleichungen kann

man auch zur Gleichgewichtsbedingung mit Hilfe des Satzes der virtuellen
Verschiebungen, d. h. durch

11a)

. Gy dy,+ Gy dy,=0
gelangen, der mit 11) auch

G dz, tg o+ G, dz, tg ¢y =10

geschrieben werden kann, und nach Einsetzen von 11a) unter Wegfall des
Differentials dy unmittelbar auf 10¢) fiilhrt. Da ferner der geometrische Ort
aller Stangenpunkte, also auch der punktierte des Schwerpunktes, je eine Ellipse
um O ist, so entspricht 10a) einer Hochstlage des Schwerpunktes, also einem
labilen Gleichgewicht.

§ 44. Theorie des ebenen statisch bestimmten Fachwerks.
Wir betrachten jetzt ein in der lotrechten Ebene befindliches Fach-
werk, dessen einer Endknoten durch einen Zapfen festgehalten ist,
wahrend der andere Endknoten auf einer geraden, meist wagerechten
Unterlage etwa vermittels eines Rollenlagers ruht. Durch diese Auf-
lagerbedingungen ist das Fachwerk, wie wir in § 39 gesehen haben,
gegen jede Verschiebung gesichert.

Greifen an den k-Knoten dieses ebenen Fachwerks die duBeren
Krifte @,, @,, ..., @,, in denen nicht nur die auf die Knoten ver-
teilten Stabgewichte, sondern auch die Stiitzdriicke enthalten sind,
an, so besteht nach den Sitzen des § 43 Gleichgewicht, wenn die
Achsenanteile der Krafte die drei Bedingungen.

k k k
2X=0, V=0, X(¥z—Xy)=0... 1)
1 1 1
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erfilllen, wobei ¢1=1,2,....k die einzelnen Knoten bezeichnet.
Schneiden wir alle s; vom i-ten Knoten ausgehenden Stébe durch,
so wird das Gleichgewicht an dieser Stelle nicht gesttrt, sofern wir
die zerschnittenen Stibe durch die in ihnen wirkenden Krifte S
ersetzen, die alsdann mit der im Knoten angreifenden duBeren Kraft
ein geschlossenes Krafteck bilden miissen. Das trifft aber dann zu,
wenn an jedem Knoten die Gleichungen

X ZSM ii) Y"—' Y’S _—% « e e 2)
lhz lhi
bestehen, worin [,; die durch
lzi:(xh—xi)2+(yh_yi)2 )

gegebene Stablinge zwischen den Knoten A und ¢ ist, und die
Summierung in 2) sich iiber alle s; im Knoten 4 zusammenstoBenden
Stiibe erstreckt. Aus 3) folgt aber

%, — ali — . ol .
S i oy v TR NNNLD
hi Z; hi Yi

so daB wir auch an Stelle von 2) schreiben diirfen:

ol, S ol
X, +28,,,4--— 0, Y4 38,20
ox 1 oY,
Die Zahl dieser Glelchungen betrigt bei & Knoten offenbar 2k; sie
gind indessen nicht alle voneinander unabhéingig; sondern durch die
drei Bedingungen 1) zwischen den #uBeren Kriften miteinander
verkniipft. Mithin stehen fiir die Berechnung der unbekannten
s Stabkrifte S, im ganzen 2k—3 voneinander unabhingige
Gleichungen zur Verfiigung, so daB fiir das statisch bestimmte
Fachwerk s=2k—3 . ... ...... 4

=0. . . . 2a)

sein muB, was wir schon im § 39 aus rein geometrischen Uber-
legungen geschlossen hatten.
In die Summen 2a) kénnen wir nun nicht blo8 die wirklich
im Knoten ¢ angreifenden s; Stdbe mit ihren Kriften, sondern un-
bedenklich auch alle anderen Stdbe aufnehmen, deren Léngen die
Achsenabstinde x; und y, des Knotens ¢ nicht enthalten, so daB
die entsprechenden Ableitungen verschwinden. Schreiben wir dann
noch fiir den n-ten Stab ganz allgemein S, und / und setzen ab-
kiirzungsweise al al
A _ﬂ:luni’ e e e e e e 3b)
so wird aus 2a) o 2y;

S 111—*_8 121 i '+Sn rn_l_ +Ssls1, - '}. 2b>
1lu11,+821u21+ '+Snlu’n1+ -—i—SsIuN Y |

Diese insgesamt 2% Gleichungen sind aber durch die drei Gleich-
gewichtsbedingungen 1) der duBeren Krifte derart miteinander ver-



Theorie des ebenen statisch bestimmten Fachwerks. 187

kniipft, daB wir nach Bestimmung aller Kraftanteile X, und Y, durch
1) drei der Gleichungen 2b) weglassen kinnen, so daB nach 4)
immer noch s lineare Gleichungen iibrig bleiben, die zur Berechnung
der unbestimmten Stabkrifte gerade ausreichen. Ihre Auflosung er-
gibt nur dann endliche Werte der Kriifte S, wenn die Determinante
der Beiwerte

Ay Aoy gy .« . .4

81
Aig Aog Agy - . . Ao

‘Ds= oo : 5)
My Bog Mgy « v v By
lulslu2slu33 e luss-

nicht verschwindet. Andererseits ist aber auch nach Gl. 3), 3a)
und 3b) die unendlich kleine Verlingerung des n-ten Stabes zwischen
den Knoten k¥ und ¢ unter Hinzufigung der verschwindenden Ab-
leitungen nach den anderen Knotenabstéinden:

Ay 0%, 44,000, ... -4, 00,4 p, 0y ..+, 0y, =01, . Bc)

Das sind aber, wenn wir nur die gegenseitigen (relativen) Ver-
schiebungen der Knoten infolge der Stabverlingerung ins Auge
fassen, im ganzen wieder s Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten
ox; bzw. 0y,, welche nur dann entsprechend der Forderung der
Starrheit des Fachwerks mit dem 9/, verschwinden, wenn
die Determinante der Beiwerte

Apdipdyg o o gy - - /‘ul
p—|fahetan e et g
\131182183 c s I"tsl e Iuss

einen endlichen, von Null verschiedenen Wert besitzt. Diese Deter-
minante kann aber in die Form 5) durch Vertauschen der wage-
rechten und senkrechten Zeilen iibergefithrt werden, wodurch sich
der Wert nach dem Bildungsgesetz der Determinanten nicht &ndert.
Es ist demnach D,=D_, und die Bedingung der Starrheit des
Fachwerks stimmt mit derjenigen fiir seine statische Be-
stimmtheit derart tiberein, dafl in diesem Falle keine noch
so kleine Verschiebung von Knoten gegeneinander mdglich
ist. Damit ist u. a. die Verbindung eines Knotens mit zwei auf
derselben Geraden liegenden andern Knoten entsprechend der Abb.121
in § 39 ausgeschlossen, da hierbei trotz des Verschwindens der Ver-
lingerungen zweier Stibe eine unendlich kleine Verschiebung des
erstgenannten Knotens moglich ist, die ein Verschwinden der Deter-
minanten 5) und 5a) bedingt.

Zur Berechnung der einzelnen Stabspannungen ist die
vorstehende von A. Foppl aufgestellte und in ihrer allgemeinen Be-
deutung erkannte Formelgruppe 2b) allerdings wenig geeignet, da
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ihre Auflssung trotz des Wegfalls zahlreicher Beiwerte 1 und u,
welche den nicht am Stabe beteiligten Knoten entsprechen, zu zeit-
raubend ausfillt. Von den zahlreichen bewdhrten Losungen dieser Auf-
gabe?) wollen wir darum hier nur das nach unserer Ansicht einfachste
Rittersche Schnittverfahren erldutern. Danach denken wir uns das
Fachwerk so durchschnitten, dafl hierbei drei nicht in einem Knoten
zusammenlaufende Stibe getroffen werden. Die in ihnen wirksamen,
die Stébe selbst ersetzenden Stab-
krifte treten alsdann an Stelle
der Gesamtkraft B der duBeren
Krifte auf einer Seite des Schnit-
tes, deren Richtungslinie wir uns
indasFachwerksgerippe,Abb.143,
eingezeichnet denken. Sind dann
ABC die Schnittpunkte der drei
Y Stibe bzw. ihrer Verlingerungen,
Abb. 148. in denen die Spannungen S, S, S,
herrschen, so hat die Gesamt-
kraft R in bezug auf diese Punkte mit den Loten h,,k,,k, auf R die
Momente Rh,, Rh,, Rh,. Diese werden nach dem Durchschnitt der
Stibe jeweils ausgeglichen von dem Momente derjenigen Stabkraft,
welche nicht durch den fraglichen Knoten hindurchgeht, wihrend
die in ihm sich schneidenden Stabkrifte in bezug auf ihn kein
Moment besitzen. Also haben wir mit den Loten hysh, und h, von
ABC auf 8,8,8, die Momente:

8,hy=Rh,, —8,hy=Rh,, S;h,=—Rh, . . . 6)

A £ wodurch die Stabkriifte nach GroBe und
Vorzeichen unmittelbar gegeben sind. So
erkennt man, daB der Schnitt durch D B
bei festgehaltenen Auflagern eine Sen-
kung von A mit einer Drehung der
Stibe AD und AB gegeneinander zur
Folge hat; also muBl S, eine Druck-
kraft sein. In derselben Weise er-
gibt sich 8, als Zugkraft infolge der
Senkung von B und des Auseinander-
7 drehens der Stibe 4 B und E B, wihrend

7 / nach dem Durchschneiden von 4B das
vt Stabviereck ADBE unter Verkiirzung
/ der Diagonale 4B zusammenklappt, wo-
. mit 8, als Druckkraft gekennzeichnet ist.
Abb. 144, "Liegt der Sehni.ttpunkt C zweier Stab-
verlingerungen mit geringer Neigung

") Die wohl vollstindigste Zusammenstellung enthilt das Werk von
Henneberg: Graphische Statik der starren Systeme. Leipzig. Verlag
B. G. Teubner. 1911.
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gegeneinander in unbequemer Entfernung, Abb. 144, oder bei
parallelen Stiben AE || BD im Unendlichen, Abb. 145, so &ndert
dies zundcht nichts an der Ermittlung
der parallelen Stabkrifte §, und 8,
mit Hilfe der Pole 4 und B. Dann -]
aber liefert der Momentenansatz von
den Polen D oder E aus mit den Loten h,
und 4, auf die Gesamtkraft R, sowie den
Loten h," bzw. k" auf den Diagonalstab
mit der noch unbekannten Spannung S,
die einander gleichwertigen Formeln:

8, by + 8yhy=—Rh,, bzw. Syhy'+ 8, hy=Rh, . 6a)
1. Beispiel. Im einfachen Stabdreieck, Abb. 146, mit den Seiten
li,l,,1 und den Basiswinkeln ¢, und o, ist
1, cos a; — 1, cos oty =1, 1, sin ¢, — I, sin ¢, =0,

10 s 8

v

Abb. 145.

also 1, 8in (0 — o) =l sin oz, I, sin (o — o) =1 sin ¢,
also sind bei einer Belastung @ an der Spitze lotrecht zu ! die Auflager-
driicke

. 1, _ @sin g, cos o e __ @sin e, cos o,
Vl——Q—l—COS(Xg——m, -Vz——Q 1 Cosal—m. 7)
Weiter gelten fiir die Stabkrifte die Gleichungen:

8= —8, cos o; =8, cos g, V,=2_8,sine,, Vo=28,sinc,, . 8)
mithin:
COs ¢, Q cos « Q
_ Qoosa, A 1 ~————. . 8a)

— = S=— ..
8in (o — o)’ sin (eg — ;) tg oy —tg o,

Daraus ergibt sich, daB fir die in Abb. 146 gegebene Anordnung wegen
cos e, << 0, Q<0,8, <0,8,<0,8§>0, d h. daB 8, und 8, Druckkrifte, S
dagegen eine Zugkraft ist. Wire dagegen,
wie in der Anordnung Abb. 147 eines Kran-
trigers cos «, > 0, so wiirde 8, >0, 8, <0,
8 <0 und auBerdem V,<<0, V,>0. Wir
hitten also im Stab I, eine Zugkraft, da-
gegen in [, und I Druckkrifte, und zwei ent-
gegengesetzt gerichtete Auflagedriicke, von

=

S
Abb. 146. Abb. 147.

denen V, > @ ausfillt, wihrend V, den Triiger gegen Umkippen festhalten muB.
Man kann natiirlich auch die Formeln 8a) aus der Kraftezerlegung an der
Spitze unmittelbar ableiten und dann die Krifte S, und S, an der Basis mit
den Auflagerdriicken zu § zusammenfassen, wie es in den Abbildungen an-

gedeutet ist.
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2, Beispiel. Der in Abb. 148 dargestellte Polonceau-Binder sei an
den Knoten 1 und 1’ durch die lotrechten Krifte @, und an der Spitze durch
Q; belastet, so daB aus Symmetriegriinden V,=7V,==@, }0,5¢, wird. Dann

liefert mit den eingeschriebenen Léngen und Polabstinden das Rittersche
Schnittverfahren folgende Gleichungen firr die Stabkrifte

Pol 1: Sy3h="V,c,, Pol 0: 8,31, =—Qc¢,

Pol 2: Syhy=V,c,— @, (c,—¢,)

Pol 8: 8y,0 =—V,¢;, Spl=—V,e;+Q (cz—e)[ " "~
Pol 5: Sphy=—V, ¢, — @, (¢, —¢5)

Man iibersieht leicht, daB sich die Krifte S;, und S,, nur um den in ihre
Richtung fallenden Anteil von @, unterscheiden konnen, wihrend der andere
Anteil auf S,; entfillt, so daB alle diese Stabkrifte Druckkrifte darstellen. Das-
selbe gilt auch fiir S,;, da nach Wegnahme der entsprechenden Stabe das
Stabviereck 12 1’8’3 zusammensinken wiirde bei wagerechtem Ausweichen
einer der Stiitzen 0 oder (/. Das Gleichgewicht an diesen bedingt die Zug-
kraft Sp; und die Verhinderung

9

) ) des Ausweichens der Stiitzen die

, o A i 2 _ & gt 8,
N\ A o 3. Beispiel. Der aus 4 Feldern
Ay von der Lange I und der Héhe % be-
Y ' A stehende symmetrische Parallel-
triger, Abb. 149, sei durch die lot-
p) ¢’ rechten AuBenkrifte Q,Q, @,Q, @, in
5 g & W '2’ den oberen Knoten belastet, so daB
e—7 —eh7 ;4 die Auflagerdriicke V,—=V,=@Q,
Abb. 149, + @, -+ 0,5 @, werden. Alsdann er-

halten wir die Momentengleichungen

Schnitt 4, B, Pol 1 8,,=0; Pol 2: §;,=—7,
n AB, 5 20 83h=—(V,—@Q)l; Pol 8: S, b= (V,—Q,)!
n A, By, , 4 8yl=—(V,—Q)21—8,,h
:—(V1_Qo)l 10)
” 4, By, 4, 3: Sp b= (V,— Q)1 '
” Asz, » 4t 335h=—(V1—Q0)2l—|—Q1l
» 4, B,, , 5: 834}”0:(V1_Q0)2Z“Q1Z—S24h

1 0 1

SchlieBlich bleibt noch die Stabkraft 8, tibrig, die naturgemiB im Knoten 5
der Last @, das Gleichgewicht halten muB, so daB

Bis=—Q « v v vt 10a)
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wird. Zu demselben Ergebnis gelangt man durch die Uberlegung, daB am
Knoten 4 3
_S45=2‘gs470:2(Vl_Qo—Q1)=Q2

sein muB. Damit sind alle Stabkrifte nach GroBe und Vorzeichen, d. h. positiv
als Zug und negativ als Druckkrifte bestimmt.

Da in diesem Fachwerk der Stab 02 spannungsfrei bleibt, so kann er mit
dem Druckstab 01 auch ganz weggeiassen und das Fachwerk in 1 gestiitzt
werden. Greifen die duBeren Krifte an den unteren Knoten an, so wird nur
der Stab 45 spannungsfrei, da dort die Last @, von den beiden Stabkriften S,
aufgenommen wird. SchlieBlich erkennt man, daB die Kraft in jedem lotrechten
Stabe mit der dort herrschenden Querkraft iibereinstimmt, die sich aus der
Zusammenfassung aller auf der einen Seite wirkenden &uBeren Krifte, wie
beim einfachen geraden wagerechten Stab auf zwei Stiitzen ergibt.

§ 45. Das Stiitzeck und Seileck, Entfernen wir aus einem
ebenen Fachwerk, Abb. 150, simtliche Zwischenstiicke, so daB nur
der Ober- und Untergurt als geschlossener Stabzug iibrig bleibt,
so wird das Gleichgewicht nicht gestort,
wenn wir die in den herausgenommenen
Stéaben wirkenden Zug- und Druckkrifte
an den von ihnen urspriinglich verbun-
denen Knoten nach GroBe und Richtung
anbringen und mit den dort wirkenden
duBeren Kriften zu je einer Gesamt-
kraft vereinigen. Trennen wir dann noch
dassoerhaltene unvollstindigeFach-
werk an den beiden Auflagerstellen 4 4
und B, so erhalten wir zwei offene =
Stabziige, die wir durch je einen Stab 4 B
in der Richtung der Verbindungslinie
der Auflagerpunkte wieder schlieen
koénnen. In dem aus Obergurt und Unter-
gurt des urspriinglichen Fachwerkes be- Abb. 150.
stehenden geschlossenenStabzug ist dieser
vorher nicht vorhandene, also fiir das Gleichgewicht unnétige Ver-
bindungsstab kriftefrei, was auch durch Uberlagerung einer gleich
groBen Zug- und Druckkraft erreicht werden kann. Nach der Trennung
in zwei geschlossene Stabziige wirkt demnach im Verbindungsstab A B
eines derselben eine Zugkraft, im andern eine gleich groBle Druck-
kraft, die mit der Auflagerkraft und der benachbarten Stabkraft im
Gleichgewicht steht. Man kann natiirlich auch den Verbindungs-
stab 4B weglassen und statt dessen die beiden alsdann offenen Stab-
ziige in den Punkten 4 und B gelenkig festhalten. Alsdann treten
an Stelle der Stabkraft 4B zwei entgegengesetzt in ihre Richtung
in 4 und B angreifende dullere Krifte.

Sind die Knotenkrifte, wie in Abb. 150 angedeutet, im oberen
Stabzug nach innen, im unteren nach auflen gerichtet, so wirken in
den Stiben der ersteren nur Druckkrifte, in denen der letzteren
dagegen nur Zugkréfte, wihrend der Verbindungsstab umgekehrt auf
Zug bzw. auf Druck beansprucht wird. Man bezeichnet darum die
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zweite Anordnung, in der die Zugstibe durch Faden oder Seile ersetzt
werden diirfen, als Seileck mit Seitenzug, die erstere dagegen als
Stiitzeck mit Seitenschub, weil sie nach Abb. 151 die Stiitz- und
Beriihrungspunkte einer
Reihe starrer Scheiben mit
den Angriffspunkten der du-
Beren Krifte verbindet. Sie
kann demnach auch als das
Gerippe eines Gewdlbes be-
trachtet werden, dessen
Standfestigkeit auf dem
Gleichgewichte der Krifte
an den Stiitzpunkten beruht.
Durch Umkehrung der Richtung der in den Knoten an-
greifenden Auflenkrifte geht offenbar eine Stitzlinie in
die kongruente Seillinie iiber. Das von einem Stiitzeck oder
Seileck mit der Verbindungsgeraden der Auflager gebildete unvoll-
stindige Fachwerk besitzt nun ebenso viele Knoten wie Stibe, also
ist hier s=k . . ... ... ....1

Abb. 151.

mit 2k Achsenabstinden x;y, der einzelnen Knoten, von denen wie
beim vollstdndigen Fachwerk zur Festlegung wieder drei als gegeben
anzusehen sind. Mithin bleiben 24— 3 noch unbekannte Achsen-
abstinde der Knoten iibrig, zu deren Bestimmung zunichst nur die
s==k Stablingen [;;_; durch die Gleichungen

@ —-1)* + (0, —yi-t)f=0r . . . . .. 2)
zur Verfligung stehen, so da noch 2k—3 —k=—%k—3 Achsen-
abstinde willkiirlich gewahlt werden konnen. Das ganze Gebilde ist
also im Gegensatz zu dem frither betrachteten Fachwerk geometrisch
nicht vollstindig bestimmt, sondern kann durch Veridnderung der
k — 3 willkiirlichen Abstinde verschoben werden, d. h. es besitzt
noch ¥ —3 Freiheitsgrade der Bewegung. Danach hat ein

Stabdreieck  Stabviereck Fiinfeck Sechseck
mit k= 3 4 5 6
0 1 2 3 Freiheitsgrade,

die nur durch Beziehungen zwischen &uBleren Kriften aufgehoben
werden konnen. Die Zahl derselben ist aber, wie am Eingang des
§ 44 gezeigt wurde, 2k —3, d. h. 2k Gleichgewichtsbedingungen 2)
an den Knoten, welche durch die drei Gleichgewichtsbedingungen 1)
der dulBeren Krifte unter sich noch zusammenhingen. In den ersteren
Bedingungen treten aber noch die ebenfalls unbekannten k-Stab-
krifte § auf, so daB fir die Aufstellung der Freiheitsgrade nur die
hierzu geniigende Zahl von k¥ — 3 Gleichungen iibrig bleiben.

Bei der Aufstellung der Gleichungen fiir das Seil- und Stiitzeck
wollen wir uns auf den praktisch wichtigsten Fall paralleler
Knoten und Auflagerkrifte, z. B. unter der Wirkung der Schwere
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in der Lotrichtung beschrinken. Da die von einem Knoten aus-
gehenden Stabkrifte S; und 8;,; mit den Stabrichtungen ¢; und e;y
der lotrechten Knotenlast . das Gleich-

. A oi @ S
gewicht halten, so miissen die beiden wage- S

~
~

rechten Kraftanteile von S, und §;,; ein- S~
ander aufheben, also ist mit einer Seiten-

|
|
kraft H Abb. 152, ;
8, cos ;=811 cos ey = HY !
. . s 3) 1
8, sina, — 8;4q sm«xiH:Qii I
(% N\
woraus zunichst derselbe Wert der Sei- &- AL A
tenkraft H fir alle Knoten des Stabzuges, =~ ¢ __> \_ [t

sowie nach Ausschaltung der Stabkrifte aus Sir1
der zweiten Formel 3) Abb. 152.

H(tge, —tge;y)=Q, . . . . . . . . 3a)
folgt. Ebenso erhalten wir fiir den Knoten -1

H(tgosyy —tgasye) = Qir1,
also Qi — Bl — g N 3|
Q; tge;, —tgeiiy

Die Zahl dieser Gleichungen ist offenbar k — 1, auBerdem aber ergibt
die Summierung aller k-Formeln 3a), in denen auch die Auflager-
krifte enthalten sind, die Bedingung

ﬁQi=0,...........3b)
i .

durch welche die Formeln 4) miteinander verkniipft sind. Dazu
kommt noch die Momentengleichung in bezug auf einen Auflagerpunkt

k T
%}Qi%’licosocizo e i e . . . . .. 80

als weitere Bedingung zwischen den Bestimmungsstiicken, so daB nur
noch die erforderlichen 4 — 3 Gleichungen zur Aufhebung der Frei-
heitsgrade iibrig bleiben. Diese selbst konnen wir auch auf die Stab-
neigungen ¢, erstrecken, von denen eine, z. B. die der Verbindungs-
linie der Auflagerpunkte von vornherein gegeben ist, wozu noch die
Bedingungen fiir die Geschlossenheit des ganzen Stabzuges

k ®
‘%’lioosai=0, %’lisinai=0 ;)

hinzutreten. Es bleiben demnach nur noch % — 3 voneinander un-
abhéingige Stabneigungen iibrig, die somit durch ebenso viele un-
abhiéngige Gleichgewichtsbedingungen 4) festgelegt werden. Nachdem
dies geschehen, die Gestalt des ganzen Stabzuges also gegeben ist,
berechnet sich aus einer der Formeln 3a) die Seitenkraft H, aus der
ersten Zeile 3) alle einzelnen Stabkrafte §;, sowie aus 8b) und 3¢) die
beiden lotrechten Auflagerkréfte.
Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Aufl. 13
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Zu demselben Ergebnis gelangen wir auch mit Hilfe des Satzes
der virtuellen Verschiebungen

ZQid?/i:Q1dyl+Q2dyz+'-°+Qidyi+"'+deyk=0’
oder . 6)

QG | @y, @y _,
1+Q1 dyl—{—...—i—Ql dy1+"'+Q1 d, s

worin y die lotrechten Knotenabstinde von irgendeiner Wagerechten
bedeuten. Dann ist nach Abb. 153

Y, —Yi—1=1;sine;, dy, —dy;_1=Il,coseyde, . . . )

Andrerseits folgt aus 5)

Slsing,de; =1, sine, do, +lysine, dey ..., sine, dock:O} 5a)
Slcose;dey==1, cose, de, 41 cos ey de, ... -1 cos e, dev,, — 0 )’
von denen die letzte Gleichung nach
Einsetzen von 7) durch gegenseitiges
Autheben der dy wegen der Auf-
rechterhaltung der Geschlossenheit der
Stabziige identisch erfiillt ist, wih-
rend die erste bei vorgelegter Schluf-
linie k—1, k, also mit d yz_; =0,
dy,=0, da,=0 iibergeht in

dy, tge, -+ (d% —dy,) tg «, (dys - dye) tgo, +...
+(dy; — dy;—1) tge,+-...=0.
Schreiben wir dafiir
dy, (tge, —tge,) - dy, (tge, — tgay) ...
oder —+dy, (tge;—tge; 1) -F...==0

tgo, —tge, dy, tgo, —tgoy dy,
1 S 2 3 J2 7 _Ji
thgal—tg% dy, et tge, —tge, dy

Abb. 153.

+...=0,. .7

1

so liefert der Abzug von 6)
<;Ql _ tge, —tga3> %
Q, tgo,—tge,/ dy, ’

Q; tga-—tgam) dy;
—t_ o O il —=0. . .8
+<Q1 tg o, —tgo, dy1+ )

Wegen der Willkiir der Ableitungen dy,:dy, kann diese Gleichung
aber allgemein nur bestehen, wenn alle Klammern verschwinden,
d. h. wenn im Einklang mit 4)
Q;  tge,—tgeig
Q1 o tgoﬁ’—t’g% .
Aus dem Ansatz dL == 3} Q,dy, = 0 ergibt sich ferner, daB die Arbeit
der duBeren Krifte fir das Stiitzeck ein Kleinstwert, fiir das Seileck

. 8)
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aber ein Hochstwert ist. Danach befindet sich das letztere Gebilde
im stabilen, das erstere dagegen im labilen Gleichgewicht und hat
das Bestreben, bei einer kleinen Stérung in die stabile Form um-
zuschlagen bzw. zusammenzustiirzen, wenn es nicht durch Reibung
in den Gelenken oder im Falle des Gewdlbes, Abb. 151, an den Be-
rithrungsstellen daran gehindert wird.

Die Ermittlung der Gestalt des Stiitz- oder Seilecks gestaltet
sich ganz einfach, wenn die Neigungen «, und ¢;;; irgend zweier im
Punkte ¢ zusammenhingender Stibe bekannt sind. Alsdann ergibt
némlich Gl 3a) sofort die Seitenkraft H und die andern Gleichungen 4)
derselben Art mit den bekannten Knotenkréften die weiteren Neigungs-
winkel, womit sich die Stab- oder Seilkrifte aus den ersten Formeln 3)
berechnen. Kennt man aber, wie gewShnlich nur eine Neigung, z. B.
diejenige oy der Verbindung der Auflagerpunkte, so enthalten die
Ausdriicke tge,, tge, nach Gl 3a) noch die unbekannte Seitenkraft,
die mit dem Winkel in die Formel 3¢) und 5) mit den beiden Auf-
lagerkriften als Unbekannte eingeht und so mit diesen berechnet

werden kann.

1. Beispiel. Ist das Kraftfeld in der Ebene vorgelegt, d. h. sind die
parallelen Knotenkrifte @ durch ihre Richtungslinien, sowie die Auflagerpunkte
gegeben, so sind damit auch die Auflagerkrifte und die Gesamtkraft in ihrer
GréBe B =23'@Q und durch ihre wagerechten Abstinde @, und @, von den Auf-
lagern bestimmt. Der Hohenunterschied der Auflagerpunkte sei b, die Abstinde
der aufeinanderfolgenden Kraftrichtungen voneinander ¢, ¢, ... Dann geht die
Gesamtkraft durch den Schnitt der beiden Stibe I, und l_y, die sich an die

Auflagerpunkte anschlieBen. Es ist mithin dort
H(tge,+tga,_)=R

at atge, ,=bj’
also , tg oy +a, tg k—1 J

R R
(@ — @) tgulzﬁaz—b, (@, ——a,z)tgcck_lzﬁal——b. .« . 9a)
Kennen wir nun die gesamte Seillinge ! zwischen den Auflagern, so gilt

Sh=l4l+ht =1, e .. 10)

oder wegen der bekannten Abstinde der Krifte @ von einander

l,coset, =c,, l,cosoy=—=¢y,...0, ,cO8¢c, .=¢, . . . . 10a)
1 1 1 2 2 2 k—1 k-1 k—1
G G g %=t g qob)
cosa, ' COS oy €08 ¢,y

Dafiir konnen wir auch schreiben

"1\/1—}—tg2a1—]—02\/1+tg2a2—+—...—]—ck_i\/1+tg2ak_1=l, . . 10¢)

wahrend fiir llie einzelnen Knoten die Gleichungen 3a), also

tgal-—fg%:%‘, tgag—tg%:%—, . e 11)
oder wegen
Ra,—bH Ra,—bH @,
bg oy = —— - tga,— 2
84 0, —a H 89" la,—a)H H 1)
to o _Raz'—‘bH_Q1+Q2+---+Qi )
841" (g, —a)H H

13*
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gelten. Setzen wir diese Ausdriicke in 10¢) ein, so erhalten wir fir die einzige
Unbekannte H eine Gleichung, deren Losung allerdings recht umsténdlich
ausfallt.

2. Beispiel. Im Stabdreieck, Abb. 154, mit wagerechter Grundlinie @, -+ a,,
und der Hohe % sind die beiden andern Stébe I, und I, durch Gewichte G,
und G, mit den Hebelarmen ¢, und ¢, um
die Auflager belastet. Dann entfillt nach
Verteilung der Lasten auf die Auflager
und die Spitze auf die letztere die Last

—a 2 L
G—Gla1+G2 a, .. 12)
mit einem Seitenschub H aus

Hge,+tgey=H (2 2)—g,

ay a;
oder
Ga,a, G, Gyca
H: 12 — 1% 2 V2 1.12&
Mota)—  haTa) oY
Andererseits sind die beiden lotrechten
Abb. 154. Auflagerkrifte

G, (@, +a,—c)+ Gye Gy(a,+a,—c,)+ G, c
V — 1 1 2 1, 2 Ve V — 2 1 2 2 1¥1 12b
t a; +a, ? : e, +a, ’ )

woraus V1 _I"‘ Vz = G1 + Gz s

aus denen sich mit H die Richtungen o’ und «” und die GréBe der Gesamt-
auflagekréifte, nimlich

Htge =7,, Hitge"=7, )|
4TI, A= (VTR

berechnen. Der Hebelarm = der Gesamtkraft @, + @, in bezug auf das linke
Auflager ist gegeben durch

G+ 6G)z=0Gc,+Ga,+a—c), .. .....13
(Vi+Voz=(a,+@a)V,.

Schreiben wir dafiir

oder

aV,=(a,+a—2)V,
ztge =(a, +a,—2)tge”, ... .. .. .. 133)
so erkennen wir, daB die Gesamtkraft G, G, durch den Schnittpunkt
der beiden Auflagekrifte A, und 4, hindurchgeht.
Fiihren wir schlieflich noch die lotrechten Abstéinde %, und %, der

Schnitte C; und €, von G, und G, mit den Kraftrichtungen von A4, und 4,
durch

h1:c1tg“,:cl%'; h-az'czbgo‘”:cz%‘ e e e .. 14
ein und bilden den Ausdruck

hy—hy o Vs—e ¥,

h—bk,  Hh—cV, "’

g0 wird daraus mit 12a) und 12b) nach einigen Kiirzungen

hy—hy __a,-fa,—c,—c,
- >
h—h, a, — ¢
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so daB also die beiden Schnitte von G, mit 4, und G, mit 4, anf
einer Geraden durch die DreiecksspitzeC liegen. In diesen Schnitten C,
und G, findet demnach eine Zerlegung der Lasten G, und @, in die Auflager-
krifte 4,, 4, und zwei durch C hindurchgehende Knotenkrifte statt, die ent-
gegengesetzt gleich sein miissen und darum nach auBen hin nicht in Erscheinung
treten. Dagegen belasten sie die beiden Stibe, in deren Richtungen die Stabkrifte

8,=Hecose, +V,sine,, S,=Hcosay,+V,sine, . . . 15)
und auBerdem noch Biegungsmomente herrschen, die von den hierzu senk-

rechten Lastanteilen @, cosc, und G, cos e, geweckt werden und wie in den
Beispielen des § 43 zu berechnen sind.

3. Beispiel. Der Kurbeltrieb,
Abb. 155, kann als offenes Stabdreieck
mit dem Kurbelarm r und der Schub-
stange I als Stibe aufgefaBt werden.
Bezeichnen wir deren Neigungen gegen

die Verbindungslinie z zwischen Kur- T~
belmitte und Kreuzkopf mit ¢ und v, Abb. 155, S
80 ist
r=rcosp-|lcosy, rsing =1Isiny } 16)
—dr=rsinpde 4 Ilsinydy, reospde=1Icosypdy )’
also

_ 4 :sinwrsiinwggs?qg: sin (¢ 4-v)
rde cosy cos
Nach dem Satze der virtuellen Arbeiten besteht zwischen der im Kreuzkopf in
der z-Richtung wirkenden Kolbenkraft P und dem Moment T'r an der Kurbel
die Gleichgewichtsbedingung T'r dp + Pdxz =0, also
I__de _snletv) ¥

P rdp ~ cosy T
wenn y das von der Schubstange auf dem Lot in O auf x abgeschnittene Stiick
bedeutet. Danach kann die Drehkraft 7' leicht zeichnerisch aus P fiir jede
Kurbelstellung ¢ ermittelt werden. Die Stangenkréfte ergeben sich bei
reibungsfreier Gleitbahn durch Kriftezerlegung zu

P

—_ , N=Pt
7 cosy g<w+ YRR 16b)
cos ’ )
Sr=51005(¢+w):PiEg;Tw

wo N der Normaldruck auf die Gleitbahn ist.
§46. Die Seil- und Stiitzkurve.
Greift an einem Knoten eines Stabzuges
eine Kraft @ mit den Achsenanteilen X,
Y an, so steht dieselbe mit den benach-
barten Stabkriften §’8”, deren Rich-
tungen nach Abb. 156 die Neigungswin-
kel 9" und 9” mit der Wagerechten bilden,
im Gleichgewicht, so zwar, dal}
8’ cos ¥ — 8" cos ¥’ =X\ 1) Abb. 156.
8 sin® —8"sind" =Y [ -
Daraus folgt sofort durch Erweiterung mit sin®”, cos®” bzw. sin¢,
cos? und Abzug
8 sin (9" — ¥)= X sin " — ¥ cos "
8" sin (¢ — )= Xsin® — Ycos? )’

1a)
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Erweitern wir dagegen die Formeln 1) mit cos#', sin®’ bzw. cos?”,
sin¥”’ und addieren, so wird
8§ — 8" cos (¢ — 9) = X cos ¥ 4 Ysin’
S cos(¥ — ") — 8" ==X cos "’ |- Ysin 9" J’
oder zusammengefa3t
8 — 8")[1 -+ cos( — ¥")] = X (cos & -}~ cos "
( T oosl )]+Y((sinﬁ'—{i{~sin0")). .. . 1¢)
Aus 1a) erkennen wir nun, daB der Winkelunterschied ¢ —¥”,
sowie aus 1c), daB der Unterschied der 8’ —8” der beiden
benachbarten Stabkrifte bei der Willkiir eines Winkels ¢
oder ¥ unendlich klein werden kénnen, wenn auch X mit
Y selbst unendlich klein wird. In diesem Falle der Knoten-
belastung durch ein Kraftelement findet also ein stetiger Uber-
gang der beiden Stibe und ihrer Krifte unter Aufrecht-
erhaltung ihrer Drehbarkeit gegeneinander statt. Diese Uber-
legung gilt sofort, wenn wir die Zahl der Stibe unter gleichzeitiger
Verkiirzung derselben zu Elementen ds unendlich vergrofern, fiir
den ganzen Stabzug, der damit in eine stetig gekriimmte Seil-
kurve mit vollkommener Drehbarkeit der Linienelemente gegen-
einander iibergeht. Um zu entscheiden, ob hierbei noch Querkrifte
Y senkrecht zu S auftreten, betrach-
rdy S+dS ten wir, Abb. 157, ein Seilele-
!  ment ds mit den Achsenrissen
ds #tdi  dx und dy, an dessen Mitte
| die duBeren Krifte dX und dY
wirken. Dann liefert die Mo-

dx . .
/‘\ mentengleichung in bezug auf
L1V einen Endpunkt
Abb, 157, — Tds=3(dydX — dxdY), 2)

also einen Betrag, der unendlich klein zweiter Ordnung ist, so daB
also T selbst unendlich klein erster Ordnung ausfillt und folglich
gegen § selbst vernachléssigt werden mufl. In einem vollkommen
biegsamen Seile herrscht also lediglich eine Kraft in der
Tangentenrichtung, die ihrerseits in einen wagerechten und senk-
rechten Bestandteil H und V derart zerfillt, dafB

Scosd=H, Ssind =7V, V=Htgd . . . 3)
ist. Das Gleichgewicht dieser Kraftanteile mit der #uBeren Kraft
am Element bedingt ferner nach Abb. 157

dH+4dX=0, dV+dY=0, . . . . . . 4
also im Sonderfalle einer nur lotrechten duBeren Kraft mit
dX=0, dH=0, d. h. einen iiber das ganze Seil gleichen
Seitenzug und daher mit 3)

av dtgd d?y
dw g —Ha

. 1b)

&y 4y
oder HW—}—E;:O, . . 4&)
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oder unter Einfiihrung der lotrechten Belastung der Léngeneinheit
des Grundrisses durch
a2
dY —qde, de?§+g=o. C ... . 4D)

Kennt man demnach die Form der Seilkurve, d. h. y={(x), so be-
stimmt sich aus 4b) die Belastungskurve ¢ = F(z), wihrend aus
der letzteren die Gleichung der Seilkurve durch zweimalige Integration
hervorgeht. Es gehort also zu jeder Seilkurve eine lotrechte
Belastungskurve. An Stelle von 4b) kann man auch unter Ein-
filhrung des Kriimmungsarmes g schreiben
H

Q’Tog'{g—ﬁ—l_q:(),......-.-4c)

was fiir manche Fille bequemer ist.

Steht ferner die duBere Kraft iiberall senkrecht zur Seilkurve,
so haben wir dXcos¥+dYsind=0, . .. .. .. .DH)
also auch wegen 4) und 3)

dHcosﬂ—}—stinQ9=%(HdH—}—VdV)=dS=0, . . ba)

d. h. in einem nur normal, sonst aber beliebig verinderlich
belasteten Seil herrscht iiberall dieselbe Tangentialkraft.
In diesem Falle diirfen wir auch an Stelle von 5) schreiben
dX ay
e
sin cos ’

oder nach Division mit ds wegen dscosd ==dz, dssind =dy
dX  dY dP
dy dx  ds =P

wo p die beliebig verdnderliche Normalbelastung der Léngen-
einheit des Seilbogens bedeutet. Damit wird aber in 4)

. 5b)

dH—=—pdy—=—pdssind, dV=pde=pdscos?
und nach Differentiation der ersten beiden Gleichungen 3) mit
8§ = konst. —Ssin®dd —dH— — pdssind
ScosPdd=dV=pdscosd,
also nach Einfithrung des Kriimmungsarmes durch ds==pdd

S=po, . . . ... . ... .86

d. h. die Kriimmung einer nur normal belasteten Seilkurve
ist an jeder Stelle der dort herrschenden Belastung ver-
haltnisgleich.

Schreiben wir an Stelle von 6)

oo ()]
de‘z—pl_!—d—x_ 5+« s . . . . 6a)
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so erkennen wir, dafl auch hier die Formen der Belastungskurve
und der Seilkurve sich gegenseitig bedingen. Wihrend nun
die ersteren einfach durch Differentiation aus der Seilkurve y = f()
gewonnen wird, hat man im umgekehrten Falle bei vorgelegter Be-
lastungskurve p mit
dy _ dy __dy dy’ ' au?
dz ¥ da?  dz’ %dy_._y ay’,

aus 6a) nach Erweiterung mit dy

Sy dy’ o1
pdy=—"2"3 o — —Sd(1+4y?),

2\ o
oder integriert (v
fpdy=0_3(1_.i.y’?)‘%:C’—Scosﬁ. e « . 6Db)

Die Ausfilhrung der Rechnung gestaltet sich besonders einfach, wenn
p==F(y) vorgelegt ist, was im Falle eines Fliissigkeitsdruckes
unter Wirkung der Schwere an der Erdoberfliche stets zutrifft.

SchlieBlich sei noch bemerkt, da8 die vorstehenden Betrachtungen
auch fiir Stiitzkurven unverindert gelten, die sich dann allerdings,
auch wenn sie aus lauter festen, gelenkig verkniipften Elementen
kettenartig zusammengesetzt sind, unter der Einwirkung tangentialer
Druckkrifte an Stelle des Seilzuges, nur im labilen Gleichgewichte
befinden, falls nicht wie bei Gewolben Reibungswiderstinde, die wir
bisher vernachléssigten, zu Hilfe kommen. Man erreicht dies sicher
durch Aneinanderreihen von Wolbsteinen mit gegeneinander etwas
geneigten Seitenflichen, deren Spuren (Fugen) im Gewdlbeplan die
Normalen zur Stiitzlinie bilden, sich also in ihren Kriimmungsmittel-
punkten schneiden. Dabei geht natiirlich die Drehbarkeit der Léngen-
elemente der Stiitzlinie gegeneinander, die unseren Darlegungen zu-
grunde lag, zugunsten der Stand-
festigkeit verloren, was vom prak-
tischen Standpunkt nur erwiinscht
sein kann, AuBerdem aber miilte
man streng genommen fiir jede Stelle
Wolbsteine mit anderer Neigung der
Seitenflichen bei gleicher Dicke in
der Wolbrichtung oder bei gleicher
Neigung solche mit verschiedener
Dicke verwenden. Meistens begniigt

Abb. 158. man sich, bei nicht vollig kreisfor-

miger Stiitzkurve mit der Verwen-

dung zweier Arten von Wolbsteinen mit zwei Kriimmungsarmen,
ersetzt also die Stiitzlinie durch mehrere tangential aneinander-
stoBende Kreisbogen und bezeichnet ein derartiges Gebilde als einen
Korbbogen, Abb. 158. Dieser mu8 dann so angeordnet werden,
dafl die der wirklichen Belastung entsprechende Stiitzlinie zwischen
der oberen und unteren Begrenzung des Gewoélbes verlduft, damit
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die Stiitzkraft iiberall von den Steinen aufgenommen werden kann.
Dies ist dann hinreichend gewihrleistet, wenn an den Ubergangs-
stellen und den Enden die Kreisbogen die Stiitzkurve beriihren.

1. Beispiel. Bei einem lotrecht bela- !

\

[}

N \
steten Kreisbogen vom Halbmesser r als \
A

1
|
Seil- oder Stiitzkurve ist nach 4¢) mit o =17r \ /3%”7
N /
d*y H q NE / )
B atl P ey v v DI BN ol N | o
worin H :r =g, die Belastung im Schei- ‘_—;-?IZ— J
tel bedeutet. Die hierdurch gegebene Or- N AT~ 8g<r
dinate der Belastungskurve 1i8t sich nach 4 i ¢
A. Ritter?) leicht zeichnerisch ermitteln, ! K
wenn wir in Abb. 159 A B=y, auf dem zum !
Winkel ¢ gegen das Scheitellot gehorigen |
Halbmesser der Stiitzlinie 4.4’ auftragen. 4 L ik
Dann ist mit dem Raumgewicht y der Masse Fx
tiber der Stiitzkurve, also ¢,=y ¥, Abb. 159.
_ Y% — Y% ey Y 9.1
Ao—cosﬁ ’ AD_—COSZ#’ AE_y_cosi‘#—— 9 Yo y 78)

Die Wiederholung dieses Verfahrens liefert sofort die punktiert eingetragene
Belastungskurve bezogen auf die Stiitzlinie als Basis. Deren
Gleichung ist mit M F =, EF =z=y -} rcos?d

:a)%—{—rcosﬁ, z=rsind,. . .. .. .. 7b)
dz _ 3y,sind _( 3y, )
dr  rcos®d —tgd= rcos‘*ﬂ—l tg#l 70
s e e e e ¢
d*z <l5yosin215‘ 3 ¥, 1) 1
da® \ rcostd +rcos2#— 7 cos? J

also im Scheitel fiir 9 =10

clz)_ (d2z _(3y9_ )_1_
(a =0, W>o_ Chog)lo. 7d)

Der letzte Wert verschwindet, fiir 8 y, = r entsprechend einer verschwindenden
Kriimmung im Scheitel, wihrend fiir 3y0> r die Belastungskurve im Scheitel
eine der Stiitzkurve entgegengesetzte bzw. gleichgerichtete Kriimmung besitzt,
wie aus den verschiedenen Kurven der Abb. 159 zu ersehen ist. Aus diesem
Verlauf erkennt man, daB das flache Kreisbogengewolbe angenshert als Stiitz-
linie fiir eine in bezug darauf gerade wagerechte Belastungskurve benutzt
werden kann, wenn
H
1=3% 30 _g H 8)
r yr yr

2
wird, womit sich bei bekanntem r der Seitenschub zu H:% berechnet.

Nun ist bei einem Gewdlbe stets die Spannweite I, d. h. die Sehne des Kreis-

!) A. Ritter, Lehrbuch der Ingenieurmechanik, 3. Aufl. Leipzig 1899,
S. 340.
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bogens AB und die Tiefe A= AC der Auflagerpunkte (sog. Kimpfer) unter
der Belastungsgeraden gegeben, also ist nach Abb. 160 mit 8)

2
h:yo-I—r(l—cosﬁo)zér—l/rz—zz,. e e e e e 8a)
12, 481, 9, 12,9 V—W—z
—_ —_— —— = — +-— ———
r 7hi1/49h 28l 7h¥7 R|/1 WHE CC 8b)

Von diesen Werten entspricht, wie man sofort nach Vernachlissigung des nach
Voraussetzung kleinen Bruches 7%: A% erkennt, der groBere v, ==3h der Stiitz-
kurve AB mit der schraffierten Belastung 4BCD,

-l der kleinere 12:“;’-‘71, dagegen der Seilkurve 4,B,
/ 7 mit der Belastung 4, B,CD, fiir die alsdann 4,C=2B,D
¥ =h zu setzen ist.

AL L X & - . S
N ; N ) 2, Beispiel. Soll die Belastung gleichfdrmig
/ AR \ iber die ganze Spannweite verteilt sein, so ist
/ N i'\// Il \ in Gl 4b) g ein Festwert g,, also
S /N I SR . A S
N N da? H’ dx H L 9
N7 AN / q ] )
L y=—5g @ +0s+0
Abb. 160. d. h. die zugehdrige Stiitz- und Seilkurve ist eine

Parabel. Legen wir die Bezugsachse durch die beiden
Auflagerpunkte, die um die Spannweite / entfernt sich in gleicher Héhe be-

finden moégen, so wird fir t=0, y=0 und fiir =5, d—Z:O, y=h
v _a(1_ ) — B gy — P
dr —H \9 %) y_zH(la: ), H_Sh’ . .- 99)

d. h. der Seitenschub oder -zug der parabolischen Stiitz- bzw.
Seillinie wichst mit dem Kehrwert der Pfeilhohe.

3. Beispiel, Ist ein Seil nur durch sein Eigengewicht, das auf
die Lingeneinheit g, betrigt, belastet, so entfillt auf das Bogenelement ds die
Kraft dY = — q,ds, also ist nach 4) dV =g¢,ds und wenn wir vom Scheitel
aus die Bogenldnge rechnen, wo nach 3) V=20 ist

V:gos:HZ—Zm ........... 10)
Mit der Abkiirzung H : g, —a wird daraus
dy s dyt-+da* _ ds®  s*-a?
de  a’ Tder T dar @t
ads sds s e e e 10a)
dz:————, dy: i —
‘/a2+se \/a2—|-82
also integriert
2
y—c=ya*4 s, x:algn(%—}-l/l—}—%), R 1]3)]

wenn der Scheitel auf der y-Achse liegen soll, Abb. 161. Sein Abstand vom
Ursprung ist mit s =0 alsdann y,=c 4 a. Da ferner nach 10a)
Py_1ds_JFFa
de* a dz @
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ist, so wird der Kriimmungsarm der Seilkurve

3
‘Zzﬂ?
. {1 + <dx a*+s*
e= d?y ~ a
dat
mit o —a fiir s=0, so daB also der Beiwert @ den Kriimmungsarm im Scheitel

der Seilkurve angibt. Die gesuchte Gleichung der Seilkurve ergibt sich
schlieBlich nach Ausschaltung von s aus den beiden Formeln 10b) zu

7 7
y— c‘=%(e“+e—“)°:a@oi§—. .. 1D
Diese geniigt offenbar der Differentialgleichung
&y y—c
da? a?
die wir auch durch Ausschaltung der Wurzel aus den
Formeln 10a) und 10b) fiirde und y —c und Ein-
fiihrung in die mit ¥ =— g, ds aus 4a) hervorgehende
Gleichung &y ds
it Dy
gewinnen konnten. Danach ist aber

2
—dY:deqods=%(y—c)dx
entsprechend einer geraden wagerechten Belastungskurve (vgl. Bei-
spiel 2) iiber der alsdann gewichtslos gedachten Seilkurve, so dal unser Ergebnis
auch fiir diesen Fall unbeschrinkt giiltig bleibt. Aus der Verbindung von 11)
mit der ersten Gl. 11b) folgt weiter unter Ausschaltung von y—¢

=
s=i< “—e “):a@in%. ........ 11¢)

[P § :9)

2

Sind nun, wie stets in der Praxis, der Hohenunterschied b der Aufhingepunkte
die Spannweite I und die ganze Seillinge s, gegeben, so hat man, da der An-
fangspunkt O unter dem Scheitel liegt, fiir die Achsenabstinde

. 2 e Tr [z
o2 -Bon L h
xy— 2z, =1, y.z—ylzb:—?? e%te —e?—e “)
s T2 @ A
o2 2 n n
H=H=8=5 e%—e ¥ —e%te %),
T2 A PR BN
also so-b=ale?—e% |, S—b=—ale ®—e @
Tt S ) A
fg—b=ale * +e % —2]|=ale?—e 2“} s
\
8 — b? L1
oder Li__:2@m—. ........... 12)
a 2a

Aus dieser transzendenten Gleichung ergibt sich schlieSlich der noch unbekannte
Wert a = H g, durch Probieren oder auf zeichnerischem Wege als Schnitt der

Kurven o
P o Vei—b% 1
z-@lné—a und z=— i 2a7 "¢

. 12a)
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wobei zweckmiBig I:2a als Abszisse gewdhlt wird. Damit ist dann auch der
Seitenzug H bei vorgelegtem Seilgewicht ¢ S5o=G und die Seilspannung.

H Hds

= - 2 v J— 2
S_cosﬁ dz \/a + =gVt .. ... 12b)

an jeder Stelle bestimmt.

4. Beispiel. Ist eine einfach gekriimmte gewichtslose Haut, deren Spur
in der Zeichenebene als Seil aufgefaBt werden kann, durch Fliissigkeitsdruck
belastet, der stets normal zur Hautfliche wirkt, so haben wir in Gl 6b) mit
dem Abstand y des Hautelementes von der ebenen Fliissigkeitsoberfliche

P=Y o o o o o« s o o o o« s o . 13)

zu setzen, wo y das Raumgewicht der Fliissigkeit bedeutet. Damit wird aus 6b)
mit der Scheiteltiefe y, fir ¥ =0

y(yz—yoz):2S(l—cosb)=4Ssin2%, ...... 13a)
oder da der Seitenschub bzw. -zug H = 8 cos ¢
H=8—5@—yD.. . « .« .. .... 13b)

Andererseits folgt aus 6) fiir den Kriimmungsarm

8= = = —_—— ., . . . 13¢
TYe=7% 0> e 7Vy2+4§8in22 )
0 y 2
und fiir den Kriimmungsarm o' der Evolute der Seilkurve
, do — 8%sind
Q= 9=

. 134)

48 . 0).3’
2 2 2 _
4 (yo + Sy 2

der fir =0 und + = verschwindet, so daB also den Scheiteln der Seilkurve
Scheitelwerte ihres Kriimmungsarmes und Spitzen ihrer Evolute entsprechen.
Die Gestalt der Kurve ist alsdann durch die Verhiltniszahl

8 Qo 2
=-"=a? . .. .. .. 14
7% % )
gegeben, mit der die vorstehenden Formeln iibergehen in
l)L 2 ginz 2 H_,_1 <y_2_ )
<?/o 144 ¢®sin 5 S_l T o \y 1
e_. e o ot sin ¢ ... . l4a)
yO T e Yo - ( 4 2 i i)
V1+4aasm2_ 1+ o sin® 5
Dazu kommen dann noch die Ausdriicke
ds=p0d?¥, dr=dscosd =pcosddd=pd(sind), . . . . 1b)

aus denen sich nach Ermittlung von p:y, fiir verschiedene Winkel die zu-
gehorigen vom Scheitel aus gerechneten Werte von s:y, und z:y, durch
graphische Integration oder durch Niéherungsrechnung fiir kleine Winkelunter-
schiede unter Benutzung von Mittelwerten fiir ¢:y, beliebig genau bestimmen
lassen. Bezeichnen wir

fiir die Winkelunterschiede ¢, — 0, Py — Iy, By — Yy,

die Mittelwerte mit €1 Q2 Qs>
so wird aus 15)
s=g; ¥ 0, (%, _‘79:1)—[‘93(’9 — ). ] 15a)

x == g, sin ¥} 4 g, (sin ¥, — sin ) -+ 0, (smz‘} —sindy) ..
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Auf diese Weise erhalten wir z. B. fiir die Winkelunterschiede von 80 und
60° und o?=1

fir 9=0 600 900 1200 180°
arc & = 0 1,05 1,57 2,09 3,14
Y NE) V3 2 NE]
Yo
e _ 1 1 1 1
Y Vi y3 2 Vs
T 0 077 0,86 0,79 0,39
Y%
20 0,75 1,05 1,31 1,78
Yo

Die diesen Werten entsprechenden kongruenten Gestalten der Stiitz- und Seil-
kurve sind in Abb. 162 fiir gleichen AuBen- und Innendruck unter Einzeich-
nung der Evolute dargestellt. Beide
Kurven unterscheiden sich nur durch
das verschiedene Vorzeichen von p
bzw. y und § und kénnen auch an
beliebigen Stellen, z. B. fiir ¢ = 4 90°
an feste Wiande angeschlossen werden,
so daB beliebige Stiicke von ihnen
diezugehorigen Seil- und Stiitzkurven
bilden.

Fiir ein hdngendes Seil mit
Fliissigkeitslast #ndert g, sein Vor- Abb. 162.
zeichen, also nach 14) auch die Ver-
hiiltniszahl «? in den Gleichungen 14a). Der Betrag von «?® folgt aus einer vor-
gelegten Grenzbedingung. Verlangen wir z. B., da8 der Fliissigkeitsspiegel
y, =0 das Seil unter dem Winkel ¥, schneidet, so ergibt die erste Gl. 14a)

2

gin

. =z
—l—dateint (l) 1| —2), B gt )
2 Yo sin ﬁ 9 2
2
Auf diese Weise erhalten wir mit y,=1-nach Ritter a.a.0.
# = 600 —1——g,
90° =}=—g
1200 W=} =—og,

die in Abb. 163 dargestellten Seilkurven, die natiirlich fiir AuBendruck in Stiitz-
linien iibergehen. Ist die Kriimmung nur schwach, die Seilspannung nach 6)

2
also sehr groB, so kann unter Vernachlissigung von <§lg> =tg??¥ gegen 1 an
Stelle von 6a) auch z
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geschrieben werden, woraus dann wieder die gemeine Seilkurve des 3. Beispiels
als Niherungsform hervorgeht.

5. Beispiel. Wirkt auBler dem Fliissigkeitsdruck p noch das
Eigengewicht g, der Liangeneinheit des Seiles, so ist

dX=pdy=—dH, dY=—pder—qds, . . . .. 16)
also wegen dX cos?}dYsind+dS=0 und dycos? —dxsind=0 in der
Tangentenrichtung d8=gqydssind=gqody. . . . ...... 16a)
Daraus folgt mit p=yy, sowie mit den Scheitelwerten y=y,, §,=H, fiir

HZHO“%W_%?) } .......... 16b)
S=H,+ g, (¥ — yo)

Ferner ist H==8cos?¥, dH=dScos ¥ — Ssin¥#d$, folglich mit od®=ds

8 =o(p+gocosP)=p (ry 1 g, cos )
8y = Hy =0, (7 4o+ @) } ..... 16c)

H H,— % ¥ — 9%

8P =—( = . ... ... 16d
. 8 H, 4, (y — yo) )
oder mit den Abkiirzungen
H, 2 0
—=a?, =8 ... .. ... 17
790" Y% 4 )
umgekehrt
%:-ﬂcosﬂ:i:V(l—l—ﬂcosﬁ)z—{—‘la?sin?g,. ... 17a)
0

sowie aus 16¢) und 16b)
@B (l— 1)
e "N\ 17b)
Y -ZL—[—ﬂcos &
Yo

Mit Hilfe dieser Formeln kann unter Hinzuziehung der auch hier giiltigen
Gl 15a) die gesuchte Seil- oder Stiitzkurve wie oben aus Kreisbogenstiicken
fiir bestimmte Winkelunterschiede zusammengesetzt und aufgezeichnet werden,
woraus ganz #hnliche Formeln wie im letzten Beispiel bei entsprechenden
Grenzbedingungen hervorgehen.

Von Sonderféllen, unter denen nach 17b) auch Kreisbogen méglich sind,
sei nur derjenige angemerkt, der sich aus der Bedingung

rY%o+2=0, dhpf=—1,
H,=0, a?=0,
d. h. fiir den Fall des Ausgleiches des Fliissigkeitsdruckes von unten
durch das Seilgewicht im Scheitel ergibt. Damit erhdlt man aus 17a)

mit dem hierfiir allein zuléissigen positiven Vorzeichen der Wurzel y =1y,, also
eine spannungslose wagerechte Gerade als Seilkurve.

X. Graphische Statik.

§ 47. Zusammensetzung und Zerlegung von Kriiften und Kriifte-
paaren. Da der Angriffspunkt einer Kraft an einem starren Gebilde
in der Kraftrichtung selbst beliebig verschoben werden kann, so
erfolgt die Vereinigung zweier Kréfte zweckmiiBig im Schnitt-
punkte ihrer Richtungsgeraden zu einer Gesamtkraft nach der Vektor-



Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften und Kriftenpaaren. 207

regel. Dieses einfache Verfahren versagt beiParallelkriften, Abb.1 64,
kann aber mittelbar hierauf nach Hinzufiigung zweier entgegengesetzt
gleicher Krifte Niibertragen wer-

den,die mit den vorgelegtenParal- | . &L |
lelkraften @, und @, die sich im | ; E EH =
Punkte Pschneidendon KrifteR, [, '~ A= Immﬂﬂ fv
und B, bilden, so daf dieRichtung & — 7 —{—E i l ./V
der Gesamtkraft R—=Q, 1+ @,, o | == _UJJ 8 ',Qz
in der die Zusatzkrifte N nicht p = &:
mehr erscheinen, durch P hin- !
durchgeht. Aus der Ahnlichkeit E
der inAbb.}64gleichartigschraf- & & 040,
fierten Dreiecke folgt dann mit 7
AP, =a, AP,—b, AP=c¢ Abb. 164.

G_o o

N o’ N b’
oder Qa=@Q,b. . . ... . ... .1

Bezeichnen wir weiter die Lote von irgendeinem Punkte O der Kraft-
ebene auf die Krifte @, und @, und die Gesamtkraft B — Q,+ 0,
mit ,, I, und I, so ist der Neigungswinkel § der Linie P, P, gegen
diese Lote bestimmt durch
acosff=1—1, beos =1, —1,
womit 1) unter Wegfall von cosf iibergeht in
Q, (l - l1) =@, (ls - l)’
oder QL +0,L,=(@Q,+Q,)I=Rl. . . . . . 1la)

in Ubereinstimmung mit dem frither abgeleiteteu Hebel gosetz.
Sind die Parallelkrifte entgegengesetzt gleich, bilden also ein Krifte-
paar, so erhdlt man auch nach Hinzufiigung beliebiger Zusatzkrifte N
keinen Schnittpunkt, da wegen Q, + @,—=0 in la) mit verschwin-
dender Geesamtkraft R deren Richtungslinie ins Unendliche riickt. Ein
Kriftepaar 148t sich also nicht
zu einer Gesamtkraft vereinigen.

Die Zerlegung einer vorge-
legten Kraft in zwei parallele
Teilkréfte nach der Vektorregel ist
unendlich vieldeutig und wird erst be-
stimmt nach Angabe der Einzel-
richtungen oder zweier Punkte
auf den Richtungsgeraden. Ver-
binden wir alsdann die beiden Punkte
P, und P, mit irgendeinem Punkte P auf
der vorgelegten Kraft, Abb. 165, und zerlegen sie dort nach den Rich-
tungen PP, und PP,, so sind B, und R, die durch diese Punkte
hindurchgehenden Teilkrifte, die indessen noch die entgegengesetzt
gleichen, wegen der beliebigen Lage von P noch willkiirlichen Be-
standteile N parallel P, P, enthalten. Da diese sich aber aufheben,

Abb. 165.
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so bleiben nurmehr die beiden Einzelkrifte @, und @, iibrig, welche
durch die Beziehung 1), sowie durch @, 4 @,=R miteinander
derart verkniipft sind, daB ‘

R-b R-a
%=y a0’ =7 +b
ist. Zeichnerisch ergeben sich beide Teilkrifte in Abb. 165 durch
Ziehen von Parallelen zu PP, und PP,, durch den Schnitt der
Richtungslinie der vorgelegten Kraft E mit den Parallelen zu P, P,
durch E, und R,, die dann auf den Parallelen zu E durch P, und P,
die gesuchten Krifte @, und @, abschneiden. Noch einfacher ge-
langt man zum Ziele durch die in Abb. 166 dargestellte Konstruk-
tion mit Hilfe eines Parallelogramms aus P, P,=—a b und der vor-
gelegten Kraft R. Dann sind die Abschnitte der Diagonalen auf
der Kraft R schon die gesuchten Einzelkrifte @, und @,, wie sich
aus der Ahnlichkeit der zugehorigen Dreiecke ergibt. Damit ist zu-
gleich die Aufgabe der Verteilung einer Kraft auf zwei Punkte einer
Strecke gelost, von dem man in der Theorie der Fachwerke
zum Zwecke der Gewichtsverteilung auf #
die Knoten vielfach Gebrauch macht.

1b)

Abb. 166. Abb. 167.

Vereinigen wir eine vorgelegte Kraft @ mit einer beliebigen
Kraft N und fillen von einem Punkte O auf der Richtungslinie der
letzteren die Lote A und ! auf @ und die Gesamtkraft B aus
und N, Abb. 167, so folgt aus der Parallelitit der Geraden QR zu N
die Flichengleichheit der Dreiecke OP@Q=— OPR, also

Qh=RI, . . . . d 2)
d. h. die Gleichheit der Momente von @ und R in bezug
auf O. Wenden wir dieses Verfahren auf ein Kriftepaar an, indem
wir den Punkt O z.B. auf die Richtungslinie einer der Einzelkrifte
des Paares legen und dort, wie auch im beliebigen Punkte P der
andern Kraftrichtung die entgegengesetzt gleichen Zusatzkrifte an-
bringen, so gilt die Gl 2) ohne weiteres auch fir die beiden Krifte-
paare @k und RI. Danach kann ein Kréaftepaar beliebig in
seiner Ebene verschoben und verdreht werden, wenn nur
das Moment keine Anderung erfihrt.

Sollen die Einzelkrifte eines Paares durch zwei gegebene Punkte
P, P, hindurchgehen, so wendet man zweckmiBig die in Abb. 166
dargestellte Konstruktion zur Verteilung jeder Teilkraft des Paares an.
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Sind ferner zwei Krifte @, und @, in Abb. 168 zu einer Gesamit-
kraft R vereinigt, so sind die Momente in bezug auf einen Pol O
mit den Loten I, I, und I auf die Krifte gleich den doppelten
Dreiecksflichen O PQ,, OP@Q, und OPR. Diese haben aber die Strecke
OP—P gemein, so daB mit den Loten %,, b, und % von Q,, @,,
R auf OP: Q,l,=Ph;, @Q,l,—=Ph,, RI=Ph und wegen

h, -+ ky = h schlieBlich
‘ Q.L+QlL=Rr-1, ... ... ...38)

d. h. die Summe der Momente beliebig gerichteter Krifte
ergibt das Moment der Gesamtkraft. Gehen nun durch O zu
Q,, @, und R entgegengesetzt gleiche Krifte, die mit den ersteren
zusammen drei Kriftepaare bilden, so ist dieser Satz auch unmittelbar
auf dieseiibertragbar,d. h.zwei Krdftepaare in einer Ebene setzen
sich zu einem einzigen Kridftepaar
zusammen,dessen Moment die Summe
derMomentederEinzelpaare darstellt.

5
P
4

S5

@ P
Abb. 168. Abb. 169.

Das Moment einer Kraft wird hiernach ganz allgemein durch
die Flache des Kraftvektors mit dem Lot vom Pol auf demselben
dargestellt. Denken wir uns die Kraft  in Abb. 169 durch zwei
gegen sie geneigte Krifte §,8, aufgehoben, so bilden diese mit ihr
ein geschlossenes Kraftdreieck mit der Hohe H auf @, die selbst
eine Kraft darstellt. Die Richtungslinien der beiden Teilkrifte .S,
und 8, schlieffen nun einen Winkelraum mit der Spitze auf @ ein,
der mit einer Parallelen zu @ im Abstande x von der Spitze ein
Dreieck begrenzt, welches dem Kriftedreieck &hnlich ist. Mithin
besteht fiir die zwischen den Kraftrichtungen liegende Strecke M
der Parallelen die Beziehung

Qx

M’_—ﬁ"

so daB also M dem Moment der Kraft @ in bezug auf jeden Punkt P
auf der Parallelen verhiltnisgleich ist. Man bezeichnet daher den
in Abb. 169 schraffierten Winkelraum als die Momentenfldche der
Kraft ¢, deren beide Hilften entsprechend dem Drehsinn des durch
sie bestimmten Momentes verschiedene Vorzeichen und verschiedene
Schraffur aufweisen. Sind zwei Krifte @, und @, vorgelegt,
Abb. 170, so gehort jede einer Momentenfliche zu, die sich nach
Lorenz, Techn. Physik T, 1, 2. Aufl. 14

. 4)
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Abb. 170 unter Zuhilfenahme eines Krafteckes vereinigen lassen.
Dadurch entsteht unter Aufhebung des zwischen den Linien §,58,8,
eingeschlossenen doppelt schraffierten Dreiecks durch entgegengesetzte
Vorzeichen ein neuer einfach schraffierter Winkelraum als Momenten-

1

Abb. 170.

fliche der Gesamtkraft R, die durch dessen
Spitze und den Schnitt P der beiden Krifte
@, und @, hindurchgeht. Das gilt auch
ohne weiteres fiir Parallelkrifte, deren

¢ Gesamtkraft @, @, alsdann auch in

ibrer Richtung und durch die Spitze des
Winkelraums in ihrer Lage vollig bestimms

9 1T
TSy 5 (T( F(r

™~

|+
o 1

‘5'2 \;5', Ry
e 5 )
s |9
¢
5z
Abb. 171.

ist. Liegt ein Kriaftepaar vor, so nimmt das in Abb. 171 darge-
stellte Krafteck die Gestalt eines Parallelogramms an, und die beiden
Winkelrdume der Einzelkrifte iiberschneiden sich derart, dafl vermoge
derverschiedenen durch dieSchraffur ausgedriickten Vorzeichen nur noch

ein Parallelstreifen ibrig bleibt, der
ein in der ganzen Ebene unverédn-
derliches Moment, nimlich das des
Kriftepaares, darstellt.

Sind schlieilich die Angriffspunkte
P, und P, zweier Krifte @, und @, ge-
geben, so kann man durch diese und
ihren Schnittpunkt P einen Kreis zeichnen,
der die Gesamtkraft R im Punkte P,
trifft, Abb. 172. Drehen wir nun beide
Kréfte an ihren Angriffspunkten um
denselben Winkel «, so wandert ihr
Schnittpunkt von P nach P’ auf dem
Kreise, auf dem 9 P,PP,= < P, PP,
Peripheriewinkel iiber demselben Bogen
darstellen. Aus demselben Grunde ist aber

auch 3° P, PP,=Y_P,P'P,, d. h. die Gesamtkraft R geht auch
nach der Drehung der Einzelkriafte durch denselben Punkt
P, und erfahrt dieselbe Drehung wie diese. Den Punkt P, be-
zelchnet man wohlalsdenastatischenMittelpunkt der beldenKrafte
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Im Falle paralleler Krifte ¢, und @, riicken die Punkte P
und P’ ins Unendliche, so daB der Kreis in eine Gerade P, P, iiber-

geht, auf der dann der astatische »
Punkt P, liegt.
§ 48. Das Krafteck und Seileck. & /Qs

schiedenen Angriffspunkten und Rich-
tungen gegeben, so kann man zunéchst

. . .. . .
Sind mehr als zwei Krifte mit ver- \ A

zwei derselben nach der Dreiecksregel A

an ihrem Schnittpunkt vereinigen, dann 22 \
die vereinigte Kraft mit der dritten 75 &%
vorgelegten in derselben Weise zusam- s

mensetzen und so fortfahren, bis alle
Krifte auf eine Gesamtkraft R zuriick-
gefiihrt sind. Die Vereinigung der Krifte
erfolgt zweckmiBig in einem daneben
gezeichneten Krafteck, Abb. 173, in dem Abb. 173.

83, 8, ... die nacheinander zuammen-

gesetzten Krifte nach GroBe und Richtung darstellen, denen dann
im vorgelegten Kriftebild Gerade zwischen den Kraftrichtungen
entsprechen. Diese konnen, da immer zwei der § mit einer Kraft @,
z. B. 8, und §; mit ¢, im Gleichgewicht

stehen, als durch die Krifte S gespannte

gewichtslose Seile und darum ihre ,
Schnittpunkte mit den Kraftrichtungen S P
als Knoten derart aufgefallt werden, y4
daB sie mit den Richtungen der ersten \&4/
Kraft  und der Gesamtkraft R ein als- \

dann im Gleichgewicht befindliches Seil- 5 &

eck bilden. Das dazu gehérige Krafteck \,3;\%/ % &y
unterscheidet sich nicht von einem sol-

chen fiir Krifte mit gemeinsamem An- 2 &

griffspunkt und deutet nur an, daB jede
Einzelkraft ) mit allen ibrigen und der
Gesamtkraft B fir sich, d.h. ohne Riick-
sicht auf die in ihm durch sog. Seil-
strahlen dargestellten Seilkrafte S im
Gleichgewicht ist.

Da dieses Verfahren fiir Parallelkréfte
versagt, so schlug Culmann vor, die
aus dem Krafteck hervorgehende Ge-
samtkraft R durch zwei Seilkrifte zu er-
setzen, die mit ihr ein Kraftedreieck bil- Abb. 174,
den, imiibrigen aber willkiirlich sind. Dies
wird erreicht durch willkiirliche Wahl eines Punktes O im Krafteck, des
sog. Kraftepols, der mitdessen Ecken durch gerade Seilstrahlen ver-
bunden wird, welche nach dem Vorstehenden simtlich Seilkrafte S dar-
stellen. Zieht man nun von einem beliebigen Punkt P, Abb.174, des vor-

14*
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gelegten Krifteplans ausgehend zu den Seilstrahlen S Parallele
zwischen je zwei zugehorigen Kriften, so erhilt man ein Seileck,
dessen beide SchluBlinien den Ersatzkriften S, und 8, der Gesamt-
kraft R parallel laufen und sich in einem Punkt der Richtungslinie
derselben schneiden. Man hat also nur erst diese Gesamtkraft,
deren Grofe und Richtung durch das Krafteck gegeben ist, durch
diesen Schnitt hindurchzulegen, um mit der Gesamtgegenkraft das
Gleichgewicht des ganzen nunmehr geschlossenen Seilecks her-
zustellen. '

Es kann aber auch der in Abb. 175 dargestellte Fall eintreten,
daB die vorgelegte Kriftegruppe mit geschlossenem Kraft-
eck keine Gesamtkraft besitzt, ohne daB sich alle Krifte
in einem Punkt aufheben. Dann ist auch das Seileck nicht

. geschlossen, sondern hat zwei parallele
SchluBlinien nach einem unendlich fernen
Punkt, welchem zwei entgegengesetzte
gleiche Seilspannungen =+ §;, deren
Betrag dem Krafteck zu entnehmen ist,
. entsprechen. Diese bilden ein Krafte-
AN //‘5'3 paar, dessen Hebelarm % durch den

Abstand der parallelen Seile gegeben
ist. Damit ist auch das Moment S,-A

o, des Kriftepaares bestimmt, dessen Mo-
mentenfliche durch die beiden paral-

& lelen Seilspannungen begrenzt wird.

' Q, Drehen wir alle Krifte einer vor-
2 _ gelegten Gruppe mit festgehaltenen An-
g grifispunkten auf ihren Richtungslinien

& um denselben Winkel, so dreht sich

Abb. 175. nach dem Satz am Schlusse des letzten

Abschnittes auch die Gesamtkraft von
je zweien um einen festen Punkt in der gleichen Weise ohne
Anderung ihres Betrages. Diese Gesamtkraft kénnen wir mit einer
dritten der vorgelegten Krafte vereinigen und erhalten so die
Drehung der Gesamtkraft aus drei Kriften um einen festen Punkt
usw. Daraus folgt also, daB auch die Gesamtkraft aller
vorgelegten Krifte bei gleicher Drehung um ihre festen
Angriffspunkte eine ebenso grolle Drehung um einen festen
Punkt der Ebene, den Mittelpunkt der Krifte, erfahrt,
ohne dafl ihr Betrag sich adndert. Das letztere kann auch
unmittelbar aus dem Krafteck gefolgert werden, das hierbei ohne
Anderung seiner Gestalt sich als Ganzes an der Drehung be-
teiligt. Der Mittelpunkt der Krafte wird leicht als Schnitt
der Gesamtkrifte in zwei beliebigen Lagen der Gruppe,
denen auch in der Gestalt verschiedene Seilecke zugehoren, ge-
funden. Tritt wie in Abb. 175 an Stelle der verschwindenden
Gesamtkraft ein Kraftepaar als Ergebnis der Vereinigung aller
Krifte, so fassen wir zunichst alle diese bis auf eine zusammen und
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erhalten so eine der iibriggebliebenen entgegengesetzt gleiche
Gesamtkraft. Diese dreht sich alsdann ohne Anderung ihres Betrages
ebenso um einen festen Punkt wie die iibriggebliebene Einzelkraft,
die mit ibr ein Kréftepaar bildet. Dadurch wird aber dessen Hebel-
arm, also auch sein Moment geéindert und kann sogar verschwinden,
wenn beide Kraftrichtungen in die Verbindungslinie der Drehpunkte
fallen, womit das Seileck sich schlieBt. Daraus folgt umgekehrt,
daB durch die Drehung aller Einzelkrifte und der Gesamt-
kraft einer Kraftegruppe um beliebig gewidhlte Fest-
punkte ihrer Richtungsgeraden ein Krafte-
paar geweckt wird.

Die Gestalt des nach dem Culmannschen
Verfahren gezeichneten Seilecks ist nun offenbar
bedingt durch die willkiirliche Lage des Poles O
im Krafteck. Verlegen wir den Pol von O
nach O, so erhalten wir ein neues Krafteck,
in dem die Verbindungsgerade O O’ selbst als
eine neue Kraft aufgefaBt werden kann, die
immer mit zwei entsprechenden Seilkriften
Sund 8 ein Dreieck bildet, also mit ihnen im
Gleichgewicht steht. Beschrinken wir uns in
Abb. 176 zunichst auf die Einzelkraft Q, so
entsprechen sich in den beiden zugehorigen Kraft- Abb. 176.
ecken mit den Polen O und 0’ die Seilkrafte S, S,
und 8,8,, die sich im Seileck in den Punkten A4, und E, schneiden.
Wir ziehen nun im Krafteck ABO’0, dessen Diagonalen sich in C
schneiden, die Geraden OD[/AB—@Q und DE[/0'B=S8,. Dann
ist NABCO'~ ECD und NACB~ DCO, also

CE CD ¢CB (A4

ce—co "™ co—ch

also nach Multiplikation beider Verh#ltnisse miteinander:

CE_ CA
co Co”

Da nun die Geraden OFE, DE, AO, AD im Krafteck den Geraden
, PE,, A,P, A P parallel sind, so ist auch

E,|/|AE]]00O".

Es schneiden sich also die entsprechenden Seiten zweier
Seilecke auf einer zur Polverbindung OO’ parallelen Ge-
raden. Da dies fiir je zwei aufeinanderfolgende Seitenpaare gilt,
so mufl es auch fiir alle entsprechenden Seiten der beiden Seilecke
mit beliebig vielen Kréften zutreffen. Man bezeichnet alsdann den
geometrischen Ort aller dieser Schnittpunkte als die Polarachse
und benutzt dieselbe zur Zeichnung des Seilecks durch vorgelegte

Punkte.

d.h. 4E[]00.
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Sind z. B. die Punkte 4, und B des Seilecks fiir die Krifte-
gruppe Q,, @,, @, gegeben, Abb. 177, so zeichne man mit Hilfe des
Kraftecks nach willkiirlicher Wahl des Poles O ausgehend von 4,
das Seileck 8,8,8,8, parallel den entsprechenden Linien im Kraft-
eck. Dann ziehe man willkiirlich die Polarachse 4, 4 und verlingere
die Seilstiicke bis zu ihren Schnitten 4,4,4, mit derselben. Die
Verbindung von B mit 4, liefert alsdann sofort das durch den ge-
suchten Punkt B hmdurchgehende Seilstiick 8,’, an das sich mit
Benutzung der Schnitte A, und 4, die iibrigen 8/, 8,, 8, un-
gezwungen anschliefen. Im Krafteck ergibt der Schnitt der Parallelen
zu A, A, durch O mit irgend-
einer Parallelen 8’ den diesem
entsprechenden Pol O’

Abb. 177, Abb. 178,

Man iibersieht, dal bei anderer Wahl der Polarachse auch ein
anderes Seileck durch die vorgelegten Punkte 4 und B sich ergeben
wiirde, so daBl diese Aufgabe unendlich viele Losungen begitzt. Sie
wird indessen eindeutig durch Vorschrift eines dritten Punktes C.
Wir denken uns zunéchst etwa mit Hilfe eines beliebigen Kraft-
und Seilecks die Richtungslinie der Gesamtkraft R aller vorgelegten
Krifte ermittelt und in die Kréftegruppe eingetragen, Abb. 178.
Einen Punkt P auf der Richtungslinie von R verbinden wir mit A4
und C, erhalten durch Parallele 8,8, hierzu im Krafteck den zu-
gehorigen Pol O und die iibrigen Seiten des entsprechenden Seil-
ecks AD,D,D,C. Soll das gesuchte Seileck noch durch B hindurch-
gehen; so Wahlen wir AC als Polarachse und verlingern die Seiten
des Seilecks AD,D,D,C bis zu den Schnitten 4, 4,4, mit AC,
durch welche a,uch d1e Seiten des gesuchten Sellecks AD/'D,/ D, C
hindurchgehen. Man braucht also in Abb, 178 nur B mlt A zZu
verbinden, um die Seite .D,’D,” des gesuchten Seilecks zu erhalten,
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an die sich die andern in den Schnittpunkten mit den Richtungs-
linien der vorgelegten Krifte anschlieBen. Sie sind den Seilkréften
des Kraftecks mit dem Pol O’ parallel, der als Schnitt von 00’ [/ AC
mit 8,"/[D,’D,’ bestimmt ist. Die Parallelitit der einzelnen Seil-
stiicke mit den nicht benutzten Seilkriften im Krafteck dient zur
Priifung der Genauigkeit der Zeichnung.

Als Beispiel betrachten wir drei Kréifte @,0,Q,, die miteinander
ein Dreieck, Abb. 179, derart bilden, daB ihre Betrige den Drei-
ecksseiten selbst verhdltnis-
gleich, ihre Richtungen aber
durch den Umfahrungssinn des
Dreiecks gegeben sind. Der
Krifteplan kann sofort alsdann als
Krafteck ohne Gesamtkraft angesehen
werden. Wihlen wir einen Pol O mit
den Seilkréften S, 8, 8, nach den Ecken,
so ergibt sich durch Parallelziehen von
einem willkiirlichen Ausgangspunkt D,
aus das Seileck D, D, D, mit zwei ent-
gegengesetzt gleichen parallelen SchluB-
kriften S, im Abstand A, die ein Krifte-
paar mit dem Moment Sy% bilden, Abb. 179.
welches die urspriingliche Kraftegruppe
vollstindig ersetzt. Natiirlich kann man auch zwei Krifte, z. B. @, und @,, in
ihrem Schnitte vereinigen und erhilt dann eine mit @; entgegensetzt gleiche Kraft
durch die Spitze des Dreiecks, womit das Kriftepaar und sein Moment ebenfalls
gegeben sind.

Drehen wir nun alle Krifte @,@,Q, um die als feste Angriffspunkte ge-
dachten Ecken A, 4,4, um denselben Winkel ¢, Abb. 180, so schlieSen ihre
neuen Richtungsgeradenein
kleineres Dreieck B, B, B,
~ A, A4, A, derart ein, daB
dessen AuBlenwinkel g,
=180°—at, ,f,=180"—cz,,
B3 ==180° — «, sind. Diese
AuBenwinkel sind aber in
den Umkreisen A4,B,4,,
A,B,A,, A, B;A,enthalten,
die sich wegen g, -}- 8, + B,
=360° in einem Punkte
schneiden. Dieser nach sei-
nem Entdecker genannte
Brocardsche Punkt ist
demnach der Mittelpunkt
unserer Kriiftegruppe, an
dem sie also unter Ver-
schwinden des Kriftepaares
mit der eingeschlossenen
Dreiecksfliche B, B,B; im
Gleichgewicht steht.

_Bil‘den die Krifte ein Abb. 180.
beliebiges  geschlossenes
Vieleck, so ergibt sich .
ebenfalls ein Kraftepaar, und die gleiche Drehung aller um die Eckpunkte
liefert stets ein dem vorgelegten Kriftevieleck #hnliches, das im Grenzfalle
zum Mittelpunkt der Krifte zusammenschrumpft. Das alsdann verschwindende
Kriftepaar ist stets verhiltnisgleich einer Abmessung des eingeschlossenen
Vielecks, die sich mit der Wurzel aus der Fliche &ndert.
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§ 49, Parallelkrifte und stetige Belastung. Die vorstehenden
Ausfilhrungen vereinfachen sich auBerordentlich in dem praktisch
wichtigsten Falle von Parallelkréften, die sich im Krafteck zu
einer Geraden aneinanderreihen. Die von einem beliebigen Pol O,
Abb. 181, nach den Endpunkten der Kraftvektoren, die den Ecken
des friiheren Krafiecks ent-
sprechen, gezogenen SeilstrahlenS
haben senkrecht zur gemein-
samen Richtung der &duBeren
Krifte alle denselben Anteil H,
den wir als die Seitenkraft
bezeichnen. Diese Seitenkraft hat
demnach an allen Stellen des
wie frither durch Parallele zu den
Seilstrahlen zwischen den Rich-
tungslinien der Einzelkrifte im
Krifteplan gezeichneten Seilecks
denselben Wert. Halten wir auf
dem Anfangs- und Endseil des
Seilecks zwei Aufhingepunkte 4
und B fest, so stellt deren Ver-
bindungsgerade dieSchluBlinie

& 2z des Seilecks dar, der im Kraft-
%itE=  eck ein paralleler Seilstrahl S
Abb. 181. entspricht, welcher die Gesamt-

kraft in zwei der vorgelegten
Kraftrichtung parallele Auflagekréifte ¥V, und V, zerlegt. Diese
stehen offenbar an den Aufhingepunkten mit den Spannungen
im Endseil und in der Schlufilinie im Gleichgewicht, wie ein Blick
auf das Krafteck lehrt. Die Gesamtkraft R — 2@ ist auBerdem im
Gleichgewicht mit den Endspannungen 8, und 8§, und geht darum
im Krifteplan durch den Schnittpunkt der entsprechenden Seile.
Verlegt man den Pol im Krafteck auf die andere Seite der Krifte,
so kehrt sich mit H auch das Vorzeichen aller Seilkrifte um, und
wir erhalten ‘an Stelle des hiéngenden Seilecks ein iiber der SchluB-
linie verlaufendes Stiitzeck, dessen Behandlung sich aber, wie wir
in § 45 schon rechnerisch festgestellt haben, nicht von der des Seil-
ecks unterscheidet.

Ferner stellt nach §47 der Winkelraum zwischen zwei Seil-
spannungen die Momentenfliche der mit ihnen im Gleichgewichte
befindlichen, durch die Spitze hindurchgehenden Kraft derart dar,
dall das von den Schenkeln auf einer Parallelen im Abstand ! zu
dieser Kraft abgeschnittene Stiick mit Riicksicht auf das Krafteck
dem Moment Q1

M=2
H

verhiltnisgleich ist. Beachtet man dann noch die Gleichheit des
mit der Seitenkraft H iibereinstimmenden Nenners fir alle Punkte

. 1)
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des Seilecks, so konnen im Falle paralleler Krifte diese Abschnitte
fiir mehrere Krifte einfach algebraisch addiert werden, daB also in
Abb. 181 die Strecke CC, dem Moment M, der Auflagerkraft V,,

C,C, dem Moment M, der Kraft @,, also

M= M,— M, = CC,

dem Gesamtmomente von ¢ und V fiir alle Punkte auf der Geraden
CC, entspricht. Mithin ist die ganze vom Seileck und seiner
SchluBlinie umgrenzte, in Abb. 181 senkrecht schraffierte
Fliache, als Momentenfliche des vorgelegten Krifteplanes
anzusprechen und ergibt ohne weiteres durch die von ihr abge-
schnittenen Stiicke der Parallelen zur Kraftrichtung die Werte des
Momentes fiir alle auf diesen Parallelen liegenden Punkte.

Die Dreiecksfliche D, C,C, zwischen der Seillinie D, D, und
der Endlinie AP ist nun mlt dem Abstand z, der Geraden 0,0,

von Ql 7 _Mlxl lee
17 9 2H

also einem Moment zweiter Ordnung @, x,® verhiltnisgleich, dem wir
als Trigheitsmoment oder Schwungwert spiter noch begegnen
werden. Wichtig ist, daB dieser Ausdruck mit wechselndem Vor-
zeichen von z stets positiv bleibt. Bezeichnen wir also die Ab-
stinde der Geraden C,C; von @, und @, mit x,, und z,, so sind

sza F :Qs.fsg_
*TR2H 8T 2H

den Dreiecksflichen C,C,D, bzw. C,C, D, verhiltnisgleich, so daB

die Summe F Qs

T 2H

durch die in Abb. 181 unter dem Seileck schrig schraffierte Fliche

gemessen werden kann. Wir bezeichnen die Summe X@Qx* als den

Schwungwert der Kraftegruppe in bezug auf die Achse C,C,; und

bemerken noch, dal dieser in bezug auf die Richtungslinie der Ge-

samtkraft B einen Kleinstwert infolge des wegfallenden Zipfels
C,C; P erreicht.

Nun wird das Moment an irgendeiner Stelle erst geweckt
durch die Parallelverschiebung aller auf einer Seite wirkenden Krifte
nach dieser Stelle, wo sich die verschobenen Krifte alsdann zu einer
Querkraft T algebraisch zusammensetzen. Zu diesen #uBeren
Kriften gehoren aber der Gleichgewichtsbedingung wegen auch die
Auflagerkrifte V, und V,. Mithin ist V, selbst die Querkraft links
von @,, von da bis Q2 aber V, —@Q,, zw1schen @, und @, ferner
V,—@Q,— @, usw. Tragen wir diese Querkriifte iilber einer Senk-
rechten zur Kraftrichtung auf, so erhalten wir den im unteren Teile
von Abb. 181 verzeichneten unstetigen Linienzug, der an der Stelle
des Hochstwertes des Momentes durch die Nullage hin-
durchgeht.

. 2)

2a)

2b)
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Das vorstehend gekennzeichnete Verfahren ist auch anwendbar
auf stetig verteilte Lasten, die dann zweckméBig durch eine
Belastungskurve ersetzt werden. Diese konnen wir uns durch
eine groBe Zahl von Parallelen zur Kraftrichtung auf gleichen Ab-
stinden in beliebig viele kleine Streifen zerlegt denken, deren
mittlere Ordinaten mit groBer Anndherung die Einzellasten dar-
stellen und wie oben im Krafteck vereinigt werden. Nach Wahl
des zugehorigen Poles ergeben sich alsdann die Seilstrahlen des
Kraftecks, denen ebensoviele Seiten des Seilecks entsprechen, welche
die der stetigen Belastung entsprechende Seilkurve einhiillt, wie man

sofort durch Verdoppelung der Seitenzahl und der zugehdrigen Seil-
strahlen in Abb. 182 erkennt.

b 2 Auch der darunter gezeich-
nete Verlauf der Querkrifte

i bildet eine stetige Kurve, die
I 7 sich angendhert durch den
fiir kleine Einzellasten trep-
penformigen Linienzug hin-
durchlegen 1a6t. DerSchwer-
punkt der Belastungs-
fliche liegt naturgemifl auf
der Richtungslinie der Ge-
samtkraft R, deren Lage durch
den Schnitt der Endtangenten

DN
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| der Seilkurve, die den beiden
\\ A auBersten Seilstrahlen im
Krafteck parallel laufen, ge-

- geben ist. Damit ist auch

Abb. 182. das statische Moment der

Belastungsfliche, die wir uns
auch als gleichférmig mit Masse belegte Scheibe vom Gewicht R denken
konnen, fiir jeden Punkt ihrer Ebene durch seinen Abstand z von R zu R x
bestimmt, wihrend derSchwungwert in bezug auf dieSchwerlinie R wie-
der als Fliche zwischen der Seilkurve und ihren Endtangenten erscheint.

Die in dem vorstehenden von Mohr ausgebildeten Verfahren
notwendige Benutzung des Kraft- und Seilecks kann bei der Er-
mittlung der statischen und hcéheren Momente nach Nehls da-
durch vermieden werden, da8 man im Abstande » von der Be-
zugsachse XX eine zweite Achse X, X, zeichnet, die Endpunkte 4B
eines Parallelstreifens der zu untersuchenden in Abb. 183 schraf-
fierten Fliche im Abstand y von XX darauf projiziert und durch
die Risse 4, B, von einem willkiirlichen Pole O der Bezugsachse die
Strahlen 04, und OB, bis zu ihren Schnitten 4’B’ mit der Geraden
AB fortsetzt. Dann ist wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke
NOA B ~O0AB mit A/B =V, AB=0H

¥ AB AB AB b

Y y h PR
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oder nach Erweiterung mit der Streifenbreite dy und bdy=dF,

Vdy—dF,
F1=Sb’dy=szydy:—fy'dﬁv, v e e e e 3)

d. h. das statische Moment wird durch die Fliche dargestellt, auf
deren Umfang die so zeichnerisch ermittelten Punkte A’'B’ liegen,
es kann demgemif auch durch Planimetrieren dieser Fliche er-
mittelt werden. Wendet man dasselbe Verfahren auf die Umfangs-

o —— e

/// \

Abb. 183.

kurve mit den Punkten A’B’ an, so gewinnt man einen Streifen
von der Breite A” B”=10", deren Endpunkte auf dem Umfang einer
weiteren Fliche F, hegen, so zwar, daB mit dF,==0"dy und
b by

Fg:fb”dyz-ﬁfbfdy:iﬁfy“’dlf’. .. .. 3a)

den Schwungwert von F in bezug auf die Achse XX angibt und
durch Planimetrieren von F, erhalten werden kann.

§ 50. Der Kriifteplan des ebenen Fachwerkes. In einem Fach-
werk besteht Gleichgewicht zwischen den an jedem Knoten zusammen-
laufenden Stabkréiften und der dort angreifenden AuBenkraft, die
sich mithin alle zu einem Krafteck vereinigen lassen. Da ferner
ein statisch bestimmtes einfaches Fachwerk, welches sich aus Stab-
dreiecken aufbaut, wenigstens einen Knoten erster Ordnung, in dem
also nur zwei Stdbe sich treffen, enthilt, so wird fiir diesen das
Krafteck zu einem Dreieck aus der duBeren Kraft und den beiden
durch den Fachwerksplan gegebenen Richtungslinien der Stabkrifte.
Diese sind damit auch ihrer GroBe nach festgelegt und ermoglichen
im Verein mit den &uBleren Kriften an den benachbarten Knoten
die Ermittlung der dort zusammenlaufenden anderen Stabkrifte.
Auf diese Weise erhédlt man fortschreitend ebenso viele Kraftecke
wie Knoten, in denen die gemeinsamen Stabkrifte mehrfach aui-
treten. Es fragt sich nun, ob man nicht dieses zwar nicht schwierige,
aber doch recht umstindliche Verfahren durch Vereinigung der ein-
zelnen Kraftecke mit Hilfe der ihnen gemeinsamen Stabkrifte zu
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einem einzigen Bild wesentlich vereinfachen und damit das mehr-
fache Auftreten derselben vermeiden kann. Das muBl in der Tat
moglich sein .im Anschluf an das in sich geschlossene Krafteck der
AuBenkrifte, die in der Reihenfolge ihrer Angriffspunkte lings der
Gurtung zunidchst aufgetragen werden,
Abb. 184. Da jeder Gurtstab zwei dieser
" Angriffspunkte verbindet, so wird man
den Gleichgewichtsbedingungenan diesen
gerecht durch FEintragen der zugeho-
rigen Stabkraft vom Schnittpunkt der
beiden AuBenkrifte im Krafteck. In
diesem gehen demnach die Krifte der
Gurtstibe in ihren durch den Fach-
werksplan vorgeschriebenen Richtungen
von den Ecken aus und schneiden sich
fiir diejenigen Knoten, in denen nur
zwei Stidbe zusammenlaufen. Diesem
einfachen Knoten entspricht also in dem
zum Krafteplan erweiterten Krafteck
je ein Kriftedreieck der &ufleren Kraft
Abb. 184. mit den beiden zugehérigen Stabkriften.
Laufen in einem Punkte mehr als zwei,
im allgemeinen n Stébe zusammen, zu denen noch die dort angreifende
AuBenkraft hinzutritt, so entspricht ihm im Kréfteplan ein (n{-1) -Eck.
Weiter iibersieht man, daB den Quer- oder Diagonalstiben, welche im
Fachwerk zwei gegeniiberliegende Gurtknoten verbinden und zwei
benachbarten Stabdreiecken angehéren, im Krifteplan verlaufende
Parallelstrecken als Stabkriifte zugeordnet sind, welche zwischen den
Schnittpunkten der andern Stabkrifte der betreffenden Fachwerk-
dreiecke verlaufen. ’

Der ganze Kréafteplan ist demnach aus der Zusammen-
schiebung der Knotenkraftecke derart hervorgegangen;
daB die AuBenkridfte in ihrer Reihenfolge an den Gurt-
knoten ihn umrahmen, die Gurtspannungen von den Ecken
dieses Kraftecks ausgehen und die Querstabkrifte zwi-
schen den Gurtkriften verlaufen, wobei jedem Stabdreieck
im Fachwerk der Schnitt dreier zugehoriger Spannungen
im Krifteplan entspricht. Hierbei ist vorausgesetzt, daB alle
AuBenkrifte einschlieBlich der Auflagerdrucke sich an einem Punkte
des Fachwerksplanes das Gleichgewicht halten, also je ein ge-
schlossenes Kraft- und Seileck besitzen. Da den Dreiecken des
Fachwerksplanes allgemein die Knoten des Kriéfteplanes,
den Vielecken des letzteren aber Knoten des ersteren ent-
sprechen, wihrend die Kridfte in beiden durch parallele
Geraden dargestellt sind, so bezeichnet man die beiden Pline
nach Maxwell als reziprok.

Bei der Aufzeichnung zweier reziproker Pline geht man zweck-
miBig vom geschlossenen Krafteck und einem Fachwerksplan aus,
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in dem die Lage. eines Knotens, z. B. 6, noch offen gelassen ist.
Dann werden nacheinander die Gurt- und ‘Querkrifte von @ aus-
gehend parallel den zugehorigen Stiben in das Krafteck mit ihren
den Stabdreiecken zugeordneten Schnittpunkten eingetragen. So ge-
langt man bis zur Geraden 45, auf welcher der dem noch fehlenden
SchluBdreieck 456 zugeordnete Punkt willkiirlich gew&hlt wird.
Damit sind dann die letzten Stabkrifte 46 und 56 nach Grofle und
Richtung gegeben und der Schnitt der zugehdrigen Parallelen im
Fachwerk durch 4 und 5 ergibt den noch fehlenden Schlufiknoten 6.
An diesem muB die schon bekannte AuBlenkraft @, angreifen, damit
die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind.

1. Beispiel. Besonders iibersichtlich gestaltet sich der Krifteplan des
einfachen Stabdreiecks, Abb. 185, dessen AuBenkrifte @, @,@, sich im
Punkte P ausgleichen mogen. Alsdann ergeben im Krifteplan durch Eintragen
von Parallelen zu den Dreiecksstiben, die sich im Punkte O schneiden, deren
Lingen von diesem Scbnittpunkt bis zu den Knoten sofort die Stabkrifte in
gleichem MaBstabe wie die AuBlenkrdfte. Dabei entspricht der Punkt O dem
ganzen Stabdreieck, die Punkte ABC des Krifteplanes den Fachwerksdreiecken
Q,PQ,, Q,PQ,, Q, PQ,, wihrend umgekehrt der Punkt P dem ganzen Kraft-
eck ABC und die Knoten Q,Q,Q, den Dreiecken COB, COA4, AOB im
Krifteplan zugeordnet sind, woraus die Reziprozitdt beider Pline erhellt.

NN

QZ ‘4
Abb. 185. Abb. 186.

2. Beispiel. Fiir Parallelkrafte geht das Krafteck in eine in sich
guriicklaufende Gerade iiber, die in Abb. 186, welche ein um die lotrechte
Mittellinie symmetrisch gestaltetes und belastetes Fachwerk dar-
stellt, zur besseren Ubersicht der Einzelkrifte aneinandergezogen ist. Der
Krifteplan enthilt drei wagerechte Gerade, die Spannungen der drei gleich-
‘gerichteten Gurtstdbe 02, 13, 24, die in den drei Punkten AC B sich mit den
Gurtkriften 01 bzw. 34, sowie den Querstabkriften 12 und 23 derart treffen,
daB die Punkte A CB den Stabdreiecken 012, 234, 123 zugeordnet sind. Um-
gekehrt entsprechen die einfachen Knoten 0 und 4 des Fachwerks im Krifte-
plan den Dreiecker ADE; BFG, die zweifachen Knoten 1 und 38 den sich
iiberschneidenden Vierecken ACHD, BCHF und dem dreifachen Knoten 2
das Fiinfeck ACBGQE, woraus wiederum die Reziprozitdt beider Pline hervor-
geht. Man erkennt schlieBlich, daf die Last ¢, nur in die beiden Stab-
krifte 12 und 23 zerfillt, also keinen Beitrag zu den zu ihr senkrechten Stab-
richtungen 02 und 24 liefert.
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XI. Das Reibungsgleichgewicht.

§ 51. Die doppelt gestiitzte Scheibe. Wir haben frither ge-
sehen, daB die relative Ruhelage des durch eine AuBlenkraft an eine
rauhe Oberfliche gedriickten Massenpunktes an die Bedingung ge-
kniipft war, daf der Tangentialanteil der- Kraft zur -Oberfliche
durch den entgegengesetzten Reibungswiderstand aufgehoben wird,
der selbst erst durch die Kraftwirkung geweckt wird, von sich aus
also keine Bewegung hervorrufen kann. Die Bewegung tritt erst
ein, wenn der Tangentialanteil der Kraft einen dem Normalanteile
verhiltnisgleichen Betrag erreicht, sodal also das Gleichgewicht des
Massenpunktes nicht mehr durch eine Gleichung gegeben, sondern
vielmehr durch eine Ungleichung begrenzt wird.

Im Gegensatz zum Massenpunkte kann nun eine bewegliche
starre Scheibe auf dem Rande einer festen abrollen, was nur durch
gleichzeitige Stitzung an einem wei-
teren Punkte des festen Randes so
lange verhindert werden kann, als die
Richtung der AuBenkraft zwischen
beide Stiitzpunkte fillt. Alsdann bleibt
nach Abb. 187 immer noch die Mog-
lichkeit des mit einer Drehung der
Scheibe um den Schnitt M der beiden
Beriihrungsnormalen verbundenenGlei-
tens an den Stiitzpunkten unter Uber-
windung der dort geweckten Reibungs-
widerstinde iibrig, die wiederum den
Normaldriicken verhéltnisgleich sind.
Es fragt sich daher, unter welchen

Abb. 187. Bedingungen-eine solche anzwei Punk-
ten gestiitzte Scheibe im Gleichgewicht
verharrt. Da erkennen wir zunéchst, daf die auf die bewegliche Scheibe
wirkende AuBenkraft @, die im Sonderfalle mit ihrem Gewicht iiber-
einstimmen mag, nach dem Schnitte M der Beriihrungsnormalen
parallel verschoben werden kann. Dabei wird aber, wie aus Abb. 187
hervorgeht, ein in der Pfeilrichtung drehendes Kriftepaar geweckt,
das im Falle des Gleichgewichts von den beiden Momenten der in
den Beriihrungspunkten P, und P, tangential wirksamen Reibungs-
krifte R, und R,, die durch die Parallelverschiebung nach M ent-
stehen, derarb aufgehoben wird, daB mit den Loten h, %, h, von M
auf die Kraftrichtungen @, R,, R,

Qh=Rh+Rohy . . . . .. .. .1

Wegen der Starrheit der auf der Scheibe hegenden Geraden miissen
die beiden Momente R, h, und R,h, denselben Drehsinn haben und
daher konnen die Relbungskrafte R und R, nicht gleichzeitig nach
dem Schmttpunkte O der Beruhrungstangenten hin- oder weg-
gerichtet sein,
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Weiter besteht am Punkte M Gleichgewicht zwischen der dort-
hin verschobenen AuBenkraft ¢, den ebenfalls dorthin verschobenen
Reibungskriften R, und R,, sowie den sich dort schneidenden Nor-
maldriicken N, und N,. Mit deren Neigungswinkeln «, und «,
gegen @ folgt alsdann in der Richtung von @ und senkrecht dazu

N, cos ¢, 4 R, sin ¢; 4 N, cos &, — R, sin oczz_—_Q} 2)

N, sin ¢, — R, cos ¢, — N, sin ¢, — R, cos &ty =0

Da die drei Gleichungen 1) und 2) vier Unbekannte, ndmlich
N,N,R,R, enthalten, so geniigen sie nicht zu deren Berechnung,
wenn man auch von vornherein sagen kann, daB die aus N, und
R, bzw. N,, R, gebildeten Krifte @, und @, Auflagerdriicke dar-
stellen und sich demnach auf der Richtungslinie der Auflenkraft @,
mit der sie im Gleichgewicht stehen, schneiden miissen. Fiihren wir
namlich die Neigungswinkel ¢, und ¢, der Auflagerdriicke @, und
Q, gegen die Normalen ein, so folgt nach Abb. 187

R,=N,tgp,, R,=N,tge,, . . .. .. 3)
und damit geht 2) iiber in
N ‘3_08(“1 — @) +N

1 2

M‘ﬁ_q’i) =Q

o8 @, COS @, 3a)
sin (&, — ¢,) _N ?i("‘_ai‘,‘l’ﬂ_)zo ,
also 1 coseg, P cosg,

N, sin (e, + ey~ ¢, — @,) = @ sin (¢, + ;) €08 @,

N, sin (¢, + ¢, + @, — @,) = @ sin (¢, — @,) co8 ¢, 1)
Ry sin (¢ 4 e, + @5 — @,) = @ sin (¢, £ @,) sin ¢, T

R, sin (¢, -+ ¢, ++ @y — @,) = @ sin (e, — ;) sin ¢,

Daraus berechnen sich dann die Auflagerdriicke zu

VNI R — sin (¢ + @,)
“ v v R QSiH(“1+“2+¢2—‘P1) da)
VNP LRI— sin (¢, — @)
Q=Y N+ £y QSin(o‘1+“2+¢2_§01)
worin o, — ¢, und «,+ @, die Winkel zwischen @, bzw. @, und
Q, sowie o, + &, | @, — @, ibhre Neigung gegeneinander bedeuten.
Somit driicken die Gleichungen 4) nur aus, daB sich die Auflager-
driicke nach der Vektorregel zu der AuBenkraft @ zusammensetzen,
was nur im Schnittpunkt 4 aller drei Richtungsgeraden mdglich ist.
Uber die GroBen der Winkel ¢, und ¢, sagen diese Beziehungen
natiirlich nichts aus, so daf die Unbestimmtheit der Gleichgewichts-
lage der Scheibe bestehen bleibt. Ist aber die Stellung der Scheibe
vorgelegt, so erstreckt sich die Unbestimmtheit auf die Lage der
Richtungslinie der AufBenkraft. Diese kann auch auf der andern
Seite des Normalschnittes von M verlaufen, woraus ein Krifte-
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paar Qb mit entgegengesetztem Drehsinne und ein Vorzeichenwechsel
beider Reibungswiderstinde R, und R, hervorgehen wiirde.

Da nun der Reibungswiderstand einen durch R == fN bestimmten
Héchstwert, in dem f die Reibungsziffer bedeutet, nicht iiberschreiten
kann, so besteht das Gleichgewicht in unserm Falle so lange fir

beide Neigungen, als
gune tg o <fi, t2 @,<fy

ist, d.h. solange der Neigungswinkel keines der beiden
Auflagerdriicke gegen die Beriihrungsnormale den zuge-
horigen Reibungswinkel iibertrifft. Mithin ist die Gleich-
gewichtslage der Scheibe an die Bedingung gekniipft, daf die
Richtungsgerade der AuBenkraft zwischen den duBersten
Schnittpunkten 4, und A4, der um die zugehdrigen Rei-
bungswinkel gegen die Beriihrungsnormale geneigten
Schenkel hindurchgeht, wie aus Abb. 188 ersichtlich ist. Die
beiden Auflagerdriicke @, und @, sind dabei noch abhingig von der
Wahl des Zerlegungspunktes auf der Geraden , der zunichst ganz
willkiirlich zu sein scheint, aber doch infolge der Starrheit der Ge-
raden P, P,, welche eine gleichzeitige Verschiebung der Berithrungspunkte
nach oder von O und damit eine gleichzeitige entsprechende Richtung
der Reibungskrifte R, und R, aus-
schliet, auf die Strecke BB,
zwischen den Schnitten mit denBe-
riihrungsnormalen gebunden ist.

Abb. 188, Abb. 189.

Fillt die Reibung an einem Stiitzpunkte, z. B. P, infolge
vollkommener Glitte der beiden Scheibenriinder an dieser Stelle
weg, was allerdings niemals ganz erreichbar ist, so verschwindet
mit R, auch der Reibungswinkel, und das Gleichgewicht ist an die
Lage der AuBlenkraft zwischen den Schnittpunkten 4, und 4, der
reibungslosen Beriihrungsnormale mit den Schenkeln der Reibungs-
winkel gegen die Beriihrungsnormale im andern Stiitzpunkt gekniipft.
Bei vorgelegter Richtungslinie der Kraft @ ist also eine Zerlegung
am Schnitte B mit der reibungsfreien Beriihrungsnormalen vorzu-
nehmen, vgl. Abb. 189, ergibt also ganz eindeutig bestimmte Werte
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der Auflagerdriicke ¢, = N, und @, sowie N, und R,. Denn in
diesem Falle erhalten wir die vereinfachten drei Grundformeln

Qh=R,h, . . . . . . .. .. 1la)

N, cos &, -~ N, cos &, — R, sin ¢, = @)

. . ;. 2
N, sinw, — N, sin e, — R, cos ¢t =10 J 3)

mit nur noch ebensovielen Unbekannten N, N,E,, von denen R,
durch 1a) unmittelbar und N, und N, durch

N, sin (¢; +¢,) = Q sine, |- R, =@ (sin ty :)
2

N, sin (¢, +«,) = @ sin «; — R, cos (¢, - ¢,) = . 4b)
=@ |sin ¢, — hy cos (e, +«,) |
gegeben sind. Dabei ist die Bedingung

l%, <f, oder hsin (¢, a,) < fy [k, sin e, —hcos (¢, +e,)] . 5)
zu erfiillen. Verschwindet schlieBlich im Grenzfalle die Reibung an
beiden Beriihrungsstellen, so erhalten wir mit A=0 den labilen
Gleichgewichtszustand beim Durchgang der Kraftlinie @ durch den
Normalenschnitt M, den wir schon fruher (§ 43, Beispiel 6) eingehend
behandelt haben.

Um nun zu entscheiden, welcher Art das Reibungsgleichgewicht in
unserem allgemeinen Falle ist, haben wir nur die beiden Grenzlagen ins
Auge zu fassen, zwischen denen der Korper
sich stets im Gleichgewichte befindet. Ver-
schieben wir ihn z. B. aus der Grenzlage P, P,,
in welchem sein Schwerpunkt S, an dem
das Gewicht @ angreift, gerade unter dem
Schnitte 4, der unter den Reibungswinkeln
gegen die Normalen MP, bzw. MP, geneig-
ten Geraden 4,P, und A,P, liegt, in die
benachbarte La.ge PP/, s0  riickt § nach S’
und 4, nach A4,’, sozwar, dal PA)[| P A,
undP 'A4,'{] P, A,. Man iibersieht aus Abb.190 Abb. 190.
sofort daB alsdann 8’ nicht mehr unter 4,
sondern rechts davon liegt, so daf also ein im Sinne des Pfeiles
drehendes durch das der Reibungskrifte nicht mehr voll ausgeglichenes
Moment entsteht, das bei weiterer Verschiebung im gleichen Sinne
dauernd zunimmt. Da nun das Drehmoment der Last @ in der
reibungsfreien Ruhelage iiberhaupt verschwindet, zwischen ihr und
den Grenzlagen durch die mit ihm zunehmenden Reibungsmomente
gerade aufgehoben wird, so ist das Gleichgewicht in den Grenz-
lagen fiir Verschiebungen innerhalb derselben stabil, fiir
solche auBerhalb derselben aber labil.

Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Aufi. 15
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1. Beispiel. Entfernen wir in dem Stabdreieck Abb. 154 des 2. Beispiels
in § 45 die beiden FuBgelenke B,, B,, so bleiben die in C durch ein reibungs-
loses Gelenk miteinander verbundenen Stibe nur dann im Gleichgewicht,
wenn die Richtungen der Stiitzdriicke 4, und 4, weniger als um die Reibungs-
winkel gegen die Normalen in B, und B, geneigt sind, d. h. wenn mit den
Reibungszifiern f, und f, die Bedingungen

H<fiV,, HILV,

erfiillt sind, denen die friiher entwickelten Ausdriicke fiir H, V,, V, zu geniigen
haben. Ist nur eine dieser Ungleichungen nicht erfiillt, so gleitet der ent-
sprechende’ Stab aus, wihrend der andere anfinglich sich nur um seinen
Stiitzpunkt so lange dreht, bis auch bei ihm infolge groBerer Neigung der
Ungleichung nicht geniigt ist und sein Stiitzpunkt zu gleiten beginnt.

2, Beispiel. Eine Stange von der Linge I, deren Gewicht G im Schwer-
punktsabstand s, vom unteren Ende angreift, stiitzt sich auf den Boden und
gegen eine lotrechte Wand. Wird sie gegen Abgleiten
durch eine wagerechte Kraft H’, deren Angriffspunkt
im Abstande s, vom unteren Ende angreift, gestiitzt,
s0 hat man mit den Beriihrungsnormalen %, und 4,,
sowie den Achsenabsténden x, und y, der beiden Kraft-
angriffe bei der Neigung y nach Abb. 191

hy ==lsiny, hy,=1lcosy
Ty==8,C08y, Y =ssny j' "
Da die 8tange ohne die Kraft H' abgleiten soll, so
sind fiir die Reibungswiderstinde ihre Héchstwerte
R =[Ny, By=foN, . .. .. )]
einzufiihren, mit denen die Gleichgewichtsbedingungen
am unteren Stiitzpunkt lauten
H +f N =N,, N+ 1N, =@ 1
Ny (by + fohy) = Guy 4 H'y, J
Daraus folgt nach Ausschalten der Normaldriicke N, und N,

E:xo(l + ) — fifshs j‘flhx — [so (14 Fife) — ljle;] o8y — l/l sin v 8a)
a by —y, (V-1 fahe d—s (1 4fif)]siny 4 if,conyp '

und die Gesamtkraft Q== \/G2--H’* geht durch den Schnitt 4, der rechten
Schenkel der Reibungswinkel.

Soll umgekehrt die Kraft H” gerade ausreichen, den Stab emporzuschieben,
so erhalten wir dafiir durch Vorzeichenwechsel von f, und f,

B o, (L ) — Ufuf sy & U siny o
G l—s& (1 +fif)]siny —Ifyeosy = 77 7 77

mit einem Durchgang der Gesamtkrait Q7= \'G%-- H”? durch den Schnitt 4,
der linken Schenkel der Reibungswinkel.

Im ersten Falle besteht nun eine Grenzlage, in der H’ verschwindet, der
Stab also gerade sich noch selbst hilt. Fiir H =0 ist

tg ' = S0 <ll;f: 80») —f—'l— fs e e e e 8c)

. 6)

Abb. 191

.8

Fiir ¢ >y wiirde H’ <0, womit die Gleichung ihren Sinn verliert, da als-
dann der Stab ohne die Kraft H’' sich im Reibungsgleichgewicht befindet.
Im zweiten Falle dagegen wird H"” = oo fiir die Grenzlage

Z _lé,,,,,, _
tg =i TRFy 8d)
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in welcher Selbstsperrung stattfindet, wahrend fiir .. v die Kraft H” < 0
und damit der Ansatz seinen Sinn verliert.

Ist z. B. 5,==s,=1/2, so wird

1=Ky n_ 2 tgy _(L—hhP
t S 1112 y t [ o s - ‘LQ
BT, A N A T YA
und beide Grenzlagen fallen zusammen fir
flf‘.’: 3—\/§:0,17 s
also etwa fiir f, =, ==0,412.

3. Beispiel, Sind die beiden Stiitzgeraden einander parallel, so
kann eine mit ihnen dauernd in Beriihrung stehende Scheibe keine Drehungen
vollziehen, sondern nur selbst eine Parallel-
verschiebung in der Richtung der Stiitzgeraden 4
erleiden. Die Reibungswiderstinde R, und R, an 4
den Stiitzpunkten sind daher in diesem Falle
gleichgerichtet, und wir erhalten mit einem Ab-
stand h der Stiitzgeraden fiir die in Abb. 192
dargestellte Gerade von der Linge ! unter Ein-
wirkung der ihnen ebenfalls parallelen Kraft @
im Abstande s von der linken Parallelen

leosyw=nh, Isiny=yFE—h%. . 9
N1:N2::N’ R1+R2:Q} . 10)

und @s=1(N,sinyp 4 R, cos y)
oder Qs= <N |,/1 — ;’2 + R, %) 10a) Abb. 192.

Das Gleichgewicht ist unbestimmt, da zur Berechnung von R,, B, und N nur
die zweite Formel 10) und Gl. 10a) verfiighar sind. Dagegen erhalten wir fiir
den Grenzfall mit i
R =N, B, =f,N l o 11)
GHfaN=@ f

also aus 10a) unter Wegfall von @ und s=s,

entgprechend dem Schnittpunkte 4, der Schenkel der beiden Reibungswinkel,
wihrend ein zweiter Schnittpunkt 4, im Abstand s, sich durch den Wechsel
der Vorzeichen von f; und f, fiir eine ent-
gegengesetzte Kraft ¢ aus 11a) ergibt. Liegt
demnach die Kraft auBerhalb dieser Schnitte 4,
und 4,, so tritt Selbstsperrung, fiir die innere
Lage dagegen Verschiebung des Stabes in der
Kraftrichtung ein. Die vorstehenden Aus-
filhrungen gelten auch nur mit umgekehrter
Kraftrichtung fiir einen Biigel, der sich von
auBen schriig auf eine Stange stiitzt, wie z. B.
die Klettereisen der Telegraphenarbeiter.
4, Beispiel. Fir die wagerechte Be-
wegung einer in ihrer Fiihrung ecken- 3
den Schublade vom Gewichte G durch Abb. 193.
eine seitlich angreifende Kraft @ gilt mit . :
den Reibungsziffern f, 2uf der Unterlage und f an den Seitenwinden nach Abb. 193

BR—f,G, N,=N,—N, R =R,=fN, .....12
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also nach Verschiebung aller Krifte nach der linken Ecke

Q=Ry-} R, + B, =[G+ 2fN 1 13)
Q (a4 ¢)cos ¢ = (f,G -+ 2fN) (a cos ¢ + b sin ) - 2N (bcos ¢ — asin ¢) j
Nach Ausschaltung von N wird daraus

£~" ; fo (b cos ¢ — a sin @) ) .. 13a)
G  beosg —asing--f(bsing—ccosg) T

und fiir verschwindend kleine ¢ mit sin p =10, cos ¢ =1

Q fob
G e .. . 13Db)
so daB fiir b==fc¢ mit @ = 00 Selbstsperrung eintritt.

Bemerkenswert ist noch die in Abb. 194 dargestellte Lage der Schublade,
in der die Diagonale senkrecht zu den Fithrungen steht, so daB b cos ¢ == asin ¢.
Alsdann ist Gleichgewicht nur moglich,
wenn die Kraft durch die Mitte geht, d. h.
wenn gleichzeitig b sin ¢ ==ccos ¢ wird.
Damit aber wird in 13a) @:G=10:0.
Schreiben wir dagegen hierfiir mit

beosg —asing

@ bsing —ccos g
a an Stelle von 13a)
Q  fou
G T utf

so liefert die Differentiation im Zahler und
Nenner @ = f,@, und im Verein mit der
ersten Gl. 13) R=fN =0, so daB also in
diesem Falle die Seitenreibung wegfillt und
nur die auf der Unterlage zu iiberwinden ist.

5. Beispiel. Zum Eintreiben eines Keiles, Abb. 195, mit der Nei-
gung 2f der Seitenflichen gegeneinander ist die Kraft

Abb. 194.

Q' >2N(sinf-+fecosp) . . . .. ... .. 14)
anzuwenden, zum Herausschlagen dagegen die umgekehrt gerichtete Kraft
Q" >2N(fcosp—sinf). . . . .. . ... 14a)

Ist der letztere Ausdruck positiv, also f > tgg, d.h. der Reibungswinkel groBer
als die halbe Neigung der Keilseitenflichen, so bleibt der Keil in seiner Lage
stecken, d. h. es findet Selbstsperrung statt. Der Keil
iibt iiberdies auf die beiden Backen einen Seitenschub

H=Ncosf—Rsinff > N (cosf—fsinf) . 14Db)

aus, welcher umgekehrt,
7
4 5
),
zweier Maschinenteile,
terer dafiir zu sorgen, daB ein etwaiger Vorzeichenwechsel der zwischen beiden

solange f>>tgf, nicht
imstande ist, den Keil
)
Zi Z z. B. des Kreuzkopfes
mit der Kolbenstange,
wirkenden Kraft sich nicht auch bis auf H erstreckt,
6. Beispiel. Haben wir es mit einer Reihe von starren Scheiben zu tun,

herauszudriicken. Dient
Abb. 195. Abb. 196. Abb. 196, so ist durch
die sich gewolbeartig aufeinander stiitzen, so bilden die Berithrungsnormalen

der Keil zur Verbindung
einen Anlauf 4 an letz-
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ein Stiitzeck nach § 45 mit den Knoten M, Abb. 197, Eine Drehung und Ver-
schiebung der einzelnen Scheiben ist alsdann so lange nicht zu befiirchten, als
die an jeder derselben angreifende AuBen-

kraft (Belastung) zwischen den beiden
Schnittpunkten 4, und 4, der entspre- M,
chenden von den Beriihrungspunkten P,
und P, ausgehenden Schenkel der Reibungs- %
winkel fillt. Es wird also durch die
Gleitreibung in den Stiitzpunkten
das an sich labile Stilitzeck zu einer

stabilen Gleichgewichtsform,worauf Abb. 197
schon in § 45 hingedeutet wurde. o

§ 62. Die Seil- und Hautreibung. Die Beriihrung starrer Scheiben
findet, wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, im allgemeinen
nur in einzelnen Punkten statt. Die Beriihrung lings eines endlichen
Teiles des Scheibenumfanges kann demgegeniiber nur mit Hilfe eines
vollkommen biegsamen ge-
spannten Fadens oder Seiles
bzw. im Falle einer bestimmten
Scheibendicke durch einen Haut-
streifen oder Riemen erfolgen,
welche seitens der Scheibe Normal-
driicke erleiden, durch die wiederum
tangentiale Reibungskrifte geweckt
werden. Alsdann besteht Gleichge-
wicht, wenn die Seilspannung § im 5
Verein mit dem in ihre Richtung Abb. 198.
fallenden Gewichtsanteil des Seiles
nicht zur Uberwindung der Reibung ausreicht. Fiir den Grenzfall
des gerade beginnenden Gleitens erhalten wir alsdann am Seilelement
von der Linge ds und dem Gewichte ¢ds mit der Neigung ¢ gegen
die Wagerechte bei einer Reibungsziffer / zwischen Seil und Scheibe
nach Abb. 198 die Gleichungen in den Achsenrichtungen

d (S cos @) -+ (sin p — feos p) dN=0 0
d (S sin ¢) — (cos @ - fsinp)dN=gqdsj "~ =~ °

oder nach Umformung in die Tangential- und Normalrichtung

dS —fSdp==q(singp-—fcosqp)ds
—dN-+8-dp=gqgdscos¢

sowie unter Einfilhrung des Kriimmungsarmes ¢ durch ds=odg

dSWde(p:qg(sinqy»—fcosw)dqol( 1h)
dN=S8dp—qocosqpdep )~~~

]
b |
) ®)

Schreiben wir in der ersten dieser Formeln
S=U.7T, d8=U0dV-+-VdU, . . . . . . 2)
so wird daraus
UdV-VdU—fU-Vdp=gqo(sing — feosq)dy . . 2a)
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Da wir nun noch iiber eine Beziehung zwischen den HilfsgroBen U
und V verfiigen kénnen, so zerlegen wir die letzte Gleichung in

die beiden U@V —fVdg)=0 N

VdU=go (sinp — fcos ¢) de I 3)

Da U nicht verschwinden kann, weil damit auch 8 verschwinden
wiirde, so folgt aus der ersten Gl 3) mit einem willkiirlichen Fest-
wert V,

|4

lgnv:f(p, oder V= Voef" . . . . . 3a)
0

und eingesetzt in die zweite Gl 3)

dU:%e"f'” (singp —feosp)de, . . . . . 3b)
0
deren Integral ist alsdann mit einem neuen Festwert U,

1 — fq .
U:.»V»—que f’(sxmp——fcos)d(p—{—UO,. .. . 3¢
0

woraus sich schlieBlich in Verbindung mit 3a) nach 2), sowie
mit U,V,=0C

8—=e" [qoe™ " (sinp— feos ) dp - Ce'" . . . . 4)
ergibt. Der darin noch enthaltene Festwert berechnet sich aus der
Angabe einer Seilspannung 8|, fiir einen vorgelegten Neigungswinkel ¢,
nach Ausfithrung der in 4) nur angedeuteten Integration. Diese
wiederum erfordert die Kenntnis des Zusammenhanges zwischen ¢, o
und ¢, von denen der erste Betrag im allgemeinen als unverinder-
lich fiir das ganze Seil, also auch iiber den umspannten Bogen, an-
zusehen ist, wihrend sich ¢ und ¢ vermittels der Gleichung des
Scheibenumfangs ausdriicken lifit.

1. Beispiel. Umspannt das Seil eine Scheibe mit lotrechter Achse,

so hat sein Gewicht keinen Anteil in der Scheibenebene, so daB hierfiir mit
g=0 und =325, Gl. 4) sich vereinfacht in

S=8el?, . ... 4a)

worin S, den dem Winkel ¢ =— 0 zugeordneten Wert der Seilspannung bedeutet.
Diese dandert sich somit ganz unabhdngig von der Scheibenform
nach einem Exponentialgesetz, nimmt ‘also im Grenzfalle des Gleit-
beginnens mit dem Umspannungswinkel auBerordentlich rasch zu und erreicht
bald die H6he der Bruchfestigkeit des Seiles. Daher kommt es, daB man schon
mit ein bis zwei Windungen um einen Pfahl mit der Zugkraft eines Menschen
ein Schiff festhalten kann.

Gl. 4a) gilt auch noch fiir die sprungweise Anderung der Seilspannung
an einer scharfen Kante, da alsdann mit ¢ =0 das erste Glied in Gl. 4) ver-
schwindet. Der Spannungssprung ist in diesem Falle mit dem Kantenwinkel ¢

S—8y=8 e —1), ... .. ... .. 41)

also an einer rechtwinkligen Ecke mit (p:-»;

fal
S—8,=8, (e 2 h1>. .......... 4c)
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Mit =04, entsprechend einem Hanfseile auf Holz, wird hierfiir
8 — 8,==10,855-8,, so daB} also der Spannungssprung an einer Kante stets zu
beriicksichtigen ist.

2, Beispiel, Auf einer schiefen Ebene ist der Neigungswinkel ¢ be-
stindig, auBerdem aber o-d¢ = ds, so daB 4) iibergeht in

S=gqs(@Eing —fecosp)+8,,. . .. . .. .. .5

wenn wir das hier unverdnderliche zweite Glied der rechten Seite von 4) kurz
mit S, bezeichen. Alsdann sind S und: S, die Seilspannungen an den beiden
Teilen des Seiles, deren Unterschied dann verschwindet,

wenn tg ¢ = f=1tg ¢,, d. h. wenn die Neigung der Ebene A

mit dem Reibungswinkel iibereinstimmét. Hangt dasSeil von

der Gesamtlinge I derart iiber die schiefe Ebene, Abb. 199,

herab, daB noch ein Stiick von der Linge 2 sich oben

befindet, so ist an der Kante die Spannung des letzteren

8y =— gz (sin ¢ — f cos @)} 14
und die des ersteren , Da) T
S=q(l—2) -
wahrend beide durch Abb. 199.
flo+5 ‘
S=8,e ( z) ........... . 5b)
verkniipft sind. Es besteht also gerade Gleichgewicht fiir
. f (’l + %,r)
4(l—2) = —qa (sing — fcos p)e ,
woraus sich
flo+5
»f;::l—(sinqﬂ~feos¢)e Lot '“> ........ 5¢)
berechnet. Fiir eine wagerechte Platte wird hieraus mit ¢ =0
il
Leire
also mit f—=04 z

I (140418550 =—1,742x,  x=0,5471.

3. Beispiel. Ist das Seil um eine lotrechte Kreisscheibe vom Halb-
messer r gespannt, Abb. 200, so folgt mit o =7 aus 4)

Se~fv —-O:qrfe'f"' (sing —fcosg)dg . . . . . . 6)
S=Cel"— %f}lgﬂﬂ—jlt ffeos g qar. .« . ... 6a)
L f
Ist §==8, fiir ¢ =0 ,s0bestimmt sich C aus
1—7*
S, :C—'——"—, r
° 1771
und damit wird aus 6a)
T—12 N T
ML
v 1.+f2qo Uogp &= Sz 52 5
_2fsing (A —f"cosy ar | Abb. 200a. Abb. 200b.
7

also nach einer vollen Windung mit ¢ —2ax

— f2 < 1—f2
Sgn:<S(,+%j_I,~zqr> 2 ———»-~—f-_- qr. . - . . .. (19
i

fnd
[



232 Das Reibungsgleichgewicht.

Daraus erkennt man, dal bei volliger UmschlieBung das Seilgewicht die Span-
nung teilweise aufhebt und belastet.
Ist dagegen das Seil nur iiber den Halbkreis nach Abb. 200b gelegt, so

ist §=8, fir tp:i 8=2_§, fir g= §-n, aleo wird mit

27 2
0::(&“+;g%%>e”§
S:{&,Fﬁg%>Jh‘%f_zﬁ@g¢£%;ﬁ3m¢w.'. 5
und | .
8y = <Sx + %{g) e’ 4 13%7, ......... 7a)

In diesem Falle kann, da die untere Scheibe nicht mit umspannt ist, das
Eigengewicht des Seiles nur belastend wirken. Der hier vorgetragene Fall hat
eine praktische Bedeutung fiir sog. Bremsrider, unter denen die Brems-
scheibe sich gleichférmig dreht.

§ 63. Die Steifigkeit der Ketten und Seile. Wir haben bisher
vorausgesetzt, daf die linien- und flichenstarren Gebilde, d. h. Ketten,
Seile und Héute, einer Verbiegung keinen Widerstand entgegen-
setzen und daB ein solcher erst durch Reijbung bei der Beriihrung
mit den festen Scheiben geweckt wird. Daf diese Annahme fiir Ketten
nicht zutrifft, geht schon aus der Reibung der Kettenglieder, welche
durch die Spannkraft S aneinander gedriickt werden, hervor. Wird
ein solches Glied um den Winkel ¢ gegen das benachbarte gedreht,
so wird bei einem Halbmesser r, des Ketteneisens oder Kettenbolzens
der Reibungswiderstand /S auf dem Wege r,¢ derart iiberwunden,
dal eine Arbeit Mo =—71-8.r,¢ durch das Biegungsmoment

LM:fSTO.---.....-.l)

zu iberwinden ist, welches somit ein MaB fiir die Steifigkeit der
Kette bildet. Liegt die Kette auf einer Rolle vom Halbmesser 7,
so sind die Momente der auf- und ab-
laufenden Kette mit den Spannungen §,, S,

M1:S1 (TL fro) 1 2)
My=8,(r—fr),] ~ "

und es besteht ohne Riicksicht auf das Ketten-

gewicht gerade Gleichgewicht, wenn M, = M,,
also 8, r—fr,

== . 2a
S, r-fr, )

Die beiden verschiedenen Spannkrifte

Abb. 201. besitzen also in bezug auf die Rollen-

mitte ungleiche Hebelarme, Abb. 201,

und bedingen daher Ubergangsbogen der Kette, welche die

Rolle unter bestimmten Neigungswinkeln gegen die urspriingliche
Richtung der Spannkrifte beriihren.
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Haben wir es mit einem Faden, einem Seil oder einem Haut-
streifen von endlicher Dicke % zu tun, so kénnen wir uns auch
dieses Gebilde aus einer grofen Zahl sehr kleiner Kettenglieder zu-
sammengesetzt denken, bei deren gegenseitiger Drehung Reibungs-
momente zu iliberwinden sind, die sich aus dem Gesamtmoment 1)
ergeben. Darin ist nur der Zapfenhalbmesser r, durch eine Linge
zu ersetzen, die mit der Dicke % des Seiles wichst, so daB wir fiir
diesen Fall unter Einfiihrung einer neuen Reibungsziffer £,

schreiben diirfen. U=fhS . .. . ... . .. 1la)

Zur Ermittlung der Ubergangskurven, oder allgemeiner der
Form der versteiften Ketten- oder Seilkurve wollen wir das
Seilgewicht g der Langeneinheit von vornherein beriicksichtigen und
erhalten alsdann, da die Steifigkeit eine Querkraft T hervorruft, als Gleich-
gewichtsbedingungen des Elementes mit der Neigung ¢ in den Achsen-
richtungen, sowie gegen Verdrehung nach Abb. 202 p

Y

dH==d (8 cos # — T'sin ) == 1
dV==d(8sin$ -} T'cos ¥)==qds 3)
dM—Tds J

oder nach Integration, sowie mit Riicksicht auf 1a)
Scos¥ — T'sind = C,
Ssin ) 4 T'cos = gs |- C,

as
T:fokﬂds

|
l}, . . 3a) qds
J Abb. 202.

worin C, offenbar den unverénderlichen Seitenzug H bedeutet. Aus
den ersten beiden Gleichungen folgt

8=(gs + C,)sin¥ -+ C, cos ¥ ]}

T—=(qs-}+ C)cos¥ —C,sind J’ ° 3b)
also im Verein mit der dritten Formel 3a)
dd
(gs—+ C,)cos P — O sind) |1 — fih—~—| —fhgsind. . . 4
g8+ 2 1 0 ds 0

Das ist schon die Differentialgleichung der versteiften Seilkurve und
zwar in den Lagengrofen s und ¢; ihre Integration ist allerdings,
wie wir noch sehen werden, nur niherungsweise durchfiihrbar.

Fithren wir in den ersten beiden Gl. 3) die Differentiation aus
und erweitern mit cos?¥ bzw. sin?, fo ergeben sich nach Addition
und Subtraktion die Formeln

d8 — Td9=qdssind, dT-+ 8d9—=qdscos®, . . 5)
die man auch unmittelbar am Element ablesen kann. Setzen wir
in die erste derselben die dritte Gl. 3a) ein, so folgt

dS(l—fohid(g):qusin'ﬁ‘ S )
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oder angendhert fiir praktisch stets zutreffende kleine Verhiltnisse

dd h . .
hﬁg:—é mit dssind =dy
d8==gq[dy+f,hsin®¥dd] . . . . . . . 6a)
und nach Integration mit den Grenzen §,, ¥,
8—8,—=qly—y,—Tfoyh(cosd—cosdy)]. . . . 7)

1. Beispiel. Ein Seil von der Linge ! liege auf einer wagerechten voll-
kommen glatten Ebene und sei an den Enden zwei entgegengesetzt wirkenden
Kriften P in der y-Richtung unterworfen. Dann fillt der GewichtseinfluB ¢-ds
aus den Gl. 3a) und 3b) weg und es ist mit ¢, =H=0, 0,=P

S="Ttgd, S§=Psind \
a8 dd L Q)

Qs cos B -~ P p

also mit der dritten Formel 3a)
o=fhk,. . . . . .o, Sa)

d. h. die Seilkurve ist ein Kreisbogen, aus dessen Halbmesser sich die
innere Reibungsziffer f, ermitteln 1aBt.

Da ferner nach Gl 1a) das Moment

M=Px={fhS
ist, so folgt mit &) und 8a)
x==opsind,

d. h. die Seilkurve ist ein Halbkreis, an dessen Enden die Krifte P angreifen.

2, Belspiel, Im Falle eines durch ein Gewicht lotrecht gespannten
Seiles, welches iiber eine Rolle vom Halbmesser » mit wagerechter Achse
liuft, Abb. 201, seien &, bzw. &,” die Seilwinkel und S, bzw. §,” die Seil-
spannungen an den Beriihrungsstellen mit der Rolle, denen dort die Quer-
krifte T/ bzw. T\ zugehéren. Dann ergibt 7) sofort mit y,=— — r cos 9, die
Spannung an jeder Stelle y, ¢ an, insbesondere fiir gréBere Abstinde von der
Rolle, wo das Seil schon nahezu lotrecht hangt, also cos ¥ ~0 geworden ist,

8—8y=qly-+G-Ffik)cosd]. . . .. .. ... 9)

Andererseits haben wir in diesem Falle fiir das lotrecht gespannte Seil keine
Seitenkraft, so daB also H=C, =0 und daher wegen 3a) und 3b)

S=Ttg¥, S=(qs4Cysind . . ... ... 10)

wird. Rechnen wir den Bogen s von der Beriihrungsstelle mit der Rolle,
setzen also s =0 fir ¢ =43J,, so ist fiir die linke Seite der Abb. 201

Sy —T/tgd, 8/ —Cosindy, « ... ... 10a)
S~< s—*—-—g‘L)sinﬂf 7 (gst Sy ) o8 8 10b)
=\ 5 9 ’ T\ i 9, OB - e

Fiir die Gleichung der Seilkurve erhalten wir aus 4) mit ¢, =0 und 10a)

also

8y > dﬁ)
<q8+;iﬁa;7 (1—’f0h aa) =fhhatgd ... 11)
und angenihert mit Vernachlissigung von h: o h%g
sin 9’
g+ —gr-=lfohqtgd, . ... ... .. 11a)
o
also mit s=0, J=209,
., sin?d,
8y =1hq oy AR 11b)
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wihrend sich der Kriimmungsarm o, an dieser Stelle aus der strengen Glei-
chung 11) mit ds= gd ¥ berechnet.

Nun ist in Wirklichkeit die Seilspannung S, durch das daran hingende
Gewicht in einem so groBen Abstand gegeben, daB dort also fiir s= —s,,
9 =90° gesetzt werden kann, so daB nach der ersten Gleichung 10b)

J S’ ’
'Sl + q8, = 'é‘ﬁ;g‘l{)(;;* == fo}bq tg l?o ......... 12)

wird. Damit ist dann sowohl J, als auch S,’ bestimmt, wihrend die Seil-
kurve selbst aus 11) abgeleitet werden kann. Die Seilspannung S, ruft nun
an der Rolle selbst das Moment S,r hervor, zu der, da an der Auflaufstelle
der Kriimmungsarm der Seilkurve nicht mit dem Rollenhalbmesser iiberein-
stimmt, noch nach 4) das Moment fyAS, zur Uberwindung der Steifigkeit
hinzutritt, so daB sich das Gesamtmoment

M, =8 «+h(Hy) . . ... .. 18)
ergibt, dem auf der andern Rollenseite ein Moment
My=8,r—fb . .. . ... 13a)

entspricht. Dazu kommt noch das Moment des auf der Rolle lastenden Seil-
gewichts 9o

M,= [qrsindds=—gr [ sin #d® = qr* (cos 9’ — cos 9,”), . . 13b)
Jo'

so daB wir als Gleichgewichtsbedingung der Rolle gegen Drehung M, — M, -+ M,
oder 8, (- fyk) = 8y (r — f,]) 4 q1* (cos 9 —cos 8"). . . . . 14)

an Stelle der ohne Riicksicht auf das Seilgewicht aufgestellten ersten Néherungs-
formel 2a) erhalten.

3. Beispiel. Haben wir es mit einer Seilkurve zwischen zwei Auf-
hingepunkten zu tun, wie sie in § 46, 3. Beispiel betrachtet wurde, so ist
hier wieder der Seitenzug H unverinderlich und wir erhalten aus 4) mit C,= H
unter Vernachldssigung von %: ¢

qs+Co===(H-+fohgtgd. . . . . . .. . .. 15)
Setzen wir wie friiher fiir den Scheitel =0, s==0, so verschwindet C
und es bleibt: qs = (H - fohg)tg 0, « o o v oo v o 15a)

eine Gleichung, die mit derjenigen des vollkommen biegsamen Seiles iiberein-
stimmt, wenn wir nur H durch H |- fyhq ersetzen. Daraus folgt, da durch
die Steifigkeit nur der Seitenzug, nicht aber die Form der Seilkurve eine
Anderung erfihrt.

4. Beispiel. Ein Seil von der Lénge ! wird an einem Ende A vom Boden
um y, aufgehoben und langsam am Boden entlang geschleift, Abb. 203. Das
gehobene Seilstiick hat die Lénge s,,

dann ist I-— s, der am Boden schlei- A So

fende Rest, zu dessen Bewegung ein

Reibungswiderstand Sa A5
H=fql—s) ... 16 %% v ¥

zu {iberwinden ist, der mit dem Seiten- 70 %,

zug {ibereinstimmt. Rechnen wir den Abb. 203

Seilbogen s von der Beriihrungsstelle
mit dem Boden aus,wo ¢ =10 ist, so \
folgt aus 4) zuniichst C,=0; also gilt auch fiir diesen Fall Gl 15a). Mit
s=s,, §=73,, sowie mit 16) wird aber daraus:

sy=[fA—s)Fohltgd, . . . . .. ... 15b)
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und, wenn wir bei nur geringer Erhebung y vom Boden gegeniiber der Linge s
den Seilbogen angenihert mit seinem Grundril z verwechseln, an Stelle
von 15a) wegen y==0 fiir =0, die Parabelgleichung:

_dy 9E . 2 — g2
tg07%77H+fbhq’ ,y(H*f—fth)*qx:
oder mit 16) 29[fd—s)+foh]l=2a . . . . . ... .. 17)
Da nun fir x=2,~s,, y=1y, ist, so folgt daraus:
20 [fE—8)-Ffohl=8> . . « - . . . .. 17a)
So=—1Y%+ V%29 4ok - oo 17b)

worin das negative Vorzeichen der Wurzel als bedeutungslos weggelassen ist.
Dadurch ist die Linge des aufgehobenen Seilstiicks und aus 15b) auch der
Endwinkel &, bestimmt.

Zur Berechnung der Seilspannung S, und der Querkraft an diesem Ende
greifen wir auf Gl. 8b) zuriick, die mit C, = H, C, =0, iibergehen in

!

8y == qs, sindy - Heos 9, ) 18
T, — qsycosdy— Hsindyj’ *° )

wibrend sich die Auflagerkraft am gehobenen Ende nach 3) zu V,=gs,
berechnet.

§ 54. Das Gleichgewicht lockerer Massen. Unter einer locke-
ren Masse verstehen wir einen Haufen unregelméfBig ge-
stalteter, an sich starrer Korper, deren Abmessungen klein
gegen diejenigen der Gesamtmasse sind. Da die zwischen
den Einzelkorpern, den sog. Kérnern, wirkende Anziehung nach den
Lehren iiber die allgemeine Schwere vernachlissigt werden kann,
erfolgt die Trennung eines trockenen, d.h. nicht benetzten Kornes
von der Gesamtmasse senkrecht zur Oberfliche ohne Widerstand.
Daher ist die lockere Masse nicht imstande, Zugkrifte auf-
zunehmen, und ihr Gleichgewichtszustand ist nur von
Druckkréiften bedingt, welche ihrerseits an den Beriihrungsstellen
der Korner Reibungswiderstinde auslosen. Dafl es sich hierbei
nur um die Gleitreibung handelt, zeigt sich sofort, wenn dic
Neigung der Oberfliche gegen die Wagerechte einen bestimmten Be-
trag, den sog. B6schungswinkel, iiberschreitet. Alsdann geraten
die Teile der Gesamtmasse, welche sich iiber der um den Boschungs-
winkel geneigten Ebene durch den FuBpunkt befinden, in Bewegung,
die sich so lange fortsetzt, bis die neue Oberfliche den Boschungs-
winkel erreicht hat. Ein alsdann aufgescheuchtes Korn rutscht auf
dieser Oberfliche gleichformig genau so ab wie ein Korper auf der
um den Reibungswinkel geneigten schiefen Ebene, so daB der
Béschungswinkel mit dem Reibungswinkel der Gesamtmasse
iibereinstimmt. Es sei gleich hier bemerkt, dafl im Falle der
Erfiillung der obigen Bedingung der Boschungswinkel nahezu un-
abhingig vom Stoffe der Korner ist, der Haufen selbst also eine
ganz verschiedenartige Zusammensetzung haben kann, wie man das
an Gerdllhalden im Gebirge beobachten kann. Man findet namlich
fiir diese, ebenso auch fiir Steinhaufen, Schotter bis hinab zu feinem
Diinensand, eine Reibungsziffer von etwa f==0,75 entsprechend einem
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Reibungswinkel von ¢ =36°30". Eine Abhingigkeit desselben von
der KorngroBe und dem Stoffe macht sich erst bei der Benetzung
oder volligen Durchfeuchtung der Gesamtmasse geltend, die wir aber
hier ausschlieBen wollen, zumal damit auch Zugkrifte zwischen den
Kérnern verbunden sind. Andererseits nimmt die Reibungsziffer und
der Boschungswinkel erheblich ab, wenn der Haufen aus vollig
oder nabezu gleichgestalteten und gleich groBen Kérnern besteht, also
z. B, fiir Getreide und Kugelbaufen (Bleischrot).

Wir betrachten nunmehr eine lockere Masse, die auf einer
wagerechten Ebene iiberall gleich hoch aufgeschiittet und einseitig
durch eine glatte lotrechte Wand begrenzt wird. Alsdann verteilt
sich das Gewicht @ der Gesamtmasse gleichformig auf die Unter-
lage F qm, woraus bei einem Raumgewicht von ykg/m® und einer
Schiitthohe h sich mit G/ ==»hF ein lotrechter Flichendruck

¢
e
§= p=1 1)

berechnet, der sich in der Tiefe y <_h unter der wagerechten Ober-

fliche auf
G,=rY . 1a)

ermafigt.

Um den Druck auf die lotrechte Seitenwand zu ermitteln,
erinnern wir uns der im 2. Beispiel § 30 ermittelten wagerechten
Kraft H, unter deren Wirkung ein Korper vom Gewichte G auf
der schiefen Ebene von der Neigung ¢ mit dem Reibungswinkel ¢,
im Gleichgewichte verharrt. Wir fanden dort die Ungleichung

H
tg (¢ — o) < (o < tglp-tFoy) . . . . .. .2

mit zwel Grenzwerten des Verhiltnisses H:(@, deren links stehender
kleinerer den Abwirtsgang verhinderte, wihrend der groBere rechts
stehende gerade zur Einleitung der Aufwirtsbewegung geniigte.
Denken wir uns nun die schiefe Ebene durch den FuBpunkt O der
Seitenwand nach Abb. 204 gelegt, so stellt der zwischen beiden und
der Oberfliche befindliche Keil, dessen

Breite wie die der ganzen Schiittung senk- ‘
recht zur Bildebene b sein mége, den auf :
derschiefen EbenebefindlichenKérpervom 4 i
Gewicht 2

__ kb . 3) 4

T 2tgg

.dar, den wir uns im Gleichgewichtszustand, ohne daran ectwas zu

andern, ebenso wie die iibrige Masse erstarrt denken kénnen. Damit
aber wird aus 2)

tglp—gol - 2H _tglote)

tg yhib T tge
worin ¢ zuniichst noch willkiirlich zu sein scheint. Ein Abwirtsgleiten
findet aber offenbar dann statt, wenn das in der Mitte stehende

Abb. 204.
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Verhiltnis gerade mit dem Hochstwert der linken Seite, ein Aufwiirts-
driicken, wenn es mit dem Kleinstwert der rechten Seite iiberein-
stimmt. Die Bedingung dafiir ist aber

d (tg((p + %)) =0, oder sin2¢=sin2(p I ¢,),

dp\  tgg
d h 20 +2(p F @,)=ma
und liefert die sog. Gleitwinkel
T 7
9912:4’i?0’ ‘P1+‘pz:'2’ Pr—Poa=—P- . . 4)

Mit ihnen ergeben sich aus 2a) die beiden Grenzwerte

yh*b, (g ;/h"b @
=", te <’4#§0'>’ =", 'I“ 2) -9

von denen der erstere [/, ausreicht, um durch die Wand das Ab-
gleiten. zu verhindern und darum vom Standpunkte der lockeren
Massen aus als aktiver Erddruck bezeichnet wird, wihrend der pas-
sive Erddruck H, gerade zur Aufwirtsbewegung des Erdkeils geniigt.

) - Beide Fille unterscheiden sich also
durch die Neigungswinkel der bewegten
Erdkeile, Abb. 205. Ist die Wand von
unten bis zur Tiefe y abgestiitzt, so
entfillt auf den oberen Teil nur ein
Erddruck von

N\ NS

. 7y*b ‘,<n_ %) yy *b
. 205. H="Y"2 o2 (T § 92
Abb. 205 A p ba)
also auf einen Fldchenstreifen von der Tiefe dy nur dH ¥;/ybdyﬂ
woraus sich der wagerechte Flichendruck im Grenzfall zu

dH
q.r:BT"—_;}y g< %”>~7y.5 -+ . . Bb)

berechnet. Das Drehmoment von H in bezug auf die Oberkante
der Wand ist alsdann

;}bh.‘i

h
M:fydfl:ybﬂjyﬂdy:-—g— )

0
also mit 5a) fir y—

M=Z2hH=yyH, . . . ... .. 6a)

so daB der Angriffspunkt des Erddruckes in 2/, der Tiefe liegt.
Ferner hat man nach 4)

7T
tgqvle:tg(z:tZ“)zw—‘-—f——. C e da)
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2 tg 20
und tgg,=— o

’ <
s Po
2

tgz

= —ctgpy £ V1-Fctglp,. 4b)
1—tg

Ist nun f=tg¢p,= i , so folgt tg%i’»: oder — — 3, also

|- w\ —

tgp, =2, tg @, =

@, == 63030, Py =—26°30"f"

Wir sehen also, daBl der aktive Erddruck einen Keil mit sehr steiler

Gleitfliche, deren Neigung jedenfalls nicht unter den Béschungs-

winkel sinken kann, am Abrutschen verhindert, wihrend der passive

Erddruck einen Keil mit wenig gegen die Wagerechte geneigter

Gleitfliche emporzuschieben strebt. Bemerkt sei noch, daB fiir ver-
schwindende Reibung, also

a h%b
Go=ga= . H=T72, g =q—yy .. .7

4¢)

wird. Die einzelnen Korner der lockeren Masse sind alsdann ohne
Widerstand gegeneinander verschiebbar, die Oberfliche im Gleich-
gewichtszustande wird zu einer wagerechten Ebene, und
der nur mit der Tiefe unter derselben wachsende Flichen-
druck ist unabhingig von der Richtung. Einen Kérper mit
diesen Eigenschaften bezeichnen wir als eine Fliissigkeit, die als
Sonderfall einer lockeren Masse erscheint.

Unterliegt die lockere Masse kleinen Erschiitterungen, wie sie
beim Auffiillen unvermeidlich sind, so wechseln auch die Berithrungsstellen
der Korner unter zeitweiser Aufhebung
der Reibung. In diesem Zustande nihert B & __ Gl
sich die Masse dem Verhiltnis einer Fliissig- | £ R q
keit, iibt wie diese einen allseitig gleichen =Tt IE L
Flachendruck aus und ist bestrebt, eine o
Gleichgewichtslage mit wagerechter Ober- ,|. '/ " "~ -~ .

fliche einzunehmen. Davon kann man sich e T

leicht durch Klopfen an der Wand eines SN

mit Sand gefiillten GefiBes lberzeugen. 707 £
Ist die ebene Oberfliche der lockeren Abb. 206.

Massen gegen die Wagerechte um einen )
Winkel ¢ < ¢, geneigt, so berechnet sich aus Abb. 206 das Gewicht
des hinter der Wand befindlichen Keiles mit der Neigung ¢ >«
mit BC=a, AC=c¢ zu

G rhab__yhbocosa  yWh cosccosy 8)
2 2 2 sin(p—e)
womit die Ungleichung 2) iibergeht in
tg(p—goeose . 2H  _tg&(rpo)oosp 4

sin ((P —_— a) ™~ yh"bc/os;[x ™  gin ((P ——06)
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Zur Bestimmung der Grenzwerte haben wir alsdann aus

i{%@i@ﬁﬁﬂ:bifwg@ify,}zo
dp\ sin(p—c) doltgpcose —sine

(tg @ cose — sine) cos® p = tg (¢ F @) cos? (@ T @,) cose . . 9)
oder sin (2 ¢ — ) —sin 2 (p F @ ) cose==sine, . . . 9a)
woraus sich die beiden Gleitwinkel des Keiles fiir den aktiven und
passiven Erddruck berechnen lassen.

Besonders einfach gestaltet sich das Ergebnis bei einer unter
dem Reibungswinkel geneigten Oberfliche mit ¢=¢,, also

Sin (2 ¢ — @y) —sin 2 (¢ — @, jcosg,—=sing, . . . 9b)

fir den aktiven Erddruck, dem das obere Vorzeichen entspricht.
Dann wird ndmlich diese Gleichung erfiillt fir ¢ =¢,, d.h. fiir
eine der Boschung parallele Gleitfliche durch den FuB-
punkt O, und wir erhalten aus 2b) fiir den Grenzfall

2

Hl_—_z_) -co8® @y, . . . . . . . . 10)
sowie fiir die Tiefe y unter 4
ry?b dH 0
le—»z—— cos® ¢, q, = Wy__yy cos?p,. . . 10a)

wihrend der Ausdruck fiir den passiven Erddruck H, etwas ver-

wickelter ausfillt. Setzt man hierfiir in 9) mit tg(p - ¢,), tgp = u.

tg ¢ =tg @,=F, so erhilt man nach einigen Umformungen
w2uf=2-+f2 also u=—tgp—=—Ff-+V2(1472), 90

da das negative Vorzeichen der Wurzel keinen Sinn hat. Damit
aber ergibt sich nach Einsetzen die rechte Seite von 2b) fir den
Grenzwert des passiven Erddruckes

o vh2b
Tt par 2rVal ey

2

11)

der fir f=1, oder _—;nr, wie schon aus 2b) hervorgeht, un-
(p() 4 g

endlich wird, so daf ein solcher Grenzwert nur dann besteht, wenn
im Einklang mit der Erfahrung der Boschungswinkel ¢, <7 45° ist.
Der entsprechende Wert fiir die bis zur Tiefe y von unten abgestiitzte
Wand, sowie der zugehorige Flichendruck ¢ berechnet sich aus 11)
genau wie dies in 10a) fiir den aktiven Erddruck geschehen ist. In
beiden Féllen liegt, wie der Vergleich mit 6a) lehrt, der Angriffs-
punkt der Kraft in ?/; der Tiefe von 4 aus gerechnet.

Es fragt sich nunmehr noch, welchen Wert der lotrechte
Flachendruck bei geneigter Oberfliche im Innern und am Boden
der lockeren Masse annimmt. Da er an der Oberfliche selbst ver-
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schwindet, so kommt eine gleichférmige Verteilung des iiber einer
wagerechten Ebene lagernden Haufengewichts auf diese Ebene nicht
in Frage und es bleibt nur noch der An-
satz 1a) iibrig, wonach dieser Druck dem
lotrechten Abstand von der Oberfliche ver-
hiltnisgleich sein wird.

1. Beispiel. In einem Kasten, Abb. 207, seien
zwei Gattungen lockerer Massen zu beiden Seiten
einer beweglichen Zwischenwand enthalten. Ist dann
der aktive Krddruck der einen grofer als der pas-
sive der andern, so wird die Wand nach der
zweiten Masse verschoben. So hat man fiir die Abb. 207.
ebene Schiittung in A=1m Hohe, 6=1m Breite

Schrob p=6750kg/m?, @,=25°, =047, H,—1350kg, H,—8320kg

Sand  y=1800 »  ¢,=36950/, f=0,75, H,— 225 » H,=1800 »
Getreide y— 750 »  @,=30°,  f=058, H,— 195 » H,—1125 »
Wasser y=1000 »  g,=0°, f=0,0 H,= 500 » H,= 500 »

Es wiirde hiernach Bleischrot auf der einen Seite der Wand diese gegen Ge-
treide oder Wasser verschieben.

Bei schriger gegen die bewegliche Wand unter dem Boschungswinkel
abfallender Schiittung hatte man fiir dieselben Ko6rper nach Gl. 10) und 11)
Schrot  H, =2770 kg, H, =17680 kg
Sand H,= 576 » H,=26500 »

Getreide H1= 380 » H2= 3410 »

Wasser H, = 500 » H,= 500 »
8o daB in diesem Falle das Gleichgewicht der lockeren Massen gewahrt ist,
nicht aber dasjenige von Schrot und Sand gegen Wasser.

2, Beispiel. Trigt die lockere Masse auf ihrer Oberfliche eine gleich-
formig verteilte Last von der Hohe %,, Abb. 208, und dem Raumgewicht y,,
go ist das von der Wand mit der Hohe A

gestiitzte Gewicht des Keils und der darauf N N
liegenden Last . ,4\ k\ m
G=b <Z‘———}—y1h1h) —, . . 12) T &?/ﬁ SERIEA (RN R
2 tg @ ol - SRR D

also sind die Grenzwerte des passiven ur{d _l__ SRRV AR S
aktiven Erddrucks gegeben durch die Z™|::/ . 1 .. .
Scheitelwerte von /‘\ L R AR
h2 tg(‘P:FQV) AN R
H=b(z.——|—nh1 ) PE 0 gy 77 7070

2 g9 Abb. 208.

d. h. wie oben: 2
Hmzb( +9hy h) tg? (4 ¥ "j’;) (%-+y1hlh) g.. . 13a)
Der Tiefe y unter A entspricht dann der Wert:
H12—~b< +nh ly)ﬂ, ......... 13b)

also der seitliche Flichendruck:
dH

qz:i)—d—y:(}’y—{'—}’lhl)ﬁ, .......... 14)
woraus sich das Moment in bezug auf A4 zu
h® hy b?
_bfq,ydy_b<7 —|~7—1§1———>ﬂ ........ 1)

Lorenz, Techn, Physik 1, 1. 2. Aufl. 16
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und die Tiefe des Angriffspunktes unter 4 aus
7 ynh
y—_3 2%
=EHT Y, b
%’ +n 7;‘
ergibt. Fiir b, =0 wird hieraus wieder y, =} 4 im Einklang wit 6a), wihrend

fiir h, — o0, %:% folgt. Die Auflast bedingt also eine hohere Lage
des Angriffspunktes.

§ 55. Die Standfestigkeit der Futter- und Staumauern. Tritt
an Stelle der im letzten Abschnitt betrachteten glatten Wand zum
Abstiitzen einer lockeren Masse eine sog. Futtermauer, so kann
wegen deren rauher Oberfliche die Reibung E zwischen beiden nicht
mehr vernachlissigt werden. Da diese in die zunéchst lotrecht an-
genommene Innenfliche der Mauer fillt, so besteht im Grenzfalle

des Abrutschens des Keiles vom

RS ”’ g —————— (Gewichte G mit dem Normaldruck N
iy e und der Reibungsziffer f==tg ¢

}[ \\\‘ MGI %y .- - der lockeren Masse an der um (,3

[ \(i{&\ 9’ : geneigten Gleitebene nach Abb. 209
{74

_ die Gleichgewichtsbedingung
thbb 500 : H—}—chf)Sgu—Nsinqa:O} 1)
AR R+ fNsingp-+ Necosp=G)’

Setzen wir darin die Reibung der Schuttmasse an der Mauer gleich
der Reibung im Innern, also

R=fH=Htgpy,, . . . . . .. . la)
so liefert die Ausschaltung von R und N

H sin @ — f cos @ _ tgp—tgg, cos?p, 2)
G cosp(l—f3)f2fsing 1-+tgeptg2p,cos2¢,”
. __yh*d

oder mit G-——2tg(p,.......... 3)

fir wagerechte Oberfliche:

H:yhﬁb cos? g, tg(p——‘tgq)o . A

2 cos2q,tge - tgiptg2e,
Der Hochstwert dieses Ausdrucks, dem auch ein Hochstwert von R
nach 1a) zugeordnet ist, stellt dann den aktiven wagerechten

Erddruck dar, dem die Mauer standhalten mufl. Er ergibt sich
aus dem Verschwinden der Ableitung von 4) nach tg ¢, d. h. aus

tgo—tge, 1

tgp-Fte’ptg2g, 1-2tgptg2e,’
oder tg?ptg 29, —2tg @, tg2¢, tgp =tg¢@,, . . . . 4a)
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oder nach Unterdriicken des hier bedeutungslosen negativen Vor-
zeichens der Wurzel fiir

T 141
tg<p=tg%+]/tg2%+tg%;=f+]/ _:f- . 4b)
0

Nun ist aber hierfiir wegen 4a)
tgp—tgp, _  tgg,
tgottg’ptg2e, g tg2q,’
folglich nach Einsetzen in 4)
__yh*b yh?b __yh*b

H= e —_—
4% 1+ 2
IR
womit dann auch R nach 1la) gegeben ist.

Ist dagegen die Schiittung hinter der Mauer um den
Boéschungswinkel geneigt, so haben wir fiir das Gewicht des Keiles

B, . .. 5

nach GL 8), § 54 G yh?b cos @, cos ¢ 6)
2 snlp—g)
Nun konnen wir an Stelle von 2) auch schreiben:
H__sin(p—@,)cos @, 2)
a cos (9 — 2 ) e e e
oder nach Einsetzen von 6)
He yh*b cos® @, cos @ _ yh®b cos® @, 7

2 cos(p—2¢,) 2 cos2q@,t+tgesin2¢, °

Dieser Ausdruck wéchst mit abnehmendem tg¢g, das aber, wenn

Gleiten {iberhaupt méglich sein soll, nicht unter tge,=={f sinken

kann. Also ist in diesem Fall fir ¢ —=¢, der Hochstwert des
aktiven wagerechten Erddruckes

_yk*b . yR*b 1 yR?D

H—fz—cos Po="" TrF 2 . . . . 7a)

Da sowohl der Seitendruck H als auch die Reibung R in allen Fillen

mit dem Quadrat der Tiefe wachsen, so liegt, wie schon im vorigen

Abschnitt Gl. 6a) gezeigt wurde, deren Angriffspunkt in der Tiefe

Yo=—=2h, unter der Oberkante 4 oder in der Hohe c=1%h iiber O,

wodurch ein Moment bei der um die Mitte O, der Mauersohle im Be-

trage von

M=H0—Rg.........8)

bedingt ist, wenn a die Mauerdicke bedeutet. Diesem Moment wirkt
ein solches der Spannungen p in der Mauersohle entgegen, die wir uns
nach Abb. 210 um den Drehpunkt O, linear verteilt denken konnen, so
zwar, dal mit einem Héchstwert p,

+5 +g
2 ®b
p———2p1%, M=bfpxdx:%bfx‘-‘dx:£‘g— . 9)
-3 ~3 16*
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zu setzen ist. Andererseits ist die Sohle durch das Gewicht G, =y, abh
der Mauer und durch die Reibungskraft R belastet, woraus ein
gleichformig verteilter Flachendruck

Pp=-C—— . . . . . ... 10
hervorgeht. Damit nun in der Sohle nirgends Zugspannungen auf-

treten, welche von der Mauer ihrer Fugen wegen nicht
aufgenommen werden kénnen, so mu3 p, > p,, oder

M=He—RZ<(6,+R),

R _
f_.__.-____

H
a
g 2:]'?1- oder Hc—gRa<G0%. S 5 )
G eerlfli7r |
— AuBerdem aber darf die Mauer nicht von der
Seitenkraft H weggeschoben werden, so dafl mit
HHHHH /0 einer Reibungsziffer f, derselben an der Sohle

Abb. 210. H<(G,+R)f,, oder H—fR<Gf, 12)

sein muB. Schreiben wir in diesen Formeln unter Einfiihrung des
Raumgewichts y, des Mauerwerks

H= 7/326}“, E=fH, Go=1y,abh, M:‘E: 13)
Yo
so lauten die beiden Bedingungen fiir die Standfestigkeit der

h
Futtermauer mit c=§

2 1___
R S
[
deren erste auf a
}7>—~8f—}—V£2f“’—}—£ .. .. ... 144a)

fithrt. Vernachldssigen wir dann noch die Reibung R auf der Innen-
seite der Mauer, die damit, wie in § 54 als vollig glatt angesehen
wird, so vereinfachen sich diese Bedingungen mit f==0 noch in

a €

<E)2>6’ 7%>2fo" ... . 1ab)

durch deren Erfiillung eine noch hohere Standfestigkeit wie nach 14)
verbiirgt wird.

Der letzte Fall trifit dann streng zu, wenn an Stelle der
lockeren Masse eine Fliissigkeit tritt; alsdann bezeichnet man die
Mauer als Staumauer. Jedenfalls lehren diese Ergebnisse, daB
die gleichmédBige Stdarke einer Futter- oder Staumauer im
geraden Verh&ltnis zur Hohe der abzustiitzenden Masse
wiachst. Daraus folgt ohne weiteres, dafl die Mauer unbeschadet
ihrer Standfestigkeit am oberen Ende schwicher gehalten werden
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kann als am unteren, woraus sich eine erhebliche Ersparnis an Bau-
stoff und Herstellungskosten ergibt. Zur Ermittlung der hierfiir
zweckmiBigsten Mauerform bezeichnen wir wieder mit p, die grofBte
Spannung in einem wagerechten Schnitt von der Dicke x und der
Tiefe y. Dann ergibt sich, wenn wir wieder eine lineare Spannungs-
verteilung voraussetzen, das Moment dieser Spannungen aus 9) nach
Ersatz von a durch x zu

2
M =L‘g lg, 9a)
welches unter Vernachlissigung der Wandreibung R durch das

Mowment des Seitenschubes H, dessen Richtungslinie um %« iiber dem

betrachteten Querschnitt liegt, also durch

M = H g P ?ﬂ y3 . . . . . . . . 8 a)

3 6

geweckt wird. Mithin ist im Grenzfalle
yByP=p,a® . . . . . . ... 15

Andererseits ruft bei verinderlicher Mauerstirke x das dariiber
lagernde Gewicht G eine gleichférmige Druckspannung p, derart
hervor, da G =p,xzb oder, da nach Abb. 211 dG=y,bxdy ist,

dG=bd(p,x)=yp,bxdy.. . . 16)
Soll diese Druckspannung im Grenzfalle gerade die

héchste Zugspannung ausgleichen, so ist mit p, = p, d
und der Belastung der Lingeneinheit der d
Mauer Q —z—
»b~=q=p1x, A k) ! lﬂ,
dg=d(p,x)=y,2zd A £ [
1= dlp2) =7, 249, ) o

wihrend wir nach Einfiihrung von 17)in15) erhalten:
yByf=wxq. . . . . . . . . . 1ba)
Die Ausschaltung von z aus den letzten beiden Formeln ergibt sodann

qdg=yy,fy’dy,
oder integriert zwischen den Grenzen 0 und y entsprechend g, und ¢

y4
f—ﬁ=ﬂ¥w.....”. 18)
2 2 02,4
also mit 15a) %—_— %:Tyg?’ . 19)
oYY Y
Setzen wir darin 8 902
T2, o —yty. . . . ... 20)
so folgt: Yo Yo
f: 262yt fl_f_ Y eyt - By ? 21)
2

i, =Y 3°
Voo W ey + 15"
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Das Ergebnis ist die in Abb. 212 dargestellte Kurve, die im An-
fangspunkte x==0, y =0 mit lotrechter Tangente ansetzt, sich der
schrigen Geraden AC S
r=yV2s& ... ...... 2la)
asymptotisch ndhert und mit der Senkrechten durch 4 den Aufrifl
der Staumauer begrenzt. Wegen der Spitze in 4, welche einen un-
endlich grofen Flichendruck durch die Auflast bedingen wiirde, ist
diese Form indessen ebensowenig brauchbar
wie das Dreieck 40C zwischen dem Lote 40
und der Geraden AC, Gl 21a), in welche die
gefundene Kurve 21) fiir g,=0, d.h. beim
Wegfall der Auflast, ausartet. Die Kurve der
Mauer mufl schon wegen der auftretenden
Schwankungen des Fliissigkeitsspiegels iiber
diesen hinausragen, und um begehbar zu sein,
eine gewisse Breite A.D = g besitzen, wodurch
eben die Auflast g, bedingt ist. Die Verteilung
derselben auf die Mauer wird alsdann durch
——a—=0 ~ ine in Abb. 212 gestrichelte Kurve erreicht,
Abb. 212. die in D lotrecht beginnt und sich der Ge-
raden 4 C nach Art einer Hyperbel asymptotisch
nahert. Dadurch wird einerseits die errechnete Mauerdicke x etwas
vergroBlert und folglich die Spannung p, vermindert, andererseits
aber auch die gleichférmige Flichenbelastung p, erhoht, so daB fiir
die neue Form die Ungleichung p, ™ p,, oder

yB5"
q > *xi"ff . - . - - . 0 - - 22)

zur Vermeidung von Zugspannungen im Mauerwerk sicher erfiillt
ist. Das wird noch gefordert durch eine in der Praxis hiufig vor-
genommene Abschrigung der Wasserseite der Staumauer, wodurch
eine lotrechte Belastung derselben durch das Wasser bedlngt ist.
Rechnen wir fiir die Standfestigkeit gegen Verschieben nur
das Gewicht des Grunddreiecks O AC, so ist bei einer Hohe 0 4—#

und einer Grundlinie OC=a wegen 21a) a:h=1V2¢

2
H:”}; b, GOZZ’L;_}Lb yoh bv2 5
also muf} sein o
y<forVEE . . . ... ... 23

Durch eine Auflast wird die Standfestigkeit nur erhéht, so daB sie
bei Erfiillung von 23) vollig gesichert erscheint.

1. Beispiel. Haben wir es mit einer Masse zu tun, fiir welche f=tg ¢ =10,75
ist, so erhalten wir

a) fiir wagerechte Schiittung nach GL. 5) $=0,186,
b) fiir Schiittung im Boschungswinkel Gl. 7a) §==0,64,
mit y =y, =1800 kg/m?, f=/F, also ¢==f.
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Damit erhalten wir fiir die Standfestigkeit der gleich starken Futter-
mauer die Bedingungen nach Gl 14), 14a), 14b)

a) mit Wandreibung ‘Z > 0,32, %> 0,054,
ohne Wandreibung %> 0,43, . %> 0,125,

b) mit Wandreibung %>Q%, %>Qw,
ohne» Wandreibung %> 0,8, % > 0,427,

c) fiir eine gleichstarke Staumauer gegen Wasserdruck ist mit
y = 1000 kg/m3, =1, ¢=1:1,8=0, 565, also mit f;=0,75

%>V.—5=0,745, & 0377.

3 h

Daraus erhellt, daB die Mauerstirke im allgemeinen durch die Unterdriickung
der Zugspannungen bedingt ist, wihrend die Standfestigkeit gegen Fortschieben
zu kleine Werte von a:h liefert. Weiter erkennt man den iiberaus ungiinstigen
EinfluB der schrigen Schiittung, die eine viel groBere Oberfliche bedingt als die
wagerechte Oberfliche.

2. Beispiel. Fiir eine abgeschrigte Staumauer gegen Wasserdruck nach
Abb. 212 aus Granit ist y,= 2500 kg/m3, also =1, s=yp:p,=1:2,5=04.
Daher hat die schrige Vorderfliche die Gleichung 21a)
x _a 5
g—ﬁ__\/0,32 =~ 0,565,
wenn Zugspannungen im Mauerwerk ausgeschlossen sein sollen. Daraus folgt
ein Flichendruck an der Grundlinie

Gy _ 70k
Po = E == 7 E]
also fiir eine Stauhéhe von A=20m, p,= 25000 kg/m?=2,5 kg/cm?, wihrend
die Bedingung 238) gegen Fortschieben, ndmlich 1000 < 0,75.2500.0,565 = 1062
ersichtlich erfiillt ist und durch eine Auflast nur noch verbessert wird, ohne
daB der Flichendruck am Boden eine erhebliche Steigerung erfihrt.

§ 56. Das Gleichgewicht feuchter Erde. Feuchtet man eine
feinkornige Masse etwas an, so setzt sie einer Verschiebung ihrer Be-
standteile gegeneinander auch ohne merkbare Belastung einen Wider-
stand entgegen, der wie die Reibung in die Gleitfliche hineinfillt und
der Bewegungsrichtung entgegengesetzt gerichtet ist. Diesen neben
der Reibung auftretenden Widerstand gegen die Losung des Zusammen-
hangs bezeichnet man gewdhnlich als Koh#sion, und lockere Massen,
in denen solche neben der dulleren Reibung
geweckt werden, allgemein als Erde.

Wir denken uns nun einen solchen Erd-
korper mit wagerechter Oberfliche wie in § 54
die trockene lockere Masse durch eine glatte
lotrechte Wand abgestiitzt und erhalten fiir
das Gleichgewicht des Keiles vom Gewichte G Abb. 213.
zwischen dieser Wand und einer unter dem
Winkel ¢ gegen die Wagerechte geneigten Gleitebene, in der ein
Widerstand W auBer der Reibung f N wirkt, nach Abb. 213

Hcosq)—|—fN+W=Gsin(p1 1
Hsing — N+ Geosep=0 j> =~~~ "~ )
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oder nach Ausschaltung des Normaldruckes N

H(cosp+ fsing)— G (singp—fcosp)+ W=0.. . la)
Fithren wir dann noch den Reibungswinkel durch f—tg¢g, und das
Gewicht des Keiles ein und nehmen mit Ritter an, daBl der Gleit-

widerstand der Kobision bezogen auf die Einheit der Gleitfliche
iiberall denselben Wert k besitzt, setzen also mit der Wandbreite b

so folgt fiir den Grenzfall des aktiven Erddruckes
H_ yhtglp—¢y)  khoosg, 3)
b 2 tg sin @ cos (¢ — @)

Dieser Ausdruck wird offenbar dann am groBten, wenn das erste
Glied einen Hochstwert, das zweite aber einen Kleinstwert an-
nimmt. Der erstere ist uns aber schon aus § 54 bekannt, er tritt

ein fir %—i—%ﬁ, wihrend fiir das zweite Glied aus der Bedingung

c0s @ €08 (¢ — @,) — sin g sin (p — @g) ==cos (2 ¢ — @g) =0, _4)

Po .. T

3 + 1 4a)
sich ergibt. Von diesen beiden Werten stimmt aber der erste mit
dem oben angefiihrten fiir den Hochstwert des ersten Gliedes maB-

gebenden iiberein, so dall der aktive Erddruck im Grenzfalle

2(p—-(p0=i‘;—l-, also p=

H_ ¥, 2<41_<_@>_m“ 32)
b 2 4 2 2<n (p‘,)’ o
os?|~ — 10
4 2
H h? 2k
oder ley—2—tg2<1—t——%> 1— c:zs%(p . . . 3Db)
y h sin? (— — J)
4 2

wird. Dieser Ausdruck verschwindet mit dem Klammerausdruck
rechts; schreiben wir also fiir die dieser Bedingung geniigende
Héhe h==~h,, gegeben durch

by 2cosp, 4

y[H—Vl-Hﬂ] .. .. b

b sin? ’l_?g)
T

und fithren dies in 3b) ein, so wird daraus mit der Abkiirzung g
H1__7h’2 2(” ‘Po){ ho}_?’ﬂ 2

und man erkennt, da h, die Hohe einer lotrechten Erdwand
darstellt, die ohne jede Stiitzung gerade noch im Gleich-
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gewicht verharrt. Durch diese versuchsmiflig zu ermittelnde Hohe
ist alsdann mit Hilfe der Gl 5) der Beiwert k¥ des Gleitwiderstandes
der Kohdsion gegeben, vgl. Abb. 214. Verschwindet die Reibung,
was etwa bei vdlliger Benetzung der Oberfliche aller Korner ein-
treten diirfte, welche deren unmittelbare Beriihrung aufhebt, so wird
der Zusammenhang nur noch durch die Oberflichenspannung der
Benetzungsfliissigkeit aufrecht erhalten, und wir erhalten an Stelle
von 3a) und 5)

H < yh? yh2< h) yh2< 4k>
_ _ k Eps 0 =7 _—— ..
b 2 2kh 2 1 h 2 1 yh/’ 6)

mit einem Gleitwinkel von ¢ =45° wie
bei reinen Fliissigkeiten. Deren Zustand
wird allerdings erst erreicht, wenn die
Benetzung bis zur Auffilllung aller Hohl-
rdume zwischen den Kornern fortgeschrit-
ten ist, so daBl im Innern keine freien Ober-
flichen mehr vorhanden sind und damit die
Oberflichenspannung selbst wegfillt, also
k=0 wird. Dasist derFall des Schwimm-
sandes, der nur bei wagerechter Ober- Abb. 214,
fliche im Gleichgewichte verharren kann,

Es sei hier noch bemerkt, daB der Grenzwert des passiven
Erddruckes sich aus den obigen Formeln durch Vertauschen des
Vorzeichens von ¢, und £ zu

H, yW® <ﬂ %)
—_— = e 0‘"" —_ _— —L—
p— 2 ¥l T3

khéosqo04
2 (T fﬁ)
coS <4+ 5

ergibt. Ein Verschwinden desselben kommt naturgeméfB nicht in
Betracht, da dieses auf eine negative freie Wand fithren wiirde, die
offenbar sinnlos ist.

Um den Angriffspunkt der Erddriicke zu ermitteln, setzen wir
wieder fiir eine Tiefe y unter B in Abb. 214 allgemein an Stelle
von 3c¢)

. 3d)

b b
H:L/;._(yz_hoy), ai="0" 0y —n)ay, . . 7

woraus sich das Moment

h
g 2__pe
Hlyo.:fde:ng[g(h3—ho3)—}li(ﬁz—&’—)}, . 7a)
ho

also mit 3¢)
1[2h3—h‘,3 hoiﬁ—hﬂ_}b[z

=18 h—h, 2 h—h

ergibt.
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Ist die freie Hohe der senkrechten Erdwand &>k, so
muB, um das Gleichgewicht ohne Stiitzwand herzustellen, von dem
Keil ein Stiick vom Gewichte @, entfernt werden. Alsdann hat man
an Stelle von 1a) mit H=0 und G — G, an Stelle von G

also wegen 2) (@—@G,)(sinp —feosp)=W,

&, y h? kh
- = - = p R )
b 2tgep sing(sing— fcosg)
h® kh (tg? 1
oder G 7 —}f,(g(p+)........93)
b 2tgep  tgp—ftge
Setzen wir hierin zur Abkiirzung
7R _ L ctgp—u G 10)
g % tgp gy —1u, b - . . -
so wird daraus
B Eh(14u?) eu—kh—(kh+of)u
g==0cu— T 1 fu .. . 9b)

Der kleinste Wert dieser Entlastung ergibt sich alsdann aus % =0,
ew—kh—Fkh+af)u?  2(kh+af)u—a

also 1—fu 7
oder mit Riicksicht auf 9b)
etqf=2kh+eHuw. . . .. ... 11)
Fiihren wir diesen Wert von % in 9b) ein und l6sen nach ¢ auf, so
folgt unter gleichzeitigem Ersatz von « durch %ﬁ
h

1=y 4k oy h—2V2EAE @R TR)]. . 12)

Dieser Ausdruck verschwindet fiir A==0, was schon aus 9) zu er-
kennen war. Er verschwindet aber auch fiir h="y, so da man
daraus auch die Hohe der ungestiitzten Erdwand ableiten kann. Es ist
ferner ¢= 0 fiir h=h,, d. h. es ergibt sich fiir eine Erdwand k<,
die Moglichkeit einer weiteren Belastung,
was auch ohne weiteres verstdndlich ist.
Die Gestalt des Entlastungskor-
pers haben wir bisher unbestimmt ge-
lassen, es ist aber klar, daB durch seine
Wegnahme die an sich zu hohe freie Wand
erniedrigt werden muB, da sie sonst nicht
Abb. 215. stabil sein kann. Geben wir dem Ent-
lastungskorper die Form eines Keiles O BC,

dessen untere Kante mit dem Full O der freien Wand zusammenfillt,
so ist bei einem Neigungswinkel o der schrigen Seitenebene, Abb. 215,

_ kb _G_ ¥
1 2 tga’ T b 2tge

58_C

. 10a)
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und wir erhalten aus 12)

yfihotge=4k+yfh—2V2k(1+f)(2k-+yfh). 12a)

fiir den Zusammenhang des Bdschungswinkels ¢« mit der
Hohe & der Béschung selbst. Fiir ¢ = 90° ctge =0, wird natiir-
lich wieder h="h,, wihrend wir nach Division mit A fiir b= oo

tgae=Ff=1tg g,,
also wieder den natiirlichen Boschungswinkel der lockeren
Masse ohne Kohédsion erhalten, der
sich aus 12a) auch mit A=0 ergibt. —-
Fiir eine im allgemeinen gekriitmmte
Béschung haben wir nach Abb. 216

:7bfydx,
G dx 10b
g==v[ydz, .

2

dg—yydae Abb. 216.

wobei y als Tiefe unter der Oberkante nach unten positiv zu rechnen
ist. Fiir den Entlastungskeil bis zu dieser Tiefe haben wir alsdann
in GL 12) y an Stelle von % einzufiihren und erhalten mit 10Db)

y :
2y [yde=dky+yfy—2V2R(+ )Rk +7 v 13)
Schreiben wir dafiir abkiirzungshalber

ayfyde=a,y-+a*—a, V°Fa, 9%, . . . 13a)
so liefert die Ableitung nach y nach Division mit y

1+ % 28ay gy
2Vy fa
als Differentialgleichung der Boschungslinie, die zwar nicht in ge-

schlossener Form integrabel ist, aber doch fiir jeden Wert von y die
Ermittlung des zugehdrigen Boschungswinkels ¢ aus dy—dxtgd

,Zy~t # =0, fir y=00

Ody

gestattet. So erkennt man, daB fir y=—20

d?
tgd = 2“—0 =f=1tgq, wird, wihrend dazwischen Ey—ﬁzo entsprechend
a.
einem Nullpunkte mit der groften Neigung ¢ wird, woraus sich der
in Abb. 216 dargestellte Verlauf mit zwei Asymptoten in guter Uber-

einstimmung mit natiirlichen Hiigelformen ergibt.

Beispiel. Ist die Hohe einer nicht gestiitzten lotrechten Wand einer
Erdmasse gerade hy==1m, so berechnet sich mit einer Reibungsziffer f=3
entspr. einer natiirlichen Boschung ¢, = 86°50" die Koh#sionsziffer aus 5) bei
y = 1800 kg/m? zu

ho? 995 kg/m?.
Ty e
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Mit diesem Werte erhalten wir fiir die Neigung einer Boschung von der Hohe h
aus 12a)

1013 ctga:?—}—lSE)O——l-lhg?\/l—k 3h,
ctga:o—’:—%—}—l,%—-]’;l\/l—{—sh,
also fiir h=1m=h 3m 6 m 9m o0
tg =00 2,19 1,498 1,292 0,75
a==90° 65030 56020 52020/ 36050’

Andererseits berechnen sich mit den obigen Werten von h und f die Neigungs-
winkel der nach Abb. 216 stetig gekriimmten Boschung aus 13b)

1
otg# =247 1 133 038 140U
y Vo 138y
also z. B. fir hA=0 h=1m h=4m 00
tg 9 =0 1,312 " 1,055 0,75
#=0 52050’ 46930’ 36950,

Damit 148t sich der Verlauf der Boschungslinie stiickweise aufzeichnen.



Viertes Buch.

Dynamik starrer Gebilde.

XIL Grundlagen der Dynamik starrer Gebilde.

§ 57. Der Satz von D’Alembert und die Bewegung einer zu-
sammenhingenden Massengruppe. Wirkt auf einen freien Massen-
punkt m eine Kraft @, so erfihrt er durch diese in ihrer Richtung
einen Anlauf ¢g=@:m. Bildet der Massenpunkt aber den Bestand-
teil eines Korpers, bzw. einer ebenen Scheibe, so kann er ver-
moge eines Zusammenhanges mit den anderen Massenpunkten der-
selben der duBeren Kraftwirkung nicht frei folgen und wird deshalb
einen Anlauf erleiden, der nach Grofle und Richtung
von dem Werte @:m abweicht, Abb. 217. Der wohl
auch als wirksame Kraft oder Anlaufkraft be-
zeichnete Vektor mq stellt demnach nur noch einen
Anteil der AuBenkraft @ dar, wihrend der andere
Anteil ' durch den Zusammenhang des Massen-
punktes mit den anderen Bestandteilen der Scheibe
aufgehoben und darum als verlorene Kraft be-
zeichnet wird. Da andrerseits diese Kraft § auch /

I/ //
//
als Gesamtkraft von @ und — mgq aufgefallt werden /~72¢"

kann und nach dem Vorstehenden mit den ent-  Abb. 217.
sprechenden verlorenen Kréften der anderen Massen-

punkte der Scheibe im Gleichgewichte steht, so gilt dies auch von
der Vereinigung der beiden Krifte @ und —mq fiir die ganze Scheibe.
Wir erhalten also den zuerst von D’Alembert (1743) aufgestellten
Satz: Die Gesamtheit der duBleren Kréifte an einer be-
wegten Scheibe befindet sich im Gleichgewicht mit der
Gesamtheit der umgekehrten wirksamen Krafte, wodurch die
Behandlung des Bewegungszustandes auf eine Gleichgewichtsaufgabe
zuriickgefiihrt ist.

Zur Formulierung dieses fiir die ganze Dynamik grundlegenden
Satzes zerlegen wir die Krifte @ und @ in ihre Bestandteile X, Y,
bzw. X', ¥’ und ebenso den Anlauf ¢ in ¢, =4, g,=4. Dann gilt
im AnschluB an Abb. 217 fiir den k-ten Massenpunkt in bezug auf
ein festes Achsenkreuz Oxy in der Bewegungsebene

X =Xx'+mi, Y=Y ,+mi . . . . 1)
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und nach Summierung iiber alle Massenpunkte wegen X'X’'=—=0,
2Y' =0 . ..
2(X,—m&)=0. 2Z(¥,—mi)=0.. . . . 2)

Ebenso erhalten wir nach Erweiterung der beiden Gieichungen 1)
mit y, bzw. x, und Subtraktion fiir das Moment der duBeren Kraft
um den Anfangspunkt des Achsenkreuzes

Yoo, — X0, =Y 2, — Xy +m (§p 2, — E,9) - - 1a)

und nach Summierung iiber alle Massenpunkte, wobei das Moment
aller im Gleichgewichte befindlichen verlorenen Krifte, d. h.
2(Y, x,—X,'y,) =0 wird, fir das Gesamtmoment

SV, — Xyyp) =2m, oo, — & y)- - . . 3)

Die drei Formeln 2) und 3) bilden demnach zusammen den Aus-
druck fiir den D’Alembertschen Satz der verlorenen Krifte und
gehen im Falle des Verschwindens der Anlaufteile &, und 4, in die
uns schon bekannten Gleichgewichtsbedingungen der &duBeren Krifte
iiber. Der Anwendung dieser Gleichungen auf die Bewegung der
zur ebenen Scheibe vereinigten Gruppe von Massenpunkten steht nun
scheinbar die Notwendigkeit nicht nur der vorherigen Vereinigung
aller Einzelkréfte zu einer Gesamtkraft und einem Kriftepaar, son-
dern auch die Ermittlung der Anldufe aller Massenpunkte entgegen.
Diese Schwierigkeit umgehen wir durch Einfilhrung der Achsen-
abstande z,, y, des Schwerpunktes 2, durch den wir uns ein dem
urspriinglichen Achsenkreuz paralleles £2£7 gelegt denken, so zwar, daf}

also auch =20 +&, Y=Yt M- - - - . . 4)
2my e, =xg 2m, - 2m &, Zmyy =y, 2m,+Zm,y, , . 4a)
woraus, da die Schwerpunktsabstinde x,, y, durch
xy 2my,=2m, x,,  Yo2m=—=—22my, . . . .4b)
festgelegt sind, fiir alle Lagen der Scheibe
2m,é, =0, 2mn,=0 . . . . . . 4o

hervorgeht. Aus 4b) folgt aber auch fiir die Bewegung des Kérpers
durch Ableitung nach der Zeit

2y &, = &g Zmy, kayk:gozmk} 4d)

Zm &, =&, 2Zm,, Zmg o=y 2 m,
und damit vereinfachen sich die beiden Bewegungsgleichungen 2),

wenn wir noch der Kiirze halber die Gesamtmasse Xm, —m und
die Achsenanteile der Gesamtkraft XX, —X, 3Y, =Y setzen, in

X=miy,, Y=m§,, . . . . . . 2a)

so dafl also der Schwerpunkt der Scheibe sich unter dem
Einflusse der duBeren Krifte so bewegt, als wenn in ihm
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die Gesamtmasse vereinigt wire und die Gesamtkraft dort
angriffe.

Ferner geht mit 4) und 4b) die Momentenformel 3) iiber in
2, 2V — 4y 2 X, 4+ 2 (¥, &, — X, )
=2'm (T + &) — 2my &, (4 + 7,
=2y 2m, G, — Yo 2m &, + Sm, (§, &, — &, 1),

woraus sich die ersten beiden Glieder links gegen die entsprechenden
rechts wegheben. Dann bleibt wieder mit 4)

2(Y & — Xy mp) = 2wy, [, 77k) & ___(io +&) ]
= o 2my, &, — &y Smy 1y - Zmy (9,5, — &, m,);
oder, da auch hier die ersten beiden Glieder rechts wegen 4c¢) ver-
schwinden . -
SV G —Xym)=2Zm, (. E—&m) - . . . 3a)

Die linke Seite dieser Gleichung stellt nunmehr das Gesamtmoment
aller Auflenkrifte um den Schwerpunkt dar, welches durch deren
Parallelverschiebung nach diesem geweckt wurde, wihrend die rechte
Seite unter Einfilhrung des Schwerpunktsabstands », und seiner
Neigung ¢, gegen die x-Achse fiir jeden Massenpunkt durch

,=r,co8¢, q=rsing, . . . . . de)
in d . : d .
(ﬂzmk@kék_fk ) :;l“tzmk"'kg P
umgeformt werden kann. Alsdann haben wir an Stelle von 3a) kiirzer

M,

0

d .
:Ethkrk?(pk 1))

und insbesondere fiir eine starre Scheibe, an der die Schwerpunkts-
abstdnde aller Massenpunkte ungeéindert bleiben, der Drehwert
¢, = @ = aber gemeinsam ist und fiir' alle Bestandteile sich gleich-
zeitig um gleiche Betréige &ndert,
do
M0=m2mk7‘k2 . . . . . . . . 5)
Die auf der rechten Seite stehende Summe, fiir die wir ersichtlich
unter Einfiihrung eines mittleren Schwerpunktsabstandes k,
Zm =k Zm,=mk?’=6, . . . . 6)

setzen diirfen, bezeichnet man als Tridgheitsmoment der Scheibe
um den Schwerpunkt, den Abstand %, als den Tragheitshalb-
messer, wofiir wir kiirzer Schwungmoment und Schwungarm
sagen wollen. Schreibt man damit Gl 5)

My—mhk2p=0,5,. . . . .. .. ba)

so iibersieht man ihren den Kraftgleichungen 2a) gleichartigen Auf-
bau, in denen nur an Stelle der Teilkréifte, Anlaufteile und der Ge-
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samtmasge das Gesamtmoment der Krifte, das sog. Drehmoment,
der Andrehwert und das Schwungmoment getreten sind, zu dessen
Ermittlung wir bald besondere Verfahren kennen lernen werden.

Das in Gl 3b), welche ganz allgemein gilt, also nicht nur auf
die starre Scheibe beschrinkt ist, auftretende Produkt ist uns schon
einmal in § 20 bei der Wechselwirkung zweier Massenpunkte be-
gegnet und wurde dort als Moment der Bewegungsgrofe, Moment
des Pralles oder kurz als Drall bezeichnet. Im Falle der starren’
Scheibe geht dieser in ©,w =mk,? ¢ iiber, ist also das Produkt des
Schwungmomentes mit dem Drehwert.

Haben nun die dufleren Krifte an einer Massengruppe, inner-
halb der irgendwelche Wechselwirkungen bestehen, keine Gesamt-
kraft, so verschwinden in 3a) deren Achsenanteile X und Y und
wir erhalten mit zwei Festwerten ¢, und ¢,

Ty=c,, y'ozcy,

wonach also bei Wegfall der Gesamtkraft der Schwerpunkt
der Massengruppe sich gleichférmig geradlinig fortbewegt.
Dabei braucht noch nicht das Moment M, zu verschwinden, da immer
noch ein Kréiftepaar iibrig bleiben kann. Verschwindet auch dieses,
so bleibt nach 3b) der Gesamtdrall ungeéindert, was auch immer
dann eintritt, wenn die dufleren Kréfte sich im Schwerpunkt zu einer
Kraft vereinigen lassen. Haben wir es mit einer starren Scheibe zu
tun, so bedingt das Verschwinden des Drehmomentes nach
Gl 5a) eine gleichformige Drehung der Scheibe um den
Schwerpunkt. Da ferner das Verschwinden der Gesamtkraft und
des Momentes das Gleichgewicht der Krifte kennzeichnet, so
igt dieses offenbar mit einem gleichférmigen Fortschreiten
des Schwerpunktes und der gleichférmigen Drehung um
dieselben durchaus vertrdglich. Umgekehrt kann beim Vor-
handensein dieses Bewegungszustandes ohne weiteres auf das Gleich-
gewicht der duBeren Krifte' geschlossen werden.

§ 68. Die Arbeitsgleichung starrer Scheiben. Zur Ableitung
der Arbeitsgleichung einer zusammenhéingenden Massengruppe gehen
wir noch einmal auf die Grundformeln 1) des letzten Abschnittes,

némlich X, =X'+mi, Y, =Y +mi .. ... 1

zuriick und erweitern diese mit den Wegelementen dx, und dy, in
den Achsenrichtungen. Dann ergibt die Addition

Xyday, + Yy dy, = X dx, + Y,/ dy, 4 m, (£, da + 4, dy,),  2)
wobei die rechte Seite das Arbeitselement der Kraft Q, bedeutet
und wegen #dx 4 fjdy —=v_ dv, + v,dv, =vdv das letzte Glied rechts
auch m, v, dv, geschrieben werden kann und so die Anderung der
Wucht des Massenpunktes m, darstellt. Die ersten beiden Glieder
rechts kdnnen wir aber unter Benutzung von Gl. 4) § 57 umformen in

X, dw, Y dy, = X,/ dwy + Y, dy, + X,/ d&, Y, dn,
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und erhalten alsdann durch Summierung von 2) iiber alle Einzel-
massen mit Riicksicht auf S X'=0, 2'Y,=0 wegen des Gleich-
gewichtes der verlorenen Krifte

2 (Xydw, A Yydy,) = 2(X,/ a6, + Y,/ dn,) 4 ZTmv do,.  2a)
Um nun die Bedeutung der ersten Summe der rechten Seite zu er-
kennen, setzen wir darin, wie schon in Gl 4e) § 57

& ==13, COS @y, N ="y S0 @y } 3)
dé,=dr cosp,—nde,, dy,=drssing, 4 Ede,
und erhalten so (X dE, Y, dn,)
=2(X,/ cos o +Y'singy)dr, + S5 —X'y)de, . . . 4)
Mit X/ =Q/ cosx,, Y =Q/'sinx, ... ... b

sowie unter Einfiihrung eines allen Punkten gemeinsamen Dreh-
winkels ¢ und der ihnen eigentiimlichen Abweichungen ¢,” durch

=‘P+‘pk,’ d‘Pk=d(P+d§0k’ . e e .33:)
wird dann aus 4) wegen X(Y,'&, — X,/n,)=0

2(X/ A& A Y/ digy) = 2 Q,/dry cos (p,— ) + 2 (1§,

—X/n)de, . . . 4a)
Hierin stellt das erste Glied rechts die von den verlorenen Kriften
zur VergroBerung der Schwerpunktsabsténde r,, das zweite die von
den zugehdrigen Kraftmomenten zur Verdrehung d¢,’ dieser Strahlen r,
gegeneinander geleistete Arbeit dar, die mit der ersten zusammen
die gesamte Forménderungsarbeit bildet. Bezeichnen wir die-
selbe mit I/, mit L dagegen die in 2a) links stehende duBere Arbeit,

so wird dL=dL' +Zmyuv,dv, . . . . .. . .2b)

d.h. die Arbeit der dufBleren Kridfte an einer zusammen-
hingenden Massengruppe dient einerseits zur Formédnderung
derselben, andrerseits zur Vermehrung der Wucht. Die
Forminderungsarbeit wird nun nach Gl 4a) im Innern der Massen-
gruppe geleistet durch die gegenseitige Verschiebung der Einzelteile
unter Uberwindung der verlorenen Krifte und der von ihnen be-
dingten Momente. Diese Kriifte kénnen wir darum auch als innere
Krifte der Massengruppe bezeichnen. Haben wir es an Stelle der
Massengruppe mit einer starren Scheibe zu tun, in der weder die
Schwerpunktsabstinde noch auch ihre gegenseitigen Neigungen sich
dndern, so verschwindet mit dr,—=0, dg,’=0 auch die Form-
anderungsarbeit dL’ und es bleibt als Arbeitsgleichung nur noch

AL =2(X dx,+ Y, dy)=2Zmuvdv, . . . . .2c
iibrig, in der die inneren oder verlorenen Krifte ebensowenig auf-

treten wie in den Bewegungsformeln des letzten Abschnittes. An
Stelle dieser Gleichung diirfen wir aber auch schreiben

2[(X}, —mi,) da, 4 (Y, — miy) dy,] =0,
Lorenz, Techn. Physik, I, 1. 2. Aufl. 17
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worin dx, und dy, Verschiebungen der Massenpunkte bedeuten, die
mit der Anordnung der Gruppe vertriglich sind. In dieser Form
entspricht die Arbeitsgleichung véllig dem Satz der virtuellen Ver-
schiebungen der Statik, der hier fiir die eingeklammerten Anteile

der verlorenen Kriifte gilt.
Setzen wir nach Gl. 4) § 57 unter Einfiilhrung der Schwerpunkts-

abstinde x,, y,, sowie mit dp,=dg, ¢, =¢=o
L =Ty T 18 Q=20+ &, Y=yt nsing, =y, 4+,
dx,=dx,— r,de,sin o, =dx, —n,de, Uy == Vpo— Ty @ ,5)
also dy, =dy,+ 1, do, cos g, =dy, 1 &, do, L R +&o
vk‘z:vx: + vyiz vmi vyi (5: -+ 17'2‘) w20 (Uyo & — Vay ;)
Beachten wir dann noch, da durch U”s —+- vyi =w,’ der Schwerpunkts-

lauf und durch &2 --y2=r} der Schwerpunktsabstand gegeben ist,
so folgt nach Erweiterung mit m, und Summierung iiber alle Massen-
punkte der Scheibe, wobei 2m, &, =0, Zm, 5, =0, fir die dop-
pelte Wucht

2I=2ml =m0l 40 Tmri=mvl|-wZmk? . . 6)
Ebenso wird aus der linken Seite von 2c¢)
2 (Xydxy, Y, dy) =dxy SX,Fdy, 2V, 4-do 2 (V6 — X, n) . )
oder auch, da 22X, =X, 3V, =Y, XY, §— X,9,)= M, die
Achsenanteile der Gesamtkraft und deren Drehmoment um den
Schwerpunkt darstellen,

(X, dx, 4 Y, dy,)—= Xdxy+Ydy,+ M,dp. . . Ta)

Fiihren wir diesen Ausdruck mit 6) in Gl 2a), ein, so wird die
Arbeitsformel fiir die starre Scheibe

Xdzy+Ydy,+ Mydp=mvydv,+ o domk?, . . 8)

die wir auch unmittelbar durch Erweiterung der Gl 2a) und 5a)
§ 57 mit dxy, dy,, dep sowie Addition erhalten konnten. Weiter
iibersiecht man, dafl die rechte Seite als Element der Gesamtwucht
der Scheibe stets integrabel ist, wiahrend dies fiir die linke Seite nur
dann zutrifft, wenn

dL=Xdxy+Ydy,+Mydp . . . . . .9)

ein vollstindiges Differential darstellt. Alsdann kann man dafiir
wie in § 26 unter Einfiihrung des Dranges oder der potentiellen
Energie (Potential) U auch schreiben

oU
so daB - 0 U?/o ¢
0
Xoe Y:-———, Moz———aU, P gb)

oy’ 0 Yo
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gesetzt werden kann. Damit dies zutrifft, miissen die Bedingungen

2X__ 2V _ 0¥ oY 0T oM,

29, 0z, 0y, 0x, o Y0 0y, 90)
oM, _ #U_0X |
oxy  opdx, op

erfiillt sein, was man in jedem Falle leicht feststellen kann, wenn
die duleren Kréafte nur von der Lage ihrer Angriffspunkte
abhingen. Alsdann vereinfacht sich das Integral der Arbeitsformel in

U+JT=U,+Jy, . - . « . . .10)
d. h. die gesamte Macht (Summe aus Drang und Wucht)
der Scheibe erleidet bei ihrer Bewegung keine Anderung.
Das setzt naturgemédB voraus, daBl von der Scheibe wihrend
der Bewegung keine Arbeit nach auflen, d. h. an andere Korper,
z. B. durch Uberwindung von Widerstandskriften (Reibung, Damp-
fung usw.), abgegeben wird, oder da sie nur unter der Wirkung
treibender Krifte steht, die man wohl auch wegen der Erhaltung
der Macht als konservative Kréfte bezeichnet. Ist die Scheibe
wihrend der Bewegung dauernd oder zeitweilig mit einer oder
mehreren andern Scheiben in Verbindung, so ist auch ohne Wider-
standskrafte eine Arbeitsiibertragung moglich, falls diese andern
Scheiben selbst beweglich sind. Alsdann ist die Summierung in den
Gleichungen dieses und des vorigen Abschnittes itber die Massen-
punkte m, aller bewegten Korper zu erstrecken, wobei die Normal-
driicke an den Beriihrungsstellen infolge der Wechselwirkung als
verlorene Krifte herausfallen. Die Bewegungsgleichungen in diesem
Falle lauten alsdann

SX=2XZmzx,, Y=2Imy, ZM=2mk?¢ . .11)
und die Arbeitsformel
Z(Xdxy+Ydy,) + S Mydp=2meydvy2mkj*wdw, 1la)

wobei die X, ¥, M, 2y, Yy @, vy, @ und m bzw. mk,? fir jede
einzelne Scheibe festzustellen und in die Summen einzufiihren sind.
Wird dagegen aus einer solchen Korpergruppe eine Scheibe fiir sich
betrachtet, so sind die Verbindungskréifte an den Beriihrungsstellen
mit den anderen Korpern als dullere Krifte zu betrachten und mit
den unmittelbar an der Scheibe wirkenden Kriften zu einer Gesamt-
kraft und einem #uBleren Drehmoment zu vereinigen, worauf die
Scheibe wie ein frei bewegter Korper weiterbehandelt werden kann.
Die Verbindungskrifte geniigen in diesem Falle stets gewissen, aus
dem Zusammenhang folgenden Bedingungen, welche ihre Ermittlung
unmittelbar oder im Verein mit den Bewegungsgleichungen ermog-
lichen. Die Arbeitsgleichung gilt allerdings in diesem Falle in der
Form 10) oder 11a) nur fiir die ganze Kérpergruppe, auch wenn
keine Widerstandskrifte auftreten.

1. Beispiel. Eine Rolle vom Halbmesser ¢ und dem Gewichte G = mg
fillt senkrecht herab, wobei sich ein um jhren Umfang geschlungenes Seil,

17%
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dessen Masse gegen die der Rolle vernachlissigh werden kann und welches
oberhalb an einem Punkte festgehalten wird, abrollt, Abb. 218. Ist S die
als AuBenkraft am Umfang lotrecht nach oben wirkende Seilspannung, so
wird durch ihre Parallelverschiebung nach dem Rollenmittelpunkt, der zu-
gleich den Schwerpunkt bildet, ein Kréiftepaar mit dem Moment M = Sa
geweckt und wir erhalten die Bewegungsgleichungen

s Y=G—8=mj, M=8a=mk?¢ 12)
LI, s mit der Bedingung fiir das reine Abrollen

ap =y, aP =1, « « « . . 12a)
wenn wir den Abstand der Rollenmitte vom Aufhénge-

punkt des Seiles mit y bezeichnen. Aus 12) folgt durch
Ausschalten von § mit G=myg

ga=aj +k’9
2
oder wegen 12a) g= (1 + ]%5) Gy o0 o e 12b)

d. h. eine gleichférmig beschleunigte Fall-
bewegung, deren Anlauf kleiner als die Erdbeschleu-
nigung g ist. Weiter wird nach Einsetzen von 12b)
in die erste Gl 12) die Fadenspannung
. myg ky’

S= S e e e e e e 12¢
Abb. 218. o+ k* )

also unabhéngig von der Lage der Rolle.
Die Arbeitsgleichung erhalten wir durch Erweiterung der Glelchung 12)
mit dy bzw. dog, also mit wdt=de, vdt=dy

Ydy+Mdyp=(G—8)dy+Sadp=m@dv+klodo) . . 13

Lo

oder, da nach 12a) adp =dy ist
2
gdy=vdv(1—|—l%> .......... 18a)

2
mit dem Integral 2g(y —y,)=2gh= (v*—v,% (1—{-]—;9;) P 12 )

Zur Ermittlung des Dranges haben wir nach Gl. 13) zu setzen

oU oU
G— 8§ = _E Saz'——w,
also wegen dy=adg
@ —8)dy+Sadp=Gdy=—dU,

oder U,—U=@—8)y+8ap+C=6@y—y). .. .130)

Deunkt man sich den Faden hinweg, so kann die Rolle als ein unter der
Wirkung des Gewichtes G und der am Rande angreifenden Fadenspannung 8
frei beweglicher Korper angesehen werden, wobei die an sich unbestimmte
Fadenspannung erst durch die Bedingung der Ubereinstimmung des Schwer-
punktslaufes » mit dem Umlauf aw festgelegt wird.

2, Beispiel. Rollt eine Walze auf einer schiefen Ebene von der
Neigung « gegen die Wagerechte, so wird das Gleiten des Rollenumfanges durch
dessen Rauhigkeiten und diejenige der Ebene ebenso verhindert, als wenn beide
mit ineinander greifenden Zahnen versehen wiren. Infolgedessen wird zwischen
der ebenen Unterlage und der Walze eine dem Zahndruck entsprechende
Umfangskraft § ebenso wirken wie die Seilspannung im vorigen Beispiel.
AuBerdem wirkt die schiefe Unterlage mit einem Normaldruck N auf die Walze,
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der durch den gleichgerichteten Gewichtsanteil nach Abb. 219 aufgehoben wird.
Nennen wir den Abstand des Beriihrungspunktes vom FuBpunkt der schiefen
Ebene 04 =z, so lauten die Bewegungs-
gleichungen )

S—Gsinoczm'z']

Sa=mk,p , .. 14)
N=Gcos «
woraus sich mite g=-—3, ap = —% ergibt
2
—gsina=<1+%’2_)z. 14a) /
k)2 g sin o
g=mhgsne 3
Py 14b
so daf also dieser Fall mit dem vorher Abb. 219.

besprochenen iibereinstimmt, wenn wir
die Erdbeschleunigung ¢ durch — g sin ¢ und y durch z ersetzen. Damit er-
halten wir, da das Hohenelement dy = dzsin « ist, auch wieder Gl. 13b) mit
2 =v und schlieBlich fir den Drang

U=(Gsineg—8)z—8ap+C=Gzsine+U,=0y-+U,, .ldc)
der somit ganz wie beim lotrechten oder freien Fall nur von der Hohenlage
abhéngt.

3. Beispiel. Auf eine Rolle vom Halbmesser @ mit festgehaltener Dreh-
achse O und dem Schwungmoment m, k,? sei ein Faden gelegt, an dessen beiden
Enden die Gewichte G, =m, g, @, = m,g lotrecht wirken. Alsdann wird das
schwerere Gewicht @, > @, herabsinken und das leichtere unter gleichzeitiger
Drehung der Rolle emporheben. Mit den Schwerpunktstiefen y, und y, der
Gewichte unter der Rollenachse und den Seilspannungen §; und §,, die unter
Vernachlissigung der Seilmasse sowohl den Gewichten entgegenwirken wie auch
umgekehrt am Rollenumfung nach Abb. 220 angreifen,
haben wir dann dieBewegungsgleichungen

SIZmlg_mlyly S2::'nzg_m2y2] 15)
a (8, — 8 =my by j
sowie, wenn der Faden in der Lingsrichtung starr ist
und auf der Rolle nicht gleitet, die Bedingungsgleichungen &,
h+9=0, ap =g =—y, . . .15a) N/

Setzen wir dies in die Formeln 15) unter Ausschaltung der K% %
Spannungen 8, und 8, ein, so folgt als Momentengleichung,
in der die Krifte S, und 8, nicht mehr vorkommen S

. k2
(m1_‘m2)9:<m1+m~2+m0;0?>9'1: . 15Db) MG,
7

also wieder ein bestéindiger Anlauf, derinder At woodschen 6'2 |
Fallmaschine zur Priifung der Fallgesetze benutzt wird. Abb. 220
Die Seilspannungen ergeben sich durch Einsetzen in 15) zu L Ass

' ky? ky?
m, (2 1n2—i—mo-a—2> m, | 2m, | m, ?)
Sl__;__,__.__?g, 82: i g. . 150)

3
m1—|—m2—|—m0a—°2 m1+mz+m0;gf

Bezeichnen wir den Stiitzendruck am Rollenzapfen mit V, so ist
V=545,
oder wegen 15) (m,F+my)g—V=m§,+mygjy .. .... . . 15d)

K2

)
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die Kraftgleichung des Satzes von D’Alembert, in welcher wieder nur die
suBeren Krifte ¥V, m, g und m,g nicht aber die inneren Krifte §; und S, auf-
treten.

Erweitern wir die Gl. 15) der Reihe nach mit dy, , dy, und d¢ und ad-
dieren, so wird

(myg—8) dy, -} (my g — 8;) Ay, - (S, — Sp) ady

=""’1.’]1d?]1+m2?]zd92+moko2¢d¢:- R ()]
oder wegen hdp=1,d4,—=a’¢pdp=vdv
kﬂ

(ml—mz)gd%:(ml%—mg%—mo »a%)vdv, ..... 16a)

was auch unmittelbar aus 15b) hergeleitet werden konnte.
Fiir den Drang erhalten wir schliellich aus 16) mit
dyy =—dy,=adg
Upy—Us=(my,+my)g, . .. ... ... 16b)
d. h. der Drang ist der Héhenlage des Gesamtschwerpunktes, die
einem Kleinstwert zustrebt, verhiltnisgleich.

§ 59. Korper mit veréinderlicher Masse. Nimmt wihrend der
Bewegung eines Gebildes seine Masse m stetig zu oder ab, so hat
die Arbeit @ ds der duBeren Kraft @ auf dem Wegelemente ds nicht
nur die Wucht der schon bewegten Masse um m v dv zu vermehren,
sondern auch dem aus der Ruhelage in die Bewegung hinein-

gezogenen Massenelement dm die Wucht %dm derart zu erteilen, dafl

2 1
st=mvdv—f—%dm=5d(mv2)=dJ R )

ist, wenn J die augenblickliche Wucht des Gebildes bedeutet. Da-
fiir konnen wir aber auch mit ds=vdi=sdi

dv , vdm _d(mv) wvdm

Q=ngmtea—da “za - - ¥
schreiben. Andererseits haben wir auch, da die Masse von der Lage
AREL oy _vam_vim_sdm o7

0s 2ds 2adt gat’ as o™ 2)
d(aJ>_m@+vd_m_ 5y dm ] e
FTAV Y A T TR I T
und daraus wegen 1a) die Bewegungsgleichung von Lagrange (1788)
d(aJ) oJ . sdm

é‘t 5? -——a—;—ms EW_Q. « e e e . 3)

Besitzt die duBere Kraft ein Potential U, so ist dU-}dJ=0 und
=T
und wir erhalten aus 3) 0s

%(g)+a(_Ua.E_‘D=O . e v e . .. 38)
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oder, da U jedenfalls von § unabhingig ist, mit U —J=E

d (BE) 0E 0

dt\os os
Bei dieser Bewegung sind zwei Fiélle zu unterscheiden. Die hinzu-
tretende Masse kann sich némlich gleichférmig auf die Oberfliche
des bewegten Korpers ablagern, oder aber, wie beim ablaufenden
Faden nur dessen bewegte Linge um den zuriickgelegten Weg ver-
groBern. In beiden Fillen nimmt die Zusatzmasse an der Gesamt-
bewegung unmittelbar nach der Vereinigung teil, deren Lauf aber
nur im ersten mit dem des Gesamtschwerpunktes iibereinstimmt.
Beim ablaufenden Faden dagegen verschiebt sich der Schwerpunkt
der bewegten Linge trotz des Fortschreitens in der Fadenrichtung
stetig riickwirts, so daB seine Geschwindigkeit nur die Hélfte des
allen Fadenelementen gemeinsamen Gesamtlaufes betrigt.

1. Beispiel. Die Masse eines kugelférmigen Regentropfens nimmt

beim Fallen durch Niederschlag vom Wasserdampf aus der umgebenden Luft

an seiner Oberfliche F stetig zu, so zwar, daBl mit einem Beiwert ¥ und dem
Raumgewicht y des Wassers

1)

i RSP U L.y
m_sngr?, EF=4nkr —Et——thzgrdt, ..... 5)
also dr kg .
%—7—0, r=trytct ... ... ... 5a)

wird. Mit der jetzt nach unten positiv gerechneten Fallhthe y und dem
Tropfengewicht mg =@ als duferer Kraft lautet die Arbeitsgleichung

2mgdy=dmy®) . . .. ¢ .. ... 6)
2g9r3dy =d (r*§?);
und da nach 5a) dy=ygdt :gdr ist,

oder wegen 5)

gcgrdrz*?»g]d1‘—|—2rol.1}. e e e e e e e 6a)

Setzen wir
g=u-v, dy=udvt+vdu,

8o konnen wir die damit umgeformte Gl. 6a)
2%rdr=3uvdr—|——2r(udv—|——vdu)

zerfillen in
u(Bvdr+2rdv)=0, r(f— dr—vdu>=0,

von denen die erstere mit einem Beiwert C, das vollstindige Integral

2
3

lgn'v—{—glgnrzlgn(],, v=0C,r"

hat und nach Einsetzen die zweite mit einem weiteren Festwert C,
9 b

u=Ot5 g

ergibt. Mithin ist !

-3 2
g=u-v=0,Cyr %‘l‘g%"

und, wenn fiir den Beginn der Bewegung §=0, r=r,, y=0 ist,

T Oy n
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sowie _ 9 29 [ ’o) }
dy= - dr= 56 (
' 1 501 1
yr—g% P —rfd-drg? [~y ——]| - ... .. 7a)
re 7,2

Aus diesen Formeln kann schlieBlich noch der Kugelhalbmesser » durch 5a)
ausgeschaltet und durch die Fallzeit ersetzt werden.

2, Beispiel. Ein vollkommen biegsames Seil liegt auf einem kleinen
Haufen zusammengerollt am Rande eines Tisches, so dafl ein freies Ende
reibungslos abrutschen kann. Hat der abgelaufene Teil die Linge y, so wird
von diesem mit einem Seilgewicht ¢ der Lingeneinheit beim Herabsinken des
Endes um dy die Arbeit gy dy geleistet, die zur Vermehrung der Gesamtwucht

%— mye = 21 y y? dient. Also ist
g 29ydy=d@s® . « v .o\ 8)
oder, wenn zu Beginn y=0, y==0 ist,
P=gy. . « ¢« v .. 8a)

Zu demselben Ergebnis gelangt man auch durch Gleichsetzen der Wucht mit

2
der Fallarbeit ("Ty des abgelaufenen Seilstiickes, dessen Schwerpunkt dabei um

¥o=+y gesunken ist. Daraus erkennt man sofort, daB in diesem Falle dessen
Geschwmdlgkelt 4, nur die Hilfte des allen bewegten Seilelementen gemein-
samen Gesamtlaufes ist.

Wirkt auf den Kérper von der augenblicklichen Masse m eine
Gesamtkraft  und ein Drehmoment M um den Schwerpunkt, dessen
Achsenabstéinde x, y sein mdgen, so haben wir nach Gl 1) fiir die
Achsenanteile von ¢ zunichst

1 d(m&?) & dm
X_§ dx =mé 2 dt 9)
_tdmg)_ . gdm|® Tt

2 dy YT
woraus sich mit einem Winkel » der Kraftrichtung gegen das Ele-
ment ds der Schwerpunktsbahn die Arbeit der Fortbewegung zu
Xdx+Ydy=Qdscosy=73d[m (34 ¢*)|=3d (mv,%) . 9a)
ergibt, worin v, den Schwerpunktslauf bedeutet. Infolge des Hinzu-
tretens des Momentes ist aber die Gesamtarbeit

Xde+Ydy+Mdp=3d[m(v’ 4k ¢*)]=dJ. . . . 10)
und daher nach Abzug von (9) das Moment
1 d(mk® ¢?) ( dke) k(pdm>
wobei P die Einzelkraft am Hebelarm % des Kriftepaares M be-
deutet. Andererseits ist auch mit dp=g¢dt, dk=rkdt
g -
oJ _ d kb Bodm
op
.dm

oJ . d (o
—=mk¢p;. —(—»)_ 2o+ - &2
7 mk ;. - P mk® 2mkk<p Bo— TR
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also .
d 8J> 0T . Kedm (d(kqb) kgizdm)
L) % e g S PO g, 2P Elm
dt<a¢ pp MR T mkke =y =km =y, +3 a
d<3J> o
iilag) =5 =M=Fk ... ... 1l

die Lagrangesche Form der Momentengleichung. Da ferner das
Produkt k¢ in der Arbeitsgleichung die Schwerpunktsabsténde nicht
enthilt, so ergeben sich fiir die Kraftantriebe selbst, ganz wie oben Gl. 3)
dfoJ\ oJ afoJ\ oJ
dt(&a‘c) ox dt(@g) oy =Y, ... 11b)
also insgesamt drei Bewegungsgleichungen, welche vollig den Formeln
9) und 11), sowie denen des Satzes von D’Alembert (§ 57) fiir
die starre Scheibe entsprechen und auch fiir diese s

benutzt werden konnen. Steht die Scheibe mit
bestéindiger oder verdnderlicher Masse mit andern
Korpern in Verbindung und Massenaustausch,
so enthalten die Grofien X, Y und M auch noch
die Anteile der Verbindungskrifte, die sonach fiir
jeden Bestandteil einer Gruppe als duBere Krifte
aufzufassen sind, aber fiir die Gesamtgruppe
nach dem Satze der Wechselwirkung herausfallen.

T

o~

3. Beispiel. Liuft von einer um eine feste wagerechte -1
Achse drehbare Rolle vom Halbmesser @ und dem Schwung-
moment m, k,? ein Seil mit der Masse m und der in Ruhe- mg

lage voll ausgewickelten Léinge ! unter der Wirkung eines
daranhéingenden Gewichtes ) ==m, g ab, Abb. 221, so ’
besteht nach dem Ablauf der Lénge y die Arbeitsgleichung Abb. 221.

[+ 20— @) &t (m+ 20 E =g (my+57).. . 12

oder da dy=adp, also y==a ¢ ist, zur Bestimmung des Laufes g

) .
ZJ:y-z(mo%erl_;_m):zgy(ml_{_’;L-’z’). ... . 129)
Durch Ableitung nach y wird mit §dy —jjdy daraus
i ky? my
ij m0;2_+ml+m =g m1+T S e e e e e e 13)

worin die rechte Seite mit dem Stiitzendruck V ohne das Rollengewicht iiber-
einstimmt. Dieser Differentialgleichung geniigt offenbar der Ansatz

m1‘|‘mlﬁzoe”t, —ml—y=0x2e”t, ....... 13a)
der nach Einsetzen in 13) auf

#? L [my b+ (my, +m)a®]=gma®* . .. .. .. 13Db)
fiilhrt. Nennen wir die beiden Wurzeln dieser Gleichung + %, so erhalten wir

als Integral von 13) m, 1
1

i —nt
y=C,e" ~Cye —Tn—}

g (0™ — e
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Soll hierin nach Voraussetzung der anfinglichen Ruhelage fiir é=0, y=20,
=0 sein, so wird

m, 1
01:02='ﬂ_,:?>
%1 t
_ﬁqgﬂL_»_ﬂl _
oder y=" 3 1)= pon @ofxt—1). . . . . . 13d)

Gl. 13) hitten wir auch, da der Stiitzendruck V-——g(ml—}—m%) die am
Rollenschwerpunkt angreifende Auflenkraft darstellt, aus 12a) durch

d (aJ\ 0]
ai\ag) — ="

ableiten kénnen. Wollen wir dagegen die Seilspannung § am Ablésungspunkte
ermitteln, so haben wir mit den Ausdriicken fiir die Wucht des abgelaufenen
Seiles mit dem Gewicht s, g sowie der Rolle, nimlich

, m .
2J1=(m1+Ty>yg, 2Jo=[mokog+7(l—y)aﬂ . . . 14
l)_ _d_']l_i(a_'ﬁ)_?_{l
g(ml—l—ml S= dy  dt oy 14a)
Sa— dJo d <8J0) aJ, T

zu setzen, also dqa 09 o

o m+-md)—5—(m + )5+ 5

2 | M 2—| S M o ady [T 140)
Sa:[moko —f—T(l—y)anﬂ—ﬂa @ dy
oder wegen ap =9, adyp=dy
m . my?
Sa=[m0k02—f—7(l—y)aﬂtp—%a. ... . 140

Dadurch ist die Seilspannung S gegeben, wenn wir die oben ermittelten Werte
fir g=—a ¢, §4=—a¢ einfiloren. AuBerdem aber ergibt die Ausschaltung von
8 durch Division von 14c¢) mit ¢ und Addition zur ersten Gl. 14b) wieder
die Bewegungsgleichung 13).

4, Beispiel. Der schon im letzten Abschnitt behandelte Fall der Rolle

am festgehaltenen Seil Abb. 218 geniigt mit Riicksicht auf das Seilgewicht
der Arbeitsformel

"2 m 72
(7 = ) 0¥ Tt [my - P a—g)| &
m my?
_—_g[mo—{-—T(l—y)}y—{—z—gg, ........ 15)
oder wegen y—a ¢
(' o2\ m
mo\l“f"?)“f“zjd_y) =29y |my~m— 21 - .. 159)
Daraus wird durch Ableitung nach y
[mc,(l—l- )+2l(l—y)} y —yLerm—’%], . 15b)

Die recht umsténdliche Integration dieser Gleichungen, d. h. die Ermittlung
der Abhéngigkeit der Fallhthe von der Zeit mag unterbleiben, da es uns hier
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auf die Berechnung der Fadenspannung § am Ablésungspunkte ankommt, Zu
diesem Zwecke setzen wir

2J1=(m0—|—m——m—gl/—>g]“‘, Jy= ( a2+m m»‘%)a“‘qo . 16)

und erhalten aus

(motm—m ) —s=3,(55)~ 5
Sa-i(ﬂ) ar [ " 16a)
T dt _E
unter Beachtung von dy—=a dg fiir § die beiden Formeln
72
(otnrBlo=s=(n )= |
16b)

m
'mo _l—m m >y Z?ZJJ

aus denen nach Ausschaltung von § wieder 15b) hervorgeht. Schalten wir
dagegen i aus 16b) aus, so ergibt sich

S+ 5) 950 s ) )

mm, a® — k,?
210-—a—y, R T 160)

worin wir wiederum 32 durch seinen Wert 15a) ersetzen konnen, um die Ab-
hingigkeit der Seilspannung von der Lage zu erhalten. die fiir m =0, d. h. bei
Vernachlissigung des Seilgewichts wie in § 58 Gl. 12¢) hinfillig wird. Schlief-
lich ergibt sich noch die Seilspannung am Aufhingepunkte aus der Gleich-
gewichtsbedingung am ruhig herabhéingenden Seilstiick zu

S0=S—{—mg%. e e R 1)

5. Beispiel. Eine Schlauchrolle mit dem Schwungmoment m, k2 wird
mit einem Anfangslauf v, in wagerechte Bewegung versetzt. Dann ist auf dem
Wege s von der Schlauchmasse m der Teil ms: 1 abgelaufen und wir erhalten
aus der Ubereinstimmung der Anfangs- und Endwucht die Arbeitsgleichung

ko? l—s ko?
m, 1—}—;2— —}—2m——l—~ v?= |m, 1—{—7 +2m|v?, . . 18)
0
woraus eine dauernde Zunahme des Laufes bis s==1 auf
Wy 2mat
i 1 —]—mO @yt
hervorgeht. Alsdann ist der Schlauch abgelaufen, worauf ein spater zu be-
handelnder StoBvorgang einsetzt.
Zur Ableitung der Abhiingigkeit des Weges von der Zeit schreiben wir

mit der Abkiirzung
m, ko2 8,
P+ )+1-3

2
an Stelle von 18) " 2
s\ v
(1_5)0?_1, e . . 18b)
oder mit l—izu, —ds= sydu=—vdt,
o
also

-—sou%du:vodt.
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Integriert gibt dies 0_280 u%:vot,
§
0—§so(l—~) =,
oder mit s==0 fiir =0
8v,t,\? s\3
T 19
( 2 8 8 )

woraus sich fiir s ==1 die ganze Ablaufszeit ergibt.

§ 60. Schwungmomente und Schleudermomente starrerScheiben.
Zur praktischen Verwendung der Bewegungsgleichungen ist die Kennt-
nis der in ihnen auftretenden Festwerte notwendig, von denen der-
jenige des Trégheits- oder Schwungmomentes noch zu ermitteln
ist. Es war fir eine zusammenhéngende Massengruppe oder Scheibe
gegeben durch die Formel

mky?=2mr*=2ZmE*+9%), . . . . .. 1)

worin r den Abstand eines Massenpunktes vom Schwerpunkt und
&, n die Achsenabstinde in einem Achsenkreuz durch den Schwer-
punkt bedeuten, so dal

SméE=0, Zmyp=0 . ... ... 2

ist. Das Schwungmoment in bezug auf den Schwerpunkt zerfallt
nach Gl 1) in zwei Teile

Smé=mk,? Zm?]2=m_k22, R )]

welche nunmehr auf zwei sog. Schwerachsen bezogen sind und daher
axiale Schwungmomente im Gegensatz zu ihrer als polares
Schwungmoment bezeichneten Summe 1) heifen. Aus demselben
Grunde nennen wir auch den durch 1) festgelegten mittleren Massen-
abstand %, vom Schwerpunkt den polaren Schwungarm, die ent-
sprechenden Abstinde %, und k, in 1a) dagegen die axialen
Schwungarme oder Trigheitshalbmesser.

Wihlen wir als Pol fiir das Schwungmoment einen andern, vom
Schwerpunkt um s bzw. z,, y, entfernten Punkt O, so zwar, dal

o +é=z, yotn=y, x+y' =s" 2?'fy’=+"
ist, so sind die axialen Schwungmomente in bezug auf das neue
Kreuz O XY mit Riicksicht auf 2)

Zma?=2mx,+&=mx?+ Zmé&*)

Imyt = Zm g = w4 Sma? ?

und das neue polare Schwungmoment
Zmr?=ms*4+Zmr% . . . . . . . 3a)
woraus dann unter Einfithrung der Schwungarme Fk, k,, k durch
Zmx=mk?, Zmy’=mkp, Zmv *=mk® . . 3b)

auch folgt
k*=s"4-k, k' =x+k" k] =y, Jk2. . 3¢
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Die Schwungmomente in bezug auf einen beliebigen Pol
und zwei zueinander senkrechte Achsen durch denselben
ergeben sich also aus den Schwungmomenten in bezug auf
den Schwerpunkt und zwei den vorigen parallele Achsen
durch denselben durch Hinzufiigung der hierauf bezogenen
Schwungmomente der im Schwerpunkt vereinigten Gesamt-
masse.

Da die Schwungmomente weiterhin als Summen von
Einzelmassen mit Abstandsquadraten im Gegensatz zum
statischen Moment nicht verschwin-
den kénnen, so nehmen sie in bezug
auf den Schwerpunkt und auf Schwer-
achsen Kleinstwerte gegeniiber allen
andern Polen wund Parallelachsen
durch diese an.

\

\
’
\7 ’
N f
\

7

mn
[
|
|
i
1
|
|
i

Drehen wir dagegen das Achsenkreuz ¢
im Schwerpunkt um den Winkel ¢, Abb. 222, 0 ¢
so stehen die neuen Achsenabstéinde &', 5’ Abb. 222,
mit denurspriinglichen &% in denBeziehungen
§'=Ecospt-ysing, n'=mncosp—~E&sing, . . . 4)
also ist &2 =£%cos® ¢ | n?sin? o2&y singcos @
7'?=E%sin* ¢+ nlcos?p —2&ysinpcosg . 4a)

&'y’ =(n?— &%) sin @ cos @ + &7 (cos® p —sin® p).
Daraus ergibt sich durch Erweiterung mit m und Summierung,
wobei die WinkelgroBen als gemeinsame Festwerte anzusehen sind,
mit den Ausdriicken
Zmé&=mk? Zmn =mkp Zménp=my ) 5)
SméE=mk?, Smiy=mk?, me’n’:.my/,},.
von denen wir die neu auftretenden my und my’ als Schleuder-
momente bezeichnen wollen unter Wegheben der gemeinsamen
Gesamtmasse m N
ki2=k2cos’p | k,2sin? p -2 ywsingpcos g
K2 =, ? sin® @ -} k,% cos® p — 2y sin g cos @ . . 6)
v =1wyocos 2 ¢ — (k,® — k,?) sin ¢ cos @.
Zunichst folgt durch Addition der ersten beiden Formeln
B2 K=l —
womit nur ausgesprochen ist, daB fiir das polare Schwung-
moment die Neigung des Achsenkreuzes gleichgiiltig ist.

Fragen wir nun, da die Schwungmomente ja nicht verschwinden
kénnen, nach ihren Scheitelwerten, so erhalten wir dafiir mit

d (kl“’)zo’ d (k’f):O
do do
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die gemeinsame Bedingung
ypeos2 @ — (k> —k,)sinpcosp =1y =0

2 . . 6a)
R

welche nach der dritten Gl. 6) auf ein Verschwinden des
Schleudermomentes fiir das unter dem Winkel ¢, gegen die
urspriinglichen Achsen geneigte Kreuz fiihrt. Dies ist im Gegen-
satz zu den Schwungmomenten darum moglich, weil die Schleuder-
momente aus Produkten m &7 sich zusammensetzen, von denen &
und 5, z. B. auf beiden Seiten einer Symmetrieachse entgegen-
gesetzte Vorzeichen besitzen, so daB zwei "derselben sich wie bei
statischen Momenten aufheben konnen.
Setzen wir mit 6a)

(k,*— k") 4y°
(b —ky®)* + 4 y? ’ (k12 - ksg)e +49

in 6) ein, so erhalten wir fiir die groBten und kleinsten Schwung-
arme k,, k, in bezug auf die dazugehorigen sog. Hauptachsen

cos? 2 @, = sin® 2 p, =

k*1-k2 1 .
A T

a

=0, . 7)

2

fiir die auBerdem kein Schleudermoment besteht. Dessen Scheitel-
wert folgt alsdann aus 6) fiir

k2-+E2 1
kb2= : _;— : _—V(k12_k22)2+4w2

dvy’ ) Y a
— =0, —2ysin2¢—(k*—k?)cos2¢p=0
dy 6b)
by — &y
tg?%——T
zu . 1
wo="|_'§1/(k12—k22)2—i—4w2, ... .. Ta)
wobei 7
g2, tg2p,=—1, Po—@1=7, - . .. 7b)

ist. Das Achsenkreuz des absolut gré6Bten Schleuder-
momentes halbiert also die Winkel der Hauptachsen.

Schreiben wir nunmehr fiir die Hauptschwungarme an Stelle

von 6) k2 ==k,*cos® ¢ +k,* sin® ¢ |- 2 ysin g cos ¢

k2?=k?sin’ ¢ | k,%cos’p — 2ysinpcosp ¢, . . 8)
0=1 cos 2 ¢ — (k> —k,?) sin @ cos ¢,
so folgt aus den ersten beiden Formeln

k2—k?=(k?—k?)cos2¢p -} 2ysin2¢
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und mit Hilfe der dritten Formel 8)

A A kP —k

2
kPt _ Rk
b cos2¢  singcosg’ v tg2p. 8a)

a

AR
2
Damit ist das Schleudermoment durch die beiden zugehérigen
Schwungarme und den Neigungswinkel der Achsen gegen die Haupt-
achsen bestimmt.
Sind dagegen die Hauptachsen mit den zugehorigen Haupt-
schwungarmen k,, k, vorgelegt, so ist fiir ein anderes um ¢ ge-
neigtes Achsenkreuz nach 6)

ka2 + kb2 ka2 . kb2
5 -+ 5 cos 2¢

k?=k,cos® p +k,?sin® o=

-

2 2 2__ 7.2
k2 =EFk? sin“’(p—[—kb?cos?(p:k“ —];kb ks 5 B cos 2¢ ¢ 9)
ke —E7
w=—7——sm2¢,

wonach sich also beliebige Schwungmomente und das zugehorige
Schleudermoment aus den Hauptschwungmomenten und der Neigung
gegen die Hauptachsen berechnen lassen.

Fir nicht durch den Schwerpunkt
gehende Achsen erhalten wir schlieBlich mit

r=x,-+& y=y,+n

fiir das Schleudermoment wegen 2)
Smry=mzyy,--2méy . . 10)

oder kiirzer y”=x,y,+v, . . . 10a) Abb, 293,

go daB also der auf die Schwerachsen be-
zogene Wert von y nur um die Rechtecksfliche x,y, zu vermehren
ist, um den Wert fiir die neuen Achsen zu erhalten.

Die vorstehende, durch Wegheben der Masse aus den Gleichungen
schon ganz geometrische Ermittlung 1iBt sich auf doppelte Weise
auch bildlich durchfithren. Umschreibt man némlich in Abb. 223
eine Ellipse mit den beiden Halbachsen k,, k, mit einem Rechteck,
dessen eine Seite um ¢ gegen die groBe Achse geneigt ist, so ge-
niigen die halben Rechteckseiten a, b bzw. die Lote vom Schwer-
punkt auf dieselben den ersten beiden Gleichungen 9) und stellen
demnach, wenn k,, k, Hauptschwungarme sind, die der Achsen-
neigung ¢ zugehdrigen Schwungarme dar. Deshalb wollen wir diese
Ellipse auch als Tragheits- oder Schwungellipse der Massen-
gruppe oder der Scheibe bezeichnen. Fir k,=Fk,=a="0 geht sie
in einen Kreis, das umschriebene Rechteck in ein Quadrat iiber und
die Schwungmomente haben fiir alle Richtungen denselben Wert.

Um gleichzeitig auch das Schleudermoment zu erhalten, hat
Mohr die zweite Form der Gl 9) durch einen Kreis vom Durch-
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messer k?—k,? dargestellt, Abb. 224, der auf einer Achse von O
aus die Liangen k> und k,> abschneidet. Dann ergeben die Ab-
szissen der Punkte eines Durchmessers mit dem Neigungswinkel 2 ¢
sogleich die Schwungarme ,* und %,?, die Ordinaten aber die GroBe .

Hiernach geniigt fiir alle Félle die Ermittlung der Hauptschwung-
momente, die wir auf zeichnerischem Wege schon in § 49 kennen-
gelernt haben.

4
)
P
AE——
0
Abb, 224, Abb, 225,

1. Beispiel. Fiir eine Gerade, Abb. 225, welche mit dem Neigungs-
winkel ¢ die Achse im Abstande ¢ vom Anfange schneidet, ist mit

== _ Y ds— 9% __ 4y . 1)

8= = =
cos ¢ sine’ cos ¢ Binc

in bezug auf die Achsen

8

28— c? 22+ cx - c?
2 _ 2 R pjg—
shi=) b= = 3
0, ... 1lla)
y3 y2
2 __ | y2de — 2 I
sk, —fy B =gme RT3
0

und in bezug auf parallele Schwerachsen mit den Schwerpunktsabstinden

[
—2’_ =x_§7 ?/ozg:y—’?

x0=

2 __ 2 2 —
kliP=k2— 2=

- =L G Y

3 0 3

y® v _ ¥ 7
—k2—y2—< __go_J __Jo __ T
kb kg i’/o 3 Yo 12 3 3’

wenn & und 7 die symmetrischen Endwerte der Abstinde auf den Schwer-
achsen bedeuten. Natiirlich hétte man auch umgekehrt erst k, k; berechnen
und daraus k,, k, bestimmen kénnen. Fiir das Schleudermoment erhalten wir
nach Gl. 8a) in bezug auf die Schwerachsen

2 __ 2
p=* 6’7 tg2¢ ... ... 11¢)

und nach 10a) fiir das um ), y, aus dem Schwerpunkt verschobene Kreuz

t__pe

w”=x0y0~[—§ 5 tg2e. .. c e oo .. 119)
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2, Beispiel. Fiir das Kreisbogenstiick nach Abb. 130 vom Halb-
messer r und den Winkeln ¢; und ¢, der Endhalbmesser gegen die x-Achse ist

rx=rcos¢g, y=rsing, ds=rdg, s=r(p,—eg). . . . 12)

$ {2 3 i 0y — 8 )
skl'-’:fx‘-’ds:r’(cos2¢d¢:r—<q)g—lpl+w’gﬂ>]
0 T 2 2
12a)
4 . o N
skt= [ y?ds =1’ fsm-(rdtp_—72—<¢,_Z——q;1_sm2% 0 Smg&)

VAt

und bei symmetrischer Lage um die y-Achse also fiir ¢, + ¢, =z, ¢,— ¢, =2¢,
sin 2 %> r? sin ¢ 2 @
2 — 1 —_— — - VO
k= ( 2o ) k,? ( )

mit verschwindendem Schleudermoment. Dagegen folgt der polare Schwung-
arm k, aus 12a) ganz allgemein aus

A 12¢)

da hier alle Léngenelemente, die man sich mit Masse gleichmaBig belegt denken
kann, denselben Abstand r vom Anfang O haben.

3. Beispiel. Ein Rechteck mit den Seitenlingen 2a und 2b liefert
nach Abb. 226 in bezug auf dazu parallele Schwerachsen

dF=2ady, oder dF =2bd&, F:==4ab . 13)
-\:w 4 a? d7
02 == [E2dF = 2b [ dE=_-a’b, 2=
Fhkp=[&dF b_L d 39 b, k 31
" 4 5 { 13&) T
Fk,,-rfz [ 2 dF—?a]n2d7}——'~ab’ k/,2:§J 2 ¢
und in bezug auf einen Eckpunkt mit x,==a, y,=0b b Rl
o . S 4
kl':k,,"~.,—-x0":*3a‘, k.’——k/, " Jl] *gb, 13]))
withrend fiir das Schleudermoment sich hier mit ¢ =0 Abb. 226
py=z,y,=ab . . . . .. . . 13¢)

ergibt.
4. Beispiel. Fiir die Fldche eines Kreises mit dem Halbmesser a
haben wir zunichst das ringformige Element dF —2xrdr, F-=—=aa?, also

a zat 2
Fhp=2xrdr="To",  ki=2 ... .. ... 14)
0 2 2
. . L2 o
und daher die einander gleichen axialen Schwungarme k*= k__,'-’—_—é’ =7

Fiir den Kreisring mit den Halbmessern », <7, und F = x(r,> —r?) ergibt
sich demgemB
ka:g(r;~r14>. k=2 7”1 =22 =2k2 . ...lda)
b. Beispiel. Fiir eine Ellipsenflache, Abb. 132, mit den Halbachsen a
und b gilt in bezug auf den Mittelpunkt

r=acosy, y=bsiny, dex=—asinydy, dy=bcosydy ) 15)
dF =zdy=abcos*ydy oder dF =yder=—absin’®ypdy ’
also Fk?==[a2*dF = [a*yde——a'b ] sin? y cos? y dyp | 15 )
g . . . .« . 1oa
Fhe= [y dF = [yady— ab®| sin‘*’wcos‘zwdw}

Lorenz. Techn. Physik. I. 1. 2. Aufl. 18
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Beschrinken wir uns auf einen Quadranten, so ist die Integration zZu er-

strecken zwischen den Grenzen yw =0 und '(p-— also folgt mit F—=- ab

b? a®+b* .

kf:z, k‘32:Z’ ky? = + . 15b)
Die Schwungarme dndern sich auch nicht, wenn wir statt des Quadranten die
halbe oder ganze Ellipsenfliche ins Auge fassen, da das Schwungmoment in
diesen Fillen im Verhdltnis der Flichen zunimmt. Weiter erkennt man aus
15b), daB die Schwungellipse hier einfach eine der vorgelegten dhnliche mit
halben Abmessungen ist. Da ferner die Schwerpunktsabstinde der Ellipsen-
quadranten von den Achsen 4a

_4a A0
=g BTEg
sind, so ergeben sich fiir die hierauf bezogenen Schwungarme
1 16 < 1 16 >
r2__ et 2. pe
Ell=a <4 53) k, b 1798 15¢)

Um schlieBlich das Schleudermoment des Quadranten zu ermitteln, miilten
wir die Richtung seiner Hauptachsen kennen. Da diese nicht von vornherein
feststeht, miissen wir auf die Grundformel 5) zuriickgehen, also

sz*jxde—ffxydxdy fszy ...... 16)

{
setzen, woraus sich mit 15) v

b1 7T
2 2
. R ’ azb?
Fy=a?b%| cos®ysiny dy = — a?b* | cos® y d (cos y) = T
0 0 .16 a)
ab
d =
oder Y= J
fiir die beiden Ellipsenachsen und fiir die Parallelen durch den Quadranten-
schwerpunkt
ab 16
Y=y —xyy,= l—g; e e e e e . 16b)
ergibt. Also ist nach 8a) die Neigung der Hauptachsen des Quadranten gegen
die Ellipsenachse gegeben durch 1 16
2y’ 2 2ab a 9=
L SN ST Lo 16
B2 = m _GE T A1 16 °)
492

X1II. Reibungsfreie Bewegung starrer Scheiben.

§ 61. Allgemeine Theorie der Scheibenbewegung. Die ebene
Bewegung einer starren Scheibe ist, wie wir in § 57 gesehen haben,
vollig bestimmt durch die Verschieb<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>