Lehrbuch

der

Technischen Mechanik

Von

Dr. phil. h. . Martin Griibler

Professor an der Technischen Hochschule zu Dresden

Zweiter Band
Statik der starren Korper

Zweite, berichtigte Auflage
(Manuldruck)

Mit 222 Textfiguren

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH
1922



Lehrbuch

der

Technischen Mechanik

Von

Dr. phil. h. ¢. Martin Griibler

Professor an der Technischen Hochschule zu Dresden

Zweiter Band
Statik der starren Korper

Zweite, berichtigte Auflage
(Manuldruck)

Mit 222 Textfiguren

Springer-Verlag
Berlin Heidelberg GmbH
1922



Alle Rechte,
insbesondere das der Ubersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten.

ISBN 978-3-662-31860-7 ISBN 978-3-662-32687-9 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-662-32687-9

Copyright 1919 by Springer-Verlag Berlin Heidelberg
Urspriinglich erschienen bei Julius Springer in Berlin 1919.



Vorwort.

Was in der Vorrede zum ersten Teile dieses Buches beziiglich
des Zieles gesagt wurde, das diesem Lehrbuch gesteckt ist, gilt
natiirlich auch fiir den vorliegenden II. Band; insofern wére hier
nichts anzufiigen. Wohl aber diirfte es nicht iiberfliissig erscheinen,
einige erliuternde Bemerkungen zu dem Ubergang. von der rein ab-
strakten Bewegungslehre zur konkreten Dynamik materieller Korper
hier aufzunehmen, der den Inhalt der beiden ersten Kapitel dieses
Bandes bildet.

Unzweifelhaft hat dieser Ubergang, d. h. die mathematische Ein-
kleidung der Grundlagen der Mechanik, insbesondere die Einfiihrung
des Masse- und Kraftbegriffes, nicht unbedeutende Schwierigkeiten.
Ich habe diese dadurch zu iiberwinden gesucht, daB ich Masse und
Gewicht als identische Begriffe, bzw. GroBen betrachte. Das ist
moglich, wenn das Wort ,Gewicht“ seiner eigentlichen sprachlichen
und volkstiimlichen Bedeutung gemifl verwendet wird, zufolge deren
unter dem Gewicht eines Korpers das Ergebnis seiner Wigung auf
der Hebelwage zu verstehen ist. Damit wird die Masse zu einem
leicht- und gemeinverstindlichen Begriff, nimlich dem der Stoff-
menge, denn im Alltagsverkehr benutzt man immer die Wigung zur
Bestimmung von Mengen eines Stoffes. Diese landliufige Auffassung
reicht auch fiir die wissenschaftliche Mechanik wigbarer Korper aus,
denn in ihr hat die Masse keine andere Bedeutung, als die einer
physikalischen Konetanten, die fiir jeden Korper eine bestimmte
GroBe besitzt und dem Gewicht des Koérpers proportional ist. Das
Verhiltnis der Massen von Kérpern ist sonach das ihrer Gewichte
und daraus folgt unmittelbar, dafl der Massenbegriff der Mechanik
durch den des Gewichtes ersetzt werden kann. Der Ubergang von
der Bewegungslehre zur Dynamik matericller Punktsysteme geschieht
sonach in einfachster Weise durch Hinzunahme einer einzigen physi-
kalischen Konstanten, und diese hat den Vorzug, eine anschauliche,
allen verstindliche GroBe zu sein, nimlich die des Gewichtes der
Korper. Damit wird zun#chst die mathematische Formulierung des
Kraftbegriffes ermoglicht. soweit die Kraft als Ursache wirklicher



v Vorwort.

Beschleunigungen in Betracht kommt. Die Erweiterung des Kraft-
begriffes stiitzt sich auf den Arbeitsbegriff und die Definition der
sWitkung¢ einer Kraft als deren .Arbeit. Diese filhrt dann syste-
matisch zur Definition des , Gleichgewichtes“ der Krifte, aus
dem in natiirlicher Entwickelung die Begriffe der inneren (Stiitz-)
Krifte und der Spannung hervorgehen.

In solcher Weise lassen sich die wesentlichsten Begriffe und
Sitze der Mechanik starrer Korper einheitlich und systematisch ent-
wickeln, und das war stets das Hauptziel meiner Vorlesungen, da
ich auf diesem Wege das Verstindnis der Mechanik meinen Hérern
erleichtern zu konnen hoffte. M&chte es mir gelungen sein, auch
in diesem Buche die Klarheit im Aufbau der Mechanik zu erreichen,
die ich im Interesse eines vollen Verstindnisses und richtiger,
zweifelsfreier Anwendungen der Mechanik besonders auf den tech-
nischen Gebieten als notwendig erachte.

Meinem Assistenten, Herrn Dr. H. Alt, danke ich an dieser
Stelle herzlich fiir seine Mitarbeit an den Figuren und der Kor-
rektur der Druckbogen. Dem Verleger aber mochte ich fiir das
auch bei diesem Bande beziiglich der Drucklegung bewiesene Ent-
gegenkommen und die im Interesse meiner derzeitigen Horer so
erwiinschte Beschleunigung des Erscheinens des Werkes hier einen
wirmsten Dark zum Ausdruck bringen.

Oberstdorf im Allgiu, September 1919.

M. Griibler.

Vorwort zur 2. Auflage.

Die vorliegende 2. Auflage unterscheidet sich von der ersten
nur durch die Verbesserungen und Berichtigungen im Text und in
den Figuren, auf die ich z. T. von den Herren Ivan Arnovljevic,
Professor an der Universitit Belgrad, und Studienrat Dr. Hoch-
steiner in Dresden dankenswerter Weise aufmerksam gemacht
wurde; im iibrigen ist sie unverdndert geblieben.

Wustrow, August 1922,

M. Griibler.
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Statik der starren Korper.

Erstes Kapitel.

Die physikalischen Grundlagen der Mechanik.

Die wissenschaftliche Mechanik stellt sich die Aufgabe, Zustinde
und Zustandsinderungen, wie wir sie in der Erfahrungswelt sinnlich
wahrnehmen, im voraus zu bestimmen. Darunter soll die mathe-
matische Festlegung der Zustinde und Vorgénge, also ihre Voraus-
berechnung verstanden werden. Es leuchtet ohne weiteres ein, daB
dies nur moglich ist fiir solche Zustinde und Vorgénge, die gesetz-
mifig eintreten, bzw. ablaufen. Uunter der GesetzmiBigkeit verstehen
wir hierbei, da unter den gleichen Verhéltnissen und Bedingungen
der gleiche Zustand eintritt und die Zustandsénderung in der gleichen
Weise sich abspielt. Die erwihnte Vorausberechnung stiitzt sich
darauf, daB 1. der Zusammenhang der GroBen, welche von EinfluB
auf den Zustand, bzw. die Zustandsinderung sind, mathematisch
formulierbar sei, 2. dieses so formulierte Naturgesetz durch eine hin-
reichende wissenschaftliche Erfahrung gesichert werde, 3. das Gesetz
auch in Zukunft bestehen bleibt.

Die Erkenntnis der GesetzmiBigkeit von gewissen Zustinden
und Vorgéngen in der sinnlich wahrnehmbaren Welt beruht wesent-
lich auf physikalischen Beobachtungen und Messungen von GréBen,
zwischen denen ein Zusammenhang besteht. Letzterer wird ausge-
driickt durch mathematische Formeln und Gleichungen, in denen
neben den verinderlichen GriBen auch Konstanten auftreten. Diese
Konstanten, auch Koeffizienten genannt, sind die Invarianten bei
den Vorgingen; die Formeln und Gleichungen geben die Vorginge
und Zustinde nur innerhalb der Grenzen wieder, die der physika-
lischen Beobachtung, bzw. Messung gesetzt sind, und das auch nur
als Anniherungen an die Wirklichkeit von gréBerer oder kleinerer
Genauigkeit. Die Aufstellung der Formeln und Gleichungen ist dabei
keine willkiirliche, sondern erfolgt auf Grund theoretischer Uber-
legungen und Anschauungen iiber das Naturgeschehen auf dem Ge-
biet, innerhalb dessen die Erscheinungsgruppe liegt. Je weniger Ver-

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. IIL. 1
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suchskonstanten in die Formel oder Gleichung aufzunehmen sind,
um das betreffende Naturgesetz bei gleicher Annéherung an die
Wirklichkeit auszudriicken, und je weiter die Grenzen des Giiltig-
keitsbereiches des Gesetzes, um so vollkommener ist die dem Natur-
vorgang zugrunde gelegte Theorie. Die sogenannten Naturgesetze
sind sonach sowohl von der Erfahrung, als von der Theorie abhingig.
Sie sind daher auch nicht unverinderlich. Im Gegenteil miissen sie
sowohl den Fortschritten der physikalischen Beobachtungen und
MeBmethoden, als denen der Theorie sich anpassen. Von welcher
Bedeutung das ist, wird durch den in der Gegenwart sich vollziehenden
Wandel in den Grundlagen der wissenschaftlichen Mechanik dar-
gelegt, der durch die Relativitétstheorie herbeigefithrt wurde.

Zum Aufbau der wissenschaftlichen Mechanik bedarf es in erster
Linie der Ergebnisse der Bewegungslehre, die sich ja ganz abstrakt
aus den Begriffen von Raum und Zeit entwickeln lieBen, also ohne
Bezugnahme auf Erfahrung und Versuch. Die Erforschung der Be-
wegungsvorginge in der sinnlich wahrnehmbaren Erscheinungswelt
oder, wie man sich hdufig kurz ausdriickt, in der Wirklichkeit hat
jedoch gezeigt, dal die stoffliche Beschaffenheit der bewegten Korper
einen gewissen EinfluB auf diese Vorginge hat, und zwar ist es eine
ganz bestimmte, allen Stoffen zukommende Eigenschaft, auf der dieser
EinfluB beruht. Diesem mufBl in den mathematischen Grundlagen
der Mechanik Rechnung getragen werden, wenn sie die wirklichen
Vorginge wiedergeben sollen, und das geschieht durch die Einfithrung
einer weiteren GroBenart in die Mechanik, die wir die Stoffmenge
oder Masse der Korper nennen wollen. Jede derartige GréBe ist
als eine physikalische Konstante anzusehen, die in weiten Grenzen
sich unabhingig von Raum und Zeit erweist, wie eine lange wissen-
schaftliche Erfahrung festgestellt hat, und fiir jeden Ko&rper einen
ganz bestimmten Wert besitzt. Ihre Einfilhrung in die Mechanik
hat sich als sehr zweckmifBig erwiesen, da mit ihrer Hilfe die Grund-
gleichungen der Mechanik eine ' verhiltnisméBig einfache Gestalt an-
nehmen. Die Stoffmenge oder Masse genannte GréBe ist zwar einer
eigentlichen Definition ebensowenig zuginglich, wie die Begriffe
von Raum und Zeit, aber sie teilt mit letzteren den Vorzng un-
nmittelbarer MeBbarkeit, d. h. die Stoffmengen oder Massen zweier
Korper lassen sich zahlenmiBig vergleichen. Bei zwei Korpern aus
dem gleichen Stoff ist das sehr einfach méglich mittels der Raum-
inhalte der Korper, da deren Massenverhiltnis gleich dem der Volu-
mina ist. Zwei Korper aus gleichem Stoff haben sonach gleiche
Stoffmenge oder Masse, wenn sie gleiches Volumen besitzen. Bestehen
dagegen zwei Korper aus verschiedenen Stoffen, so wird eine genaue
Vergleichung, also Messung ihrer Stoffmengen méglich durch die
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Eigenschaft der Wigbarkeit, die bekanntlich allen Stoffen zukommt,
unabhiingig von ihren sonstigen physikalischen und chemischen
Eigenschaften. Die Masse oder Stoffmenge. der Korper genannte
physikalische Konstante verhilt sich ndmlich, wie eine reiche wissen-
schaftliche Erfahrung gezeigt hat, genau wie das Gewicht der Korper,
falls unter ,Gewicht“ eines Kérpers das Ergebnis seiner
Wigung auf der Hebelwage verstanden wird. Letztere Begrifis-
bestimmung ist notig, weil leider in einzelnen Wissenschaftsgebieten
noch immer das Wort ,Gewicht® in einem Sinne verwendet wird
der weder sprachlich noch wissenschaftlich berechtigt ist. Darauf
soll weiterhin eingegangen werden. Vorbehiltlich spiterer begriff-
licher Erweiterungen wollen wir daher festsetzen: Zwei Korper
sollen gleiche Stoffmenge oder Masse besitzen, wenn sie
gleiches Gewicht haben.

Durch diese Festsetzung wird weder eine Definition der Masse
oder Stoffmenge, noch des Gewiciites gegeben, sondern nur der Weg
vorgeschrieben, auf dem die Messung, d. h. die zahlenmiflige Ver-
gleichung der Massen von Korpern erfolgen soll. Und es mag schon
hier darauf hingewiesen werden, daB der Annahme, Gewicht und
Masse seien inhaltsgleiche Begriffe, von seiten aller wissenschaftlichen
Erfahrung nichts entgegensteht.

Bezeichnet m die Masse oder Stoffmenge eines Korpers, und
m, die eines willkiirlichen Vergleichskorpers, so ist (vgl. hierzu die
Einleitung zur Bewegungslehre, S. 2) das Verhédltnis m:m; eine reine
Zahl, die mit { bezeichnet werden mag; sie hat dieselbe GréBe, wie
das Verhiltnis der Gewichte beider Korper. Benutzt man m, als
Einheit oder Ma3 der Massen, dann laB8t sich die Masse m eines
jeden Korpers schreiben in der Form
1) m={_-m;.

Diese Beziehung bleibt die gleiche, wenn wir untér m das Gewicht
eines Korpers und unter m; die Gewichtseinheit verstehen.

Die mit m bezeichnete physikalische Konstante, die wir kiinftig
nur noch die Masse des betreflenden Koérpers nennen wollen, hat
ihre grundlegende Bedeutung fiir die Mechanik dadurch erlangt, daf3
sie mit den Beschleunigungen der wirklichen Bewegungen der Ko6rper
in engstem Zusammenhange steht. Um letzteren darlegen zu konnen,
ist es erforderlich, den Begriff des Korpers anders zu fassen, als in
der Bewegungslehre. Dort verstanden wir unter einem Kérper eine-
Abstraktion, nimlich eine Anzahl geometrischer Punke. Im folgenden
dagegen soll darunter ein begrenzter Raumteil verstanden werden,
der mit Stoff oder Materie erfiillt ist; wir wollen ihn kurz mate-
riell nennen. Bei der Bewegung eines Korpers haben, wie die Be-

1*
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wegungslehre zeigt, die verschiedenen Kérperpunkte im allgemeinen
nach GréBe und Richtung verschiedene Beschleunigungen, ausgenommen
den Fall der Schicbung genannten Bewegung starrer Koérper. Im
allgemeinen ist daher nur fiir den einzelnen Punkt die Beschleunigung
nach Gréfe und Richtung bestimmt.

Mit Riicksicht auf méglichst kurze Ausdrucksweise empfiehlt es sich,
an Stelle des Begriffes Kérper den des materiellen Punktes einzu-
fiilhren, worunter wir einen materiellen Kérper verstehen wollen von
so kleinen Abmessungen, dal letztere gegeniilber den Abmessungen
seiner Bahn als einfluBlos betrachtet werden konnen, oder anders
ausgesprochen: da wir den Korper phoronomisch als Punkt, physi-
kalisch aber als materiellen Korper von bestimmter endlicher Masse
behandeln konnen. So betrachten wir z. B. ein Geschofl oder einen
Planeten h&ufig als materiellen Punkt. trotzdem in beiden Fillen
die betreflenden Kérper verhiltnismifig grofe Abmessungen be-
sitzen.

Die physikalischen Messungen an den wirklichen Bewegungen
materieller Ko6rper auf der Erde, sowie die astronomischen Beob-
achtungen an den Bewegungen der Himmelskérper haben nun zu
zwei grundlegenden Naturgesetzen gefiihrt, auf denen die wissen-
schaftliche Mechanik der wigbaren Korper sich aufbaut; sie lassen
sich unter Benutzung der Begriffe der Beschleunigung und des ma-
teriellen Punktes wie folgt ausdriicken:

I. Die Beschleunigung der wirklichen Bewegung eines
materiellen Punktes anderen Korpern gegeniiber ist nach
GroBe und Richtung unabhingig von der GréBe und den
physikalischen und chemischen Eigenschaften der Masse
des Punktes.

II. Die GroBe und Richtung der Beschleunigung eines
materiellen Punktes in seiner Bewegung gegeniiber anderen
materiellen Punkten ist abhingig von der gegenseitigen
Lage aller Punkte, sowie von den GréBen der Massen der
anderen Punkte, dagegen nicht von der Zeit.

So ist z. B. die Beschleunigung des freien Falles an der Erd-
oberfliche im luftleeren Raume an derselben Stelle des Erdkérpers
die gleiche nach GréBe und Richtung fiir alle materiellen Kérper,
wie verschieden auch ihre Massen nach GréBe und chemischer Zu-
sammensetzung sein moégen. Andrerseits aber besitzt ein materieller
Punkt an verschiedenen Orten der Erde nach GréBe und Richtung
verschiedene Beschleunigungen; die Beschleunigung des freien Falles
ist sonach eine Funktion des Ortes, da sie sich mit der Lage des
Punktes gegen den Erdkorper &ndert. Von der Zeit dagegen ist die
Beschleunigung des freien Falles ganz unabhingig.
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Ahnlich verhalten sich die Beschleunigungen der gegenseitigen
Bewegungen der Himmelskorper, denn diese werden nur bestimmt
durch die GroBen der Massen der sie umgebenden Himmelskérper,
und auch sie erweisen sich unabhidngig von der Zeit.

Zweites Kapitel.
Der Begriff der Kraft.

Das Kausalitiatsbediirfnis des Menschen fithrt ihn dazu, sinnlich
wahrnehmbare Vorginge, besonders die regelmiBig verlaufenden, als
die Wirkungen von Ursachen aufzufassen. Bei der Suche nach den
Ursachen 148t er sich, wenn auch meist unbewuBt, durch die Vor-
ginge im eignen Korper leiten. So gelangt er auch dazu, die Be-
schleunigungen der wirklichen Bewegungen, die als Anderungen von
Grofle und Richtung der Geschwindigkeiten materieller Korper in
die Erscheinung treten, als Wirkungen von Ursachen aufzufassen.
Da er die Wahrnehmung macht, da es einer gewissen Anstrengung
bedarf, materielle Korper in Bewegung zu setzen, oder in Ruhe zu
bringen, oder endlich ihre Bewegungsrichtung zu &ndern, also einer
Betitigung seiner Muskelkrifte, co kommt er folgerichtig zu dem
SchluB, daB das Auftreten von Beschleunigungen auch in allen an-
deren von ihm unabhéngigen Vorgingen auf das Wirken von Kraften
zuriickzufilhren cei. Wenn nun auch damit noch kein niherer Auf-
schluB iber die Natur dieser Krifte gewonnen wird, so ermég-
hichen doch die im ersten Kapitel angefiihrten Naturgesetze eine Be-
stimmung wenigstens des Sitzes derselben. Nach dem Gesetz I
muB die Ursache der Beschleunigung auerhalb des bewegten Korpers
liegen, weil Groe und Eigenschaften seiner Masse erfahrungsgemif
keinen EinfluB auf seine Beschleunigung haben, und nach II viel-
mehr von den Massen der umgebenden Korper ausgehen. Die
letzteren miissen es also sein, die eine Kraftwirkung auf den be-
wegten Korper ausiiben, wenn auch keine so unmittelbare, wie die
vorher erwihnte der Muskelkriifte des menschlichen Kérpers.

Die angestellte Betrachtung wird besonders anschaulich bei den
Korpern an der Erdoberfliche. Diese haben an der gleichen Stelle
der Erde die Beschleunigung des freien Falles, die ganz unabhingig
von der GroBe und den Eigenschaften der Masse dieser Korper ist.
Da die Fallbeschleunigung die Richtung nach der Erdmitte hin hat,
so verlegen wir die Ursache der Beschleunigung in den Erdkorper
und stellen uns den EinfluB des letzteren auf den fallenden Ko6rper
in Form einer Kraft vor, die wir unter dem Namen der Schwere
oder Schwerkraft des Korpers kennen und mit deren Hilfe wir auch
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noch andere Vorginge und Wahrnehmungen einheitlich zu erkliren
vermogen.

Wenn wir z B. einen Korper auf die Handfliche legen, so
nehmen wir in der Stiitzfliche des Kérpers ein Gefiihl wahr, das
gewohnlich als Druckempfindung bezeicknet wird. Das gleiche Ge-
fiilhl kénnen wir aber hervorrufen, indem wir mittels der Muskel-
krifte der anderen Hand auf jene Stelle driicken; es liegt deshalb
nahe, das Zustandekommen der Druckempfindung auch im ersteren
Falle einer Kraft zuzugchreiben und diese kann dann nur die Schwer-
kraft des Korpers sein. Durch shnliche Uberlegungen gelahgen wir
zu dem SchluB, daB die Anstrengungsempfindungen beim Tragen und
Heben schwerer Korper auf die Schwerkraft der letzteren zuriick-
gefilhrt werden kénnen.

Endlich sind es namentlich Beobachtungen an elastischen Kor-
pern, welche die angefiihrte Auffassung unterstiitzen. Befestigen wir
z. B. einen elastischen Stab in horizontaler Lage an einem Ende und
bringen an einem anderen Ende einen schweren Korper an, so be-
merken wir, daB der Stab sich biegt und das belastete Ende um
einen bestimmten Betrag sich senkt. Die gleiche Gestaltsveriinde-
rung konnen wir aber erzielen durch die Muskelkraft unseres
Armes und daraus schlieBen wir, daf3 der schwere Korper in glei-
cher Weise auf den Stab wirken miisse, wie eine Kraft, also nur
durch seine Schwerkraft, die von dem Erdkérper auf ihn aus-
geiibt wird.

Die Verallgemeinerung der angestellten Betrachtungen fithrt zu
der Erkenntnis, daB sich eine groBe Reihe von beobachtbaren Zu-
stinden und Vorgingen einheitlich erkliren 1d8t als Wirkungen einer
einzigen Ursache. Wir wollen letztere Kraft nennen, zunichst in
einem noch nicht hinreichend bestimmten Sinne.

Um zu einer der mathematischen Formulierung zuginglichen
Definition des Kraftbegriffes der wissenschaftlichen Mechanik zu ge-
langen, haben wir noch die Beobachtungen zu beriicksichtigen, welche
MaBbeziehungen ergeben. Da ist in erster Linie die Wahrnehmung
heranzuziehen, daB die Anderungen der GréBe und Richtung der
Geschwindigkeiten materieller Korper durch unsere Muskelkraft um
80 groBere Anstrengungen erfordern, je groBer diese Anderungen sein
sollen. Unter Benutzung der Ergebnisse der Bewegungslehre liSt
sich das kurz so ausdriicken, daB die Krifte, welche materiellen
Koérpern Beschleunigungen erteilen, um so grofer sein miissen, je
groBer die Beschleunigungen sind. Da die Kraft als eine zu defi-
nierende GréBe zu betrachten ist, so wollen wir sie proportional der
Beschleunigung setzen. Wir machen aber ferner die Wahrnehmung,
daB die Anstrengung mit der Masse der bewegten Korper wichst,
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wenn wir die GroBe und Richtung ihrer Geschwindigkeit zu &ndern
bemiiht sind. Wir haben daher andererseits die Kraft, welche einem
materiellen Korper eine gewisse Beschleunigung erteilt, um so gréB8er
zu nehmen, je groBer seine Masse ist; wir setzen deshalb die GroBe
der beschleunigenden Kraft eines materiellen Korpers auch propor-
tional seiner Masse. Bezeichnet m die Masse eines materiellen Punktes
and b seine Beschleunigung, so setzen wir demnach die GréBe der
Ursache der letzteren, d. i. die beschleunigende Kraft

{n P=m-b.

Durch vorstehende Beziehung wird nicht nur das mathematisch de-
finiert, was wir beschleunigende Kraft nennen, sondern auch die
Moéglichkeit gegeben, Krifte zu messen.

DaB die Beziehung (I) ihre Bedeutung auch in den Fillen be-
hilt, wo es sich nicht um die Erteilung von Beschleunigungen, son-
dern um andere Wirkungen der Krifte handelt, mag hier nug kurz
erliutert werden. Bei der vorerwihnten Erzeugung des Druck-
gefiihles in der Haut der Hand, die einen schweren Korper stiitzt,
nimmt die Intensitét des Druckes unter sonst gleichen Umsténden
mit der Masse des gestiitzten Korpers zu, wie die Beobachtung un-
mittelbar lehrt; es wichst sonach die Stérke jener Empfindung mit
der Schwerkraft des Korpers, und hieraus geht hervor, daB die
letztere Kraft mit der Masse des Korpers zunimmt. Zu dem gleichen
Schlusse werden wir gefiihrt durch die Wahrnehmungén an den
Empfindungen in den Muskeln des menschlichen Kérpers beim Tragen
und Heben schwerer Korper; das Anstrengungsgefiihl wichst mit
der Masse und folglich der Schwerkraft der Kérper. Endlich haben
sorgfaltige Messungen an elastischen Kérpern bewiesen, daB deren
Gestaltsverinderungen durch Krifte verursacht werden, die mit den
durch die Gleichung (I) definierten iibereinstimmen.

Ganz allgemein 148t sich sagen, da alle bisherigen wissenschaft-
lichen Versuche und Messungen die Zuverlissigkeit ergeben haben,,
mit der die Gleichung (I) die einschlagenden Vorgiinge in der mate-
riellen Korperwelt mathematisch wiedergibt.

Hervorgehoben mufl werden, daB Krifte nichts sinnlich Wahr-
nehmbares sind, sondern begrifflich definierte GréBen, die wir nur
aus ihren sinnlich wahrnehmbaren Wirkungen erschlieBen. Zufolge
dieser Eigenschaft legen wir jeder Kraft eine Richtung bei und zwar
die der Beschleunigung, welche sie einem materiellen Punkte, auf
den sie wirkt, erteilt. Krifte sind sonach gerichtete GroBen und
als solche durch Vektoren darstellbar. Der materielle Punkt, auf
den eine Kraft wirkt, heiBt der Angriffspunkt der Kraft; letzterer
ist zugleich der Anfangspunkt ihres Vektors. Krifte, die auf mate-
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rielle Punkte wirken, heifen zum Unterschied von Kriften anderer
Art Massenpunktkrafte.

Die beschleunigende Wirkung einer jeden Massenpunktkrait
beschrankt sich erfabrungsgemifl auf ein bestimmtes Raumgebiet,
auBerhalb dessen die Wirkungen der Kraft unmerklich werden. Man
nennt dieses Gebiet ein Kraftfeld und die in ihm auftretende Kraft
die Feldkraft. Es ist die Aufgabe der beobachtenden Physik, das
Vorhandensein von Kraftfeldern festzustellen, und zugleich das
Gesetz zu ermitteln, nach dem sich GréBe und Richtung der Feld-
kraft andern.

Wohl die wichtigsten Krafte sind die, welche die Massen der
materiellen Korper aufeinander ausiiben. Es ist eine Erfahrungs-
tatsache, daB die Masse eines jeden Korpers auf andere Korper-
massen einen beschleunigenden EinfluBl hat, daf also die vorhandenen
Massen durch Krifte auf einander wirken. Man nennt sie Massen-
anziehungs- oder auch Gravitationskrifte, wohl auch allgemeine

Schwere. Ihr Wirkungsgesetz wurde durch

G £ % Newton aus den bekannten drei Kepler-
ke 7y N schen Gesetzen abgeleitet; letztere sind
Fig. 1. von Kepler durch Beobachtungen an den

Planetenbewegungen gefunden worden. Das
Newtonsche Anziehungsgesetz lautet: Sind m, und m, die Massen
zweier materieller Punkte 4, und A, (s. Fig. 1), deren Entfernung

A;I::» betriigt, so iiben sie aufeinander gleich grofle entgegen-
gesetzte Krifte in der Richtung der Verbindungslinie beider Punkte
aus, die sich nach der Beziehung

m, m
2 P =P,=x- 1,.2 *

indern; in dieser bedeutet x eine von den Mafleinheiten abhingige
Konstante — die sogenannte Attraktions- oder Gravitationskonstante.
Beachten wir, da P,=m, b, und P,=m,b,, falls b, und b, die
Beschleunigungen beider Punkte in ihren gegenseitigen Bewegungen
bezeichnen, so wird

m
b1=;\t—22
7
und
m
b2-—x——€1,
r

also b, unabhingig von m, und b, unabhingig von m,, wie das
Gesetz (I) es erfordert. Zugleich erhilt man

m,:m,=b,:b,,
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d. h. die Massen beider Punkte verhalten sich umgekehrt, wie ihre
Beschleunigungen. Diese Beziehung wird verschiedentlich auch zur
Definition des Massenbegriffes verwendet.

DaB die Massen von Korpern aufeinander beschleunigend ein-
wirken, 1a8t sich trotz der auBlerordentlichen Kleinheijt der Anziehungs-
krafte unmittelbar nachweisen und ist das auf verschiedenen Wegen
geschehen. So hat z. B. Cavendish das schon 1789 mittels Versuchen
an einer sehr empfindlichen Drehwage dargetan. Ein leichtes Stab-
(s. Fig. 2) trigt an beiden Enden je eine Bleikugel und ist in der
Mitte D an einem feinen langen Draht aufgehéngt. Gegenuber jeder
Kugel wird in ndchste Nihe eine grofe Eisen- oder Bleimasse ge-
bracht, welche anziehend auf die Kugel wirkt und das Stibchen zur
Drehung um die lotrechte Achse durch D bringt. Durch Umstellen
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Fig. 2. Fig. 8.

o~

der - Bleimassen auf die andere Seite des Stibchens im Zeitmaf der
Schwingungsdauer des Horizontalpendels erhdlt man Schwingungen
von bestimmtem Ausschlag, aus dessen GréBe die Gravitationskonstante
» berechnet werden kann.

Sehr auffallend tritt die Massenanziehung in die Erscheinung,
wenn der anziehende Korper eine verhiltnismiBig groBe Masse be-
sitzt, wie das bei dem Erdkorper der Fall ist. Denn, was wir die
Schwerkraft eines Korpers nennen, ist nichts anderes als die An-
ziehungskraft, welche die Erdmasse auf den K&rper ausiibt. Ist 4
ein materieller Punkt von der Masse m aullerhalb der Erde im Ab-
stande « von deren Oberfliche (s. Fig. 3), so kénnen wir die An-
ziehungskraft der Erdmasse, wenn wir uns letztere als homogene
Kugel vom Radius R denken, ersetzen durch die eines materiellen
Punktes, der im Kugelmittelpunkte M liegt und die Masse M der
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Erde hat. Nach dem Newtonschen Gesetz, also nach Formel (2),
erhalten wir, da hier r= R -}- z ist, fiir diese Kraft

Mm xMm z\ "2
=i T 7)

Ist £ werhiltnism#Big klein gegen R, so konnen wir in der Reihe

z\ 2 x z?
(H'Eé) —1—25 35—

alle Glieder wegen ihrer Kleinheit gegen 1 vernachldssigen und er-
halten als niherungsweisen Ausdruck fiir die Schwerkraft des Korpers

*xMm
S= ‘—"R7'.

Dieser ist von z unabhéngig, was der Tatsache entspricht, daf die
Schwere eines Korpers in ziemlich weiten Grenzen konstant erscheint.
Das gleiche gilt demnach auch von der Beschleunigung des freien
Falles, die sich aus der Beziehung (I) zu
b g — S8 xM

=fo = m_ R?
fimdet. Freilich ist hierbei zu beachten, da der EinfluB der Erd-
drehung auf die GréBe von b nicht beriicksichtigt wurde, wie dies
zufolge der Ergebnisse der Bewegungslehre (Leil I, 13. Kap., S. 127)
erforderlich wéire und demnach g mit g, nicht iibereinstimmt. Ferner
wurde hierbei angenommen, daB die Anziehungskrifte, welche die
anderen Himmelskérper (Sonne, Mond, Planeten usw.) auf den mate-
riellen Punkt 4 ausiiben, vernachlissigbar klein sind, was infolge der
groen Entfernungen wohl niherungsweise richtig ist. DaB derartige
Anziehungskréafte aber da sind und sebr in die Erscheinung treten
diirfen, erkennen wir aus den Vorgingen von Ebbe und Flut; sie
konnen daher nicht ausnahmslos vernachlgssigt werden. Auch kénnen
Massenanziehungen von Gebirgen, Erzlagerstitten und anderer groBer
Massen auf der Erde nicht immer auBer acht gelassen werden, wie
z. B. die Lotablenkungen in der Nihe groBer Berge.

Eine weitere wichtige Gruppe von Kriften bilden die magneti-
schen, elektromagnetischen und elektrischen Krifte, die sich in einem
gewissen Sinne ihnlich verhalten, wie die vorher behandelten An-
ziehungskréfte von Massen. Wirken sie nimlich auf wigbare Massen,
so verhalten sie sich vollig gleichartig den Massenanziebungen, nur
mit dem Unterschiede, daB sie je nach der Art der Pole, bzw. der
Elektrizitdt eine Anziehung oder eine AbstoBung bewirken. die der
Beziehung (I) geniigt.
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Auch die sogenannten Elastizititskrifte fallen unter die letztere
Art von Kriften insofern, als sie anziehend oder abstoSend wirken
konnen. Als ihre Angriffspunkte denkt man sich die kleinsten Teil-
chen fester Korper, deren gegenseitiger Lageniénderung sie einen
Widerstand entgegensetzen. Ist letztere eine Annéherung, so wirken
die Krifte abstoBend, im entgegengesetzten Falle annihernd. Das
Gesetz, nach dem die Elastizititskrafte sich #ndern, ist noch nicht
bekannt. Wohl aber kennt man in einer ganzen Reike von Fiéllen
den mathematischen Zusammenhang zwischen den Gestaltsverinde-
rungen elastischer Kérper und den diese bewirkenden dufleren Kriften
und daraus ergibt sich das Gesetz, nach dem deformierte Koérper
auf andere, z. B. bewegliche Korper wie Krifte zu wirken vermdgen.
Als ein Beispiel mégen die Krifte betrachtet werden, die die elasti-
schen Schraubenfedern bei ihrer Deformation entwickeln; sie wirken
abstoBend bei einer Verkiirzung und anziehend -bei einer Verlinge-
rung der Feder. Die Beschleunigung aber, die sie einem materiellen
Punkte erteilen, folgt genau der Beziehung (I), wie eine reiche Er-
fahrung gelehrt hat. Das gilt ganz allgemein fiir die Krifte, die
elastisch deformierte K&rper zu entwickeln vermogen.

Nicht nur in den angefilhrten Sonderfdllen, sondern iiberall
nehmen wir auftretende Beschleunigungen in den wirklichen Vor-
gingen als durch Krifte verursacht an und bemessen die GroBe
dieser Krifte nach der grundlegenden Beziehung (I). Selbst in den
Fillen, wo ein ursichlicher Zusammenhang zwischen der vorhandenen
Beschleunigung eines materiellen Punktes und anderen Kérpern nicht
angenommen werden kann, sondern die Beschleunigung lediglich als
relative, d. h. als eine durch die Bewegung des Bezugskérpers be-
dingte auft1itt, legen wir dem Produkt aus der Masse des Punktes
und seiner Beschleunigung gemiB der Beziehung (I) die Bedeutung
einer Kraft bei. Das ist keine Willkiir, sondern die Folge von Wahr-
nehmungen, die diese Auffassung rechttertigen. Fahren wir z. B. in
einem Wagen, der eine beschleunigte Bewegung ausfiihrt, so werden
wir wie durch eine Kraft im entgegengesetzten Sinne der Wagen-
beschleunigung in Bewegung gegen den Wagen gebracht oder an die
Wagenwand gedriickt. Oder wenn in dem Wagen ein Pendel auf-
gehéngt wire, wie in dem Beispiel der Relativbewegung (1. Bd,
Bewegungslehre, 8. 120), so wird das Pendel aus der Lotrichtung
abgelenkt genau wie durch eine Kraft, die auf den materiellen
Pendelendpunkt entgegengesetzt der Beschleunigungsrichtung des
Wagens wirken wiirde. Das bekbhnnteste hierher gehorige Beispiel
ist wohl das der Zentrifugalkraft. Wie in der Bewegungslehre S. 125
gezeigt wurde, besitzt ein Punkt, der eine relative Bewegung gegen
einen um eine Achse sich drehenden Kérper ausfithrt., u. a. eine
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Beschleunigungskomponente senkrecht zur Drehachse von dieser ab-
gewendet (nach auBen gerichtet) und won der GréBe r w? worin r
den Abstand des Punktes von der Drehachse und w die Winkel-
geschwindigkeit der Drehung bezeichnet; sie wird bekanntlich die
Zentrifugalbeschleunigung der Relativhewegung des Punktes genannt.
Multipliziert man diese mit der Masse m des Punktes, so erhilt
man nach (I) eine senkrecht zur Drehachse nach auBlen hin gerich-
tete Kraft, die die Zentrifugalkraft des Punktes genannt wird und
Wirkungen &uBert, die genau denen gleichen, die andere XKrifte,
z. B. die Schwerkraft, ausiiben, wie elastische Gestaltsverdanderungen,
Festigkeitsbeanspruchungen usf. Diese Kraft ist gleich groB, aber
entgegengesetzt gerichtet der Kraft, die einen materiellen Punkt von
der Masse m zwingen wiirde, auf einem Kreise vom Radius r sich
zu bewegen, also seine Bewegungsrichtung fortwahrend zu &ndern.
Die Kraft, mit der ein Kérper der Anderung seiner Geschwindigkeit
nach Gro8e und Richtung zu widerstreben scheint, und die sich
fiihlbar macht, wenn diese Anderungen durch die Muskelkraft des
Menschen bewirkt werden sollen, nennt man den Trigheitswiderstand
des Korpers. Man schreibt hiernach, um die entsprechenden Wahr-
nehmungen der Anschauung zugéinglicher zu machen, der Masse
rubender oder bewegter Korper eine menschliche Eigenschaft zu,
die Trigheit, die sich dhnlich wie bei dem Menschen selbst in der
Form des Trigheitswiderstandes bemerkbar zu machen scheint.
Massen, die die Eigenschaft der Trigheit zeigen, nennt man kurz
trige Massen, und die Krifte, mit denen sie der Beschleunigung
widerstehen, Triagheitskrdfte. Letztere mift man auch nach
der Beziehung (I), obgleich es keineswegs selbstversténdlich ist,
daB trige Massen nach GroSe und Eigenschaften iibereinstimmen
mit den wigbaren oder schweren Massen, die der Aufstellung
der Beziehung (I) zu grunde liegen. Wohl aber haben bisher
alle Versuche bewiesen, daB diese Ubereinstimmung besteht; ins-
besondere ist das in neuerer Zeit durch Versuche von Eotvos') ge-
schehen, die mit der Genauigkeit von Wéagungen festgestellt haben,
daB zwischen trigen und schweren Massen kein Unterschied wahr-
nehmbar ist. Wir kénnen sonach alle Massen durch Wagung messen
und die GréBe der Krifte durch die Beziehung (I), gleichgiiltig, ob
die Beschleunigung eine relative, d. h. durch die Bewegung des
Bezugskorpers bedingte, oder der Wirkung einer Feldkraft zuzu-
schreiben ist.

Die letzten Erwigungen stehen in engem Zusammenhang mit

1) Mathematische und naturwissenschaftliche Beriohte aus Ungarn. 1891.
Bd. VIII, S. 64.
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der Wandlung der Grundlagen der Mechanik, die sich unter dem
Namen der allgemeinen Relativititstheorie seit reichlich einem Jahr-
zehnt vollzogen hat und in der Hauptsache auf den genialen Arbeiten
von A. Einstein beruht. Da Trigheits- und Feldkrifte sich in ihren
Wirkungen als gleichartig erweisen, so erscheint die Annahme be-
rechtight, daB die von Newton in die Mechanik eingefithrten An-
ziehungskréfte zwischen Massen als eine Folge von Relativbewegungen
der Massen gegeneinander aufgefat werden konnen, wie das z. B.
mit der Zentrifugalkraft der Fall ist. Es ist Einstein gelungen, die
Richtigkeit der Annahme nachzuweisen, indem er zeigte, daBl die
Bewegungen materieller Punktsysteme dem Newtonschen Anziehungs-
gesetz folgen, wenn man die Geschwindigkeiten der Massenpunkte
verschwindend klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit im luftleeren
Raum voraussetzt, woraus zugleich hervorgeht, daBl das Newtonsche
Gesetz nur als eine Anndherung an die Wirklichkeit zu betrachten
ist. Auch gelang es ihm, die Perihelbewegung der Merkurbahn, die
bisher einer zuverlidssigen Erklirung widerstand, aus den Formeln
seiner allgemeinen Relativititstheorie abzuleiten und zahlenmiBig
den Betrag zu errechnen, den die astronomischen Beobachtungen
ergaben.

So bedeutungsvoll nun auch die allgemeine Relativititstheorie
fiir die Grundlegung der Mechanik geworden ist, so erscheint es
doch nicht nétig, im Rahmen dieses Buches auf sie niher einzu-
gehen, denn gerade die Arbeiten Einsteins haben gezeigt, daB3 der
EinfluB der relativen Bewegungen und Geschwindigkeiten auf die
grundlegenden GroBen ein vernachlissigbar kleiner ist, wenn diese
Geschwindigkeiten verhéltnismiBig klein gegen die Lichtgeschwindig-
keit im Vakuum bleiben. Dieser letzteren Voraussetzung entsprechen
selbst die relativ groBSen Geschwindigkeiten der Himmelskérper; es
konnen daher die hier gewihlten élteren (Newtonschen) Grundlagen
und die mit ihnen verkniipften Begriffe von Masse und Kraft um
so unbedenklicher beibehalten werden, als bekanntlich diese altere
Theorie sich in einer hinreichend genauen Ubereinstimmung mit den
in Frage kommenden Beobachtungen befindet. Es ist das um so
wichtiger, als die #ltere Theorie mathematisch ganz auBerordentlich
einfach ist gegeniiber der allgemeinen Relativititstheorie, die in dieser
Hinsicht so weitgehende Anspriiche stellt, daB letztere iiber die Ziele
dieses Buches weit hinausgehen wiirden.
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Drittes Kapitel
Die Maflsysteme der Mechanik.

Alle in der Mechanik starrer Korper auftretenden GroBen lassen
gich durch drei Grundgrofen ausdriicken und dementsprechend alle
Einheiten auf drei Grundeinheiten zuriickfiilhren. Zwei der letzteren
sind die Langen- und die Zeiteinheit und diese reichten fiir die Be-
diirfnisse der Bewegungslehre (s. Bd. I, Einleitung) v6llig aus. Da-
gegen mufl in der Statik und Dynamik noch eine dritte treten,
beziiglich deren Wahl z. Z. zwei verschiedene Richtungen vorhanden
sind. Die eine, welche besonders in der wissenschaftlichen Physik,
Chemie und Elektrotechnik (auBer im Handel und Geschiftsverkehr)
vertreten wird, benutzt als dritte Grundeinheit die der Masse,
wihrend die andere besonders in der Technik zu findende die der
Kraft verwendet. Es bestehen sonach zwei Maflsysteme in der Me-
chanik; beide haben die Lingen- und die Zeiteinheit als Grund-
einheiten und unterscheiden sich darin, daB das eine, das sogenannte
wisgsenschaftliche oder absolute MaBsystem als dritte Grund-
einheit die Masseneinheit, das andere, das technische oder
konventionelle MaBsystem die Krafteinheit angenommen hat.
Aus dem Zusammenhange zwischen Kraft, Masse und Beschleunigung,
den die grundlegende Beziehung (Ij vermittelt, folgt, daB im abso-
luten MaBsystem die-Krafteinheit als abgeleitete  Einheit auftritt,
withrend im technischen MaBsystem die Masseneinheit als abgeleitete
aufzufassen ist. Im folgenden mogen beide MaBsysteme und ihre
wesentlichsten Einheiten kurz besprochen werden.

a) Das absolute MaBsystem.

Beachten wir, da die Beschleunigungseinheit b,=1,¢" ist,
und bezeichnen wir die Masseneinheit mit m;, so ergibt sich als
Krafteinheit

Pr=m ",
letztere ist sonach die Kraft, welche der Masseneinheit die Beschleu-
nigungseinheit erteilen wiirde.

Wihlt man als Lingeneinheit I, das Zentimeter, als Massen-
einheit m, das Gramm und als Zeiteinheit ¢, die Sekunde, setzt also
l;=1cm, my=1g und ¢{,=18, so wird das hierauf gegriindete
MafBsystem Zentimeter-Gramm-Sekunden-System, kiirzer C.G.S.-
System genannt. Es ist dieses das MafBsystem der wissenschaftlichen
Physik. In ihm wird die Krafteinheit

P;=1 gcms™?
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Dyn genannt. Da diese sehr klein ist, so wurde als weitere groBere
Einheit das Megadyn eingefithrt, und zwar soll
1 Megadyn — 10 Dyn
sein. Das Megadyn ist die Kraft, welche der Kilogrammasse
die Beschleunigung von 10 ms™? erteilt, denn es ist 103g—1kg
und 10% em = 10,0 m.
Beispiel: Im C.G.S.-System hat die Gravitationskonstante x den Wert
% ==6,665-10~8 cm3 g—1g—2;
infolgedessen berechnet sich die Kraft, mit der sich zwei Grammassen in der
Entfernung 1 em anziehen, nach dem Newtonschen Gesetz zu

P— x-merQ = 6,665-10~% gems—* — 6,665 -10~° Dyn.

Wahlt man als Léngeneinheit das Dezimeter (dm), als Massen-
einheit das Kilogramm (kg) und als Zeiteinheit die Sekunde, so er-
hielte man ein Dezimeter-Kilogramm-Sekunden-(D.K.S.-)Svstem, in
dem die Krafteinheit P,—1 kgdms™2=10* gcms™?=10* Dyn —
0,01 Megadyn wiirde. Da diese Krafteinheit sehr klein ist, so emp-
fiehlt sich fir die technischen Anwendungen am meisten das Meter-
Tonnen-Sekunden-(M.T.S-)System, in welchem I,=1m, m,=
1t=10%kg und ¢, =1s ist. Die Krafteinheit wird dann die Kraft

P,=1tms ?=10% gems %= 10% Dyn = 100 Megadyn,
I g

welche der Tonnenmasse die Beschleunigung 1 ms™2 erteilen wiirde.
Diese Kraft werde Vis genannt und abgekiirzt mit » bezeichnet,
In Frankreich, wo das M.T.S.-System seit dem 27. Juli 1920 Gesetzes-
kraft erlangt hat, heit diese Krafteinheit ,,Sthéne“,

b) Das technische MaBsystem.

Aus der Grundgleichung (I) folgt als Masseneinheit in diesem

System

P —

mI=‘_I=PIlIXtI,.

by
Da als P, durchweg die Schwere der Kilogrammasse in Paris ge-
wihlt wird und die Beschleunigung, die diese genannter Masse er-
teilt, die des freien Falles 95— 9,81 ms™? ist, so folgt, wenn die
genannte Schwerkraft mit kg, bezeichnet wird?), mit [, =1m,t,=18

)

1kg,=m/ - g=m,;-9,81 ms™2.

Hieraus ersieht man aber, daB dann m,” nicht der Einheit entspricht,
und daB m, nur dann zur Einheit wird, wenn die Schwerkraft des

1) Zur Unterscheidung von kg, der gesetzlich vorgeschriebenen Bezeich-
nung der Kilogrammasse.
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Korpers, dessen Masse die Einheit sein soll, 9,81 kg, haben muB,
d. h. die Masseéneinheit des technischen MafBsystems ist die Masse
des Korpers, dessen Schwerkraft in Paris 9,81 Kilogrammschweren
betriigt. Bezeichnen wir diese Masseneinheit mit m,,, so wiirde
folglich
my,= 9,81 kg == 9810 Gramm

sein.

Zwischen der ‘Kilogrammschwere kg, und dem Dyn besteht die
Beziehung

1 kg, ==1 kg-9,81 ms™?==981000 gems™?= 981000 Dyn
= 0,981 Megadyn;

es ist sonach niherungsweise das Megadyn gleich der Kilogramm-
schwere in Paris. Genauer ist

1 Megadyn =— 1,019 kg,
und ferner
1 Vis=1v =100 Megadyn =101,9 kg, = 0,1019 t;
es entspricht also das Vis ndherungsweise der Schwere des Doppel-
(Kilo-)Zentners.

Beispiele: 1. Die Kraft, mit welcher der Mond von der Erde in seiner
Bahn erbalten wird, berechnet sich nach der Gravitationsformel (2) zu

M-m

e?

P==x.

»

worin m die Mond-, M die Erdmasse und e die Entfernung der Mittelpunkte
beider Himmelskdrper bezeichnet. Wiirde man sich~die Mondmasse m an der
Erdoberfliche denken und letztere als eine Kugel vom Radius B = 6370000 m
annehmen, so wire die Schwere dieser Masse

M-m
Fo=n-"g5
Damit wird - P
1
= | — . =——9-
P—<e> B, 602’

da ndherungsweise ¢=60 R gesetzt werden kann. Benutzen wir ferner, daB

m=81~1M und M =s~%7zR3, worin ¢ die mittlere Dichte des Erdkdrpers be-

zeichnet, die zu 5,519gem 2 =5,519 tm—3, oder, falls t, die Tonnenschwere
5,519 t,m—?

bezeichnet, zu 98I ms—T

angenommen werden kann, 8o erhilt man

M 55194
Po—mg—-g—l"g—*gl—'gﬂR ts
und folglich
— B
"~ 8600

Um eine Vorstellung von der GroBe dieser Kraft zu bekommen, wollen
wir sie auf eine kreiszylindrische Stange aus bestem Nickelstahl vom Durch-

P =2,059.108 ¢,.
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messer D wirkend denken. Die ZerreiBfestigkeit dieses Stahles kann zu 10t,
fiir jedes Quadratzentimeter des Stangenquerschnittes angenommen werden,
woraus folgt, daB die Stange einen Querschnitt grofler als 2,059-10'® em?
=2,059-10° km® oder einen Durchmesser
D >510,8km

haben miiBte, wenn sie von der Kraft P nicht zerrissen werden soll. Denkt
man sich Berlin im Mittelpunkte des Kreisquerschnittes, so wiirde sein Umfang
nordlich bis Bornholm, siidlich bis Prag reichen.

2. Die Schwere des Kilogrammgewichtes kg an der Mondoberfiiche be-
rechnet sich aus der Gravitationsformel (2) zu ’
m-kg

e’
falis m die Mondmasse und o den mittleren Halbmesser der Mondkugel be-
zeichnet. An der Erdoberfliche dagegen ist
Lkg—x 22K,
wenn M die Erdmasse und R =6370000 m ist. Sonach findet sich

P=1x

—m E)’ — _ 1
P=g (e kg, — 0,1655 kg, — % kg

da ¢ =1740000 m und m : M =1:81 ist.

An der Sonnenoberfliche wiirde sich, in der gleichen Weise berechnet,
die Schwere des Kilogrammgewichtes zu. etwa 20 kg, ergeben.

Um einen Vergleich der beiden MaBsysteme hinsichtlich ihrer
Brauchbarkeit zu ermoglichen, stiitzt man sich zweckmiBig auf die
Anforderungen, die an die Grundeinheiten gestellt werden miissen.
Diese sind?)

1. daB die VergleichsgroBen genaue Vergleichungen mit GréSen
derselben Art ermdglichen;

2. daB ihre Anwendung von Ort und Zeit méglichst unab-
hingig sei;

3. daB die Vergleichung selbst leicht und unmittelbar geschehen
konne.

Da die beiden MaBsysteme sich nur in der dritten Grundeinheit
unterscheiden, so ist die Frage, ob diesen Anforderungen besser
durch die Masse oder durch die Schwerkraft entsprochen wird. Be-
achtet man, daB die Schwerkraft, wie die Fallbeschleunigung von
Ort zu Ort sich #ndert, . also die Krafteinheit des technischen Maf-
systems nur an einem Punkte der Erdoberfliche (z. Z. in Breteuil
bei Paris) vorhanden, bzw. zuginglich ist, daB ferner die Fallbe-
schleunigung mit der Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung und

1) Vgl. u. a. hieriiber: Everett, Physikalische Einheiten und Konstanten.
Leipzig 1888, S. 12.
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. II. 2
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mit der Massenverteilung in der Erde sich indert, und endlich, daB
genaue Kriftevergléichungen im allgemeinen nur mittelbar und um-
stindlich ausgefiihrt werden konnen, wihrend die Massenvergleichung
iiberall und immer leicht und genau durch die Wiagungen auf der
Hebelwage moglich ist, so erkennt man ohne weiteres die groSe
Uberlegenheit der Masseneinheit als Grundeinheit gegeniiber der der
Kraft. Nun wird allerdings eingewendet, da man die Wage auch
zu Schwerkraftsvergleichungen verwenden kénne, wenn man die
Anderungen der Schwerkraft infolge ihrer Kleinheit vernachlissige.
DaBl aber letzteres nicht ohne weiteres zugestanden werden kann,
zeigt das folgende Beispiel. Die Beschleunigung des freien Falles in
Hamburg ist 9,818 ms™% in der Haupthandelsstadt. von Zentral-
amerika Quito, die unter dem Aquator 2850 m iiber dem Meere
liegt, dagegen nur 9,771 ms™2; es ist sonach die Schwere eines
Kérpers in Hamburg das gﬁ%g: 1,0051 fache der in Quito. Ein
’

Korper, dessen Last in Hamburg 1000 kg, betrigt, wiirde also in
Quito nur 995 kg, sein. Derartige Unterschiede lassen sich aber
nicht iibersehen, falls eine gewisse Genauigkeit der Messungen ge-
fordert wird. Erwigt man endlich, daB auch das Rechnen im ab-
soluten MaBsystem viel einfacher und bequemer ist, weil die Divi-
sionen mit der Beschleunigung des freien Falles bei Masseberechnungen
fortfallen, so wird man zweifellos dem absoluten MaBsystem wissen-
schaftlich wie praktisch den Vorzug einriumen miissen.

Bei diesem AnlaB sei darauf hingewiesen, daB das Wort ,Ge-
wicht% seiner Abstammung von ,Wiegen“ entsprechend urspriinglich
nichts anderes bedeutet, als das Ergebnis der Wigung auf der
Hebelwage, was hiufig ganz vergessen wird. Von alters her weill
man, daB der Kauf nach Gewicht die zuverlissigste und genaueste
Gewithr fiir den Erhalt einer bestimmten Stoffmenge ist; demgemiB
verbindet man in der Umgangssprache und im Handel und Geschifts-
verkehr mit dem Worte ,Gewicht* bis heute stets die Bedeutung
einer bestimmten Stoffmenge oder Masse, wie man auch sagen
kann. Leider hatte in der Wissenschaft der Umstand, daB die Wage:
auf der Wirkung von Schwerkréften beruht und infolge des Irrtums,
daB die Schwere eines Kérpers auf der Erde unverdnderlich sei, vor
etwa drei Jahrhunderten dazu gefiihrt, das Wort ,,Gewicht“ im Sinne
von Schwerkraft zu verwenden. Diese irrige Auslegung ist geblieben,
obgleich schon Ende des 17. Jahrhunderts erkannt wurde, daB die
Schwere mit dem Orte sich &ndert, und die physikalisch sichergestellte
Tatsache, daB das Ergebnis der Wigung eines Kérpers auf der Hebel-
wage, also sein Gewicht im eigentlichen Sinne des Wortes iiberal]
dasselbe und demnach unverinderlich ist; es an sich unmoglich
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machen sollte, Gewicht im Sinne von Schwerkraft zu deuten!). Es
ist dringend zu wiinschen, daB sich die physikalische Wissenschaft
im Interesse einer klaren Ausdrucksweise und des Unterrichtes end-
lich entschlosse, unter dem Worte ,Gewicht* nicht mehr die Schwer-
kraft des Korpers zu verstehen, sondern seine Masse. Hierdurch
wiirden eine ganze Reihe von Vorteilen erzielt, wie z B. die sprach-
lich allein richtige Verwendung des Wortes Gewicht, die Uberein-
stimmung mit der volkstiimlichen Auffassung im Handel und Ge-
schiftsverkehr, sowie mit der MaB- und Gewichtsordnung des Deutschen
Reiches, ferner eine erheblich einfachere anschauliche Einfithrung
des Massenbegriffes in der Mechanik u. a. m. Ein zwingender Grund
zur Beibehaltung der Auffassung von. Gewicht als Schwerkraft liegt
um so weniger vor, als man aner dem Worte Schwere oder Schwer-
kraft zur eindeutigen Benennung dieser Kraft noch das Wort , Last“
zur Verfiigung hat.

Um jeden Zweifel auszuschliefen, soll das Wort Gewicht im
folgenden iiberhaupt nicht verwendet, sondern an seiner Stelle ent-
weder Masse oder Schwerkraft, bzw. Schwere, bzw. Last gesetzt
werden, entsprechend dem beabsichtigten Sinne.

Viertes Kapitel.
Der Massenmittelpunkt.

Ein sogenanntes materielles oder Massenpunkte-System
bestehe aus # Punkten A; mit je der Masse m; (k=1,2,...,n)
Fillen wir von 4; auf eine belichige Ebene E (s. Fig. 4) das Lot
A, F =1, so nennt man das Pro-
dukt m,x; das statische Moment der W{‘x
Masse m; fir die Ebene E. Es wird |
positiv oder negativ genommen, je nach-
dem der Punkt A; auf der einen oder
der anderen Seite von E liegt. Setzen
wir willkiirlich fest, welche Seite der
Ebene als positive zu gelten habe, so ist Fig. 4.
damit das Vorzeichen dieser statischen Mo-
mente bestimmt. Die Summe aller dieser statischen Momente der

o
25 ‘g

n
einzelnen Massenpunkte, d.i. X (4 m;z;), erstreckt iiber alle Massen-
E=1 :

punkte des Systems, nennt man das statische Moment des

1) Vgl hieriiber: Griibler, Kraft- oder Gewichtseinheit? Zeitschrift des
Vereins deutscher Ingenieure 1893, S. 1505.
o
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Massenpunktesystems fiir die Ebene E; wir wollen es kiirzer
durch 2'(m;x;) bezeichnen. Es sei nun M ein Punkt, dessen Masse

M = 3 (m;) ist und der den Abstand M® =¢ von der Ebene E hat.
Dieser Abstand £ werde bestimmt durch die Bedingung, daf das
statische Moment von M gleich dem statischen Moment des Massen-
punktesystems fiir die Ebene E sei, also die Beziehung

(3) M. E=23(may).

bestehe. Aus ihr folgt & eindeutig nach GréBe und Vorzeichen.
Zugleich erkennt man, daB die Lage von M gegen ein beliebiges
rechtwinkliges Koordinatensystem eindeutig bestimmt ist, falls wir
fordern, daB die Gleichung (3) fiir die drei Koordinatenebenen be-
stehe. Der Punkt M, dessen Koordinaten folglich die Werte
LI L s —1l=

(4) &= i (me2y), =3 (mz ), C—E (mg 2z)
haben, wird der Massenmittelpunkt des Massenpunktesystems
genannt. Man iberzeugt sich durch eine Koordinatentransformation
leicht, daB die Lage von M gegen das materielle Punktesystem eine
eindeutig bestimmte ist, mit anderen Worten: daBl jedes Massen-
punktesystem einen und nur einen Massenmittelpunkt hat, dessen
Lage von der Wahl des Koordinatensystems unabhingig ist. Es
gilt sonach auch die Gleichung (3) fiir jede beliebige Ebene.

Jede Ebene durch den Massenmittelpunkt heie eine Mittel-
ebene des Punktesystems; fiir sie ist, weil dann £=0,

Z(kak) =0,

d.h. das statische Moment des Systems hat fiir jede Mittelebene den
Wert Null. Umgekehrt folgt, daBl jede Ebene eine Mittelebene des
Systems ist bzw. den Massenmittelpunkt enthilt, fiir die das statische
Moment des Systems verschwindet. Zwei Mittelebenen schneiden
sich in einer sog. Mittelgeraden oder Mittellinie; diese eathilt
folglich den Masgsenmittelpunkt. Eine Mittellinie und eine Mittel-
ebene schneiden gich im Massenmittelpunkt, ebenso zwei Mittel-
linien.

Weiter erkennt man leicht, dal der Massenmittelpunkt zweier
materieller Punkte in deren Verbindungslinie liegt und ihre Ent-
fernung im umgekehrten Verhdltnis der Massen teilt. Denn die
Ebene durch M senkrecht zur Verbindungslinie ist eine Mittelebene,
fir die

m e, —m,e,=0

sein muB, falls 4, M =e, und 4, M=¢, gesetzt wird. Beachtet man
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noch, daB e, | e,— A, A, —¢, so erhilt man

__Mm PR . W
o my,+m, P omyf-m,

Liegen die Massenpunkte alle in einer Ebene, so ist diese eine
Mittelebene, und enthilt also den Massenmittelpunkt.

Von besonderer Bedeutung ist der Massenmittelpunkt von
Kérpern, deren Masse einen Raumteil (Volumen) stetig erfiillt. In
diesem Falle treten an die Stelle der
Massenpunkte A; die Massenelemente
dm, aus denen man sich den Korper
zusammengesetzt denkt, so daf die
Gesamtmasse

(8) M= [dm

e, e.

gesetzt werden kann. Bezeichnen ferner
z, y, z die Koordinaten des Punktes 4,
dessen Massenelement dm ist, in bezug
auf ein beliebiges Koordinatensystem Fig. 5.

(s. Fig. 5), so gehen die Ausdriicke (4),

in denen die Summen durch Integrale, ausgedehnt iiber die ganze
Masse des Korpers, zu ersetzen sind, iiber in

1 1 1,
(6) b=gpfadm, q=g[ydm, C=-—pfzdm.

Die Integrale hierin, ebenso wie in (5) sind im allgemeinen drei-
fache, denn das Raumelement dV, in dem die Masse dm enthalten
ist, hat drei unendlich kleine Abmessungen.
Bekanntlich 148t sich
dm=c¢-dV

setzen, worin ¢ die Dichte der Masse im Punkte 4 genannt wird.
Diese ist von der Dimension ¢;==m,l,”%, wihrend im technischen
MaBsystem
=7
g
eingefiihrt wird, unter y dds sog. spezifische Gewicht verstanden.
Die Dichte ist im allgemeinen verinderlich mit dem Orte, also &
eine Funktion der Koordinaten, d.i.

e=gp(ryz).
Wihlen wir nun als Volumenelement ein unendlich kleines Parallel-
epiped von den Kantenléngen dz, dy, dz, so wird
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dm=—¢-dV =@ (x y2)-dzdydz,

und dementsprechend

(7) M:jdm—:fffqo(xyz)dxdydz,

ferner finden wir

o 5=%,fffw(xy2)dxdydz, v=71}fffy¢(zy2)dxdydz,
C=%fffz<p(xyz)d:cdydz.

Auch bei Korpern besitzt der Massenmittelpunkt eine eindeutig be-
stimmte Lage, was sich in gleicher Weise erkennen laft, wie bei
den materiellen Punktsystemen. Ferner nennen wir
F auch hier jede durch den Massenmittelpunkt M
gehende Ebene eine Mittelebene des Korpers;
fiir sie verschwindet das statische Moment des Kor-
pers. Umgekehrt ist jede Ebene, fiir die das stati-
sche Moment des Korpers zu Null sich ergibt, eine
Mittelebene. Das ist z. B. der Fall, wenn der Kor-
per eine Massensymmetrie gegen eine Ebene besitzt,
wie sie Fig. 6 andeutet. Wenn jedem Massenele-
ment dm auf einer Seite der Ebene E ein gleiches
Fig. 6. Element in bestimmter Richtung in gleicher Entfer-
nung von £ sich zuordnet, so ist der Kérper massen-
symmetrisch zur Ebene E. Eine solche Ebene ist aber eine Mittel-
ebene, denn das statische Moment fiir sie wird

J(xdm—zdm)=siny [ (udm—udm)=0.

Zwei Mittelebenen schneiden sich in einer Mittellinie des Korpers
und der Massenmittelpunkt M findet sich als Schnittpunkt einer
Mittelebene mit einer Mittellinie oder zweier Mittellinien.

Fiir die Ermittelung von Massenmittelpunkten zusammengesetzter
Korper gilt ein Satz, der sie sehr erleichtert, wenn die Massenmittel-
punkte der Teilkérper bekannt sind. Es setze sich z. B. der Karper,
dessen Masse M ist, aus zwei Korpern mit den Massen M, und M,

zusammen, derart, dal
M=M + M,

ist; wir nehmen an, daB die Lage der Massenmittelpunkte M, und
M, bekannt sei. Dann folgt aus dem vorhergehenden, daB die Ver-
bindungslinie m eine Mittellinie des ganzen Korpers ist, und dafl
M die Strecke M, M; =¢ im umgekehrten Verhaltnis der Massen M,
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und M, teilt, denn fiir eine Ebene durch M senkrecht zu M, M,
wird das statische Moment des ganzen Korpers
— M, e,+M,e,=0.
In gleich einfacher Weise findet man den Massenmittelpunkt M
eines Korpers, der als Differenz zweier mit bekannten Massenmittel-
mittelpunkten M, und M, aufgefaBt werden kann, fiir den also
M=M —M,
ist, denn dann wird das statische Moment von M fir die Ebene

durch M
M, e, Me,=0.

Hieraus folgt in Verbindung mit der Beziehung (s. Fig. 7) e=¢, —e¢,
M, M

M, —H,’ LI 7 — T

Allgemeiner also kénnen wir, falls M =M, + M, ist,

u, o M
M+ M’ T M, M,

e, =e-

e, =e-

setzen.
Die Ubertragung dieser Uberlegung auf Kéorper, die aus mehr als
zwei Korpern mit bekannten Massenmittelpunkten bestehend ange-

Fig. 7.

sehen werden konnen, ist leicht; sie fiihrt auf Mittellinien verschie-
dener Lage, die sich in M schneiden miissen. '

Die Berechnung der Koordinaten des Massenmittelpunktes nach
den Formeln (8) gestaltet sich in den Fillen einfacher, in denen der
Korper zwei oder eine so kleine Abmessungen besitzt, daB man sie
gegeniiber den anderen Abmessungen nicht zu beriicksichtigen braucht.
Das ist der Fall bei sogenannten materiellen Linien und Flichen,
also Linien und Flichen, die mit Masse belegt sind. Wir wenden
uns zuerst zu den Linien, die wir uns materiell vorstellen wollen,
also etwa als einen gekriimmten Draht oder Faden.

Es sei f der sehr kleine Querschnitt des Drahtes und ds die
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Linge des unendlich kleinen Drahtelementes im Punkte A der Linie
(s. Fig. 8, S. 23), dann liBit sich das in dem unendlich kleinen Kérper-
teil enthaltene Massenelement in der Gestalt

dm=—c¢-f-ds==¢;ds
schreiben, falls

Ei=—¢-f

die Masse des Drahtes bezogen auf seine Liingeneinheit bezeichnet.
Es wird dann einfacher
(9) M=fdm=fe;-ds,
die Integration (Summation) erstreckt iiber die ganze Linge des
Drahtes. Ferner finden wir fiir die Koordinaten des Massenmittel-
punktes

1 1 1
(10) 5=I[‘fe;zds, 17=Efezyda, Eszsgzds,

worin & im allgemeinen eine Funktion der drei Koordinaten der
krummen Linie bedeutet, falls der Draht nicht homogen ist. Bei
Auswertung dieser Integrale, die zwischen bestimmten Grenzen zu
nehmen sind, ist zu beachten, daf3

ao—vaFar i —an )i+ () + ()

und hierin die Differentialquotienten durch die Kurvengleichungen

y=f,(x) und z=f,(2)
als Funktionen von z bestimmt werden.
Sind die materiellen Linien homogen, ist aleo & konstant, so
wird
M=£1-fd8=£1-L,

falls L die Linge der Linie bezeichnet. Man erhdlt dann einfacher

1 1 N
§=Zj:cds, n::-zfyds, C=E_jzd.s.

Beispiele:

1. Ist die Kurve eine gerade Strecke 4, 4,= L, so wird die Gerade selbst
zur Mittellinie und man iibersieht sofort, daB M die Strecke halbiert. Be-
zeichnen z,, y,, 2, und &, y;, 2, die Koordinanten von 4, bzw. 4,, so er-

hilt man
f=1@tm), 1=31utv) (=i(+2).
2) Bestebt die Linie aus einem gebrochenen Linienzug 4,4, 4,...4,
(s. Fig. 9) von den Lingen 4,4, =1,, A4,4,=1,,... so daB

L:ll—}—lg—l‘....-’{“ln:z(lk)’
k
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und beachten” wir, da8 die Massenmittelpunkte M, die einzeinen Strecken
A, 4, =1, halbieren, also die Koordinaten

E=1@-1+2), m=t0-1tv), G=%}@.+2)

haben, falls z,, y;, 2x die von 4, bezeichnen, so erhalten wir
1 n1 1 n
§=’j; = éw, ﬂ=f’21k'lk),
E=1 k=1

Besteht der Linienzug in einem ge-
schlossenen Vielseit, so hat man nur 4, mit
A, zusammenfallend anzunehmen; die vor-
stehenden Formeln bleiben ungeéndert.

—&—=

Fig. 9. Fig. 10.

3. Der Massenmittelpunkt eines homogenen XKreisbogens 1i8t sich ein-
facher finden, weil er eine ebene zu einem Kreisdurchmesser symmetrische
Kurve bildet. Die Symmetrielinie des Kreisbogens @, ist (s. Fig. 10) die Hal-
bierende des Zentriwinkels 4, O A,; auf ihr liegt M. Wir haben folglich, da » =0,
nur £ zu ermitteln, wenn wir die X-Achse mit der Symmetrielinie zusammen-
legen. Bezeichnet B den Radius des Kreises, so wird unmittelbar L —=R-«
gefunden. Benutzen wir, da8 in den Punkten 4 und B des Bogens, die dem-

selben x sich zuordnen, zwei gleiche Bogenelemente ds — AA’ = BB vorhanden

Zo
sind, so haben wir als statisches Moment des Bogens fiir die Y-Achse 2- f zds

&,
zu nehmen, und die Integration von 2=z, bis z=x, =R auszufﬁhren.‘ Da
die Kreisgleichung hier die einfache Gestalt x* - y* = R? hat, folglich
dy __ %
de™ gy
sich ergibt, so wird

R R R R
2 2 s 2/ dy\e , 2 x\2
E—fods—-L—fxydx’—}— dyﬂwzfx 1—}-(2;-) -dac—IJ‘a: 1—}-(;) dx
z, z, z, z,
R

y=0
_2R(xdx 2B _2R
=7)y = Lfdy T Y
E2Y y=H
hierin ist y, = R-sin g = %AlAﬂ'. Man erhilt sonach die Beziehung
t:R=A4 A,: L,

d. h. der Abstand des Massenmittelpunktes eines Kreishogens vom Kreismittel-
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punkte verhilt sich zum Radius, wie die Liinge seiner Sehne zu der des Bogens.

Ist im besonderen a ==, so wird
R

6=‘-2;.

Fiir die Berechnung der Lage des Massenmittelpunktes mate-
rieller Fléchen ist es zweckmiBig, als Raumelement dV ein solches
zu wihlen, das als Prisma vom Querschnitt dF des Flichenele-
mentes und der zu vernachlissigenden Dicke & der materiellen
Fliche als Hoéhe angesehen werden kann, so daB dV=43-dF und

dementsprechend

dm=¢-dV=¢-0-dF=¢,-dF
wird; hierin bedeutet &, die sogen. Flachendichte, d. i. die auf die
Flacheneinheit bezogene Masse der Flicheneinheit und diese ist bei

heterogenen materiellen Flichen eine Funktion der Xoordinaten.
Mittels dieser GrioBe finden wir

(11) M= fdm— [[e,-dF
und

1 1 1
(12) e= [fepu-aF, n=5ffeoual, =[] e,2aF,

worin eine der Koordinaten mittels der Gleichung der Fliche durch
die beiden anderen ausgedriickt wird und die Integrationsgrenzen
aus der Begrenzung der Fliche folgen.

Ist die Fliche homogen, also &,= Const., so wird

(13) M=¢, [dF=¢, F

und damit erhilt man einfacher

1 1 1
(14) £=ﬁ.l.xdF’ 7)=ny‘11’1) C=FdeF'

Bei ebenen Fliachen fillt die dritte Koordinate fort und es
18t sich das Doppelintegral, das im allgemeinen verwendet werden
muB, durch ein einfaches ersetzen. Alle
Flachenelemente auf einem Fléchenstreifen
parallel zur Y-Achse (s. Fig. 11) haben den-
selben Abstand x von der Y-Achse, sonach
| wird das statische Moment dieses Streifens,
| dessen Innalt dF=(y,—y,)dz ist, gleich

w(ys_yl)dxs

worin y, = f, (), y, =f,(z) die Gleichungen
der die flichenbegrenzenden Kurven darstellen. Beachten wir weiter,
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daB z zwischen den Grenzen 2’ und z” liegt, so erhalten wir

z=g"

(15a) E=%,fz(y?—y1)dx.
z=z'

In der gleichen Weise 148t sich auch # ausdriicken, indem man die
Fliche in Streifen parallel der X-Achse zerlegt. Man kann jedoch
auch das statische Moment des Streifens in Fig. 11 fiir die X-Achse
unter Benutzung des Umstandes berechnen, daf der Massenmittel-
punkt des Streifens in der Mitte des Streifens liegt, also die Koor-
dinate % (y, + y,) hat. Man erhilt damit sofort

’
T=

s
_1fntn
z=z'

indem man fiir y, und y, die angefiihrten Funktionen von z setzt.

z"’

1 ° .
—y,)dz= SF (¥3—y;)d=,
o

Beispiele:

1. Soll der Abstand % des Massenmittelpunktes M eines Dreieckes 4, A, 4,
(e. Fig. 12) von einer Achse XX, die durch A, parallel der Basis 4, 4; geht,
aunf diesem Wege gefunden werden, so wihlen wir als Flichenelement d F' einen
Streifen im Abstande y von XX, der die Breite 4,'4,’ und die Hohe dy er-
hilt, parallel der Basis, setzen also dF'— 4,’4,’-dy. Da nun Dreieck 4, 4,4,
~ A4 4,4, ist, so folgt ASA): 4,4, —y: h, unter h= A F die Hohe des
Dreieckes verstanden. Setzen wir noch 4,4, =2>0, so ergibt sich

y=h h

Da F:%’i, so wird » = %A, d. h. die zur Basisparallele Mittellinie des Drei-

eckes teilt die Hohe des Dreieckes im Verhiltnis 1: 2. Der Massenmittelpunkt M
selbst liegt auf der Mittellinie oder Mediane des Dreieckes, welche die Spitze 4,

Fig, 12,

mit dem Halbierungspunkt H der Basis 4,4, verbindet, denn diese ist eine
Symmetrielinie des Dreieckes. Man kann folglich M auch als Schnittpunkt
zweier Medianen, also zeichnerisch einfach ermitteln.

2. Bei einem Paralleltrapez 4, B, B, 4, (s. Fig. 13) benutzen wir mit Vor-
teil die Zerlegung der Vierecksfliche in zwei. Dreiecke F' und F” durch die
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Diagonale B, A,, da diese gemeinsame Hohe % besitzen, und sein Inhalt
F=F + P =}h(b,+b,) wird, falls 4,B,=b,, 4,B,=15, gesetzt wird.
Man erhilt dann als statisches Moment der Trapezfliche fiir die Seite 4, B,

h 2k h®
F"71:P'§+F"_3'=‘§‘(%b1+b2)
und fiir die Seite 4,B,
2
Fo=Fgh- B0 =20, 140,

wenn 7, und 7, die Abstinde des Massenmittelpunktes M von 4, B,, bzw. 4, B,

bezeichnen. Sonach finden wir :
Ny iy = (b, - By): (b, + §by).

Nun liegt M offenbar auf der Mediane H, H, des Paralleltrapezes, so daB die

Strecke H, H, ebenfalls im Verhiltnis #, : 5, durch M geteilt wird. Machen

wir 4, B, = b;, B,A; =b,, und verbinden B, mit 4,’ durch eine Gerade,

go schneidet letztere die Mediane H, H, im gesuchten Massenmittelpunkt M,

denn es ist
AMH B/~ A\MHA/

und folglich

MH,: MH,=H B/: Hy A, = (35, -+-b,): (b, + §b)) =2y 2 %e.
was zu beweisen war. Wenn man sonach M zeichnerisch finden will, so trage
man 4, B/ =1b,, B,4, =t, an und ziehe B,’4,’, dann schneidet diese Gerade
die Mediane H, H, in M.

Nicht wesentlich umstindlicher, aber bei sehr langen parallelen Seiten
des Trapezes zweckmiBiger ist die folgende Konstruktion von M. Die Massen-
mittelpunkte M’ und M” der beiden Dreiecke F* und F/ erhélt man sofort
auf deren Medianen 4,H, und B, H, durch Dreiteilung. Die Verbindungs-

linie M’M” ist aber eine Mittellinie des
A, / i Trapezes und enthdlt folglich M. Wir
‘i finden sonach M als Schnittpunkt der Ge-
| raden M’M” mit der Mediane H, H, des
B R — Trapezes.

Fig. 14. Fig. 15.

3. Bei dem Kreissegment ist das Lot vom Mitte]punkt O des Kreises
(s. Fig. 14) auf die Sehne 4,4, eine Symmetrie- und folglich eine Mittellinie
der Fliche; wihlen wir sie als X-Achse eines Koordinatensystems, so wird
7=0, und & findet sich aus dem statischen Moment der Fliche fiir die ¥-Achse,
die wir durch den Kreismittelpunkt legen, zu

z=a''

1 .
E=7pf1(yz-—yl)dz.

x=x'
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Hier ist nun y, =4 VR*—2° und y, = — VR* —x" 0C=z,0D=2", so
daB sich

z"

o 2
E= %,J;%NR’—::" dxr= ——%[HECF’]T 3—2F—[\/R*—z"a— \/R’—z””s]
Y

ergibt. Falls x" R, also die Fliche zum Segment wird, erhilt man einfacher

mit 2’ =R- cos§, = { R*(a—sin a)
3
sin -
2
o« —sin o

4. Durch den Scheitel einer Parabel wird eine Gerade gelegt, die ein
Segment abschneidet, bzw. z. T. begrenzt. Die Koordinaten des Massenmittel-
punktes der Fliche F' (s. Fig. 15, S.28) fiir die Hauptachse und Scheiteltangente
der Parabel als Koordinatenachsen sind zu ermitteln. In diesem Falle ist
Y, =z-tana, y,=-y2qz, falls « den Winkel der Sekante mit der X-Achse
und ¢ den Parameter der Parabel bezeichnet; ferner ist 2’ =0, 2’ —=a, d. h.
gleich der Abszisse des Endpunktes der Fliche. Wir erhalten aus den For-
meln (158) und (15b) sofort

z''=a

a

f (V2qa:—ztana)dz_-i,[2x9‘/2qx—%x’tana]

0

=1“57(6V24a — 5atan a):l—;Taz 2g9a,
z''=a a
1;=»~1— (2grx—=z*tan®a)dz L qat — tan’ == (Sq—atan*oc) g4
2 2F 3 R 6F 6F’
z'=0

worin F—=1ay2qa — $ay2qa—=4ay2qazu setzen ist, so daB sich schlieBlich

E=1a, 1=4V2qa

ergibt. Das erhaltene Ergebnis lift eine wesent-
liche Erweiterung zu. ¥Es liegt ndmlich der
Massenmittelpunkt eines beliebigen Parabelseg-
mentes (8. Fig. 16) in der Parallelen zur Haupt-
achse durch den Beriihrungspunkt B der zur
Sehne parallelen Tangente (welche alle Sehnen
halblert) und zwar ist BM =3 BH. Der Be-
weis folgt leicht aus dem statischen Moment
der Fliche fir die Tangente unter Verwendung
eines zur Sehne parallelen Flichenstreifens.

Zeichnerische Methoden zur Bestim-
mung der Mittellinien ebener Flichen
bringt das 5. u. 14. Kapitel.

Handelt es sich dagegen um den
Massenmittelpunkt einer ridumlich gekriimmten Fliche, so miissen im
allgemeinen in den Formeln (12) Doppelintegrale zur Auswertung

Fig. 16.
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Verwendung finden, da d F ein unendlich kleines Flichenelement zweiter
Ordnung ist. W&hlt man letzteres so, daB seine Projektion auf die
XY-Ebene ein Rechteck von den Seiten dx und dy bildet, und be-
zeichnet », den Winkel der Fldchennormalen in einem beliebigen
Flachenpunkte mit der Z-Achse, so wird

__dzdy

dF =
cos ¥,

gesetzt werden konnen und dann erhdlt man aus (12)

(16) E—l fzdxdy _1{lydzdy C”—lf zdxdy
=7F)) cosy,” " FJ)) cosv,’ °T FJ) cosy,

hierin hat cos», den Ausdruck

coay, ==L . (@)“_}_(E’E)Q ! (2_’!’_’7
Y92V \oz ay) T\az/

falls F(xyz)=0 die Gleichung der Fliche ist. Die Integrations-
grenzen sind durch die den Flichenteil begrenzende Kurve, bzw.
durch deren Projektion auf die X Y-Ebene bestimmdt.

Beispiel: Die Fliche sei ein Quadrant einer geraden Schraubenfliche,
die auBer von zwei Erzeugenden der Fliache (die sich rechtwinklig kreuzen)
durch eine Schraubenlinie vom Radius R begrenzt wird (s. Fig. 17). Die Z-Achse
sei die Achse der Schraubenfliche, so daB deren Gleichung die Form

z—xarctan L —0 erhilt. Die Projektion der Flichenbegrenzung auf die
x

X Y-Ebene bildet den Kreisquadrant vom Radius R und die X- und Y-Achse.

Da hier
2 x 3 xi 2
cosv,—1 :\/1—}— <Z’_,i{!-/?/;) -+ (x*:—y’) =\/x’+:;-!-/f—y’
so wird
z=R y=y,
1 2 2 2 1 P —
= Ff I x‘/f—;—:—;;y_ dx dy=ﬁ[\/z2+R“—x’] =1,
=0 y=0
ferner =t
z2=Ry=y,
2 2 2
C=-§,f J' arctan (f—i) \/x—%}y— dxdy
z=0 y=0
2 ———— R t] RZ
=%[R\/x’ TR »°ln (__+_— V:“WL—)} = % ,

worin y, = y/R? — a*® und
— a_| Rp?
F= 15 [R\/x" F R+ x'In <Ii+—‘/’£i5>}

zu setzen ist. Die Ausfiihrung der Integration wird durch die Verwendung von
Zylinderkoordinaten erheblich vereinfacht.
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Bei der Berechnung der Koordinaten von Massenmittelpunkten
der Korper mit drei endlichen Dimensionen ist im allgemeinen die
Benutzung dreifacher Integrale unumginglich. Nur bei homogenen
Korpern erméglicht sich -die Zuriickfithrung auf Doppelintegrale, wie
die Ausdriicke zeigen, die man aus (7) und (8) bei konstanter

Dichte ¢ erhdlt. Bezeichnet ¥V das Volumen des Korpers, so wird
M==¢-V, und sonach

17) §=:—7fffzdzdydz, n=%ff_j’yd:vdydz, C=—1I;fffzdxdydz

Hier 148t sich eine Integration, z. B. die nach z stets ausfiihren, da
aus den Gleichungen der Begrenzungsflichen sich als Grenzen fiir z
z, =f,(zy) und 2z, =f,(xy) ergeben, so daB

1 1
(17a) §=1—7ffx(z.,—zl)dxdy, ’7=I7ffy(zs_'zl)dxdy’
1 2 2
t= L ffei—at)azay

wird. Es bedeutet dies, daB als Raumelement ein solches von den
beiden unendlich kleinen Dimensionen da und dy gewihlt wird, also

also ein Prisma vom Querschnitt
z dzdy und der Linge (z,—z,).
/ In manchen Fillen ist es sogar
méglich, ein Raumelement von nur

Fig. 17. Fig. 18.

einer unendlich kleinen Ausdehnung zu wihlen, wie z. B. bei dem Kugel--
abschnitt. Wird von einer Kugel, deren Radius R sei, durch zwei parallele
Ebenen in den Abstinden x;, und z, vom Mittelpunkte O (s. Fig. 13) ein
Teil ausgeschnitten, dessen Massenmittelpunkt bestimmt werden soll, so wihlen
wir zweckmiBig ein Element, das durch zwei unendlich benachbarte Ebenen
in den Abstinden x und x -} dx begrenzt wird und ermitteln das statische
Moment fiir die parallele Ebene durch den Kugelmittelpunkt. Es wird dann

z=1z,

1

z=3,
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und hierin dV=g¢* zdx, falls o —=+/R® —a* der Radius der unendlich diinnen
Scheibe ist. Alle Raumteile auf dieser Scheibe haben gleichen Abstand z von
der Ebene. weshalb sich hier das einfache Integral ergibt. Man erhilt

EX
k4 3
f— _f(m —mi)xdz:% e — _Jr‘i_”ﬁ(xg_mg)(zm—x;—m:),

V=T —2) {8 — (et + ozt =D}
so findet man schlieBlich
3 @tm) QR —z— )
TUABER — (xtmmtad)

Beachten wir, daB das Lot vom Kugelmittelpunkte auf Ebenen, welche den
Kugelabschnitt begrenzen, eine Mittellinie desselben ist, also der Massenmittel-
punkt auf ihm liegt, und wihlen wir es als
X-Achse des Koordinatensystemes, den Kugel-
mittelpunkt als Koordinatenanfang, so wird ferner
noch n=¢(=0, wihrend & den vorstehenden
Wert hat. Wird z,= R gewéhlt, so erhalten wir
s b Btz

T4 2Rz,

In &hnlicher Weise finden wir das statische
Moment eines homogenen Tetraeders ABCD
(s. Fig. 19) fiir eine Ebene durch die Ecke D
parallel der Basis 4 BC, indem wir als Korper-
element den Raumteil d¥V wihlen, der zwischen
. zwei unendlich nahen zur Basis parallelen Ebenen

Fig. 19. im Abstand D¢’ =z, bzw. z -+ dz von der Spitze

D wihlen. Es wird dann, wenn wir den Inhalt

des Schnittdreiecks 4’ B'C' mit F’, den der Basis ABC mit F bezeichnen,
dV =F'-dz, und folglich

s=h h

£=%fde= %}fﬁ"-zdz.
2220 0
Bekanntlich besteht aber die Beziehung
F': F=2%:ht,
falls DP=Fh die Héhe des Tetraeders bezeichnet, und so findet sich
B
F -h3 3
Czﬂ(f"adzz%izz’“

. Fhe W . . .
weil V=——3— ist. Beriicksichtigen wir, dafl die Verbindungslinie des Massen-

mittelpunktes M, des Basisdreiecks 4 BC mit der Ecke D eine Mittellinie des
Tetraeders ist, weil alle Massenmittelpunkte M’ der Dreiecke A’B'C’ auf ihr
liegen, so erkennen wir, da der Massenmittelpunkt M des Tetraeders in 3/,

der Liange der Linie DM, von D liegt.
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Anhang: Die Satze von Pappus.

Die Kenntnis der Lage des Massenmittelpunktes ebener Kurven
und Flichen ermdglicht eine sehr einfache Berechnung der Ober-
fliche und des Inhaltes der Sektoren von Rotationskérpern, die durch
die beiden Sitze von Pappus zum Ausdruck kommt.

1. Der Sektor einer Rotationsfliche werde erzeugt durch Drehung
einer ebenen Kurve (c) (s. Fig. 20) um eine in ibrer Ebene liegende
Gerade DD; diese werde zur X-Achse und
eine zu ihr senkrechte Gerade zur Y -Achse
eines ebenen Koordinatensystems gewahlt, in
bezug auf welches die Ordinate n des Massen-
mittelpunktes M des Kurvenstiickes ¢ bekannt
sei. Drehen wir die Ebene der Kurve um die
Achse DD, und ist « der Drehwinkel, so be-
schreibt das beliebige Kurvenelement ds einen
Streifen des Rotationsflichensektors, dessen In-
halt dF =y-a-ds ist, falls y die Ordinate des
Elementes bezeichnet. Folglich wird die ganze
bei der Drehung beschriebene Fliche

F=IdF=afyd3=a.L.,7’

wenn unter L==[ds die Linge des Kurven-
stiickes verstanden wird, denn das [yds ist Fig. 20.

das statische Moment der Kurve fiir die Dreh-

achse. Da 75.a der Kreisbogen ist, den M bei der Drehung be
schreibt, so haben wir den Satz: Der Inhalt des Sektors einer
Rotationsfliche, die durch Drehung einer ebenen Kurve
um eine Gerade in ihrer Ebene entsteht, ist gleich dem
Produkt aus der Linge der Kurve und dem Wege ihres
Massenmittelpunktes bei der Drehung.

Bei Verwertung dieses Satzes ist aber zu beachten, daB die
Kurve von der Drehachse nicht durchschnitten wird. Tritt letzteres
ein, so miissen die Kurventeile zu beiden Seiten der Drehachse als
fiir sich bestehende Kurven angesehen werden, auf die der Satz
angewendet wird.

Beispiel: Die Kurve (c) sei ein Kreis vom Radius R, dessen Mittelpunkt
den Abstand a von der Drehachse habe. Hier ist L =2 Rx und, da M im
Kreismittelpunkt liegt, # = a; folglich wird die Oberfliche des Kreisringsektors

F=2=a-R-a
und fiir den vollen Kreisring (ox =2 =)
F=4a*R-a.

Dreht sieh eine ebene Fliache f um eine Gerade D D in ihrer Ebene
(s. Fig. 21, 8. 34), so beschreibt ihr Element df ein Korperelement
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik, II 3
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dV des durch die Drehung entstandenen Sektors eines Rotations-
korpers, das als Prisma vom Querschnitt df und der Hohe y-a
aufgefallt, also dV=y-«-df gesetzt werden kann, wenn y den Ab-

stand des Elementes df von der Achse DD be-
p zeichnet. Man erhilt folglich

V=[dV=qafydf

und da fydf das statische Moment der Fliche f
fiir die Drehachse ist, demgemdB =—f-# wird,
wenn 7 den Abstand des Massenmittelpunktes M
der Fliche f von der Drehachse bezeichnet, ,so
erhalten wir

V=f.1].a.

In dieser Beziehung liegt der zweite Satz
von Pappus: Der Inhalt des Sektors eines
Rotationskdrpers, der durch Drehung einer

Fig. 21. begrenzten ebenen Fliche um eine Gerade

in deren Ebene entsteht, ist gleich dem
Produkt aus dem Inhalt der Fliche und dem Wege ihres
Massenmittelpunktes bei der Drehung.

Auch dieser Satz gilt mit der Einschrinkung, daB die Drehachse
die erzeugende Fliche f nicht schneidet; andernfalls miissen die
Teile als selbstandige Flichen nach diesem Satze behandelt werden.

Beispiel: Im Falle des Kreisringes ist der Inhalt der erzeugenden
Fliche f= R?%.x, der Abstand % des Massenmittelpunktes M der Kreisfliche
gleich a, folglich

V=wn-a R%*a

V=2=x®? R2a. .

und fiir den vollen Kreisring

Fiinftes Kapitel

Theorie der Trigheitsmomente ebener Flichen.

Ist m die Masse eines materiellen Punktes, und bezeichnet r
die Linge des Lotes von dem Punkte auf eine beliebige Gerade a,
8o heiflt die Grofle
(18) J =mr?
das Trigheitsmoment des Massenpunktes fiir diese Gerade. Man

erkennt sofort, da8
dim (J) =m, I}

J>0,

und ferner, daB

d. h. stets positiv ist.
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Fiir ein Massenpunktesystem wird die Summe der Trigheits-
momente der einzelnen Massenpunkte, gebildet fiir dieselbe Gerade,
das Trigheitsmoment des Massenpunktesystems fiir die Ge-
rade genannt, also der Ausdruck

(19) 7 =3 mn2)

Da diese Summe nur aus positiven Gliedern besteht, so ist not-
wendig wieder

J>0.

An Stelle des Ausdruckes fiir J setzt man nicht selten

J=M- i
worin

¥ =3(m,)
k=1

die Gesamtmasse des Systems und § die Lénge

(20) ;:\/%

bezeichnet; letztere wird der Trigheitsradius des Massenpunkte-
systems fir die Gerade genannt. Dementsprechend denkt man
sich das Trigheitsmoment des Systems ersetzt durch das eines
Massenpunktes, dessen Masse M und dessen Abstand von der Ge-
raden ¢ ist.

Bildet das Massenpunktesystem einen Korper, dessen Volumen
stetig durch seine Masse M erfiillt wird, so hat das Trigheitsmoment
dieses Korpers die mathematische Form

(21) J=[r*dm,

worin r den Abstand des Massenelementes dm von der Geraden
bezeichnet, auf die sich das Trigheitsmoment bezieht. Jede solche
Gerade wird kiinftig kurz Achse genannt. Ist ¢ die Dichte der
Masse an der Stelle des Elementes dm und 4V das Volumen des
letzteren, so 1ift sich

dm=c¢-dV

setzen; hierin ist die Dichte ¢ bei heterogenen Korpern eine Funk-

tion der Koordinaten des Korperpunktes, womit ersichtlich wird, daB

die Ermittlung des Trigheitsmomentes eines Kdorpers im allgemeinen

eine dreifache Integration erfordert. Ist dagegen der Kérper homo-

gen, also ¢ konstant =—¢,, so wird J=¢, 7> dV und dann liBt

sich das Integral, das man das Trigheitsmoment des geometrischen
3%
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Kérpers, bzw. seines Volumens nennt, allgemein auf ein zweifaches
zuriickfiihren.

Ist der Korper eine materielle ebene Fliche, so nimmt das
Tragheitsmoment die Form [r2-¢,-df an, falls £, wie friiher die
Flichendichte und df ein -Element der Fliche bezeichnet. Isi die
Fliche homogen, also &,==const, so wird das Trigheitsmoment
&y [r?df; dann nennt man [r®df das planare Trigheitsmoment der
Fliche. Je nach der Lage der Achse zur Ebene der Fliche unter-
scheidet man zwei besondere Arten dieser planaren Trigheitemomente.
Liegt die Achse in der Ebene der Fliche, so wird der Ausdruck
Jr*df das dquatoriale Trigheitsmoment der Fliche fiir die ge-
gebene Achse genannt, dagegen polares Trigheitsmoment, wenn die
Achse senkrecht zur Ebene der Fliche sieht.

Aquatoriale Trigheitsmomente.

Beziehen wir die ebene Fliche auf ein rechtwinkliges beliebiges
Koordinatensystem und ist df das Flichenelement in einem beliebigen
Punkte A der Fliche, dessen Koordinaten z, y sind, so nimmt das
dquatoriale Trigheitsmoment der Fliche fiir die X-Achse die Form

(22) Jo=[y2df
an, falls y den Abstand des Elementes von der X-Achse bezeichnet

(s. Fig. 22). Da df unendlich klein von der
zweiten Ordnung ist, so erkennt man, daB

dim () =1,*

und, weil y? stets positiv, J, >0 ist. An
Stelle des Doppelintegrals tritt ein einfaches,
wenn als Flichenelement df ein unendlich
X y% | | dinner Streifen parallel der X-Achse gewihlt
TG wird. Bezeichnen x, und z, die Anfangs- und
Endabszisse des Streifens, so wird

df =(z, —z,)dy

4

und somit
Y=Y2
(23) Jz=fy~ (2, —=,)dy.
V=
Hierin sind z, und z, bekannte, durch die Flachenbegrenzung
bestimmte Funktionen von y; das Integral ist damit auf eine
Quadratur zuriickgefiihrt.

Beispiel: Die Fliche sei ein Parabelsegment, das von einer Sehne parallel
der Scheiteltangente begrenzt wird (s. Fig. 23), als Achse werde die Scheitel-
tangente vorgeschrieben. Wir wihlen letztere als X-Achse mit dem Scheitel
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als Koordinatenanfang und erhalten dann, wenn z,®* — 2qy=0 die Gleichung
der Parabel ist, z,— 2, =—2V2¢y als Breite des Flichenstreifens im Ab-
stande y. Damit wird

y=a — o
Ja=[y*2V2qydy = $a®2qa.
y=0

Als Trigheitsradius finden wir, da

F=ta2qa, _
B S

Die Ermittlung planarer Trig-
heitsmomente wird  vereinfacht, Fig. 23.
wenn die Fliche als Summe oder
Differenz mehrerer Flichen deren Trigheitsmomente fiir dieselbe
Achse bekannt sind, aufgefaBt werden kann. Ist z. B. F=F, -} F,,
so wird in dem Ausdruck [y’df die Integration getrennt iiber die
Elemente der einen und der anderen Fliche ausgefiihrt werden
konnen, also

J=j(3/2df1 +y2df2)=fy2df1+fy2df2

werden; nun ist [ y®df, = J, gleich dem Trigheitsmoment von F,, und
fy?dfy=J, dem von F,; wir erhalten sonach

J=J,J,.

In gleicher Weise erkennen wir, da J=J, —J, ist, wenn
F —=F,—F, sich darstellen lit; allgemein haben wir daher

24) J=J,+J,,

wenn F=F,+ F, ist. Dieser Satz ist leicht erweiterungsfahig, wenn
F sich aus mehr als zwei Teilen zusammensetzt.

Eine der wesentlichsten Fragen ist die nach der Anderung des
Trigheitsmomentes einer Fliche mit der Lage der Achse. Bei den
beziiglichen Untersuchungen spielt eine wei-
tere GroBe eine wichtige Rolle, das sogen. v
Zentrifugalmoment der Fliche. Es sei eine
Flache auf ein willkiirliches rechtwinkliges
Koordinatensystem bezogen (s. Fig. 24), und
df ein Flichenelement im Punkte (zy), dann |
nennt man den Ausdruck T

(25) Jeydf=0C,, Fig. 24.

das Zentrifugalmoment der Fliche fiir die _
X- und Y-Achse. Er zeigt, daB es sich um eine GriBe derselben
Art handelt, wie das #quatoriale Trigheitsmoment, denn seine

b
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Dimension ist ;. Dagegen kann 0,, sowohl negativ, als positiv
sein, da die Vorzelchen von z und y von der Lage der Fliche gegen
die Koordinatenachsen abhingen. Ist z. B. die Fliche ein Rechteck
von der Breite b und der Héhe %, so findet sich, falls die Achsen
in zwei Seiten des Rcehteckes liegen (s. Fig. 25) und df=dzdy
gewdhlt wird,

2=b y=h b h b2 h2
———f fxydxdy:fxdxfydy: .
=0 y=h [} 0

&
2

b
J=
Wiirde man dagegen die Y-Achse parallel zu sich in eine Mittellinie
des Rechteckes verlegen, so erhielte man

—f wadxdy—g zdzr=0.

m +
|

7

Allgemeiner 138t sich dieses Ergebnis ge-

Fig. 25. winnen fiir Flichen mit einer orthogonalen

Symmetrieachse (s. Fig. 26). Wihlen wir diese

als Y-Achse und eine beliebige Senkrechte zu ihr als X-Achse, so
erhdlt man

—ffxydxdy= % fydy s
z ¥
nun ist infolge der Symmetrie der Begrenzung der Fliche x, = — z,,

woraus sofort 0, =0 folgt.
Was nun die Anderung des #quatorialen Trigheitsmomentes
mit der Lage der Achse anlangt, so werde diese vorerst festgestellt

4
-:dy
]
x ¥
Fig. 26.

fiir parallele Achsen. Seien 4,4, und A4 zwei parallele Achsen
im Abstande a (s. Fig. 27) und ist [y,*df==J,, das Trigheits-
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moment der Fliche F fiir die Achse 4,4,, gegeben, so erhilt man
es fir A4 aus der Beziehung

J=[y*df = [ (y, T a)*df=fy,*df +2a fy,df+a® fdf.

Hierin ist [y 2df=J, [y,df=F-7,, falls 7, den Abstand des
Massenmittelpunktes der Fliche von 4 A bezeichnet, und [df=F.
Folglich wird

(26) J =Jy+2aF 9,4 F-a,

aus welcher Beziehung sich J berechnen 1aBt, falls J, und 7, bekannt
sind. Ubersichtlicher wird das Anderungsgesetz von J mit @, falls
A A, die zu AA parallele Mittellinie der Fldche, also ;=0 und
a=1 wird. Es ergibt sich dann, falls J, entsprechend durch Jm
bezeichnet wird,

(26a) J=Ju+F-5?

und darin ist Jm das Trégheitsmoment der Fléche fir die zur Achse
A A parallele Mittellinie. Aus (26a) erkennt man, daB unter allen
Umstinden

J>Jm
ist, folglich
(26b) min (J) = Jm,

d. h. unter allen parallelen Achsen liefert die Mittellinie
das kleinste 4quatoriale Trigheitsmoment.

Der EinfluB der Richtungsinderung der Achse auf die GroBe
des Trigheitsmomentes wird erkannt, wenn wir alle Achsen in Be-
tracht ziehen, die durch einen
willkiirlich gewahlten Punkt O
gehen. Es sei (s. Fig. 28) 04
eine beliebig gerichtete Achse
unter dem Winkel ¢ gegen die
positive X-Achse eines willkiir-
lichen Koordinatensystems, und
% der Abstand des Flichen-
elementes df von ihr, so wird
das dquatoriale Trigheitsmoment
der Fiiache F fiir diese Achse

J=fu?dy.

Sind nun z und y die Koordi-
naten des Flichenpunktes, in dem sich das Flichenelement befindet,
so ergibt sich leicht

% ==y cOS @ — Z 8in ¢,
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und somit
J=[(ycosp—zsing)?df
=cos’p [y?df+sin? e [2? df— 2singpcos @ [zydf.
Hierin ist
Jyrdf=J,, [z*df=J, [zydf=0C,,

d. h. J_ das Trégheitsmoment der Fliche fiir die X-, J, das fiir die
Y-Achse und C,, das Zentrifugalmoment; diese drei von ¢ unab-
hingigen GréBen setzen wir als bekannt voraus. Es #ndert sich
hiernach das &4quatoriale Trigheitsmoment mit ¢ nach der Be-
ziehung

(27) J=J, cos’p+4J sin® ¢ —2C, singcosep,

die sicb unter Einfihrung des Winkels 2 ¢ auch auf die Gestalt
4+ —

(27a) J:Jz tdy_ Iy J’cos2<p-——0=ysin2<p

2 2

bringen 1d8t. Das Trigheitsmoment J nimmt extreme Werte an

fiir die Werte von ¢, fiir welche Z(p =0 ist, oder auch, fiir die
EL:O wird. Nun hat man
d2¢ ‘

aJ Jy—J, . .

i2g— —2—sm2<p—0wcos 2¢;

die Winkel ¢ =g¢,, fiir die J einen extremen Wert erlangt, geniigen
sonach der Gleichung

J,—J

(28) —2—?sin2¢pm——0”cos2qom=0,
aus der sich
C,
28 tan 2 =2 — v_
(282) n2en =25,

findet. Hieraus geht hervor, dafl es zwei Werte fiir ¢, gibt, die
J zu einem extremen Werte machen, weil bekanntlich tan (= &)=tana
ist, falls

2Csy_
J,—J,

gesetzt wird. Die beiden Werte fiir ¢ seien

e=arctan

1 4 £ 7
Pa=56 Pn—5 t5=3%+om

womit erkannt wird: In jedem Punkte der Ebene gibt es
zwei Achsen, fiir die das &dquatoriale Trigheitsmoment
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einen extremen Wert annimmt; sie stehen zueinander senk-
recht und werden die Haupttrigheitsachsen in dem Punkte
genannt. Die diesen sich zuordnenden Trigheitsmomente heifen
Haupttrigheitsmomente der Fliche; sie ergeben sich aus (27a) zu

J __J::_{—Jﬂ__Jﬂ_
w2 2

J“cos 2¢,—C, sin2¢,.
DurchElimination von ¢, aus dieser Gleichung und (28)in der Form
] — 2
(Jm__ Ie _;ﬁ) — (J——” 5 J’cos 2¢, +szsin2gvm)

- 2 J
—}—({”T{*sinmpm —0C,, cos2 (pm) =:(

findet sich sofort

A =
(29) J +”+1/" J -{—0,,,,

—JN\%°
) e,

wir bekommen sonach als Haupttrigheitsmomente die Werte

min (J) — 7,/ — 7 +J ‘/(" ) + 02y,

max (N) = =Tt le 1) (T T gy,

Aus (28a) erkennt man, daB das Zentrifugalmoment der Fliche fiir
die beiden Haupttriigheitsachsen Null sein muB und umgekehrt, daB
zwei Achsen, fiir die das Zentrifugalmoment sich zu Null ergibt,
Haupttragheitsachsen der Fliche sind. Bei Flichen mit einer
orthogonalen Symmetrieachse fanden wir fiir die letztere und eine
beliebige zu ihr senkrechte Achse das Zentrifugalmoment zu Null;
daraus folgt, daB die Symmetricachse eine Hauptriigheitsachse der
Fliche in allen ihren Punkten sein muB.

Die Haupttrégheitsachsen und -momente lassen sich auch zeich-
nerisch ermitteln und zwar mit Hilfe des Mohrschen Trigheits-
kreises. Fir eine Fliche F seien J,, J, und C,  gefunden worden,
und zwar sei J_ < J,. - Wir stellen d1e drel GroBen nach einem belie-
bigen MafBstab durch Strecken dar und tragen zunédchst auf der Y-Achse

des Koordinatensystems (s. Fig. 29, S. 42) 04 =J, und AB= J,
auf. Der Kreis iiber OB als Durehmesser ist der Tragheltskrels

€L
dessen Radius MO =M BQ»iTZLQ—IL’ wird.  Ferner tragen wir
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A—D’\C ey senkrecht zu OB auf und ziehen den Durchmesser durch
D, dann ist / F'OX =¢), und / E"0X:=¢);, was wie folgt be-
wiesen werden kann. Da bekanntlich der Zentriwinkel / EMO
gleich dem Doppelten des Winkels E'OX ist, also =2 g, und

AD 4D C. 2 C.y
tan (B’ M O v —
( )= ¥i 3o—od T, T,
=tan(2 ¢p,), 2

so finden wir / EFOX =g, und damit, weil / E'OE”:—Z},

[ B’OX —¢,. Ferner stellt die Strecke DE in dem gewihlten
MaBstab das min(J)=J,, und DE” das max (J)=dJm dar; denn da

MD=\M4’ +AD9A\/< ) +01,,

so wird

DE —ME — MDZ J_i"i \/(J )+0,,—~Jm,

und

DE —ME -+ iD=’ +J”+]/< >+G;y——.1"

Ist ferner O F eine beliebige Achse und / EOX =@, und fillt man
von D das Lot DG auf dem Strahl M E, so stellt die Strecke EG
das Trégheitsmoment J fiir die Achse OF dar, was wie folgt erkannt

wird. Wir fallen das Lot AF auf ME und zichen 4K parallel
ME, dann ist, weil / OME =2 ¢,
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EG=EM -+ MF—FG=EM -+ MA -cos(n—2¢)—AK
=EM—MA-cos2¢p—ADsin(n—2¢),
folglich
-E—Gg‘fz_;‘]v_']ﬂ

—J .
5 Zcos2p—C, sin2¢p=J

in Ubereinstimmung mit (27a). Der geometrische Ort der Punkte
G ist ein Kreis iiber M D als Durchmesser.

Eine einfache anschauliche Darstellung des Anderungsgesetzes
des dquatorialen Trégheitsmomentes mit der Richtung der Achse
bietet die sogen. Trégheitsellipse, die man wie folgt erhilt.
Man trigt (s. Fig. 28) auf der Achse OA eine Strecke OF =R
auf, dann werden die Koordinaten des Punktes # X = Rcosg und
Y =Rsingp. Multiplizieren wir nun Gleichung (27) mit R?2, so
nimmt sie die Form

J-R*=J X*+4J Y*—20C, XY
an. Verfiigen wir darin iiber R so, daB fiir alle Werte von ¢
J - R* = const. =
wird, so stellt die Gleichung
(30) J, X*4-J, Y?—2C, XY=x«

die Gleichung einer Ellipse dar, deren Mittelpunkt der Koordinaten-
anfang ist, und diese nennt man die Tragheitsellipse der Fliche
fiir den Punkt O. Sie hat die Eigenschaft, daB ihr Fahrstrahl

— x
R=0E=]/j-

sich umgekehrt proportional der Wurzel aus dem Trigheitsmoment
der Fliche fiir die Achse OF #ndert, oder, falls man J==F.32
einfithrt, umgekehrt proportional dem Trigheitsradius s.

Bezeichnen A und B die beiden Halbachsen der Trigheits-
ellipse, so ergeben sich diese aus dem Ausdrucke fir R zu

P x "% %
ViV =V Ve
min Jpln ’ Jmax Jlr’n

Fiir gewisse Untersuchungen erweist es sich als zweckmiBig,
31) x=F.4?. B?

einzufiihren. Man erhilt dann

7
A= }; =t " B= _m

m
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Die Tragheitsellipse hat bei. dieser Verfiigung iiber % die bemerkens-
werte Bigenschaft, daB der Trigheitsradius ¢ fiir eine beliebige Achse

OE (s. Fig. 30) gleich dem Lote O @ vom Mittelpunkte der Ellipse
auf die zu OF parallelen Tangente
an die Ellipse ist. Zum Beweise
dieser Behauptung benutzen wir
den bekannten Satz, daB das
Produkt konjugierter Halbachsen
der Ellipse konstant, also wenn
OE =R und OF = R gesetzt
wird,
R R'siny==const.=—= A4 B

ist, worin ¥ den Winkel zwischen
den zwei konjugierten Achsen bezeichnet. Fiihren wir nun OE’-siny
= 0P =1 ein, ferner

% FA®B*
=V =V

1 42 R2
Rf=#l/%AJB:=AB,

und wegen J = F.i? schlieBlich f=%, was zu beweisen war.
Bei demselben Werte der Konstanten » erhilt man fir die
verschiedenen Punkte der Ebene verschiedene Trigheitsellipsen nach
GroBe und Richtung der Achsen. Unter
o ihnen ist besonders wichtig die Trig-
i heitsellipse fiir den Massenmittelpunkt
LA M der Fliche, welche Zentralellipse
| ; genannt wird. Diese hat die beson-
- dere Eigenheit, daB8 das Trigheits-
moment fiir ihre groBe Achse das
kleinste aller moglichen Trigheits-
momente der Fliche ist, wie aus
(26 a) in Verbindung mit (26b) sofort
hervorgeht.
Bezeichnet man die beiden Haupt-
.. trigheitsmomente fiir den Massenmit-
i il telpunkt mit Ju und JW, so erhilt
Fig. 31. man als Trigheitsmoment fiir eine
zur groflen Achse der Zentralellipse
parallelen Achse im Abstande 7, nach (26a) (vgl. Fig. 31)

J=Jh-+F-nt,.

so finden wir
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Wshlt man nun 7, so gro8, daB J=J}4 wird, also

Th—Jh
=t
so erhilt man auf der kleinen Achse der Zentralellipse zwei Punkte
F, und F,, fiir welche die Haupttrigheitsmomente einander gleich
werden, und demgemdf3 die Trigheitsellipse in einen Kreis iibergeht;
man nennt sie die Festpunkte der Flache. Der Radius des Kreises
ist gleich der kleinen Halbachse der Zentralellipse.

Beispiele:

b

1. Die Fliche sei ein Rechteck von der Breite & und der Héhe A (siehe
Fig. 32), dann wird

ry b
Jo=[ydf =b[y?dy="22;
y=0

el
4 bsh

J,,:fx"dfzhfxgdx=-—3—;
=0

bt BeRe
Czy:_fxydf—_—ffxydxdy::_r‘
00

Bezeichnet 6 den Winkel der Diagonalen OD mit der

X-Achse, so erhilt
man, weil tand=h:b,

y—
<N
PR

Fig. 33.

5 C:y 3 bh 3  tand 3
Blen =27 LT PR3 T—tanid 4 n2

woraus hervorgeht, dal ¢, < d ist. Fiir die zu den Seiten parallelen Mittel-

linien des Rechteckes wird C;,=0; sie sind sonach Haupttrigheitsachsen
und die Hauptirégheitsmomente werden

bhe bih
Th=1 R=

Die Zentralellipse hat daher, falls man nach (31) » = F-A4* B* wahlt, alsg
Hauptachsen

J7 b b \/35‘ 3 3
=VIN = = = =V M = T 0577 .
4 V/F N 05775 B = 0577 5
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Die Festpunkte F, und F, liegen in den Abstinden (s. Fig. 33, S. 45)
. b2 — I
MF1=MF“='7"'=\/T'

2. Ist die Fldche ein Dreieck ABC und die Achse A, 4, eine Parallele
zur Basis AB durch die Spitze C, so findet sich fiir letztere als Tragheits-

moment
y=h

J=[y*df,
y=0
falls & die Hohe und b= A4 B die Basis bezeichnet. Wahlen wir als df einen
Flichenstreifen von der Breite A’B’ (s. Fig. 34) und der Hohe dy, und beachten,
daB aus der Ahnlichkeit der Dreiecke CA4’B’ und CAB

5. Y
A'B'=b W
folgt, so ergibt sich mit df = A’ B'-dy = % ydy
h
b b 18
—_— 3__ —_
i _f h dy 1 -
Da der Massenmittelpunkt M im Abstande #, =4k von der Achse 4,4,

GGG

- R -
o —/—i
+ h L)
Th .
'
41 '
< /."__ '

P P et
Fig. 34. Fig. 35.

entfernt liegt, so finden wir aus (26a) als Trigheitsmoment fir die parallele
Mittellinie

bh® bk (2 )’ bh?

-— 2 .| = ———
In=h—Fal=——7 -3 36

und fiir die mit der Basis 4 B zusammenfallende Ache 4; 4,

3 2 3
-
Aquatoriale Trigheitsmomente lassen sich auch zeichnerisch
leicht ermitteln, wozu sich besonders die Methode von Nehls eignet,
falls zur Bestimmung von Flicheninhalten Planimeter zur Verfiigung
stehen. Die Methode von Nehls findet auch mit Vorteil zur Auf-
suchung von Mittellinien ebener Flichen Verwendung, worauf zu-
erst eingegangen werden soll. Es sei F (s. Fig. 35) die Fléche,
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fiir die das Trigheitsmoment in bezug auf die Achse 44 zu er-
mitteln ist. Wir legen zu 44 eine parallele Achse 4,4, im will-
kiirlichen Abstande a, und eine weitere Parallele zu ihr im Abstande
y, welche die Flachenbegrenzung in den Punkten B und C schneiden
mag. Wir projizieren diese beiden Punkte orthogonal auf die Hilfs-
achse 4,4, und die so erhaltenen Punkte B, und C; von einem
beliebigen Punkte O auf 44 zentral :auf die Gerade B(C zuriick,
wodurch sich B’ und C’ ergeben. Wiederholen wir dieses Verfahren
fir eine geniigend groBe Anzahl von Parallelen, so erhalten wir als
geometischen Ort der Punkte B’ und ¢’ die Begrenzung einer Fliache
F', deren Inhalt zu dem Abstande 5 der Mittellinie von 44 in
einem einfachen Zusammenhang steht. Das Flichenelement dF’

hat zum Inhalte B'C’-dy, und da B'C' = B,C,- g, wie aus der Ahn-

lichkeit der Dreiecke OB,C, und OB'C" hervorgeht, so 1Bt sich
mit Benutzung der Beziehung B000=ﬁ’ auch dF' =B'C-dy

==% BC.dy setzen, folglich
P —=[dF' = [y-BO-dy.

Nun ist aber das Element der Fliche F, d. i. d F — BC.dy, sonach
erhalten wir

1
F’:—
afde,

worin

JydP=F-y

das statische Moment der Fliche F fiir die Achse 44 ist. Wir
finden somit
FI
ﬂ=f'“
und konnen hiernach % berechnen, nachdem wir F' und F plani-
metriert haben.

In der gleichen Weise finden wir das Trigheitsmoment, indem
wir dieses Verfahren fiir die Fliche F” wiederholen. Wir projizieren
B’ und ¢’ orthogonal auf 4,4,, und B, C, zentral von O aus auf
BC zuriick, womit sich die Punkte B” und C” ergeben. Deren
geometrischer Ort begrenzt die Fliche F”, und ihr Inhalt findet
sich zu

F”=de”=fB”0”-dy.
Da nun AOB"C" ~ AOB,C, und _E‘)Ta’o’zB'O', 80 wird
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7o =Y Byo; =Y . Fo =L B0
a a a

und hiermit
,,_}fg~ _..1_f9 ——.'.I_.
F = 2]¥ BC dy—w2 Yy dF_a“’
so dall das gesuchte Trigheitsmoment der Fliche F sich zu
J=F"-a?

ergibt. Durch Planimetrieren von F” erhilt man sonach J mit
der Genauigkeit, welche die Aufzeichnung der Grenzkurve von F’
zuldBt. Das Trigheitsmoment Jm fiir die zu A4 parallele Mittel-
linie findet sich dann nach (26a) zu

2
JM:J_F"?‘ZS%.;(FF"——-F'?).

Polare Trigheitsmomente.

Bezeichnet O einen willkiirlichen Punkt der Ebene der Fiiche
F, df ein Fliachenelement und r den Abstand desselben von O, so
nennt man den Ausdruck
(32) Jp=Jr*df
das polare Tragheitsmoment der Fliche fir den Punkt O, bzw.
fiir die in O senkrecht zur Ebene der Fliche errichtete Achse. Es

Fig. 36. Fig. 37.

ist immer positiv nnd von derselben Dimension, wie das dquatoriale,
also dim (J)=1{,. Fir die Auswertung des Integrales ist es unter
Umstinden vorteilhaft, Polarkoordinaten r und ¢ (s. Fig. 36) an-
zuwenden, also
df=rdrdo

zu setzen, dann wird

J,=[[r¥drdg;
hierin sind die Grenzen der Integrale durch die Flichenbegrenzung
bestimmt,
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Beispiel:
Ist die Fliche ein Kreisringsektor von den Radien R, und R, und dem
Zentriwinkel « (s. Fig. 87), dann erhdlt man fiir den Kreismittelpunkt

Ry a r=R; o=
} 4 L
—J\J‘r‘drdw——fadrjldqu_a 4(1;:,‘ Rl‘)=F,R1_—;—_R_.—
R .
r=R, @=0

Die Formel fiir J, gilt fiir alle Werte von «; der EinfluB von a maché
sioh nur fir F geltend. Ist R, =0, R,= R, so wird
aR* FR?
Jr= & T2

Die polaren Trigheitsmomente hingen in sehr einfacher Weise
mit den #quatorialen zusammen. Wie aus Fig. 36 unmittelbar
hervorgeht, ist

P—z'ty?,

folglich liefert (32)
(32a) Jp=[(@*F-yNdf=[z*df 4 [y*df=J 4 J,.
Das polare Trigheitsmoment einer Fliche fiir einen Punkt ist

sonach gleich der Summe der #quatorialen Trigheitsmomente fiir
irgend zwei im Punkte sioh rechtwinklig schneidende Achsen.

Beispiele: )
1. Fiir das Dreieck Fig. 34 wird das polare Trigheitsmoment in bezug
bh b3k | b3k
auf die Spitze C, weil hier J,=J, = —— und J, = Jo +3

Jy= E (BRI b2 4 b3 =1—2 @I 43— Hb - b9).

2. Ist die Fliche ein Kreisring, so wird fiir jeden Durchmesser desselben
das aquatoriale Triagheitsmoment das gleiche, also fiir den Mittelpunkt als
Koordinatenanfang J,=J, und zufolge (32a) dann

.
J1=Jy=-1}J,=F-§L—1———R—’.

Sechstes Kapitel.

Theorie der Trigheitsmomente von Korpern.

Die Triigheitsmomente von Korpern zeigen &hnliche Eigen-
schaften, wie die planaren Trigheitsmomente. Es ist, wie aus (21)
hervorgeht, J>>0 und dim (J)=m, . Setzen wir in (21)

also dm=¢-d7V,

(33) J= [er?.dv,
Grtbler, Lebrbuch der technischen Mechanfk. IL '
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so erkennt man sofort, daB die Ermittlung von J eine dreifache

Integration erfordert. Beziehen wir z. B. den Korper auf ein drei-

fach rechtwinkliges Koordinatensystem und setzen dementsprechend
AV=dz-dy-dz,

so nimmt J die Form

(34) J=[[fe-r*dzdydz

an, wobei die Integrale bestimmte sind, deren Grenzen durch die
Oberfliche des Korpers gegeben werden. Bei heterogenen Korpern
mit stetiger Massenverteilung ist die Dichte ¢ eine gegebene Funk-
tion der drei Koordinaten; das gleiche gilt von s? bei gegebener
Achse. Ist der Korper homogen, so wird die Dichte & konstant
=g, und
J=¢, fr?dV.

Das [r?dV wird dann das Trigheitsmoment des geometrischen Kor-
pers, bzw. des Kérpervolumens genannt; bezeichnen wir es mit J,,

so wird
J=1¢,-J,

und hierin die Dimensionen von J,, wie man sofort aus (34) er-
sieht, d. i

dim (J,) ={,°.
Fir die Berechnung der Tréagheitsmomente von Korpern, die durch
die Verbindung mehrerer verschiedener Korper entstanden sind, deren
Masse M sonach gleich der Summe M, 4 M, ... der Einzelmassen
ist, besteht die fiir viele Féalle vorteilhafte Beziehung

(35) J=J+ % +...=3)

wie man sich leicht iiberzeugt, indem man die Integrationen iiber
die Einzelkorper getrennt ausfiihrt; dabei beziehen sich die Trig-
heitsmomente alle auf die gleiche Achse. Kennt man sonach die
Trigheitsmomente der einzelnen Korper fir ein und dieselbe Achse,
so erhdlt man das Trigheitsmoment des zusammengesetzten Korpers
fir die gleiche Achse nach (35) einfach durch Summation. Das
analoge gilt in dem Falle, wo man einen Korper als Differenz
zweier und mehrerer Korper (z. B. eine Hohlkugel als Differenz
zweier Vollkugeln) auffassen kann; es ist dann das Trigheitsmoment
des Korpers gleich der Differenz der entsprechenden Trigheits-
momente.

Bezeichnet y die Masse eines materiellen Punktes im Abstande g
von einer Achse, beziiglich deren das Trigheitsmoment eines Korpers
J ist, so bestimmt die Gleichung

J=ug*
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die GréBe von u als Masse eines Punktes, dessen Trigheitsmoment
dem des Korpers gleich ist; man nennt

J

(36) p=g

die auf den Abstand p reduzierte Masse des Korpers. Wird
insbesondere
p=M,

d. i. der Kérpermasse M gleich gewahit, so heilit
: J
(37) p=1i= ‘/I[

der Triagheitsradius des Korpers fiir jene Achse. Ist letztere eine
Mittellinie des Korpers, d. h. geht sie durch seinen
Massenmittelpunkt, so wird jeder Punkt, dessen
Abstand von der Achse p=—=1% und dessen Masse
=M gewdhlt wird, Tragheitsmittelpunkt
des Korpers genannt.

Das Tragheitsmoment eines Korpers dndert
gich mit der Lage der Achse, auf die es be-
zogen wird. Es modge zunichst untersucht wer-
den, wie es sich hinsichtlich aller parallelen Achsen Fig. 38.
andert. Es sei (s. Fig. 38) D, eine — senkrecht
zur Zeichnungsebene stehende — Achse, fiir die das Trigheitsmoment

Jo=JrEdam
bekannt ist. Ferner sei D eine beliebige parallele Achse im Abstande
DyD=a von D,, und r der Abstand des beliebigen Massenele-

mentes dm von D, dann ist das Trigheitsmoment des Korpers fiir
die Achse D

J=fr*dm.

Aus dem Dreieck, das die Lote r, », und a bilden, folgt
r?=1r? 4 a® — 2ar, cos @; sonach wird
J=[(r}+a*—2arycosp)dm=[r2dm - a® [ dm — 2a [r cosp-dm.
Nun ist fdm=M, ferner rjcosp=2z der Abstand des Massen-
elementes dm von der Ebene, welche durch D, geht und senkrecht
zur Ebene der beiden parallelen Achsen D, und D steht; es wird
folglich

Jrocospdm= [zdm=M-{,
falls ¢ den Abstand des Massenmittelpunktes M von jener Ebene
bezeichnet. Damit wird schliefilich
(38) J=Jy+ Ma®— 2aM{.

4%
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Durch diese Beziehung laBt sich das Tragheitsmoment des
Koérpers fiir jede beliebige Achse aus dem fiir eine gegebene Achse
berechnen, wenn die Lage des Massenmittelpunktes bekannt ist.
Ganz besonders einfach wird die Relation (38), falls D, durch den
Massenmittelpunkt geht; denn dann ist {=0 und folglich

(39) J=Jm + Myp?,

falls Jq das Trigheitsmoment des Korpers fiir die entsprechende
parallele Mittellinie und % den Abstand der beliebigen Achse D vom
Massenmittelpunkt bezeichnet.

Aus (39) geht hervor, daBB Jm <J, und sonach

(40) min (J) == Jy

ist; daher der Satz: Unter allen parallelen Achsen ergibt die
durch den Massenmittelpunkt gehende das kleinste Trag-
heitsmoment.

Um auch den Einflu§ der Richtungsinderung der Achsen auf
das Trigheitsmoment kennen zu lernen, wollen wir das Trigheits-
moment des Korpers fiir alle
Achsen ermitteln, die durch einen
willkiirlich gewahlten Punkt O
des Korpers gehen. Legen wir
in letzteren den Koordinaten-
anfang, und durch ihn eine be-
liebige Achse OD, die mit den
Koordinatenachsen die Winkel
8., 9, 8, einschlieflt, ferner
bezeichnen zyz die Koordinaten
des beliebigen Ko6rperpunktes 4
i mit dem Massenelement dm und
Fig. 39. setzen wir

Od=e=Va*+ 4"+ 2%, L40D=0¢,

so erhalten wir fir das Quadrat des Abstandes r des Punktes 4
von der Achse OD (s. Fig. 39)

r?=(gpsin )% = o? —p%cos?gp.
Nun ist bekanntlich die Projektion OF=gcosp der Strecke ¢ auf
die Achse OD gleich zcosd, -ycosd, +zcosd,, d. h. gleich der
Summe der Projektionen der Koordinaten z, y, z des Punktes
4 auf OD, ferner cos’d, -~ cos?, - cos?d, = 1; wir erhalten
sonach
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r®=(2"+y*+2%)(cos?8, - cos?d, |- cos?s,)—(x cosd -}y co8d,+-2c0s4,)?
=(y*+2*)cos?d, (22} 27) cos? 3,4(x*+y*)cos? 8,—2zycosd_cos 3,
—2yzcosd, cosd,—2xzc08d,cosd,.

Hierin ist Vy® 4 2° = r_ der Abstand des Punktes 4 von der X-Achse,
V2 ot = r, der von der Y-, und V2® | y® =1, von der Z-Achse;
damit wird

J==[r'dm=cos?3, [ rdm+ cos?s, f r,2dm - cos®d, [r 2dm
— 2cosd,co8d, fzydm — 2cosd, cosd, [yzdm— 2cosd cosd, [ zzdm .
Beachten wir nun, daB die Integrale

Jrldm=J_, Srlam=J, Srlam=J,
die Trigheitsmomente des Korpers fiir die Koordinatenachsen sind,
und fzydm= C,y» SJyzdm=C,,, [zzdm==C,, die Zentrifugal-
momente fiir je zwei dieser Achsen, so ersehen wir, daB das Ande-
rungsgesetz des Trigheitsmomentes J mit der Richtung der Achse O D
durch den Ausdruck
(41) J=J_cos?s_-} J,cos%d - J cos?d, — 2 C,,co8d cosd,
—2C,co8d, cosd, —2C, cosd_cosd,
bestimmt wird, in dem die Verinderlichen die Winkel 4,9, o
sind. Vorstehende Beziehung ermoglicht eine #hnliche anschauliche
Augdeutung, wie die entsprechende Formel (26) fiir die planaren
Tragheitsmomente. Tragen wir auf der Achse 0D eine Strecke-0 E = R
auf und bezeichnen die Koordinaten des Punktes E mit X , Y, Z,
setzen also
Rcosd, =X, Reosd, =7, Rcosd, = Z,
so erhalten wir aus (41) nach Multiplikation mit R?
R J=J X'+ J Y} J 2" — 2C,, XY —2C,,YZ—2(,,XZ.
Verfiigen wir nun iiber R detart, daB fiir alle Achsen 0D
R?.J=Const. = »
ist, so geht die vorhergehende Gleichung iiber in
(41a) J X? +J, Y+ J, 27— 26, XY —2C,,YZ--2C, XZ=2x
und diese stellt die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoides dar; der
geometrische Ort der Punkte E ist sonach dieses Ellipsoid, das
Tragheitsellipsoid fiir den Punkt O genannt wird. Es hat die
wertvolle Eigenschaft, daB sein Fahrstrahl

6E=R=i—_‘/§
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umgekehrt proportional der Wurzel aus dem Trigheitsmoment des
Korpers fiir den Fahrstrahl als Achse ist. DaB die Fliche zweiten
Grades, die die Gleichung (41a) darstellt, ein Ellipsoid ist, folgt so-
fort aus der Beziehung fiir RB; denn J ist im allgemeinen < o0 und
stets —> 0, also R fiir alle Richtungen von 0D reell und < co. Das
Trigheitsellipsoid hat wie jede Fliche zweiten Grades drei Haupt-
achsen, welche zueinander senkrecht stehen; sie werden die Haupt-
trigheitsachsen im Punkte O genannt. Bezeichnen A, B, C die
drei Halbachsen des Trigheitsellipsoides, und ist 4> B> (, so er-
sieht man sofort, daB
(42) min(N)=Jp=;, med())=Ji=r;, mex(J)=Ji =7
ist; diese drei Trigheitsmomente heiflen die Haupttrigheits-
momente des Korpers im Punkte O und ergeben sich fiir die drei
Haupttriagheitsachsen. Bezieht man das Ellipsoid auf seine Haupt-
achsen als Koordinatenachsen, so erhilt seine Gleichung bekanntlich
die Form

X3 Y? VA

T e

Daraus schlieBen wir, daB fiir die Haupttrigheitsachsen C.,=¢C,
=(,,=0 wird, d. h. das Zentrifugalmoment des Korpers bezogen
auf je zwei der drei Haupttrigheitsachsen ist gleich Null.

Umgekehrt 1d8t sich aus dem Verschwinden zweier Zentrifugal-
momente der SchluB ziehen, daB die eine der Koordinatenachsen
eine Haupttrigheitsachse ist. Wenn z. B. ein Korper hinsichtlich
einer Ebene eine orthogonalsymmetrische Massenverteilung besitzt,
8o ist jede zu dieser Ebene senkrechte Gerade eine Haupttrigheits-
achse. Um das zu beweisen, legen wir eine der Koordinatenebenen,
z. B. die YZ-Ebene in jene Symmetrieebene, dann wird

Coy=Jffaydm=[Jy fxdm; C,,=[[[zzdm=[[z[zdm.
Ist nun die orthogonale Massensymmetrie beziiglich der Y Z-Ebene
vorhanden, so muBl, wie man’ sich sofort iiberzeugt,

Jrdm==0

werden fiir alle Werte von y und 2z; folglich verschwinden dann
beide vorstehenden Zentrifugalmomente und es ist sonach die X-Achse
eine Haupttrigheitsachse fiir den Koordinatenanfang. Das gilt fiir
alle Punkte der Symmetrieebene. Ist der Kérper homogen, so muBl
fiir seine Begrenzungsfliche die orthogonale Symmetrie bestehen.
Das Trigheitsellipsoid fiir den Massenmittelpunkt des Korpers
wird Zentralellipsoid genannt. Es ist besonders dadurch ausge-
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zeichnet, daB fiir seine groBe Hauptachse das Tragheitsmoment den
kleinstmoglichen Wert annimmt, wie aus (42) in Verbindung mit (40)
hervorgeht.

Ist der Korper besonders gestaltet, so kann das Trigheitsellip-
soid in ein Rotationsellipsoid oder in eine Kugel iibergehen. Ersteres
tritt z. B. ein, wenn der Korper eine orthogonale Symmetrieachse
beziiglich seiner Massenverteilung besitzt; in letzterer liegt dann die
Rotationsachse des Ellipsoides und diese ist Haupttragheitsachse fir
jeden ihrer Punkte. ‘

Bei der Berechnung der Trigheitsmomente ist zu beachten, daf
das Massenelement dm in den Integralen unendlich klein von der
dritten Ordnung ist, also J nur durch ein dreifaches Integral be-
stimmt werden kann. In manchen Fillen, insbesondere bei homo-
genen. Kdrpern, reicht aber auch ein zwei- bzw. einfaches Integral
aus, und zwar. wenn es moglich ist, das Massenelement entsprechend
zn wihlen. Es moge das an einigen Beispielen erldutert werden.

Beispiele:

1. Der Korper sei ein homogenes Paralielepiped mit den Kantenlingen
a, b, ¢ und der Dichte s,, also der Masse M =¢,abe; es soll das Tragheits-
moment fir eine Kante ermittelt werden. Wir legen das Koordinatensystem
in die drei Kanten, die in einem Endpunkte O
(s. Fig. 40) zusammenstoB8en und es sei die Y-Achse

v 4
die Achse, fiir die J gefunden werden soll. Zu [
dem Ende wihlen wir als Massenelement ein un- | /
endlich diinnes Prisma parallel der Y-Achse von ! y
dem Querschnitt dz-dz, so daB { —'r_ ]
dm=-¢,b-dzdz.
Da der Abstand 7, aller seiner Punkte von der F{//.' g
Y-Achse = yz? 4 22 ist, so -erbalten wir hier ein- €l 9t
facher vk
z=0 #=0 :_
J=J,=[rrdm=2zb [ [ @+ 2)dzdz 9
T=a 8=c¢ -
a ¢ a ¢
=e,b Uz’dzf dz-{—fdzfz’dz]
0 0 0 0
ase ac® a® - ¢? Fig. 40.
:%b[‘s**”s‘]zﬂ e
Fithren wir dic Diagonale D:\/m ein, so wird noch einfacher
MD?
Jy: 3

und der entsprechende Tragheitsradius

i,=v%=v%.
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In der gleichen Weise findet man die Trigheitsmomente J, und J, fir die
beiden anderen Koordinatenachsen, und zwar
< 9
J— u.@ +b )
3
Diese drei Trigheitsmomente sind aber keineswegs die Haupttrigheitsmomente

im Punkte O, und ebensowenig die Kanten Triigheitshauptachsen, wie schon
daraus hervorgeht, daB die Zentrifugalmomente, z. B.

’

2 2
J‘=M._b_‘;_‘i

ac 2.2
a’c ac

C,,:ffzzdm:sob:[bf xzdzdz:sob—4— =MT
von Null verschieden sind. Anders ist es dagegen mit den zu den Kanten
parallelen Achsen im Massenmittelpunkt; denn die Ebenen durch je zwet
dieser Achsen sind orthogonale Symmetrieebenen, also alle drei entsprechenden
Zentrifugalmomente Null. Die Haupttrigheitsmomente selbst finden sich leicht
mittels der Gleichung (39), so z. B.

. D)'_ MD? D Dt a'fct
Tmy=dy— () = — M = w =ML,

end analog die beiden anderen

2 1]
J,,.,=M-b -+ ¢ J,,,:M‘a"*_b'_

12 12
Ce
i
;
i
Tl ¥ :
w7
G}. =" SR
Fig. 41. Fig. 42.

2. Fir den Sektor eines homogenen Kreiszylinders vom Radius R und
dem Zentriwinkel o (8. Fig. 41) wird das Trigheitsmoment beziiglich der

Zylinderachse D
r=R

J= f r*dm,
r=0
talls dm =—¢,-1-r-o.-dr die Masse einer Kreishohlzylinderschicht vom Radius 7,
der Dicke dr und der Zylinderlinge ! darstellt, denn alle Massenelemente
dieser Schicht haben die gleiche Entfernung r von der Achse. Sonach er-
gibt sich

r=R B
J=rla [ rPdr=1tslaRt=M -,
r=0 2
{R%a

weil bekanntlich M= ¢, - 5

Dementsprechend erhilt man fir den Sektor eines Hohlzylinders von den
Radien B, und R,

2 ]
T=0—T=3ala®s — RY)= U TLEL
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Die entwickelten Ausdriicke gelten fiir alle Werte von o, sonach auch fiir
o« =2, d. h. fiir homogene Kreisvoll-, bzw. Hohlzylinder.

8. Dreht sich eine ebene Fliche, die durch die Kurven ¢, und ¢, (s. Fig. 42),
sowie zwei Ordinaten in den Abstinden 2/ und z” von der Z-Achse begrenzt
wird, um die X-Achse des Koordinatensystems, so entsteht bei beliebigem
Drehwinkel ¢ der Sektor eines Rotationskorpers. Denkt man sich diesen in
unendlich diinne ebene Scheiben senkrecht zur Drehachse von der Dicke dz
und den Radien o, und p, zerlegt, so ist das Trigheitsmoment einer solchen
nach dem Vorhergehenden

AT, =} a(ed —of)dx;

darin sind ¢, = f; (z) und gy = f,(z) bekannte Funktionen von », entsprechend
den Gleichungen der Kurven ¢, und ¢;. Sonach wird

z=2" 2"
Je=[dl. =}z [ 0t —ot)d=.
z=2z' z’

Ist ¢, eine Gerade, die in die X-Achse fillt (s. Fig. 43), und ¢, eine durch den
Koordinatenanfang gehende Gerade unter dem Winkel 8, so wird der Rota-

|
-
&

. /fb] Py
_/ﬂ T' S _x

7] =

Fig. 43.

tionskorper der Sektor eines geraden Kreiskegels. Da dann o, =0, gp,==x -tan g,
so erhilt man fir ' =0, 2"’ =h
A

J,:»}eo-ac-tan‘ﬂ~fz‘dz: 5 - £5- - hP tantB.
0

Setzt man noch htan 8 == R, worin B den Radius des Basiskreises bezeichnet,
und benutzt, daB M= %¢,ah R?, g0 erhilt man fiir alle Werte von a
Je =5y h B* = 3 M R®.
Ist ¢, wieder die X-Achse, ¢, dagegen ein Kreis vom Radius R, in dessen
Mitte der Koordinatenanfang liegt (8. Fig. 44), so daf demnach g, =0,

oy =+ YR*—2® wird, so bildet der Rotationskdrper den Sektor einer homo-
genen Kugelzone, dessen Triigheitsmoment fiir die Rotationsachse sich zu

z'

Ta= ko [(B—aYde = e [RE" —2) — §RG" — 2+ @ — )
zl
ergibt. Insbesondere findet sich fiir die Kugelkalotte mit 2” =R
Je =15 [ B> — R'a’ - § R?a’> — 2’
und fiir das Kugelzweieck vom Zentriwinkel o, weil dann /= — R,
Jy=15aR =}t M R%.
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Siebentes Kapitel

Die Wirkung von Kriiften auf die freie Bewegung materieller
Punkte.

Unter der Wirkung der XKraft auf einen freibeweglichen
materiellen Punkt soll entsprechend der Definition der Kraft zu-
ndchst verstanden werden die Beschleunigung, die die Kraft dem
Punkt erteilt. Durch die Gr68e und Rich-
tung der Beschleunigung wird der Ein-
fluB bestimmt, den die Kraft auf die
Bewegung des Punktes ausiibt. Nach den
Darlegungen der Bewegungslehre (Bd. I,
4. Kap.) bedingt das Vorhandensein einer
Beschleunigung im allgemeinen eine Ande-
rung sowohl der GroBe, als der Richtung

Fig. 45. der augenblicklichen Geschwindigkeit des

Punktes. Es sei (s. Fig. 45) o die Ge-

schwindigkeit des Punktes 4, m die Masse des letzteren, und P

die auf 4 wirkende Kraft, die mit v den Winkel ¢ einschliefen
mag, dann erhilt der Punkt 4 die Beschleunigung

b="
m

in der Richtung der Kraft. Zerlegen wir 6 in Komponenten in
Richtung der Bahntangente 4 7' und der Hauptnormalen n der Bahn,
und zwar mittels des Parallelogramms der Beschleunigungen, so er-
halten als tangentiale Komponente die sog. Tangentialbeschleunigung

b,=b cos ¢,
und als normale die sog. Zentripetalbeschleunigung
,, == b-sin @.
Durch Multiplikation dieser Ausdriicke mit der Masse m des
Punktes A erhalten wir als sogenannte
Tangentialkraft P,—mb,=m-b-cosep = P-.cos g
und als

Normal- oder Zentripetalkraft P,—=mb,=mb-sin ¢ ==Psin ¢;

es sind sonach die P,, bzw. P, darstellenden Vektoren die Seiten
eines Rechteckes, dessen Diagonale die Kraft P darstellt. Unter
Beriicksichtigung der fiir b, und b, gefundenen Ausdriicke (Bd. I,
S. 38, Formeln V und VI) erhalten wir demnach
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dv
Pt=P-cosqz=m-E-t—;

P“———P-sinq):m-v-‘;—z.

Aus diesen Beziehungen erkennt man sofort den Einflul der Kraft
P auf die Bewegung des Punktes, der im allgemeinen aus einer
Anderung der GroBe der Geschwindigkeit » im Betrage von

P.cosg

dy= -dt

und der Richtung von o um
dr=P50e o,
m-o
in der Zeit dt besteht.

Beispiel. Bei dem Wurf im luftleeren Raume mit der Anfangsgeschwin-
digkeit v, (s. Fig. 46a) ist es die Schwerkraft §=1m-g des Punktes, welche
die Wurfgeschwindigkeit v fortwihrend nach GréfSe und Richtung dndert. Dag

. N
g%

n
Fig. 46a. Fig. 46b.

Gesetz, nach dem dies geschieht, zeigt gm besten der Hodograph (s. Bd. I,
5. Kap., 8. 41) der Bewegung, der hier (s. Fig. 46b) eine vertikale Gerade & ist,
wihrend die Bahn des Punktes infolge dieser Geschwindigkeitsinderungen in
eine Parabel mit vertikaler Hauptachse iibergeht.

Wirken mehrere Krifte gleichzeitig auf einen Punkt, so kann deren
Gesamtwirkung wieder nur in der Erteilung einer nach GréBe und
Richtung bestimmten Beschleunigung bestehen. Die Bestimmung
dieser Beschleunigung wird erméglicht durch das folgende Erfah-
rungsgesetz:

Die GréBe und Richtung der Beschleunigung, welche
eine Kraft einem materiellen Punkte erteilt, ist unabhiangig
von der gleichzeitigen Wirkung anderer Krifte auf den
Punkt.

Aus diesem wichtigen Erfahrungsgesetz folgt ein Satz, der eine
der Hauptgrundlagen der Statik bildet und, wie folgt, bewiesen wer-
den kann,
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Es mogen auf den Punkt 4 gleichzeitig die Krifte P, und P,

wirken, dann erteilt erstere dem Punkt die Beschleunigung bl=%

in der Richtung von P, und letztere b2=% in Richtung von P,

(s. Fig. 47), weil nach vorstehendem Erfahrungsgesetz b, unabhingig
von P, und b, von P, ist. Fassen wir nun b, und b, als die Be-
schleunigungen von Seitenbewegungen
»r des Punktes 4 auf, was ohne weiteres
moglich ist, so lassen sich diese nach
den Satzen der Bewegungslehre (vgl
Bd. I, 4. Kap.) zu einer Beschleunigung b
zusammensetzen, welche nach GriéfSe und
Richtung dargestellt wird durch die
Fig. 47. Diagonale des Parallelogramms der Be-
schleunigungen (s. Fig. 47) und deren

GroBe und Richtung sich durch die Formeln

Reey .

/

>

b=Vb,2}b,>+2b,b,cosax, sin a1=%"‘-sina, sina, :%sina

berechnet werden kann; darin bedeutet ¢ den Winkel, den die
Richtungen der Krifte P, und P, miteinander bilden. Aus ihnen
ergeben sich unter Benutzung der Relationen P, — mb,, P,=mb,
P=mb die Ausdriicke

(43) P=mb=VP*+ R} 2P, P,cosa, sina1=%- sine,

sina, = P, sine

B
welche erkennen lassen, daB der geometrische Zusammenhang zwischen
den drei Strecken, die die Krifte P,, P, und P darstellen, der
gleiche ist, wie zwischen den Beschleunigungsvektoren, d. h. daB
sich die Wirkung der Krifte P, und P, auf den materiellen Punkt
ersetzen laBt durch die einer einzigen Kraft, deren GréB8e und Rich-
tung dargestellt wird durch die Diagonale eines Parallelogramms,
dessen Seiten die beiden Krifte darstellen. Dieses Parallelogramm
heiBt das Parallelogramm der Krifte, P, und P, heiflen die
Seitenkrifte oder Komponenten von P, wihrend P die Resul-
tierende oder Mittelkraft der beiden Krifte genannt wird. Ferner
nennt man die Ermittlung von P durch das Parallelogramm die
Zusammensetzung zweier Krifte zu einer resultierenden Kraft.
Unter Benutzung von Vektoren 148t sich an die Stelle der drei

Formeln (43) auch die eine Beziehung

(44) B=P,+ %
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setzen, da die Strecke P durch geometrische Addition von %, und
B, ebenfalls nach GréBe und Richtung erhalten wird.

Der hier gefiihrte Nachweis des Satzes vom Krifteparallelogramm
gilt nur unter der Voraussetzung, daB die Wirkung einer Kraft sich auf
einen freibeweglichen materiellen Punkt bezieht und in der Erteilung
einer bestimmten Beschleunigung besteht. Der erwihnte Satz hat
jedoch eine viel allgemeinere Giiltigkeit und erstreckt sich auf noch
weitere Wirkungen der Krifte. Zu dieser erweiterten Fassung des
Satzes gelangen wir unter Benutzung des Begriffes der Arbeit, der
im folgenden Kapitel eingefiihrt ‘werden soll.

Achtes Kapitel.

Die Arbeit der Kréfte.

Es bewege sich ein Punkt A, auf den eine nach Grofle und
Richtung unveridnderliche Kraft P unter dem Winkel ¢ gegen den
geradlinigen Weg A4, 4 =u wirkt, auf der .Geraden (a) (s. Fig. 48),
dann nennt man das Produkt
(45) P.u.cosa=A4

die Arbeit der Kraft P auf dem Wege %. Der Ausdruck fiir 4
148t zwei Auslegungen zu. Entweder benutzt man, daB P-cos @ = P,,
d. h. zufolge des im vorhergehenden Ar-

tikel erwiesenen gleich der tangentialen F
Komponente von P ist, also P i
(45a) A=P,-u ,ic:: /('t
schreiben kann, demzufolge die Arbeit als Aie 2z 4 %
Produkt aus der Tangentialkraft P, und Fi. 43

ig. 48.

dem Wege u ihres Angriffspunktes aufge-
faBt werden kann. Oder man beichtet,
daB u-cosa=o gleich der Projektion A F des Weges u auf die
Kraftrichtung ist, und demgemiB
(45b) A=P-o,
also die Arbeit A4 gleich dem Produkt aus P und der Projektion
o=A,F des Weges u ihres Angriffspunktes auf ihre Richtung
definiert wird. Erstere Auffassung ist die am hdufigsten verwendete;
letztere ist dagegen vorteilhaft fir die Berechnung von 4, wenn P
im Kiraftfeld nach GréB8e und Richtung sich als konstant erweist.
Die wichtigste Eigenschaft der GroBe, die wir Arbeit nennen,
wird aus der Form (45b) der mathematischen Formulierung des
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Arbeitsbegriffes am besten erkannt. Wir sehen, daB nicht die GroBe
von P, noch die von o an sich ausschlaggebend fiir die GroBe von
A sind, sondern nur das Produkt beider, d. h. es kann dieselbe
Arbeit von einer groBen Kraft auf kleinem Wege, wie von einer
kleinen Kraft auf groBem Wege verrichtet worden. In dieser Hin-
sicht stimmt die Formulierung (45b) des Arbeitsbegriffes ganz mit
dem iiberein, was die Umgangssprache unter Arbeit, bzw. unter
mechanischer Arbeit versteht. Das zeigt sich u. a. deutlich in den
Beobachtungen, die wir an der Arbeit der Schwerkraft, also z. B.
beim Heben schwerer Kérper machen. Wir nehmen da wahr, daB
es die gleiche Arbeit erfordert, einen Korper auf eine Hohe von n
Metern zu heben, wie n solcher Korper auf einen Meter, in der Tat
also das Produkt aus Schwere und HubhShe ausschlaggebend fiir
die GréBe der Hubarbeit ist.

Wie die Definition (45) von 4 leht, wird 4 >0, falls 0 <a <7

ist; dagegen A4 <0, d. h. negativ, wenn %éa < 7 sein wiirde. Da

die Schwerkraft vertikal nach abwirts gerichtet ist, so erkennen wir
hiermit, daB die Schwere bei der Abwirtsbewegung der Korper
Arbeit verrichtet, wie z. B. die Schwere des Wasser im oberschlich-
tigen Wasserrad, bei der Aufwirtsbewegung dagegen Arbeit verzehrt,
d. h. wir miissen, beim Hub schwerer Korper durch unsere Muskel-
krafte Arbeit verrichten.

Die Arbeit einer Kraft ist an keine Bewegungsrichtung ihres
Angriffspunktes gebunden; sie ist daher eine skalare, d.h. keine
gerichtete GroBe. '

Als MaB oder Einheit der Arbeit ergibt sich nach (45a oder b)

AI=PJZI’)

d. h. die Arbeitseinheit ist die Arbeit, welche die Krafteinheit P,
auf einem Wege gleich der Langeneinheit I, verrichtet, falls a=0.

Man erhilt sonachim absolutenMaBsystem, in dem Py =m I,¢,~?
als Dimensionsformel fiir die Arbeitseinheit

dim (4) = A, =m, 1*t,~.
Im C.G.S.-System (vgl. das 3. Kap.) wird

2

4;,=1gcm? s~ ?=1Erg;

d. h. man nennt die Arbeitseinheit in diesem System ein Erg. Sie
ist die Arbeit der Krafteinheit, des Dyn, auf dem Wege von einem
Zentimeter. Die millionenfache Gréfle, d. i. 10° Erg nennt man ein
Megerg; dieses ist die Arbeit eines Megadyn auf dem Wege von



Die Arbeit der Krifte. 63

einem Zentimeter. In der Elektrotechnik verwendet man als weitere
-Arbeitseinheit

10 Megerg =— 1 Megadyndezimeter = 1 Voltcoulomb (= 1 VCy).

Im, M.T.S.-System wiirde die Arbeitseinheit die Arbeit von einem
Vis auf dem Wege 1 m sein; sie mdge Vismeter genannt und mit
v bezeichnet werden. KEs ist

1 vm = 10'° Erg.
wie man leicht ersieht. In Frankreich heiflt sie KllO]oule

lm technischen MaBsystem ist die Krafteinheit £,=1 kg, also
die Kilogrammschwere von Paris, und Il;=1m; daher wird die
Arbeitseinbeit die Arbeit, welche ein 1 kg, schwerer Kdrper bei der
lotrechten Abwirtsbewegung um 1m verrichten wiirde. Man nennt
diese ArbeitsgroBe ein Kilogrammeter oder auch Meterkilogramm und
bezeichnet sie mit mkg, richtiger mit mkg,. Es ist

==1mkg,=10%g - 981 cms ?-100cm=98,1-10°® Erg—98,1 Megerg
=981 VC,
und umgekehrt
1 VC,=0,1019 mkg,.

Andert sich die Kraft P nach GréBe und Richtung mit der
Lage ihres Angriffspunktes 4, bzw. ist die Bahn von 4 eire belie-
bige Kurve a, so 1aBt sich der durch (45) definierte Arbeitsbegriff
nur auf eine unendlich kleine Bewegung von A anwenden. Es sei
AA’ —=du (s. Fig. 49) das Bahn-
element und ¢ der Winkel zwischen
der Richtung von P und der Bahn-
tangente AT, dann ist die sogen.
Elementararbeit der Kraft P

(46) dA=P-.cosp-du.

Zerlegt man P in Komponenten in Richtung der Bahntangente und
-normale, so wird erstere, die sogen. Tangentialkraft

P,=P-cosp,
und folglich
(46a) dA=P, . du.

Nur die tangentiale Komponente von P verrichtet also eine
Arbeit, denn die normale schlieft mit dem Bahnelement den Winkel

;—z ein, so daf ihre Arbeit notwendig zu Null wird.
Je nachdem ¢ §—723, wird d4 =0, d. b. die Elementararbeit
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von P wird positiv oder negativ. Da nun

do
P‘=m-b‘=mﬁ,

so wird %% 0, also die Bewegung beschleunigt oder verzogert

sein. Das liBt sich noch in anderer Weise ausdriicken. Es ist

und somit

3
Man nennt —m—;—-=W die kinetische Energie oder lebendige

Kraft, oder auch Wucht des materiellen Punktes. Wie die Be-

ziehung
dW=dA

lehrt, ist die Anderung der Wucht bei der Elementarbewegung des
Punktes gleich der Elementararbeit der wirkenden Kraft, und da
die Wucht immer positiv ist, so bedeutet ein positives d4 eine Zu-
nahme, ein negatives eine Abnahme der Wucht, also eine Zu- oder
Abnahme der Geschwindigkeit.

Bewegt sich der Punkt A auf seiner Bahn von A, bis 4, (siehe
Fig. 49), so wird die gesamte Arbeit

U=y, u, [

4, =[d4 =J'P-cos<p-du=fP‘-du
U="4, tho o

oder allgemeiner

(47) A={[P,du.

Diese Arbeit 1a8t sich durch eine
Fliche darstellen und zwar mittels des
sogen. Arbeitsdiagramms, das in fol-
gender Weise erhalten wird. Man trigt
als Abszisse z einer Schaulinie eine dem
]’ZT u proportionale Linge vom XKoordinaten-

anfang O (s. Fig. 50) eines rechtwink-

Fig. 50. ligen Koordinatensystems auf, setzt also
OB=z=—v-u, und als Ordinate y eine
der Kraft P, proportionale Strecke B_C'~=y=x-P‘; die Punkte O

bilden dann die Schaulinie des Arbeitsdiagramms. Das Element
dF der Fliche B,C,C B, die von der Schaulinie, der Abszissen-
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achse und den beiden Ordinaten B,C,=—1y, und y begrenzt wird,
ist dem dA proportional, weil

dF:y-dx=x‘7'P‘d“="""dA'

Folglich wird
“ z z .
4 =fdA=iJ'ydx=ide
xX-v,)- w-v
‘o Zo

Uo z,
z
und sonach, falls man f dF=F als bekannt ansieht,
@, ‘
F
(48) A= —-

Die Schaulinie zeigt in ihrem Verlaufe, wie sich P, mit der Lage
des Punktes #ndert. Schneidet sie die X-Achse, so wird P, negativ
und dementsprechend stellen die Teile der Flidche unterhalb der
X-Achse negative, d. h. Verzogerungsarbeiten dar. Derartige Dia-
gramme sind z. B. die Indikator-Diagramme der Kolbendampf-
maschinen, bei denen die Beziehung (48) zur Berechnung der Arbeit,
bzw. Leistung des Motors stets Verwendung finden mu8.

In der Definition des Arbeitsbegriffes ist besonders zu beachten,
daB die Zeitdauer, innerhalb welcher die Arbeit verrichtet wird,
keinen Einfluf auf die GroéBe der Arbeit hat, denn letztere ist von
der Zeit ganz unabhingig. Gleichwohl hat das Verhiltnis der GroBe
der Arbeit zu der Zeitdauer ihrer Verrichtung eine hervorragende
Bedeutung fiir die Technik, denn es ist fiir die Wirklichkeit nicht
gleichgiiltig, ob eine bestimmte Arbeit in einer kleinen oder groBien
Zeit geleistet wird. Daher bedarf es zur Beurteilung dieses Ver-
hiltnisses noche einer weiteren Gr6Be, der sogen. Leistung. Man
versteht darunter das Verhiltnis der Arbeit zur Zeit ihrer Verrich-
tung, also, wenn die Zeit zur Verrichtung der Arbeit 4 mit ¢ be-
zeichnet wird, so definiert der Bruch

(49) y=14

die. Leistung der Kraft, welche die Arbeit 4 verrichtete. Ist P nach
Groe und Richtung konstant, und die Bahn des Angriffspunktes
eine gleichformig durchlaufene Gerade, so wird

P.u-cosa

==

] —
und weil u = ¢-t, falls ¢ die Geschwindigkeit der Bewegung bezeichnet,

so erhilt man
(49a) N=P-.c-cosa.
Gribler, Lehrbuch der technischen Mechanik. II. 5
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Die Leistung ist s0o wenig wie die Arbeit an eine Richtung ge-
bunden, also eine skalare GroBe. Ihre Einheit ergibt sich nach Vor-
stechendem sofort zu

l
AN1=£I'—P1 e
¢ 4
Im absoluten Mafisystem wird sonach
N,=m,1*t8.
Im C.G.S.-System findet sich
N,=1gcem?s—3 =1 Sekundenerg,
d. i. das Verhiltnis der Arbeitseinheit des Erg zur Sekunde. Ferner
nennt man 10° Sekundenerg ein Sekunden-Megerg. Zehn Sekunden-
megerg werden in der Elektrotechnik ein Watt genannt und mit
W bezeichnet

1 W =(1 Watt =) 10 Sek.-Megerg = 107 Sek.-Erg.

Tausend Watt werden ein Kilowatt genannt und mit kW bezeichnet,
so daB3
1 kW =10®* W = 10*° Sek.-Erg = 1 Sek.-Vismeter.

Im technischen MaBsystem ergibt sich als Dimensionsformel fiir
die Leistung _

N,=P, 3",
und da die Arbeitseinheit das Kilogrammeter (mkg,) ist, fiir N, die
Beziehung

N,=1mkg s ;
letztere wird Sekunden-Kilogrammeter genannt. Die gebriuch-
lichste Leistungseinheit der Technik ist die Pferdekraft; sie ist die
Leistung von 75 Sekunden-Meterkilogrammen und wird mit PS be-
zeichnet. Man hat also

75 Sek.-Meterkilogramm = 1 PS.

Wird néherungsweise die Beschleunigung des freien Falles zu
9,81 ms—? eingefithrt, so erhilt man
1PS=17351 W ~ =736 W=0,736 kW

und umgekehrt
1 kW ==1,36 PS.

Ist die Kraft P mit dem Orte verinderlich, ebenso die Ge-
schwindigkeit, so erhilt man als Leistung
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und da %:o, so wird
(50) N=P-cosp-v=P,-0,

dieser Ausdruck, der mit (49a) iibereinstimmt, zeigt die Verinder-
‘lichkeit der Leistung von Punkt zu Punkt der Bahn.

So ist z. B. beim freien Fall schwerer Korper die Leistung bei
Beginn der Bewegung Null, nach ¢t Sekunden aber

N—=8-v=m-g%-t,

weil hier 9 = g-¢ und die Schwere S des fallenden Korpers
gleich mg zu setzen ist; die Leistung wéchst sonach proportional
der Zeit.

In den technischen Anwendungen spielt auch der Begriff der
mittleren Leistung eine nicht unwesentliche Rolle. Man versteht
darunter das Verhiltnis

1f
=T(P cospdu,

10
o

(51) N, =2

m t—l

falls A,, die Arbeit einer verinderlichen Kraft bei nicht gleich-
formiger Bewegung in der Zeit ¢, bezeichnet. Das ist z. B. der Fall
bei den Kolbenkraftmaschinen, fiir die 4,, die Arbeit bei einer Um-
drehung der Motorwelle im Bebarrungszustande und ¢, die Dauer
der Umdrehung darstellt.

Beim freien Fall wird z. B.
S-h
rE
falls A =14 g¢? die Fallh6he bezeichnet; man erhilt sonach
Np=1}mg* ¢,
also die Hilfte der Leistung am Ende des Falles.

Np=

Neuntes Kapitel.
Das Parallelogramm der Kriifte.

Unter der Wirkung einer Kraft auf einen materiellen Punkt
werde kiinftig verstanden die Elementararbeit der Kraft, jedoch
nicht nur bei bestimmten, sondern bei allen méglichen Bewegungen
ibres Angriffspunktes. Um das zum Ausdruck zu bringen, wollen
wir in (46) an die Stelle von du als Wegelement Ju setzen, und
dementsprechend 84 an Stelle von d4. Damit soll ausgedriickt
werden, daB
(62) 84 =P-cosp-Su

he
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die Elementararbeit der Kraft bei jeder moglichen unendlich kleinen
Bewegung ihres Angriffspunktes bezeichne.

Wirken mehrere Krifte auf den Punkt, so soll weiterhin unter
der Wirkung der Kréfte verstanden werden, die algebraische
Summe der Wirkungen der Einzelkrifte. Bezeichnet 64 die
Wirkung der Krifte, so soll demnach

84=064,+04,+...+d4,

oder kiirzer
(In) 6A=3(54)
k=1

sein.

Wir wollen zunéchst zwei Kréfte annehmen und die Frage be-
antworten, ob es eine Kraft gibt, deren Wirkung gleich der Wirkung
der beiden Krifte auf den Punkt ist. Es
moégen P, und P, (s. Fig. 51) die beiden
Kriifte sein. die mit einer beliebigen
Geraden @, in der Ebene der Krifte

die Winkel ¢,, bzw. @, im Sinne der
Uhrzeigerbewegung einschlieBen. Ferner
sei a eine durch 4 gehende, ebenfalls
in der Ebene der Kriifte liegende Ge-
rade unter dem willkiirlichen Winkel v,

die das Wegelement 4 4’ = du des An-
grifispunktes A der Krifte enthilt. Dann ist
64=04,+04,=P,-cos(p, — vy, 6u—- P,cos(p, — ) du.
Bezeichnet K die Kraft, deren Wirkung.
04p=0384=04,+ 44,
sein soll, und nehmen wir diese zunichst in der Ebene beider Krifte
unter dem Winkel ¢ gegen a, liegend an, so ist
0Agr==R-cos(p—y)-du;
es muB folglich, da 4> 0, fiir alle méglichen Werte von v die
Gleichung
(53) ~ Rcos(p —y)=P, cos(p, —y)+ P,cos (p, — y)
bestehen. Schreiben wir sie in der Form
P, cosp, - P, cosp, — Reosp | (P, sin @, -}- P, sinp, — Rsin p)tany=0,
und beachten, da8 sie fiir alle die unendlich vielen Werte von
tany Giiltigkeit haben soll, so ist das nur méglich, falls
P, cos p, -+ P, cos ¢, = R cos o,
P, sinp, -+ P, sin p, = Rsin p.

R

L)

Fig. 51.
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Daraus folgt sofort

R=VP%+P§+2P1P2 o8 (@, —@,),
__ P, cos g, + P,cos g, P, sin ¢, 4 P, sin @,
T R R ’
womit erkannt wird, da es in der Ebene der Krifte eine und
nur eine Kraft von bestimmter Gr68e und Richtung gibt,
die die Wirkung beider Krifte ersetzt. Beachten wir weiter,
daB hieraus

P, . . P, .
cos (p — @)= R“l sin (‘p‘z - ‘pl)’ sin (‘pz - <P) = ‘1}1 Sin (99‘1 —@,)

(54)

, singp=

cos

erhalten wird, so erkennen wir die Ubereinstimmung der so er-
. mittelten Kraft R mit der aus dem Parallelogramm der Krifte
folgenden Kraft P, deren- GroBe und Richtung durch die Formeln
(43) (5. S. 60) bestimmté wurden, weil @, — @, =@, p — ¢, —¢, und
P, —p=a, ist.
Kiirzer hiitte man dieses Ergebnis unter Benutzung der Dar-
stellung der Krifte durch Vektoren erhalten konnen. Denn die
Gleichung (53) geht nach Einfilhrung der Vektoren iiber in

% cos (¢ — y) = $, cos (P —w)+ ﬂs‘; 08 (¢, —y)

und sagt dann aus, daB die Projektion
von R gleich der Summe der Projektionen
von P, und P, sein miisse, und zwar fiir
jede beliebige Gerade a, (s. Fig. 52) in der
Ebene der Krifte. Das ist aber nur mog-
lich, wenn $,, %, und R ein geschlossenes
Dreieck bilden, bzw. R die geometrische
Summe von P, und P, ist, wie man aus
Fig. 52 erkennt; denn in ihr ist

R cos(p—y)=AB=AB, + B,B=AB, | AB, =%, cos(p, — v)
+ B, cos (@, — w).

Bei diesem Nachweis wurde zunichst angenommen, daB alle Wege
d% in der Ebene der Krifte liegen soliten, und ebenso R. Beide
Beschrinkungen sind aber nicht notwendig; vielmehr ergibt sich das
gleiche Resultat, d. h. R als Diagonale des Parallelogramms der
Krifte, wenn die Richtungen von d« und R beliebig gewihlt werden.
Man findet dann, daB die Gleichung (53) bestehen muB fiir die drei
Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems, und dafl die ent-
sprechenden drei Gleichungen auf Formeln fithren, die denselben
Inhalt wie (54) haben.
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Unmittelbar folgt das auch daraus, daB man jedes beliebige du
mittels des Parallelogramms der Wege in zwei Komponenten zer-
legen kann, von denen die eine in der Ebene der beiden Krifte P,
und P,, und die andere senkrecht zu ibr liegt. Da P, und P, zu
letzteren senkrecht stehen, so ist ihre Elementararbeit gleich Null,
#ndert also die Gleichung fitr 84 nicht; andrerseits mufl die Kom-
ponente von R senkrecht zur genannten Ebene Null sein, weil ihre
Arbeit ebenfalls zu Null wird.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich der wichtige Satz: Wirken
auf einen materiellen Punkt zwei Krafte, so 148t sichderen
Wirkung ersetzen durch die einer einzigen Kraft, deren
Gré68e und Richtung durch das Parallelogramm der Krafto
eindeutig bestimm¢ wird.

Zwei Beziehungen, die sich als Eigenschaften des Krafteparallelo-
gramms ergeben, mogen hier noch Raum finden. Wie aus Fig. 53

hervorgeht, filhrt die Zerlegung von P,

. | und P, in Komponenten in Richtung von

!‘\'\K \ ' R und einer dazu senkrechten Geraden auf
q / \‘Q}A die beiden Relationen:

! o1
“\;(TJ/J “ (55a) P, cose, -+ P,cosa, = R,
B Ry (65b)  P,sine, — P, sin a, =0.
Fig. 53. Von den Sonderfillen, die bei Anwen-
dung des Krifteparallelogramms eintreten
konnen, seien folgende angefiihrt:
1. es sei ¢=0. Dann wird R=VP}? -+ P? |- 2P, P,=P,}P,,
sonach R die algebraische Summe der Krifte; ferner ist ¢, —a,=0;

2. es sei a=;i, dann erhdlt man R=VP} 4 P2, sing, =-2

P,
==co8 a,; sina, = R——-cosal,

3. ist a=um, so wird R=VP2-+P} — 2P, P,=P,—P,, falls
P, die groBere der beiden Krifte bezeichnet.

In dem letzteren Fall kann R=0 werden, und zwar wenn
P, = P, ist. Man nennt ihn den des Gleichgewichtes der beiden
Krifte an dem freibeweglichen Punkte. Mit Riicksicht darauf, daf}
die Wirkung beider Krifte in diesem Falle sich zu Null ergibt,

d. h. daB
64=0

fir alle moglichen Bewegungen des gemeinsamen Angriffspunktes,
1aBt sich als Definition des Gleichgewichtes zweier Krifte auch vor-
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stehende Bedingung hinstellen. Aus ihr folgt, weil,
6A=04p=R-cos ¢-Su,

daB dann R==0 sein muB, und da sich R in der Form

R=V(P,—F)+2P, P, (1 +cosq)
schreiben ldBt, R nur zu Null wird, falls P, — P, und cosa =—1,
also a==an ist, weil die beiden Glieder der Summe unter der Wurzel
unter allen Umstéinden positiv sind.
Die vorstehende Definition des Gleichgewichtes, nimlich

04 =0,

fihrt also nicht nur auf dieselben Beziehungen zwischen den Kriften,
sondern hat auch den Vorzug groBerer Allgemeinheit, wie sich weiterhin
zeigen wird. ’

Wie sich zwei Kriifte mit gemeinsamem Angrifispunkte ohne.
Anderung ihrer Wirkung durch eine Kraft ersetzen lassen, so kann
man umgekehrt auch eine Kraft durch zwei Krifte ersetzen, deren
Richtungen beliebig sind, soweit sie nur mit der dargegebenen Kraft
in einer Ebene liegen. Man nennt dies die Zerlegung einer Kraft

Fig. 54. Fig. 55.

in Komponenten oder Seitenkrdfte nach gegebenen Richtungen.
Die letzteren werden erhalten als Seiten eines Krifteparallelogramms,
dessen Diagonale die gegebene Kraft darstellt. Es sei P (s. Fig. 54)
die gegebene Kraft und g,, bzw. g, seien die Geraden, in denen die
gesuchten Seitenkrifte wirken sollen, dann folgt aus dem Parallelo-
gramm der Krifte, bzw. aus den Formeln (43)

Bin g, sina
56 _P = P ¢ P —_— - 1 ,
) A=Paete BT Ee+a

weil hier ¢, und a, gegeben sind.

Zeichnerisch wird die Zerlegung einer Kraft in Komponenten
nach gegebenen Richtungen besonders einfach durch die Verwendung
des Kriftedreieckes, indem man durch den Anfangs- und Endpunkt
der Strecke § (s. Fig. 55) Parallelen zu g,, bzw. g, legt, womit
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GroBe und Wirkungssinn der gesuchten Krifte (unter Beriicksichti-
gung der Regel der geometrischen Addition) bestimmt sind.

Wirken drei Krifte auf einen Punkt, so 148t sich durch zwei-
malige Anwendung des Krifteparallelogramms sofort zeigen, daB
sie ebenfalls durch eine nach GréBe und Richtung eindeutig be-
stimmte Kraft in ihrer Wirkung ersetzt werden kénnen. Denn setzt
man zuerst P, und P, (s. Fig. 56) zur Resultierenden R, zusammen,
und dann R, mit P, so erhédlt man

R=R,FP,—P,FP,Fp,

also eine nach GroBe und Richtung eindeutig bestimmte Kraft. Da
die geometrische Summe sich durch die Reihenfolge der Glieder bei
der Addition nicht &ndert, so findet sich
dasselbe R, wenn man z. B. erst P, und P,
und mit deren Resultierenden R,, dann P,
zusammensetzt usf. Damit erkennt man, daB
R durch die Diagonale eines Parallelepipedes
dargestellt wird, dessen drei in A4 zusammen-
stoBende Kanten die Krifte P,, P, und P,
nach GroBe und Richtung darstellen.
Sind die Richtungen der drei Krifte
Fig. 56. zueinander senkrecht, so liB8t sich R auch
analytisch leicht nach GroBe und Richtung
finden. Bezeichnet a, (x=1, 2, 3) den Winkel zwischen den Vek-
toren B, und R, wobei zu beachten, daB

0<a,. <,

so folgt aus der bekannten Beziehung
P.=NR-cose,
unter Benutzung des Satzes
cos?a, | cos?a, 4 cosla, =1

B+ B+ B =9,

R=VPTF P} Pj,
(67) P P,
cosa1=-1%, cos @, == E’,

damit ist die GroBe und Richtung von R eindeutig bestimmt,.
Umgekehrt lift sich jede Kraft P in drei zueinander senkrechte
Komponenten zerlegen, die durch die Relationen

(68) P, = Pcosa,, P,=Pcosa,, Py=Pcosay

und sonach

B
R’

cos Qg ==
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bestimmt sind, denn a,, @, und ¢; hat man als gegeben an-
zusehen.

Aus 4 =0 folgt fiir den Fall des Gleichgewichtes der drei
Krifte R=0 als notwendige Bedingung. Aus der Bezichung

§R=$1+ﬂ32+‘33

ersicht man dann sofort, da die drei Vektoren ein geschlossenes
Dreieck bilden und sonach in einer Ebene liegen miissen.

Zehntes Kapitel.

Zusammensetzung und Gleichgewicht von Kriften an einem
freibeweglichen Punkte.

Wirken auf einen freibeweglichen Punkt n Krifte von beliebiger
GroBe und Richtung, so lassen sich diese durch eine einzige Kraft
von bestimmter GréBe und Richtung ersetzen, deren Wirkung die-
selbe ist, wie die aller Krifte. Das erkennt man unmittelbar durch
die n — 1-malige Anwendung des Parallelogramms der Krifte. Denn
setzt man zundchst P, und. P, zusammen, so erhdlt man als deren
Resultierende

B, =P, :F B
diese mit P, zusammengesetzt, ergibt als Resultierende von P,, P,
und P,
Ry =R, $P3=P1—T—P2:|:Ps-
In gleicher Weise findet man
R,, =R13¢P4=P1:FP2:F-P3¢P4
usf,; so daB schlieBlich

(59) R=R1”=P1—T—P2.:P...$Pﬂ=k§1($Pk)

als Resultierende aller' n Krifte erhalten wird, und zwar durch die -
n — 1-mal wiederholte Anwendung des Parallelogramms der Krifte.

Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man durch die geometrische
Addition der die Kriifte darstellenden Vektoren, indem wir an den
Endpunkt von P, den Vektor B, antragen, womit sich ®,, findet,
dann P; an den Endpunkt von §,, um %R,; zu erhalten, usf. bis hin
zu P,. Auf diese Weise entsteht (s. Fig. 57a u. b, S. 74) ein Strecken-
zug, welcher Krafteck, Kréifteplan oder -polygon genannt wird.
Ist % der beliebig gewidhlte Anfangspunkt des Vektors §,, so wird
dieser zu dem sogen. Anfangspunkt des Krafteckes, wihrend der
Endpunkt von ®, der Endpunkt desselben heift. Die Strecke,
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welche % mit dem Endpunkte verbindet, heiBt die SchluBlinie des
Krafteckes; sie stellt nach GréBe und Richtung und zwar von %
nach dem Endpunkte hin die Resultierende aller Krifte dar. Die
Diagonalen des Krafteckes von % aus ergeben die sogen. Zwischen-
resultierenden, d. h. die Resultierenden aller Krafte bis zu der be-
ziiglichen Ecke des Krafteckes; ebenso stellt jede andere Diagonale
die Resultierende der durch sie abgetrennten Kriftegruppe nach
GréBe und Richtung dar.

DaB die Anderung der Reihenfolge der Krifte keinen Einflul
auf die GroBe und Richtung der SchluBlinie der so entstehenden
verschiedenen Kraftecke hat, geht aus einer bekannten Eigenschaft

Y
o A
. o0
\*,‘ v

Fig. 57a. Fig. 57b.

der geometrischen Summen von Strecken hervor; iiberdies wird
weiterhin analytisch bewiesen werden, da8 die Gré8e und Richtung’
der Resultierenden von der Reihenfolge der Zusammensetzung von
Kriften unabhingig, also eindeutig bestimmt ist.

Liegen alle Krifte in einer 'Ebene, so wird auch das Krafteck
ein ebenes und liBt sich zeichnerisch einfach ermitteln. Es bildet
eines der beiden Haupthilfsmittel der graphischen Statik.

Fillt der Endpunkt des Krafteckes auf dessen Anfangspunkt,
8o sagt man, das Krafteck schlieBt sich. In diesem Falle ist die
Resultierende aller Krifte R =0, und das bedeutet, weil

0A=0Ap=R-cosp-du,
daB3
8A4A=—0

ist fiir alle Bewegungen des gemeinsamen Angriffspunktes. Es ist
das also der Fall des Gleichgewichtes der Krifte, und das SchliéBen
des Krafteckes als Kennzeichen dieses besonderen Zustandes an-
zusehen.

Auf dem Rechnungswege erhdlt man GréBe und Richtung der
Resultierenden von 7 beliebigen Kriften in folgender Weise. Der
gemeinsame Angriffspunkt 4 der Krifte P, (k=1, 2, ..., n) bewege

sich in Richtung der Geraden o (8. Fig. 58) um die Strecke 4 4’ —du
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vorwirts, dann gehen die Koordinaten zyz des Punktes 4 in bezug
auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinatensystem iiber in die von
4', welche -} 6z, y -+ 8y, 2} 6z sein mogen. SchlieBt 6 mit den
drei Koordinatenathsen die Winkel 0, 0,
o, ein, go erhdlt man bekanntlich

z

dx=24Ju-coso,

6y=6u-cosoy,

3z=20u-coso,, | A A
weil die 2, dy, Sz die Projektionen von y/'- -
du auf die drei Achsen sind. Bezeichnet ! iy
¢, den Winkel zwischen P, und o, so 0 —E X
ist die Elementararbeit von P, auf dem ' y
Wege du nach fritherem v v

04, = P, -cos p,-du. Fig. 58.

Schlieft nun P, mit den drei positiven
Achsen die Winkel «,,, @y O, €in, 8O 148t sich unter Benutzung
der bekannten Beziehung

/’

cO8 @, == COS @, , €08 0, -} cOS &, - COS O, - CO8 ;- COB T,
fir 64, der Ausdruck
(60) 84, =Xzt Y, -0y + Z, 9z
setzen, denn nach den Formeln (58) sind

Pcosa, ,=X,, Prose,=Y,, Pcose,=2

die Komponenten von P, in Richtung der drei Koordinatenachsen.
Die Arbeit aller Krifte bei dieser Bewegung des Angriffspunktes
wird folglich nach (II)

"
04 =3 (64)=3 (X, 0z + Y, 0y | Z,62)
k=1

k=1
—823.(X) + Sy S (V) +0:3 ().
k=1 k=1 k=1

Ersetzt nun die Kraft R die Wirkung aller Krifte, so miiite

ihre Arbeit
0Ag=R-cos ¢ -0u

fiir alle moglichen &z gleich §4 sein, falls ¢ den Winkel zwischen
R und Ju, bzw. o bezeichnet. Fiir dA4p 1aBt sich aber, wenn «_,
a,, o, die Winkel zwischen B und den positiven Achsen und die

y
Komponenten von R
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(61) Rcose,=X, Rcosa,=Y, Rcosa,=2Z
sind, 8Ap=Xdz +Ydy+Zdz

setzen; es miiBte sonach die Gleichung

Xéz - Yoy +zaz_—-.-ax§(x,g + a;é(y,‘)+ azé(z,‘)

fir alle Richtungen von ¢, bzw. fiir alle moglichen Werte von d_,
d,, 6, bestehen. Das ist, wie man aus der Form

{x _—‘ngk)}‘sx +{r —kél(Yk)} Sy +{Z2— E gzk)} 0z=0
vorstehender Gleichung ersieht, nur mdglich, falls
(62) X=3&%), Y=3), Z=3(Z,),
k=1 E=1 k=1

d. h. falls die Komponenten von R in Richtung der Koordinaten-
achsen gleich den algebraischen Summen der Komponenten aller
Kriifte sind. Dieses Ergebnis hidtte man unmittelbar durch Zer-
legung der P, in die drei Komponenten X, Y,, Z, und die Benut-
zung des Umstandes, da die Resultierende zweier (und mehrerer)
Krifte in derselben Geraden gleich deren algebraischer Summe ist
(s. 8. 70), erhalten konnen.

Aus (61) in Verbindung mit (62) folgt nun sofort R nach
GroBfe und Richtung eindeutig, und zwar bestimmt durch die Formeln

2=V 3N +{3m) +{3e)
(62 x & 3%) A
cosa, =3 =" cos &, =*=L cose. —X=1 .
& R R ’ Yy R ) ] R ’

in diesen ist die Wurzel ohne Vorzeichen zu nehmen, da die Rich-
tung von R gegen das Koordinatensystem eindeutig durch die
Kosinuswerte bestimmt werden, falls marn beachtet, daB die o, «
a, Winkel zwischen 0 und = bezeichnen.

Zugleich erkennt man, dafl die GrdBe und Richtung von R un-
abhéngig ist von der Reihenfolge der Krifte bei ihrer sukzessiven
Zusammensetzung, denn in den Formeln (63) kommen nur die alge-
braischen Summen der Komponenten der Krifte vor und diese
indern sich bekanntlich nicht durch die Vertauschung der Glieder
bei deren Addition.

Zu den Formeln (63) wire man auch gelangt, indem man die
drei zueinander senkrecht stehenden Komponenten von R, die durch

y?
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die Ausdriicke (62) erhalten werden, mittels des Parallelepipedes
zusammensetzt, wie im vorhergehenden Kapitel (8. 72) angegeben.

Der Weg, auf dem wir zur Kenntnis der Resultierenden von n
beliebigen Kréften gelangten, bleibt bestehen, wenn es sich um die
Zusammensetzung von unendlich vielen, unendlich kleinen Kriiften
handelt. Der Unterschied ist nur der, daB in den Ausdriicken (62)
fiir die Komponenten der Resultierenden an Stelle der algebraischen
Summen Integrale treten.

Beispiel: Es ist die Resultierende der Anziehungskrifte zu ermitteln,
die die Massenelemente eines Korpers K (s. Fig. 59) auf einen materiellen
Punkt 4, nach irgendeinem Gesetz ausiiben. Zu dem Ende beziehen wir
Korper und Punkt auf ein beliebiges Koor-
dinatensystem, fiirdas z,, ¥,, 2, die Koordi-
naten des angezogenen Punktes A4, seien.
Bezeichnen z, y, z die Koordinaten eines
beliebigen Punktes 4 des Korpers, d M das
Massenelement in ihm und m die Masse des Bz
Punktes 4,, so soll dM auf m eine Kraft '
dP ausiiben, die in der Richtung von A, ‘
nach 4 wirkt, und die GroBe :

AP = nm-f(r)dM /0 T S —
hat, worin r = A 4, sei. Nach dem Vorher- ». L"ﬁb P

gehenden zerlegen wir dP in Komponenten

in Richtung der drei Koordinatenachsen und Fig. 59.
erhalten d X=d P-cosf,, falls . den Win-

kel zwischen » und der positiven X-Achse bezeichnet. Da nun, wie man so
fort erkennt,

Z

z— 2z,
r

€08 f, =
ist, so wird
dX=xm-f(r)Z "0 .dM.

Hierin ist

r=vy@&—z)+y—9) +(z —2)°,
ferner f(r) das Gesetz, nach dem sich die Anziehungskraft mit ¢ andert, endlich
dM=s-dzdydz

die Masse des Elementes im Punkte A, falls sein Volumen als Parallelepiped
von den Kanten dz, dy, dz angenommen wird und die Dichte ¢ ist. Sonach
hat man

X—J dX=xmf% )@ —z)dM

und hierin die Integration iiber den ganzen Korper auszudehnen, das Integral
sonach als dreifaches anzusehen, In der gleichen Weise erhilt man ¥ und Z.
Ist der Korper ein homogener sehr diinner Stab vom Querschnitt £ und

der Linge I, sowie der Dichte e=¥, legen wir ferner die Z-Achse in den

Stab und den Koordinatenanfangspunkt O in das eine Stabende, dann liBt
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sich ndherungsweise dM—z¢-dz setzen und die Integrale werden einfache, weil
nur nach z zu integrieren ist. Beachten wir, da8 in diesem besonderen Falle
z=y=0, so wird

s=1 =1 z2=1
Xe—xmea, ;lj'(r)Adz, Y= —nmey, ;f(r)dz, Z=xms %f(r)(z—zo)dz.
=0 =0 3=0 ’

und darin ist

r=vVE F i T G—ar.

In dem besonders einfachen Fzlle, daB &P proportional r ist, also f(r)=7r
erhalten wir
X=—xmez, l=—xmMz,; Y=—xmM.y,,

A l
Z==xme g-"ol =xmM 3%

RexmM\zg + 3 + (L —2)

Bezeichnet M den in der Mitte des Stabes liegenden Massenmittelpunkt

und damit

des Stabes, dessen Koordinaten ¢ =#=20, { =é sind, so zeigt vorstehender

Ausdruck in Verbindung mit den Ausdriicken fiir cos «,, cos &, und cos «,, da8
R=sxmM A M

ist, also die resultierende Anziehungskraft nach GréBe und Richtung iiberein-
stimmt mit der, welche die im Massenmittelpunkt M konzentriert gedachte
Masse M des Stabes auf den Punkt A, ausiibt.

Sollen die Krifte am Punkte im Gleichgewicht sein, so muB3
. ” » ”n
A= 6:521(Xk) + 61/121(Yk) + 6zk21(Z,‘) =0

sein fiir alle méglichen Elementarwege du des Angriffspunktes. Das
ist nur moglich, wenn die drei Bedingungsgleichungen

(1) S()=0, 3S¥)=0, S(8)=0
k=1 k=1 k=1

durch die GroB8e und Richtung der Krifte erfilllt werden. Diese
gind die notwendigen, und wie aus dem Ausdruck fiir 84 hervor-
geht, auch die hinreichenden Bedingungen des Gleichge-
wichtes von Kriften an einem freibeweglichen Punkte.
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Elftes Kapitel.

Gleichgewicht der Kriifte an einem nicht frei beweglichen
Punkte.

Man nennt die Bewegung eines Punktes nicht frei oder ge-
bunden, wenn der Punkt gezwungen ist, sich auf einer gegebenen
Kurve oder Fliche zu bewegen, also alle Lagen des Punktes sich
auf der Kurve oder Flidche befinden. Hierbei kénnen Kurve und
Fliche starr oder verdnderlich sein; ferner konnen sie entweder
dauernd in Ruhe bleiben oder selbst eine eigne Bewegung haben.
Wir wollen uns auf den Fall der gebundenen Bewegung eines Punktes
auf ruhender starrer Kurve oder Fliche beschrinken.

Die Erfahrung lehrt, dafl sich der Bewegung eines Korpers, der
einen anderen dauernd beriihrt, ein Widerstand entgegensetzt; dieser
wird Reibungswiderstand oder kurz Reibung genannt. Wir
stellen uns diesen als eine Kraft vor, die die Bewegung des Korpers
hemmend ihr widersteht. Diese Kraft ist in manchen Fillen so
klein, dafl sie vernachlissigt werden kann, in anderen wieder sehr
groB. Die Beriicksichtigung der Reibung bei dem Gleichgewicht der
Krifte an einem nicht frei beweglichen Punkte fiilhrt zu anderen
Ergebnissen, als die Vernachléssigung derselben; wir wollen deshalb
im folgenden zun#chst die Beriicksichtigung der Reibung aus-
schliefen.

Wirken auf den Punkt mehrere Krifte, so kénnen diese ohne
Anderung ihrer Wirkung auch bei der gebundenen Bewegung des
Angriffspunktes der Krifte durch eine einzige Kraft von bestimmter
GréBe und Richtung ersetzt werden, denn die Bahnelemente der ge-
bundenen Bewegung des Punktes sind nur ein Teil der der freien
Bewegung, fiir welche die Ersetzung der Krifte durch eine Resul-
tierende gilt; wir wollen daher im folgenden uns nur eine Kraft
auf den Punkt wirkend denken, was ohne Beeintrichtigung der All-
gemeinheit der Betrachtung geschehen kann.

Unter dem Gleichgewicht einer Kraft, die auf einen nicht
frei beweglichen Punkt wirkt, soll der Fall verstanden werden, in
dem die Wirkung der Kraft zu Null wird, also

(64) 04 =P.cosp-du=—0

ist. Dieser Forderung kann im vorliegenden Falle auch geniigt
werden, wenn P von Null verschieden ist, und zwar wenn

cosp=0, also ¢p=i‘:
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wird, d. h. wenn die Kraft P senkrecht zu.dem Wegelement Su
steht. Bei der Bewegung des Angriffspunktes auf einer Kurve be-
deutet dies, da P in eine Kurvennormale fillt, bei der Bewegung
auf einer Flache, daB P in der Flichennormalen liegt. Da im all-
gemeinen die Grofe und Richtung von P sich mit dem Orte dndert,
wird dieser Fall nur an einzelnen Stellen auf der Kurve oder Fliche
eintreten; diese nennt man Gleichgewichtslagen des Punktes auf
der Kurve oder Fliche. Sie sind dadurch ausgezeichnet, daB ein
Punkt in ihnen dauernd verbleibt, wenn seine Geschwindigkeit Null
war, obwohl eine Kraft auf ihn wirkt.

Im folgenden sollen nun ‘die Bedingungsgleichungen des Gleich-
gewichtes aufgestellt und die Gleichgewichtslagen des Punktes auf
Kurven und Flichen ermittelt werden, wenn das Anderungsgesetz
der wirkenden Kraft gegeben ist, und zwar getrennt fiir ebene und
raumliche Kurven, und fiir Flichen.

1. Gleichgewicht auf ebenen Kurven.

Ist ¢ (s. Fig. 60) die Kurve, auf der der Punkt C sich zu be-
wegen gezwungen wird, und P die auf C wirkende Kraft, die mit
der positiven X-Achse den Winkel a ein-
schlieBt, so befindet sich C, dessen Koordi-
naten zy seien, in einer Gleichgewichtslage,
wenn P in die Kurvennormale n fillt, also
senkrecht zur Kurventangente C T' steht. Bildet
letztere mit der positiven X-Achse den Win-
kel 7, so muB in der Gleichgewichtslage

Tt
Fig. 60. e—T=75,

und sonach tan & = tan (% + 1:) =-—cott
sein. Nun ist bekanntlich tanz=— %, und, wenn X und Y die Seiten-
krifte von P bezeichnen, tan a = X folglich wird die Bedingung des
Gleichgewichtes

X , dy

¥TTa—"
oder auch
(65) Xdx -+ Ydy=0.

Diese Gleichung ergibt sich aber unmittelbar aus der Definition
des Gleichgewichtes, denn es ist ganz allgeméin die Elementararbeit

dA =X dz+ Ydy
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und da hier ¢ nur die Bewegung auf der Kurve ¢ ausfilhren kann,
also du=—du und sonach 34 =dA4 ist, so muB im Falle des Gleich-

gewichtes
d4=0,

.d. i. die Gleichung (65) erfilllt werden. Ist nun die Gleichung der
Kurve in der Form y = f(x) gegeben, so hat man %:—- f (x) in (65)
einzusetzen. Hat dagegen die Kurvengleichung die Gestalt

F (zy)==0,
so wird
oF oF
dF(xy)—-—ﬁ-dx—}——ég-dy,
es geht dann (65) iiber in
oF
Aus dieser Gleichung in Verbindung mit der Kurvengleichung
folgen aber die Koordinaten der Gleichgewichtslagen.

Beispiel: Ein schwerer Punkt sei gezwungen, sich auf einem Kreis in
vertikaler Ebene zu bewegen. Legen wir die X-Achse des Koordinatensystems
in einen horizontalen, die Y-Achse in einen ver-
tikalen Durchmesser des Kreises, dessen Radius r
sei, dann wird die Kreisgleichung

Fry)=z'4y?—r'=0;
ferner wird X=0, Y= — L, unter L = mg

die Last oder Schwere des Punktes verstanden. X
Gleichung (R5a) nimmt sonach die Form

2Lx=0

an, woraus x=0 und aus der Kreisgleichung
y = T r folgt. Es gibt in vorlisgendem Falle @
zwei Gleichgewichtslagen; die eine hat die Koor-

dinaten z,==0, y,==-}r, die andere z,=0, Fig. 61.

Yy, =—r (s. Fig. 61).

Die beiden Gleichgewichtslagen sind in einer Hinsicht verschieden. Bewegt
man némlich den Punkt ein wenig aus der Gleichgewichtslage C;, so bewirké
die Schwere L des Punktes,” daB er sich noch weiter nach abwirts bewegt,
also von der Gleichgewichtslage entfernt. Fiir die Gleichgewichtslage C; da-
gegen gilt das umgekehrte; die Kraft L fiilhrt den Punkt nach C, zuriick, falls
man ihn nach der einen oder der anderen Seite von C, wegbewegte. Man
nennt die erstere Gleichgewichtslage eine labile, die letztere eine stabile.

Die im vorstehendem Beispiele enthaltene Unterscheidung der
Gleichgewichtslagen macht sich ganz allgemein notwendig. Wir
nennen das Gleichgewicht stabil, wenn der Punkt, ein wenig aus
geiner Gleichgewichtslage verschoben, unter dem Einflusse der auf

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. IL 6

oF
Y-éz—O.

Cy

o~

L=
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ihn wirkenden Krifte wieder in sie- zuriickkehrt, dagegen labil,
wenn er noch weiter von ihr entfernt wird, und indifferent, wenn
er im Gleichgewicht verbleibt. Zu dem analytischen Kennzeichen
dieser drei Arten von Gleichgewicht gelangt man durch folgende
Uberlegung. Ist d4 die Arbeit der Krifte bei der Bewegung des
Punktes C in die unendlich benachbarte Lage C’, und bewegt man
den Punkt noch weiter in die néchste unendlich benachbarte Lage
0", so #andert sich die Arbeit um den Betrag d (d4)=d?A4. Dieser
kann positiv oder negativ sein, je nachdem die Arbeit der Krifte
bei dieser Bewegung zu- oder abnimmt. Nun entspricht eine positive
Arbeit der Ktrifte einer Beschleunigung, eine negative cine Verzoge-
rung der Bewegung des Punktes, wie auf 8. 64 gezeigt wurde; es
wird daher, wenn d?4 >0, d. h. positiv ist, der Punkt durch die
Krifte beschleunigt, also noch weiter fortgefiihrt werden, dagegen,
wenn d?A <0, verzogert und sonach zuriickzukehren gezwungen.

Im Gleichgewichtsfalle ist d.4 =0, dagegen dQA%O, wenigstens im

allgemeinen; wir kommen folglich zu nachstehendem Xennzeichen
der Art des Gleichgewichtes: je nachdem

labil
d“‘A%O, ist das Gleichgewicht {indjfferent,
stabil
In dem vorstehenden Beispiel ist X =0, ¥ = — L, sonach
dA=—L-dy
a4 __ _pdy_ ;.2
dx dz 'y’
weil aus der Kreisgleichung zdx + ydy =0 folgt. Man erhilt daher
#4_ ;. 4 (f_)_ r
dz® " dz \y/ " y¥

wie man leicht erkennt. In der oberen Gleichgewichtslage C, ist z, =0,
¥, = - r, folglich
d®A =—=Lrdz?%

sonach, weil dz? unter allen Umstéinden positiv ist, d24 > 0, wie erforderlich,
weil in C, das Gleichgewicht als labil erkannt wurde. Fiir den Punkt C, aber
hat men y, = —r, und sonach

A4 =— Lrdz* <0,

woraus folgen wiirde, daB C, eine stabile Gleichgewichtslage inne hat.

In sogen. singuliren Punkten der Kurve kénnen Abweichungen
von vorstehenden allgemeinen Regeln eintreten. Bewegt sich z. B.
ein schwerer Punkt auf einer Kurve mit Wendepunkt, und liegt die
Wendetangente horizontal (s. Fig. 62), so ist das Gleichgewicht in
diesem Punkte W indifferent, wie aus dem Umstande hervorgeht,
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2 2
daB hier dd— —Ldy, also S 4——L.%¥ i, denn fiir einen
dz® da? »
d? .
Wendepunkt ist bekanntlich El?’i:o. Die An- ¢
schauung dagegen lehrt, daB das Gleichgewicht W
fiir den links von W liegenden Teil der Kurve L

labil, fiir den rechtsliegenden stabil sein
miilte, wenn das Wegelement von endlicher
GroBe ist. Eine strenge Entscheidung iiber
die Art des Gleichgewichtes gibt nur das mathematische Kriterium
4 20.

Es kommen auch Félle vor, in denen ein Punkt in allen Lagen
auf der Kurve im Gleichgewicht ist, wie z. B. ein schwerer Punkt auf
horizontaler Geraden, oder ein Punkt, der einer von einem ruhenden
Anziehungszentrum auf ihn ausgeiibten Kraft beansprucht wird,
auf einem Kreise um jenes Zentrum. Derartige Kurven nennt man
astatische, und das Gleichgewicht auf ihnen astatisches Gleich-
gewicht. Als Differentialgleichung astatischer Kurven ergibt sich
sofort

Fig. 62.

Xdz 4 Ydy=0;
in dieser sind X und Y als Funktionen der Koordinaten gegeben.

Ist z. B. ein Punkt auBer seiner Schwerkraft L mnoch einer horizontalen
Kraft H=xm-2 unterworfen, worin z den Abstand des Punktes von der
vertikal nach abwirts gerichteten Y-Achse bezeichnet, so wird X—=H, Y =1L
= m-g, und es geht die obige Differentialgleichung iiber in

xzde+gdy=0,

xz® - 29y =~Const
hat, und eine Parabel mit vertikaler Hauptachse darstelit. Man iiberzeugt
sich leicht, da8 die Resultierende aus X und Y in allen Lagen des Punktes
auf der Parabel senkrecht zu letzterer steht.

deren Integral die Form

Fiir eine Reihe von Anwendungen besonders technischsr Art
ist es von Bedeutung, die Kraft zu kennen, welche an dem Punkte
anzubringen ist, um ihn als freibeweglichen in seinem Zustande des
Gleichgewichtes zu erhalten. Diese Kraft, die nur eine gedachte ist,
wird Stiitzkraft der Kurve oder auch Kurvenwiderstand,
bzw. -reaktion genannt. Sie ist nach GréBe und Richtung véllig
bestimmt durch die Resultierende aller anf den Punkt wirkenden
suBeren Krifte. Wird letztere mit P bezeichnet, die Stiitzkraft da-
gegen mit 8, so fordert die Definition der Stiitzkraft, da8

PF8=0

ist, d. h. da8 S entgegengesetzt gleich P sei, denn nur dann ist
6‘
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der Punkt als freibeweglicher im Gleichgewicht. Die Stiitzkraft 8
steht sonach senkrecht zur Kurve, hat die gleiche GroBe wie P und
die entgegengesetzte Richtung der letzteren. Sie darf nicht ver-
wechselt werden mit der Kraft, mit der der Punkt auf die Kurve
einwirkt, denn diese ist entgegengesetzt gerichtet wie S, wenn auch
von gleicher Grdfe.

2. Gleichgewicht auf den Raumkurven.

Auch in diesem Falle folgt aus der Definition des Gleich-
gewichtes

dA=P-cos p-du=0,

daB die Kraft P senkrecht zur Kurve stehen, also in einer Normal-
ebene der Kurve liegen mufl, falls der Angrifispunkt C sich in einer
Gleichgewichtslage befinden soll. Die beiden Gleichungen der Raum-
kurve ¢ seien y=f,(z), 2=/, (%), dann findet sich die Bedingungs-
gleichung des Gleichgewichtes auf der Raumkurve ¢ (s. Fig. 63) aus

dd=Xdx+ Ydy-+Zdz=0,
indem man darin

dy=f/(z)-dz, dz=f{](z)-d=
einsetzt, zu
(66) XA ¥-f) @)+ 2-f, () =O.

Diese Gleichung, in der die Komponenten X, ¥, Z von P be-
kannte Funktionen der drei Koordinaten sind, dient in Verbindung mit
den beiden Kurvengleichungen
zur Ermittlung der Koordi-
naten der Gleichgewichtslagen
des Punktes C auf der Kurve c.

o 7
¥
'y

¥
Fig. 63. Fig. 64.

Die Arten des Gleichgewichtes sind dieselben wie bei der ebenen
Kurve und auch das analytische Kennzeichen dieser Arten bleibt
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das gleiche; je nachdem also d’A%O, wird das Gleichgewicht labil,
indifferent oder stabil.

Endlich wird auch die Stiitzkraft der Kurve in gleicher Weise
bestimmbar, und zwar als die Kraft, welche der Kraft P gleich,
aber entgegengesetzt gerichtet ist.

Beispiel: Bewegt sich ein schwerer Punkt auf der Durchdringungslinie
zweier Kreiszylinder von verschiedenem Durchmesser und rechtwinklig sich
schneidenden Achsen (s. Fig. 64), so gibt es auf den zwei getrennten Zweigen
offensichtlich je vier reelle Gleichgewichtslagen und zwar dort, wo die Tan-
genten an die Durchdringungslinie horizontal sind. Vier dieser Lagen weisen
stabiles, die anderen labiles Gleichgewicht auf, wie man analytisch, wie auch
unmittelbar aus der Anschauung erkennt.

3. Gleichgewicht auf Flichen.

Die Gleichgewichtslagen. eines Punktes auf einer Fliche sind
dadurch gekennzeichnet, daB die Resultierende der auf den Punkt
wirkenden Krifte in die Flichennormale fallt. Aus dieser besonderen
Eigenschaft lassen sich die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts
ableiten. Kiirzer gelangt man zu ihnen aus der Definition des Gleich-
gewichtes, ndmlich

0A=Xdz+Yoéy+ Zdz==0,

in der X, Y, Z die Komponenten der resultierenden Kraft P sind.
Die Koordinatendnderungen éz, dy, 6z hierin miissen der Flachen-
gleichung

F(zyz)=0
geniigen; es mull also

oFr oF oF

sein. Die Elimination einer dieser Koordinatenénderungen, z. B. 4z
aus beiden Gleichungen fiihrt auf die Bedingungsgleichung
oF 8F) ( oF aF) o
(X 52 2o oz + Y%?_Zby' y=0,
welche fiir alle moglicheu Werte von 9« und oy bestehen muf,
weil das Wegelement Su des Punktes alle mdoglichen Richtungen in
der Tangentialebene der Fliche haben kann. Es sind sonach

oF oF oF oF
Xon TP 0 md Yoy T F5=0

die beiden Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes, die zusammen

mit der Flichengleichung die Koordinaten der Gleichgewichtslagen

auf der Fliche bestimmen. An die Stelle einer der beiden Gleichungen

kann auch die nachstehende
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oF  yoF
oy 0x

treten, die eine Folge der beiden anderen, also von ihnen abhingig
ist. Die Arten des Gleichgewichtes sind dieselben, wie auf Kurven,
pur ist hier zu beachten, daB die Art des Gleichgewichtes in einer
Lage von der Richtung des Wegelementes du in der Tangential-
ebene abhingen kann. Das analytische Kennzeichen der drei Arten

X 0

des Gleichgewichtes (V’A%O wird sonach ebenfalls abhingig von

jener Richtung, oder, was auf dasselbe hinauskommt, von der Wahl
zweier unendlich kleiner Koordinateninderungen.

Die Kraft, welche den Punkt als freibeweglichen im Gleichgewicht
erhalten wiirde, wird die Stiitzkraft der Fliche oder auch Flachen-
widerstand genannt. Bezeichnen wir sie wieder mit S und die
Resultierende aller auf den Punkt wirkenden Krifte mit P, so be-
steht an dem freibeweglichen Punkte Gleichgewicht, falls

SFP=0

st. Daraus folgt, daB S in der Flichennormalen liegt und P ent-
gegengesetzt gleich ist.

Beispiel: Ein schwerer Punkt hat auf einer Kugelfliche nur zwei Gleich-
gewichtslagen, wie man sofort iibersieht, und zwar an der tiefsten und der
héchsten Stelle der Kugel. In der tiefsten Stelle ist das Gleichgewicht stabil,

. in der obersten labil, und zwar un-
abhingig von der Bewegungsrichtung
des Punktes.” Anders ist das mit dem
K Gleichgewicht eines schweren Punktes
' —t== "7 auf einem einschaligen Rotationshyper
boloid mit horizontaler Achse (s Fig. 65).
. = Auch hier sind nur zwei Gleichgewichts-
e m lagen ¢’ und C” vorhanden, aber je
: ) nach der Richtung des Wegeelementes
e ]\’_/‘ ist das Gleichgewicht stabil oder labil.
‘ ! : _— Die beiden Gebiete in jeder Gleich-
gewichtslage werden getrennt durch die
-t—  horizontalen Mantellinien des Hyper-
boloides, und zwar ist in C’ der Fla-
chenteil zwischen m, und m,, der sich
dem Winkel y zuordnet, stabil, der
andere labil. In der Lage C” ist

Fig. 65. es gerade umgekehrt. Die trennen-

den Mantellinien selbst haben indiffe-

rentes Gleichgewicht, und zwar in ibrer ganzen Ausdehnung; sie sind astati-
sche Kurven.

Astatische Flichen nennt man solche Flichen, auf denen
in allen Punkten unter dem EinfluB der wirkenden Xrifte Gleich-
gewicht besteht. Die Differentialgleichung der astatischen Flichen ist
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dA=—=Xdr-+Ydy -+ Zdz=0;

in dieser sind X, Y, Z bekannte Funktionen der Koordinaten, da die
Kraft P ja gegeben sein muB. So ist z. B. fiir einen schweren Punkt
eine jede horizontale Ebene astatische Fliche, fiir einen Punkt da-
gegen, der einer von einem Zentrum ausgehenden Anziehungskraft
unterliegt, eine Kugelfliche, deren Mittelpunkt mit dem Anziehungs-
zentrum zusammenfillt.

Zwolites Kapitel.

Zusammensetzung und Gleichgewicht von Kriften in einer
komplan beweglichen freien starren Ebene.

Ein beliebiger Punkt einer starren Ebene, die gegen eine
andere Ebene komplan sich zu bewegen gezwungen ist, sei der
Angriffspunkt einer Kraft, die in der Ebene liegt; die Gerade,
in der die Kraft wirkt, heie die Wirkungslinie der Kraft.
Unter der Wirkung der Kraft auf die Ebene werde verstanden
die Elementararbeit der Xraft, unter der Wirkung mehrerer
Krifte die algebraische Summe der Elementararbeiten der einzelnen
Krifte bei jeder moglichen Bewegung der Ebene. Da die Ebene
starr ist, so hingen die Bahnelemente ihrer Punkte voneinander ab;
es ist folglich auch die Wirkung einer Kraft von der Lage ihres
Angrifispunktes in der Ebene abhingig, falls letaztere irgendwelche
mogliche Bewegungen ausfiihrt. Wir wollen zunichst unter Beriick-
sichtigung des Umstandes, daB diese Bewegungen sowohl Schiebungen
in jeder Richtung, als Drehungen um jeden Punkt der Ebene sein
konnen, die Abhidngigkeit fiir eine einzelne Kraft ermitteln

1. bei Schiebungen.

Vollzieht die Ebene E (s. Fig. 66) eine beliebig gerichtete Ele-
mentarschiebung, mit deren Richtung die
im Punkte 4 angreifende Kraft P den Win-
kel ¢ einschlieBt, so ist die Wirkung von P

0A4=P-cosq@-du.

Bei einer Schiebung (vgl. Bewegungs-
lehre, Kap. 8) haben aber alle Korperpunkte
nach Grofe und Richtung gleiche Bahn-
elemente; es wurde sich sonach dA4 nicht
éndern, falls der Angriffspunkt von P in Fig. 66.
jeden beliebigen anderen Punkt der Ebene
gelegt wiirde, wenn nur die Kraft P nach GrofSe und Richtung
dieselbe bleibt. Hieraus folgt der Satz:
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Die Wirkung einer Kraft auf eine Ebene, die eine
Schiebung ausfiihrt, &ndert sich nicht durch die willkiir-
liche Verlegung ihres Angriffspunktes in der Ebene, falls
GroB8e und Richtung der Kraft ungeindert bleibt.

2. bei Drehungen.

Es sei D der augenblickliche Drehpunkt (oder Pol) der Ele-
mentardrehung der Ebene (s. Fig. 67) und 4,, der Drehwinkel, dann
beschreibt jeder beliebige Punkt 4 der Ebene ein Bahnelement
AA"—du=r-8y senkrecht zu AD=r; es
ist folglich

6A=P-cosp-du
die Wirkung der Kraft auf die Ebene, falls
@ den Winkel zwischen der Wirkungslinie w
der Kraft P, die in 4 angreift, und dem
Bahnelement A4’ bezeichnet. Ist DF —=a
das Lot von D auf w, und beachten wir,
Fig. 67. daB, wie aus dem Dreieck ADF folgt,
a=rcos @, so wird
64 =P.r-cos@- -0y = Pady.

Dieser Ausdruck fiir 4 léBt erkennen, daB die Wirkung der
Kraft auf die Ebene unabhingig ist von der Lage des Angriffs-
punktes auf der Wirkungslinie; es folgt hieraus der Satz:

Die Wirkung einer Kraft auf eine starre Ebene andert
sich bei einer Drehung nicht, wenn man ihren Angriffs-
punkt in der Wirkungslinie der Kraft willkiirlich verlegt.

Aus dem Ausdruck fiir 64 ersehen wir aber weiter, daB die
Wirkung der Kraft auf die Ebene micht von der GréBe P der Kraft,
noch von dem Abstand @ des Drehpunktes D von der Wirkungs-
linie w an sich abhingt, sondern nur von dem Produkt beider
GroBen. Wir filhren daher als eine neue GroBe jenes Produkt ein
und setzen
(67) Pa=M.

Die Grofie M wird das Moment der Kraft fiir den Punkt D
der Ebene genannt. Sie ist von derselben Dimension, wie die Arbeit,
denh die Einheit des Momentes wird

M, =P, .1, =4

Momente werden sonach in Arbeitseinheiten gemessen. Sehr zu be-
achten ist, daB das Moment einer Kraft positiv oder negativ sein
kann, und zwar je nach der Lage des Drehpunktes gegeniiber der
Wirkungslinie. Es seien w, und w, (s. Fig. 68) zwei parallele Wir-
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kungslinien in gleichen Abstinden DF, — DF, = a vom Drehpunkte
D auf entgegengesetzten Seiten von ihm, und es greife in F, und
F, je eine Kraft P von gleicher Grofle und Richtung an, dann ist,
wenn der Drehsinn der Ebene von links nach rechts gewihlt wird,
die Wirkung der Kraft P in w,

04, =P.F F,'-cos0=~P-a-0y,
dagegen die von P in w,
64,=P-F,F,-cos n=—P-a-8y.

Folglich erhilt das Moment der ersteren Kraft den Wert M, = -} Pa,
der letzteren den Wert M,=— Pa; die beiden Momente sind so-
nach von entgegengesetztem Vorzeichen, wenn auch von absolut
gleicher GroBe. Wire der Drehsinn der
umgekehrte, so wiirden die Vorzeichen
beider Momente sich vertauschen.

Um zu einer einheitlichen Festsetzung
des Vorzeichens der Momente zu kommen,
wollen wir, falls nichts anderes bestimmt
wird, den Drehsinn der Ebene stets von
links nach rechts, also wie den der Drehung
des Uhrzeigers annehmen und das Vor-
zeichen des Momentes abhlingig machen
von dem der Arbeit, die die Kraft ver- Fig. 68.
richtet, wenn sie im FuBpunkt des Lotes
vom Drehpunkt auf die Wirkungslinie angreift. Bewegt sich also
der FuBpunkt F bei der Drehung gleichsinnig mit der Kraft, so wird
die Arbeit positiv, und es ist dann das Moment ebenfalls positiv
zu nehmen, im anderen Falle negativ. '

Da das Moment einer Kraft proportional ist dem Abstande
DF =a des Drehpunktes D von der Wirkungslinie w der Kraft P,
80 hat das Moment gleiche Grole und gleiches Vorzeichen fiir alle
Punkte D der Ebene auf einer Parallelen zur Wirkungslinie. Fiir
die Punkte der Wirkungslinie selbst wird es zu Null, und die Punkte
auf verschiedenen Seiten dieser Linie ergeben verschiedenes Vorzeichen
fir die entsprechenden Momente.

Momente lassen sich durch Vektoren darstellen, welche Moment-
vektoren genannt werden. Zu dem Ende wihlen wir fir die Ein-
heit M, des Momentes eine beliebige Strecke t,, den Einheits-
vektor, und tragen den M entsprechenden Vektor M im Drehpunkte
D der Ebene senkrecht zu letzterer nach der Seite hin auf, von
welcher aus gesehen der Drehsinn der Ebene mit dem des Uhrzeigers
iibereinstimmt. Die Endpunkte der Momentvektoren aller Punkte
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der Ebene liegen dann, wie man sofort ersieht, auf einer Ebene.
welche die Ebene der Kraft in deren Wirkungslinie schneidet.

Wirken zwei Krifte von beliebiger GréBe und Richtung und
beliebiger Lage ihrer Wirkungslinie auf eine Ebene, so lassen sich
diese durch eine einzige Kraft ersetzen, deren Wirkung gleich der
Wirkung beider Krifte ist. Beaziiglich aller Schiebungen folgt dies
aus dem Satze, daB die Wirkung einer Kraft sich durch die will-
kiirliche Verlegung ihres Angriffspunktes in der Ebene nicht #ndert.
Lassen wir sonach beide Krifte in demselben Punkte der Ebene angreifen,
so konnen sie zufolge des fritheren durch eine resultierende Kraft
B ersetzt werden, deren GréBe,
und Richtung durch das Krifte-
parallelogramm eindeutig bestimmt
wird. Beziiglich der Drehungen
um alle Punkte der Ebene be-
nutzen wir die Unverénderlichkeit
der Wirkung einer Kraft bei Ver-
legung ihres Angriffspunktes in der
Wirkungslinie der Kraft und wih-
len als gemeinsamen Angriffspunkt
der Krifte den Schnittpunkt 4,
(s. Fig. 69) ihrer Wirkungslinien w,

Fig. 69. und w,. Dann miissen sich die
beiden Krifte ohne Anderung ihrer
Wirkung durch eine Kraft ersetzen lassen, deren GroBe und Rich-
tung durch das Krafteparallelogramm bestimmt ist und deren Wir-
kungslinie w, durch 4,, geht. Der Angrifispunkt der resultieren-
den Kraft B kann willkiirlich auf w, gewdhlt werden. Zusammen-
fassend erkennen wir sonach, dafB sich zwei Krafte in einer
Ebene von beliebiger Gr6B8e, Richtung und Lage ohne
Anderung ihrer Wirkung auf die Ebene im allgemeinen
durch eine einzige Kraft ersetzen lassen, deren GréBe und
Richtung durch das Parallelogramm der Kréifte und deren
Wirkungslinie durch den Schnittpunkt der Wirkungslinien
beider Krafte eindeutig bestimmt ist.

Bezeichnet D in Fig. 69 einen beliebigen Drehpunkt der Ebene,
dessen Abstinde von den Wirkungslinien D—I—'l =a,, DF,=a,,
DF,—a, seien, so werden die Momente der drei Krifte fiir den
Punkt D

M,=Pa, M,=P,a,, Mg=— Ra,,
und die Elementararbeiten bei der Drehung um den Winkel 4,
04, =M by, 64,=M,0y, Jd4dr=— Mpz-Jy,
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Da nun R dieselbe Wirkung haben soll, wie die beiden Kréfte
zusammen, also
64p=04,+d64,,
so folgt, daB auch

(68) Mp=M,{+ M,

sein muB; wir haben folglich den Satz: Das Moment der Resul-
tierenden zweier Kriafte in einer Ebene ist fir jeden be-
liebigen Punkt der letzteren gleich der algebraischen
Summe der Momente der beiden Kriafte.

Diesen Satz kann man zur Berechnung der Lage der Wirkungs-
linie der Resultierenden R benutzen, da ja Grofie und Richtung von
R durch die Formeln (54) bestimmt ist, denn aus (68) folgt

(68a) arzli’i_’_ltﬁ_
Da auch das Vorzeichen von My aus (68) hervorgeht, so erhilt man
die Lage von w_ eindeutig.

Sind die beiden Krafte P, und P, parallel, riickt also der
Schnittpunkt ihrer Wirkungslinien ins Unendliche, so 148t sich die

4 H 5 e, A B S
T “‘—r——l 1 | I
| I 15 i
3 | S S~ =a o -
% !
! i ] Oy
a, [ ‘
(?F Y A g A I [ ay
- R R r 4| 1 _n
B e .
1 | rl,r, 4 s I
N P I b L v
Fig. 70a. Fig. 70b.

Lage der Wirkungslinie w, nur mit Hilfe der Gleichung (68) finden.
Sind die beiden parallelen Krifte gleichsinnig, also der Winkel «
zwischen beiden =0, so erhilt man zunichst nach (43)

R=Y 12+P22+2P1P2’=P1+P21
und folglich fiir einen beliebigen Drehpunkt D (s. Fig. 70a) aus (68a)
a — Poa, +P,a, .
" Pl + P‘)
Hieraus folgt leicht, daB a,< a, < a, ist, also w, zwischen w,

und w, liegt. Wenn dagegen P, und P, entgegengesetzt gerichtet

2
sind (s. Fig. 70b), also a == ist. so wird
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R=V?1”+P9"—2P1P,=P1—P,,
falls P, > P,, und man erhilt
a =P1a1"‘P‘z“_2.
" Px_Ps ’

hieraus folgt a,>>a,, d. h. es liegt w, auBerhalb des Raumes
zwischen @, und a,, und zwar auf der Seite der groSeren Kraft.

Von besonderem Interesse ist der Fall, in dem P, —=P,=P
wird und q===s. Man erhilt dann

R=0
und fiir jeden beliebigen Drehpunkt D (s. Fig. 71)
(69) Mp—=P-a,— P.a,=P-b,

d. h. dasselbe resultierende Moment beider Krifte fiir jeden Punkt
der Ebene. In diesem Falle verrichten die beiden Krifte bei einer
Schiebung der Ebene keine Arbeit, wohl aber

e ‘fLr'f"‘" bei der Drehung um jeden ihrer Punkte. Daraus

5 | foigern wir, daB sich die beiden Krafte

_ ﬁ;___i___zll 7" nicht durch eine resultierende Kraft er-
a; éL t gsetzen lassen, wie im allgemeinen, denn da
D die letztere sich =0 ergibt, so konnte sie bei

Fig. 71. einer Drehung keine Arbeit verrichten, wéh-

rend wir hier finden, daB die Arbeit fir die
Drehungen um alle moglichen Punkte der Ebene

8A,— Mp-8yp=P-b-dy

von Null verschieden und fiir alle Drehpunkte die gleiche ist. Zwei
derartige Kriifte nennt man ein Kréftepaar, der Abstand b der
Wirkungslinien heilt die Breite oder der Arm und das Produkt
P.b das Moment des Paares; letzteres kann positiv oder negativ
sein, je nachdem es mit dem Drehsinn der Ebene iibereinstimmt
oder nicht. Kriftepaare lassen sich ebenfalls durch Strecken dar-
stellen, die der GroBe des Momentes entsprechen. Da das Moment
des Paares fiir alle Punkte der Ebene das gleiche ist, so kann die
Strecke in jedem Punkte senkrecht zu letzterer aufgetragen werden.
Die Wirkung eines Kriftepaares auf eine Ebene &ndert sich nicht,
wenn man die Krifte des Paares willkiirlich in der Ebene verlegt,
ohne sein Moment zu éndern. Ebenso kénnen die Kraft oder die
Breite des Paares willkiirlich geéindert werden, wenn nur das Mo-
ment des Paares nach GroBe und Vorzeichen das gleiche bleibt.
Wie die vorausgehenden Darlegungen ersichtlich machen, konnen
zwei Kriifte in einer freibeweglichen Ebene nur im Gleichgewicht
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sein, wenn ihre Resultierende und ihr resultierendes Moment =0
sind, denn nur dann wird 04 =0 fir alle Schicbungen und

Y 4 A, P

Fig. 72.

Drehungen der Ebene. Nun wird aber =0 nur, wenn P, =P,
und ¢==n ist, und Mzr=—0 nur, wenn b=—0; die beiden Krifte
miissen daher (s. Fig. 72) in einer Geraden liegen und entgegen-
gesetzt gleich sein.

Das wichtige FErgebnis, daB sich zwei Krifte von beliebiger
Grofe, Richtung und Lage in einer Ebene zu einer Kraft zu-
sammensetzen, d. h. durch eine eine einzige Kraft von eindeutig
bestimmter GréBe, Richtung und Lage ersetzen lassen, kann leicht
auf beliebig viele Kréifte verallgemeinert werden. Dann setzen wir
die Resultierende zweier Krifte mit der dritten Kraft in der gleichen
Weise zusammen, so erhalten wir die Resultierende der drei Krifte
eindeutig bestimmt. Dieses Verfahren, d. h. die Benutzung des
Krifteparallelogramms und des Schnittpunktes der Wirkungslinien,
fihrt sonach zu der Einsicht, daB sich » beliebige Krifte in einer
freibeweglichen Ebene durch eine einzige Kraft ersetzen lassen, deren
Wirkung auf die Ebene dieselbe ist, wie die -der n Krifte.

Unmittelbar ' {iberzeugt man sich von der Richtigkeit dieses Er-
gebnisses wie folgt. Beziiglich der Schiebungen konnen wir alle
Angriffspunkte der Krifte in einen beliebigen Punkt der Ebene ver-
legen und erhalten nach dem zehnten Kapitel eine nach Gréfe und
Richtung eindeutig bestimmte resultierende Kraft als Ersatz der
n Krifte. Lassen wir ferner die Ebene sich um einen beliebigen
Punkt D drehen und bezeichnen mit a, das Lot von D auf die
Wirkungslinie w, der Kraft P,, so wird, weil P, a, = M, das Moment
von P, fiir den Punkt D ist, die Arbeit aller Krifte bei dieser
Drehung

o4, =k§1(8Ak)=6w-k§“1(M,‘)=61p-M,.
Das Moment Mp der Resultierenden aller Krifte ist sonach
(70) Mp=301)—H,,
weil die Arbeit von R bei der Drehung 6 Ag==Mp-dp=234, sein

soll. Die Gleichung (70), die die Verallgemeinerung von (68) dar-
stellt, sagt aus, daB das Moment der Resultierenden eines
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ebenen Kriftesystems fir jeden beliebigen Punkt der
Ebene gleich der algebraischen Summe der Momente aller
Kriafte ist. Beachten wir nun, dafl

M R— R -a,
ist, so erhalten wir den Abstand a, der Wirkungslinie w, der Resul-
tierenden zu

12
(71) a, = I_i’,,él(P"a")’

und da die Richtung von R sowie das Vorzeichen von Mp schon
bestimmt sind, so wird die Lage von w, zu einer eindeutig be-
stimmten.

Bei dieser Zusammensetzung der n Krifte konnen folgende
Sonderfille eintreten:

n .
1. es wird Mp =3 (M,) = 0, wihrend R von Null verschieden sich
k=1

findet. Das bedeutet nur eine besondere Lage des gewihlten Dreh-
punktes D und zwar die auf der Wirkungslinie w,.

2. essei R=0, My 0. In diesem Falle i3t sich das Krifte-
system nicht durch nur eine Kraft ersetzen, sondern durch min-
destens zwei Krifte, die ein Kriftepaar bilden. Nur das Moment
dieses Paares ist nach GréBe und Vorzeichen durch (70) bestimmt.

3. es werde R=0 und Myp==0 fiir einen beliebigen Punkt.
Dann wird Mz=0 fiir jeden beliebigen Punkt und folglich

64=0
fiir alle moglichen Bewegungen der Ebene. In diesem Falle nennen
wir die Krifte im Gleichgewicht befindlich.

Um die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes der n Krifte
aufstellen zu kdnnen, ist es erforderlich, die Zusammensetzung der Krifte
auf dem Rechnungswege durchzufiihren, was im folgenden Kapitel ge-
schehen soll.

Dreizehntes Kapitel

Die analytische Zusammensetzung der Krifte in einer
Ebene und die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes.

Es sei A, (s. Fig. 73) einer der = Angriffspunkte der Krifte P,
die mit der positiven X-Achse die Winkel &, einschlieBen mogen,
und X, = P, cosq,, Y,=P,sinq, die Komponenten von P, in
Richtung der Koordinatenachsen, dann liBt sich nach (60) fiir die
Elementararbeit der Kraft P, setzen

6Ak = Xk axk + Ykaym
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falls dz, uid dy, die Anderungen der Koordinaten z, und y, des
Angriffspunktes 4, von P, bezeichnen. Nach (II) wird folglich die
Gesamtarbeit aller Kréafte bei jeder mog-

lichen Bewegung der Ebene \

. ¥
04 =3 (X, 8,4 7,0y,) 5 \? \

Bezeichnen X und Y die Komponenten der s
gesuchten Resultierenden R und 2 und y _
die Koordinaten ihres Angriffspunktes, so 5"'.
miifite X

3A— X8z | Yoy

sein, und folglich fiir alle moglichen Ele- Fig. 73.
mentarbewegungen der Ebene die Gleichung

Xdx Yy :kéll(Xkaxk + Y50y,

bestehen.

Bei einer Schiebung der Ebene sind alle Wegelemente der An-
griffspunkte 4, gleich und gleichgerichtet, sonach auch dz,= d=,
dy, = 0y; vorstehende Gleichung geht dann iiber in

(X— 3@ se {7 — S (3, 0y =0.

Mit Riicksicht auf die vollige Willkiirlichkeit der Anderungen dz
und Jdy kann dieser nur geniigt werden, wenn

X=3(), Y=3(%)
k=1 k=1

Bezeichnet « -den Winkel zwischen der Wirkungslinie der Re
sultierenden B und der positiven X-Achse, so ist andrerseits
X = Rcosa, Y=—R-sinc.
Daraus folgt

@) r—vEET=)/{3m)+ {3

k=1
ferner
”
X Y,
(72b) cosa={="§1( k) sin a=Z—_2_(_).
R R R R

Diese Ausdriicke stimmen mit denen in (63) gegebenen vdllig
iiberein, da hier die Z,=0 sind. Das ist ganz natiirlich, da wir
im 12. Kapitel nachwiesen, daB die Wirkung einer Kraft bei einer
Schiebung der Ebene sich nicht &ndert, wenn man deren Angriffs-
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punkt willkiirlich verlegt; wir kénnten sonach alle Angriffspunkte
hierbei -in einen zusammenfallen lassen.

Bei einer Drehung der Ebene um einen willkiirlichen Punkt O
der Ebene, den wir als Koordinatenanfang wahlen, ist das Bahn-
element A, _ AL L OA und, wenn man OA, =Tk setzt, der GroBe
nach —rkdip,‘ (8. Flg 73). - Es wird dann, wie man auch aus den
Beziehungen z,=r,cosy,, ¥, =r,siny, sofort erkennt,

Oz, = —r, sinydy, = —y, 0y, und dy,=r,co8y,dy, =z, oy,
und sonach

04, =X, 0z, + Y, by, =Y, z.— X, ) Sv,-
Hierin bedeutet
(73) Yz, — Xy, =M,
das Moment der Kraft P, fiir den Punkt O ausgedriickt durch die
Summe der Momente ihrer Komponenten; man kann sonach

04, =M, dy,

in den Ausdruck fiir 34 einsetzen, und erhilt

é4 =k§ 1(Yk 7, — X,y Oy, = (M -dy,)-

Da die Ebene starr ist, so sind alle Drehwmkel dvy, einander gleich;
setzen wir daher dy, =y, so wird zufolge (70)

34—y S(M)=0y-M
k=1

darin bezeichnet M, das resultierende Moment aller Kriifte fiir den
Drehpunkt O. Unter Benutzung von (73) kénnen wir als Moment

der Resultierenden
Mp—=Yz—Xy

einfithren und finden folglich, weil Mzp= i (M) =M, sein muB,
E=1
”
Yz— Xy =k'§1(yk T, — X, Y1)

oder, weil X=$(Xk), Y=§_(Y:.)’

(74) g( _.’IE(Xk)— Y"”k— Y-

Diese Gleichung ist linear in den Koordinaten des Angriffspunktes 4
der Resultierenden R; sie stellt sonach die Gleichung einer Geraden
dar, und diese ist der geometrische Ort der Angriffspunkte A4, also
die Wirkungslinie der Resultierenden. Dieses Ergebnis stimmt iiberein
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mit dem auf S. 88 bewiesenen Satze, daB sich die Wirkung einer
Kraft auf eine frei bewegliche Ebene nicht indert, wenn man ihren
Angriffspunkt in der Wirkungslinie willkiirlich verlegt.

Die Formeln (72a) und (72b) bestimmen die GroBe und Rich-
tung der resultierenden Kraft P eindeutig und die Gleichung (74)
legt die Wirkungslinie eindeutig fest; es gibt sonach im allgemeinen
eine und nur eine Kraft, welche die' Wirkung eines ebenen Krifte-
systems ersetzt.

Sind die Krifte P, unendlich klein, ihre Anzahl aber unendlich
groB, so treten in den Ausdriicken fiir X, Y und My — M,

= (Y, z,— X, y,) an Stelle der endlichen Summen Integrale, sonst
k=1
aber bleibt die Ermittlung der GréSe, Richtung und Lage der

Resultierenden die gleiche.

Beispiel: Ein Massenpunkt O von der Masse m wirke nach dem New-
tonschen Gesetz, d. i. pach (2) anziehend auf eine ebene homogene Kurve in
der Ebene der letzteren, ihre Gleichung sei

F(zy)=0. ¥
Die Kraft, mit der ein Kurvenelement ds im
Punkte 4 (8. Fig. 74) von O angezogen wird, ist
nach Formel (2)
dP—x md’M ;
r
hicrin hat man 04 = » — 2> | ¢ zu setzen, falls
der Koordinatenanfang in den anziehenden Punkt 0

O gelegt wird. Ferner ist dM=u.ds und, weil
M=-[dM=pu fds=pu-L, falls L die Linge der Fig. 74.
Kurve bezeichnet, pu== M:L. Zerlegen wir d P in
Komponenten' in Richtung der X- und Y-Achse, so werden diese

dX=—dP-cosp = xmpu- ’T—‘Z’ und d¥ = —xmy--”—f;,

weil z=rcosp und y=—rsing ist. Benutzt man, daB ds=ydz®-I dy*
. dy)' . dy  aF oF .

=dz \/1 + (d—; » WOTID oh=s — =t oy aus der Kurvengleichung erhalten
wird, so findet sich

z=2, 2, B
x ———dez—x m,uf%\/l + (%) 4a

z==z, zy
=Ty Zy e
y dy\*
und Yzde-—:-——x,mpf;ﬁ ‘/1 -+ (d:) de;
=2, %

die Ausfiihrung der Integrationen erfordert nur noch die Ersetzung von y
durch z mittels der Kurvengleichung. Weiter erhilt man
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. 1. 7
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3=2, Xy
M, =f(dY--z —adX.y)=— xm‘uf(%; - %’—) ds=0,
=2, £2Y

wie erforderlich, da die Momente der Krifte dP simtlich Null sind. Die
Wirkungslinie der Resultierenden geht sonach durch O und schlieBt mit der
positiven X-Achse den Winkel & ein, der durch die Ausdriicke (72b) eindeutig
bestimmt wird.

Ist die Kurve eine Gerade im Abstande ¢ von O und legen wir die
Y-Achse senkrecht zu ihr durch O, so daB, die Kurvengleichung y —a und

%:O, also ds_—-—dz wird, so erhilt man:
£2] e
zdz dr <l 1) xmu ., . .
X_——xm,ufjw—xmuf—ﬁ_xmp Py ha (sin gy —sing,),
z, r
Zg Ps
d .
Y= —sxmpu %:”m”fslnqydq’:—"m‘u (cos ¢y — cos @,) ;
r a a
2% (21

hierin sind ¢, und ¢, die Winkel der Strahlen O(4,) =, und O (4;) = r, mit
der positiven X-Achse. Damit findet sich

B = VX7 =""£ /i g, — sin 9.} T (c0s 9, — cos ¢,

o M (‘P_“‘}’_)
a 2

und

tanq— L COSPr—cO8Q, (LL)
X ~ sin ¢, — sin @, 2

die Wirkungslinie von R halbiert sonach den Winkel (4,)0(4,;) = ¢, — ¢,.

Wie man sich leicht {iberzeugt, sind Gré8e, Richtung und Lage
der Resultierenden des Kriftesystems von der Wahl des Koordi-
natensystems ganz unabhingig, dagegen ist das nicht der Fall mit

dem resultierenden Moment M, — 3 (Y, z,— X, y,) aller Krifte, denn
k=1

dieses ist nach GroBe und Vorzeichen gleich dem Moment der Re-
sultierenden fiir den gew#hlten Drehpunkt und &ndert sich folglich
mit der Lage dieses Punktes gegeniiber der Wirkungslinie. So kann
M,%O werden, je nachdem der Drehpunkt O der Ebene auf der
einen oder anderen Seite der Wirkungslinie, bzw. auf ihr liegt.
Finden wir daher R>0 und M,=0, so bedeutet das nur eine
besondere Lage des Drehpunktes, namlich die auf der Wirkungs-
linie von R.

Wenn dagegen R=0 und M, = 0, so bedeutet das einen Sonder-
fall des ebenen Kriftesystems, wie aus folgender Uberlegung hervor-
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geht. Da ndmlich R = VX®+Y?, so muB auch X=Y =0 werden,
wenn R verschwinden soll, wihrend

Mr =k§1(Yk xk M yk)

irgendeinen von Null verschiedenen Wert haben kann, Bilden wir
nun das resultierende Moment aller Krafte fiir einen beliebigen
anderen Punkt Q der Ebene, dessen Koordinaten z, und y, (s. Fig. 75)
sein mogen, also den Ausdruck

(M) = 3 (¥, 6, —20) — X, 0, — 10}

"IE(Y @, — X, y,) — %2( +!/02( =M, _on+yo
s0 erhalten wir, weil hier X=Y =0,

(M")Q = Mf *

In diesem Falle hat sonach das resultierende Moment aller Krifte
fiir jeden Punkt denselben Wert, und da das nur bei einem Krifte-
paar moglich ist, wie wir sahen, so erkennen wir, daB sich das
Kriftesystem in diesem besonderen Falle :

nicht durch eine einzige Kraft, sondern ‘
nur durch die zwei Krifte eines Krifte-

paares ersetzen laBt. Die Grofle der Krifte | (o
und die Breite des Paares bleiben hier- L P

bei ganz unbestimmt; nur die GréBe und | We

das Vorzeichen des Paares haben einen be- ~ 1?_5-5"_'_17
stimmten Wert, nimlich den des resultieren-

den Momentes aller Krifte fiir einen be- Fig. 75.

liebigen Punkt der Ebene.

Finden wir nicht nur R =0, sondern auch M, =0 fir den ge-
wahlten Drehpunkt, so wird folglich das resultierende Moment der
Krifte fiir alle Punkte der Ebene zu Null. Wir erkennen daraus,
daf} die Arbeit 64 aller Krifte verschwindet fiir die Drehungen der
Ebene um alle ihre Punkte, und da d4 = 0 ist auch fiir alle Schie-
bungen, weil R==0, so wird die Arbeit der Krafte des Systems zu
Null fiir alle méglichen Bewegungen der Ebene; diesen besonderen
Fall haben wir den des Gleichgewichtes genannt. Damit ergeben
gich die notwendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen des
Gleichgewichtes eines Kriftesystems in einer komplan beweglichen
freien starren Ebene zu

(IV) lél(Xk) =0, kél(y k) =0,

M=

1(Y z, — X, y,)=0,
7*
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wie aus den gefundenen Ausdriicken fir X, Y und M, hervorgeht.
Sie driicken aus, daB, wenn ein Kriftesystem dieser Art im Gleich-
gewicht sein soll, die Summen der Komponenten aller Krifte in
Richtung der Achsen eines beliebigen Koordinatensystems ver-
schwinden miissen und das resultierende Moment aller Krifte fiir
den willkiirlich gewihlten Koordinatenanfang zu Null wird. Daf
umgekehrt d4=0 wird fiir alle moglichen Bewegungen der Ebene,
falls die drei Gleichungen (IV) bestehen, ersieht man mittels der
Arbeitsausdriicke fiir §A4 sofort.

Vierzehntes Kapitel

Die Grundlagen der graphischen Statik.

Die Darstellung der Krifte durch Vektoren ermdglicht eine
rein zeichnerische Ermittlung der Resultierenden eines ebenen Kriifte-
systems, die sich zur Losung zahlreicher Aufgaben der Statik
als sehr zweckmiBig erwiesen hat. Aus ihr entwickelte sich die

graphische Statik, deren wichtigste
5 Grundlagen hier abgeleitet werden
sollen. Bei dieser Ableitung stiitzen
s s, wir uns in der Hauptsache nur auf
1 / zwei frilher bewiesene Sitze, niam-

R ARy,

n,
/’{s °

Fig. 76a. Fig. 76b.

lich auf den Satz, daB die Wirkung einer Kraft auf eine komplan
bewegliche freie starre Ebene sich nicht #ndert, wenn man den An-
grifispunkt der Kraft in deren Wirkungslinie willkiirlich verlegt,
und auf den Satz vom Parallelogramm der Krifte.

Sollen = Krifte in einer Ebene (s. Fig. 76a), deren Grofien P,
und deren Wirkungslinie w, gegeben sind, auf dem zeichnerischen
Wege zusammengesetzt werden, so stellen wir die Krifte P, zunichst
nach beliebigem Maflstab durch Vektoren P, dar. Waihlen wir nun
in der Ebene willkiirlich einen Punkt 9 als Anfangspunkt der ersten
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Kraft §, und addieren die Vektoren $, geometrisch, so erhalten wir
das bereits im zehnten Kapitel behandelte Krafteck oder Kriafte-
polygon, denn die GréSe und Richtung der Resultierenden R der
Krifte ist ja dieselbe, als ob alle Krifte gemeinsamen Angriffspunkt
hatten, Die SchluBlinie dieses Krafteckes (s. Fig. 76b) ergibt den
Vektor ®,,, der die Resultierende R,; nach GroBe und Richtung
darstellt, falls =5 ist. Um auch die Wirkungslinie w,, dieser
Resultierenden zu finden, verfahren wir so, dal wir zunichst die
Wirkungslinien w, und w, der beiden Krifte P, und P, zum Schnitt
bringen (s. Fig. 74a) und in den Schnittpunkt A4, beider die An-
‘griffspunkte der Krifte verlegen. Die Wirkungslinie w,, der Resul-
tierenden ®,, beider Krifte geht dann notwendig durch 4,,, wihrend
ihre Richtung durch die des Vektors ®,, =P, 4+ B, im Krafteck
bestimmt ist. Nunmehr setzen wir R,, mit B, in der gleichen Weise
zusammen, indem wir die Wirkungslinie w,, der Resultierenden
Rg=R,,+ Ps="P, + B,+P; durch den Schnittpunkt 4,, von
w,, und w, legen und zwar parallel zu R,;,. In dieser Weise
fortfahrend erhalten wir A, als Schnittpunkt von w,, mit w, und
damit w,, | ®,,, und schlieBlich 4,; und w,; || R,;. Hiermit ist das
Ziel, die Resultierende R,, nach GréBe, Richtung und Lage zu
finden, auf zeichnerischem Wege erreicht, und zwar die GréBe und
Richtung von ®,, durch das Krafteck, die Lage der Wirkungslinie
w,, durch den Linienzug 4,,4,, 4,, 4,,, der Seileck, Seilpoly-
gon oder Seilplan genannt wird.

Der hier entwickelte Weg hat den Mangel, daB er versagt, wenn
die in Frage kommenden Schnittpunkte der Wirkungslinien auBer-
halb des Zeichnungsraumes liegen, also gerade in .dem hiufigsten
Falle paralleler Krifte. Doch lift er sich durch Zufiigung einer
willkiirlich wahlbaren Hilfskraft derart umgestalten, daB er in allen
Fillen verwendbar wird.

Es sei 8, diese Hilfskraft, und s, die willkiirlich gewihlte Wir-
kungslinie derselben (s. Fig. 774, 8.102), dann tragen wir zunichst von
dem willkiirlich gewshlten Punkte O (s. Fig. 77b) den Vektor DA — &,
an, und wenden jetzt das vorher beschriebene Verfahren zur Er-
mittlung der Resultierenden der sechs Krifte S, P,,... P, an,
wodurch wir die Zwischenresultierenden &, = &, -} B,, &, = &, - B,,
usf. erhalten. Die Zwischenresultierende &, bzw. ihre Wirkungs-
linie s, geht durch den Schnittpunkt 7 von s, und w, und ist
parallel &;; sie schneidet w, im Punkte /I und durch diesen geht
die Wirkungslinie s, || €, usf. Auf diesem Wege erhilt man schlieB-
lich den Eckpunkt V des Seileckes I 17 111 IV V und dessen letzte
Seite s; || €,; in dieser liegt die Resultierende &, aller sechs Krifte
Sy P, P, ..., P,. Beachten wir, daB die SchluBlinie %P, des
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Krafteckes die Resultierende %t der fiinf Krifte PB,, B,, ..., P, dar-
stellt, so konnen wir ©, auch als Resultierende von &, und %
auffassen, wie Figur 77b ersichtlich mdcht; es muB daher die
Wirkungslinie von &, durch den Schnittpunkt @ der Wirkungslinien
& von &, und w, von R gehen. Nun kennen wir die Lage
von w, nicht, wohl aber die von s;; es schneiden sich folglich s,
und s; im Punkte @, durch den wir w, | ® legen. Damit ist R der
GroBe, Richtung und Lage nach auf zeichnerischem Wege gefunden.
Der Punkt O im Krafteck heiBt der Pol des letzteren; die Krifte
Sy B,,...,8, werden Seilspannkrifte oder auch Seilspannungen,
genannt. Ferner heiBen die Wirkungslinien 8,8, ...,s; der Seilspann-

Fig. 77 a.

krifte die Seiten des Seileckes; s, heiit die Anfangs-, 3 die
Endseite des Seileckes und die Punkte I, IZ,...,V werden die
Ecken des Seileckes genannt.

Da die Hilfskraft &, nach GroBe, Richtung und Lage ganz will-
kiirlich ist, so folgt, da man nicht nur den Pol O des Krafteckes,
sondern auch einen Punkt auf s,, z. B. den Eckpunkt I auf w, ganz
beliebig wiblen kann. Entsprechend dieser Willkiirlichkeit gibt es
folglich dreifach unendlich viele zusammengehdrige Kraft- und Seil-
ecke, die aber simtlich nur auf dieselbe Resultierende nach Grife,
Richtung und Lage fiihren, denn im vorigen Kapitel wurde gezeigt,
daB es im allgemeinen eine und nur eine Resultierende fiir jedes
ebene Kriftesystem gibt. Es eriibrigt sich deshalb hier der Nach-



Die Grundlagen der graphischen Statik. 103

weis, daB die Wahl des Poles O und des Punktes I keinen Einfluf
auf ® und w, hat.

Der geometrische Zusammenhang zwischen den Seilecken, die
sich demselben Pol im Krafteck zuordnen, ist sehr einfach. Denn
wahlen wir einen anderen Punkt I’ auf w, statt I, so werden die
einander entsprechenden Seiten der Seilecke parallel, also s, | s,,
8, | s, usf. Daraus folgt aber. daB das Biischel der Strahlen s,
perspektivisch -ist dem Biischel der Strahlen s,, und sich als geo-
metrischer Ort der Schnittpunkte £ die Gerade w, ergibt, da R als
Resultierende aus S, und 8, aufgefat werden kann, falls man S,
in umgekehrter Richtung annimmt.

Um den Zusammenhang zwischen den Seilecken zu ermitteln,
die sich zwei und mehreren Polen im Krafteck zuordnen, zeichnen
wir zundchst die Seilecke fiir nur eine Kraft P, deren Wirkungs-
linje w sei (s. Fig. 78a und b),
und zwar mit den beiden willkiir-
lich gewdhlten Polen O und O,
indem wir die Punkte J und J’

m

Fig. 78a. Fig. 78b.

auf w ebenfalls ganz willkiirlich wihlen. Kraft- und Seilecke bilden
dann zwei Vierecke, von denen die einander entsprechenden Seiten und
eine Diagonale parallel zueinander sind, also s, || Sp, 8 || 8,8, | 85,8 || &
and JJ' || AP. Nach einem bekannten planimetrischen Satze sind
dann auch die beiden anderen Diagonalen der Vierecke einander
parallel, also KL f|?5' Damnit ist zuniichst bewiesen, daB sich die
einander entsprechenden Seiten zweier Seilecke, die sich zwei will-
kiirlich gewshlten Polen fiir eine beliebige Kraft zuordnen, in zwei
Punkten schneiden, deren Verbindungslinie der die beiden Pole ver-
bindenden Geraden parallel ist.

Ubertragen wir dieses Ergebnis auf ein ebenes Kriftesystem
von z. B. n=4 Kriften (s. Flg 79a und b), so ersehen wir, daB
sich die Seileckseiten s, und s, zweier Seilecke, die sich den beiden
willkiirlich gewihlten Polen O und (' zuordnen, in einem Punkte
L,, ferner s, und s,” in L, schneiden, wobei nach dem vorher Be-
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wiesenen L, L, | 00 ist; ferner daB s, und s,’ sich in L, schneiden, und
wieder L, L, || 00’ sein muB, usf. Daraus folgt aber, daB simtliche
4 Punkte L,, L,, L, und L, auf einer Geraden liegen miissen, die
OO parallel ist. Erweitern wir diese Uberlegung auf ein ebenes
Kriftesystem von beliebig vielen Kriften, so erhalten wir den sehr
brauchbaren Satz: Die einander entsprechenden Seiten zweier
Seilecke, die sich zwei beliebigen Polen im Krafteck zu-
ordnen, schneiden sich in den Punkten einer Geraden, die
der Verbindungslinie der Pole parallel ist.

Eine geometrische Verwandtschaft, wie sie die beiden Seilecke
zeigen, nennt man eine Kollineation und die beiden Seilecke

qnﬁm‘,"ﬁ

Fig. 79a. Fig. 79b.

kollinear; der geometrische Ort der Punkte L, wird die Kollinea-
tionsachse genannt.

Die Kollineation der Seilecke bietet ecin sehr einfaches Hilfs-
mittel zur Aufzeichnung weiterer Seilecke, wenn zu einem gewihlten
Pol bereits ein Seileck gefunden wurde. Wenn z. B. in Fig. 19a
das Seileck I II III IV, das sich dem Pol O im Krafteck 79b
zuordnet, gezeichnet worden. ist, und man will das Seileck ermitteln,
das dem beliebigen Pol 0 und dem Eckpunkt I’ zugehort, so ziehen
wir durch I’ die Parallele 8, zu O'Y, womit wir L, erhalten. Dann
legen wir die Kollineationsachse ¢ parallel zu O O’ durch L, und
bringen die Seileckseiten s,, 8, [usf.] zum Schnitt mit ¢, womit die
Punkte L,, L, [usf.] gefunden werden. Verbinden wir nunmehr I’
mit L,, so ist diese Gerade die Seileckseite s,’, welche w, in II’
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schneidet, ziehen dann L,II', wodurch sich s,’ ergibt, das w, in I/I'
schneidet usf.

Ein weiterer Vorzug der kollinearen Verwandtschait der Seil
ecke besteht darin, daB sich mit ihrer Hilfe Seilecke finden lassen,
von denen einige ihrer Seiten durch gegebene Punkte gehen. Soll
ein Seileck gefunden werden, dessen Anfangsseite s, durch einen
gegebenen Punkt A4, dessen Endseite s, durch den Punkt B (siehe
Fig. 80a und b) geht, so legen wir zuniichst durch 4 die Seite s,
ganz willkiirlich parallel zu der Seilspannkraft O'% = &, und zeichnen
das zugehorige Seileck I’ IT' III' IV, dessen Endseite im allgemeinen
aber nicht durch B gehen wird. Um letzteres herbeizufiihren, be-

nutzen wir die Kollineation des gesuchten mit dem gezeichneten,
indem wir als Kollineationsachse die Seite s, selbst wihlen. Bringen
wir daher s,” mit 8, zum Schnitt und verbinden den Schnittpunkt
L, mit B, so stellt diese Gerade die Endseite s,” des gesuchten
Seileckes dar, das durch die Punkte A4 und B geht. Das Seileck
selbst erhalten wir in der vorher angegebenen Weise, indem wir den
Schnittpunkt I¥7” von 8,” und w, mit L,” verbinden, hierdurch II1”
bekommen, dann III” mit L, womit sich s,” und dadurch II”
ergibt und schlieBlich 11" mit I/, da hier 7’ und. I” zusammenfallen.
Den zugehérigen Pol 0" des Krafteckes erhalten wir im Schnittpunkt
von %0 mit der Parallelen ©,” zu 8,” durch den Endpunkt von ,.

Nun gibt es unendlich viele Seilecke, die der Forderung geniigen,

daB Anfangs- und Endseite durch zwei gegebene Punkte gehen.
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denn der Strahl s, war ja in beliebiger Richtung durch 4 gelegt
worden. Alle diese Seilecke sind kollinear und die Kollineations-
achse ¢ ist die Verbindungslinie von 4 und B, auf der sich alle
einander entsprechenden Seileckseiten schneiden. Jedem dieser Seilecke
ordnet sich ein bestimmter Pol im Krafteck zu; der geometrische
Ort aller dieser Pole ist die Gerade y”, d.i. 0” O”, welche nach dem
vorher bewiesenen Satze parallel der Kollineationsachse ¢ sein und
durch O” gehen muB. Beachten wir weiter, da3 der Schnittpunkt L,
von s,’ und s mit dem Punkte @ iibereinstimmt, durch den die
Wirkungslinie w, der Resultierenden R des Kriftesystems geht, so
erkennen wir, daB der geometrische Ort der Schnittpunkte der
Strahlen s und s,” jene Wirkungslinie w, ist. Kennen wir diese,
so erhalten wir sofort eines der unendlich vielen Seilecke, die der
Forderung geniigen, da Anfangs- und Endseite durch zwei gegebene
Punkte gehen, indem wir einen Punkt auf w, mit 4 und B ver-
binden; der zugehorige Pol im Krafteck findet sich, indem wir durch
Anfangs- und Endpunkt des letzteren die Parallelen &, | s, und
&, || s, legen, da diese sich im Pol schneiden miissen.

Da es unendlich viele Seilecke gibt, deren Anfangs- und End-
seiten durch zwei gegebene Punkte gehen, so 148t sich offenbar noch
eine weitere Seite durch einen vorgeschriebenen Punkt legen und
damit das Seileck zu einem eindeutig bestimmten machen. Damit
wird auch der Pol des Krafteckes zu einem eindeutig bestimmten
Punkt; er lift sich in verschiedener Weise finden. Soll z. B. in
Fig. 80a die Seite s, durch den willkiirlich gewéhlten Punkt C gehen,
so erhalten wir das entsprechende Seileck am kiirzesten, wenn wir
die Seite s,” zum Schnitt mit der Kollineationsachse ¢ bringen und
den Schnittpunkt L,”” mit C verbinden; die entsprechende Gerade
ist dann die Seite s,”” des gesuchten Seileckes, das sich wie vorher
angegeben zeichnen liBt, wihrend wir den zugeordneten Pol 0"
des Krafteckes erhalten, indem wir durch den Endpunkt von §, im
Krafteck (s. Fig. 80b) die Parallele 8,0 zu 8,"” legen; diese schneidet
y” in O0”. Ein anderer Weg ist der, daB wir die beiden Pole des
Krafteckes suchen, deren zugeordnete Seilecke durch 4 und B einer-
seits und durch 4 und C, oder durch B und C andererseits gehen;
legen wir die Parallelen zu AB bzw. AC oder BC durch die ge-
fundenen Pole im Krafteck, so schneiden sich diese in dem Pol 0",
dessen zugeordnetes Seileck durch die drei Punkte 4, B und C geht.

Ein bemerkenswerter Sonderfall tritt ein, wenn das Krafteck
sich schlieBt, also R==0 wird. Das Krafteck zeigt dann (siehe
Fig. 81a und b), daB die Anfangs- und die Endseite zueinander
parallel und die Seilspannkréfte S, und 8, gleich grof3, aber entgegen-
gerichtet werden. Letztere bilden somit ein Kriftepaar, dessen Mo-
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ment = §,-b ist, falls b den Abstand der Anfangs- und Endseite
bezeichnet. Obwohl je nach Wahl des Poles im Krafteck S, und b
sich dndern, bleibt doch das Moment des Kriftepaares unabhiingig von
der Lage des Poles, wie im vorhergehenden Kapitel gezeigt wurde.

In diesem Sonderfall kann es eintreten, daf die Endseite s,
mit s, in eine Gerade fillt, also der Eckpunkt (V) auf s, zu liegen
kommt (s. Fig. 81a). Dann
bildet das Seileck ein ge-
schlossenes Vieleck, und
man sagt, das Seileck

Fig. 81a. Fig. 81b.

schlieBt sich. Da nun R—0 ist und auch b=0 wird, also das
Moment S,b verschwindet, so haben wir ein Kriftesystem vorliegen,
das wir im Gleichgewicht befindlich genannt haben. Schliefen
sich sonach Kraft- und Seileck, so sind die Krifte im Gleichgewicht.

U
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Fig. 82a. Fig. 82b.

Bei arei im Gleichgewicht befindlichen Kriften bilden die ent-
sprechenden Vektoren ein Dreieck und deren drei Wirkungslinien
schneiden sich in einem Punkte.

Das im Vorausgehenden entwickelte zeichnerische Verfahren
eignet sich besonders auch fiir Systeme paralleler Krifte, denn die
Willkiirlichkeit der Lage des Poles O im Krafteck (s. Fig. 82a u. 82b)
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ermdglicht die Zeichnung des Seileckes immer in solcher Gestalt,
daB die Ecken des Seileckes in den Zeichnungsraum fallen, insbe-
sondere der Schnittpunkt @ der Anfangs- und Endseite, durch den
die Wirkungslinie der Resultierenden geht.

Bei parallelen Kriften hat- das Seileck noch den Vorzug, daB
mit seiner Hilfe auch die Momente einzelner und mehrerer Krifte
des Systems fir jeden beliebigen Punkt der Ebene zeichnerisch
gefunden werden konnen, und zwar auf Grund folgender Uberlegung.

Es sei w die Wirkungslinie

einer Kraft P und es werde

mit beliebigem Pol O ein Kraft-
k

Fig. 83 a. Fig. 83b.

eck und das zugehdrige Seileck gezeichnet (s. Fig. 83a und b). Das
Moment M, der Kraft P, fiir den beliebigen Punkt C im Ab-
stande x von w, ist
M =Pz

und zwar positiv, wenn wir den Drehsinn der Ebene von links nach
rechts festsetzen. Legen wir durch C eine Parallele zu w,, 80
schneiden die beiden Seileckseiten s, , und s, auf dieser die Strecke
B, ;B,=1, aus, und diese ist proportional dem Moment M.
Denn es ist AJB, , B~ A OUP,, und es verhilt sich folglich
7),: %= AP, :OF, falls OF die Hohe des Dreieckes OUAP, darstellt.
Nun entspricht die Strecke AP, der Kraft P,, und die Strecke 0 F=§

einer Kraft H, so daB AR, :OF —P,:H. Somit folgt

(75) M, =P, x=H-,,

woraus hervorgeht, daB M, der Strecke 5, proportional ist. Man
nennt die Fliche zwischen den beiden Seileckseiten s,_, und s, die
Momentenfliche fiir die Kraft P,; ferner heiBt 7, die Ordinate
der Momentenfliche fir den Punkt C, wihrend die Strecke OF- =9
die Poldistanz oder der Polabstand genannt wird. Hierbei ist
zu beachten, daB die Strecke 7, in wahrer GroBe eingefiihrt werden
muB, also, wenn das Seileck im MaBstabe 1:7 gezeichnet wird,
und y, die der Figur entnommene Strecke B, , B, bezeichnet,
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7, =mn-y, zu setzen ist. Ferner hat man H als die Kraft in Kraft-
einheiten einzusetzen, die dem KraftemaBstab des Krafteckes ent-
spricht. Die Momentenfliche macht anschaulich, wie sich das Moment
M, mit der Lage des Punktes C' &ndert, auf den das Moment sich
bezieht, und zwar durch die GroBe der Ordinate. Da aber das
Moment positiv wie negativ sein kann, und zwar je nach der Lage
von O gegeniiber der Wirkungslinie von P, so ist es zweckméBig,
die Ordinate ebenfalls positiv oder negativ einzufiihren, und zwar
entsprechend dem Vorzeichen des Momentes der Kraft fiir den be-
treffenden Punkt. So wiirde z. B. in Fig. 83a, wenn der Drehsinn
der Ebene von links nach rechts gewihlt wird, das M, fiir den
Punkt C positiv, also = - H -9, sein, withrend fiir (' sich M, —— H 9,/
findet; die Momentenfliche links von w, ergibt sonach positive, die
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-Fig. 84a. Fig. 84b.

rechts von w, negative Ordinaten. Hat P, den entgegengesetzten
Wirkungssinn, so ist es gerade umgekehrt.

Besonders vorteilhaft erweist sich die Verwendung der Momen-
tenflichen zur =zeichnerischen Ermittlung der Momente bei einer
groBeren Zahl von parallelen Kriften, weil das resultierende Moment
mehrerer Krifte nach (70)

(76) M, :ki;‘1(M k) =H 'lél(ﬂk)

ist, die Summe der 7, der Zeichnung aber sofort entnommen werden
kann. So sind z. B. in Fig. 84a n=>5 Krifte gegeben, und das
Seileck, das dem Pol O sich zuordnet. Soll fiir den Punkt C das
resultierende Moment aller fiinf Krifte gefunden werden, so bringen
wir alle Seileckseiten zum Schnitt mit der Parallelen zu den Kraften
durch ¢ und erhalten dann 7, — B, B,, 7, = B, B, usf.,, folglich

M:ZH(_‘W1—%+’73+’74_'"775)
*_ZH("‘ Bon“Ble+BzBs ‘JF B3 B4_B4B.-s)
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wie man wunter Beachtung der Vorzeichen der einzelnen Momente

aus der Figur leicht ersieht. Die Strecke B,B, —1,, die man der
Zeichnung unmittelbar entnehmen kann, hat die Bedeutung der ent-
sprechenden Ordinate der Momentenfliche der Resultierenden R aller
Krifte, denn nach (71) wird

R.a, = é (Mk)’
k=1

worin in diesem Falle a, den Abstand der Wirkungslinie w, von O
bedeuten wiirden. Da sich s, und s; in einem Punkte @ von w,
schneiden; so wiirde die Momentenfliche fiir B der von s, und s,
begrenzte Teil der Ebene sein, der in der Figur etwas schraffiert
ist, und zwar positiv fiir alle links, negativ fiir alle rechts von w,
gelegenen Punkte der Ebene. Wie erforderlich, erhalten wir also
dasselbe Moment M, aller Krifte fir jeden beliebigen Punkt C, ob
wir die Momentenfliche der einzelnen Kriite oder der Resultieren-
den verwenden.

Ferner 1at sich ebenso leicht das Moment irgend einer Gruppe
von Kréften aus der Momentenfliche ableiten. Soll z. B. das resul-
tierende Moment der Krifte links von C fiir diesen Punkt bestimmt
werden, so ist das, wie die Figur 84a lehrt,

M,=—H-9,—H-n, +H"73=H'BOB:;-’

oder das der drei Krifte P,, P,, P, fir C gleich — H-B,B, ust.

Wird die Resultierende der parallelen Krifte zu Null, so miissen
Anfangs- und Endseite des Seilecks parallel werden. Dann erhalten
wir fiir alle Punkte der Ebene die gleiche Ordinate 7, wie man
sich sofort iiberzeugt und demgemiB dasselbe Moment H.y,, wie
friiher festgestellt wurde. SchlieBt sich das Seileck, d. i. fillt die
Endseite auf die Anfangsseite, so wird #,=0 und folglich das resul-
tierende Moment aller Krifte zu Null entsprechend dem Fall des
Gleichgewichtes, der dann eintritt.

Sind die Krifte P, unendlich klein, ist ihre Anzahl aber un-
endlich groB, und verteilen sich ihre Wirkungslinien stetig iiber ein
begrenztes Gebiet der Ebene, so gehen Kraft- und Seileck in ebene
Kurven iiber und die Seileckseiten werden zu Tangenten an die
Seilkurve. Auch in diesem Falle 14Bt sich die zeichnerische Ermitt-
lung der GroBe, Richtung und Lage der Resultierenden durchfiihren,
wenn es nur gelingt, das Gebiet in solche Teile zu zerlegen, daB die
Resultierenden und deren Wirkungslinien fiir jeden Teil genau oder
mit hinreichender Anniherung gefunden werden konnen. Dann er-
hélt man wieder ein ebenes Kriftesystem der bisher behandelten
Art, also ein Kraft- und ein Seileck, und diese umschlieBen die ent-
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sprechenden beiden Kurven, die Kraft- und die Seilkurve, diese be-
rithrend; die Beriihrung erfolgt in den Kurvenpunkten, die den Trenn-
stellen der Gebietsteile sich zuordnen.

Beispiel: Eine ebene Fliche F (8. Fig. 85a und b) sei gleichmaBig mit
Masse bedeckt und der Schwere unterworfen; es soll die resultierende Schwer-
kraft der Fliche nach GroBe, Richtung und Lage bestimmt werden. Bezeichnet
u die Masse der Flacheneinheit bezogen auf letztere, so ist die Masse der
ganzen Fliche M =— F-u. Wir zerlegen F durch lotrechte Parallelen in so
schmale Teile, daB der Massenmittelpunkt M, jeden Teiles f;, als Massen-
mittelpunkt eines Paralleltrapezes oder eines
Parabelabschnittes aufgefafit und dementspre- W
chend angegeben werden kann. Die Schwer- )
kraft des Fldchenteiles f; ist dann P, =
#-fx-g, unter g die Beschleunigung des freien
Falles verstanden (s. Formel I); ihre Wir-
kungslinie w; geht durch den Massenmittel-

E % L,

Fig. 85c.

punkt M;. Bei homogenen Flichen wird die Angabe der Wirkungslinien wy
insofern recht einfach, als w, mit der vertikalen Mittellinie des Streifens f}
zusammenfillt und die Breite des Flachenstreifens nahezu halbiert?), wihrend
sie bei den Endabschnitten die Breite im Verhaltnis 2:8 teilt, da nach S. 29
der Abstand des Massenmittelpunktes von der Sehne ga ist. Das Krafteck

geht hier in eine vertikale Gerade von der Linge R=%9,+P,+... 4 Pa= g‘ (Bx)
k=1

iiber, wihrend das dem willkiirlichen Pol zugeordnete Seileck die in Fig. 85a
gezeichnete allgemeine Gestalt hat. Die entsprechende Seilkurve 1aBt sich
nunmehr als eingeschriebene Kurve die Seileckseiten beriihrend einzeichnen,
und zwar sind die Beriihrungspunkte von Kurve und Tangente die Punkte Ly,
in denen die Trennlinie zweier benachbarter Fldchenstreifen, z. B. von fx—,
und f; die Seilseite s; trifft, wie-man leicht erkennt. In Fig. 35c¢ ist der Ver-
lauf der Seilkurve gegeniiber dem Seileck in vergrofertem MaBstab dargestellt,
und zwar fiir die Beriihrung im Punkte L; auf der die Eckpunkte Ej; und

1) Eine genauere zeichnerische Ermittlung des Massenmittelpunktes homo-
gener Paralleltrapeze wurde S. 27 und 28 mitgeteilt.
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E,_, verbindenden Seileckseite s;. Die Endtangenten s, und s, der Seilkurve,
die letztere in L, und L, beriihren, schneiden sich in dem Punkte Q auf der
Wirkungslinie der resultierenden Schwerkraft R, die, wie spiter gezeigt werden
soll, durch den Massenmittelpunkt der Fliche geht, also eine Mittellinie der
Fliche ist; die Grofe von R erhilt man sofort zu M.g, entsprechend dem
Vektor R.

Fiinfzehntes Kapitel.

Die Zerlegung einer Kraft in Seitenkrifte in einer Ebene.

Die Zerlegung einer Kraft in Seitenkrifte oder Komponenten
ist verschieden je nach der Zahl der letzteren.

Soll eine Kraft P in zwei Seitenkrifte zerlegt werden, die in
vorgeschriebenen Wirkungslinien w, und w, liegen, so ist das nur

‘moglich, wenn sich letztere in einem Punkte

auf der Wirkungslinie & der gegebenen Kraft

schneiden (s. Fig. 86), denn setzen wir umge-
m  kebrt die beiden Seitenkrifte zusammen, so
muB die Wirkungslinie @ der Resultierenden

P durch den Schnitipunkt 4,, von w, und
\r w, gehen. Die Zerlegung von P in die Kom-

A2 B e ponenten P, und P, erfolgt mittels des Pa-
Fig. 86. rallelogramms der Krifte und liefert, da die
Winkel zwischen den drei Wirkungslinien ge-
geben sind, auf Grund der Formeln (56)
___sina, P —p. Bin o,
sin (&, + )’ ? sin (a, - o)’
wie im 9. Kapitel schon erdrtert. Zeichnerisch finden sich diese
Krifte ebenso einfach in der Weise, wie auf S. 71 angegeben, nim-
lich durch das Kriftedreieck, das die Hilfte des Kriifteparallelo-
gramms darstellt. '

Sind die Wirkungslinien w, und w, parallel w und zwar in den
Absténden a, und a, (s. Fig. 87a), so ermittelt man P, und P,
rechnerisch einfach durch den Momentensatz, indem man den Dreh-
punkt der Ebene auf w, bzw. w, wibhlt. Im ersteren Falle erhilt
man, da Mp=M, | M,=P,(a,}a,)-}-P,-0=P,a sein mub,
hierin a, -} a,=a gesetzt,

P, =

P,=P2,

da ja P die Resultierende von P, und P, sein, soll, also Mg="P-aq,
ist fiir einen auf w, liegenden Drehpunkt. Durch die gleiche Be-
trachtungsweise ergibt sich fiir einen Drehpunkt D, auf w,

Qa
P,—P.2.
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Liegen die beiden Wirkungslinien », und w,, wie in Fig. 87b,
auf derselben Seite von w, so daBl a==a, —a, wird, dann finden
wir auf dem gleichen Wege

) a
1 a’ 2 a ’

jedoch mit dem Unterschied, da P, gleichsinnig mit P= P, — P,

sein muBl, wihrend P, entgegengesetzten Wirkungssinn hat, wie die

: 0O, 1 A ", 3 0, v,
i [
‘ P i a
o] |,
ay O t | 4 =
| &
, y ¥
o & ’ D 3 m
Fig. 87a. Fig. 87b.

Vorzeichen der Momente von P fiir die beiden Drehpunkte D, und
D, ohne weiteres erkennen lassen.

Die zeichnerische Losung dieser Aufgabe 148t sich am einfachsten
mittels Kraft- und Seileckes durchfiihren. Wir zeichnen (s. Fig. 88a
und b) fiir die gegebene Kraft P mit beliebigem Pol 0 das Kraft-

Fig. 88a. Fig. 88b.

eck und ziehen syl &, bzw. s, || &, durch einen willkiirlichen
Punkt @ auf w. Dann sind die Schnittpunkte E, von s, und w,,
E, von s, und w, die Ecken des Seilecks, deren Verbindungslinie
die Seite s, darstellt Legen wir daher durch O die Parallele ON
zu s,, so ist ON=@, und folglich AN=1P,, NB,—R,; beide
Komponenten P, und P, sind gleichsinnig mit P, falls w zwischen
w, und w, liegt. :
Wenn dagegen w, und w, auf derselben Seite von w liegen, wie in
Fig. 89a u. b, S. 114), so hat zwar P, dasselbe Vorzeichen wie B, d. h.
denselben Wirkungssinn, aber nicht §,, denn hier wird P=P, — P,,
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. IL. 8
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wie die Figur zeigt, weil s, notwendig steiler ist wie s,, daher auch
N tiefer liegen muB, als der Endpunkt von §. Es ist sonach P,
nach abwérts, P, aber nach aufwirts gerichtet.

w n, b f

R & Az S,
p

M "'4‘;7 ‘ - °
/3, L ) /
’ P
ff $’ _/
Vv
Fig. 89a. Fig. 89b.

Soll eine Kraft in drei Seitenkrifte mit vorgeschriebenen Wir-
kungslinien zerlegt werden, so ist das méglich nur unter der Voraus-
setzung, daB sich nicht drei von den gegebenen vier Wirkungslinien
(denn auch die Wirkungslinie der zu zerlegenden Kraft ist gegeben)
in einem Punkte schneiden oder parallel sind, da die Zerlegung
entweder unméglich wird, falls sich die Wirkungslinien der Seiten-
krifte in einem Punkte
schneiden, oder auf eine
Zerlegung in zwei Kompo-
nenten fiihrt.

Der rechnerische Weg
zur Ermittlung der GroBe
und des Wirkungssinnes der
gesuchten drei Seitenkrifte
beruht auf dem Momenten-
satz. Fiir jeden beliebigen
Punkt der Ebene ist das
Moment der gegebenen
Fig. 90. Kraft P in w (s. Fig. 90)

gleich dem resultierenden

3
Moment aller Krifte, also nach (71) Mz= Pa_ =3 (P.a,), worin
x=1
die.a, und a, die Abstinde des Drehpunktes von den vier Wirkungs-
linien bezeichnen. Wihlen wir als Drehpunkt der Ebene einen der
drei Schnittpunkte der Wirkungslinien w,, w, und w,, z. B. 4,,, so
wird fiir diesen M, = M, — 0, und daher

P-a,=M =P,
worin A4,y F,, =a, das Lot von 4,, auf ¢ und h, das von 4, auf
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w, bezeichnet. Aus dieser Gleichung findet sich sofort

= -—al

P,=P i

der GroBe nach, wahrend der Wirkungssinn daraus hervorgeht, daB
das Vorzeichen des Momentes von P, fiir A4,, dasselbe sein muB,

wie von P. In gleicher Weise ergeben sich
s
hy
und der Wirkungssinn der drei Krifte entspricht den Pfeilen in
Fig. 90.

Das zeichnerische Verfahren (nach Culmann) benutzt Kraft-
und Seileck, jedoch in umgekehrter Reihenfolge. Denkt man sich in
Fig. 91a die beiden noch unbekannten Seitenkrifte P, und P, zu

P,—=P.2, P,—P
k2

Fig. 9la. Fig. 91b.

einer Resultierenden R,, zusammengesetzt, so geht deren Wirkungs-
linie w,, durch den Schnittpunkt 4,, von w, und w,. Setzt man
dann R,, mit P, zusammen, so mufl sich als Resultierende die
Kraft P ergeben, deren Wirkungslinie w folgl ch durch den Schnitt-
punkt -Q von w,, mit w; gehen. Daraus folgt, dal die 4,, mit Q
verbindende Gerade die Wirkungslinie w,, ist. Zerlegen wir daher
B im Krafteck (Fig. 91b) in Seitenkréfte in Richtung von w,, und
wy, indem wir durch % eine Parallele zu w,,, durch den Endpunkt
von P eine Parallele zu w, ziehen, so schneiden sich diese im End-
punkt von R,, bzw. Anfangspunkt von ;. Indem wir in der gleichen
Weise R,, in P, und P, zerlegen, erhalten wir das aus B,, B, und
%, bestehende Krafteck, dessen SchluBlinie P ist, wie erforderlich.
Sind zwei der drei Wirkungslinien w, parallel, so ermittelt man nach
dem hier entwickelten Verfahren zuerst die Resultierende der paral-
lelen Krifte und die dritte Seitenkraft, und zerlegt dann erstere nach
dem Verfahren, das in den Figuren 88 und 89 angewandt wurde.
8*
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Sechzehntes Kapitel.

Gleichgewicht der Kriifte an einer komplan beweglichen
nicht freien starren Ebene.

Wir nennen die komplane Bewegung einer starren Ebene nicht
frei oder gebunden bzw. gezwungen, wenn die Ebene durch
Bedingungen irgendwelcher Art verhindert ist, simtliche Bewegungen
auszufiihren, die der frei beweglichen Ebene méglich sind. Durch
die beschrinkenden Bedingungen wird der Freiheitsgrad f der Be-
wegung der Ebene eingeschrinkt, und zwar ist 3 > f>0, da fiir die
freie komplane Bewegung einer starren Ebene f= 3 gefunden wurde,
Demgemif werden die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes
an Zahl geringer und auflerdem durch die Bewegungsbeschrinkungen
beeinflullt; sie miissen daher von Fall zu Fall nach der Art der
Bewegungsbeschrinkung aufgestellt werden. Hierbei gehen wir von
der Definition des Gleichgewichtes, nimlich

84— (34)=0
k=1

aus und benutzen das frithere Ergebnis, daB sich das Kriftesystem
in einer frei beweglichen Ebene ohne Anderung seiner Wirkung im
allgemeinen durch eine nach GréBe, Richtung und Lage vollig und
eindeutig bestimmte Resultierende, in Sonderfillen von Kriifte-
systemen durch das resultierende Moment eines Kriiftepaares ersetzen
laBt. DaB das auch fiir eine nicht frei bewegliche Ebene gilt,
leuchtet ohne weiteres ein, weil die nicht frei bewegliche Ebene nur
einen Teil der Bewegungen auszufilhren vermag, die der freien
Ebene moglich sind. Hierbei soll auch die Art des Gleichgewichtes
in den einzelnen Gleichgewichtslagen der Ebene ermittelt werden,
indem wir genau wie im 11. Kapitel bei dem Gleichgewicht von
Kriften an einem nicht frei beweglichen Punkte auch hier stabiles,
indifferentes und labiles Gleichgewicht unterscheiden, je nach-

dem 824 §O ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, je nachdem

die Krifte bei einer kleinen Bewegung der Ebene aus der Gleich-
gewichtslage die Ebene in letztere zuriickfiihren, in der neuen Lage
wieder im Gleichgewicht sind, oder sie noch weiter von der Gleich-
gewichtslage entfernen.

Wir behandeln die verschiedenen in Frage kommenden Méglich-
keiten der Bewegungsbeschrinkungen der Ebene in nachstehender
Reihenfolge:

1. Schiebung. Eine Ebene werde gezwungen, eine bestimmte
(gerad- oder krummlinige) Schiebung auszufiihren. Da sich hierbei
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die Wirkung der Krifte durch Verlegung ibrer Angriffspunkte in
der Ebene nicht #ndert (s. S. 88), so konnen wir sie durch eine
nach Grofle und Richtung bestimmte Resultierende R in einem will-
kiirlich gewihlten Angriffspunkte A ersetzen. Letzterer beschreibt
eine ganz bestimmte Bahnkurve und so fiithrt dieser Fall zuriick
auf den ersten im 11. Kapitel, ndmlich den des Gleichgewichtes von
Kriften an einem Punkte, der gezwungen ist, sich auf einer ebenen
ruhenden starren Kurve zu bewegen. Die Ebene befindet sich folg-
lich in einer Gleichgewichtslage, wenn die Wirkungslinie der Resul-
tierenden in die Bahnnormale des Punktes 4 fillt. Die Bedingungs-
gleichungen des Gleichgewichtes werden daher dieselben, wie im
ersten Falle des 11. Kapitels.

Ist R=—0, so besteht in allen Lagen der Ebene Gleichgewicht.
weil ein Kraftepaar bei einer Schiebung der Ebene keine Arbeit
verrichtet.

Beispiel: Die Ebene sei ein Glied eines Gelenkparallelogramms B, B, 4, 4,

(s. Fig. 92a und b), das, wie in Bd. I. 8. 65 festgestellt wurde, eine krumm-
linige Schiebung ausfiibrt, bei der alle Punkte kongruente Kreise mit gleich-

Fig. 92a. Fig. 92b.

liegenden Mittelpunkten beschreiben. Ist A ein Punkt dieser Ebene, in dem
die Last L angreift (z. B. die Schwere des Gliedes), so beschreibt 4 einen

Kreis ¢ mit dem Radius AB4-4,B,4- 4,B,. Der Punkt 4 ist nach dem
fritheren (s. S. 83) auf dem Kreise in dessen tiefster (4’ in Fig. 92a) und
hochster Stelle (A4” in Fig. 92b) im Gleichgewicht; demgemi8 sind die beiden
entspreckenden Lagen der Ebene Gleichgewichtslagen derselben, und zwar ist
das Gleichgewicht stabil in der ersteren, labil in der letateren Lage, wie sofort
ersichtlich.

2. Drehung der Ebene um einen ruhenden Punkt.

Es sei O (s. Fig. 93, S.118) der Drehpunkt der Ebene, auf die
n Kriifte P, in den Punkten 4, angreifend wirken mdgen, dann ist,
weil hier keine Schiebung stattfinden kann,
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0A=dA=Mdy,
unter

M, =b§1(y x T — X, )

das resultierende Moment aller Krifte fiir den Drehpunkt O und
unter dy den Drehwinkel verstanden (vgl. S. 93). Gleichgewicht
kann sonach nur eintreten, wenn

(77) M, =k§1(Yk z, — X, 4,)=0.

Es ist diese Bedingungsgleichung des Gleichgewichtes die einzige
notwendige und hinreichende Bedingung, weil der Freiheitsgrad der
Bewegung hier den Wert 1 hat. Zu-
folge (74) driickt diese Gleichung aus,
da die Wirkungslinie w, der Resul-
tierenden R durch den Drehpunkt
der Ebene gehen mufl, wenn die
Krifte an der Ebene sich das Gleich-
gewicht halten sollen. Gréfe und
Richtung der Resultierenden werden
wie bei der freien Bewegung der
Ebene, also durch die Formeln (72a)
und (72b) bestimmt. Die Art des
Gleichgewichtes in den einzelnen

Fig. 93. Gleichgewichtslagen, die durch (77)

gefunden werden, 148t sich hier oft

einfach durch das Vorzeichen von M, entscheiden, da M, =DMy ist
und das Vorzeichen des Momentes der Resultierenden aus der Lagen-
dnderung der Wirkungslinie der letzteren erkannt wird, wenn man
die Ebene aus der Gleichgewichtslage ein wenig entfernt. Analytisch
folgt auf alle Fille die Art des. Gleichgewichtes aus der Beziehung

am
24 %Yy 2002
d*4 Fi dy ZO’

falls" M, als Funktion des Drehwinkels v der Ebene bekannt ist.
Fiir die spiteren Untersuchungen von Bedeutung wird die
Kraft, die im Drehpunkte der Ebene anzubringen ist, um letztere
im Gleichgewicht zu erhalten; wir wollen sie die Stiitzkraft (auch
Zwangskraft oder Stiitzenreaktion usw. geheiBen) der Ebene nennen.
Um das Gleichgewicht an der frei beweglichen Ebene herzustellen,
braucht nur die Resultierende aller Krifte einschlieBlich der Stiitz-
kraft Null zu sein, also, wenn letztere mit § bezeichnet wird,

S$R=0’
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denn nach (77) ist hier bereits M, — 0. Aus vorstehender Beziehung
folgt aber, daB S dieselbe Wirkungslinie wie R haben mufB}, und
entgegengesetzt gleiche Grofe.

Beispiele:

1. Der um den Punkt D drehbare Winkelhebel (s. Fig. 942) sei in den

Punkten 4, und A, mit schweren Korpern belastet. Bezeichnen L, und L4
diese Lasten, so besteht Gleichgewicht am Hebel, wenn

M,=+L,.DF, — L, DF,=0

ist, d. h. falls die Lasten im umgekehrten Verhaltnis der Lote von D auf die
Wirkungslinien der Lasten stehen. Setzen wir in vorstehender Beziehung

Fig. 94a. Fig. 94b.

DF,=l,cosp, und DFy=1lcosq,, falls DA, =1 und DA,=1l,, und be-
nutzen, daB -, 4 @3 + y ==, so nimmt die Bedingungsgleichung des Gleioch-
gewichtes die Form

L, 1, cosp, + Lylcos(y + ¢,) =0

U
Lyl siny

an, aus der

tang, = oty

hervorgeht. Daraus folgen zwei verschiedene Gleichgewichislagen, weil tan (z-¢,)
=—tang, ist; sie unterscheiden sich darin, daB der Winkelhebel in dem einen
Falle in seiner tiefsten, im anderen in seiner héchsten Lage sich befindet
(s. Fig. 94a und b). Erstere ist eine stabile, letztere eine labile Gleichgewichts-
lage, denn es wird
dM,

g = Labsing, — Lylsingtg)=—

woraus hervorgeht, daB vorstehender Ausdruck negativ wird, falls y <z und

(Lglysing)®+ (Lyly+ Lylycosy)*
Lyl;siny

-Cos ¢, ,

< %, dagegen positiv, falls ¢, = ¢, -+ &, entsprechend der Lage des Hebels

. dM,
in Fig. 94b. Mit
g : do,

demnach in der Tat die untere Lage des Hebels eine stabile, die obere eine
labile. Das hiitte man auch unmittelbar, d. h. ohne Rechnung erkennen kénnen,
denn drehen wir den Hebel im Falle von Fig. 94a ein wenig nach links oder
rechts aus der Gleichgewichtslage, so wandert die Wirkungslinie von E eben-
falls nach links oder rechts, und daraus folgt in beiden Fillen ein Moment

wird aber zugleich d®A negativ, bzw. positiv; es ist
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von R fiir D, das den Hebel in die Gleichgewichtslage zuriickbringen wiirde,
wie bei stabilem Gleichgewicht erforderlich. Das Entgegengesetzte tritt in der
labilen Gleichgewichtslage ein, wie Fig. 94b zeigt.
Indifferentes Gleichgewicht kann bei einem Winkelhebel nicht vorkommen,
wohl aber bei dem geradlinigen Hebel (s. Fig. 94c¢), denn dann wird ¢, - p,=0,
weil y =z, und sonach

M, = (L), — L,1,) cosp, = 0.

Dieser Bedingung wird unabuingig von der
GroBe des Winkels ¢, geniigt, wenn

& L:Ly=1:1;

es geht in diesem Falle die Resultierende
R=L,+ L, in allen Lagen des Hebels durch
dessen Drehpunkt D.

Die Stiitzkraft S wird in allen drei Fillen
== R, nur entgegengesetzt, d. h. nach aufwirts
gerichtet.

2. Der Pronysche Bremszaum stellt ebenfalls ein im Gleichgewicht be-
findliches System ebener Kriifte dar (s. Fig. 95). Auf der Hauptwelle des zu
bremsenden (d. h. seine Leistung zu messenden) Motors sitzt fest eine Scheibe S,
die, von Bremskiotzen ganz oder teilweise umschlossen wird; letztere werden
durch Zugstangen und Schrauben gegen die Bremsscheibe gepreSt, um an
deren Umfange Reibung und damit
der Drehung des Motors entgegen-
wirkende Kriifte zu erzeugen. Mit
dem Zaum ist ein Balken (der sogen.
Bremshebel) fest verbunden, an dessen
Ende 4 eine Wagschale mit Gewichten
bingt. Im Beharrungszustande des
Motors, d. i. bei gleichférmiger Dre-
hung seiner Hauptwelle herrscht
Gleichgewicht zwischen dem drehen-

Fig. 95. den Moment M,, des Motors und

dem Moment M,, der widerstehenden

Reibungskrifte; es ist also M, = M,

fiir die Drehachse D. Andrerseits wirken auf den Bremszaum die Reibungs-

krifte in der gleichen Gr68e im entgegengesetzten Sinne und halten hierdurch

der Schwerkraft L der Gewichte in der Wagschale beziiglich der Drehung des
Bremszaumes um die Achse D das Gleichgewicht, falls

M,——L-.a+M,=0

ist. Die Gleichgewichtslage ist dadurch ausgezeichnet, daB der Bremshebel
frei schwebt. Da hiernach

Sk A,

Fig. 94c.

L-a=M,=M,,
so findet sich die Leistung des Motors in der Form
N=M, - o=La-w,

worin « die Winkelgeschwindigkeit der Motorwelle im Gleichgewichtszustande
bezeichnet. Durch Anpressen der Bremsklotze erzielt man zunéchst die erfor-
derliche, bzw. vorgeschriecbene Winkelgeschwindigkeit und durch Auflegen der
Gewichte auf die Wagschale den Schwebe-, d. i. den Gleichgewichtszustand.
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Die Art des Gleichgewichtes folgt hier, da a=1I-cos¢ (s. Fig. 95) und
sonach
M,=—Llcosp |+ M,,

424 — %f.(dw)z = Lising-(do)

aus

als labil, falls 0<<p<7—;— ist, wie in der Figur 95 gezeichnet, dagegen als

stabil, wenn 0 > ¢ > —i‘-, d.i. wenn der Bremshebel unterhalb der Brems-

kltze liegt. Das ist sehr wichtig fiir die Bremsung, da die Erhaltung des
labilen Gleichgewichtszustandes in Wirklichkeit unméglich ist. Bei Verwendung
von Briickenwagen kehren sich die Verhiltnisse um, wie man leicht ersieht;
e8 wird das Gleichgewicht stabil in der oberen und labil in der unteren Lage
des Bremshebels. Ubrigens erkennt man auch unmittelbar, wie im vorigen
Beispiel, hier die Art des Gleichgewichts aus der Verschiebung der Wirkungs-
linie der Last L bei einer kleinen Drehung des Bremszaumes.

3. Ein Punkt der Ebene bewege sich auf gegebener
Kurve. Ist der Punkt C (s. Fig. 96) der Ebene E gezwungen, sich
auf der Kurve ¢ zu bewegen, so hat
die Bewegung der Ebene den Freiheits-
grad f=2, da die Ebene sich um C
drehen und in Richtung der Tangente
CT schiebend bewegen kann. Wir er-
halten daher zwei Bedingungsgleichun-
gen des Gleichgewichtes, niamlich es i
mufl sowohl das resultierende Moment Y ! ~
M, aller Krifte fiir C zu Null werden, i Yo
als auch die Resultierende R aller ]

Krifte senkrecht zu c¢ stehen (also in Fig. 96.

die Bahnnormale n fallen), wenn bei

diesen moglichen Bewegungen der Ebene 84 =0 werden soll. Diese
beiden Gleichungen werden:

¥

» -
(182) (M)e =k§1{Yk (@—2)— X (g, —y)} =
kgll{ykzk——Xkyk} —Y-z+Xy=0,

und entsprechend (65a), S. 81

oF oF
yZE o x?T

ox oy
falls F(zy)=0. die Gleichung der Kurve ¢ ist und zur Abkiirzung

n
é(Xk)A= X, 3 (,)=7Y gesetzt wurde.

k=1 k=1

(78b) 0,
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Die Gleichgewichtslagen des Punktes C auf der Kurve ¢ folgen
aus (78b) in Verbindung mit der Kurvengleichung, die der Ebene
aus (78a). Die Art des Gleichgewichtes muB sowohl fiir die Lagen
von C auf ¢, als auch fiir die Drehung der Ebene um C in den
Gleichgewichtslagen dieses Punktes auf ¢ festgestellt werden, und

zwar mittels der Beziehung 6%1%0.

Unter der Kurvenstiitzkraft werde wieder die Kraft verstanden,
welche im gestiitzten (gefiihrten) Punkte C' anzubringen ist, um die
Ebene als freibewegliche im Gleichgewicht zu erhalten. Da sich hier
das Kriftesystem durch eine resultierende Kraft R in der Kurven-
normalen 7 des Punktes C ersetzen 1aBt, so wird die Ebene als
freibewegliche im Gleichgewicht verbleiben miissen, wenn wir die
Stiitzkraft § im Punkte C entgegengesetzt gerichtet und gleich R
withlen, so daB die Beziehung ST R=0 erfiillt wird.

Beispiel: Eine schwere Scheibe sei am Endpunkt C eines Fadens be-
festigt, der iiber einen Kreie in vertikaler Ebene geschlungen ist (s. Fig. 97).
DemgemiB beschreibt C eine Kreisevolvente ¢, und es folgt daraus, daB C in
allen Lagen auf der Evolvente im Gleichgewicht ist,
in denen letztere eine horizontale Tangente hat. Denn
die Resultierende R stimmt hier mit der Last L der
Scheibe iiberein und L ist lotrecht. Da die Wirkungs-
linie von L durch den Massenmittelpunkt M der Scheibe
geht und das Moment von L fiir C zu Null werden
muB, falls die Scheibe im Gleichgewicht sein soll, so
folgt, daB in den Gleichgewichtslagen der Scheibe M,
C und der Beriihrungspunkt B des Fadens mit dem
Kreis (s. Fig. 97) in einer Vertikalen liegen miissen;
La hierbei kann M sowohl unter als iiber C sich befinden.
Demgemi3 kann das Gleichgewicht der Scheibe in
jeder Gleichgewichtslage des Punktes C' sowohl stabil
vLi als labil sein. Die Kurvenstiitzkraft ist gleich der
Fig. 97 Schwere L der Scheibe, aber nach aufwirts gerichtet,

8. 91. wahrend die Spannkraft des Fadens nach GréBe und
Richtung mit L iibereinstimmt.

4. Die bewegte Ebene beriihre die ruhende in einem
Hiillkurvenpaar. Bewegt sich die Ebene E derart, da die in
ihr liegende Kurve y (s. Fig. 98) dauernd die Kurve ¢
der ruhenden Ebene beriihrt, so ist der Freiheits-
grad f der Ebene wie im vorhergehenden Falle = 2,
weil sich die Ebene um den Beriihrungspunkt C des
Hiillkurvenpaares drehen und in Richtung der ge-
meinsamen Tangente von y und ¢ verschieben kann.
DemgemaB sind auch die Bedingungen des Gleich-
gewichts dieselben, wie vorher, denn es muf} das resul-
tierende Moment der Krifte, die auf E wirken, fir C
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verschwinden, also die Resultierende R der Krafte durch C gehen, und
ferner muB3 die Wirkungslinie der Resultierenden in die Beriihrungs-
normale n des Hiillkurvenpaares (¢, y) fallen. Die Aufstellung der
Bedingungsgleichungen selbst wird in diesem Falle aber mathematisch
umsténdlicher, weil die Bedingung der Berithrung des Hiillkurven-
paares die Beriicksichtigung der Kurvengleichungen erfordert und
das zu Weiterungen fiihrt; sie soll daher unterbleiben. Ahnlich ist
es mit der Feststellung der Art des Gleichgewichtes auf analytischem
Wege; auch sie wird wesentlich verwickelter als in den friiheren
Fillen und soll deshalb hier auf sie nicht weiter eingegangen werden,
sondern nur. hervorgehoben, daB auch die Kriimmungen der Hiill-
kurven an der Beriihrungsstelle die Art des Gleichgewichtes beein-
flussen. Denken wir uns z. B. eine elliptische homogene schwere
Scheibe auf horizontaler Ebene gestiitzt, so kann das Gleichgewiaht
nur eintreten, wenn die Beriihrungen in den Endpunkten der beiden
Hauptachsen stattfinden. Das Gleichgewicht ist dann stabil in den
Endpunkten der kleinen, und labil in den Endpunkten der grofBen
Hauptachse, wie man sich leicht unmittelbar iiberzeugt. Eine homo-
gene schwere Kreisscheibe auf horizontaler Ebene gestiitzt wiirde
dagegen im indifferenten Gleichgewicht sein miissen, weil ihr Massen-
mittelpunkt immer in dem Lote durch den Beriihrungspunkt liegt.
Die Stiitzkraft der Ebene liegt in der Beriihrungsnormalen des Hiill-
kurvenpaares und ist der Resultierenden entgegengesetzt gleich, weil
nur in dieser Weise die Ebene als freibewegliche im Gleichgewicht
erhalten werden kann.

5. Die bewegte Ebene beriihre die ruhende in zwei
Hiillkurvenpaaren. Es seien (c,, ,) und (c,, y,) die beiden Hiill-
kurvenpaare (s. Fig. 99), die sich in €, bzw. O, berilhren. Dann
ist die Bewegung der Ebene E
eine zwangldufige, d. i. ibhr
Freiheitsgrad f== 1, weil ihre
Elementarbewegung in einer
Drehung um den Pol P besteht
(vgl. Bd. I, 8.77). Soll die
Ebene unter dem Einflu der
auf sie wirkenden Krifte im
Gleichgewicht sein, so mufl

folglich das resultierende Mo- Fig. 9. Fig. 99a.
ment der Krifte fiir den Pol P _
zu Null werden. Das ist der Fall, wenn die Wirkungslinie w, der Resul-
tierenden R aller Krifte durch den Pol geht. Wir haben demnach hier
eine einzige Bedingungsgleichung des Gleichgewichtes, die mit (78a)
iibereinstimmt, wenn in ihr # und y die Koordinaten des Poles P be-
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deuten wiirden. Die Art des Gleichgewichtes in den einzelnen Gleich-
gewichtslagen der Ebene, die aus dieser Gleichung hervorgehen,
wird wieder durch das Vorzeichen des Ausdruckes fiir d?4 ent-
schieden. Beziiglich der Stiitzkrifte dagegen ist zu beachten, daB
wir hier deren zwei einfilhren miissen, die in den Punkten C; und
C, angreifend die Ebene als freibewegliche im Gleichgewicht er-
halten. Das ist moglich, wenn sich ihre Wirkungslinien auf 4,
schneiden und wenn sie zusammengesetzt die entgegengesetzt ge-
nommene Resultierende B ergeben. Da der Schnittpunkt der Wir-
kungslinien der Stiitzkréfte hierbei willkiirlich auf w, angenommen
werden kann, so wollen wir iiber diese Wirkungslinien so verfiigen,
daB sie in die beziiglichen Beriihrungslinien n, und n, fallen. Dann
findet man ihre GréSe durch Zerlegung von — R in Seitenkrifte in
Richtung der beiden Stiitznormalen 7, und n,, oder zeiclinerisch
mittels des geschlossenen Kriftedreiecks in Fig. 99a.

Beispiel: Die Hiillkurve y, ziehe sich auf den Punkt I, (s. Fig. 100)
und die Hiillbahn ¢, auf den Punkt C, zusammen; ferner seien ¢, und y, Ge-
raden. Dann vollzieht die mit p, verbundene Ebene E gegen E,, dieselbe Be-
wegung, wie die Stange y, in dem durch Fig. 100
dargestellten Getriebe. Der Pol P der momen-
tanen Bewegung von p, liegt im Schnittpunkt
der Senkrechten 7, zu ¢, und der Normalen 7,
zu y,, und wenn die einzige auf E wirkende
Kraft die im Punkte 4 befestigte Last L ist,
so befindet sich die Ebene in einer Gleich-

gewichtslage, wenn die Wir-
apS: kungslinie von L, d. i. die
Lotrechte durch 4 den Pol P

enthiilt, weil dann und nur
dann (M, )p=0ist. Um die

z (# Bedingungsgleichung  des
&, @leichgewichtes aufstellen
Fig. 100 Fig. 100a zu kdnnen, legen wir durch

C, eine Horizontale und

eine Vertikale als X- und
Y-Achse eines Koordinatensystems, dann sind die Seitenkrdfte von L in bezug
auf dieses X —=0; Y= — L, und wenn die Koordinaten des Punktes 4 mit
z und y bezeichnet werden, dann ist die Elementararbeit von L

dA=Xdz+ Ydy=—L-dy.
Setzt man zur. Abkirzung das Lot von G, auf ¢, d. i C,F,=¢e, und die
Linge des Stabes I'A—1, so wird, wie man aus der Figur leicht ersieht,
y=1cosp — ecoty, falls ¢ den verinderlichen Winkel zwischen y, und ¢, be-
zeichnet. Sonach erhdlt man

. €

dA=—+L (lemqa _sin'zp) doy,
und dieser Ausdruck zeigt, daB dA4 =0 wird, bzw. Gléiéhgewicht vorhanden
ist, falls
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sindp = ei .
Damit erhalten wir zwei Gleichgewichtslagen der Ebene, die der einen reellen

3
Losung vorstehender Gleichung 3. Grades sich zuordnen, nimlich ¢, = are sin (\/El)
und @, =5 — ¢,, weil sin(x — ¢,)=2sin ¢, ist. Die eine Lage von y, ist die
in Fig. 100 gezeichnete, die andere ist symmetrisch zu ihr in bezug auf das
Lot C,F,. Die Art des Gleichgewichtes tindet sich aus

¢ cone)dot do
d"A———+L(lcos¢+2§n~aa-cos<p}d<p == +3 Llcos¢-de*,

und zwar wird d24 >0 fir p=¢, und d%4 <0 fir ¢ ==¢,, weil cos ¢,
=—cos¢,. Damit wird ersichtlich, daB die untere Gleichgewichtslage (die
in Fig. 100 gezeichnete) labil, die obere dagegen stabil ist.

Die beiden Stiitzkrifte S, und S, ergeben sich leicht aus dem Krifte-

dreieck Fig. 100a durch Zerlegung von L in eine.horizontale und eine in n,
liegende Komponente: es findet sich S; = Lcote und S, = L:sin ¢.

6. Die Ebene berithre die ruhende Ebene in drei Hiill-
kurvenpaaren. Sind die drei Hiillkurvenpaare ganz willkiirlich
gewihlt, so ist jede Bewegungsmoglichkeit ausgeschlossen, also der
Freiheitsgrad f==0. Denn die Ebene koénnte sich nur um einen
Schnittpunkt zweier Beriihrungsnormalen drehen, und da sich
die drei Normalen im allgemeinen in drei verschiedenen Punkten
schneiden, so ist jede Drehung der Ebene unméglich. Wirken
nun beliebige Krifte, deren Resultierende R sei, auf die Ebene,
so ist sie in der durch die Hiullkurvenpaare bedingten Lage an
sich im Gleichgewicht, weil die Krifte keine Arbeit verrichten
konnen. Die einzige hier zu beantwortende Frage besteht in der
nach der GroBe der Stiitzkriifte,
die wir in den Beriihrungs-
normalen annehmen. Die Ant-
wort wird durch die im 15. Ka-
pitel mitgeteilten Verfahren ge-
geben, wenn wir nur beachten,
daB hier die der Resultierenden
R entgegengesetzt gleiche Kraft
in Seitenkrifte zu zerlegen ist,
die in den drei Beriihrungs-
normalen liegen.

Beispiel: Ein Stab y,, der im . ;
Punkte A4, mit der Schwe)rkraft L Fig. 101. Fig. 101s.
belastet ist, stiitze ich in C, auf einer
Horizontalen c¢,, in C, auf einer Vertikalen ¢, (s. Fig. 101) und in Cj gegen
einen Kreis ¢;. Um die Stiitzkrifte zu finden, benutzen wir, daB die Wir-
kungslinie der Resultierenden R,, von S, und S, einerseits durch den Schnitt-
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punkt J der Stiitznormalen 7, und n,, andererseits durch den Schnitt-
punkt K von n, mit der Wirkungslinie w, der Last L gehen mu8, also die
Richtung von R, durch JK gegeben ist. Wir zerlegen deshalb in Fig. 101a
die Kraft & in Seitenkrifte in Richtung von n, und J K, wodurch wir &, und
R,, erhalten, und letztere Kraft in die beiden Seitenkrifte &, und &,. GriBe
und Richtung der drei Stiitzkrafte ist dann durch das geschlossene Krafteck
in Fig. 101a bestimmt, wenn es vom Anfangspunkt % aus im Sinne von
durchlaufen wird.

Schneiden sich die drei Beriihrungsnormalen der Hiillkurven-
paare in einem Punkte, so ist dieser der Drehpunkt der Elementar-
bewegung der Ebene. In diesem Falle kénnte Gleichgewicht nur
bestehen, wenn die Wirkungslinie der Resultierenden aller Krifte
durch diesen Punkt geht. Die Stiitzkrifte werden ihrer GroBe nach
unbestimmt, da sich die Resultierende der Krifte in unendlich viel-
facher Weise in drei Seitenkréfte zerlegen lafSt.

Von den Sonderfillen, die bei der Stiitzung in der Ebene in
drei Hiillkurvenpaaren eintreten konnen, seien nur die folgenden
beiden erwéhnt:

6a. Sind die Hillkurven oder Hiillbahnen zweier Paare parallele
Gerade, etwa ¢, und ¢,, wie in Fig. 102, dann &ndert sich das Ver-
fahren zur Ermittlung der Stiitzkrifte S,
und S, nur insofern, als ihre Wirkungs-
linien n, und =, einander parallel
werden, und folglich die Wirkungs-
linie w,, ihrer Resultierenden E,, eben-

falls beiden parallel

g, sein muf. Hat man

deshalb wie vorher

o R,, aus Fig. 102a

ermittelt, so zerlegt

man nunmehr das ent-

% gegengesetzte R, in

parallele Seitenkrifte

S; und §,, die in n,

bzw. n, liegen, und
zwar mittels des auf S. 113 angegebenen Verfahrens.

6b. Sind zwei der Hiillkurven, z. B. y, und y,, konzentrische
Kreise, so muB sich die Ebene dauernd um deren gemeinsamen
Mittelpunkt D drehen; es ist sonach dasselbe, als ob die Ebere in
D festgehalten wiirde. Wenn die Ebene dann noch in einem beliebigen
Hillkurvenpaar y,c, (s. Fig. 103, 8. 127) gestiitzt wiirde, dann wire
sie unbeweglich und folglich im Gleichgewicht. Die beiden Stiitz-
kriafte S, und S, lassen sich dann durch eine § ersetzen, die mit R,
im allgemeinen Falle iibereinstimmt. Schneidet die Stiitznormale n,

Fig. 102a.
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die Wirkungslinie w, der Resultierenden R in @, so ist DQ die
Wirkungslinie der Stiitzkraft S im Punkte D; man kann daher, wie

U 4
O3
-]
R
Fig. 103a.

in Fig. 103a, beide Stiitzkrifte als Seiten eines geschlossenen Krifte-
dreiecks finden.

Beispiele liefern alle statisch bestimmten Triger, d. s. solche,
deren Stiitzung auf die durch drei Hiillkurvenpaare zuriickgefithrt
werden kann, wie die des Bogentrigers in Fig. 104, der so gestiitzt
ist, dal die Achse D des einen Gelenkes fest liegt, wihrend die

~ U
AL | 3—’/

Fig. 104. Fig. 105.

Punkte der Achse C; durch Verwendung sogen. Rollenkipplager ge-
zwungen werden, sich auf geneigten Geraden ¢; zu bewegen.

Wird die Ebene in zwei Punkten festgehalten (s. Fig. 105), so
sind die Stiitzkréafte statisch nicht mehr bestimmbar, weil der Punkt @),
in dem sich beide Stiitzkrifte S, und S, schneiden, auf w, ganz
willkiirlich- angenommen werden kann. Zerlegt man §; und S, in
Seitenkrifte in Richtung von D, D, und einer Parallelen zu w,, so
lassen sich letztere, ndmlich ¥, und V,, mittels des Momentensatzes
eindeutig bestimmen, wihrend H, und H, zwar einander entgegen-
gesetzt gleich sein miissen, aber unbestimmt bleiben.
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Siebzehntes Kapitel

Querkrifte und Biegungsmomente.

Das Gleichgewicht der Krifte an statisch bestimmten Trigern
1884 sich in den meisten Féllen zuriickfiihren auf das an einer unbeweg-
lich gelagerten Ebene, in der Krifte wirken, und zwar ist es ge-
wohnlich der im vorigen Kapitel behandelte Fall 6b, dem es unter-
geordnet werden kann. Die Lagerung oder Stiitzung der Triger-
enden erfolgt derart, dafl die eine die Stelle des festgehaltenen
Punktes D im Falle 6b vertritt, wihrend die andere der Stiitzung
in dem Hiillkurvenpaar (ygc,) entspricht. Das wird in verschiedener
Weise erreicht. Die feste Lagerung erfolgt bei groBen Trigern in
der Regel durch ein sogenanntes Kipplager (s. Fig. 1086), das eine

A

Fig. 109.

Fig. 106. Fig. 107.

kleine Drehung des Trigers bei Forminderungen ermoglicht; der
Punkt D liegt in der Achse des Gelenkes, das das Trigerende mit
dem stiitzenden Widerlager oder Pfeiler beweglich verbindet. Bei
kleineren Trigern erfolgt die feste Stiitzung in einer rechteckigen
Platte (s. Fig. 107), also in einer Fliche, in deren Mitte man den
Punkt D annimmt. Die bewegliche Lagerung dagegen wird bei
groBen Trigern durch ein Rollenkipplager (s. Fig. 108) bewirkt, um
dessen Gelenkachse der Triger sich drehen kann und zugleich parallel
zur Ebene der Platte, auf der die Rollen liegen, sich verschieben,
g0 daB jeder Punkt der Gelenksachse eine zur Plattenebene parallele
Gerade beschreiben miiBte, wenn das Trigerende bei den elastischen
Gestaltsverinderungen sich bewegt. Die Stiitznormale ist in diesem
Falle die in der Ebene der Krifte liegende Senkrechte zur Ebene,
auf der die Rollen lagern; sie geht durch die Gelenkachse. Bei
kleineren Trigern benutzt man nur ein Rollenlager (Fig. 109), bei
dem die Stiitznormale in der Mitte zwischen den beiden &uBersten
Rollen angenommen wird. In den einfachsten Fillen werden beide
Tragerenden wie in Fig. 107 gestiitzt.
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Die Krifte, welche auf die Triger wirken, sind zumeist Lasten,
also Schwerkridfte und als solche parallel und lotrecht. Sie greifen
entweder in einzelnen Punkten des Trigers an, oder verteilen sich
stetig iiber einen Teil oder den ganzen Triger. Zu letzteren Kréaften
ist auch die eigne Schwere des Tréigers zu zihlen. Wir wollen von
allen diesen Kriften voraussetzen, daB sie sich wenigstens mit hin-
reichender Anndherung durch Krifte in der Mittelebene des Trigers
ersetzen lassen und zwar ohne wesentliche Anderung ihrer Wirkung.
Dann kénnen wir in der Tat das Gleichgewicht der Krifte am
Trager als das von Kriften
in einer unbeweglich gestiitz- l, y 1 1 1
ten Ebene ansehen und die =
Bestimmung der Stiitzkrifte
wie im Falle 6b des vorigen
Kapitels ausfiihren.

Zu dem Ende denken
wir uns zunichst, wie in
Fig. 110a schematisch dar-
gestellt, einen prismatischen
Triger, der in €’ durch ein
Kipplager, in C” durch ein
Rollenkipplager gestiitzt und
in einzelnen Punkten durch
gegebene Lasten P, bean-
sprucht wird. Zwecks verein-
fachter Darstellung mége der Fig. 110a bis .

Triiger als horizontale starre

Linie gezeichnet werden, wie in Fig. 110b, der in ¢’ und C” frei
auf Schneiden liegt; die entsprechenden Stiitzkrifte ¥’ und V"
miissen dann ebenfalls vertikale Krifte und den P, parallel sein.
Die Entfernung beider Stiitzpunkte sei C'C” =1; sie wird die Spann-
weite des Trigers genannt. Die Lage der Wirkungslinien der Krifte
P, werde bestimmt durch ihre Abstéinde a, von einem der beiden
Stiitzpunkte, z. B. von(’. Dann finden sich die Stiitzkrifte aus den
Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes der Lastkrifte P, und
der Stiitzkrafte, deren Zahl hier nur zwei betrigt. Denn die simt-
lichen Kréfte P, wurden lotrecht gerichtet vorausgesetzt, also ist es
auch deren Resultierende, und wenn wir das eine Trigerende horizontal
beweglich anordnen, so wird die Stiitznormale, z. B. »”, auch lot-
recht. Dann aber muB n' ebenfalls lotrecht werden und das gilt
sonach auch fiir die Wirkungslinien der Stiitzkrifte ¥/ und V”. Die
Bedingung, dafl die Summe der Horizontalkomponenten aller Krifte
zu Null werde, ist sonach identisch erfiillt. Die beiden Bedingungs-
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gleichungen des Gleichgewichtes werden

V' 4 V" —3(P)=0,

k=1
_ Vﬂ.l-}—éSPkak):O,

falls n die Anzahl aller Krifte P, ist. Die zweite Gleichung, die
ausdriickt, daB das resulticrende Moment aller Krifte fiir den Punkt
¢’ verschwinden muB, falls Gleichgewicht bestehen soll, liefert sofort

18
(79a) V’'==3(Pa,)
l k=1
und damit aus der ersteren Gleichung
n 1 i:
(19b) V=3®)— 1 3(Piay).
P=3) =1

Fiir die Festigkeitsberechnungen der Triger bedarf man weiter
zweier GroéBen, die mit den Stiitzkriften in engem Zusammenhang
stehen, der Querkrifte und Biegungsmomente. Denken wir uns den
Trager unter dem Einflu der Lastkrifte und Stiitzkrifte, demnach
als freibeweglichen im Gleichgewicht und durch eine Ebene im Ab-
stande x von einem der Stiitzpunkte, z. B. von (’, senkrecht zur
Tragerrichtung einen Schnitt gefiihrt, der den Trager in zwei Teile
trennen wiirde, o verstehen wir unter der Querkraft (auch Trans-
versal-, Scher- oder Schubkraft genannt) des Schnittes die Resultierende
aller auf den einen Trigerteil wirkenden Krifte und nehmen deren
Wirkungslinie im Schnitt liegend an. So wiirde hier fiir den Triger-
teil links vom Schnitt (s. Fig. 110b) diese Kraft

Q. —=V'—3(P)

2=0

werden, dagegen fiir den Trigerteil rechts vom Schnitt

1
Qzll J— V” — 2 (Pk) .
Damit folgt .
3
Qz,+qz”= V’+ V’,_E(Pk)=0;
z=0
es sind sonach die Querkréfte der beiden Trigerteile fiir denselben
Schnitt absolut gleich groB, nur entgegengesetzt gerichtet. Dement-
sprechend brauchen wir nur eine der beiden Querkriafte zu ermitteln,
und zwar wollen wir die Querkraft @, d. h. fiir den Tragerteil

links vom Schnitt hierzu wihlen und sie kiinftig mit @_ bezeichnen,
so daf3
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(80) .=V —3(@)

=0

ist. Das Anderungsgesetz von @, mit = wird anschaulich durch das
sog. Querkraftdiagramm, das wir erhalten, wenn wir @_ in
Streckendarstellung als Ordinate zu z als Abszisse auftragen (siehe
Fig. 110c). Wir ersehen aus ihm, daB die Querkraft ihr Vorzeichen
wechseln, bzw. durch Null hindurchgehen kann; es ist also @, in
dem einen Trigerteil positiv, in dem anderen negativ zu nehmen.

Unter dem Biegungsmoment fiir den Schnitt verstehen wir
das resultierende Moment aller Krifte auf der einen Seite des
Schnittes bezogen auf den Punkt C im Schnitt. Dieses Moment fiir
den Teil des Trigers links vom Schnitt wird

M/ =V =z _zéo{Pk (x—a))},

wie aus Fig. 110b sofort zu ersehen ist. Fiir den rechtsliegenden
Teil dagegen erhilt man als Biegungsmoment

M= V=) + 3P, (@,— )}
und bildet man nun
M, 4 M= (V4 Ve — V71 3 (Pra)— 23 (P,
so erkennt man unter Benutzung der Beziehungen (79a) und
V47" =3 (P,), daB
- M/ +H =0

wird, also die Biegungsmomente beider Trigerteile fiir den Punkt
C absolut einander gleich sind, und nur von entgegengesetztem Vor-
zeichen. Wir fiihren deshalb wieder nur das eine, und zwar M’
ein, und setzen

(81) M =7's— 3P, —a).

An Stelle dieses Auedruckes fiir das Biegungsmoment liBt
sich unter Benutzung von (80) auch der folgende setzen

(519) ¥, =0 o+ S{Pa),

wie man leicht erkennt, und dieser zeigt, daB M =0 wird sowohl

fiir =0, als auch fir z=1I. Ersteres ergibt sich unmittelbar,

letzteres daraus, daB fir z=1 die Querkraft @ = — V" wird und
9*
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!
zufolge (79a) V.- l=3 (P,a,) ist. Da auBlerdem fiir 0 <z <!/
0

zweifellos M, nur endliche Werte annimmt, so besitzt das Biegungs-
moment zwischen beiden Stiitzpunkten extreme Werte, deren Kennt-
nis fiir die Festigkeitsberechnungen unerlaBlich ist. Haben alle P,
gleiches Vorzeichen, d. h. sind sie alle nach abwirts gerichtet, so
wird M _ stets positiv-’sein, und demnach nur einen groBiten Wert
haben miissen. Dieser heiflt maximales Biegungsmoment oder
auch Bruchmoment des Triagers und der Querschnitt, fiir den das
eintritt, gefdhrdeter oder Bruchquerschnitt.

Aus dem Querkraftdiagramm Fig. 110c 4Bt sich das Ande-
rungsgesetz von M_ mit x ebenfalls leicht ableiten. Denn die Be-
ziehung (81) lehrt, daB die in Fig. 110c vertikal schraffierte Flache
das Biegungsmoment darstellt und daf diese Fliche zunimmt bis zu
der Stelle z==z,, an der @, das Vorzeichen wechselt, um dann
wieder bis auf Null abzunehmen, weil die Querkréfte @_ von jener
Stelle ab, d.i fir x>, negativ werden. Es leuchtet ohne weiteres
ein, daB infolge der sprungweisen Anderung der Krifte der ge-
fahrdete Querschnitt nur in der Wirkungslinie einer der Krifte
liegen kann.

Besonders einfach wird die Ermittlung des Bruchquerschnittes
und -momentes auf zeichnerischem Wege, weil sie unmittelbar mit
der zeichnerischen Bestimmung der Stiitzkrifte in Verbindung ge-
bracht werden kann. Wir verfahren hierbei so, daB wir zunichst
mittels Kraft- und Seileck (8. Fig. 111) genau nach dem 14. Kapitel
die Resultierende R und ihre Wirkungslinie suchen und dann die
entgegengesetzt genommene Kraft R in zwei Komponenten zerlegen,
die in den Wirkungslinien der Stiitzkrifte ¥ und V" liegen, denn
dann sind V' und V” mit R, und folglich auch mit allen P, im
Gleichgewicht. Fiihren wir diese Zerlegung nach dem 15. Kapitel
aus, dann gestaltet sich das Verfahren insofern etwas einfacher, als
wir die Kenntnis der Wirkungslinie von R nicht bediirfen, sondern
nach Aufzeichnung des Seileckes den Schnittpunkt K’ der Anfangs-
seite s, des Seileckes mit der Senkrechten durch ¢’ und den Schnitt-
punkt K” der Endseite s, mit der Senkrechten durch C” durch eine
Gerade s verbinden. Zu dieser Geraden, die die SchluBlinie des
Seileckes heilt, weil die Kréafte P, V' und ¥” ein Gleichgewichts-
system bilden, also das Seileck sich schlieBen muB, ziehen wir die
Parallele ON im Krafteck; dann stellt die Strecke NA die nach
aufwirts gerichtete Stiitzkraft B’ und ebenso ‘E:N die Kraft %" dar,
weil die drei Krifte R, ¥’ und V” ein geschlossenes Krafteck bilden
miissen. Um nun fiir einen beliebigen Schnitt im Punkte ¢ das
Biegungsmoment zu ermitteln, entnehmen wir der Zeichnung in
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Fig. 111 die Ordinate 7= BB, der Momentenfliche, die durch
s und die anderen Seileckseiten begrenzt wird; dann ist nach dem
Fritheren (s. 8. 110) das Biegungsmoment

(82) M, =H-n,

falls H die dem willkiirlich gewdhlten Polabstand $— OF ent-
sprechende Kraft bezeichnet. Hierbei ist zu beachten, dafl zweck-
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Fig. 111.

miBig die Kraft H zwecks moglichster Vereinfachung der Multi-
plikation als das zehn-, hundert- oder tausendfache der Krafteinheit ge-
wahlt wird. Als maximales Biegungsmoment max (M,) erhélt man
dann offenbar

(83) max (M, )= H - max (1)

und diese groBte Ordinate 7,==max (y) kann dann der Figur un-
mittelbar — wunter Beriicksichtigung des ZeichnungsmafBstabes —
entnommen werden; sie ordnet sich selbstredend einer der Ecken
des Seileckes zu. Mit der Aufzeichnung des Krafteckes a3t sich
leicht die des Querkraftdiagramms verbinden, wie es Fig. 111 zeigt.
Man lege durch den Punkt N eine Parallele zur Trigerachse und
trage von ihr aus die Querkraft @, auf. An den Stellen, wo @,
durch Null geht, hat die Ordinate % der Momentenfliche einen —
positiv oder negativ — grilten Wert.
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Es kommt nicht selten vor, da8 die Lastkrifte z. T. auch aufer-
halb der Spannweite C'C” — 1 des Trigers angreifen. Das bedingt
in dem angegebenen zeichnerischen Verfahren an sich keinen Unter-
schied, da die Stiitzkrifte unter die Krifte P, gerechnet werden
kénnen. Nur kann es dann vorkommen, da mehrere extreme Werte
des Biegungsmomentes auftreten, insbesondere die in den Stiitz-
punkten C’ und " absolut genommen manchmal gréBer sind, als
innerhalb ¢’ und ¢”. Zeichnet man z. B. in Fig. 112 das Seileck
mit der SchluBlinie zu den z. T. nach aufwirts gerichteten Kriften,

so erhdlt man einen drei-

v 2 p maligen Zeichenwechsel des
L-» - I Biegungsmomentes unddem-
LA l . 1 entsprechend vier extreme

| ] v 1 .
7 | Werte des Biegungsmomen-
tes, von denen zwei die

Momente in den Stiitz-
punkten sind. Da die Or-
dinate der Momentenfliche
in der Wirkungslinie von
P, absolut am groBten ist,
so wiirde dort das absolut
groBte Biegungsmoment,alsa
das Bruchmomentvorhanden
sein. Das zugehorige Quer-
kraftdiagramm 1iBt ent-
sprechend dem viermaligen
Zeichenwechsel von @, er-
kennen, daf3 das Biegungs-
moment vier extreme Werte hat. Daf8 die Stiitzung des Trigers in
C” voh oben her erfolgen muB, macht die im Krafteck ermittelte
Richtung von V" sofort ersichtlich.

S=8- -

Fig. 112.

Fiir die Festigkeitsberechnung von Trigern ist es manchmal
von Wert die Stellen zu kennen, in denen das Biegungsmoment zu
Null wird. Analytisch ergeben sie sich aus der Gleichung, die aus
(81) fiir M, =0 erhalten wird, wahrend sie zeichnerisch unmittelbar
aus der Momentenfliche hervorgehen.

Beispiel: Ein Triger von I=175m Sba.nnwelt;e sei, wie Fig. 113 an-
gedeutet, gestiitzt und mit den Kriften P, =55 ts, Pa=28,2¢t;,, Py=4]1t, in
den Entfernungen, wie in der Figur eingetragen; bela.stet. Berechnet man nach
der Formel (79a) zundchst V!, so findet sich ¥"”=11,38t,, und damit aus

Vv = Z‘(Pk)——- 178t V' =6,42t,.
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Aus (80) folgt dann, weil hier g, =2, m, ag=4,5m, a;=141,5=9,0 m, fiir
V<e<<a, Qr,=V =642t,,

a, <z<ay =-+0,92t,
a, <zl = — 7,28 t,
l<z<ay =} 4,10t,.

Daraus geht hervor, da8 @, zweimal das Vorzeichen wechselt, und zwar fiir
T=zp—=0a,—4,5m und fir z=01=75m. In diesen Stellen wird das
Biegungsmoment einen extremen Wert annehmen und zwar, falls z = zp,
max (M) =~} 15,69 mt, und fir =1 max (M,)=—6,15mt,; es ist- also
ersteres der groBte Wert des Biegungsmomentes iiberhaupt, der hier auftritt.
Der Schnitt im Abstande z— 6,66 m
von O ergibt fir M, den Wert Null
Das Querkraftdiagramm und die Mo-
mentenfliche, sowie das Krafteck sind
maBstiblich dazu gezeichnet und zwar
im ZeichnungsmaBstab 1:200 und im

KriftemaBstab 1 t, = 2,0 mm.

- " - If e -~

b X - :

! — ! ”.
Al

b 1; r ] e III'!I' |

1 T :
G Y a¢

as
Fig. 114.

Ist der Trager iiber einen Teil seiner Linge stetig belastet, dann
erweist es sich als zweckmiBig die sogenannte Belastung fiir dic
laufende Einheit der Trigerlinge einzufiihren, zu der wir durch
folgende Uberlegung gelangen. Es sei die Belastung des Trigers
zwischen den Schnitten im Abstande & und &4 d& von €' die un-
endlich kleine Kraft dP, dann setzen wir dP =yg¢.d¢, also d P pro-
portional .der Lange df. Man nennt den Quotienten dP:d&=—g¢q
die Belastung auf die laufende Einheit der Trigerlinge; diese ist
im allgemeinen verinderlich, also ¢ == (£). Stellt man ¢ durch eine
Strecke dar und trigt sie als Ordinate ¢ zur Abszisse & von der
Triagerachse aus auf, so erhdlt man eine Kurve, die zusammen mit
der Anfangs- und der Endordinate eine Flache begrenzt (s. Fig. 114);
man bekommt von letzterer, die man die Belastungsfldache nennt,
eine gute Vorstellung, wenn man sich die Belastung des Trigers
durch eine homogene Mauer von konstanter Breite und der ver-
anderlichen Hohe { hergestellt denkt. Die Kraft, mit der der Triger
von {=2a' bis &=—ux belastet wird, ist hiernach

=z i=2
P=[dP= f qd&
&=

EN §=z,
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und die Gesamtlast, falls die Belastung bis & ==, reicht,

=2z
R— f qdé&.
&=z,
Die Stiitzkraft im Punkte C” findet sich aus Formel (70a), die
hier die Gestalt

=z, =z,
(84a) =1 f 5qd5=%f¢(§)545
E=z, &=z,
annimmt; demgeméB folgt aus V' V' — R=0
&=z, i=z,
(84Db) v =fq dé—%fqédf.
=z, =2,

Ferner finden wir aus (80) hier die Querkraft in der Gestalt

=
(85) Q.= V —P=V—[qu,
t=z,
und das Biegungsmoment
=z
(86) M, —V -z —[(s—8)qdé;
E=z,

letzteres 1aBt sich auch in der Form

=z t=z
M, = (V' —[qdf)z+[qédé

=z, {=z,

schreiben, also auf die friihere Form (81a) bringen, nédmlich

=2z
(86a) Mz———zQz-x.,—}—qudf.
§=z,
Zwischen M, und @, besteht noch ein weiterer Zusammenhang,
der fiir die Ermittlung des maximalen Biegungmomentes und der
Lage des gefihrdeten Querschnittes besonders wertvoll ist. Man

erhilt zunichst
i=3

.

dx
=z,

Zufolge des bekannten, leicht beweisbaren Satzes der Integral-
rechnung, daB der -Differentialquotient eines bestimmten Integrales
nach dessen oberer Grenze gleich der Funktion unter dem Integral
fiir die Grenze ist, also
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%[fr(z)dz}=f<u),

findet' man sofort

E=x

d dr g
dg’“:——(ﬁgw(ﬁ)dﬂ=—w(@»
are
ilfetaz]|=o@ -
und damit =
aM
e =%z e@+o@w,
also

Da M, eine Funktion von z ist, und bekanntlich eine solche
extreme Werte annimmt fir die Werte der Verdnderlichen =z, die
der Gleichung

aM,
dx =0

geniigen, so erhalten wir den Satz: Die Bruchquerschnitte des

Trigers liegen dort, wo die Querkraft durch Null geht.
Die entsprechenden Werte von x erhalten wir sonach aus der

Gleichung

(88) Q,=0,

und wenn z,, eine Losung dieser Gleichung ist, so wird das Biegungs-
moment fiir ==z, ein Maximum oder Minimum. Bezeichnen wir

das mit M, , so findet sich aus (86a)

E=z,,
(89) Mm———:fq.fdé‘,

E=z,o

Als besonders haufig vorkommender Fall mag der der gleich-

miBig verteilten Belastung be- I, TS
handelt werden, also etwa der — G "% l
durch eine homogene Mauer von o~ l ‘ Ii,L
k.onstfmter Hoéhe . und Breite, 6'43 — 2~
die sich von =z, bis x, erstreckt e 2 ——> ‘L - |
(siehe TFig. 115).  Hierbei ist TR =7

g=¢(&)=const =gq,, und es
wird folglich Fig. 115.
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E2
—1[weae =% [ﬂ“ %0 (21 —2o")
Vi=7)0sdé=7 5] = 2i
%

Beachten wir, daf
Zy
R=fqd£=q0(zl — %)

ist, so schreibt sich auch

yr—RA 1%,

es wird sonach
R z,+x
' P n__ 1 o 1
V=R-—YV =7 @ g ).

Man erkennt bieraus, dafl man an die Stelle der gleichmaBig
verteilten Belastung deren Resultierende R setzen konnte, deren

Wirkungslinie ja den Abstand ”ﬁ’—”;—’l von ¢’ hat, ohne die Stiitz-

krifte zu dnaern. Aus (85) folgt weiter die Querkraft

Q. =V —g—az),
falls , > = > z,, wihrend @, zwischen x==0 und =z, konstant
und zwar="V’ ist. Ebenso wird zwischen’z, und .! die Querkraft
ebenfalls konstant = — V”. Aus @,=0 folgt bei der in der Figur
gemachten Annahme die Entfernung des Bruchquerschnittes von
O’ zu

!

z,, =z, L4 .

%
Das Biegungsmoment M, &ndert sich zwischen O und z, linear

mit , da es hier = V’.z wird. Dagegen erhilt es zwischen z,
und z, den Wert

M,=V'-z—qo-T(;~s)ds=V'-z—qo 26— 5]
&=z,

=V.z— gzﬂ(z—-xo)’;

es &ndert sich folglich quadratisch mit 2. Zwischen z, und ! wird
das Biegungsmoment wieder linear von z abhingig und zu Null in
C”. Es gibt hier nur einen groBten Wert von M, und zwar im
Abstande z,; er findet sich aus (89) zu

Mm=90:f§d5=7'[”o+ '2_%} .
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Erstreckt sich die gleichméBige Belastung des Trigers iiber
seine gahze Lange, ist also z,=0; 2, =1, so wird V'= V"=%’—Z,

)

¢m=—21—und M, = q—"s—l“. Beachtet man, daB3 hier R==g,l ist, so er-

kennt man, daB3 zur Berechnung des Biegungsmomentes die gleich-
miBig verteilte Last nicht durch ihre Resultierende ersetzt werden
darf, denn dann erhielte man als gro3ten Wert des Biegungsmomentes
4 2
einen doppelt so groBen, als vorstehend gefunden, némlich = V—2l-= %l—,
wie man leicht erkennt.
Auch bei den stetig belasteten Trégern erweist sich das Quer-
kraftdiagramm und die Momentenfliche zur zeichnerischen KErmitt-

Fig. 116.

lung des Bruchquerschnittes und der Biegungsmomente sehr vorteil-
haft. Das Verfahren zur Aufzeichnung des Krafteckes und der Seil-
kurve ist das gleiche, wie auf Seite 111, Fig. 85a, b, ¢, angegeben.
Wir zerlegen die Belastungsfliche durch entsprechend gew#hlte Lot-
rechte in Streifen, deren Massenmittelpunkte M,, M, usf. leicht
entweder schitzungsweise oder genauer nach dem auf S. 27 mit-
geteilten Verfahren gefunden werden konnen (s. Fig. 116). Die
diesen Streifen entsprechenden Krifte haben die vertikalen Mittel-
linien der Streifen als Wirkungslinien und sind den Inhalten der
Flachenstreifen proportional; sie lassen sich demnach durch Strecken
darstellen, die aneinander gereiht das Krafteck ergeben. Dann
zeichnet man mit beliebig gewidhltem Pol O das Seileck, das die
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Seilkurve, diese beriihrend umschlieBt, wie in Fig. 85¢ genauer er-
sichtlich wird. Es schneiden dann s, die Vertikale durch €' in K',
und s, die durch C” in K”, und die Gerade K’ K" ist die SchluB-
linie des Seileckes, zu der ON im Krafteck parallel gelegt wird.
Damit ergeben sich wie frither die Stiitzkrifte ' und %", und nurt
laBt sich auch das Querkraftdiagramm zeichnen, zunichst fiir die
Krifte P,. Aber es leuchtet ein, daB @, sich stetig dndern muB,
also innerhalb z—=z, und z=2, als stetige Kurve verlaufen.
Letztere beginnt im Punkte J, unter der Stelle, wo die Belastung
anfdangt, und geht durch die Punkte J,, J, usf., die unter den Trenn-
stellen der Streifen liegen, wie leicht erkannt wird. In dem Punkte,
wo die Kurve die Achse des Querkraftdiagramms schneidet, liegt
der gefihrdete Querschnitt, und das maximale Biegungsmoment er-
gibt sich dann, wie frither, zu
M m H- N>

falls %, die zugehorige Ordinate der Momentenfliche bezeichnet.

Als wichtiger Sonderfall mag wieder die gleichmiBig verteilte
Belastung iiber den Trigerteil von z=2, bis 2 ===z, behandelt
werden, bei der die Belastungs-
fliche ein Rechteck ist (siehe
Fig. 117). Hier kann man in-
sofern viel einfacher verfahren,
als die Wirkungslinie w, von R
unmittelbar sich angeben 1d8t,
denn sie halbiert die Strecke

4 e : 0! + ! ™
1 s h’ i ”ﬁ'\_ﬂ‘l z,—z,. DemgemiB schneiden
o Sl " S i ¥ : gich Anfangs- und Endseite des

Seileckes in einem Punkte W
auf w,, und so finden wir sofort
K und K”, d.i. die SchluBlinie
des Seileckes. Da M =H-y
vom zweiten Grade in = ge-
funden wurde (s. S.138), so wird folglich auch # eine Funktion zweiten
Grades in z und die Seilkurve zwischen B, und B, eine Parabel,
deren Tangenten in B, und B, die Anfangsseite s, und die End-
seite s, sind. Die Parabel 14Bt sich mittels bekannter Methoden
leicht zeichnen, am einfachsten, indem man die Strecken E;W und

und W B, in gleiche Tgjle teilt und den Teilpunkten von B, bis W
die von W bis B, aufeinander folgend zuordnet; die Verbindungs-
linien zugeordneter Punkte sind Tangenten der Parabel (s. Fig. 117).
Zieht man wieder ON || K'K” im Krafteck, so erhilt man %' und
8”, und dann 1iBt sich das Querkraftdiagramm unmittelbar zeichnen.
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da die Kurve von J, bis J, eine Gerade wird, wie aus dem fiir Q,
gefundenen Ausdruck (s.S.138) hervorgeht. Diese Gerade schneidet
die Achse des Querkraftdigramms im Punkte J,, in dem der Bruch-
querschnitt des Trigers im Abstande x, von dem Stiitzpunkte ¢’
liegt; ihm ordnet sich der groBte Wert 7, der Ordinate % zu,
mittels dessen sich das maximale Biegungsmoment M, =H -y,
findet.

Reicht die Tragerlinge, bzw. die Belastung iiber eine Stiitze
binaus, wie in Fig 118, so bleibt das Verfahren zur Auf-
zeichnung der Momentenfliche dasselbe, nur das Querkraft-
diagramm &ndert sich in-
sofern, als die Stiitzkraft 8"
im Punkte C" einen Zeichen-
wechsel der Querkraft herbei-
fiihrt. Wir haben folglich
nicht nur in 2 einen ex-
tremen Wert des Biegungs-
momentes, sondern auch im
Stiitzpunkte C"; die Grofe
der Ordinate der Momenten-
fliche ihrem Absolutwert
nach in den beiden Punk-
ten gibt die Entscheidung,
welches der Dbeiden Bie-
gungsmomente den groBten Fig. 118.

Wert hat.

Wird ein Tréger nicht nur stetig, sondern auch durch Einzel-
krifte belastet, oder durch mehrere verschiedenartige stetige Be-
lastungen, wie z. B. durch die eigne Schwere, durch eine Deckenlast
und durch eine Mauer, so is} es zweckmifig, die verschiedenartigen
Belastungen getrennt zu behandeln, d. h. fiir sie Querkraftdiagramme
und Momentenflachen getrennt aufzuzeichnen, dabei aber die Kraft-
ecke mit demselben Polabstand § zu versehen, und zwar, weil sich
dann die einzelnen Momentenflichen durch Addition ihrer Ordinaten
fir dasselbe x (unter Beachtung des Vorzeichens der Ordinaten) zu
einer vereinigen lassen. Denn das resultierende Biegungsmoment
fir einen beliebigen Schnitt ist

M, =M'4+M"+M"+...
falls M/, M ", M usf. die Biegungsmomente der einzelnen Be-
lastungen bezeichnen. Haben nun die einzelnen entsprechenden
Kraftecke dasselbe §, so wird

M,=H(+4" +%"+...)=H1,
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worin

n=n"+n"+1"-+...
die Ordinate der zusammengelegten Momentenflichen bezeichnet.
In letzterer nimmt dann % an einzelnen Stellen einen extremen Wert
an, und der grolte unter letzteren liefert das maximale Biegungs-
moment M, =H-y,. Ganz éhnlich verfihrt man mit dem Quer-
kraftdiagramm, denn es 186 sich zufolge (80) ohne weiteres

Qx = Qz’ + Qz” + sz"'{— v
setzen, falls @/, Q.”, @.”,... die Querkrifte der einzelnen Belastun-
gen fiir denselben Schnitt, bzw. dieselbe Trigerstelle bezeichnen.
Man kann daher auch ein resultierendes Querkraftdiagramm auf-
zeichnen, das durch Addition der einzelnen die Querkrifte darstellen-
den Strecken entsteht. In den Punkten, fiir welche die Kurve des
resultierenden Diagramms die Achse schneidet, also @,=0 wird,

liegen die gefihrdeten Querschnitte des Trégers.
Nicht selten ist auch die Laststellung auf dem Tréger von Ein-
fluB auf die Lage der Bruchquerschnitte und -momente, wie z. B.
bei Eisenbahnbriickez, auf denen der belastende Zug seine Stellung
zu dndern vermag. In diesem Falle ermittelt man fiir eine belie-
bige Laststellung Bruchquerschnitte und -momente als Funktionen der
a,, d. h. der Laststellung und bestimmt dann auf rechnerischem
Wege, fiir welches @, das maximale Biegungsmoment am groSten
wird. Zeichnerisch liBt sich diese Untersuchung auch durchfiihren,
und zwar mittels der sog. EinfluBlinie; doch soll hierauf nicht weiter

eingegangen werden.

Achtzehntes Kapitel.

Zusammensetzung und Gleichgewicht von Kréften an einem
frei beweglichen starren Korper.

Wie bei Kriften in einer frei beweglichen starren Ebene fragen
wir auch hier nach der kleinsten Zahl von Kriiften, welche ein
riumliches Kriftesystem, d. h. eine Anzahl von Kréften, die auf
einen freien starren Korper wirken, ersetzen kénnen, ohne da8 eine
Anderung ihrer Wirkung auf den Korper bei allen mdglichen Be-
wegungen des letzteren eintritt. T''e Beantwortung der Frage er-
fordert die Voruntersuchung iiber die Wirkung zuniichst einer Kraft
bei allen moglichen Bewegungen des Korpers, und.da diese, wie in
der Bewegungslehre nachgewiesen wurde, sich aus Schiebungen und
Drehungen zusammensetzen lassen, so errtern wir erst die Wirkung
einer Kraft einerseits bei Schiebungen, andrerseits bei Drehungen.
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Vollzieht der Korper eine Elementar-Schiebung, so beschreiben
alle Kérperpunkte gleiche und gleichgerichtete Bahnelemente. Die
Arbeit einer auf den Korper wirkenden Kraft P, welche mit dem
Babnelement 6« ihres Angrifispunktes den Winkel ¢ einschlieBt,
némlich

84=P-cosp-du,
erfahrt folglich keine Anderung, wenn man den Angrifispunkt der
Kraft P ohne Anderung ihrer Gré8e und Richtung willkiirlich im
Kérper verlegt, weil die drei Faktoren P, cos @ und d% sich hierbei
nicht #ndern. Das fiihrt zu dem wichtigen Satz-

Die Wirkung einer Kraft auf einen frei beweglichen
starren K6rper bei einer Elementar-Schiebung &ndert sich
nicht, wenn man den Angriffspunkt
der Kraft willkiirlich im Kéarper
verlegt, ohne GroBe und Richtung
der Kraft zu dndern.

Fihrt dagegen der Korper eine
Drehung um eine beliebige Achse DD
(s. Fig. 119) aus, so beschreibt der Angriffs-
punkt 4 der Kraft P, deren Wirkungs-
linie w sei, den Weg du=AA —r.3¢
senkrecht zur Meridianebene von 4, worin
3 den Drehwinkel und r= D4 die Linge
des Lotes von A4 auf die Drehachse DD
bezeichnet. Zerlegen wir P in die Kom-
ponenten P, = P-sine senkrecht und
P,=P-cose parallel zur Drehachse, wo-
bei ¢ den spitzen Winkel zwischen w und
DD bezeichnet, so liBt sich die Arbeit Fig. 119.
von P bei der Drehung ersetzen durch
die Summe der Arbeiten ihrer Komponenten P, und P,, womit sich

0A=0P,- cos<p-6u—{—P0~cos;—z-6u=Pb~cos<p-r-6¢

ergibt, falls ¢ den Winkel zwischen P, und Ju bezeichnet. Nun ist
DF—Di-cos g1 008 ¢ —a,
wenn der kiirzeste Abstand der Wirkungslinie w von der Drehachse
mit g bezeichnet wird; wir erhalten sonach
d4A=P-a-sing-d¢.
Wie dieser Ausdruck zeigt, ist die Wirkung der Kraft auf den Kérper
auler vom Drehwinkel dp nur von dem Produkt P-a-sin ¢ abhéngig,
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nicht aber von der GroBe der einzelnen Faktoren P, a und sine.
Wir bezeichnen dieses Produkt mit M und nennen es das Moment
der Kraft P fir die Achse DD. Diese Definition des Momentes
deckt sich villig mit der frither (s. 12. Kap. S. 88) fiir Kriifte in
der Ebene aufgestellten, denn da

(90) M=P-asine=P,-a,

so bedeutet M zugleich das Moment von P, fiir den Punkt, in dem
die zu DD senkrechte Ebene durch P, die Drehachse schneidet.
Dementsprechend ist auch das Mall bzw. die Einheit des Momentes
die gleiche, ebenso die Bestimmungsweise seines Vorzeichens. Ist
némlich der Pfeil von P, gleichsinnig mit dem Drehsinn, so hat
man das Moment positiv, andernfalls negativ zu nehmen.

Von gréftem Einflu auf Grofe und Vorzeichen des Momentes
ist die Lage und Richtung der Drehachse gegeniiber der Wirkungs-
linie der Kraft. Um den entsprechenden EinfluB3 zu studieren, unter-
suchen wir zunichst die Anderung des Momentes beziiglich aller
Achsen, die durch einen willkiirlich gewihlten Punkt O gehen.

Alle Achsen, die in der Ebene liegen, welche durch O und die
Wirkungslinie w der Kraft P bestimmt wird, ergeben das Moment M
zu Null, weil fir diese Achsen der kiirzeste Abstand a=0 ist.
Wir nennen diese Ebene die Hauptebene der Kraft fiir den Punkt C.
Dagegen ergibt die zur Hauptebene senkrechte Achse durch O offen-
bar das groBte Moment von P, denn cs ist nicht nur der Winkel

s———-y—z, sondern auch zugleich a am gréBten, ndmlich gleich dem

Lot von O auf die Wirkungslinie w. Bezeichnen wir letzteres mit
a,, so ist folglich

max (a)=a,,,
und ferner

max (M)==P-q_.
Wir nennen dieses Moment, das wir kiinftig mit M, bezeichnen, das
Hauptmoment der Kraft P fiir den Punkt O und die erwihnte
Achse senkrecht zur Hauptebene die Hauptachse in O.
Das Hauptmoment

(91) M,=P-a,
stimmt iiberein mit demn Moment der Kraft P fiir den Punkt O,
wenn man die Nullebene als eine um O komplan sich drehende
Ebene betrachtet. Je nach dem Pfeil von P wird das Hauptmoment
sonach positiv oder negativ werden, falls man den Drehsinn der
Ebene iibereinstimmend mit der Uhrzeigerdrehung annimmt, Da das
Hauptmoment unabhéngig von der Lage des Angriffspunktes 4 der
Kraft P in deren Wirkungslinie w ist, so erhalten wir den Satz:



Zusammensetzung und Gleichgewicht von Kriften usw. 145

Das Hauptmoment einer Kraft fiir einen bestimmten
Punkt des Korpers dndert sich nicht, wenn man den An-
griffspunkt der Kraft in deren Wirkungslinie willkiirlich
verlegt.

Mittels des Hauptmomentes lassen sich die Momente der Kraft
fiir alle durch O gehenden Achsen leicht bercchnen. Es sei (8. Fig. 120)
0D, die Hauptachse der
Kraft P in der Wirkungs-
linie w fir den Punkt O
und O_F-m==am das Lot
von O auf w; ferner sei
OD eine beliebige Achse
durch 0, welche mit w
bzw. der Parallelen «' zu
w den Winkel ¢ einschliefen
moge. Der kiirzeste Ab-
stand der Achse OD von

w sei PA=—=a, dann ist
M=P-a-sine

das Moment von P fiir die Achse OD. Legen wir nun durch OD

und die Parallele @’ zu w eine Ebene, so schneidet diese die durch

die Hauptachse OD, und das Lot OF, gelegte Ebene in der Ge-

raden 0I’, die mit OD, den Winkel y einschlieBen moge. Ziehen
wir AF || w, so ist

FF3DPA4a
und aus dem Dreieck F, F'O folgt, weil /F'F, 0=y,
F F'=a=a,co87.

Sonach wird
M=P-q,cosysme

=thosycos(g2‘-——e)‘

Die drei Geraden OD, OD,, OD’ sind aber die Kanten einer recht-
winkligen Ecke, deren rechter Winkel an der Kante 0D’ liegt, und
fir diese besteht, falls § den Winkel D, 0D bezeichnet, bekanntlich
die Beziehung

T

co8 == cos y - co8 (5 — e);
damit findet sich
(92) M=M, cos B.
Griibler, Lehrbuch der techulschen Mechanik. IL 10
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Es besteht sonach ein sehr einfacher Zusammenhang zwischen dem
Moment M fiir eine beliebige durch O gehende Achse und dem
Hauptmoment M, fiir den Punkt O, der nur von dem Winkel 8
abhéngt, den die Achse 0D mit der Hauptachse 0.D, fiir O bildet;
er wird besonders geometrisch sehr einfach, wenn wir die Momente
durch einen Vektor darstellen. In dieser Absicht tragen wir auf der
Hauptachse von O aus eine Strecke OE,, welche nach irgendeinem
beliebigen MaBstabe fiir die Arbeitseinheit das Hauptmoment M,
darstellt, auf und zwar nach der Seite der Hauptebene hin, von
welcher aus gesehen die Kraft P von links nach rechts gerichtet
ist, und in der gleichen Weise auch die Strecke OE auf 0D, welche
dem Moment M entspricht. Dann ist zufolge (92)

OE=OE,-cos §,

d. h. es ist OE die Projektion der Strecke @: auf die Achse OD.
Wir setzen OE=%NM, OE,=M, und nennen 9% den Moment-
vektor von P fir die Achse OD, M, den Hauptmoment-Vektor
der Kraft P fiir den Punkt O; dann besteht die einfache Beziehung

(92a) M == M,, - cos 5.

Sie zeigt, daB die Endpunkte E dieser Vektoren 9% auf einer
Kugelfliche liegen, die die Hauptebene im Punkte O beriihrt und
den Vektor M, zum Durchmesser hat.

Fiir die verschiedenen Punkte O des Korpers sind die Gréfle
des Hauptmomentes und die Richtung der Hauptachse im allgemeinen
verschieden; nur fir die Punkte auf einer Parallelen zur Wirkungs-
linie w der Kraft P stimmen sie iiberein.

Von Wichtigkeit ist aber der Umstand, daf der Momentvektor I
nicht abhingt von dem Punkte, in dem wir den Hauptmoment-
vektor 9, einer Kraft antragen, denn die Projektion einer Strecke
auf parallele Geraden ist fiir alle die gleiche. Es 1Bt sich daher
der Satz aussprechen, daB der Anfangspunkt des Haupt-
momentvektors einer gegebenen Kraft ohne Anderungihrer
Wirkung in jeden beliebigen Punkt des Korpers gelegt
werden kann. Wie aus ihm hervorgeht, verhalten sich sonach
Hauptmoment-Vektoren gegen Drehungen des Korpers genau wie
Kraft-Vektoren gegen Schiebungen, d. h. man kann sie ohne An-
derung der Wirkung nach jedem Korperpunkt verlegen, wenn man
nur ihre Grofle und Richtung beibehilt.

Aber nicht nur in dieser Hinsicht gleichen Hauptmoment- und
Kraftvektoren einander, sondern auch hinsichtlich ihrer Zusammen-
setzung. Das tritt hervor bei Beantwortung der Frage, ob sich zwei
in beliebigen Geraden auf den Korper wirkende Krifte beziiglich
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der Drehungen um alle durch einen Punkt gehende Achsen durch
eine Kraft ersetzen lassen von der gleichen Wirkung, wie die beider
Krifte zusammen. Es seien P, und P, die beiden Krifte in den
beliebig gewdhlten, also im allgemeinen sich kreuzenden Wirkungs-
linien w, und w,, ferner R die nach GroSe, Richtung und Lage
gesuchte Resultierende in der Wirkungslinie w,. Es soll R durch
die Forderung bestimmt werden, daB ihre Arbeit

dA =04, + 04,

d. i. gleich der Summe der Arbeiten beider Krifte P, und P, sei
und zwar beziiglich der Drehungen um alle durch den willkiirlichen
Punkt O gehenden Achsen. Da 64, =M, dy, 04,=M, -5y, 84
=M, -y, falls 8y den Drehwinkel der Elementardrehung um eine
beliebige Achse OD bezeichnet, so folgt auch

d. h. das Moment der gesuchten Kraft R, das sgpgen. resultierende
Moment beider Krifte mufl fiir jede durch O gehende Achse 0D
gleich der algebraischen Summe der Momente beider Krifte sein.

Stellen wir diese drei Momente nach (92) durch ihre Hauptmomente
dar, setzen also

M, =M, -cosB,, M,=M,,-cosf,, M =M, cosf,,

worin 8,, B, und B, die Winkel bezeichnen, welche die drei Haupt-
achsen der Krifte fiir O mit der beliebigen Achse OD einschlieBen,

so mul} folglich fiir alle die unendlichen vielen Achsen OD die Be-
ziehung

(943) M,,, co8 i, = M, cos B, - M,,, cos B,
bestehen, der sich mittels der Hauptmoment-Vektoren auch die Form
(94 D) M, , cos B, =M, cos §, -+ M,, cos 5,

geben 1afBt. In der gleichen Weise wie bei den Kraftvektoren folgt
hieraus, daB die drei Vektoren M, , M,, und M,, gleich den Seiten
eines Dreieckes sein miissen, also M,, die dritte Seite eines Drei-
eckes ist, dessen beide andere M,, und M,, sind, da die Projektion
von M, auf alle beliebig gerichteten Geraden gleich der algebraischen
Summe der Projektionen der beiden gegebenen Hauptmomente I,
und 9M,, sein soll. Wir kénnen sonach

(95) 9)271 T 932]1 1 + g)zhi.’

setzen, wodurch ausgedriickt wird, da 9%, die Diagonale eines

Parallelogramms ist, dessen Seiten durch die beiden gegebenen

Hauptmoment-Vektoren gebildet werden. Kiirzer ausgedriickt sagt

die Beziehung (95), daB der Hauptmoment-Vektor der gesuchten re-
10*
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sultierenden Kraft R gleich der geometrischen Summe der beiden
‘gegebenen Hauptmoment-Vektoren ist. Wir finden folglich nicht
die Kraft R selbst, sondern nur ihren Hauptmoment-Vektor fiir den
Punkt O; dieser aber ist' nach GroBe und Richtung eindeutig be-
stimmt.

Bilden die beiden Krifte P, und P, ein Kriftepaar, so tritt
an die Stelle der Beziehung (94a) die einfachere (92), bzw. an Stelle
von (95) dann (91), denn die Wirkungslinien des Paares lassen sich
in dessen Ebene ohne Anderung der Kriftewirkung willkiirlich ver-
legen, und es kann folglich eine der Wirkungslinien durch die Dreh-
achse gelegt werden, womit sich das Moment der entsprechenden
Kraft zu Null ergibt. Das Moment des Kriftepaares 148t sich folg-
lich durch das Moment, einer Kraft ersetzen. Bezeichnet b die Breite
des Paares, so wird das resultierende Hauptmoment des Paares fiir
Punkte in seiner Ebene + P-b, und die resultierende Hauptachse
senkrecht zu dieser Ebene. Fiir Punkte auBerhalb der Ebene des
Paares ergibt sich natiirlich nach dem auf S. 146 bewiesenen Satze
dasselbe resultierende Hauwptmoment + P-b bzw. derselbe Vektor
nach GroBe und Richtung. Kriftepaar-Vektoren lassen sich folglich
wie Hauptmoment-Vektoren behandeln, nur mit dem Unterschied,
daB ihre Gr6B8e und Richtung (die senkrecht zur Ebene des Paares
ist) von der Lage des Punktes O im Korper nicht abhingt.

Gehen wir nunmehr zu dem allgemeinen Fall iiber, daB auf
den Korper beliebig viele Krifte in willkiirlich gewihlten Wirkungs-
linien liegen, so bieten die bisher abgeleiteten Sétze die ausreichenden
Mittel zur Beantwortung der eingangs dieses Kapitels aufgeworfenen
Frage nach den resultierenden Kriften, welche bei allen moglichen
Elementarbewegungen des Koérpers der Bedingung

34—=3(04,)
k=1

geniigen.

Da wir bei Elementar-Schiebungen den Angriffspunkt der Kriifte
willkiirlich verlegen diirfen, ohne ihre Wirkung zu #ndern (s. 8. 143),
80 konnen wir alle n Angriffspunkte der Krifte P, in einen belie-
bigen Punkt legen. Aber Krifte mit gemeinschaftlichem Angriffs-
punkte lassen sich nach Kap. 10 (s. S. 73) durch eine nach GréBSe
und Richtung eindeutig bestimmte resultierende Kraft R ersetzen,
deren entsprechender Vektor R durch geometrische Addition der
Vektoren P, gefunden wird, d.i. als SchluBlinie des von den %, ge-
bildeten Krafteckes.

Beziiglich der Drehungen um alle Achsen, die durch einen will-
kiirlich gewihlten Punkt O des Korpers gehen, finden wir zunichst
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mit 64 =M, Sy, 64, = M,y aus der Bedingungsgleichung fiir 44

(96) M= 31,)

weil 9 >0. Das resultierende Moment aller Krifte ist
folglich fiir alle durch O gehenden Achsen gleich der Summe
der Momente 2, der einzelnen Krifte.

Ersetzen wir in (96) die Momente nach (92) durch die ent-
sprechenden Hauptmomente M,, und diese durch die Hauptmoment-
Vektoren !, ,, so lassen sich letztere nach (95) geometrisch addieren,
indem wir genau wie bei den Kraftvektoren verfahrend ein Haupt-
momenteck bilden, dessen SchluBlinie nach GréSe und Richtung
der resultierende Hauptmoment-Vektor M, ist. Wir erhalten
sonach durch die wiederholte Anwendung der Beziehung (95)

(97) mhr:’él(mhk);

hiermit ist 9%,,, somit auch M, nach GriBe und Richtung ein-
deutig bestimmt. Wir finden folglich den Satz:

Die Wirkung von beliebig vielen Kridften auf einen
starren Koérper 1aBt sich beziiglich seiner Drehungen um
alle Achsen, die durch einen willkiirlichen Korperpunkt
gehen, durch die einer einzigen Kraft ersetzen, deren
Hauptmoment und Hauptachse nach GroBe und Richtung
iibereinstimmt mit dem resultierenden Hauptmoment aller
Krifte fiir den gewidhlten Punkt.

Wie hieraus hervorgeht, ist die Kraft selbst nicht bestimmt,
sondern nur ihr Hauptmoment und die Hauptachse, und zwar
mittels der Hauptmoment-Vektoren ebenso einfach, wie die Resul-
tierende von beliebig vielen Kriften mit gemeinschaftlichen Angriffs-
punkten, namlich durch ein Vektorvieleck.

Aus den bisherigen Ergebnissen geht hervor, daB sich beliebig
viele auf einen Korper wirkende Krifte ohne Anderung ihrer Wir-
kung ersetzen lassen durch eine nach Gri8e und Richtung bestimmte
resultierende Kraft, deren Angriffspunkt im Korper willkiirlich ge-
wihlt werden kann, vorausgesetzt, da der Korper nur Schiebungen
ausfithrt. Die Riicksichtnahme auf die Drehungen um alle Achsen,
die durch einen willkiirlichen Punkt O des Korpers gehen, erfordert
dagegen eine Beschrinkung der Wahl-des Punktes O, denn wiirden
wir die resultierende Kraft R in einem beliebigen Korperpunkte an-
greifen lassen, so miiBte zu dem resultierenden Moment MM, , aller
Krifte noch das Hauptmoment von R fiir den Punkt O treten. und
das widerspricht der Tatsache, daB M, das resultierende Haupt-
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moment aller Krifte ist. Es folgt daraus, daB R so gelegt werden
muB, daB das Hauptmoment von R fiir O zu Null wird, und das
ist der Fall, wenn die Wirkungslinie w, von R durch O geht. Wir
konnen folglich die n Krifte beziiglich aller Schiebungen des Kérpers
und der Drehungen um alle durch den will-
kiirlichen Punkt O gehenden Achsen ersetzen
durch eine resultierende Kraft R von be-
stimmter Grofle, Richtung und Lage, sowie
ein resultierendes Hauptmoment M,  von
bestimmter Gré8e und Richtung. Stellen
wir R und M, durch ihre Vektoren % und
M,, dar, so schlieBen letztere einen ganz
bestimmten Winkel 1 ein (s. Fig. 121), dessen
GréBe sich mit der Lage von O im Koérper
Fig. 121. andert, weil M, nach GroBe und Richtung
von der Lage des Punktes O abhingt.
Fiir einen anderen Punkt O’ des Korpers (s. Fig. 121) wiirde
das Ergebnis ein anderes werden, jedoch nur beziiglich des resul-
tierenden Hauptmomentes Mj,, das nach
GroBe und Richtung von M, abweicht,
wihrend R'#=R sein muB, also auch
w,/ ||w,. Um My, zu ermitteln, haben
wir zu beniitzen, da zu dem Haupt-
moment M, fir den Punkt O noch das
Hauptmoment von R fiir den Punkt O
hinzutritt. Bezeichnen wir letzteres mit
M’ und den Abstand des Punktes 0’ von
w, mit &', soist M'=R-a’ und die ent-
sprechende Hauptachse senkrecht zur
Ebene der beiden Parallelen w, und w,’,
also der M’ entsprechende Vektor I’ senk-
recht zu R’, und

M == (M) + W,

worin (M,,) den Hauptmomentvektor M,
im Punkte O’ angetragen bezeichnen soll.

Beachten wir, daB fiir alle Punkte auf
w,’ das resultierende Hauptmoment My,
nach GréBe und Richtung das gleiche wird, weil M’ dasselbe bleibt,
so brauchen wir beziiglich des Einflusses, den die Lage von O auf
M, hat, nur die Punkte O’ des Korpers in Betracht zu ziehen, die
in einer Ebene durch O senkrecht zu w, liegen. Es sei E, (s. Fig. 122)
diese Ebene und O einer ihrer Punkte, 0'0O=a’ und folglich das
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Hauptmoment von R fir O’ M'= Rd’; dann liegt der M’ ent-
sprechende Vektor 9% in E, und zwar senkrecht zu 0'0. Zerlegen
wir nun M, in die beiden Komponenten

M,=—=M,, cos2 und M,=DM, sini

in Richtung von w, und einer dazu Senkrechten, so konnen wir zu-
nichst M’ mit M, zusammensetzen zu einern Hauptmoment M,’, das
sich vektoriell durch die Beziehung

My = (M) 4~ M = M, - W’
ergibt. Durch geeignete Wahl des Punktes O’ kann aber M, zu
Null gemacht werden, und das ist der Fall fiir den Punkt C in der
Ebene E;, der in der Senkrechten zu der Ebene liegt, die % und
M, enthilt. Denn dann fallen M, und M in dieselbe Gerade und
erhalten entgegengesetzten Pfeil auf der einen Seite von O, und ent-
gegengesetzt gleiche Grofe, wenn R-0C=M,, also

—= M, M, sini

98 P e © Dbl
Fiir den (eindeutig bestimmten) Punkt C wird sonach das resultierende
Hauptmoment gleich 3,, und die resultierende Hauptachse fillt in

die Wirkungslinie von R. Je nachdem ).§72—z, werden R und IR,

gleich oder entgegengesetzt gerichtet.

Man nennt R und M, zusammen eine Dyname, ferner M, das
Zentralmoment und die Gerade, in der R und M, liegen, die
Zentralachse des Kriftesystems. Fiir alle Punkte der letzteren
behalten R und M, GroBe und Richtung bei. Das Zentralmoment
hat, wie aus dem Ausdruck M,— M, , cos A hervorgeht, die bemerkens-
werte Eigenschaft, das kleinste unter allen moglichen resultierenden
Hauptmomenten des Kriftesystems zu sein; es ist also

M,=min (M, ).
Die Zusammenfassung der Ergebnisse fithrt zu dem Satz:

Die Wirkung einer Anzahl von Kriften beliebiger
Gr6Be, Richtung und Lage 1i8t sich durch die einer Dy-
name ersetzen, d. i. durch eine resultierende Kraft und
ein resultierendes Hauptmoment, deren Wirkungslinie und
Hauptachse in die eindeutig bestimmte Zentralachse des
Kriftesystems fallen.

Mittels der Dyname liBt sich ein sehr einfacher Ausdruck fiir
die Arbeit des Kriftesystems aufstellen, falls der Korper eine be-
liebige Elementarbewegung ausfiihrt. Letztere ist im allgemeinen
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eine Elementarschraubung, deren Achse SS (s. Fig. 123) sei; s be-
zeichne das Wegelement der Schiebung in Richtung von §S, und
4y den Drehwinkel des Korpers. Ferner sei cc die Zentralachse des
Kriftesystems, FC—e ibr kiirzester Abstand von SS, und y der
Winkel zwischen ds-und R. Denken wir uns R in C angetragen,
80 ist die Arbeit der Dyname bei der Schraubung

(99) 8A=R-cosy-s+ R-e-siny-dy - M, cosy-dy,

wie man sofort erkennt. Setzt man hierin M,—R-¢, ds=p-3dy,
so wird

(992) 3d=R[(o+ c)cosy+esiny] Sy

und sind hierin R und ¢ als gegebene Grofen anzusehen, wihrend e und y
die Lage der Schraubenachse gegeniiber der Zentralachse bestimmen,
Fiir alle Schraubenachsen, die den Kreiszylinder um die Zentralachse cc¢
mit dem Radius ¢ beriihren und mit dessen
Mantellinien im gleichen Sinne den Winkel y
einschlieBen, ergiebt sich die gleiche Ar-
beit 4. Insbesondere wird 64 =0 fiir
alle Achsen, die der Bedingung

(e-+c)cosy +esiny=0
geniigen, fiir welche also

e+e¢

€

< %)

tan y = —

ist. Das findet statt z. B. fiir e=0 und

Fig. 123.

7=—72£, also fiir alle Schraubenachsen,

welche die Zentralachse unter rechtem Winkel schneiden.

Von den Sonderfillen, die die Dyname eines rdumlichen Krifte-
gystems zeigt, seien folgende drei hervorgehoben:

1. es sei M,—0, die Dyname reduziere sich also auf eine
Kraft R in bestimmter Wirkungslinje. Fiir alle Korperpunkte auBer-
halb der Zentralachse im Abstande z von ihr wird dann das resul-
tierende Hauptmoment M, — R-z und dessen Hauptachse scnkrecht

zu R, also 1=;, wie man unmittelbar daraus erkennt, daB die

Hauptebene fir jeden Korperpunkt die.Zentralachse enthalten muB.
Dieser Sonderfall tritt z. B. ein, wenn sich die Wirkungslinien aller
Krifte in einem Punkte schneiden, oder parallel sind.

2. es sei R—=0, aber M,  verschieden von Null. In diesem
Falle wird M’ == R-a'==0; es éndert sich folglich M, nicht fiir die
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verschiedenen Korperpunkte und es ist M, =M, . In diesem Falle
reduziert sich die Dyname auf das Zentralmoment, das eine bestimmte
GroBe und eine der Richtung nach bestimmte Hauptachse hat, oder,
was auf das gleiche hinauskommt, auf ein Kraftepaar von bestimmtem
Moment und bestimmt gerichteter Hauptachse. Eine Zentralachse
besteht jedoch in diesem Falle nicht.

3. es sei R=0 und M,=0. Dann verrichten die Krifte bei
keiner Bewegung des Korpers eine Arbeit, wie aus (99) hervorgeht.
Diesen Sonderfall eines Kraftesystems nennen wir den des Gleich-
gewichtes der Krifte am freien starren Koérper. Er tritt
ein, wenn sich fiir einen beliebigen Korperpunkt sowohl R als M,
zu Null ergibt, also sowohl das Krafteck, als das Hauptmomenteck
sich schlieft.

Beachtet man, daB das Zentralmoment als Hauptmoment einer
Kraft aufgefaBt werden kann, so liegt es nahe, das Kriftesystem
durch zwei Krifte zu ersetzen, die in sich kreuzenden Geraden
liegen. Zwei derartige resultierende Kréfte bilden eine sogenannte
Dyade, zu der man in allgemeinster Weise durch folgende einfache
Uberlegung gelangt.

Wir wihlen eine beliebige Ebene E des Korpers und einen Punkt @
(s. Fig. 124). Die Wirkungslinie w, der Kraft P, schneide E in 4,,
in welchem Punkte wir P, angreifend
denken und P, in zwei Komponenten
zerlegen, von denen die eine P,/ in der
Verbindungslinie von 4, mit @, die andere
P” in der Ebene E liegt. Den Angriffs-
punkt von P,’ verlegen wir nach @ und
erhalten sonach, indem wir diese MaB-
nahme fiir alle n Krafte durchfiihren,
n Krifte P, mit dem gemeinsamen An-
grifispunkte @ und = Krifte P,” in der
Ebene E. Erstere lassen sich durch eine
nach Groéfe und Richtung eindeutig be-
stimmte Resultierende R', letztere durch Fig. 124.
eine Resultierende R” in der Ebene E
ersetzen, deren Wirkungslinien sich im allgemeinen kreuzen werden;
beide Krifte bilden die gesuchte Dyade. Legt man @ ins Unend-
liche, so bilden die P, ein System paralleler Krifte, das sich im
allgemeinen ebenfalls durch eine resultierende Kraft ersetzen laft.
Ist die Ebene E senkrecht zur Richtung dieser Parallelen, so kreuzen
sich die Wirkungslinien von R’ und R” rechtwinklig; die entsprechende
Dyade heiBt dann eine orthogonale.

Zu einer solchen gelangt man auch einfach auf darstellend-

R 4R
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geometrischem Wege, und zwar unter Benutzung dreier senkrechter
Projektionen der Vektoren. Wir zerlegen jede Kraft .Pk, deren An-
griffspunkt 4, in der GrundriBebene liege (s. Fig. 125), in zwei Kom-
ponenten P,‘” in der GrundriBebene und Z, senkrecht zu ihr. Dann
bilden die simtlichen P,” ein ebenes Kraftesystem, das sich mittels
Kraft- und Seilecks sofort durch eine resultierende Kraft RY ersetzen
1aB8t. Ferner ermitteln wir die Projektionen des Systems der paral-
lelen Krifte Z, im Auf- und Seitenril, wobei zZu beachten, da8 in
Fig. 125 8,” 4k 3, ist. Jede dieser beiden Projektionen 148t sich

Fig. 126.

als ein ebenes System paralleler Krifte auffassen und dementsprechend
mittels eines Kraft- und eines Seileckes zu einer Resultierenden R’
bzw. Ry’ zusammensetzen. Wie eine einfache geometnsche Uber-
legung zeigt, sind die Wirkungslinien derselben, némlich wy, und w},
die Projektionen der Wirkungslinie w,, in der die Resultierende R,
des Systems der parallelen Komponenten Z, liegt. Der Punkt 4,,
in dem w,, die Grundrifiebene schneidet, ergibt sich in bekannter
Weise. Die beiden Krifte R, in w,, und R, in w,, bilden eine
orthogonale Dyade, deren gemeinsames Lot A,”F,” ist.

Der Ubergang von einer Dyade zur Dyname liBt sich leicht
vollziehen. Es seien R, und R, die beiderr Dyadenkrifte (s. Fig. 126)
und 4, 4,—e das gemeinsame Lot ihrer Wirkungslinien w, und 1,,
in dessen FuBpunkten A4, und 4, die Krifte angreifen mogen.
Denken wir uns die beiden Krifte zu einer Resultierenden R zu-
sammengesetzt, so ist die GroBe und Richtung von R eindeutig be-
stimmt. Wir zerlegen nun R, und R, in Seitenkrifte in der Richtung
von R und senkrecht dazu, dann biiden erstere, nimlich P, = R, cos e,
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und P, = R, cosa, zwei parallele Krifte, deren Resultierende R=P,
-} P, zugleich die von R, und R, ist (vgl. 8. 70), und deren Wirkungs-
linie ¢ das Lot 4, 4, in dem Punkte C unter rechtem Winkel schneidet;
die Abstinde 4, C—e, und 4,C=—¢, des Punktes C von 4, und 4,
finden sich nach 8. 141 zu

P, 1

e und [ =f‘€.

P,
——
¢

Die beiden anderen Komponenten von R, und R, senkrecht‘zu R
sind einander gleich, nédmlich = R, sin ¢, = R, sin ¢, = P, aber ent-
gegengesetzt gerichtet; sie bilden folglich ein Kriftepaar, dessen
Ebene senkrecht zu R steht, und dessen Hauptachse mithin der
Richtung nach mit R zusammenfillt. Das Moment des Paares P-e
stimmt folglich mit dem Zentralmoment M, der gesuchten Dyname
iiberein und hat die GroSe M,=— P-e¢. Beachtet man weiter, daB
GroBe und Richtung von R sich aus den Beziehungen

R=VR2?-}+ R} -} 2R, R,cosa,
. . . R, .
sma1=%sma, smaﬁ——:—ﬁlsma

ergibt, so erhélt man fiir das Zentralmoment, falls man darin
P=R, sina, einsetzt,

R, R .
M= .IR 2 ¢-sin .
Endlich findet man die Lage der Zentralachse mittels der Beziehungen

e1=R——2(zsa“~e und =R——-—‘c§sa‘~e

die sich, wie leicht ersichtlich, auch in die Gestalt

€,

A ——-%’cot:oz2 und e,:%cotal

bringen lassen.

Aus vorstehenden Erorterungen ergibt sich zugleich der Satz
von Mo6bius: Die Zentralachse eines Kriftesystems schnei-
det das gemeinschaftliche Lot einer jeden Dyade des
Kriftesystems unter rechtem Winkel.
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Neunzehntes Kapitel.

Die analytische Zusammensetzung der Krifte und die Be-
dingungsgleichungen des Gleichgewichts,

Wir wollen uns die auf den Korper wirkenden Krifte durch ihre
GroBe und Richtung, sowie die Lage ihrer Angriffspunkte 4, durch
deren Koordinaten z,, y,, 2, in bezug auf ein rechtwinkliges Koor-
dinatensystem (s. Fig. 127) gegeben denken, dessen Anfangspunkt O
ein wllikiirlicher Punkt des Korpers sei. Zerlegen wir jede der
Kriifte in ibre drei Seitenkrifte in Richtung der Koordinatenachsen,
so daB letztere

(100) X,=P.cose,,, Y,=P,co8a,, Z,=P,.cosq,

werden, falls a,,, &,, @,, die Winkel zwischen P, und den positiven

Achseneinrichtungen bezelchnen, dann laBt

X sich nach (60) die virtuelle Arbeit jeder
/7l Kraft P, in der Form

"3 04, =X, 62,1 Y, 8y, + Z, 8

Y% schreiben; hierin bedeuten dz,, dy,, dz,
2 die Anderungen der Koordinaten des
| x, . Angrifispunktes 4, bei der Bewegung des
/0 S “  Korpers. Wir suchen nun zunichst die
/ t// Kraft R nach Gré8e und Richtung, deren
Fig. 1217. Wirkung bei jeder Elementar-Schiebung
des Korpers dieselbe ist, wie die des ge-

samten Kriftesystems, fiir welche also die Beziehung

Z

R;_T\

(101) o4 =§1(54,‘)

besteht. Bezeichnen wir die Seitenkrifte von R mit X, ¥ und Z,
und die Winkel zwischen B und den positiven Koordinatenachsen
mit a,, a,, a,, so ist

X=Rcose,, Y=Rcosa,, Z=Rcosa,
zu setzen und die Arbeit von R in der Form

04=Xdéx+} Y3y Zéz

zu schreiben, wenn 2, y, z die Koordinaten des Angriffspunktes von
R sind. Bei jeder Schiebung des starren Korpers durchlaufen seine
Punkte gleiche und gleichgerichtete Bahnelemente; folglich sind auch
deren Projektionen auf die Koordinatenachsen einander gleich, d. i.
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dz, =8z, 3y, =0y, dz,—3z. Setzen wir diese Werte in die aus
(101) folgende Gleichung

X0z + ¥ by +Z02=3 (X, dv, + ¥, 8y, + 2,02,

ein, so erhalten wir

@ —3@poe+{T—3 () 0y +(2—3 (@) s2—o0.

Dieser Gleichung kann, da sie fiir alle die unendlich vielen
Werte von dx, dy, 2z bestehen muB, nur geniigt werden, wenn

(102) X=3@%), Y=3() Z=3(Z)
k=1 k=1 k=1

Hierdurch wird die Gr6Be und Richtung von R bestimmt, und zwar
ergibt sich nach (57)

R=VX?*{ Y3422,
cos ¢ .=£ cos a =Z cos @ =£

=R’ v R’ * R

Beziiglich der Drehungen des Korpers um alle durch O gehenden
Achsen benutzen wir den Teil I (Bewegungslehre), 11. Kapitel, S. 110, be-
wiesenen Satz daB sich jede Drehung um eine beliebige Achse zusammen-
setzen 1aBt aus den Drehungen um die Achsen eines rechtwinkligen
Koordinatensystems, dessen Anfangspunkt auf der Achse liegt, und
ermitteln die Arbeiten der Kriifte bei letzteren. Bezeichnet M,
das Moment der Kraft P, fiir die X-Achse, so ist die entsprechende
Arbeit M, -8y, falls 8y, den Drehwinkel um die X-Achse bezeichnet;
entsprechend werden die Arbeiten bei den Drehunger. um die Y-
und die Z-Achse M, -dy, und M,,-0y,. Sonach ist die Arbeit der
Kraft P, bei der Drehung des Korpers um eine beliebige durch O

gehende Achse
'5‘4": Mk-'(swz + Mky' 6"/’1/ + M, Oy,

und die Gesamtarbeit aller Krifte gema Gleichung (101)

34 =3y, é (M) + 6w,§1(M,,,) + 6%’21(”“)-

Denken wir uns nun die Kriafte durch eine einzige Kraft ersetzt,
deren Wirkung 64 ist, so muB, wenn M_, M, und M, jhre Momente
beziiglich der drei Achsen bezeichnen,

A =M, 0y, + M, dy,+ M, dy,
sein, und zwar fiir alle moglichen Drehachsen, die durch O gehen.
Folglich mu8 nach (101) fiir alle die unendlich vielen Werte von

(103)
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Sy, dy,, dy, die Gleichung

(M, —3 () b+ (M, — 3 () dv, M, — 3 (M, )} by, =0\

erfiillt werden, was nur moglich, wenn
” " n
(109 M=30); M,=3,); M,=301,)

Bezeichnet M, das Hauptmoment der gesuchten Ersatz-
kraft fiir O, und sind B, f,, B, die Winkel ihrer Hauptachse mit
den Koordinatenachsen, so bestehen nach Gleichung (92) die Be-
ziehungen

M, =M, cosf,, M, =M, cosfy, MM, cosp,.

Aus ihnen folgt

Mh e V'Ma:? + My2 + M:i;
(105)

M M M

cosff, =—=—2%, cosf, =L, cosf,==-*%:

ﬂz Mh,., ﬂy Mh,.’ ﬂ‘ -M}"-
es ist sonach das Hauptmoment der gesuchten resultierenden Kraft
nach GréBe und die Richtung ihrer Hauptachse eindeutig bestimmt,
nicht aber die Kraft selbst. In den Ausdriicken (104) lassen sich
die Momente M, ., M, , M, durch die Momente der Komponenten
der P, ausdriicken; wie man leicht erkennt, wird

k
n n
M,=3(Z,y,— Y,2), My=2(xkzk—zk"k)’.
k=1 =1
(104a) n
M, =k§1(yk 7, — X, 4,)-
Der Winkel i zwischen R und der resultierenden Hauptachse
ergibt sich zufolge der bekannten Beziehung
cos A== cos a, cos f§, -} cos e, cos B, |- cos a, cos 5,

und damit das Zentralmoment
1
(106) M5=Mh,cosl=~E{XM‘+ YMv—}—ZM‘}.

Um die Gleichungen der Zentralachse aufstellen zu konnen,
ermitteln wir fiir ein paralleles Koordinatensystem, dessen Anfangs-
punkt ein beliebiger Koérperpunkt C mit den Koordinaten z, y, 2z
sei, die resultierenden Momente M ', M,/, und M/, und zwar ergibt
sich, wie Fig. 128 zeigt,

M/ =§__l{zk(yk—-’/)” Y, (5, — 2 =M, —Zy -+ Yz;



Die analytische Zusammensetzung der Krifte usw. 159

analog M und M, Liegt C auf der Zentralachse, so geht M, in
M iiber und es ist A'==0; es wird sonach 8,/=a,, B,/ =¢, 8,/ =0¢,

.M ’ ’
oder, da cos g =»EI£ , cosf = i[[" und z, z
M ’ E (-4
cos B, ==,

o, )
M/ X M/ Y M Z _ ;Zk"’
W, R M, R M E C

‘4','

Aus diesen drei Gleichungen folgen die % !
Gleichungen der Zentralachse durch Elimi- I 4 Tﬁ
nation von M, : R in der Gestalt

Fig. 128.
1 1
(107) E{Mm—Zy—kYz}:—I;{My—Xz—f—Zx}

1
=Z{M£—Yx—{—Xy},

in denen X, ¥, Z, M,, M,, M, die durch (102) bzw. (104a) ge-
gebenen Werte haben, und in denen z, y, z die laufenden Koordinaten
der Zentralachse sind. Durch die Formeln bzw. Gleichungen (105)
bis (107) sind die Dyname des Kriftesystems und seine Zentral-
achse vollstindig und eindeutig bestimmt.

DafBl sich dieser Weg zur Bestimmung der Dyname auch auf
den Fall unendlich vieler, unendlich kleiner Krifte, die sich stetig
iiber einen begrenzten Raum erstrecken, ausdehnen 1aft, ist leicht
ersichtlich; man hat nur in den Ausdriicken (]02) und (104a) an die
Stelle der Summen Integrale zu setzen. Ein Beispiel soll das er-
lautern.

Beispiel: Dreht sich ein starrer Korper dauernd um die rubhende Achse
DD, und ist o die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, so hat die Zentripetal-
beschleunigung eines Punktes 4 im Abstande r von der Drehachse die GréBe
rw*® und die Richtung senkrecht zur Drehachse. Ist dm das Massenelement
des Korpers in A, und dementsprechend rw?.dm die Zentripetalkraft des
Massenelementes, so heift die gleichgroBe aber entgegengesetzt, d. i. senkrecht
zu DD aber nach auBen gerichtete Kraft die Zentrifugalkraft des Massen-
elementes. Wir suchen die Dyname der Zentrifugalkrifte aller Massenelemente
des Korpers. In dieser Absicht legen wir die X-Achse eines rechtwinkligen
Koordinatensystems in die Drebachse, die ¥- und Z-Achse in einem beliebigen
Punkt O von DD senkrecht dazn (s. Fig.129a, S.160). Wir bezeichnen die Koordi-
naten von 4 mit 2, y, 2, den Winkel, den r mit der X Y-Ebene einschlieBt, mit
o und zerlegen die zur X-Achse senkrechte Zentrifugalkraft rw®dm in die
drei Komponenten d X, dY,dZ, von denen d X = 0; dY = rw?dm cos ¢ = w’ydm,
dZ —rw®dmsin ¢ = w?zdm wird. Folglich erhalten wir nach (102)

X:de=0, Y=de=w‘zfydm, Z=de—_——_m2fzdm.
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Nun haben (s. 4. Kapitel) die Integrale, die iiber den ganzen Koérper zu
erstrecken sind, die Bedeutung als statische Momente des Korpers fiir die X Z-
un d die XY-Ebene, and zwar ist, falls M = [dm die Masse des ganzen Korpers
und §, 5, { die Koordinaten des Massenmittelpunktes M bezeichnen,

J'ydm:M-n, J'zdm:M-;‘;
sonach wird
X=0, Y=Mw'y, Z=Mo*{.
Die resultierende Zentrifugalkraft des Korpers wird nach (103) folglich
R VEF T B= Mot T 0= Matee,
falls o den Abstand des Massenmittelpunktes M von der Drehachse bezeichnet.
Ihre Richtung wird bestimmt durch

—{.—0. 8 —z—l 008 . —-—é——E
coBoy="p5=0; coByy=p=-, =3=7
und daraus geht hervor, daB die Wirkungslinie von R parallel ist dem Lote
von M auf die Drehachse. R selbst aber kann aufgéfaBt werden als die

Fig. 129a. Fig. 129b.

Zentrifugalkraft des’ Massenmittelpunktes M, wenn in ihm die Masse M ver-
dichtet wire.
Ferner finden wir

M,=0, M,=—f2dZ—=—o*fzzdm=— 0*C,,,

M, =[2dY = o?fzydm = *Cy,;
denn die Integrale stellen die Zentrifugalmomente (s. 6. Kapitel 8. 67) des
Korpers fiir die X Z-, bzw. XY-Achsen dar. Als resultierendes Hauptmoment
erhalten wir sonach zufolge (105)

Myr —=VES T M F = ot VO F 027
und die Richtung der Hauptachse bestimmt durch
O Czy

IR Tl o E o
Da sich ﬂ,:%— findet, so steht die resultierende Hauptachse des Krafte-

cosf,=0, cosf, =
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systems senkrecht zur Drehachse. Der Winkel 1 (s. Fig. 129b) =xwischen
letzterer und R ergibt sich aus

-7 ‘Cx:+ C'ny .
e \/C-ty” —+C,.? ’
es wird sonach das Zentralmoment

coBl=

@?
M = _Q‘ (Czy-& —Czzm).

Die Gleichungen der Zentralachse werden, weil X —= M, =0,

z='lﬂ";l__*;fi’: nz—Cy=0.

Aus ihnen geht hervor, daB die Zentralachse die Drehachse unter einem
rechten Winkel in einem Abstande schneidet, der im allgemeinen von & ver-
schieden ist. Sie ist zwar parallel dem Lote von M auf die Drehachse, geht
aber nicht durch M selbst.

Das Kriftesystem liBt sich durch eine einzige resultierende Kraft
R ersetzen, wenn M, =0 wird, und das tritt, wie schon friiher er-

ortert, ein, falls A=— —;i also, wie aus dem Ausdruck (106) hervorgeht,

XM,—]—YMy—{—ZM,==O.
Da in diesem Fall ’

Mc = M’hr= VMr,g + ‘Mv"l + M’I‘l = 0’

so folgen, weil M= M '=— M'=0, als Gleichungen der Wirkungs-
linie der resultierenden Kraft R, mit der die Zentralachse hier zu-
sammenfallt,

M,—Zy+Y:=M,—Xe-{-Zz=M —Yz+ Xy=0.

Dagegen laBt sich das Kriiftesystem durch ein resultierendes
Hauptmoment von konstanter GréB8e und unverdnderlicher Richtung
seiner Hauptachse fiir alle Kérperpunkte ersetzen, wenn R —0 wird.
Das ist nur méglich, wenn die drei Gleichungen

X=>§(Xk)=0, Y=§(Yh)=01 Z=§(Z,‘)=O
=1 =1 k=1

bestehen, und diese haben die weiteren
M/ =M, M'=M, M)=M,

14

zur Folge; aus letzteren geht hervor, daB
‘M’rh=Mrh
ist, folglich auch B/'=4§,, B,/ =§,, B =P, was zu beweisen war.

s
DaB man dann M,, als Hauptmoment eines Kriftepaares von be-

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. II. 11
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stimmtem Moment und bestimmt gerichteter Ebene auffassen kann,
bedarf nach dem Fritheren keines Nachweises.

Wenn endlich sowohl R==0 als auch M,=0 sich ergibt, so
ist fiir jede mogliche Elementarbewegung, wie aus (99) hervorgeht,
04 =0, und diesen Sonderfall des Kriftesystems nannten wir den
des Gleichgewichtes.

Da M,=M,, wird, falls R=0 ist, so folgen mit Riicksicht
auf (102) und (105) bzw. (104a) als Bedingungsgleichungen
des Gleichgewichtes die nachstehenden sechs Gleichungen:

EX k) =0, kgnl(Yk =0, k$1<zk) =0,
v) - -

a
3 DL

n n
22y, —Y2)=0, 33X, 25—2Z,2)=0, 3(¥,z,—Ay,)=0.
=1 k=1 E=1
Sie driicken aus, daB die Summen der Seitenkrifte aller Krafte
in Richtung der drei Achsen eines beliebigen Koordinatensystems
verschwinden und die resultierenden Momente der Krifte fiir die
drei Koordinatenachsen Null sein miissen, wenn sich die Krifte an
dem Korper das Gleichgewicht halten sollen.

Beachten wir, daB jede allgemeine Elementarbewegung eines
starren Korpers eine Schraubung ist und diese nach Teil I, 11. Kap.
S. 110 aus drei Schiebungen in Richtung der Achsen eines beliebigen
rechtwinkligen Koordinatensystems und drei Drehungen um diese
Achsen zusammengesetzt werden kann, so 148t sich der Ausdruck (99)
fiir die Arbeit der Dyname bei einer beliebigen Schraubung auch in
der Form

04=Xox+Yoy+Zdoz+ M, 0y, + M, oy, + M, oy,
n n n n
—se3@) + o 3w+ 035+ ov. 3G — 1)

n n

_I'- (swyk§1(Xk Zk - Zk xk) + 6'1”‘:};___1(}’7: ‘ék - Xk yk)

schreiben. Aus ihm geht hervor, da 64 =0 wird fiir alle még-
lichen Schraubungen des Korpers, wenn die Gleichungen (V) bestehen.
Letztere sind folglich nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend
fiir das Bestehen des Gleichgewichtes der Kriifte-in einem frei be-
weglichen starren Korper.
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Zwanzigstes Kapitel.
Mittelpunkt paralleler Kriifte und Schwerpunkt.

Es ist leicht einzusehen, daB ein System paralleler Krifte im
allgemeinen sich durch eine einzige resultierende Kraft in bestimmter
Wirkungslinie ersetzen 1dBt, die den Kréften parallel und gleich der
algebraischen Summe der Krifte ist. Denn legen wir die Z-Achse
des Koordinatensystems parallel den Wirkungslinien der Krifte, so
finden wir aus (102), weil X, =Y, =0, Z,= =+ P,,

n
X=0, Y=0, Z=3(+P)
k=1
und aus (103)

womit der erste Teil obiger Behauptung nachgewiesen ist. Bezeichnen
wir die Koordinaten der Angriffspunkte A4, der Krifte P, wie bisher
mit z,, y,, 2, und die des Angrifispunktes 4 von B mit z, y, 2,
so erhilt man nach (104a)

n n
Mz=k§1(:thyk), My=—k2_1(:tP,‘xk), M,=0;
weil aber
M, =Z.y—Y z=R-y, My——zX-z——Z-x:——R-x,

so folgen aus beiden Gleichungen eindeutig die Koodinaten x und y
des Punktes, in welchem die zur Z-Achse parallele Wirkungslinie
von R die XY-Ebene schneidet. Es ist also auch die Wirkungs-
linie von R eindeutig bestimmt.

Dieses Ergebnis 148t sich zunichst benutzen, um ein beliebiges
rdumliches Kriftesystem durch drei sich rechtwinklig kreuzende
Krifte von ganz bestimmter Grofle, Richtung und Lage zu ersetzen.
Denn zerlegen wir wie im 19. Kapitel jede der Krifte P, in drei Kom-
ponenten X,, Y, Z, in Richtung der drei Achsen eines beliebigen
rechtwinkligen Koordinatensystems, so liBt sich jede der drei
Gruppen paralleler Komponenten durch eine Resultierende ersetzen,
deren zu je einer Achse parallele Wirkungslinie eine eindeutig be-
stimmte Lage hat. Ihrer Gréfie und Richtung nach stimmen diese
drei. Resultierenden iiberein mit den Komponenten von R, welche
aus den Ausdriicken (102) des vorigen Kapitels hervorgehen, wihrend
die Gleichungen ihrer Wirkungslinien die nachstehenden sind:

11*
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” ”

X y=3X,y;) Y-z=3 (Y., Z:c-- (Z,‘.'ck)
(108) k=1 k=1
n n

Xz =k§1(Xk z,) Y-z= :1(Yk z,) Zy=k},:1(Z,‘yk)

Zugleich erkennt man, daB, wenn die Kréfte sich an dem Korper
das Gleichgewicht halten, ]edes der erwéhnten drei Systeme paralleler
Krifte fiir sich im Gleichgewicht sein muB.

Weiter aber liBt sich nachweisen, dall die Wirkungslinie der
Resultierenden des parallelen Kriftesystems immer durch denselben
Korperpunkt geht, wie man auch

A die Richtung der Krifte gegen
den Korper dndern mag. Wiére

-~

‘\_
~ Q
P
N
e
R
e
\
SN
I§
>

\

Fig. 130.

das richtig, dann miite, wenn

Zz, e, NCyx

‘}(7/ 4 L - man zu den Kriften P, noch die
e L/\g‘-r T Kraft B im entgegengesetzten
}ff"f"— B L Sinne in A4 angreifend fiigt, das
S * Kriftesystem im Gleichgewicht

sein, und es miiBten folglich die
sechs Bedingungsgleichungen (V)
des Gleichgewichtes fiir alle Rich-
tungen der parallelen Kréfte gegen
den Korper bestehen bleiben.

Um das zu untersuchen, beziehen wir den Kérper auf ein will-
kiirliches Koordinatensystem (s. Fig. 130) und bezeichnen wie bisher

mit a, ., &,,, @, die Winkel von
der Resultierenden mit e, a,, a,.
- mus aller Krifte a,,=—¢, oder =—=n—a,,

gleichen oder entgegengesetzten Pfeil hat; ebenso ist «, y :—-:{ %y

o,.
o ={ 14
ks

n—a,

Formen an:
2(Pycose, ) — Reose, =

TMa TMa

P, mit den positiven Achsen, die

%
Dann ist wegen des Parallelis-

weil P, mit B entweder

n—a,

Die drei ersten Gleichungen (V) néhmen dann die

/B

(£ Pk)—R}cosax=O;

=

1(:f: Pk)—R}cosav=O;

(j: P) —R}cosa,zO
1

und lassen erkennen, dafl ihnen fiir alle Werte von «a,, a,, 4, ge-

niigt wird, wenn
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(109) R=3(£P),
k=1

in Ubereinstimmung mit dem vorher Bewiesenen. Die vierte der
Gleichungen (V) geht iiber in

n
731{ * P, (y,cose,,—z, cosaky)}—R(y cosa, —zcose,) =0
oder nach entsprechender Umformung in
” ”
{ 2(E Py, — E-y}cos a,——{ (X P,2)— R-z}cos o, =0.
k=1 k=1
Die beiden letzten Gleichungen werden dementsprechend

{ z(i--szk)——R-z}cosa:—{ 3(+ P, xk)—R-x}COS =0,
E=1 L

{ é(i kak)—R.m}cosay——{ é(i Pkyk)—R.y}cosax—:O.
=1 F=1

Diese drei Gleichungen werden fiir alle mdglichen Werte von

«,, @,, &, befriedigt, wenn

n n n
R-x=k§1(i P, z,). R-yzk.g(:t P.y.), R~z=k§,_1(i P.z,).

Nennt man in Ubereinstimmung mit der Benennung ,statisches
Moment“ im 4. Kapitel das Produkt = P, das statische
Moment der Kraft P, fir die YZ-Ebene, das - oder — zu
nehmen ist, je nachdem die Kraft ihre Richtung in dem einen oder dem
entgegengesetzten Sinne hat, so driicken vorstehende drei Gleichungen
den Satz aus, daB das statische Moment der Resultierenden
eines Systems paralleler Krifte fiir jede beliebige Ebene
gleich ist der Summe der statischen Momente aller Krifte.
Hierbei kommt es auf die Winkel der Kréfte mit den Achsen nicht
an, sondern nur auf ihre GréBe und den lotrechten Abstand der
Angriffspunkte von der Ebene; letzterer ist - oder — einzufiihren,
je nachdem der Angriffspunkt auf der einen oder anderen Seite der
Ebene liegt.

Der durch die obigen dreéi Gleichungen bestimmte Angriffspunkt
A der resultierenden Kraft R wird der Mittelpunkt paralleler
Krafte genannt. Seine Koordinaten ergeben sich zu

n n n
(110) x=—% 3 (% Py, yZ% 2 (E Py, 22% S (£ Pyz)
k=1 E=1 E=1

und zeigen, daB in jedem System paralleler Krifte, dessen Resul-
tierende R von Null verschieden ist, ein und nur ein solcher Punkt
vorhanden ist.
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Als Sonderfall ergibt sich leicht, daB der Mittelpunkt zweier
paralleler Kréfte in der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte liegt
und die Entfernung der letzteren im umgekehrten Verhdltnis der
GroBe der Krifle teilt; ferner daB, wenn die Angriffspunkte der Krifte
in einer Ebene sich befinden, auch der Mittelpunkt dieser in ihr liegt.

Sind die wirkenden Krifte Schwerkrifte, so konnen sie inner-
halb gewisser Grenzen als parallel angesehen werden; der “Mittel-
punkt eines derartigen Systems wird Schwerpunkt genannt. Ein
Schwerpunkt ist immer vorhanden, weil die Schwerkrifte simtlich
gleichsinnig, nédmlich lotrecht nach abwérts gerichtet sind, und so-
nach die Resultierende immer grofer als Null ist; letztere Voraus-
setzung muB erfiillt sein, wenn ein Mittelpunkt der parallelen Krafte
vorhanden sein soll. Die Koordinaten des Schwerpunktes werden,
falls man die einzelnen Schwerkrifte (Lasten) mit L, bezeichnet,

n
und 3(L,)=L setzt,
k=1

12 12 13
(110a) xzikél(l’kxk)a 3/=Zk%1(Lk?lk): 3=Ek2=£Lkzk)‘

Die Schwerkraft ist aber gleich dem Produkt aus Masse und
Beschleunigung des freien Falles; folglich hat man, wenn letztere

n
mit g bezeichnet wird, L,=m,-g und L=M.g=g-3(m,), womit
k=1
sich fiir die Koordinaten des Schwerpunktes die Ausdriicke

12 12 12
T= ﬂ‘kél(mkxk)’ y= ?ﬂk%](.mk %)y 2= I{‘kzzgmk 2)

finden. Diese stimmen aber véllig iiberein mit den Koordinaten
des Massenmittelpunktes eines Massenpunktesystems (s. S. 20), womit
erkannt wird, daB der Schwerpunkt eines Massensystems mit dessen
Massenmittelpunkt zusammenfsllt.. Das gilt insbesondere auch von
materiellen Korpern, deren Masse einen Raumteil stetig erfiillt.
Beziiglich der Ermittlung des Schwerpunktes von Koérpern kann
daher guf die der Massenmittelpunkte (s. 4. Kap.) verwiesen werden.

Einundzwanzigstes Kapitel

Zerlegung einer Dyname in Seitenkrifte mit vorgeschriebenen
Wirkungslinien.

Die Umkehrung der zuletzt behandelten Aufgabe, nimlich der
Zusammensetzung der Krifte, die auf einen freien starren Korper
wirken, zu einer Dyname ist die Zerlegung der letzteren in Krifte,
deren Wirkungslinien -vorgeschrieben sind. Ihre Losung wird ana-
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lytisch am einfachsten mittels der Ausdriicke (102) und (104a) be-
wirkt, in denen die P, als Unbekannte zu betrachten sind. Be-
gonders einfach werden diese Gleichungen, wenn man eine der drei
Koordinatenachsen in die Zentralachse legt, z. B. die Z-Achse und
die Angriffspunkte 4, der gesuchten Krifte in die Schnittpunkte
der gegebenen Wirkungslinien mit der X Y-Ebene des Koordinaten-
systems. In diesem Falle werden die Komponenten von B X =Y==0,
Z=R, und die des Zentralmomentes M, M =M =0, M, =M.

Unter Benutzung der Ausdriicke (100) erha.lten w1r zur Besblmmung
der GréBen der P, die folgenden sechs Gleichungen

n’ n n
S(P,cose,)=0; I (P.cose,,)=0, I (P,cosa,)=R;
k=1 k=1 k=1

n n
(111) k§1(P" ypcosa,,)=0; k}_,;l(Pk z, cosq, )=0;

n
kzl{Pk (2 cosa, y —Ypcos Gy =M,

da die z,==0 sind. Es leuchtet nun ohne weiteres ein, da n <6
sein muB, falls die Zerlegung zu bestimmten Werten der P, fiihren
soll, ferner, dafl die Gleichungen voneinander
unabhiingig sein miissen, falls =26 ist. Die
Gleichungen sind linear in den P,, letztere
werden daher durch sie zu eindeutig bestimmten.
d. h. bei willkiirlich gewéhlten Wirkungslinien
tilhrt die Zerlegung der Dyname zu nur einer
Losung fiir jede Kraft P,. Dabei ist noch zu
beachten, daB negative Losungen fiir einzelne
P, bedeuten, dafl die Winkel , , &, ¢,, der
betreffenden Kréfte mit den positiven Achsen- Fig. 131.
richtungen durch # — o, 7 —¢,,, = —a,, zu

ersetzen sind, wenn die a,, @, &, die Winkel der Wirkungslinien
mit den Achsen bezeichnen. »

Ist dagegen n<(6, so wird die Zerlegung nur méglich, wenn
zwischen den gegebenen Wirkungslinien und der Dyname ein Zu-
sammenhang bestimmter Art besteht. Dieser a8t sich durch Glei-
chungen ausdriicken, die man erhilt, wenn man aus den sechs
Gleichungen (111) die Kréifte P, eliminiert. Die Zahl dieser Be-
dingungsgleichungen betrigt 6 —n.

In einzelnen Fillen lassen sich die Kréfte P, auch einfacher
ermitteln. Wenn z. B. die Zahl der Wirkungslinien der gesuchten
Krifte n==2 ist, so erhilt man als Moment der Kraft P, in w,

(s. Fig. 131) nach (90) den Ausdruck P, e, sin ¢,,, in dem ¢,,=F, F,
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das gemeinsame Lot der Wirkungslinien w, und w,, und ¢, den
Winkel zwischen letzteren bezeichnet. Ist nun M,, das Moment der
gegebenen Dyname (R;M,) fir w, als Achse, so folgt aus der
Gleichung

Peysing, =M,

unmittelbar P,; in der gleichen Weise erhdlt man P, aus der
Momentengleichung fiir w, als Drehachse. Die beiden Krifte P,
und P, bilden eine Dyade, die zu einer Dyname zusammengesetzt
die zu zerlegende Dyname ergeben muB. Daraus geht hervor, da8
die gegebene Zentralachse ¢ das Lot -F:_F‘; unter rechtem Winkel
schneidet, ferner die Resultierende aus P, und P, nach Gré8e und
Richtung mit B und das resultierende Moment beider Krifte fiir
die Zentralachse ¢ mit dem Zentralmoment M, nach GroBe und
Drehsinn iibereinstimmen muB. Und man erkennt weiterhin aus
den auf 8. 155 mitgeteilten Formeln, daB Richtung und Lage beider
Wirkungslinien voneinander abhidngig sind. derart, dafB- die Wahl
einer dieser Linien, z. B. w, durch e, und «, die andere véllig be-
stimmt. Reduziert sich die Dyname auf eine einzelne Kraft R, so
ist die Zerlegung von R in zwei Seitenkrifte nur moglich, falls sich
die Wirkungslinien der letzteren auf der Wirkungslinie von R schnei-
den, wie unmittelbar erkannt wird. Die Berechnung von P, und
P, erfolgt in beiden Fillen nach (56).

Ist die Zahl der Wirkungslinien n= 3, so finden wir die Seiten-
krifte P, in ihnen wieder durch Anwendung des Momentensatzes
auf je eine Gerade, welche zwei der drei gegebenen Wirkungslinien
schneidet. Wird insbesondere diese Gerade parallel der Zentral-
achse gewihlt, so folgen die P, aus den drei Gleichungen

(k=1, 2, 3)
worin e, den kiirzesten Abstand der Wirkungslinie w, von jener
Parallelen zur Zentralachse und ¢, den Winkel zwischen letzterer
und w, bezeichnet. Denn das Moment der Dyname (R,M,) redu-
ziert sich dann auf das von M, weil das Moment von R fiir eine
zur Zentralachse parallelen Achse zu Null wird. Wenn jedoch M =0,
also nur eine Kraft R in Komponenten zu zerlegen ist, dann muf} die
Achse der Momente anders gewihlt werden, also z. B. die Wirkungs-
linie von R rechtwinklig kreuzend und zwei der drei gegebenen
Wirkungslinien schneidend. In der vorstehenden Gleichung tritt dann
an Stelle von M, das Moment von R in bezug auf jede der drei
Achsen, :

Wenn eine Dyname in n=4 Seitenkrifte P, zerlegt werden
soll, so fihrt das gleiche Verfahren wie vorher zur Bestimmung der

Krifte P,. Wir wihlen als Momentenachse eine Gerade, welche

Py .e -sing =M

)
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drei der vier gegebenen Wirkungslinien schneidet; dann muB das
Moment der vierten Kraft fiir diese Achse gleich dem Moment der
Dyname sein. Aus dieser Gleichung folgt GréBe und Wirkungssinn
der einen Kraft.

Wenn endlich n=2>5, so lifit sich mit Vorteil der Umstand
benutzen, daB sich im allgemeinen immer eine Gerade findet, welche
vier sich kreuzende Geraden schneidet. Diese Gerade als Momenten-
achse verwendet fithrt sofort zu der Gleichung, welche die Kraft in
der fiinften Wirkungslinie zu ermitteln gestattet. Dieses Verfahren
auf je vier der fiinf Wirkungslinien angewendet ermdglicht die un-
mittelbare Bestimmung der gesuchten fiinf Krifte P,.

Die zeichnerischen bzw. graphostatischen und darstellend geo-
metrischen Wege zur Losung der hier beriihrten® Aufgabe werden im
allgemeinen viel zu umsténdlich, um darauf eingehen zu kdonnen;
in besonderen fiir die Anwendungen wichtigen Fillen kommen wir
spater auf sie zuriick.

Zweiundzwanzigstes Kapitel

Das Gleichgewicht der Krifte an nicht frei beweglichen
starren Korpern.

Unter dem Gleichgewicht der Krifte am nicht frei beweglichen
Korper werde der Zustand verstanden, in dem die auf den Korper
wirkenden Krifte bei jeder mdglichen Elementarbewegung des Kor-
pers keine Arbeit verrichten, also

5A—S(04)=0
k=1

ist. Hieraus wird ersichtlich, daB die Bedingungen, denen die Krifte
in diesem Falle zu geniigen haben, von der Art der Beweglichkeit
des Korpers abhingen, also auch von den Beschrinkungen, denen
seine Bewegung unterworfen ist. Beziiglich der letzteren stiitzen
wir uns auf die Darlegungen des 12. Kapitels der Bewegungslehre
(1. Bd.), bzw. auf die dort behandelten Fille der gebundenen Be-
wegungen starrer Kérper und untersuchen hier, welche Bedingungen
die Krifte zu erfiillen haben, damit der Gleichgewichtszustand ein-
vritt. In einzelnen Fillen werden dann auch die Bedingungsglei-
chungen des Gleichgewichtes aufgestellt, aus denen die Gleichgewichts-
lagen des Korpers hervorgehen. Beziiglich der Art des Gleichgewichtes
in den einzelnen Lagen benutzen wir die im 11. und 16. Kapitel
aufgestellten Erkldrungen, und nennen auch hier das Gleichgewicht
stabil, wenn der Korper, aus seiner Gleichgewichtslage sehr wenig
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entfernt, in diese zuriickkehrt, labil, wenn er sich noch weiter von
ihr entfernt, und indifferent, wenn er im Gleichgewicht verbleibt,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 6""4%0 ist. Ferner fiih-

ren wir wieder den Begriff der Stiitzkraft ein als der Kraft, die in
einem gestiitzten Punkte, d. h. in einem Beriihrungspunkte des
Koérpers mit dem Bezugskorper der Bewegung anzubringen ist, um
den Korper als frei beweglichen im Gleichgewicht zu erhalten, und
bestimmen in einzelnen Fillen GroBe und Richtung der Stiitzkrifte.

Bei den simtlichen Untersuchungen verwenden wir endlich die
Ergebnisse des 18, und 19. Kapitels, insbesondere die Ersetzung des
Kriftesystems durch eine Dyname. DaB diese auch fiir nicht frei
bewegliche Korper moglich ist, folgt aus dem Umstande, da8 sie fiir
einen frei beweglichen Korper gilt; denn die Bewegungen, die der
nicht freie Korper noch ausfithren kann, sind unter den Bewegungen
des freien Korpers sicher enthalten.

‘Wir behandeln folgende Fille:

1. Drei nicht in einer Geraden liegende Punkte des Korpers
werden festgehalten. In diesem Falle kann der Korper sich iiber-
haupt nicht bewegen; er ist daher unter Einwirkung jedes beliebigen
Kriftesystems im Gleichgewichtszustande und es bestehen sonach
auch keine Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes. Die einzige
hier zu losende Aufgabe besteht in der Bestimmung der Stiitzkrifte,
deren Zahl hier =— 38 ist. Denken wir uns letztere je in drei Kom-
ponenten in Richtung der drei Achsen eines beliebigen Koordinaten-
systems zerlegt, so miissen die 9 Komponenten den 6 Bedingungs-

gleichungen (V) geniigen. Daraus folgt, dal

pv= man drei der neun Komponenten willkiirlich

‘ wiahlen kann, also die Stiitzkrifte statisch

NN 4~ unbestimmt sind. Wohl aber lassen sich die

. ﬁﬁ Komponenten der Stiibzkriifte senkrecht zur
Vi D V2 B Ebene des Dreieckes der Stiitzpunkte er-
“JH;( s, mitteln. In dieser Absicht zerlegen wir die
3 v drei Stiitzkrdfte in Komponenten senkrecht

: zur und in der Ebene des Dreiecks der
Stiitzpunkte (s. Fig. 132); erstere seien mit

Fig. 132. V', V", V", letztere mit H’, H”, H" be-
zeichnet. Ersetzen wir nun das Kriftesystem

nach S. 193 durch eine orthogonale Dyade R,, R,, und trifit die
Wirkungslinie von R, die Ebene des Stiitzpunktdreiecks 4’4" 4" im
Punkte @, dann ist das resultierende Moment aller auf den Koérper
wirkenden Krifte in bezug auf eine der Dreiecksseiten, z. B. auf

A"4" =R,d, falls @’ = QJ’ den Abstand des Punktes @ von 4" 4"

H™
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bezeichnet. Da nun die Stiitzkréfte mit dem Kriftesystern im frei

beweglichen Korper im Gleichgewicht sein sollen, und das Moment

der Stiitzkréfte fiir die Dreiecksseite 4” A" gleich V'1’ ist, unter »’

den Abstand des Stiitzpunktes 4’ von A4” A" verstanden (denn die

Krifte H schneiden A”A"” und ergeben daher ebensowenig wie V"

und V" ein Moment in bezug auf A4”A4"), dann muB
—R,dFV'H=0

sein, woraus
’

V'—=R,5,

T
folgt. In der gleichen Weise findet sich

14 nr

und 7" =R 2

1W'

a
Die Krifte H’, H”, H” in der Ebene des Stiitzpunktdreiecks da-

gegen sind nicht bestimmbar, weil im allgemeinen die Richtung der-
selben unbekannt ist.

V"—=R

2. Zwei Punkte des Korpers bleiben in Rube. Der Korper kann
dann nur eine Drehung um die Verbindungslinie 4’4" der festge-
haltenen Punkte als Drehachse ausfiihren; seine Bewegung ist zwang-
laufig, sein Freiheitsgrad f=1, weshalb es hier nur eine Bedingungs-
gleichung des Gleichgewichts gibt, welche ausdriickt, daB das Mo-
ment aller auf den Korper wirkenden Krifte fiir die Drehachse
verschwindet. Denn die Arbeit der Krifte bei der Drehung kann
in der Form

0A=M_Jy
geschrieben werden, worin M, das resultierende Moment aller Krifte
fir die Drehachse und 6y den Drehwinkel bedeutet; damit 64=0
werde, muf8 sonach M_ =0 sein.
Denkt man sich das Kriftesystem
durch eine Dyname (R, M) ersetzt
und beachtet, daB in dem Aus-
druck (99) fiir 64 das erste Glied
fortfallt, .weil der Korper keine
Schiebung ausfithren kann, also
ds=p-0yw=0 ist, so erkennt
man, dal M, =0 wird fiir alle
Dynamen, die der Bedingung Fig. 138.

M, cosy | Resiny==0
geniigen; hierin bedeutet ¢ den kiirzesten Abstand zwischen Dreh-

und Zentralachse und y den Winkel zwischen beiden Achsen. Bringen
wir in A4’ die Stiitzkraft S’ (s. Fig. 133) und in 4" die Kraft §” an,

”
. z
{2

Vo ook

7
v
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um den Korper als frei beweglichen im Gleichgewicht zu erhalten,
dann miissen die sechs Komponenten X'Y’Z’ und X"Y”Z" der
Stiitzkrifte den folgenden sechs Bedingungsgleichungen geniigen, die
aus (V) hervorgehen, wenn man die X-Achse des Koordinatensystems
in die Drehachse, den Koordinatenanfangspunkt nach 4’ legt und

A’ A" = a setzt:
X,+X” +k§1(Xk)=0, M’ =k§1(zkyk-ykzk)=0’

(112) 4 ¥ +Y" +’§1(Yk) =0, —Z'-a —|~él(x,‘ 2 —2,%,)=0,

z 4z’ +1§1(Zk) =0, +Y"a +k§1(ykxk_ x¥) == 0.

Die Gleichungen zeigen, daB sich die Komponenten X’ und X"
einzeln nicht ermitteln lassen, da sie nur in der ersten Gleichung
auftreten. Diese statische Unbestimmtheit wird beseitigt, wenn man
einen der beiden Punkte, z. B. 4” nicht festhilt, sondern ihn auf
einer Kurve sich zu bewegen zwingt, gewdhnlich (in den technischen
Anwendungen) auf der Drehachse selbst. Dann muB S” senkrecht
zur Drehachse angenommen werden, also X” =0, und es wird somit

X'=—3(X,). Die. iibrigen vier Stiitzkraftskomponenten erhalten
¥=1
die Ausdriicke

12 13

Y =—-3{F6—=)+ Xy}  ¥Y=—_3Fzn—Xy),
k=1 Cr=1
1 n 12 .

Z’:—; S{X 2+ Z(a—z)}, 2" =+~ 3 (X2, — Z, 7).
k=1 Gr=1

Die vierte der Gleichungen dagegen, in der die Stiitzkraftkom-
ponenten nicht auftreten, stellt die einzige Bedingungsgleichung des
Gleichgewichtes dar, denn das Moment M_ aller Krifte fiir die
X-Achse -entspricht dem vorher mit M, bezeichneten resultierenden
Moment aller auf den Korper wirkenden Kriafte. Aus ihr folgen
entweder die Gleichgewichtslagen des Korpers oder das Moment der
Kraft, welche den Xorper in der gegebenen Lage im Gleichgewicht
erhilt. Letzterer Fall ist in den Anwendungen der hiufigere.

Beispiel: Eine ebene schwere homogene Platte von Rechteckform drehe
sich um die Verbindungslinie zweier ihrer Punkte 4’ und 4” auf einer Kante,
die den Winkel « mit dem Horizont bildet (s. Fig. 134). Die zur Drehachse
senkrechte Plattenkante F, E; liege horizontal und werde in dieser Lage durch
ein Seil erhalten, das in E, befestigt ist, in einer Vertikalebene liegt und mit
dem Horizont den Winkel § einschlieSt. Um die Kraft S zu finden, mit der

das Seil beansprucht wird, legen wir wie vorher die X-Achse des Koordinaten-
gystems in die Drehachse, die Y-Achse horizontal durch A’ und die Z-Achse
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genkrecht zur Platte, dann werden die Koordinaten des Massenmittelpunkts M

g, Zy= 0, worin a=4'4" und b= E F,; ferner
die des Punktes E, z,— A"F,—e, y,==b, z,==0. Die Komponenten der in M
angreifenden Last L sind X; =— L-sinx, Y, =0, Z;=— Lcosx, und die
von S werden X =0; Yg= Scosf, Z,=_S8-sinf. cose. Somit wird die Be-
dingungsgleichung des Gleichgewichtes hier

der Platte zM:g’ Y=

n’
My= X (Zryx — Ykz;;):—Lcosa-g——}—Ssinﬂcoswb:O,
k=1

aus der

folgt. Aus (122) finden sich weiter die Komponenten der Stiitzkrifte
Y’:—Qia(a—e) cot g, Y”=——§;—cotﬂ.
Z’=-‘21—‘E-ecosa, Z”=—2£a(a——c)cosoc.

SchlieBlich erhalt man noch aus der ersten Gleichung
n .
X+ X'=—3ZX)=—Lsinx
k=1

und wenn man A” verschieblich in der Drehachse voraussetzt, also X" =0
annimmt, 8’ = — L-sinx. Damit sind S’ und S” nach Gro8e und Richtung
bestimmt.

3. Ein Punkt des Korpers bleibe in Ruhe. Dann vollzieht der
Korper eine sphérische Bewegung mit dem Freiheitsgrade f==3,

Fig. 134. Fig. 185.

und zwar kann er sich um alle durch den festgehaltenen Punkt
gehenden Achsen drehen: Bezeichnet 3,, das resultierende Haupt-
moment aller Krifte fiir den genannten Punkt, und § den Winkel,
den die beliebig gewihlte Drehachse OD (s. Fig. 135) mit der
Hauptachse OD, einschliefii, so ist die Arbeit der Krifte bei der
Drehung um 0D . '
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64=M, cosfidy
und diese wird zu Null fiir alle Werte von g nur, falls
Mhr = Vﬂfx?‘ + B[y2 _}— Mz.’ = O

oder, was auf das gleiche hinauskommt, falls M, =M =M =0 ist.
Damit erhalten wir die notwendigen und hinreichenden Bedingungs-
gleichungen des Gleichgewichtes in diesem Falle zu

n n
(113) kz:l(Zkyk-—-Ykzk)———O, kgl(szk——-kak)=0,
n
72‘1(Yk @, — X 4,)=0.
Aus ihnen folgen die Gleichgewichtslagen bzw. die Krifte, die den
Korper in bestimmten Lagen im Gleichgewicht erhalten. Die Arten
des Gleichgewichtes in den einzelnen Lagen ergeben sich wie friiher

aus dem Kriterium 6%4%0, oder unmittelbar aus der Anschauung.

Beispiel: Wird ein schwerer Korper in einem beliebigen Punkte O fest-
gehalten (s. Fig. 136a =ud 136b), so besitzt er im allgemeinen zwei Gleich-
gewichtslagen, die der tiefsten und der hochsten Lage seines Schwerpunktes M

entsprechen. Man erkennt unmittelbar, dag die tiefe Lage
(s. Fig. 136a) eine stabile, die hohe Lage (s. Fig. 136b)

o eine labile Gleichgewichtslage ist. Wiirde der festgehaltene

) #r o Punkt der Schwerpunkt M selbst sein, so wire der Korper

‘ l in allen Lagen im Gleichgewicht, letzteres demnach in-
L Y. different.

9 Die Stiitzkraft S’ des Korpers folgt einfach

Fig. 136a und b.  aus den Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes.

Bezeichnen wir ihre Seitenkrifte mit X', Y’, Z’,

80 bestehen fiir den freibeweglichen Korper auBler den Gleichungen (113)
noch die folgenden drei

19 $E)+x'—0; IF)+Y'=0, 3(5)+7+o,

aus denen hervorgeht, daB S’ entgegengesetzt gleich .und gerichtet
ist der Resultierenden R des Kriftesystems. Damit erkennen wir
zugleich, daB das Gleichgewicht an einem Korper, der in einem
Punkte festgehalten wird, nur eintreten kann, wenn sich die Krifte
durch eine resultierende Kraft ersetzen lassen.

4. Ein Punkt des Korpers werde auf einer ruhenden starren
Kurve sich zu bewegen gezwungen. Wie schon .in der Bewegungs-
lehre (Bd. I, S. 112) festgestellt wurde, ist der Freiheitsgrad in
diesem Falle f=4; es sind demnach 4 Bedingungsgleichungen des
Gleichgewichtes zu erfilllen ndtig. Drei derselben decken sich im
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Grunde mit (113), d. h. sie miissen zum Ausdruck bringen, daf die
resultierenden Momente aller Krifte fiir drei durch den gefiihrten
Punkt C zu den Koordinatenachsen gelegten Parallelen verschwinden,
weil sich der Kérper um alle Achsen durch
C drehen kann. Da er aber auBerdem noch

eine Schiebung in Richtung der Kurven- /ﬁ \ /
tangente CT (8. Fig. 137) auszufiihren ver-

mag, so muB die Resultierende R des
Kriftesystems senkrecht zur Tangente CT
stehen, also ihre durch C gehende Wirkungs-
linie in die Normalebene der Kurve ¢ fallen, .
damit die Arbeit von R hierbei Null wird. Fig. 187.

Die entsprechende Bedingungsgleichung fiir

die Krifte finden wir sofort aus der Bedingung, daB die Arbeit alier
Krifte bei der Schiebung, d.i.

dA=Xdx+Ydy +2Zdz2=0

/
(-
X5

n n
sein mufB; hierin bedeuten X= E(Xk), Y=2(Y ), Z= 2 (Z )

die Komponenten der Resultlerenden R, und dx, dy, dz dle Ande-
rungen der Koordinaten des Punktes C bei seiner Bewegung auf

der Kurve. Sind
y::fy(x)’ z:fz(x)

ihre Gleichungen, so nimmt vorstehende Bedingungsgleichung die
besondere Form

(115) éi(x,‘)+r;'(x)-%(Y,‘>+f;<x)-:§1<z,‘>=

an, in der f, (x)— HOR Zi bedeutet. Die drei Momenten-
gleichungen aber Werden

(116) 3{2,,— 1) —Vuleo— A =0;

36— —Zm—) =0 SE—a) = K —) =0

Aus diesen vier Gleichungen folgen in Verbindung mit den Kurven-
gleichungen die Gleichgewichtslagen des Punktes C auf der Raum-
kurve ¢ und die zugeordneten Lagen des Korpers.

Die Stiitzkraft des Korpers muB mit R in dieselbe Gerade
genkrecht zur Kurventangente CT fallen und ihr entgegengesetzt
gleich sein, wenn der Kérper als freibeweglicher sich im Gleich-
gewicht befinden soll.
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5. Ein Punkt des Kérpers werde auf einer starren ruhenden
Fliache gefiihrt. Der Korper hat dann 5 Grade der Freiheit, und
demgemif ist hier die Anzahl der Bedingungsgleichungen des Gleich-
gewichts ebenfalls 5. Denn der Kérper kann sich um alle durch
den gefithrten Punkt gehenden Achsen drehen; es muBl folglich,
damit 64 =0 wird, das resultierende Hauptmoment }, . fiir diesen
Punkt zu Null werden, was auf die Gleichungen (116) fithrt. Da
der Korper aber auch alle Schiebungen in Richtung der Tangential-
ebene auszufilhren vermag, so mufl weiter

04A=X6x+Yoy+2Zdéz=0

sein fiir alle dz, dy, 62z, die der Gleichung der Fliche F(ryz)=0
geniigen, fiir die also die Beziehung

or or oF
5;-6:3—}—5:;/—«631—]—5;-62—0

erfiillt ist. Das Zusammenbestehen dieser beiden Gleichungen fiihrt
auf die eine, nach Elimination einer der Koordinateninderungen,
z. B. 6z sich ergebende
oF oF ) oF BF) L
die fiir alle moglichen Werte von dz und dy Giiltigkeit haben mu8.
Das ist nur moglich, wenn zwei der drei Gleichungen
oF oF oF orF oF oF

(117)Z6—x Xaz—-—O, Z—a—y———Yaz—O, Xay—-Yaz——O
erfiillt werden, denn die dritte ist eine Folge der beiden anderen.
Aus den Gleichungen (116) und (117) in Verbindung mit der Flichen-
gleichung gehen die Koordinaten der Gleichgewichtslagen des ge-
fiilhrten Punktes und die zugeordneten Lagen des Koérpers hervor.
Zugleich lassen sie erkennen, daf das Gleichgewicht der Krifte am
Korper nur moglich ist, wenn sich die Krifte durch eine Resul-
tierende ersetzen lassen; letztere muB in die Normale der Fliche
im gefithrten Punkte fallen. »

Die Stiitzkraft § des Korpers liegt hiernach ebenfalls in der
Flachennormalen des gefithrten Punktes und ist entgegengesetzt
gleich R, der Resultierenden aller Krifte.

6. Der Korper berithre den Bezugskorper in einem Punkte
seiner Oberfliche. Auch hier ist der Freiheitsgrad f=5, denn der
Koérper kann sich um alle durch den Beriithrungspunkt gehenden
Achsen drehen und lings der gemeinsamen Beriihrungsebene ver-
schieben, ohne die Berithrung aufzuheben. Sonach tritt hier das
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Gleichgewicht nur ein bei Krédften, die sich durch eine resultierende
Kraft ersetzen lassen; deren Wirkungslinie mull in die Beriihrungs-
normale fallen, wenn Gleichgewicht herrschen soll. Bezeichnen X,
Y, Z die Seitenkrifte der Resultierenden R, und ist F(zyz)==0 die
Gleichung der Oberfliche des Bezugs- bzw. stiitzenden Xorpers,
dann liefern zwei der drei Gleichungen

oF L OF oF [ /<aF)2 <8F>2 (ap)ﬁ ]
i X=—Y=—"—:2Z|= — — —:
ox = oy Y 0z x ox + oy + 0z =

die entsprechenden Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes, zu
denen noch die drei Momenten-Gleichungen fiir den Stiitzpunkt treten.

Beispiel: Ein schwerer Korper werde auf einer beliebig geformten Ober-
fliche des Bezugskorpers gestiitzt. Da sich das Kriftesystem hier durch eine
einzige Kraft ersetzen 1iB8t, ndmlich durch die Schwerkraft des Korpers, deren
Wirkungslinie durch den Schwerpunkt M geht, so kann der Korper eine Gleich-
gewichtslage einnehmen an allen Stellen jener Oberfliche, in
denen eine horizontale Beriihrungsebene mdoglich ist, jedoch
nur dann, wenn der Schwerpunkt des Kérpers in die vertikale
Beriihrungsnormale fillt (s. Fig. 138). Die Lage des Korpers
selbst wird hiegdurch noch zu keiner bestimmten, denn die
Drehung des Kérpers um diese Normale (die sogen. bohrende
Bewegung) zeigt, daB die Bedingungen des Gleichgewichtes
erfiillt bleiben. Was dagegen die Art des Gleichgewichtes
anlangt, so héngt diese auch von den Hauptkriimmungen
beider Flichen im Berithrungspunkte ab, wie man sich leicht
iiberzeugt. Es kann daher vorkommen, daB an derselben-
Stelle, je nach Art der Bewegung des Korpers, bzw. je nach dem Verhalten
der Flichen in der Umgebung des Berithrungspunktes das Gleichgewicht stabil,
labil oder indifferent ist. Das gilt auch im allgemeinen.

Fig. 188.

Die Stiitzkraft fallt wie vorher in die Berithrungsnormale und
ist entgegengesetzt gleich R, der Resultierenden alier Krifte..

7. Der Korper beriihre den stiitzenden Korper in mehreren
Punkten' seiner Oberfliche. Es sei § die Anzahl der Beriihrungen,
so wird, falls letztere voneinander unabhingig vorausgesetzt werden,
der Grad der Freiheit

f=6—p
(vgl. Bd. I, S. 114), denn jede derartige Beriihrungsbedingung setzt
die Bewegungsmoglichkeiten im allgemeinen um 1 herab. Sonach
ist f die Zahl der Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes der
Krifte am Korper. Wir erhalten sie am einfachsten dadurch, da8
wir das Gleichgewicht der Krifte zuriickfiilhren auf das am freibe-
weglichen Korper und zwar, indem wir in jedem Beriihrungspunkte
eine Stiitzkraft angebracht denken, die in der Beriihrungsnormalen
liegt. Dann miissen die simtlichen Krifte die 6 Bedingungsglei-
chungen (V) erfiillen, in . denen die GrdBen der B Stiitzkrifte S,
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik., IL 12
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i=1,2,38,...,8) als einzige Unbekannte auftreten. Eliminiert man
sie aus den 6 Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes (V) fiir den
freibeweglichen Koérper, so erhilt man die f=—6 — f Bedingungs-
gleichungen, denen die Krifte bzw. ihre Angriffspunkte unterworfen
sind, falls das Gleichgewicht am gestiitzten Korper eintreten soll; aus
ihnen finden sich gegebenenfalls die Gleichgewichtslagen des Korpers.

Ist z. B. =2, also der Kérper in nur 2 Punkten seiner Ober-
fliche gestiitzt (s. Fig. 139), so erfordert das Gleichgewicht der Krifte
am Korper in dieser Lage, daf die Krifte
durch eine Dyname ersetzbar seien, deren
Zentralachse ¢ das gemeinsame Lot 17-‘1_F2_ der
beiden Stiitznormalen n, und n, unter rech-
tem Winkel schneidet. Das folgt daraus, daB
die beiden Stiitzkrafte S; und S, in n, bzw.
n, eine Dyade bilden, die mit der Dyname
(R, M) des Kriftesystems im Gleichgewicht
sein muB. Denn die Dyade (S,, §,) 148t
sich durch eine Dyname ersetzen, deren
Zentralachse das gemeinsame’ Lot F,F, von
n, und n, unter rechtem Winkel schneidet.
Der Zusammenhang = zwischen S, und S,
einerseits und der Dyname andrerseits geht dann daraus hervor, daf
die durch Zusammensetzung von §, und S, erhaltene Dyname der
gegebenen (R, M,) entgegengesetzt gleich sein und die gleiche Zentral-
achse haben muB. Das liefert die Beziehungen

S1:|\‘82$R=0

und

S, e sine, 4 S, e,8ina, — M, =0,
in denen ¢, = CF,, ¢,=CF, (s. Fig. 139) und @, bzw. a, die Winkel
zwischen den Normalen n, und n, bzw. der Zentralachse ¢ bezeichnen.
Doch sind darin die vier GréBen e¢,, €,, @,, ¢, ganz bestimmte, wie
aus den auf S. 155 abgeleiteten Formeln fiir ¢, und ¢, in Verbindung
mit der Beziehung a, -+ o, =a folgt. Denn es ist

1—cota, cote, c*—e ¢
cota, - cot e, el te)’
falls M,: R=c gesetzt wird, und folglich, weil ¢, -+ ¢,==e¢=F, F,,

cot @ = cot (e, @) =

€, 6, =¢* -+ cecota.
Somit ergibt sich

___c_!_Ve‘“* 2 __cecota und e———e— V62 c? cob
€1~—-2 4 ¢ q:_z i ce o




Das Gleichgewicht der Krifte an nicht frei beweglichen starren Kérpern. 179

und mit diesed Werten aus den Formeln fiir ¢, und e,

. e e
cota,=-2 und cota,=-1.
¢ ¢

Hat man hiernach a, und a, berechnet, so erhdlt man unmittelbar
sina,
sing

sina,
sing

S, =R S,=R
Lassen sich die auf den Koérper wirkenden Krifte durch eine Xraft
ersetzen, ist also M,=0, so wird ¢, =~e¢,=¢=0, d. h. die Stiitz-
normalen », und m, miissen sich schneiden und zwar auf R, da
die Stiitzkrifte R das Gleichgewicht halten sollen.

Sind nur die Gleichgewichtslagen eines gestiitzten Korpers zu
ermitteln, so ist es in manchen Fillen von Vorteil, die Bedingungs-
gleichungen des Gleichgewichtes unmittelbar, d. h. ohne Einfiihrung
der Stiitzkridfte aufzustellen, indem man von der Definition des
Gleichgewichtes, ndmlich 4 =0, ausgeht. Dieser Weg mag an dem
folgenden Beispiel erldutert werden.

Beispiel: Die vier Eckpunkte eines homogenen schweren Tetraeders
seien gezwungen, sich auf einer starren, ruhenden Fliche zweiten Grades zu
bewegen. Es sei F'(xy2)=0 die Gleichung der Fldche, bezogen auf ein Koor-
dinatensystem, dessen Z-Achse vertikal nach aufwirts gerichtet ist, und L die

Schwere des Tetraeders, dessen Massenmittelpunkt M die Koordinaten &, %, {
habe, dann ist ..

A= —L.-8l=— %(621—{—62,—}— 82,1 82)=0
su setzen, falls zxyxzx (x=1, 2, 3, 4) die Koordinaten der Eckpunkte des

Tetraeders bezeichnen und beachtet wird, daB {=14(2,+ 2;} 2, -+ 2,). Zwischen
den Koordinaten zweier Eckpunkte des Tetraeders besteht die Beziehung

(o) @i —z) + W — )+ (2 — )= las,
falls ;; die Entfernung beider Eckpunkte bedeutet; aus ibr folgt
(a*) (2 — za) (82— o)+ (ys — yn) Bys — Syn) + (2 — 2a) (82s — 322) = 0.

Solcher Gleichungen haben wir sechs, entsprechend den sechs Tetraederkanten.
Ferner gelten die vier Gleichungen

(p) F(‘t“:y"iz")—_—o» x=1,2, 3; 4)
aus denen die vier weiteren
oF oF 8F
‘ —— — — ==
(ﬁ ) ErS (’ﬂn —I'— ay“ ayg + EPm (’Zn 0

bervorgehen. Aus den 11 Gleichungen (a¥), (6*) und 3.4 = 0 lassen sich 10 der
Koordinateninderungen 3@y, dyx, 82x eliminieren und wir erhalten dann eine
Gleichung der Form
P, 8z -+ P8y =0,
in der 8z und 8y zwei der 12 Koordinatenéinderungen dwx, dyx, dzx bezeich-
pen sollen, dagegen &, und &, Funktionen jener Koordinaten selbst. Damit
12%
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vorstehender Gleichung fiir alle moglichen Werte von dz und dy geniigt wer-
den kann, miissen die Gleichungen

®,—=0 und F=0

bestehen, die zusammen mit (a) und (f) 12 Gleichungen zur Berechnung der
12 Koordinaten zx, yx, zx der Tetraedereckpunkte in den Gleichgewichtslagen
des Tetraeders liefern. Die Gleichgewichtslagen selbst sind offenbar dadurch
gekennzeichnet; daB £ in ihnen ein Maximum oder Minimum ist, also die Fliche,
auf der sich der Massenmittelpunkt M zu bewegen gezwungen ist, in den Gleich-
gewichtslagen des Tetraeders horizontale Berithrungsebene besitzt.

Wird ein Korper in fiinf Punkten seiner Oberfliche gestiitzt,
so ist der Freiheitsgrad seiner Bewegung f==1, und letztere selbst
eine’ ganz bestimmte Schraubung. Die auf den Korper wirkenden
Krifte sind an ihm im Gleichgewicht, falls ihre Dyname bei der
Schraubung keine Arbeit verrichtet, also ihre Zentralachse der Be-
dingung (vgl. S. 152)

(04 c)cosy | esiny =0

geniigt, in der ¢ der kiirzeste Abstand und y der Winkel zwischen
Schrauben- und Zentralachse bedeutet, ferner ¢=2M,: R und o eine
durch die Schraubensteigung bedingte GréBe ist.

Besonders wichtig fiir die Anwendungen ist der Fall des Gleich-
gewichtes der Krifte an dem in sechs Punkten gestiitzten Korper.
Hier ist im allgemeinen f==0, d. h. jede Bewegungsmdglichkeit aus-
geschlossen. Das Gleichgewicht der Krifte ist daher bei jedem be-
liebigen Kriftesystem vorhanden. Die Aufgabe bésteht dann nur in
der Bestimmung der GréBe der Stiitzkrifte, deren Angriffspunkte in
den Berithrungspunkten des Korpers mit dem stiitzenden Korper
liegen, und deren Wirkungslinien die Flichennormalen der Stiitz-
punkte sind. Die Berechnung der Stiitzkrifte erfolgt dann mittels
der Bedingungsgleichungen (V) des Gleichgewichtes.

Nicht immer findet die Stiitzung in 6 getrennten Punkten der
Oberfliche des Kérpers statt. Es kann vorkommen, daB einzelne
Punkte des Kérpers auf Kurven zu verbleiben gezwungen sind oder
ein Punkt festgehalten wird. Der erstere Fall deckt sich mit der
Forderung, daB ein Kérperpunkt auf zwei Flichen sich bewegen
mub, aleo auf ihrer Schnittlinie, der letztere mit der, daB der Punkt
gleichzeitig auf drei Flichen sich bewegt. Die Stiitzkraft in einem
solchen Punkte ist dann in ihrer Richtung nicht mehr véllig be-
stimmt; sie wird im ersteren Falle nur an die Normalebene der
Kurve gebunden, im letzteren Falle aber an keinerlei Richtung. Das
bedeutet im ersteren Fall, daB zwei der drei Komponenten der
Stiitzkraft als unbekannt anzusehen sind, im letzteren, daB alle drei
Komponenten bestimmt werden miissen.
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Beispiel: Ein Korper bestehe aus zwei sehr diinnen schweren Stiben, die
in C (s. Fig. 140) starr zu einem Winkel verbunden sind. Dieser Winkel werde in
einem Hohlraum gestiitzt, der von vertikalen und horizontalen ebenen Winden,
sowie von einem Halbkreiszylinder begrenzt wird, wie in Fig. 140 angedeutet.
Das Ende des einen Stabes liege im Schnittpunkt O dreier zueinander senk-
rechter Wiande, das Ende B; des
anderen stiitze sich gegen eine
vertikale Wand. Ferner mdigen
die beiden Schenkel des Winkels
in B, bzw. B, auf der Oberfliche
des Halbkreiszylinders aufliegen.
Die. Stiitzung des Kérpers in O
entspricht drei Stiitzungen auf
drei Flichen; da er auBerdem

”

¥ AT
,,'z/.//(;,—u,/n/u//,//.//’/;

noch in B,, B, und B, gestiitzt i |
wird, so ist er in 6 Punkten, also i J, L e
. iy L 7 77
unbeweglich gestiitzt anzusehen. Vi : e 2
Die Stiitzkraft S, in der Ecke O Z | i I
ist ihrer Richtung nach unbe- A M TG : |
kannt, wir haben deshalb ihre Al ; | ic »
drei Komponenten X,, Y,, Z, 7 Sa Xz
als Unbekannte zu betrachten. 7 - ‘//Hz
Die Stiitzkrafte S, und S, stehen Z Bl i
senkrecht zur Zylinderfliche in 7 7777 7

den Punkten B, bzw. B,;, und
da wir das Koordinatensystem '
go wahlen, daB die Z-Achse in O Fi

senkrecht nach aufwirts gerichtet ig. 140.

ist, und die Y-Achse parallel der

Zylinderachse mit ihr in einer horizontalen Ebene, so werden die drei Kom-
ponenten von S; X,=—§&sinx, ¥,=0, Z =-8,cosx, die von S;
X,=— — S,sinx, ¥, =10, Z, =15, cos «; hierin bezeichnet « den Winkel der Ebene
beider Stibe mit der XY-Ebene. Endlich werden die Komponenten von Sy,
weil diese Stiitzkraft parallel der Y-Achse gerichtet ist, X, =0, Y;=—25;,
Z,=0. Als guBere Krifte kommen nur die Schwerkrifte L’ und L” der
beiden Stibe in Betracht, die in den Massenmittelpunkten M’ bzw. M"” an-
greifen. Bezeichnen x;, yi, 2 (i =1, 2, 3) die Koordinaten der drei Stiitzpunkte
B;(i=1, 2, 8), ferner &', ¢, 2’ bzw. 2", y", 7’ -die Kcordinaten beider Massen-
mittelpunkte, so erhalten die 6 Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes hier
folgende Gestalt:

X,— S,sina — Sysinat = 0; I (Zw ys — Yo 2x) = S, cos ey, | S, cos xy,
—|—:S',,z3—L’y'——L"y"=0;
Y, —S; =0; S (Xn2n—Znwx)=—>8,sincz, — 8, cosaxz,

— 8, sinotz, — Sycosvz, + L'a’ + Lz =0;

Zo+ S,cosx -+ S;coso = r + L', Z(Yuwx— X yx)=-F S sinay,
+ S,sinxy, — S;2;, =0.

Eliminiert man aus der 4. und der 6. Gleichung S;, so erhdlt man mit Benut-
zung der Beziehung z; ==, tanx die Gleichung

Sy + Soys = L'y +L"y") cos,
wihrend aus der 5. Gleichung, weil z, =z, ==acosa-ginx; #, =, =acos’«x,
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I’z + Iz’
acos OC_

8+ 8=
hervorgeht. Damit finden wir
8, = (L'e' 4 L'a")y, — (L'y’ + L"y") acos®x
(¥s — 1) acos
S,— L'y -+ L"y") acos?a — (L'e’ -+ L")y,
G —yy) acosx )
8, = L'y +L'y")sinxcosx '

T3

’

und schlieBlich

Aus den ersten drei Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes erhalt
man dann die Komponenten X,, Y, Z, der Stiitzkraft S, und damit diese
selbst nach Grofle und Richtung.

Die Moglichkeit der Ermittlung der Stiitzkrifte aus den Be-
dingungsgleichungen des Gleichgewichtes hat zur Voraussetzung, daf
diese Gleichungen voneinander unabhingig sind. Ist diese Voraus-
setzung erfiillt, so nennt man die Stiitzkrifte bzw. die Stiitzung
statisch bestimmt. Man iibersieht sofort, daB die statische Be-
stimmtheit vorhanden ist, wenn durch jede Berithrung des gestiitzten
mit dem stiitzenden Korper der Freiheitsgrad um 1 vermindert
wird, also bei f Stiitzpunkten um 8. Geometrisch bedeutet das, da
die f Stiitznormalen nach Lage und Richtung voneinander unab-
héngig sind. Das ist z. B. nicht mehr der Fall, wenn sich fiinf
dieser Normalen durch eine Gerade schneiden lassen. Doch sind die
geometrischen Zusammenhénge zwischen den g Stiitznormalen im
Falle ihrer gegenseitigen Abhéngigkeit nicht einfach genug, um hier
darauf niher eingehen zu kénnen.

Dreiundzwanzigstes Kapitel
Gleichgewicht der Kriifte an in Flichen gestiitzten Korpern.

Im vorstehenden Kapitel haben wir angenommen, daB die Be-
schrinkung der Beweglichkeit der Ké&rper dadurch herbeigefiihrt
wird, dafl sie gezwungen sind, andere Kérper in Punkten ihrer
Oberfliche dauernd zu beriihren. Diese Beriihrung in Punkten,
z. B. bei den Kugeln eines Kugellagers, findet aber streng genommen
niemals statt; vielmehr tritt infolge der Elastizitit bzw. Plastizitit
des Materials, aus dem der Kérper besteht,. immer eine Beriihrung
in einer sehr kleinen Fliche ein. Und in einer groBen Reihe von
Fillen wird die Beriihrung der Kérper schon um der Verhinderung
rascher Abnutzung willen in ausreichend groBen Flichen herbei-
gefiilhrt, wie z. B. in den Kraft- und Arbeitsmaschinen. Um nun
die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes einheitlich fiir die in
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Flichen gestiitzten Kérper aufstellen zu kdnnen, ist es zweckmiBig,
an Stelle der in Punkten angreifenden Stiitzkrafte hier Kréfte ein-
zufiihren, die sich iiber die Stiitzfliche stetig verteilen, und das kann
geschehen unter Benutzung eines neues Begriffes, der sog. Flachen-
kraft. Wir verstehen darunter eine Kraft, die sich nicht auf einen
Massenpunkt bzw. dessen Masse erstreckt, sondern
auf eine Fldache, obwohl sie ihrer Art, bzw. ihrer
Dimension nach vollig mit den Massenpunktkriften
iibereinstimmen soll.

Zwecks moglichster Anschaulichkeit mag zuerst
ein besonders einfacher Fall be-
handelt werden, und zwar der
des schweren Korpers, der in

einer horizontalen ebenen Fliche fﬁf

gestiitzt wird (s. Fig. 141a). Um 72

ihn als frei beweglichen Korper 777777777777

im Gleichgewicht zu erhalten,

denken wir uns in jedem Punkt 4 Fig. 141a. Fig. 141b.

der Stiitzfliche eine senkrecht

zu letzterer gerichtete unendlich kleine Kraft dN angebracht, deren
Grofle dem Flichenelement df in diesem Punkte proportional ist.
Wir setzen also (s. Fig. 141Db)

dN=vy.df
und nennen
,
Y =TF

den Druck oder die Druckspannung im Punkte 4 der Stiitz-
fliche. Wiirden wir annehmen koénnen, daB v in allen Punkten 4
den gleichen Wert », besiBe, so erhielten wir als Resultierende N
aller der Krifte dN

N=fdN =y, [df=v,-F,
falls F die GréBe der Stiitzfliche bezeichnet. Hieraus ergébe sich
N

5'0=i;
und da im Gleichgewichtsfalle N=1I, d. h. gleich der Last des
Korpers wire, so finden wir »,=UL:F abhingig von der GréBe der
Last und der Stiitzfliche. Es ist sonach », eine ganz andere Art
von GroBen, wie die Krifte sind, und zwar haben wir hier die Last
L des Kérpers als die Ursache des Druckes, letzteren sonach als
die Wirkung jener Kraft anzusehen. Diese Bemerkung ist nicht
unwesentlich gegeniiber dem héufig vorkommenden MiBbrauch des
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Wortes ,,Druck® in der Technik, der darin besteht, daB man die

Ursache eines Druckes, also die Druckkraft, vielfach kurz Druck

nennt, wihrend », meist, wenn auch ganz unnétigerweise ,spezi-

fischer Druck® genannt wird. Im folgenden wird » bzw. », stets

nur ,Druck” genannt, die Kraft dagegen, die ihn hervorbringt,
Druckkraft.

Der Druck ist eine sinnlich wahrnehmbare GréB8e, und zwar

mittels der Gefiihls- oder Tastnerven unserer Haut. Dieser Um-

stand hat vielfach zu der Annahme gefiihrt,

daB die Kraft sinnlich wahrnehmbar sei. DaB

(:,:F—-D diese Annahme nicht richtig ist, wird durch

/ folgenden einfachen Versuch bewiesen, der

/' —————_\ allerdings nur mit Menschen mdglich ist, die

[~ / eine so weit entwickelte Druckempfindlichkeit

— besitzen, daB sie Druckunterschiede, die das

Fig. 142. Doppelte bis dreifache einer Druckintensitdt

sind, wahrzunehmen vermdgen. Man stelle

einen schweren Korper, am besten aus Blei, der die Gestalt eines

Rotationskérpers mit sehr verschieden groBen ebenen parallelen

Basisflichen hat (s. Fig. 142), auf die ruhende Hand oder den Arm

eines Menschen mit vorerwihnter Eigenschaft (die experimentell ge-

priift werden kann), der aber sonst ginzlich unbefangen ist, und

Fig. 143a. Fig. 143b.

zwar einmal mit der eihen kleinen und dann mit der anderen groBlen
Stiitzfliche. XKann er nicht sehen, daB es derselbe Kérper ist, so
wird er, nach seiner Druckempfindung befragt, bei der Stutzung in
der kleinen Fliche den Kéorper fiir den schwereren, bei der grofien
fiir 'den leichteren erkldren, obwohl in beiden Fillen die Schwere ja
dieselbe ist. Hieraus geht Hervor, daB er nicht die Druckkraft wahr-
zunehmen imstande ist, sondern den Druck in dem hier dargeleg-
ten Sinne.

Die Verallgemeinerung dieser Betrachtung fiihrt zu dem wich-
tigen Begriff der Spannung. Der Kérper K (s. Fig. 143a) beriihre
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den Korper K, in einer beliebig gestalteten Fliche und sei unter
dem EinfluB der auf ihn wirkenden &ufleren Krifte sowie der
Stiitzung im Gleichgewichtszustande. Wir erhalten den nicht ge-
stiitzten, also frei beweglichen Koérper dadurch in seinem Gleich-
gewichtszustande, daf wir in allen Punkten A4 .der Stiitzfliche
(s. Fig. 143b) unendlich kleine Stiitzkréfte ¢8 anbringen, die sich
iiber die Fliche stetig verteilen und sich auf je ein Element dF
der Stiitzfliche beziehen. Wir getzen nun

dS=o¢-dF
und nennen
as

die Spannung im Punkte A der Stiitzfliche. Die GroBle o ist eine
endliche Grofle und wird im allgemeinen mit der Lage des Punktes
A sich dndern. Da die Stiitzkraft dS an eine Richtung gebunden
ist, so legen wir auch der Spannung eine Richtung bei, und zwar
die der Kraft dS; damit wird sie zu einer gerichteten Grife.

Wie schon aus dem Ausdruck fiir », (s. S. 183) hervorgeht, und (118)
unmittelbar zeigt, ist die Spannungseinheit gleich dem Verhiltnis
der Krafteinheit zur Flidcheneinheit, da die Spannung das Verhilt-
nis einer Kraft zu einer Fliche darstellt. Es ergibt sich folglich
fiir die Spannungseinheit eine abgeleitete Einheit, deren Dimension aus

P, -
0,==-T=P 1 72
I FI I°’r
folgt. Im absoluten MaBsystem ist P,=m,Z,¢,"%, daher
op=m ;71,7
und insbesondere im C.G.S.-System
6;=1Dynem?=1gcm™ 157"

Da diese Spannungseinheit sehr klein ausfillt, wéhlt man meist
die 10%fache, d.i. 6,=10° Dyncm™®=10°gcm™" 5™ und nennt sie
die absolute Atmosphdre. Im M.T.S.-System ist die Druckeinheit
1 vis/m? =1 Sthéne/m?; letztere heiBt in Frankreich ein Piéz.

Im technischen MaBsystem ist P,=—1kg,, d.i. gleich der Kilo-
grammschwere; die Spannungseinheit
6;=1kg cm™?

heiBt die metrische oder auch technische Atmosphéire; sie
entspricht einem Barometerstande von 735,5 mm Quecksilber und
wird héufig mit 1 at (oder umstiéindlicher durch 1 kg/qom) bezeichnet.
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Waiahlen wir zur Darstellung von o, irgendeine Linge, dann
148t sich jede Spannung durch einen Vektor veranschaulichen.

Zerlegt man die Kraft dS. in Richtung der Normalen n» der
Stiitzfliche und der Tangentialebene im Punkt 4 in Komponenten,
so wird (s. Fig. 144)

dN=d8.cosy, dF=dS-siny,

falls v den Winkel zwischen d8 und der nach auBlen gerichteten
Normalen n bezeichnet. Nun kénnen wir aber nach (118)

AN =v».dF, dT—<-dF

setzen, da die Beziehung (118) unabhéngig von der Richtung der Kraft
d8 ist. Sonach findet man
(119) y=g0-co8y, t=g0-8iny,
und wenn man » und z ebenfalls durch Vektoren darstellt, so erkennen
wir, daB sich Spannungen wie Krédfte in Komponenten zer-
legen lassen und umgekehrt auch
zusammensetzen. Man nennt v die
Normalspannung, z die Tangential-
oder Schubspannung im Punkte 4 der
Stiitzfliche. Das Spannungsparallelogramm
ist dem Parallelogramm der unendlich kleinen
Stiitzkréfte dhnlich und dhnlich gelegen.
Da 0 <y <7, so erkennt man, daB
Fig. 144. zwar 7 immer positiv bleibt, dagegen » posi-
tiv oder negativ werden kann, je nachdem

y %?2—; In dem Falle yp <g— ist ¥ nach auBen gerichtet; man nennf

dann v eine Zugspannung oder kurz Zug und bezeichnet sie mit
»,. Wenn dagegen ¢ > %, also » negativ und folglich in-dasInnere

des gestiitzten Korpers gerichtet ist, so nennt man sie Druck-
spannung oder kurz Druck, wohl auch Pressung und bezeichnet
sie mit »,.

Kennt man das Gesetz, nach dem sich Grd8e und Richtung
von ¢ mit den Punkten der Stiitzfliche #ndert, soc lassen sich die
Flachenkrafte zusammensetzen und ergeben im allgemeinen eine ganz
bestimmte Dyname. Denken wir uns der Korper K auf ein belie-
biges Koordinatensystem bezogen, und bezeichnen w_, v, v, die
Winkel der Kraft d S mit den drei Koordinatenachsen, dann sind
die drei Komponenten dX, dY, dZ von d8 in der Form

dX =d8-cosy,=o-cosy,-dF, dY=d#§-cosyp, =gc-cosy, -dF,
dZ=d8 cosy,=o-cosy,-dF
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darstellbar, und wenn wir die Spannungskomponenten
,==0CO8Y,, O,=0COBY,, C,=0CCO8Y,
einfiihren, in der Form
dX =o0,dF, dY= oy-dF, dZ =g, dF,

worin o, 0y O, bekannte Funktionen der Koordinaten eines Punktes
der Stiitzfliche bedeuten. Dementsprechend erhilt man als Kom-
ponenten der Resultierenden aller Flichenkrifte

X=[dX =fo,dF, Y=fade, Z={o,dF,

wobei die Integrationen iiber die ganze Stiitzfliche zu erstrecken
sind. Ferner findet man als resultierende Momente der Flichen-
krifte in bezug auf die drei Koordinatenachsen

M,=[(o,y—o,2)dF, M, =f(s,z2—0,2)dF,
M,=[(o,x—0,y)dF.
GroBe und Richtung von R folgt dann wie friiher aus

R=VX* Y} 2,

ﬁ’ COS8 lx’:E;
ferner das resultierende Hauptmoment und seine Richtung aus

Mh =VM:¢Q + ‘My2 + ‘Mz2’

X
cos @, = 7 cos &, =

cos ﬂz=%, cos f,= %’4, cos B, = %
A h 3

Die Ermittlung der Dyname geschieht wie frither angegeben.

Bcispiele:

1. Die Stiitzfliche sei eine ebene und die Spannung eine Normaldruck-
spannung von in allen Punkten gleicher Grofie v, (s. Fig. 145). Um die Krifte
dN=1v,-d F zusammenzusetzen, legen wir ein Koordinatensystem mit den
Achsen X und Y in die Stiitzfliche, die Z-Achse
senkrecht zu ihr in Richtung von »,. Es wird
dann dX=dY =0; dZ=dN und folglich
X=Y=0, Z=[vdF=vy,[dF=y,-F.
Die Resultierende R aller Druckkrifte d N er-
gibt sich sonach zu

R=2Z=u,F,

und ihre Richtung parallel zur Z-Achse. Be-
zeichnen 2, y, die Koordinaten des Punktes 4,
in der Stiitzfliche, in dem diese von der Wir-
kungslinie der Resultierenden getroffen wird,
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so folgt aus der Momentengleichung fiir die X-Achse
Ry,=fydN=wfydF=v,-F-g,
und aus der fir die Y-Achse
—Razy=—fxdN=—vy,f2dF=—rw»,-F-&;
es wird folglich, weil R= F.»,,

Zy=E&, Yo=1,

d. h. der Punkt 4,, der Druckmittelpunkt genannte Angriffspunkt der
resultierenden Druckkraft R fillt mit dem Massenmittelpunkt M, der Stiitz-
fliche zusammen.

2. Die Stiitzfliiche sei eben, und die Spannung eine Normaldruckspannung »,
die sich proportional dem Abstande der Flachenelemente von einer gegebenen
Geraden ¢ in der Ebene der Stiitzfliche #ndere.
Wir legen zwecks vereinfachter Zusammensetzung
der Stiitzkrifte dN=».-dF die X-Achse des
Koordinatensystems in'die Gerade g, die Z-Achse
senkrecht zur Stiitzfliche durch einen beliebigen
Punkt O von ¢ (s. Fig. 146). Da » proportional
dem Abstand des Flichenelementes dF von g
sein soll, so wiirde dieser Abstand hier =y) der
Ordinate des Punktes werden, in dem der Druck ¥
herrscht. Setzen wir daher

v=ux-Y,

Fig. 146.

unter x eine Konstante verstanden, und beachten,
dafB hier dX=dY¥Y=0, dZ=dN=v-d F=xydF,
so finden wir X=Y=0, Z= [{dZ=x [ydF==x-F-9, falls 4 die Ordinate
des Massenmittelpunktes M, der Stiitzfliche bezeichnet, und somit

R=Z=x-F-1.

Da die Flachenkrifte d N alle parallel sind, so lassen sie sich durch eine
Resultierende ersetzen, die parallel der Z-Achse sein mufB und die Stiitzfliche
in einem Punkt 4,, dem Druckmittelpunlkt, trifit, dessen Koordinaten z,, Yo
aus den Momentengleichungen fiir die X- und Y-Achse, némlich

Ry,=fydN=x[y*dF=xJ,,
—Rzy=-—f2dN=—xfaydF=—=x-Cpy

hervorgehen; in diesen ist J,=[y*d F das dquatoriale Trigheitsmoment der
Stiitzfliche fiir die Gerade g und C,,=[zy dF das Zentrifugalmoment dieser
Flache fiir die X- und Y-Achse. Unter Verwendung des Ausdruckes fiir R
erhélt man sonach
Iz Czy
Yo = jr‘;] s Ty = f,v';]‘ -
Ist z. B. die Fliche eine Rechteck und ¢ eine Rechteckseite, so findet man

3 2 72
mit b als Breite und ! als Linge des Rechteckes J, = ILSZ— y Oay= b—4—l~, F= 5-1,

~

n=7, Wenn die X- und die Y-Achse in zwei Rechteckseiten fallen; damit
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aber wird xo=—g—, yo-:%l und es liegt folglich

der Druckmittelpunkt in der Mittellinie des Recht-
eckes parallel zur Léngsseite [ und teilt letztere
im Verhidltnis 2: 1.

8. In dem Sektor einer Kreiszylinderfliche
herrsche ein gleichméBig verteilter Normaldruck »;
der Radius des Zylinders sei r, die Lainge ! und
der Offnungswinkel « (s. Fig. 147). Wir legen die
Y-Achse des Koordinatensystems in die Zylinder-
achse, den Koordinatenanfang O in die Mitte der
Zylinderlinge und die X Y-Ebene so, dafB sie den
Zentriwinkel- des Sektors halbiert. Da die Stiita-
kraft dN senkrecht auf der Zylinderfliche steht,

so wird hier y, =0, y,= —;5 — vy, und folglich

a
+3

X=[dX = [dN-cos w,:vofdlf’-cos we=2v%1r sin_‘;_ )

a

2
Andrerseits wird hier Y=0, Z=fdZ—=v»,{d F-cosy,==0, womit erkannt
wird, da R=X=2v,1r s'm% und da8 R die Richtung der X-Achse hat.

Ferner erkennt man leicht unmittelbar, daB M,= M, =M, =0, und deshalb
gich die Flichenkrifte ersetzen lassen durch eine einzige Kraft, deren Wir-
kungslinie die X-Achse ist.

Die Stiitzkrifte dS stehen mit den #uBeren Kriften, die auf
den Korper wirken, in dem Zusammenhang, da8 sie ihnen das Gleich-
gewicht halten sollen. Damit werden aber die Spannungen in der
Stiitzfliche noch keineswegs bestimmt. Schon wenn der Kdrper in
drei Punkten, die nicht in einer Geraden liegen, festgehalten wird,
sind die drei Stiitzkrifte in diesen Punkten statisch unbestimmt,
wie wir-fanden; um so mehr in den unendlich vielen Punkten einer
‘Stiitzfliche. Wir kénnen daher nicht erwarten, daB das Gesetz der
Spannungsverteilung in der Stiitzfliche aus den sechs Bedingungs-
gleichungen des Gleichgewichtes sich ableiten 148t, denen die Spann-
krifte dS und die #uBeren Krifte, die auf den Korper wirken,
unterworfen sind. Vielmehr kénnte diese Ableitung in strenger
Weise nur erfolgen unter Beriicksichtigung der plastischen und
elastischen Eigenschaften der Stoffe, aus denen der gestiitzte und
der stiitzende Korper bestehen. Da wir aber die Korper hier als
absolut starr voraussetzen, so bleibt nur die Moglichkeit, beziiglich
der Spannungsverteilung Annahmen zu machen und diese mit den
Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes in Einklang zu bringen.
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Es bedingt aber einen Unterschied, ob die Stiitzung des Kérpers in
einer Fliche eine bewegliche ist, oder nicht. Im allgemeinen ist ja bei
Beriihrung zweier Korper in einer Fliche jede gegenseitige Bewegung
ausgeschlossen (vgl. hierzu Bd. I, 8. 116). Nur bei Beriihrungen in
besonderen Flidchen, den sogen. sich selbsthiillenden Flichen
ist eine Bewegung moglich, deren Freiheitsgrad von der Flidchenart
abhéingt. So ist z. B. bei Schrauben- und Rotationsflichen f=1,
bei Kreiszylinderflichen f=2 und bei Kugelflichen und Ebenen
f=3. In den letzten beiden Fillen (f=2 und f=3) wird man
die Stiitzkrdafte senkrecht zur Fliche wihlen, weil sie sonst bei einer
Bewegung des Korpers eine Arbeit verrichten wiirden. Es ist damit
wenigstens die Richtung der Spannungen bestimmt, indem man
=0, also 6= wihlen wird. Das geschieht auch in den Fillen
f==1, obwohl die Berechtigung dazu nur fiir die Bewegungsrichtung
vorhanden ist.

Was nun die Annahmen beziiglich des Verteilungsgesetzes der
Spannungen anlangt, so richten sich diese einerseits nach der Art
der Inanspruchnahme des Korpers durch die &uBeren Kréfte, andrer-
seits aber nach dem elastischen bzw. plastischen Verhalten der
Stoffe, aus denen die sich beriihrenden Ko6rper bestehen. Maligebend
ist insbesondere der Gesichtspunkt, daB die Annahmen zu Ergeb-
nissen fiilhren, die mit den Beobachtungen in der Wirklichkeit in
hinreichender Ubereinstimmung stehen. Wie wir dabei im beson-
deren verfahren, soll an dem Beispiel des schweren Korpers, der auf
einer horizontalen Ebene gestiitzt ist, erldutert werden.

Es sei der Korper K (Fig. 148) nur seiner eignen Schwere L
unterworfen, deren Wirkungslinie durch den Schwerpunkt M geht.
Nehmen wir in der ebenen Stiitzfliche - F des Korpers einen gleich-
mibig verteillen Normaldruck v, an, so
wiirde dieser aus der Bedingungsgleichung
des Gleichgewichtes R=N=L folgen
miissen (s. 8. 187), also sich zu &

Vo—_‘—-F

ergeben, falls den iibrigen Bedingungen des

w Gleichgewichtes hier geniigt wird, nimlich
Fig. 148. der Druckmittelpunkt 4, mit dem Massen-
mittelpunkt M, der Stiitzfliche zusammen-
fallt.. Das ist hier nur moglich, wenn der Korperschwerpunkt M
vertikal iiber M, liegt, woraus die wichtige Folgerung hervorgeht:
Die Annahme konstanten Druckes in der horizontalen
Stitzflache schwerer Koérper ist nur zuldssig, wenn der
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Massenmittelpunkt der Stiitzfliche in einem Lote mit dem
Korperschwerpunkt liegt.

Aber auch dann ist die Zuldssigkeit der Annahme noch immer
abhingig von dem elastischen und plastischen Verhalten des Mate-
rials des gestiitzten und des stiitzenden Korpers. Wenn z. B. der
gestiizte Korper aus festem Stein bestiinde, der stiitzende aber aus
nachgiebigem Boden, so miilte man damit rech-
nen, daBl letzterer nach dem Rande zu etwas
ausweicht, und demnach der Druck » abnimmt.
Eine erste Anndherung an.die Wirklichkeit diirfte
dann die Annahme v =1v,_ —x@? sein, worin ¥,
den Druck im Massenmittelpunkt M, (s. Fig. 148a)
und » den in den Flichenelementen im Abstand o
von M, bezeichnet, und # ein Konstante ist.
Denkt man sich die » durch Vektoren in den
einzelnen Punkten der Stiitzfliche dargestellt, so liegen deren End-
punkte auf einem Rotationsparaboloid, dessen Achse das Lot durch
M, bzw. den Korperschwerpunkt M ist.

Wenn der Korperschwerpunkt nicht vertikal iiber ‘M, liegt,
dann muf} beziiglich der Spannungsverteilung eine andere Annahme
gemacht werden, und zwar wihlt
man als einfachste die, welche dem
Beispiel 2 (S. 188) zugrunde liegt,
nimlich, dall ¥ sich proportional
dem Abstandeder Flachenelemente
von einer Geraden g &ndert, also,
falls u diesen Abstand bezeichnet,

—— —t

pN
=)

N

U Y

S

(120) v=x-u

gesetzt werden konne. Nach allen
Erfahrungen steht diese Annahme
mit der Wirklichkeit in guter Uber-
einstimmung, solange beide sich
berithrende XKorper hinreichend
fest sind, um als starr betrachtet
werden zu Lkonnen. Die XKon-
stante x in dieser Beziehung und
damit der Druck in den einzelnen Fig. 149.

Punkten der Stitzfliche folgt aus

den Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes zwischen der Schwere
L des Korpers und den Flichenkriften. Um diese Gleichungen auf-
stellen zu konnen, wihlen wir das Koordinatensystem wie folgt.
Wir legen (s. Fig. 149) die X- und Y-Achse in die beiden Haupt-
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achsen der Zentralellipse der Stiitzfliche wund die positive -
Z-Achse senkrecht zu letzterer entgegengesetzt zur Richtung der
Last L. Der Punkt 4,, in dem die Wirkungslinie von L die Stiitz-
fliche trifft, habe die Koordinaten z, und y,, und die Gerade g,
deren Lage erst bestimmt werden mulB, den Abstand M;Q == p vom
Massenmittelpunkt M, der Stiitzfliche; letzterer schlieBe mit der
X - Achse den Winkel ¢ ein. In einem beliebigen Punkte 4 der Stiitz-
fliche sei» der Druck; dieser soll also, falls AK —wu den Abstand des
Punktes 4 von g bezeichnet, der Beziehung (120) geniigen. Beachten
wir, daBB X, =Y, =0, Zy =Z=—0L und dN =v-dF parallel der
Z-Achse ist, so erhalten wir aus (V) folgende drei Bedingungs-
gleichungen des Gleichgewichtes, da die anderen drei, wie man un-
mittelbar erkennt, identisch Null sind:

JIN—L=0, —[ydN-+Ly,=0, [zdN—Lz,=0.
Beriicksichtigt man, da8 dN =v-dF =x-u-dF, und benutzt, daBl

u=—p—zcosx—ysina,
so erhilt man die drei Gleichungen
%{pfdF —cosqfexdF —sineafydF}=L,
%#{pfydF —cosafzrydF —sinefy*dF}=Ly,,
%{pfxdF —cosafa*dF —sing fzy dF} = Lzx,.
Beachten wir weiter, da die X- und Y-Achse sich im Massen-
mittelpunkt M, der Stiitzfliche schneiden, so werden die statischen
Momente [xdF und [ydF der Stiitzfliche zu Null; ferner wird
auch das Zentrifugalmoment C’my—:fxy dF =0, weil die genannten
Achsen Haupttrigheitsachsen sind. Es gehen sonach die drei Glei-
chungen, in denen wir noch [y*dF=J, und [2?dF=1J,  setzen,
iiber in die einfacheren
xpF=L, —=using-J,, =Ly, —xcos a-va=Lx0,
aus denen %, p und « hervorgehen. Setzen wir »x==L:Fp in die
beiden letzten Gleichungen ein, so erhalten wir die Ausdriicke
(121) sina:_F-yO_’ ‘cosa=_F-x0,
p J‘"lx p me
die erkennen lassen, daB der Angriffispunkt A, der resultierenden
Druckkraft, bzw. der von L negative Koordinaten haben muB, falls

p>0 und o« zwischen 0 und-%K liegen, d. h. die Gerade g die

positive X- und Y-Achse schneiden soll, wie in Fig. 149 angenommen
wurde. Daraus geht hervor, daB der Massenmittelpunkt M, der
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Stiitzfliche stets zwischen A, und der Geraden g liegen muB. Die
beiden Koordinaten x, und y, des sogen. Angriffspunktes oder
Druckmittelpunktes 4, bestimmen die Lage der Geraden g fiir
eine gegebene Stiitzfliche vollstindig, und zwar erhilt man sie aus
(121) zu

= /<Jx )ﬂ (Jy )2 — Imy Yo
M
(121a) p=1:F ‘/ » + und tanea y .

z maz" To

Diese so - bestimmte Gerade g heiBt die Nullinie der Stiitz-
fliche, und zwar, weil in ihren Punkten »=0 wird. Weiter er-
sieht man, daB die Spannung v fiir die Flichenpunkte zu beiden
Seiten der Nullinie entgegengesetztes Vorzeichen erhdlt, und das be-
deutet, daB auf der einen Seite der Nullinie in der Stiitzfliche
Druckspannungen, auf der anderen Seite Zugspannungen vorhanden
sind, denn « besitzt je nach der Lage des Punktes 4 positives oder
negatives Vorzeichen. Da sich im vorliegenden Falle im Punkte
M, die Spannung

L
(122) TW=%P=7F
ergibt und diese notwendig eine Druckspannung ist, so wiirde der
Fléchenteil, in dem M, und 4, liegen, Druckspannungen aufweisen,
der andere (falls dies moglich ist) Zugspannungen. Die Spannung
vy hat hierbei dieselbe GroBe, als ob sich der Druck gleichmiBig
iber die Stiitzfliche verteilen wiirde.

Man ersieht, daB der Druck seinem Absolutwert nach zunimmt
mit der Entfernung des Flichenelementes von der Nullinie. Be-
zeichnet u, den absolut groBten Wert von u, so erhalten wir

__Lu,
ma.x(v)—x-um———i,—z—’,
diese kann entweder eine Zug- oder eine Druckspannung sein.

Die Nullinie 148t sich zeichnerisch verhéltnisméBig einfach nach
dem Verfahren von Mohr ermitteln. Fiithren wir in (121) die Haupt-
trigheitsradien g, und o, mittels der Beziehungen J, =F-p?,

. 2 - ..
Jmy="F-0, ein, so gehen sie in

iiber. Benutzt man nun den Umstand, daB
a,cose==p=a,sina,
worin M, ¢, =a, und M@ =a, die Achsenabschnitte der Nullinie

bezeichnen (s. Fig. 149), so lassen sich vorstehende Gleichungen auf

die Form
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. I, 13
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(—=zg)a,=¢, (—¥y))a,=es"

bringen, die zu folgender Konstruktion der Punkte G, und G, fiibrt.-
Wir tragen die Strecke M, B, B, =g, auf der Y-Achse von M, aus auf
(s. Fig. 150) und ziehen die ‘Senkrechte R,G, zu F R, Qann er-
halten wir im Schnittpunkte mit der Y-Achse a,. In gleicher Weise
errichten wir, falls My B =g_, zu F R, die Senkrechte, die auf der
Y-Achse @, ausschneldeb die Verbmdungsgerade @, G, ist die gesuchte
Nullinie. Die Rlchtlgkem der Kon-
struktion folgt aus dem bekannten
Satze, daB das Quadrat der Hohe
eines rechtwinkligen Dreieckes auf
der Hypothenuse gleich ist dem Pro-
dukt aus den beiden Hypothenusen-
abschnitten, in die der LotfuBpunkt
die Hypothenuse zerlegt. Hierbei
ist zu beachten, dal (—z,) den
auf der negativen X-Achse auf ge-
tragenen Absolutwert M, F, von z,
bezeichnet, ebenso (—y,) den Wert -
M, F,. _

Wie -die bisherigen Betrachtungen zeigen, ist jedem Angriffs-
punkte A, in einer gegebenen Stiitzfliche eine Nullinie eindeutig
zugeordnet, wie auch umgekehrt jeder Nullinie ein eindeutig be-
stimmter Angriffspunkt, was aus den Formeln (121) unmittelbar
folgt. Man nennt deshalb Angriffspunkt und Nullinie einander
konjugiert. Dieser Zusammenhang zwischen beiden 148t sich auch
rein geometrisch darstellen, und zwar unter Verwertung der Zentral-
ellipse der Fliche. Bezeichnet man mit X, Y die Koordinaten dieser
Ellipse fiir das gewidhlte Koordinatensystem und mit 4 und B ihre
beiden Halbachsen, so hat ihre Gleichung die Gestalt

Xz Y2
nTR=b

_V/Iny  p_ v Tz
A = V—F, B == F s
falls fiir die Zentralellipse die durch (31) bestimmte Konstante (siche

S. 43) gewihlt wird. Die Einfiihrung der Halbachsen 4 und B in
(121) liefert dann die Beziehungen

Fig. 150.

und darin ist

gin Yo cosa Z,

5 B p 4
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und mit diesen geht die Gleichung der Nullinie, d. i.

U=p-—xcosa—ysina=0

iiber in
(123) _l_zxo +yy0___
oder in
x(;:’o) _]L_y(;éyo) —1.
Dag ist aber die Gleichung der Polaren der Zentralellipse fiir
einen Punkt A4’, dessen Koordinaten 2’ = — z,, ¥’ = —1y, sind. Wir

wiirden folglich die Nullinie als Polare der Zentralellipse fiir einen
Punkt, der zu A4, in bezug '
auf den Massenmittelpunkt M,
symmetrisch liegt, auffassen
und erhalten konnen. Man
nennt deshalb diese Polare
auch die Antipolare fiir den
Angriffspunkt 4, in bezug auf
die Zentralellipse, und umge-
kehrt nennt man 4, den Anti-
pol der Nullinie fiir die Zentral-
ellipse. Hat man die Zentral-
ellipse gezeichnet (s. Fig. 151), \
so 148t sich zu jedem Punkt 4, Ap
die Antipolare zeichnerisch er-
mitteln, indem man zu dem Fig. 151.
symmetrischen Punkt A4’ die
Polare aufsucht, sei es mittels zweier Tangenten, von A4’ aus,
deren Berii,hrungspunkte B, und B, miteinander verbunden die
Polare zu A’ ergeben, sei es mittels eines vollstindigen Vierseits
1 2 3 4, dessen einer Diagonalenschnittpunkt (III) nach A’ gelegt
wird. Die Umkehrung des Verfahrens ergibt 4, als Antipol zu einer
gegebenen Nullinie.

Da

y=xu=2x(p—xcosa—ysina)
=y (1 +xx0+yy0)

gich ergibt, so erkennt man aus diesem Ausdruck infolge der Ver-

tauschbarkeit von z und z,, bzw. y und y, sofort den Satz: Die

Spannung v in einem Punkte A(xy) der Stiitzflache, ver-

ursacht durch eine Normalkraft im Punkte 4,, ist gleich

der Spannung in 4,, verursacht durch dieselbe Kraft in
13*
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A; er wird der Satz von der Gegenseitigkeit der Spannungen
genannt.

Von Bedeutung ist in manchen Féllen, ob die Nullinie die
Stiitzfliche durchschneidet oder ob sie auBlerhalb derselben verliuft.
Wir erkennen das am einfachsten, indem wir uns zunichst vorstellen,
dafl sich die Lage des Angriffspunktes
A, nur auf einer bestimmten durch
M, gehenden Geraden #&ndern kann.
SchlieBt diese Gerade (s. Fig. 152) mit
der negativen X-Achse den Winkel g
ein Bo isb

tan =y, :2,

und folglich nach (121)

1 S
Fig. 152. tan 8 =7’ﬂ- -tana.

my

Hieraus geht hervor, daB a dasselbe bleibt fiir alle Lagen von
A, auf dieser Geraden, die man kurz die Angriffslinie nennt, da8
also alle die Nullinien, die sich den verschiedenen Werten MO—A0=e
zuordnen, parallel sind. Unter diesen Nullinien ist auch eine, die
die Umfangskurve der Stiitzfliche beriihrt; wir wollen sie kurz die
Tangente an die Stiitzfliche nennen. Dieser, nimlich g, ordnet sich
ein ganz bestimmter Punkt K auf der Angriffslinie zu, welcher Kern-
punkt genannt wird. Da nun zwischen p und M 4,=Vz, -}y, =e
die aus (121) folgende Beziehung

F.pe=VJ,J? sin2a+me2cos’a
besteht, so erkennt man, daf fiir alle Punkte A4, deren M 4,=c¢
kleiner als I\_AO—K ist, die zugeordnete Nullinie auBlerhalb g, liegt,
also die Stiitzfliche nicht schneiden kann, wihrend fiir e > M K
notwendig g die Stiitzfliche schneidet; in letzteren Falle wiirden
sonach in der Stiitzfliche sowohl Druck- als Zugspannungen auf-
treten.

Die angestellte Betrachtung gilt fiir alle Angriffslinien durch M; auf
jeder derselben findet sich ein Kernpunkt K, und der geometrische Ort
der Kernpunkte ist eine Kurve, die sogenannte Kernkurve, welche
eine bestimmte Fliche umschlieBt, die Kernfliche oder der Zen-
tralkern der Stiitzfliche genannt wird. Je nachdem der Angriffspunkt
A, innerhalb oder auBerhalb des Zentralkernes liegt, fallt die zu-
geordnete Nullinie auBlerhalb oder innerhalb der Stiitzfliche, und
wenn A4, auf der Kernkurve liegt, berithrt die Nullinie die Begren-
zung der Stiitzfliche. Diese drei Moglichkeiten werden durch die
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Figuren 153 a, b und c dargestellt, und zwar zugleich mit der ent-
sprechenden Spannungsverteilung. Das Maximum der Druckspannung

L f
//f’::f,. ~ |
( @)
\-%| ¥y
g — U
=]
| l.‘rIa Vg !
Yol | | H‘{-. ] m T
LT T LT TRy
Fig. 153 a. ¥ig. 158b.

v, liegh in dem Punkte des Umfanges der Stiitzfliche, der von der

Nullinie den groften Abstand wu,, hat; es ist v, —x-u,—w,- &

Der Satz, daBl die Nulllinie die Stiitzfliche nicht schneidet, fzﬁls
4, im Zentralkern. liegt, erleidet eine Ausnahme bei Stiitzflichen
mit Doppeltangenten, wie z. B. der in Fig. 154 gezeichneten, denn
die Tangenten an die Begrenzungslinie der Fliche zwischen B, und
B, wiirden die Fliche schneiden. In solchem Falle mufl die Ge-
rade B, B, als ein Teil der Flichengrenze an-
gesehen werden und der Zentralkern fiir die in 8,
dieser Weise begrenzte Stiitzfliche bestimmt, damit
der Satz giiltig bleibt.

Die Ermittlung der Kernkurve erfolgt analy-
tisch am einfachsten unter Benutzung der Formeln
(121), indem man den Zusammenhang zwischen p \/
und « aufsucht, der bei einer gegebenen Stiitz- Fig. 154.
fliche fiir deren Tangenten besteht und mittels
der Gleichung der Begrenzungskurve den Zusammenhang zwischen
den Koordinaten z,, y, des Kernpunktes aufsucht.

Beispiel: Die Stiitzfliche werde durch eine Ellipse von der Gleichung

w! yﬂ

@ TE=1

begrenzt. Bezeichnen &,  die laufenden Koordinaten der Tangente an die
Ellipse im Punkte z, y, 8o ist deren Gleichung bekanntlich

E—2) 5+ 0—vFH=0

Aus letzterer folgen sofort die Achsenabschnitte der Tangente
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M—oﬁ=a,=a—n und MO—T———a —-——l—)1
z A
und mittels der Beziehungen (121)
LT S N T SR R

T Fy, sina ¥ gy Fz, cosa

Ausdriicke fiir # und y, die in die Gleichung der Ellipse eingesetzt, als Glei-
ohung der Kernkurve in den Koordinaten zx==z,, =1,

2 2
T T 7L
(Fa) (Fb)
Iny _ @ Inzr b
ergeben, also wieder eine Ellipse mit den Halbachsen =- und =

Fa 4 Fbp 4~
Ist a=b=R, also die Stiitzfliche ein Kreis, s0 erhilt man als Kernkurve

. . . . R
wieder einen Kreis vom Radius y

Geometrisch bzw. zeichnerisch ermittelt man am zweckméBigsten
die Kernkurve als geometrischen Ort der Antipole der Stiitzflichen-
tangenten in bezug auf die Zentralellipse. Hierbei ist ein Satz von
groBem Vorteil, der leicht aus der Gleichung (123) der Nullinie ab-
geleitet werden kann. Alle Strahlen eines Biischels, dessen Triger
ein beliebiger Punkt J der Ebene mit den Koordinaten x;y; ist,
kénnen als Nullinien der Stiitzfliche, also als Antipolaren von be-
stimmten Punkten der Ebene aufgefat werden; die Koordinaten z,y,
der letzteren haben nur der Gleichung (123) zu geniigen, die hier
die Gestalt

_}_yo./a_*_l_o

annimmt, Diese Gleichung ist linear in #; und y,;, und stellt sonach
eine Gerade dar, und zwar ist diese Gerade die Antipolare des
Biischeltrigers J in bezug auf die Zentralellipse.

Dieser Satz ist sehr branchbar fiir geradlinig begrenzte Stiitz-
flichen, denn jeder Eckpunkt E einer solchen ist der Triger eines
Biischels von Tangenten, die durch ihn gehen, und folglich liegen
die zugeordneten Kernpunkte auf der Antipolaren des Eckpunktes
n bezug auf die Zentralellipse.

Beispiel: Die Stiitzfliche sei ein Rechteck von der Breite  und der Héhe &
(s. Fig. 155), dann werden die Halbachsen der Zentralellipse

o fmy [ RB® b _JImz [ BB -

A=VF = 12-hb—§‘/§’ B_\/ 1206 ‘/

Fiir die Rechteckseite E, E, als Tangente der Stiitzfliche ergibt sich aus (121),
.

weil hier p= g, a=g, #H= 0, yp=— 2; der E, E, zugeordnete Kernpunkt
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K, liegt sonach auf der negativen Seite der Y-Achse, und zwar ist M, K,
=2 In der gleichen Weise findet man die den anderen Rechteckseiten zuge-
ordneten Kernpunkte in den Abstinden —}—g bzw. ig von M, auf den Haupt-

trigheitsachsen. Benutzen wir nun den oben bewiesenen Satz, so liegen die
Kernpunkte fiir alle Geraden durch den Eckpunkt E, auf der Geraden, die
K, und K, verbindet, und diese Gerade g, ist die Antipolare des Eckpunktes &,
bzw. die Polare des Eckpunktes E; in bezug auf die Zentralellipse. So finden
wir als Kernkurve den Umfang eines Rhombus, dessen zueinander senk-
rechte Diagonalen die Lingen -133 bzw. g haben. Hierauf fuBt die bekannte
Regel: sollen in einer rechteckigen Stiitzfliche nur Druckspannungen auftreten,
so mull der Angriffspunkt der HuBeren Kraft auf der Symmetrieachse des
Rechteckes im inneren Drittel der Rechteckbreite bzw. -hthe liegen.

Wie dieses Beispiel zeigt, hitte sich die Kernkurve des Recht-
eckes unmittelbar durch die vier Antipolaren zeichnerisch erhalten
lassen, die den vier Eckpunkten des Rechteckes zugeordnet sind.

- ’ .'. | E -‘E;."

X i AP, \
| 2 N
:;!_‘\ | N
P - T
; 3
Fig. 155. Fig. 156.

Das gilt- wesentlich allgemeiner, denn aus der Gleichung (123) der
Antipolaren 148t sich sofort der SchluB ziehen, dafl die den Punk-
ten der Begrenzung der Stiitzfliche zugeordneten Anti-
polaren die Kernkurve umhiillen, weil ein und nur ein Punkt
auf jeder dieser Antipolaren der zur Tangente der Stiitzflichen-
grenze zugeordnete Kernpunkt sein muB. Hierauf beruht das zeich-
nerische Verfahren zur Ermittlung der Kernkurve als Eingehiillte
ihrer Tangenten.

Wird der schwere Korper auf seine Unterlage nur aufgesetzt,
so konnen in der Stiitzfliche nur Druckspannungen auftreten, weil
an den Stellen, wo sich Zugspannungen befinden, ein Abheben des
Korpers von dem stiitzenden Korper stattfinden muB. Schneidet in
diesem Falle die Nullinie die Stiitzfliche, so kommen fiir das Gleich-
gewicht zwischen der Last L und den Flichenkriften nur die Druck-
krifte in Frage, die auf der einen Seite der Nullinie liegen (s. Fig. 156);
als Stiitzfliche kommt dann nur der Teil der Basisfliche des Korpers
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in Betracht, der auf der Druckseite der Nullinie sich befindet, und
da man die Lage der Nullinie zunichst nicht kennt, so miissen die
drei Gleichungen auf S. 192, die bisher zur Ermittlung der Nullinie
dienten, fiir ein willkiirlich gewédhltes Koordinatensystem aufgestellt
und die dort auftretenden Integrationen nicht iiber die urspriingliche
Stiitzfliche ausgedehnt, sondern nur bis zur Nullinie als Flichengrenze
erstreckt werden. Es treten dann p und « in den Integralen auf
und das fiihrt' im allgemeinen zu sehr verwickelten Gleichungen. In
besonderen Fillen konnen sie jedoch wesentlich einfacher werden
und zwar bei Flichen mit orthogonalen Symmetrieachsen, falls der
Angriffspunkt auf einer derartigen Achse liegt.

Beispiel: Die Stiitzfliche sei ein Rechteck und der Angriffspunkt 4, liege auf
einerder Symmetrieachsen auBerhalb der Kernfliche; esseialso, fallsM,den Massen-

mittelpunkt der urspriinglichen Stiitzfliche bezeichnet (s. Fig. 157) M0A0=e>g .
Bezeichnet M,Q = p den Abstand der Nullinie gg von M,, so erhilt die stiit-
zende Rechteckfliche statt b jetzt nur die Breite g+ p=ug, falls der Korper

nur auf den stiitzenden Korper aufgesetzt war. In diesem Falle ist nun 4
der Kernpunkt der neuen Stiitzfliche, also BA,=14}z, und weil andrerseits

BA0=I§)— e, so folgt z=3 (g—— e), womit die Lage der Nullinie bestimmt

wird. Aus der Bédingungsgleichung des Gleichgewichtes

. 1 L=J‘yd‘F=7‘f“dF:xF"g=-§~xhz’
B folgt dann

2

o | oI 8L
Y 4 1 x=m=§lt(b—2e)“
V] :1 ™ und damit
‘ J' max (v)=ym=xum=xx=3—méf—_—2'—ej;
I
e es wird sonach »,, wesentlich gréfer, als wenn die
Fig. 157. Stiitzfliche auch Zugspannungen aufzunehmen ver-

mochte.

Unsere Betfachtungen bezogen sich zunichst nur auf den schweren
Korper, der auf ebener horizontaler Stiitzfliche ruht. Sie lassen
aber eine wesentliche Verallgemeinerung zu, und zwar eine Ausdeh-
nung auf den Fall, daB die Resultierende aller auf den Korper wir-
kenden Krifte nicht senkrecht zur Ebene der Stiitzfliche steht. Wir
brauchen nur in allen Flichenpunkten zur Wirkungslinie w, der Re-
sultierenden R parallele Spannungen o anzunehmen (s. Fig. 158) und
als Anderungsgesetz

=% u,

falls 4 den Abstand des Flichenelementes in einem beliebigen Punkte A
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der Stiitzfliche von einer Geraden g in der Ebene der Stiitzfliche
bezeichnet.~ Denn zerlegen wir sidmtliche Krifte in Komponenten
senkrecht zur Stiitzfliche und in der letzteren, so gelten fiir die
Normalspannungen ¥ =o¢-cosg die vorhergehenden Ergebnisse un-
mittelbar, die tangentialen Flichenkridfte dagegen miissen mit der
Komponente 7= R sin p im Gleich-
gewicht sein, und die entsprechenden
Bedingungsgleichungen des Gleich-
gewichtes fiithren auf dieselben Glei-

Fig. 158. Fig. 159. Fig. 159a.

chungen, weil 7—=v-tangp und T=N-tang ist. Sind die Kérper
in der Stiitzfliche nicht fest verbunden, sondern gegeneinander be-
weglich, so wird das Gleichgewicht beziiglich der Schubkrifte meist
vermittelt durch die sogenannten Reibungswiderstinde, auf die spiter
ausfiihrlich eingegangen werden soll.

Beispiel: Ein keilférmiger Korper werde in zwei ebenen Flichen (s. Fig. 159),
die mit der Wirkungslinie der auf den Korper wirkenden &duleren Kraft P die
Neigungswinkel y, und p, bilden, gestiitzt. Soll zwischen den Fléchenkriften
der Stiitzflichen und P Gleichgewicht bestehen, so miissen die Wirkungslinien
der Resultierenden S, und S, der Flichenkréfte mit der von P in einer Ebene
liegen und in einem Punkte @ sich schneiden, ferner die drei Krifte ein
geschlossenes Kriftedreieck (s. Fig. 159a) bilden, aus dem

__ sinogy S — P sin ot,

sin (ot; + og)’ 3 sin (o2, - o)

folgen. Ist S; und «, gegeben, so findet sich dann aus vorstehenden beiden
Beziehungen S, und o,; ferner wird auch 4, bestimmt, wenn A4, bekannt bzw.
gegeben ist. Die Spannungsverteilung wurde hierbei, wie vorher erwihnt, an-
genommen, nimlich in jeder der beiden Stiitzflichen zu S, bzw. S, parallele
Spannungen, die dem Proportionalititsgesetz o= x-w folgen. Eine derartige
Annahme liegt der statischen Theorie der Gewdlbe zugrunde; jeder Stein des
Gewdlbes stellt einen keilformigen belasteten Korper dar, der in zwei ebenen
Flichen gestiitzt wird. Man betrachtet das Gewdlbe als tragfihig, wenn die
Angriffspunkte 4,, 44, ... in dem Zentralkern der Stiitzflichen liegen, also
im inneren Drittel der Gewdlbdicke, falls die Stiitzflichen Rechtecke sind, wie
gewOhnlich.

8, =
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Die Annahmen, welche beziiglich des Anderungsgesetzes der
Spannungen in der Stiitzfliche gemacht werden, richten sich auBer
nach dem elastischen und plastischen Verhalten des Materials, aus
dem die sich stiitzenden Korper bestehen, einerseits nach den duBeren
Kriften, die auf den gestiitzten Korper wirken, andrerseits aber nach
der Art ‘der Stiitzflichen. Allgemeines 148t sich hierliber nicht sagen,
auller, da die Annahmen derart zu wihlen sind, daB sie den Be-
dingungsgleichungen des Gleichgewichtes zwischen den #uBleren und
den Flichenkriften geniigen. Es kann sich daher hier nur darum
handeln, an Beispielen zu zeigen, welche Annahmen zweckmiBig sind.
Derartige Beispiele werden, besonders in den Untersuclkungen iiber
die Reibungswiderstdnde, noch mehrere folgen; es mag daher hier
nur noch ein Beispiel, und zwar das der Stiitzung in einer Schrau-
benfliche, als Erliuterung zu den allgemeinen Gesichtspunkten folgen.

Beispiel:Eine flachgingige Schraube (s. Fig. 160) mit vertikaler Achse soll zur
Hebung einer Last L verwendet werden, deren Wirkungslinie in die Schrauben-
achse fillt. Die Stiitzung der Schraube erfolgt durch eine ruhende Schrauben-
mutter, die die Schraubenspindel in einem bestimmten Teile einer orthogonalen
Schraubenfliche beriihrt. Die Radien der begrenzenden Schraubenlinien seien

T
2

r, und 7,, der mittlere Schraubenradius r= , der Steigungswinkel der

mittleren Schraubenlinie sei oc. Wir nehmen in der stiitzenden Schraubenfliche
einen gleichméBigen Normaldruck », ‘an, so dal auf ein- Flichenelement der
Schraubenfliche die Kraft d N=w»,dF ent-
fillt; diese Kraft denken wir uns im Ab-
stande r'von der Schraubenachse angreifend
und letztere unter demt Winkel « kreuzend.
Zerlegen wir d N in Komponenten in Rich-
tung der Schraubenachse und senkrecht zu
ihr, so stehen erstere mit der zu hebenden
Last L in der einfachen Bezichung

JdN-cosa — L=0,

die aus der Gleichgewichtsbedingung folgt;
die Integration erstreckt sich hierbei auf alle
Elemente der Schraubenfliche, in der die
Beriihrung statt hat. Eine weitere Gleichung
folgt aus der Forderung, daBl das resultierende
Moment aller Fldchenkrifte fiir die Schrauben-
achse dem Moment der #uBeren Krifte ent-
gegengesetzt gleich sei. Letzteres setzen wir
Fig. 160. als das eines Kriftepaares voraus, das durch

zwei gleich groBe Krifte P im gleichen Ab-

stande @ von der Achse gebildet wird, die

die Schraubenspindel mittels eines Hebels drehen. Diese Gleichung wird daher

JrdN sina—2Pa=0.

Da in beiden Integralen « und r als Konstanten zu betrachten sind, nehmen
die Gleichungen die Formen
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vooosa [ dF =1L, vorsina [ dF =3Pa= M,
an; aus ihnen folgt sofort
M,—=L-r-tan«x.

Soll also die Last L gleichformig gehoben werden, so ist dazu das Moment M,
erforderlich; dabei ist jedoch der Reibungswiderstand der Bewegung der
Schraubenspindel in der Mutter nicht beriicksichtigt worden. Ist n die Anzahl

der berithrenden Schraubengiinge, alsofcosoc-dF:nn(r,’—rf), so wird

vw=L:na(ri—r2).

Vierundzwanzigstes Kapitel.
Gleichgewicht der Krifte an Verbindungen starrer Kt')rp er.

Die Verbindungen starrer Kérper konnen unbeweglich oder
beweglich sein. Beispiele der ersteren Art bilden alle die Bauten
in Stein, Holz und Eisen, die zum Aufnehmen und Beftrdern von
Lasten bestimmt sind, wie Triger, Dachstiihle, Briicken usw., der
letzteren Art die Maschinen. Beziiglich der Bedingungen des Gleich-
gewichtes der Krifte sind beide Arten von Kérperverbindungen darin
unterschieden, dafl im ersteren Falle sich. die Verbindung wie ein
einziger starrer Korper verhdlt, an dem die Krifte sich das Gleich-
gewicht halten, also nur die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts
(V) am freibeweglichen starren Korper zu erfiillen haben, wihrend
im anderen Falle noch weitere Bedingungsgleichungen hinzutreten,
aus denen die gegenseitigen Gleichgewichtslagen der gegeneinander
beweglichen Koérper der Verbindung hervorgehen. Wegen dieser Ver-
schiedenheit der zu ldsenden Aufgaben ist es zweckmiBig, das Gleich-
gewicht der Krifte an beiden Arten von Verbindungen starrer
Korper getrennt zu behandeln.

Ist die Korperverbindung unbeweglich, dann ist es nur erforder-
lich, den EinfluBl festzustellen, den die auf die Verbindung wirkenden
duBeren Krifte auf die verschiedenen Einzelkdrper haben, aus denen
die Verbindung besteht, also z. B. die Last eines Eisenbahnzuges auf
die Konstruktionsteile einer eisernen Briicke, denn die Kenntnis
dieses Einflusses ist erforderlich fiir die Festigkeitsberechnung dieser
Teile. Der erwihnte Einflu zeigt sich in einer Beanspruchung jedes
einzelnen Korpers der Verbindung durch Kréfte, die an den Ver-
bindungsstellen der Kérper auf letztere wirkend zu denken sind.
Fir diese Krifte, die wir Stiitzkrifte oder innere Kréfte nennen,
gilt nun die wichtige Forderung, daB sie an jedem Einzelkorper den
auf letzteren wirkenden #uBeren Kriften das Gleichgewicht halten,
denn ist die Verbindung als Ganzes im Gleichgewicht, so sind es
auch alle Teile, aus denen sie sich zusammensetzt. Wiirden wir daher



204 Statik der starren Korper.

einen Teil aus der Verbindung losen, ihn aber in seinem Zustande
der Beeinflussung durch die #ufleren Krifte belassen wollen, so wire
das nur moglich durch die Anbringung von Stiitzkriften an den
' Stiitzstellen, die den Bedingungen des Gleichgewichtes an ihm als
freibeweglichen Korper geniigen. Die entsprechenden sechs Bedingungs-
gleichungen fiir jeden einzelnen der Korper sind jedoch nicht die
einzigen, die die Stiitzkrifte zu erfiillen haben. Es leuchtet unmittelbar
ein, daB die inneren und #uBeren Krifte, die in einer jeden Stiitz-
stelle angreifen, unter sich im Gleichgewicht sein miissen, denn diese
Krifte wiirden andernfalls bei einer Bewegung der Korperverbindung
Arbeit verrichten, was der Voraussetzung des Gleichgewichtes wider-
spricht. Aus diesen Erdrterungen geht hervor, daB die inneren Krifte
nach GréBe und Richtung aus den Gleichungen hervorgehen miissen,
die ausdriicken, 1. daB die auf jeden einzelnen Korper der
Verbindung wirkenden &#uBeren und inneren Krifte im
Gleichgewicht sind, 2. daB die auf jede Verbindungsstelle
der Koérper wirkenden inneren und dulleren Krifte sich
ebenfalls das Gleichgewicht halten. Diese Gleichungen sind
jedoch voneinander abhiingig, denn die sidmtlichen &uBleren Krifte,
die auf die Kérperverbindung wirken, stehen voraussetzungsgemil
im Gleichgewicht, geniigen also den sechs Bedingungsgleichungen (V).
Mit Riicksicht auf die eigenartige Rolle, die der Erdkérper als
stiitzender Koérper in allen in Frage kommenden Fillen spielt, diirfte
es zweckmiBig sein, den Fall zweier sich stiitzender Korper etwas
eingehender zu behandeln. Im 21. und 22. Kapitel wurde wohl die
Frage des Gleichgewichtes von Kréften an einem gestiitzten, d. h.
nicht frei beweglichen Korper behandelt, jedoch dabei unerdrtert
gelassen, in welchem Zusammenhange hierbei der gestiitzte und der
stiitzende Korper stehen. Die folgende Betrachtung zeigt, daB sie
beide vollig gleichartig zu behandeln sind, daB die beiden Kérper
vielmehr ein Ganzes bilden, aus dem erst durch die iibliche Auf-
fassung der eine, und zwar der stiit-

zende Korper ausgeschaltet wird.
Ein schwerer Korper K, sei in
einem Punkte B, seiner Oberfliche
auf der Erdoberfliche sich stiitzend
2 im Gleichgewicht (s. Fig. 161). Der
Kérper K, und der stiitzende Erd-
kérper K, bilden sonach eine Ver-
bindung zweier Korper, die unter
dem EinfluB der auf sie wirkenden
guBeren Krifte im Gleichgewicht steht.
Auf K, wirkt nun die Schwere P,
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dieses Korpers, in Wirklichkeit also die Anziehungskraft, die die
Erdmasse auf ihn ausiibt. Nach dem Newtonschen Anziehungs-
gesetz beeinfluBt die Masse des Korpers K, die Erdmasse durch
eine gleichgroBe entgegengesetzt gerichtete Kraft P,, die wir im
Massenmittelpunkt M, des Erdkdrpers uns angreifend denken, und
die mit P, in derselben Geraden, nimlich der Verbindungslinie
M;M, der Massenmittelpunkte beider Korper liegt. Beide Kriifte
halten sich folglich an der Korperverbindung das Gleichgewicht.
Bringen wir nun die beiden einzelnen Kérper durch entsprechende
Stiitzkrifte (vgl. hierzu 8. 177) S, und S, als freibewegliche ins
Gleichgewicht (s. Fig. 161a), so geniigt es, S; =P, in der Stiitznormale
des Punktes B, und entgegengesetzten Sinnes wie P, angreifen zu
lassen, ebenso S ==P, im Punkte B, des Korpers K,, well dann die
Bedingungen des Glelchgewmhtes erfullt sind. Da nun P, =P,, so
folgt auch 8, =28,; es halten sich folglich die Stutzkrafte an der
Stiitzstelle das Gleichgewicht, da beide Stiitzkrifte die gemeinsame
Beriihrungsnormale zur Wirkungslinie haben. ‘

Die Verallgemeinerung dieses Falles fithrt auf die gegenseitige
Btiitzung zweier in einem Punkte ihrer Oberflichen sich berithrenden
Koérper K, und K,, die in Fig. 162 dargestellt ist. Das Gleichgewich

der Krifte fordert, daB sich die auf K, wirkenden Krifte durch
eine Resultierende R, ersetzen lassen, die ‘in die Stiitznormale »
fallt; das gleiche gilt von K,. Soll die Verbindung beider Ké&rper
im Gleichgewicht sein, so mufl R, = R, werden und entgegengesetzt
gerichtet, woraus wieder, wie vorher, das Gleichgewicht der Stiitz-
kriafte an der Stiitzstelle folgt.

Haben die beiden Korper wie in Fig. 163 einen Punkt O ge-
meinsam, 8o ist nach dem Fritheren nur erforderlich, daf die auf K,
wirkenden #uBeren Krifte sich durch eine Resultierende R, ersetzen
lassen, deren Wirkungsliie durch O geht. Das gleiche gilt von den
euf K, wirkenden Kriften beziiglich deren Resultierenden R,. Die
auf die Koérperverbindung wirkenden &uBeren Krifte sind folglich
im Gleichgewicht, wenn beide Wirkungslinien in eine Gerade fallen
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und R, entgegengesetzt gleich R, ist. Wieder ergibt sich daraus,
wie vorher, daBl die Stiitzkrifte in O unter sich im Gleichgewicht
sein miissen.

Nicht selten ist der Fall, daB auf den gemeinsamen Punkt O
beider Korper auch duBlere Krifte wirken, wie in Fig. 164 ange-
deutet werden soll; R bedeute die Resultierende aller auf O wir-
kenden #uBeren Krifte. Die Zuriickfithrung dieses Falles auf den
vorhergehenden wird dadurch mdglich, dal wir zwischen X, und K,
einen Hilfskérper K von verschwindend kleinen Abmessungen ein-
geschaltet denken, auf den R wirkt, und der mit K, den Punkt O,,

Fig. 164. Fig. 164a.

mit K, O, gemeinsam hat (s. Fig. 164a). Im. Gleichgewicht der
Krifte an der Verbindung der drei Korper liegt es wie vorher be-
griindet, daB8 die auf K, wirkenden Kréfte sich durch eine Resul-
tierende R, ersetzen lassen miissen, die durch O, geht, die auf K,
wirkenden durch eine R,, die durch O, geht, und deren beide Wir-
kungslinien mit der von R sich in einem Punkte @ schneiden miissen,
und endlich, daB B, TR, F R=0 ist, d. h. die drei Kriifte ein ge-
schlossenes Kréftedreieck bilden. Denken wir uns nun die Koérper
K, und K, von K gelost, dafiir aber die ent-
W 51 sprechenden Stiitzkrafte S; in 0, und §, in
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