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Курс высшей алгебры для университетов проф. А. К. Суш-
кевича хорошо известен по своим двум предыдущим издани-
ям. В настоящем третьем издании автор внес ряд исправлений
и дополнений, а некоторые отделы существенно переработал.
Книга разбита на 2 части.

Первая часть (гл. I–VIII) представляет собой основной
курс высшей алгебры. Сюда входят комплексные числа, детер-
минанты, решение систем уравнений, алгебраическое решение
уравнений 3-й и 4-й степеней. Основная теорема алгебры и об-
щая проблема вычисления корней.

Вторая часть (гл. IX–XIV) содержит теорию матриц, тео-
рию инвариантов и ковариантов, теорию групп, основы теории
Галуа и введение в современную алгебру.

Книга является ценным пособием для студентов математи-
ков. Она утверждена Наркомпросом в качестве учебника для
университетов.



ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

Настоящее, третье издание моего учебника высшей алгебры значительно отли-
чается от двух предыдущих его изданий. Первая часть (главы I – VIII) представ-
ляет собой основной курс высшей алгебры – до теории симметрических функций
включительно: это – основы, включая сюда и основную теорему о существова-
нии корня, и алгебраическое решение уравнений третьей и четвертой степеней и
общую проблему вычисления корней. Вторая часть (главы IX – XIV) включает
теорию матриц, теорию инвариантов, теорию групп, теорию Галуа и начала новой
алгебры.

При подготовке этого, третьего издания я принял во внимание современные
программы по алгебре наших университетов, а также те довольно многочислен-
ные советы, указания, просьбы и даже жалобы на мой учебник, которые до меня
дошли, и со стороны моих коллег по специальности, и со стороны моих нынеш-
них и бывших учеников, и со стороны вообще преподающих и учащихся в вузах.
Главная жалоба — та, что мой учебник слишком краток и сух, — что это скорее
конспект, а не учебник, что поэтому он и труден для начинающих. Я вполне согла-
шаюсь с этим мнением и стараюсь в этом, третьем издании исправить указанный
недостаток, но исправить его не так, как многие, может быть, ожидают. Дело в
том, что я совсем не собираюсь разжевывать и класть в рот учащимся доволь-
но элементарные вещи: по моему мнению, для учащихся будет только полезно,
если они эту мою книгу прочтут не как легкий роман, а с некоторым трудом, с
карандашом и бумагой в руках, другими словами, усвоят не «пассивно», а «актив-
но». Поэтому «разжевывал» я только те места, которые уже действительно были
весьма сжаты. Но зато я расширил или ввел заново места, разъясняющие значе-
ние вводимых или исследуемых понятий, дающие принципиальные установки или
указывающие дальнейшие возможные обобщения. Я счел целесообразным уже с
самого начала ознакомить читателя с основными понятиями новой алгебры; так,
уже в конце главы I я ввожу понятия тела и области целости, а в главе II даю
понятие группы. Эти понятия сами по себе ничего сложного не представляют, и
чем раньше их себе усвоит учащийся, тем лучше.

Некоторые из моих коллег по специальности возражали против введения сим-
вола Кронекера в теории детерминантов, считая его слишком сложным для на-
чинающих; было даже такое возражение, что символ этот «выхолащивает» содер-
жание (?). Я никак не могу согласиться со всем этим и просто думаю, что в этих
возражениях большую роль играет рутина, привычка преподавать так, а не ина-
че. Арабы в своей чисто риторической алгебре ввели даже особые названия «аль
джебр» и «аль мукабала» для операций, которые для нас, с нашей развитой симво-
ликой, являются простыми следствиями одной общей и простой теоремы. И надо
полагать, что Алькархи, который избегал употреблять даже индусские цифры,
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вероятно, тоже находил, что они «выхолащивают» содержание. Во всяком слу-
чае я символ Кронекера оставляю, ибо нахожу, что этот, весьма удачный, символ
придает четкость всем доказательствам и формулам теории детерминантов.

Укажу теперь конкретно на главнейшие изменения и дополнения в этом, тре-
тьем издании. Первая глава почти вся совершенно переработана, причем ей пред-
послана довольно обширная вводная часть, а в конце ее дается понятие о теле
и об области целости. В главе II после перестановок дается сейчас же понятие о
подстановках и о группе; в конце дана общая теория линейных уравнений, кото-
рая в предыдущих изданиях помещалась в начале главы VIII. Третья глава оста-
лась почти без изменения. В главе IV выброшена теорема Вейерштрасса, весьма
трудная для начинающих, и вследствие этого несколько изменен ход дальнейших
доказательств; в конце этой главы помещена теорема о непрерывности корней как
функций от коэфициентов, далее, в связи с этим, — понятие об алгебраических
функциях, об алгебраических числах и общие замечания об основной теореме. В
главе V вставлен параграф о сферических функциях, как пример ряда Штурма,
полученного не при помощи Эвклидова алгорифма; значительно изменен и расши-
рен отдел о вычислении корней: введен метод итерации и переработаны способы
Горнера и Ньютона-Фурье, причем в последнем оказалось возможным отбросить
условие, чтобы одновременно с функцией f(x) ее две первые производные не об-
ращались в нуль. Шестая глава дополнена: в конце включены понятия о функ-
циях и уравнениях в каком-либо теле и о расширении тела. Седьмая глава есть
объединение глав IX и X предыдущих изданий. Восьмая глава (в предыдущих
изданиях – VII) трактует о симметрических функциях и их приложениях. Тут я
вставил формулы Варинга, непосредственно выражающие суммы степеней через
элементарные симметрические функции, и обратно, немного расширил параграф
об обобщениях основной теоремы и добавил в конце главы общие замечания о
функциях нескольких переменных.

Вторая часть содержит высшие отделы алгебры, которые только теперь на-
чинают входить в общеобязательный курс высшей алгебры математических фа-
культетов наших университетов, хотя эти отделы, как, например, теория матриц,
теория инвариантов, теория групп, уже давно зарекомендовали себя большими
приложениями как в самой математике, так и вне ее.

По сравнению с предыдущими изданиями моего курса высшей алгебры, во
вторую часть вошел материал глав VIII, XI и XII этих изданий, при этом в зна-
чительно расширенном виде. Так, вместо одной главы VIII даются две главы (и,
кроме того, общая теория линейных уравнений отошла к главе II первой части)
— теория матриц и теория инвариантов и ковариантов. Теория матриц (глава IX)
значительно расширена: введены ортогональные матрицы, элементарные делите-
ли и т. п. Все эти вещи в настоящее время являются совершенно необходимым
математическим багажом для каждого математика. Теорию инвариантов можно
излагать весьма разнообразными способами. Я в своем изложении придерживал-
ся книги Dickson’a «Höhere Algebra», у нас мало распространенной, но — с моей
точки зрения — весьма хороша и систематично излагающей главу об инвариантах.

Расширена также глава XI (теория групп); глава XII (теория Галуа) оста-
лась почти без изменения. Затем добавлены еще две главы, которых не было в
предыдущих изданиях: глава XIII, трактующая о некоторых специальных типах
уравнений (в частности об уравнениях деления окружности и о метациклических
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уравнениях) и являющаяся продолжением теории Галуа, и глава XIV, озаглав-
ленная: «Введение в новую алгебру». Здесь я вкратце указываю на дальнейшее
развитие современной алгебры: даю основы абстрактной теории тел, упоминаю
о кольцах и о гиперкомплексных числах. Эту последнюю главу я рассматриваю
как первое введение к изучению современных монографий по алгебре, в первую
очередь — книги Ван-дер-Вардена «Современная алгебра».

А. Сушкевич.

30/IX-1935 г.
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ГЛАВА ПЕРВАЯ

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

§ 1. Введение. Мы начинаем наш курс высшей алгебры с теории комплекс-
ных чисел, ибо вся так называемая «классическая алгебра» оперирует именно с ни-
ми, рассматривая вещественные (или действительные) числа только как частный
случай комплексных, ее даже называют теперь «алгеброю комплексных чисел» —
в отличие от новых обобщений алгебры (например, алгебра матриц, алгебры раз-
личных систем гиперкомплексных чисел).

Комплексные числа встречаются уже в элементарной алгебре при извлечении
корня четной степени из отрицательного числа и при решении квадратных урав-
нений, но систематической их теории там не дается. Вводится просто новое число
i =

√
−1, далее, извлекают квадратные корни из любого отрицательного числа

следующим образом:
√
−a2 =

√
a2 · (−1) =

√
a2 ·

√
−1 = ±ai.

Числа такого вида, как ai (где a — вещественное, т. е. обычное, целое или дроб-
ное, положительное или отрицательное, рациональное или иррациональное число),
называются «мнимыми» или точнее, «чисто мнимыми». Квадратные уравнения
приводят к числам вида a + bi, где a и b вещественные числа, эти числа a + bi на-
зываются «комплексными» (т. е. составными). Элементарная алгебра оперирует с
этими числами как с обычными суммами, складывая, вычитая, умножая и деля
их по обычным своим правилам, принимая во внимание только, что i2 = −1, но
не заботясь о том, имеем ли мы право так оперировать с ними. Вот этот вопрос
мы теперь и должны выяснить, но сначала выясним, что значит в данном случае
«иметь право».

Прежде всего заметим, что название «мнимое число» (которое с частного слу-
чая чисел вида bi распространяется вообще на все комплексные числа) неудачно
и имеет только историческое оправдание: эти «мнимые», или комплексные числа,
так же как и «вещественные», или «действительные», выражают количествен-
ные соотношения между нещами или явлениями в действительном мире, и в этом
смысле они ничуть не менее «действительны», чем «действительные» числа. Под-
тверждением этому могут служить широкие применения теории функций ком-
плексного переменного в современной электротехнике, гидро- и аэродинамике и
других областях современной техники. С точки зрения отвлеченной математики
теория комплексных чисел представляет собой стройную логическую систему, не
имеющую внутренних противоречий и не стоящую в противоречии с теорией ве-
щественных — чисел, наоборот, дополняющую эту последнюю.
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Но исторически дело сложилось так, что к понятию об этих «мнимых» чис-
лах пришли довольно отвлеченным путем (именно, через вопрос о корнях квад-
ратных из отрицательных чисел), причем конкретно этот «мнимый» ответ ука-
зывал на невозможность задачи; поэтому эти числа и назвали «невозможными»
(impossibiles); название «мнимые» числа (imaginarius) появилось в первой поло-
вине XVII в., наконец, название «комплексные» числа ввел Гаусс (Gauss) в первой
половине XIX в.

Что касается невозможности многих конкретных задач с ответом в виде ком-
плексного числа, то этому не следует удивляться: комплексные числа, как более
сложные, входят, так сказать, «в свои права» при более сложных количествен-
ных соотношениях реальной действительности, при более простых соотношениях
они просто не нужны. Заметим, что ведь и отрицательный ответ часто указывает
на невозможность конкретной задачи, мало того, в зависимости от условий кон-
кретной задачи и дробный ответ (например дробное число людей), даже и целый
положительный ответ (например 25 часов в сутки) могут оказаться невозможны-
ми.

Укажу еще на одну особенность комплексных чисел, которая их в некотором
роде противопоставляет вещественным числам: все вещественные (целые, дроб-
ные, — положительные и отрицательные, — рациональные и иррациональные)
числа представляются, как известно, точками на прямой линии (при произволь-
ном выборе начальной точки O и масштаба — единицы длины, а также положи-
тельного направления), причем эти точки, представляющие вещественные числа,
заполняют всю прямую; комплексным числам на ней места нет. Для геометри-
ческого представления комплексных чисел необходимы два измерения (см. ниже,
§ 10).

§ 2. Алгебра рассматривает числа как объекты счета, т. е. как объекты дей-
ствий над ними; определить числа данного вида или типа значит дать правила,
по которым мы сможем производить наши действия над всякими числами этого
типа. Но эти правила не независимы друг от друга: одни логически вытекают из
других; нам достаточно положить в основу логически независимые друг от друга
правила, как постулаты («требования»), выводя из них дальнейшие законы дей-
ствий над нашими числами уже дедуктивным путем. Алгебра рассматривает два
основных действия: сложение и умножение; вычитание и деление рассматриваются
как обратные действия к сложению и умножению. Следовательно, при построении
теории комплексных чисел мы должны дать, как основные постулаты, правила их
сложения и их умножения. Но кроме этого мы должны ввести еще один посту-
лат, именно, мы должны условиться, какие комплексные числа мы будем считать
равными друг другу. С первого взгляда этот постулат кажется излишним: оче-
видно, что равными мы считаем числа, которые действительно одинаковы; но вот
здесь-то в более сложных случаях и могут возникнуть трудности: даже в области
обычных дробей трудно с первого взгляда убедиться в том, что, например, дроби
91

221
и

21

51
одинаковы.

Примечание 1. Понятие о равенстве принадлежит к так называемым поня-
тиям о соотношении между данными объектами; оно подчиняется трем основным
законам:
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1) закон симметрии: если a = b, то и b = a;
2) закон транзитивности: если a = b и b = c, то a = c;
3) закон рефлексивности: a = a.
При всяком определении равенства следует проверять выполнение этих зако-

нов.
В области вещественных чисел, кроме соотношения равенства, есть еще соот-

ношение упорядоченности («неравенства»): если a и b два различных числа (т. е.
a не равно b, или a 6= b), то или a > b (a «больше» b), или b > a (иначе: a < b, или
«меньше» b); это соотношение подчиняется закону транзитивности: если a > b
и b > c, то и a > c. В области комплексных чисел этого соотношения упорядо-
ченности не устанавливается, что стоит в тесной связи с тем, что комплексные
числа не представляются как точки на одной прямой. Были попытки искусствен-
но установить и для комплексных чисел соотношения «больше» и «меньше», но
эти попытки не получили всеобщего признания.

Примечание 2. Устанавливаемые для определения данной системы чисел (на-
пример в нашем случае — комплексных чисел) постулаты равенства, сложения
и умножения a priori как будто совершенно произвольны; но по существу в вы-
боре их мы руководствуемся тем, что дает и подсказывает нам практика. Так,
выставленные в следующем параграфе постулаты явились результатом доволь-
но длительной чисто эмпирической практики счета с комплексными числами, —
счета, который давал хорошие результаты. Только после этого под этот счет был
подведен теоретический фундамент, и на его основе вторично, уже чисто логиче-
ски проверены законность и правильность всей этой практики.

Впрочем в более отвлеченных главах математики встречаются случаи построе-
ния систем на основе постулатов, как будто произвольных, непосредственно прак-
тикой не подсказываемых; примером могут служить различные системы гипер-
комплексных чисел. Цель таких построений — более глубокое изучение уже имею-
щихся объектов и их возможных обобщений; и здесь «произвольность» — только
кажущаяся: она диктуется уже имеющимися в наличии законами, как непосред-
ственное их обобщение или видоизменение.

Примечание 3. В качестве «основных действий в алгебре мы назвали сложе-
ние и умножение. Может возникнуть вопрос: почему мы умалчиваем о третьем
«прямом» действии — возвышении в степень, Дело в том, что в своем самом об-
щем виде (начиная со случая иррационального показателя) оно уже выходит за
пределы алгебры и определяется на основе теории показательной функции. Сте-
пень же с рациональным показателем легко сводится к произведению, частному
или обычному извлечению корня. Обычное же извлечение корня есть частный слу-
чай решения так называемых алгебраических уравнений, а последнее составляет
основной отдел всякой алгебры.

§ 3. Определение и основные действия с комплексными числами. Мы
вводим новый символ i 1, определяя его следующим образом:

i2 = −1. (1)

1Обозначение i ввел Гаусс; i — начальная буква латинского слова imaginarius или француз-
ского слова imaginaire (мнимый).
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(1) Как известно, нет такого вещественного числа, квадрат которого был бы равен
−1, так что, вводя этот символ i, мы тем самым уже расширяем нашу область
чисел. Далее, мы рассматриваем символические суммы

a + bi,

где a и b — всевозможные вещественные числа. Заметим, что и «сложение» и
«умножение» в этом выражении пока что чисто символические: мы не только не
можем фактически b умножить на i и произведение это прибавить к a, но и не
знаем даже, что это значит. Условимся писать:

при b = 0 a + 0i = a, (2)

при a = 0 0 + bi = bi, (3)

при a = b = 0 0 + 0i = 0. (4)

Эти символические суммы a+bi мы и называем комплексными числами: част-
ный их случай (3), т. е. числа bi, мы называем чисто мнимыми. Формулы (2) и
(4) показывают, что мы рассматриваем вещественные числа — в частности и нуль
— как частные случаи комплексных чисел. Законность такого рассмотрения вы-
явится из дальнейшего.

«Оживим» теперь введенные комплексные числа, определив их равенство и
действия над ними следующими постулатами:

I. Постулат равенства. Комплексные числа равны тогда и только тогда, если
отдельно равны их вещественные и мнимые части (т. е. вещественные множители
при i), или: a + bi = c + di тогда и только тогда, если a = c и b = d. Отсюда и из
(4) получаем, в частности: a + bi = 0 тогда и только тогда, если a = b = 0.

II. Постулат сложения. Чтобы сложить два комплексных числа, надо отдель-
но сложить их вещественные части и соответственно коэфициенты при i или

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i. (5)

III. Постулат умножения. Два комплексных числа перемножаются как обыч-
ные двучлены с последующим приведением подобных членов, причем принимается
во внимание формула (1), или

(a + bi)(c + di) = (ac − bd) + (bc + ad)i. (6)

Примечание. Выставленный здесь постулат I формулируется еще так: между
числами 1 и i не существует линейной зависимости с вещественными коэфици-
ентами. Этот постулат в сущности утверждает, что число i не равно никакому
вещественному числу.

Из принятых постулатов непосредственно выводим следующее:
1. Сложение и умножение нескольких комплексных чисел производится по тем

же (выраженным в постулатах II и III) правилам, что и для двух чисел.
2. Для сложения и для умножения верен коммутативный закон:

α + β = β + α; αβ = βα 2

2Греческими буквами мы обозначаем в этой главе сокращенно комплексные числа.
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3. Для сложения и для умножения верен ассоциативный закон:

(α + β) + γ = α + (β + γ); (αβ)γ = α(βγ) 3,

поэтому можно писать и без скобок α + β + γ, αβγ.
4. Из двух предыдущих законов вытекает общее следствие для случая несколь-

ких слагаемых (сомножителей): слагаемые (сомножители) можно как угодно пе-
реставлять или соединять в какие угодно группы; от этого величина суммы (про-
изведения) не изменится.

5. Для сложения и умножения верен дистрибутивный закон:

(α + β)γ = αγ + βγ 4.

Он непосредственно обобщается и на сумму нескольких слагаемых.
Далее, из него следует:
6. Правило умножения сумм (многочленов) и его частные случаи, включая

формулу бинома Ньютона и формулу степени многочлена.
7. Число 0 + 0i, которое мы в (4) обозначили через 0, действительно играет

роль нуля для сложения и умножения:

α + 0 = α, α · 0 = 0.

8. Сложение и умножение чисел вида a+0·i сводятся к сложению и умножению
их вещественных частей a; это оправдывает формулу (2), отожествляющую такие
числа с вещественными.

9. Из постулата III следует:

(a + bi)c = ac + bci;

отсюда при a = 0 имеем bi · c = bci; обозначая 1i = i, имеем i · b = bi.
10. Из постулата II, а также из п.п. 2, 9 и формул (2), (3) следует:

(a + 0i) + (0 + bi) = (0 + bi) + (a + 0i) = a + bi = bi + a = a + ib,

т. е. комплексное число a + bi действительно можно рассматривать как обычную
сумму вещественного числа a и чисто мнимого числа bi, которое в свою очередь
есть обычное произведение вещественного числа b на «мнимую единицу» i. Таким
образом вначале чисто условное обозначение комплексного числа в виде суммы
теперь получило свое оправдание.

11. Отметим еще такие формулы, непосредственно получающиеся из постула-
тов II и III:

bi + di = (b + d)i, bi · di = −bd.

§ 4. Рассмотрим теперь обратные действия — вычитание и деление. Вычита-
ние есть действие, обратное сложению; следовательно, если дано

(a + bi) − (c + di) = x + yi,

3Для сложения это следует непосредственно из постулата II; для умножения при выводе
требуются несложные выкладки; предлагаем читателям проделать их для упражнения.

4Предлагаем читателям вывести эту формулу из постулатов II и III.
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то это значит, что
a + bi = (c + di) + (x + yi);

применяя сюда постулаты II и I, получим:

a + bi = (c + x) + (d + y)i,

т. е. a = c + x, b = d + y, и, следовательно:

(a + bi) − (c + di) = (a − c) + (b − d)i. (7)

Таким образом и тут верно обычное правило вычитания двучленов.
Если α = a + bi, то обозначим:

−α = −a − bi;

это число называется противоположным к α. Отметим еще следующие формулы:
12. α−β = α+(−β), т. е. вычитание сводится к прибавлению противоположного

числа.
13. α − β = 0 тогда и только тогда, если α = β;

α + (−α) = 0, α − 0 = α.

14. Правило знаков при умножении:

(−α)β = α(−β) = −αβ, (−α)(−β) = αβ.

Это проверяется непосредственно на основании постулата III.
Из самого определения вычитания следует, что оно всегда (т. е. над всякими

двумя числами) выполнимо и однозначно. Это выражают, говоря, что действие
сложения неограниченно и однозначно обратимо, или что для сложения верны
законы неограниченной обратимости и однозначной обратимости.

§ 5. Деление есть действие, обратное умножению; следовательно, если дано

a + bi

c + di
= x + yi,

то это значит, что
a + bi = (c + di)(x + yi);

применяя постулаты III и I, получим:

a + bi = (cx − dy) + (dx + cy) · i,

т. е.
cx − dy = a, dx + cy = b;

это — система двух линейных уравнений с двумя неизвестными x и y; решая их,
найдем:

x =
ac + bd

c2 + d2
, y =

bc − ad

c2 + d2
,
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и, следовательно:
a + bi

c + di
=

ac + bd

c2 + d2
+

bc − ad

c2 + d2
i. (8)

Эта формула имеет смысл всегда при c2 + d2 6= 0; но c2 + d2, как сумма квадратов
вещественных чисел, тогда и только тогда обращается в нуль, если и c = 0 и d = 0,
т. е. c+di = 0. Отсюда следует, что деление комплексных чисел всегда выполнимо
и однозначно, если только делитель не равен нулю. Иными словами, умножение
неограниченно и однозначно обратимо, если только сомножители отличны от
нуля.

Отметим еще следующие формулы:

15.
a + bi

c
=

a

c
+

b

d
i;

16.
bi

di
=

b

d
и вообще

αγ

βγ
=

α

β
, т. е. дроби с комплексными членами можно

сокращать как обычные вещественные дроби.
17. Правило знаков при делении:

−α

β
=

α

−β
= −α

β
,

−α

−β
=

α

β
.

18.
1

c + di
==

c

c2 + d2
− d

c2 + d2
i =

c − di

c2 + d2
.

Число
1

c + di
называется обратным к c + di; оно существует для всякого c + di,

отличного от нуля.

19.
α

β
= α· 1

β
, т. е. деление сводится к умножению на число, обратное делителю.

Число c−di называется сопряженным с c+di; вообще два комплексных числа
сопряжены, если они различаются только знаком у мнимой части; иными словами,
свойство сопряженности взаимное: число c + di сопряжено с c − di. Вещественное
число сопряжено с самим собой; чисто мнимое число bi сопряжено со своим про-
тивоположным −bi.

По формуле (6) непосредственно находим:

(c + di)(c − di) = c2 + d2, (9)

т. е. произведение двух взаимно сопряженных чисел есть вещественное положи-
тельное число; оно называется нормой числа c+di (а также и числа c−di). Норма
вещественного числа a есть a2.

Легко видеть, что правую часть формулы (8) можно получить путем умноже-
ния числителя и знаменателя левой части на число, сопряженное со знаменателем.
Действительно

(a + bi)(c − di)

(c + di)(c − di)
=

(ac + bd) + (bc − ad)i

c2 + d2
=

ac + bd

c2 + d2
+

bc − ad

c2 + d2
i,

а отсюда следует, что деление сводится к освобождению знаменателя (делителя)
от мнимой части, совершенно аналогичное освобождению знаменателя от ирраци-
ональности, рассматриваемому в элементарной алгебре.
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Далее, из формулы (8) получаем: если a + bi = 0, т. е. a = b = 0, и c + di 6= 0,

то и частное
a + bi

c + di
= 0, ибо тогда ac + bd = 0 и bc − ad = 0. Иными словами,

если произведение двух сомножителей равно нулю, а один из сомножителей не
равен нулю, то другой сомножитель обязательно должен быть равен нулю. Отсюда
следует:

Произведение двух или нескольких сомножителей равно нулю тогда и только
тогда, если по крайней мере один из сомножителей равен нулю.

Это — очень важный закон умножения, так называемый закон об отсутствии
нулевых делителей.

Таким образом мы видим, что для четырех рациональных действий (т. е. для
сложения, вычитания, умножения и деления) над комплексными числами оста-
ются в силе все основные законы этих действий над вещественными числами, а
следовательно, и все следствия из них; поэтому мы имеем право во всех алгебра-
ических формулах, куда входят только рациональные действия, давать буквам и
комплексные значения: от этого формулы не теряют своей силы.

Отметим еще такие формулы:

i3 = i2 · i = −i, i4 = (i2)2 = +1, i5 = i4 · i = i,
i6 = i4 · i2 = i2 = −1, i7 = i4 · i3 = −i, i8 = +1 и т. д.;

вообще, все степени i являются повторениями четырех чисел i,−1,−i, +1 в пери-
одическом порядке.

Далее
(a + bi)2 = (a2 − b2) + 2abi. (10)

§ 6. Извлечение квадратного корня. Пусть нам дано
√

a + bi = x + yi;

возвышая обе части в квадрат, найдем [по формуле (10)]:

a + bi = (x2 − y2) + 2xyi;

отсюда по постулату I получаем два уравнения для x и y:

x2 − y2 = a, 2xy = b. (11)

Для решения этой системы уравнений второй степени возвышаем обе части каж-
дого уравнения в квадрат и затем складываем:

(x2 − y2)2 + 4x2y2 = (x2 + y2)2 = a2 + b2;

отсюда
x2 = y2 =

√
a2 + b2,

причем корень следует брать положительный, ибо x и y вещественны, а следова-
тельно, x2 + y2 > 0.

Теперь из уравнений

x2 + y2 =
√

a2 + b2, x2 − y2 = a
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находим:

x2 =
1

2
(a +

√
a2 + b2), y =

1

2
(−a +

√
a2 + b2).

Для x и y получаем по два значения, а это дает четыре комбинации (x, y); но второе
из равенств (11) говорит, что знак у xy должен быть тот же, что и знак у b, т. е.
при b > 0 x и y должны иметь одинаковые знаки, а при b < 0 x и y должны иметь
разные знаки. Это дает всего две комбинации (x, y) и, следовательно, два корня;
если x + yi — один из них, то другой будет −x − yi = −(x + yi). Итак, из всякого
комплексного числа можно извлечь квадратный корень, причем корень имеет два
значения, различающиеся только знаком. Исключение представляет только одно
число 0, единственный квадратный корень из которого есть также 0.

Частные случаи. Пусть a > 0, b = 0; тогда

√
a2 + b2 =

√
a2 = a, x2 =

1

2
(a + a) = a, y2 =

1

2
(−a + a) = 0,

и мы получим два вещественных значения квадратного корня из положительного
числа a, в согласии с правилами элементарной алгебры.

Пусть теперь опять a > 0 и мы желаем найти
√
−a =

√
−a + 0i. Здесь

√
(−a)2 + 02 =√

(−a)2 = a (ибо этот корень положителен); далее

x2 =
1

2
(−a + a) = 0; y2 =

1

2
(a + a) = a; т. е.

√
−a = ±

√
a · i.

Таким образом в то время как в области вещественных чисел не существует
квадратных корней из отрицательных чисел, в области комплексных чисел такие
корни существуют и являются чисто мнимыми числами. Между прочим пример,
упомянутый в § 1, теперь поставлен на строгую основу.

Упражнения

1) Найти (3 + 5i)94 − i).
Отв. 17 + 17i.
2) Найти (6 + 11i)(7 + 3i).
Отв. 9 + 95i.

3) Найти

(
3

4
+

1

2
i

)(
1
1

3
− 1

3
i

)
.

Отв. 1
1

6
+

5

12
i.

4) Найти
3 − i

4 + 5i
.

Отв.
7

41
− 19

41
i.

5) Найти
2 + 3i

2 + i
.

Отв.
7

5
+

4

5
i.

6) Найти (4 − 7i)3.
Отв. −524 + 7i.
7) Найти (1 + i)4.
Отв. −4.
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8) Найти i26, i35, i81, i136.
Отв. −1,−i, i, 1.
9) Найти i−6, i−15, i−37.
Oтв. −1, i,−i.
10) Найти

√
i.

Отв. ±1 + i√
2

.

11) Найти 4
√

2i.

Отв. ±
(√

1 +
√

2

2
+ i

√
−1 +

√
2

2

)
.

12) Найти
√

1 − 12i.

Отв. ±
(√

1 +
√

145

2
− i

√
−1 +

√
145

2

)
.

13) Найти
√
−5 − 12i.

Отв. ±(2 − 3i).
14) Найти

√
1 + 2i.

Отв. ±
(√

1 +
√

5

2
+ i

√
−1 +

√
5

2

)
.

§ 7. Тригонометрическая форма комплексного числа. Мы уже виде-
ли [§ 4 (9)], что произведение двух взаимно сопряженных комплексных чисел
вещественно и положительно; это — так называемая норма каждого из сомножи-
телей. Положительный квадратный корень из нормы данного комплексного числа
называется его абсолютной величиной или модулем 5. Абсолютную величину ком-
плексного числа a + bi принято обозначать через |a + bi|. Итак

|a + bi| =
√

a2 + b2. (12)

Очевидно, |a + bi| = |a − bi|, |α| = | − α|, |a| есть обычная абсолютная величина
числа a, |bi| = |b|.

Обозначив |a + bi| через r, напишем данное число в виде:

a + bi = r

(
a

r
+

b

r
i

)
.

Так как

(
a

r

)2

+

(
b

r

)2

=
a2 + b2

r2
= 1, то можно найти такой угол ϕ, что

cos ϕ =
a

r
=

a√
a2 + b2

, sin ϕ =
b

r
=

b√
a2 + b2

;

5Я предпочитаю — по примеру немецкой литературы — термин «абсолютная величина» вза-
мен более распространенного у нас термина «модуль», хотя этот последний и короче; дело в том,
что термин «модуль» имеет в математике и ее приложениях самые разнообразные значения: есть
модуль и в теории чисел, и в теории эллиптических функций и в новой области гиперкомплекс-
ных чисел, и в теории логарифмов, и в теории упругости (модуль упругости); зачем же еще раз
вводить этот «универсальный» термин, если есть более подходящее название. Ведь «модуль»
комплексного числа играет совершенно ту же роль, что и «абсолютная величина» вещественно-
го числа: он является обобщением этой последней, причем обобщением с соблюдением принципа
перманентности.
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этот угол ϕ называется аркусом числа a + bi 6, т. е.

ϕ = arc (a + bi);

аркус данного числа однозначно определен в пределах одной окружности, напри-
мер от 0 до 2π (или от 0◦ до 360◦); вообще же он имеет для данного числа бес-
численное множество значений, отличающихся друг от друга на целое кратное
2π.

Имеем
a + bi = r(cos ϕ + i sin ϕ); (13)

это и есть тригонометрическая форма комплексного числа. Очевидно, | cos ϕ +
i sin ϕ| = 1 для любого ϕ. Заметим, что

b

a
= tg ϕ.

Если a — вещественное положительное число, то arc a = 0, или вообще 2kπ; если
a — вещественное отрицательное число, то arc a = π, или вообще (2k + 1)π; при
вещественном b

arc (bi) = ±π

2
+ 2kπ.

Число 0 — единственное, для которого аркус совершенно не определен, ибо для

нуля a = b = r = 0 и sin ϕ и cos ϕ получают неопределенную форму
0

0
.

§ 8. Сумма, произведение и частное комплексных чисел, заданных
в тригонометрической форме.

Теорема 1. Абсолютная величина суммы или разности двух комплексных
чисел не может быть больше суммы или меньше разности абсолютных величин
этих чисел:

||α| − |β|| ≤ |α ± β| ≤ |α| + |β|. (14)

Доказательство. Пусть

α = r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1), β = r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2),

γ = α ± β = R(cos ψ + i sin ψ) 7

отсюда по постулату 1 § 3 выводим:

r1 cos ϕ1 ± r2 cos ϕ2 = R cos ψ,

r1 sin ϕ1 ± r2 sin ϕ2 = R sin ψ;

6У разных авторов этот угол ϕ носит разные названия: аргумент, амплитуда, фаза, азимут;
чаще всего встречается «аргумент». Я избегаю этого названия, могущего привести к недоразу-
мению. Слово аркус — латинское и означает: дуга.

7Двойной знак означает, что мы по желанию можем выбрать тот или другой и для каждого
из них провести аналогичные доказательства.
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умножаем обе части первого из этих равенств на cos ψ, а обе части второго — на
sin ψ и складываем:

r1(cos ϕ1 · cos ψ + sin ϕ1 · sin ψ)± r2(cos ϕ2 · cos ψ + sin ϕ2 · sin ψ) = R(cos2 ψ + sin2 ψ),

или
r1 cos(ϕ1 − ψ) ± r2 cos(ϕ2 − ψ) = R. (15)

Это равенство и доказывает нашу теорему; действительно, наибольшее значение
для косинуса есть +1, а наименьшее есть −1, следовательно, R имеет наибольшее
значение, когда в левой части формулы (15) оба члена складываются и имеют
наибольшие значения, т. е. когда левая часть (15) есть r1 + r2; иными словами:
R ≤ r1 + r2 или |γ| = |α ± β| ≤ |α| + |β|. Но так как α = γ ∓ β, то по доказанному
|α| ≤ |γ| + |β|, откуда |γ| = |α ± β| ≥ |α| − |β|; точно так же

±β = γ − α, |β| ≤ |γ| + |α|, |γ| = |α ± β| ≥ |β| − |α|,

и формула (14) доказана во всех своих частях.
Следствие 1. Доказанная теорема непосредственно обобщается на любое чис-

ло слагаемых:
|α1 ± α2 ± . . . ± αm| ≤ |α1| + |α2| + . . . + |αm|.

Следствие 2. В частности

|a + bi| ≤ |a| + |b|,

так как |bi| = |b|; с другой стороны |a + bi| = +
√

a2 + b2 ≥ |a|, а также ≥ |b|.
Теорема 2. Абсолютная величина произведения равна произведению абсолют-

ных величин, а аркус произведения равен сумме аркусов сомножителей:

|αβ| = |α| |β|, arc (αβ) = arc α + arc β.

Доказательство. Сохраняя обозначения предыдущей теоремы, имеем:

αβ = r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1) · r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2) =

= r1r2[cos ϕ1 · cos ϕ2 − sin ϕ1 · sin ϕ2 + i(sin ϕ1 · cos ϕ2 + cos ϕ1 · sin ϕ2)] =

= r1r2[cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)];

это и доказывает нашу теорему.
Следствие 1. Теорема 2 непосредственно обобщается на любое число сомно-

жителей.
Следствие 2. При одинаковых сомножителях имеем: абсолютная величина

степени, равна той же степени абсолютной величины; аркус степени равен ар-
кусу основания, умноженному на показатель степени:

|αn| = |α|n, arc (αn) = n arc α.

При |α| = 1 получаем формулу Моавра (Moivre):

(cos ϕ + i sin ϕ)n = cos nϕ + i sin nϕ. (16)

22



Это пока доказано для целых положительных показателей; вообще же эти фор-
мулы верны (с некоторыми оговорками) и для любых показателей.

Теорема 3. Абсолютная величина частного (дроби) равна частному абсолют-
ных величин, а аркус частного равен разности аркусов делимого и делителя (чис-
лителя и знаменателя):

∣∣∣∣
α

β

∣∣∣∣ =
|α|
|β| , arc

(
α

β

)
= arc α − arc β.

Доказательство. Применяя те же обозначения, что и раньше, имеем:

r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1)

r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2)
=

r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1)(cos ϕ2 − i sin ϕ2)

r2(cos2 ϕ2 + sin2 ϕ2)
=

=
r1

r2

[cos ϕ1 · cos ϕ2 + sin ϕ1 sin ϕ2 + i(sin ϕ1 · cos ϕ2 − cos ϕ1 · sin ϕ2)] =

=
r1

r2

[cos(ϕ1 − ϕ2) + i(sin(ϕ1 − ϕ2)],

что и требовалось доказать.
Следствие. Если α = r(cos ϕ + i sin ϕ), то

α−1 =
1

α
=

1

r
(cos ϕ − i sin ϕ) = r−1[cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)];

следовательно:
|α−1| = |α|−1, arc (α−1) = −arc α.

Так как α−n = (α−1)n, то по следствию 2 из теоремы 2 находим, что

|α−n| = |α|−n, arc (α−n) == −narc α,

т. е. что следствие 2 теоремы 2 и в частности формула Моавра верны и для целых
отрицательных показателей.

§ 9. Извлечение корня n-й степени. Пусть α = r(cos ϕ+i sin ϕ); обозначим:

n
√

α = ρ(cos ω + i sin ω);

возвышая обе части в n-ю степень, найдем:

ρn = r, nω = ϕ + 2kπ,

где k любое целое число T 0; отсюда

ρ = n
√

r, ω =
ϕ + 2kπ

n
.

Как r, так и ρ больше нуля.
Как известно, у всякого положительного числа r всегда существует один и

только один положительный корень n-й степени, т. е. ρ всегда однозначно опреде-
лен. Что касается ω, то оно зависит от произвольного целого числа k; мы получаем
таблицу:

k = 0 1 2 . . . n − 1 n n + 1

ω =
ϕ

n

ϕ + 2π

n

ϕ + 4π

n
. . .

ϕ + 2(n − 1)π

n

ϕ

n
+ 2π

ϕ + 2π

n
+ 2π

23



и т. д.
При всех остальных целых k значения ω отличаются от найденных nп значений

(для k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 на кратные от 2π, т. е. соответствующие им комплексные
числа те же, что и при k = 0, 1, 2, . . . , n − 1, так что всего имеем n и только n
различных корней n-й степени из всякого комплексного числа α 6= 0:

βk = n
√

r

(
cos

ϕ + 2kπ

n
+ i sin

ϕ + 2kπ

n

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n − 1.

Частный случай:

α = 1,
n
√

1 = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n − 1.

При k = 0 получаем обычный корень n
√

1 = 1.
По § 8, теореме 2

n
√

r

(
cos

ϕ + 2kπ

n
+ i sin

ϕ + 2kπ

n

)
=

= n
√

r

(
cos

ϕ

n
+ i sin

ϕ

n

)(
cos

2kπ

n
+ i sin

2kπ

n

)
;

отсюда следует βk = β0ξk, где ξk — различные корни n-й степени из единицы.
Пусть α — вещественное положительное число; тогда

ϕ = 0, α = r, n
√

α = βk = β0ξk, β0 = n
√

r = ρ > 0;

при n нечетном все ξk (для k = 1, 2, . . . , n − 1) мнимые, т. е. существует только
один вещественный корень n-й степени из вещественного числа α > 0, именно ρ;
остальные n − 1 корней — мнимые.

Если же n четное, то ξn
2

= cos π + i sin π = −1 тоже вещественно и βn
2

= −ρ,
т. е. тогда существуют два вещественных корня n-й степени из αa: ±ρ, остальные
корни мнимые.

Пусть теперь α вещественно и отрицательно: ϕ = π, α = −r, тогда

β0 = n
√

r

(
cos

π

n
+ i sin

π

n

)

мнимый корень.
При n нечетном существует один вещественный корень, именно:

βn−1
2

= β0ξn−1
2

= n
√

r

(
cos

π

n
+ i sin

π

n

)(
cos

(n − 1)π

n
+ i sin

(n − 1)π

n

)
=

= n
√

r(cos π + i sin π) = − n
√

r;

он тоже отрицательный.
Остальные корни мнимые.
При n четном и α < 0 совсем нет вещественных корней.

§ 10. Геометрическое представление комплексных чисел. Комплекс-
ные числа представляются геометрически как точки на плоскости, по принци-
пу аналитической геометрии при прямоугольной системе координат: число a + bi
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изображается точкой с абсциссой a и ординатой b (черт. 1). Абсолютная величина
|a+ bi| и arc α суть не что иное, как полярные координаты точки a+ bi, как видно
из формул:

r2 = a2 + b2, tg ϕ =
b

a
,

a = r cos ϕ, b = r sin ϕ.

Сложение комплексных чисел (a + bi) + (c + di) геометрически сводится к
построению параллелограма со сторонами |a + bi| и |c + di| (черт. 2).

Черт. 1

Умножение комплексных чисел сводится
к построению подобных треугольников (черт.
3); именно, для абсолютных величин имеем:

r1r2

r2

=
r1

1
;

отсюда видно, что треугольник с вершина-
ми 0, 1, α подобен треугольнику с вершинами
o, β, αβ.

Черт. 2 Черт. 3

Решение уравнения xn = 1 или извлечение корня n-й степени из единицы
геометрически сводится к делению на n равных частей окружности с центром O
и радиусом, равным единице (см. черт. 4 для случая n = 6).

Разность |α − β| геометрически изображается как расстояние между точками
α и β (черт. 5).

Условие |ξ −ω| < δ выражает геометрически, что точка ξ лежит внутри круга
радиуса δ с центром ω (черт. 6).

Существует еще иное геометрическое представление комплексного числа a+bi;
именно, как вектора на плоскости с составляющими a и b; при этом |a + bi| =
+
√

a2 + b2 является длиной этого вектора, а ϕ = arc (a + bi) дает направление
вектора; точка приложения вектора безразлична. При таком представлении ком-
плексного числа сумма комплексных чисел очень просто интерпретируется как
обычная сумма векторов. Для произведения же комплексных чисел в теории век-
торов нет соответствующей аналогии.

Замечание. Начинающие часто задают вопрос: как же «правильнее» пред-
ставлять аналитически точки на плоскости — в виде двух координат a и b или в
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Черт. 4 Черт. 5

Черт. 6

виде комплексного числа a+ bi. Этот вопрос не имеет смысла: точка на плоскости
аналитически представляется двумя вещественными числами, ее координатами a
и b, которые можно либо просто писать рядом, отделяя запятою друг от друга,
либо соединить в «комплексное число» a + bi. Последнее целесообразно делать
только в том случае, если в дальнейшем нам требуется с этими числами a + bi
оперировать именно как с комплексными числами. В обычной же аналитической
геометрии оперируют с каждой координатой точки отдельно (например, линия
аналитически выражается посредством уравнения между координатами точки),
следовательно, там нет никакого смысла объединять обе координаты в комплекс-
ное число.

§ 11. Предел последовательности комплексных чисел. Пусть имеем
последовательность комплексных чисел c1, c2, c3, . . ., где

cn = an + bni

и пусть существует:

lim an = α, lim bn = β, α + βi = γ;

тогда определяем:
lim cn = lim an + i lim bn = γ.

Пусть при n > N будет |α − an| <
ε

2
и |β − bn| <

ε

2
; тогда |γ − cn| < ε (см. § 8,

теорема 1, следствие 2).
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Обратно: пусть |γ − cn| < ε тогда и подавно:

|α − an| < ε и |β − bn| < ε.

Следовательно, можно дать другое определение предела: последовательность
c1, c2, c3, . . . стремится к пределу γ, если, взяв любое ε > 0, можно найти N > 0 так,
что при n > N будет |γ − cn| < ε. Это определение — такое же, как и для предела
вещественных чисел. Подобным же образом определяем: члены последовательно-
сти c1, c2, c3, . . . становятся бесконечно большими, если, взяв любое M > 0, можно
найти N > 0 так, что при n > N будет |cn| > M .

Для пределов последовательности с комплексными членами верны все те же
теоремы, что и для пределов последовательности с вещественными членами.

§ 12. Приложение формулы Моавра. Имеем:

(cos ϕ + i sin ϕ)n = cosn ϕ + ni cosn−1 ϕ sin ϕ −
(

n
2

)
cosn−2 ϕ sin2 ϕ−

−
(

n
3

)
i cosn−3 ϕ sin3 ϕ +

(
n
4

)
cosn−4 ϕ sin4 ϕ + . . . = cos nϕ + i sin nϕ.

Отсюда, отделяя вещественную часть от мнимой, получаем:

cos nϕ = cosn ϕ −
(

n
2

)
cosn−2 ϕ sin2 ϕ +

(
n
4

)
cosn−4 ϕ sin4 ϕ − . . . ,

sin nϕ =

(
n
1

)
cosn−1 ϕ sin ϕ −

(
n
3

)
cosn−3 ϕ sin3 ϕ +

(
n
5

)
cosn−5 ϕ sin5 ϕ − . . .

Здесь
(

n
k

)
=

n(n − 1)(n − 2) · · · (n − k + 1)

1 · 2 · 3 · · · k ,

(
n
1

)
= n,

(
n
0

)
= 1.

Обратные формулы. Положим

u = cos ϕ + i sin ϕ, v = cos ϕ − i sin ϕ;

тогда

u + v = 2 cos ϕ, u − v = 2i sin ϕ, uv = 1; um = cos mϕ + i sin mϕ,

vm = cos mϕ − i sin mϕ, um + vm = 2 cos mϕ, um − vm = 2i sin mϕ,

2n cosn ϕ = (u + v)n = un + nun−1v +

(
n
2

)
un−1v2 + . . . +

(
n
2

)
u2vn−2 + nuvn−1 + vn =

= un + vn + nuv(un−2 + vn−2) +

(
n
2

)
u2v2(un−4 + vn−4) + . . . ;

при n четном

(−1)
n
2 2n sinn ϕ = (u − v)n = un + vn − nuv(un−2 + vn−2)+

+

(
n
2

)
u2v2(un−4 + vn−4) − . . . ;
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при n нечетном

(−1)
n−1

2 · i · 2n sinn ϕ = (u − v)n = un − vn − nuv(un−2 − vn−2)+

+

(
n
2

)
u2v2(un−4 − vn−4) − . . .

Отсюда получаем: при n четном

2n cosn ϕ = 2 cos nϕ + 2n cos(n − 2)ϕ + 2

(
n
2

)
cos(n − 4)ϕ + . . . +

(
n
n
2

)
,

(−1)
n
2 sinn ϕ = 2 cos nϕ − 2n cos(n − 2)ϕ +

(
n
2

)
cos(n − 4)ϕ − . . . + (−1)

n
2

(
n
n
2

)
;

при n нечетном

2n cosn ϕ = 2 cos nϕ + 2n cos(n − 2)ϕ + 2

(
n
2

)
cos(n − 4)ϕ + . . . + 2

(
n
n
2

)
cos ϕ,

(−1)
n−1

2 2n sinn ϕ = 2 sin nϕ − 2n sin(n − 2)ϕ + 2

(
n
2

)
sin(n − 4)ϕ +

− . . . + (−1)
n−1

2 2

(
n

n−1
2

)
sin ϕ.

Упражнения

15) Найти

∣∣∣∣
(

1

2
− 1

3
i

)
(3 + 2i)

∣∣∣∣ (Два способа).

Отв. 2
1

6
.

16) Найти

∣∣∣∣
2 + i

3 − i

∣∣∣∣ (два способа).

Отв.

√
1

2
=

√
2

2
.

17) Найти |(8 − 3i)2|.
Отв. 73.
18) Привести к тригонометрическому виду 1 + i и 1 − i.

Отв.
√

2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
;
√

2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)
.

19) Привести к тригонометрическому виду при помощи логарифмических таб-
лиц 3 + 2i.

Отв.
√

13(cos 33◦41′24′′ + i sin 33◦41′24′′).
20) При помощи логарифмической линейки привести к тригонометрическому

виду 3 + 4i, 8 + 5i.
Отв. 5(cos 53◦10′ + i sin 53◦10′), 9, 44(cos 32◦ + i sin 32◦).
21) Найти 3

√
−1.

Отв.





cos
π

3
+ i sin

π

3
=

1 + i
√

3

2
,

cos π + i sin π = −1,

cos
5π

3
+ i sin

5π

3
=

1 − i
√

3

2
.
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22) При помощи логарифмической линейки найти 3
√

2 + i.

Отв.





1, 38(cos 9◦ + i sin 9◦) = 1, 37 + 0, 216i,
1, 38(cos 129◦ + i sin 129◦) = −0, 87 + 1, 07i,
1, 38(cos 249◦ + i sin 249◦) = −0, 495 − 1, 29i.

23) Вычислить при помощи логарифмических таблиц 1
√

1.
Отв. ±1, ±− 0, 8090,±i · 0, 5878, ±0, 3090, ±i · 0, 9511.
24) Найти и вычислить при помощи логарифмических таблиц 5

√
1 + i.

Отв.





√
102(cos 9◦ + i sin 9◦) = 1, 0586 + 0, 1677i,√
102(cos 81◦ + i sin 81◦) = 0, 1677 + 1, 0586i,√
102(cos 153◦ + i sin 153◦) = −0, 9550 + 0, 4866i,√
102(cos 225◦ + i sin 225◦) = −0, 7579(1 + i),√
102(cos 297◦ + i sin 297◦) = 0, 4866 − 0, 9550i.

.

25) По формулам § 11 разложить sin 2x, sin 3x, sin 4x, sin 5x, sin 6x.
26) По формулам § 11 разложить cos 2x, cos 3x, cos 4x, cos 5x, cos 6x.
27) По формулам § 11 разложить cos2 x, cos3 x, cos4 x, cos5 x, cos6 x.
28) По формулам § 11 разложить sin2 x, sin3 x, sin4 x, sin5 x, sin6 x.
29) Выяснить, при каких условиях произведение двух комплексных чисел ве-

щественно.
Отв. Если один из сомножителей равен числу, сопряженному с другим сомно-

жителем и умноженному на любое вещественное число.
30) Выяснить, при каких условиях произведение двух комплексных чисел чи-

сто мнимо.
Отв. Если a + bi есть один из сомножителей, то другой должен быть, равен

λ(b + ai), где λ — любое вещественное число.
31) Исследовать (аналитически и геометрически), при каких условиях абсо-

лютная величина суммы двух комплексных чисел равна сумме абсолютных вели-
чин этих чисел.

Отв. Если аркусы слагаемых одинаковы.
32) Исследовать, при каких условиях абсолютная величина суммы двух ком-

плексных чисел равна разности абсолютных величин слагаемых.
Отв. Если аркусы слагаемых различаются на π.

§ 13. Область рациональности. Делитель области. Кольцо. Итак, мы,
расширили нашу область вещественных чисел тем, что ввели числа комплекс-
ные — более общие, такие, что вещественное число является частным случаем,
комплексного. В этой расширенной области комплексных чисел выполнимы че-
тыре действия — сложение, вычитание, умножение и деление, причем для этих
действий остаются в силе все основные законы, которые имеют место для тех же
действий над вещественными числами 8. Перечислим еще раз кратко эти основные
законы 9: для сложения и вычитания — законы коммутативный, ассоциативный,
неограниченной и однозначной обратимости, существование числа 0 («единицы»

8В § 6 и 9 мы видели, что в области комплексных чисел неограниченно выполнимо и дей-
ствие извлечения корня всякой степени; в дальнейшем мы убедимся, что и более общее действие
— решение алгебраических уравнений всех степеней — неограниченно выполнимо в области ком-
плексных чисел. Но сейчас это нас не интересует.

9Перечисляя здесь эти основные законы, мы не занимаемся вопросом об их зависимости или
независимости друг от друга.

29



для сложения), числа −α для каждого числа α («противоположные» числа); для
умножения (и деления) — законы коммутативный, ассоциативный, неограничен-
ной и однозначной обратимости для случая неравных нулю сомножителей, су-

ществование числа 1 («единицы» для умножения), числа
1

α
для каждого числа

α 6= 0 («обратные» числа); далее, дистрибутивный закон, связывающий сложение
с умножением; наконец, закон об отсутствии нулевых делителей (§ 5).

Эти четыре действия называются рациональными действиями, ибо, совершая
их над рациональными числами, мы получаем и результаты рациональные, т. е.
из области рациональных чисел не выходим. Вообще такая система чисел, в кото-
рой неограниченно выполнимы рациональные действия (конечно, кроме деления
на нуль), так что взяв два любые числа a и b (причем может быть и a = b) из

этой системы, мы всегда получим, что и a + b, a− b, ab и
a

b
(при b 6= 0) тоже при-

надлежат к этой системе, — называется областью рациональности, или телом,
или полем. Так, все обычные рациональные числа составляют область рациональ-
ности; это — так называемая абсолютная область рациональности; система всех
вещественных чисел тоже является областью рациональности (или телом или по-
лем); точно также областью рациональности является система всех комплексных
чисел (содержащих вещественные числа как частный случай). Мы видим, что од-
но тело может содержать другое как свою часть; тело, содержащееся в другом,
называется делителем этого последнего. Собственно, одно уже число 0 составля-
ет тело; но его обычно не причисляют к телам, дополняя определение тела еще
условием, чтобы оно содержало больше, чем одно число. При этом условии верна
такая теорема:

Всякое тело содержит делителем абсолютную область рациональности.
Действительно, пусть данное тело содержит число a 6= 0; следовательно, оно

содержит и число
a

a
= 1, а значит и числа 1 + 1 = 2, 2 + 1 = 3 и т. д. и 1 − 1 = 0,

0 − 1 = −1, −1 − 1 = −2 и т. д., т. е. и все целые числа, а следовательно, и их
частные, т. е. и все дроби, т. е. вообще все рациональные числа, что и требовалось
доказать.

Кроме упомянутых тел или областей рациональности существует еще бесчис-
ленное множество других числовых тел.

Так, числа вида a + b
√

2, где a и b — всевозможные рациональные числа, со-
ставляют тело; комплексные числа a + bi с рациональными компонентами a и b
тоже составляют тело и т. д. Но все целые числа (как положительные, так и отри-
цательные, включая и 0) тела не составляют, ибо действие деления тут не всегда
возможно (т. е. частное двух целых чисел не всегда — целое число), иначе говоря,
не выполнен закон неограниченной обратимости для умножения. Система целых
чисел составляет область целости — так называется система чисел, где неогра-
ниченно выполнимы действия сложения, вычитания и умножения, но не деления.
Другие примеры областей целости: числа a + b

√
2, где a и b — целые числа, числа

a+bi с целыми a и b, все четные целые числа и т. д. Область целости есть частный
случай так называемого кольца, о котором будет речь еще впереди (см. главу XIV,
ч. II). В каждом вопросе, в каждой теореме алгебры важно знать, какую область
рациональности мы берем за основную, т. е. из какой области рациональности мы
берем «данные» числа, коэфициенты наших функций и уравнений. В дальнейшем
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в главах II, III, IV, VII этой первой части нашего курса за основную область ра-
циональности мы берем тело комплексных чисел, в главе V — тело вещественных
чисел, и главе VI — преимущественно абсолютную область рациональности.
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ГЛАВА ВТОРАЯ

ДЕТЕРМИНАНТЫ

§ 14. Детерминанты второго порядка. Возьмем систему двух линейных
уравнений с двумя неизвестными:

a1x + b1 = c1,

a2x + b2 = c2.

Умножаем сперва обе части верхнего уравнения на b2, а нижнего — на −b1, затем
верхнего на −a2, а нижнего на a1 и оба раза складываем; разделив на a1b2 − a2b1,
получаем:

x =
c1b2 − c2b1

a1b2 − a2b1

, y =
a1c2 − a2c1

a1b2 − a2b1

,

при условии
a1b2 − a2b1 6= 0.

Обозначают:

a1b2 − a2b1 =

∣∣∣∣
a1 b1
a2 b1

∣∣∣∣ ;

это выражение называется детерминантом (определителем) второго порядка; он
состоит из четырех элементов ?, расположенных в две строки и два столбца, стро-
ки и столбцы называются рядами детерминанта.

§ 15. Свойства детерминантов второго порядка.
I. Детерминант не изменяется от перестановки строк со столбцами:

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ ,

ибо оба детерминанта равны одному и тому же выражению

a1b2 − a2b1.

II. От перестановки двух строк (или двух столбцов) детерминант меняет
знак: ∣∣∣∣

a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣
a2 b2

a1 b1

∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣
b1 a1

b2 a2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
b2 a2

b1 a1

∣∣∣∣ .

Это тоже непосредственно следует из определения детерминанта.
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III. Если все элементы одного ряда имеют общий множитель, то его можно
вынести за знак детерминанта.

Например:
∣∣∣∣
a1c b1c
a2 b2

∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ или

∣∣∣∣
a1c b1c
a2 b2

∣∣∣∣ = a1b2c − a2b1c = c(a1b2 − a2b1).

IV. Детерминант равен нулю, если элементы его двух рядов соответственно
равны или пропорциональны.

Например: ∣∣∣∣
a1 b1

a1 b1

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣
a1 b1

a1c b1c

∣∣∣∣ = 0.

Это следует из II и III.
V. Если элементы какого-нибудь ряда суть суммы k слагаемых, то детерми-

нант представляется как сумма k детерминантов.
Например:

∣∣∣∣
a1 + c1 b1 + d1

a2 b2

∣∣∣∣ = (a1 + c1)b2 − a2(b1 + d1) =

= (a1b2 − a2b1) + (c1b2 − a2d1) =

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
c1 d1

a2 b2

∣∣∣∣ .

Следствие I. Если элементы одного ряда — суммы k слагаемых, а элементы
другого ряда — суммы l слагаемых, то детерминант представляется как сумма kl
детерминантов.

Следствие II. Детерминант не изменится, если к элементам какого-нибудь
ряда прибавить соответствующие элементы другого ряда, умноженные на один и
тот же постоянный множитель.

Например:
∣∣∣∣
a1 + ca2 b1 + cb2

a2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ + c

∣∣∣∣
a2 b2

a2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣

(по V, III, IV).

§ 16. Теорема умножения. Дан детерминант
∣∣∣∣
a1x1 + b1y1 a1x2 + b1y2

a2x1 + b2y1 a2x2 + b2y2

∣∣∣∣ ;

применяя к нему свойства V, III, IV, II, получим:
∣∣∣∣
a1x1 + b1y1 a1x2 + b1y2

a2x1 + b2y1 a2x2 + b2y2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1x1 a1x2

a2x1 a2x2

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
a1x1 b1y2

a2x1 b2y2

∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣
b1y1 a1x2

b2y1 a2x2

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
b1y1 b1y2

b2y1 b2y2

∣∣∣∣ = x1x2

∣∣∣∣
a1 a1

a2 a2

∣∣∣∣ + x1y2

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ +

+x2y1

∣∣∣∣
b1 a1

b2 a2

∣∣∣∣ + y1y2

∣∣∣∣
b1 b1

b2 b2

∣∣∣∣ = x1y2

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ − x2y1

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ =

= (x1y2 − x2y1)

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
x1 x2

x2 y2

∣∣∣∣ ,
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видим что произведение двух детерминантов представляется в виде детерми-
нанта. Так как и во множимом и во множителе можно переставить строки со
столбцами (по 1, § 15), то сообразно этому получаем четыре способа составления
произведения:

1)

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
x1 y1

x2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1x1 + b1y1 a1x2 + b1y2

a2x1 + b2y1 a2x2 + b2y2

∣∣∣∣

(комбинирование строк со строками),

2)

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
x1 y1

x2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1x1 + a2y1 a1x2 + a2y2

b1x1 + b2y1 b1x2 + b2y2

∣∣∣∣

(комбинирование столбцов со строками),

3)

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
x1 y1

x2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1x1 + b1x2 a1y1 + b1y2

a2x1 + b2x2 a1y1 + b2y2

∣∣∣∣

(комбинирование строк со столбцами),

4)

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
x1 y1

x2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1x1 + a2x2 a1y1 + a2y2

b1x1 + b2x2 b1x1 + b2y2

∣∣∣∣

(комбинирование столбцов со столбцами).
Пример.

∣∣∣∣
5 3
1 4

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
2 5
3 8

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
25 39
22 35

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
15 23
26 41

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
19 40
14 37

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
13 33
18 47

∣∣∣∣ = 17.

§ 17. Однородные уравнения. Возьмем систему двух однородных уравне-
ний с тремя неизвестными:

a1x + b1y + c1z = 0,

a2x + b2y + c2z = 0.

Принимая z за известное, решим их относительно x и y:

x =
z(b1c2 − b2c1)

a1b2 − a2b1

z(c1a2 − c1a1)

a1b2 − a2b1

(при условии a1b2 − a2b1 6= 0).
Другими словами:

x : y : z =

∣∣∣∣
b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣
c1 a1

c2 a2

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ .

Эта формула верна всегда, если только хоть один из входящих в нее детерми-
нантов не равен нулю.

34



Упражнения

33) Перемножить всеми четырьмя способами

∣∣∣∣
5 3
1 2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
4 1
3 5

∣∣∣∣.

34) Найти (четырьмя способами)

∣∣∣∣
3 7
5 11

∣∣∣∣
2

.

Отв. Один из способов дает

∣∣∣∣
58 92
92 146

∣∣∣∣.
35) Даны уравнения 3x + 5y − z = 0, 2x − 3y + 4z = 0; найти отношения

неизвестных.
Отв. x : y : z = −17 : 14 : 19.
36) Из уравнений 2x−5y+2z = 0, x+4y−3z = 0 найти отношения неизвестных.
Отв. x : y : z = 7 : 8 : 13.

§ 18. Детерминанты третьего порядка. Возьмем систему трех линейных
уравнений с тремя неизвестными:

a1x + b1y + c1z = d1 умнож. на k,

a2x + b2y + c2z = d2
′′ l,

a3x + b3y + c3z = d3
′′ m,





и складываем.

(ka1 + la2 + ma3)x + (kb1 + lb2 + mb3)y + (kc1 + lc2 + mc3)z =

= kd1 + ld2 + ld3.
(1)

Для определения x выберем неопределенные множители k, l, m так, чтобы
было

kb1 + lb2 + mb3 = 0, kc1 + lc1 + mc3 = 0.

По § 17
k : l : m = (b2c3 − b3c2) : (b3c1 − b1c3) : (b1c2 − b2c1).

Так как нам нужны какие-нибудь значения k, l, m, удовлетворяющие этой про-
порции, то можно просто взять

k = (b2c3 − b3c2), l = (b3c1 − b1c3), m = (b1c2 − b2c1).

Тогда коэфициент при x обращается в

a1((b2c3 − b3c2)) + a2(b3c1 − b1c3) + a3((b1c2 − b2c1) =

= a1b2c3 − a1b3c2 + a2b3c1 − a2b1c3 + a3b1c2 − a3b2c1.
(2)

Это выражение называется детерминантом третьего порядка и обозначается
∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
.

Теперь правая часть равенства (1) получает вид:

d1(b2c3 − b3c2) + d2(b3c1 − b1c3) + d3(b1c2 − b2c1) =

∣∣∣∣∣∣

d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
.
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Итак

x =

∣∣∣∣∣∣

d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣

Подобно же выяисляем y и z. Найдем:

y =

∣∣∣∣∣∣

a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
, z =

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣

Знаменатель у x, y и z один и тот же; числители же получаются из знаменате-
ля, если мы в нем коэфициенты при определяемом неизвестном заменим свобод-
ными членами.

Выведенные формулы имеют место, если только
∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Схема I

Схема II

По своему определению (2) детерминант третьего порядка составляется так: в
произведении a

κ
bλcµ индексы κ, λ, µ пробегают всевозможные перестановки цифр

1, 2, 3, причем произведения, соответствующие перестановкам 1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2,
берутся со знаком +, а произведения, соответствующие перестановкам 2, 1, 3; 1, 3, 2;
3, 2, 1, берутся со знаком −; детерминант равен сумме этих шести количеств. На
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прилагаемых схемах I и II указан практический способ вычисления детерминанта,
данного в своем обычном виде: количества, соединенные одною и дою же чертой,
перемножаются, причем на схеме указано, какие произведения брать со знаком +,
какие со знаком −.

Схема III Схема IV

Другой способ вычисления детерминанта указан на прилагаемых схемах III и
IV.

Линиями указаны перемножаемые элементы: на схеме III со знаком +, на схеме
IV со знаком −.

Упражнения

37) Вычислить детерминанты

∣∣∣∣∣∣

5 8 −6
1 −2 5
4 7 1

∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

4

1

2

1

3
2

5
1 1

1

2
2

3
2 2

1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Отв. −123, −119

360
.

38) Решить систему уравнений

3x − 2y + 4z = 37, 5x + 3y − 2z = 20, 4x − 2y + 3z = 35.

Отв. x = 5, y = 3, z = 7.

§ 19. Свойства детерминантов третьего порядка.
I. Детерминант не изменяется от перестановки строк со столбцами.
Доказательство. Как указано в предыдущем параграфе, детерминант обра-

зуется путем перестановок в произведении a1b2c3 цифр 1, 2, 3 и приписывания по-
лучающимся произведениям определенных знаков. Но вместо того чтобы в выра-
жении a1b2c3 переставлять цифры 1, 2, 3, оставляя a, b, c на местах, можно пере-
ставлять a, b, c, оставляя 1, 2, 3 на местах и соблюдая те же правила относительно
знаков; а это и сведется к тому, что мы переставим строки со столбцами.

Другое доказательство. Фигуры в схемах III и IV в конце § 18 не изменятся,
если мы перевернем все шесть таблиц вокруг главной диагонали (идущей свер-
ху слева вниз направо); это перевертывание равносильно перестановке строк со
столбцами.

II. От перестановки двух строк (или двух столбцов) детерминант меняет
знак.
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Доказательство. Переставим, например, первую и вторую строки; это сво-
дится к перестановке индексов 1 и 2; но тогда знак + дадут перестановки 213, 132,
321, а знак − перестановки 123, 231 312, т. е. как раз противоположно тому, что
было раньше; детерминант изменил знак.

III. Если все элементы, одного ряда имеют общий множитель, то его можно
вынести за знак детерминанта.

Доказательство. Это следует из того, что в каждом члене a
κ
bλcµ имеется

множителем один, и только один, элемент из каждой строки и один, и только
один, элемент из каждого столбца.

IV. Детерминант равен нулю, если элементы его двух рядов соответственно
равны или пропорциональны.

Доказательство. Это следует из II и III.
V. Если элементы какого-нибудь ряда являются суммами k слагаемых, то

детерминант представляется как сумма k детерминантов.
Доказательство. В этом случае каждый член ±a

κ
bλcµ есть сумма k слагае-

мых, т. е. детерминант есть сумма k сумм, каждая из которых есть детерминант.
Следствие I. Если элементы одного ряда — суммы k слагаемых, элементы

другого ряда — суммы l слагаемых, а элементы третьего ряда — суммы m слага-
емых, то детерминант представляется как сумма klm детерминантов.

Следствие II. Детерминант не изменится, если к элементам какого-нибудь
ряда прибавить соответствующие элементы другого ряда, умноженные на один и
тот же множитель.

Это следует из V, III, IV.
VI. Если все элементы какого-нибудь ряда равны нулю кроме одного, то де-

терминант равен произведению этого не равного нулю элемента на некоторый
детерминант второго порядка.

Доказательство. В этом случае не равны нулю только два члена, содержащие
множителем этот не равный нулю элемент, который, следовательно, выносится за
скобки; в скобках же остается детерминант второго порядка, получаемый, если
вычеркнуть ту строку и тот столбец, к которым принадлежит вынесенный за скоб-
ки элемент, и приписать множитель (−1)r, где r — сумма номеров вычеркнутых
строки и столбца.

Пример.

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 0
a3 b3 0

∣∣∣∣∣∣
= c1 · (−1)1+3

∣∣∣∣
a2 b2

a3 b3

∣∣∣∣ = c1(a2b3 − a3b2).

Получаемый таким образом детерминант второго порядка a2b3 − a3b2 называ-
ется минором, соответствующим выносимому за скобки элементу c1r

10.
Свойство VI вмес!е с предыдущим следствием II позволяет вычисление детер-

минанта третьего порядка свести к вычислению детерминанта второго порядка;
покажем это на примере.

10Некоторые авторы называют минором самый детерминант 2-го порядка, без множителя
(−1)r, называя алгебраическим дополнением то, что мы назвали минором [т. е. детерминант
вместе с множителем (−1)r]. Я считаю нерациональным введение большого количества разных
названий, тем более, что минор без множителя (−1)r в дальнейшем нигде не применяется.
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Пример 1. Вычислить детерминант

D =

∣∣∣∣∣∣

3 2 5
1 3 −4
−2 5 3

∣∣∣∣∣∣
.

Прибавим сначала к элементам первой строки соответствующие элементы вто-
рой строки, умноженные на −3, а затем к элементам третьей строки — элементы
второй, умноженные на 2; от этого по следствию II детерминант не изменится;
получим

D =

∣∣∣∣∣∣

3 − 3 · 1 2 − 3 · 3 5 + 3 · 4
1 3 −4
−2 5 3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 −7 17
1 3 −4
−2 5 3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 −7 17
1 3 −4
0 11 −5

∣∣∣∣∣∣
;

теперь по свойству VI получаем:

D = (−1)1+2

∣∣∣∣
−7 17
11 −5

∣∣∣∣ = −(35 − 187) = 152.

Пример 2. Вычислить детерминант
∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
.

Вычитая из второй и из третьей строк первую, найдем:
∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

0 b − a b2 − a2

0 c − a c2 − a2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
b − a b2 − a2

c − a c2 − a2

∣∣∣∣

= (b − a)(c − a)

∣∣∣∣
1 b + a
1 c + a

∣∣∣∣ = (b − a)(c − a)(c − b).

Упражнение

39) Вычислить указанным приемом детерминанты
∣∣∣∣∣∣

3 2 1
4 3 1
2 1 2

∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣

5 4 2
3 2 −3
1 −3 5

∣∣∣∣∣∣
.

Отв. 1, −89.

§ 20. Теорема умножения. Возьмем детерминант
∣∣∣∣∣∣

a1x1 + b1y1 + c1z1 a1x2 + b1y2 + c1z2 a1x3 + b1y3 + c1z3

a2x1 + b2y1 + c2z1 a2x2 + b2y2 + c2z2 a2x3 + b2y3 + c2z3

a3x1 + b3y1 + c3z1 a3x2 + b3y2 + c3z2 a3x3 + b3y3 + c3z3

∣∣∣∣∣∣
;
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по V он представляется как сумма 27 детерминантов. Но из них 21 детерминант
по IV равны нулю, так как в этих детерминантах имеются пропорциональные
столбцы. Остаются следующие 6 детерминантов:

∣∣∣∣∣∣

a1x1 b1y2 c1z3

a2x1 b2y2 c2z3

a3x1 b3y2 c3z3

∣∣∣∣∣∣
= x1y2z3D,

∣∣∣∣∣∣

a1x1 b1z2 c1y3

a2x1 b2z2 c2y3

a3x1 b3y2 c3z3

∣∣∣∣∣∣
= −x1y3z2D,

∣∣∣∣∣∣

a1y1 b1x2 c1z3

a2y1 b2x2 c2z3

a3y1 b3x2 c3z3

∣∣∣∣∣∣
= −x2y1z3D,

∣∣∣∣∣∣

a1y1 b1z2 c1x3

a2y1 b2z2 c2x3

a3y1 b3z2 c3x3

∣∣∣∣∣∣
= x3y1z2D,

∣∣∣∣∣∣

a1z1 b1x2 c1y3

a2z1 b2x2 c2y3

a3z1 b3x2 c3y3

∣∣∣∣∣∣
= x2y3z1D,

∣∣∣∣∣∣

a1z1 b1y2 c1x3

a2z1 b2y2 c2x3

a3z1 b3y2 c3x3

∣∣∣∣∣∣
= −x3y2z1D,

где

D =

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
.

Сумма всех этих детерминантов равна
∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
.

Итак, произведение двух детерминантов третьего порядка, есть тоже де-
терминант третьего порядка. И здесь, как и у детерминантов второго порядка,
возможны четыре способа составления произведения:

1) комбинирование строк со строками;
2) ′′ столбцов со строками;
3) ′′ строк со столбцами;
4) ′′ столбцов со столбцами.
Особенно важны способы 1) и 3).
Пример.

∣∣∣∣∣∣

3 −2 1
1 4 −3
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
3 2 1
2 1 3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−2 6 7
12 8 −3
−2 6 9

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

3 13 13
7 1 −3
−7 −1 5

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

−1 3 −2
7 7 −6
3 4 3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

10 10 4
8 3 3
−4 −2 2

∣∣∣∣∣∣
= −176.

Упражнение

40) Перемножить всеми четырьмя способами
∣∣∣∣∣∣

3 1 2
1 2 4
2 4 1

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

0 3 1
−3 0 2
−1 −2 0

∣∣∣∣∣∣
.
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Отв. ∣∣∣∣∣∣

5 −5 −5
10 5 −5
13 −4 −10

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−5 5 5
−10 −5 5
−13 4 10

∣∣∣∣∣∣
= 0.

§ 21. Разложение детерминанта третьего порядка по минорам. Опре-
деление минора, соответствующего данному элементу, дано в конце § 19. Миноры
мы обозначаем большими буквами с теми же индексами, что и у соответствующих
им элементов. Имеем (по V и VI § 19)

D =

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a1 + 0 + 0 0 + b1 + 0 0 + 0 + c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

a1 0 0
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

0 b1 0
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

0 0 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
= A1a1 + B1b1 + C1c1.

Применяя этот прием ко всем строкам и столбцам, получаем в итоге

A1a1 + B1b1 + C1c1 = D, A1a1 + A2a2 + A3a3 = D,

A2a2 + B2b2 + C2c2 = D, B1b1 + B2b2 + B3b3 = D,

A3a3 + B3b3 + C3c3 = D, C1c1 + C2c2 + C3c3 = D.





(3)

С другой стороны,
A1a2 + B1b2 + C1c2 = 0,

ибо левая часть есть детерминант
∣∣∣∣∣∣

a2 b2 c2

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
,

который равен нулю по IV § 19.
Подобно же найдем

A1a2 + B1b2 + C1c2 = 0, A1b1 + A2b2 + A3b3 = 0,

A2a1 + B2b1 + C2c1 = 0, B1a1 + B2a2 + B3a3 = 0,

A1a3 + B1b3 + C1c3 = 0, A1c1 + A2c2 + A3c3 = 0,

A3a1 + B3b1 + C3c1 = 0, C1a1 + C2a2 + C3a3 = 0,

A2a3 + B2b3 + C2c3 = 0, B1c1 + B2c2 + B3c3 = 0,

A3a2 + B3b2 + C3c2 = 0, C1b1 + C2b2 + C3b3 = 0,





(4)

Детерминант ∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣
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составленный из миноров, называется взаимным к детерминанту D. По теореме
умножения и по (3) и (4) найдем:

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

D 0 0
0 D 0
0 0 D

∣∣∣∣∣∣
= D3,

т. е. ∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣

2

.

Упражнения

41) Дан детерминант ∣∣∣∣∣∣

3 2 −5
−1 1 3
−1 3 −4

∣∣∣∣∣∣
;

найти, его миноры и проверить, что взаимный детерминант равен квадрату дан-
ного.

42) Вычислить детерминант
∣∣∣∣∣∣

3 2 5
1 4 5
3 1 7

∣∣∣∣∣∣
,

разложив его по элементам первой колонны.
Отв. 33.

§ 22. Однородные уравнения. Рассмотрим систему трех однородных урав-
нений с четырьмя неизвестными:

a1x + b1y + c1z + d1t = 0,

a2x + b2y + c2z + d2t = 0,

a3x + b3y + c3z + d3t = 0.

Рассматривая t как известное, решим эту систему относительно x, y, z; при
этом обозначим для сокращения

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
= (a, b, c)

и подобно же другие детерминанты.
Найдем:

x =
(−dt, b, c)

(a, b, c)
= −t

(b, c, d)

(a, b, c)
, y =

a,−dt, c)

(a, b, c)
= +t

(a, c, d)

(a, b, c)
,

z = −t
(a, b, d)

(a, b, c)
.
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Следовательно:

x : y : z : t == −(b.c.d) : (a, c, d) : −(a, b, d) : (a, b, c).

Эта формула верна, если хоть один из детерминантов правой части не равен
нулю; в этом случае три однородных уравнения с четырьмя неизвестными одно-
значно определяют отношения этих неизвестных.

Упражнение

43) Даны уравнения:
2x + y − 3z + 2t = 0,

3x − 2y − 4z + 3t = 0,

x − 4y − 2z − 2t = 0.

Найти отношения неизвестных.
Отв. x : y : z : t = 38 : 3 : 21 : −8.

§ 23. Перестановки n символов. Перестановки (расположения) опреде-
ляются в элементарной алгебре. Число всех перестановок n символов равно n! =
1 ·2 ·3 · · ·n. Перестановка двух символов друг с другом называется транспозицией,

Теорема. Все n! перестановок n символов можно расположить в таком по-
рядке, чтобы каждая следующая получалась из предыдущей путем одной транс-
позиции.

Доказательство. Это очевидно при n = 2. Применим способ полной индук-
ции; пусть теорема верна для n − 1 символов; докажем, что она верна и для n
символов. Напишем сначала все перестановки с первым символом 1; число их рав-
но (n − 1)!, и по предположению они могут быть расположены в таком порядке,
что каждая следующая получается из предыдущей посредством одной транспо-
зиции; теперь переставим символы 1 и 2 и напишем по тому же принципу все
перестановки с первым символом 2; затем переставим 2 и 3 и т. д.

Пример. n = 3: 123; 132; 231; 213; 312; 321.

§ 24. Инверсии. Если в перестановке символ с высшим номером стоит рань-
ше символа с низшим номером, то такое явление называется инверсией (иначе: на-
рушением, беспорядком). В расположении 123 . . . n нет ни одной инверсии; во вся-
ком другом расположении всегда бывают инверсии. Каждый символ дает столько
инверсий, сколько символов с меньшим номером следует за ним.

Например, при n = 7 перестановка 6312475 имеет 8 инверсий.
Теорема. От одной транспозиции число инверсий в перестановке изменяет-

ся на нечетное число.
Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда переставляемые симво-

лы g и h стоят рядом; в таком случае ясно, что от перестановки g и h друг с
другом число инверсий или увеличится на единицу или уменьшится на единицу.

Возьмем теперь общий случай: дана перестановка

a1a2 . . . akgb1b2 . . . hc1c2 . . . cm, (A)
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которая после нашей транспозиции переходит в

a1a2 . . . akhb1b2 . . . gc1c2 . . . cm, . (B)

Но для того чтобы от (А) перейти к (В), надо сначала g переставить с b1, затем
g переставить с b2 и т. д., наконец, g переставить с h, далее g переставить с h, затем
h переставить с bl, затем h переставить с bl−1 и т. д., наконец, h переставить с b1.
Каждая такая перестановка есть транспозиция двух рядом стоящих символов, т.
е. представляет собою уже рассмотренный частный случай; мы знаем, что от этого
число инверсий изменяется (т. е. увеличивается или уменьшается) каждый раз на
единицу; всего таких транспозиций при переходе от (А) к (В) у нас l+1+l = 2l+1.

Ясно, что при переходе от (А) к (В) и число инверсий в нашей перестанов-
ке изменится на нечетное число, ибо сумма нечетного числа положительных и
отрицательных единиц есть число нечетное 11.

Различают перестановки двух родов: первого рода — с четным числом инвер-
сий и второго рода — с нечетным числом инверсий. По теореме § 23 число тех и

других одинаково и равно
1

2
n!.

Число транспозиций при переходе от одной перестановки к другой или всегда
четное (если перестановки одного рода), или всегда нечетное (если перестановки
разных родов).

Упражнение

44) Определить числа инверсий в перестановках 1) 20314, 2) 3560124, 3) 3024159867,
4) 4921650873.

Отв. 1) 3, 2) 11, 3) 10, 4) 23.

§ 25. Символ Кронекера. Если αβγ . . . θ — некоторая перестановка чисел
1, 2, 3, . . . , n, то символ Кронекера [αβγ . . . θ] определяется так: [αβγ . . . θ] = +1,
если перестановка αβγ . . . θ первого рода, и [αβγ . . . θ] = −1, если эта перестановка
второго рода. Другими словами, если ω — число инверсий в перестановке αβγ . . . θ,
то

[αβγ . . . θ] = (−1)ω.

Выведем следующую формулу:

[αβγ . . . θκλ . . . τ ] = [αβγ . . . θ] [κλ . . . τ ] · (−1)α+β+γ+...+θ−
r(r+1

2 , (5)

где r — число символов α, β, γ, . . . , θ.
Пусть сперва α < β < γ < . . . < θ и κ < λ < . . . < τ , все же вместе

символы αβγ . . . θκλ . . . τ суть: 1, 2, . . . , n, только в другом порядке. Между собой
α, β, γ, . . . , θ, равно как и κ, λ, . . . , τ , не образуют ни одной инверсии. Если α > 1,
то κ = 1, и α образует с κ, λ, . . . , τ , α − 1 инверсию, ибо все символы, меньшие
чем α, находятся среди κ, λ, . . . , τ . Точно так же β образует с κ, λ, . . . , τ — β − 2

11Если отрицательных единиц k, то положительных 2l + 1 − k сумма всех есть

2l + 1 − k − k = 2(l − k) + 1

— нечетное число.
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инверсии, ибо все символы, меньшие чем β, кроме α, находятся среди κ, λ, . . . , τ .
Аналогично γ образует с κ, λ, . . . , τ — γ − 3 инверсии и т. д. Следовательно, число
всех инверсий будет:

α − 1 + β − 2 + γ − 3 + . . . + θ − r = α + β + γ + . . . + θ − (1 + 2 + 3 + . . . + r) =

= α + β + γ + . . . + +θ − r(r + 1)

2
.

Если условия α < β < γ < . . . < θ и κ < λ < . . . < τ не выполнены, то
к найденному числу следует прибавить еще число инверсий, которые образуют
α, β, γ, . . . , θ между собой и κ, λ, . . . , τ между собой. Таким образом и получаем
формулу (5).

Упражнение

45) Проверить формулу

[36520714] = [3652][0714] · (−1)3+6+5+2− 4·3
2 .

§ 26. Подстановки. Слово «перестановка» имеет двоякий смысл: во-первых,
это слово, как было уже указано в начале § 23, означает определенное распо-
ложение данных предметов (символов); во-вторых, оно может означать и самое
действие, перестанавливание данных символов, т. е. переход от одного их распо-
ложения к другому; для обозначения этого действия употребляется еще и термин
подстановка, ибо тут мы вместо каждого из данных символов подставляем неко-
торый другой символ—тоже из данных (в частном случае можем оставить символ
и без изменения, т. е. подставить вместо него его же самого). Так, если мы имеем
6 символов, обозначаемых номерами 1, 2, 3, 4, 5, 6, и от расположения 314625 пере-
ходим к расположению 624153, то при этом переходе мы подставляем 6 вместо 3,
2 вместо 1, 4 вместо 4, 1 вместо 6, 5 вместо 2 и 3 вместо 5. Это обозначают тем,
что просто пишут подставляемые символы под теми, вместо которых они под-
ставляются, и затем берут все в скобки; например, рассматриваемая подстановка
напишется так: (

3 1 4 6 2 5
6 2 4 1 5 3

)
.

В подстановке важны не самые расположения символов, а то, какими именно сим-
волами какие символы заменяются, т. е. одно из расположений (верхнее или ниж-
нее) мы можем выбрать произвольно; таким образом, например, вышеприведен-
ную подстановку можно представить в таких формах:

(
3 1 4 6 2 5
6 2 4 1 5 3

)
=

(
1 2 3 4 5 6
2 5 6 4 3 1

)
=

(
6 1 5 4 2 3
1 2 3 4 5 6

)
=

(
5 4 6 1 3 2
3 4 1 2 6 5

)

и т. д. Это все — разные виды одной и той же подстановки, ибо всюду 1 переходит
в 2, 2 в 5, 3 в 6, 4 в 4, 5 в 3, 6 в 1.
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Обычно верхнее расположение берут «нормальным», т. е. в виде 12345 . . .; ниж-
нее же может быть любой перестановкой данных символов, и разные перестановки
дают и разные подстановки. Следовательно, различных подстановок столько же,
сколько и различных перестановок, т. е. n!, если и число всех наших символов. В
дальнейшем мы часто будем сокращенно обозначать подстановки большими ла-
тинскими буквами.

Пусть нам даны две подстановки, например, восьми символов:

A =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 1 8 5 6 4 2 7

)
,

B =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 5 6 2 7 1 4 3

)
;

будем производить эти подстановки последовательно; в результате получим одну
подстановку C, как «равнодействующую» этих двух, следующим образом: в A 1
переходит в 3, в B 3 переходит в 6, значит в C 1 перейдет в 6; в A 2 переходит в
1, в B 1 переходит в 8, значит в C 2 перейдет в 8 и т. д.

Найдем

C =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 8 3 7 1 2 5 4

)
.

Это соединение двух подстановок в одну называется композицией или (символи-
ческим) умножением подстановок; C называется произведением A на B; обозна-
чают:

C = AB;

причем порядок, в каком стоят «сомножители», не произволен, т. е. для этого сим-
волического умножения подстановок коммутативный закон неверен. Так, в данном
примере

BA =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
7 6 4 1 2 3 5 8

)
6= AB.

Но в некоторых частных случаях коммутативный закон может оказаться верным;
две подстановки, для произведения которых верен коммутативный закон, назы-
ваются переместимыми (или перестановочными; говорят также, что они комму-
тируют друг с другом). Например, подстановки

A =

(
1 2 3 4 5 6
4 3 5 6 1 2

)

и

B =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 6 5 2 1

)

переместимы, ибо

AB = BA =

(
1 2 3 4 5 6
5 6 2 1 3 4

)
.

Докажем, что ассоциативный закон (см. гл. 1, § 3,3) верен для произведения вся-

ких подстановок. Обозначим сокращенно подстановку A символом

(
r
s

)
; здесь r

46



означает верхнее (начальное) расположение наших символов, a ss — нижнее (ко-

нечное) их расположение; подстановку B мы можем взять в таком виде;

(
s
t

)
, т.

е. верхнее расположение в B взять такое же, что и нижнее расположение в A,
ибо ведь одно из расположений в подстановке произвольно; наконец, возьмем еще

подстановку C в таком виде:

(
t
u

)
. Тогда, очевидно,

AB =

(
r
s

) (
s
t

)
=

(
r
t

)
;

аналогично

BC =

(
s
t

)(
t
u

)
=

(
s
u

)
.

Тогда

(AB)C =

(
r
t

) (
t
u

)
=

(
r
u

)
,

A(BC) =

(
r
s

) (
s
u

)
=

(
r
u

)
,

следовательно:
(AB)C = A(BC),

что и требовалось доказать. Таким образом произведение перестановок A, B и C
мы можем просто записывать в виде ABC. Отсюда легко следует, что в произведе-
нии нескольких подстановок мы можем по нашему желанию заключать в скобки
любую часть этого произведения, или уничтожать имеющиеся скобки, лишь бы
только мы при этом не переставляли сомножителей.

Обратим внимание на подстановку, в которой нижнее расположение одинаково
с верхним: (

1 2 3 . . . n
1 2 3 . . . n

)
;

здесь каждый символ заменяется им же самим, т. е. собственно никакой «подста-
новки» и не происходит, это — так называемая тождественная или единичная или
главная подстановка; мы ее обозначим буквою ?Е 12. При композиции подстановок
она играет роль единицы, ибо, если A — любая подстановка тех же символов, то,
как легко убедиться,

AE = EA = A.

Мы видим, что E переместима со всякой другой подстановкой тех же символов; в
частности EE = E.

Если в данной подстановке A мы переставим друг с другом верхнее и нижнее
расположения, то получим новую подстановку, которая называется обратной к A
и обозначается в виде (−1)-й степени A, т. е. в виде A−1. Очевидно, обратная к
обратной есть данная подстановка, т. е.

(A−1)−1 = A.

12Некоторые авторы обозначают ее просто цифрой 1.
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Обе взаимно обратные подстановки переместимы и дают при композиции друг с
другом тождественную подстановку:

AA−1 = A−1A = E.

Пример.

A =

(
1 2 3 4 5 6
2 5 6 4 3 1

)
, A−1 =

(
2 5 6 3 3 1
1 2 3 4 5 6

)
=

(
1 2 3 4 5 6
6 1 5 4 2 3

)
.

Упражнения

46) «Перемножить» подстановки:

а)

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8
3 8 0 2 1 5 4 6 7

)
и

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8
8 3 5 4 1 0 7 6 2

)
,

б)

(
α β γ δ ε
α γ ε β δ

)
и

(
α β γ δ ε

γ δ α β

)
,

в)

(
x1 x2 x3 x4 x5 x6

x3 x1 x5 x6 x4 x2

)
и

(
x1 x2 x3 x4 x5 x6

x2 x6 x1 x5 x3 x4

)
.

Отв.
(

0 1 2 3 4 5 6 7 8
4 2 8 5 3 0 1 7 6

)
или

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8
7 2 5 1 1 8 3 6 0

)

(
α β γ δ ε
ε δ β γ α

)
или

(
α β γ δ ε
δ ε β α γ

)
, в) E.

47) Проверить ассоциативный закон на подстановках:

A =

(
a b c d
b a d c

)
, B =

(
a b c d
d a b c

)
, C =

(
a b c d
d c b a

)
.

48) Найти обратные к следующим подстановкам:

а)

(
0 1 2 3 4 5 6 7
7 0 5 1 6 3 2 4

)
, б)

(
a1 a2 a3 a4 a5

a5 a1 a2 a3 a4

)

в)

(
1 2 3 4 5 6 7
5 3 2 7 1 6 4

)
, г) E.

Отв.

а)

(
0 1 2 3 4 5 6 7
1 3 6 5 7 2 4 0

)
, б)

(
a1 a2 a3 a4 a5

a5 a1 a2 a3 a4

)
,

в)

(
1 2 3 4 5 6 7
5 3 2 7 1 6 4

)
, г) E.

§ 27. Понятие о группе. Рассмотрим совокупность всех подстановок дан-
ных n символов; всего этих подстановок n! и они образуют замкнутую систему в
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том смысле, что «произведение» всяких двух подстановок, взятых в определен-
ном порядке, есть тоже подстановка тех же символов, т. е. принадлежит к той же
совокупности. Это свойство такой замкнутости называется групповым свойством,
а такая система (в данном случае — подстановок) называется группой. Итак, все
n! подстановок данных n символов составляют группу.

Вообще группой называется (конечная или бесконечная) совокупность каких-
то элементов (не обязательно подстановок) такая, что над каждыми двумя (раз-
личными или равными) из этих элементов, взятыми в определенном порядке, опре-
делено действие (символически обычно обозначаемое как «умножение»), причем
результат этого действия над двумя любыми элементами этой совокупности есть
тоже элемент из той же совокупности. При этом действие в группе — не произ-
вольно: оно должно подчиняться основным законам обычного действия сложения
или умножения чисел, за исключением коммутативного закона; эти законы такие:
ассоциативный закон, существование единицы, существование обратного элемен-
та для каждого данного. Заметим, что каждый из этих законов имеет здесь две
стороны — правую и левую, так как коммутативный закон не предполагается. В
каждом конкретном случае следует проверить, верны ли эти законы; в предыду-
щем параграфе мы видели, что для композиции подстановок эти законы верны.
Заметим, что законы неограниченной и однозначной обратимости (см. конец § 4 и
§ 5) являются следствиями из приведенных выше законов, т. е. для действия груп-
пы всегда выполнены; в частности они выполнены и для композиции подстановок.
Закон неограниченной обратимости выражается так: при данных элементах A и
B всегда существуют такие элементы X и Y , что

AX = B (правая сторона),

Y A = B (левая сторона).

Действительно, X = A−1 · B, Y = BA−1..
Закон однозначной обратимости выражается так:

из AX1 = AX2 следует X1 = X2 (правая сторона),

из Y1A = Y2A следует Y1 = Y2(левая сторона).

Действительно, пусть AX1 = AX2; умножим обе части этого равенства слева
на A−1:

A−1(AX1) = A−1(AX2),

или, по ассоциативному закону,

(A−1A)X1 = (A−1A)X2;

или AA−1A = E, следовательно, EX1 = EX2, или X1 = X2.
Подобно же доказывается и левая сторона.
Группа, в которой элементы не конкретизированы, которая, следовательно,

определяется только законами своего действия, называется отвлеченной или аб-
страктной. Абстрактная теория групп, о которой речь будет итти в главе XI,
благодаря своей общности имеет широкие применения можно сказать во всех об-
ластях математики и многих ее приложений. Всюду, где мы имеем какие-либо
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конкретные элементы (числа, подстановки, матрицы, геометрические преобразо-
вания и т. п.) и конкретное действие над ними, — всюду там мы имеем группу,
если только это действие подчиняется приведенным выше основным законам. Мы
видели уже, что все подстановки данных n символов образуют группу, при этом
конечную, так как всего таких подстановок n!, т. е. конечное число; говорят, что
эта группа порядка n!. Приведем еще следующие примеры групп: все целые чис-
ла составляют группу относительно сложения; эта группа бесконечна; единицей
группы здесь является число 0; обратным элементом к числу a служит число −a;
все рациональные положительные числа составляют бесконечную группу относи-
тельно умножения, единицей здесь является число 1; обратный элемент к числу a

есть число
1

a
; все вещественные числа составляют группу относительно сложения;

все вещественные числа за исключением числа 0 составляют группу относительно
умножения; подобно же и все комплексные числа (включая и вещественные как
частный вид) составляют группу относительно сложения и — без числа 0 — отно-
сительно умножения; число 1 одно составляет группу относительно умножения;
число 0 одно составляет группу относительно сложения.

В дальнейшем нам еще встретятся конкретные примеры групп.

§ 28. Разложение подстановок на транспозиции. Транспозиции, опре-
деленные в § 23, являются частными случаями подстановок, — именно, если в
подстановке все символы остаются на своих местах кроме двух, которые меняют-
ся местами, т. е. переходят друг в друга. Если в транспозиции переставляются
символы α и β, то мы будем обозначать такую транспозицию так:

(α, β).

Эту транспозицию можно записать в виде обычной подстановки:

(α, β) =

(
1 2 . . . α . . . β . . . n
1 2 . . . β . . . α . . . n

)
;

например, при n = 8:

(2, 5) =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 3 4 2 6 7 8

)
.

Теорема в § 23 гласит, что всякое расположение наших символов можно полу-
чить из «нормального» расположения посредством нескольких транспозиций, про-
изведенных последовательно друг за другом; иными словами, всякую подстановку
можно представить как произведение транспозиций, или разложить на транспо-
зиции.

Пример.
(

1 2 3 4 5 6 7
2 7 1 5 6 4 3

)
= (1, 2)(1, 7)(1, 3)(4, 5)(4, 6) =

= (1, 5)(1, 7)(1, 2)(1, 6)(1, 4)(1, 3)(2, 3)(2, 5)(6, 7).

Из этого примера видно, что разложение подстановки на транспозиции воз-
можно многими способами, даже бесчисленным множеством способов, ибо ведь

50



всегда можно к данному произведению приписать (в конце его, или в начале, или
даже в середине) сколько угодно раз по два множителя вида (α, β)(α, β), взаимно
уничтожающих друг друга 13.

Так как в «нормальном» расположении символов совсем нет инверсий, а от
одной транспозиции число инверсий в перестановке меняется на нечетное число
(по теореме § 24), то в нижнем расположении подстановки число инверсий чет-
ное или нечетное в зависимости от того, раскладывается ли она на четное или
нечетное число транспозиций. А так как в данной подстановке при верхнем нор-
мальном расположении нижнее расположение вполне определено, т. е. имеет и
вполне определенное число инверсий, то этим доказано следующее:

Теорема. Каким бы способом мы не раскладывали данную подстановку на
транспозиции, число этих транспозиций будет всегда одной и той же четно-
сти, т. е. всегда четное, или всегда нечетное.

Сообразно с этим все n! подстановок данных n символов разделяются на два
вида — на четные и нечетные подстановки; первые раскладываются на четное
число транспозиций, вторые — на нечетное. А так как (§ 24) перестановок с чет-
ным числом инверсий столько же, сколько и с нечетным, то и подстановок четных

столько же, сколько и нечетных: по
1

2
n!. Легко видеть следующее:

тождественная подстановка E четная;
транспозиция является нечетной подстановкой;
взаимно обратные подстановки имеют одну и ту же четность, т. е. или

обе четные, или обе нечетные.
Последнее следует из того, что по самому определению обратной подстановки

мы получим ее, если проделаем все транспозиции данной подстановки, только в
обратном порядке, т. е. число их остается то же самое.

Отметим еще следующее очевидное предложение: если две подстановки раз-
личны, то обратные к ним подстановки тоже различны.

§ 29. Детерминант n-го порядка. Мы его определяем формулой:
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
[κλµ . . . τ ] a1κ

a2λa3µ · · · anτ . (6)

Он зависит от n2 чисел, называемых его элементами и расположенных в n строк
и n столбцов; строки и столбцы вместе мы будем называть рядами. Элементы
детерминанта в общем виде мы будем обозначать одной буквою, например a, с
двумя значками, из которых первый дает номер строки, а второй — номер столбца;
так, aαβ есть элемент, стоящий на пересечении α-й строки и β-го столбца.

Значки κ, λ, µ, . . . , τ в формуле (6) означают какую-то перестановку чисел
1, 2, . . . , n; сумма берется по всевозможным таким перестановкам вторых знач-
ков (т. е. номеров столбцов); символ Кронекера [κλµ . . . τ ] дает знак + или − в
зависимости от того, будет ли κ, λ, µ, . . . , τ четной или нечетной перестановкой (§
24, 25). Таким образом в D всего n! слагаемых, из которых половина со знаком

13Именно (α, β)(α, β) = E.
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+, а половина со знаком −. Легко видеть, что определенные выше (§ 14, 18) де-
терминанты второго и третьего порядков — частные случаи определенного теперь
детерминанта n-ro порядка.

Элементы детерминанта могут быть какими угодно числами, как веществен-
ными, так и комплексными.

Существуют еще такие сокращенные обозначения детерминанта в общем виде:

D =
∑

±a11a22 · · · ann (Jacobi),

D = |ah1ah2 · · · ahn (Kronecker),

D = |aik| (S. Smith)

i, k = 1, . . . , n.

§ 30.Свойства детерминантов n-го порядка.
I. Детерминант не изменится от перестановки строк со столбцами.
Доказательство. Ее ли мы в произведении a1κ

a2λa3µ · · · anτ переставим сомно-
жители так, чтобы вторые значки стали в нормальном расположении 123 . . . n„ то
первые значки, бывшие сначала в нормальном расположении, теперь будут в неко-
тором расположении αβγ . . . θ; этим мы произвели подстановку (§ 26), которую
можно представить в таких двух видах:

(
κ λ µ . . . τ
1 2 3 . . . n

)
=

(
1 2 3 . . . n
α β γ . . . θ

)
;

подстановка эта обратная к подстановке
(

1 2 3 . . . n
κ λ µ . . . τ

)
,

а следовательно, одинаковой с нею четности (§ 28); но подстановка с верхним
нормальным расположением четная или нечетная в зависимости от того, имеет
ли нижнее ее расположение четное или нечетное число инверсий (§ 28); а отсюда
следует, что расположения κλµ . . . τ и ? имеют числа инверсий одинаковой четно-
сти, т. е. соответствующие символы Кронекера (§ 25) равны:

[κλµ . . . τ ] = [αβγ . . . θ];

следовательно:

[κλµ . . . τ ]a1κ
a2λa3µ · · · anτ = [αβγ . . . θ]aα1aβ2aγ3 · · · aθn.

Проделав такую операцию в каждом члене суммы правой части (6), получим:

D =
∑

[αβγ . . . θ]aα1aβ2aγ3 · · · aθn, (7)

причем сумма берется по всевозможным перестановкам первых значков (т. е. но-
меров строк), ибо разным перестановкам κλµ . . . τ вторых значков в (6) соответ-
ствуют разные перестановки первых значков αβγ . . . θ в (7) (см. конец § 28). Но в
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(7) строки играют ту же роль, что столбцы в (6), т. е. мы получим (7) из (6), пе-
реставив в детерминанте строки со столбцами; от этого, как мы видим, величина
детерминанта не изменится.

Следствие. Из свойства I вытекает, что все, что мы докажем для строк, будет
верно и для столбцов, и обратно, т. е. чтобы доказать какое-либо свойство детер-
минанта, верное и для строк, и для столбцов, достаточно доказать его только для
строк (или только для столбцов).

II.От перестановки двух строк (или двух столбцов) детерминант меняет
знак.

Доказательство. Возьмем детерминант в виде (6) и переставим, например,
первую и вторую строки; это сведется к тому, что вместо произведения a1κ

a2λa3µ

· · · anτ мы должны взять

a2κ
a1λa3µ · · · anτ = a1λa2κ

a2λa3µ · · · anτ

т. е. значки κ и λ переменились местами. Итак, от этой перестановки (т. е. транс-
позиции (κ, λ) в каждом члене) наш детерминант D перейдет в такой:

∑
[κλµ . . . τ ]a1κ

a2λa3µ · · · anτ = −
∑

[λκµ . . . τ ]a1λa2κ
a3µ · · · anτ ,

ибо от одной транспозиции символ Кронекера изменит знак; но в правой части у
нас стоит −D, ибо сумма та же, что и в (6), только обозначение несколько иное:
κ поставлена вместо λ, а λ вместо κ; итак, детерминант действительно изменил
знак. То же будет, если переставим любые две строки или любые два столбца.

Следствие. Если сделаем в строках детерминанта такую перестановку: на
первом месте поставим α-ю строку, на втором β-ю, на третьем γ-ю и т. д., на n-
м θ-ю, и одновременно в столбцах сделаем такую перестановку: на первом месте
поставим κ-й столбец, на втором λ-й, на третьем — µ-й и т. д., на n-м τ -й (причем
αβγ . . . θ и κλµ . . . τ — какие-то две перестановки чисел 1, 2, . . . , n), то детерминант
получит множитель

[αβγ . . . θ] [κλµ . . . τ ],

т. е. ∣∣∣∣∣∣∣∣

aακ
aαλ . . . aατ

aβκ
aβλ . . . aβτ

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
aθκ

aθλ . . . aθτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= [αβγ . . . θ] [κλµ . . . τ ]

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (8)

Действительно, мы произвели со строками подстановку
(

1 2 3 . . . n
α β γ . . . θ

)

а со столбцами подстановку
(

1 2 3 . . . n
κ λ µ . . . τ

)
;

каждая из этих подстановок разбивается на транспозиции (§ 28), а от каждой
транспозиции детерминант меняет знак. Таким образом в конечном результате
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детерминант не изменится или изменит знак в зависимости от того, четно ли или
нечетно число всех транспозиций; с другой стороны (§ 28), число транспозиций,
на которые раскладывается подстановка, той же четности, что и число инверсий
в ее нижнем расположении (при нормальном верхнем); от того же, четное или
нечетное число инверсий в расположении αβγ . . . θ, и символ Кронекера [αβγ . . . θ]
будет равен +1 или —1; то же справедливо и для κλµ . . . τ ; этим и доказывается
формула (8).

III. Если все элементы одного ряда имеют общий множитель c, то его мож-
но вынести за знак детерминанта.

Доказательство. Это следует из того, что в каждый член детерминанта вхо-
дит множителем по одному элемент из каждой строки и из каждого столбца,
значит, в частности содержится множитель c.

IV. Детерминант равен нулю, если элементы его двух рядов соответственно
равны или пропорциональны.

Это следует из II и III.
V. Если элементы какого-нибудь ряда суть суммы k слагаемых, то детерми-

нант представляется как сумма k детерминантов.
Доказательство. Пусть, например,

a1κ
= a′

1κ
+ a′′

1κ
(κ = 1, 2, . . . , n);

тогда
∣∣∣∣∣∣∣∣

a′
11 + a′′

11 a′
12 + a′′

12 . . . a′
1n + a′′

1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∑

[κλ . . . τ ](a′
1κ

+ a′′
1κ

)a2λ · · · a2τ =
∑

[κλ . . . τ ]a′
1κ

a2λ · · · a2τ+

+
∑

[κλ . . . τ ]a′′
1κ

a2λ · · · a2τ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a′
11 a′

12 . . . a′
1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

a′′
11 a′′

12 . . . a′′
1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Следствие I. Если элементы одного ряда — суммы k1 слагаемых, элементы
другого ряда — суммы k2 слагаемых и т. д., элементы n-го ряда — суммы kn

слагаемых, то детерминант представляется как сумма k1k2 · · · kn детерминантов.
Следствие II. Детерминант не изменится, если к элементам какого-нибудь

ряда прибавить элементы другого ряда, умноженные на один и тот же множитель.
Это следует из V, III, IV.
VI. Если в детерминанте n-го порядка все элементы какого-нибудь ряда, кро-

ме одного, равны нулю, то детерминант равен произведению этого не равного
нулю элемента на некоторый детерминант (n − 1)-го порядка.

Доказательство. Пусть, например, все элементы первой строки, кроме a11,
равны нулю. Имеем:

∑
[κλµ . . . τ ]a1κ

a2λa3µ · · · anτ =
∑

[1λ . . . τ ]a11a2λ · · · anτ ,
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ибо при x > 1 a1κ
= 0. Во всех членах a11 входит множителем, следовательно,

выносится за скобки; далее:

[1λµ · · · τ ] = [λµ · · · τ ],

следовательно:

D = a11

∑
[λµ · · · τ ]a2λa3µ · · · anτ = a11

∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 a23 . . . a2n

a32 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

[см. (6)], т. е. для этого случая теорема доказана.
Пусть теперь все элементы α-й строки равны нулю кроме aαβ. Ставим на пер-

вое место α-ю строку и β-й столбец так, чтобы элемент aαβ стал первым. От этого
D получит знак [см. (8)]

[α, 1, 2, . . . , α − 1, α + 1, . . . , n] [β, 1, 2, . . . , β − 1, β + 1, . . . , n] =

(−1)α−1 · (−1)β−1 = (−1)α+β.
.

Введем еще обозначение:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,β−1 a1,β+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aα−1,1 . . . aα−1,β−1 aα−1,β+1 . . . aα−1,n

aα+1,1 . . . aα+1,β−1 aα+1,β+1 . . . aα+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,β−1 an,β+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· (−1)α+β = Aαβ,

так что Aαβ получается из D вычеркиванием α-й строки и β-го столбца и присо-
единением множителя (−1)α+β. Тогда по-предыдущему:

D = aαβAαβ.

Aαβ есть минор (n − 1)-го порядка, соответствующий элементу aαβ. Если все эле-
менты какого-нибудь столбца, кроме одного, равны нулю, то по I, переставив стро-
ки со столбцами, применяем то же рассуждение.

Следствие из свойства V и свойство VI применяются для вычисления детер-
минантов.

Пример 1.
∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 −1 0
2 4 0 3
1 1 5 2
0 1 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 −1 0
2 4 0 3

1 + 5 · 5 1 + 3 · 5 5 + (−1) · 5 2 + 0 · 5
0 + 5 · 3 1 + 3 · 3 3 + (−1) · 3 4 + 0 · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 −1 0
2 4 0 3
26 16 0 2
15 10 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+3 · (−1) ·

∣∣∣∣∣∣

2 4 3
26 16 2
15 10 4

∣∣∣∣∣∣
=
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= (−1)4 · (−1) · 4 ·

∣∣∣∣∣∣

2 2 3
13 4 1
15 5 4

∣∣∣∣∣∣
=

= −4 ·

∣∣∣∣∣∣

2 + 13 · (−3) 2 + 4 · (−3) 3 + 1 · (−3)
13 4 1

15 + 13 · (−4) 5 + 4 · (−4) 4 + 1 · (−4)

∣∣∣∣∣∣
= 4 ·

∣∣∣∣∣∣

−37 −10 0
13 4 1
−37 −11 0

∣∣∣∣∣∣
=

= −4 · (−1)5+2 ·
∣∣∣∣
−37 10
−37 −11

∣∣∣∣ = 4 · 37 ·
∣∣∣∣
1 10
1 11

∣∣∣∣ = 4 · 37 · 1 = +148.

Пример 2.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 1 2 0
4 6 0 1 −2
−3 1 −1 1 5
1 3 1 0 4
4 0 3 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 + 1 · (−5) 3 + 1 · (−3) 1 2 + 1 · (−2) 0
4 + 0 · (−5) 6 + 0 · (−3) 0 1 + 0 · (−2) −2

−3 + (−1)(−5) 1 + (−1)(−3) −1 1 + (−1)(−2) 5
1 + 1 · (−5) 3 + 1 · (−2) 1 0 + 1 · (−2) 4
4 + 3 · (−5) 0 + 3 · (−3) 3 −2 + 3 · (−2) −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1 0 0
4 6 0 1 −2
2 4 −1 3 5
−4 0 1 −2 4
−11 −9 3 −8 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)1+3 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 6 1 −2
2 4 3 5
−4 0 −2 4
−11 −9 −8 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1) · (−1) · 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 6 1 −2
2 4 3 5
2 0 1 −2
11 9 8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 + 1 · (−2) 6 1 −2 + 1 · 2
2 + 3 · (−2) 4 3 5 + 3 · 2
2 + 1 · (−2) 0 1 −2 + 1 · 2
11 + 8 · (−2) 9 8 1 + 8 · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 6 1 0
−4 4 3 11
0 0 1 0
−5 9 8 17

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2 · (−1)3+3 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣

2 6 0
−4 4 11
−5 9 17

∣∣∣∣∣∣
= 2 · 2 ·

∣∣∣∣∣∣

1 3 0
−4 4 11
−5 9 17

∣∣∣∣∣∣
=

= 4 ·

∣∣∣∣∣∣

1 3 + 1 · (−3) 0
−4 4 + (−4)(−3) 11
−5 9 + (−5)(−3) 17

∣∣∣∣∣∣
= 4 ·

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−4 16 17
−5 24 17

∣∣∣∣∣∣
=

= 4 · 8 ·
∣∣∣∣
2 11
3 17

∣∣∣∣ = 32 · (34 − 33) == 32.
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Пример 3. 3. Детерминант Вандермонда (Vandermonde):

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2
1 . . . an−1

1

1 a2 a2
2 . . . an−1

2

1 a3 a2
3 . . . an−1

3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2

n . . . an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Мы уже имели такой детерминант третьего порядка (см. § 19, пример 2) и
видели, что он равен произведению разностей входящих в него величин. Докажем
то же самое и для нашего детерминанта n-го порядка D, при этом применим метод
полной индукции. Пусть указанная формула верна для детерминантов (n − 1)-го
порядка того же вида, что и D, т. е.

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2 a2
2 . . . an−1

2

1 a3 a2
3 . . . an−1

3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2

n . . . an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏

κ > λ

κ, λ = 1, 2, . . . , n

(a
κ
− aλ)

(
∏

— знак произведения). Докажем, что и для нашего детерминанта D будет верна
такая же формула. Для этого в D от последнего столбца отнимем предпоследний
умноженный на a1, от предпоследнего — предшествующий ему, умноженный тоже
на a1 и т. д., наконец, от второго первый, умноженный на a1, далее, применяем
свойства VI и III:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
1 a2 − a1 a2

2 − a1a2 . . . an−1
2 − a1a

n−2
2

1 a3 − a1 a2
3 − a1a3 . . . an−1

3 − a1a
n−2
3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an − a1 a2

n − a1an . . . an−1
n − a1a

n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (a2 − a1)(a3 − a1) · · · (an − a1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2 a2
2 . . . an−1

2

1 a3 a2
3 . . . an−1

3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2

n . . . an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (a2 − a1)(a3 − a1) · · · (an − a1) ·
∏

κ > λ

κ, λ = 2, 3, . . . , n

(a
κ
− aλ) =

∏

κ > λ

κ, λ = 1, 2, . . . , n

(a
κ
− aλ).

Упражнения

49) Вычислить: ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0 3
3 2 1 −1
1 2 −1 3
4 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отв. 10.
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50) Вычислить: ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отв. 0 (почему?).
51) Вычислить: ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
0 1 2 3
−1 0 1 2
−2 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отв. 0.

§ 31. Теорема умножения. Пусть

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, B =

∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣

C =

∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

cαβ = aα1bβ1 + aα2bβ2 + . . . + aα1nbβn =
∑

aαλbβλ (α, β = 1, 2, . . . , n).

Докажем, что C = A · B.
Имеем по V:

C =
∑

κ,λ,...,τ

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1κ
b1κ

a1λb2λ . . . a1τbnτ

a2κ
b1κ

a2λb2λ . . . a2τbnτ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anκ

b1κ
anλb2λ . . . anλbnτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
; (9)

эта сумма имеет nn слагаемых соответственно значениям: κ = 1, 2, . . . , n; λ =
1, 2, . . . , n; . . . ; τ = 1, 2, . . . , n.

Но если κ, λ, . . . , τ в данном слагаемом не все различны, то это слагаемое по
IV равно нулю, ибо в нем два столбца пропорциональны. Следовательно, в (9) не
равны нулю только n! слагаемых, соответствующих n! перестановкам κ, λ, . . . , τ
чисел 1, 2, . . . , n.

Имеем, далее, по III и (8):

C =
∑

b1κ
b2λ . . . bnτ

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1κ
a1λ . . . a1τ

a2κ
a2λ . . . a2τ

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
anκ

anλ . . . anτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
[κλ . . . τ ] b1κ

b2λ . . . bnτ · A;

A, как общий множитель всех слагаемых, выносится за знак суммы; далее, по (6)
имеем:

C = A ·
∑

[κλ . . . τ ] b1κ
b2λ . . . bnτ = A · B,
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что и требовалось доказать.
И здесь возможны четыре способа составления произведения;
1) комбинирование строк со строками;
2) ′′ столбцов со строками;
3) ′′ строк со столбцами;
4) ′′ столбцов со столбцами.
Особенно важны способы 1 и 3.

§ 32. Разложение детерминанта по элементам ряда. Имеем (по V и VI):

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + 0 + . . . + 0 0 + a12 + . . . + 0 . . . 0 + 0 + . . . + a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 . . . 0
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . +

+

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= A11a11 + A12a12 + . . . + A1na1n.

Подобное же выражение мы можем получить для всякой строки и для всякого
столбца. Итак

A
κ1aκ1 + A

κ2aκ2 + . . . + A
κnaκn = D;

A1κ
a1κ

+ A2κ
a2κ

+ . . . + Anκ
anκ

= D

}
(κ = 1, 2, . . . , n). (10)

Но, с другой стороны (при κ 6= λ):

A
κ1aλ1 + A

κ2aλ2 + . . . + A
κnaλn = 0;

A1κ
a1λ + A2κ

a2λ + . . . + Anκ
anλ = 0.

}
(11)

ибо левые части — детерминанты с двумя одинаковыми рядами (см. § 30, IV).
Всего мы имеем, таким образом, 2n2 формул. Их можно сокращенно представить
двумя формулами. Введем для этого символ eαβ.

Пусть

eαβ =

{
1 при α = β,

0 при α 6= β.
.
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Тогда
n∑

κ=1

A
καa

κβ = eαβ · D;
n∑

κ=1

Aακ
aβκ

= eαβ · D. (12)

При помощи этих формул, применяя первый способ составления произведения,
найдем:

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

D 0 . . . 0
0 D . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . D

∣∣∣∣∣∣∣∣
= Dn;

отсюда ∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= Dn−1.

Это так называемый взаимный детерминант.

§ 33. Линейные уравнения. Возьмем систему п линейных уравнений с n
неизвестными:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn,





(13)

пусть

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0;

D — так называемый детерминант системы (13). Помножим обе части первого
из уравнений (13) на A1γ , обе части второго на A2γ и т. д., обе части последнего на
Anγ (γ — одно из чисел 1, 2, . . . , n; через Aαβ мы, как и раньше, обозначаем минор
детерминанта D, соответствующий элементу aαβ и сложим почленно после этого
все полученные уравнения; тогда найдем:

(A1γa11 + A2γa21 + . . . + Anγan1)x1+

+(A1γa12 + A2γa22 + . . . + Anγan2)x1+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+(A1γa1γ + A2γa2γ + . . . + Anγanγ)xγ+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+(A1γa1n + A2γa2n + . . . + Anγann)xn =

= (A1γb1 + A2γb2 + . . . + Anγbn.

Но по (11) § 32 все суммы в скобках обращаются в нуль за исключением суммы,
на которую умножается xγ , и которая [по (10) § 32] равна D; следовательно:

Dxγ = A1γb1 + A2γb2 + . . . + Anγbn.
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Правая часть этого равенства получается из

D = A1γa1γ + A2γa2γ + . . . + Anγanγ,

если заменить a1γ, a2γ , . . . , anγ через b1, b2, . . . , bn, т. е. это тоже детерминант n-го
порядка, получаемый из D заменою в D γ-го столбца столбцом правых частей
наших уравнений (13). Итак

xγ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . b1 . . . a1n

a21 a22 . . . b2 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1γ . . . a1n

a21 a22 . . . a2γ . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . anγ . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

(γ = 1, 2, . . . , n). (14)

Применяя знак
∑

для суммы, можно значительно сократить предыдущие вы-
кладки. Напишем уравнения (13) в сокращенном виде:

n∑

β=1

aαβxβ = bβ (α = 1, 2, . . . , n). (13а)

Уравнение (13а) с номером α умножим на Aαγ (γγ — одно из чисел 1, 2, . . . , n и сло-
жим почленно все полученные таким образом уравнения (иначе: «просуммируем
их по α»); получим:

n∑

α=1

n∑

β=1

Aαγaαβxβ =
n∑

α=1

Aαγbγ;

но в левой части мы можем переставить оба знака суммы, т. е. сначала сумми-
ровать по α, а затем по β (так, чтобы сумма по α была «внутренняя», а по β
«внешняя»), ибо это сводится к иному распределению слагаемых, отчего сумма
не изменится.

Это дает:
n∑

β=1

n∑

α=1

Aαγaαβxβ =
n∑

β=1

( ∑
xβ

n∑

α=1

Aαγaαβ

)
,

ибо x, не зависит от α, а следовательно, его можно вынести за знак внутренней
суммы. Но по (12) § 32

n∑

α=1

Aαγaαβ = eγβ · D,

т. е. изо всей нашей двойной суммы только одно слагаемое не равно нулю, именно
то, для которого β = γ, — оно равно Dxγ;, следовательно:

xγ =
1

D

n∑

α=1

Aαγbγ (γ = 1, 2, . . . , n). (14а)

Это та же формула, что и (14), только написанная сокращенно.
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Итак, мы вывели следующее: если существуют решения уравнений (13), то они
находятся по формуле (14), которая дает только одну систему решений x1, x2, . . . , xn.
Остается доказать, что эти решения действительно удовлетворяют данным урав-
нениям, т. е. подставить выражения (14) в левые части уравнений (13). Для этого
изменим немного обозначения:

xβ =
1

D

n∑

γ=1

Aγβbγ (β = 1, 2, . . . , n).

Теперь имеем [по (12) § 32]:

n∑

β=1

aαβxβ =
n∑

β=1

(
aαβ · 1

D

n∑

γ=1

Aγβbγ

)
=

1

D

n∑

γ=1

(
bγ

n∑

β=1

Aγβaαβ

)
=

1

D
bαD = bα,

т. е. действительно получаем правую часть уравнения (13).
Итак:
Теорема. Если D 6= 0, то система (13) n линейных уравнений с n неизвест-

ными, имеет всегда одну и только одну систему решений.
Следствие I. Если система n линейных уравнений с n неизвестными имеет

более, чем одну систему решений, то для нее D = 0.
В частности, если уравнения однородны, т. е. все bα = 0, то они всегда имеют

очевидную систему решений, где все xβ = 0; при D 6= 0 эта система решений —
единственная. Таким образом:

Следствие II. Если система n однородных линейных уравнений с n неизвест-
ными имеет систему решений, где не все неизвестные равны нулю, то детерминант,
составленный из коэфициентов этих уравнений, равен нулю.

Это следствие имеет очень большое применение.

Упражнения

52) Решить систему:




5x1 − 3x2 + 4x3 − x4 = 7,

3x1 + 2x2 − 5x3 + 2x4 = 0,

x1 + 8x2 − x3 − 3x4 = 2,

3x1 − 2x2 − 5x3 + 4x4 = 0.

Отв. x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4.
53) Дана система однородных уравнений:





3x1 − 4x2 + x3 + 6x4 + 8x5 = 0,

3x1 + 3x2 − 2x3 − 5x4 − 6x5 = 0,

x1 + x2 − 5x3 + 4x4 − 2x5 = 0,

2x1 − 2x2 − 3x3 + 4x4 + 4x5 = 0,

2x1 − x2 + 3x3 − x4 + 2x5 = 0.

Этой системе удовлетворяют значения:

x1 = 0, x2 = 2, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 1.
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Проверить, равен ли нулю детерминант этой системы.

§ 34. Миноры. Пусть дан детерминант n-го порядка; выберем в нем r каких-
нибудь строк с номерами α, β, . . . , θ и r столбцов с номерами κ, λ, . . . , τ . Составим
детерминант из элементов, стоящих на пересечении взятых r строк и r столбцов;
этот детерминант r-го порядка:

∣∣∣∣∣∣∣∣

aακ
aαλ . . . aατ

aβκ
aβλ . . . aβτ

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
aθκ

aθλ . . . aθτ

∣∣∣∣∣∣∣∣

называется минором r-го порядка данного детерминанта и обозначается: |aαβ...θ
κλ...τ |.

При r = n−1 получаем миноры (n−1)-го порядка, которые мы уже рассматривали.
Пусть дан детерминант:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1r 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2r 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arr 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar+1,1 ar+1,2 . . . ar+1,r ar+1,r+1 . . . ar+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . anr an,r+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

В нем равны нулю все элементы, стоящие на пересечении первых r строк и
последних n − r столбцов. Имеем по (6):

D =
∑

[κλ . . . ρσ . . . τ ] a1κ
a2λ · · · arρar+1,σ · · · anτ ,

где сумма берется по всем перестановкам κλ . . . τ чисел 1, 2, . . . , n. Но если хоть
одно из первых r чисел κλ . . . ρ больше, чем r, то соответствующий член суммы
равен нулю вследствие особого вида D. Следовательно, κλ . . . ρ в неравных нулю
членах есть перестановка чисел 1, 2, ..., r, а σ . . . τ — перестановка чисел r+1, . . . , n
С другой стороны, имеем по (5) § 25 :

[κλ . . . ρσ . . . τ ] = [κλ . . . ρ] [σ . . . τ ](−1)κ+λ+...+ρ−
r(r+1)

2 ,

но

κ + λ + + . . . + ρ = 1 + 2 + . . . + +r =
r(r + 1)

2
,

следовательно:
[κλ . . . ρσ . . . τ ] = [κλ . . . ρ] [σ . . . τ ].

Заметим, что κλ . . . ρ пробегает все перестановки чисел 1, 2, . . . , r, а σ . . . τ — все
перестановки чисел r + 1, . . . , n и каждая перестановка κλ . . . ρ комбинируется с
каждой перестановкой σ . . . τ .

Следовательно, сумму можно преобразовать в произведение двух сумм:

D =
∑

[κλ . . . ρσ . . . τ ] a1κ
a2λ · · · arρar+1,σ · · · anτ =

=
∑

[κλ . . . ρ] a1κ
a2λ · · · arρ ·

∑
[σ . . . τ ] ar+1,σ · · · anτ ;

63



иными словами, по (6):

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arr

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

ar+1,r+1 . . . ar+1,1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,r+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
=

= |a12...r
12...r| · |ar+1...n

r+1...n|.

.

Обобщение. Пусть теперь равны нулю элементы, стоящие на пересечении r
строк с номерами α, β, . . . , θ и n− r столбцов с номерами κ, λ, . . . , τ . Переставим в
данном детерминанте (мы его снова обозначим через D) строки так, чтобы первые
r строк были с номерами α, β, . . . , θ, и столбцы так, чтобы последние n−r столбцов
были с номерами κ, λ, . . . , τ . От этого D получит множитель:

η = [αβ . . . θκ1λ1 . . . τ1] [α1β1 . . . θ1κλ . . . τ ]

[см. § 30, (8)]; здесь κ1, λ1, . . . , τ1 — номера последних n − r строк, a α1, β1, . . . , θ1

— номера первых r столбцов. Но по (5) § 25

[αβ . . . θκ1λ1 . . . τ1] [α1β1 . . . θ1κλ . . . τ ] = [αβ . . . θ] [κ1λ1 . . . τ1]×
×[α1β1 . . . θ1] [κλ . . . τ ] (−1)α+β+...+θ−

r(r+1)
2 ×

×(−1)α1+β1+...+θ1−
r(r+1)

2 .

!

Пусть
α1 < β1 < . . . < θ1 и κ1 < λ1 < . . . < τ1,

тогда
[α1β1 . . . , θ1] = [κ1λ1 . . . τ1] = +1,

следовательно’

η = [αβ . . . θκ1λ1 . . . τ1] [α1β1 . . . θ1κλ . . . τ ] =

= [αβ . . . θ] [κλ . . . τ ](−1)α+β+...+θ+α1+β1+θ1 .

Если и α < β < . . . < θ и κ < λ < . . . < τ , то

η = (−1)α+β+...+θ+α1+β1+...+θ1 .

Итак, в общем случае:

D =
∣∣aαβ...θ

α1β1...θ1

∣∣ ·
∣∣aκ1λ1...τ1

κλ...τ

∣∣ · η, (15)

где η = ±1.
Пусть теперь в D равны нулю все элементы, стоящие на пересечении r строк,

и больше чем n − r столбцов; в этом случае, применяя формулу (15), мы увидим,
что в одном из миноров правой части один ряд состоит из нулей, т. е. D = 0.

Итак:
Следствие. Если в детерминанте D равны нулю все элементы, стоящие на

пересечении r строк и больше чем n − r столбцов, то D = 0.
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Если дан минор r-го порядка |aαβ...θ
α1β1...θ1

|, то дополнительным к нему минором

называется минор n − r-го порядка |aκ1λ1...τ1
κλ...τ | · η, где η имеет то же значение, что

и раньше.
Пример.

∣∣∣∣∣∣∣∣

5 0 3 0
2 1 1 4
3 2 5 1
2 0 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
5 3
2 4

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
1 4
2 1

∣∣∣∣ · [1423] [1324] = 14 · (−7) · (−1)2(−1)1 = 98.

Упражнения

54) Применяя формулу (15), вычислить:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 3 0 0 2
4 1 5 3 1
1 −1 3 2 −2
0 3 0 0 5
2 1 −3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Отв. 279.
55) Не применяя формулы (15), проверить, что

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 0 3 0 0
5 4 2 1 4 7
2 5 0 2 0 0
1 2 0 5 0 0
3 3 1 2 4 2
1 3 0 4 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

56) Дан детерминант 6-го порядка:
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a16

a21 a22 . . . a26

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a61 a62 . . . a66

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

его минору

∣∣∣∣
a23 a26

a53 a56

∣∣∣∣ найти дополнительный.

Отв. ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a14 a15

a31 a32 a34 a35

a41 a42 a44 a45

a61 a62 a64 a65

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

§ 35. Возьмем детерминант n-го порядка:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Через Aαβ как и раньше, обозначим его минор (n−1)-го порядка, соответствующий
элементу aαβ. Пусть r < n — целое положительное число. Возьмем произведение:

D ·

∣∣∣∣∣∣

A11 . . . A1r

. . . . . . . . . . . .
Ar1 . . . Arr

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r a1,r+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr ar,r+1 . . . arn

ar+1,1 . . . ar+1,r ar+1,r+1 . . . ar+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anr an,r+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 . . . A1r A1,r+1 . . . A1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ar1 . . . Arr Ar,r+1 . . . Arn

0 . . . 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

и вычислим его, комбинируя строки со строками и принимая во внимание форму-
лы (10) и (11) § 32. Найдем по § 34:

D ·

∣∣∣∣∣∣

A11 . . . A1r

. . . . . . . . . . . .
Ar1 . . . Arr

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D 0 . . . 0 a1,r+1 . . . a1n

0 D . . . 0 a2,r+1 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . D ar,r+1 . . . arn

0 0 . . . 0 ar+1,r+1 . . . arn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 an,r+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= Dr

∣∣∣∣∣∣

ar+1,r+1 . . . ar+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,r+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
;

предполагая, что D 6= 0, и применяя обозначение миноров § 34, получим
∣∣A12...r

12...r

∣∣ = Dr−1 ·
∣∣ar+1...n

r+1...n

∣∣. (16)

Обобщим эту формулу. Пусть α, β, γ, . . . — номера каких-нибудь r строк, а
α′, β′, γ′m . . . — номера остальных n − r строк; пусть, далее, κ, λ, µ, . . . — номера
каких-нибудь r столбцов, а κ′, λ′, µ′, . . . — номера остальных n − r столбцов. В
детерминанте D поставим на первое место строку с номером α, на второе место
— строку с номером β и т. д., на (r + 1)-e место строку с номером α′, на (r + 2)-e
— строку с номером β′ и т. д. Подобным же образом переставим столбцы в таком
порядке: κ-й, λ-й, µ-й, . . . , κ′-й, λ′-й, µ′-й, . . . ; от этого (см. следствие свойства II,
§ 30) D перейдет в ηD, где

η = [αβγ . . . α′β′γ′ . . .] [κλµ . . . κ′λ′µ′ . . .];

но легко видеть, что от этого и Aαβ перейдет в ηAαβ
14.

14Это следует из (10) § 32: умножив, например, обе части первого уравнения (10) на η, получим

ηAκ1aκ1 + ηAκ2aκ2 + . . . + ηAκnaκn = ηD,

т. е. в детерминанте ηD элементу aκλ соответствует минор n − 1 порядка ηAκλ
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Применим теперь к детерминанту ηD формулу (16):

ηr ·
∣∣Aαβγ...

κλµ...

∣∣ = ηr−1Dr−1 ·
∣∣aα′β′γ′...

κ
′λ′µ′...

∣∣;

так как η = ±1, то η−1 = η, следовательно, сокращая на ηr, найдем:
∣∣Aαβγ...

κλµ...

∣∣ = ηDr−1 ·
∣∣aα′β′γ′...

κ
′λ′µ′...

∣∣. (17)

Эта формула выражает зависимость минора взаимного детерминанта и допол-
нительного минора данного детерминанта. При r = 1 получаем обычную формулу,
определяющую A

κλ как детерминант (n−1)-го порядка (§ 30). При r = 2 получаем
из (16):

∣∣∣∣
A11 A12

A21 A22

∣∣∣∣ = D ·

∣∣∣∣∣∣

a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . .
an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
.

Упражнение

57) Пусть

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 4 1 2
1 3 1 1
4 1 2 2
1 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

проверить формулу (16) при r = 2.

§ 36. Разложение детерминанта по элементам строки и столбца.
Обозначим:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 . . . a0n

a10 a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an0 an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, A =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
;

через Aαβ обозначим минор (n− 1)-го порядка детерминанта A, соответствующий
элементу aαβ. Имеем по § 32, (10):

D = a00A − a01

∣∣∣∣∣∣∣∣

a10 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an0 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a02

∣∣∣∣∣∣∣∣

a10 a11 a13 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an0 an1 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

−a03

∣∣∣∣∣∣∣∣

a10 a11 a12 a14 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an0 an1 an2 an4 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . .

Но по тем же формулам § 32 (10) имеем:
∣∣∣∣∣∣

a10 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an0 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
= a10A11 + . . . + an0An1 =

n∑

α=1

aα0Aα1,
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∣∣∣∣∣∣∣∣

a10 a11 a13 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an0 an1 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(a10A12 + . . . + an0An2 =

n∑

α=1

aα0Aα2,

∣∣∣∣∣∣∣∣

a10 a11 a12 a14 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an0 an1 an2 an4 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a10 a14 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an0 an4 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
n∑

α=1

aα0Aα3 и т. д.

Следовательно, получаем:

D = a00A −
n∑

β=1

a0β

n∑

α=1

aα0Aαβ,

или

D = a00 −
n∑

α,β=1

aα0a0βAαβ. (18)

Это и есть разложение D по элементам первой строки и первого столбца. Пере-
становками строк и столбцов мы сумеем разложить D по элементам какой-нибудь
строки и какого-нибудь столбца. Например, легко видеть, что формула (18) оста-
ется верной, если строка и столбец со значком 0 не первые, а последние.

Упражнения

58) По формуле (18) разложить детерминант по элементам первой строки и
первого столбца:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отв.

D = a11

∣∣∣∣∣∣

a22 a23 a24

a32 a33 a22

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣
− a21a12

∣∣∣∣
a33 a34

a43 a44

∣∣∣∣ − a21a13

∣∣∣∣
a34 a32

a44 a42

∣∣∣∣ − a21a14

∣∣∣∣
a32 a33

a42 a43

∣∣∣∣−

−a31a12

∣∣∣∣
a24 a23

a41 a43

∣∣∣∣ − a31a13

∣∣∣∣
a22 a24

a42 a44

∣∣∣∣ − a31a14

∣∣∣∣
a23 a22

a43 a42

∣∣∣∣ − a41a12

∣∣∣∣
a23 a24

a33 a34

∣∣∣∣−

−a41a13

∣∣∣∣
a24 a22

a31 a32

∣∣∣∣ − a41a14

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ .

59) Пользуясь формулой предыдущего упражнения, вычислить детерминант:
∣∣∣∣∣∣∣∣

3 4 1 5
2 3 1 1
4 1 2 3
1 2 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Отв. 122.

§ 37. Теорема Лапласа. Предварительное замечание. Пусть дано най-
ти все перестановки n символов. Можно поступить следующим образом: делить n
символов всевозможными способами на две группы: в r символов и в n− r симво-

лов; число таких способов есть

(
n
r

)
. Возьмем одно такое деление на две группы; в

первой группе делаем всевозможные перестановки r символов (число их равно r!),
во второй группе — всевозможные перестановки n − r символов [число их равно
(n − r)!] и комбинируем каждую перестановку первой группы с каждой переста-
новкой второй группы; получим r! (n−r)! перестановок всех n символов. Проделав
это с каждым из делений на группы, получим всего

r! (n − r)!

(
n
r

)
= r! (n − r)!

n!

r!(n − r)!
= n!

перестановок всех n символов, т. е. таким способом мы получаем все перестановки
n символов.

Пример. n = 4, r = 2, n − r = 2; получаем все 24 перестановки:

12 34 13 24 14 23 23 14 24 13 34 12
12 43 13 42 14 32 23 41 24 31 34 21
21 34 31 24 41 23 32 14 42 13 43 12
21 43 31 42 41 32 32 41 42 31 43 21

Теорема Лапласа (Laplace). Дан детерминант n-го порядка:

D =
∑

[κλ . . . ρσ . . . τ ] a1κ
aλ · · · arρar+1,σ · · · anτ ;

сумма берется по всем перестановкам: κλ . . . ρσ . . . τ n чисел 1, 2, ..., n. По-предыдущему
мы можем получить все эти перестановки, деля все n символов на две группы: в
r символов: κλ . . . ρ и в n − r символов: σ . . . τ .

Получаем:

D =
∑ ∑

[κλ . . . ρσ . . . τ ] a1κ
aλ · · · arρar+1,σ · · · anτ ,

где внешняя сумма берется по всем

(
n
r

)
делениям на группы, а внутренняя сумма

берется по всем перестановкам взятых при данном делении r символов κ, λ, . . . , ρ
и n − r символов σ, . . . , τ , причем каждая перестановка символов κ, λ, . . . , ρ ком-
бинируется с каждой перестановкой символов σ, . . . , τ .

Имеем [см. § 25, (5)]:

[κλ . . . ρσ . . . τ ] = [κλ . . . ρ] [σ . . . τ ](−1)κ+λ+...+ρ−
r(r+1)

2 .

Для данного деления на группы множитель

η = (−1)κ+λ+...+ρ−
r(r+1)

2
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один и тот же; его можно вынести за знак внутренней суммы. Получаем:

D =
∑ (

η
∑

[κλ . . . ρ] [σ . . . τ ] a1κ
aλ · · · arρar+1,σ · · · anτ

)
=

=
∑ {

η

(∑
[κλ . . . ρ] a1κ

aλ · · · arρ

)( ∑
[σ . . . τ ] ar+1,σ · · · anτ

)}
.

Но под знаком внешней суммы стоит произведение двух дополнительных друг
к другу миноров r-го порядка и n − r-го порядка; обозначим первый через A

κ
, а

второй — через B
κ
. Тогда

D =

(
n

r

)

∑

κ=1

A
κ
B

κ
. (19)

Эта формула и выражает теорему Лапласа. Здесь в сумму входят всевозмож-
ные миноры r-го порядка, составленные из первых r строк, и дополнительные к
ним миноры. Конечно, вместо первых r строк можно было бы взять r каких-нибудь
строк или r каких-нибудь столбцов.

Пример.
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a33 a34

a43 a44

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a34 a32

a44 a42

∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣
a11 a14

a21 a24

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a32 a33

a42 a43

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a31 a34

a41 a44

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
a12 a14

a22 a24

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a33 a31

a43 a41

∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣
a13 a14

a23 a24

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a31 a32

a41 a42

∣∣∣∣ .

§ 38. Обобщенная теорема умножения. В дальнейшем нам часто придется
рассматривать системы чисел, расположенные прямоугольником в r строк и n
столбцов: 



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arn


 ;

такая система, которую мы для ясности заключаем в скобки, называется матри-
цей; обычно ее для краткости обозначают одной буквой, например матрица A.
При r 6= n матрица называется прямоугольной, при r = n квадратной; числа, из
которых состоит матрица, называются ее элементами. Так вот пусть нам даны
две прямоугольные матрицы, имеющие по r строк и по n столбцов и пусть r ≤ n:

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arn


 , B =




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
br1 br2 . . . brn


 .
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Составим r2 чисел cαβ следующим образом:

cαβ =
n∑

κ=1

aακ
bβκ

, α, β = 1, 2, . . . , r.

Из этих чисел cαβ можно составить детерминант r-го порядка:

C =

∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c12 . . . c1r

c21 c22 . . . c2r

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
cr1 cr2 . . . crr

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Обозначим еще:
Aµ =

∣∣a12...r
αβ...θ

∣∣, Bµ =
∣∣b12...r

αβ...θ

∣∣;
это детерминанты r-го порядка, которые составляются из элементов матриц A и B
следующим образом: берутся элементы, стоящие на пересечении всех r строк этих
матриц со столбцами с номерами α, β, . . . , θ и из них в том же порядке, как идут эти
номера, составляются детерминанты r-го порядка; конечно, число взятых номеров
α, β, . . . , θ предполагается равным r. Не обращая внимания на порядок, в каком
мы берем номера α, β, . . . , θ, беря только за α, β, . . . , θ всевозможные сочетания из

n номеров по r, мы можем составить всего s =

(
n
r

)
детерминантов Aµ и столько

же детерминантов Bµ.
Мы выведем следующую формулу:

C = A1B1 + A2B2 + . . . + AsBs. (20)

Она и выражает «обобщенную теорему умножения детерминантов», ибо она яв-
ляется обобщением обычной теоремы умножения (§ 31): последняя есть частный
случай формулы (20) при r = n.

Доказательство. К матрице A припишем еще n − r строк с произвольными
элементами:

ar+1,1, ar+1,2, . . . , ar+1,n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1, an2, . . . , ann

но только так, чтобы детерминант n-го порядка:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

не был равен нулю. Определим теперь cαβ =
n∑

κ=1

aακ
bβκ

и для α = r + 1, . . . , n.

Через Aαβ обозначим миноры (n − 1)-го порядка детерминанта D; введем еще
обозначение

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b − 11 b12 . . . b1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
br1 br2 . . . brn

Ar+1,1 Ar+1,2 . . . Ar+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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и найдем произведение D · ∆, комбинируя строки со строками:

D · ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 . . . c1r 0 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cr1 . . . crr 0 . . . 0

cr+1,1 . . . cr+1,r D . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn1 . . . cnr 0 . . . D

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= C · Dn−r(по § 34). (21)

С другой стороны, по теореме Лапласа (§ 37):

∆ =
∑ ∣∣b12...r

αβ...θ

∣∣ ·
∣∣Ar+1...n

κλ...τ

∣∣ [αβ . . . θκλ . . . τ ],

но по формуле (17) § 35:
∣∣Ar+1...n

κλ...τ

∣∣ =

= Dn−r−1 ·
∣∣a12...r

αβ...θ

∣∣ · [r + 1, . . . , n, 1, 2, . . . , r] [κλ . . . ταβ . . . θ];

так как

[r + 1, . . . , n, 1, 2, . . . , r] [κλ . . . ταβ . . . θ] = [αβ . . . θκλ . . . τ ],

[αβ . . . θκλ . . . τ ]2 = 1,
,

то, следовательно:
∆ = Dn−r−1

∑ ∣∣a12...r
αβ...θ

∣∣ ·
∣∣b12...r

αβ...θ

∣∣,

а отсюда и из (21)
C =

∑ ∣∣a12...r
αβ...θ

∣∣ ·
∣∣b12...r

αβ...θ

∣∣ =
∑

AµBµ,

и теорема доказана.
Пример. При r = 2, n = 4 имеем:

A =

(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
, B =

(
b11 b12 b13 b14

b21 b22 b23 b24

)
;

cαβ = aα1bβ1 + aα2bβ2 + aα3bβ3 + aα4bβ4; α, β = 1, 2 и (20) дает:
∣∣∣∣
c11 c12

c21 c22

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
b11 b13

b21 b23

∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣
a11 a14

a21 a24

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
b11 b14

b21 b24

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
b12 b13

b22 b23

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
a12 a14

a22 a24

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
b12 b14

b22 b24

∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣
a13 a14

a23 a24

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
b13 b14

b23 b24

∣∣∣∣ .

Упражнение

60) По формуле предыдущего примера найти детерминант С при:

A =

(
4 3 1 2
2 5 3 6

)
, B =

(
1 3 1 2
2 3 2 3

)
.
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Отв. −26.

§ 39. Некоторые общие замечания о детерминантах. Понятие о детер-
минантах первый дал Лейбниц (Leibnitz) в письме к Лопиталю, в 1693 г., в связи
с исключением неизвестных из системы трех линейных уравнений с двумя неиз-
вестными. Повидимому, независимо от Лейбница ввел снова понятие о детерми-
нантах Крамер (Gabriel Cramer) в 1750 г. в связи с решением системы n линейных
уравнений с n неизвестными; Крамер дает правило решения, которое у нас выра-
жено формулой (14); оно и до сих пор носит название «правила Крамера». Далее,
детерминанты рассматривали Безу (Bézout), Вандермонд (Vandermonde), Лаплас
(Laplace), Лагранж (Lagrange), и Гаусс (Gauss) в своем знаменитом сочинении
«Disquisitiones arithmeticae (1801 г.), где он ввел и самое название «детерминант».
Разработали теорию детерминантов Бинэ (Binet), Коши (Cauchy) и Якоби (Jacobi)
в первой половине XIX в.; Коши ввел и современное обозначение в виде таблицы
с n строками и n колоннами.

Детерминанты в математике широко распространены, но имеют лишь вспо-
могательное значение; детерминант есть вполне определенная функция от своих
элементов, и, кажется, нет такой области и в математике, и в ее приложениях,
где бы эта функция не встречалась. Теория детерминантов дает удобные средства
для сокращенного обозначения и выкладок с этими функциями; в этом ее боль-
шое значение. Но практическим отделом теорию детерминантов нельзя назвать:
мы видели, как громоздко вычисление детерминантов, уже начиная с четвертого
порядка. Поэтому там, где требуется эффективный числовой результат, теория де-
терминантов нам почти ничего не дает; она имеет скорее теоретическое значение,
как удобное обозначение в формулах, при доказательствах, и т. п.

Как мы уже упомянули, детерминант n-го порядка есть некоторая функция от
своих n2 элементов. Его можно определить не просто формально, как некоторое
данное выражение, как это сделали мы в § 29, а на основании его функциональных
свойств, и при этом несколькими способами; я укажу два из них.

Мы определяем детерминант n-го порядка как функцию D от n2 переменных,
расположенных в n строк и n столбцов, обладающую следующими свойствами:

1) D — линейная однородная функция от элементов первой строки;
2) от перестановки первой строки с какой-нибудь другой строкою детерминант

только меняет знак;
3) если все элементы в D, кроме элементов главной диагонали, равны нулю, а

элементы главной диагонали (т. е. элементы aαα) все равны единице, то D = 1.
Первые два свойства определяют D с точностью до числового, независимого

от элементов, множителя.
Другое определение детерминанта — как функции от его n2 элементов, обла-

дающей такими свойствами:
1′) D не изменится, если к элементам какой-либо строки прибавить соответ-

ствующие элементы какой-либо другой; строки;
2′) если все элементы какой-либо строки умножить на один и тот же множи-

тель c, то и весь детерминант D умножится на c;
3′) то же, что и 3).
Чтобы вычислить детерминант, требуется над его элементами производить

только действия сложения, вычитания и умножения; отсюда следует, что если все
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элементы детерминанта принадлежат в данной области целости или рациональ-
ности (§ 13), то и значение детерминанта тоже принадлежит к той же области
целости или рациональности.

Теория детерминантов в настоящее время очень развита. Имеется и обобщение
детерминанта на случай бесконечного числа строк и столбцов; это так называе-
мый бесконечный детерминант, определяемый следующим образом: пусть имеем
таблицу, имеющую бесконечное (но исчислимое) множество строк и столбцов:

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . .
a21 a22 a23 . . .
a31 a32 a33 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Возьмем n первых строк и n первых столбцов и из элементов, стоящих на их
пересечении, построим детерминант n-го порядка Dn; пусть теперь n → ∞; если
существует

lim
n→∞

Dn = D,

то D и называется бесконечным детерминантом:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . .
a21 a22 a23 . . .
a31 a32 a33 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

§ 40. Общая теория линейных уравнений. Рассмотрим общий случай
системы m линейных уравнений с n неизвестными, где вообще m 6= n:

n∑

β=1

aαβxβ = bα (α = 1, 2, . . . ,m). (22)

В зависимости от различных случаев такая система может или совсем не иметь
решений (быть несовместной), или иметь одно решение (определенная система),
или, наконец, иметь бесчисленное множество решений (неопределенная система).
Эти случаи имеют место в зависимости от тех или иных значений коэфициентов и
свободных членов уравнений. Поэтому в первую очередь мы должны рассмотреть
систему коэфициентов наших уравнений:

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 .

Это — не что иное, как матрица (§ 38), имеющая m строк и n столбцов. Мы мо-
жем, выбрав в ней какие-нибудь k строк и k столбцов, составить детерминант k-го
порядка из элементов, стоящих на пересечении взятых k строк и k столбцов, беря
эти элементы в том порядке, как они стоят. Назовем этот детерминант детерми-
нантом k-то порядка матрицы A. Конечно, мы можем взять k = 1, 2, . . . , l, где l —
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наименьшее из чисел m и n. Можно определить детерминант матрицы и при k > l,
добавляя нули на место недостающих строк или столбцов. Очевидно, что все та-
кие детерминанты при k > l будут равны нулю. Но может случиться, что уже при
некотором k ≤ l все детерминанты k-го порядка матрицы A равны нулю. Очевид-
но, что тогда и все детерминанты (k + 1)-го, (k + 2)-го и т. д. порядков матрицы
A будут тоже равны нулю 15. Следовательно, для всякой матрицы A можно найти
целое число r ≥ 0, отличающееся следующим свойством: имеется по крайней мере
один детерминант r-го порядка данной матрицы, который не равен нулю; но все
детерминанты (r + 1)-го (а, следовательно, и высшего) порядка нашей матрицы
равны нулю. Такое число r называется рангом матрицы. Самое большое значение
для r есть l; самое меньшее — нуль (если все элементы матрицы равны нулю).
От расширения матрицы приписыванием к ней новых строк или столбцов ранг ее
может увеличиться (а может и не измениться); от приписывания к матрице одной
новой строки или одного нового столбца ранг ее или не изменится, или увеличится
на единицу.

Пусть A матрица коэфициентов наших уравнений (22); припишем к A еще
столбец — свободных членов уравнений (22); получим матрицу:

B =




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann bm


 .

Если r — ранг A, то ранг B равен или r, или r + 1.
Теорема 1. Система (22) имеет решение тогда и только тогда, если ранг

матрицы B тот же, что и ранг матрицы A (равен r).
Доказательство. 1. Пусть ранг A равен рангу B равен r; имеется по край-

ней мере один детерминант r-го порядка матрицы A, который не равен нулю. Не
нарушая общности, можно положить:

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r

. . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
6= 0,

ибо от нас зависит, как перенумеровать и уравнения, и неизвестные.
Возьмем r первых уравнений (1) в таком виде:

a11x1 + . . . + a1rxr = b1 − a1,r+1xr+1 − . . . − a1nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + . . . + arrxr = br − ar,r+1xr+1 − . . . − arnxn.





(23)

Дадим для xr+1, . . . , xn совершенно произвольные значения xr+1, . . . , xn и ре-
шим после этого систему (23) относительно x1, . . . , xr; детерминант этой системы
есть ∆ 6= 0, а следовательно, (23) имеет одну и только одну систему решений
(§ 33) x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn. Итак, значения x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn удовлетворяют

15Это следует хотя бы из возможности разложения детерминанта по элементам какого-нибудь
ряда (§ 32): для детерминанта (k + 1)-го порядка минорами будут детерминанты k-го порядка
матрицы A, а они все равны нулю.
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первым r уравнениям (22); докажем, что они удовлетворяют и остальным m − r
уравнениям (1). Обозначим: a

κ1x1 + . . . + a
κnxn − b

κ
= H

κ
,, так что H1 = 0, . . . ,

Hr = 0; мы докажем, что при s = r + 1, . . . , n тоже будет Hs = 0. Рассмотрим

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r H1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr Hr

as1 . . . asr Hs

∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r a11

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr ar1

as1 . . . asr as1

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+x2

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r a12

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr ar2

as1 . . . asr as2

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . + xn

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr arn

as1 . . . asr asn

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

−

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr b1

as1 . . . asr bs

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

все детерминанты правой части (полученной по § 30, свойства V и III) равны
нулю, как детерминанты (r + 1)-гo порядка матрицы B, следовательно, D = 0,
или

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr 0
as1 . . . asr Hs

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ∆ · Hs = 0,

а так как ∆ 6= 0, то Hs = 0, что и требовалось доказать.
2. Обратно, пусть система (22) имеет решение x1 = x1, . . . , xn = xn. Докажем,

что ранг r матрицы A есть также ранг и матрицы B. Для этого достаточно
доказать, что всякий детерминант (r + 1)-го порядка матрицы B, содержащий
последний столбец из B, равен нулю. Пусть

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

aακ
. . . aατ bα

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
aθκ

. . . aθτ bθ

aρκ
. . . aρτ bρ

∣∣∣∣∣∣∣∣

такой детерминант; здесь κ, . . . , τ какие-то r из чисел 1, 2, . . . , n, а α, . . . , θ, ρ —
какие-то r + 1 из чисел 1, 2, . . . , n. Но по условию

bα =
n∑

s=1

aαsxs, . . . , bθ =
n∑

s=1

aθsxs, bρ =
n∑

s=1

aρsxs;
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подставляя это в D и применяя к D свойства V и III § 30, получим:

D = x1

∣∣∣∣∣∣∣∣

aακ
. . . aατ aα1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
aθκ

. . . aθτ aθ1

aρκ
. . . aρτ aρ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ x2

∣∣∣∣∣∣∣∣

aακ
. . . aατ aα2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
aθκ

. . . aθτ aθ2

aρκ
. . . aρτ aρ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . +

+xn

∣∣∣∣∣∣∣∣

aακ1 . . . aατ aαn

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
aθκ

. . . aθτ aθn

aρκ
. . . aρτ aρn

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

но каждый детерминант правой части равен нулю, как детерминант (r + 1)-го
порядка матрицы A или как такой детерминант, у которого есть два одинаковых
столбца; следовательно, D = 0 и наша теорема доказана.

§ 41. Из доказательства предыдущей теоремы видно, что если ранг A равен
рангу B равен r, то система (22) имеет решение, в котором n−r неизвестных полу-
чают произвольные значения (в нашем случае xr+1, . . . , xn). Но верно и обратное
предложение:

Теорема 2. Если ранг A равен рангу B = r, ото система (22) имеет решение,
в котором n − r неизвестных получают произвольные значения. Обратно: если
система (22) имеет решение, в котором s неизвестных (но не больше, чем s)
получают произвольные значения, то r = n − s есть ранг A (а, следовательно,
по теореме 1 и ранг B).

Доказательство. Нам остается доказать вторую часть теоремы. Очевидно,
что ранг A не может быть < r, ибо тогда (см. доказательство теоремы 1) больше
чем s неизвестных получили бы произвольные значения. Таким образом ранг A
> r; но мы докажем, что он равен r, т. е. что все детерминанты (r + 1)-го порядка
матрицы A равны нулю. Возьмем такой детерминант (r + 1)-го порядка матрицы
A, у которого по крайней мере один из миноров r-го порядка не равен нулю. Не
нарушая общности, мы можем предположить, что этот взятый детерминант имеет
вид:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r a1λ

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr arλ

aµ1 . . . aµr aµλ

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где λ — одно из значений r + 1, . . . , n, µ — одно из значений r + 1, . . . , n и

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r

. . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

В таком случае мы можем (как и в § 40) всегда решить первые r уравне-
ний (22), давая для xr+1, . . . , xn произвольные значения; пусть x1, . . . , xn такое
решение; но тогда эти значения x1, . . . , xn удовлетворят и остальным уравнениям
(22). Действительно, пусть xα1, . . . , xαs те неизвестные, которым по условию тео-
ремы мы можем придать произвольные значения; возьмем как раз xα1 = xα1, . . . ,
xαs = xαs; в таком случае по условию теоремы мы можем подобрать остальные
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неизвестные так, чтобы все уравнения (22) удовлетворились; но для того чтобы
первые r уравнений удовлетворялись при xα1 = xα1, . . . , xαs = xαs, все остальные
неизвестные должны иметь полученные раньше значения x1, x2, . . . , xn, которые,
таким образом, удовлетворят и остальным уравнениям (22) 16. Отсюда же сле-
дует, что мы всегда можем удовлетворить уравнениям (22), придав последним s
неизвестным xr+1, . . . , xn произвольные значения.

Если теперь окажется, что D 6= 0, то, рассуждая совершенно так же, мы
найдем, что можно решить первые r уравнений и еще µ-e уравнение, давая для
xr+1, . . . , xλ−1, xλ+1, . . . , xn произвольные значения. Таким образом мы пришли к
противоречию: с одной стороны, мы можем дать для xλ произвольное значение, с
другой стороны, не можем. Следовательно, должно быть D = 0, и наша теорема
доказана.

Это наибольшее число s неизвестных, которым мы можем давать произволь-
ные значения, называется степенью неопределенности системы (22); теорема 2
говорит, что степень неопределенности есть так называемое «дополнение ранга»
n− r. Конечно, не следует думать, что мы любым s из наших неизвестных можем
давать произвольные значения. В частности при r = n будет s = 0; в этом случае
ни одному из неизвестных нельзя давать произвольных значений: система опре-
деленна. Это может быть только при m ≥ n. Если же m < n, то система всегда
неопределенна (если только она совместна).

§ 42. Укажем еще на одно значение ранга r матрицы A. Обозначим через yα

левые части уравнений (22), т. е.

yα =
n∑

β=1

aαβxβ (α = 1, 2, . . . ,m). (24)

Если считать x1, . . . , xn независимыми переменными, то y1, . . . , ym будут линей-
ными однородными функциями от x1, . . . , xn, или линейными формами от x1, . . . , xn.
Формы y1, . . . , ym называются линейно зависимыми, если можно подобрать посто-
янные количества k1, . . . , km, которые не все равны нулю, так, чтобы было тожде-
ственно:

k1y1 + k2y2 + . . . + kmym = 0. (25)

Если же это тождество возможно только при k1 = k2 = . . . = km = 0, то y1, . . . , ym

линейно независимы. Если, например, k1 6= 0, то, разделив обе части (25) на k1 и

обозначив −kλ

k1

= lλ, получим:

y1 = l2y2 + l3y3 + . . . + lmym. (26)

В этом случае говорят, что y1 линейно зависит от y2, . . . , ym. Зная значения y2, . . .,
ym, мы из (26) найдем и значение y1. Поэтому в данной системе линейных форм
важно определить, сколько и какие из них линейно независимы.

Теорема 3. Число линейно независимых форм (24) равно рангу r матрицы A
коэфициентов форм.

16По условию теоремы при данных x1, . . . , xn все остальные неизвестные должны получать
вполне определенные значения x1, . . . , xn для того, чтобы уравнения (22) удовлетворились.
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Доказательство. 1. Пусть ранг A = r, причем

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r

. . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
6= 0;

покажем, что формы y1, . . . , yr линейно независимы, а всякая другая фирма yλ из
системы (24) линейно зависит от y1, . . . , yr. Положив в (25) m = r и подставив
выражения для y1, . . . , yr получим, приравняв нулю коэфициенты при x1, . . . , xr:

a11k1 + a21k2 + . . . + ar1kr = 0,

a12k1 + a22k2 + . . . + ar2kr = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1rk1 + a2rk2 + . . . + arrkr = 0;

это — система r линейных однородных уравнений с r неизвестными k1, . . . , kr, при-
чем детерминант этой системы ∆ 6= 0; такая система (§ 33) имеет единственную
систему решений: k1 = k2 = . . . = kr = 0; значит, y1, . . . , yr линейно независимы.

Пусть λ — одно из чисел r + 1, . . . ,m; докажем, что yλ линейно зависит от
y1, . . . , yr, т. е. что можно найти числа l1, . . . , lr так, чтобы было тождественно: yλ ≡
l1y1 + l2y2 + . . .+ lryr, это дает такую систему уравнений для l1, . . . , lr (получаемых
приравниванием коэфициентов при x1, . . . , xr в обеих частях):

a11l1 + a21l2 + . . . + ar1lr = aλ1,

a12l1 + a22l2 + . . . + ar2lr = aλ2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1rl1 + a2rl2 + . . . + arrlr = aλr.

Детерминант этой системы ∆ 6= 0; следовательно (по § 33), система имеет одну
и только одну систему решений l1, l2, . . . , lr; эти же значения l1, . . . , lr удовлетворят
и уравнениям (получаемым приравниванием коэфициентов при xr+1, . . . , xn):

a1,r+1l1 + a2,r+1l2 + . . . + ar,r+1lr = aλ,r+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1nl1 + a2nl2 + . . . + arnlr = aλn,

что следует из теоремы 1, § 40, на основании того, что ранг A есть r; следователь-
но, действительно для найденных значений l1, . . . , lr будет тождественно

yλ ≡ l1y1 + l2y2 + . . . + lryr.

2. Пусть теперь y1, y2, . . . , yr линейно независимы, а yr+1, . . . , ym зависят от
y1, . . . , yr. Докажем, что r есть ранг матрицы A. Тождество (25) равносильно сле-
дующей системе равенств:

a11k1 + a21k2 + . . . + ar1kr = 0,

a12k1 + a22k2 + . . . + ar2kr = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1rk1 + a2rk2 + . . . + arrkr = 0.

.
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Это — система n линейных однородных уравнений с r неизвестными k1, . . . , kr,
имеющая только одну систему решений: k1 = k2 = . . . = kr = 0, ибо y1, . . . , yr

линейно независимы. Следовательно, по теореме 2, § 41, ранг матрицы



a11 . . . ar1

. . . . . . . . . . . .
a1n . . . arn




должен равняться числу неизвестных r, т. е. один из детерминантов r-го порядка
этой матрицы должен быть не равен нулю. Не нарушая общности, мы можем
положить:

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r

. . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Нам остается доказать, что все детермиранты (r + 1)-го порядка матрицы A
равны нулю. Заметим, что всякие r + 1 наших форм yα1 , yα2 . . . , yαr+1 , линейно
зависимы; действительно, все они зависят от y1, y2, . . . , yr, т. е.

yα1 = l11y1 + . . . + l1ryr,

yα2 = l21y1 + . . . + l2ryr,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yαr+1 = lr+1,1y1 + . . . + lr+1,ryr.

Возьмем такую систему равенств:

l11k1 + l21k2 + . . . + lr+1,1kr+1 = 0,

l12k1 + l22k2 + . . . + lr+1,2kr+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

l1rk1 + l2rk2 + . . . + lr+1,rkr+1 = 0.

(27)

Это — система r линейных однородных уравнений с r+1 неизвестными k1, . . . , kr+1;
по теореме 2 по крайней мере одно из неизвестных мы можем выбрать произволь-
но, т. е. можно найти такую систему решений уравнений (27), где не все неизвест-
ные равны нулю. Но из (27) следует: k1yα1 + k2yα2 + . . . + kr+1yαr+1 = 0, причем
не все kλ = 0, т. е. yα1 , . . . , yαr+1 линейно зависимы. Это нам дает, если выразить
yα1 , . . . , yαr+1 через x1, . . . , xn:

aα11k1 + aα21k2 + . . . + aαr+11kr+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aα1nk1 + aα2nk2 + . . . + aαr+1nkr+1 = 0.

Если возьмем какие-нибудь r+1 из этих n уравнений, то получим систему r+1
линейных однородных уравнений с r + 1 неизвестными k1, . . . , kr+1; эта система
удовлетворяется значениями неизвестных, из которых не все равны нулю; по § 33,
следствию II, детерминант, составленный из коэфициентов этой системы, должен
быть равен нулю, а это — любой детерминант r + 1 порядка из A; таким образом
наша теорема доказана.
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Теорема 4. Условие: в системе (22) ранг A равен рангу B, равносильно тако-
му: всякое тождественное соотношение k1yα1 + k2yα2 + . . . + kλyαλ

= 0, влечет
за собой соотношение:

k1bα1 + k2bα2 + . . . + kλbαλ
= 0.

Доказательство. 1. Пусть ранг A равен рангу B; тогда система (22) имеет
решения; для всякого решения будет: yα1 = bα1 , yα2 = bα2 , . . . , yαλ

= bαλ
,; следова-

тельно, если вообще
k1yα1 + k2yα2 + . . . + kλyαλ

= 0,

то отсюда следует и k1bα1 + k2bα2 + . . . + kλbαλ
= 0.

2. Пусть теперь нам дано, что из k1yα1 + . . . + kλyαλ
= 0 следует

k1bα1 + k2bα2 + . . . + kλbαλ
= 0.

Пусть ранг A = r, и пусть

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r

. . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
6= 0;

тогда формы y1, . . . , yr линейно независимы, но каждая из остальных форм yλ (по
теореме 3) линейно зависит от y1, . . . , yr:

yλ = l1y1 + l2y2 + . . . + lryr;

в этом случае по условию:

bλ = l1b1 + l2b2 + . . . + lrbr.

Решив первые r уравнений: y1 = b1, y2 = b2, . . . , yr = br, мы увидим, что этими
решениями и остальные уравнения (1) yλ = bλ удовлетворяются; следовательно,
система (22) имеет решение, а следовательно, по теореме 1 ранг A равен рангу B.

Отсюда видно, что если только система (22) совместна (т. е. ранг A равен
рангу B), то для ее решения достаточно взять только те ее уравнения, левые
части которых линейно независимы друг от друга; число таких уравнений как раз
и равняется рангу A.

§ 43. Общее решение уравнений (22) представляется в виде:

x
κ

= d
κ

+
s∑

λ=1

c
κλtλ; κ == 1, 2, . . . , n; s = n − r. (28)

Действительно, пусть мы даем произвольные значения неизвестным xr+1, . . . , xn

(число их равно n−r = s); положим xr+1 = t1, . . . , xn = ts; в таком случае x1, . . . , xr

найдутся из некоторых r уравнений (22); например, из r первых уравнений, кото-
рые будут иметь вид:

r∑

β=1

aαβxβ = bα − aα,r+1t1 − . . . − aαnts; α = 1, 2, . . . , r.
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Из них найдем, например:

x1 =

∣∣∣∣∣∣

b1 − a1,r+1t1 − . . . − a1nts a12 . . . a1r

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
br − ar,r+1t1 − . . . − arnts ar2 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r

. . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣

=
1

∆

∣∣∣∣∣∣

b1 a12 . . . a1r

. . . . . . . . . . . . . . .
br ar2 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
− t1 ·

1

∆

∣∣∣∣∣∣

a1,r+1 a12 . . . a1r

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar,r+1 ar2 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
−

− . . . − ts ·
1

∆

∣∣∣∣∣∣

a1n a12 . . . a1r

. . . . . . . . . . . . . . .
arn ar2 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
,

где, как и раньше,

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r

. . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Но это выражение для x1 как раз и имеет вид (28); такие же выражения по-
лучим для x2, . . . , xr; для xr+1, . . . , xn имеем прямо: xr+1 = t1, . . . , xn = ts; это —
тоже частные случаи формулы (28) (где один из коэфициентов равен единице, а
остальные равны нулю).

Итак, наши неизвестные представляются как линейные (но неоднородные)
функции s параметров.

Пример. Дана система:

3x + 2y − 5z − 4t = 1,

5x − 3y − z + 3t = 3,

x + 7y − 9z − 11t = −1,

2x − 5y + 4z + 7t = 2,

13x − 4y − 7z + 2t = 7.

Здесь

A =




3 2 −5 −4
5 −3 −1 3
1 7 −9 −11
2 −5 4 7
13 −4 −7 2




, B =




3 2 −5 −4 1
5 −3 −1 3 3
1 7 −9 −11 −1
2 −5 4 7 2
13 −4 −7 2 7




.

Легко убедиться, что ранг A равен рангу B равен 2. Здесь детерминант, со-
ставленный из элементов, общих первым двум строкам и первым двум столбцам:∣∣∣∣
3 2
5 −3

∣∣∣∣ 6= 0. Система имеет решения, зависящие от 4 − 2 = 2 параметров; неза-

висимых уравнений в системе два; например, первые два уравнения независимы;
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за произвольные параметры можно принять z и t. Решаем первые два уравнения
системы относительно x и y:

3x + 2y = 1 + 5z + 4t,

5x − 3y = 3 + z − 3t,
,

найдем

x =
9

19
+

7

19
z +

6

19
t,

y = − 4

19
+

22

19
z +

29

19
t,

z = z,

t = t.

Эти формулы и дают общее решение всей нашей системы.

Упражнения

61) Исследовать и решить систему:

2x − 3y + 5z = 0,

8x + 2y − z = 21,

10x − y + 4z = 21.

Отв. x =
9 − z

4
, y =

3 + 3z

2
.

62) Исследовать и решить систему:

8x + 6y − z − t = 12,

x − 3y + 2z + 2t = 2,

x + 2y + z − 4t = 0,

6x + 7y − 4z + t = 10,

6x + 2y − 3z + 7t = 12.

Отв. x =
20 − 9t

11
, y =

17t − 6

11
, z =

19t − 8

11
.

§ 44. Особенно важен случай, когда все правые части уравнений (22), bα рав-
ны нулю, т. е. когда система (22) есть система однородных линейных уравнений. В
этом случае последний столбец матрицы B состоит из нулей, так что ранг A все-
гда равен рангу B. Следовательно, система однородных линейных уравнений все-
гда имеет решение; действительно, одно решение очевидно: это, когда все xβ = 0
(«тривиальное» решение). Все остальные теоремы § 40 и 43, конечно, верны и
для однородных уравнений. В частности верна и формула (28), причем здесь все
d

κ
= 0 (ибо все b

κ
= 0); таким образом общее решение системы однородных урав-

нений ранга r дает значения xk как линейные однородные функции от s = n − r
параметров:

x
κ

=
s∑

λ=1

c
κλtλ (κ = 1, 2, . . . , n). (29)
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Дав для tµ значение, равное единице, а для остальных tλ значения, равные
нулю, мы получим из (29): x1 = c1µ, x2 = c2µ, . . . , xn = cnµ, т. е. эти системы
коэфициентов c1µ, c2µ, . . . , cnµ, представляют собою частные решения наших одно-
родных уравнений (22); формула (29) дает s таких систем частных решений.

Заметим, что если дано несколько систем каких-либо частных решений си-
стемы линейных однородных уравнений: x′

1, x
′
2, . . . , x

′
n; x′′

1, x
′′
2, . . . , x

′′
n; . . . ; x

(h)
1 , x

(h)
2 ,

. . . , x
(h)
n , то выражения:

z1 = x′
1k1 + x′′

1k2 + . . . x
(h)
1 kh,

z2 = x′
2k1 + x′′

2k2 + . . . x
(h)
2 kh,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zn = x′
nk1 + x′′

nk2 + . . . n
(h)
1 kh

при всяких значениях k1, k2, . . . , kh, тоже будут представлять собою систему реше-
ний наших уравнений. Мы говорим, что решение z1, z2, . . . , zn линейно зависит от
решений x′

κ
, x′′

κ
, . . . , x

(h)
κ . Сами решения x′

κ
, x′′

κ
, . . . , x

(h)
κ назовем линейно независи-

мыми, если z1, z2, . . . , zn будут все равны нулю только при k1 = k2 = . . . = kh = 0; в
противном случае наши h систем решений линейно зависимы. Очевидно, что наши
решения будут линейно зависимыми или независимыми, смотря по тому, будут ли
линейные формы:

v
κ

=
n∑

λ=1

x
(κ)
λ uλ (κ = 1, 2, . . . , h) (30)

линейно зависимыми или независимыми. Число линейно независимых форм (30),
а следовательно, и линейно независимых решений по теореме 3, § 42 равно рангу
матрицы 



x′
1 x′

2 . . . x′
n

x′′
1 x′′

2 . . . x′′
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(h)
1 x

(h)
2 . . . x

(h)
n


 .

Мы докажем следующее:
Теорема 5. s частных решений c1µ, c2µ, . . . , cnµ [формула (29)] системы ли-

нейных однородных уравнений линейно независимы; всякое другое решение той
же системы линейно зависит от этих s решений.

Доказательство. 1. Нам надо доказать, что ранг матрицы



c11 c21 . . . cn1

c12 c22 . . . cn2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
c1s c2s . . . cns




равен s, т. е. что по крайней мере один из детерминантов s-го порядка этой матри-
цы равен нулю [все детерминанты (s + 1)-го порядка, очевидно, равны нулю, так
как наша матрица имеет всего s строк]. Но мы имеем [см. вывод формулы (28),
частным случаем которой является формула (29)]:

xr+1 = t1, xr+2 = t2, . . . , xn = ts,
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т. e.
cr+1,1 = 1, cr+1,2 = 0, . . . cr+1,s = 0,

cr+2,1 = 0, cr+2,2 = 1, . . . cr+2,s = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn,1 = 0, cn,2 = 0, . . . cns = 1,

значит, детерминант s-го порядка, составленный из s последних столбцов нашей
матрицы, есть ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1 6= 0,

и первая часть нашей теоремы доказана.
2. Формула (29) показывает, что всякое решение нашей системы линейных

однородных уравнений линейно зависит от решений c
κλ.

Определение. Система решений однородных линейных уравнений называет-
ся полной, если все решения этой системы линейно независимы, а всякое другое
решение тех же уравнений линейно зависит от решений системы.

Таким образом решения c1µ, c2µ, . . . , cnµ (µ = 1, 2, . . . , s) составляют полную
систему решений.

Пусть x
(λ)
1 , x

(λ)
2 , . . . , x

(λ)
n (λ = 1, 2, . . . , h) — какие-нибудь h решений нашей си-

стемы линейных однородных уравнений; найдем условия, при которых эти h ре-
шений представляют полную систему решений.

Имеем:

x
(λ)
1 =

s∑

µ=1

c1µtµλ,

x
(λ)
2 =

s∑

µ=1

c2µtµλ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(λ)
n =

s∑

µ=1

cnµtµλ,





(31)

где tµλ какие-то коэфициенты; λ = 1, 2, . . . , h. Пусть u1, . . . , un независимые пере-
менные; умножим (31) соответственно на u1, u2, . . . , un и сложим; получим:

vλ =
s∑

µ=1

tµλwµ, (32)

где

vλ =
n∑

κ=1

x(λ)
κ

uk, wµ =
n∑

κ=1

c
κµuκ

, λ = 1, 2, . . . , h, µ = 1, 2, . . . , s.

(32) показывает, что линейные формы vλ зависят от линейных форм wµ; для того
чтобы vλ были линейно независимыми друг от друга, их число h должно быть
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≤ s Но если x
(λ)
κ должны составлять полную систему решений, то, обратно, и wµ

должны быть линейно зависимыми от vλ, т. е. должно быть ≤ s; следовательно,
h = s. Мы можем рассматривать формы vλ как линейные однородные функции
от wµ согласно (32); по теореме 3 для линейной независимости форм vλ друг от
друга, ранг матрицы 



t11 t21 . . . ts1
t12 t22 . . . ts2
. . . . . . . . . . . . . . .
t1s t2s . . . tss




должен быть равен s, т. е. ее единственный детерминант s-го порядка должен быть
не равен нулю: ∣∣∣∣∣∣∣∣

t11 t21 . . . ts1
t12 t22 . . . ts2
. . . . . . . . . . . . . . .
t1s t2s . . . tss

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (33)

Обратно, если это условие выполнено, то уравнения (31)

x(λ)
κ

=
s∑

µ=1

c
κµtµλ (λ = 1, 2, . . . , s)

можно решить относительно c
κ1, cκ2, . . . , cκs при всяком κ = 1, 2, . . . , n, т. е. c

κλ

можно выразить через x
(λ)
κ (линейно и однородно); следовательно, x

(λ)
κ представят

полную систему решений. Итак:
Теорема 6. Во всякой полной системе решений однородных линейных урав-

нений число решений одно и то же, т. е. равно s (дополнению ранга системы).
Формулы (31) дают полную систему решений тогда и только тогда, если выпол-
нено условие (33).

§ 45. Возвратимся еще раз к системе (22) неоднородных линейных уравнений.
Пусть x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n какое-нибудь решение этой системы, а x1, x2, . . . , xn какое-

нибудь другое решение той же системы. Имеем:

n∑

β=1

aαβxβ = bα,
n∑

β=1

aαβx
(0)
β = bα;

отсюда, вычитая, найдем:

n∑

β=1

aαβ(xβ − x
(0)
β ) = 0,

т. е.
uβ = xβ − x

(0)
β (β = 1, 2, . . . , n)

есть решение так называемой «приведенной» системы, т. е. системы однородных
линейных уравнений:

n∑

β=1

aαβuβ = 0 (α = 1, 2, . . . , n). (34)
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Обратно, если uβ — решение системы (34), то xβ = x
(0)
β + uβ будет решением

системы (22). Итак:
Теорема 7. Общее решение системы (22) равно сумме какого-нибудь частного

решения этой системы и общего решения «приведенной» системы (34).
Например, в формулах (28) d

κ
являются частным решением системы (22)

(именно, при всех tλ = 0), а
s∑

λ=1

c
κλtλ — общим решением приведенной системы

(34).

Упражнения

63) Найти полную систему решений системы уравнений

3x1 − 4x2 + 2x3 + x4 − x5 − x6 = 0,

5x1 + 2x2 − x3 − 3x4 + x5 − 4x6 = 0,

2x1 + x2 − 5x3 + 6x4 − 2x5 − 2x6 = 0.

.

Отв. 45, 158, 190, 117, 0, 0; 9, 68, 64, 0,−117, 0; 9, 3,−1, 0, 0, 13.
64) Выяснить, составят ли решения 40,−15, 5, 5; 0, 33, 5, 45 полную систему

решений системы уравнений:

3x + 5y − 6z − 3t = 0,

2x + 5y + 3z − 4t = 0.
.
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ГЛАВА ТРЕТЬЯ

РАЦИОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ

§ 46. Целая рациональная функция. Выражение вида:

a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . . + an−1x + an,

является целой рациональной функцией x здесь a0, a1, a2, . . . , an−1, an — данные
(«постоянные» или «известные») числа; x — переменное количество. a0, a1, . . . , an

могут быть любыми, комплексными или вещественными числами; точно так же и x
может принимать любые вещественные или комплексные значения. Целое положи-
тельное число n — степень данной функции. Итак, целая функция есть многочлен,
зависящий от x и обычно расположенный по степеням x; мы будем сокращенно
обозначать ее через f(x) или g(x), ϕ(x), F (x) и т. д. В зависимости от значения x
и целая рациональная функция принимает различные значения, и в этом смысле
она и есть «функция от x». Целая рациональная функция n-й степени имеет n+1
член.

Примеры.

1. f(x) = 5x4 −8x3 +x2 −3x−2 есть ц. р. 17 функция 4-й степени; здесь a0 = 5,
a1 = −8, a2 = 1, a3 = −3, a4 = −2, n = 4.

2. f(x) = x7 − (3 + 2i)x6 − 3

4
x4 + (4 − i)x3 − 8ix2 + 0, 43x есть ц. р. функция

7-й степени; здесь a0 = 1, a1 = −(3 + 2i), a2 = 0, a3 = −3

4
, a4 = 4 − i, a5 = −8i,

a6 = 0, 43, a7 − 0.
3. f(x) = x3 + 1 есть ц. р функция 33-й степени; здесь a0 = 1, a1 = a2 = 0,

a3 = 1.
4. f(x) = x есть ц. р. функция 11-й степени; здесь a0 = 1, a1 = 0.
5. Всякое постоянное количество a можно рассматривать как ц. р. функцию

0-й степени; она при всяком значении x равна одному и тому же числу a.
«Высший коэфициент» a0 мы всегда предполагаем неравным нулю; остальные

же коэфициенты могут быть частью или все равны нулю.
Итак, ц. р. функция есть многочлен и действия над ц. р. функциями совер-

шаются по тем же правилам, как и над многочленами. В частности, сумма или
разность двух или нескольких ц. р. функций есть тоже ц. р. функция. Относи-
тельно степени суммы или, разности заметим, что, если среди слагаемых имеется
одно наивысшей степени, то и сумма будет иметь ту же степень; если же имеют-
ся несколько слагаемых, имеющих одну и ту же наивысшую степень n, то сумма

17Ц. р. — целая рациональная; в дальнейшем мы будем применять всюду это сокращение.
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может быть и более низкой степени, чем n, ибо высшие члены в слагаемых n-й сте-
пени могут сократиться. В частности, если все слагаемые одной и той же степени,
то степень суммы не выше степени каждого из слагаемых.

Пример.
f1(x) = 5x4 − 3x3 + 2x2 − 4x − 8,

f2(x) = 3x3 − 4x2 + 9x + 2,

f3(x) = −5x4 + 4x2 + 3,

f1(x) + f2(x) + f3(x) = 2x2 + 5x − 3.

.

Здесь в сумме сократились члены с x4 и с x3.
Из элементарного правила умножения расположенных многочленов выводим:

степень произведения целых рациональных функций равняется сумме степеней
сомножителей.

Пусть

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an; g(x) = b0x
m + b1x

m−1 + . . . + bm−1x + bm;

f(x) · g(x) = c0x
n+m + c1x

n+m−1 + c2x
n+m−2 + . . . + cn+m;

тогда легко видеть, что

c0 = a0b0, c1 = a0b1 + a1b0, c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0,

и вообще
cα+β = a0bα+β + a1bα+β−1 + . . . + aαbβ + . . . + aα+βb0,

причем при κ > n, λ > m следует положить a
κ

= bλ = 0.
Пример.

f(x) = 3x4 − 5x3 − x + 2, g(x) = 2x3 + 4x2 − 3x − 1;

здесь

c0 = 3 · 2 = 6, c1 = 3 · 4 − 5 · 2 = 2, c2 = −3 · 3 − 5 · 4 + 0 · 2 = −29,

c3 = −3 · 1 + 5 · 3 + 0 · 4 − 1 · 2 = 10, c4 = 5 · 1 − 0 · 3 − 1 · 4 + 2 · 2 = 5,

c5 = −0 · 1 + 1 · 3 + 2 · 4 = 11, c6 = 1 · 1 − 3 · 2 = −5, c7 = −1 · 2 = −2.

f(x) · g(x) = 6x7 + 2x6 − 29x5 + 10x4 + 5x3 + 11x2 − 5x − 2.

§ 47. Деление целых рациональных функций. Пусть f(x) и g(x) имеют
тот же вид, что и в предыдущем параграфе, и пусть n. Положим:

f(x) − a0

b0

xn−mg(x) = f1(x);

f1(x) — ц. р. функция степени n1 < n, ибо члены, содержащие xn, сократятся.
Продолжая тот же процесс, найдем ряд равенств:

f1(x) − a′
0

b0

xn1−mg(x) = f2(x),

f2(x) − a′′
0

b0

xn2−mg(x) = f3(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Здесь f1(x), f2(x), f3(x), . . . — ц. р. функции степеней n1, n2, n3, . . ., причем
n > n1 > n2 > n3 > . . ., a′

0, a
′′
0, a

′′′
0 , ... — высшие коэфициенты в f1(x), f2(x), f3(x),

. . . Этот процесс мы продолжаем до тех пор, пока получаемые степени n1, n2, n2, ...
все больше или равны m, и оканчиваем его, как только достигнем функции fλ(x)
степени nλ < m (что непременно случится).

Сложим после этого все полученные равенства почленно; найдем;

f(x) −
(

a0

b0

xn−m +
a′

0

b0

xn1−m +
a′′

0

b0

xn2−m + . . .

)
g(x) = f1(x).

Положим:

a0

b0

xn−m +
a′

0

b0

xn1−m +
a′′

0

b0

xn2−m + . . . q(x); fλ(x) = r(x);

тогда
f(x) = g(x)q(x) + r(x),

причем степень q(x) = n − m, степень r(x) < m.
В случае, если n < m, имеем:

q(x) = 0, r(x) = f(x).

В случае, если n = m, имеем:

q(x) =
a0

b0

, r(x) = f(x) − a0

b0

g(x).

Итак:
Теорема. Если f(x) и g(x) — две любые целые рациональные функции, то

можно всегда найти целые рациональные функции q(x) и r(x) такие, что будет:

f(x) = g(x)q(x) + r(x),

и степень r(x) меньше степени g(x) при этом функции g(x), r(x) определяются
однозначно.

Примечание. Равенство f(x) = g(x)q(x)+r(x) есть тождество; это значит, что
в обеих его частях стоит одна и та же ц. р. функция, или: если в правой части
произвести указанные умножения и сложения, то получится ц. р. функция та же
самая (т. е. с теми же коэфициентами при соответствующих степенях x), что и в
левой части.

В тождествах часто вместо знака = пишут: ≡.
Докажем вторую часть теоремы.
Пусть

f(x) = g(x)q(x) + r(x) = g(x)q1(x) + r1(x),

где степень r(x) меньше степени g(x) и степень r1(x) меньше степени g(x). Имеем
отсюда:

g(x)[q(x) − q1(x)] = r1(x) − r(x);

степень правой части меньше m, степень же левой больше или равна m, если
только q(x) − q1(x) 6= 0; но степени обеих частей равенства должны совпадать;
следовательно:

q(x) − q1(x) ≡ 0; q(x) ≡ q1(x),
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а отсюда r(x) ≡ r1(x), что и требовалось доказать.
Процесс, посредством которого мы находим q(x) и r(x), есть не что иное, как

обычное деление функции f(x) на g(x); q(x) — неполное частное, r(x) — остаток.
Если r(x) ≡ 0, то говорят, что f(x) «делится» на g(x); в этом случае q(x) — полное

частное; f(x) = g(x)q(x);
f(x)

g(x)
= q(x); g(x) есть делитель функции f(x).

Фактически деление ц. р. функций производится по известному из элемен-
тарной алгебры правилу деления многочленов, расположенных по убывающим
степеням буквы x, т. е. по правилу, аналогичному правилу деления целых чисел.

Упражнения

65) x4 − 8x3 − 11x2 + 3x − 2 разделить на 3x2 − 2x + 1.

Отв. Частное:
1

3
x2 − 27

9
x − 146

7
; остаток: −145

27
x +

92

27
.

66) (1 + i)x3 + ix2 + 2x − 1 разделить на x2 + (2 − i)x + 1.
Отв. Частное: (1 + i)x − 3; остаток: (7 − 4i)x + 2.

§ 48. Теоремы о делимости. Для сокращения мы напишем f, ϕ, . . . вместо
f(x), ϕ(x), . . .

I. Если целая рациональная функция F делится на f , a f делится на ϕ, то и
F делится на ϕ.

Доказательство. По условию F = ff1, f = ϕϕ1, следовательно, Fϕ · (ϕ1f1),
что и требовалось доказать.

II. Если F делится на f и G — любая целая рациональная функция, то и FG
делится на f .

Доказательство. По условию F = ff1, следовательно, FG = f · (f1G), что и
требовалось доказать.

III. Если F и G делятся на f , то и F ± G делится на f .
Доказательство. F = ff1, G = fg1, следовательно, F ± G = f · (f1 ± g1), что

и требовалось доказать.
IV. Если каждая из целых рациональных функций F1, F2, . . . , Fn делится на

f , a G1, G2, . . . , Gn — любые целые рациональные функции, то и F1G1 + F2G2 +
. . . + FnGn делится на f (следствие из II, III).

V. Целая рациональная функция делится на любое постоянное количество.
Доказательство. Если f = a0x

n + a1x
n−1 + . . . + an, то

f

c
=

a0

c
xn +

a1

c
xn−1 + . . . +

an

c

тоже является ц. р. функцией.
VI. Если F делится на f и = const, (постоянное количество), то F делится

на cf .

Доказательство. F = ff1 = (cf) ·
(

1

c
f1

)
,
1

c
f1 — ц.р. функция, следовательно,

F делится на cf .
VII. Всякая целая рациональная функция, делится на самое себя, ибо f = f ·1.
VIII. Если f делится на g; a g делится на f , то f = cg, где = const.
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Доказательство. f = gg1, g = ff1, следовательно, f = f · (f1g1), т. е. f1g1 = 1;
но степень произведения равна сумме степеней сомножителей, следовательно, и
f1 и g 0-й степени, т. е. g1 = = const.

§ 49. Рассмотрим случай деления на линейную функцию, т. е. на функцию
первой степени, вида: x − α, где α = const, в этом случае остаток будет нулевой
степени, т. е. постоянным количеством r. Имеем:

f(x) = (x − α)q(x) + r;

это равенство верно при всяком x; положим x = α; тогда получим:

f(α) = r.

f(α) есть значение функции f(x) при x = α.
Итак

f(x) = (x − α)q(x) + f(α),

или
f(x) − f(α)

x − α
= q(x),

т. е. f(x) − f(α) делится на x − α.
Здесь α — вообще произвольное количество: можно его считать переменным;

напишем y вместо ?. Итак, получаем:
Теорема Декарта (Descartes). Если f(x) — любая целая рациональная функ-

ция, а y — произвольное число, то f(x) − f(y) делится без остатка на x − y.
Следствие. Уравнение f(x) = 0 тогда и только тогда имеет корень α, если

f(x) делится без остатка на x − α.
Доказательство. Если α — корень, то f(α) = 0 и по теореме Декарта f(x)

делится на x − α. Обратно, пусть f(x) делится на x − α; по теореме Декарта
f(x) − f(α) тоже делится на x − α, т. е. и f(α) делится на x − α, но так как
f(α) = const, т. е. 0-й степени, а x − α — первой степени, то может быть только
f(α) = 0.

§ 50. Алгебраическое уравнение. Формулы Вьета. Приравняв, нулю
ц. р. функцию, мы получим алгебраическое уравнение. Главная задача первой
части настоящего курса алгебры есть решение алгебраических уравнений, т. е.
нахождение тех значений x («корней» уравнения), для которых ц. р. функция
обращается в нуль. Но возникает вопрос: для всякого ли уравнения существуют
корни? Ответ, и притом утвердительный, на этот вопрос дает основная теорема
алгебры, которую мы докажем в следующей главе. Теперь же, приняв заранее
известной эту теорему, выведем дальнейшие следствия из теоремы Декарта 18

Пусть f(x) = 0 данное уравнение n-й степени: по основной теореме оно имеет
корень; обозначим его через x1, тогда по § 49: f(x) = (x− x1)f1(x), где f1(x) тоже
ц. р. функция; следовательно, уравнение f1(x) = 0 тоже имеет корень; обозначим
его через x2; тогда f1(x) = (x−x2)f2(x), следовательно, f(x) = (x−x1)(x−x2)f2(x),

18Мы только не должны при доказательстве основной теоремы опираться на выводимые сейчас
из нее следствия.
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и f2(x) тоже ц. р. функция; обозначим через x3 корень уравнения f2(x) = 0; тогда
подобным же образом найдем: f(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3)f3(x) и т. д.; степени
функций f, f1, f2, . . . последовательно уменьшаются на единицу: значит, после n
таких шагов мы дойдем до функции fn, которая равна const, а именно — высшему
коэфициенту a0 функции f(x). [Это легко найдем, сравнив коэфициенты при xn в
обеих частях равенства (1)]. Таким образом получаем:

f(x) = a0(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn), (1)

т. е. всякая ц. р. функция n-й степени представляется в виде произведения n
линейных множителей; эти множители могут и не быть все различными; в общем
случае мы получаем:

f(x) = a0(x − a)α(x − b)β(c − c)γ · · · , (1а)

где a, b, c, . . . — все различны, а α, β, γ, . . . — целые неотрицательные числа.
Очевидно, что при x = a, b, c, . . . f(x) обращается в нуль т. е. a, b, c, . . . — корни

уравнения f(x) = 0; число их меньше или равно n. Но обычно принимают, что
всякое уравнение n-степени имеет n корней: именно, корень a считается α раз и
называется α-кратным корнем; подобно же b — β-кратный корень, c — γ-кратный
и т. д. Итак:

Теорема. Всякое алгебраическое уравнение n-й степени имеет n различных
или равных корней, или всякая целая рациональная функция n-й степени разла-
гается на n линейных множителей; это разложение возможно только един-
ственным образом.

Докажем последнюю часть теоремы; пусть имеем два разложения:

f(x) = a0(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn) =

= a′
0(x − x′

1)(x − x′
2) · · · (x − x′

n);

во-первых, a0 = a′
0 ибо это коэфициент при xn в обеих частях. Далее, левая часть

равна нулю при x = x1, т. е. и в правой части при x = x1 один из сомножителей
должен обращаться в нуль; пусть это будет x − x′

1; следовательно, x′
1 = x2, и на

x − x1 можно обе части равенства сократить; теперь таким же образом докажем,
что, например, x′

2 = x2, и т. д.; при этом, если, скажем, x2 = x1, то и x′
2 = x′

1 = x1,
т. е. каждый из линейных сомножителей встречается в обеих частях одинаковое
число раз, следовательно, оба разложения тождественны.

Теорема. Если уравнение n-й степени имеет больше чем n различных корней,
то все его коэфициенты, равны нулю, т. е. уравнение обращается в тождество.

Доказательство. Пусть

f(x) = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn) = 0

имеет n + 1 различных корней: x1, x2, ..., xn, xn+1; имеем:

a0(xn+1 − x1)(xn+1 − x2) · · · (xn+1 − xn) = 0;

но ни один из сомножителей xn+1 − xλ не равен нулю; следовательно, a0, и урав-
нение не n-й, а (n − 1)-й степени; но теперь мы также докажем, что a1 = 0, и
т. д.
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Следствие. Если две ц. р. функции степеней меньших или равных n равны
друг другу больше чем при n различных значениях x, то они тождественно равны
друг другу, т. е. коэфициенты при одинаковых степенях x у них одинаковы.

Доказательство. Если f(x) и g(x) — две такие ц. р. функции, то уравнение
f(x) − g(x) = 0 степени меньшей или равной n имеет больше чем n различных
корней, т. е. все его коэфициенты равны нулю, и значит коэфициенты в f(x) те
же, что и в g(x).

Перемножим линейные функции в правой части формулы (1) и сравним ко-
эфициенты при одинаковых степенях x в обеих частях (1); получим:

a1 = −a0(x1 + x2 + . . . + xn),

a2 = a0(x1x2 + x1x3 + . . . + x1xn + x2x3 + . . . + xn−1xn),

a3 = −a0(x1x2x3 + x1x2x4 + . . . + xn−2xn−1xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

an = (−1)n · a0 · x1x2 · · ·xn,

или
x1 + x2 + . . . + xn = −a1

a0

;
∑

xαxβ = +
a2

a0

,

∑
xαxβxγ = −a3

a0

; . . . , x1x2 · · ·xn = (−1)n an

a0

.

Это так называемые формулы Вьета (Viète); они выражают зависимость меж-
ду корнями и коэфициентами алгебраического уравнения и дают возможность со-
ставить уравнение по данным его корням.

Пример 1. Составить уравнение четвертой степени с корнями 3,−2, 1+2i, 1−2i.
Мы принимаем a0 = 1 и находим по формулам Вьета :

a1 = −(3 − 2 + 1 − 2i + 1 − 2i) = −3,

a2 = 3 · (−2) + 3(1 + 2i) + 3 · (1 − 2i) + (−2) · (1 + 2i)+

+ (−2) · (1 − 2i) + (1 + 2i)(1 − 2i) = 1,

a3 = −[3 · (−2) · (1 + 2i) + 3 · (−2) · (1 − 2i) + 3(1 + 2i)(1 − 2i)+

+ (−2)(1 + 2i)(1 − 2i) = +7,

a4 = 3 · (−2) · (1 + 2i)(1 − 2i) = −30;

;

следовательно, искомое уравнение имеет вид:

x4 − 3x3 + x2 + 7x − 30 = 0.

Пример 2. Составить уравнение пятой степени, которое имело бы тройной
корень −2 и двойной корень 1.

Здесь требуется при составлении коэфициентов корень 2 считать три раза, а
корень 1 — два раза. Берем опять a0 = 1; находим:

a1 = −(−2 − 2 − 2 + 1 + 1) = 4,

a2 = (−2)2 + (−2)2 − 2 · 1 = ·1 + (−2)2 − 2 · 1 − 2 · 1 − 2 · 1 + 1 · 1 = 1,

a3 = −(−8 + 4 + 4 + 4 + 4 − 2 + 4 + 4 − 2 − 2) = −10,

a4 = −8 − 8 + 4 + 4 + 4 = −4,

a5 = −(−8) = 8;
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следовательно, искомое уравнение имеет вид:

x5 + 4x4 + x3 − 10x2 − 4x + 8 = 0.

§ 51. Способ Горнера деления на линейную функцию. Укажем еще
способ Горнера (Hörner) деления ц. р. функции на линейную функцию вида x−α.
Пусть

a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . . + an =

= (x − α)(b0x
n−1 + b1x

n−2 + . . . + bn−1) + r;

сравнивая коэфициенты при одинаковых степенях x, найдем:

a0 = b0

a1 = −αb0 + b1,

a2 = −αb1 + b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

an = −αbn−1 + r





отсюда

b0 = a0,

b1 = αa0 + a1,

b2 = αb1 + a2,

. . . . . . . . . . . . . . .

r = αbn−1 + an,

т. е. каждый последующий коэфициент bλ, получается умножением предыдущего
на α и прибавлением соответствующего коэфициента a − λ; таким же путем из
bn−1 получается остаток r.

Пример 1. f(x) = 5x4 − 2x3 + 4x2 + 2x − 3 разделить на x − 2.
Составляем таблицу:

5 −2 4 2 −3
2 5 8 20 42 81

;

следовательно, частное: 5x3 + 8x2 + 20x + 42; остаток: 81 = f(2).
Пример 2. f(x) = 3x6 − 5x4 + 2x3 − x + 4 разделить на x + 1.
Здесь α = −1.
Имеем:

3 0 −5 2 0 −1 4
−1 3 −3 −2 4 −4 3 1

,

т. е. f(x) = (x + 1)(3x5 − 3x4 − 2x3 + 4x2 − 4x + 3) + 1; здесь f(−1) = 1.

Упражнения

67) f(x) = x3 − 4x2 + 8x − 1 разделить на x + 4.
Отв. f(x) = (x + 4)(x2 = 8x + 40) − 161.
68) f(x) = x4 + 12x3 + 54x2 + 108x + 81 разделить на x + 3.
Отв. f(x) = (x + 3)(x3 + 9x2 + 27x + 27).
69) x7 − 1 разделить на x − 1.
Отв. x7 − 1 = (x − 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1).
70) f(x) = x8 − 4x7 + 2x5 − x2 + 4x + 1; вычислить f(3).
Отв. −1697.
71) f(x) = x4 − 2ax3 + 4a2x2 + 3a3x −−2a4; вычислить f(a).
Отв. 4a4.
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§ 52. Алгорифм Эвклида. Пусть R и R1 — две ц. р. функции, и пусть сте-
пень R больше или равна степени R1; делим R на R, пусть частное равно Q1 оста-
ток равен R2; степень R2 меньше степени R1. Делим R1 на R2 и обозначим частное
через Q2, а остаток через R3, и т. д.; степень R1 больше степени R2, больше степени
R3, больше ...; следовательно, этот процесс должен когда-нибудь окончиться, т. е.
некоторый остаток Rm+1 должен стать равным нулю. Получаем, таким образом,
ряд равенств:

R = Q1R1 + R2

R1 = Q2R2,

R2 = Q3R3 + R4,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rm−2 = Qm−1Rm−1 + Rm,
Rm−1 = QmRm

(2)

Отсюда заключаем: если ϕ — общий делитель функций R и R1, то первое
равенство (2) показывает, что R2 делится на ϕ, второе равенство, — что R3 делится
на ϕ и т. д., наконец, предпоследнее, — что Rm делится на ϕ; значит Rm делится на
все общие делители функций R и R1. Обратно, если Rm делится на ϕ, то последнее
равенство говорит, что Rm−1 делится на ϕ и т. д., наконец, и R и R1 делятся на ϕ. В
частности и R и R1 делятся на Rm; Rm есть общий наибольший делитель функций
R и R1; мы его обозначим: Rm = D(R,R1); он — общий делитель наивысшей
степени, но определен он не однозначно: если c — любое постоянное количество,
то вместо Rm можно взять: cRm

19; c можно выбрать так, чтобы, например, высший
коэфициент в cRm был равен единице. Если Rm = const, то функции R и R1 не
имеют иных общих делителей, кроме постоянных количеств; в этом случае они
называются взаимно простыми, и можно взять D(R,R1) = 1.

Этот способ нахождения Rm принадлежит Эвклиду и называется «алгориф-
мом Эвклида» 20. Итак:

Теорема. Среди общих делителей двух целых рациональных функций f и g
существует общий делитель наивысшей степени, определенный с точностью до
постоянного множителя и находимый посредством последовательных делений;
он делится на всякий другой общий делитель функций f и g и называется общим
наибольшим делителем этих функций.

Из предпоследнего равенства (2) имеем:

Rm = Rm−2 − Qm−1Rm−1,

из предыдущего:
Rm−1 = Rm−3 − Qm−2Rm−2,

далее
Rm−2 = Rm−4 − Qm−3Rm−3

19См. § 48, VI.
20Словом «алгорифм» в математике обозначают цепь вычислений, в которой каждое последу-

ющее звено находится по тем же правилам, как и предыдущее; это слово — исковерканное имя
арабского математика Альховаризми, жившего в IX в. нашей эры.
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и т. д.; подставляя последовательно Rm−1, Rm−2, . . . в первое из написанных ра-
венств, найдем в конце концов:

Rm = RX + R1Y,

где X и Y — некоторые ц. р. функции, т. е.
Теорема. Если f , g — целые рациональные функции и D(f, g) = ϕ, то можно

найти такие целые рациональные функции f1, g1, что

ff1 + gg1 ≡ ϕ. (3)

В частности, если f и g — взаимно простые, получим:

ff1 + gg1 = 1. (3а)

Упражнения

72) Найти D(3x3 − 22x2 + 30x + 27, x2 − 8x + 15).
Отв. x − 3.
73) Найти D(36x4 − 54x3 + 78x2 + 18x − 30, 18x3 − 9x2 + 18x + 45).
Отв. 2x2 − 3x + 5.
74) Найти функции f1 и g1 удовлетворяющие равенству: ff1 + gg1 = 1, где

f = x4 + 1, g = x3 − 1.

Отв. f1 =
1

2
(x2 − x + 1), g1 = −1

2
(x3 − x2 + x + 1).

75) f(x) = x3 + x + 2, g = x3 − x; найти D(f, g) и функции f1 и g1 так, чтобы
ff1 + gg1 = D(f, g).

Отв. D(f, g) = x + 1, f1 =
1

2
, g1 = −1

2
.

§ 53. Теоремы о взаимно простых функциях.
Теорема 1. Если f , g, ϕ целые рациональные функции и fg делится на ϕ,

тогда как g и ϕ — взаимно простые, то f делится на ϕ.
Доказательство. Имеем: gg1 + ϕϕ1 = 1 (см. конец § 52); умножаем на f :

(fg) ·g1 +ϕ · (fϕ1) = f ; так как левая часть делится на ϕ, то и правая, т. е. f , тоже
делится на ϕ.

Теорема 2. Если целая рациональная функция f взаимно простая порознь с
ϕ и ψ, то f взаимно простая и с произведением ϕψ.

Доказательство. По условию ff1+ϕϕ1 = 1 (§ 52); умножаем ψ: f ·(f1ψ)+(ϕψ)·
ϕ1 = ψ; отсюда видно, что всякий общий делитель f и ϕψ есть также делитель ψ;
но D(f, ψ) = 1, следовательно, и D(f, ϕψ) = 1.

Отсюда непосредственно вытекает:
Следствие I. Если каждая из ц. р. функций f1, f2, . . . , fk взаимно простая

с каждой из ц. р. функций g1, g2, . . . , gl, то и произведение f1, f2, . . . , fk взаимно
просто с произведением g1g2 · · · gl.

При f1 = f2 = . . . = fk и g1 = g2 = . . . = gl получаем:
Следствие II. Если ц. р. функции f и g –— взаимно простые, то и fk и gl тоже

взаимно простые.
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При a 6= b функции x − a и x − b — взаимно простые; поэтому:
Следствие III. Если a 6= b, то (x− a)k и (x− b)l — взаимно простые функции.
Теорема 3. Если f , ϕ, ψ — целые рациональные функции, D(ϕ, ψ) = 1 и f

делится порознь на ϕ и ψ, то f делится и на произведение ϕψ.

Доказательство. По условию
f

ϕ
= g — целая функция; f = gϕ делится на ψ,

но D(ϕ, ψ) = 1, следовательно, g делится на ψ, т. е.
g

ψ
=

f

ϕψ
— целая функция,

что и требовалось доказать.
Эта теорема непосредственно обобщается:
Следствие. Если ц. р. функции ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm попарно взаимно простые и

ц. р. функция f делится порознь на ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, то f делится и на произведение
ϕ1ϕ2 · · ·ϕm.

§ 54. Производные. Ряд Тэйлора. Пусть

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . . + an−1x + an

данная ц. р. функция. Подставим x+h вместо x и расположим f(x+h) по степеням
h:

f(x + h) = a0(x + h)n + a1(x + h)n−1 + a2(x + h)n−2 + . . . + an−1(x + h) + an =

= a0

[
xn + nxn−1h +

n(n − 1)

2!
xn−2h2 +

n(n − 1)(n − 2)

3!
xn−3h3+

+ . . . +

(
n

n − 1

)
xhn−1 +

(
n
n

)
hn

]
+

+ a1

[
xn−1 + (n − 1)xn−2h +

(n − 1)(n − 2)

2!
xn−3h2+

+
(n − 1)(n − 2)(n − 3)

3!
xn−4h3 + . . . +

(
n − 1
n − 1

)
hn−1

]
+

+ a2

[
xn−2 + (n − 2)xn−3h +

(n − 2)(n − 3)

2!
xn−4h2+

+
(n − 2)(n − 3)(n − 4)

3!
xn−4h3 + . . .

]
+

+ . . . + an−1(x + h) + an.

Обозначим:

f ′(x) = na0x
n−1 + (n − 1)a1x

n−2 + . . . + 1 · an−1,

f ′′(x) = n(n − 1)xn−2 + (n − 1)(n − 2)xn−3 + . . . + 1 · 2 · an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n−1)(x) = n(n − 1)(n − 2) · · · 3 · 2 · 1 · a0x + (n − 1)(n − 2) · · · 2 · 1,
f (n)(x) = n(n − 1)(n − 2) · · · 2 · 1 · 1 = n!a0.

Тогда

f(x + h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) + . . . +

hn

n!
· f (n)(x). (4)
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Это — ряд Тэйлора (Taylor). Функции f ′(x), f ′′(x), ..., f (n)(x) называются пер-
вой, второй и т. д. n-й производными от функции f(x) 21.

Мы видим, что для того, чтобы построить первую производную для ц. р. функ-
ции f(x), нужно каждый член в f(x) помножить на показатель x в этом члене и
после этого показатель x уменьшить на единицу, таким образом свободный член
an = anx

0 умножается на нуль.
Вторая производная для f(x) есть первая производная для f ′(x); третья про-

изводная для f(x) — вторая для f ′(x) и первая для f ′′(x) и т. д. Производная
постоянного количества принимается равной нулю. Для ц. р. функции n-й степе-
ни первые n производных не равны нулю, последующие же все считаются равными
нулю.

Ряд Тэйлора можно вывести короче, применяя знак
∑

для суммы:

f(x) =
n∑

κ=0

a
κ
(x + h)n−κ =

n∑

κ=0

(
a

κ

n−κ∑

λ=0

(
n − λ

λ

)
xn−κ−λhλ

)
=

=
n∑

κ=0

n−κ∑

λ=0

(
n − λ

λ

)
a

κ
xn−κ−λhλ;

здесь 0 ≤ κ ≤ n, 0 ≤ λ ≤ n − κ, т.е. 0 ≤ κ + λ ≤ n, и при данном λ ≥ 0 и
≤ n должно быть: 0 ≤ κ ≤ n − λ, т. е. можно переменить порядок суммирования
следующим образом:

f(x + h) =
n∑

κ=0

n−κ∑

λ=0

(
n − λ

λ

)
a

κ
xn−κ−λhλ =

=
n∑

λ=0

(
hλ

λ!

n−λ∑

κ=0

(n − κ)(n − κ − 1) · · · (n − κ − λ + 1)a
κ
xn−κ−λ

)
.

Введем f (λ)(x) из равенства

n−λ∑

κ=0

(n − κ)(n − κ − 1) · · · (n − κ − λ + 1)a
κ
xn−κ−λ = f (λ)(x);

как легко видеть, f (λ)(x) есть не что иное, как λ-я производная для f(x); тогда

f(x + h) =
n∑

λ=0

hn

λ!
f (λ)(x);

это и есть ряд Тэйлора, если мы еще под символом f (0)(x) будем подразумевать
самое функцию f(x).

21Таким образом мы определяем здесь производные ц. р. функции чисто формально; это мы
делаем по той причине, что в алгебре как для коэфициентов наших функций, так и для перемен-
ного x допускаются и комплексные значения, тогда как в обычном диференциальном исчислении
и независимые переменные, и функции рассматриваются исключительно в области веществен-
ных чисел. Позже (в § 66) мы увидим, что это формальное определение в действительности
совпадает с тем, которое обычно дается для производной в диференциальном исчислении.
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Переменим в (4) обозначения: напишем a вместо x и x вместо x + h; тогда h
заменится через x − a, и мы получим:

f(x) = f(a) + (x − a)f ′(a) +
(x − a)2

2!
f ′′(a) + . . . +

(x − a)n

n!
f (n)(a). (5)

Это ряд Маклорена (Maclaurin); он дает разложение данной ц. р. функции по
степеням x − a, где a — любое данное число.

При a = 0 получаем специальный ряд Маклорена:

f(x) = f(0) + xf ′(0) +
x2

2!
f ′′(0) + . . . +

xn

n!
f (n)(0); (6)

отсюда заключаем:

an = f(0), an−1 = f ′(0), an−2 =
1

2!
f ′′(0), . . . ,

a1 =
1

(n − 1)!
f (n−1)(0), a0 =

1

n!
f (n)(0).

Упражнения

Найти производные всех порядков и написать ряд Тэйлора для функций:
76) x5 − 8x4 + 3x3 + 4x2 − x − 6.
77) 3x4 − 4x2 + 2x − 3.
78) x7 + x6 + x5 + x4.
79) x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1.

§ 55. Напишем формулу (5) в таком виде:

f(x) = f(a) + (x − a)

[
f ′(a) +

x − a

2!
f ′′(a)+

+
(x − a)2

3!
f ′′′(a) + . . . +

(x − a)n−1

n!
f (n)(a)

]
;

функцию в скобках обозначим через ϕ(x); тогда

f(x) = f(a) = (x − a)ϕ(x),

отсюда видно (§ 47 и 49), что ϕ(x) — частное, a f(a) — остаток от деления f(x)
на x − a. Далее, имеем:

ϕ(x) = f ′(a) = (x − a)

[
1

2
f ′′(a) +

x − a

2!
f ′′(a)+

+
(x − a)2

3!
f ′′′(a) + . . . +

x − a

3!
f ′′′(a) + . . .

]

= f ′(a) + (x − a)ψ(a),
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если через ψ(x) и здесь обозначим функцию в скобках; следовательно, ψ(x) —
частное, a f(a) — остаток от деления ϕ(x) на x−a, и т. д. Отсюда вытекает способ
Горнера разложения f(x) по степеням x − a: делим f(x) на x − a; частное снова
делим на x − a; частное опять делим на x − a и т. д., пока не получим в частном
постоянное количество; остатки от этих делений и последнее частное и являются
коэфициентами в (5), т. е.

f(a), f ′(a),
1

2!
f ′′(a),

1

3!
f ′′′(a), . . .

Деления на x − a производятся по способу Горнера (§ 51).
Пример 1. f(x) = x4 − 5x3 + x − 4 разложить по степеням x + 2.
Здесь a = −2.
Составляем таблицу:

3 −5 0 1 −4

−2 3 −11 22 −43 82 = f(−2)

−2 3 −17 56 −155 = f ′(−2)

−2 3 −23 102 =
1

2!
f ′′(−3)

−2 3 −29 =
1

3!
f ′′′(−2)

3 =
1

4!
f IV (−2)

Мы на одной и той же таблице совершаем деление несколько раз подряд, ибо
числа каждой строки кроме последнего числа — коэфициенты частного, последнее
же число — остаток.

Получаем:

f(x) = 82 − 155(x + 2) + 102(x + 2)2 − 29(x + 2)3 + 3(x + 2)4.

Пример 2. f(x) = x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 разложить по степеням x − 1.

1 1 1 1 1 1

1 1 2 3 4 5 6

1 1 3 6 10 15

1 1 4 10 20

1 1 5 15

1 1 6

1

Получаем:

f(x) = 6 + 15(x − 1) + 20(x − 1)2 + 15(x − 1)3 + 6(x − 1)4 + (x − 1)5.
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Упражнения

80) x3 + 5x2 − 7x − 3 разложить по степеням x − 4.
Отв. 113 + 81(x − 4) + 17(x − 4)2 + (x − 4)3.
81) x7 разложить по степеням x + 1.
Отв. −1+7(x+1)−21(x+1)2+35(x+1)3−35(x+1)4+21(x+1)5−7(x+1)6+(x+1)7.
82) x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1 разложить по степеням x + 1.
Отв. (x + 1)4.
83) 4x4 − 13x3 + 17x2 − 10x + 2 разложить по степеням x − 1.
Отв. (x − 1) + 2(x − 1)2 + 3(x − 1)3 + 4(x − 1)4.

§ 56. Теорема. Если f(x) и g(x) — целые рациональные функции и F (x) =
f(x) · g(x), то

F ′(x) = f(x)g′(x) + g(x)f ′(x). (7)

Доказательство 22. Мы будем применять сокращенное обозначение сумм. Пусть

f(x) =
n∑

k=0

akx
n−k, g(x) =

m∑

k=0

bkx
m−k, F (x) =

m+n∑

k=0

ckx
m+n−k;

здесь

ck =
k∑

λ=0

aλbk−λ

(§ 46), причем при k > n следует считать aλ = 0, а при k−λ > m, bk−λ = 0. Далее
(по § 54):

F ′(x) =
m+n∑

k=0

(m + n − k)ckx
m+n−k−1;

подставим значение для ck:

F ′(x) =
m+n∑

k=0

k∑

λ=0

(m + n − k)aλbk−λx
m+n−k−1;

здесь 0 ≤ k ≤≤ m + n; пусть k = λ + µ, µ = k − λ; мы можем давать для λ
значения от 0 до n, а для µ от 0 до m независимо друг от друга, ибо тогда всегда
0 ≤ λ + µ ≤ n + m, тогда как при λ > n или при µ > m будет aλ = 0 или bµ = 0.

Итак, получим:

F ′(x) =
n∑

λ=0

m∑

µ=0

(m + n − λ − µ)aλbµx
m+n−λ−µ−1.

22Эту теорему мы выводим чисто алгебраическим путем, основываясь на формальном опре-
делении производной (§ 54),
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Разбив каждое слагаемое нашей двойной суммы на два, мы представим ее как
сумму двух двойных сумм следующим образом:

F ′(x) =
n∑

λ

m∑

µ=0

(m − µ)aλbµx
m+n−λ−µ−1+

+
n∑

λ=0

m∑

µ=0

(n − λ)aλbµx
m+n−λ−µ−1.

Берем первую сумму и преобразовываем ее следующим образом:

n∑

λ=0

m∑

µ=0

(m − µ)aλbµx
n−λxm−µ−1 =

n∑

λ=0

aλx
n−λ

m∑

µ=0

(m − µ)bµx
m−µ−1xm−µ−1 =

=
n∑

λ=0

aλx
n−λ ·

m∑

µ=0

(m − µ)bµx
m−µ−1 = f(x) · g′(x);

подобным же образом найдем, что вторая сумма равна g(x) · f ′(x), и формула (7),
таким образом, доказана.

Обобщение. Если F = f1f2 · · · fn, где f1, f2, . . . , fn — ц. р. функции от x, то

F ′ = f2f3 · · · fn · f ′
1 + f1f3 · · · fn · f ′

2 + . . . + f1f2 · · · fn−1 · f ′
n. (8)

Доказательство. Применим метод полной индукции: пусть для произведения
n функций теорема верна. Имеем:

F = (f1f2 · · · fn−1) · fn; F ′ = (f1f2 · · · fn−1)
′ · fn + (f1f2 · · · fn−1) · f ′

n;

но по предположению

(f1f2 · · · fn−1)
′(f2f3 · · · fn−1)f

′
1 + (f1f3 · · · fn−1)f

′
2 + . . . + (f1f2 · · · fn−2)f

′
n−1;

подставив это выражение, получим (8).
Частный случай:

F = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn);

по (8)

F ′ = (x − x2)(x − x3) · · · (x − xn) + (x − x1)(x − x3) · · · (x − xn)+

+ . . . + (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn−1) =

= F ·
(

1

x − x1

+
1

x − x2

+ . . . +
1

x − xn

)
.

(9)

Отсюда
F ′

F
=

1

x − x1

+
1

x − x2

+ . . . +
1

x − xn

; (10)

это довольно важная формула.
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Далее, имеем из (9):

F ′(x1) = (x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xn);

остальные члены обращаются в нуль.
Вообще

F ′(xλ) = (xλ − x1)(xλ − x2) · · · (xλ − xλ−1)(xλ − xλ+1) · · · (xλ − xn). (11)

Положив в (9) x1 = x2 = . . . = xn, получим из (9):

F ′ = n(x − x1)
n−1 (12)

при
F = (x − x1)

n.

§ 57. Кратные корни. Пусть x = x1 — α-кратный корень уравнения f(x) = 0;
это значит (§ 50), что

f(x) = (x − x1)
α · ϕ(x),

где ϕ(x) — ц. р. функция, уже не делящаяся на x − x1.
Отсюда по § 56 (7) и (12)

f ′(x) = α(x − x1)
α−1 · ϕ(x) + (x − x1)

α · ϕ′(x),

или
f ′(x) = (x − x1)

α−1 · [αϕ(x) + (x − x1)ϕ
′(x)],

причем выражение в скобках не делится без остатка на x − x1; таким образом x1

есть корень и уравнения f ′(x), при этом (α − 1)-й кратности. Предыдущее при-
менимо и к случаю α = 1, т. е. простой корень (т. е., корень первой кратности)
уравнения f(x) = 0 совсем не удовлетворяет уравнению f ′(x) = 0. А отсюда сле-
дует: если x1 — корень уравнения f(x) = 0 и (α − 1)-кратный корень уравнения
f ′(x), то x1 есть α-кратный корень уравнения f(x) = 0; итак,

Теорема 1. Необходимое и достаточное условие того, чтобы x1 было α-
кратным корнем уравнения f(x) = 0, состоит в следующем: x1 должно быть
(α−1)-кратным корнем уравнения f ′(x) = 0 и удовлетворять уравнению f(x) = 0.

Если x1 — α-кратный корень уравнения f(x) = 0 и, следовательно, (α − 1)-
кратный корень уравнения f ′(x) = 0, то аналогичным образом заключаем, что x1

— (α − 2)-кратный корень уравнения f ′′(x) = 0 и т. д., простой корень уравнения
f (α−1)(x) = 0 и, наконец, совсем не удовлетворяет уравнению f (α)(x) = 0.

Обратно, если x1 удовлетворяет уравнениям

f(x) = 0, f ′(x) = 0, . . . , f (α−1)(x) = 0,

но не удовлетворяет уравнению f (α)(x) = 0, то последовательно заключаем, что x1

— простой корень для f (α−1)(x) = 0, двойной — для f (α−2)(x) = 0 и т. д., наконец
α-кратный — для f(x) = 0.

Итак,
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Теорема 2. Необходимое и достаточное условие того, чтобы x1 было α-
кратным корнем уравнения f(x) = 0, состоит в следующем:

f(x1) = f ′(x1) = f ′′(x1) = . . . = f (α−1)(x1) = 0, но f (α)(x1) 6= 0.

Это же легко вывести и из ряда Маклорена (5).

§ 58. Выделение кратных корней. Дано уравнение f(x) = 0. Его левая
часть раскладывается на линейные множители (§ 50). Обозначим через X1 про-
изведение линейных множителей, соответствующих простым корням уравнения
f(x) = 0, через X2 — произведение линейных множителей, соответствующих двой-
ным корням, взятых по одному разу; через X3 — произведение линейных множите-
лей, соответствующих тройным корням, и т. д. При этом, если, например, двойных
корней уравнение не имеет, то мы считаем X2 = 1 и т. д. Пусть, например, урав-
нение не имеет корней выше 5-й кратности (мы берем для простоты этот частный
случай, хотя рассуждения наши — общие). Тогда

f(x) = a0X1X
2
2X

3
3X

4
4X

5
5 ,

где a0 — высший коэфициент в f(x).
Пример.

f(x) = (x − 3)(x − 4)4(x + 1)2(x + 2)4(x − 1 − 2i)(x − 1 + 2i)

(
x − 1

2

)2

;

здесь

a0 = 1, X1 = (x − 3)(x − 1 − 2i)(x − 1 + 2i), X2(x + 1)

(
x − 1

2

)
,

X3 = 1, X4 = (x − 4)(x + 2).

По теореме 1 § 57 имеем:

D = D(f, f ′) = X2X
2
3X

3
4X

4
5

(§ 52).
Далее, подобным же образом

D1 = D(D,D′) = X3X
2
4X

3
5 ,

D2 = D(D1, D
′
1) = X4X

2
5 ,

D3 = D(D2, D
′
2) = X5;

функции D, D1, D2, D3 находятся посредством делений (§ 52),
Далее, делениями же находим:

E1 =
f(x)

D
= a0X1X2X3X4X5,

E2 =
D

D1

= X2X3X4X5,

E3 =
D1

D2

= X3X4X5,

E4 =
D2

D3

= X4X5,

E5 = D3 = X5;
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наконец,
E1

E2

= a0X1,
E2

E3

,
E3

E4

= X3,
E4

E5

= X4, E5 = X5.

Таким образом, если дано уравнение f(x) = 0, причем разложение f на ли-
нейные множители неизвестно, то мы можем путем последовательных делений
найти функции X1, X2, X3, . . . и наше уравнение заменить такими: X1 = 0, X2 = 0,
X3 = 0, . . . , каждое из которых имеет только простые (т. е. все различные) корни.

Пример.

f(x) = x5 − 3x4 + 4x3 − 4x2 + 3x − 1 = 0.

Имеем здесь:
f ′(x) = 5x4 − 12x3 + 12x2 − 8x + 3.

При делении f(x) на f ′(x) предварительно умножим f(x) на 5, чтобы избежать
дробей. Производим 23 деление:

5x5 − 15x4 + 20x3 − 20x2 + 15x − 5 5x4 − 12x3 + 12x2 − 8x + 3
5x5 − 12x4 + 12x3 − 8x2 + 3x x − 3

− 3x4 + 8x3 − 12x2 + 12x − 5
− 15x4 + 40x3 − 60x2 + 60x − 25
−15x4 + 36x3 − 36x2 + 24x − 9

− 4x3 − 24x2 + 36x − 16

5x4 − 12x3 + 12x2 − 8x + 3 x3 − 6x2 + 9x − 4
5x4 − 30x3 + 45x2 − 20x 5x + 6

18x3 − 33x2 + 12x + 3
6x3 − 11x2 + 4x + 1
6x3 − 36x2 + 54x − 24

25x2 − 50x + 25

x3 − 6x2 + 9x − 4 x2 − 2x + 1
x3 − 2x2 + x x − 1

−4x2 + 8x − 4
− x2 + 2x − 1

x2 − 2x + 1

Итак
D = x2 − 2x + 1.

Далее
D′ = 2x − 2 = 2(x − 1)

(x2 − 2x + 1) : (x − 1) = x − 1;

следовательно, D1 = x − 1, D′
1 = 1, D2 = 1, и здесь наш процесс прекращается.

23Так как при нахождении общего наибольшего делителя для нас важны остатки от делений,
а не частные, то мы, чтобы избежать дробей, можем умножить получаемые в середине деления
остатки на одно и то же число, или делить все члены остатка на общий постоянный множитель,
если таковой имеется; от этого получаемые частные будут неверны, но нам это неважно; остатки
же от делений получат постоянные множители, что тоже неважно. При делении же f(x) на D,
DD на D1 и т. д. мы этого уже не имеем права делать, так как там для нас важны частные.
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Далее, находим:

x5 − 3x4 + 4x3 − 4x2 + 3x − 1 x2 − 2x + 1
x5 − 2x2 + x3 x3 − x2 + x − 1

− x4 + 3x3 − 4x2

− x4 + 2x3 − x2

x3 − 3x2 + 3x
x3 − 2x2 + x

− x2 + 2x − 1

Итак

E1 =
f(x)

D
= x3 − x2 + x − 1.

Далее

E2 =
D

D1

=
x2 − 2x + 1

x − 1
= x − 1,

E3 = D1 = x − 1.

Наконец

X1 =
E1

E2

= x2 + 1,

X2 =
E2

E3

= 1,

X3 = E3 = x − 1.

Итак
f(x) = (x2 + 1)(x − 1)3;

наше уравнение имеет два простых корня: ±i и один тройной +1.

Упражнения

Выделить кратные корни у уравнений:
84) x6 − 4x4 + 16x2 + 64 = 0.
Отв. (x2 + 4)(x2 − 4)2.
85) x4 + 4x3 − 18x2 + 20x − 7 = 0.
Отв. (x + 7)(x − 1)3.
86) x4 − 2x3 − 11x2 + 12x + 36 = 0.
Отв. (x − 3)2(x + 2)2.
87) x5 − x4 − 14x3 − 26x2 − 19x − 5 = 0.
Отв. (x − 5)(x + 1)4.
88) x5 − 3x4 + 4x3 − 4x2 + 3x − 1 = 0.
Отв. (x2 + 1)(x − 1)3.
89) x8 + 2x7 + x6 − 3x4 − 6x3 − 5x2 − 4x − 2 = 0.
Отв. (x3 + x2 + x + 1)2(x2 − 2).
90) x5 − 13x4 + 67x3 − 171x2216x − 108 = 0.
Отв. (x − 2)2(x − 3)3.

91) x4 − 1

2
+

3

16
= 0.

Отв.
1

16
(2x − 1)2(4x62 + 4x + 3).

107



92) Доказать, что двучленное уравнение, т. е. уравнение вида xn − a = 0, не
имеет кратных корней.

93) Найти условие, при котором уравнение x3 + px + q = 0 имеет кратные
корни.

Отв. Для этого должно быть 4p3 + 27q2 = 0.

§ 59. Дробные рациональные функции. Дробная рациональная функция
есть частное двух целых рациональных функций (ее числителя и знаменателя).
Дробь называется правильной, если степень числителя меньше степени знамена-

теля; в противном случае дробь неправильная. Пусть дробь
f(x)

g(x)
— неправильная;

разделим числитель на знаменатель (§ 47):

f(x) = g(x)q(x) + r(x);

степень r(x) меньше степени g(x), отсюда

f(x)

g(x)
= q(x) +

r(x)

g(x)
,

при этом q(x) и r(x) определены однозначно. Итак:
Теорема. Всякую неправильную дробь можно представить в виде суммы це-

лой функции и правильной дроби; такое представление возможно только одним
образом; оно называется выделением целой части из неправильной дроби.

Из элементарной алгебры известны правила преобразования дробей и раци-
ональных действий над ними; результат рациональных действий над дробными
рациональными функциями всегда есть тоже рациональная функция (дробная
или целая). Докажем еще следующую теорему.

Теорема. Сумма правильных дробей есть тоже правильная дробь.
Доказательство. Достаточно доказать эту теорему для двух правильных дро-

бей, пусть
f1

g1

и
f2

g2

— две такие дроби; имеем:

f1

g1

+
f2

g2

=
f1g2 + f2g1

g1g2

;

пусть степень f1 = m1, степень f2 = m2, степень g1 = n1, степень g2 = n2; тогда по
условию m1 < n1, m2 < n2; по § 56 степень g1g2 = n1 + n2, степень f1g2 = m1 + n2,
степень f2g1 = m2 +n1; степень f1g2 + f2g1 не выше наибольшего из чисел m1 +n2,
m2 +n1; но так как m1 +n2 < n1 +n2, m2 +n1 < n1 +n2, то, следовательно, степень
f1g2 + f2g1 меньше степени g1g2, что и требовалось доказать.

§ 60. Разложение на простейшие дроби.

Теорема. Если
f

g1g2

—– правильная дробь и D(g1, g2) = 1, то можно эту

дробь представить в виде
f

g1g2

=
f1

g1

+
f2

g2

, где ?
f1

g1

,
f2

g2

— тоже правильные дроби;

это представление возможно только одним способом.
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Доказательство. По § 52 (3) можно найти такие ц. р. функции ϕ1 и ϕ2, что
будет g2ϕ1 + g1ϕ2 ≡ 1; умножая обе части этого равенства на f и обозначив:

ϕ1f = F1, ϕ2f = F2,

получим:
g2F1 + g1F2 = f ;

разделив обе части на g1g2, найдем:

F1

g1

+
F2

g2

=
f

g1g2

;

если
F1

g1

,
F2

g2

неправильные дроби, то выделим целые части:

F1

g1

= q1 +
f1

g1

;
F2

g2

= q2 +
f2

g2

;

следовательно:
f1

g1

+
f2

g2

+ q1 + q2 =
f

g1g2

;

отсюда

q1 + q2 =
f

g1g2

− f1

g1

− f2

g2

;

правая часть (§ 59, последняя теорема) — правильная дробь; левая часть — ц. р.
функция; следовательно, должно быть: q1 + q2 ≡ 0, т. е.

f

g1g2

=
f1

g1

+
f2

g2

.

Докажем теперь, что такое представление однозначно. Пусть

f

g1g2

=
f1

g1

+
f2

g2

=
ϕ1

g1

+
ϕ2

g2

,

причем
ϕ1

g1

и
ϕ2

g2

— правильные дроби. Тогда

f1 − ϕ1

g1

=
ϕ2 − f2

g2

, g2(f−ϕ1) = g1(ϕ2 − f2);

так как D(g1, g2) = 1 и g2(f1 − ϕ1) делится на g1, то (§ 53, теорема 1) f1 − ϕ1

делится на g1; но степень f1 − g1 меньше степени g1; следовательно, f1 − ϕ1 ≡ 0,
f1 ≡ ϕ1, откуда и f2 ≡ ϕ2 и теорема доказана.

Обобщение. Если ц. р. функции g1, g2, . . . , gn попарно взаимно простые и дробь
f

g1g2 · · · gn

— правильная, то

f

g1g2 · · · gn

=
f1

g1

+
f2

g2

+ . . . +
fn

gn

, (13)
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где все дроби правой части правильные. Это представление возможно только од-
ним образом.

Доказательство. Метод полной индукции: для n = 2 теорема верна; пусть
она верна для n − 1 сомножителей в знаменателе; имеем:

f

g1g2 · · · gn

=
f

(g1g2 · · · gn−1)gn

=
F

g1g2 · · · gn−1

+
fn

gn

;

но для
F

g1g2 · · · gn−1

по нашему предположению имеем:

Fg1g2 · · · gn−1 =
f1

g1

+
f2

g2

+ . . . +
fn−1

gn−1

;

подставив это, и получим (13).
Пусть возможны два разложения:

f

g1g2 · · · gn

=
f1

g1

+
f2

g2

+ . . . +
fn

gn

=
ϕ1

g1

+
ϕ2

g2

+ . . . +
ϕn

gn

,

тогда
f1 − ϕ1

g1

=
ϕ2 − f2

g2

ϕ3 − f3

g3

+ . . . +
ϕn − fn

gn

.

Отсюда
(f1 − ϕ1)g2g3 · · · gn = g1 · Φ,

где

Φ = (ϕ2 − f2)g3 · · · gn + (ϕ3 − f3)g2g4 · · · gn + . . . + (ϕn − fn)g2g3 · · · gn−1;

Φ — ц. р. функция; (f1 − ϕ1)g2g3 · · · gn делится на g1, но (по § 53, теорема 2,
следствие I) g1 и g2g3 · · · gn взаимно простые; следовательно (по § 53, теореме 1),

f−ϕ1 делится на g1, но
f1

g1

,
ϕ1

g1

— правильные дроби, следовательно, степень f1−ϕ1

меньше степени g1, т. е. f1 − ϕ1 ≡ 0, f1 ≡ ϕ1. Подобным же образом докажем:

f2 = ϕ2, . . . , fn ≡ ϕn.

Если
f

g
— правильная дробь и g = (x − a)α(x − b)β(x − c)γ · · · , то, применяя

предыдущую теорему, получим (§ 53, теорема 2, следствие III):

f

g
=

ϕ

(x − a)α
+

ψ

(x − b)β
+

ω

(x − c)γ
+ . . . ,

где ϕ, ψ, ω, . . . — ц. р. функции, ϕ имеет степень меньшую или равную α, ψ имеет
степень меньшую или равную β, ω имеет степень меньшую или равную γ и т. д.

Разложим ϕо по степеням x − a; пусть

ϕ = Aα + Aα−1(x − a) + Aα−2(x − a)2 + . . . + A1(x − a)α−1;

тогда
ϕ

(x − a)α
=

Aα

(x − a)α
+

Aα−1

(x − a)α−1
+ . . . +

A1

x − a
.
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Подобные же представления найдем для

ψ

(x − b)β
,

ω

(x − c)γ
, . . .

Соединяя их вместе, получим:

f

g
=

Aα

(x − a)α
+

Aα−1

(x − a)α−1
+ . . . +

A1

x − a
+

+
Bβ

(x − b)β−1

Bβ−1

(x − b)β−1
+ . . . +

B1

x − b
+

+
Cγ

(x − c)γ
+

Cγ−1

(x − c)γ−1
+ . . . +

C1

x − c
+ . . .





(14)

Это и есть разложение на простейшие дроби; здесь все коэфициенты: Aα, Aα−1,

. . . , A1, Bβ, Bβ−1, . . . однозначно определены. Если дробь
f

g
неправильная, то к

правой части (14) прибавляется еще целая функция q(x). Итак:

Теорема. Если
f(x)

g(x)
— любая дробная рациональная функция, и g(x) = (x −

a1)
α1(x−a2)

α2 · · · (x−am)αm, то разложение на простейшие дроби возможно толь-
ко одним образом;

f(x)

g(x)
=

m∑

k=1

αk∑

λ=1

Akλ

(x − ak)λ
+ q(x),

где q(x) — ц. р. функция, которая тождественно равна 0 тогда и только тогда,

когда дробь
f(x)

g(x)
— правильная.

Практически количества Akλ находятся методом неопределенных коэфициен-
тов.

Пример. Разложить на простейшие дроби

x2 + 2

(x − 1)2(x + 1)3
.

Имеем:

x2 + 2

(x − 1)2(x + 1)3
=

A2

(x − 1)2
+

A1

x − 1
+

B3

(x + 1)3
+

B2

(x + 1)2
+

B3

x + 1
;

освободимся от знаменателей:

x2 + 3 = A2(x + 1)3 + A(x − 1)(x + 1)3 + B3(x − 1)2+

+B2(x + 1)(x − 1)3 + B1(x + 1)2(x − 1)2;

сравнивая коэфициенты при одинаковых степенях x, получаем:

A1 + B1 = 0, (I)

A2 + 2A1 + B1 = 0, (II)
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3A2 + B3 − B2 − 2B1 = 1, (III)

3A2 − 2A1 − 2B3 − B2 = 0, (IV )

A2 − A1 + B3 + B2 + B1 = 2. (V )

Вычитая (II) из (V), получаем:

−3A1 + B3 + B1 = 2; (V I)

вычитая же (IV) из (III) —

2A1 + 3b3 − 2B1 = 1; (V II)

решив (I), (VI) и (VII), найдем:

B3 =
3

4
, A1 = − 5

16
, B1 =

5

16
.

Подставляя ? в (II), получаем:

A2 + B2 =
5

8
; (V III)

подставляя B1 и B3 в (III), находим:

3A2 − B2 =
7

8
; (IX)

из (VIII) и (IX) следует:

A2 =
3

8
, B2 =

1

4
.

Итак, получаем:

x2 + 2

(x − 1)2(x + 1)3
=

3

8(x − 1)2
− 3

16(x − 1)
+

3

4(x + 1)3
+

1

4(x + 1)2
+

5

16(x + 1)
.

Упражнения

Разложить на простейшие дроби:

94)
1

(x − 2)(x + 1)4
.

Отв.
1

81(x − 2)
− 1

3(x + 1)4
− 1

9(x + 103
− 1

27((x + 1)2
− 1

81(x + 1)
.

95)
x

(x − i)2(x + 2i)
.

Отв.
1

3(x − i)2
− 2i

9(x − i)
+

2i

9(x + 2i)
.

96)
x + 2

(x +
√

2)2(x −
√

2)2
.
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Отв.
2 +

√
2

8(x −
√

2)2
−

√
2

8(x −
√

2)
+

2 −
√

2

8(x +
√

2)2
+

√
2

8(x +
√

2)
.

§ 61. Разберем частный случай, когда в (14) α = β = γ = . . . = 1, т. е. когда

g(x) = (x − x1)(x − x2)(x − x3) · · · (x − xn),

где x1, x2, . . . , xn все различны; тогда (14) принимает вид:

f(x)

g(x)
=

A1

x − x1

+
A2

x − x2

+ . . . +
An

x − xn

;

для определения A1, умножаем обе части этого равенства на x− x1 и затем берем
x = x1; тогда правая часть обращается в A1 и мы получим:

A1 =
f(x1)

(x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xn)
=

f(x1)

g′(x1)

[§ 56 (II)]. Подобным же образом найдем вообще

Ak =
f(xk)

g′(xk)
;

следовательно:

f(x)

g(x)
=

f(x1)

(x − x1)g′(x1)
+

f(x2)

(x − x2)g′(x2)
+ . . . +

f(xn)

(x − xn)g′(xn)
. (15)

Здесь предполагается, что степень f ниже степени g; иначе к правой части
следует прибавить еще целую функцию q(x).

Заметим, что при f(x) = g′(x) формула (15) обращается в (10), § 56.
Пример.

x

(x − 1)(x − 2)(x − 3)
=

A1

x − 1
+

A2

x − 2
+

A3

x − 3
;

A1 определим, умножая левую часть на x − 1 и беря затем x = 1; аналогично
найдем и A2 и A3

A1 =
1

2
, a2 = −2, A3 =

3

2
.

Упражнения

Разложить на простейшие дроби:

97)
1

x2 − 1
.

Отв.
1

2(x − 1)
− 1

2(x + 1)
.

98)
x

x2 + 1
.

Отв.
1

2

[
1

x − i
+

1

x + i

]
.

99)
x + 1

x2 − 2
.
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Отв.
2 +

√
2

4(x −
√

2)
+

2 −
√

2

4(x +
√

2)
.

100)
x3 − 2

x(x + 1)(x − 1)(x + 2)(x − 2)
.

Отв. − 1

2x
+

1

2(x + 1)
+

1

6(x − 1)
− 5

12(x + 2)
+

1

4(x − 2)
.

101)
x3

(x − 1)(x + 2)
.

Отв. x − 1 +
1

3(x − 1)
+

8

3(x + 2)
.

§ 62. Интерполяционная формула Лагранжа. Умножив обе части (15)
на g(x), получим:

f(x) =
g(x)

x − x1

f(x1)

g′(x1)
+

g(x)

x − x2

f(x2)

g′(x2)
+ . . . +

g(x)

x − xn

f(xn)

g′(xn)
. (16)

Это — так называемая интерполяционная формула Лагранжа (Lagrange).
Значение ее заключается в следующем: пусть f(x) — искомая функция, отно-

сительно которой известно, что при x = x1 она принимает значение y1 = f(x1,
при x = x2 — значение y2 = f(x2) и т. д., наконец, при x = xn — yn = f(xn);
по этим данным надо определить функцию f(x). В таком виде задача, конечно,
неопределенна. Но мы поставим условие, чтобы искомая функция f(x) была наи-
более простая; наиболее простой мы считаем ц. р. функцию наинизшей степени.
Формула (16) и дает нам такую ц. р. функцию f(x) степени меньшей или равной
n. По следствию в конце § 50 такая функция f(x) может быть только одна, т. е.
функция f(x), находимая по формуле (16), действительно наинизшей степени при
поставленных условиях.

Пример 1. Дано: x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 4; y1 = f(0) = 3, y2 = f(1) = 3,
y3 = f(2) = 11, y4 = f(4) = 75.

Здесь
g(x) = x(x − 1)(x − 2)(x − 4);

по формуле (11) § 56 находим:

g′(0) = (−1)(−2)(04) = −8, g′(1) = 1 · (1 − 2)(1 − 4) = 3,

g′(2) = 2 · (2 − 1)(2 − 4) = −4, g′(4) = 4 · (4 − 1)(4 − 2) = 24.

Теперь применяем (16):

f(x) = −3

8
(x − 1)(x − 2)(x − 4)+

+
3

8
x(x − 2)(x − 4) − 11

4
x(x − 1)(x − 4) +

75

24
x(x − 1)(x − 2);

вычислив, найдем:
f(x) = x3 + x2 − 2x + 3.

Пример 2. Дано: x1 = 0, x2 = 1, x3 = −1, x4 = 2, x5 = −2; y1 = f(0) = 2,
y2 = f(1) = 0, y2 = f(−1) = 4, y4 = f(2) = 4, y5 = f(−2) = 0.
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Здесь

g(x) = x(x − 1)(x + 1)(x − 2)(x + 2), g′(0) = (−1) · 1 · (−2) · 2 = 4,

g′(1) = 1 · 2 · (−1) · 3 = −6, g′(−1) = (−1)(−2)(−3) · 1 = −6,

g′(2) = 2 · 1 · 3 · 4 = 24, g′(−2) = (−2)(−3)(−1)(−4) = 24.

Применяем теперь (16):

f(x) =
2

4
(x − 1)(x + 1)(x − 2)(x + 2) − 0

6
x(x + 1)(x − 2)(x + 2)−

−4

6
x(x − 1)(x − 2)(x + 2) +

4

24
x(x − 1)(x + 1)(x + 2)+

+
0

24
x(x − 1)(x + 1)(x − 2).

Вычислив, найдем:
f(x) = x3 − 3x + 2.

Упражнения

Найти ц. р. функцию f(x) наинизшей степени при условиях:
102) f(4) = 13, f(5) = 21, f(−3) = 13.
Отв. f(x) = x2 − x + 1.
103) f(0) = 1, f(1) = 5, f(−1) = 1, f(2) = 31, f(3) = 121.
Отв. f(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1.
104) f(0) = 5, f(1) = 4, f(−1) = 8, f(−2) = 13, f(4) = 13, f(6) = 29.
Отв. f(x) = x2 − 2x + 5.
105) f(i) = 2 − 5i, f(−i) = 2 + 5i, f(1 + i) = −4 − 2i, f(1 − i) = −4 + 2i.
Отв. f(x) = x3 − 4x + 2.
106) f(0) = 0, f(

√
2) = 0, f(

√
8) = 4.

Отв. f(x) = x2 −
√

2.

§ 63. Интерполяционная формула Ньютона. Формула Лагранжа, хотя
теоретически вполне закончена, тем не менее представляет практические неудоб-
ства: предположим, что мы построили функцию f(x), для которой даны значения
f(x1), f(x2), . . . , f(xn) при n различных значениях x: x1, x2, . . . , xn; эта функция
степени меньшей или равной n − 1.

Пусть теперь дано добавочное условие: при x = xn+1 функция должна при-
нимать заданное наперед значение f(xn+1. Это будет уже новая функция f(x)
степени меньшей или равной n (хотя в частном случае она может и совпасть с
прежней); чтобы ее найти, мы должны вновь применить формулу Лагранжа, про-
делать все вычисления с самого начала, ибо все предыдущие вычисления уже не
годятся. От этого недостатка свободна интерполяционная формула Ньютона, ко-
торая имеет следующий вид:

f(x) = A0 + A1(x − x1) + A2(x − x1)(x − x2) + . . . +

+An−1(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn−1).
(17)
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Коэфициенты A0, A1, . . . , An−1 мы найдем, давая для x значения: x1, x2, . . . , xn.
При x = x1

f(x1) = A0;

при x = x2

f(x2) = A0 + A1(x2 − x1);

отсюда найдем A1, при x = x3

f(x3) = A0 + A1(x3 − x1) + A2(x3 − x1)(x3 − x2);

отсюда найдем A2 и т. д. Наконец, положив x = xn, найдем An−1.
Отсюда видно, что A0 зависит только от x1, f(x1); A1 зависит только от x1, x2,

f(x1), f(x2) и т. д., вообще Ak−1 зависит только от x1, x2, . . . , xk, f(x1), f(x2), . . . ,
f(xk). Если теперь дано добавочное условие: при x = xn+1 функция принимает
значение f(xn+1), то новая функция получится просто прибавлением к найденной
выражения

An(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn+1);

An мы найдем, положив x = xn+1.
Пример. Пусть x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = −1; f(0) = 3, f(1)? = 0, f(2) = 7,

f(−1) = 4.
Имеем:

f(x) = A1 + A1x + A2x(x − 1) + A3x(x − 1)(x − 2)

давая для x значения 0, 1, 22, −1, получаем:

3 = A0, 0 = A0 + A1, 7 = A0 + 2A1 + 2A2, 4 = A0 − A1 + 2A2 − 6A3;

отсюда найдем:
A0 = 3, A1 = −3, A2 = 5, A3 = 2;

f(x) = 3 − 3x + 5x(x − 1) + 2x(x − 1)(x − 2) = 2x3 − x2 − 4x + 3.

Упражнения

Определить ц. р. функцию наинизшей степени по условиям:
107) f(0) = 2, f(1) = 3, f93) = 11, f(−2) = 6.
Отв. f(x) = x2 + 2.
108. f(3) = 1, f(5) = 2, f(1) = 0, f(−1) = −1.

Отв. f(x) =
1

2
x − 1

2
.

109) f(0) = −1, f(1) = f(−1) = 0, f(2) = f(−2) = 15.
Отв. f(x) = x4 − 1.

110) f(0) =
1

2
, f

(
1

2

)
= 2, f

(
− 1

2

)
= 1.

Отв. f(x) = 4x2 + x +
1

2
.
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ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

НЕПРЕРЫВНОСТЬ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ И СУЩЕСТВОВАНИЕ
КОРНЕЙ

§ 64. Теоремы о стремлении функции к нулю и о беспредельном воз-
растании функции. В этой главе, как и в предыдущей, мы будем коэфициенты
наших функций и уравнений предполагать любыми комплексными числами и для
x давать любые комплексные значения.

Теорема 1. Если целая рациональная функция f(x) такова, что f(0) = 0 [т.
е. свободный член в f(x) равен нулю], то при любом данном ε > 0 существует
такое δ > 0, что при всяком x, для которого |x| < δ, будет |f(x)| < ε. [Это
выражают, говоря: «f(x) становится вместе с x бесконечно малой».]

Доказательство. Пусть f(x) = a0x
n+a1x

n−1+. . .+an−1x; обозначим: |a0| = α0,
|a1| = α1, . . . , |an−1| = αn−1; |x| = ξ; обозначим через α наибольшее из количеств
α0α1, . . . , αn−1.

Тогда

|f(x)| ≤ α0ξ
n + α1ξ

n−1 + . . . + αn−1ξ ≤ α(ξn + ξn−1 + . . . + ξ);

но

ξn + ξn−1 + . . . + ξ =
ξ − ξn+1

1 − ξ
;

положим ξ < 1; тогда ξn+1 < ξ и

ξ − ξn+1

1 − ξ
<

ξ

1 − ξ
,

следовательно:

|f(x)| <
αξ

1 − ξ
;

поставим теперь условие:
αξ

1 − ξ
< ε; отсюда найдем: ξ <

ε

α + ε
; обозначив

ε

α + ε
=

δ, мы и будем иметь при ξ = |x| < δ, что |f(x)| < ε, что и требовалось доказать.

(Заметим, что δ =
ε

α + ε
< 1, т. е. прежде поставленное условие для ξ: ξ < 1 будет

выполнено, если ξ < δ.)
Теорема 2. Если f(x) — любая целая рациональная функция, то, взяв произ-

вольное число M > 0, можно найти, такое число N > 0, что при |x| > N будет
|f(x)| > M . (Иначе: «f(x) становится вместе с x бесконечно большой».)
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Доказательство. Пусть f(x) = a0x
n +a1x

n−1 + . . .+an; положим:
1

x
= z; тогда

можно написать:
f(x) = xn(a0 + a1z + a2z

2 + . . . + anz
n);

далее (по § 8):

|f(x)| ≥ |x|n · [|a0| − |a1z + a2z
2 + . . . + anz

n|];

но по теореме (1) можно найти δ > 0 так, что при |z| < δ, т. е. при |x| >
1

δ
будет:

|a1z + a2z
2 + . . . + anz

n| <
|a0|
2

,

т. е. при |x| > 1
δ

будет:

|f(x)| > |x|n
[
|a0| −

|a0|
2

]
,

или

|f(x)| >
1

2
|a0| · |x|n;

но при достаточно большом |x| будет:

1

2
|a0| · |x|n > M,

и теорема, таким образом, доказана.

§ 65. Верхний предел абсолютной величины корней. Теорема 3. Если
f(x) = xn+a1x

n−1+a2x
n−2+. . .+an и α — наибольшее из количеств |a1|, |a2|, . . . , |an|,

то при |x| > α + 1 будет |f(x)| > 0, т. е. всякий корень уравнения f(x) = 0 по
абсолютной величине ≤ α + 1; α + 1 — верхний предел абсолютной величины
корней.

Доказательство. Обозначая опять |a1| = α1, |a2| = α2, . . . , |an = αn, |x| = ξ
имеем по § 8:

|f(x)| ≥ ξn − |a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . . + an| ≥ ξn − α1ξ
n−1 − α2ξ

n−2 − . . . − αn ≥
≥ ξn − α(ξn−1 + ξn−2 + . . . + 1);

но

ξn−1 + ξn−2 + . . . + 1 =
ξn − 1

ξ − 1
;

следовательно:

|f(x)| ≥ ξn − α(ξn − 1)

ξ − 1
;

пусть ξ > 1; тогда

α
ξn − 1

ξ − 1
<

αξn

ξ − 1
;

следовательно;

|f(x)| > ξn − αξn

ξ − 1
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или

|f(x)| > ξn ξ − (α + 1)

ξ − 1
;

отсюда видно, что при ξ > α + 1 |f(x)| > 0, что и требовалось доказать.
Обобщение. Пусть теперь f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . . + an, где a0 6= 1; тогда,

разделив на a0, найдем: при |x|.α+1 будет справедливо

∣∣∣∣
f(x)

a0

∣∣∣∣ > 0, т. е. и |f(x)| > 0,

только здесь α — наибольшее из количеств:
∣∣∣∣
a1

a0

∣∣∣∣,
∣∣∣∣
a2

a0

∣∣∣∣, . . . ,

∣∣∣∣
an

a0

∣∣∣∣.

Примеры. Для уравнения

x5 − 3x4 + 4x2 − x − 2 = 0

верхний предел абсолютной величины корней есть 5; для уравнения

3x3 − 4x2 + 7x + 2 = 0 он есть 3
1

3
;

для уравнения

x4 + (3 − i)x3 +

(
1

2
+ 3i

)
x2 −

√
5 · x − 1 = 0 он равен

√
10 + 1 < 5.

§ 66. Непрерывность целой рациональной функции. Теорема 4. Если
f(x) — целая рациональная функция, то для всякого значения x при данном ε > 0
можно найти δ > 0 так, что при |h| < δ будет: |f(x + h) − f(x)| < ε. (Иначе:
целая рациональная функция непрерывна для всякого значения x.)

Доказательство. По формуле Тэйлора [§ 54, (4)] имеем:

f(x + h) − f(x) = c1h + c2h
2 + . . . + cnh

n,

где c1 = f ′(x), c2 =
1

2!
f ′′(x) и т. д.; в правой части у нас — ц. р. функция от h без

свободного члена; по теореме 1 при данном ε > 0 можно найти δ > 0 так, что при
|h| < δ будет:

|f(x + h) − f(x)| = |c1h + c2h
2 + . . . + cnh

n| < ε,

а это и требовалось доказать.
Так как

| |f(x + h) − f(x)| − |f(x)| | ≤ |f(x + h) − f(x)|,
т. е. при |h| < δ и | |f(x + h) − f(x)| − |f(x)| | ≤ ε, то заключаем:

Следствие. Абсолютная величина целой рациональной функции тоже непре-
рывна при всяком значении x.

Абсолютная величина ц. р. функции есть тоже функция от x, но не целая
рациональная; при всяком x она вещественна и положительна, в крайнем случае
она равна нулю, именно для тех и только для тех значений x, для которых и сама
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ц. р. функция f(x) = 0. Следовательно, чтобы доказать, что всякое алгебраиче-
ское уравнение имеет корень, нам достаточно доказать, что абсолютная величина
всякой ц. р. функции обращается в нуль хоть для одного значения x.

Замечание. Из той же формулы Тэйлора [§ 54, (4)] выводим:

f(x + h) − f(x)

h
= f ′(x) +

h

2!
f ′′(x) + . . . +

hn−1

n!
f (n)(x);

если h стремится к нулю, то все члены правой части, начиная со второго, прибли-
жаются к нулю; первый же член не зависит от h. Таким образом мы получаем:

lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
= f ′(x), (1)

т. е, мы приходим к обычному определению производной как предела отношения
приращения функции к приращению независимого переменного, когда это послед-
нее приращение стремится к нулю. Только теперь мы видим, что этот предел для
ц. р. функции существует и в области комплексных чисел.

Применяя к пределу (1) обычные теоремы о пределах, мы докажем, что ос-
новные формулы диференцирования верны и в комплексной области — для ц. р.
функций.

Заметим, что для функции |f(x)| формула (1) уже неверна.

§ 67. Когда рассматриваются функции вещественного переменного x, то зна-
чения для x обычно берутся в некотором интервале — конечном или бесконечном;
если интервал конечен, то обычно даются его «концы», значения a и b. Если x
принимает значения, лежащие только внутри интервала, то интервал называется
незамкнутым; если же x может принимать и значения a и b («границы» интерва-
ла), то интервал — замкнутый.

Черт. 7 Черт. 8

Если x принимает комплексные значения, то вместо интервала мы имеем уже
область в плоскости комплексных чисел — конечную или бесконечную. Различают
области замкнутые и незамкнутые, в зависимости от того, может ли x принимать
значения, лежащие на границе области, или не может и принимает значения толь-
ко внутри области. Граница конечной области есть некоторая замкнутая кривая;
эти границы могут быть весьма разнообразны, в зависимости от чего и области
имеют разнообразные формы.

На черт. 7 представлена прямоугольная область, которая аналитически опре-
деляется так:

a < u < b, c < v < d,
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где x = u + iv; или (если область замкнута) a ≤ u ≤ b, c ≤ v ≤ d.
На черт. 8 представлена круговая область, которая определяется аналитически

следующим образом: |x| < R (где R — радиус круга), если область незамкнута или
|x| ≤ R, если область замкнута.

На черт. 9 представлена тоже круговая область, но с центром не в нуле, а в
некоторой точке α; она определяется аналитически |x−α| < r или |x−α| ≤ r, где
r — радиус круга.

Наконец, на черт. 10 представлена конечная область с произвольной, совер-
шенно неправильной границей. Заметим, что можно всегда из точки O описать
круг таким большим радиусом, что внутри этого круга будет целиком лежать
всякая данная конечная область; точно так же всякую конечную область можно
заключить в прямоугольник со сторонами, параллельными координатным осям.

Теорема 5. Если f(x) — целая рациональная функция, а E — данная конечная
область, то существует такое число G > 0, что для всякого x, лежащего в E,
|f(x)| < G. (Иначе: целая рациональная функция ограничена во всякой конечной
области.)

Черт. 9 Черт. 10

Доказательство. Заключим область E в круг с центром O и радиусом R,
тогда для x в E |x| < R. Пусть f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . . + an, имеем

|f(x)| ≤ |a0| |x|n + |a1| |x|n−1 + . . . |an| ≤
≤ |a0|Rn + |a1|Rn−1 + . . . + |an|

для всех x в E.
Обозначим |a0|Rn + |a1|Rn−1 + . . . + |an| = G, тогда и получим для всех x ∈ E

|f(x)| < G.

§ 68. В теореме о непрерывности целой рациональной функции (§ 66) коли-
чество δ зависело вообще от ε и x, теперь мы докажем, что для всех значений x в
конечной области можно выбрать δ независящим от x. Именно:

Теорема 6. Если f(x) — целая рациональная функция, а E — конечная об-
ласть, то, взяв произвольное ε > 0, можно найти δ > 0, независящее от x, так
что при |h| < δ для всякого x из E будет: |f(x + h) − f(x)| < ε. (Иначе: целая
рациональная функция равномерно непрерывна во всякой конечной области.)

Доказательство: По формуле Тэйлора [§ 54, (4)]

f(x + h) − f(x) = hf ′(x) + h2 f ′′(x)

2!
+ . . . + hn f (n)(x)

n!
;
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так как f ′(x),
f ′′(x)

2!
, . . . ,

f (n)(x)

n!
— ц. р. функции от x, то по предыдущей теореме

можно найти такие количества k1, k2, . . . , kn — все положительные, что для всякого
x в области E будет:

|f ′(x)| < k1,

∣∣∣∣
f ′′(x)

2!

∣∣∣∣ < k2, . . . ,

∣∣∣∣
f (n)(x)

n!

∣∣∣∣ < kn.

Обозначим еще: |h| = η; тогда

|f(x + h) − f(x)| < k1η + k2η
2 + . . . + knηn;

правая часть этого неравенства совершенно не зависит от x и есть ц. р. функция
от η без свободного члена; по теореме 1 § 69 при данном ε > 0 можно найти
δ > 0 (при этом независимо от x), так что при η < δ (мы пишем η], а не |η|, ибо
η положительно) будет: k1η + k2η

2 + . . . + knη
n < ε и |f(x + h) − f(x)| < ε — для

всякого x в E, что и требовалось доказать.
Следствие. Из того, что | |f(x+h)|−|f(x)| | ≤ |f(x+h)−f(x)| (§ 8), заключаем,

что и функция |f(x)| равномерно непрерывна во всякой конечной области.

§ 69. Нижняя и верхняя границы функции. Пусть F (x) — какая-нибудь
вещественная (т. е. принимающая только вещественное значение) функция от ком-
плексного (или вещественного) переменного x; пусть в конечной области E [или в
интервале (a, b)] для x функция F (x) ограничена, т. е. |F (x)| < G, где G — неко-
торое определенное число, иначе: −G < F (x) < +G, т. е. все значения функции
F (x) лежат в интервале от −G до +G.

Черт. 11

Все числа этого интервала разделим на
два класса: к первому классу относим те чис-
ла C, которые меньше всех значений F (x) для
x в области E [или в интервале (a, b)]; ко вто-
рому классу относим остальные числа, т. е.
такие числа C, что по крайней мере для одно-
го x из E [или из (a, b) C ≥ F (x). К первому
классу принадлежит, например, число −G, ко
второму классу — число +G. Очевидно, что
каждое число первого класса меньше каждого
числа второго класса и при этом каждое число в интервале (−G, +G) войдет в один
и только в один из классов, т. е. это деление есть сечение Дедекинда (Dedekind);
оно определит некоторое число k, отличающееся следующим свойством: при лю-
бом η > 0 число k − η принадлежит к первому классу, тогда как число k + η —
ко второму; само же число k, вообще говоря, может принадлежать или к первому,
или ко второму классу. Итак:

Теорема. Если F (x) — вещественная функция от комплексного (или веще-
ственного) переменного x, ограниченная в области E [или в интервале (a, b)], то
существует такое число k, что при любом η > 0 k − η меньше всех значений
F (x) в области E [или в интервале (a, b)], тогда как существует в E [или в ин-
тервале (a, b)] по крайней мере одно такое значение x, для которого k+η ≥ F (x).

Это число k называется нижней границей функции F (x) в области E [или в
интервале (a, b)]. Если k принадлежит ко второму классу, то при некотором x из
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E [или из (a, b)] F (x) = k; легко видеть, что это — наименьшее значение, которое
вообще F (x) принимает в области E [или в интервале (a, b)]; оно есть минимум
функции в E [или в (a, b)]. Если же k принадлежит к первому классу, то F (x)
не имеет минимума в E [или в (a, b)], но тогда при всяком η > 0 существует
бесчисленное множество значений F (x), лежащих между k и k + η; в этом случае
k — низший предел для F (x) в области E [или в (a, b)].

Аналогично определяется верхняя граница функции и доказывается ее суще-
ствование; верхняя граница функции есть или максимум функции, или ее высший
предел. Но на этом мы не будем останавливаться, ибо это нам в дальнейшем не
понадобится.

§ 70. Точки сгущения точечных множеств. Для дальнейшего нам необ-
ходима одна теорема из теории точечных множеств. Пусть нам дано бесконечное
множество точек, лежащих в некоторой конечной области на плоскости. Это мно-
жество (обозначим его через A) вполне определено в том смысле, что для каждой
точки нашей области мы имеем возможность решить, принадлежит ли она ко мно-
жеству A или нет. Заключим нашу область в прямоугольник (это возможно, ибо
область конечна) и разделим этот прямоугольник на четыре равных прямоуголь-
ника прямыми, параллельными его сторонам (черт. 11); тогда по крайней мере в
одном из этих прямоугольников будет лежать бесконечное множество точек из A;
этот прямоугольник мы опять разделим таким же образом на 4 части и выберем
ту из них, где лежит бесчисленное множество точек из A и т. д. Если мы обо-
значим через a и b длины сторон первого прямоугольника, то у второго стороны

будут
a

2
и

b

2
и т. д., вообще у n-го —

a

2n
и

b

2n
; при беспредельном возрастании n эти

стороны стремятся к нулю, а так как эти прямоугольники вложены один в другой,
так что все последующие лежат внутри предыдущего, то при n → ∞ все эти пря-
моугольники будут стягиваться в некоторой точке x0, лежащей внутри всех их.
Если мы возьмем круг с центром x0 и со сколь угодно малым радиусом ε, то, как

бы мало ε ни было, можно взять n таким большим, чтобы
a

2n
и

b

2n
были меньше,

чем
ε√
2
; тогда n-й прямоугольник, а следовательно, и все последующие, будут

лежать внутри этого круга, а так как внутри каждого прямоугольника лежит
бесчисленное множество точек из A, то, следовательно, и внутри взятого круга
тоже находится бесчисленное множество точек из A; иными словами, как угодно
близко от x0 лежит бесчисленное множество точек данного множества A. Сама
точка x0 может тоже принадлежать к A, а может и не принадлежать; во всяком
случае x0 лежит внутри или на границе данной области. Такая точка x0, в какой
угодно близости которой лежит бесчисленное множество точек данного точечного
множества A, называется точкой сгущения, или предельной точкой для A. Мы
доказали следующее:

Теорема. Всякое бесконечное точечное множество, лежащее в конечной об-
ласти, имеет по крайней мере одну точку сгущения, лежащую внутри или на
границе этой области.

§ 71. Минимум непрерывной функции. Теорема. Вещественная, ограни-
ченная, непрерывная функция от комплексного (или вещественного) переменного
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в конечной замкнутой области E [или в замкнутом интервале (a, b)] имеет в
этой области минимум, т. е. для некоторого значения своего аргумента прини-
мает значение, которое ≤ всех остальных ее значений в этой области 24.

Доказательство. Пусть F (x) функция, удовлетворяющая условиям теоремы,
и k — ее нижняя граница в E. Мы должны доказать, что при некотором значении
x = x0, F (x0) = k [ибо по § 69, если минимум для F (x) существует, то он равен k].
Возьмем бесконечную последовательность чисел, стремящихся к нулю: ε1 > ε2 >
ε3 > . . . > 0, εn → 0. По определению нижней границы (§ 69) мы можем найти
ряд значений для x: x1, x2, x3, . . . так, чтобы было F (xn) ≤ k + εn (n = 1, 2, 3, . . .);
бесконечное множество точек x1, x2, x3, . . . имеет (по теореме § 70) по крайней мере
одну точку сгущения x0; как угодно близко от x0 лежит бесчисленное множество
наших точек xn (но не обязательно все, начиная с некоторого n), а следовательно,
лежат точки xn с как угодно большими номерами n; для них F (xn) как угодно мало
отличается от k. Пусть F (x0) = k + l и l > 0; так как функция F (x) непрерывна
при x = x0, то можно найти δ > 0 так, что при |x − x0| < δ будет:

|F (x) − F (x0| <
l

2
;

это условие равносильно такому:

− l

2
< F (x) − F (x0) <

l

2
;

или, подставляя вместо F (x0) ее значение k + l и беря только левую часть послед-
него двойного неравенства:

− l

2
< F (x) − k − l, F (x) > k +

l

2
. (2)

Условие |x−x0| < δ дает для x точки круга радиуса δ с центром x0; следовательно,
для всех таких точек выполнено неравенство (2). С другой стороны, в этом круге
лежат и точки xn нашего множества с как угодно большими значками n; для них

F (xn ≤ k + εn. (3)

Но при достаточно большом n εn <
l

2
; следовательно, формула (3) стоит в проти-

воречии с формулой (2), ибо (2) должно быть верно при x = xn. Это противоречие
устраняется только при l = 0, т. е. F (x0) = k, и наша теорема, таким образом, до-
казана 25.

§ 72. Лемма Даламбера и теорема о существовании корней. Предыду-
щая теорема применима к функции |f(x)|, где f(x) — ц. р. функция. За область E
примем круг, описанный вокруг точки O радиусом, равным α+1, где α имеет то же
значение, что и в § 65. По § 65 мы заключаем, что если корни уравнения f(x) = 0

24Аналогичная теорема существует и для максимума.
25Условие замкнутости области E существенно для этой теоремы: ведь может случиться, что

точка x0 будет лежать на границе области E; тогда, в случае, если E незамкнута, значения F (x0)
не существует.
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существуют, то они лежат все внутри этого круга E. Функция |f(x)| непрерывна
(§ 66, 68); следовательно, по предыдущей теореме, она имеет минимум в области
E. Так как |f(x)| не может быть отрицательна, то и ее минимум должен быть
≥ 0. Если он больше нуля, то |f(x)|, а следовательно, и f(x) нигде не обращается
в нуль, т. е. уравнение f(x) = 0 не имеет корней. Но если мы докажем, что для
всякой ц. р. функции f(x) минимум функции |f(x)| равен нулю, то этим самым
будет доказано, что всякое алгебраическое уравнение f(x) = 0 имеет корень. Что
минимум для |f(x)| действительно равен нулю, следует из леммы Даламбера:

Лемма Даламбера. Если для данного значения x = x1 |f(x1)| > 0, то можно
найти такое значение x = x2, для которого будет:

|f(x2)| < |f(x1)|.

Доказательство. Имеем (по формуле Тэйлора, § 54):

f(x1 + h) = f(x1) + hf ′(x1) +
h2

2!
f ′′(x1) + . . . +

hn

n!
f (n)(x1);

f(x1) 6= 0, но может случиться, что f ′(x1) = 0; положим для общности:

f ′(x1) = f ′′(x1) = . . . = f (λ−1)(x1) = 0, но f (λ)(x1) 6= 0;

тогда

f(x1 + h) = f(x1) +
hλ

λ!
f (λ)(x1) +

hλ+1

(λ + 1)!
f (λ+1)(x1) + . . . +

hn

n!
,

f(x1 + h)

f(x1)
= 1 + cλh

λ + cλ+1h
λ+1 + · · · + cnh

n,

где cλ =
f (λ)(x1)

λ!f(x1)
, cλ+1 =

f (λ+1)(x1)

(λ + 1)!f(x1)
, . . . ; как cλ, cλ+1, . . . , cn, так и h — вообще

комплексные числа. Положим:

ck = tk(cos τk + i sin τk) (k = λ, λ + 1, . . . , n)

h = ρ(cos ω + i sin ω);

тогда ∣∣∣∣
f(x1 + h)

f(x1)

∣∣∣∣ ≤ |1 + tλρ
λ[cos(λω + τλ) + i sin(λω + τλ)]|+

+tλ+1ρ
λ+1 + . . . + tnρ

n

(по § 8). Приращение h, а следовательно, ρ и ω произвольны; выберем ω так,

чтобы было λω + τλ = π, т. е. ω =
π − τλ

λ
; тогда

∣∣∣∣
f(x1 + h)

f(x1)

∣∣∣∣ ≤ |1 − tλρ
λ| + tλ+1ρ

λ+1 + . . . + tnρ
n;

далее, выберем ρ так, чтобы было tλρ
λ < 1, т. е. ρ < λ

√
1

tλ
(при этом всегда ρ > 0);

будем иметь:
∣∣∣∣
f(x1 + h)

f(x1)

∣∣∣∣ ≤ 1 − tλρ
λ

(
1 − tλ+1

tλ
ρ − tλ+2

tλ
ρ2 − . . . − tn

tλ
ρn−λ

)
; (4)
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все tλ, tλ+1, . . . , tn > 0; следовательно, при ρ > 0 будет и

tλ+1

tλ
ρ +

tλ+2

tλ
ρ2 + . . . +

tn
tλ

ρn−λ > 0;

при достаточно малом ρ эта функция будет < 1 (§ 64); тогда получим:

0 < 1 − tλ+1

tλ
ρ − . . . − tn

tλ
ρn−λ < 1,

следовательно, и вся правая часть в (4) будет меньше единицы; следовательно для

такого h будет

∣∣∣∣
f(x1 + h)

f(x1)

∣∣∣∣ < 1, т. е. |f(x1 + h)| < |f(x1)|; обозначив x1 + h = x2,

будем иметь |f(x2)| < |f(x10|, и лемма Даламбера доказана.
Пусть теперь |f(x)| имеет минимум (а мы уже знаем, что эта функция мини-

мума достигает) в точке x0. Тогда, очевидно, |f(x0)| = 0, ибо если бы |f(x0)| было
положительно, то существовало бы значение x = x1, в котором |f(x1)| < |f(x0)|
и |f(x0)| не было бы минимумом. Итак, минимум для |f(x0| должен быть равен
нулю, т. е. этим доказана и основная теорема алгебры.

Основная теорема. Всякое алгебраическое уравнение с вещественными или
комплексными коэфициентами имеет по крайней мере один вещественный или
комплексный корень.

Отсюда по § 50 непосредственно следует, что всякое уравнение n-й степени
имеет n корней, которые могут быть не все различны, и левая часть уравнения
раскладывается на n линейных множителей. Предлагается проверить, что при
доказательстве основной теоремы мы не основывались на выводах § 50, т. е. наше
доказательство не содержит порочного круга.

В XVIII в. лемму Даламбера считали тождественной с основной теоремой н
рассуждали так: «найдем по этой лемме ряд значений x1, x2, x3, . . . таких, что

|f(x1)| > |f(x2)| > |f(x3)| > . . . ;

в конце концов дойдем до такого значения xn, для которого |f(xn)| = 0». Это, ко-
нечно, нелогично: последовательность |f(x1)|, |f(x2)|, . . . убывающих положитель-
ных чисел может никогда не дойти до нуля и, более того, может даже не иметь

своим пределом нуль, как, например, последовательность 2,
3

2
,
4

3
,
5

4
,
6

5
, . . .

Гаусс (Gauss) первый строго доказал основную теорему алгебры в своей дис-
сертации: «Demonstratio nova theorematis, omnem functionera algebraicam rationalem
integram unius variabilis in factores reales primi vel sectmdi gradus resolvi posse». 26

в Helmstedt’e в 1799 г. В начале этого сочинения он выясняет несостоятельность
всех бывших да него попыток доказать эту теорему; затем он дает первое строгое
ее доказательство. Идея его такова:

Пусть z = x + iy — наше независимое переменное, a f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
— ц. р. функции и u(x, y), и v(x, y) — две вещественные ц. р. функции от двух
вещественных переменных x и y. Гаусс рассматривает кривые, выражаемые урав-
нениями u(x, y) = 0, v(x, y), и доказывает, что эти кривые по крайней мере один

26«Новое доказательство теоремы, что всякая алгебраическая рациональная целая функция
одного переменного может быть разложена на вещественные сомножители первой или второй
степени».
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раз должны пересечься; если (x0, y0) — точка их пересечения, то z0 = x0 + iy0 и
есть корень уравнения f(z) = 0. Недостаток этого доказательства, как признал
и сам Гаусс, есть, если можно так выразиться, его «слишком геометрический»
облик (что, впрочем, не мешает ему быть строгим). Затем, как показывает са-
мое заглавие диссертации, Гаусс имеет ввиду только уравнения с вещественными
коэфициентами. В конце Гаусс дает идею другого доказательства, именно того,
которое привели мы.

16 лет спустя после первого доказательства, Гаусс дал второе доказательство
основной теоремы, основанное на совсем других принципах. Основная мысль есть
сведение данного уравнения четной степени на другое, степень которого содержит
множитель 2 в меньшей степени, чем его содержит степень данного уравнения, —
пока не придем к уравнению нечетной степени с вещественными коэфициентами,
которое непременно имеет вещественный корень (ср. следствие II, § 77); применя-
емые преобразования основаны на теории симметрических функций. Доказатель-
ство это замечательно тем, что оно чисто алгебраическое (за исключением как
раз теоремы о существовании вещественного корня у уравнения нечетной степени
с вещественными коэфициентами). Позже Гордан (Gordan) несколько видоизме-
нил это доказательство, распространив его на случай уравнений с комплексными
коэфициентами.

Третье доказательство Гаусса появилось сейчас же после второго. Оно осно-
вано на интеграле, приводящем к функции arctg. По существу в нем применяется
теория функций комплексного переменного.

50 лет спустя после появления первого доказательства, Гаусс вновь возвратил-
ся к нему, сильно видоизменив его и освободив от излишней «геометричности».
Это четвертое доказательство Гаусса замечательно, во-первых, тем, что имеет в
виду уравнения и с комплексными коэфициентами, а во-вторых, тем, что выявляет
сразу существование n корней у уравнения n-й степени.

Из других доказательств основной теоремы алгебры упомянем о доказатель-

стве Коши (Cauchy), основанном на интеграле
1

2πi

∫
f ′(z)

f(z)
dz в комплексной обла-

сти, и о доказательстве Вейерштрасса, основанном на теореме Лиувилля (Liouville)
о том, что однозначная аналитическая функция комплексного переменного не мо-
жет быть ограниченной, если только она не равняется постоянному количеству.

§ 73. Непрерывность корней алгебраического уравнения.
Теорема. Корни алгебраического уравнения являются непрерывными функ-

циями от его коэфициентов, если высший коэфициент не равен нулю.
Доказательство. Примем сначала, что высший коэфициент a0 = 1. Пусть

левая часть уравнения имеет вид:

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . . + an =

= (x − c1)
α1(x − c2)

α2 · · · (x − ck)
αk ; α1 + α2 + . . . + αk = n;

(5)

коэфициенты a1, a2, . . . , an — любые комплексные числа. Нам надо доказать, что
при достаточно малых приращениях коэфициентов приращения корней будут как
угодно малы. Пусть ε1, ε2, . . . , εk — заданные положительные, сколь угодно малые
числа, такие, что каждое ελ меньше половины расстояния точки cλ от ближайшей
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из остальных c1, c2, . . . , ck. Опишем вокруг этих точек, как центров, круги с ради-
усами ε1, ε2, . . . , εk (черт. 12); назовем их кругами (ε1), (ε2), . . . , (εk); никакие два
из них не налегают друг на друга и не соприкасаются. Докажем следующее:

Теорема. Можно найти такие положительные числа δ1, δ2, . . . , δn, что при
|h1| < δ1, |h2| < δ2, . . . , |hn| < δn уравнение

f1(x) = xn + (a1 + h1)x
n−1 + (a2 + h2)x

n−2 + . . . + (an + hn) = 0 (6)

будет иметь α1 корней в круге (ε1), α2 корней в круге (ε2), . . . , αk корней в круге
(εk) (при этом принимаются во внимание и кратности корней); вне этих кругов
f1(x) не обращается в нуль.

Черт. 12

Опишем в плоскости x круг с центром
O и с таким большим радиусом R, чтобы
вне этого круга f1(x) ни при каких значе-
ниях h1, h2, . . . , hn, удовлетворяющих указан-
ным неравенствам, не обращалось в нуль; для
этого (по § 65, теореме 3) достаточно взять R
на единицу больше, чем наибольшая из сумм
|a1| + δ1, |a2| + δ2, . . . , |an| + δn. Обозначим че-
рез g область, получающуюся из этого круга
радиуса R после исключения из него кругов с
радиусами ε1, ε2, . . . , εk, о которых говорилось выше (все эти круги будут лежать
внутри круга радиуса R; во всяком случае мы добьемся этого, увеличив в случае
надобности R).

Если x лежит в области g, то

|x − c1| > ε1, |x − c2| > ε2, . . . , |x − ck| > εk;

следовательно:
|f(x)| > εα1

1 εα2
2 · · · εαk

k . (7)

Имеем, далее:
f1(x) = f(x) + ϕ(x), (8)

где
ϕ(x) == h1x

n−1 + h2x
n−2 + . . . + hn−1x + hn; (9)

если x лежит в области g, то |x| < R, следовательно:

|ϕ(x)| < δ1R
n−1 + δ2R

n−2 + . . . δn−1R + δn < nδRn−1,

где δ — наибольшее из чисел δ1, δ2, . . . , δn, а по условию R > 1. Выберем теперь
δ1, δ2, . . . , δn столь малыми, чтобы δ удовлетворяло условию

δ <
εα1
1 εα2

2 · · · εαk

k

nRn−1
;

тогда для всякого x в области g будет:

|ϕ(x)| < εα1
1 εα2

2 · · · εαk

k . (10)
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Пусть теперь c′ — корень уравнения f1(x) = 0; тогда по (8)

f(c′) = −ϕ(c′); (11)

c′ лежит внутри круга радиуса R, но не в области g, ибо для последней было бы
по (7) и (10):

|f(c′)| > εα1
1 εα2

2 · · · εαk

k > |ϕ(c′)|,
а это противоречит равенству (11). Итак, все корни уравнения f1(x) = 0 лежат
внутри кругов радиусов ε1, ε2, . . . , εk.

Рассмотрим круг радиуса ε1 с центром c1, пусть c′1, c
′′
1, c

′′′
1 , . . . — корни уравне-

ния f1(x) = 0, лежащие в этом круге, и α′
1, α

′′
2, α

′′′
3 , . . . — их кратности. Тогда

f1(x) = ψ1(x)(x − c′1)
α′

1(x − c′1)
α′′

1 (x − c′′′1 )α′′′

1 · · · ; (12)

тут ψ1(x) — целая рациональная функция, которая в круге с радиусом ε1 не об-
ращается в нуль; но она в этом круге ограничена (§ 67, теорема 5), т. е. можно
найти такое число B > 0, что в рассматриваемом круге (т. е. при |x − c1| ≤ ε1)

|ψ1(x)| < B. (13)

С другой стороны, пусть
f(x) = ψ(x)(x − c1)

α1 , (14)

где ψ(x) = (x− c2)
α2 · · · (x− ck)

αk ; пусть l — половина наименьшего из расстояний
c1 от c2, c3, . . . , ck; тогда для x, лежащих в круге радиуса ε1:

|x − c2|α2 > lα2 , |x − c3|α3 > lα3 , . . . , |x − ck|αk > lαk ;

следовательно:
|ψ9x)| > A = lα2+α3+...+αk . (15)

Далее, если x лежит в круге радиуса ε1 или на его границе, то

|x − c′1| < 2ε1, |x − c′′1| < 2ε1, |x − c′′′1 | < 2ε1, . . . (16)

Из (8) имеем:
|f(x)| = |f1(x) − ϕ(x)| ≤ |f1(x)| + |ϕ(x)|,

или по (14) и (12):

|ψ(x)| · |x − c1|α1 ≤
≤ |ψ1(x)| · |x − c′1|α

′

1 · |x − c′′1|α
′′

1 · |x − c′′′1 |α
′′′

1 · · · + |ϕ(x)|;

на основании же (13), (15) и (16), беря x на границе круга радиуса ε1 и принимая
во внимание, что тогда |x − c1| = ε1, получим:

A · εα1
1 < B · (2ε1)

α′

1+α′′

1+α′′′

1 +... + |ϕ(x). (17)

Но уменьшая, если потребуется, еще больше наши пределы δ1, δ2, . . . , δn прираще-
ний коэфициентов, мы можем достигнуть того, что будет:

|ϕ(x)| < εα1
1 · A′,

129



где A′ < A; тогда (17) дает:

A − A′ < B · 2α′

1+α′′

1+α′′′

1 +... · ε−α1+α′

1+α′′

1+α′′′

1 +...

1 . (18)

Но мы можем взять ε1 как угодно малым; A и A′ не зависят от ε1; с другой стороны,
если α1 < α′

1 + α′′
1 + α′′′

1 + . . ., то при достаточно малом ε1 (18) перестанет быть
правильным; следовательно:

α1 ≥ α′
1 + α′′

1 + α′′′
1 + . . . ;

но к такому же выводу мы придем относительно корней уравнения f1(x) = 0,
лежащих внутри кругов с радиусами ε2, . . . , εk (если надо, уменьшая еще дальше
δ1, δ2, . . . , δn). Вводя для этих кругов соответствующие обозначения, получим:

α2 ≥ α′
2 + α′′

2 + α′′′
2 + . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

αk ≥ α′
k + α′′

k + α′′′
k + . . . ,

но сумма кратностей всех корней как уравнения f(x) = 0, так и уравнения f1(x) =
0? одна и та же и равна n; следовательно, в последних формулах всюду верны
знаки равенства, ибо вне кругов ε1, ε2, . . . , εk, уравнение f1(x) = 0, как мы выше
видели, корней не имеет. Итак

α1 = α′
1 + α′′

1 + α′′′
1 + . . . , α2 = α′

2 + α′′
2 + α′′′

2 + . . . ,

. . . , αk = α′
k + α′′

k + α′′′
k + . . .

и наша теорема доказана.
Заметим что если свободный член an равен нулю, то нуль есть один из кор-

ней уравнения f(x) = 0 (простой, если an−1 6= 0, и кратный если кроме an, еще
несколько последних коэфициентов равны нулю). Следовательно, если свободный
член стремится к нулю, то по доказанной теореме по крайней мере один из корней
стремится к нулю.

Пусть теперь высший коэфициент a0 6= 1, а также может меняться. Если a0,
то, разделив на него обе части уравнения, получим:

xn +
a1

a0

xn−1 +
a2

a0

xn−2 + . . . +
an

a0

= 0,

т. е. предыдущий случай; а так как дроби
a1

a0

,
a2

a0

, . . . ,
an

a0

при a0 6= 0 являются непре-

рывными функциями от a0, a1, a2, . . . , an, то доказанная теорема верна и для этого
случая. Для исследования случая, когда a0 стремится к нулю, сделаем подстанов-

ку x =
1

y
; тогда наше уравнение после умножения обеих частей на yn перейдет в

следующее:
any

n + an−1y
n−1 + . . . + a1y + a0 = 0.

Если теперь a0 стремится к нулю, то по крайней мере один из корней y стремится

к нулю, а следовательно, соответствующий корень x =
1

y
беспредельно возрастает.

Итак:
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Следствие 1. Если высший коэфициент a0 стремится к нулю, то по крайней
мере один из корней данного уравнения беспредельно возрастает.

Как известно (§ 57), кратные корни имеются тогда и только тогда, если левая
часть уравнения f(x) не взаимно простая со своей производной f ′(x). Беря f(x) в
общем виде (т. е. с буквенными коэфициентами a0, a1, . . . , an) и находя по способу
Эвклида (§ 52) общий наибольший делитель функций f(x) и f ′(x), мы придем
к последнему, постоянному остатку, который будет рациональной функцией от
коэфициентов a0, a1, . . . , an; обозначим эту функцию через D (она по существу есть
дискриминант уравнения f(x) = 0 (§ 149 гл. VIII); приравняв D нулю, получим
условие, при котором f(x) и f ′(x) не взаимно простые, т. е. при котором уравнение
f(x) = 0 имеет кратные корни; это условие D = 0 есть некоторое соотношение
между коэфициентами a0, a1, . . . , an. Если мы теперь дадим этим коэфициентам
a0, a1, . . . , an приращения h0, h1, h2, . . . , hn, то эти приращения даже при условиях
|hk| < δk можно будет выбрать так, чтобы D сделалось или осталось неравным
нулю, т. е. чтобы уравнение f1(x) = 0 имело только простые корни. Итак:

Следствие 2. Мы всегда можем дать коэфициентам уравнения такие, при
этом сколь угодно малые приращения, чтобы вновь полученное уравнение имело
только простые корни.

А отсюда непосредственно вытекает:
Следствие 3. α-кратный корень уравнения можно рассматривать как полу-

чившийся от слияния α простых корней.

§ 74. Алгебраические функции. Предыдущая теорема о непрерывности
корней алгебраических уравнений не ставит никаких условий для коэфициен-
тов a0, a1, . . . , an; они могут быть независимыми переменными или непрерывными
функциями от одной или нескольких независимых переменных, некоторые коэфи-
циенты могут оставаться постоянными и т. п. Корни уравнения называются алгеб-
раическими функциями от коэфициентов этого уравнения; но так как эти корни
при подходящим образом подобранных изменениях коэфициентов могут иногда
сливаться, могут и переходить один в другой, то они рассматриваются не как
отдельные n функций, а как n ветвей одной и той же алгебраической функции.
В самом общем виде алгебраическая функция определяется следующим образом:
пусть a0, a1, a2, . . . , an — целые рациональные функции от s переменных t1, t2, . . . , ts
27; тогда корни уравнения f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . . + an в своей совокупности

представляют алгебраическую функцию от t1, t2, . . . , ts; каждый корень дает одну
из ветвей этой функции.

Особенно важен случай, когда s = 1, т. е. случай алгебраической функции
одного переменного t. Из теоремы § 73 следует, что алгебраическая функция от
t непрерывна при всех значениях t, при которых a0 не обращается в нуль; при
каждом значении t алгебраическая функция имеет вообще n различных значений,
которые иногда сливаются друг с другом, именно, при таких значениях t, которые
обращают в нуль дискриминант D данного уравнения; но D, будучи рациональ-
ной функцией от коэфициентов уравнения, есть также рациональная функция
от t; следовательно, D есть алгебраическое уравнение с неизвестным t, т. е. оно

27Целой рациональной функцией от s переменных t1, t2, . . . , ts называется многочлен вида∑
Aα1,...,αs

tα1

1 · · · tαs

s , где Aα1,...,αs
— данные численные коэфициенты.
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имеет только конечное число корней, следовательно, существует конечное число
таких значений t (так называемых «точек разветвления» функции), для кото-
рых несколько ветвей алгебраической функции сливаются и вблизи которых они
могут переходить друг в друга. Те значения t, при которых a0 = 0, называются
«полюсами» алгебраической функции; при них одна или несколько ветвей функ-
ции обращаются в бесконечность.

Подробно теорию алгебраических функций изучает так называемая теория
функций комплексного переменного. Алгебра является источником алгебраиче-
ских функций, но исследование их как функций к алгебре не относится.

Заметим, что целая рациональная функция f(t) и дробная рациональная функ-

ция
f(t)

g(t)
являются частными видами алгебраических функций: они суть корни

уравнений первой степени:

x − f(t) = 0 и g(t) · x − f(t) = 0.

§ 75. Алгебраические числа. Основная теорема о существовании корней ал-
гебраических уравнений не ставит никаких условий для коэфициентов уравнения:
они могут быть любыми комплексными числами (лишь бы высший коэфициент
был отличен от нуля). Но практически нам приходится иметь дело исключитель-
но с уравнениями, имеющими вещественные и даже рациональные коэфициенты.
В тех случаях, когда рассматриваемый практический вопрос (например в техни-
ке) приводит к уравнениям с иррациональными коэфициентами, нам приходит-
ся брать их приближенные рациональные значения (обычно в форме десятичной
дроби), а теорема о непрерывности корней (§ 73) говорит, что, взяв приближение
коэфициентов с достаточной точностью, мы можем получить и корни с заданною
наперед какою угодно точностью.

Итак, рассмотрим уравнение с рациональными коэфициентами; умножив обе
части такого уравнения на общий знаменатель всех коэфициентов, мы получим
уравнение с целыми коэфициентами, которое мы можем еще сократить на общий
наибольший делитель этих коэфициентов, если он больше единицы. Поэтому, не
нарушая общности, мы можем рассматривать уравнения с целыми, взаимно про-
стыми коэфициентами; такие уравнения называются первообразными (подробнее
о них речь будет в главе VI). Пусть дано такое уравнение:

a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . . + an = 0;

корни его называются алгебраическими числами; они могут быть вещественны или
комплексны; в частном случае, корнями таких уравнений могут быть и рациональ-
ные, даже целые числа, которые являются, таким образом, частными случаями
алгебраических чисел. Так называемые целые и рациональные комплексные чис-
ла, т. е. числа вида a+bi с вещественными целыми, соответственно рациональными
a и b, тоже являются алгебраическими числами, ибо они удовлетворяют уравне-
ниям вида x2 − 2ax + (a2 + b2) = 0 с целыми, соответственно рациональными
коэфициентами. Обычные корни n-й степени из целых и дробных чисел — тоже
алгебраические числа, ибо, например, n

√
a есть корень уравнения xn − a = 0 с це-

лым или рациональным a. Доказано, что сумма, разность, произведение и частное
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(при делителе неравном нулю) алгебраических чисел — тоже алгебраические чис-
ла, т. е. все алгебраические числа составляют тело (§ 13). Но это самое широкое
алгебраическое тело, содержащее как вещественные, так и комплексные числа,
имеет много делителей; одним из них, например, является совокупность всех ве-
щественных алгебраических чисел, которая тоже является телом. Упомянутое в §
13 тело чисел вида a+b

√
2 с рациональными a и b — тоже алгебраическое, — дели-

тель тела всех рациональных алгебраических чисел. Далее, доказано, что корни
всякого алгебраического уравнения, все коэфициенты которого — алгебраические
числа, являются тоже алгебраическими числами (т. е. корнями алгебраических
уравнений с целыми рациональными коэфициентами). Возникает вопрос: исчер-
пывают ли алгебраические числа все комплексные и вещественные числа вообще?
Или существуют еще числа неалгебраические, т. е. такие, которые не являются
корнями никакого алгебраического уравнения с целыми коэфициентами. Оказы-
вается, что такие числа действительно существуют; в отличие от алгебраических
их называют трансцендентными; это название ввел Лейбниц (Leibnitz) в 1686 г.
Лиувилль (Liouville) в 1844 г. первый строго доказал существование веществен-
ных трансцендентных чисел; гораздо более простое доказательство этому дал Г.
Кантор (G. Cantor) в 1874 г. В 1876 г. Эрмит (Hermite) доказал трансцендентность
числа e (основания натуральных логарифмов), а в 1882 г. Линдеман (Lindemann)
доказал трансцендентность числа π. Наконец, в 1929 г. Гельфонд (в Москве) до-
казал трансцендентность числа eπ.

Главная идея доказательства Г. Кантора состоит в том, что множество всех
вещественных алгебраических чисел исчислимо или счетно, т. е. все эти числа
можно расположить в ряд, где каждое число получит определенный конечный
номер, и номера разных чисел будут различны, тогда как множество вообще всех
вещественных чисел неисчислимо, т. е. их нельзя расположить в такой ряд (нельзя
не потому, что не удалось, а строго доказано, что и не может удасться). Следова-
тельно, кроме алгебраических существуют еще трансцендентные числа; при этом
доказывается, что множество одних только трансцендентных чисел тоже неисчис-
лимо 28.

Подробное исследование алгебраических чисел относится к теории чисел и со-
ставляет особую ветвь последней, так называемую алгебраическую теорию чисел;
эта ветвь стоит, конечно, в самой тесной связи с алгеброй. Следует заметить, что
алгебраические числа изучены весьма подробно; среди них выделен особый класс
так называемых целых алгебраических чисел; это — корни уравнений с целыми
коэфициентами и с высшим коэфициентом, равным единице. Построена теория
делимости целых алгебраических чисел в данном алгебраическом теле; эта тео-
рия является обобщением теории делимости обычных целых чисел и приводит к
рассмотрению особых систем целых чисел, так называемых «идеалов» (гл. XIV)
29.

28Подсобное доказательство читатель может найти хотя бы в книге Александрова и Колмого-
рова «Введение в теорию функций действительного переменного».

29Хотя и раньше в России, и сейчас в СССР были и есть большие специалисты в алгебраиче-
ской теории чисел (например, Вороной, Золотарев, Делоне, Венков), но, как это ни странно, на
русском языке нет по этому отделу ни одного учебника (не считая литографированных лекций
академика Граве, являющихся библиографической редкостью, и небольшого отдела в его «Эле-
ментарном курсе теории чисел»). На украинском языке недавно вышла книга Гекке «Теория
алгебраических чисел» (перевод с немецкого).
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§ 76. Общие замечания. Основная теорема о существовании корней ал-
гебраических уравнений принадлежит к так называемым «теоремам, или доказа-
тельствам существования» («Existenzbeweise»): доказывается существование опре-
деленных объектов (в данном случае — корней алгебраических уравнений), но
совершенно не указывается, где их отыскивать, как их найти, да и вообще прин-
ципиально возможно ли их найти. Некоторые доказательства этой теоремы (на-
пример доказательство Lipschitz’a) имеют своею целью избежать указанный недо-
статок: там дается построение последовательности чисел a1, a2, a3, . . . таких, что
lim

n→∞
an = x и есть искомый корень уравнения, иными словами, дается средство

подойти к корню как угодно близко, но это делается чисто теоретически, практи-
чески же этот путь, можно сказать, неосуществим.

В чем же значение теоремы о существовании корней?
Раньше ее считали основной теоремой алгебры; сейчас, в связи с развитием

совершенно новых областей в алгебре, такого значения этой теореме не прида-
ют: теорема эта относится только к атгебре обычных комплексных чисел, т. е.
только к одной из многих существующих алгебр (правда, практически очень важ-
ной); она говорит, что в теле всех комплексных чисел всякая целая рациональная
функция одного переменного раскладывается на линейные множители; это иначе
выражается так: тело комплексных чисел алгебраически замкнуто (т. е. его уже
нельзя больше алгебраически расширить). Это, конечно, очень важное свойство
тела комплексных чисел. Заметим, что доказывается оно на основании свойства
непрерывности тела комплексных чисел; это свойство очень существенно, и ни
одно доказательство не обходится без его применения в той или иной форме. Но
для алгебраической замкнутости тела свойство непрерывности не необходимо: на-
пример, тело всех алгебраических (как вещественных, так и комплексных) чисел
тоже алгебраически замкнуто (что следует из § 75), но оно не непрерывно.

В следующей главе мы займемся фактическим решением уравнений (с веще-
ственными коэфициентами), т. е. приближенным вычислением их корней. Теорема
о существовании корней является общей основой, общим, так сказать, оправдани-
ем этих вычислений, общим их синтезом; она дает уверенность в том, что эти
вычисления не производятся впустую, что вычисляемая величина действительно
существует. В этом ее глубокое значение. И поскольку она находит свое допол-
нение в практике вычисления корней, нет ничего страшного в том, что она дает
лишь «доказательство существования»: она просто сложит теоретической основой
для практики.

134



ГЛАВА ПЯТАЯ

УРАВНЕНИЯ С ВЕЩЕСТВЕННЫМИ КОЭФИЦИЕНТАМИ;
ВЫЧИСЛЕНИЕ КОРНЕЙ

§ 77. Свойства целых функций с вещественными коэфициентами.
Теорема Ролля. В настоящий главе мы будем предполагать, что коэфициенты
всех наших функций вещественные; в этом случае при вещественных значениях X
значения функций будут тоже вещественными и к ним можно применять теорию
вещественных функций от вещественного переменного.

Теорема. При достаточно малом |x| целая рациональная функция имеет
знак своего низшего члена; при достаточно большом |x| она имеет знак свое-
го высшего члена.

Доказательство. Положим для общности, что наинизший не равный нулю
член содержит x в m-й степени; пусть

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−mxm, m ≤ n, a0 6= 0, an−m 6= 0.

Имеем:

f(x) = xm(a0x
n−m + a1x

n−m−1 + . . . + an−m−1x + an−m) =

= xm · [ϕ(x) + an−m],

где ϕ(x) = a0x
n−m + a1x

n−m−1 + . . . + an−m−1x; по теореме § 64 при достаточно
малом x будет: |ϕ(x)| < an−m, т. е. знак ϕ(x) + an−m будет тот же, что и у an−m;
следовательно, знак у f(x) будет тот же, что и у an−mxm, и первая часть теоремы
доказана.

Для доказательства второй части положим: x =
1

z
, f(x) = xn · (a0 + a1z + . . . +

an−mzn−m; согласно первой части функция a0+a1z+. . .+an−mzn−m при достаточно
малом |z| будет иметь тот же знак, что и a0; следовательно, при достаточно малом

|z|, или, так как z =
1

x
, при достаточно большом |x| функция f(x) будет иметь

тот же знак, что и a0x
n, и теорема доказана.

Обозначение. Символ sign a означает +1, если a > 0, −1, если a < 0 и 0, если
a = 0 (sign — сокращение слова signum — знак).

§ 78. Теорема. Если f(x) — непрерывная функция в замкнутом интервале
(a, b) и f(a) и f(b) имеют разные знаки, то между a и ? лежат по крайней мере
один корень уравнения f(x) = 0.
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Эта теорема собственно не принадлежит алгебре, хотя алгебра пользуется ею;
мы здесь ее докажем для полноты.

Доказательство. Разделим все точки интервала (a, b) на два класса: точку
c мы относим к первому классу, если в интервале (a, c) функция f(x) не меняет
знака:

sign f(x) = sign f(a);

точку C мы относим ко второму классу, если в интервале (a, C) функция f(x)
меняет знак: sign f(x) не равен все время sign f(a). Это деление есть сечение Де-
декинда, ибо в каждом классе есть точки; например, точка a принадлежит к пер-
вому классу, точка b — ко второму. Каждая точка в (a, b) принадлежит к одному и
только к одному классу. Очевидно, что все точки первого класса левее всех точек
второго класса (или всякое c меньше всякого C). Это сечение определяет число x0;
все числа большие x0 — второго класса, а меньшие x0 — первого класса. Докажем,
что f(x0) = 0. Пусть это неверно; пусть |f(x0)| = k > 0; так как f(x) непрерывна
при x = x0, то при |x−x0|, меньшем некоторого числа δ, |f(x)−f(x0)| будет мень-
ше k, т. е. −k < f(x) − f(x0) < +k; f(x0) = ±k; следовательно, если f(x0) = +k,
то f(x) > 0; если f(x0) = −k, то f(x) < 0, т. е. sign f(x) = sign f(x0) при всяком x,
удовлетворяющем условию |x−x0| < δ, т. е. при x0−δ < x < x0+δ. Отсюда заклю-
чаем: если sign f(x0) = sign f(a), то все точки в интервале (x0, x0 + δ) — первого
класса, ибо для них тоже sign f(x) = sign f(x0) = sign f(a); но это неверно. Если
же sign f(x0) = sign f(b), то все точки в интервале (x0 − δ, x0) — второго класса,
что тоже неверно. Остается положить f(x0) = 0, и теорема доказана.

Конечно, может случиться, что x0 не единственный корень в интервале (a, b);
в этом интервале могут быть и другие корни уравнения f(x) = 0, только все они
больше, чем x0.

Геометрическое представление этой теоремы изображено на черт. 13: если точ-
ки A и B лежат по разные стороны от оси X, то всякая кривая, соединяющая A и
B, должна по крайней мере один раз пересечь ось X. Геометрически это очевидно.

Следствие I. Если в замкнутом интервале (a, b) f(x) — непрерывная функция,
то она в этом интервале принимает но крайней мере один раз всякое значение,
лежащее между f(a) и f(b).

Доказательство. Пусть число C лежит между числами f(a) и f(b); возьмем
функцию ϕ(x) = f(x) −C; тогда ϕ(a) = f(a) −C и ϕ(b) = f(b) −C имеют разные
знаки; следовательно, по предыдущей теореме для некоторого значения x = x0

внутри интервала (a, b) ϕ(x0) = f(x0) − C = 0, т. е. f(x0) = C, что и требовалось
доказать.

Это свойство раньше принимали за определение непрерывности, функции, од-
нако, оказалось, что им обладают и некоторые разрывные функции; при современ-
ном, более тонком определении непрерывности это свойство далеко не так очевид-
но, как может показаться сначала. Так как ц. р. функция непрерывна для всякого
x, то предыдущая теорема применима и к ц. р. функциям. Отсюда заключаем:

Следствие II. Всякое. уравнение нечетной степени имеет по крайней мере
один вещественный корень 30.

Доказательство. При достаточно большом |x| ц. р. функция не обращается
в нуль (§ 65) и имеет знак своего высшего члена a0x

n; но этот член имеет разные

30Напоминаем, что все коэфиииенты наших уравнений мы предполагаем вещественными.
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знаки при x > 0 и при x < 0; следовательно, по доказанной теореме такая ц. р.
функция должна обращаться в нуль при некотором вещественном x.

Следствие III. Всякое уравнение четной степени, в котором высший коэфи-
циент и свободный член имеют разные знаки, имеет по крайней мере два веще-
ственных корня: один положительный и один отрицательный.

Черт. 13

Доказательство. При достаточно большом |x| левая часть уравнения имеет
знак своего высшего коэфициента a0 как при x > 0, так и при x < 0; при x =
0 левая часть уравнения обращается в свободный член an так как знаки a0 и
an различны, то из теоремы этого параграфа и следует существование одного
положительного и одного отрицательного корня: 31.

Следствие IV. Если непрерывная функция не обращается в нуль в интервале
(a, b), то она в нем не меняет знака.

Это непосредственно следует из теоремы в начале этого параграфа.
Теорема. Если x, возрастая, проходит через m-кратный корень уравнения

f(x) = 0, то знак функции f(x) умножается на (−1)m, т. е. если m — четное,
она не меняет знака, если же m нечетное, она меняет знак.

Доказательство. Пусть x0 m-кратный корень для f(x) = 0; тогда (§ 50)
имеем: f(x) = (x − x0)

m · ϕ(x), где ϕ(x0) 6= 0. При проходе x через x0 ϕ(x)не
меняет знака, тогда как (x − x0)

m меняет знак или нет, смотря по тому, будет ли
m нечетным или четным. Отсюда и вытекает наша теорема.

Следствие I. Если в интервале (a, b) лежит нечетное число корней уравнения
f(x) = 0, то sign f(a) = −sign f(b); если же в этом интервале лежит четное число
корней уравнения f(x) = 0, то sign f(a) = sign f(b). (При этом для каждого корня
считается и его кратность.)

Следствие II. Если sign f(a) = sign f(b), то в интервале (a, b) лежит четное
число корней уравнения f(x) = 0 (т. е. может и не быть ни одного); если же
sign f(a) = −sign f(b), то в интервале (a, b) лежит нечетное число корней уравне-
ния f(x) = 0 (и, значит, по крайней мере один). Для каждого корня считается и
его кратность.

§ 79. Теорема. Если f ′(x0) 6= 0 и если x, возрастая, проходит через x0, то
целая рациональная функция f(x) при этом возрастает или убывает, смотря по
тому, будет ли f ′(x0) > 0 или < 0 32.

Доказательство. По формуле Тэйлора [§ 54, (4)]:

f(x0 + h) − f(x0) = hf ′(x0) +
h2

2!
f ′′(x0) + . . . ;

31Уравнение же четной степени, в котором знаки у a0 и an одинаковы, может и совсем не
иметь вещественных корней; например, x2 + 1 = 0.

32Теоремы этого параграфа верны не только для целых рациональных функций.
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правая часть — ц. р. функция от h; она (по § 77) при достаточно малом h имеет
знак своего низшего члена, т. е. hf ′(x0); отсюда следует при достаточно малом h:
если f ′(x0) > 0, то для h > 0 f(x0 +h)− f(x0) > 0, для h < 0 f(x0 +h)− f(x0) < 0,
если f ′(x0) < 0, то для h > 0 f(x0 +h)− f(x0) < 0, для h < 0 f(x0 +h)− f(x0) > 0.

Этим и доказывается наша теорема.
Теорема. Если x, возрастая, проходит через корень уравнения f(x) = 0, то

f(x)

f ′(x)
переходит при этом от отрицательных значений к положительным.

Доказательство. Пусть x0 — m-кратный корень уравнения f(x) = 0 (в част-
ном случае может быть m = 1); тогда x0 будет (m− 1)-кратный корень уравнения
f ′(x) = 0 (§ 57, теорема 1).

Имеем:

f(x0 + h) =
hm

m!
f (m)(x0) +

hm+1

(m + 1)!
f (m+1)(x0) + . . .

f ′(x0 + h) =
hm−1

(m − 1)!
f (m)(x0) +

hm

m!
f (m+1)(x0) + . . .

(§ 57); следовательно,

f(x0 + h)

f ′(x0 + h)
=

1

m!
f (m)(x0) +

h

(m + 1)!
f (m+1)(x0) + . . .

1

(m − 1)!
f (m)(x0) +

h

m!
f (m+1)(x0) + . . .

.

При достаточно малом |h| числитель и знаменатель дроби правой части будут

иметь знак первого члена (§ 77), т. е. дробь будет положительна; значит,
f(x0 + h)

f ′(x0 + h)

будет иметь тот же знак, что и h: при h < 0 и
f(x0 + h)

f ′(x0 + h)
< 0, при h > 0 и

f(x0 + h)

f ′(x0 + h)
> 0; этим наша теорема доказана.

Теорема Poлля (Rolle). Между двумя соседними корнями a и b уравнения
f(x) = 0 всегда лежит по крайней мере один корень уравнения f ′(x) = 0.

Доказательство. По предыдущей теореме, при достаточно малом h > 0 будет
f(a + h)

f ′(a + h)
> 0 и

f(b − h)

f ′(b − h)
< 0, но по следствию IV, в интервале (a, b) f(x) не меняет

знака; следовательно, f ′(a + h) и f ′(b − h) имеют разные знаки, т. е. (по первой
теореме § 78) в интервале (a, b) лежит по крайней мере один корень уравнения
f ′(x) = 0.

Следствие. Если все корни уравнения f(x) = 0 вещественны, то и все корни
уравнения f ′(x) = 0 тоже вещественны.

Доказательство. Пусть a1 < a2 < . . . < ak — все различные вещественные
корни уравнения f(x) = 0, m1,m2, . . . ,mk — их кратности; n, где m1 + m2 + . . . +
mk = n — степень уравнения. Для уравнения f ′(x) = 0 корни a1, a2, . . . , ak имеют
кратности: m1 − 1,m2 − 1, . . . ,mk − 1 (по § 57, теорема 1); кроме того, по теореме
Ролля уравнение f ′(x) = 0 имеет по крайней мере по одному корню: между a1 и
a2, между a2 и a3, . . . , между ak−1 и ak, т. е. всего f ′(x) =0 имеет вещественных
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корней не меньше

(m1 − 1) + (m2 − 1) + . . . + (mk − 1) + (k − 1) =

= m1 + m2 + . . . + mk − k + k − 1 = n − 1;

но так как уравнение f ′(x) = 0 (n − 1)-й степени, то это — все его корни; они
вещественны.

Следствие. Если все корни уравнения: f(x) = 0 вещественны и различны, то
и все корни уравнения f ′(x) = 0 вещественны и различны.

Доказательство. Это вытекает из предыдущего следствия: если m1 = m2 =
. . . = mk = 1 и k = n, то f ′(x) = 0 имеет только следующие n − 1 вещественных
корней; один между a1 и a2, один между a2 и a3 и т. д., один между an−1 и an.

Дополнение. В этом случае и все корни уравнений: f ′′(x) = 0, f ′′′(x) = 0,
. . . вещественны и различны, и между всякими двумя соседними корнями уравне-
ния f (λ)(x) = 0 лежит один и только один корень уравнения f (λ+1)(x) = 0.

§ 80. Комплексные корни уравнений с вещественными коэфициен-
тами. Пусть f(x) — данная ц. р. функция; подставим в нее x = α + αi; пусть
f(α + βi) = P + Qi, где P и Q вещественны; если мы подставим x = α− βi, то это
сведется к тому, что мы в f(α+βi) подставим −i вместо i, ибо все коэфициенты в
f(x) вещественны. Итак, f(α−βi) = P −Qi. Отсюда следует: если f(α+βi) = 0, то
и f(α−βi) = 0. Пусть α+βi — m-кратный корень уравнения f(x) = 0; тогда (§ 57,
теорема 2) f(α+βi) = 0, f ′(α+βi) = 0, . . . , f (m−1)(α+βi) = 0, но f (m)(α+βi) 6= 0;
но так как f, f ′, f ′′, . . . , f (m−1), f (m), — ц. р. функции с вещественными коэфициен-
тами, то и f(α− βi) = 0, f ′(α− βi) = 0, . . . , f (m−1)(α− βi) = 0, но f (m)(α− βi) = 0
[ибо иначе было бы и f (m)(α+βi) = 0]; следовательно (по § 57, теорема 2), и α−βi
является m-кратным корнем уравнения ?. Итак:

Теорема. В уравнение с вещественными коэфициентами комплексные корни
входят всегда парами: если α+βi — корень, то и α−βi — корень той же самой
кратности, что и α + βi.

В разложении ц. р. функции f(x) на линейные множители (§ 50) можно со-
единить множители, соответствующие сопряженным комплексным корням; про-
изведение двух таких множителей есть квадратная функция с вещественными
коэфициентами, именно:

(x − α − βi)(x − α + βi) = (x − α)2 + β2 = x2 − 2αx + α2 + β2.

Итак:
Теорема. Всякая целая рациональная функция с вещественными коэфици-

ентами раскладывается и притом только одним образом на вещественные со-
множители первой и второй степеней, причем сомножители второй степени
имеют мнимые корни.

§ 81. Вещественные простейшие дроби. Дробная рациональная функция
с вещественными коэфициентами может быть разложена на вещественные про-
стейшие дроби.

Именно, пусть
f(x)

g(x)
— такая функция; разложим g(x) на вещественные мно-

жители первой и второй степеней и пусть (x2 + ax + b)m — один из множите-
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лей знаменателя, соответствующий двум сопряженным комплексным корням m-й
кратности. Пусть g(x) = (x2 + ax + b)m · g1(x); функции (x2 + ax + b)m и g1(x) —
взаимно простые; следовательно, по теореме § 60:

f(x)

g(x)
=

F (x)

(x2 + ax + b)m
+

f1(x)

g1(x)
.

Если
f(x)

g(x)
— правильная дробь, то и обе дроби правой части могут быть взяты

правильными, т. е. F (x) — ц. р. функция степени ≤ m − 1. Разделим F (x) на
x2 + ax + b; пусть F (x) = (x2 + ax + b) · F1(x) + Ax + B ( § 47); тогда

F (x)

(x2 + ax + b)m
=

F1(x)

(x2 + ax + b)m−1
+

Ax + B

(x2 + ax + b)m
;

разделим теперь F1(x) на x2 + ax + b и подобным же образом найдем:

F1(x)

(x2 + ax + b)m−1
=

F2(x)

(x2 + ax + b)m−2
+

A1x + B1

(x2 + ax + b)m−1

и т. д.; окончательно найдем:

F (x)

(x2 + ax + b)m
=

Ax + B

(x2 + ax + b)m
+

A1x + B1

(x2 + ax + b)m−1
+ . . . +

Am−1x + Bm−1

x2 + ax + b
.

Здесь все количества A, B, A1, B1, . . . , Am−1, Bm−1 — вещественны; A и B одно-

временно не равны нулю (если дробь
f(x)

g(x)
несократима), количества же A1, B1,

. . . , Am−1, Bm−1 могут быть и все равны нулю. Найти количества A, B, A1, B1,

. . . можно способом неопределенных коэфициентов. Итак:
Теорема. Всякая дробная рациональная функция с вещественными коэфици-

ентами раскладывается на вещественные простейшие дроби; при этом те ча-
сти разложения, которые соответствуют вещественным корням знаменателя,
имеют тот же вид, что в § 60, (14); часть же, соответствующая сопряжен-
ным комплексным корням m-й кратности, имеет вид:

Ax + B

(x2 + ax + b)m
+

A1x + B1

(x2 + ax + b)m−1
+ . . . +

Am−1x + Bm−1

x2 + ax + b
.

Пример 1..

x2 + x + 1

x4 − 1
=

x2 + x + 1

(x2 + 1)(x − 1)(x + 1)
=

A

x − 1
+

B

x + 1
+

Cx + D

x2 + 1
;

приводя к общему знаменателю, найдем:

x2 + x + 1 = A(x + 1)(x2 + 1) + B(x − 1)(x2 + 1) + (Cx + D)((x2 − 1);

сравнивая коэфициенты при одинаковых степенях x, найдем:

A + B + C = 0,

A − B + D = 1,

A + B − C = 1,

A − B − D = 1;
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отсюда

C = −1

2
, D = 0, A =

3

4
, B = −1

4
;

следовательно:

x2 + x + 1

x4 − 1
=

3

4(x − 1)
− 1

4(x + 1)
− x

2(x2 + 1)
.

Пример 2.

x

(x2 + x + 1)2(x2 + 1)
=

Ax + B

(x2 + x + 1)2
+

A1x + B1

x2 + x + 1
+

Cx + D

x2 + 1

приводя к общему знаменателю, найдем:

x = (Ax + B)(x2 + 1) + (A1x + B1)((x
2 + x + 1)(x2 + 1) + (Cx + D)(x2 + x + 1)2;

сравнивая коэфициенты при одинаковых степенях x, получим:

A1 + C = 0, A1 + B1 + 2C + D = 0,

A + 2A1 + B1 + 3C + 2D = 0,

B + A1 + 2B1 + 2C + 3D = 0,

A + A1 + B1 + C + 2D = 1,

B + B1 + D = 0.

Решив эти уравнения, получим:

C = −1, B = −1, A1 = 1, A = 0, D = 0, B1 = 1;

следовательно:

x

(x2 + x + 1)2(x2 + 1)
= − 1

(x2 + x + 1)2
+

x + 1

x2 + x + 1
− x

x2 + 1
.

Упражнения

Разложить на простейшие дроби:

111)
x2 + 1

(x2 + 2x + 2)3
.

Отв. − 2x + 1

(x2 + 2x + 2)3
+

1

(x2 + 2x + 2)2
.

112)
x

(x2 − 2x + 2)(x2 + x + 1)
.

Отв.
6 − x

13(x2 − 2x + 2)
+

x − 3

13(x2 + x + 1)
.

113)
2x + 1

(x − 1)2(x2 − 3x + 4)
.

Отв.
3

2(x − 1)2
+

7

4(x − 1)
+

8 − 7x

4(x2 − 3x + 4
.

114)
x3

(x2 + 1)3
.
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Отв. − x

(x2 + 1)3
+

x

(x2 + 1)2
.

§ 82. Пределы вещественных корней. Переходя к фактическому решению
уравнения с вещественными коэфициентами, в частности — к вычислению его
вещественных корней, мы расчленим эту общую проблему на следующие три более
специальные задачи:

1) Нахождение пределов вещественных корней, т. е. нахождение таких чисел
a и b, между которыми лежат все вещественные корни; специально — нахождение
пределов положительных корней и пределов отрицательных корней.

2) Отделение корней, т. е. нахождение таких интервалов, в каждом из которых
лежит только по одному вещественному корню, а также нахождение числа корней,
лежащих в данном интервале.

3) Вычисление корней, т. е. приемы, позволяющие возможно быстро вычислить
вещественные корни с любой точностью.

Переходя к задаче 1), заметим, что теорема 3 § 65 собственно уже решает эту
задачу: если выведенное там число K = α + 1 есть верхний предел абсолютной
величины всех корней уравнения, то ясно, что все вещественные корни этого урав-
нения находятся в интервале (−K, +K). Но этот интервал вообще слишком велик;
мы укажем способы нахождения более выгодных пределов вещественных корней.
При этом нам достаточно уметь находить только верхний предел положительных
корней: именно, в данном уравнении f(x) = 0 сделаем подстановку x = 1

z
и по-

лучим некоторое уравнение ϕ(z) = 0; если K — верхний предел положительных

корней, уравнения ϕ(z) = 0, то
1

K
будет нижним пределом положительных корней

данного уравнения f(x) = 0. Подобным же образом, если в данном уравнении сде-
лаем подстановку x = −t, то найдем нижний (в алгебраическом смысле) предел

отрицательных корней данного уравнения. Наконец, сделав подстановку u = −1

x
,

мы аналогично найдем и верхний (в алгебраическом смысле) предел отрицатель-
ных корней данного уравнения.

§ 83. Различные способы нахождения верхнего предела положитель-
ных корней. Первый способ (Маклорена). Если в уравнении

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an, a0 > 0

am — первый отрицательный коэфициент в ряде a0, a1, a2, . . ., и a — наибольший
по абсолютной величине из отрицательных коэфициентов, то

K1 = 1 + m

√
|a|
a0

можно принять за верхний предел положительных корней данного уравнения.
Доказательство. Очевидно, что при значениях x > 0 будет:

f(x) > a0x
n − |a|(xn−m + xn−m−1 + . . . + x + 1),

или, суммируя стоящую в скобках геометрическую прогрессию:

f(x) > a0x
n − |a| · xn−m−1 − 1

x − 1
> a0x

n − |a|xn−m−1

x − 1
,
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или

f(x) >
a0x

m−1(x − 1) − |a|
x − 1

xn−m−1.

Пусть теперь

x > 1 + m

√
|a|
a0

;

тогда

xm > (x − 1)m ≥ |a|
a0

,

f(x) >
a0(x − 1)m − |a|

x − 1
xn−m−1 ≥ 0,

т. е. при этих значениях x f(x) > 0, что и доказывает наше предложение.
Второй способ. Не переставляя членов в нашей ц. р. функции f(x), предста-

вим ее в виде суммы f(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) + . . ., где ϕ1(x), ϕ2(x), . . . — полино-
мы, каждый из которых содержит только одну перемену знака в ряде его ко-
эфициентов (причем последний из этих полиномов может и совсем не иметь ни
одной перемены знака); если при x = a > 0 все эти полиномы положительны:
ϕ1(a) > 0, ϕ2(a) > 0, . . ., то a можно принять за верхний предел положительных
корней уравнения f(x) = 0.

Доказательство. Нам достаточно доказать, что если ϕ
κ
(a) > 0, то при x > a

будет также ϕ
κ
(a) > 0. Пусть

ϕ
κ
(x) = a0x

m + a1x
m−1 + . . . + akx

m−k − ak+1x
m−k−1 − . . . − alx

m−l,

где все aλ > 0; m ≥ l > k > 0. Имеем:

ϕ
κ
(x) = xm−k ·

[
(a0x

k + a1x
k−1 + . . . + ak) −

(
ak+1

x
+ . . . +

al

xl−k

)]
;

так как с увеличением x функция в первых скобках возрастает, а функция во
вторых скобках уменьшается, то ϕ

κ
(x) возрастает вместе с x при x > 0; следова-

тельно, при x > a
ϕ

κ
(x) > ϕ

κ
(a) > 0.

Третий способ (Ньютона). Если при x = a > 0 как сама ц. р. функция f(x),
так и все ее производные (которые не равны тождественно нулю) положительны,
то a можно принять за верхний предел положительных корней уравнения.

Доказательство. Это непосредственно следует из формулы Маклорена (5) §
54, ибо в таком случае при x > a f(x) представляется по этой формуле как сумма
положительных слагаемых.

Пример. Найти пределы вещественных корней уравнения:

f(x) = x7 + 3x6 + 6x5 − 4x4 + 2x3 − x2 + 2x + 4 = 0.

Для верхнего предела положительных корней теорема 3 § 65 дает число

6 + 1 = 7.
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Первый способ дает:
1 +

3
√

4 < 2.

Второй способ:
f(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) + ϕ3(x),

где

ϕ1(x) = x7 + 3x6 + 6x5 − 4x4, ϕ2(x) = 2x3 − x2, ϕ3(x) = 2x + 4;

очевидно, что ϕ1(1) > 0, ϕ2(1) > 0, ϕ3(1) > 0; следовательно, за верхний предел
положительных корней можно принять число 1.

Третий способ удобно применять, пользуясь способом Горнера, — разложения
f(x) по степеням x− a (§ 55); коэфициенты этого разложения и будут f(a), f ′(a),
1

2!
f ′′(a), . . . При этом, если в процессе применения этого способа мы получим стро-

ку со всеми положительными числами, то на этом мы можем уже остановиться,
ибо все дальнейшие числа будут тоже положительными. Так, в нашем примере,
беря a = 1, будем иметь:

1 3 6 −4 2 −1 2 4

1 1 4 10 6 8 7 9 13
.

Дальше можно не вычислять; ясно, что все получаемые в дальнейшем числа
будут положительны. Берем еще a = 0, 5:

1 3 6 −4 2 −1 2 4

0, 5 1 3, 5 7, 75 −0, 125 1, 9375 −0, 03125 1, 984375 4, 9921875

0, 5 1 4 9, 75 4, 75 4, 3125 2, 125

.

На этом останавливаемся, ибо все дальнейшие числа будут положительными. Итак,
за верхний предел положительных корней можно принять 0, 5. Мы видим, что спо-
соб Ньютона оказался в этом случае самым выгодным.

Для нижнего предела положительных корней делаем подстановку x =
1

z
и

получаем:
4z7 + 2z6 − z5 + 2z4 − 4z3 + 6z2 + 3z + 1 = 0;

для этого уравнения находим верхний предел положительных корней.

Теорема 3 § 65 дает 1 +
6

4
= 2

1

2
, т. е. нижний предел положительных корней

данного уравнения равен
2

5
.

Первый способ дает 1 +

√
4

4
, т. е. нижний предел положительных корней дан-

ного уравнения равен
1

2
.

Второй способ. Рассматриваем функции

ϕ1(z) = 4z7 + 2z6 − z5 = z5(4z2 + 2z − 1),

ϕ2(z) = 2z4 − 4z3 = 2z3(z − 2),

ϕ3(z) = 6z2 + 3z + 1;
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при z = 2 ϕ1(2) > 0, ϕ3(2) > 0; но ϕ2(2) = 0; при z > 2 и ϕ2(z) > 0, т. е. можно
взять 2 за верхний предел (так же, как и при первом способе).

Третий способ. Берем a = 1:

4 2 −1 2 −4 6 3 1

1 4 6 5 7 3 9 12 13
,

т. е. нижний предел положительных корней данного уравнения равен
1

1
= 1.

Мы видим, что и здесь способ Ньютона оказался самым выгодным. Но после
первого способа применять способ Ньютона уже не было смысла, так как если

нижний предел положительных корней данного уравнения оказался равным
1

2
(по первому способу), а верхний предел положительных корней того же уравнения

(по способу Ньютона) оказался тоже равным
1

2
, то очевидно, что наше уравнение

совсем не имеет положительных корней.
Для нижнего предела отрицательных корней делаем подстановку x = −t; по-

лучаем:
t7 − 3t6 + 6t5 + 4t4 + 2t3 + t2 + 2t − 4 = 0.

Теорема 3 § 65 дает −7.
Первый способ дает: −(1 + 4) = −5 (ибо здесь m = 1).
Второй способ:

ϕ1(t) = t7 − 3t6 = t6(t − 3), ϕ2(t) = 6t5 + 4t4 + 2t3 + t2 + 2t − 4;

при t = 3 ϕ1(3) = 0, ϕ2(3) > 0, т. е. нижний предел отрицательных корней данного
уравнения равен −3.

Третий способ. Берем a = 1:

1 −3 6 4 2 1 2 −4

1 1 −2 4 8 10 11 13 9

1 1 −1 3 11

1 1 0 3

1 1 1

,

т. е. нижний предел отрицательных корней равен ¯1.
Способ Ньютона и здесь оказался самым выгодным.
Для верхнего предела отрицательных корней делаем подстановку x = − 1

u
,

получаем:
4u7 − 2u6 − u5 − 2u4 − 4u3 − 6u2 + 3u − 1 = 0.

Теорема 3 § 65 дает − 1

1 +
6

4

= −2

5
.

Первый способ дает то же самое −D 2
5
.

Второй способ дает −1

2
.
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Третий способ дает при a = 1, 5:

4 −2 −1 −2 −4 −6 3 −1

1, 5 4 4 5 5, 5 4, 25 0, 375 3, 5625 4, 34375
;

следовательно, верхний предел отрицательных корней равен

− 1

1, 5
= −2

3
.

Способ Ньютона и здесь самый выгодный.

Упражнения

115) Найти пределы вещественных корней для уравнения

x4 − 5x3 + 3x2 − 2x + 4 = 0.

Отв. 4, 5, 1, отрицательных корней нет.
116) То же для уравнения

x5 − x4 − 2x3 + 4x2 − 3x + 5 = 0.

Отв. Положительных корней нет; для отрицательных корней

−2, −1.

117) То же для уравнения

x4 − 3x2 − x + 2 = 0.

Отв. 2,
2

3
, −1, 5, −1.

§ 84. Отделение корней. Способ Штурма. Существует несколько спосо-
бов отделения корней; самый совершенный из них (теоретически) — способ Штур-
ма (Sturm), к изложению которого мы и приступаем.

Пусть R(x) = 0 — данное алгебраическое уравнение. Мы можем предполо-
жить, что оно не имеет кратных корней, ибо кратные корни мы могли бы заранее
выделить (§ 58).

Таким образом ц. р. функция R(x) — взаимно простая со своей производной
(§ 57), которую мы обозначим через R1(x).

Будем находить общий наибольший делитель для R(x) и R1(x) способом Эв-
клида (§ 52), при этом только у получаемых остатков будем во всех членах менять
знаки на обратные. Получим:

R(x) = Q1(x)R1(x) − R2(x),

R1(x) = Q2(x)R2(x) − R3(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rλ−1(x) = Rλ(x)Qλ(x) − Rλ+1(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rn−2(x) = Qn−1(x)Rn−1(x) − Rn;





(1)
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Rn — постоянное количество, ибо R(x) и R1(x) — взаимно простые. Итак, мы
получаем ряд ц. р. функций:

R(x), R1(x), . . . , Rn(x). (2)

Этот ряд отличается следующими свойствами:
1) Последняя функция в этом ряду не обращается в нуль и, следовательно, не

меняет знака (ибо она равна const).
2) Ни для какого значения x = x0 две соседние функции вместе не обраща-

ются в нуль, ибо если Rλ−1(x0) = Rλ(x0) = 0, то из (1) заключаем: Rλ+1(x0) = 0,
Rλ+2(x0) = 0, . . . , наконец, Rn(x0) = 0, что невозможно, ибо Rn = const 6= 0.

3) Если для некоторого значения x = x0 одна из средних функций Rλ(x0) = 0,
то две соседние с ней функции Rλ−1 и Rλ+1 при x = x0 имеют разные знаки, ибо
из (1) при x = x0 получаем:

Rλ−1(x0) = −Rλ+1(x0).

4) Если для некоторого значения x = x0 R(x0) = 0, то в то время как x, возрас-

тая, проходит через x0, отношение
R(x)

R1(x)
переходит от отрицательных значений к

положительным.
Это следует из второй теоремы § 79.
Ряд функций, обладающий в данном интервале (a, b) значений x этими че-

тырьмя свойствами [причем свойство 1) достаточно выразить так: «в интервале
(a, b) функция Rn не меняет знака»; не необходимо, чтобы Rn было равно const,
или не обращалось в нуль], называется рядом Штурма для функции R(x) [или
для уравнения R(x) = 0] в интервале (a, b); при этом безразлично, как этот ряд
получился: посредством ли алгорифма Эвклида или другим каким-либо путем.

Пусть дан некоторый ряд Штурма для уравнения R(x) = 0: R(), R1(x), R2(x), ...,
Rn(x) в интервале (a, b). Находим ряд чисел:

R(a), R1(a), R2(a), . . . , Rn(a) (3)

и ряд чисел:
R(b), R1(b), R2(b), . . . , Rn(b). (4)

Если sign Rλ(a) = sign Rλ+1(a), то скажем, что здесь имеется сохранение знака;
если же sign Rλ(a) = −sign Rλ+1(a), то назовем это переменой знака. Таким обра-
зом мы можем сосчитать, сколько перемен знака в ряду (3) и сколько в ряду (4);
пусть в ряду (3) их α, в ряду (4) β, тогда:

Теорема Штурма. При b > a всегда β < α; α − β есть число вещественных
корней уравнения R(x) = 0 в интервале (a, b).

Или: при возрастании x от a до b в ряду Штурма вообще теряются перемены
знака; число потерянных перемен знака в точности равно числу вещественных
корней уравнения R(x) = 0 в интервале (a, b).

Доказательство. Мы предположим, что ни при x = a, ни при x = b ни одна
из функций ряда Штурма не обращается в нуль. Пусть при некотором x = c
Rλ(c) = 0 (1 ≤ λ < n); тогда по свойству 3) sign Rλ−1(c) = −sign Rλ+1(c); при
достаточно малом ε в интервале (c − ε, c + ε) Rλ−1(x) и Rλ+1(x) не обращаются
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в нуль и, следовательно, не меняют знака, Rλ(x) обращается в нуль только при
x = c. Следовательно, при прохождении x через c в ряду Rλ−1, Rλ, Rλ+1 могут
быть только следующие комбинации знаков [где η = sign Rλ−1(c) = −sign Rλ+1(c):

Rλ−1 Rλ Rλ+1

c − ε η η −η

c η 0 −η

c + ε η η −η

Rλ−1 Rλ Rλ+1

c − ε η −η −η

c η 0 −η

c + ε η −η −η

Rλ−1 Rλ Rλ+1

c − ε η −η −η

c η 0 −η

c + ε η η −η

Rλ−1 Rλ Rλ+1

c − ε η η −η

c η 0 −η

c + ε η −η −η

Из этих таблиц видно, что при проходе x через c в ряду Rλ−1, Rλ, Rλ+1 не
приобретается и не теряется ни одной перемены знака; как была, так и остается
одна перемена знака. В остальных частях ряда Штурма, где при x = c ни одна
из функций не обращается в нуль, также и знаки у функций, а следовательно, и
число перемен знака не меняются.

Пусть теперь при x = c R(c) = 0; тогда при переходе x через c по свойству 4)
теряется одна перемена знака, ибо если sign R1(c) = η, то мы имеем таблицу:

R R1

c − ε −η η 1 перемена знака

c η 0

c + ε η η 0 перемен знака

Итак, при возрастании x от a до b изменение в числе перемен знака происходит
только при прохождении x через корень уравнения R(x) = 0 и при каждом таком
прохождении теряется одна перемена знака. Отсюда и вытекает теорема Штурма.

Если при x = a или при x = b некоторые из средних функций ряда Штурма
обращаются в нуль, то при подсчете числа перемен знака эти нули можно просто
пропускать: ведь по свойству 2) функции, соседние с нулем, не равны нулю, а по
свойству 3) эти соседние функции имеют разные знаки; следовательно, какой бы
знак ни приписать нулю, всегда имеется в этом месте одна перемена знака.

Теорему Штурма можно облечь в следующую формулу:

n∑

κ=1

sign [R
κ−1(b), Rκ

(b)] −
n∑

κ=1

sign [R
κ−1(a), R

κ
(a)] = 2r, (5)

где r — число вещественных корней уравнения R(x) = 0 в интервале (a, b). При
этом R0 ≡ R. Ибо если α — число перемен знака в ряду R(a), R1(a), . . . , Rn(a), а β
— число перемен знака в ряду R(b), R1(b), . . . , Rn(b), то первая сумма в формуле
(5) равна n − 2β, а вторая сумма равна n − 2α, т. е. вся левая часть (5) равна
2(α − β) = 2r, ибо α − β = r.

При доказательстве теоремы Штурма мы пользовались исключительно свой-
ствами 1), 2), 3), 4) ряда Штурма, совершенно не принимая во внимание, каким
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образом этот ряд получился. Обычно берут ряд, получающийся посредством алго-
рифма Эвклида, хотя практически его весьма неудобно находить; но он имеется,
во-первых, для всякого уравнения, во-вторых, он годен для всякого интервала.
Чтобы отделить корни уравнения R(x) = 0, обычно поступают так: подставля-
ют вместо x очень большое по абсолютной величине отрицательное число (−∞);
затем — очень большое положительное число (+∞) и, пользуясь теоремой § 77,
определяют таким образом число всех вещественных корней; затем, подставляя
различные промежуточные значения для x, находят интервалы, в которых лежит
только по одному корню.

Подставив x = 0, можно определить число положительных и число отрица-
тельных корней. Достаточно вставлять промежуточные значения между нижним
и верхним пределами вещественных корней. Если корни отделены, то можно,
суживая пределы для каждого корня (применяя первую теорему § 83), вычис-
лить каждый вещественный корень с любой точностью. Но практически такое
вычисление неудобно; ниже будут даны более удобные способы вычисления кор-
ней.

При нахождении ряда Штурма посредством алгорифма Эвклида можно де-
лать те же практические упрощения, что из § 58: можно умножать или делить
получаемые остатки на постоянные положительные множители, в частности Rn

можно всегда заменить через ±1. Если в ряде Штурма одна из средних функций
Rλ(x) не меняет знака в рассматриваемом интервале [например, когда уравнение
Rλ(x) = 0 имеет все корни мнимые], то этой функцией можно и закончить ряд
Штурма, отбросив все дальнейшее.

Рассмотрим, каков должен быть ряд Штурма, если все корни уравнения R(x) =
0 вещественны. Пусть m — степень уравнения R(x) = 0. При переходе x от −∞
до +∞ в ряду Штурма должно теряться m перемен знака; следовательно, число
функций в ряду должно быть ≥ m + 1. Если ряд найден способом (1), то степе-
ни функций R,R1, R2, . . . убывают, но R m-й степени; последняя функция Rm 0-й
степени; следовательно, число их ≤ m+1, и если все корни уравнения R = 0 веще-
ственны, то число функций в ряду (2) = m+1, и степень каждой последующей на
единицу меньше степени предыдущей. Далее, при x = −∞ в ряду R,R1, R2, . . . , Rm

имеется m перемен знака, а при x = +∞ 0 перемен, т. е. высшие коэфициенты
в R,R1, R2, , . . . , Rm — все одного и того же знака. Эти условия необходимы и
достаточны для того, чтобы все корни уравнения R = 0 были вещественны.

Пример.

R = x4 + x3 + x − 1, R1 = 4x3 + 3x2 + 1;

делим R на R1, предварительно умножив R на 4:

4x4 + 4x3 + 4x − 4 4x3 + 3x2 − 1

4x4 + 3x3 + x x + 1

x3 + 3x − 4

4x3 + 12x − 16

4x3 + 3x2 − 1

− 3x2 + 12x − 17
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12x3 + 9x2 + 3 3x2 − 12x + 17 = R2

12x3 − 48x2 + 68x 4x + 19

57x2 − 68x + 3

57x2 − 228x + 323

160x − 320

3x2 − 12x + 17 −x + 2 = R3

3x2 − 6x −3x + 6

−6x + 17
6x − 12

+5

−1 = R4

Итак,
R = x4 + x3 + x − 1,

R1 = 4x3 + 3x2 + 1,

R2 = 3x2 − 12x + 17,

R3 = −x + 2

R4 == −1.

Составляем теперь таблицу:

R R1 R2 R3 R4

−∞ + − + + − 3 перемены знака

+∞ + + + − − 1 ′′

0 − + + + − 2 ′′

+1 +

−1 −
−2 +

Здесь существует один положительный корень, лежащий между нулем и еди-
ницей, и один отрицательный, лежащий между −1 и −2. При x = 1,−1,−2 мы
находим только знак R и применяем первую теорему § 78.

Упражнения

Отделить способом Штурма вещественные корни в уравнениях;
118) x5 − 2x4 + x3 − 8x + 6 = 0.
Отв. 3 вещественных корня в интервалах (0, 1), (2, 3), (−1,−2).
119) x5 − 3x3 + 2x − 1 = 0.
Отв. 1 вещественный корень в интервале (1, 2).
120) x4 + 2x3 + x2 + 1 = 0.
Отв. Вещественных корней нет.
121) x3 − 6x + 2 = 0.
Отв. 3 вещественных корня в интервалах (−3,−2), (0, 1), (2, 3).
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§ 85. Пусть теперь уравнение R(x) = 0 имеет кратные корни; эти кратные
корни суть все корни уравнения D(x) = 0, где D(x) = D(R,R1), причем R1 —

производная от R (§ 57 и 58). Уравнение же
R(x)

D(x)
= 0 имеет те же корни, что

и R(x) = 0, только каждый из них простой. Найдем по способу (1) предыдущего
параграфа D(x):

R(x) = Q1(x)R1(x) − R2(x),

R1(x) = Q2(x)R2(x) − R3(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Rn−2(x) = Qn−1(x)Rn−1(x) − D(x),

Rn−1(x) = Qn(x)D(x).





(6)

Как известно (§ 52), все функции R,R1, . . . , Rn−1, делятся без остатка на D;
разделив обе части каждого из равенств (6) на D, получаем

R(x)

D(x)
= Q1(x) · R1(x)

D(x)
− R2(x)

D(x)
,

R1(x)

D(x)
= Q2(x) · R2(x)

D(x)
− R3(x)

D(x)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Rn−2(x)

D(x)
= Qn−1(x) · Rn−1(x)

D(x)
− 1.





(7)

Легко видеть, что ряд

R(x)

D(x)
,

R1(x)

D(x)
, . . . ,

Rn−1(x)

D(x)
, 1 (8)

есть ряд Штурма: свойство 1) очевидно, свойства 2) и 3) доказываются, как в §
84, свойство 4) следует из того, что

R(x)

D(x)
:
R1(x)

D(x)
=

R(x)

R1(x)

(§ 79). Значит8 при помощи ряда (8) можно определить корни уравнения
R

D
= 0,

т. е. и уравнения R = 0; только каждый кратный корень считается за простой.
Заметим, что ряд (8) не есть обычный ряд Штурма, получаемый посредством

алгорифма Эвклида; это следует хотя бы из того, что
R1

D
не есть производная для

R

D
.

Но вместо ряда (8) можно пользоваться и рядом

R, R1, R2, . . . , Rn−1, D, (9)

не деля каждый его член на D. Именно, для ряда (9) верны все четыре свойства
ряда Штурма для всякого x за исключением тех значений x, для которых D = 0;
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но для таких значений и все члены ряда (9) равны нулю и R = 0, т. е. такие
значения являются корнями уравнения R = 0, и при проходе x через эти значения
(по § 79) теряется одна перемена знака.

Следует только заметить, что ряд (9) дает число различных вещественных
корней уравнения R = 0 в данном интервале, не считая их кратности.

Пример. R = x4 + 2x3 − x2 − 2x + 1. Находим R1 = 2x3 + 3x2 − x− 1 (мы берем
здесь за R1 половину производной от R); R2 = x2 + x − 1; R1 делится на R2 без
остатка. Следовательно, имеем ряд R,R1, R2. Составляем таблицу:

R R1 R2

−∞ + − + 2 перемены знака

+∞ + + + 0 перемен ′′

0 + − − 1 перемена ′′

1 + + + 0 перемен ′′

−1 + − − 1 перемена ′′

−2 + − − 2 перемены ′′

Имеются два вещественных корня: один лежит между нулем и единицей, другой
— между −1 и −2.

§ 86. Неполный ряд Штурма. Вследствие большой практической трудно-
сти построения ряда Штурма посредством алгорифма Эвклида желательно иметь
возможность строить ряды Штурма иными способами. При этом наиболее труд-
но выполнимым оказывается свойство 4). Разберем, какое влияние оказывает это
свойство на теорему Штурма, т. е. как эта теорема видоизменяется), если это
свойство не выполнено.

Итак, пусть ряд,
R(x), R1(x), . . . , Rn(x) (10)

обладает тремя первыми свойствами, но не обладает последним свойством ряда
Штурма; назовем такой ряд неполным или обобщенным рядом Штурма.

Если x проходит через корень одной из средних функций ряда (10), то условия
здесь такие же, как и для полного ряда Штурма, а следовательно, таковы же и
следствия, т. е. никакого изменения в числе перемен знака от этого не происхо-
дит. Пусть теперь x проходит через корень c уравнения R(x) = 0; возьмем опять
очень малый интервал от c− ε до c + ε; пусть sign R1(c) = η; могут представиться
следующие случаи:

R R1

c − ε η η

c 0 η

c + ε η η

R R1

c − ε −η η

c 0 η

c + ε −η η

R R1

c − ε −η η

c 0 η

c + ε η η

R R1

c − ε η η

c 0 η

c + ε −η η

Из этих схем видно, что при переходе x через корень уравнения R = 0 иногда
теряется одна перемена знака, иногда приобретается одна перемена знака, а иногда
не теряется и не приобретается ни одной перемены знака. Пусть в интервале (a, b)
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лежат κ + λ + µ различных корней уравнения R = 0, из которых κ корней дают
потери перемен знака, λ корней дают приобретение перемен знака, a µ не дают ни
потерь, ни приобретений перемен знака; тогда при переходе x от a до b (где a < b)
теряется κ −λ перемен знака (при κ > λ) или приобретается λ−κ перемен знака
(при λ > κ). Во всяком случае κ + λ + µ ≥ |κ − λ|, т. е. число различных корней
уравнения R = 0 в интервале (a, b) не меньше числа потерь или приобретений
перемен знака в неполном ряде Штурма при переходе от a к b. В частном случае,
если уравнение R = 0 не имеет кратных корней, то µ = 0, так как при переходе
x через простой корень уравнения R = 0 R меняет знак (§ 78); в этом случае
κ + λ − (κ − λ) = 2λ, κ + λ − (λ − κ) = 2κ, т. е. число корней уравнения R =
0 в интервале (a, b) или равно, или на четное число больше числа потерь или
приобретений перемен знака в неполном ряде Штурма при переходе x от a к b.

В частном случае, если R(x) = 0 уравнение n-й степени без кратных корней и
неполный ряд Штурма в интервале (a, b) дал n или n−1 потерь или приобретений
перемен знака, то можно сказать, что в интервале (a, b) лежит ровно n или n − 1
корней уравнения R(x) = 0.

Один из способов построения неполного ряда Штурма таков: пусть R1 — любая
ц. р. функция от x степени ниже, чем R, не имеющая в интервале (a, b) общих
корней с R. Беря R и R1 за первые две функции ряда, строим ряд по способу (1)
в § 84, т. е. делим R на R1, остаток обозначаем через −R2 и т. д. Получаемый
ряд R,R1, R2, . . . , Rn будет неполным рядом Штурма: легко видеть, что свойства
1), 2), 3) у него выполнены, тогда как свойство 4) не выполнено, ибо R1 не есть
производная для R. Функцию R1 иногда удается выбрать так, что деление R на
R1, R1 на R2 и т. д. совершается довольно легко, — легче, чем при нахождении
полного ряда Штурма.

Пример. R = x4 + x3 − 4x2 − 4x + 1, R1 = x2 − 1, корни R1 суть ±1; они не
являются корнями для R.

Делим:
x4 + x3 − 4x2 − 4x + 1 x2 − 1

x4 − x2 x2 + x − 3

x3 − 3x2 − 4x

x3 − x

−3x2 − 3x + 1

−3x2 + 3

−3x − 2

3x2 − 3 3x + 2 = R2

3x2 + 2x x − 2

−2x − 3

−6x − 9

−6x − 4

−5

+1 = R3
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Итак, получаем ряд:

R = x4 + x3 − 4x2 − 4x + 1, R1 = x2 − 1, R2 = 3x + 2, R3 = +1.

Строим таблицу:

R R1 R2 R3

−∞ + + − + 2 перем. знака

+∞ + + + + 0 ′′ ′′

0 + − + + 2 ′′ ′′

1 − 0 + + 1 ′′ ′′

2 + 0 ′′ ′′

Отсюда видно, что уравнение R = 0 во всяком случае имеет два вещественных
положительных корня; один между 0 и 1, другой — между 1 и 2.

Предлагается найти для этого уравнения полный ряд Штурма и определить
точное число вещественных корней.

§ 87. Сферические функции. Разложим выражение

1√
1 − 2xz + z2

в бесконечный ряд по степеням z; коэфициенты этого ряда будут функциями от
x, которые мы обозначим через Pn(x):

1√
1 − 2xz + z2

=
∞∑

n=0

Pn(x)zn. (11)

Очевидно, P0(x) = 1. Для определения Pn(x) для всякого n продиференцируем
обе части формулы (11) по z 33:

x − z√
(1 − 2xz + z2)3

=
∞∑

n=0

Pn(x)nxn−1 (12)

или
x − z√

1 − 2xz + z2
=

∞∑

n=0

Pn(x)nzn−1(12xz + z2);

подставляя по (11) вместо
1√

1 − 2xz + z2
ряд

∞∑

n=0

Pn(x)zn находим:

(x − z)
∞∑

n=0

Pn(x)zn =
∞∑

n=0

Pn(x)nzn−1(1 − 2xz + z2). (13)

33Мы допускаем возможность почленного диференцирования степенного ряда, которая обос-
новывается в теории аналитических функций.
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Сравнивая коэфициенты при zn в обеих частях, получим:

xPn(x) − Pn−1(x) = (n + 1)Pn+1(x) − 2xnPn(x) + (n − 1)Pn−1(x),

или
(n + 1)Pn+1(x) − (2n + 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0. (14)

Это формула приведения для функций Pn(x); она дает возможность вычислить
Pn+1(x), если известны две предшествующие функции Pn(x) и Pn−1(x). Мы видели,
что P0(x) = 1; сравнивая, далее, свободные члены в обеих частях (13), найдем:

xP0(x) = P1(x),

т. е.
P1(x) = x.

Теперь по формуле (14) можно последовательно найти P2(x), P3(x), . . . Полу-
чим:

P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
, P3(x) =

5

2
x3 − 3

2
x, P4(x) =

35

8
x4 − 15

4
x2 +

3

8
.

Отсюда и из (14) видно, что все Pn(x) — целые рациональные функции; это так
называемые сферические функции или полиномы Лежандpa (Legendre); они име-
ют приложения в разных областях механики и математической физики. Можно
доказать, что Pn(x) является интегралом диференциаяьного уравнения

(x2 − 1)y′′ + 2xy′ − n(n + 1)y = 0.

Эти функции Pn(x) можно еще определить следующим образом:

Pn(x) =
1

2n · n!

dn[(x2 − 1)n]

dxn
.

Пусть cn — высший коэфициент (т. е. коэфициент при xn) в Pn(x) (n = 1, 2, 3, . . .);
сравним коэфициенты при xn+1 в обеих частях формулы (13); получим:

(n + 1)c+1 − (2n + 1)cn = 0;

эта формула дает возможность вычислить высший коэфициент cn+1 у Pn+1(x),
если известен высший коэфициент cn у Pn(x). Мы видим, что при всяком n cn >
0, ибо при n = 1, 2, 3, 4, как мы видели, cn > 0. Следовательно, функция Pn(x)
при каждом n будет n-й степени, ибо высший коэфициент ни при каком n не
обращается в нуль.

Рассмотрим ряд:

Pm(x), Pm−1(x), . . . , P1(x), P0(x) (15)

при некотором данном m. Имеем:
1) P0(x) = 1.
2) Пусть при некотором x две соседние функции ряда (15) обращаются в нуль,

например, Pk(x) = Pk−1(x) = 0; тогда из (14) следует (при n = k−1), что при этом
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же значении x и Pk−2(x) = 0; далее (при n = k − 2), следует, что при этом x и
Pk−3(x) = 0 и т. д., наконец, и P0(x) = 0, что неверно. Следовательно, две соседние
функции ряда (15) не могут обе быть равными нулю при одном и том же x.

3) Пусть теперь при некотором x Pk(x) = 0; тогда для этого x (14) дает при
n = k:

(k + 1)Pk+1(x) = −kPk−1(x),

т. е. при этом x Pk−1 и Pk+1 имеют разные знаки.
Следовательно, ряд (15) обладает тремя первыми свойствами ряда Штурма,

т. е. (15) есть неполный ряд Штурма.
Вычислим Pn(x) при x = ±1; имеем при x = +1:

1√
1 − 2xz + z2

=
1

1 − z

∞∑

n=0

Pn(1)zn =
∞∑

n=0

zn;

следовательно, Pn(1) = 1 34. При x = −1 имеем:

1√
1 − 2xz + z2

=
1

1 + z
=

∞∑

n=0

Pn(−1)zn =
∞∑

n=0

(−1)zn;

следовательно, Pn(−1) = (−1)n. Итак, ряд (15) при x = −1 имеет m перемен
знака, а при x = +1 — ни одной перемены знака; следовательно, в интервале
(−1, +1) уравнение Pm(x) = 0 имеет по крайней мере m различных корней; но это
уравнение m-й степени, т. е. оно не может иметь больше чем m различных корней.
Следовательно:

Теорема. Все m корней m-й сферической функции Pm(x) вещественны и раз-
личны и лежат в интервале (−1, +1).

Но мы докажем, что в интервале (−1, +1) ряд (15) есть полный ряд Штурма,
т. е. в этом интервале выполнено и четвертое свойство ряда Штурма. Для этого
диференцируем обе части (11) по x; сократив на z, получим:

1√
(1 − 2xz + z2)3

=
∞∑

n=1

P ′
n(x)zn−1 (16)

(мы принимаем во внимание, что P ′
0(x) = 0). Умножаем теперь обе части (12) на

x − z; а обе части (16) умножаем на 1 − x2 и складываем; получаем в числителе
левой части:

(x − z)2 + 1 − x2 = 1 − 2xz + z2;

следовательно, левая часть после сложения будет:

1 − 2xz + z2

√
(1 − 2xz + z2)3

=
1√

1 − 2xz + z2
=

∞∑

n=0

Pn(x)zn,

34Формула
1

1 − z
= 1 + z + z2 + . . . =

∞∑

n=0

zn находится простым делением единицы на 1 − z;

заключение Pn(1) = 1 делается на том основании, что разложение аналитической функции в
степенной ряд однозначно. Аналогичные замечания можно сделать и для случая x = −1.
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и мы получим:

∞∑

n=0

Pn(x)zn = (x − z)
∞∑

n=0

Pn(x)nzn−1 + (1 − x2)
∞∑

n=0

P ′
n(x)zn−1;

сравниваем в обеих частях коэфициенты при zn−1:

Pn−1(x) = xnPn(x) − (n − 1)Pn−1(x) + (1 − x2)P ′
n(x),

или
nPn−1(x) = xnPn(x) + (1 − x2)P ′

n(x).

Пусть теперь x — корень уравнения Pn(x) = 0 (он лежит, как мы видели, между
−1 и +1); тогда для этого x

nPn−1(x) = (1 − x2)P ′
n(x).

Это показывает, что sign Pn−1(x) = sign P ′
n(x) (ибо 1−x2 > 0), а отсюда на основа-

нии второй теоремы § 79 заключаем, что
Pn(x)

Pn−1(x)
, так же как и

Pn(x)

P ′
n(x)

, переходит

от отрицательных значений к положительным, если x, возрастая, проходит через
корень функции Pn(x). При n = m это и есть четвертое свойство ряда Штурма
для ряда (15). Итак:

Теорема. Ряд сферических функций Pm, Pm−1, . . . , P1, P0 есть полный ряд
Штурма.

[В формулировке этой теоремы мы не указали интервала (−1, +1), для кото-
рого, собственно, мы только и доказали четвертое свойство ряда Штурма; но дело
в том, что ведь вне этого интервала сферические функции, как мы видели, вообще
не имеют корней, так что там и не встретится случая, где бы могло осуществиться
это четвертое свойство.]

§ 88. Теорема Бюдана – Фурье. Вследствие практического неудобства
нахождения ряда Штурма предпочитают применять другие способы отделения
корней, не столь совершенные теоретически, но более удобные практически.

Мы изложим основания способа Бюдана (Budan) и Фурье (Fourier). Пусть
f(x) = 0 данное уравнение n-й степени; возьмем ряд производных от функции
f(x):

f(x), f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n)(x). (17)

Этот ряд обладает следующими свойствами:
1) f (n)(x) = const.
2) Если x, возрастая, проходит через корень функции f (λ)(x), то отношение

f (λ)(x)

f (λ+1)(x)
переходит при этом от отрицательных значений к положительным. Это

следует из второй теоремы § 79, так как ведь f (λ+1)(x) есть производная для
f (λ)(x). Здесь это верно для λ = 0, 1, 2, . . . , n − 1, если считать, что f (0)(x) = f(x).

Итак, для ряда (17) выполнены свойства 4) и 1) ряда Штурма (при этом свой-
ство 1) — в расширенном объеме) и не выполнены, вообще говоря, свойства 2) и 3):
может, например, случиться, что при одном и том же x несколько рядом стоящих
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функций обратятся в нуль, и соседние с ними с обеих сторон при этом вовсе не
должны иметь разные знаки. Докажем следующее:

Теорема Бюдана и Фурье. Если x возрастает от a до b (a < b), то в ряду
(17) происходит потеря перемен знака; число потерянных перемен знака равно
числу корней уравнения f(x) = 0 в интервале (a, b) или на четное число больше
числа этих корней; при этом каждый кратный корень считается за столько
корней, сколько единиц в показателе его кратности.

Доказательство. Пусть при x = c обращаются в нуль функции f (k)(x),
f (k+1)(x), . . . , f (l+l−1)(x), но f (k−1)(x) 6= 0, f (k+l)(x) 6= 0; k ≥ 1, k + l ≤ n. Обозначим
sign f (k+l)(c) = η, sign f (k−1)(c) = ζ и возьмем интервал от c− ε до c + ε, в котором
ни f (k−1)(x), ни f (k+l)(x) не обращаются в нуль, a f (k)(x), f (k+1)(x), . . . , fk+l−1)(x)
обращаются в нуль только при x = c. Принимая во внимание свойство 2) ряда
(17), получим следующую таблицу знаков:

f (k−1) f (k) f (k+1) f (k+2) . . . f (k+l−2) F (k+l−1) f (k+l)

c − ε ζ (−1)l · η (−1)l−1 · η (−1)l−2 · η η −η η

c ζ 0 0 0 0 0 η

c + ε ζ η η η η η η

Разберем четыре случая:
Случай 1. ζ = η, l — четное; тогда при x = c − ε имеем l перемен знака, при

x = c + ε — ни одной; всего потерялось l перемен при переходе x от c− ε до c + ε.
Случай 2. ζ = η, l — нечетное; при x = c − ε имеем l + 1 перемену знака, при

x = c + ε? — ни одной; всего потерялась l + 1? перемена.
Случай 3. ζ = −η, l — четное; при x = c − ε имеем l + 1 перемену знака; при

x = c + ε — одну; всего потерялось l перемен.
Случай 4. ζ = −η, l — нечетное; при x = c − ε имеем l перемен знака, при

x = c + ε — одну; всего потерялась l− 1 перемена. Таким образом во всех случаях
при переходе от c − ε до c + ε теряется четное число перемен знака.

Если k = 0, т. е. f (k)(x) = f(x) обращается в нуль при x = c, то, беря ту же
таблицу, отбрасывая в ней только первый столбец, мы убедимся, что при переходе
от c−ε и c+ε всегда теряется l перемен знака, если f(c) = f ′(c) = . . . = f (l−1)(c) = 0,
но f (l)(c) 6= 0, т. е. если c — l-кратный корень уравнения f(x) = 0.

Пусть x изменяется от a до b (a < b); пусть при x = a и при x = b ни одна
из функций ряда (17) не обращается в нуль. Тогда по предыдущим рассуждениям
следует: при переходе от a к b в ряду (17) происходит потеря перемен знака; число
потерянных перемен знака равно r + 2s, где r — число корней уравнения f(x) = 0
(считая и их кратности) в (a, b), a s — некоторое целое положительное число. Тем
самым теорема Бюдана и Фурье доказана.

Если при x = a некоторые из функций (17) обращаются в нуль, например,
f (k)(a) = f (k+1)(a) = . . . = f (k+l−1)(a) = 0, но f (k+l)(a) 6= 0, то вместо a берем
a + ε, где ε > 0 очень мало; по свойству 2) мы знаем, что f (k)(a + ε), f (k+1)(a +
ε), . . . , f (k+l−1)(a + ε), f (k+l)(a + ε) дают одни повторения знака. Подобно же, если
f (k)(b) = f (k+1)(b) = . . . = f (k+l−1)(b) = 0, но f (k+l)(b) 6= 0, то вместо b берем b−ε при
ε > 0 очень малом; по свойству 2) функции f (k)(b− ε), f (k+1)(b− ε), . . . , f (k+l−1)(b−
ε), f (k+l)(b − ε) дают одни перемены знака. Таким образом и в этом случае уста-
навливается число потерянных перемен знака при переходе от a к b.
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Итак, теорема Бюдана и Фурье не дает нам точного числа корней уравнения
f(x) = 0 в интервале (a, b); только если число потерянных перемен знака при пере-
ходе от a к b равно нулю или единице, то можно наверно сказать, что в интервале
(a, b) нет ни одного или имеется только один корень уравнения f(x) = 0. Осно-
вываясь на теореме Бюдана и Фурье, Фурье дал способ отделения вещественных
корней, применимый ко всем случаям. Этот способ несколько громоздкий теоре-
тически; мы его излагать не будем; желающих с ним ознакомиться отсылаем к
книге Сохоцкого, Высшая алгебра, часть I, Решение численных уравнений.

§ 89. Теорема Декарта. Заметим, что в ряде (17) при переходе x от −∞ до
+∞ всегда теряется n перемен знака, ибо высшие коэфициенты в f, f ′, f ′′, . . . суть
a0, na0, n(n− 1)a0, n(n− 1)(n− 2)a0, . . . ; они всегда одного знака; следовательно,
при x = −∞в ряде (17) n перемен знака, а при x = +∞ — ни одной перемены.

Если число всех вещественных корней уравнения f(x) = 0 есть r, то по теореме
Бюдана и Фурье n = r + 2s, откуда заключаем, что 2s есть число комплексных
корней уравнения f(x) = 0.

При x = 0 ряд (17) обращается в ряд an, 1 · an−1, 2! · an−2, 3! · an−3, . . . , n! · a0,
где a0, a1, a2, ..., an — коэфициенты f(x). Итак, пусть λ — число перемен знака в
ряду коэфициентов a0, a1, a2, . . . , an; при переходе x от 0 до +∞ все эти переме-
ны теряются; следовательно, λ или есть число положительных корней уравнения
f(x) = 0, или на четное число больше числа положительных корней. Если некото-
рые из коэфициентов равны нулю, то при счете перемен знака эти коэфициенты
можно не считать, ибо если, например,

f (k)(0) = f (k+1) = . . . = f (k+l−1)(0) = 0, но f (k+l)(0) 6= 0,

то при достаточно малом x = ε > 0 по свойству 2) ряда (17) f (k)(ε), f (k+1)(ε), . . .,
f (k+l−1)(ε) будут иметь один и тот же знак, — тот же, что и у f (k+l)(ε), т. е. у an−k−l.
Итак:

Теорема Декарта. Число положительных корней уравнения f(x) = 0 равно
или на четное число меньше числа перемен знака в ряде коэфициентов этого
уравнения (причем равные нулю коэфициенты просто не считаются).

Эта теорема была доказана Декартом, независимо от теоремы Бюдана и Фу-
рье, задолго до открытия этой последней.

Для определения числа отрицательных корней уравнения f(x) = 0 заменяем
x через −x и применяем теорему Декарта. При этом если в уравнении f(x) = 0 ни
один из коэфициентов не равен нулю (т. е. если f(x) = 0 так называемое «полное»
уравнение), то при замене x через −x все перемены знака перейдут в сохранения
знака, а сохранения — в перемены. То-есть:

Следствие I. Если f(x) = 0 — «полное» уравнение, то число его отрицатель-
ных корней равно числу сохранений знака в ряде его коэфициентов или на четное
число меньше.

Таким образом, если уравнение полное, то верхний предел числа веществен-
ных корней, получаемый по правилу Декарта, равен степени уравнения n, ибо в
ряде всех коэфициентов уравнения число перемен знака плюс число сохранений
знака всегда равно n. Если же уравнение неполное, то этот верхний предел числа
вещественных корней может быть и меньше 35; если он равен r, то n − r будет

35Что и в неполном уравнении этот верхний предел числа вещественных корней, получаемый
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нижним пределом числа комплексных корней. Докажем, что n − r всегда четное
число. Действительно, если данное уравнение имеет s вещественных корней и 2t
комплексных (они всегда входят парами по теореме 1 § 80), то n = s+2t, r = s+2k
(по теореме Декарта); следовательно, n − r = 2(t − k).

Разберем подробнее, какое влияние оказывает на верхний предел числа веще-
ственных корней отсутствие нескольких средних членов в уравнении.

1. Пусть между двумя членами axm и bxm−2k−1 отсутствует 2k промежуточных
членов; если бы они были налицо, то они дали бы для верхнего предела положи-
тельных и отрицательных корней 2k + 1 перемен знака; на самом же деле axm и
bxm−2k−1 (без этих промежуточных членов) дают только одну перемену знака (для
положительных корней, если aa и b разных знаков, и для отрицательных корней,
если a и b одного знака), т. е. от того, что этих 2k промежуточных членов нет, по-
терялось 2k перемен знака, т. е. наше уравнение, наверное, имеет 2k комплексных
корней.

2. Пусть отсутствует нечетное число 2k + 1 промежуточных членов между
axm и bxm−2k−2; если бы они были налицо, то они дали бы 2k + 2 перемен знака
(для положительных и для отрицательных корней); вместо них axm и bxm−2k−2

дают две перемены знака (одну для положительных, другую для отрицательных
корней), если a и b разных знаков, или ни одной, если a и b одинаковых знаков, т.
е. от отсутствия этих промежуточных членов теряется или 2k или 2k + 2 перемен
знаков.

Итак:
Следствие II. Если в уравнении между двумя членами отсутствуют t рядом

стоящих членов, то при четном t уравнение имеет, наверное, t комплексных корней,
а при нечетном t — t−1 комплексных корней, если козфициенты тех двух членов,
в промежутке между которыми отсутствует t членов, имеют разные знаки, и t+1
комплексных корней, если эти козфициенты имеют одинаковые знаки.

Пример 1. f(x) = xn − a = 0. По теореме Декарта заключаем, что при a >
0 число положительных корней равно единице, а число отрицательных корней
равно единице при n четном и равно нулю при n нечетном; при a < 0 число
положительных корней равно нулю, а число отрицательных корней равно нулю
при n четном и равно единице при n нечетном. Здесь теорема Декарта дает точное
число вещественных корней. По следствию II заключаем, что при n нечетном наше
уравнение имеет n−1 комплексных корней, а при n четном n комплексных корней
при a < 0 и n − 2 при a > 0.

Пример 2. f(x) = x4 + x3 − 4x2 − 4x + 1 = 0. По теореме Декарта заключаем,
что число положительных корней равно двум или равно нулю. Но в конце § 86
мы видели, что число положительных корней этого уравнения не меньше двух;
следовательно, теперь заключаем, что это число как раз равно двум.

Заменяя x через −x, получим x4 − x3 − 4x2 + 4x + 1 = 0, откуда по теореме
Декарта заключаем, что число отрицательных корней равно двум или равно нулю
(здесь оно равно двум).

§ 90. Вычисление корней. Существует довольно много способов вычисле-
ния корней; каждый из них имеет свои достоинства и свои недостатки, так что

по правилу Декарта, может быть равен n показывает следующий пример: x4 − x2 + 1 = 0.
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нельзя безусловно отдать преимущество какому-нибудь одному из них. Прибли-
женные вычисления корней уравнения относятся, собственно, не к алгебре, а к
теории приближенных вычислений. При практическом вычислении корней прихо-
дится сталкиваться со многими мелочами, которые подчас позволяют в том или
ином случае производить те или иные упрощения; в теоретическом изложении
все это учесть невозможно. Научиться быстро и безошибочно вычислять корни
уравнения с любой точностью можно только после большой практики в этом; на
практике только вполне оцениваются преимущества того или иного способа и воз-
можные упрощения. Мы изложим способ Горнера, способ Ньютона (исправленный
Фурье), так называемое «regula falsi», метод итераций, способ Греффе и Энке и
некоторые другие способы.

§ 91. Способ Горнера. Пусть в уравнении f(x) = 0 корни отделены, и между
k и k + 1 (k — целое) лежит простой корень. Берем y = x − k и располагаем f(x)
по степеням y (по способу Горнера, § 55); получаем уравнение ϕ(y) = 0, имеющее
корень между 0 и 1; берем z = 10y и подставляем z вместо y (это сведется к тому,
что a0 не изменится, вместо a1 получим 10a1, вместо a2 100a2 и т. д., вместо an,
10nan); получим уравнение ψ(z) = 0, имеющее корень между 0 и 10; пусть этот
корень лежит между l и l + 1 (где l — целое число, меньшее десяти, т. е. цифра);
подставляем t = z−l и располагаем ψ(z) по степеням t, получим χ(t) = 0, имеющее
корень между 0 и 1; подобным же образом поступаем далее. Очевидно, что k —
целая часть искомого корня уравнения f(x) = 0, l — число десятых этого корня;
так же найдем число сотых и т. д.; таким путем можно вычислить корень с любой
заданной наперед точностью.

Мы видим, что способ Горнера есть не что иное, как упорядоченный способ
испытаний; по существу это даже не способ вычисления, а схема расположения
вычислений: если мы каким-нибудь образом, хотя бы просто при помощи испыта-
ний, нашли, что корень уравнения f(x) = 0 лежит между k и k + 1 kk — целое) и
желаем найти число десятых l корня, то нам приходится в функцию f(x) подстав-

лять x = k +
l

10
, где l — испытуемое число десятых. Но f

(
k +

l

10

)
проще всего

вычислить, пользуясь формулой Тэйлора (§ 54):

f

(
k +

l

10

)
= f(k) +

l

10
f ′(k) +

l2

200
f ′′(k) + . . . +

ln

n! 10n
f (n)(k);

так как f(n)(k), f (n−1)(k), . . . , f ′(k), f(k) — как раз коэфициенты функции ϕ, по-
лучаемой из f(x) при y = x − k, то

f

(
k +

l

10

)
= ϕ

(
l

10

)
.

Для удобства вычислений (чтобы не иметь дела с дробями) мы заменяем функ-
цию ϕ(y) функцией ψ(z); эта замена удобна, но совершенно необязательна: вместо
приписки λ нулей к коэфициенту αλ в ϕ(y) мы могли бы сразу ϕ(y) расположить

по степеням u = y − l

10
, только при умножении пришлось бы учитывать запятые

в десятичных дробях.
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Отыскивая теперь число сотых корня и найдя его равным m, желая испытать

значение x = k +
l

10
+

m

100
, мы должны вычислить:

f

(
k +

l

10
+

m

100

)
= ϕ

(
l

10
+

m

100

)
= ψ

(
l +

m

10

)
· 1

10n
,

ибо ведь ϕ(y) = ϕ

(
z

10

)
= ψ(z) · 1

10n
. Значит, нам надо вычислить ψ

(
l +

m

10

)
,

что мы делаем так же, как мы вычисляли f

(
k +

l

10

)
, т. е. располагаем ψ(z) по

степеням t = z − l, и, получив
ψ(z) = χ(t),

находим:

ψ

(
l +

m

10

)
= χ

(
m

10

)
.

Вводя, далее, u = 10t, χ(t) = ω(u) · 1

10n
, вычисляем ω(m) и т. д. Таким образом

мы с каждым шагом как бы увеличиваем наш масштаб в 10n раз.
Изложенную схему вычислений можно обобщить следующим образом. Пусть

требуется вычислить f

(
k +

a

b

)
; вычисляя по формуле Тэйлора, мы располагаем

f(x) по степеням, y = x − k, отчего f(x) перейдет в ϕ(y); итак,

f

(
k +

a

b

)
= ϕ

(
a

b

)
.

Далее, мы делаем подстановку: z = by, т. е., иными словами, в функции ϕ(y) =
a0y

n + a1y
n−1 + . . . + an заменяем aλ через bλaλ (λ = 0, 1, 2, . . . , n), получая таким

образом

ϕ(y) = ψ(z)
1

bn
.

Теперь имеем:

f

(
k +

a

b

)
= ϕ

(
a

b

)
= ψ(a) · 1

bn
.

Иными словами, мы в ϕ

(
a

b

)
сразу выделяем общего знаменателя bn и отбрасыва-

ем его, увеличивая этим наш масштаб в bn раз. Этим обобщением мы в дальнейшем
воспользуемся (§ 97).

Пример. Дано уравнение x3 − x − 1 = 0. Находим для него ряд Штурма:

R = x3 − x − 1,

R1 = 3x2 − 1,

R2 = 2x + 3,

R4 = −1.

.
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Составляем таблицу:

R R1 R2 R3

−∞ + + − − 2 перемены знака

+∞ + + + − 1 перемена ′′

0 − − + − 2 перемены ′′

1 − + + − 2 перемены ′′

2 + + + − 1 перемена ′′

Отсюда заключаем, что наше уравнение имеет только один вещественный ко-
рень, содержащийся между 1 и 22; следовательно, целая часть его равна единице.
Дальше находим:

1 0 −1 −1

1 1 1 1 −1

1 1 2 2

1 1 3

1

Умножая сразу полученные коэфициенты на 1, 10, 100, 1000, находим новое
уравнение:

ϕ(x) = x3 + 30x2 + 200x − 1000 = 0;

его корень лежит между 0 и 10. Подставляя x = 1, 2, 3, . . . , находим, что

ϕ(1) < 0, ϕ(2) < 0, ϕ(3) < 0, но ϕ(4) > 0,

т. е. корень лежит между 3 и 4; итак, 3 — число десятых корня данного уравнения.
Далее, находим:

1 30 200 −1 000

3 1 33 299 −103

3 36 407

3 1 39

1

и уравнение:
ψ(x) = x3 + 390x2 + 40 700x − 103 000 = 0;

здесь ψ(2) < 0, но ψ(3) > 0, т. е. корень лежит между 2 и 3, так что 2 — число
сотых корня данного уравнения. Далее, подобно же находим:

1 390 40 700 −103 000

2 1 392 41 484 −20 032

2 1 394 42 272

2 1 3 396

1
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и уравнение:

χ(x) = x3 + 3 960x2 + 4 227 200x − 20 032 000 = 0;

здесь χ(4) < 0, но χ(5) > 0, т. е. корень лежит между 4 и 5; значит, 4 — число ты-
сячных корня данного уравнения. Остановимся на этом; итак, получаем искомый
корень данного уравнения x = 1, 324 — с точностью до 0, 001, с недостатком. Мы
видим, что при дальнейших вычислениях коэфициенты получаемых уравнений
сильно возрастают; в этом и заключается неудобство способа Горнера.

§ 92. Рассмотрим теперь вопрос: не велика или не мала ли взятая нами цифра
при применении способа Горнера. Заметим, что все получаемые нами последова-
тельно десятичные знаки получаются с недостатком. Если вычисляемый корень
простой 36, и взятый сначала интервал (k, k+1), в котором этот корень находится,
не содержит корней производной функции f ′(x) 37, то данная функция f(x) в этом
интервале монотонна (т. е. все время возрастает или все время убывает). Но мы
имели (применяя те же обозначения, что и в § 91):

ϕ(y) = f(y + k), ψ(z) = 10n · ϕ
(

z

10

)
,

χ(t) = ψ(t + l), ω(u) = 10n · χ
(

u

10

)
и т. д.,

т. е. и все функции: ϕ(y), ψ(z), χ(t), ω(u) и т. д. монотонны в том же смысле, что
и f(x). А следовательно, для значений x, y, z, t, u, . . . с недостатком эти функции
должны иметь знак, противоположный знаку своих производных, а для значений
с избытком эти функции имеют тот же знак, что и их производные. Так, если все
наши функции возрастающие, то, например, ψ(l) < 0, но тогда ψ′(l) > 0; с другой
стороны, ψ(l + 1) > 0. Отсюда получаем такое правило:

Если для взятой цифры исследуемая функция по знаку противоположна сво-
ей производной, то цифра l не слишком велика; если же эта функция при l + 1
имеет тот же знак, что и ее производная, то цифра l не слишком мала. Если
выполнены оба условия, то цифра l найдена правильно.

Практически значения ψ(l), ψ(l + 1), ψ′(l) находятся из той же самой схемы
Горнера. Пусть, например

ψ(z) = A0z
n + A1z

n−1 + . . . + An−1z + An;

тогда имеем схему Горнера для z = l:

A0 A1 A2 . . . An−1 An

l A0 A0l + A1 . . . K L

l A0 2A0l + A1 . . . M

l A0 3A0 + A1 . . . N

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

A0

36В практике случай кратных корней совершенно невероятен; так что случай простого корня
— единственный интересный для практики случай.

37В противном случае следует увеличить наш масштаб в 10 раз указанным уже в § 91 способом.
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при этом (§ 55) ψ(l) = L, ψ′(l) = M ,
1

2
ψ′′(l) = N . Вычисляя ψ(l + 1) по формуле

Тэйлора (§ 54) при h = 1, найдем:

ψ(l + 1) = ψ(l) + ψ′(l) +
1

2
ψ′′(l) + . . . +

1

n!
ψ(n)(l) =

= L + M + N + . . . + A0.

Следовательно, цифра l найдена правильно, если

sign L = −sign M = −sign (M + N + . . . + A0),

|M + N + . . . + A0| > L.

Так, например (§ 91), имеем в первой схеме:

L = −1, M = 2, M + N + A0 = 6;

во второй схеме:

L = −103, M = 407, M + N + A0 = 447;

а третьей схеме:

L = −20 032, M = 42 272, M + N + A0 = 42 669.

Упражнения

Вычислить вещественные корни уравнений
122) x5 − 2 = 0.
Отв. x = 1, 14 . . .
123) x3 + 2x − 11 = 0.
Отв. x = 1, 926 . . .
124) x3 − 2x − 5 = 0.
Отв. x = 2, 0945 . . .
125) x4 + 4x − 2 = 0.
Отв. x1 = 0, 48 . . . , x2 = 1, 72 . . .
126) x3 − 6x + 2 = 0.
Отв. x1 = 2, 261 . . . , x2 = 0, 339 . . . , x3 = −2, 601 . . .
127) x3 − 4x2 + 2 = 0.
Отв. x1 = 1, 675 . . . , x2 = 2, 539 . . . , x3 = −2, 214 . . .
128) Показать, что обычное извлечение, квадратных и кубических корней, из-

лагаемое в элементарной алгебре, является частным случаем способа Горнера.

§ 93. Способ Ньютона – Фурье. Пусть известно, что в интервале (a, b)
находится один корень x уравнения f(x) = 0. Положим x = a + h и разложим
f(a + h) по формуле Тэйлора; если пределы a и b достаточно близки, то мы мо-
жем в формуле Тэйлора удержать только два первых члена, ибо h очень мало, и
высшими степенями h можно пренебречь. Получаем:

f(a + h) = f(a) + hf ′(a) = 0, h = − f(a)

f ′(a)
, a1 = a − f(a)

f ′(a)
;
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a1 есть новое приближение корня. Беря теперь a1 вместо a, получим далее, a2 =

a1−
f(a1)

f ′(a1)
, далее a3 = a2−

f(a2)

f ′(a2)
и т. д. Аналогично можно было начать с предела

b и найти приближения:

b1 = b − f(b)

f ′(b)
, b2 = b1 −

f(b1)

f ′(b1)

и т. д.
Это — способ Ньютона в его первоначальном виде. Но здесь возникают два во-

проса: 1) будут ли последующие приближения лучше предыдущих, т. е. a1 лучше,
чем a, a2 лучше, чем a1 и т. д.? 2) Если, например, a < x (x — искомый корень),
то будет ли и a1 < x, a2 < x и т. д., т. е., находя ряд приближений a, a1, a2, . . . , не
можем ли мы перескочить через корень? Без добавочных условий мы не можем
удовлетворительно ответить ни на один из этих вопросов.

Черт. 14

Фурье ввел эти добавочные условия, ис-
правив, таким образом, способ Ньютона.

Раньше чем говорить о тех исправлениях,
которые сделал Фурье, дадим геометрическое
представление способа Ньютона. Рассмотрим
кривую y = f(x) в интервале (a, b). Уравнение
y = f(a)+hf ′(a), которым мы пользуемся для
определения h, есть не что иное, как уравне-
ние касательной к кривой y = f(x) в точке a
(при этом h = x − a); следовательно, значение

a1 = a − f(a)

f ′(a)

есть абсцисса точки пересечения этой касательной с осью x; т. е. вместо точки
пересечения самой кривой с осью x мы берем точку пересечения ее касательной
с осью x; h = a1 − a есть длина так называемой подкасательной в точке a; по-
этому способ Ньютона иначе называется «способ подкасательных». Все сказанное
относится также и к точкам b и b1. Ниже мы помещаем ряд чертежей, дающих
различные случаи, которые здесь могут встретиться.

Черт. 15

Чертежи 14, 15 и 18 показывают, что новые приближения могут иногда по-
пасть по другою сторону от корня по сравнению со старыми; черт. 15 и 18 при
этом показывают, что новые приближения могут оказаться хуже старых. Те же
чертежи показывают, что оба эти случая бывают (причем первый непременно,
второй — не обязательно) тогда, когда способ Ньютона применяется с того конца
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нашего интервала (a, b), где кривая, изображающая функцию f(x), обращена к оси
x вогнутою стороною, т. е. где sign f(x) = −sign f ′′(x) [иначе, где f(x)f ′′(x) < 0]
38. Мы с самого начала возьмем наш интервал (a, b) настолько узким, чтобы в
нем уравнение f(x) = 0 имело только один корень x; (может быть и кратный),
т. е. чтобы за исключением этого значения x ни f(x), ни f ′(x), ни f ′′(x) в этом
интервале, включая и его границы, не обращались в нуль 39. При этих условиях
мы докажем следующую теорему:

Теорема. Если применить способ Ньютона с того конца нашего интервала
(a, b), где sign f(x) = sign f ′′(x), то новое приближение корня лежит с того же
конца и ближе к корню. Если же применить способ Ньютона с того конца, где
sign f(x) = −sign f ′′(x), то новое приближение будет с другого конца и может
оказаться хуже предыдущего.

Черт. 16 Черт. 17

Черт. 18

Доказательство. По формуле Тэйлора с остаточным членом, обозначая через
a + h = x точный корень нашего уравнения f(x) = 0, а через a — один из концов
нашего интервала, имеем:

f(a + h) = f(a) + hf ′(a) +
h2

2
f ′′(a + θh) = 040

38В диференциальном исчислении доказывается следующая теорема: кривая y = f(x) обраще-
на в данной точке x к оси x выпуклою или вогнутою стороною в зависимости от того, будет ли
в этой точке yy′′ > 0 или yy′′ < 0.

39Обычно ставится еще условие, чтобы корень нашего уравнения был простой; но это условие
совершенно не необходимо; поэтому я и откинул его.

40В общем виде эта формула выводится в диференциальном исчислении и имеет такой вид:

f(a + h) = f(a) + hf ′(a) +
h2

2!
+ . . . +

+
hn−1

(n − 1)!
f (n−1)(a) +

hn

n!
f (n)(a + θh),
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где θ — некоторое число, лежащее между нулем и единицей; x 6= a. Отсюда

h = − f(a0

f ′(a)
− h2

2

f ′′(a + θh)

f ′a)
,

или, обозначив

a1 = a − f(a)

f ′(a)
;

x − a1 = x − a +
f(a)

f ′(a)
= −h2

2

f ′′(a + θh)

f ′(a)
, a1 − a = − f(a)

f ′(a)
. (18)

Заметим, что a+ θh лежит между a и x = a+h, т. е. f ′′(a+ θh) имеет тот же знак,
что и f ′′(a). Формулы (18) показывают:

1) Если sign f ′′(a) = sign f(a), то sign (x − a1) = sign (a1 − a), т. е. a1 лежит
между a и x, значит, по ту же сторону от x, что и a, и ближе к x, чем a.

2) Если же sign f ′′(a) = −sign f(a), то sign (x − a1) = −sign (a1 − a), т. е. x
и a лежат по одну сторону от a1; но, с другой стороны, первая, формула (18)
показывает, что при x > a, т. е. x − a > 0, будет x − a1 < x − a, при x < a,
т. е. x − a < 0, будет x − a1 > x − a, ибо при x > a f(a) и f ′(a) имеют разные

знаки, т. е.
f(a)

f ′(a)
< 0, а при x < a f(a0 и f ′(a) имеют одинаковые знаки, т. е.

f(a)

f ′(a)
> 0 41. Это показывает, что в обоих случаях x лежит между a и a1. Именно,

при x > a x− a1 < x− a; если было бы x− a1 > 0, то a1 лежало бы между x и a, в
противоречие с доказанным выше; следовательно, x− a1 < 0, т. е. x лежит между
a и a1. Аналогично докажем, что при x < a будет x−a1 > 0, т. е. опять x находится
между a и a1. Наша теорема, таким образом, доказана. Остается выяснить, при
каких условиях приближение a1 может оказаться хуже, чем a, т. е. когда может
быть

|x − a1| > |x − a|.
Ясно, что в случае 1) этого не может быть. В случае 2) из первой формулы (18)

заключаем, что x−a1 имеет тот же знак, что и
f(a)

f ′(a)
; следовательно, в этом случае:

|x − a1| =

∣∣∣∣
f(a)

f ′(a)

∣∣∣∣ − |x − a|;

где θ — некоторое число, большее нуля и меньшее единицы. От формулы (4) § 42 она отличается
(кроме того, что мы x заменили через a) аргументом функции f (n) в последнем члене; этот
последний член называется остаточным членом, и именно в форме Лагранжа. Эта формула
верна для всякой функции, имеющей производные до n-го порядка включительно, где n > 0 —
какое-нибудь целое число. Мы применяем эту формулу при n = 2 и принимаем во внимание, что
f(a + h) = 0.

41Это следует из того, что ни в a, ни в промежутке между a и x, f ′(x) по условию не обращается
в нуль и, значит, сохраняет постоянный знак, и так как функция f(z) при изменении z от a до
x приближается к нулю, т. е. при a < x и f(a) > 0 уменьшается, а при a < x и f(a) < 0

увеличивается, то в первом случае f ′(a) < 0, а во втором f ′(a) > 0; в обоих случаях
f(a)

f ′(a)
< 0.

При a > x рассуждения аналогичны.
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это будет больше чем |x − a, если
∣∣∣∣
f(a)

f ′(a)

∣∣∣∣ > 2|x − a|. (19)

Заметим, что f(a) вообще мало по абсолютной величине, если a достаточно близко
к корню x; следовательно, формула (19) требует, чтобы |f ′(a)| было очень мало.

§ 94. Теорема. Если x — кратный корень уравнения f(z) = 0, то при z 6= x
sign f(z) = sign f ′′(z), если только z достаточно близко к x, т. е. с обеих сторон
от кратного корня мы имеем случай 1).

Доказательство. Пусть z < x и возрастает до x; при f(z) > 0 эта функция
уменьшается до нуля, т. е. f ′(z) < 0; но f ′(x) = 0, ибо x — кратный корень для
f(z) = 0; следовательно, при возрастании z до x f ′(z) возрастает до нуля, а сле-
довательно, f ′′(z) > 0; при f(z) < 0 f(z) возрастает до нуля, т. е. f ′(z) > 0 и
уменьшается до нуля, т. е. f ′′(z) < 0; в обоих случаях sign f(z) = sign f ′′(z). При
z > x рассуждение аналогично.

Следствие. Случай 2) § 93 может быть, хотя бы с одной стороны, только у
простого корня.

Замечание. Не следует думать, что у простого корня случай 2) обязательно
будет, хотя бы с одной стороны (черт. 19).

Теорема. Если, с данной стороны от корня мы имеем случай 2) § 93, т. е.
sign f(a) = −sign f ′′(a), то, взяв a достаточно близким к x, мы всегда достигнем
того, что приближение a1 будет лучше, чем a, т. е. будет |x − a1| < |x − a|.

Доказательство. Корень x (см. предыдущее следствие) простой, следователь-
но

lim
z→x

∣∣∣∣
f(z)

x − z

∣∣∣∣ = |f ′(x)| > 042

поэтому

lim
z→x

∣∣∣∣
f(z)

(x − z)f ′(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
f ′(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ = 1;

это показывает, что при z, достаточно близком к x, будет:
∣∣∣∣

f(z)

(x − z)f ′(z)

∣∣∣∣ = 1 + ε < 2,

иначе ∣∣∣∣
f(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ < 2|x − z|;

42Это легко следует из формулы (9) § 56; она имеет вид:

F ′(x) =
F (x)

x − x1
+

F (x)

x − x2
+ . . . ;

при x → x1 все члены правой части, начиная со второго, стремятся к нулю, таким образом

lim
x→x1

F (x)

x − x1
= F ′(x1).
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взяв такое z с той стороны, где sign f(z) = −sign f ′′(z), и положив это взятое значе-
ние z равным a, мы увидим, что условие (19) не будет выполнено, и, следовательно,
|x − a1| < |x − a|.

Черт. 19

Напоминаем, что во всех предыдущих рас-
суждениях считается выполненным условие,
поставленное перед теоремой в § 93: наш ин-
тервал, содержащий корень x, так мал, что в
нем, за исключением самой точки x, нигде не
обращаются в нуль ни f(z), ни f ′(z), ни f ′′(z).

§ 95. Найдя приближение a1 и подставляя его вместо a в выражение a− f(a)

f ′(a)
,

найдем приближение a2 = a1−
f(a1)

f ′(a1)
. Возникает вопрос: будет ли приближение a2

лучше, чем a1? В случае 1) § 93 это, очевидно, будет; в случае же 2) этого может
и не быть, как показывает черт. 20; но в таком случае — по второй теореме § 94
— мы приближаем a1 к x и, приблизив достаточно, достигаем того, что a2 будет

лучше, чем a1. Далее, находим a3 = a2 −
f(a2)

f ′(a2)
и т. д. Получаем ряд все лучших

лучших приближений к корню x:

a, a1, a2, a3, . . .

Черт. 20

Возникает вопрос: можно ли этим спосо-
бом вычислить корень с какою угодно точ-
ностью? То-есть, иными словами, будет ли
lim

m→∞
am = x? Ответ на этот вопрос утвер-

дительный; мы докажем это для случая, ко-
гда корень x простой; практически этот слу-
чай только и имеет значение.

Пусть в интервале (a, b) |f ′(x)| > A,

|f ′′(x)| < B,
B

2A
= M , em = x − am, x =

am + em = am−1 + em−1, f(am−1 + em−1) = 0,
или по формуле Тэйлора:

f(am−1 + em−1f
′(am−1) +

e2
m−1

2
f ′′(am−1 + θem−1) = 0;

отсюда

em−1 +
f(am−1)

f ′(em−1)
= −e2

m−1

2

f ′′(am−1 + θem−1)

f ′(am−1

;

но

em−1 +
f(am−1)

f ′(am−1)
= x −

[
am−1 −

f(am−1)

f ′(am−1)

]
= x − am = em;

итак,

em = −e2
m−1

2

f ′′(am−1 + θem−1)

f ′(am−1)
,
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|em| = e2
m−1

∣∣∣∣
f ′′(am−1 + θem−1)

2f ′(am−1)

∣∣∣∣ < Me2
m−1;

следовательно:

|e1| < Me2
0, |e2| < Me2

1, . . . , |e0| < |a − b|,

поэтому
|em| < M2m−1|a − b|2m

;

при |M(a − b)| < 1 получаем: lim
m→∞

em = 0;

lim
m→∞

am = 0.

Это дает и формулу для оценки погрешности. Итак:
Теорема. Если x — единственный (простой) корень уравнения f(x) = 0 в

интервале (a, b), причем в этом интервале: 1) f ′(x) не обращается в нуль; 2)

если |f ′(x)| > A, |f ′′(x)| < B,
B

2A
= M , то |M(a − b)| < 1, то, начав с какого

угодно конца интервала применять способ Ньютона, найдя, таким образом, ряд
приближений a1, a2, a3, . . ., мы будем иметь: lim

m→∞
am = x, т. е. сможем этим

способом вычислить корень с какою угодно точностью.
Из самого хода доказательства видно, что оно обнимает как случай 1), так и

случай 2) § 93; точно так же оно не требует, чтобы f ′′(x) не обращалось в нуль.
Условия этой теоремы и являются по существу условиями, которые ввел Фурье;
только он потребовал еще, чтобы f ′′(x) не обращалось в нуль в интервале (a, b);
это условие для нас оказалось лишним.

Пример. f(x) = x3 − x − 1 = 0; это уравнение имеет корень между 1 и 2.
Находим:

f ′(x) = 3x2 − 1, f ′′(x) = 6x;

в интервале (1, 2) ни f ′(x) ни f ′′(x) не обращаются в нуль. Здесь A = 2, B = 12,
M = 3; следовательно, интервал (1, 2) очень велик. Но мы знаем (пример § 91),
что искомый корень лежит между 1, 3 и 1, 4; для этого интервала можно взять
A = 4, B = 10, M = 1, 25. За число a мы здесь должны взять 1, 4.

Итак, имеем:

a1 = 1, 4 − f(1, 4)

f ′(1, 4)
= 1, 4 − 0, 344

4, 88
= 1, 33,

a2 = 1, 33 − 0, 022637

4, 3067
= 1, 33 − 0, 052 = 1, 3248;

здесь погрешность

|e2| < M22−1|a − b|22

, т. е. |e2| <
1

5 120
,

и, значит, во всяком случае верны первые три десятичных знака.
Замечание. Мы имеем |em+1| < M2m+1−1|a − b|2m+1

, т. е. предел погрешности
при переходе от приближения am к следующему приближению am+1 уменьшается
в

[[M2m−1|a − b|2m

] : [M2m+1−1|a − b|2m+1
] =

= M2m−2m+1 |a − b|2m−2m+1
= [M2m |a − b|2m

]−1 раз.
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Принимая во внимание, что M2m · |a− b|2m

есть верхний предел для |em|, умно-
женный на M , мы получаем, таким образом, что при переходе от am к am+1 верх-
ний предел погрешности приближенно возвышается в квадрат. То-есть если am

давало нам искомый корень с k верными десятичными знаками, то am+1 будет
давать этот корень с 2k верными десятичными знаками. Но следует заметить, что
иногда бывают и небольшие отклонения от этого правила в ту или иную сторону.

Упражнение

Решить по способу Ньютона уравнения, данные в упражнениях к § 92.

§ 96. Regula falsi или «правило ложного положения». Под этим име-
нем известен применявшийся еще со времен древних египтян прием вычисления
неизвестных, состоявший в том, что вместо неизвестных подставляли их прибли-
женные значения, определявшиеся «на-глаз», и, идя обратно от неизвестных к из-
вестным величинам, получали результат, конечно расходящийся с данными; далее,
из пропорций определяли уже более точные значения неизвестных. Для уравне-
ний первой степени вида ax = b такой метод давал в результате точное значение
x. Для более сложных уравнений применялся более сложный прием, представ-
ляющий собою дальнейшее развитие regula falsi, так называемый regula duorum
falsorum, или «правило двух ложных положений», состоящий в следующем: пусть
дано найти корень уравнения f(x) = a; пусть каким-нибудь образом найдены при-
ближенные значения x1 и x2 для x и пусть f(x1) = a1, f(x2) = a2; в таком случае
мы определяем x из пропорции:

x − x1

x2 − x1

=
a − a1

a2 − a1

,

из которой находим:

x = x1 +
(x2 − x1)(a − a1)

a2 − a1

= x2 +
(x1 − x2)(a − a2)

a1 − a2

=

=
(a2 − a)x1 − a1 − a)x2

a2 − a1

=
(a1 − a)x2 − (a2 − a)x1

a1 − a2

.

(20)

Для уравнений первой степени вида ax + b = c этот метод дает точное значе-
ние для x. Для всех же других уравнений этот метод дает приближенное значение
корня. Применив его к нашему уравнению f(x) = 0, рассматривая a и b как при-
ближенные значения для x, получим:

x = a − (b − a)f(a)

f(b) − f(a)
= b − (a − b)f(b)

f(a) − f(b)
, (21)

или

x = a − f(a)

f(b) − f(a)

b − a

= b − f(b)

fa) − f(b)

a − b

. (21a)

Отсюда видно, что regula falsi дает нам одно только приближение нашего кор-
ня, независимо от того, с какого конца (a или b) нашего интервала мы начинаем.
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Формула (21а) отличается от формулы:

x = a − f(a)

f ′(a)
,

которую дает способ Ньютона, только тем, что в знаменателе вместо f ′(a) стоит
f(b) − f(a)

b − a
. Геометрически regula falsi выражается в том, что в интервале (a, b) мы

заменяем кривую y = f(x) ее хордой AB. Из черт. 21 видно, что если для интер-
вала (a, b) соблюдены условия, введенные Фурье в способе Ньютона, то regula falsi
дает приближение b1 лежащее всегда по другую сторону от корня по сравнению
с приближением a1 в способе Ньютона. Докажем это аналитически. Обозначим
через x точный корень, а через a1 и b1 его приближения по способу Ньютона и по
regula falsi; тогда

x − a1 = x − a +
f(a)

f ′(a)
,

x − b1 = x − a +
f(a)

[f(b) − f(a)] : (b − a)
= x − a +

f(a)

f ′(ξ)
,

где ξ — некоторое среднее значение, лежащее между a и b? 43. Нам надо доказать,
что x − a1 и x − b1 разных знаков.

Имеем:
f(x) − f(a)

x − a
= f ′(η,

где η — некоторое среднее значение между a и x. Но f(x) = 0; следовательно:

− f(a)

x − a
= f ′(η),

или

x − a = − f(a)

f ′(η)
.

Черт. 21

43
f(b) − f(a)

b − a
= f ′(ξ); это так называемая формула Лагранжа, известная из диференциального

исчисления и являющаяся частным случаем формулы Тэйлора или Маклорена (см. сноску в §
93).

173



Отсюда получаем:

x − a1 = − f(a)

f ′(η)
+

f(a)

f ′(a)
,

x − b1 = − f(a)

f ′(η)
+

f(a)

f ′(ξ)
.





(22)

Рассмотрим функцию

ϕ(t) =
f(t) − f(a)

t − a
,

причем определяем: ϕ(a) = lim
t→a

ϕ(t) = f ′(a) (см. конец § 66); в таком случае ϕ(t)

определена во всем замкнутом интервале (a, b). Имеем:

ϕ′(t) =
(t − a)f ′(t) − f(t) + f(a)

(t − a)2
=

=
(t − a)f ′(t) − (t − a)f ′[a + θ(t − a)]

(t − a)2
=

f ′(t) − f ′[a + θ(t − a)]

t − a
=

=
t − a − θ(t − a)

t − a
f ′′(ξ1) = (1 − θ)f ′′(ξ1)

(мы применили два раза формулу Лагранжа), где ξ1 — некоторое среднее значение
между t и a + θ(t − a), т. е. вообще между a и b; 0 < θ < 1. Так как в интервале
(a, b) f ′′(t) не меняет знака, то, следовательно, и ϕ′(t) сохраняет постоянный знак,
так что ϕ(t) — функция монотонная (т. е. все время возрастает или все время
убывает). Следовательно:

ϕ(a) < ϕ(x) < ϕ(b) или ϕ(a) > ϕ(x) > ϕ(b),

но
ϕ(a) = f ′(a), ϕ(x) = f ′(η), ϕ(b) = f ′(ξ);

следовательно, f ′(η) всегда лежит между f ′(a) и f ′(b), т. е. формулы (22) показы-
вают, что

sign (x − a1) = −sign (x − b1),

что и требовалось доказать.

Черт. 22

Regula falsi удобно объединять со способом Ньютона, так как оба они дают
новый интервал (a1, b1) для корня, более узкий, чем (a, b). Исходя из этого нового
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интервала, можно снова применить способ Ньютона и regula falsi и получить еще
более узкий интервал (a2, b2) и т. д. При этом нет надобности вычислять предел
погрешности

M2m−1 · |a − b|2m

(§ 95): разности |b1 − a1|, |b2 − a2|, . . . и будут последовательными пределами по-
грешности. Практически мы просто обращаем a1 и b1 в десятичные дроби и берем
общие у a1 и b1 десятичные знаки, пока в первый раз не встретим расхождения;
тогда число a′

1, составленное из этих общих для a1 и b1 цифр, и будет новым ниж-
ним пределом корня, а верхним его пределом будет число b′1, получающееся из a′

1

увеличением на единицу его последнего десятичного знака.
Так, в примере § 95 мы имеем a = 1, 4, b = 1, 3; найдем:

f(a) = f(1, 4) = 0, 344, f(b) = f(1, 3) = −0, 103,
f(b) − f(a)

b − a
= 4, 47;

применяя regula falsi, получим:

b1 = 1, 4 − 0, 344

4, 47
= 1, 4 − 0, 076 = 1, 324;

в § 95 по способу Ньютона получено a1 = 1, 33. За новый интервал для дальней-
шего вычисления можно взять (1, 32, 1, 33).

Примечание 1.. Regula falsi применяется только в случае простого корня или
вообще корня нечетной кратности, причем в последнем случае неизвестно, с какой
стороны от искомого корня лежит найденное его приближение. В случае же корня
четной кратности хорда AB совсем не пересекает оси X в интервале (a, b), т. е. мы
никакого приближения не получаем.

Примечание 2. В способе Ньютона в приближениях

a1 = a − f(a)

f ′(a)
, a2 = a1 −

f(a1)

f ′(a1)
, a3 = a2 −

f(a2)

f ′(a2)
, . . .

в случае 1) § 93 мы можем все знаменатели заменить через наибольший из них
по абсолютной величине, т. е. через f ′(a); тогда получим:

a′
2 = a1 −

f(a1)

f ′(a)
, , a′

3 = a′
2 −

f(a′
2)

f ′(a)
, . . .

Эти приближения a′
2, a

′
3, . . . (черт. 22) несколько хуже, чем a2, a3, . . ., т. е. посред-

ством их мы не так скоро приближаемся к корню, но они практически удобнее,
ибо не требуется вычислять f ′(a1), f

′(a2) . . .
Примечание 3. Способ Ньютона и regula falsi имеют еще то преимущество,

что применимы не только к алгебраическим, но и к трансцендентным уравнени-
ям, так как основанием их является анализ; выводя эти способы, мы применяем
общие функциональные свойства левой части нашего уравнения f(x) = 0, но не
принимали специально во внимание, что f(x) — целая рациональная функция.

§ 97. Комбинированный способ. Для того чтобы с пользой применить спо-
соб Ньютона, требуется с самого начала взять достаточно узкий интервал (a, b),
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т. е. заранее найти не только целую часть корня, но и один-два десятичных знака.
Это проще всего сделать способом Горнера. Но после того как мы способом Гор-
нера нашли два десятичных знака, нам нет надобности для дальнейшего приме-
нения способа Ньютона и regula falsi возвращаться к первоначальному уравнению
f(x) = 0, а следует исходить из полученного уравнения ω(u) = 0 или просто из той
схемы Горнера, на которой мы остановились. Эта схема приведена в § 92 [только
вместо ω(u) там стоит ψ(z)]; по этой схеме, вводя в нее обозначение ω(u), име-
ем [l пусть будет хотя бы вторым десятичным знаком искомого корня уравнения
f(x) = 0]:

ω(l) = L, ω′(l) = M,
1

2
ω′′(l) = N, . . . =

ω(l + 1) = L + M + N + . . . + A0

ω(l + 1) − ω(l)

(l + 1) − l
= ω(l + 1) − ω(l) = M + N + . . . + A0.

Таким образом в способе Ньютона нам следует разделить L на M , а в regula
falsi [§ 96, (31а)] следует разделить L на M + N + . . . + A0. При этих делениях мы
получаем десятые, сотые и т. д. доли корня уравнения ω(u) = 0, т. е. тысячные,
десятитысячные и т. д. доли корня уравнения f(x) = 0. Следует продолжать оба
эти деления до тех пор, пока не получим расхождения в находимых цифрах; тут
надо остановиться; общие для обеих частных первые цифры и будут правильными
десятичными знаками корня. Если перед тем было найдено (способом Горнера) два
десятичных знака, то весьма вероятно, что способ Ньютона и regula falsi даст еще
два новых правильных десятичных знака (см. замечание в конце § 94).

Если требуется вычислить корень с большей точностью, т. е. применить во
второй раз способ Ньютона и regula falsi, то мы опять пользуемся схемой Горнера
(§ 91, «Обобщение»): именно, если r и s — два новых найденных десятичных

знака, то, следовательно, уравнение ω(u) = 0 имеет корень l +
r

10
+

s

100
+ . . . ,

т. е. следует вычислить ω

(
l +

r

10
+

s

100

)
= ω

(
l +

10r + s

100

)
; это мы сделаем,

увеличив предварительно корни в 100 раз, т. е. произведя подстановку: u =
v

100
,

ω1(v) = 102n · ω

(
v

100

)
, что фактически сводится к тому, что мы оставляем без

изменения высший коэфициент в ω(u), к следующему коэфициенту приписываем
два нуля, к следующему за ним — четыре нуля и т. д. А далее применяем схему
Горнера.

Подобным же образом поступаем, если необходимо применить в третий раз
способ Ньютона и regula falsi.

Замечание. Легко видеть, что частные
L

M
и

L

M + N + . . . + A0

отрицательны

(§ 92) и меньше единицы по абсолютной величине, т. е. фактически нам прихо-
дится к найденной части корня что-то прибавлять, т. е. приписывать новые знаки.

Пример 1. Дано уравнение x4+2x3−3x−2 = 0. Легко убедиться, что оно имеет
корень, лежащий между 1 и ?2. Находим по способу Горнера два его десятичных
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знака:

1 2 0 −3 −2

1 1 3 3 0 −2

1 1 4 7 7

1 1 5 12

1 1 6

1

1 60 1 200 7 000 −20 000

2 1 62 1 324 9 648 −704

2 1 64 1 452 12 552

2 1 66 1 584

2 1 68

1

Легко видеть, что следующая цифра корня — нуль, а потому приписываем к по-
лученным коэфициентам двойное количество нулей:

1 6 800 15 840 000 12 552 000 000 −70 400 000 000

5 1 6 805 15 874 025 12 631 370 125 −7 243 149 375

5 1 6 810 15 908 075 12 710 910 500

5 1 6 815 15 942 150

5 1 6 820

1

Итак, мы нашли корень x = 1, 205 . . . Теперь применяем способ Ньютона и
regula falsi:

12 710 910 500

15 942 150

6 821

12 726 859 471

Делим сокращенным способом:

7 243 149 375 12 710 910 500

6 355 455 0, 569

887 694

762 654

125 400

114 390

10 650

7 243 049 375 12 726 859 471

6 363 425 0, 569

889 724

763 608

116 116

114 534

1 582

В следующих цифрах будет уже расхождение, но первые три цифры сходятся
в обоих способах, как и надо было ожидать, принимая во внимание, что спосо-
бом Горнера мы нашли уже три десятичных знака. Итак, искомый корень x =
1, 205569 . . . , с точностью до 10−6.

Пример 2. Дано уравнение x3 − 2x − 14 = 0; вычислим его положительный
корень; легко видеть, что он лежит между 2 и 3, т. е. целая его часть есть 2. По
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способу Горнера находим два его первых десятичных знака:

1 0 −2 −14

2 1 2 2 −10

2 1 4 10

2 1 6

1

1 60 1 000 −10 000

6 1 66 1 396 −1 624

6 1 72 1 828

6 1 78

1

1 780 182 800 −1 624 000

8 1 788 189 104 −111 168

8 1 796 195 472

8 1 804

1

Итак, искомый корень x = 2, 68 . . . Теперь применим способ Ньютона и regula falsi;
для этого следует разделить 111 168 на 195 472 (способ Ньютона) и на 195 472 +
804 + 1 (regula falsi); при этом мы ожидаем, что в частных сойдутся два первых
десятичных знака:

111 168 195 472

97 736 0, 56

134 320

117 282

17 038

111 168 196 277

981 385 0, 56

130 295

117 762

12 533

Итак, искомый корень x = 2, 6856 . . . ; применяем еще раз способ Ньютона и regula
falsi; для этого строим далее схему Горнера:

1 80 400 1 954 720 000 −111 168 000 000

56 1 80 456 1 959 225 536 −1 451 369 984

56 1 80 512 1 963 734 208

56 1 80 568

1

1 963 734 208

80 569

1 963 814 777

14 513 699 840 1 963 734 208

13 746 139 456 0, 7390

767 560 384

589 120 260

178 440 124

176 736 078

1 704 046

14 513 699 840 1 963 814 777

13 746 704 993 0, 7390

766 994 847

589 144 431

177 850 416

176 743 323

1 107 093
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Как и следовало ожидать, в частных сошлись четыре первых цифры. Итак, иско-
мый корень

x = 2, 68567390 . . .

с точностью до 10−8.

Упражнения

129) Вычислить с точностью до 0, 0001 корни уравнения x3 − 4x + 2 = 0.
Отв. x1 = 1, 6751 . . ., x2 = 0, 5391 . . . , x3 = −2, 2143 . . .
130) Вычислить вещественный корень уравнения x3 − 3x2 − 3 = 0.
Отв. x1 = 3, 279018 . . .
131) Вычислить корни уравнения x3 − 16x2 − 256x + 256 = 0.
Отв. x1 = 25, 6069 . . . , x2 = 0, 9472 . . . , x3 = −10, 5541 . . .
132) Вычислить вещественные корни уравнения x5 − x− 1 = 0 с точностью до

10−8.
Отв. Единственный вещественный корень: 1, 167303.
133) То же самое для уравнения x3 + 3x2 − 3 = 0.
Отв. 0, 879385, −1, 347296, −2, 532088.

§ 98. Метод итерации. Принцип итерации (повторения) состоит в следую-
щем: пусть данное уравнение приведено к виду:

f1(x) = f2(x), (23)

причем f1(x) такая функция, что уравнение f1(x) = α при всяком α однозначно
решается. Предположим, что нам известно приближенное значение x = x1 корня
уравнения (23); подставим это значение в правую часть (23), т. е. вычислим f2(x1)
и решим (относительно x) уравнение:

f1(x) = f2(x2);

это решение x2 не равно в точности x1 [как должно было бы быть, если бы x1 было,
точным корнем уравнения (23)]. Теперь вычислим f2(x2) и решим уравнение:

f1(x) = f2(x2);

пусть x3 его решение; вычислим f2(x3) и решим уравнение:

f1(x) = f2(x3);

найдем x4 и т. д. Таким образом мы находим ряд чисел:

x1, x2, x3, . . . ;

если существует lim
n→∞

xn = ξ, то ξ и есть точный корень уравнения (23), ибо мы
имеем:

f1(xn+1) = f2(xn),

и следовательно:
lim

n→∞
f1(xn+1) = lim

n→∞
f2(xn);
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Черт. 23 Черт. 24

а так как все наши функции непрерывны, то

lim
n→∞

f(xn+1) = f1

(
lim

n→∞
xn+1

)
= f1(ξ),

подобно же

lim
n→∞

f2(xn) = f2

(
lim

n→∞
xn

)
= f2(ξ),

следовательно:
f1(ξ) = f2(ξ).

Чертежи 23, 24 дают геометрическое представление метода итерации (два разных
случая). Следует заметить, что этот метод далеко не всегда приводит к цели, т. е.
действительно дает приближения искомого корня: может случиться, что ряд чисел
x1, x2, x3, . . . не имеет предела, например, эти числа могут удаляться от корня,
как это представлено на черт. 25, вместо того чтобы приближаться к нему. В
каждом отдельном случае необходимо специальное исследование, — выяснение
того, существует ли предел ξ.

Весьма простой случай метода итерации имеем, если f1(x) = x, т. е. данное
уравнение имеет вид:

x = ϕ(x). (24)

Корень этого уравнения геометрически представляется как пересечение кривой
y = ϕ(x) прямой y = x (черт. 26).

Здесь мы имеем:

x2 = ϕ(x1), x3 = ϕ(x2), вообщеxn+1 = ϕ(xn).

Уравнение f(x) = 0 сводится к виду (24), если его написать следующим обра-
зом:

x = x + f(x), или x = x − f(x),

причем функцию f(x) можно предварительно разделить на какое-нибудь число
или функцию, не обращающуюся в нуль вблизи искомого корня. Разделив, напри-
мер, f(x) на f ′(x), заменим наше уравнение таким:

x = x − f(x)

f ′(x)
,
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Черт. 25 Черт. 26

следовательно:

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
, x3 = x2 −

f(x2)

f ′(x2)
, . . .

это — способ Ньютона, являющийся, таким образом, специальным случаем метода
итерации.

Пример. Дано уравнение:
x =

√
x + 1.

При x = 2 его левая часть меньше правой; при x =3 — наоборот; следовательно,
между 2 и 3 лежит корень данного уравнения. Берем x = 2 и вычисляем:

x2 =
√

2 + 1 ≈ 2, 4142,

x3 =
√

2, 4142 + 1 ≈ 2, 5532,

x4 =
√

2, 5532 + 1 ≈ 2, 5978,

x5 =
√

2, 5978 + 1 ≈ 2, 6117,

x6 =
√

2, 6117 + 1 ≈ 2, 6160,

x7 =
√

2, 6160 + 1 ≈ 2, 6174,

x8 =
√

2, 6174 + 1 ≈ 2, 6178,

x9 =
√

2, 6178 + 1 ≈ 2, 6179,

а далее будет x10 = x11 = . . . ≈ 2, 6179; следовательно, наш корень равен 2, 6179 с
точностью до 10−4.

Упражнения

Методом итерации вычислить с точностью до 0, 001 корни следующих уравне-
ний:

134) x = 1 +
1

x2
.

Отв. x = 1, 467.
135) x =

√
x +

√
x + 1.

Отв. x = 4, 437.

136) x =
√

x +
1√
x

.

Отв. x = 2, 149.

§ 99. Способ Грэффе и Энке (Graffe, Encke). Идея этого способа со-
стоит в следующем: пусть данное уравнение f(x) = 0 n-й степени имеет корни
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x1, x2, . . . , xn.
Построим уравнение, корнями которого были бы k-е степени корней данного

уравнения, т. е. xk
1, x

k
2, . . . , x

k
n. Пусть это уравнение имеет вид:

xn − F1x
n−1 + F2x

n−2 − . . . + (−1)nFn = 0. (25)

Тогда по формулам Вьета (§ 50) имеем:

F1 = xk
1 + xk

2 + . . . + xk
n = xk

1

[
1 +

(
x2

x1

)k

+

(
x3

x1

)k

+ . . .

]
,

F2 = xk
1x

k
2 + xk

1x
k
3 + . . . + xk

n−1x
k
n = xk

1x
k
2

[
1 +

(
x1x3

x1x2

)k

+ . . .

]
,

F3 = xk
1x

k
2x

k
3 + xk

1x
k
2x

k
4 + . . . = xk

1x
k
2x

k
3

[
1 +

(
x1x2x4

x1x2x3

)k

+ . . .

]
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Fn = xk
1x

k
2 · · ·xk

n.

Пусть между абсолютными величинами корней существует соотношение: |x1| >

|x2| > . . . > |xn|; тогда при достаточно большом k степенями

(
x2

x1

)k

,

(
x3

x1

)k

, . . . ,
(

x3

x2

)4

, . . . можно будет пренебречь, и мы приближенно получим

F1 ≈ xk
1, F2 ≈ x16kxk

2, . . . , Fn ≈ xk
1x

k
2 · · · xk

n,

и, значит,

xk
1 = F1, xk

2 =
F2

F1

, xk
3 =

F3

F2

, . . . , xk
n =

Fn

Fn−1

.

Отсюда, извлекая корни k-й степени и беря подходящим образом знаки этих
корней, найдем x1, x2, . . . , xn (если все они вещественны).

В главе VIII мы изложим общие способы нахождения коэфициентов F1, F2, . . .,
Fn уравнения (25) для любого целого положительного показателя k. Теперь же
мы разберем случай k = 2, т. е. укажем, как построить уравнение, корни которого
были бы квадратами корней данного уравнения. Применяя тот же способ к по-
лучаемому уравнению, найдем уравнение, корни которого уже четвертые степени
корней данного уравнения и т. д. Пусть в данном уравнении высший коэфициент
равен единице: f(x) = xn + a1x

n−1 + . . . + an = 0; корни его: x1, x2, . . . , xn; урав-
нение f1(x) = xn − a1x

n−1 + a2x
n−2 − . . . + (−1)nan = 0 имеет, очевидно, корни:

−x1,−x2, . . . ,−xn. Отсюда, очевидно:

f(x)f1(x) = (x2 − x3
1)(x

2 − x2
2) · · · (x2 − x2

n) = F (x2) = F (z)

при z = x2; уравнение F (z) = 0 имеет корни x2
1, x

2
2, . . . , x

2
n. Но мы заменим в

функции F (z) z на −z и умножим все коэфициенты на (−1)n; получим уравнение
G(z) = 0, корни которого суть −x2

1,−x2
2, . . . ,−x2

n. Вычисляя произведение f(x) ·
f1(x), мы легко найдем коэфициенты функции G(z):

G(z) = zn + (a2
1 − 2a2)z

n−1 + (a2
2 − 2a1a3) + 2a4)z

n−2+

+(a2
3 − 2a2a4 + 2a1a5 − 2a6)z

n−3 + . . . + a2
n = 0.
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Здесь видно, по какому закону составляются дальнейшие коэфициенты. Если
уравнение невысокой степени, например, четвертой, то a5, a6, . . . в этих формулах
следует просто положить равными нулю.

Найдя коэфициенты A1 = a2
1−2a2, A2 = a2

2−2a1a3+2a4, . . . функции G(z), мы с
ними поступаем так же, как с коэфициентами a1, a2, . . ., т. е. находим B1 = A2

1−2A2,
B2 = A2

1 − 2A1A3 + 2A4, . . . , — коэфициенты уравнения G1(z) = 0 с корнями
−x4

1,−x4
2, . . . ,−x4

n, и т. д. Мы заменяем в функции F (z) z на −z и переходим к
функции G(z) для того, чтобы прямо получить:

a2
1 − 2a2 = x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n,

a2
2 − 2a1a3 + 2a4 = x2

1x
2
2 + x2

1x
2
3 + . . .

и т. д. (без изменения знаков). Переходя от f(x) = 0 к G(z), далее к G1(z) = 0 и
т. д., мы получаем все большие коэфициенты; поэтому уже со второго или с тре-
тьего этапа вычислений приходится пользоваться логарифмами для вычислений:
A2

1 − 2A2, A2
2 − 2A1A3 + 2A4 и т. д.; так как эти выражения представляют собою

алгебраические суммы, то необходимо применять гауссовы логарифмы суммы и
разности 44, без которых способ Грэффе было бы совершенно невозможно прак-
тически применять.

Пример. Решить уравнение x3 − 4x2 + 2 = 0.
Легко видеть, что все три корня этого уравнения вещественны; из них два

положительных и один отрицательный; последний находится между 0 и −1. При-
меняя способ Грэффе, строим таблицу:

k a2
1 − 2a2 a2

2 − 2a1a3 a2
3

2 16 16 4

4 224 128 16

2, 35025 2, 10721 1, 20412

8 4, 69828 3, 96451 2, 40824

16 9, 39656 7, 77360 4, 81648

32 18, 79312 15, 50497 9, 63296

64 37, 58624 31, 00766 19, 26592
128 75, 17248 62, 01531 38, 53184

Начиная со второго этапа, мы применяем уже логарифмы, т. е. на соответ-
ственных местах таблицы стоят уже не самые коэффициенты, а их логарифмы.
Мы видим, что, начиная с k = 16, логарифм первого коэфициента просто удва-
ивается каждый раз; это значит, что вычитаемое 2a2 так мало по сравнению с
уменьшаемым a2

1, что на пятизначных таблицах вычитание 2a2 не отражается.
Логарифм второго коэфициента начинает удваиваться при переходе от k = 64 к
k = 128. Продолжать этот процесс уже не имеет смысла, так как в дальнейшем
(при k = 256, 512, . . . ) логарифмы коэфициентов будут просто удваиваться, т. е.

44Как это ни странно, но логарифмы Гаусса малоизвестны широким кругам лиц, изучающим
математику; не имея возможности изложить здесь эти элементарные вещи, могу рекомендовать
желающим ознакомиться с ними хотя бы вступительную главу в таблицах логарифмов Прже-
вальского.
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мы достигли уже предельной точности для пятизначных таблиц. Таким образом
имеем:

lg F1 = lg x128
1 = 75, 17248,

lg
F2

F1

= lg x128
2 = 62, 0531 − 75, 17248 = 14, 84283,

lg
F3

F2

= lg x128
3 = 38, 53184 − 62, 01531 = 24, 51653;

делим теперь эти логарифмы на 128 и получаем:

lg |x1| = 0, 58729, lg |x2| = 1, 89721, lg |x3| = 1, 81654,

отсюда
|x1| = 3, 866, |x2| = 0, 789, |x3| = 0, 655;

очевидно, что x1 > 0; из корней же x2 и x3 один меньше нуля. Определить их
знаки мы могли бы в общем случае хотя бы непосредственной подстановкой их
в заданное уравнение; в данном же примере мы можем воспользоваться тем, что
x1 +x2 +x3 = 4; но мы имеем 3, 856+0, 789−0, 655 = 4; следовательно, x1 = 3, 866,
x2 = 0, 789, x3 = −0, 655.

Если нужно вычислить корни с большей точностью, то, исходя из найденных
значений их, применяем способ Ньютона и regula falsi.

§ 100. Разберем еще случай существования комплексных корней у данного
уравнения. Пусть все коэфициенты уравнения вещественны, но пусть, например,
корни x2 и x3 — сопряженные комплексные, тогда как x1 и x4 вещественны; пусть

x2 = r(cos ϕ + i sin ϕ) и x3 = r(cos ϕ − i sin ϕ);

пусть x1 > r > x4 > . . . Имеем:

F1 = xk
1 + xk

2 + . . . + xk
n ≈ xk

1,

F2 = xk
1(x

k
2 + xk

3) + xk
1x

k
4 + . . . = 2x4

1r
k cos kϕ + . . . ,

F3 = xk
1x

k
2x

k
3 + . . . ≈ xk

1x
k
2x

k
3 = xk

1r
2k,

F4 = xk
1x

k
2x

k
3x

k
4 = xk

1r
2kxk

4.

Отсюда видно, что коэфициент F2 выказывает неправильности; он может, на-
пример, менять знак, и логарифм его с увеличением k вообще не будет удваиваться
хотя бы приближенно.

Далее, имеем xk
1 = F1, r2k =

F3

F1

, xk
4 =

F4

F3

. Отсюда найдем r.

Чтобы найти ϕ в случае одной пары комплексных корней, воспользуемся ра-
венством:

−a1 = x1 + x2 + . . . + xn = x1 + 2r cos ϕ + x4 + . . . + xn,

откуда найдем cos ϕ и самый угол ϕ.
В случае существования нескольких пар комплексных корней абсолютные их

величины находятся так же; для определения же их аркусов, кроме равенства
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−a1 = x1 + x2 + . . . + xn можно взять еще −an−1

an

=
1

x1

+
1

x2

+ . . . +
1

xn

, где каждая

пара (например, x2 и x3) сопряженных комплексных корней дает:

1

x2

+
1

x3

=
2

r
cosϕ

и т. д.
Для трех пар комплексных корней берем еще равенство:

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n = a2

1 − 2a2;

здесь
x2

2 + x2
3 = 2r2 cos 2ϕ.

Таким образом мы всегда можем найти достаточное число уравнений для опре-
деления аркусов всех пар сопряженных комплексных корней. Очень не выгоден
случай, когда имеется несколько пар комплексных корней с равными абсолютны-
ми величинами; в таком случае делаем в нашем уравнении подстановку y = x−b; за

b можно взять |a
1
n
n | — среднее значение абсолютной величины корней. Так же мож-

но поступить, если уравнение имеет два вещественных корня с одной и той же абсо-
лютной величиной α и −α. Впрочем в этом последнем случае, как и вообще в слу-
чае существования двух корней, абсолютные величины которых мало отличаются
друг от друга, можно применить следующий прием: пусть, например, |x2| ≈ |x3|;
это выявится опять на неправильностях коэфициента F2 = xk

1x
k
2 + xk

1x
k
3 + . . .. Ho

F3 ≈ xk
1x

k
2x

k
3, F1 ≈ xk

1; следовательно:

F3

F1

≈ xk
2x

k
3 = vk;

тут v = x2x3, |v| ≈ k

√
F3

F1

. Из формулы же

−a1 + x1 + x2 + . . . + xn

найдем x2 + x3 = t (если остальные корни известны). Теперь решаем уравнение
x2 − tx + v = 0 и находим x2 и x3.

Трудность заключается только, в определении знака у v; иногда этого можно
достичь путем простого соображения. Желающим подробнее ознакомиться с этим
способом могу рекомендовать книгу акад. А.Н. Крылова, Лекции о приближен-
ных вычислениях, 2-е издание ГТТИ, 1932, гл. II. См. также Э. Уиттекер и Г.
Робинсон, Математическая обработка результатов наблюдений, ГТТИ, 1933, гл.
VI; Дж. Скарборо, Численные методы математического анализа, ГТТИ, 1934, гл.
X.

Пример. Решить уравнение:

x3 + x − 6 = 0.
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Строим таблицу45:

k a2
1 − 2a2 a2

2 − 2a1a3 a2
3

2 −2 1 36

4 2 145 1296

0, 30103 2, 16137 3, 11261

8 2, 45637n 4, 19978 6, 22522

16 4, 69997 9, 08340 12, 45044

32 7, 94494 18, 07386 24, 90088

64 18, 07242n 36, 14729 49, 80176
128 36, 14973n 72, 29461 99, 60352

Из того, что первые коэфициенты выказывают неправильность и меняют знак,
следует, что корки x1, x2 сопряженно комплексны. Таким образом второй коэфи-
циснт (при k = 128) приближенно равен r2k = r256, где r = |x1| = |x2|; частное
третьего и второго приближенно равно |x3|128 = x128

3 . Итак,

256 lg r = 72, 29461, lg r = 0, 28240, r = 1, 9150,

128 lg x3 = 99, 60352 − 72, 29461 = 27, 30891, lg x3 = 0, 21334, x3 = 1, 6343

(здесь, очевидно, x3 > 0). Сумма всех корней здесь равна нулю; следовательно,
имеем:

2r cos ϕ = −x2, cos ϕ = −x3

2r
, cos(180◦ − ϕ) =

x3

2r
,

lg cos(180◦ − ϕ) = 0, 21334 − 0, 58343 = 1, 62991, 180◦ − ϕ = 64◦45′18′′,

ϕ = 115◦14′42′′,

lg sin ϕ = 1, 95640, lg(r cos ϕ) = 1, 91231n, lg(r sin ϕ) = 0, 23880,

отсюда
r cos ϕ = −0, 8172, r sin ϕ = 1, 7330.

Итак, наши корни:

x1 = −0, 8172 + i1, 7330 = 1, 9150(cos 115◦14′42′′ + i sin 115◦14′42′′),

x2 = −0, 8172 − i1, 7330 = 1, 9150(cos 115◦14′42′′ − i sin 115◦14′42′′),

x3 = 1, 6343.

.

Способ Грэффе в настоящее время признается самым практичным способом
вычисления корней. Его преимущества перед другими способами состоят в том,
что он не требует предварительного отделения корней, дает сразу все веществен-
ные корни, а также позволяет вычислить и комплексные корни, причем он —
единственный более или менее практичный способ вычисления комплексных кор-
ней. Недостатки способа Грэффе следующие: во-первых, он требует вычислений с
логарифмами, да при этом еще с логарифмами суммы и разности, следовательно,

45Буква n означает, что число отрицательное и логарифм берется от его абсолютной величины.
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точность вычисления весьма ограничена 46; во-вторых, по существу он дает толь-
ко абсолютные величины корней: для определения знаков вещественных корней,
собственно, правил никаких не имеется; определение же аркусов комплексных кор-
ней (особенно, если таких корней несколько пар) весьма громоздко и по существу
является только дополнением к способу Грэффе.

За последнее время способ Грэффе применяют и без логарифмов, но с по-
мощью арифмометра; подробнее с этим можно ознакомиться в упомянутой уже
выше книге Скарборо, Численные методы математического анализа.

Упражнения

Решить способом Грэффе уравнения, данные в упражнениях 126, 127, 129, 130,
131, 132 и 133.

§ 101. Способ Лагранжа. Пусть известно, что уравнение f(x) = 0 имеет

корень между двумя целыми числами: a и a + 1; подставляем x = a +
1

y
и полу-

чаем уравнение для y: ϕ(y) = 0, которое должно иметь корень y > 1; пусть этот

корень лежит между целыми числами b и b+1; подставляем y = b+
1

z
и получаем

уравнение для z: ψ(z) = 0 и т. д.
Получаем искомый корень в виде непрерывной дроби:

x = a +
1

b +
1

c + . . .

.

Пример. f(x) = x3 − x − 1; подставляем:

x = y +
1

y
;

вычисляем:
1 0 −1 −1

1 1 1 0 −1

1 1 2 2

1 1 4

1

и получаем уравневие для y: y3 − 2y2 − 3y − 1 = 0; его корень лежит между 3 и 4,

46У нас имеются лишь пятизначные таблицы гауссовых логарифмов суммы и разности; в семи-
значных таблицах Вега гауссовых логарифмов нет. Существуют отдельные семизначные таблицы
гауссовых логарифмов, но они являются редкостью.
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подставляем: y = 3 +
1

z
и вычисляем:

1 −2 −3 −1

1 1 1 3 −1

1 1 2 12

1 1 7

1

Получаем уравнение для z:

z3 − 12z2 − 7z − 1 = 0;

его корень лежит между 12 и 13.

Итак, x = 1 +
1

3 +
1

12 + . . .

= 1, 324 с точностью до 0, 001.

Упражнения

137) Разложить, в непрерывные дроби вещественные корни уравнения x4 +x−
5 = 0.

Отв. (1, 2, 1, 1, 1, . . . ), (−2, 2, 1, 1, 12, . . . ).
138) Найти 4 звена непрерывной дроби для вещественного корня уравнения

3x3 − 2x2 − 10 = 0 и вычислить этот корень посредством найденной непрерывной
дроби.

Отв. x = (1, 1, 3, 27, . . . ) = 1, 7522.

§ 102. Общие замечания. Решение алгебраических уравнений, т. е. прибли-
женное вычисление их корней, очень важно для приложений: и в других областях
математики часто решение поставленной задачи сводится к вычислению корней
уравнений (алгебраических, а часто и трансцендентных), например, при нахожде-
нии экстремума функций, при интегрировании линейных диференциалышх урав-
нений, при исследовании кривых и поверхностей в геометрии и т. п., в механике
и во многих областях техники, наконец, в астрономии тоже применяются алгеб-
раические уравнения и приходится их решать. Поэтому нет ничего удивительного
в том, что исследования в области решения уравнений имеют свое начало еще
в древности. Трудность решения алгебраического уравнения сильно возрастает с
возрастанием его степени. Естественно, что исторически дело шло так, что раньше
были найдены решения уравнений низших степеней и только в XVIII–XIX веках
люди научились вычислять корни всяких уравнений вообще.

Уравнения первой степени, можно сказать, были известны уже древним егип-
тянам за 2000 лет до нашей эры, конечно, не в нашей символической форме, а в
виде определенного типа задач; было даже специальное название для неизвестного
«хау», что значит «куча»; еще с того времени идет и способ нахождения неизвест-
ного, называемый теперь regula falsi, о чем уже было сказано выше (§ 96). Наша
обычная формула решения квадратного уравнения по существу (как определенное
«правило», выраженное словами) была знакома древним грекам (Герон, 100 г. до
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н. э., Диофант, III в, н. э.); правда, они знали только одно положительное реше-
ние, отрицательных чисел они совсем не знали. Эту же формулу знали и индусы
(Ариабхатта, конец V в. н. э., Брамагупта, VII в. н. э.), при этом позже они нашли
оба корня квадратного уравнения (Бхаскара, XII, в.).

Это «правило» или, по-современному, — формула решения квадратного урав-
нения дает нам определенную, конечную совокупность действий (начиная от сло-
жения и кончая извлечением корня) в определенной последовательности, которые
нужно произвести над коэфициентами, чтобы получить искомые корни. Это так
называемое «алгебраическое» решение, или решение в «радикалах». Естественно,
что и, решение уравнений высших степеней старались найти в радикалах, да и во-
обще такие решения считались вполне естественными, об иных решениях не было
и речи. Но в дальнейшем дело пошло туже; арабы нашли решения некоторых
типов уравнений третьей и четвертой степеней в геометрическом виде (как пере-
сечения кривых второго порядка). Общие решения уравнений третьей и четвертой
степеней в радикалах найдены в первой половине XVI в. в Италии. Сципионе даль
Ферро (Scipione dal Ferro) первый в 1505 г. нашел решение кубического уравне-
ния, но не опубликовал его; оно вскоре было переоткрыто математиком Николо
Тарталья (Nicolo Tartaglia); Гиеронимо Кардано (Hieronimo Cardano) опубликовал
это решение (с указанием имен и Тарталья, и Ферро) в 1545 г. в сочинении «Ars
magna sive de rebis algebraicis, über unus» 47; отсюда и формула решения куби-
ческого уравнения неправильно называется «формулой Кардано» (см. гл. VII, §
124). В этом же сочинении «Ars magna» находится и способ алгебраического реше-
ния общего уравнения четвертой степени, открытый учеником Кардано, Лодовико
Феррари (Lodovico Ferrari).

Что касается уравнений степени выше четвертой, то их не удавалось решить
в общем виде в радикалах, пока, наконец, Паоло Руффини (Paolo Ruffini) в 1799
г. и Нильс Генрик Абель (Nils Henrik Abel) в 1825 г. 48 не доказали, что таких
решений и не существует, т. е. не существует общих формул, содержащих, кроме
рациональних действий, еще только радикалы, для решения уравнений степени
выше четвертой.

Но приближенное вычисление корней алгебраических уравнений было извест-
но весьма давно, хотя общие методы этих вычислений появились только в XVII в.
Еще Леонард Пизанский (начало XIII в.) вычислил корень уравнения x3 + 2x2 +

10x = 20 с ошибкою, меньшей чем
1

3
10−10; к сожалению, метод, которым он пользо-

вался, остался неизвестным. В конце XV в. Бюрги (Bürgi) вычислил корень урав-
нения для стороны правильного девятиугольника: 9 − 30x2 + 27x4 − 9x6 + x8 = 0;
способ, применяемый им, есть не что иное, как regula falsi. Приблизительно в то
же время Ф. Вьет (F. Viète) дал общий способ вычисления корней в виде формулы,
несколько напоминающей формулу Ньютона.

В настоящее время имеется весьма много способов приближенного вычисле-
ния корней; кроме тех способов, которые приведены у нас, существует еще способ
Даниэля Бернулли (Daniel Bernoulli), являющийся прототипом способа Грэффе;
он был далее разработан Эйлером (Euler) и Якоби (Jacobi). В практике весьма

47«Великое искусство или об алгебраических вещах, одна книга».
48Доказательство Абеля опубликовано в первом томе «Journal für die eine und angewandte

Mathematik (Crelle)».
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распространены графические способы решения уравнений 49; эти способы хоть и
неточны, но зато практически удобны для нахождения первого приближения, к ко-
торому затем уже следует вычислять поправку; для отдельных типов уравнений
имеются номограммы, а также и таблицы. Были найдены способы вычисления
корней алгебраических уравнений посредством бесконечных рядов 50; Г. М. Ба-
женов (в Воронеже) 51 проанализировал эти способы и дал практический способ
вычисления корней с заранее заданной точностью. Из иных способов вычисле-
ния корней алгебраических уравнений, которые разрабатывались в СССР, назо-
вем еще способ Л.И. Креера (в г. Орджоникидзе на Кавказе) вычисления корней
посредством тригонометрических функций 52 и интересный способ В.Ф. Бржечки
(в Харькове), родственный способу Грэффе53. Но все эти способы уже выходят из
пределов собственно алгебры, а относятся к теории приближенных вычислений.

49См., например, Arthur Schultze, Graphic Algebra; есть украинский перевод: А Шульце, Гра-
фiчна алгебра, ОНТВУ, 1933.

50См. Максимович, О разложении функций от корней уравнения в ряды, Казань, 1882; см.
также Gosh, New methods of approximating to the roots of a numerical equation, «Journ. of the
Department of Science,» vol. VII, Calcutta, 1925.

51G.М. Вazenоw, Über die Berechnung der Wurzeln von algebraischen Gleichungen mit Hilfe der
unendlichen Reihen. «Записки Харк. матем. т-ва», сер. 4, т. VII (1933), стр. 39–44.

52Л.И. Креер, Приближенное вычисление вещественных корней алгебраических уравнений (го-
ниометрическая метода), «Математический сборник», т. 41 (1934), стр. 317–331.

53В. Бржечка, Решение численных уравнений, «Науковi записки наук.-досл. матем. катедр
Украiни», т. III (1928).

190



ГЛАВА ШЕСТАЯ

УРАВНЕНИЯ С РАЦИОНАЛЬНЫМИ КОЭФИЦИЕНТАМИ.
УРАВНЕНИЯ В ДАННОМ ТЕЛЕ

§ 103. Нахождение рациональных корней. В этой главе мы будем пред-
полагать, что все коэфициенты наших уравнений не только вещественные, но и
рациональные числа. Приведя все их к одному знаменателю и умножив на него обе
части уравнения, мы получим уравнение, все коэфициенты которого целые числа.
Такие уравнения мы и рассмотрим. Наша задача будет состоять в нахождении
рациональных корней таких уравнений.

Теорема. Если в уравнении с целыми коэфициентами высший коэфициент
равен единице, то все рациональные корни уравнения целые числа.

Доказательство. Пусть xn + a1x
n−1 + . . . + an = 0 данное уравнение и x =

a

b
— его рациональный корень; a и b целые, взаимно простые числа. Имеем:

an

bn
+ a1

an−1

bn−1
+ . . . + an−1

a

b
+ an = 0;

умножим обе части на bn−1 и перенесем все члены кроме первого в правую часть:

an

b
= a1a

n−1 − a2a
n−2b − . . . − an−1abn−2 − anb

n−1;

правая часть — целое число; следовательно,
an

b
— целое, т. е. b =, ибо an и b —

взаимно простые; таким образом корень x = a целый.
Займемся теперь разысканием целых корней таких уравнений с целыми коэфи-

циентами и высшим коэфициентом единицей. Если x1, x2, . . . , xn все корни нашего
уравнения, то, как известно (§ 50):

f(x) = xn + a1x
n−1 + . . . + an = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn),

откуда следует:
an = (−1)nx1x2 · · ·xn.

Из этой последней формулы самой по себе нельзя еще заключить, что всякий
целый корень нашего уравнения является делителем числа an — ведь произведение
n−1 остальных корней могло бы и не быть целым! Покажем, что это утверждение
тем не менее справедливо. Пусть a — целый корень уравнения

f(x) = xn + a1x
n−1 + . . . + an−1x + an = 0
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с целыми коэфициентами и старшим коэфациентом, равным единице. Как мы
знаем, f(x) делится нацело на x − a, так что

f(x) = (x − a)(xn−1 + α1x
n−2 + . . . + αn−2x + αn−1).

Так как aαn−1 = −an, то достаточно показать, что αn−1 — целое.
Но (§ 51, способ Горнера)

α1 = a1 + a,

α2 = a2 + aα1,

α3 = a3 + aα2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

αn−1 = an−1 + aαn−2.

Так как a и все коэфициенты a1, . . . , an−1 — целые числа„ то получаем последова-
тельно, что α1, α2, α3 и т. д. и, наконец, αn−1 — тоже целые числа. Тем самым наше
утверждение доказано: всякий целый корень нашего уравнения есть делитель це-
лого числа an; найдя все целые делители числа an (как положительные, так и
отрицательные), мы получим числа, среди которых имеются все целые корни на-
шего уравнения, если только наше уравнение вообще имеет целые корни. Остается
только подставить все эти делители в данное уравнение и отбросить те, которые
ему не удовлетворяют. Далее, если x = a — целый корень нашего уравнения, то
f(x) делится нацело на x − a и на a − x (§ 49) при всяком целом x. В частности
f(1) делится на a − 1? f(−1) на a + 1. Значения f(1) и f(−1) легко вычислить.
Следовательно, мы можем с самого начала отбросить те делители a числа an, для

которых хоть одно из чисел
f(1)

a − 1
,

f(−1)

a + 1
не целое.

Пусть x = a целый корень нашего уравнения; меняя несколько предыдущие
обозначения, напишем:

f(x)

x − a
= −b0x

n−1 − b1x
n−2 − . . . − bn−1;

b0, b1, . . . , bn−1 — тоже целые числа. Имеем:

xn + a1x
n−1 + . . . + an−1x + an = (x − a)(−b0x

n−1 − b1x
n−2 − . . . − bn−1)

откуда, сравнивая коэфициенты при одинаковых степенях x, находим

an = abn−1,

an−1 = abn−2 − bn−1,

an−2 = abn−2 − bn−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a1 = ab0 − b1

1 = −b0.
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Отсюда:
bn−1 =

an

a
,

bn−2 =
an−1 + bn−1

a
,

bn−3 =
an−2 + bn−2

a
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

b0 =
a1 + b1

a
= −1.

Другими словами, an делится на a; an−1+bn−1 делится (нацело) на a; an−2+bn−2

делится на a и т. д.; наконец, a1 + b1 = −a.
Если, деля an на a, an−1 + bn−1 на a и т. д., мы встретимся с дробным частным,

то это число a следует отбросить. Действие располагается, как и в способе Горнера
(§ 51), в таблицу:

an an−1 an−2 . . . a1 1

a bn−1 bn−2 bn−3 . . . −1

Каждое найденное число bk складывается с ak и делится на a; получается в
частном следующее число: bk−1.

Пример. x4 + 2x3 − 4x2 − 5x − 6 = 0. Делители числа −6 суть: ±1, ±2, ±3,

±6. Имеем f(1) = −12, f(−1) = −6; исследуя числа
f(1)

a − 1
и

f(−1)

a + 1
, находим, что

следует отбросить числа ±1, ±6 и +3.
Остается испробовать числа 2, −2, −3. Пробы эти можно производить в одной

таблице, беря для следующих делений числа, получаемые от предыдущих делений:
одно и то же число a можно пробовать несколько раз, ибо корень x = a может
оказаться кратным. Итак, получаем:

−6 −5 −4 2 1

+2 −3 −4 −4 −1 0 — годится;

−2 −3 — не годится, ибо −3 не делится на ±2;

−3 1 ! 1 0 годится; больше целых корней нет.

Итак,
x4 + 2x3 − 4x2 − 5x − 6 = (x − 2)(x + 3)(x2 + x + 1).

Упражнения

Найти целые корни уравнений:
139) x5 − x4 − 25x3 + 43x2 + 72x − 90 = 0.
Отв. 1, 3, −5.
140) x5 − x4 − 7x3 + 11x2 − 8x + 12 = 0.
Отв. 2, 2, −3.
141) x4 + 4x3 − 2x2 − 12x + 9 = 0.
Отв. 1, 1, −3, −3.
142) x5 + 6x4 − 17x3 − 102x2 + 16x + 96 = 0.
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Отв. 1, −11, 4, −4, −6.
143) x3 − 10x2 − 9x − 22 = 0.
Отв. 11.

§ 104. Пусть теперь дано уравнение:

a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an = 0,

где все коэфициенты целые, и a0 > 1. Умножим обе части уравнения на a0 и
сделаем подстановку: a0x = y; тогда получим:

yn + a1y
n−1 + a0a2y

n−2 + . . . + an−1
0 an = 0.

Таким образом этот случай сводится к предыдущему. Найдя целые решения
y, получим рациональные решения x =

y

a0

данного уравнения; конечно, дробь —

может оказаться и сократимой, может даже быть равной целому числу. Итак:
Теорема. Все рациональные корни уравнения с целыми коэфициентами име-

ют знаменателями делители высшего коэфициента.
Пример. 8x3 − 14x2 − 7x + 6 = 0; умножаем на 82 = 64:

512x3 − 896x2 − 448x + 384 = 0;

положим
8x = y;

тогда
y3 − 14y2 − 56y + 384 = 0.

Имеем:
384 = 27 · 3;

делители 384:

±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±8, ±12, ±16, ±24, ±32, ±48, ±64,

±96, ±128, ±192, ±384.

Далее: f(1) = 315, f(−1) = 425; находя
315

a − 1
и

425

a + 1
видим, что из делителей

a числа 384 следует испытать только −2, +4, −6, ±16.
Получаем:

384 −56 −14 1

−4 −192 124 −55 — не годится,

4 96 10 −1 — годится,

−6 −16 1 — годится,

16 −1 — годится.

Итак, имеются три целых корня: y = 4,−6, 16 и соответственно им 3 рацио-

нальных корня: x =
1

2
,−3

4
, 2.
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Упражнения

Найти рациональные корни уравнений:
144) 24x4 + 22x3 − 11x2 − 7x + 2 = 0.

Отв.
1

2
,

2

3
,

1

4
, −1.

145) 6x6 − x5 − 23x4 − x3 − 2x2 + 20x − 8 = 0.

Отв.
1

2
,

2

3
, 2, −2.

146) 3x3 + x2 + x + 35 = 0.

Отв. −2,
1

3
.

147) 3x4 − 50x2 − 104x − 105 = 0.
Отв. 5, −3.

§ 105. Приводимые и неприводимые функции. Если уравнение f(x) = 0
с рациональными коэфициентами имеет рациональный корень a, то f(x) делится
на x − a: f(x) ≡ (x − a)ϕ(x); ϕ(x) — тоже ц. р. функция с рациональными ко-
эфициентами. Таким образом в этом случае f(x) раскладывается на два целых
множителя с рациональными коэфициентами, из которых один — линейный.

Разберем теперь вообще случай, когда ц. р. функция с рациональными коэфи-
циентами f(x) раскладывается на два целых множителя тоже с рациональными
коэфициентами: f(x) ≡ ϕ(x)ψ(x). Такая функция f(x) называется приводимой;
если же такое разложение невозможно, то функция называется неприводимой 54;
сообразно с этим и уравнение f(x) = 0 называется приводимым или неприводи-
мым. Решение приводимого уравнения f(x) = 0 распадается на решения уравне-
ний ϕ(x) = 0 и ψ(x) = 0, степени которых ниже, чем степень уравнения f(x) = 0.

§ 106. Функции с целыми коэфициентами. Теорема Гаусса. Рассмот-
рим ц. р. функции с целыми коэфициентами. Пусть f(x) такая функция и δ общий
наибольший делитель ее коэфициентов: f(x) = δ · ϕ(x) — ц. р. функция, в кото-
рой коэфициенты взаимно простые: такая функция называется первообразной; δ
называется делителем функции f(x).

Теорема Гаусса. Произведение двух первообразных функций — тоже перво-
образная функция.

Доказательство. Пусть f(x) = a0x
n+a1x

n−1+. . .+an и g(x) = b0x
m+b1x

m−1+
. . . + bm первообразные функции;

F (x) = f(x)g(x) = c0x
n+m + c1x

n+m−1 + . . . + cn+m,

где (§ 46)

cα+β = a0bα+β + a1bα+β−1 + . . . + aα−1bβ+1 +

+ aαbβ + aα+1bβ−1 + . . . + aα+βb0.

54При этом принимаются во внимание только те разложения f(x) = ϕ(x)ψ(x), где степень ϕ(x)
≥ 1 и степень ψ(x) ≥ 1; разложения же вида

f(x) = C ·
[

1

C
f(x)

]
, где C = const,

не считаются.
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Пусть p — любое простое число, большее единицы, и пусть a0, a1, a2, . . . , aα−1

делятся на p, но a не делится на p; точно так же b0, b1, . . . , bβ−1 делятся на p, но
bβ не делится на p. [Все aλ или все bµ не могут делиться на p, ибо функции f(x)
и g(x) первообразные.] Но тогда cα+β не делится на p, ибо в нем все слагаемые
делятся на p кроме одного: aαbβ. Итак, все cν не могут делиться на одно и то же
простое число p, т, е. они — взаимно простые, и F (x) первообразная функция.

Эта теорема непосредственно обобщается на случай нескольких сомножителей.
Следствие. Делитель произведения ц. р. функций с целыми коэфициентами

равен произведению делителей этих функций.
Доказательство. Пусть f(x) и g(x) такие функции; δ, ε их делители, тогда

f(x) = δ · f1(x), g(x) = ε · g1(x), где f1(x), g1(x) — первообразные функции. Далее,
f(x)g(x) = δε · f1(x)g1(x); по теореме Гаусса f1(x)g1(x) — первообразная функция;
следовательно, δε есть делитель функции f(x)g(x). Это предложение непосред-
ственно обобщается на несколько сомножителей.

§ 107. Теорема. Если целая рациональная функция с целыми коэфициентами
приводима, т. е. раскладывается на два множителя с рациональными коэфици-
ентами, то она раскладывается и на два множителя с целыми коэфициентами.

Доказательство. Пусть f(x) = ϕ(x)ψ(x); f(x) — с целыми коэфициентами,
ϕ(x), ψ(x) — с рациональными коэфициентами. Приведем все коэфициенты в ϕ(x)
к одному знаменателю ρ и вынесем за скобки общий наибольший делитель δ числи-

телей всех коэфициентов в ϕ(x); тогда ϕ(x) =
δ

ρ
·ϕ1(x), где ϕ1(x) — первообразная

функция; можно предполагать, что D(δ, ρ) = 1, иначе дробь
δ

ρ
можно сократить.

Подобным же образом найдем ψ(x) =
ε

σ
· ψ1(x), где ψ1(x) — первообразная функ-

ция, и D(σ, ε) = 1.
Итак

f(x) =
δε

ρσ
· ϕ1(x)ψ1(x), ρσ · f(x) = δε · ϕ1(x)ψ1(x);

ϕ1(x)ψ1(x) — первообразная функция (по теореме Гаусса); следовательно, δε —
делитель правой части, т. е. δε делится на ρσ, т. е. ε делится на ρ, а δ — на σ.
Разделив, получим f(x) = kϕ1(x)ψ1(x) , где k — некоторое целое число. Итак,
f(x) разложилось на два множителя с целыми коэфициентами, что и требовалось
доказать.

§ 108. Теорема Эйзенштейна (Eisenstein). Если f(x) = a0x
n + a1x

n−1 +
. . . + an — ц. р. функция с целыми коэфициентами, причем a0 не делится на
некоторое простое число p, a1, a2, . . . , an все делятся на p, но an, делясь на p, не
делится на p2, — то в этом случае функция f(x) неприводима.

Доказательство. Пусть f(x) — приводимая функция; тогда (по § 107) она
раскладывается на два множителя с целыми коэфициентами:

a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an =

= (b0x
k + b1x

k−1 + . . . + bk) · (c0x
l + c1x

l−1 + . . . + cl);
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отсюда:
an = bkcl,

an−1 = bkcl−1 + bk−1cl,

an−2 = bkcl−2 + bk−1cl−1 + bk−2cl,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a0 = b0c0.

(1)

Отсюда видно: bkcl делится на p; следовательно, bk или cl делится на p; вместе
bk и cl не могут делиться на p, ибо an не делится на p2. Итак, пусть bk делится на p.
Тогда из второго равенства (1) заключаем: bk−1cl делится на p, но cl не делится на p,
следовательно, bk−1 делится на p. Подобно же из третьего равенства (1) заключим,
что bk−2 делится на p и т. д.; наконец, из (k + 1)-го равенства заключим, что b0

делится на p; но тогда из последнего равенства выводим, что a0 делится на p, что
неверно. Следовательно, функция f(x) неприводима.

Теорема Эйзенштейна дает признак неприводимости функций, имеющий до-
вольно большое применение. Из нее же вытекает:

Следствие. Существуют неприводимые функции какой угодно степени. На-
пример, хотя бы xn + 2xn−1 + 2xn−2 + . . . + 2x + 2.

§ 109. Разложение функции на неприводимые множители. Задача:
найти, приводима ли данная функция, и, если приводима, разложить ее на мно-
жители с рациональными коэфициентами, — практически удобного решения не
имеет; существует один способ нахождения множителей с целыми коэфициента-
ми для данной функции с целыми коэфициентами, но это в конце концов способ
упорядоченных испытаний, и практическое его значение невелико. Его мы и из-
ложим.

Пусть f(x) — ц. р. функция с целыми коэфициентами; если f(x) приводима,
то она раскладывается на множители с целыми коэфициентами; такие множители
мы и будем искать. Пусть f(x) = ϕ(x)ψ(x), где ϕ(x) и ψ(x) — ц. р. функции с
целыми коэфициентами; при x — целом f(x), ϕ(x), ψ(x) — также целые числа,
и f(x) делится на ϕ(x). Пусть функция ϕ(x) m-й степени. Пусть x0, x1, x2, . . . , xm

m + 1 различных целых значений для x, и ϕ(xλ) = zλ, f(xλ) = yλ; yλ делится
на zλ; значениями z0, z1, z2, . . . , zm функция ϕ(x) вполне определена (§ 50). Итак,
если мы хотим найти всевозможные делители для f(x) с целыми коэфициентами
степени ≤ m, то находим всевозможные делители чисел yλ; пусть:

делители числа y0 суть z0, z′0, z′′0 , . . . ,
′′ ′′ y0

′′ z0, z′0, z′′0 , . . . ,
′′ ′′ y0

′′ z0, z′0, z′′0 , . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
′′ ′′ y0

′′ z0, z′0, z′′0 , . . .

Комбинируем каждого делителя y0 с каждым делителем y1 с каждым делите-
лем y2 и т. д. Пусть z

(κ)
0 , z

(λ)
1 , z

(µ)
2 , . . . , z

(ρ)
m — одна такая комбинация. Находим ц. р.

функцию степени ≤ m, которая при x = x0 равна z
(κ)
0 , при x = x1 равна z

(λ)
1 ; . . . ,

при x = xm равна z
(ρ)
m (§ 62 и 63). Если в найденной таким образом функции ϕ(x)
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не все коэфициенты будут целые, то мы ее отбрасываем; если же ϕ(x) имеет все
целые коэфициенты, то пробуем, делится ли f(x) на ϕ(x). Если степень функции

f(x) есть n, то достаточно положить m =
n

2
при n четном или m =

n − 1

2
при n

нечетном, чтобы получить, таким образом, все делители с целыми коэфициентами
функции f(x) если их не окажется, то f(x) — неприводимая функция.

Пример. f(x) = x5 − 4x4 +6x2 − 4x2 − 7x+3. Здесь
n − 1

2
= 2. Возьмем x0 = 0,

x1 = 1, x2 = −1; имеем f(0) = 3, f(1) = −5, f(−1) = −5.

3 имеет делителя: ±1, ±3,

−5 ′′ ′′ ±1, ±5,

−5 ′′ ′′ ±1, ±5.

Всего нам придется испробовать 4 · 4· = 64 комбинации. Но пары комбина-
ций, отличающихся друг от друга только разными знаками (например, 1, 5,−5 и
−1,−1, 5), дают, очевидно, функции ϕ(x) и −ϕ(x) не отличающиеся существенно
друг от друга. Следовательно, всего остается 32 комбинации. Имеем (§ 63):

ϕ(x) = A+Bx+Cx(x−1), ϕ(0) = A, ϕ(1) = A+B, ϕ(−1) = A−B+2C.

1. Комбинация ϕ(0) = 1, ϕ(1) = 1, ϕ(−1) = 1 дает, очевидно, ϕ(x) = 1 —
постоянное число.

2. Комбинация ϕ(0) = 1, ϕ(1) = −1, ϕ(−1) = 1 дает A = 1, B = −2, C = −1,
ϕ(x) = x2 + x − 155. Это — не делитель.

3. Комбинация ϕ(0) = 1, ϕ(1) = 1, ϕ(−1) = −1 дает A = 1, B = 0, C = −1,
ϕ(x) = x2 − x − 1. Это — не делитель.

4. Комбинация ϕ(0) = −1, ϕ(1) = 1, ϕ(−1) = 1 дает A = −1, B = 2, C = 2,
ϕ(x) = 2x2 − 1. Это — не делитель.

5. Комбинация ϕ(0) = 1, ϕ(1) = 1, ϕ(−1) = 5 дает A = 1, B = 0, = 2,
ϕ(x) = 2x2 − 2x + 1. Это — не делитель.

6. Комбинация ϕ(0) = 1, ϕ(1) = −1, ϕ(−1) = 5 дает A = 1, B = −?, C = 1,
C =1, ϕ(x) = x2 − 3x + 1. Это — делитель, ибо

x5 − 4x4 + 6x3 − 4x2 − 7x + 3 x2 − 3x + 1
x5 − 3x4 + x3 x3 − x2 + 2x + 3

− x4 + 5x3 − 4x2

− x4 + 3x3 + x2

+ 2x3 − 3x2 − 7x
+2x3 − 6x2 + 2x

+ 3x2 − 9x + 3
+ 3x2 − 9x + 3

Далее, нам предстоит исследовать, приводимы ли функции x2−3x+1 и x3−x2+
2x+3. Для квадратной функции это проверяемся непосредственно нахождением ее
корней; для кубической же функции заметим, что она приводима тогда и только
тогда, если имеет рациональный корень. В данном случае функции x2 − 3x + 1 и
x3 − x2 + 2x + 3 обе неприводимы.

55Я сразу изменяю знаки у всех членов ϕ(x), беря высший коэфициент положительным.
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Упражнения

Найти, приводимы ли функции:
148) x4 + 2x3 − x − 2.
Отв. (x2 + x + 1)(x − 1)(x + 2).
149) x4 + x3 − 5x2 + 2.
Отв. (x2 − x − 1)(x2 + 2x − 2).
150) x5 + 3x3 − x2 + 2x − 1.
Отв. (x3 + 2x − 1)(x2 + 1).

§ 110. Общие свойства неприводимых функций. Предполагая теперь ко-
эфициенты в наших функциях числами рациональными (не непременно целыми),
выведем еще некоторые их свойства.

Теорема. Общий наибольший делитель двух (или нескольких) функций с ра-
циональными коэфициентами есть тоже функция с рациональными коэфициен-
тами.

Доказательство. Это следует из того, что при нахождении общего наиболь-
шего делителя над коэфициентами наших функций совершаются только действия:
сложение, вычитание, умножение и деление (§ 47, 52).

Следствие I. Если ϕ(x) — неприводимая функция, а f(x) — любая функция
(с рациональными коэфициентами), то может быть только два случая: 1) или f(x)
делится на ϕ(x); 2) или f(x) и ϕ(x) взаимно простые.

Доказательство. Это следует из предыдущей теоремы, ибо ϕ(x) может де-
литься только на самое себя и на постоянное количество 56.

Следствие II. Если уравнение f(x) = 0 имеет общий корень с неприводимым
уравнением ϕ(x) = 0, то и все корни уравнения ϕ(x) = 0 удовлетворяют уравнению
f(x), и f(x) делится на ϕ(x)).

Доказательство. f(x) и ϕ(x) не могут быть взаимно простыми, а потому по
следствию I f(x) делится на ϕ(x).

Следствие III. Если все корни уравнения f(x) = 0 удовлетворяют и неприво-
димому уравнению ϕ(x) = 0, то f(x) = C · ϕ(x)k, где C = const, k > 0 — целое
число.

Доказательство. По следствию II / f(x) делится на ϕ(x): f(x) = ϕ(x)f1(x),
но и f1(x) делится на ϕ(x), т. е. f(x) = ϕ(x)2 · f2(x) и т. д.

Следствие IV. Неприводимое уравнение не может иметь общих корней с урав-
нением низшей степени.

Доказательство. Это вытекает из следствия II.
Следствие V. Если уравнение f(x) = 0 имеет общий корень с неприводимым

уравнением ϕ(x) = 0 и известно, что степень f(x) меньше степени ϕ(x), то все
коэфициенты в f(x) равны нулю.

Доказательство. Это вытекает из следствия II.
Следствие VI. Неприводимое уравнение не может иметь кратных корней.
Доказательство. Это вытекает из следствия IV (§ 57, теорема 1).
Следствие VII. Два различных неприводимых уравнения не могут иметь об-

щих корней. (Под различными уравнениями подразумеваются такие, левые части

56Во всем этом параграфе имеются в виду функции и уравнения только с рациональными
коэфициентами.
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которых отличаются друг от друга не только на постоянный множитель.)
Доказательство. Если степени уравнений различны, то это вытекает из след-

ствия IV. Если же степень у них одна и та же, то пусть ϕ(x) = 0, ψ(x) = 0 — данные
неприводимые уравнения с высшими коэфициентами, равными единице (этого мы
всегда можем достигнуть); тогда общий их корень удовлетворяет и уравнению
низшей степени: ϕ(x) − ψ(x) = 0, что по следствию IV невозможно.

Следствие VIII. Если произведение нескольких функций делится на непри-
водимую функцию, то по крайней мере один из сомножителей делится на эту
неприводимую функцию.

Доказательство. Это вытекает из следствия (§ 53, теорема I).
Следствие IX. Всякая ц. р. функция (с рациональными коэфициентами) мо-

жет быть представлена и только одним образом как произведение неприводимых
функций (если не считать за различные функции, отличающиеся друг от друга
постоянными множителями).

Доказательство. Очевидно, что всякая функция делится на неприводимую
функцию, откуда легко следует, что она может быть представлена как произведе-
ние неприводимых множителей. Пусть возможны два различных представления:

f(x) = ϕϕ1ϕ2 · · · = ψψ1ψ2 · · · ;

отсюда видно: произведение ψψ1ψ2 · · · делится на ϕ, и, таким образом (по след-
ствию VIII), один из сомножителей делится на ϕ, например, ψ, но ψ — неприво-
дима; следовательно, ψ = Cϕ; сокращая на ϕ, получим:

ϕ1ϕ2 · · · = Cψ1ψ2 · · · ;

теперь подобным же образом докажем, что, например, ϕ1 = C1ψ1, ϕ2 = C2ψ2 и т.д.

§ 111. Функции в данном теле. Все следствия предыдущего параграфа
вытекали из доказанной в начале его теоремы и из общих свойств целых рацио-
нальных функций, изложенных в главе III. Но эта теорема основывается на том
(см. ее доказательство), что коэфициенты общего наибольшего делителя функций
f и g получаются из коэфициентов этих функций посредством четырех рацио-
нальных действий, т. е. принадлежат к той же области рациональности (или тому
же телу, § 13), к которой принадлежат и коэфициенты функций f и g. Это дает
возможность обобщить как понятие приводимых и неприводимых функций, так и
все выводы предыдущего параграфа на случай, когда все данные функции имеют
коэфициенты из данной области рациональности P , причем P — любая, наперед
заданная область рациональности. Итак, мы вводим следующее определение:

Целая рациональная функция (или алгебраическое уравнение), все коэфицаен-
ты которой (которого) принадлежат телу P , называется функцией (уравнени-
ем) в теле P .

Аналогично определяем функцию и уравнение в данной области целости.
Подобно тому как мы строили теорию делимости целых рациональных функ-

ций вообще (в главе III), т. е. в области всех комплексных чисел, мы можем по-
строить теорию делимости целых рациональных функций в любой данной области
рациональности (тела) или даже в области целости. Эта теория основана на том
простом факте, что при действиях сложения, вычитания и умножения целых ра-
циональных функций мы над коэфициентами их совершаем те же действия, т. е.
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из данной области целости (а, следовательно, и подавно из данного тела) не вы-
ходим; при действии же деления коэфициенты делимого приходится делить на
высший коэфициент «делителя», т. е. при делении мы не выходим из данного те-
ла, а если высший коэфициент делителя равен единице, то и из данной области
целости. Отсюда следует:

Все целые рациональные функции в данном теле P или в данной области
целости I образуют область целости.

В дальнейшем мы для простоты ограничимся случаем, когда наши функции
даны в некотором теле. Понятия делимости функций, разложимости функций на
множители и т. п. мы теперь будем применять только в отношении к данному телу
P , рассматривая исключительно только функции в этом теле. Основным является
такое определение:

Целая рациональная функция в теле P называется неприводимой в этом те-
ле, если она не может быть разложена на два множителя (являющихся целыми
рациональными функциями степеней больших нуля), тоже в теле P (т. е. с ко-
эфициентами из P ).

В противном случае она называется приводимой.
Из предыдущих замечаний следует:
Теорема и все девять следствий § 110 остаются правильными и для целых

рациональных функций в любом данном теле P , если только слова «с рациональ-
ными коэфициентами» заменить всюду словами «с коэфициентами из P», или
просто «в теле P».

Заметим, что в «алгебраически замкнутом» теле (§ 76), в частности в теле
всех комплексных чисел, единственными неприводимыми функциями являются
линейные 57; в теле всех вещественных чисел неприводимыми функциями явля-
ются линейные, а также и квадратные с отрицательными дискриминантами 58.

В теории делимости целых рациональных функций (иначе, многочленов или
полиномов) в данном теле неприводимые в этом теле функции играют роль про-
стых чисел. Особенно важны тут следствия VIII и IX § 110, аналогичные извест-
ным теоремам из теории делимости целых чисел.

Заметим, что если данная функция имеет все коэфициенты из тела P , то и ее
производная тоже функция в теле P . А отсюда легко следует, что обе теоремы ,§
57 могут быть обобщены для функций в данном теле:

Теорема 1. Необходимое и достаточное условие того, чтобы функция f(x)
теле P имела делителем α-ю (но не выше) степень неприводимой в этом теле
функции ϕ(x), следующее: ϕ(x) должна быть делителем f(x) и входить в разло-
жение функции f ′(x) на неприводимые множители как раз в степени α − 1.

Теорема 2. Необходимое и достаточное условие того, чтобы, функция f(x)
в теле P делилась на α-ю (но не выше) степень неприводимой в этом теле функ-
ции ϕ(x) следующее: ϕ(x) должна быть делителем функций f(x)f ′(x), f ′′(x), . . . ,
f (α−1)(x), но не функции f (α)(x).

Именно, пусть
f(x) = ϕ(x)α · g(x),

57По определению неприводимых функций к ним же как будто бы следует причислять и по-
стоянные количества как функции нулевой степени; однако по некоторым причинам этого не
делают, подобно тому как число 1 не причисляют к простым числам.

58Дискриминантом функции ax2 + bx + c называется выражение b2 − 4ac.
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где g(x) не делится на ϕ(x), а следовательно (по следствию I § 110), взаимно
проста ϕ(x); имеем:

f ′(x) = ϕ(x)α−1 · [αϕ′(x)g(x) + ϕ(x)g′(x)];

в квадратных скобках первый член взаимно простой с ϕ(x) [ибо и g(x), и ϕ′(x)
по следствию VI § 110 взаимно простые с ϕ(x)], а второй член делится на ϕ(x),
следовательно, вся сумма взаимно простая с ϕ(x), т. е. f ′(x) делится на ϕ(x)α−1,
но не на высшую степень ϕ(x). Обратное доказывается легко. Этим теорема 1
доказана. Теорема 2 доказывается, как и в § 57, повторным применением теоремы
1.

Из всего сказанного здесь следует, что все рассуждения § 58 целиком приме-
нимы и для функций в данном теле P ; только под X1 надо подразумевать про-
изведение неприводимых в P множителей данной функции f(x) в P , входящих в
f(x) в первой степени; под X2 — произведение неприводимых множителей функ-
ции f(x), входящих в f(x) во второй степени (причем в X2 они берутся по одному
разу) и т. д. Эти произведения X1, X2, . . . мы по существу и выделяем, оставаясь в
том теле P , к которому принадлежат коэфициенты данной функции f(x), напри-
мер, в примере и упражнениях § 58 мы остаемся все время в абсолютной области
рациональности.

§ 112. Расширения тела. «Расширением» тела P называется превращение
его в более обширное тело P1, содержащее P как часть; это расширение, происхо-
дит путем присоединения к P одного, нескольких или бесчисленного множества
новых количеств α, β, γ, . . . и всевозможных рациональных функций от этих коли-
честв с коэфициентами из P . Последнее необходимо, чтобы P1 оставалось телом;
но P1 мы можем рассматривать как совокупность этих рациональных функций
от α1, β1, γ1, . . . с коэфициентами из P , рассматривая сами количества из P как
частный случай таких функций, именно как целые рациональные функции от
α, β, γ, . . . нулевой степени. Сейчас мы подробнее рассмотрим присоединение к P
одного нового количества α (и, конечно, всех рациональных функций от него с
коэфициентами из P ). Тело, получающееся после этого присоединения, мы обо-
значим через P (α) 59.

Пусть
ϕ(α)

ψ(α)
и

ϕ1(α)

ψ1(α)
— две рациональные функции от α в P [т. е. два числа из

P (α)]; ϕ, ψ, ϕ1, ψ1 — целые функции в P ; при этом дроби
ϕ(x)

ψ(x)
,
ϕ1(x)

ψ1(x)
мы считаем

алгебраически несократимыми. Посмотрим, могут ли эти функции иметь одно и
то же численное значение при x = α; из

ϕ(α)

ψ(α)
=

ϕ1(α)

ψ1(α)
(2)

следует:
ϕ(α)ψ1(α) = ϕ1(α)ψ(α), (2a)

59При присоединении многих количеств обозначают аналогично:

P (α, β, γ, . . .).
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причем это равенство не тождество. Следовательно, α в этом случае удовлетворяет
алгебраическому уравнению (2) в теле P ; такое количество α называется алгеб-
раическим количеством, происходящим из тела P , или алгебраическим количе-
ством над телом P ; это понятие об «относительно» алгебраическом количестве
(именно, по отношению к телу P ) есть обобщение понятия алгебраического числа,
введенного в § 75; там, так сказать, «абсолютно» алгебраические числа являются
алгебраическими количествами над абсолютной областью рациональности (§ 13).

Присоединение к P алгебраических количеств над P называется алгебраиче-
ским расширением тела P . Всякое не-алгебраическое расширение тела P называ-
ется трансцендентным расширением тела P ; там равенство (2) существует только,

если функции
ϕ(x)

ψ(x)
и

ϕ1(x)

ψ1(x)
тождественно равны друг другу.

Пример 1. Пусть P — абсолютная область рациональности; присоединим к ней
число

√
2; получим тело P (

√
2); это — алгебраическое расширение, ибо

√
2 есть

корень уравнения x2 − 2 = 0 с рациональными коэфициентами. В теле P (
√

2) мы,
например, имеем:

1

5 +
√

2
=

5 −
√

2

23
;

действительно, освободившись от знаменателей, получим:

(5 +
√

2) · (5 −
√

2) = 23,

это верно, ибо (
√

2)2 = 2.
Пример 2. Присоединим теперь к абсолютной области рациональности P чис-

ло π (отношение длины окружности к длине диаметра, как известно, — транс-

цендентное число); это — трансцендентное присоединение. Здесь
ϕ(π)

ψ(π)
=

ϕ1(π)

ψ1(π)
—

тогда и только тогда, если тождественно

ϕ(x)

ψ(x)
=

ϕ1(x)

ψ1(x)

при переменном x. Но так как в этой части алгебры мы совсем не рассматриваем
самый процесс изменения наших функций, а только их состав, то для исследо-
вания тела P (π) безразлично, если мы вместо буквы π напишем букву x и будем
исследовать тело P (x), где x — независимая переменная; P (x) есть совокупность
всех целых и дробных рациональных функций от x: в теле P эта совокупность
есть, очевидно, тело; и мы видим, что это присоединение переменной x следует
считать трансцендентным. Ясно, что между числами тела P (π) и между рацио-
нальными функциями от x в P [т. е. между «элементами» тела P (x)] существует
взаимно однозначное соответствие; будем подразумевать под F1, F2, . . . рациональ-
ные функции в P ; тогда числу Fk(π) соответствует функция Fk(x); разным числам
соответствуют разные функции, и обратно; если F1(π), F2(π) соответстуют F1(x),
F2(x), то

F1(π) + F2(π) соответствует F1(x) + F2(x),

F1(π) − F2(π) соответствует F1(x) − F2(x),

F1(π) · F2(π) соответствует F1(x) · F2(x),

F1(π)

F2(π)
соответствует

F1(x)

F2(x)
,
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если F2(x) 6≡ 0F (тогда само собою и F2(π) 6= 0). Такие тела P (π) и P (x) называ-
ются изоморфными друг с другом.

§ 113. Посмотрим, как изменяются свойства делимости функций при рас-
ширении данного тела. От такого расширения неприводимая функция может в
расширенном теле сделаться приводимой; в таком случае она распадается на мно-
жители, которые в расширенном теле будут неприводимы. От дальнейшего расши-
рения тела и эти неприводимые множители (т. е. те из них, которые не линейны)
могут сделаться приводимыми. Пусть нам удалось так расширить наше тело P ,
что в расширенном теле P − 1 наша целая рациональная функция N -й степени
f(x) распалась на n линейных множителей;

f(x) = a0(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn);

тогда тем самым мы решили уравнение f(x) = 0: его корни — x1, x2, ..., xn, все они
— количества из P1, а это тело (т. е. все его количества) мы считаем известным;
в нем мы можем найти x1, x2, . . . , xn уже рациональным путем. Вопрос в том, как
именно следует расширить тело P , т. е. какие именно количества к нему присо-
единять, чтобы в расширенном теле P наша функция f(x) распалась на линейные
множители. Этот вопрос рассматривает теория Галуа (Galois; см. гл. XII) и дает
на него исчерпывающий ответ с помощью теории групп. Важно, что мы при этом
можем обойтись исключительно только алгебраическими присоединениями.

Пример. Функция f(x) = x4 − x2 + 1 неприводима в абсолютной области ра-
циональности P ; но в теле P (

√
3) она приводима, именно

x4 − x2 + 1 = (x2 + x
√

3 + 1)(x2 − x
√

3 + 1).
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ГЛАВА СЕДЬМАЯ

ДВУЧЛЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ. УРАВНЕНИЯ НИЗШИХ СТЕПЕНЕЙ

§ 114. Двучленное уравнение. Двучленными уравнениями называются
уравнения вида xn − a = 0, где a — любое (вещественное или комплексное) число.
Решение такого уравнения сводится к извлечению корня n-й степени из a. Из-
влечение корня из комплексных чисел нами уже рассматривалось в § 9; решение
этой задачи было там дано в тригонометрической форме. В настоящей главе мы
рассмотрим двучленные уравнения чисто алгебраически.

Теорема. Все корни уравнения xn − a = 0 различны при a 6= 0; если α — один
из корней, то все другие найдутся умножением α на всевозможные корни n-й
степени из единицы, т. е. на корни уравнения xn = 1.

Доказательство. Уравнение f(x) = xn − a = 0 кратных корней не имеет, ибо
уравнение f ′(x) = nxn−1 = 0 имеет единственный корень 0, который не удовле-
творяет уравнению xn − a = 0 [§ 57, теорема 1]. Далее, имеем αn = a; пусть ρ
— корень n-й степени из единицы, т. е. ρn = 1; тогда (αρ)n = a, т. е. αρ — тоже
корень уравнения xn = a. Обратно: если α и α1 — два корня уравнения xn = a, то(

α1

α

)n

=
αn

1

αn
=

a

a
= 1, т. е. ρ =

α1

α
есть корень n-й степени из единицы, и α1 = αρ,

т. е. теорема доказана.

§ 115. Вспомогательная теорема из теории чисел. В дальнейшем нам
понадобится следующая теорема из теории чисел, аналогичная второй теореме §
52.

Теорема. Если a и b — два целых числа и d = D(a, b), то уравнение ax+by = d
разрешимо в целых числах.

Доказательство. Найдем d по способу Эвклида:

a = bq + r,

b = rq1 + r1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

rm−2 = rm−1qm + d,

rm−1 = dqm+1.





(1)

Предпоследнее уравнение (1) дает rm−2 − rm−1qm = d?; вместо rm−1 можно
подставить из предыдущего уравнения rm−1 = rm−3 − rm−2qm−1 и d представится
в виде d = krm−3 + lrm−2; теперь подобным же образом подставляем значение для
rm−2 из предыдущего уравнения rm−2 = rm−4 − rm−3qm−2 и т. д. Идя назад, мы в
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конце концов дойдем до чисел a и b и представим d в виде d = ax + by, где x и y
— целые числа.

Следствие. Если числа a и b — взаимно простые, то уравнение ax + by = 1
разрешимо в целых числах.

§ 116. Неприводимость двучленного уравнения простой степени. Об-
ращаясь теперь снова к уравнению xn − a = 0, докажем следующее:

Теорема. Если n = p — простое число, а a — рациональное число, не являю-
щееся точной p-й степенью другого рационального числа, то уравнение xp−a = 0
неприводимо в абсолютной области рациональности.

Доказательство. Пусть α — один из корней уравнения xp − a = 0; тогда α —
иррациональное число; остальные корни этого уравнения будут αρ1, αρ2, αρ3, . . . (§
114), где ρ1, ρ2, ρ3, . . . — все корни p-й степени из единицы. Пусть наше уравнение
приводимо и пусть xp − a = ϕ(x)ψ(x), где ϕ(x) — ц. р. Функция ν-й степени
с рациональными коэфициентами и с высшим коэфициентом, равным единице,
ν < p. Пусть, далее, корни ϕ(x) = 0 суть: αρ1, αρ2, . . . , αρν ; тогда свободный член
функции ϕ(x) есть ανρ1ρ2 · · · ρν ; обозначим ρ1ρ2 · · · ρν = ρ; ρ — тоже корень p-й
степени из единицы, ибо ρp = (ρ1ρ2 · · · ρν)

p = ρp
1ρ

p
2 · · · ρp

ν = 1.
Обозначим, далее, ανρ = k; k — рациональное число, так как все коэфициенты

в функции ϕ(x) рациональны. Итак, имеем:

αp = a, ανρ = k; (2)

так как ν < p, а p — простое, то числа ν и p взаимно простые; найдем целые
числа λ и µ так, чтобы было λp + µν = 1 (§ 115); возвышаем обе части первого
из уравнений (2) в степень λ, обе части второго из уравнений (2) в степень µ и
перемножаем левые и правые части этих уравнений; получаем αλp+µνρµ = aλkµ = l
— рациональное число, или αρµ = l; но ρµ — тоже корень p-й степени из единицы,
ибо (ρµ)p = ρµp = (ρp)µ = 1; следовательно (по § 114), αρµ — тоже корень уравне-
ния xp − a = 0 и этот корень равен l — рациональному числу, что противоречит
нашему условию. Следовательно, уравнение xp = a неприводимо.

Но если n — число не простое, то теорема уже неверна, например, x6 − 9 =
(x3 − 3)(x3 + 3).

§ 117. Корни из единицы. Рассмотрим теперь уравнение xn = 1. По § 114
оно имеет n различных корней, из которых при n нечетном только один корень
вещественен — x = 1, а при n четном два корня вещественны — x = ±1.

Теорема. Если x = p+ qi — комплексный корень n-й степени из единицы, то

x = p − qi =
1

x
, значит, тоже является корнем из единицы.

Доказательство. xx = p2 + q2 > 0, (xx)n = (p2 + q2)n = 1; следовательно,

x =
1

x
.

Теорема. Если x1 и x2 — корни n-й степени из единицы, то x1x2
x1

x2

, xk
1 тоже

корни (k -—- любое целое число).
Доказательство. Имеем:

(x1x2)
n = xn

1 · xn
2 = 1,

(
x1

x2

)n

=
xn

1

xn
2

= 1, (xk
1)

n = xkn
1 = (xn

1 )k = 1.
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Теорема. Общими корнями, уравнений xr = 1 и xs = 1 служат все t корней
уравнения xt = 1, где t = D(r, s).

Доказательство. Пусть x — общий корень, т. е. xr = 1, xs = 1; найдем (по §
115) u и v так, чтобы было ru+sv = t; тогда xru = 1, xsv = 1; перемножим xru+sv =

xt = 1. Обратное очевидно: если x — корень уравнения xt = 1, то, обозначив
r

t
= r1,

s

t
= s1, найдем xtr1 = xr = 1, xts1

1 = 1, что и требовалось доказать.

Следствие. Если Dr, s) = 1, то уравнения xr = 1 и xs = 1 не имеют общих
корней кроме x = 1.

§ 118. Первообразные корни. Пусть z — корень из единицы какой-нибудь
степени; наименьшее число m > 0, для которого z = 1, называется показателем,
к которому принадлежит корень z из единицы; z — первообразный корень m-й
степени из единицы.

Теорема. Если z — первообразный корень m-й степени из единицы, то коли-
чества z, z2, z3, . . . , zm−1, zm = 1 — все различны, тогда как zm+1 = z, zm+2 = z,
. . . вообще zκ = zλ тогда и только тогда, если κ − λ делится на m.

Доказательство. Пусть κ = λ+rm; тогда zκ = zλ+rm = zλzrm = zλ. Обратно:
пусть zκ = zλ или zκ−λ = 1; пусть κ−λ = rm+r1, где r1 < m; тогда zκ−λ = zrm+r1 ,
zrmzr1 = zr1 = 1, что невозможно, ибо r1 < m, а m — наименьший показатель, для
которого zm = 1.

Отсюда же следует, что z, z2, z3, . . . , zm все различны, ибо при κ и λ < mκ −λ
не может делиться на m, если только κ 6= λ.

Следствие. Если z — первообразный корень m-й степени из единицы, то ко-
личества z, z2, z3, . . . , zm−1, zm = 1 исчерпывают собой все корни m-й степени из
единицы, ибо число их равно m и все они различны.

Теорема. Если z принадлежит к показателю m, то zk принадлежит к по-

казателю m′ =
m

d
, где d = D(m, k).

Доказательство. Пусть (zk)r = 1; тогда kr = lm; пусть k = k1d; m = m1d;
следовательно, k1r = lm1; k1r делится на m1; но k1 и m1 взаимно простые; следо-
вательно, r делится на m1, если r — наименьшее число, для которого (xk)r = 1,

то r = m1; действительно, (zk)m1 = zk1dm1 = (zm)k1 = 1. Итак, r =
m

d
и есть

показатель, к которому принадлежит z.
Следствие I. При D(m, k) = 1 и только в этом случае zk тоже принадлежит

к показателю m.
Следствие II. Если существует один первообразный корень m-й степени из

единицы, то число всех первообразных корней m-й степени из единицы равно
числу целых чисел больших нуля и меньших m и взаимно простых с m.

Возникает вопрос: для всякого ли целого числа m > 0 существуют первообраз-
ные корни m-й степени из единицы. В дальнейшем мы ответим утвердительно на
этот вопрос. Число первообразных корней m-й степени обозначается знаком ϕ(m).

§ 119. Теорема. Если D(r, s) = 1, то все корни уравнения xrs = 1 получают-
ся умножением всех корней уравнения xr = 1 на все корни уравнения xs = 1, а
все первообразные корни уравнения xrs = 1 получаются умножением всех перво-
образных корней уравнения xr = 1 на все первообразные корни уравнения xs = 1.
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Доказательство. Пусть αr = 1, βs = 1; тогда (αβ)rs = αrs × βrs = 1; если
αβ = α1β1 (где α1 — тоже корень уравнения xr = 1, а β1 — корень уравнения

xs = 1), то
α

α1

=
β

β1

, ибо
α

α1

=
β

β1

— корень и уравнения xr = 1 и уравнения

xs = 1, а эти уравнения имеют только один общий корень x = 1 (§ 117, следствие);
следовательно, α1 = α, β1 = β, т. е. если не будет одновременно α1 = α, β1 = β,
то и α1β1 6= αβ, т. е. в виде αβ представляются все r · s корней уравнения xrs = 1.
Далее, если αr′ = 1, βs′ = 1, то (αβ)r′s′ = 1; если выполнено хоть одно неравенство
r′ < r, s′ < s, то и r′s′ < rs.

Пусть теперь α — первообразный корень r-й степени, а β — первообразный
корень s-й степени из единицы и пусть (αβ)t = 1; следовательно, αt = β−t = 1, ибо
уравнения xr = 1 и xs = 1 кроме единицы не имеют общих корней; следовательно,
t делится на r и на s, ибо α и β — первообразные корни r-й и s-й степеней из
единицы. Но D(r, s) = 1, т. е. t делится на rs; следовательно, αβ — первообразный
корень степени rs из единицы.

Следствие. ϕ(rs) = ϕ(r)ϕ(s); если каждая пара чисел r, s, t, . . . взаимно про-
стая, то ϕ(rst · · · ) = ϕ(r)ϕ(s)ϕ(t) · · · В частности, если m = pαqβrγ · · · разложение
числа m на простые множители, то ϕ(m) = ϕ(pα)ϕ(qβ)ϕ(rγ) · · · ; следовательно,
нам достаточно определить ϕ(m) для случая, когда m — степень простого числа.

§ 120. Уравнения деления окружности. Пусть m = p — простое число;
в этом случае при k < p всегда k и p взаимно простые; следовательно, все корни
уравнения zp − 1 = 0 первообразны, кроме корня z = 1, т. е. ϕ(p) = p− 1. Обозна-
чим через Φm(x) = 0 уравнение, имеющее корнями все первообразные корни m-й
степени из единицы; тогда

Φp(x) =
xp − 1

x − 1
= xp−1 + xp−2 + . . . + 1.

Пусть теперь m = pn, где p — простое; все делители числа m, меньшие, чем m, суть
1, p, p2, . . . , pn−1; пусть x принадлежит к показателю pτ ; τ ≤ n − 1; тогда xpτ = 1;
возвысим обе части в степень pn−1−τ ; получим xpn−1

= 1. Итак, все непервооб-
разные корни уравнения xpn

= 1 удовлетворяют уравнению xpn−1
= 1; отсюда же

следует, что все первообразные корни уравнения xpn

= 1 удовлетворяют уравне-
нию:

Φpn(x) =
xpn − 1

xpn−1 − 1
= xpn−1(p−1) + xpn−1(p−2) + . . . + xpn−1

+ 1 = 0;

число их

ϕ(pn) = pn−1(p − 1) = pn

(
1 − 1

p

)
.

Отсюда и из следствия § 119 вытекает:
Теорема. Для всякого числа m существуют первообразные корни m-й сте-

пени из единицы; число их:

ϕ(m) = ϕ(pα)ϕ(qβ)ϕ(rγ) · · · = pα

(
1 − 1

p

)
qβ

(
1 − 1

q

)
rγ

(
1 − 1

r

)
· · · =

= m

(
1 − 1

p

)(
1 − 1

q

)(
1 − 1

r

)
· · ·
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Теорема. Если α1, α2, . . . , αm все корни m-й степени из единицы, то αk
1 +αk

2 +
. . . + αk

m = 0 при k, не делящемся на m, или равно m при k, делящемся на m.
Доказательство. Пусть α — первообразный корень m-й степени из единицы;

тогда все корни m-й степени суть (§ 118) 1, α, α2, . . . , αm−1; следовательно:

1k + αk + α2k + . . . + α(m−1)k

=
1 − αmk

1 − αk
= 0,

если αk 6= 1, т. е. k не делится на m. Если же k делится на m, то

αk = α2k = . . . = α(m−1)k = 1, и 1k + αk + α2k + . . . + α(m−1)k = m.

§ 121. Найдем теперь функцию Φm(x) для всякого m.
Лемма. Если n = pα · m, p — простое, m не делится на p, то

Φn(x) =
Φm(xpα

)

Φm(xpα−1)
.

Доказательство. Пусть µ — первообразный корень уравнения xm = 1, ρ —
любой корень уравнения xpα

= 1, а ρ′ — не первообразный корень уравнения
xpα

= 1; тогда (§ 120) ρ′p
α−1

= 1. Обозначим ρµ = σ; тогда σpα

= µpα

; это тоже
первообразный корень уравнения xm = 1, ибо pα взаимно просто с m (§ 118,
следствие I). Уравнение Φm(xpα

) = 0 будет степени pαϕ(m), ему удовлетворяют
все корни σ = ρµ; число их равно pαϕ(m), и все они различны (§ 119), т. е. это —
все корни уравнения Φm(xpα

) = 0. Подобным же образом убедимся, что количества
σ′ = ρ′µ суть все корни уравнения Φm(xpα−1

) = 0. Отсюда следует, что уравнению

Φm(xpα

)

Φm(xpα−1)
= 0

удовлетворяют все количества σ = ρµ, где ρ — первообразный корень уравнения
xpα

= 1, а µ — первообразный корень уравнения xm = 1, т. е. этому уравнению
удовлетворяют все первообразные корни уравнения xn = 1 (§ 119); следовательно:

Φm(xpα

)

Φm(xpα−1)
= Φn(x)

(мы определяем функцию Φn(x) как такую, у которой высший коэфициент равен
единице). Например, при n = pαqβ(p и q простые), положив m = qβ, получим:

Φn(x) =
(xn − 1)(x

n
pq − 1)

(x
n
p − 1)(x

n
q − 1)

.

Отсюда методом полной индукции легко доказать общую теорему: если n = pαqβrγ · · ·
разложение n на простые множители, то

Φn(x) =
(xn − 1)(x

n
pq − 1)(x

n
pr − 1)(x

n
qr − 1) · · ·

(x
n
p − 1)(x

n
q − 1)(x

n
pqr − 1) . . .

=

∏
(x

n
n1 − 1)

∏
(x

n
n2 − 1)

, (3)
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где n1 — всевозможные произведения чисел p, q, r, . . . , взятых в четном числе
(включая сюда и единицу), а n2 — всевозможные произведения чисел p, q, r, . . .,
взятых в нечетном числе.

Итак, пусть формула (3) доказана для чисел n, раскладывающихся на k про-
стых множителей; докажем, что она будет верна и для всех чисел n, расклады-
вающихся на k + 1 простых множителей. Пусть n такое число: n = pαqβrγ · · · ;
обозначим qβrγ · · · = m; для числа m формула (3) верна, т. е.

Φm(x) =

∏
(x

m
m1 − 1)

∏
(x

m
m2 − 1)

;

имеем по лемме:

Φn(x) =
Φm(xpα

)

Φm(xpα−1)
=

∏
(x

m
m1

pα

− 1)
∏

(x
m

m2
pα − 1)

:

∏
(x

m
m1

pα−1

− 1)
∏

(x
m

m2
pα−1 − 1)

=

=

∏
(x

m
m1 − 1)

∏
(x

n
pm2 − 1)

∏
(x

m
m2 − 1)

∏
(x

n
m1p − 1)

=

∏
(x

n
n1 − 1)

∏
(x

n
n2 − 1)

,

т. е. формула (3) верна и для числа n.
Пример. Найти Φ12(x). Здесь 12 = 22 · 3; следовательно, имеем:

Φ12(x) =
(x12 − 1)(x

12
2·3 − 1)

x
12
2 − 1)(x

12
3 − 1)

=
(x12 − 1)(x2 − 1)

(x6 − 1)(x4 − 1)
= x4 − x2 + 1;

степень Φ12(x) = ϕ(12) = 12 · 1

2

2

3
= 4.

Упражнения

151) Вычислить ϕ(15), ϕ(18), ϕ(20), ϕ(60), ϕ(275), ϕ(5 896).
Отв. 8, 6, 8, 16, 200, 2 640.
152) Найти Φ3(x), Φ8(x), Φ10(x), Φ15(x), Φ20(x).
Отв. x2 + x + 1, x4 + 1, x4 − x3 + x2 − x + 1, x8 − x7 + x5 − x4 + x3 − x + 1,

x8 − x6 + x4 − x2 + 1.

§ 122. Уравнение Φm(x) = 0 степени ϕ(m), дающее все первообразные корни
m-й степени из единицы, называется уравнением деления окружности, ибо к его
решению сводится задача деления окружности на m равных частей.

Теорема. Уравнение деления окружности Φm(x) = 0 неприводимо (в абсо-
лютной области рациональности).

Мы докажем эту теорему для случая, когда m = pn, где p — простое число. В
функции Φpn(x) все коэфициенты целые. Пусть функция Φpn(x) приводима; тогда
(по § 107) она может быть разложена на два множителя с целыми коэфициента-
ми Φpn(x) = f(x)g(x); в таком случае Φpn(1) = f(1)g(1); но Φpn(1) = p — простое
число; следовательно, из чисел f(1), g(1) одно равно ±1, а другое равно ±p; на-
пример, f(1) = ±1, g(1) = ±p. Пусть ρ, ρa, ρb, . . . — корни уравнения Φpn(x) = 0 (ρ
— один из первообразных корней уравнения xpn

= 1); числа a, b, . . . не делятся на
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p. Пусть, например, f(ρ) = 0; тогда уравнение f(x)f(xa)f(xb) · · · = 0 имеет корни:
ρ, ρa, ρb, . . . 60, т. е. левая часть его делится на Φpn(x)

f(x)f(xa)f(xb) · · · = Φpn(x)ψ(x);

пусть ψ(1) = s — целое число [ибо в ψ(x) все коэфициенты целые]; имеем при
?x = 1: ±1 = p · s, что невозможно. Следовательно, функция Φpn(x) неприводима.

§ 123. Квадратные уравнения. Квадратные уравнения подробно рассмат-
риваются в элементарной алгебре. Мы здесь выведем только ни общую формулу
решения квадратных уравнений.

Пусть f(x) = ax2 + 2bx + c = 0 — данное уравнение, x — один из его корней;
следовательно, f(x1) = ax2

1 + 2bx1 + c = 0. Возьмем функцию f(x, x1) = axx1 +
b(x+x1)+c; назовем ее (по аналогии с геометрией) полярой функции f(x). Имеем:

f(x, x10
2 − f(x)f(x1) = (b2 − 4ac)(x − x1)

2;

но f(x1) = 0; следовательно:

f(x, x1)
2 = (b2 − 4ac)(x − x1)

2, f(x, x1) =
√

b2 − 4ac · (x − x1),

или
axx1 + b(x + x1) + c = (x − x1)

√
b2 − ac;

отсюда

x1 = −(b −
√

b2 − 4ac)x + c

ax + (b +
√

b2 − ac)
.

Это и есть формула решения, которую мы хотели вывести: здесь квадратный
корень имеет два значения, сообразно чему получаются оба корня квадратного
уравнения.

Замечательна эта формула тем, что в правую часть ее входит переменная x,
могущая иметь любое значение; корень x1 от x не зависит. Таким образом, давая
для x различные значения, мы получаем бесчисленное множество различных по
виду формул решения квадратного уравнения. Обычная формула получается при
x → ∞.

§ 124. Кубические уравнения. Общий вид кубического уравнения:

a0x
3 + a1x

2 + a2x + a3 = 0, a0 6= 0.

60Конечно, ρa не есть корень уравнения f(xa) = 0; но по теореме § 115 можно найти целые
числа γ и s так, что будет

aγ + pns = 1,

ибо D(a, pn) = 1, при этом γ, как и a, не делится на p, то есть одно из чисел a, b, . . . ; далее,
имеем:

aγ = 1 − pns,

(ργ)a = ρaγ = ρ1−pns = ρ,

ибо ρ−pns

= 1;
f [(ργ)a] = f(ρ) = 0,

т. е. ργ есть корень уравнения f(xa) = 0. Подобно же рассуждаем для f(xb) = 0 и т. д., т. е. для
всех этих уравнений корнями будут ρ, ρa, ρb, . . . , только в ином порядке.
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Делим обе части на a0 и производим подстановку:

x = y − a1

3a0

,

обозначим:

a =
a2

a0

− a2
1

3a2
0

, b =
2a3

1

27a3
0

− a1a2

3a2
0

+
a3

a0

;

тогда данное уравнение принимает вид:

y3 + ay + b = 0. (4)

Положим y = u + v; тогда (4) примет вид:

u3 + v3 + (u + v)(3uv + a) + b = 0.

Так как мы вместо одного неизвестного y ввели два неизвестных u и v, то одно
из них произвольно; или иначе, мы можем установить между ними произвольную
зависимость.

Пусть
3uv + a = 0 или uv = −a

3
. (5)

Тогда данное уравнение примет вид: u3 + v3 = −b; из (2) получаем:

u3v3 = −a3

27
,

т. е. u3 и v3 суть корни квадратного уравнения:

z2 + bz − a3

27
= 0,

откуда

z = − b

2
±

√
b2

4
+

a3

27
;

следовательно;

u3 = − b

2
+

√
b2

4
+

a3

27
, v3 = − b

2
−

√
b2

4
+

a3

27
;

отсюда же

y =
3

√

− b

2
+

√
b2

4
+

a3

27
+

3

√

− b

2
−

√
b2

4
+

a3

27
. (6)

Это — так называемая формула Кардано решения кубического уравнения (§
102); способ же решения кубического уравнения, который мы изложили, принад-
лежит голландскому математику Гудде (Hudde).

Заметим, что кубический корень из любого числа имеет всегда три значения:
если 3

√
α = ξ — одно значение, то два другие суть ωξ, ω2ξ, где ω и ω2 — мнимые

кубические корни из единицы, именно, корни уравнения

x3 − 1

x − 1
= x2 + x + 1 = 0,
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т. е.

ω =
−1 +

√
3

2
, ω2 =

−1 − i
√

3

2
;

можно непосредственно проверить, что ω2 есть действительно квадрат числа ω.
Итак, и u, и v имеют по три значения, комбинируя которые друг с другом, мы

получим всего девять значений для y; но из них только три являются корнями
уравнения (4), ибо u и v связаны условием (5). Это условие допускает всего лишь
три комбинации u и v и соответственно, им три значения для y. Пусть u, v — одна
пара значений, удовлетворяющих условию (5); тогда y0 = u + v — один из корней;
два других корня будут: y1 = ωu + ω2v, y2 = ω2u + ωv.

Соответственно им существуют и три корня уравнения с неизвестным x:

x0 = − a1

3a0

+ u + v, x1 = − a1

3a0

+ ωu + ω2v,

x2 = − a1

3a0

+ ω2u + ωv.

Все эти три корня различны при
b2

4
+

a3

27
6= 0; выражение

b2

4
+

a3

27
есть так

называемый дискриминант уравнения (4), если к нему приписать еще множитель
−4 · 27. Если подставим значения для a и b через a0, a1, a2, a3, то получим:

−4 · 27

(
b2

4
+

a3

27

)
=

1

a4
0

;

D — дискриминант данного уравнения для x.
Итак, при D 6= 0 все три корня различны.

Пусть теперь D = 0, т. е.
b2

4
+

a3

27
= 0; тогда

u = v =
3

√
− b

2
;

но так как здесь

(
− b

2

)2

=

(
− a

3

)3

, то находим:

3

√
− b

2
= − b

2
: 3

√(
− b

2

)
= − b

2
:

3

√(
− a

3

)3

=

= − b

2
:

(
− a

3

)
=

3b

2a
.

Докажем, что при u = v =
3b

2a
условие (2) удовлетворяется; действительно:

uv =
9b2

4a3
= − 9a3

27a2
= −a

3
, ибо

b2

4
= −a3

27
.

Итак, в этом случае

y0 = u + v =
3b

a
, y1 = y2 =

3b

2a
(ω + ω2) = − 3b

2a
.
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Соответственно этому:

x0 = − a1

3a0

+
2a3

1 − a0a1a2 + 3a2
0a3

a0(3a0a2 − a2
1)

=
7a3

1 − 6a0a1a2 + 9a2
0a3

a0(3a0a2 − a2
1)

,

x1 = x2 = − a1

3a0

− 2a3
1 − a0a1a2 + 3a2

0a3

a0(3a0a2 − a2
1)

= −4a3
1 + 6a0a1a2 + 9a2

0a3

a0(3a0a2 − a2
1)

.

Если кроме условия D = 0 выполнено и условие b = 0, то

y0 = y1 = y2 = 0, x0 = x1 = x2 = − a1

3a0

,

т. e. в этом и только в этом случае существует тройной корень. Условие D = 0
здесь можно заменить условием a = 0, т. е. получаем такие условия для тройного
корня:

3a0a2 − a2
1 = 0, 2a3

1 − 9a0a1a2 + 27a2
0a3 = 0;

последнее условие можно заменить таким: 27a2
0a3 − a3

1 = 0.

§ 125. Пусть все коэфициенты a0, a1, a2, a3, а следовательно, и a, b веществен-
ны. Разберем вопрос о вещественности корней.

1. При D = 0 все корни вещественны, ибо, как мы видели, они выражаются
рационально через коэфициенты.

2. При D < 0,
b2

4
+

a3

27
> 0, т. е. корень квадратный в u и v вещественен и, таким

образом, вещественны количества − b

2
±

√
b2

4
+

a3

27
; в этом случае для u и v можно

взять вещественные кубические корни, ибо при них условие (5) удовлетворится.
Следовательно, y0 вещественно, а

y1 = −u + v

2
+

i
√

3

2
(u − v), = y1 = −u + v

2
− i

√
3

2
(u − v)

сопряженно комплексны. Точно так же x0 вещественно, а x1, x2 сопряженно ком-
плексны.

3. При D > 0,
b2

4
+

a3

27
< 0 , т. е.

√
b2

4
+

a3

27
— мнимое число, и − b

2
±

√
b2

4
+

a3

27
—

сопряженные комплексные числа; u и v тоже сопряженно комплексны [ибо по (5)
их произведение вещественно); точно так же ωu и ω2v сопряженно комплексны, и
ω2u и ωv тоже. Следовательно, y0, y1, y2 вещественны; именно, если u = α + βi,
v = α − βi, то y0 = 2α, y1 = −α − β

√
3 , y2 = −α + β

√
3. Конечно, и x0, x1, x2 в

этом случае тоже вещественны.
Но в этом случае формула Кардано совершенно неприменима: приходится из-

влекать кубический корень из комплексного числа α1 + β1i; мы докажем, что это
извлечение сводится опять к решению уравнения (4), т. е. получается порочный
круг. Именно, пусть

3
√

α1 + β1i = ρ(cos ϕ + i sin ϕ);

тогда α3
1 + β3

1 = ρ3(cos 3ϕ + sin 3ϕ); отсюда

ρ3 =
√

α2
1 + β2

1 , cos 3ϕ =
α1

ρ3
;
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итак, ρ мы находим простым извлечением корня; посмотрим, как найти ϕ. Имеем
cos 3ϕ = 4 cos3 ϕ − 3 cos ϕ (§ 11), cos ϕ = ξ; получаем для ξ уравнение:

4ξ3 − 3ξ − α1

ρ3
= 0, но α1 = − b

2
, β1 =

√
−b2

4
− a3

27
,

α2
1 + β2

1 −
a3

27
= ρ6;

следовательно:

cos 3ϕ =
α1

ρ3
= − b

2
:

√
−a3

27
=

b

2
:

(
a

3

√
−a

3

)
.

Таким образом получаем для ξ уравнение:

4ξ3 − 3ξ − b

2
:

(
a

3

√
−a

3

)
= 0,

или

−8
a

3

√
−a

3
ξ3 + 2a

√
−a

3
ξ + b = 0;

сделаем подстановку:

2

√
−a

3
ξ = t;

тогда:

−8
a

3

√
−a

3
ξ3 = t3,

и наше уравнение принимает вид: t3 + at + b = 0, т. е. мы опять возвратились к
уравнению (4). В этом случае применяется так называемое тригонометрическое
решение. Имеем:

y0 = 2ρ cos ϕ = 2

√
−a

3
cos ϕ,

y1 = −ρ cos ϕ − ρ
√

3 sin ϕ = 2

√
−a

3
cos

(
ϕ +

4π

3

)
,

y2 = −ρ cos ϕ + ρ
√

3 sin ϕ = 2

√
−a

3
cos

(
ϕ +

2π

3

)
,

угол ϕ определяется из уравнения

cos(3ϕ) = − b

2
:

√
−a3

27

и вычисляется при помощи логарифмов. Этот случай называется «неприводи-
мым».

Пример 1. Уравнение x3 − x − 1 = 0; здесь a = −1, b = −1;

b2

4
+

a3

27
=

1

4
− 1

27
=

23

4 · 27
> 0,
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т. е. здесь имеется один вещественный и два комплексных корня. Имеем:

u =
3

√
1

2
+

1

2

√
23

27
, v =

3

√
1

2
− 1

2

√
23

27
;

пусть

N =
1

2

√
23

27
,

тогда

lg N =
1

2
lg 23 − 1

2
lg 27 − lg 2, lg 23 = 1, 3617278, lg 27 = 1, 4313638,

lg 2 = 0, 3010300,
1

2
lg 23 = 0, 6808639, −1

2
lg 27 == 1, 2843181,

− lg 2 = 1, 6989700;

следовательно:

lg N = 1, 6641520, N = 0, 46148 . . . ,
1

2
+ N = 0, 96148,

1

2
− N = 0, 03852,

lg 0, 96148 = 1, 9829403, lg 0, 03852 = 2, 5856863, lg u =
1

3
lg 0, 96148 = 1, 9943134,

lg v =
1

3
lg 0, 03852 = 1, 5285621, u = 0, 98699, v = 0, 33772;

отсюда x0 = u + v = 1, 32471 . . . — это верно с точностью до 0, 001; далее, найдем:

x1 =
u + v

2
+ i

√
3(u − v)

2
= −0, 662 + i · 0, 562,

x2 =
u + v

2
− i

√
3(u − v)

2
= −0, 662 − i · 0, 562,

(x1 и x2 вычисляем тоже при помощи логарифмов).
Пример 2. Уравнение x3 − 4x2 − 11x + 30 = 0; здесь

a0 = 1, a1 = −4, a2 = −11, a3 = 30;

найдем

a = −49

3
, b =

486

27
;

уравнение для y:

y3 − 49

3
y +

286

27
= 0, x = y +

4

3
.

Здесь
b2

4
+

a3

27
= −97 200

272
< 0,

т. е. все три корня вещественны, и формула Кардано неприменима.
Берем тригонометрическое решение:

cos(3ϕ) = − b

2
:

√
−a3

27
= −143

73
,
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lg
147

73
= lg 143 − 3 lg 7 = 2, 1553860 − 3 · 0, 8450980 = 2, 1553860 − 2, 5352940 =

1, 6200420; пусть 1, 6200420 = cosϕ1; тогда ϕ1 = 65◦21′30′′; но cos(3ϕ) = − cos ϕ1;
следовательно, 3ϕ = 180◦ − ϕ1, 3ϕ = 114◦38′30′′, ϕ = 38◦12′50′′;

ϕ + 240◦ = 278◦12′50′′ = 360◦ − 81◦47′10′′,

ϕ + 120◦ = 158◦12′50′′ = 180◦ − 21◦47′10′′.

Далее, имеем:

y0 = 2

√
−a

3
cos ϕ =

2 · 7
3

cos 38◦12′50′′,

точно так же:

y1 =
2 · 7
3

cos 81◦47′10′, y2 = −2 · 7
3

cos 21◦47′10′′.

Находим:

lg 2 = 0, 3010300, lg cos 38◦12′50′′ = 1, 8952606, lg y0 = 0, 5652673,

lg 7 = 0, 8450980 lg cos 81◦47′10′′ = 1, 1549376, lg y1 = 1, 8239443,

− lg 3 = 1, 5228787, lg cos 21◦47′10′′ = 1, 9678174, lg(−y2) = 0, 6368241,

y0 = 3, 675, y1 = 0, 667, y2 = −4, 333. Далее, x = y + 1, 333; следовательно, x0 =
5, 008, x1 = 2, 000, x2 − 3, 000.

Можно непосредственно убедиться, что числа 5, 2, −3 действительно являются
корнями данного уравнения.

Упражнения

Исследовать и решить кубические уравнения:
153) x3 − 4x2 + 3x − 12 = 0.
Отв. 4,±i

√
3 (корни).

154) x3 + 3x2 + 7x + 5 = 0.
Отв. −1, −1 ± 2i (корни).
155) x3 + 3x2 − 2x − 6 = 0.
Отв. −3, ±

√
2 (корни).

156) x3 − 10x2 + 12x + 72 = 0.
Отв. −2, 6, 6 (корни).
157) 8x3 − 60x2 + 150x − 125 = 0.

Отв. 2
1

2
(корень тройной).

§ 126. Уравнения четвертой степени. Способ Феррари. Общий вид
уравнения четвертой степени:

a0x
4 + a1x

3 + a2x
2 + a3x + a4 = 0; (7)

его корни x0, x1, x2, x3; a0 6= 0; делим обе части на a0 и делаем подстановку:
x = y − a1

4a0

; тогда получим:

y4 + ay2 + by + c = 0, (8)
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где

a =
a2

a0

− 3

8

a2
1

a2
0

,

b =
a3

a0

− 1

2

a1a2

a2
0

+
1

8

a3
1

a3
0

,

c =
a4

a0

− 1

4

a1a3

a2
0

+
1

16

a2
1a2

a3
0

− 3

256

a4
1

a4
0

.

Существует много способов решения уравнений четвертой степени; изложим
три мы изложим три из них.

Способ Феррари (Ferrari). Преобразовываем левую часть (8) следующим обра-
зом:

y4 + ay2 + by + c =

(
y2 +

a

2
+ r

)2

− 2y2r+

+ by − a2

4
− ar − r2 + c = 0;

выбираем неопределенную величину r так, чтобы левая часть уравнения превра-
тилась в разность квадратов двух целых функций от y; для этого должно быть:

b2 − 4 · 2r
(

r2 + ar +
a2

4
− c

)
= 0,

или
8r3 + 8ar2 + (2a2 − 8c)r − b2 = 0. (9)

Это — уравнение для r; оно называется разрешающим кубическимуравнени-
тем или кубической резольвентой данного уравнения четвертой степени. Мы уви-
дим, что это же самое уравнение встречается и в других способах; его вообще
нельзя избежать при решении уравнения четвертой степени.

Найдя один его корень r, получим:
(

y2 +
a

2
+ r

)2

− 2r

(
y − b

4r

)2

= 0,

т. е. уравнение (5) распадается на два квадратных:

y2 +
√

2r · y +
a

2
+ r − b

2
√

2r
= 0

и

y2 −
√

2r · y +
a

2
+ r +

b

2
√

2r
= 0.

§ 127. Способ Декарта. Постараемся левую часть уравнения (7) разложить
на два квадратных множителя:

a0x
4 + a1x

3 + a2x
2 + a3x + a4 = a0(x

2 + px + q)(x2 + p′x + q′);

перемножая в правой части и сравнивая коэфициенты, найдем:

p + p′ =
a1

a0

, q + q′ + pp′ =
a2

a0

, pq′ + qp′ =
a3

a0

, qq′ =
a4

a0

;
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обозначим еще q+q′ = σ, тогда по второму из написанных уравнений pp′ =
a2

a0

−σ.

Берем теперь произведение:
∣∣∣∣∣∣

1 1 0
p p′ 0
q q′ 0

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

1 1 0
p′ p 0
q′ q 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

2 p + p′ q + q′

p + p′ 2pp′ pq′ + qp′

q + q′ pq′ + qp′ 2qq′

∣∣∣∣∣∣
= 0,

ибо оба сомножителя равны нулю.
Иначе ∣∣∣∣∣∣∣∣

2 a1

a0
σ

a1

a0

2

(
a1

a0

− σ

)
a3

a0

a0σ a3 2a4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

или, наконец, ∣∣∣∣∣∣

2a0 a1 a0σ
a1 2a2 − 2a0σ a3

a0σ a3 2a4

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Это — кубическое уравнение для σ; мы докажем позже, что это — то же самое
уравнение, что и (9). Пусть a0σ = t; тогда получим:

t3 − a2t
2 + (a1a3 − 4a0a4)t + 4a0a2a4a0a

2
3 − a2

1a4 = 0. (10)

Положим t = u +
a2

3
; тогда (10) перейдет в уравнение:

u3 − 4g2u + 16g3 = 0,

где

a1a3 − 4a0a4 −
a2

2

3
= −4g2,

8

9
a0a2a4 − 8a0a

2
3 − a2

1a4 +
1

3
a1a2a3 −

2

27
a3

2 = 16g3;

g)2 и g3 — так называемые инварианты функций четвертой степени.
Положим еще u = −4s; тогда получим:

4s3 − g2s − g3 = 0 (11)

нормальную форму кубического разрешающего уравнения.
Корни этого уравнения обозначим через e1, e2, e3. Найдем дискриминант урав-

нения (11):
44(e2 − e3)

2(e3 − e1)
2(e1 − e20

2 = 16(g3
2 − 27g2

3).

Найдя один корень уравнения (11) или (10), мы найдем и σ; после этого полу-
чим:

p + p′ =
a1

a0

, pp′ ==
a2

a0

− σ,

т. е. p и p′ — корни квадратного уравнения:

z2 − a1

a0

z +
a2

a0

− σ = 0;
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далее, q + q′ = σ, qq′ =
a4

a0

, т. е. q и q′ — корни уравнения

z2 − σz +
a4

a0

= 0,

и данное уравнение (7) распадается на два уравнения: x2+px+q = 0 и x2+p′x+q′ =
0; пусть x0, x1 — корни первого, x2, x3 — корни второго уравнения, тогда

x0 + x1 = −p, x0x1 = q, x2 + x3 = −p], x2x3 = q′;

отсюда

q + q′ = x0x1 + x2x3 = σ =
a2

3a0

− 4s

a0

,

где s один из корней уравнения (11); пусть это будет e1; итак,

x0x1 + x2x3 =
a2

3a0

− 4e1

a0

;

подобным же образом найдем:

x0x2 + x1x3 =
a1

3a2

− 4e2

a0

,

x0x3 + x1x2 =
a0

3a2

− 4e3

a0

.





(12)
Действительно, если мы вместо корня e1 возьмем, например, корень e2, то ана-

логично разложим наше уравнение четвертой степени на два квадратных уравне-
ния, только распределение корней x0, x1, x2, x3 в них будет иное; пусть тогда
одно квадратное уравнение имеет, например, корни x0, x2, а другое x1, x3. Точно
так же корню e3 соответствует распределение: x0, x3, и x1, x2. Заметим, что иных
распределений нет.

Вычитая уравнения (12) друг из друга, получаем:

4(e2 − e3) = a0(x1 − x0)(x2 − x3),

4(e3 − e1) = a0(x2 − x0)(x3 − x1),

4(e1 − e2) = a0(x3 − x0)(x1 − x2).





(13)

Отсюда получаем дискриминант уравнения четвертой степени:

D = a6
0(x1 − x0)

2(x2 − x3)
2(x2 − x0)

2(x3 − x1)
2(x3 − x0)

2(x1 − x2)
2

= 46(e2 − e3)
2(e3 − e1)

2(e1 − e20
2 = 162(g3

2 − 27g2
30,

(14)

т. е. если D1 — дискриминант уравнения (11), то имеем:

D = 16D1. (14a)

Согласно (11) имеем: e1 + e2 + e3 = 0 или 3e1 = (e1 − e2) + (e1 − e3); отсюда по
(13) найдем:

12e1 = a0[(x3 − x0)(x1 − x2) − (x2 − x0)(x3 − x1)],

точно так же

12e2 = a0[(x1 − x0)(x2 − x3) − (x3 − x0)(x1 − x2)],

12e3 = a0[(x2 − x0)(x3 − x1) − (x1 − x0)(x2 − x3)],





(15)
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т. е. корни разрешающего кубического уравнения выражаются рационально через
корни данного уравнения четвертой степени.

§ 128. Способ Эйлера. В уравнении (8) положим:

2y = u + v + w;

обозначим еще

S = u2 + v2 + w2, T = v2w2 + w2u2 + u2v2.

Имеем:
4y2 = S + 2(vw + wu + uv),

16y4 = S2 + 4S(vw + wu + uv) + 4T + 8uvw(u + v + w);

подставляя это в (8), получаем:

S2 + 4T + 4aS + 16c + 8(uvw + b)(u + v + w)+

+4(S + 2a)(vw + wu + uv) = 0.

Установим теперь следующие зависимости между u, v и w:

S + 2a = 0, uvw + b = 0; (16)

тогда уравнение (8) превратится в уравнение:

S2 + 4T + 4aS + 16c = 0,

или вместо S подставляя ¯2a [по первому уравнению (16)]:

T = a2 − 4c. (17)

Формулы (16) и (17) показывают, что u2, v2, w2 — корни уравнения:

z3 + 2az2 + (a2 − 4c)z − b2 = 0; (18)

легко видеть, что это — то же уравнение, что и (9); именно, z = 2r; если положим

a0

(
z

4
+

a

6

)
= −s или z =

4s

a0

− 2

3
a, то получим уравнение (11). Таким образом

уравнения (9), (10) и (18) линейными подстановками преобразовываются в одно
и то же уравнение (11), т. е. все эти уравнения по своему существу равносильны:
решив одно из них, мы тем самым решим и все остальные.

Решив уравнение (18), т. е. найдя u2, v2 и w2, мы извлечением квадратного
корня найдем u, v и w; комбинируя различные знаки у корней, найдем восемь
различных комбинаций u, v и w; но из них годны только четыре: именно, второе
уравнение (16) дает: uvw = −b; если u, v и w — одна комбинация, удовлетворяющая
этому условию, то другие комбинации будут u, −v, −w; −u, v, −w; −u, −v, w.
Итак, получаем:

2y0 = u + v + w, 2y1 = u − v − w,

2y2 = −u + v − w, 2y3 = −u − v + w,
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или для корней уравнения (7):

x0 +
a1

4a0

=
u + v + w

2
, x2 +

a1

4a0

=
−u + v − w

2
,

x1 +
a1

4a0

=
u − v − w

2
, x3 +

a1

4a0

=
−u − v + w

2
.





(19)

Из (19) и (15) выводим:

−e1

a0

=
u2

4
+

a

6
, −e2

a0

=
v2

4
+

a

6
, −e3

a0

=
w2

4
+

a

6
. (20)

§ 129. Кратность корней. Относительно кратности корней в уравнении
четвертой степени могут быть пять случаев: 1) один четырехкратный корень; 2)
один тройной корень и один простой; 3) два двойных корня; 4) один двойной и
два простых корня; 5) все корни простые.

1. Пусть x0 = x1 = x2 = x3; тогда по (15) e1 = e2 = e3 = 0; далее, по (19)
v +w = 0, w +u = 0, u+ v = 0, т. е. v = −w = u, v = −u, u = −u = 0, v = 0, w = 0;
следовательно, по (20) и a = 0, или 8a0a2 − 3a2

1 = 0, и из (11) g2 = 0, g3 = 0.
Условия a = 0, g2 = 0, g3 = 0 достаточны для существования четырехкратного

корня, ибо если они выполнены, то e1 = e2 = e3 = 0, u = v = w = 0, т. е.
x0 = x1 = x2 = x3. Заметим, что уравнения g2 = 0, g3 = 0 влекут за собою и D = 0
[по (14)], но не обратно. Условия a = 0, g2 = 0, g3 = 0 равносильны условиям a = 0,

b = 0, c = 0 [по (18)]. Искомый корень есть − a1

4a0

.

2. Пусть x0 6= x1 = x2 = x3; следовательно, по [(19)] u − v − w = −u + v − w =
−u−v+w, откуда u = v = w 6= 0, иначе все x были бы равны, но из (15) заключаем:

e1 = e2 = e3 = 0. Следовательно, по (20) u2 = v2 = w2 = −2

3
a, т. е. a 6= 0, или

8a0a2 − 3a2
1 6= 0, но g2 = g3 = 0.

Обратно, если 2 = 0, g3 = 0, a 6= 0, то уравнение имеет один тройной корень
и один простой: именно, тогда e1 = e2 = e3 = 0, u2 = v2 = w2 6= 0; следовательно,
±u = ±v = ±w; здесь может быть одна из четырех комбинаций:

a) u = v = w, тогда x0 6= x1 = x2 = x3,

b) u = −v = w, ′′ x2 6= x0 = x1 = x3,

c) u = v = −w, ′′ x3 6= x0 = x1 = x2,

d) −u = v = w, ′′ x4 6= x0 = x2 = x3.

Условия g2 = 0, g3 = 0 можно заменить такими:

a2 + 12c = 0, 8a3 + 27b2 = 0;

эти равенства (см. конец § 124) говорят, что уравнение (18) имеет тройной корень,
т. е. u2 = v2 = w2; При a 6= 0 этот корень не равен нулю; но e1, e2, e3 при этом равны
нулю.

3. Пусть x0 = x1 6= x2 6= x3; тогда по (15) e1 = e2 6= e3. Далее, по (19):

u + v + w = u − v − w, −u + v − w = −u − v + w;
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следовательно, v + w = 0, v − w = 0, т. е. v = w = 0 6= u (иначе был бы случай 1).
Итак, уравнение (18) имеет двойной корень, равный нулю, т. е. a2 − 4c = 0, b = 0,
но a 6= 0. Далее, g2 6= 0, g3 6= 0, но D = 0.

Обратно, если a 6= 0, но b = 0, a2 − 4c = 0, то уравнение имеет два двойных
корня. Именно, тогда (18) имеет два корня, равных нулю, и может иметь место
один из трех случаев:

a) v = w = 0 6= u тогда x0 = x1 6= x2 = x3,

b) w = u = 0 6= v ′′ x0 = x2 6= x1 = x3

c) u = v = 0 6= w ′′ x0 = x3 6= x1 = x2.

4. Пусть x2 = x3, но x0, x2 все различны; тогда по (14): e2 = e3 6= e1. Далее,
по [(16)]: −u + v − w = −u − v + w; v = w 6= u (иначе был бы случай 1 или
2), и v 6= w 6= 0 (иначе был бы случай 3); следовательно, a2 − 4c и b не равны
одновременно нулю. Далее, здесь тоже g2 6= 0, g3 6= 0, но D = 0.

Обратно, если D = 0, но a2 − 4c и b не равны одновременно нулю и g2 6= 0,
g3 6= 0, то уравнение имеет один двойной корень и два простых. Именно, тогда
уравнение (18) имеет один двойной корень, не равный нулю, и один простой.

Имеем здесь три случая:
a) ±v = w 6= u, тогда x2 = x3, но x0, x1, x2 различны; или x0 = x1, но x1, x2, x3

различны;
b) ±w = u 6= v, тогда x1 = x3, но x0, x1, x2 различны; или x0 = x2, но x0, x1,

x3 различны;
c) ±u = v 6= w, тогда x0 = x3, но x0, x1, x2 различны; или x1 = x2, x0, x1, x3

различны.
5. Как известно из общей теории, все корни различны тогда и только тогда,

если D 6= 0.

§ 130. Вещественность корней при вещественных коэфициентах.
Пусть все коэфнциенты нашего уравнения вещественны. Тогда могут быть сле-
дующие три случая: 1) все корни вещественны, 2) два корня вещественны, а два
сопряженно комплексны, 3) все корни мнимы (попарно сопряженны).

Из (14) видно, что в случаях 1 и 3 D > 0, а в случае 2 D < 0. Разберем
подробнее случаи 1 и 3. В случае 1 u2, v2, w2 > 0, т. е. уравнение (18) имеет все
три корня положительные (один из них может быть равен нулю); из (14а) следует,
что все три корня уравнения (15) должны быть вещественны; чтобы они были и
положительными, мы по теореме Декарта (§ 89) заключаем, что должно быть: a <
0, a2−4c > 0, чтобы в ряду 1, 2a, a2−4c,−b2 были три перемены знака. Это условие
необходимо и достаточно, ибо при нем отрицательных корней уравнение (18) иметь
не может. В случае, если один из корней уравнения (18) равен нулю, то b = 0 и два
остальных корня удовлетворяют квадратному уравнению: z2 + 2az + (a2 − 4c) = 0;
оба корня этого уравнения положительны опять-таки при a < 0, a2 − 4c > 0.

Итак, при D 6= 0:
1) D > 0, a < 0, a2 − 4c > 0 — все корни вещественны.
2) D < 0, — два корня вещественны и два мнимы.
3) D > 0, но не выполняется одновременно a < 0, a2 − 4c > 0 — все корни

мнимы.
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Пусть теперь D = 0. В случаях 1 и 2 § 129 не может быть мнимых корней; эти
случаи характеризуются тем, что g2 = 0, g3 = 0 или a2 + 12c = 0, 8a3 + 27b2 = 0.
Заметим, что при a 6= 0 также и b 6= 0 и c 6= 0, при этом a < 0, a2 − 4c > 0.

В случае 3 § 129 или все корни вещественны, или все мнимы (т. е. имеется
два двойных мнимых корня), смотря по тому, какой знак имеет единственный
неравный нулю корень уравнения (18), или какой знак имеет a. Если a < 0, то все
корни вещественны; если же a > 0, то все корни мнимы.

В случае 4 § 129 или все корни вещественны, или двойной корень веществе-
нен, а два остальные мнимы. Вещественны все корни тогда и только тогда, если
все корни уравнения (18) положительны (один простой корень может быть равен
нулю), для чего необходимо и достаточно, чтобы было a < 0, a2 − 4c > 0. Если это
не выполнено, то имеем два мнимых корня. Итак, получаем следующую таблицу:

1. Все корни вещественны:
a) При D > 0, a < 0, a2 − 4c > 0.
b) ” D = 0, a ≤ 0, a2 − 4c = 0, b = 0.
2. Два корня вещественны и два мнимы:
a) При D < 0.
b) ” D = 0, если не выполнены условия a2 − 4c = b = 0, или a < 0, a2 − 4c > 0.
3. Все корни мнимы:
a) При D > 0, если не выполнены условия a < 0, a2 − 4c > 0.
b) ” D = 0, a > 0, a2 − 4c = 0, b = 0.
Пример 1. Дано уравнение x4 − 8x3 + 18x2 − 27 = 0; берем x = y + 2 и находим

уравнение для y:
1 −8 18 0 −27

2 1 −6 6 12 −3

2 1 −4 −2 8

2 1 −4 −2 7

2 1 −2 −6

2 1 0

1

так что получаем y4 −6y2 +8y−3 = 0, здесь a = −6, b = 8, c = −3. Далее находим
уравнение с корнями u2, v2, w2, [уравнение (18)]: z3 − 12z2 + 48z − 64 = 0 легко
видеть, что левая часть этого уравнения есть (z − 4)3, т. е. u2 = v2 = w2 = 4 и
мы имеем здесь случай 2 § 129: один тройной корень и один простой. Имеем но
формулам (19), если считать, что u = v = w = −2 [согласно второму уравнению
(16)

x0 = 2 +
−6

2
= 2 − 3 = −1, x1 = x2 = x3 = 2 +

2

2
= 3.
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Пример 2. Дано уравнение x4 + 2x3 + 5x2 + 4x + 4 = 0. Находим x = y − 1

2
.

1 2 5 4 4

−1

2
1

3

2

17

4

15

8

49

16

−1

2
1 1

15

4
0

−1

2
1

1

2

7

2

−1

2
1 0

1

y4 +
7

2
y2 +

49

16
= 0; уравнение (18): z3 + 3z2 = 0, т. е. можно взять u2 = −7,

v2 = w2 = 0; здесь мы имеем случай 3 § 129. Пусть u = i
√

7; тогда

x0 = x1 =
−1 +

√
7

2
, x2 = x3 =

−1 −
√

7

2
.

Упражнения

Решить и исследовать уравнения четвертой степени:
158) x4 − 2x3 − 13x2 + 38x − 24 = 0.
Отв. Корни 1, ?2, 3, −4.
159) x4 − 3x3 + x2 + 4 = 0.

Отв. Корни 2 — двойной,
−1 ± i

√
3

2
.

160) x4 + 3x3 + x2 + 15x − 20 = 0.
Отв. Корни 1, −4, ±i

√
5.

161) 256x4 − 768x3 + 864x2 − 432x + 81 = 0.

Отв.
3

4
— 4-кратный корень.

162) x4 + 3x3 + 6x2 + 6x + 4 = 0.

Отв. Корни −1 ± i
√

3,
−1 ± i

√
7

2
.

§ 131. Общие замечания. В предыдущих параграфах было изложено так
называемое «алгебраическое» решение уравнений третьей и четвертой степеней,
т. е. решение этих уравнений в радикалах или при помощи извлечения корней.
Уравнения степени выше четвертой в общем виде, как уже было сказано выше
(§ 102), не решаются в радикалах, но существуют специальные классы уравнений
высших степеней, которые решаются в радикалах. Один такой весьма обширный
класс уравнений нашел Абель, а вполне исследовал этот вопрос Галуа, давший
теорию алгебраических уравнений, носящую его имя (глава XII).

Впрочем, решения уравнений третьей и четвертой степеней в радикалах, важ-
ные теоретически, практического значения не имеют: они слишком громоздки и
гораздо сложнее, чем вычисление корней по одному из общих способов, указанных
в главе V.
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Наконец, в так называемом «неприводимом случае» (§ 125) у кубических урав-
нений решение в радикалах вообще неприменимо, т. е. совершенно никакого прак-
тического значения не имеет.
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ГЛАВА ВОСЬМАЯ

СИММЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

§ 132. Определения. Основная теорема. Целая рациональная функция n
переменных x1, x2, . . . , xn есть многочлен вида:

∑
Aα1,α2,...,αn

xα1
1 xα2

2 · · · xαn

n , (1)

здесь Aα1,α2,...,αn
— постоянные, т. е. независимые от x1, x2, . . . , xn коэфициенты;

сумма берется для значений:

α1 = 0, 1, 2, . . . ,m1, α1 = 0, 1, 2, . . . ,m2, . . . , αn = 0, 1, 2, . . . ,mn,

причем каждое значение α1 комбинируется с каждым значением α2, — с каждым
значением α3 и т. д. Таким образом в сумме (1) имеется всего

(m1 + 1)(m2 + 1) · · · (mn + 1)

слагаемых, хотя, конечно, некоторые из них могут быть равны нулю. Эту сумму (1)
можно представить как ц. р. функцию только от x1; коэфициенты этой функции
будут ц. р. функциями от x2, x3, . . . , xn; степень функции (1) как ц. р. функции от
x1 есть m1 точно так же относительно x2 функция (1) m2-й степени и т. д. Вообще
функцию (1) можно представить как ц. р. функцию от любых k из n переменных.

Сумма показателей при переменных α1 + α2 + . . . + αn в данном члене назы-
вается измерением этого члена. В одном или в нескольких из членов функции (1)
измерение — наибольшее; это наибольшее измерение есть степень функции (1) от
n переменных. Если все члены функции одного и того же измерения, то функция
— однородная. Очевидно, что всякая ц. р. функция от n переменных представля-
ется как сумма однородных функций.

Пример 1. 5x2
1x2x3−2x1x

2
3 +x4

2 +
3

4
x1x2x3x4−3x2

1x
2
4−

2

3
−x1x2x

2
4 — однородная

функция четвертого измерения.
Пример 2. 8x3

1x2 − 2x1x2x4 + 6x1x
2
2x

2
3 − 4x2

1x2 + 2x1x3 − 6x2
1x

3
2 + x2

1 неоднород-
ная функция пятой степени; она представляется как сумма четырех однородных
функций:

2x1x3 + x2
1, −5x3

3 − 4x2
1x2 − 2x1x2x4, 8x3

1x2, 6x1x
2
2x

2
3 − 6x2

1x
3
2.

§ 133. Существуют ц. р. функции нескольких переменных, не меняющие сво-
его вида от любой перестановки этих переменных; такие функции называются
симметрическими. Такова, например, функция:

x2
1x3 + x2

1x3 + x2
2x1 + x2

2x3 + x2
3x1 + x2

3x2 + 3(x1 + x2 + x3).
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Если a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . . + an = 0 данное алгебраическое уравнение

с корнями x1, x2, . . . , xn, то как известно, связь между корнями и коэфициентами
уравнения дается формулами § 50.

Это — формулы Вьета; они позволяют по данным корням составить уравнение.
Правые их части — симметрические функции от x1, x2, . . . , xn, при этом про-

стейшие симметрические функции: они — первой степени относительно каждого
из переменных; называются они элементарными симметрическими функциями.
Обозначим их:

x1 + x2 + . . . + xn =
∑

xλ = f1,
∑

xλxµ = f2,

∑
xλxµxν = f3, . . . , x1x2 · · ·xnfn.





(2)

Тогда уравнение с корнями x1, x2, . . . , xn можно представить в виде:

xn − f1x
n−1 + f2x

n−2 − . . . + (−1)nfn = 0. (3)

При произвольных x1, x2, . . . , xn всегда существуют f1, f2, . . . , fn; но и обратно: при
произвольных f1, f2, . . . , fn всегда существуют x1, x2, . . . , xn, именно, корни урав-
нения (3), т. е. f1, f2, . . . , fn, так же независимы друг от друга, как и x1, x2, . . . , xn.

Если ϕ(z1, z2, . . . , zn) — любая ц. р. функция от z1, z2, . . . , zn, и мы подставим
z1 = f1, z2 = f2, . . . , zn = fn, то получим ϕ(f1, f2, . . . , fn) = ψ(x1, x2, . . . , xn) — це-
лую рациональную функцию и при этом симметрическую функцию от x1, x2, . . . , xn,
ибо, если как-нибудь переставим x1, x2, . . . , xn, то ведь f1, f2, . . . , fn не изменятся,
т. е. не изменится и ϕ. Но важно то, что и обратная теорема верна:

Основная теорема теории симметрических функций. Всякая целая рацио-
нальная симметрическая функция F (x1, x2, . . . , xn) от x1, x2, . . . , xn представля-
ется как целая рациональная функция от элементарных симметрических функ-
ций: F (x1, x2, . . . , xn) = G(f1, f2, . . . , fn) и притом только одним образом; при
этом представлении над коэфициентами F совершаются только действия сло-
жения, вычитания, умножения, т. е. если в F все коэфициенты — целые числа,
то и в G все коэфициенты тоже целые числа.

Мы дадим три доказательства этой теоремы.

§ 134. Суммы степеней. Формулы Ньютона. Рассмотрим еще один класс
симметрических функций — это так называемые степенные суммы:

sα = xα
1 + xα

2 + . . . + xα
n; α = 1, 2, 3, . . . ;

при α = 0 имеем s0 = n. При данном числе n переменных, степенных сумм бес-
численное множество, тогда как элементарных симметрических функций всего
только n.

Выведем формулы Ньютона, выражающие зависимость степенных сумм и эле-
ментарных симметрических функций друг от друга.

Пусть f(x) = xn − f1x
n−1 + f2x

n−2 − . . . + (−1)nfn. По § 56 (10) имеем:

f ′(x) =
n∑

κ=1

f(x)

x − x
κ

;

228



далее, по способу Горнера (§ 51) находим:

f(x)

x − x
κ

= xn−1 + f1(xκ
)xn−2 + f2(xκ

)xn−3 + . . . + fn−1(xκ
),

где
fλ(x) = xλ − f1x

λ−1 + f2x
λ−2 − . . . + (−1)λfλ;

подставляя сюда вместо x x1, x2, . . . , xn, и складывая, получаем:

n∑

κ=1

fλ(xκ
) = sλ − f1sλ−1 + f2sλ−2 − . . . + (−1)λnfλ;

отсюда

f ′(x) =
n∑

κ=1

[xn−1 + f1(xκ
)xn−2 + . . . + fn−1(xκ

)] =

= nxn−1 +
n∑

κ=1

f1(xκ
)xn−2 +

n∑

κ=1

f1(xκ
)xn−3 + . . . +

n∑

κ=1

fn−1(xκ
),

или, сравнивая коэфициенты при x в обеих частях, найдем:

(−1)λ(n − λ)fλ =
n∑

κ=1

fλ(xκ
) = sλ − f1sλ−1 + f2sλ−2 − . . . + (−1)λnfλ;

отсюда
sλ − f1sλ−1 + f2sλ−2 − . . . + (−1)λλfλ = 0. (4)

Это — первая формула Ньютона, годная для λ = 1, 2, . . . , n − 1.
Имеем, далее:

f(x
κ
) = 0, xλ

κ
f(x

κ
) = 0,

n∑

κ=1

xλ
κ
f(x

κ
) = 0,

или
sn+λ − f1sn+λ−1 + f2sn+λ−2 − . . . + (−1)nfnsλ = 0. (5)

Это — вторая формула Ньютона, годная для λ = 0, 1, 2, 3, . . . Эти две форму-
лы дают возможность выразить последовательно s1, s2, s3, . . . через f1, f2, . . . , fn, и
обратно — f1, f2, . . . , fn через s1, s2, s3, . . . Легко убедиться, что sλ зависит только
от f1, f2, . . . , fλ при λ ≥ n; при λ ≥ n sλ зависит от f1, f2, . . . , fn,. . . , fλ зависит
только от s1, s2, . . . , sλ. В выражении для sλ через f1, f2, . . . , fλ все коэфициенты
целые; в выражении же fλ через s1, s2, . . . , sλ все коэфициенты дробные. Формулы
(5) получаются из (4), если положить fn+1 = 0, fn+2 = 0, . . . ; поэтому, если мы вы-
числим sλ для случая n переменных и захотим найти sλ для случая m переменных
(m < n), то нам следует только в найденном выражении для s положить

fm+1 = fm+2 = . . . = fn = 0.

Формулы (4) и (5) применяются не только в том случае, когда x1, x2, . . . , xn

независимые переменные; они, например, позволяют вычислить сумму данных
степеней корней данного уравнения.
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Пример. По формулам (4) находим:

s1 = f1,

s2 = f 2
2 − 2f2,

s3 = f 3
1 − 3f1f2 + 3f3,

s4 = f 4
1 − 4f 2

1 f2 + 4f1f3 + 2f 2
2 − 4f4.

Обратно:
f1 = s1,

f2 =
1

2
(s2

1 − s2),

f3 =
1

6
(s3

1 − 3s1s2 + 2s3),

f4 =
1

24
(s4

1 − 6s2
1s2 + 8s1s3 + 3s2

2 − 6s4).

Упражнения

163) Дано уравнение x4 − 5x2 + 2x + 1 = 0; найти сумму третьих степеней его
корней.

Отв. −6.
164) Дано уравнение x3 + x − 1 = 0; найти сумму пятых степеней его корней.
Отв. −5.
165) Найти уравнение третьей степени, для которого сумма корней равна еди-

нице, сумма квадратов корней равна единице и сумма кубов корней равна единице.
Отв. x3 − x2 = 0.
166) Найти уравнение второй степени, для которого сумма корней равна 4, а

сумма квадратов корней равна 5.
Отв. 2x2 − 8x + 11.

§ 135. Формулы Варинга (Waring). Формулы Ньютона принадлежат к так
называемым рекурентным формулам или формулам приведения: они позволяют
последовательно вычислять — сначала s1, затем s2, затем s3 и т. д. в зависимости от
fλ или сначала f1, затем f2, f3 и т. д. в зависимости от sλ. Но существуют формулы,
выражающие непосредственно sk — при любом k от функций fλ, и, обратно, fλ

при любом k — от функций sλ; это — так называемые формулы Варинга, которые
мы сейчас и выведем. Для этого воспользуемся известным бесконечным рядом для
функции ln(1 + z) (где ln означает натуральный логарифм) 61:

ln(1 + z) = z − z2

2
+

z3

3
− z4

4
+ . . . ; (6)

этот ряд сходится абсолютно при |z| < 1.
Пусть x1, x2, . . . , xn — наши переменные, а x — новое переменное, причем мы

берем значения x большими по абсолютной величине, чем значения x1, x2, . . . , xn,
т. е. |x| > |x1|, |x| > |x2|, . . . , |x| > |xn|.

61Формула (6) для вещественных z выводится в любом учебнике анализа бесконечно малых,
а для комплексного z — в любом учебнике теории функций комплексного переменного.
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При z =
xk

x
получаем из (6):

ln

(
1 +

xk

x

)
=

xk

x
− 1

2

x2
k

x2
+

1

3

x3
k

x3
= −

∞∑

λ

(−1)λ

λ

xλ
k

xλ
; (7)

положим здесь k = 1, 2, . . . , n и, написав n получаемых из (7) таким образом
равенств, сложим их почленно [иначе, просуммируем обе части (7) по k] 62, в левой
части мы получим сумму логарифмов, т. е. логарифм произведения; в правой же
части найдем суммы:

(−1)λ

λ

xλ
1

xλ
+

(−1)λ

λ

xλ
2

xλ
+ . . . +

(−1)λ

λ

xλ
n

xλ
=

(−1)λ

λ

sλ

xλ
;

итак, получим:

ln

{(
1 +

x1

x

)(
1 +

x2

x

)
· · ·

(
1 +

xn

x

)}
= −

∞∑

λ=1

(−1)λ

λ

sλ

xλ
. (8)

С другой стороны, перемножение дает:
(

1 +
x1

x

)(
1 +

x2

x

)
· · ·

(
1 +

xn

x

)
= 1 +

f1

x

f2

x2
+ . . . +

fn

xn
= 1 + y,

где

y =
f1

x
+

f2

x2
+ . . . +

fn

xn
.

По (6) имеем:

ln(1 + y) = −
∞∑

λ=1

(−1)λ · yλ

λ
. (6a)

Мы должны вычислить yλ при любом λ; здесь мы воспользуемся формулой для
степени полинома (алгебраической суммы), являющейся обобщением элементар-
ной формулы бинома Ньютона и легко доказываемой на основании этой последней
методом полной индукции:

(z1 + z2 + . . . + zn)λ =
∑ λ!

µ1!µ2! · · ·µn!
zµ1

1 zµ2

2 · · · zµn

n , (9)

где сумма берется по всем целым положительным или равным нулю значениям
µ1, µ2, . . . , µn, при условии:

µ1 + µ2 + . . . + µn = λ.

Из (9) имеем

(
при z1 =

f1

x
, z2 =

f2

x2
, . . . , zn =

fn

xn

)
:

yλ =
∑ λ!

µ1!µ2! · · ·µn!
fµ1

1 fµ2!
2 · · · fµn

n x−(µ1+2µ2+...+nµn),

62В теории бесконечных рядов доказывается, что сходящиеся бесконечные ряды можно почлен-
но складывать друг с другом.
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где опять ставится условие: µ1 + µ2 + . . . + µn = λ.
Далее, имеем:

(−1)λyλ

λ
=

∑ (−1)λ(λ − 1)!

µ1!µ2! · · ·µn!
fµ1

1 fµ1

1 fµ2

2 · · · fµn

n x−(µ1+2µ2+...+nµn)

или
(−1)λyλ

λ
=

∑ (−1)λ(λ − 1)!

µ1!µ2! · · ·µn!
fµ1

1 fµ2

2 · · · fµn

n x−(µ1+2µ2+...+nµn)

при условии
µ1 + µ2 + . . . + µn = λ.

Подставляя теперь для λ = 1, 2, 3, . . . эти выражения в (6а), принимая во внимание,
что левые, а следовательно, и правые части в (6а) и (8) одинаковы, сравниваем
коэфициенты при xλ в правых частях (8) и (6а) 63:

(−1)λsλ

λ
=

∑ (−1)µ1+µ2...+µn(µ1 + µ2 + . . . + µn − 1)!

µ1!µ2! · · ·µn!
fµ1

1 fµ2

2 · · · fµn

n (10)

при условии µ1 + 2µ2 + . . . + nµn = λ; что касается условия µ1 + µ2 + . . . + µn = λ,
то в (10) оно не имеет места, ибо в (6а) λ может равняться любому натуральному
числу, а различные слагаемые правой части (10) могут соответствовать различным
значениям λ. Число слагаемых правой части (10) конечно, ибо как λ, так и все µµ

— целые положительные (или равные нулю) числа, и, следовательно, разложение
λ в сумму µ1 + 2µ2 + . . . + nµn возможно только конечным числом способов.

Формула (10) и есть первая формула Варинга. Заметим, что условие µ1 +2µ2 +
. . . + nµn = λ можно заменить таким

µ1 + 2µ2 + . . . + λµλ = λ,

ибо при λ < n имеем (λ + 1)µλ+1 + . . . nµn = 0, а при λ > n будет (n + 1)µn+1 +
. . . + λµλ = 0, так как fn+1 = fn+2 = . . . = 0. Заметим еще, что

(−1)λ = (−1)µ1+2µ2+...+λµλ = (−1)µ1+µ3+µ5+...,

ибо четные слагаемые в показателе при −1 можно отбросить. Следовательно, раз-
делив обе части (10) на (−1)λ и помножив на λ, получим:

sλ =
∑ (−1)µ2+µ4++µ6+...(µ1 + µ2 + +µn − 1)!

µ1!µ2! · · ·µn!
fµ1

1 fµ2

2 · · · fµn

n . (10a)

Пример 1. При λ = 2 имеем: µ + 1 + 2m2 = 2; это условие дает два решения:
µ1 = 2, µ2 = 0 и µ1 = 0, µ2 = 1; т. е. сумма в (10а) имеет два слагаемых. Итак:

s2 = 2 ·
(

1

2!
f 2

1 − 1

1!
f2

)
= f 2

1 − 2f2.

63Здесь мы основываемся на теореме, доказываемой в теории функций, о том, что аналитиче-
ская функция только одним образом разложима в степенной ряд.
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Пример 2. При λ = 3 имеем: µ1 + 2µ2 + 3µ3 = 3; это дает три решения: µ1 = 3,
µ2 = µ3 = 0, µ1 = µ2 = 1, µ3 = 0, µ1 = µ2 = 0, µ3 = 1, и, следовательно, три
слагаемых в (10а); имеем:

s3 = 3

(
2!

3!
f 3

1 − f1f2 + f3

)
= f 3

1 − 3f1f2 + 3f3.

Пример 3. При λ = 4 имеем: µ1 + 2µ2 + 3µ3 + 4µ4 = 4, что дает пять решений:
µ1 = 4, µ2 = µ3 = µ4 = 0, µ1 = 2, µ2 = 1, µ3 = µ4 = 0, µ1 = µ3 = 1, µ2 = µ4 = 0,
µ2 = 2, µ1 = µ3 = 0, µ2 = 2, µ1 = µ3 = µ4 = 0, µ1 = µ2 = µ3 = 0, µ4 = 1;
следовательно:

s4 = 4

(
3!

4!
f 4

1 − 2!

2!
f 2

1 f2 + f1f3 +
1

2!
f 2

2 − f4

)
= f 4

1 − 4f 2
1 f2 + 4f1f3 + 2f 2

2 − 4f4.

§ 136. Выведем теперь зависимость функций fλ от sµ. Имеем, заменив в (8)
x на −x:

ln

{(
1 − x1

x

){(
1 − x2

x

)
· · ·

{(
1 − xn

x

)}
=

−
∞∑

k=1

sk

kxk
= −s1

x
− s2

2x2
− s3

3x3
− . . . ;

отсюда, переходя от логарифмов к числам:
(

1 − x1

x

)(
1 − x2

x

)
· · ·

(
1 − xn

x

)
= e−

s1
x e−

s2
2x2 e−

s3
3x3 . . . ; (11)

но 64

e
s1
x =

∞∑

λ=0

(−1)λ sλ
1

λ!xλ
,

e
s2
2x2 =

∞∑

λ=0

(−1)λ sλ
2

λ!2λ
x−2λ,

e
s3
3x3 =

∞∑

λ=0

(−1)λ sλ
3

λ!3λ
x−3λ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .





Перемножаем теперь почленно эти ряды и подставляем в правую часть (11) 65, в

64Мы применяем известный ряд для показательной функции, выводимый в диференциальном
исчислении:

ez = 1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+ . . . =

∞∑

λ=0

zλ

λ!
.

65Мы имеем право перемножать почленно абсолютно сходящиеся ряды (ряд для показатель-
ной функции — абсолютно сходящийся); что касается того, что тут бесконечное произведение,
то оно определяется как предел произведения первых его m сомножителей, при m → ∞; мож-
но доказать, что этот предел существует; но при выводе формулы (15) мы пользуемся только
конечным числом сомножителей этого бесконечного произведения.
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левой части (11) производим перемножение; получаем:

1 − f1x
−1 + f2x

−2 − . . . + (−1)kfkx
−k + . . . + (−1)nfnx−n =

=
∑ (−1)λ1+λ2+λ3+...sλ1

1 sλ2
2 sλ3

3 · · ·x−(λ1+2λ2+3λ3+...)

1λ1 · 2λ2 · 3λ3 · · · λ1!λ2!λ3! · · ·
.

(13)

Слагаемые правой части в (13) мы располагаем по степеням x, так что, полагая
λ1 + 2λ2 + 3λ3 + . . . = k, мы берем последовательно k = 0, 1, 2, 3, . . . и для каждого
k подбираем λ1, λ2, λ3, . . ., так, чтобы выполнялось условие λ1 +2λ2 +3λ3 + . . . = k;
тут в левой части — бесконечная сумма, но очевидно, что, начиная с (k + 1)-го
слагаемого, все дальнейшие равны нулю (ибо λ1, λ2, λ3, . . . целые числа ≥ 0); таким
образом для данного k мы имеем условие:

λ1 + 2λ2 + 3λ3 + . . . = k. (14)

Это условие для данного k дает конечное число систем решений λ1, λ2, . . . , λk.
Таким образом, вычисляя слагаемые в правой части (13), соответствующие одному
и тому же данному k, мы используем для этого только конечное число (именно
k) рядов (12), ибо непременно λk+1 = λk+2 = . . . = 0, что соответствует тому, что
в (k + 1)-м, (k + 2)-м и т. д. рядах (12) мы берем сомножителями только первые
члены, равные единице.

Сравнивая теперь в тождестве (13) коэфициенты при x−k в обеих частях, по-
лучим:

(−1)kfk =
∑ (−1)λ1+λ2+...+λksλ1

1 sλ2
2 · · · sλk

k

1λ1 · 2λ2 · · · kλkλ1!λ2! · · ·λk!
(15)

при условии (14). Это и есть вторая формула Варинга.
Пример 1. k = 2; условие λ1 +2λ2 = 2 дает два решения: λ1 = 2, λ2 = 0, λ1 = 0,

λ2 = 1; следовательно, сумма в (15) имеет два слагаемых:

f2 =
s2
1

2!
− s2

2!
=

1

2
(s2

1 − s2).

Пример 2. k = 3; условие λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 3 дает три решения:

λ1 = 3, λ2 = λ3 = 0, λ1 = λ2 = 1, λ3 = 0, λ1 = λ2 = 0, λ3 = 1;

получаем из (15):

−f3 = −s3
1

3!
+

s1s2

2
− s3

3
=

1

3!
(s3

1 − 3s1s2 + 2s3).

Упражнения

167) По формуле (10) найти s5, s6.
Отв. s5 = f 5

1 − 5f 3
1 f2 + 5f 2

1 f3 − 5f1f4 − 5f2f3 + 5f5, s6 = f 6
1 − 6f 4

1 f2 + 6f 3
1 f3 +

9f 2
1 f 2

2 − 6f 2
1 f4 − 12f1f2f3 + 6f1f5 − 2f 3

2 + 6f2f4 + 3f 2
3 − 6f6.

168) По формуле (15) найти f5.

Отв. f5 =
1

5!
(s5

1 − 10s3
1s2 + 20s2

1s3 + 15s1s
2
2 − 30s1s4 − 20s2s3 + 24s5).
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§ 137. Некоторые приложения. В формуле (10а) положим n = 2; тогда

sλ = λ
∑ (−1)µ2(µ1 + µ2 − 1)!

µ1!µ2!
fµ1

1 fµ2

2 (16)

при условии µ1 + 2µ2 = λ. Пусть µ2 = µ; тогда µ1 = λ − 2µ?; µ ≥ 0 и µ ≤ λ

2
, т.

е. µ принимает целые значения от нуля до
λ

2
при λ четном или до

λ − 1

2
при λ

нечетном, т. е. вообще до

[
λ

2

]
включительно. И (16) дает:

sλ = λ
∑ (−1)µ(λ − µ − 1)!

µ!(λ − 2µ)!
fλ−2µ

1 fµ
2 . (16a)

Пусть наши переменные будут: x1 = x, x2 =
1

x
; тогда f1 = x +

1

x
, f2 = 1.

Заменим λ через n; тогда (16а) даст:

sn = xn +
1

xn
= n

[
n
2

]
∑

µ=0

(−1)µ(λ − µ − 1)!

µ!(λ − 2µ)!

(
x +

1

x

)n−2µ

. (17)

Диференцируем обе части (17) по x:

nxn−1 − n

xn+1
= n

∑ (−1)µ(λ − µ − 1)!

µ!(λ − 2µ)!
(n − 2µ)

(
x +

1

x

)n−2µ−1(
1 − 1

x2

)

(
µ = 0, 1, 2, . . . ,

n − 1

2
или

n

2
− 1

)
66

деля обе части на 1 − 1

x2
и принимая во внимание, что 1 − 1

x2
=

1

x

(
x − 1

x

)
и

(n − µ − 1)!

µ!(n − 2µ)!
(n − 2µ) =

(n − µ − 1)!

µ!(n − 2µ − 1)!
=

(
n − µ − 1

µ

)
, получим

xn − x−n

x − x−1
=

∑
(−1)µ

(
n − µ − 1

µ

)(
x +

1

x

)n−2µ−1

(
µ = 0, 1, 2, . . . ,

n − 1

2
или

n

2
− 1

)
.

(18)

В формулах (17), (18) положим x = eiϕ; тогда

1

x
= e−iϕ, x±n = e±inϕ, x +

1

x
= 2 cos ϕ,

x − 1

x
= 2i sin ϕ, xn +

1

xn
= 2 cos nϕ, xn − 1

xn
= 2i sin nϕ67

и получаем:

2 cos nϕ = n

[
n
2

]
∑

µ=0

(−1)µ(n − µ − 1)!

µ!(n − 2µ)!
(2cosϕ)n−2µ, (19)
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sin nϕ

sin ϕ
=

∑
(−1)µ

(
n − µ − 1

µ

)
(2 cos ϕ)n−2µ−1

(
µ = 0, 1, 2, . . . ,

n − 1

2
или

n

2
− 1

)
.

(20)
Эти формулы можно было бы вывести и из формулы Муавра (§ 12).

Упражнения

169) По формуле (19) найти cos 2ϕ, cos 3ϕ, cos 4ϕ.
Отв. 2 cos2 ϕ − 1, 4 cos3 ϕ − 3 cos ϕ, 8 cos4 ϕ − 8 cos2 ϕ + 1.
170) По формуле (20) найти sin 3ϕ, sin 4ϕ.
Отв. (4 cos2 ϕ − 1) sin ϕ, (8 cos3 ϕ − 4 cos ϕ) sin ϕ.

§ 138. Доказательство Жирара (Girard) основной теоремы. Так как
степенные суммы представляются по формулам Ньютона как целые рациональ-
ные функции от элементарных симметрических функций, то нам достаточно до-
казать, что всякая целая рациональная симметрическая функция представляется
как целая рациональная функция от степенных сумм. Это мы и докажем.

Пусть в данную симметрическую функцию входит член:

Axα1
1 xα2

2 · · ·xαn

n ;

тогда туда входят и все члены, получающиеся из этого путем всевозможных пере-
становок в этом члене x1, x2, . . . , xn. Сумму всех таких членов (взятых по одному
разу) обозначим через

A · S(xα1
1 xα2

2 · · ·xαn

n );

S(xα1
1 xα2

2 · · ·xαn
n ) есть тоже симметрическая функция — при этом простейшая сим-

метрическая функция, содержащая член xα1
1 xα2

2 · · ·xαn
n , она вполне определяется

этим своим членом. Такая функция называется моногенной (или однотипной);
она однородна.

Очевидно, что всякая симметрическая функция представляется как сумма мо-
ногенных; поэтому достаточно доказать основную теорему для моногенных функ-
ций. Заметим, что некоторые из показателей α1, α2, . . . , αn, могут быть равны
нулю; мы их не будем писать, т. е. будем ставить например, S(xα1

1 xα2
2 ) вместо

S(xα1
1 xα2

2 x0
3 · · ·x0

n) и т. п.
Начнем с простейших моногенных функций.

S(xα
1 ) = sα, S(xα

1 xβ
2 ) = sαsβ − sα+β

при α 6= β, ибо очевидно, что в произведение sαsβ входят все члены из S(xα
1 xβ

2 )

и, кроме этого, члены xα+β
1 , xα+β

2 , . . ., составляющие функцию sα+β. При α = β
члены xα

κ
xα

λ и xα
κ
xα

λ одинаковы, т. е. в выражении s2
α−s2α каждый член из S(xα

1 xα
2 )

встречается два раза, т. е.

S(xα
1 xα

2 ) =
1

2
(s2

α − s2α).

Подобным же образом найдем, при различных α, β, γ:

S(xα
1 xβ

2x
γ
3) = S(xα

1 xβ
2 )sγ − S(xα+γ

1 − xβ
2 ) − S(xα

1xβ+γ
2 ),
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или
S(xα

1 xβ
2x

γ
3) = sαsβsγ − sα+βsγ − sα+γsβ − sαsβ+γ + 2sα+β+γ.

Если же α, β, γ не все различны, то подобно предыдущему выведем:

S(xα
1 xβ

2x
γ
3) =

1

2
(s2

αsγ − s2αsγ − 2sαsα+γ + 2s2α+γ),

S(xα
1xβ

2x
γ
3) =

1

6
(s3

α − 3s2αsα + 2s3α).

Общий случай:

S(xα1
1 xα2

2 · · ·xαk

k x
αk+1

k+1 = S(xα1
1 xα2

2 · · ·xαk

k )sαk+1
−

−S(x
α1+αk+1

1 xα2
2 · · ·xαk

k ) − S(xα1
1 x

α2+αk+1

2 · · ·xαk

k ) − . . . − S(xα1
1 xα2

2 · · ·xαk+αk+1

k ).

Если мы умеем выразить через степенные суммы моногенную функцию
S(xα1

1 xα2
2 · · ·xαk

k ), содержащую k сомножителей в каждом члене, то по выведен-
ной формуле, сумеем выразить и функцию

S(xα1
1 xα2

2 · · ·xαk

k x
αk+1

k+1 ).

В случае, если из показателей α1, α2, . . . , αk, αk+1, имеется p равных друг другу,
затем q равных друг другу и т. д., то выражение функции S(xα1

1 xα2
2 · · ·xαk

k x
αk+1

k+1

через степенные суммы надо еще разделить на p!q! · · ·
Пример 1. S(x2

1x2) = s1s2 − s3 = f1f2 − 3f3.

Пример 2. S(x3
1x2x3) =

(

s

2

1
s3 − s2s3 − 2s1s4 + 2s5). Формулы для s1, s2, s3, s4

имеются в § 134; вычислим по формулам Ньютона и выражение для s5
68:

s5 = f 5
1 − 5f 3

1 f2 + 5f 2
1 f3 + 5f1f

2
2 − 5f1f4 − 5f2f3 + 5f5;

подставляя и вычисляя, найдем: S(x3
1x2x3) = f 2

1 f3 − 2f2f3 − f1f4 + 5f5.
Пример 3. n = 3, F (x1, x2, x3) = (x1 − x2)

2(x1 − x3)
2(x2 − x3)

2 (дискриминант
кубического уравнения);

F (x1, x2, x3) = S(x4
1x

2
2) + 2S(x3

1x
2
2x3)−

− 2S(x4
1x2x3) − 2S(x3

1x
3
2) − 6S(x2

1x
2
2x

2
3) =

= s2s4 − s6 + 2(s1s2s3 − s2s4 − s1s5 − s2
3 + 2s6)−

− (s2
1s4 − s2s4 − 2s1s5 + 2s6) − (s2

3 − s6) − (s3
2 − 3s2s4 + 2s6) =

= 2s1s2s3 − 3s2
3 − s2

1s4 − s3
2 + 3s2s4;

подставляя значения для s1, s2, s3, s4 (§ 134; в выражении для s4 следует положить
f4 = 0), получим после упрощений:

F (x1, x2, x3) = f 2
1 f 2

2 − 4f 3
1 f3 − 27f 2

3 − 4f 3
2 + 18f1f2f3.

Из этих примеров видно, что практически таким путем представлять симмет-
рическую функцию как ц. р. функцию от элементарных симметрических функций

68См. также упражнение 167) в § 136.
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неудобно, ибо требует больших вычислений и представляет, можно сказать, околь-
ный путь.

Упражнения

Представить как функции от f1, f2, . . . , fn, следующие функции:
171) S(x2

1x2x3).

Отв.
1

2
(s2

1s2 − s2
2 − 2s1s2 + 2s4) = f1f3 − 4f3.

172) S(x3
1x2).

Отв. s1s3 − s4 = f 2
1 f1 − f1f3 − 2f 2

2 + 4f4.
173) Найти S(x4

1x
2
2), где x1, x2, x3 корни уравнения x3 − x + 2 = 0.

Отв. −2.
174) Найти S(x2

1x
2
2x3), где x1, x2, x3, x4, корни уравнения x4+x3+x2+x+1 = 0.

Отв. +2.

§ 139. Доказательство Гаусса основной теоремы. Нам достаточно дока-
зать основную теорему для однородных симметрических функций, ибо (§ 132) вся-
кая симметрическая ц. р. функция представляется как сумма однородных функ-
ций, которые, очевидно, тоже симметрические.

Во всякой ц. р. функции от n переменных мы можем расположить члены сле-
дующим образом: из двух членов

Axα1
1 xα2

2 · · ·xαn

n и Bxβ1

1 xβ2

2 · · ·xβn

n

мы считаем первый стоящим выше, чем второй, если 1) α1 > β1 или 2) α1 = β1,
α2 > β2 или 3) α1 = β1, α2 = β2, α3 > β3 и т. д. По этому принципу располагаются
слова в словарях; поэтому такое расположение называется лексикографическим.

Лемма 1. Высший член произведения двух функций, расположенных лексико-
графически, равен произведению высших членов сомножителей.

Доказательство. Пусть
Axα1

1 xα2
2 · · ·xαn

n

высший, а
A′x

α′

1
1 x

α′

2
2 · · ·xα′

n
n

какой-нибудь член первого сомножителя; тогда или

α1 > α′
1,

или
α1 = α1, α2 > α′

2,

или
α1 = α′

1, α2 = α′
2, α3 > α′

3,

и т.д.
Подобно же пусть

Bxβ1

1 xβ2

2 · · ·xβn

n

высший, a
B′x

β′

1
1 x

β′

2
2 · · · xβ′

n
n
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какой-нибудь член второго сомножителя; тогда или

β1 > β′
1,

или
β1 = β′

1, β2 > β′
2,

и т. д. Докажем, что в произведении член

ABxα1+β1

1 xα2+β2

2 · · ·xαn+βn

n

выше, чем член
A′B′x

α′

1+β′

1
1 x

α′

2+β′

2
2 · · ·xα′

n+β′

n
n .

Именно
α1 ≥ α′

1, β1 ≥ β′
1,

т. е.
α1 + β1 ≥ α′

1 + β′
1;

если
α1 + β1 = α′

1 + β′
1,

тогда
α1 = α′

1, β1 = β′
1;

но тогда
α2 ≥ α′

2, β2 ≥ β′
2,

т. е.
α2 + β2 ≥ α′

2 + β′
2

и т. д.
Лемма 2. Если

Axα1
1 xα2

2 · · ·xαn

n

высший член симметрической функции, то

α1 ≥ α2 ≥ α3 ≥ . . .

Доказательство. Пусть α2 > α1; так как функция симметрическая, то в ней
имеется член

Axα1
1 xα2

2 xα3
3 · · ·xαn

n ,

который при α2 > α1 выше, чем

Axα1
1 xα2

2 xα3
3 · · ·xαn

n .

Подобным же образом убедимся, что α3 не больше, чем α2 и т. д.
Пусть F (x1, x2, . . . , xn) данная симметрическая функция, расположенная лек-

сикографически, и
Axα1

1 xα2
2 · · ·xαn

n —
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ее высший член. Возьмем функцию

Afα1−α2
1 fα2−α3

2 · · · fαn

n ;

ее высший член по лемме 1 есть:

Axα1−α2
1 (xα2−α3

1 xα2−α3
2 ) · · · (xαn

1 xαn

2 · · ·xαn

n )

(ибо, очевидно, в f1 высший член есть x1, в f2 высший член есть x1x2 и т. д.).
Следовательно, в разности

F (x1, x2, . . . , xn) − Afα1−α2
1 fα2−α3

2 · · · fαn

n = F1(x1, x2, . . . , xn)

член Axα1
1 xα2

2 · · ·xαn
n сократится, и высший член этой разности

Bxβ1

1 xβ2

2 · · ·xβn

n

будет ниже. Теперь отнимаем от F1 функцию Bfβ1−β2

1 fβ2−β3

2 · · · fβn
n , у которой выс-

ший член тот же, что и у F1, и т. д.; в конце концов после такого отнятия получим
нуль, ибо в однородной функции число членов, которые ниже данного члена, —
конечно. Итак, получаем:

F (x1, x2, . . . , xn) = Afα1−α2
1 fα2−α3

2 · · · fαn

n + Bfβ1−β2

1 fβ2−β3

2 · · · fβn

n ;

это и есть искомое представление функции F . Из самого хода его видно, что мы
не вводим дробных коэфициентов: если в F все коэфициенты целые, то и после
указанного представления они останутся целыми.

Докажем теперь, что это представление функции возможно только одним об-
разом. Пусть возможны два представления: F (x1, x2, . . . , xn) = G(f1, f2, . . . , fn) =
G1(f1, f2, . . . , fn); мы видели, что при независимых x1, x2, . . . , xn и f1, f2, . . . , fn,
независимы; далее, при всех значениях f1, f2, . . . , fn, функции G и G1 равны, т. е.
G−G1 = 0. Итак, дело сводится к теореме: если при всех значениях независимых
переменных z1, z2, . . . , zn ц. р. функция f(z1, z2, . . . , zn) = 0, то все ее коэфици-
енты должны быть равны нулю. В § 50 эта теорема была доказана для целых
рациональных функций одного переменного; но ее легко распространить на слу-
чай нескольких переменных. Именно, пусть для функций n − 1 переменных она
верна; расположим f(z1, z2, . . . , zn) по переменному zn (§ 132); коэфициенты будут
ц. р. функциями от z1, z2, . . . , zn−1. При любых данных значениях z1, z2, . . . , zn−1

и при всяком zn f = 0; следовательно (по § 50), все эти коэфициенты равны ну-
лю; но ведь значения z1, z2, . . . , zn−1 — любые; следовательно, эти коэфициенты,
которые суть ц. р. функции от z1, z2, . . . , zn−1 равны нулю при всяких значениях
z1, z2, . . . , zn−1, т. е. по нашему условию они тождественно равны нулю, и теорема
доказана. Итак, G − G1 ≡ 0, G ≡ G1 и основная теорема доказана во всех частях.

Пример 1. Имеем S(x2
1x2); здесь высший член — x2

1x2; берем произведение
f 2−1

1 f 1−0
2 f 0

3 · · · f 0
n = f1f2 и находим: S(x2

1x2)−f1f2; но f1f2 = (x1+x2+. . .+xn)(x1x2+
x1x3 + . . .) = S(x2

1x2) + 3S(x1x2x3) = S(x2
1x2) + 3f3; у f3 здесь имеется коэфициент

3, ибо каждый член встречается три раза: например, x1 ·x2x3 +x2 ·x1x3 +x3 ·x1x2.
Итак, S(x2

1x2) − f1f2 = −3f3; следовательно, S(x2
1x2) = f1f2 − 3f3.

Но в таком виде применять этот способ довольно неудобно; гораздо проще
применить способ неопределенных коэфициентов, заранее высчитав, какие члены
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будут в функции G; это довольно легко, если известен высший член функции F ;
именно, тогда можно найти все члены, низшие, чем этот высший, а по ним — и
соответственные члены для G. Неопределенные коэфициенты определятся, если
давать переменным x1, x2, . . . , xn частные значения.

Пример 2. S(x3
1x2x3); здесь высший член — x3

1x2x3, выписываем все члены
xα1

1 xα2
2 · · ·xαn

n — ниже члена x3
1x2x3 и с условием α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αn. Получаем

всего четыре комбинации показателей:

1) 3 1 1 0 0 0 соответственно f 3−1
1 f 1−1

2 f 1−0
3 = f 2

1 f3,

2) 2 2 1 0 0 0 ′′ f 2−2
1 f 2−1

2 f 1−0
3 = f2f3,

3) 2 1 1 1 0 0 ′′ f 2−1
1 f 1−1

2 f 1−1
3 f 1−0

4 = f1f4,

4) 1 1 1 1 1 0 ′′ f 1−1
1 f 1−1

2 f 1−1
3 f 1−1

3 f 1−1
4 f 1−0

5 = f5.

Итак, искомая функция G будет иметь четыре члена; коэфициент высшего
члена, очевидно, равен единице. Следовательно:

S(x3
1x2x3) = f 3

1 f2 + Af2f3 + Bf1f4 + Cf5.

Коэфициенты A, B, C найдем, давая x1, x2, x3, . . . частные значения.
1) При x1 = x2 = x3 = 1, x4 = . . . = xn = 0: S(x3

1x2x3) = 3, f1 = 3, f2 = 3,
f3 = 1, f4 = f5 = 0; следовательно, 3 = 9 + 3A.

2) При x1 = x2 = x3 = x4 = 1, x5 = . . . = xn0: S(x3
1x2x3) = 12, f1 = 4f2 = 6,

f3 = 4, f4 = 1, f5 = 0; следовательно, 12 = 64 + 24A + 4B.
3) При x1x2 = x3 = x4 = x5 = 1, x6 = . . . = xn = 0: S(x3

1x2x3 = 30, f1 = 5,
f2 = f3 = 10, f4 = 5, f5 = 1; следовательно, 30 = 250 + 100A + 25B + C.

Итак, для определения A, B, C имеем:

1 = 3 + A, 3 = 16 + 6A + B, 30 = 250 + 100A + 25B + C.

Отсюда A = −2, B = −1, C = 5. Следовательно,

S(x2
1x2x

3) = f 2
1 f3 − 2f2f3 − f1f4 + 5f5.

Пример 3. Дискриминантом кубического уравнения называется выражение:

F (x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x2 − x3)
2.

Здесь высший член есть — x4
1x

2
2; имеем пять комбинаций показателей:

1) 4 2 0 соответственно f 2
1 f 2

2 ,

2) 4 1 1 ′′ f 3
1 f3,

3) 3 3 1 ′′ f 2
2 ,

4) 3 2 1 ′′ f1f2f3

5) 2 2 2 ′′ f 1
3 .

Высший коэфициент здесь равен единице. Итак:

= F (x1, x2, x3) = f 2
1 f 2

2 + Af 3
1 f3 + Bf 2

2 + Cf1 + Df 2
3 .
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При x1 = x2 = 1, x3 = 0 : F = 0, f1 = 2, f2 = 1, f3 = 0;
′′ x1 = x2 = x3 = 1 : F = 0, f1 = 3, f2 = 3, f3 = 1;
′′ x1 = x2 = 1, x3 = −1 : F = 0, f1 = 1, f2 = −1, f3 = −1;
′′ x1 = 2, x2 = x3 = −1 : F = 0, f1 = 0, f2 = −3, f3 = −2;

следовательно:
0 = 4 + B

0 = 81 + 27A + 27B + 9C + D,

0 = 1 − A − B + C + d,

0 = −27B + 4D.

Отсюда найдем:

A = −4, B = −4, C = 18, D = −27,

т. е.
F = f 2

1 f 2
2 − 4f 3

1 f3 − 4f 2
2 + 18f1f2f3 − 27f 2

3 .

Упражнения

Выразить как функции от f1, f2, . . . , fn следующие функции:
175) S(x3

1x
3
2

Отв. f 3
2 − 3f1f2f3 + 3f 4

3 − 8f1f5 + 3f6.
176) n = 4, (x1x2 + x3x4)(x1x3 + x2x4)(x1c4 + x2x3).
Отв. f 2

1 f4 + f 2
3 .

177) Выразить через f1, f2, . . . , fn, посредством способа Гаусса s3, s4, s5.
178) x1, x2, x3 — корни уравнения x3 − x − 2 = 0; вычислить S(x4

1x2.
Отв. 10.
179) S(x3

1x
2
2x3).

Отв. f1f2f3 − 3f 2
3 .

§ 140. Доказательство Коши (Cauchy) основной теоремы. Пусть f1, f2,
. . . , fn, элементарные симметрические функции от x1, x2, . . . , xn, тогда как g1, g2,
. . . , gn−1 элементарные симметрические функции от n − 1 переменных x1, x2, . . .,
xn−1. Найдем зависимость между f

κ
и gλ.

Имеем:
f1 = g1 + xn,

f2 = g2 + xng1,

f3 = g3 + xng2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

fn−1 = gn−1 + xngn−2,

fn = xngn−1.

(21)
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Отсюда
g1 = f1 − xn,

g2 = f2 − xnf1 + x2
n,

g3 = f3 − xnf2 + x2
nf1 − x3

n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

gn−1 = fn−1 − xnfn−2 + . . . + (−1)n−1xn−1.

(22)

Докажем теперь основную теорему для случая двух переменных. Пусть
F (x1, x2) данная симметрическая функция; имеем x2 = f1 − x1; следовательно
F (x1, x2) = F (x1, f1 − x1) = Φ(x1) = A0x

m
1 + A1x

m−1
1 + . . . + Am; обозначим:

f(x) = x2 − f1x + f2; очевидно, что f(x1) = 0, f(x2) = 0. Делим Φ(x) на f(x);
пусть Q(x) — частное; остаток будет первой степени; обозначим его A + Bx; за-
метим, что A и B ц. р. функции от f1, f2. Итак, Φ(x) = f(x)Q(x) + A + Bx; при
x = x1 Φ(x1) = A + Bx1. Итак, F (x1, x2) = A + Bx1; переставим x1 и x2; от этого
не изменится ни F (x1, x2), ни f1, ни f2, т. е. ни A, ни B, значит ABx1 = A + Bx2,
т. е. B = 0; F = A, и теорема доказана.

Общий случай. Пусть F (x1, x2, . . . , xn) данная симметрическая функция; рас-
полагаем ее по степеням переменного xn: F (x1, x2, . . . , xn) = F0x

µ−1
n + F1x

µ−2
n +

. . . + Fµ; F0, F1, . . . , Fµ симметрические функции от x1, x2, . . . , xn−1. Для n = 2 тео-
рема доказана; пусть она верна для симметрических функций от n − 1 перемен-
ных; тогда F0, F1, . . . , Fµ представляются как ц. р, функции от g1, g2, . . . , gn−1; но
g1, g2, . . . , gn−1 мы можем по (22) выразить через f1, f2, . . . , fn−1 и xn; расположив
полученную после этого функцию снова по степеням xn, получим:

F = A0x
ν
n + A1x

ν−1 + . . . + Aν ,

где A0, A1, . . . , Aν ц. р. функции от f1, f2, . . . , fn−1. Обозначив эту функцию через
Φ(xn), делим Φ(x) на f(x) = xn−f1x

n−1 +f2x
n−2− . . .+(−1)nfn: Φ(x) = Q(x)f(x)+

C0x
n−1 +C1x

n−2 + . . .+Cn−1; C0, C1, . . . , Cn−1 — ц. р. функции от f1, f2, . . . , fn. При
x = xn Φ(xn) = C0x

n−1
n +C1x

n−2
n + . . .+Cn−1, ибо f(xn) = 0. Итак F (x1, x2, . . . , xn) =

C0x
n−1
n + C1x

n−2
n + . . . + Cn−1, или C0x

n−1
n + C1x

n−2
n + . . . + Cn−1 − F = 0.

От любой перестановки x1, x2, . . . , xn не изменяются ни C0, ни C1, . . . , ни Cn−1,
ни F . Следовательно, имеем: уравнение C0x

n−1
n +C1x

n−2
n +. . .+Cn−1−F = 0 (n−1)-

й степени имеет n различных корней: x1, x2, . . . , xn, т. е. (по § 50) все коэфициенты
равны нулю: C0 = 0, C1 = 0, . . . , Cn−2 = 0, Cn−1 = F , и теорема доказана.

Из хода доказательства видно, что в Cn−1 как функции от f1, f2, . . . , fn, все
коэфициенты целые, раз они целые в функции F .

Пример. Пусть n = 3 и дана функция S(x2
1x2) = x2

1x2 + x2
2x1 + x2

1x3 + x2
3x1 +

x2
2x3 + x2

3x2. Имеем:

S(x2
1x2) = (x1 + x2)x

2
3 + (x2

1 + x2
2)x3 + x1x2(x1 + x2) =

= g1x
2
3 + (g2

1 − 2g2)x3 + g1g2;

или, подставляя по (22) f
κ

вместо g
κ
: S(x2

1x2) = −3x3
3 + 3f1x

2
3 − 3f2x3 + f1f2; деля

это на x3
3 − f1x

2
3 + f2x3 − f3, находим остаток: f1f2 − 3f3; итак, согласно общей

теории:
S(x2

1x2) = f1f2 − 3f3.
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§ 141. Функции, зависящие от разностей переменных. Пусть данная ц.
р. функция F (x1, x2, . . . , xn) зависит только от разностей переменных; т. е. другими
словами, от одновременного прибавления к x1, к x2, . . . , к xn одного и того же
числа t функция F не изменяется; иными словами, функция F не зависит от t.
Тогда ее полная производная по t равна нулю 69; найдем эту производную:

dF

dt
=

∂∂

∂x1

+
∂F

∂x2

+ . . . +
∂F

∂xn

= 0.

Обратно: пусть для функции F верно диференциальное уравнение:

∂F

∂x1

+
∂F

∂x2

+ . . . +
∂F

∂xn

= 0. (23)

Заменив x1, x2, . . . , xn через x1 +t, x2 +t, . . . , xn +t, мы по (23) заключаем, что F не
зависит от t, т. е. F зависит только от разностей переменных x1, x2, . . . , xn. Итак:

Теорема. Необходимое и достаточное условие для того, чтобы функция
F (x1, x2, . . . , xn) зависела только от разностей переменных, таково: она должна
удовлетворять диференциальному уравнению (23).

Пусть теперь F (x1, x2, . . . , xn) — симметрическая функция, и пусть F (x1, x2, . . .,
xn) = G(f1, f2, . . . , fn), где G ц. р. функция от f1, f2, . . . , fn. Тогда

n∑

λ=1

∂F

∂xλ

=
n∑

κ=1

(
∂G

∂f
κ

n∑

λ=1

∂f
κ

∂xλ

)
=

n∑

κ=1

(n − κ + 1)f
κ−1

∂G

∂f
κ

.

В самом деле, обозначим через f
(λ)
κ κ-ю элементарную симметричную функцию

от x1, x2, . . . , xλ−1, xλ+1, . . . , xn; тогда

∂f
κ

∂xλ

= f
(λ)
κ−1,

n∑

λ=1

∂f
κ

∂xλ

= f
(1)
κ−1 + f

(2)
κ−1 + . . . + f

(n)
κ−1;

каждое произведение xα1xα2 · · · xακ−1 (где α1, α2 . . . , α
κ−1 некоторые κ−1 из чисел

1, 2, . . . , n) здесь встречается n−κ + 1 раз, ибо это произведение не встречается в
f

(α1)
κ−1 , f

(α2)
κ−1 , . . . , f

(ακ−1)
κ−1 . Итак:

f
(1
κ−1 + f

(2)
κ−1 + . . . + f

(n)
κ−1 = (n − κ + 10f

κ−1.

При κ = 1 имеем:
∂f1

∂xλ

= 1,
n∑

λ=1

∂f1

∂xλ

= n.

Если F (x1, x2, . . . , xn) зависит только от разностей переменных, то по (23) по-
лучим:

n∑

κ=1

(n − κ + 1)f
κ−1

∂G

∂f
κ

= 0,

69Эта теорема, равно как и последующие формулы, применяемые в этом параграфе, взята из
диференциального исчисления; мы не имеем возможности их здесь выводить.
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или

n
∂G

∂f1

+ (n − 1)f1
∂G

∂f2

+ (n − 2)f2
∂G

∂f3

+ . . . + fn−1
∂G

∂fn

= 0. (24)

Итак:
Теорема. Если, симметрическая функция F (x1, x2, . . . , xn) зависит только

от разностей переменных и G(f1, f2, . . . , fn) — ее представление через f1, f2, . . . , fn,
то G удовлетворяет уравнению (24). Обратно, если G удовлетворяет уравнению
(24), то F (x1, x2, . . . , xn) зависит только от разностей переменных.

Этой теоремой удобно пользоваться при вычислении неопределенных коэфи-
циентов в G, если находить G по способу Гаусса (§ 139); именно, найдя (24), мы
можем приравнять нулю все коэфициенты в (24) и получим ряд линейных урав-
нений для определения наших неопределенных коэфициентов.

Пример. F (x1, x2, x3) = (x1−x2)
2(x2−x3)

2(x3−x10
2; имеем (пример 3, в § 139):

G = f 2
1 f 2

2 + Af 3
1 f3 + Bf 3

2 + Cf1f2f3 + Df + 32.
Уравнение (24) здесь имеет вид:

3
∂G

∂f1

+ 2f1
∂G

∂f2

+ f2
∂G

∂f3

= 0,
∂G

∂f1

= 2f1f
2
2 + 3Af 2

1 f3 + Cf2f3,

∂G

∂f2

= 2f 2
1 f2 + 3Bf 2

2 + Cf1f3,
∂G

∂f3

= Af 3
1 + Cf1f2 + 2Df3;

подставляя, найдем:

6f1f
2
2 + 9Af 2

1 f3 + 3Cf2f3 + 4f 3
1 f2 + 6Bf1f

2
2 + 2Cf2

1 f3+

+Af 3
1 f2 + Cf1f

2
2 + 2Df2f3 = 0;

отсюда 6 + 6B + C = 0, 9A + 2C = 0, 3V + 2D = 0, 4 + A = 0; отсюда A = −4,
B = −4, C = 18, D = −27, как мы и нашли раньше.

Упражнения

Выразить через fλ следующие функции:
180) (x1 − x2)

2(x2 − x3)
2 + (x2 − x3)

2(x3 − x1)
2 + (x3 − x1)

2(x1 − x2)
2.

Отв. f 4
1 − 6f 2

1 f2 + 18f 2
2 .

181) (x1 − x20
2 + (x2 − x3)

2 + +(x3 − x1)
2.

Отв. 2f 2
1 − 6f2.

§ 142. Обобщения основной теоремы. Основная теорема теории сим-
метрических функций легко обобщается и на дробные симметрические функции.

Пусть
f(x1, x2, . . . , xn)

g(x1, x2, . . . , xn)
— дробная симметрическая функция; f и g — ц. р. функции,

не имеющие общих множителей (т. е. дробь несократима). От любой перестановки
переменных x1, x2, . . . , xn эта дробь, конечно, не перестанет быть несократимой; с
другой стороны, она от этой перестановки не изменится; следовательно, от всякой
такой перестановки f и g могут получить только некоторый постоянный множи-
тель a. По теореме § 23 каждая перестановка может быть произведена путем
нескольких (например λ) транспозиций; если от первой из этих транспозиций f и
g приобретают множитель a1 от второй — множитель a2 и т. д. — от λ-й — мно-
житель aλ, то, очевидно, a = a1a2 · · · aλ, т. е. нам достаточно найти множители
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a только для транспозиций. Но произведя два раза одну и ту же транспозицию,
мы совсем не изменим ни f , ни g; следовательно, должно быть a2 = 1, a = ±1
70. Далее, можно убедиться, что достаточно определить множители a только для
транспозиций, где одно определенное переменное, например x1 переставляется с
каждым из остальных. Действительно, для того чтобы переставить x

κ
с xλ, мож-

но сначала x1 переставить с x
κ
, затем x1 с xλ и опять x1 с x

κ
; это мы запишем

символически так:
(κ, λ) = (1, κ)(1, λ)(1, κ).

Следовательно, нам нужно только определить множители a для транспозиций,
которые символически выражаются так: (1, 2), (1, 3), . . . , (1, n).

Докажем, что или для всех этих транспозиций a = +1, или для всех a = −1.
Пусть для (1, κ) a = +1, а для (1, λ) a = −1; тогда для транспозиции (κ, λ)
найдем, что a = −1; но с другой ведь стороны: (κ, λ) = (1, λ)(1, κ)(1, λ), и мы
найдем также, что для той же транспозиции a = +1; это противоречие, которое
устраняется только тем, что для всех (1, κ) и (1, λ) [а следовательно и (κ, λ)] a
имеет одно и то же значение: или для всех =! или для всех −1.

Если a = +1, то и для всех перестановок вообще a = 1 и f и g — симметри-
ческие функции. Если же для транспозиций a = −1, то для одних перестановок
(четных, ср. § 24) a = +1, для других (нечетных) a = −1, т. е. четные переста-
новки не изменяют f и g, нечетные –— меняют знак у f и g; такие функции f и
g называются полусимметрическими (иначе знакопеременными, альтернирующи-
ми). Но мы докажем, что этого случая не может быть, если дробь — несократима.
Именно:

Лемма. Всякая ц. р. полусимметрическая функция f(x1, x2, . . . , xn) имеет
множителем произведение разностей:

P (x1, x2, . . . , xn) =
∏

κ<λ

(x
κ
− xλ) = (x1 − x2)(x1 − x3) · · · (xn−1 − xn),

и частное f : P есть симметрическая функция.
Доказательство. Легко доказать эту лемму для n = 2: пусть f(x1, x2) ц. р.

функция и f(x2, x1) = −f(x1, x2); следовательно, если f имеет член Axα
1 xβ

2 то она
имеет и член Axβ

1x
α
2 и алгебраическая сумма их A(xα

1 xβ
2−xβ

1x
α
1 ) делится на (x1−x2),

т. е. и вся функция f(x1, x2) делится на x1 − x2.
Пусть теперь f(x1, x2, . . . , xn) ц. р. полусимметрическая функция от n пере-

менных; ее можно рассматривать как полусимметрическую функцию от всяких
двух переменных x

κ
, xλ, т. е. она делится на x

κ
− xλ при всяких κ и λ (причем

брать κ < λ), т. е. она делится на

P (x1, x2, . . . , xn).

Но P (x1, x2, . . . , xn) тоже полусимметрическая функция; следовательно, частное
— симметрическая функция от x1, x2, . . . , xn.

70Если, например, при перестановке x1 с x2 функция f получит множитель f , то при новой
перестановке x1 с x2 функция f еще раз получит тот же самый множитель a. Можно подумать,
что переход от f(x1, x2, . . .) к f(x2, x1, . . .) не тот же, что переход от f(x2, x1, . . .) к f(x1, x2, . . .),
являющийся обратным к первому. Но по существу тут оба раза переставляются первое и второе
место, а обозначения переменных, занимающих эти места, роли не играют; ведь множитель a не
зависит от них.
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Итак, если несократимая дробь
f(x1, x2, . . . , xn)

g(x1, x2, . . . , xn)
является симметрической

функцией, то ее числитель и знаменатель тоже симметрические функции; приме-
няя к ним основную теорему, мы найдем, что и для дробной рациональной симмет-
рической функции эта теорема верна; такая функция представляется как дробная
рациональная функция от элементарных симметрических функций f1, f2, . . . , fn

причем при этом над коэфициентами производятся только действия сложения,
вычитания, умножения.

До сих пор мы предполагали, что x1, x2, . . . , xn — независимые переменные,
и симметрические функции от них были симметрическими функциями по виду,
т. е. не меняли своего внешнего вида, как бы мы ни переставляли x1, x2, . . . , xn.
Но в дальнейшем нам часто придется иметь дело с функциями от корней дан-
ного уравнения, т. е. там x1, x2, . . . , xn уже не будут независимыми переменными,
а могут быть даже вполне определенными числами. В этом случае функция от
x1, x2, . . . , xn может быть симметрической только по значению, т. е. принимать од-
но и то же значение, как бы ни переставляли числа x1, x2, . . . , xn. Например, при
n = 2, если x1, x2 корни уравнения x2−2x+3 = 0, функция x2

1(x1 +x2)−2(2x1−5)
будет симметрической по значению, которое равно 4, но не по виду; тогда как
функция, симметрическая по виду, будет всегда симметрическая и по значению
(какие бы значения мы ни придавали ее аргументам).

Основная теорема была доказана для функций, симметрических по виду. Но
легко доказать, что она верна и для функций, симметрических по значению (как
целых, так и дробных). Пусть ϕ1(x1, x2, . . . , xn) функция, симметрическая по зна-
чению (x1, x2, . . . , xn не независимые переменные, а корни какого-то уравнения).
Докажем, что функцию ϕ1 можно заменить функцией, симметрической по виду.
Пусть

ϕ1(x1, x2, . . . , xn) = k;

будем переставлять x1, x2, . . . , xn всеми возможными способами; получим от этих
перестановок функции ϕ2, ϕ3, . . . , ϕn!; их вид будет вообще разниться от ϕ1 и друг
от друга, но значение каждой из них равно k. Тогда

Φ(x1, x2, . . . , xn) =
1

n!
(ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + . . . + ϕn!)

есть симметрическая функция по виду, и значение ее тоже равно k; ею можно
заменить функцию ϕ1 и применив к ней основную теорему.

Пример 1. Рассмотренную уже функцию x2
1(x1 + x2)− 2(2x1 − 5), симметриче-

скую по значению, если x1 и x2 корни уравнения x2 − 2x− 3 = 0, можно заменить
следующей функцией, симметрической по виду:

F =
1

2
[x2

1(x1 + x2) − 2(2x1 − 5) + x2
2(x1 + x2) − 2(2x2 − 5)],

или, принимая во внимание, что x1 + x2 = 2:

F = x2
1 + x2

2 − 2(x1 + x2) + 10 = x2
1 + x2

2 + 6;

легко видеть, что значение F остается равным 4.
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Пример 2. Функцию ϕ = (x1 − 1)x3
2x

3
3, симметрическую по значению, если x1,

x2, x3 корни уравнения x3−x+1 = 0, можно заменить функцией, симметрической
по виду:

F =
1

3
[(x1 − 1)x3

2x
3
3 + (x2 − 1)x3

3x
3
1 + (x3 − 1)x3

1x
3
2];

но ту же функцию можно заменить и такою:

F1 = x3
1x

3
2x

3
3,

ибо данное уравнение дает при x = x1:

x1 − 1 = x3
1 =,

на основании чего и получаем из сразу F1. Все три функции ϕ, F и F1 имеют одно
и то же численное значение −1. Заметим, что функции F и F1 как функции от
независимых переменных x1, x2, x3, не сводятся одна к другой. Это показывает,
что функцию, симметрическую по значению, можно заменить функцией, симмет-
рической по виду, разными способами, и способ, изложенный выше, есть только
один из способов, — не всегда самый простой.

§ 143. Рассмотрим теперь (целую или дробную) рациональную функцию, за-
висящую от нескольких рядов переменных: x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym, z1, z2, . . . , zk,
. . . , и симметрическую относительно каждого из этих рядов в отдельности:

u = F (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym, z1, z2, . . . , zk).

Обозначим через f1, f2, . . . , fn элементарные симметрические функции от x1, x2,
. . . , xn через g1, g2, . . . , gm — от y1, . . . , ym, через h1, h2, . . . , hk — от z1, z2, . . . , zk и т.
д.

Рассматриваем F как функцию от x1, x2, . . . , xn с коэфициентами, зависящи-
ми от y1, . . . , ym, z1, . . . , zk, . . . Эти коэфициенты — симметрические функции от
y1, . . . , ym, z1, . . . , zk, . . . Представляем теперь F в зависимости от f1, f2, . . . , fn, по-
лучаем:

u = F1(f1, f2, . . . , fn, y1, . . . , ym, z1, . . . , zk, . . .).

Но при переходе от F к F1 мы над коэфициентами функции F произвели только
действия сложения, вычитания и умножения; новые коэфициенты (в F1) останутся
симметрическими функциями от y1, . . . , ym, z1, . . . , zk, . . .

Теперь рассматриваем F1 как функцию от y1, . . . , ym, она симметрическая от-
носительно y1, . . . , ym, коэфициенты ее при этом — рациональные функции от
f1, f2, . . . , fn, и симметрические функции от z1, . . . , zk, . . . Представляем F1 как
функцию от g1, . . . , gm и т. д.; в конце концов получим:

u = G(f1, f2, . . . , fn, g1, g2, . . . , gm, h1, h2, . . . , hk, . . .).

Итак:
Теорема. Если целая (дробная) рациональная функция от нескольких рядов

переменных — симметрическая относительно каждого ряда этих переменных,
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то ее можно представить, как целую (дробную) рациональную функцию от эле-
ментарных симметрических функций каждого из рядов наших переменных, при-
чем при этом представлении над коэфициентами нашей функции совершаются
лишь действия сложения, вычитания и умножения.

Следствие. Целая или дробная рациональная функция с рациональными ко-
эфициентами (или с коэфициентами, принадлежащими данному телу P от кор-
ней уравнений с рациональными (или с принадлежащими телу P ) коэфициентами
имеет рациональное значение (или значение из тела P ).

Пример.

F = x2
1y1 + x2

2y1 + x2
1y2 + x2

2y2 + x2
1y3 + x2

2y3 =

= (x+
1 x2

2)(y1 + y2 + y3) = (f 2
1 − 2f2)g1.

§ 144. Уничтожение иррациональности в знаменателе. Пусть
ϕ(x)

ψ(x)
ра-

циональная функция с рациональными коэфициентами (ϕ и ψ — целые функции),
и x1 корень уравнения f(x) = 0 n-й степени; остальные корни этого уравнения:

x2, x3, . . . , xn. Задача наша в том, чтобы функцию
ϕ(x1)

ψ(x1)
заменить равной ей целой

функцией от x1 с рациональными коэфициентами. При этом мы предполагаем, что
ни один из корней x1, x2, . . . , xn не удовлетворяет уравнению ψ(x) = 0, т. е. функ-
ции f(x) и ψ(x) взаимно простые. Это всегда выполнено, если уравнение f(x) = 0
неприводимо (§ 110, следствия I и II), ибо ψ(x1) 6= 0; теоретически мы всегда это
можем предположить.

Способ 1. Умножаем числитель и знаменатель нашей дроби на ψ(x2)ψ(x3) · · ·
ψ(xn):

ϕ(x)1)

ψ(x1)
=

ϕ(x1)ψ(x2) · · ·ψ(xn)

ψ(x1)ψ(x2) · · ·ψ(xn)

теперь знаменатель у нас — симметрическая функция от x1, x2, . . . , xn, и зна-
чит выражается рационально через f1, f2, . . . , fn, т. е. через коэфициенты урав-
нения f(x) = 0; следовательно, равен рациональному числу a. В числителе же
ψ(x2) · · ·ψ(xn) есть рациональная функция от g1, g2, . . . , gn−1 (если g1, g2, . . . , gn−1

— элементарные симметрические функции от x2, . . . , xn, т. е. выражается раци-
онально через f1, f2, . . . , fn−1, и x1 [§ 140 (22)]; значит весь числитель есть ц. р.
функция от x1 с рациональными коэфициентами, т. е. вся дробь есть ц. р. функция

от x1 с рациональными коэфициентами:
ϕ(x1)

ψ(x1)
= Φ(x1); если степень Φ(x1) ≥ n, то

делим Φ(x) на f(x): Φ(x) = f(x)Q(x) + R(x), где степень R(x) ≤ n¯1; при x = x1

f(x1) = 0, т. е. Φ(x1) = R(x1) и значит
ϕ(x1)

ψ(x1)
= R(x1). Итак:

Теорема. Если
ϕ(x)

ψ(x)
— рациональная функция с рациональными коэфициен-

тами, a x1 — корень неприводимого уравнения f(x) = 0 n-й степени, и ψ(x1) 6= 0,

то
ϕ(x1)

ψ(x1)
представляется как целая рациональная функция от x1 с рациональ-

ными коэфициентами степени ≤ n − 1. Это представление возможно только
одним образом.
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Докажем вторую часть теоремы. Пусть имеем два различных представления:

c0 + c1x1 + c2x
2
1 + . . . + cn−1x

n−1
1 = c′0 + c′1x1 + c′2x

2
1 + . . . + c′n−1x

n−1
1 ;

отсюда

F (x1) = (c0 − c′0) + (c1 − c′1)x1 + (c2 − c′2)x
2
1 + . . . + (cn−1 − c′n−1)x

n−1
1 = 0,

т. е. x1 есть корень уравнения F (x) = 0, степень которого ≤ n − 1: но x1 корень
неприводимого уравнения n-й степени; следовательно, по следствию 5 § 110, все
коэфициенты в F (x) равны нулю, т. е.

c0 = c′0, c1 = c′1, . . . , cn−1 = c′n−1.

Способ 2. Так как f(x) и ψ(x) взаимно простые, то можно (по § 52) найти такие
ц. р. функции f1(x) и ψ1(x), что будет: f(x)f1(x) + ψ(x)ψ1(x) = 1, причем f1(x) и
ψ1(x) находятся рациональным путем, т. е. все их коэфициенты тоже рациональны.
При x = x1 получаем: f(x1) = 0, следовательно, ψ(x)ψ1(x1) = 1;

1

ψ(x1)
= ψ1(x1),

ϕ(x1)

ψ(x1)
= ϕ(x1)ψ(x1);

если степень ϕ(x)φ(x), то ее можно понизить, как и в способе 1.

Пример. Дана дробь
1

x1 − 1
, где x1 — корень уравнения x3 − x + 1 = 0.

Способ 1.
1

x1 − 1
=

(x2 − 1)(x3 − 1)

(x1 − 1)(x2 − 1)(x3 − x1)
;

(x1 − 1)(x2 − 1)(x3 − x1) = f3 − f2 + f1 − 1 = −1 + 1 − 1 = −1, ибо f1 = 0, f2 = −1,
f3 = −1; далее, (x2 − 1)(x3 − 1) = g2 − g1 + 1 = f2 − x1f1 + x2

1 − f1 + x1 + 1 =
−1 + x2

1 + x1 + 1 = x1(x1 + 1); итак:

1

x1 − 1
= −x1(x1 + 1).

Способ 2. Делим x3 − x + 1 на x − 1:

x3 − x + 1 x − 1
x3 − x2 x2 + x

x2 − x
x2 − x

+ 1

итак x4 − x + 1 = (x − 1)(x2 + x) + 1, (x3 − x + 1) − (x − 1)(x2 + x) = 1; при x = x1

−x1(x1 − 1)(x2
1 + x1) = 1,

1

x1 − 1
= −x1(x1 + 1).

Упражнения

Уничтожить иррациональность в знаменателях:

250



182)
x1

x1 − 1
, где x1 — корень уравнения x4 + x2 + 1 = 0.

Отв. −1

3
(x1 + 1)(x2

1 + 2).

183)
2x1

x1 + 1
, где x1 — корень уравнения x4 + x − 1.

Отв. 2x2
1(x

2
1 − x1 + 1).

184)
2x1 + 1

x2
1 + 2

, где x1 — корень уравнения x3 + 3x2 − 2x − 1 = 0.

Отв. − 1

81
(10x2

1 + 53x1 + 29).

185)
2
√

5 − 1
3
√

25 + 4 3
√

5 + 1
.

Отв.
1

22
(13 − 3

3
√

5 − 3
√

25).

§ 145. Резольвенты. § 145. Пусть f(x) ≡ xn−f1x
n−1+f2x

n−2−. . .+(−1)nfn =
0 — данное уравнение с корнями x1, x2, . . . , xn. Пусть v1 = ϕ(x1, x2, . . . , xn) — неко-
торая рациональная функция от корней с рациональными коэфициентами. Пусть
при всевозможных перестановках x1, x2, . . . , xn функция v1 принимает’ только m
значений v1, v2, . . . , vm; очевидно, что 1 ≤ m ≤ n!; m = n! мы имеем тогда, если при
всякой перестановке корней x1, x2, . . . , xn функция v1 меняет свое значение; m = 1,
если функция v1 симметрична относительно x1, x2, . . . , xn. Возьмем функцию от
переменного v:

F (v) = (v − v1)(v − v2) · · · (v − vm) =

= vm − F1v
m−1 + F2v

m−2 − . . . + (−1)mFm.

От перестановки x1, x2, . . . , xn меняются местами и v1, v2, . . . , vm; но F1, F2, . . . ,
Fm от этого не изменяются, ибо они симметрические функции от v1, v2, . . . , vm.
Итак, F1, F2, . . . , Fm суть также и симметрические функции от x1, x2, . . . , xn, т. е.
выражаются рационально через f1, f2, . . . , fn; в частном случае, при f1, f2, . . . , fn,
рациональных, и F1, F2, . . . , Fm — рациональные числа. Но уравнению F (v) = 0
удовлетворяет корень v = v1. Итак:

Теорема. Всякая рациональная функция ϕ от корней x1, x2, . . . , xn уравнения
f(x) = 0, имеющая m значений при всевозможных перестановках корней, удовле-
творяет алгебраическому уравнению m-й степени с коэфициентами, рациональ-
но зависящими от коэфициентов уравнения f(x) = 0. (В частности при m = 1
сама функция ϕ рационально зависит от козфициентов уравнения f(x) = 0.)

Пример. v1 = (x1 − x2)
2; функция не изменяется при всевозможных переста-

новках корней, при которых x1 и x2 переставляются только друг с другом; таких
перестановок всего 2 · (n − 2)!. Если в данной перестановке x1 переходит в x

κ
, x2

— в xλ, то v1 перейдет в vµ = (x
κ
− xλ)

2; таких перестановок, переводящих v1 в
vµ всего тоже 2 · (n − 2)!, т. е., всего различных значений функции v1 мы име-

ем
n!

2(n − 2)!
=

n(n − 1)

2
, и значит уравнение, которому удовлетворяет v1, будет

степени
n(n − 1)

2
.
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Упражнения

186) n = 3, v1 = x1 + x2; найти уравнение для v1.
Отв. v3 − 2f1v

2 + (f 2
1 + f2)v − (f1f2 − f3) = 0 = 0.

187) n = 4, v1 = x1x2 + x3x4; найти уравнение для v1.
Отв. v3 − f2v

2 + (f1f3 + 4f4)v − (f 2
1 f4 + f 2

3 ) = 0.
188) Решить предыдущий пример, если x1, x2, x3, x4 корни уравнения x4−x+1.
Отв. v3 − 4v − 1 = 0.
Заметим, что уравнение для v1 F (v) = 0 называется резольвентой (разре-

шающим) для уравнения f(x) = 0, ибо при подходящем выборе функции v1 его
решение облегчает решение данного уравнения f(x) = 0 71. Некоторые авторы
называют резольвентой самую функцию v1.

§ 146. Преобразование Чирнгаузена (Tschirnhausen). Пусть опять f(x) =
xn − f1x

n−1 + f2x
n−2 − . . . + (−1)nfn = 0 данное уравнение с корнями x1, x2, . . . , xn,

и пусть v1 = — данная рациональная функция от корня x1 с рациональными ко-
эфициентами. Для всевозможных перестановок корней эта функция имеет только
n значений: v1, v2 = ϕ(x2), . . . , vn = ϕ(xn). Мы знаем (§ 144), что функцию ϕ
всегда можно заменить целой рациональной функцией от x1 степени ≤ n − 1 с
коэфициентами, рационально зависящими от f1, f2, . . . , fn. Нахождение уравнения
для v1 называется преобразованием Чирнгаузена данного уравнения. Мы укажем
два способа этого преобразования.

Способ 1. Итак, пусть v = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + an−1x

n−1; найдем v2 и при
помощи данного уравнения сделаем степень v2 ≤ n − 1 [т. е. делим v2 на f(x) и
берем остаток]; получаем:

v2 = b0 + b1x + b2x
2 + . . . + bn−1x

n−1.

Подобным же образом найдем:

v3 = c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cn−1x

n−1,

. . .

vn = k0 + k1x + k2x
2 + . . . + kn−1x

n−1.

Подставляя в эти равенства вместо x x1, x2, . . . , xn и получая в левых частях
v1, v2, . . . , vn, складываем получающиеся таким образом равенства:

S1 = na0 + a1s1 + a2s2 + . . . + an−1sn−1,

S2 = nb0 + b1s1 + b2s2 + . . . + bn−1sn−1

. . .

Sn = nk0 + k1s1 + k2s2 + . . . + kn−1sn−1.

Здесь s1, s2, . . . степенные суммы для x1, x2, . . . , xn, a S1, S2, . . . — степенные
суммы для v1, v2, . . . , vn. Найдя S1, S2, . . . , Sn, вычисляем коэфициенты уравнения
для v1, v2, . . . , vn:

vn − P1v
n−1 + P2v

n−2 − . . . + (−1)nPn = 0

71Ср. главу XII.
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по формулам Ньютона (§ 134): S1 − P1 = 0, S2 − P1S1 + 2P2 = 0, . . .
Большую роль в этой теории играет коэфициент P2; он называется безуниант

(по имени французского математика Bézout).
Пример. Дано уравнение x3−2x+3 = 0; v = 1−x+x2; находим v2 = 7−9x+5x2,

v3 = 49−49x+31x2; далее, S1 = 3−s1+s2, S2 = 21−9s1+5s2, S3 = 147−49s1+31s2;
здесь f1 = 0, f2 = −2, f3 = −3; s1 = 0, s2 = f 2

1−2f2 = 4; следовательно, S1 = 7, S2 =
41, S3 = 271. Далее, P1 = 7, P2 = 4, P3 = 4, и уравнение для v: v3−7v2 +4v−4 = 0.

Способ 2 Эрмита (Hermite). Умножаем v на x и вместо xn подставляем f1x
n−1−

f2x
n−2+. . .−(−1)fn; тогда vx представится как ц. р. функция от x степени ≤ n−1.

Подобно же находим vx2, . . . , vxn−1; получаем (коэфициенты bλ, cλ, . . . , kλ имеют
теперь уже не те значения, что в способе 1):

v = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + an−1x

n−1,

vx = b0 + b1x + b2x
2 + . . . + bn−1x

n−1,

vx2 = c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cn−1x

n−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

vxn−1 = k0 + k1x + k2x
2 + . . . + kn−1x

n−1,

Или
(a0 − v) + a1x + a2x

2 + . . . + an−1x
n−1 = 0,

b0 + (b1 − v)x + b2x
2 + . . . + bn−1x

n−1 = 0,

c0 + c1x + (c2 − v)x2 + . . . + cn−1x
n−1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

k0 + k1x + k2x
2 + . . . + (kn−1 − v)xn−1 = 0.

Эти уравнения можно рассматривать как систему n однородных линейных
уравнений с n неизвестными, причем эта система удовлетворяется, если неизвест-
ные имеют значения: 1, x, x2, . . . , xn−1; так как эти значения не все равны нулю
(именно, 1), то (по § 33, следствию II) детерминант, составленный из коэфициен-
тов этой системы, равен нулю, т. е.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 − v a1 a2 . . . an−1

b0 b1 − v b2 . . . bn−1

c0 c1 c2 − v · · · cn−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
k0 k1 k2 . . . kn−1 − v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Это и есть искомое уравнение для v.
Пример. Возьмем то же уравнение: x2 − 2x + 3 = 0 и ту же функцию v =

1 + x + x2. Имеем:
v = 1 − x + x2

vx = −3 + 3x − x2,

vx2 = 3 − 5x + 3x2;

отсюда ∣∣∣∣∣∣

1 − v −1 1
−3 3 − v −1
3 −5 3 − v

∣∣∣∣∣∣
= 0,
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или −v3 + 7v2 − 4v + 4 = 0, то же уравнение, что и раньше.

Упражнения

Преобразовать по способу Чирнгаузена следующие уравнения:
189) x2 − 3x2 − 2 = 0, v = 2 − 2x + x2.
Отв. v3 − 9v2 + 24v − 32 = 0.
190) x4 − x3 + 2x − 1 = 0, v = 1 − x + 2x2.
Отв. v4 − 5v3 + 5v2 − 25v + 25 = 0.
191) x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0, v = 1 + x + x2 + x3.
Отв. v4 − v3 + v2 − v + 1 = 0.
192) x5 − 1 = 0, v = −1 + x4.
Отв. v5 + 5v4 + 10v3 + 10v2 + 5v = 0.

§ 147. Результант. Пусть имеем уравнение f(x) = a0x
n +a1x

n−1 + . . .+an = 0
с корнями x1, x2, . . . , xn и уравнение g(x) = b0x

m + b1x
m−1 + . . . + bm = 0 с корнями

y1, y2 . . . , ym. Результант уравнений f = 0 и g = 0, или функций f и g, есть
следующее выражение: R(f, g) = bn

0f(y1)f(y2) · · · f(ym). Но f(x) = a0(x − x1)(x −
x2) · · · (x − xn); следовательно:

R(f, g) = a0(y1 − x1)(y1 − x2) · · · (y1 − xn)×
× a0(y2 − x1)(y2 − x2) · · · (y2 − xn)×

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

× a0(ym − x1)(ym − x2) · · · (ym − xn)×
× b0 · b0 · · · b0

или
R(f, g) = am

0 bn
0

∏

r,s

(yr − xs) (r = 1, 2, . . . ,m; s = 1, 2, . . . , n). (25)

Соединяя множителей по колоннам, получим:

R(f, g) = am
0 (−1)mg(x1)(−1)mg(x2) · · · (−1)mg(xn) =

= (−1)mn · am
0 g(x1)g(x2) · · · g(xn),

т. е.
R(f, g) = (−1)mn · R(g, f).

Из определения результанта следует, что он — симметрическая функция от y1, y2,
. . . , ym с коэфициентами, рационально зависящими от a0, a1, . . . , an, или — сим-
метрическая функция от x1, x2, . . . , xn с коэфициентами, рационально зависящими
от b0, b1 . . . , bm. Другими словами, R(f, g) есть рациональная (и при этом целая)
функция от a0, a1 . . . , an и от b0, b1 . . . , bm. Далее, из определения R(f, g) следует:

Теорема. Необходимое и достаточное условие для того, чтобы уравнения
f(x) = 0 и g(x) = 0 имели общий корень, следующее: результант этих уравнений
должен быть равен нулю.

Если уравнения f(x) =0 и g(x) = 0 имеют общий корень, то между их коэфи-
циентами должна быть известная зависимость; уравнение R(f, g) = 0 и выражает
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эту зависимость. Другими словами, R(f, g) = 0 есть результат исключения x из
уравнений f(x) = 0 и g(x) = 0.

Укажем способы вычисления R(f, g) как функции от коэфициентов.
Способ 1. Пусть степень f ≥ степени g; делим f на g: f = gq + f1; степень f1

= n1 ≤ m − 1; для x = yλ: f(yλ) = f1(yλ); отсюда следует: R(f, g) = bn−n1
0 R(f1, g);

теперь делим g на f1 и подобно же продолжаем далее, пока не дойдем до остатка,
который равен постоянному количеству. Если же, например, f(x) = k = const, то
f(y1) = f(y2) = . . . = f(ym) = k, т. е. R(f, g) = b0

0 · km = km.
Способ 2. Возьмем, например, n =3, m = 2 (хотя наши рассуждения будут

общими); пусть x — общий корень уравнений f(x) = 0, g(x) = 0 имеем:

f(x) = a0x
3 + a1x

2 + a2x + a3 = 0,

xf(x) = a0x
4 + a1x

3 + a2x
2 + a3x = 0,

g(x) = b0x
2 + b1x + b2 = 0,

xg(x) = b0x
3 + b1x

2 + b2x = 0,

x2g(x) = b0x
4 + b1x

3 + b2x
2 = 0.

Эти уравнения можно рассматривать как пять линейных однородных уравне-
ний с пятью неизвестными, удовлетворяющихся при значениях неизвестных 1, x,
x2, x3, x4; эти значения не все равны нулю; следовательно (§ 33, следствие II),
детерминант из коэфициеитов этой системы равен нулю:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 a3 0
0 a0 a1 a2 a3

b0 b1 b2 0 0
0 b1 b1 b2 0
0 0 b0 b1 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Это уравнение есть результат исключения x из уравнений f(x) = 0, g(x) = 0;
отсюда можно предвидеть, что левая часть его, т. е. D, отличается от R разве
только постоянным множителем. Докажем, что D = R(f, g). Имеем72:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 a3 0
0 a0 a1 a2 a3

b0 b1 b2 0 0
0 b1 b1 b2 0
0 0 b0 b1 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y4
1 y3

1 y2
1 y1 1

y4
2 y3

2 y2
2 y2 1

x4
1 x3

1 x2
1 x1 1

x4
2 x3

2 x2
2 x2 1

x4
3 x3

3 x2
3 x3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1f(y1) y2f(y2) 0 0 0
f(y1) f(y2) 0 0 0

0 0 x2
1g(x1) x2

2g(x2) x2
3g(x3)

0 0 x1g(x1) x2g(x2) x3g(x3)
0 0 g(x1) g(x2) g(x3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣
y1f(y1) y2fy2)
f(y1) f(y2)

∣∣∣∣ ·

∣∣∣∣∣∣

x1g(x1) x2
2g(x2) x3g(x3)

x1g(x1) x2g(x2) x3g(x3)
g(x1) g(x2) g(x3)

∣∣∣∣∣∣

72Cм. § 34.
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= f(y1)f(y2)g(x1)g(x2)g(x3) ·
∣∣∣∣
y1 y2

1 1

∣∣∣∣ ·

∣∣∣∣∣∣

x2
1 x2

2 x2
3

x1 x2 x3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣

или (пример 3 в § 30):

D · (−1)10(y2 − y1)(x1 − y1)(x2 − y1)(x3 − y1)(x1 − y2)(x2 − y2)(x3 − y3)×
× (x3 − y2)(x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2) = f(y1)f(y2)g(x1)g(x2)g(x3)×
× g(x3)(−1)(y2 − y1)(−1)3(x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2),

или D = b3
0f(y1)f(y2) = R(f, g), что и требовалось доказать.

Пример. Найдем результант двух квадратных уравнений:

f(x) = ax2 + a1x + a2 = 0, g(x) = b0x
2 + b1x + b2 = 0.

Имеем по второму способу:

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 0
0 a0 a1 a2

b0 b1 b2 0
0 b0 b1 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 0
0 a0 a1 a2

0 b1 −
a1b0

a0

b2 −
a2b0

a0

0

0 b0 b1 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a0 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2

b1 −
a1b0

a0

b2 −
a2b0

a0

0

b0 b1 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (a0b2 − a2b0)
2 − 9a1b2 − a2b1)(a0b1 − a1b0).

Упражнения

Найти результант следующих уравнений:
193) x4 − 2x2 + 3 = 0 и x2 − x + 1 = 0.
Отв. 19.
194) x3 − 3x2 + x + 2 = 0 и x3 − x2 − 4 = 0.
Отв. 0.

§ 148. Уравнения с двумя неизвестными. Пусть f(x, y) и g(x, y) два ал-
гебраических уравнения с двумя неизвестными; первое n-й степени, второе m-й
степени.

Расположим левые их части по степеням y:

f(x, y) = a0(x)yn + a1(x)yn−1 + . . . + an(x),

g(x, y) = b0(x)ym + b1(x)ym−1 + . . . + bm(x);

здесь a
κ
(x) ц. р. функция от x степени ≤ κ; то же самое и b

κ
. Пусть x1, y1 —

решение этой системы уравнений; тогда уравнения с неизвестным y:

f(x1, y) = 0, g(x1, y) = 0
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имеют общее решение y = y1, т. е. их результант должен быть равен нулю; обо-
значим его через R(x); следовательно, уравнение R(x) = 0 имеет решение x = x1.
Итак, чтобы решить нашу систему уравнений, надо решить уравнение R(x) = 0;
пусть x = x1 одно из его решений; подставляем x1 вместо x в функции f(x, y) и
g(x, y); тогда f(x1, y) и g(x1, y) будут иметь общего делителя степени ≥ 1. Нахо-
дим его: пусть этот делитель равен h(y); решив уравнение h(y) = 0, мы получим
искомые значения y. Если h(y) линейная функция, то при данном x1 корень y1

уравнения h(y) = 0 находится рациональным путем, и значению x1 соответствует
только одно значение y1 дающее решение (x1, y1) данной системы.

Определим, какой степени функция R(x) относительно x. По выражению (10)
для R(f, g) видно, что R(f, g) однородная функция от x1, x2, . . . , xn, y1, . . . , ym сте-
пени nm. Выразим R(f, g) через коэфициенты a

κ
и bλ; пусть

R(f, g) =
∑

Aaα0
0 aα1

1 aα2
2 · · · aαn

n bβ0

0 bβ1

1 bβ2

2 · · · bβm

m ,

где A — -целые числа; из (25) очевидно, что R(f, g) — целая функция от a
κ

и
bλ. Если мы, обратно, вместо a

κ
и bλ подставим x

κ
и yλ, мы должны получить

однородную функцию от x
κ

и yλ степени n ·m. Но a0 0-й степени относительно x
κ
,

a1 — первой степени; a2 — второй степени, . . . , an — n-й степени; подобно же b0 —
0-й степени относительно yλ, b1 — первой степени, b2 — второй степени, . . . , bm —
m-степени: следовательно:

Aaα0
0 aα1

1 aα2
2 · · · aαn

n bβ0

0 bβ1

1 bβ2

2 · · · bβm

m

есть ц. р. функция степени:

0 · α0 + 1 · α1 + 2 · α2 + . . . + nαn + 0 · β0 + 1 · β1 + 2 · β2 + . . . mβm

от x1, x2, . . . , xn, y1,. . . ,ут, но в каждом члене это выражение должно быть равно
nm, ибо R(f, g) однородная функция степени nm от x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, т. е. в
каждом члене в R(f, g):

0 · α0 + 1 · α1 + 2 · α2 + . . . + nαn + 0 · β0 + 1 · β1 + 2 · β2 + . . . mβm = n · m. (26)

Заметим, что эта сумма называется весом члена; мы доказали, что в функ-
ции R(f, g) вес каждого члена один и тот же: n · m; такая функция называется
изобаричной.

Из (26) следует для случая, когда a
κ

и b
κ

ц. р. функции от x степени κ, что
R(x) ц. р. функция от x степени ≤ n ·m (ибо высшие члены могут и сократиться).
Итак:

Теорема. Если из системы, уравнений f(x, y) = 0 n-й степени и g(x, y) = 0 m-
й степени исключим одно из неизвестных, то в результате получим уравнение
с другим неизвестным степени n · m (в частных случаях и ниже).

Сколько же систем решений x, y имеет наша система уравнений f(x, y) = 0
и g(x, y) = 0? Найдя один из корней x1 уравнения R(x) = 0 и подставив его в
данные уравнения, мы находим уравнение для y h(y) = 0; вопрос в том, какой
степени будет функция h(y), т. е. будет ли найденному значению x = x1 соответ-
ствовать только одно значение y, или несколько таких значений? Более глубокое
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исследование дает следующий результат 73. Степень функции h(y) равна крат-
ности найденного корня x1 уравнения R(x) = 0; в частности, если x1 — простой
корень, то и h(y) будет первой степени.

Если в частном случае окажется, что R(x) будет ниже, чем (n · m)-й степени,
то в этом случае, как обычно в алгебре, считают, что один или несколько корней
x равны ∞. Таким образом получаем следующую общую теорему:

Теорема. Система двух алгебраических уравнений f(x, y) = 0 = 0 и g(x, y) = 0
n-й и m-й степени, имеет всегда m · n (различных или равных) систем решений
x, y, если только функции f(x, y) и g(x, y) не имеют общих множителей, содер-
жащих переменные x, y.

Эту теорему первый высказал Безу (Bézout), и при этом в геометрической
форме:

Две алгебраические кривые n-го и m-то порядков, не имеющие общих частей,
пересекаются в m · n точках (причем некоторые из этих точек пересечения мо-
гут сливаться, некоторые же могут лежать в ∞).

В формулировке этой теоремы упоминается один исключительный случай, ко-
торого мы еще не разбирали: может случиться, что результант R(x) будет тожде-
ственно равен нулю, — независимо от x. Это значит, что функции f(x, y) и g(x, y)
в этом случае имеют общего делителя h(x, y), содержащего по крайней мере одно
из переменных x, y. Очевидно, что для всяких x, y, для которых h(x, y) обратится
в 0, и f(x, y) и g(x, y) будут равны нулю, т. е. наши уравнения имеют в этом случае
бесчисленное множество пар решений x, y, именно, все системы x, y, которые удо-
влетворяют уравнению h(x, y) = 0. Говоря геометрическим языком, в этом случае
кривые f(x, y) = 0 и g(x, y) = 0 имеют общую часть: h(x, y) = 0.

Нахождение уравнения R(x) = 0 по двум данным уравнениям f(x, y) = 0 и
g(x, y) = 0 называется исключением (элиминацией) y из уравнений f = 0, g = 0.

Пример. Исключить y из уравнений:
{

2x2 − 3xy + y2 + 4x − 5 = 0

x2 − y2 + 2x + 3y + 1 = 0.

Располагая по степени y найдем:
{

y2 − 3xy + (2x2 + 4x − 5) = 0,

−y2 + 3y + (x2 + 2x + 1) = 0.

Имеем для результанта два квадратных уравнения (см. пример в § 147):

R = (a0b2 − a2b0)
2 − 9a1b2 − a2b1)(a0b1 − a1b0);

здесь

a0 = 1, a1 = −3x, a2 = 2x2 + 4x − 5; b0 = −1, b1 = 3, b2 = x2 + 2x + 1;

следовательно:

R(x) = [((x2 + 2x + 1) · 1 + (2x2 + 4x − 5) · 1]2−
− [−3x((x2 + 2x + 1) − 3(x2 + 4x + 5)](3 − 3x) =

= 9x3 + 3x2 + 42x − 29.

73См., например, Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd. 1, § 54, 55.
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Итак, результат исключения:

9x3 + 3x2 + 42x − 29 = 0;

здесь он третьей степени.

Упражнения

195) Исключить y из уравнений: x2+xy+y2−3 = 0, 2x2+2xy−3y2+x−y+2 = 0.
Отв. 25x4 − 107x2 + 9x + 46 = 0.
196) Исключить y из уравнений: x2 + xy − 2y2 − 2x + 5y − 3 = 0, 2x2 − 2xy −

3x + 5y − 5 = 0.
Отв. Нуль, так как левые части наших уравнений имеют общего множителя

x − y + 1.
197) Исключить x из уравнений: x3 − 3y3 + 1 = 0, x2 + y2 − 6 = 0.
Отв. 10y6 − 18y4 − 6y3 + 108y2 − 215 = 0.

§ 149. Дискриминант. Пусть f(x) = 0 данное уравнение n-й степени с кор-
нями x1, x2, . . . , xn. Дискриминантом его называется следующее выражение:

D = (−1)
n(n−1)

2 a−1
0 R(f ′, f).

Но
R(f ′, f) = an−1

0 f ′(x1)f
′(x2) · · · f ′(xn);

по § 56 (9):

f(x
κ
) = a0(xκ

− x1)(xκ
− x2) · · · (xκ

− x
κ−1)(xκ

− x
κ+1) · · · (xκ

− xn);

следовательно:

R(f ′, f) = an−1
0 a−1

0 · an
0

∏

α>β

(xα − xβ)2(−1)
n(n−1)

2 ;

значит
D = a2n−2

0

∏

α>β

(xα − xβ)2. (27)

По § 57, теореме 1 заключаем:
Теорема. Необходимое и достаточное условие существования кратных кор-

ней у уравнения f(x) = 0 следующее: дискриминант уравнения должен быть
равен нулю.

Дискриминант, как видно из уравнения (27), есть симметрическая функция
корней, т. е. выражается рационально через коэфициенты, при этом он –— целая
функция от a0, a1, . . . , an. Вычислить его как функцию от a0, a1, . . . , an можно об-
щими способами, указанными и § 138–141. Укажем еще на один способ вычисления
D.

Имеем (см. § 30, пример 3):
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

. . . . . . . . . . . .
xn−1

1 xn−1
2 . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏

α>β

(xα − xβ).
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Умножаем этот детерминант на самого себя, комбинируя строки со строками.
Получаем:

∏

α>β

(xα − xβ)2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 . . . sn−1

s1 s2 s3 . . . sn

s2 s3 s4 . . . sn+1

. . . . . . . . . . . . . . .
sn−1 sn sn+1 . . . s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (28)

D получается, если этот детерминант умножим на a2n−2
0 .

Пример 1. Пусть n = 2; найдем дискриминант квадратного уравнения ax2 +
bx + c = 0.

Имеем:

D = a2 ·
∣∣∣∣
2 s1

s1 s2

∣∣∣∣ = a2(2s2 − s1)
2 = a2

[(
b

a

)2

− 4
c

a

]
= b2 − 4ac,

как известно из элементарной алгебры.
Пример 2. Пусть n = 3; наше уравнение:

a0x
3 + a1x

2 + a2x + a3 = 0.

Имеем:
∣∣∣∣∣∣∣

3 s1 s2

s1 s2 s3

s2 s3 s4

∣∣∣∣∣∣∣
= 3s2s4 + 2s1s2s3 − s2

3 − s2
1s4 − 3s2

3 =

= f 2
1 f 2

2 − 4f 3
1 f3 + 18f1f2f3 − 4f 3

2 − 27f 2
3 .

(Ср. §§ 138, 139 и 141). Но f1 = −a1

a0

; f2 =
a2

a0

; f3 − a3

a0

; кроме того, найденное

выражение надо еще умножить на a2·3−2
0 = a4

0; от этого дроби уничтожаются.
Итак:

D = a2
1a

2
2 − 4a3

1a3 + 18a0a1a2a3 − 4a0a
3
2 − 27a2

0a
2
3. (29)

В частном случае для уравнения x3 + ax + b = 0 получаем:

D = −4a3 − 27b2 = −4 · 27

(
b2

4
+

a3

27

)
. (30)

§ 150. Способ Коши отделения корней. Пусть наш дискриминант D 6= 0.
Имеем: +

√
|D| =

∏
|x

κ
− xλ|; пусть (xα − xβ| одна из этих разностей; тогда

√
|D|

|xα − xβ|
=

∏′
|x

κ
− xλ|,

где штрих возле
∏

означает, что в произведении нет одного сомножителя, именно,

|xα − xβ|, т. е. всего имеется
n(n − 1)

2
− 1 сомножителей. Пусть g = α + 1 высший

предел абсолютной величины корней (см. § 65); тогда

|x
κ
− xλ| ≤ |x

κ
| + |xλ| < 2g,
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следовательно: √
|D|

|xα − xβ|
< (2g)

n(n−1)
2

−1;

отсюда

|xα − xβ| >

√
|D|

2g
n(n−1)

2
−1

.

На этом основан способ Коши отделения корней.
Обозначим: √

|D|
2g

n(n−1)
2

−1
= h;

тогда для всяких двух корней xα и xβ: |xα − xβ| > h, т, е. в интервале длины h
или нет ни одного корня, или имеется только один корень. Так как D 6= 0, то все
корни нашего уравнения — простые. Пусть g1 и g2 — нижний и верхний пределы
вещественных корней данного уравнения; берем значения: g1, g1 + h, g1 + 2h, . . . ,
g1 + (m − 1)h, g2, предполагая, что g1 + (m − 1)h < g2 ≤ g1 + mh.

Находим теперь соответственные значения левой части уравнения:

f(g1), f(g1 + h), f(g1 + 2h), . . . , f(g2)

и обращаем внимание на их знаки; если

sign f(g1 + λh) = sign f [g1 + (λ + 1)h],

то в интервале [g1 + λh, g1 + (λ + 1)h] нет ни одного корня нашего уравнения; если
же

sign f(g1 + λh) = −sign f [g1 + (λ + 1)h],

то в интервале [g1 + λh, g1 + (λ + 1)h] лежит один и только один корень нашего
уравнения. Таким образом все вещественные корни нашего уравнения будут от-
делены. Этот способ при всей его теоретической простоте не имеет практического
значения вследствие того, что получаемая в нем величина h очень мала, т. е. число
наших испытаний m очень велико.

Пример. Дано уравнение f(x) = x3 − 3x + 1 = 0; здесь

g = α + 1 = 4; D = −4 · 27

(
1

2
− 1

)
= 2 · 27 = 54;

n(n − 1)

2
− 1 = 2; h =

√
54

82
> 0, 1,

т. е. мы можем взять для простоты h = 0, 1 (очевидно, что мы имеем право умень-
шить h). По способу Ньютона (§ 83) легко найдем, что здесь g1 = −2, g2 = +2;
таким образом m = 40.

Вычисляем теперь:

f(−2), f(−1, 9), f(−1, 8), . . . , f(2);

найдем:
f(−1, 9) = −0, 159, f(−1, 8) = +0, 568,

f(0, 3) = +0, 127, f(0, 4) = −0, 136,

f(1, 5) = −0, 125, f(1, 6) = +0, 296.

.
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Итак, три вещественных корня нашего уравнения лежат в интервалах:

(−1, 9 − 1, 8), (0, 3; 0, 4), (1, 5; 1, 6).

§ 151. Общие замечания о рациональных функциях нескольких пе-
ременных. Очевидно, что сумма, разность и произведение целых (или дробных)
рациональных функций — тоже целые (или дробные) рациональные функции;
частное рациональных функций — тоже рациональная функция, при этом пред-
полагается, что все это — функции от одних и тех же n переменных. При сложении,
вычитании и умножении рациональных функций над их коэфициентами соверша-
ются тоже только действия сложения, вычитания и умножения; при делении над
коэфициентами может совершаться и действие деления. Отсюда следует:

Все рациональные функции одних и тех же n переменные составляют тело
(§ 13); все рациональные функции с коэфициентами из данного числового тела
составляют тело.

Все целые рациональные функции одних и тех же переменных составляют
область целости (§ 13); все целые рациональные функции с коэфициентами из
данной области целости тоже составляют область целости.

Для полного доказательства последнего предложения следует еще показать,
что область рациональных функций не имеет нулевых делителей (§ 5), т. е. что
произведение целых рациональных функций тождественно равно нулю только то-
гда, если один из сомножителей тождественно равен нулю. Для функций одного
переменного это легко следует из теоремы § 50, а для функций нескольких пере-
менных это легко доказывается методом полной индукции.

Заметим, что если мы рассматриваем функции от n переменных x1, x2, . . . , xn,
то функции от некоторых из этих переменных, равно как и постоянные количества,
рассматриваются как частные случаи функций от всех n переменных x1, x2, . . . , xn.

Как и для целых рациональных функций одного переменного (§ 47), опреде-
ляется делимость для целых рациональных функций нескольких переменных и
строится теория их делимости. И здесь мы можем брать функции либо с любыми
числовыми коэфициентами, либо в данном теле P (т. е. с коэфициентами из P ,
ср. § 111). Как и для функций одного переменного, определяется приводимость
и неприводимость целых рациональных функций в теле P .

Если целая рациональная функция неприводима в теле всех комплексных чи-
сел, то она называется неразложимой; в противном случае — разложимой. Но в
то время как для функций одного переменного единственными неразложимыми
целыми рациональными функциями были линейные, неразложимые целые рацио-
нальные функции нескольких переменных могут быть какой угодно степени. На-
пример, целая рациональная функция двух переменных

xn + y

неразложима. Но основная теорема о разложении всякой целой рациональной
функции на неразложимые (или в данном теле — на неприводимые) множители
и об однозначности этого разложения (с точностью до постоянных множителей)
здесь верна (ср. § 50 и § 100).
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Переходя теперь к симметрическим функциям, заметим, что основная теорема
теории симметрических функций и обратная к ней теорема (§ 133) дает возмож-
ность сопоставить со всякой целой или дробной рациональной симметрической
функцией от n переменных (вообще, или в данном теле, или в данной области
целости) единственную целую же или дробную же рациональную функцию от но-
вых n переменных, именно, от элементарных симметрических функций от старых
переменных (тоже вообще, или в том же теле, или в той же области целости), и
обратно. Иными словами, симметрической функции

F (x1, x2, . . . , xn)

соответствует (целая или дробная) рациональная функция:

G(z1, z2, . . . , zn),

если при z1 = f1, z2 = f2, . . . , zn = fn мы имеем:

F (x1, x2, . . . , xn) ≡ G(f1, f2, . . . , fn).

Далее, очевидно, что сумме, разности, произведению и частному симметри-
ческих функций соответствует сумма, разность, произведение и частное соответ-
ствующих функций G. Дробные и целые рациональные симметрические функции
(вообще или в данном теле P ) образуют тело, а целые рациональные симметриче-
ские функции (вообще, или в данной области целости) образуют область целости.
Предыдущие выводы выражают в такой форме:

Тело рациональных симметрических функций от n переменных (вообще, или
в данном теле P ) изоморфно телу всех рациональных функций от n переменных
(тоже вообще, или в том же теле P ).

Область целости целых рациональных симметрических функций от n пере-
менных (вообще, или в данной области целости Z) изоморфна области целости
всех целых рациональных функций от n переменных (тоже вообще, или в той
же области целости Z).

Это- — интересная теорема, говорящая о том, что тело всех рациональных
функций от n переменных изоморфно своей части, ибо симметрические рацио-
нальные функции от n переменных составляют только часть всех рациональных
функций от n переменных. Аналогично — для области целости целых рациональ-
ных функций.

Отсюда вытекает теория делимости целых рациональных симметрических фун-
кций, понятие о неразложимости (или о неприводимости) симметрической функ-
ции, именно как симметрической, наконец, основная теорема о представлении
всякой ц. р. симметрической функции в виде произведения неразложимых (или
неприводимых) симметрических функций и об единственности такого представле-
ния.

Заметим, что элементарные симметрические функции неразложимы как сим-
метрические функции.

§ 152. Подстановки, допускаемые данной функцией. Переставляя пе-
ременные в данной функции, мы производим с ними подстановку (§ 26). Сим-
метрическую функцию можно определить как такую, которая допускает все под-
становки своих переменных; если n число переменных, то число всех подстановок
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этих переменных есть n! (§ 26). Обобщим теперь понятие о симметрической функ-
ции, рассматривая функции, допускающие не все, а некоторые подстановки своих
переменных.

В § 142 мы встретились с одним таким обобщением — полусимметрическими
функциями, допускающими все четные подстановки (§ 28). Всякая функция n
переменных всегда допускает тождественную подстановку (§ 26).

Пусть f = f(x1, x2, . . . , xn) — данная функция, а A — некоторая подстановка ее
аргументов x1, x2, . . . , xn; сделав в f эту подстановку A, мы обозначим результат
так: fA.

Пусть f — функция от независимых переменных x1, x2, . . . , xn; под выражени-
ем: «f допускает подстановку A» мы понимаем, что от подстановки A эта функция
совсем не меняет своего вида, т. е. имеет место тождество:

f ≡ fA. (31)

Пусть эта же функция допускает и подстановку B; это значит

f ≡ fB.

Но тождество (31) не нарушится, если в обеих его частях мы произведем под-
становку B, ибо это сведется только к иной нумерации переменных; итак, получим:

fB ≡ fAB,

где AB есть, как обычно, результат композиции подстановок A и B (§ 26). С
другой стороны, (32) и (33) дают:

f ≡ fAB,

т. е. функция f допускает и подстановку AB. Это говорит следующее:
Все подстановки, допускаемые данной функцией f от n независимых пере-

менных, образуют группу (§ 27).
Здесь важно, что переменные независимые; иначе из (31) нельзя было бы вы-

вести (33). В теории Галуа (гл. XII) рассматриваются рациональные функции (в
данном теле) от корней данного уравнения (в том же теле); там аргументы функ-
ций не независимые переменные, и, следовательно, выведенная теорема не верна.

Коснемся вкратце и обратной задачи: найти целую рациональную функцию от
n переменных x1, x2, . . . , xn, которая допускала бы данные подстановки A1, A2, . . . ,
Ak этих переменных. Для этого мы, первым делом, всячески «перемножаем» эти
подстановки, т. е. находим всевозможные «произведения»

A1A2, A2A1, A1A3, . . . , A2
1, A3

1, . . . , A2
2, . . . , A2

1A2, . . . , A1A2A1, . . . ;

эти произведения частью будут равны уже данным подстановкам A1, . . . , Ak, а ча-
стью будут новыми подстановками; мы это перемножение продолжаем до тех пор,
пока не перестанем получать новых подстановок, что непременно должно случить-
ся, ибо число всех подстановок наших n переменных x1, x2, . . . , xn конечно (рав-
но n!); тогда все эти полученные произведения вместе с данными подстановками
A1, A2, . . . , Ak составят замкнутую систему подстановок, содержащую всевозмож-
ные их произведения, т. е. группу (§ 27); говорят, что эта группа «порождается»
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подстановками A1, A2, . . . , Ak, которые являются ее «генераторами»; обозначают
эту группу так:

{A1, A2, . . . , Ak}.
Мы сокращенно обозначим ее буквою A. Если окажется, что A есть группа всех
n подстановок количеств x1, x2, . . . , xn, то только любая симметрическая функ-
ция является решением нашей задачи, т. е. такой функцией, которая допускает
подстановки A1, A2, . . . , Ak.

Если же группа A не состоит из всех подстановок количеств x1, . . . , xn, а толь-
ко из части их (т. е. если A есть «подгруппа» группы всех этих подстановок),
то поступаем следующим образом. Берем такую целую рациональную функцию
ϕ(x1, x2, . . . , xn), которая меняла бы свой вид от каждой из n! подстановок коли-
честв x1, x2, . . . , xn (кроме тождественной). Пусть группа A состоит из подстано-
вок: E (тождественная), B2, B3, . . . , Bm (конечно, среди них находятся и данные
подстановки A1, A2, . . . , Ak). Тогда

ϕE ≡ ϕ, ϕB2 , ϕB3 , . . . , ϕBm

будут m целых рациональных различных функций и любая симметрическая функ-
ция от ϕ, ϕB2 , . . . , ϕBm

решает нашу задачу: она — целая рациональная функция от
x1, x2, . . . , xn, допускающая все подстановки группы A, в частности A1, A2, . . . , Ak.
Действительно, возьмем, например:

f ≡ ϕ + ϕB2 + ϕB3 + . . . + ϕBm
;

применим к f какую-нибудь подстановку B из A (т. е. B одна из подстановок E,
B2, . . . , Bm); получим:

fB ≡ ϕB + ϕB2B + ϕB3B + . . . + ϕBmB;

но B,B2B,B3B, . . . , BmB все тоже подстановки из A и все они различны (по зако-
ну однозначной обратимости, — см. § 26), т. е. эти произведения B,B2B, . . . , BmB
отличаются от E,B2, . . . , BmB только порядком, в каком они стоят; а следователь-
но:

fB ≡ B,

и наше утверждение доказано.
Возникает вопрос: а если мы к f применим какую-нибудь подстановку коли-

честв x1, . . . , xn, не принадлежащую к группе A, изменится ли от этого f или
нет? Заранее на этот вопрос нельзя ответить; но можно выбрать функцию f так,
чтобы она непременно менялась от всякой подстановки, не принадлежащей к A;
например, если взять

f ≡ (t − ϕ)(t − ϕB2)(t − ϕB3) · · · (t − ϕBm
)

и подобрать подходящим образом целое число t (ср. гл. XII, § 214).
Остается еще показать, как выбрать функцию ϕ, чтобы она менялась при

всякой подстановке x1, x2, . . . , xn (кроме тождественной). Можно, например, взять

ϕ = a1x1 + a2x2 + . . . + anxn,
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где a1, a2, . . . , an — любые (например, целые) различные числа.
Пример. Пусть n = 3; найдем целую рациональную функцию от x1, x2, x3,

которая допускала бы подстановку A =

(
x1 x2 x3

x2 x1 x3

)
= (x1, x2), эта подстановка

A вместе с тождественной подстановкой E уже образует группу, т. е. A = E + A.
Берем теперь функцию ϕ ≡ a1x1 + a2x2 + a3x3, где a1, a2, a3 — различные

постоянные; имеем: ϕa = a2x1 + a1x2 + a3x3; и можно взять:

f = ϕ + ϕA = (a1 + a2)(x1 + x2) + 2a3x3.

Обозначим: a1 + a2 = a, 2a3 = b; тогда

f = a(x1 + x2) + bx3.

При a 6= b функция f будет меняться при всякой подстановке, кроме E и A
(т. е. f «принадлежит» к группе A). Другое решение будет такое:

f = (t − ϕ)(t − ϕA),

где t — подходящим образом подобранное целое число.
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Ч А С Т Ь

В Т О Р А Я



ГЛАВА ДЕВЯТАЯ

ТЕОРИЯ МАТРИЦ

§ 153. Основные понятия. Ранг матрицы. Понятие матрицы нам уже
встречалось (§ 38, 40); можно определить матрицу как рассматриваемую как
нечто целое таблицу чисел, расположенных прямоугольником (в частном случае
— квадратом) по строкам и столбцам. Если в матрице m строк и n столбцов, то
она состоит из mn чисел; при m 6= n она называется прямоугольной, и именно,
mn-матрицей; при m = n она называется квадратной, и именно, n-го порядка.
Числа, из которых состоит матрица, мы будем называть ее элементами и обозна-
чать малыми латинскими или греческими буквами; располагая их в m строк и n
столбцов, мы будем всю таблицу брать в скобки, чтобы показать, что она обра-
зует матрицу; сокращенно мы будем обозначать матрицы большими латинскими
буквами.

Так,

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 (1)

есть mn-матрица в общем виде; два индекса у ее элементов дают: первый — номер
строки, второй — номер столбца.

Пример 1. 


4 3 −1 2
−1 0 5 −2
3 3 4 0




есть числовая (3, 4)-матрица.
Пример 2. 



8 1 0 1 5
4 −1 2 −2 0
1 2 2 5 1
4 2 −1 2 −1
1 0 −2 3 1




есть квадратная матрица 5-го порядка.
Пример 3. 



4 1
2 6
1 0
3 2
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есть (4, 2)-матрица.
Пример 4. (a1, a2, . . . , an) есть общая (1, n)-матрица («строка»).

Пример 5.




a1

a2
...

am


 есть общая (m, 1)-матрица («столбец»).

Пример 6. (a) есть квадратная матрица 1-го порядка; она состоит из одного
числа, которое мы будем в дальнейшем писать без скобок, рассматривая, таким
образом, числа как частные случаи матриц (как квадратные матрицы 1-го поряд-
ка).

Примечание. Хотя в приведенных выше примерах мы брали в качестве эле-
ментов целые числа, но вообще элементы матрицы могут быть любыми комплекс-
ными числами. Можно даже рассматривать матрицы, элементы которых сами
являются тоже матрицами.

Потребность во введении и исследовании матриц возникла в различных обла-
стях математики и ее приложений. Мы с этим уже встречались в первой части
нашего курса: детерминант дает квадратную матрицу его элементов; система ли-
нейных уравнений и система линейных функций дают нам матрицы их коэфици-
ентов. Позже мы познакомимся еще с иными источниками матриц. Но везде, где
рассматриваются матрицы, первостепенную роль играет их ранг, уже определен-
ный нами в § 40. Мы там видели, что ранг mn-матрицы есть целое положительное
число, не превосходящее наименьшего из чисел m и n. Наименьшее значение для
ранга есть 1, если в матрице есть хоть один элемент, отличный от нуля. Ранг 0 име-
ют только матрицы, состоящие из нулей («нулевые» матрицы). Для квадратной
матрицы n-го порядка ранг меньше или равен n; этот ранг равен n, если един-
ственный детерминант n-го порядка, а именно, составленный из всех элементов
матрицы, отличен от нуля; такую квадратную матрицу (т. е., у которой ранг равен
порядку) мы будем называть неособенной; если же у квадратной матрицы ранг
ниже порядка, т. е. ее детерминант (составленный из всех ее элементов) равен
нулю, то мы ее назовем особенной.

Если A — квадратная матрица n-го порядка, то ее детерминант (тоже n-го
порядка) обозначают через |A| 74. Итак, квадратная матрица A неособенная, если
|A| 6= 0.

Из приведенных выше примеров в 1) мы имеем матрицу ранга 2, в 2) — неосо-
бенную квадратную матрицу ранга 5, в 3) матрицу ранга 2.

Со всякой mn-матрицей [(1)] можно сопоставить две системы линейных форм,
а именно:

yα =
n∑

β=1

aαβxβ (α = 1, 2, . . . ,m) (2)

y′
β =

m∑

α=1

aαβx′
α (β = 1, 2, . . . , n). (3)

Формы (2) составляются «по строкам», формы (3) — «по столбцам». По теореме
3 § 42 мы заключаем, что ранг r матрицы (1) есть число линейно независимых

74Это обозначение не следует смешивать с обозначением абсолютной величины числа.
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форм в системе (2) или в системе (3). Это выражают иначе, говоря, что ранг r есть
число линейно независимых строк в матрице (1) или число линейно независимых
столбцов в той же матрице. Это дает вместе с тем два новых определения ранга
матрицы. Отсюда также следует, что в матрице число линейно независимых строк
всегда равно числу линейно независимых столбцов.

Наконец, в теории матриц часто пользуются и языком векторов: матрицу (1)
можно рассматривать как систему m векторов a1, a2, . . . , am в n-мерном простран-
стве, причем составляющими для вектора aλ служат числа aλ1, aλ2, . . . , aλn, — или
как систему n векторов a′

1, a
′
2, . . . , a

′
n в m-мерном пространстве с составляющими

a1κ
, a2κ

, . . . , amκ
для вектора a′

κ
. Ранг матрицы (1) есть не что иное, как число

линейно независимых векторов каждой из этих двух систем.

§ 154. Элементарные преобразования матрицы. Конечно, матрица — не
детерминант, и те преобразования, которые не меняют величины детерминанта,
тем не менее меняют матрицу: даже от перестановки строк со столбцами матрица
совершенно меняется. Но все же рассматриваются такие операции над матрицами,
которые, изменяя сами матрицы, не меняют их ранга; эти операции называются
«элементарными преобразованиями» матриц; их три, а именно:

1. Перестановка двух строк или двух столбцов.
2. Умножение всех элементов строки (или столбца) на один и тот же, отличный

от нуля, множитель.
3. Прибавление к элементам данной строки (или столбца) соответствующих

элементов другой строки (или столбца), умноженных на один и тот же произволь-
ный множитель.

Эти три преобразования обладают свойством симметрии, т. е. если от матрицы
A к матрице B можно перейти одним из этих преобразований, то и от B к A можно
перейти таким же преобразованием.

Назовем две матрицы эквивалентными, если от одной из них можно перейти
к другой посредством конечного числа элементарных преобразований.

Понятие эквивалентности, очевидно, удовлетворяет трем основным законам
равенств — симметрии, транзитивности, рефлективности (§ 2, примечание 1).

Эквивалентные матрицы имеют один и тот же ранг.
Это следует из того, что от преобразований 1, 2 и 3 ранг матрицы не меня-

ется; для преобразований 1 и 2 это очевидно; что касается преобразования 3, то
легко видеть, что оно не может повысить ранга матрицы, ибо каждый данный
детерминант k-го порядка рассматриваемой матрицы оно может в крайнем слу-
чае заменить суммой двух детерминантов k-го порядка той же матрицы; но оно
не может и понизить ранг матрицы, ибо тогда, переходя подобным же преобра-
зованием от новой матрицы к старой, мы получили бы повышение ранга, чего не
может быть.

Скоро мы увидим, что и обратно: mn-матрицы, имеющие одни и тот же ранг,
эквивалентны, т. е. от одной из них можно перейти к другой посредством конеч-
ного числа элементарных преобразований.

Следствие. Данная матрица перейдет в эквивалентную ей, если мы к одной
из ее строк (или столбцов) прибавим линейную комбинацию других ее строк (или
столбцов).

Это сводится к нескольким применениям преобразования 3.
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Пусть матрица (1) имеет ранг r; преобразованием 1, т. е. перестановкою строк
и перестановкою столбцов, мы можем заменить матрицу (1) такою, эквивалентною
ей, у которой детерминант, составленный из первых r строк и первых r столбцов,
будет отличен от нуля. Пусть это преобразование уже проделано, и значит

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arr

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (4)

Возьмем элементы λ-й строки матрицы (1): aλ1, aλ2, . . . , aλn (λ > r) и заменим
их, согласно преобразованию 3, такими:

a′
λ1 = aλ1 −

r∑

µ=1

aµ1xµ, a′
λ2 = aλ2 −

r∑

µ=1

aµ2xµ, . . . , a′
λn = aλn −

r∑

µ=1

aµnxµ.

x1, x2, . . . , xn — пока неопределенные величины, но мы их выберем так, чтобы было
a′

λ1 = a′
λ2 = · · · = a′

λn = 0; это сводится к решению системы n линейных уравнений

r∑

µ=1

aµνxµ = aλµ, (ν = 1, 2, . . . , n)

с r неизвестными x1, x2, . . . , xr; ранг этой системы равен r, причем необходимое и
достаточное условие разрешимости этой системы здесь выполнено (§ 40, теорема
1). Таким образом мы достигнем того, что все элементы λ-й строки λ > r обратятся
в нуль. Эту операцию мы можем проделать для λ = r + 1, r + 2, . . . ,m; тогда
матрица (1) заменится такой эквивалентной ей:




a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arn

0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0




}
m − r строк

Теперь берем λ-й столбец (λ > r): a1λ, a2λ, . . . , arλ, 0, . . . , 0, заменяем ее такою:

a′
1λ = a1λ −

r∑

µ=1

a1µxµ, . . . , a′
rλ = arλ −

r∑

µ=1

arµxm, 0, . . . , 0,

и выбираем x1, x2, . . . , xr так, чтобы было a′
1λ = a′

2λ = . . . = a′
rλ = 0, что сводится

к решению системы r уравнений

r∑

µ=1

aνµxµ = a
κλ (ν = 1, 2, . . . , r)

с r неизвестными x1x2, , . . . , xr, причем эта система разрешима, так как детерми-
нант ее отличен от нуля. Проделывая это для λ = r + 1, r + 2, . . . , n, мы заменим
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(1) эквивалентною ей матрицей:

A1 =




a11 . . . a1r 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0




}
m − r строк

︸ ︷︷ ︸
n − r столбцов

(5)

причем выполнено условие (4), в силу чего в детерминанте (4) в каждой строке
и в каждом столбце есть элементы, отличные от нуля. Вследствие этого преоб-
разованием 1 мы можем всегда достигнуть того, чтобы было a11 6= 0. В таком
случае прибавляем ко 2-му столбцу 1-й, умноженный на −a12

a11

, к 3-му столбцу 1-й,

умноженный на −a13

a11

, и т. д., — к r-му столбцу 1-й, умноженный на −a1r

a11

; этим

мы достигнем того, что 1-я строка примет вид: a11 0 0 . . . 0. Если теперь ока-
жется, что a22 = 0 [причем новое a22, а не то, которое было в (5); в обозначениях

(5) это будет a22 −
a12

a11

a21] то ведь во 2-м столбце есть какой-то элемент aλ2 6= 0

(λ > 2), и мы можем применить преобразование 1 и переставить 2-ю строку с
λ-й. Таким образом, не нарушая общности, можно положить, что новое a22 6= 0.
Теперь прибавляем к 3-му столбцу 2-й, умноженный на −a23

a22

, к 4-му столбцу 2-й,

умноженный на −a24

a22

и т. д., к r-му столбцу 2-й, умноженный на −a2r

a22

; этим мы

достигнем того, что 2-я строка примет вид: a21 a22 0 . . . 0. Продолжая, далее, этот
процесс, мы заменим матрицу (5) эквивалентною ей:

A2 =




a11 0 . . . 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arr 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0




, (6)

причем здесь все диагональные элементы a11, a22, . . . , arr отличны от нуля. Теперь
проделываем аналогичную операцию со строками: прибавляем ко 2-й строке 1-ю,
умноженную на −a21

a11

, к 3-й строке 1-ю, умноженную на −a31

a11

и т. д., к r-й строке

1-ю, умноженную на −ar1

a11

; после этого прибавляем к 3-й строке 2-ю, умноженную

на −a32

a22

и т. д., к r-й строке 2-ю, умноженную на −ar2

a22

и т. д. В результате матрицу
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A2 мы заменим эквивалентною ей матрицею:

A3 =




a11 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a22 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . arr 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0




. (7)

Здесь a11, a22, . . . , arr все отличны от нуля. Применяем теперь к (7) преобразование

2: 1-ю строку умножаем на
1

a11

, 2-ю — на
1

a22

и т. д., r — на
1

arr

; этим мы матрицу

A3 заменим такою ей эквивалентною:

A4 =




1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0








r строк



 m − r строк

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
r столбцов n − r

столбцов

(8)

Итак, мы пришли к следующему результату:
Теорема. Всякая mn-матрица ранга r эквивалентна матрице (8).
Назовем матрицу (8) нормальной mn-матрицей ранга r заметим, что эта мат-

рица — вполне определенная. Отсюда следует:
Теорема. mn-матрицы, имеющие один и тот же ранг, эквивалентны друг

другу.

§ 155. Линейные подстановки. Композиция матриц. Подстановкой во-
обще называется замена одних переменных другими в данной функции или в дан-
ной формуле. Пусть, например, F (x1, x2, . . . , xn) данная функция от n перемен-
ных, и требуется переменные x1, x2, . . . , xn заменить переменными y1, y2, . . . , yn,
связанными с x1, x2, . . . , xn некоторыми соотношениями. Наиболее простым яв-
ляется случай, когда одни из переменных прямо заданы как функции других,
например, x1, x2, . . . , xn заданы как функции от y1, y2, . . . , yn:

x1 = ϕ1(y1, y2, . . . , yn), x2 = ϕ2(y1, y2, . . . , yn), . . . ,

xn = ϕn(y1, y2, . . . , yn).

Такой вид соотношений самый удобный, ибо он позволяет прямо подставить
в F вместо xk функции ϕk и сразу получить выражение F в виде функции от
y1, y2, . . . , yn. Заметим, что в предыдущих главах настоящего курса нам уже встре-
чались различные частные случаи подстановок: например, преобразование Горне-
ра (§ 55) есть подстановка y = x − a; преобразование Чирнгаузена (§ 146) есть
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тоже подстановка: v = a0 + a1x + . . . + an−1x
n−1; наконец, выражение симметри-

ческой функции через элементарные симметрические функции (§ 138–140) есть
тоже подстановка — переменных f1, x2, . . . , fn вместо x1, x2, . . . , xn.

Мы рассмотрим частный случай подстановок, представляющий особый инте-
рес, именно, случай, когда все функции ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn являются линейными одно-
родными функциями от y1, y2, . . . , yn; это — так называемые линейные подстанов-
ки. Общий вид линейной подстановки таков:

xλ =
n∑

λ=1

a
κλyλ (κ = 1, 2, . . . , n). (9)

Таким образом линейная подстановка n переменных представляет собою систему n
линейных форм (9); их коэфициенты образуют квадратную матрицу n-го порядка:

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 . (10)

Матрица (10) служит символом линейной подстановки (9); она вполне определяет
линейную подстановку, ибо в последней важны значения коэфициентов, а обо-
значения переменных роли не играют. Если матрица A неособенная, т. е. если ее
детерминант |A| 6= 0, то подстановка (9) называется собственной; в этом и только
в этом случае все n форм (9) линейно независимы (§ 42), и уравнения (9) раз-
решимы относительно y1, y2, . . . , yn, т. е. можно, обратно, выразить y

κ
через xλ,

причем, очевидно, y
κ

будут тоже линейными формами от xλ. Если же |A| = 0, то
подстановка (9) несобственная, уравнения (9) вообще неразрешимы относительно
y

κ
, эти уравнения связывают x1, x2, . . . , xn друг с другом линейной зависимостью

(§ 42), т. е. накладывают на них новое условие.
Предположим, что, произведя подстановку (9), мы заменяем y1, x2, . . . , yn через

новые переменные z1, z2, . . . , zn посредством новой линейной подстановки:

yλ =
n∑

µ=1

bλµzµ (λ = 1, 2, . . . , n); (11)

матрицу ее коэфициентов обозначим через B, написав сокращенно:

B = (bλµ).

Но если мы значения yλ из (11) подставим в (9), то тем самым мы выразим x
κ

непосредственно через zµ:

x
κ

=
n∑

λ=1

a
κλ

n∑

µ=1

bλµzµ =
n∑

µ=1

zµ

n∑

λ=1

a
κλbλµ,

или

x
κ

=
n∑

µ=1

c
κµzµ (κ = 1, 2, . . . , n), (12)
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где

c
κµ =

n∑

λ=1

= a
κ1b1µ + a

κ2b2µ + . . . + a
κnbnµ (κ, µ = 1, 2, . . . , n). (13)

Формула (12) показывает, что x
κ

— линейные формы от zµ, коэфициенты которых
даются формулой (13). Таким образом подстановка переменных z вместо x есть
тоже линейная; она является, таким образом, композицией линейных подстановок
(9) и (11). Матрица коэфициентов c

κµ

C = (c
κµ)

является результатом композиции матриц A и B и обозначается символически как
их «произведение»:

C = AB.

Формула (13) дает нам правило выполнения этого символического умножения; это
— то же, что и закон составления произведения детерминантов по третьему спосо-
бу § 31: комбинирование строк со столбцами. Остальные три способа составления
произведения детерминантов, указанные в § 31, для нашего символического про-
изведения матриц неверны, ибо в матрице мы не имеем права переставлять строки
со столбцами. Из той же формулы (13) вытекает:

|C| = |A| · |B|;

следовательно: произведение неособенных матриц есть тоже неособенная мат-
рица, ибо при |A| 6= 0, |B| 6= 0 будет и |C| 6= 0.

Вообще же перемножать мы можем и особенные матрицы, лишь бы они были
одного и того же порядка.

На примерах легко убедиться, что коммутативный закон вообще неверен для
нашего умножения матриц:

AB 6= BA.

Но ассоциативный закон для умножения матриц, как мы сейчас докажем, ве-
рен:

(AB)C = A(BC) = ABC. (14)

Пусть A = (aαβ), B = (bαβ), C = (cαβ)— три любые матрицы n-го порядка;
обозначим

AB = P = pαβ), BC = Q = qαβ), (AB)C = PC = R = (rαβ),

A(BC) = AQ = S = (sαβ.

Тогда по (13)

pαβ =
n∑

κ=1

aακ
b

κβ, qαβ =
n∑

λ=1

bαλcλβ,

rαβ =
n∑

λ=1

pαλcλβ =
∑

κ,λ

aακ
b

κλcλβ,

aαβ =
n∑

κ=1

aακ
q

κβ =
∑

κ,λ

aακ
b

κλcλβ,

275



т. е. rαβ = sαβ при всех α и β; следовательно, R = S, и ассоциативный закон
доказан.

§ 156. Понятие о композиции матриц распространяется и на случай прямо-
угольных матриц; однако не всякие две прямоугольные матрицы могут быть ком-
понированы («перемножены») друг с другом: формула (13) требует, чтобы число
столбцов множимого равнялось числу строк множителя; это условие, очевидно, и
достаточно для возможности композиции двух матриц; результат этой компози-
ции есть прямоугольная (в частном случае — квадратная) матрица, число строк
которой то же, что и у множимого, а число столбцов — то же, что и у множителя.
Таким образом, если A — mn-матрица, B — np-матрица, то ABВ — mp-матрица.
Заметим, что из существования AB вовсе не следует существование BA; это по-
следнее существует только при m = p; но тогда и AB и BA — квадратные матрицы,
AВ — m-го порядка, BA — n-го порядка.

Пример.



1 3 2 −1
5 −1 6 2
−3 1 0 4


 ·




5 3
1 0
2 −1
3 4


 =




9 −3
42 17
−2 7


 .

Ассоциативный закон, очевидно, верен и для композиции прямоугольных мат-
риц; его здесь можно формулировать так:

Если A, B, C — прямоугольные (в частности квадратные) матрицы и если
существуют AB и BC, то существуют и (AB)C и A(BC), причем

(AB)C = A(BC),

так что можно писать просто без скобок ABC.
Доказывается это совершенно так же, как и для квадратных матриц, так что

мы это доказательство опускаем.
Рассмотрим частный случай умножения mn-матрицы на (n, 1)-матрицу (или

на «столбец»); пусть

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 , (x) =




x1

x2
...

xn


 ;

в результате перемножения получается (m, 1)-матрица (y) =




y1

y2
...

ym


; но по форму-

ле (13)

yα =
n∑

β=1

= aαβxβ, α = 1, 2, . . . ,m.

Таким образом матричная формула:

(y) = A(x) = (15)
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выражает совокупность m линейных форм от n переменных. При mn формула (15)
выражает просто линейную подстановку, только обычно мы выражаем x через y,
т. е. (меняя обозначение) берем эту подстановку в виде:

(x) = A(y);

если в свою очередь (y) = B(z), где B — тоже матрица n-го порядка, то, подстав-
ляя, найдем:

(x) = A(B(z)) = AB(z);

эта формула, определяющая «произведение» матриц AB, выражает в сущности
частный случай ассоциативного закона.

Докажем теперь следующую теорему:
Теорема. Ранг произведения нескольких матриц не может быть выше ранга

каждого из сомножителей.
Эта теорема относится как к квадратным, так и к прямоугольным матрицам.
Доказательство. Достаточно доказать теорему для произведения двух со-

множителей. Пусть A = (aαβ), B = (bαβ), C = AB = (cαβ); A — mn-матрица, B —
np-матрица; тогда C — mp-матрица и по (13):

cαβ =
n∑

λ=1

, aαλbλβ , α = 1, 2, . . . ,m, β = 1, 2, . . . , p.

Возьмем некоторый детерминант k-го порядка детерминанта C:

Γ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

cα1β1 cα1β2 . . . cα1βk

cα1β1 cα2β2 . . . cα2βk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cαkβ1 cαkβ2 . . . cαkβk

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

здесь α1, α2, . . . , αk — некоторые k из номеров 1, 2, . . . ,m, а β1, β2, . . . , βk, — неко-
торые k из номеров 1, 2, . . . , p. Рассмотрим теперь также две матрицы:

A =




aα11 aα12 . . . aα1n

aα21 aα22 . . . sα2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aαk1 aαk2 . . . aαkn


 , B =




b1β1 b2β1 . . . bnβ1

b1β2 b2β2 . . . bnβn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b1βk

b2βk
. . . bnβk


 .

Применив к детерминанту Γ и к матрицам A и B обобщенную теорему умножения
(§ 38), мы убедимся, что Γ представится как сумма произведений детерминантов
k-го порядка матрицы A на соответствующие детерминанты k-го порядка матри-
цы B; но детерминанты k-го порядка матрицы A являются в то же время детер-
минантами k-го порядка и матрицы A, а детерминанты k-го порядка матрицы B

— детерминантами и матрицы B, если только переставить строки со столбцами,
отчего численные их значения не меняются. Если теперь k больше ранга матрицы
A или матрицы B, то детерминанты k-го порядка матрицы A или B равны нулю,
но тогда и Γ = 0, т. е. и все детерминанты k-го порядка матрицы C равны нулю.
Этим наша теорема доказана.
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Упражнения

198) Перемножить подстановки A =

(
2 3
1 5

)
, B =

(
4 2
1 3

)
.

Отв. AB =

(
11 13
9 17

)
, BA =

(
10 22
5 18

)
.

199) Перемножить подстановки

A =




5 −1 2
3 5 0
1 4 1


 , B =




5 9 −10
−3 3 6
7 −21 28


 .

Отв. AB = BA =




42 0 0
0 42 0
0 0 42


.

200) Перемножить подстановки A =

(
5 1 0 3
2 4 5 3

)
, B =




4 2
−2 4
1 3
1 −5


.

Отв. AB =

(
21 −1
8 12

)
, BA =




24 12 10 18
−2 14 20 6
11 13 15 12
−5 −19 −25 −12


.

201) На матрицах

A =




3 −1 5
1 2 4
3 2 −1


 , B =




4 3 1
3 1 2
−1 −2 1


 , C =




4 3 2
−2 1 −1
3 1 1




проверить ассоциативный закон [т. е. выяснить, что (AB)C = A(BC)].
202) Проверить ассоциативный закон на матрицах

A =

(
4 1 2 −1
2 3 1 0

)
, B =




4 2 −1
−1 2 5
1 1 3
−5 3 0


 , C =



−1 0
2 5
0 3


 .

Отв. ABC =

(
−4 66
16 103

)
.

§ 157. Обратные подстановки и матрицы. Если линейная подстановка
(9) собственная (§ 155), т. е. матрица (10) неособенная, то мы можем систему
уравнений (9) решить относительно y, т. е. выразить эти новые переменные y
через старые переменные x . По § 33 находим:

yλ =
1

|A|

n∑

κ=1

A
κλxλ (λ = 1, 2, . . . , n); (16)

здесь |A| — детерминант матрицы A = (a
κλ); он не равен нулю; A

κλ — миноры
(n − 1)-го порядка детерминанта |A|. Мы видим, что yλ в свою очередь тоже ли-
нейные формы от x

κ
, т. е. (16) дает новую линейную подстановку, так называемую
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обратную к (9). Ее матрица называется обратной матрицей к A и обозначается
A−1. Имеем:

A−1 =




A11

|A|
A21

|A| . . .
An1

|A|
A12

|A|
A22

|A| . . .
An2

|A|
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n

|A|
A2n

|A| . . .
Ann

|A|




. (17)

По формуле для взаимного детерминанта (§ 32) находим:

|A−1 =
1

|A|n




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 =

|A|n−1

|A|n =
1

|A| .

Заметим, что обратная матрица существует только у неособенной, матрицы, и

сама она тоже неособенная, ибо
1

|A| 6= 0.

Если мы в данной функции сделаем подстановку (9), а затем обратную к ней
подстановку (16), то снова вернемся к первоначальным переменным, т. е. ничего не
изменим, или сделаем тождественную подстановку x1 = x1, x2 = x2, . . . , xn = xn;
ее матрица обычно обозначается буквою E и имеет вид:

E =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 , (18)

т. е. у нее вдоль диагонали стоят единицы, а остальные элементы все равны нулю;
она называется единичной матрицей, ибо, как мы увидим ниже, при композиции
матриц она играет роль единицы. Матрица E — неособенная; очевидно, |E| = 1.
Очевидно, также, что E−1 = E.

Непосредственным перемножением по формулам (13) проверяем, что действи-
тельно:

AA−1 = E (19)

для всякой неособенной матрицы A. Это равенство также может служить для
определения A−1 для данной (неособенной) матрицы A; позже мы увидим, что
при данном A обратная к A матрица определяется однозначно.

Далее, легко проверить для всякой (т. е. в том числе и особенной) матрицы A
75, что

AE = EA = A. (20)

Это и показывает, что E играет роль единицы при нашем умножении матриц. Мы
видим, кроме того, что при умножении на E верен также и коммутативный закон;

75С точки зрения линейных подстановок формула (20) совершенно очевидна: ведь произвести
тождественную подстановку E значит ничего не изменить, а следовательно, подстановка AE,
равно как и EA, сводится к одной только подстановке A.
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это выражают, говоря, что матрица E переместима со всякой другой квадратной
матрицей того же порядка.

Пусть опять A — неособенная, а B и C — любые матрицы n-го порядка, и мы
имеем:

BA = CA;

умножая обе части этого равенства справа на A−1 и применяя ассоциативный
закон, получим:

B(AA−1) = C(AA−1),

и по (19) BE = CE, или по (20)
B = C.

Мы вывели не что иное, как левую сторону закона однозначной обратимости (§
191). Умножим теперь обе части равенства (19) слева на A−1:

A−1(AA−1) = A−1E;

на основании (20) и ассоциативного закона можно написать:

(A−1A)A−1 = EA−1,

а так как A−1 — неособенная матрица, то на основании доказанной левой стороны
закона однозначной обратимости

A−1A = E,

или, в соединении с (19)
AA−1 = A−1A = E. (19a)

Это говорит, во-первых, что всякая неособенная матрица переместима со своей
обратной; во-вторых, что свойство обратимости — взаимное, т. е. обратная матрица
к A−1 есть снова A, или

(A−1)−1 = A.

В-третьих, (19а) позволяет доказать и правую сторону закона однозначной обра-
тимости; именно, пусть

AB = AC;

отсюда
(A−1A)B = (A−1A)C, EB = EC, или B = C.

Докажем теперь, что для неособенных матриц верен и закон неограниченной обра-
тимости (§ 4, гл. 1). Пусть A — неособенная, а B — любая матрица; легко видеть,
что уравнения

AX = B и Y A = B

имеют решения:
X = A−1B, Y = BA−1;

что эти решения единственные, следует из закона однозначной обратимости.
Мы видим, что законы неограниченной и однозначной обратимости распро-

странимы без ограничений только на неособенные матрицы.
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Из всего предыдущего видно, что для композиции неособенных матриц дан-
ного порядка верны все основные законы групп (§ 27); так как, кроме того, про-
изведение неособенных матриц всегда есть тоже неособенная матрица (§ 155), то
все неособенные матрицы данного порядка образуют группу относительно свое-
го символического умножения; конечно, эта группа бесконечна. Но внутри этой
общей группы имеется еще бесчисленное множество подгрупп.

Так, все неособенные матрицы данного порядка, элементы которых веществен-
ны, образуют группу;

все неособенные матрицы данного порядка, элементы которых рациональны,
образуют группу;

все неособенные матрицы данного порядка, элементы которых принадлежат
данному телу P , образуют группу;

все неособенные матрицы данного порядка с детерминантами, равными еди-
нице, составляют группу и т. д.

Упражнения

203) Найти обратную к матрице




3 −1 2
1 4 −3
2 2 1


.

Отв.




2

5

2

5
−1

5

− 7

25
− 1

25

11

25

− 6

25
− 8

25

13

25




.

204) Найти обратную к матрице




1 −2 −1
3 1 2
1 2 2


.

Отв.



−2 2 −3
−4 3 −5
5 −4 7


.

205) Решить уравнения AX = B, Y A = B, где A =

(
3 4
1 8

)
, B =

(
2 1
3 6

)
.

Отв. X =
1

20

(
4 −16
7 17

)
, Y =

1

20

(
15 −5
18 6

)
.

§ 158. Степени матрицы. Переместимые матрицы. Умножая квадрат-
ную матрицу на самое себя, мы получаем степени: AA = A2, A2A = A3, . . .Am−1A =
Am; таких степеней вообще бесчисленное множество. Естественно положить по
определению A1 = A. На основании ассоциативного закона имеем:

Am = AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
m раз

;

далее:
AαAβ = AβAα = Aα+β, (21)

281



т. е. две степени одной и той же матрицы всегда переместимы; здесь коммута-
тивный закон является следствием ассоциативного. Из (21) легко следует:

(Aα)β = Aαβ.

Переходя специально к рассмотрению неособенных матриц, докажем следующую
формулу:

(ABC · · · )−1 = (· · ·C−1B−1A−1, (22)

т. е. матрица, обратная произведению, равна произведению матриц, обратных
сомножителям, взятых в обратном порядке.

Действительно, например, для трех сомножителей:

(ABC)(C−1B−1A−1) = (AB)(CC−1)(B−1A−1) = ABEB−1A−1 =

= ABB−1A−1 = AEA−1 = AA−1 = E;

следовательно:
C−1B−1A−1 = (ABC)−1.

Из (22) при A = B = C = . . ., если число сомножителей m, получаем:

(Am)−1 = (A−1)m;

естественно обозначить:
(Am)−1 = (A−1)m = A−m. (23)

Так определяются отрицательные степени неособенной матрицы. Наконец, есте-
ственно определить

A0 = E (24)

для неособенной матрицы A.
Докажем теперь, что формулы (21) и (22) верны для любых целых показателей

(6= 0). Пусть α и β > 0; имеем:

(A−1)α(A−1)β = (A−1)β(A−1)α = (A−1)α+β

или по (23)
A−αA−β = A−βA−β = A−α−β.

Пусть α > β; имеем:

AαA−β = Aα−β(AβA−β) = Aα−βE = Aα−β,

A−βAα = A−βAβAα−β = EAα−β = Aα−β;

если α < β, то вместо A берем A−1.
Далее по (23):

(Aα)β = [(A−1)α]β = (A−1)αβ = A−αβ,

(Aα)−β = [(Aα)β]−1 = (Aαβ)−1 = A−αβ,

(A−α)−β = {[(A−1)α]β}−1 = [(A−1)αβ]−1 = [(A−1)−1]αβ = Aαβ.

Заметим еще, что E2 = E к вообще Eα = E при любом целом α.
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Из предыдущего следует, что все (положительные, нулевая и отрицательные)
степени неособенной матрицы A образуют группу (вообще бесконечную); эта груп-
па называется циклической. Заметим, что одни только положительные степени
матрицы группы не составляют, несмотря на свойство (21); совокупность всех по-
ложительных степеней матрицы образуют полугруппу (§ 211).

Рассмотрим теперь переместимые матрицы 76.
Теорема. Если неособенные матрицы A и B переместимы, то A перемести-

мо с B−1, A−1 — с B, A−1 — с B−1, и уравнения AX = B и Y A = B имеют одно
и то же решение.

Доказательство. Обе части равенства AB = BA умножаем слева и справа
на B−1:

B−1ABB−1 = B−1BAB−1,

или
B−1AE = EAB−1,

B−1A = AB−1.

Подобным же образом докажем, что A−1 переместимо с B и с B−1. В § 157 мы
имели X = A−1B, Y = BA−1; теперь мы видим, что X = y. Можно просто обозна-
чить

X = Y =
B

A
.

Упражнения

206) A =

(
1 3
5 −2

)
; найти A2, A3, A−1, A−2.

Отв.

(
16 −3
−5 19

)
,

(
1 54
90 −53

)
,




2

17

3

17
5

17
− 1

17


,




19

289

3

289
5

289

16

289


.

207) Найти степени матрицы I =

(
0 −1
1 0

)
.

Отв. Их только четыре различных:

I, I2 =

(
−1 0
0 −1

)
, I3 =

(
0 1
−1 0

)
, I4 =

(
1 0
0 1

)
.

208) Найти степени матрицы A =

(
1 1
0 1

)
.

Отв. Aα =

(
1 α
0 1

)
при α 6= 0.

209) Даны матрицы A =




1 2 −1
0 1 3
3 2 4


 и B =



−6 −6 5
9 3 3
3 8 4


; проверить, что

они переместимы, а также, что A переместимо с B−1, B — с A−1, и A−1 с B−1.

76Если матрицы переместимы, то говорят также, что они коммутируют друг с другом.
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§ 159. Обобщения для прямоугольных матриц. Будем индексом при
обозначении единичной матрицы указывать ее порядок; так, En есть единичная
матрица n-го порядка.

Непосредственной проверкой легко убедиться, что для mn-матрицы Em есть
левая единица, а En — правая единица.

Пусть K nm-матрица ранга n; в таком случае можно бесчисленным мно-
жеством способов найти такую mn-матрицу L ранга n, что будет

KL = En. (25)

Обратно, при данном L (ранга n) K определяется бесконечно многозначно. (Из
того, что K ранга n, следует, конечно, что m > n.)

Пусть K =




a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . anm


; обозначим L =




x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm1 xm2 . . . xmn


, где

xαβ пока неизвестны. Условие (25) дает (по (13))

m∑

λ=1

aαλxλβ = eαβ (α, β = 1, 2, . . . , n), (26)

(как и в § 32) означает единицу при α = β и нуль при α 6= β. При данном индексе
β (26) представляет систему n уравнений с m неизвестными x1β, x2β, . . . , xmβ; ранг
этой системы n, поэтому она имеет решения (§ 40). Такую систему мы имеем
при каждом β. Так как m > n, то степень неопределенности системы m − n ≥ 1
(§ 41), т. е. при каждом β мы имеем бесчисленное множество систем решений;
следовательно, матрица L в (25) определяется при всяком данном K и при этом
бесконечным множеством способов.

Совершенно аналогично, считая xαβ данными, а aαβ искомыми, мы докажем,
что, при данном L, K определяется бесконечно многозначно.

Обобщим теперь доказанную теорему. Пусть An — любая матрица n-го по-
рядка; AnK существует и есть mn-матрица; точно так же LAn существует и есть
mn-матрица, и из (25), так как AnEn = EnAn = An, получаем:

(AnK)L = K(LAn) = An,

или при данной матрице n-го порядка An и при данной nm-матрице (или mn-
матрице) K (или L) ранга n можно всегда найти бесчисленным множеством
способов mn-матрицу L1 (или nm-матрицу K1) так, что будет

KL1 = An (или K1L = An).

Пример. Пусть n = 2, m = 3, K =

(
5 1 −2
1 0 −3

)
; найдем L согласно (25). Здесь

E2 =

(
1 0
0 1

)
; пусть

L =




x1 y1

x2 y2

x3 y3


 ,
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тогда имеем по (26):
{

5x1 + x2 − 2x3 = 1,
x1 − 3x3 = 0,

{
5y1 + y2 − 2y3 = 0,
y1 − 3y3 = 1.

Эти системы дают решения:

x1 = 3u, x2 = 1 − 13u, x3 = u,

y1 = 1 + 3v, y2 = −5 − 13v, y3 = v,

где u и v произвольные параметры. Взяв, например, u = 0, v = 1, получим:

L =




0 4
1 −18
0 1


 .

Предыдущая теорема может быть еще более обобщена: пусть K данная nm-
матрица n-го ранга, а A — любая np-матрица; в таком, случае можно бесчис-
ленным множеством способов найти mp-матрицу L1 так, что будет

KL1 = A.

Если L -—- данная mn-матрица ранга n (m > n), а B — любая pn-матрица, то
можно бесчисленным множеством способов найти pm-матрицу K1, так, что
будет

K1L = B.

Практически, как мы сейчас покажем на примере, находя L1 или K1 , нам нет
надобности исходить из уравнения (25) и умножать найденное решение L справа
на A или найденное решение K слева на B.

Пример. Пусть m = 4, n = 2, p = 3, L =




6 1
3 2
−1 3
5 0


, B =




2 5
4 10
−2 −5


; найдем

K1 так, чтобы было K1L = B.

Пусть K1 =




x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4


; тогда, находя по (13) произведение K1 на L и

приравнивая его B, найдем такие системы уравнений:
{

6x1 + 3x2 − x3 + 5x4 = 2,
x1 + 2x2 + 3x3 = 5,

{
6y1 + 3y2 − y3 + 5y4 = 4,
y1 + 2y2 + 3y3 = 10,

{
6z1 + 3z2 − z3 + 5z4 = −2,
z1 + 2z2 + 3z3 = −5.

Первая система дает x1 = 5−2x2−3x3, x4 =
1

5
(9x2+19x3−28); x2 и x3 произвольны;

точно так же, вторая и третья системы дадут: y1 = 10 − 2y2 − 3y3, y4 =
1

5
(9y2 +
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19y3 − 56); y2 и y3 произвольны; z1 = −5 − 2z2 − 3z3, z4 =
1

5
(9z2 + 19z3 + 28); z2 и

z3 произвольны.
Берем, например, x2 = x3 = 1, y2 = −2, y3 = 1, z2 = 1, z3 = 2; тогда получим:

x1 = x4 = 0, y1 = 11, y4 = −11, z1 = −13, z4 = 15, откуда

K1 =




0 1 1 0
11 −2 1 −11
−13 1 2 15


 .

§ 160. Транспонированная матрица. Если мы в данной матрице A пере-
ставим строки с колоннами, то получим новую матрицу A′; транспонированную
относительно A 77. Очевидно, что транспонированная для A′ будет снова A, т. е.
(A′)′ = A. Если A mn-матрица, то A′ — nm-матрица; обе матрицы A и A′ имеют
один и тот же ранг. Если A квадратная матрица n-го порядка, то и A′ тоже, и
очевидно

|A′| = |A|;
в частности A и A′ одновременно неособенные или одновременно особенные.

Теорема. Если A компонируется с B, то B′ компонируется с A′ и (AB)′ =
B′A′.

Доказательство. Пусть A mn-матрица, B np-матрица;

A = (aαβ (α = 1, 2, . . . ,m, β = 1, 2, . . . , n),

B = (b
κλ) (κ = 1, 2, . . . , n, λ = 1, 2, . . . , p);

тогда B′ — pn-матрица, A′ — nm-матрица, т. е. B′ действительно компонируется
с A′. Пусть, далее:

AB = (cαβ) (α = 1, 2, . . . ,m, β = 1, 2, . . . , p),

B/A/ = (dαβ) (α = 1, 2, . . . , p, β = 1, 2, . . . ,m);

тогда по (12)

cαβ =
m∑

λ=1

aαλbλβ,

dβα =
m∑

λ=1

bλβaαλ,

т. е. действительно cαβ = dβα =, что и показывает, что B′A′ получается из AB
перестановкой строк со столбцами.

Выведенная формула, конечно, непосредственно обобщается и на несколько
сомножителей:

(ABC · · · )′ = · · ·C ′B′A′.

Следствие 1. Если KL = En, где En — единичная матрица n-го порядка, то
L′K ′ = En. Это следует из того очевидного факта, что E ′

n = En. В частности, если
A — квадратная неособенная матрица, то

(A′)−1 = (A−1)′, (27)

77Некоторые авторы называют матрицу A′ сопряженною с матрицей A.
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ибо раз AA−1 = E, то и (A−1)′A′ = E, откуда и следует (27).
Следствие 2. Если A и B квадратные переместимые матрицы, то и A′ и B′

переместимы, и (AB)′ = A′B′,

(
B

A

)′

=
B′

A′
(причем в последнем случае предпола-

гается, что матрица A — неособенная).
Это следует из того, что (AB)′ = B′A′, (BA)′ = A′B′, а так как AB = BA,

то и A′B′ = B′A′. Но тогда переместимы и B с A−1 (см. теорему в конце § 158);

следовательно, (BA−1)′ = B′(A−1)′ = B′(A′)−1, т. е.
B

A
=

B′

A′
.

§ 161. Связь матриц с подстановками n символов. В § 26 мы ввели
понятие о подстановках n символов и об их композиции. Сейчас мы покажем, что
эти подстановки n символов можно рассматривать как частные случаи линейных
подстановок, а следовательно, и матриц. Действительно, подстановку n символов
можно рассматривать как перестановку наших переменных x1, x2, . . . , xn, или как

перемену их нумерации. Так, например, подстановку

(
1 2 3 4 5
5 1 2 4 3

)
можно тол-

ковать так, что x1 получает теперь 5-й номер, x2 — 1-й номер, x3 — 2-й номер, x4

остается со своим номером 4-м, x5 получает 3-й номер; иными словами, мы делаем
такую линейную подстановку:

x1 = y5 = 0 · y1 + 0 · y2 + 0 · y3 + 0 · y4 + 1 · y5,

x2 = y1 = 1 · y1 + 0 · y2 + 0 · y3 + 0 · y4 + 0 · y5,

x3 = y2 = 0 · y1 + 1 · y2 + 0 · y3 + 0 · y4 + 0 · y5,

x4 = y4 = 0 · y1 + 0 · y2 + 0 · y3 + 1 · y4 + 0 · y5,

x5 = y3 = 0 · y1 + 0 · y2 + 1 · y3 + 0 · y4 + 0 · y5,

ей соответствует матрица: 


0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0




.

В этой матрице, как мы видим, в каждой строке и в каждой колонне все элементы
равны нулю кроме одного, который равен единице. Детерминант такой матрицы
сводится к одному члену — произведению этих единиц, взятому со знаком ++ или
−, смотря по тому, образуют ли номера мест этих единиц по строкам четную или
нечетную перестановку. Например, в данном случае эти номера

5 1 2 4 3

образуют перестановку, совпадающую с нижней строкой данной подстановки(
1 2 3 4 5
5 1 2 4 3

)
это, конечно, будет и в общем случае; но четность или нечетность

нижнего расположения совпадает с четностью или нечетностью самой подстанов-
ки; следовательно, можно заключить: детерминант матрицы, представляющей
данную подстановку n символов, равен +1, если подстановка четная, и −1, если
подстановка нечетная.
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(В данном примере этот детерминант равен −1).
Что произведению подстановок соответствует произведение соответствующих

матриц, совершенно очевидно: ведь матрица есть символ линейной подстановки,
а подстановки n символов мы и толковали, как частный случай линейной подста-
новки, и композиция двух подстановок n символов сведется к композиции соот-
ветствующих линейных подстановок, т. е. их матриц.

Укажем еще, какая матрица соответствует транспозиции (κ, λ) (§ 23); это бу-
дет, именно, матрица

F
κλ =




1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 1




κ-я строка

λ-я строка

κ-й λ-й

столбец столбец;

(28)

иными словами, эта матрица получается из E, если в E переставим друг с другом
κ-ю и λ-ю строки (или, что то же, κ-й и λ-й столбцы).

§ 162. Новое истолкование элементарных преобразований. Мы дока-
жем, что введенные в § 154 «элементарные преобразования» матрицы получаются
от умножения этой матрицы справа и слева на подходящим образом выбранные
неособенные квадратные матрицы.

1. Перестановку двух строк мы получим, помножив данную матрицу слева на
матрицу типа (28); перестановку столбцов, — помножив ее справа на матрицу того
же типа (28).

2. Все элементы κ-й строки умножатся на множитель a, если данную матрицу
помножить слева на матрицу вида:

M
κa =




1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 1




κ-я строка

κ-й

столбец.

(29)

В этой матрице все элементы равны нулю кроме диагональных, которые все равны
единице за исключением стоящего на κ-м месте, который равен a.

Все элементы κ-й колонны данной матрицы умножатся на a, если ее помно-
жить справа на матрицу вида (29).

3. К элементам κ-й строки данной матрицы прибавятся соответствующие эле-
менты λ-й строки, умноженные на a, если данную матрицу помножить слева на
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матрицу вида:

N
(a)
κλ =




1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 . . . a . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 1




κ-я строка

λ-я строка

κ-й λ-й

столбец столбец;

(30)

Эта матрица отличается от E тем, что на пересечении κ-й строки с λ-м столбцом
стоит не нуль, а a.

К элементам κ-го столбца данной матрицы прибавятся соответствующие эле-
менты λ-го столбца, умноженные на a, если данную матрицу умножить справа на
транспонированную к матрице (30).

Все эти утверждения легко проверяются непосредственно. Матрицы (28), (29)
(при a 6= 0) и (30) неособенные, ибо

|F
κλ| = −1, |M

κa| = a 6= 0, |N (a)
κλ | = +1.

Заметим еще формулы:

F−1
κλ = F

κλ; F
κλ = F1κ

F1λF1κ
= F1λF1κ

F1λ;

последнее следует из того, что для транспозиций имеем (§ 142):

(κ, λ) = (1, κ)(1, λ)(1, κ) = (1, λ)(1, κ)(1, λ).

Далее:
M−1

κa = M
κ, 1

a
, = M

κa = F1κ
M1aF1κ

;

(N
(a)
κλ )−1 = N

(−a)
κλ , (N

(a)
κλ )′ = N

(a)
λκ

, N
(a)
κλ = F1κ

FλN
(a)
12 F2λF1κ

,

N
(a)
12 = M1aN

(1)
12 M1, 1

a
.

Таким образом обратные подстановки к (28), (29), (30) того же типа, т. е. дают
того же типа элементарные преобразования.

Заметим, что данную матрицу A мы можем не предполагать непременно квад-
ратной: она может быть любой mn-матрицей; только в этом случае следует умно-
жать A слева на матрицы m-го порядка, а справа — на матрицы n-го порядка
типов (28), (29) и (30).

Если A — квадратная неособенная матрица n-го порядка, то «нормальная»
матрица для A, которая в § 154 (8) обозначена через A4, есть одиночная матрица
En. Но ведь идя от En назад, — умножениями на обратные матрицы, — мы в конце
концов снова придем к A; при этом множитель En, как единицу, можно откинуть.
Введя еще обозначения: F1κ

= F
κ
, M1a = Ma, N

(1)
12 = N , и принимая во внимание

приведенные выше формулы, получим:
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Теорема. Всякую неособенную квадратную матрицу можно представить
как произведение матриц F

κ
, Ma, N .

Разберем подробнее случай n = 2, т. е. случай матриц второго порядка. Пусть(
a b
c d

)
данная неособенная матрица, т. е. ε = ad − bc 6= 0. Не нарушая общности,

положим, что a 6= 0 иначе мы помножили бы предварительно нашу матрицу на

F2 =

(
0 1
1 0

)
. Следуем рецепту, указанному в § 154 для перехода от A1 к A4. Для

этого умножаем

(
a b
c d

)
справа на N

(
− b

a

)
12 и слева на N

(
− c

a

)
21 ;




1 0

− c

a
1




(
a b
c d

) 
1 − b

a

0 1


 =




a 0

0
ε

a


 ;

полученную матрицу умножаем на M2, a
ε

справа и на M1, 1
a

слева:




1

a
0

0 1







a 0

0
ε

a







1 0

0
a

ε


 =

(
1 0
0 1

)
= E.

Теперь, идя от E назад, т. е. умножая на обратные матрицы, мы придем к

(
a b
c d

)
;

получим:

N

(
c
a

)
21 M1aM2, ε

a
N

(
b
a

)
12 =




1 0

c

a
1




(
a 0
0 1

) 


1 0

0
ε

a





1

b

a

0 1


 =

(
a b
c d

)
.

Пример.

(
5 −3
2 1

)
=




1 0

2

5
1




(
5 0
0 1

) 


1 0

0
11

5





1 −3

5

0 1


.

Из примененных здесь матриц M1a, M2a, N
(a)
12 и N

(a)
21 не все независимы; если

обозначим V = F2 · M2,−1 =

(
0 1
1 0

)(
1 0
0 −1

)
=

(
0 −1
1 0

)
, то V −1 =

(
0 1
−1 0

)
и

V −1N
(−a)
12 V = N

(a)
21 , V −1M2aV = M1a, т. е. всякая неособенная матрица второго

порядка есть произведение матриц типов V =

(
0 −1
1 0

)
, M2a = Sa =

(
1 0
0 a

)
и

N
(a)
12 = Ta =

(
1 a
0 1

)
. (Из предыдущей теоремы мы знаем, что и Ta может быть

сведено к T1 формулой Ta = V −1SaV T1V
−1S 1

a
V .)

§ 163. Билинейные формы. Сумма матриц. Укажем еще на одно конкрет-
ное представление матриц, которое приведет нас к определению «суммы» матриц.

Рассмотрим такую функцию:

F =
n∑

β=1

n∑

α=1

aαβxαyβ;
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по отношению к каждому из двух рядов переменных x1, x2, . . . , xn и y1, y2, . . . , yn

F является линейной однородной функцией, коэфициенты которой суть линейные
формы от переменных другого ряда; по отношению же ко всем 2n переменным F
является функцией второй степени, однородной и не содержащей квадратов пе-
ременных. Такая функция называется билинейной формой. В билинейной форме
обозначения переменных роли не играют; важны коэфиииенты, которые состав-
ляют квадратную матрицу:

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 ;

строки в ней соответствуют переменным xα, а столбцы — переменным yβ. Пусть
k — любое число; имеем:

F · k = k · F = k ·
∑

α,β

aαβxαyβ =
∑

α,β

kaαβxαyβ;

отсюда мы определяем:

A · k = k · A = k ·




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 =




ka11 ka12 . . . ka1n

ka21 ka22 . . . ka2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
kan1 kan2 . . . kann


 , (31)

т. е. чтобы умножить матрицу на некоторое число, надо каждый ее элемент
умножить на это число. Такой численный множитель k называется скалярным
множителем.

Пусть
G =

∑

α,β

bαβxαyβ

другая билинейная форма от тех же 2n переменных; ее матрица:

B = (bαβ).

Сумма
F + G =

∑

α,β

(aαβ + bαβ)xαyβ

есть также билинейная форма; ее матрицу мы определим как сумму матриц A и
B, а именно:

A + B =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 +




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn


 =

=




a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 + bn1 an2 + bn2 . . . ann + bnn


 . (32)
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Замечание. Обращаем внимание на то, что формулы (31) и (32) для матриц
совершенно не совпадают со свойствами III и IV детерминантов в § 30.

Формула (32) обобщается и на несколько слагаемых. Очевидно, что для суммы
матриц верны коммутативный и ассоциативный законы. Докажем, что для суммы
и символического произведения матриц верен и дистрибутивный закон:

(A + B)C = AC + BC, C(A + B) = CA + CB. (33)

Пусть
A = (aαβ), B = (bαβ), C = (cαβ);

тогда

A + B = A = (aαβ + A = (bαβ), (A + B)C =

( n∑

κ=1

(aακ
+ bακ

)c
κβ

)
,

AC =

( n∑

κ=1

aακ
c

κβ

)
, BC =

( n∑

κ=1

bακ
c

κβ

)
,

AC + BC =

( n∑

κ=1

aακ
c

κβ +
n∑

κ=1

bακ
c

κβ

)
=

( n∑

κ=1

(aακ
c

κβ + bακ
)c

κβ

)
=

=

( n∑

κ=1

(aακ
+ bακ

)c
κβ

)
= (A + B)C.

Так же убедимся и в верности второй формулы (33). (Обе формулы здесь
не зависят друг от друга, ибо коммутативный закон для нашего произведения
неверен.)

Из (31) и (32) выводим, что если p, q, r скалярные множители, то

pA + qB + rC = (paαβ + qbαβ + rcαβ);

отсюда при p = 1, q = −1, r = 0

A − B = (aαβ − bαβ),

т. е. разность матриц находится аналогично сумме.
Определим еще

−A = −(aαβ) = (−aαβ),

тогда
A − B = A + (−B).

Легко убедиться, что формулы (33) верны для алгебраической суммы (т. е.
для суммы и для разности) скольких угодно слагаемых. А отсюда следует, что
обычное правило умножения многочленов верно для матриц, например:

(A + B + C)(P + Q) = AP + BP + CP + AQ + BQ + CQ.

Как частные случаи получаем правила возвышения многочленов в степени,
например:

(A + B)2 = (A + B)(A + B) = A2 + AB + BA + B2,
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но два средних члена мы не можем соединить в один, так как вообще AB 6= BA.
Отметим еще формулу:

(pA + qB + rC)′ = pA′ + qB′ + rC ′.

Обобщение. Можно рассматривать билинейные формы, где число переменных
xα не равно числу переменных yβ; общий вид такой формы:

F =
n∑

β=1

m∑

α=1

aαβxαyβ; (34)

ей соответствует прямоугольная тп-матрица:

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 .

Умножение такой матрицы на скалярный множитель, сложение и вычитание таких
матриц определяется, как и для квадратных матриц. Две прямоугольные матрицы
можно складывать тогда и только тогда, если у обеих число строк одно и то же.
Наконец, для сложения и умножения прямоугольных матриц (если умножение
возможно) верен дистрибутивный закон (33) со всеми следствиями из него.

Заметим, что ранг матрицы A называется также рангом соответствующей би-
линейной формы.

§ 164. Приведение билинейных форм. Возьмем билинейную форму в
общем виде (34); наиболее важный случай, когда число переменных xα то же, что
и число переменных yβ, мы получаем из результатов этого параграфа как частный
случай, при m = n. Произведем над переменными xα линейную подстановку:

xα =
m∑

κ=1

pακ
u

κ

с матрицей P = (pακ
); P — квадратная матрица m-то порядка. Тогда форма F

примет вид:
n∑

β=1

m∑

α=1

m∑

κ=1

aαβpακ
u

κ
yβ =

n∑

β=1

m∑

κ=1

r
κβu

κ
yβ,

где

r
κβ =

m∑

α=1

pακ
aαβ (κ = 1, 2, . . . ,m, β = 1, 2, . . . , n).

Если мы обозначим через R mn-матрицу:

R = (r
κβ),

то последняя формула показывает, что

R = P ′A.
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Итак, от этой подстановки наша билинейная форма перешла в билинейную же с
матрицей R. Введем теперь и вместо переменных yβ новые переменные vλ посред-
ством линейной подстановки:

yβ =
n∑

λ=1

qβλvλ,

матрица которой Q = (qβλ) есть квадратная матрица n-го порядка. От этого наша
билинейная форма перейдет в

n∑

β=1

m∑

κ=1

n∑

λ=1

r
κβqβλuκ

vλ =
n∑

λ=1

m∑

κ=1

b
κλuκ

vλ,

где

b
κλ =

n∑

β=1

r
κβqβλ (κ = 1, 2, . . . ,m, λ = 1, 2, . . . , n).

Отсюда видно, что mn-матрица B = (b
κλ)представляется в виде:

B = RQ = P ′AQ. (35)

Итак, посредством этих двух линейных подстановок P и Q билинейная форма F
перейдет в билинейную же форму

G =
n∑

λ=1

m∑

κ=1

b
κλuκ

vλ

того же типа. Между матрицами A и B этих форм имеется зависимость (35); а
между детерминантами — в случае m = n:

|B| = |P | |A| |Q|.

Если r — ранг A, a s — ранг B, то по теореме § 156 заключаем, что s ≤ r.
Мы говорим: форма G содержится в форме ?; форма F содержит форму G.
Это означает, что F двумя линейными подстановками может быть преобразована
в G. Если и обратно, форма F содержится в G, то формы F и G называются
эквивалентными; в этом случае и r ≤ s, т. е. r = s. Итак:

Теорема 1. Если формы F и G эквивалентны, то ранги их матриц одинаковы.
Если в (35) |P | 6= 0 и |QQ 6= 0, то существуют Q−1 и (P ′)−1; тогда из (27)

следует:
A = (P−1)′BQ−1,

т. е. и F содержится в G и значит F и G эквивалентны. Следовательно:
Теорема 2. Формы F и G эквивалентны, если одна из них может быть

преобразована в другую посредством двух линейных подстановок, детерминанты
которых не равны нулю.

Мы увидим, что и обратные теоремы к теоремам 1 и 2 верны. Именно мы
докажем следующее:

Теорема 3. Всякая билинейная форма ранга r может быть двумя линейны-
ми подстановками с детерминантами, не равными нулю, преобразована в так
называемую нормальную форму:

H = x1y1 + x2y2 + . . . + xryr.
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Предварительно докажем следующую лемму. Пусть F — данная Форма,

Xβ =
∂F

∂yβ

=
m∑

α=1

aαβxα, Yα =
∂F

∂xα

=
n∑

β=1

aαβyβ,

Rk =




a11 . . . a1k Y1

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 . . . Akk Yk

X1 . . . Xk F


 ;

тогда:
Лемма. Rk есть билинейная форма, совершенно независящая ни от x1, x2, . . .,

xk, ни от y1, y2, . . . , yk; если ранг F ≤ k, то Rk тождественно равно нулю.
Доказательство. Разложив, по § 36 Rk по элементам последней строки и

последнего столбца, получим:

Rk = CF −
k∑

α,β=1

CαβYαXβ,

где

C =




a11 . . . a1k

. . . . . . . . . . . .
ak1 . . . akk




и Cαβ — миноры (k − 1)-го порядка детерминанта C. Отсюда видно, что Rk —

билинейная форма от x
κ

и yλ. Положим Rk =
n∑

κ,λ=1

b
κλxκ

yλ; коэфициент b
κλ мы

найдем, положив x
κ

= yλ = 1, а остальные переменные равными нулю; тогда Rk

обратится в b
κλ. Но тогда будет Yα = aαλ, Xβ = a

κβ, F = a
κλ; следовательно:

b
κλ =




a11 . . . a1k a1λ

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 . . . akk akλ

a
κ1 . . . a

κk a
κλ


 .

Отсюда заключаем:
1) При κ ≤ k или λ ≤ k, b

κλ = 0, т. е. Rk не зависит ни от x1, . . . , xk, ни от
y1, . . . , yk.

2) Если ранг F ≤ k, то все b
κλ = 0, как детерминанты (k+1)-порядка матрицы

формы F . Тем самым лемма доказана.
Доказательство теоремы 3. Пусть, например, aαβ 6= 0; тогда перенумеровы-

ваем наши переменные так, чтобы aαβ оказалось на первом месте, или, другими
словами, переставляем x1 с xα и y1 с yβ. Таким образом, не нарушая общности,
можно положить a11 6= 0. По предыдущей лемме при k = 1 получаем, что

(
a11 Y1

X1 F

)
= R1

не зависит ни от x1 ни от y1. Имеем:

a11F − X1Y1 = R1,
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следовательно:

F =
1

a11

X1Y1 +
1

a11

R1;

мы этим сделали подстановки:

X1 = a11x1 + a21x2 + . . . + am1xm, x2 = x2, . . . , xm = xm,

Y1 = a11y1 + a21y2 + . . . + an1yn, y2 = y2, . . . , yn = yn.

Детерминанты этих подстановок равны a11 6= 0. Обозначим

1

a11

X1Y1 = u1v1,
1

a11

R1 = F ′,

где F ′ — билинейная форма от x2, . . . , xm, y2, . . . , yn. Если все коэфициенты в F ′

равны нулю, то мы уже у цели; если нет, то к ней применяем такое же преобразо-
вание. Найдем:

F = u1v1 + F ′,

F ′ = u2v2 + F ′′,

F ′′ = u3v3 + F ′′′,

. . . . . . . . . . . . . . . .

Число переменных в формах F ′, F ′′, . . . каждый раз уменьшается на два; та-
ким образом после конечного числа таких преобразований мы придем к форме,
тождественно равной нулю. Следовательно, F преобразуется в

H = u1v1 + u2v2 + . . . + urvr.

Каждое из этих отдельных преобразований сводится к двум линейным под-
становкам с детерминантами, не равными нулю; соединив их все, получим две
линейные подстановки с детерминантами, не равными нулю, которые прямо пре-
образовывают F в H. Следовательно, по теореме 2 формы F и H эквивалентны
и значит имеют один и тот же ранг (по теореме 1); но ранг H, очевидно, равен r;
следовательно, и ранг F есть r. Тем самым теорема 3 доказана.

Если формы F и G (с матрицами A и B) имеют один и тот же ранг r, то по
доказанному, они могут быть преобразованы в одну и ту же нормальную форму
H с матрицей C; следовательно:

C = R′AS, |R| 6= 0, |S| 6= 0

C = T ′BU, |T | 6= 0, |U | 6= 0.

Из второго выражения получаем:

B = (T−1)′CU−1;

подставляя сюда первое выражение для C, находим:

B = (T−1)′R′ASU−1 = (RT−1)′A(SU−1),

причем
|RT−1| 6= 0, |SU−1| 6= 0.
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Следовательно (по теореме 2), формы F и G эквивалентны. Этим доказана
теорема, обратная к теореме 1:

Теорема 4. Если две билинейные формы имеют один и тот же ранг, то они
эквивалентны.

А отсюда непосредственно следует и обратная к теореме 2:
Теорема 5. Если две формы эквивалентны, то каждая из них преобразовы-

вается в другую линейными подстановками, детерминанты, которых не равны
нулю.

Таким образом теоремы 2 и 5 дают новое определение эквивалентности били-
нейных форм.

Собственно всю теорию эквивалентности билинейных форм мы могли бы вы-
вести из результатов § 154 и 162. Назовем эквивалентными формы одних и тех
же переменных, имеющие один и тот же ранг; тогда по последней теореме § 154
матрицы этих форм могут быть получены одна из другой путем конечного числа
элементарных преобразований; но по § 162 элементарные преобразования сводят-
ся к умножениям данной mn-матрицы справа и слева на квадратные матрицы
с детерминантами, отличными от нуля, а эти умножения — на преобразование
данной билинейной формы собственными линейными подстановками.

Преобразование билинейной формы в нормальную, указанное в теореме 3, на-
зывается приведением (редукцией) билинейной формы. Метод доказательства тео-
ремы 3, приведенный выше, есть вместе с тем и практический метод действитель-
ного приведения данной формы.

Пример. F = 3x1y1 − 5x1y2 − x1y3 + 2x2y1 + 2x2y2 − 4x2y3. Здесь m = 2,

A =

(
3 −5 −1
2 2 −4

)
,

X1 =
∂F

∂y1

= 3x1 + 2x2, Y1 =
∂F

∂x1

= 3y1 − 5y2 − y3,

F ′ = F − 1

3
X1Y1 =

16

3
x2y2 −

10

3
x2y3.

Обозначим теперь

X2 =
∂F ′

∂y2

=
16

3
x2, Y2 =

∂F ′

∂x2

=
16

3
y2 −

10

3
y3;

тогда

F ′ − 3

16
X2Y2 ≡ 0.

Итак:

F =
1

3
X1Y1 +

3

16
X2Y2.

Обозначим еще

u1 =
1

3
X1 = x1 +

2

3
x2, u2 =

3

16
X2 = x2,

v1 = Y1 = 3y1 − 5y2 − y3, v2 = y2 =
16

3
y2 −

10

3
y3, v3 = y3;
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тогда получим: F = u1v1 + u2v2; это и есть искомая нормальная форма. Найдем
подстановки, переводящие F в эту форму. Для этого выразим x1, x2 через u1, u2

и y1, y2, y3 через v1, v2, v3. Найдем:





x1 = u1 −
2

3
u2,

x2 = u2,





y1 =
1

3
v1 +

5

16
v2 +

11

8
v3,

y2 =
3

16
v2 +

5

8
v3,

y3 = v3.

Итак, искомые подстановки:

P =

(
1 −|D 2

3

0 1

)
, Q =




1

3

5

16

11

8

0
3

16

5

8

0 0 1




.

И действительно:

P ′AQ =

(
1 0

−2

3
1

)(
3 −5 −1
2 2 −4

)



1

3

5

16

11

8

0
3

16

5

8

0 0 1




=

(
1 0 0
0 1 0

)
.

Упражнения

210). Привести к нормальному виду форму:

F = 5x1y1 − 4x1y2 + 3x2y1 − 2x2y2

и найти соответствующие подстановки

Отв. u1v1 + u2v2, P =

(
1 −3
0 5

)
, Q =




1

5

2

5

0
1

2


.

211). То же самое для формы:

F = x1y1 + x1y2 + x1y3 + x1y4 + x2y1 − x2y2 + x2y3 + x2y3 − x2y4+

+x3y1 + x3y3 + x4y2 + x4y4.

Отв. u1v1 + u2v2, P =




4 −1 −1

2
−1

2

0 1 −1

2

1

2

0 0 1 0

0 0 0 1




, Q =




1
1

2
−1 0

0 −1

2
0 −1

0 0 1 0

0 0 0 1




.
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§ 165. Нулевые матрицы. Нулевыми называются матрицы (прямоугольные
и квадратные), все элементы которых равны нулю. При сложении и умножении
такие матрицы играют роль нуля; поэтому мы и будем обозначать их через нуль.

Выясним теперь, при каких условиях произведение двух матриц равно нулю,
причем будем рассматривать общий случай прямоугольных матриц (рассматривая
квадратные матрицы как частный случай). Итак, пусть A = (aαβ) mn-матрица,
B = (bαβ) np-матрица и

AB = 0. (36)

Это сводится к mp равенствам:

n∑

λ=1

aαλbλβ = 0, α = 1, 2, . . . ,m, β = 1, 2, . . . , p. (37)

Конечно, (36) удовлетворяется, если A = 0 или B = 0, т. е. если все aαλ = 0 или
все bλβ = 0. Отбросим пока этот тривиальный случай. Предположим, что матрица
A — данная, а B — искомая; тогда при данном β (37) есть система m линейных
однородных уравнений с n неизвестными; для существования у нее нетривиальных
решений ранг r матрицы A должен быть меньше, чем n (§ 44); в этом случае
существует n − r независимых решений; находя bλβ при различных β, мы можем
использовать все эти независимые решения или только часть их; таким образом
в матрице B не больше, чем n − r линейно независимых строк, и значит ранг
матрицы B ≤ n− r. Если матрица B данная, а A искомая, то рассуждения будут
аналогичны. Итак:

Теорема. Равенство (36), где A — mn-матрица, B — np-матрица, и обе от-
личны от нуля, возможно только в том случае, если сумма рангов A и B ≤ n.
Если одна из матриц A, B данная, а другая — искомая, то уравнение (36) име-
ет нетривиальные решения тогда и только тогда, если ранг данной матрицы
меньше n, и в этом случае — бесчисленное множество решений; при этом при
данном A число p столбцов у B произвольно; при данном B число m строк у A
произвольно.

Переходя к случаю квадратных матриц, получаем:
Следствие 1. Уравнения AX = 0, Y A = 0 имеют нетривиальные решения

тогда и только тогда, если A — особенная матрица (т. е. |A| = 0.
Следствие 2. Произведение неособенных квадратных матриц равно нулю то-

гда и только тогда, если по крайней мере один из сомножителей равен нулю.
Полученные результаты можно выразить еще следующим образом: mn-матри-

ца есть левый нулевой делитель тогда и только тогда, если ее ранг меньше n, и
правый нулевой делатель тогда и только тогда, если ее ранг меньше m; если ранг
mn-матрицы меньше наименьшего из чисел m и n, то тогда (и только в этом
случае) она — двусторонний нулевой делитель.

Квадратная матрица тогда и только тогда нулевой делитель (и при этом все-
гда двусторонний), если она особенная. В области неособенных матриц данного
порядка нет нулевых делителей.

Пример. Найти общее решение уравнения:

AX = 0,
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где A =




2 1 5 −3
1 3 −1 2
3 5 1 4


, а X должно быть (4, 2)-матрицей.

A ранга 3; следовательно, X должно быть ранга ≤ 4 − 3 = 1. Пусть

X =




x1 y1

x2 y2

x3 y3

x4 y4


 ;

имеем по (37):
2x1 + x2 + 5x3 − 3x4 = 0,

x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

3x1 + 5x2 + x3 + 4x4 = 0,

и совершенно такую же систему имеем для y1 y2, y3, y4. Находим: x1 = −20u,
x2 = 7u, x3 = 9u, x44u, где u — произвольный параметр. Для yλ имеем то же
решение, только вместо u берем другой параметр v: y1 = −20v, y2 = 7v, y3 = 9v,
y4 = 4v. Итак:

X =




−20u −20v
7u 7v
9u 9v
4u 4v


 .

Упражнения

212). Найти общее решение уравнения AX = 0, где A =




3 2 1
1 4 5
15 5 −2


.

Отв.




3u 3v 3w
−7u −7v −7w
5u 5v 5w


.

213) То же для уравнения Y A = 0, где A =




4 1 2 −1
1 3 −1 0
5 4 1 −1
2 −5 4 −1


.

Отв.




−u1 − v1 −u1 + 2v1 u1 v1

−u2 − v2 −u2 + 2v2 u2 v2

−u3 − v3 −u3 + 2v3 u3 v3

−u4 − v4 −u4 + 2v4 u4 v4


.

§ 166. Взаимная матрица. Скалярные, диагональные и квази-диаго-
нальные матрицы. Взаимная матрица для данной квадратной матрицы A n-го
порядка определяется, аналогично взаимному детерминанту (§ 32), как матрица
n-го же порядка, элементами которой служат миноры (n−1)-го порядка матрицы
A′. Если через aαβ обозначим элементы матрицы A, а через Aαβ соответствующие
им миноры (n − 1)-го порядка, которые находятся по известному элементарному
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правилу (§ 30), то взаимная матрица будет:

Ã =




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 ;

для ее детерминанта имеем (§ 30): |Ã| = |A|n−1.
Если |A| = 0, то и |Ã| = 0, и обратно; т. е. данная матрица и ее взаимная

одновременно или обе неособенные, или обе особенные.
Если ранг матрицы A меньше n − 1, то Ã = 0.
На основании формул § 32 легко найдем:

AÃ = ÃA =




|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . |A|


 ;

на основании формулы (31) § 163 это можно представить так:

AÃ = ÃA = |A|E. (38)

Отсюда следует, что при |A| = 0 будет:

AÃ = ÃA = 0, (38a)

т. е. Ã является в этом случае решением уравнений AX = 0 = 0 и Y A = 0. При
|A| 6= формула (38) есть следствие из формул (17), (19а) § 157, ибо из (17) легко
следует [по (31) § 163]:

A−1 =
1

|A|Ã. (39)

В правой части формулы (38) стоит матрица такого вида:

aE = Ea =




a 0 . . . 0
0 a . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a


 ,

у которой вдоль диагонали стоит число a, а все остальные элементы равны нулю;
такая матрица называется скалярной; она переместима со всякой другой матри-
цей того же порядка и при умножении дает тот же результат, что и скалярный
множитель [см. (31) § 163], т. е. умножение всех элементов другого множителя на
a. Подстановка, соответствующая скалярной матрице aE, имеет вид:

xλ = ayλ (λ = 1, 2, . . . , n). (40)

Если считать наши переменные x1, x2, . . . , xn координатами точки в n-мерном про-
странстве, то (40) дает преобразование подобия в этом пространстве.
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Рассмотрим теперь более общую матрицу:

A =




a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an


 ,

где вдоль диагонали стоят числа a1, a2, . . . , an, а остальные элементы равны нулю;
такая матрица называется диагональной и обозначается

A = [a1, a2, . . . , an]78

Очевидно, |A| = a1a2 · · · an. Скалярная матрица — частный случай диагональной,
когда a1 = a2 = . . . = an. Всякие две диагональные матрицы (одного и того же
порядка) переместимы друг с другом; если B = [b1, b2, . . . , bn], то

AB = BA = [a1b1, a2b2, . . . , anbn],

т. е. произведение диагональных матриц — тоже диагональная матрица 79. Нако-
нец, и сумма диагональных матриц — тоже диагональная матрица:

A + B = [a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn].

Введем еще понятие о квази-диагональной матрице, являющейся обобщением диа-
гональной; приведем сначала пример такой матрицы:




4 1 2 0 0 0 0
5 3 −1 0 0 0 0
1 2 6 0 0 0 0
0 0 0 3 7 0 0
0 0 0 −2 4 0 0
0 0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 4 3




Схема квази-диагональной
матрицы

Мы видим, что вдоль диагонали как бы
нанизаны детерминанты разных порядков (в
данном примере третьего, второго, и еще вто-
рого), а остальные элементы равны нулю. Об-
щая схема квази-диагональной матрицы та-
кая: вдоль диагонали идут разной величины
квадраты, заполненные числами (на рисун-
ке они заштрихованы), а остальные элемен-
ты (вне этих квадратов) равны нулю. В за-
висимости от числа этих квадратов, от их
величин и от их последовательности квази-
диагональные матрицы даже одного и того

78Это обозначение не следует смешивать с символом Кронекера (§ 25).
79Отсюда следует, что все неособенные диагональные матрицы данного порядка образуют

группу относительно умножения.
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же порядка могут иметь различную структу-
ру. Мы будем считать, что две квази-диагональные матрицы имеют одну и ту же
структуру, если обе они образованы по одной и той же схеме (т. е. вдоль диагоналей
обеих матриц идут квадраты одинаковой величины и в одинаковой последователь-
ности). Если A — квази-диагональная матрица, то обозначим через A1, A2, . . . , Ak

матрицы, стоящие в заштрихованных квадратах схемы матрицы A (пусть k — их
число); мы будем обозначать:

A = [A1, A2, . . . , Ak].

Так, в приведенном выше примере k = 3, A1 =




4 1 2
5 3 −1
1 2 6


, A2 =

(
3 7
−2 4

)
,

A3 =

(
15
4 3

)
.

Пусть B = [B1, B2, . . . , Bk] матрица той же структуры, что и A, т. е. B1 того
же порядка, что и A1, B2 — того же порядка, что и A2 и т. д., Bk того же порядка,
что и Ak. Тогда легко убедиться, что

A + B = [A1 + B1, A2 + B2, . . . , Ak + Bk]

AB = [A1B1, A2B2, . . . , AkBk].

Но AB 6= BA, ибо вообще, A1B1 6= B1A1 и т. д. Итак, чтобы сложить или пере-
множить квази-диагональные матрицы одной и той же структуры, надо сложить
или перемножить их составные части, соответствующие друг другу. Наконец, по
теореме § 34 убеждаемся, что:

|A| = |A1| |A2| · · · |Ak|. (41)

Пусть A — неособенная матрица п-го порядка, а Aλ матрицы nλ-го порядка (λ =
1, 2, . . . , k); по (41) все Aλ также являются неособенными матрицами и n1 + n2 +
. . . + nk = n. Линейная подстановка, соответствующая матрице A, такова, что
первые n1 переменных преобразовываются в новые n1 переменных, следующие
n2 переменных — отдельно в новые n2 переменных, и т. д. Будем рассматривать
линейную подстановку как преобразование координат в n-мерном пространстве с
оставлением того же начала; тогда в случае, когда матрица подстановки квази-
диагональная, дело можно представить так, что отдельно преобразовываются ко-
ординаты в 1-мерном пространстве, отдельно — в n2-мерном, и т. д., отдельно в
nk-мерном, где все эти k пространств лежат в данном n-мерном, переходят через
точку 0 и кроме этой точки никакая пара этих пространств не имеет общих то-
чек, — всякая же точка всего n-мерного пространства вполне определяется своими
проекциями в эти k пространств.

§ 167. Подобные матрицы. Когредиентные и контрагредиентные пре-
образования. В этом параграфе мы рассматриваем квадратные матрицы одного
и того же порядка п.

Матрицы A и B называются подобными, если существует такая неособенная
матрица P , что

AP = PB или P−1AP = B.
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Говорят иначе, что A переходит в B преобразованием посредством P .
Для этого понятия подобия верны три основных закона равенств (§ 2, при-

мечание 1): 1) если A подобно B, то и B подобно A, ибо из P−1AP = B следу-
ет (P−1)−1BP−1 = A, и P−1, как и P , неособенная матрица; 2) если A подобна
B, а B подобна C, то и A подобна C, ибо из P−1AP = B, Q−1BQ = C следу-
ет: (PQ)−1A(PQ) = C, и PQ неособенная матрица; 3) A всегда подобна A, ибо
E−1AE = A.

Имеем, далее: если B = P−1AP , то

|B| = |P |−1|A| |P | = |A|,
ибо для произведения детерминантов коммутативный закон верен. Следовательно,
подобные неособенные матрицы имеют один и тот же детерминант; если же
одна из подобных матриц особенная, то и другая тоже. Из последней теоремы
§ 156 следует, что подобные матрицы имеют один и тот же ранг, ибо из B =
P−1AP следует, что ранг ≤ рангу , а из A = PBP−1 следует, что ранг A ≤ рангу
B.

Будем обозначать подобие знаком ∼. Имеем:
1) Если A ∼ B, то и A−1 ∼ B−1. Действительно, если B = P−1AP , то, пере-

ходя к обратным матрицам, по (22) § 158 имеем:

B−1 = P−1A−1P ;

при этом видим, что B получается из A преобразованием посредством того же
элемента P , посредством которого и B получается из A.

2) Если A ∼ B, то и A′ ∼ B′. Ибо из B = P−1AP , переходя к транспониро-
ванным матрицам, получаем по теореме и следствию 1 § 160: B′ = P ′A′(P ′)−1.

3) Если A ∼ B, то и Aλ ∼ Bλ при любом целом λ 6= 0. Пусть B = P−1AP ;
тогда при λ > 0

Bλ = P−1APP−1AP · · ·P−1AP︸ ︷︷ ︸
λ раз

= P−1AEAE · · ·EAP =

= P−1 AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
λ раз

P = P−1AP.

При λ < 0 это же получается из 2).
4) Если A, B посредством P преобразовывается в A1, B1, то A + B и AB

посредством P преобразовываются в A1 + B1 и A1B1. Ибо

P−1(A + B)P = P−1AP + P−1BP = A1 + B1,

P−1(AB)P = P−1APP−1BP = A1B1.

Обратимся теперь к самим линейным подстановкам, причем будем пользо-
ваться символическим обозначением § 156, а именно, будем обозначать через (x)
совокупность (столбец) переменных x1, x2, . . . , xn, а через

(x) = A(y) (42)

саму линейную подстановку с матрицей A. Пусть P−1AP = A1, (x) = P (ξ), (y) =
P (η); тогда (ξ) = P−1(x); подставляя сюда A(y) вместо (x) и P (η) вместо (y),
получим:

(ξ) = P−1AP (η) = A1(η). (43)
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Переменные (x), (y), с одной стороны, и (ξ), (η) — с другой, называются когре-
диентными, а преобразования (42) и (43) — когредиентними преобразованиями.
Преобразование (42) можно рассматривать геометрически как преобразование n-
мерного пространства, или как отображение одного n-мерного пространства на
другое; подстановку же (x) = P (ξ) можно рассматривать как преобразование ко-
ординат в данном n-мерном пространстве, а именно — переход от координат (x)
к координатам (ξ); аналогично, (y) = P (η) есть то же самое преобразование коор-
динат, только в другом пространстве. Тогда когредиентные преобразования (42)
и (43) дают одно и то же отображение одного пространства на другое, только в
разных системах координат.

Рассматриваются еще контрагредиентные преобразования; это — два таких
преобразования:

(x) = A(y), (η) = A′(ξ), (44)

где A′ матрица, транспонированная по отношению к A (§ 160). Напишем (44)
подробнее:

xλ =
n∑

µ=1

aλµyµ (λ = 1, 2, . . . , n),

ηµ =
n∑

λ=1

aλµξλ (µ = 1, 2, . . . , n).

Умножим обе части первого из этих уравнений на ξλ, просуммируем по λ и примем
во внимание второе уравнение; получим:

n∑

λ=1

xλξλ =
n∑

λ=1

n∑

µ=1

aλµyµξλ =
n∑

µ=1

yµ

n∑

λ=1

aλµξλ =
n∑

µ=1

yµηµ.

Итак, между контрагредиентными переменными (x), (y) и (ξ), (η) существует со-
отношение:

x1ξ1 + x2ξ2 + . . . + xnξn = y1η1 + y2η2 + . . . + ynηn. (45)

Обратно, если (45) существует, и (x) = A(y), причем (y) — независимые перемен-
ные, то и (η) = A′(ξ).

§ 168. Рациональные функции от матрицы. Пусть A — данная квадрат-
ная матрица n-го порядка и

g(r) = a0 + a1r + a2r
2 + . . . + amrm

данная целая рациональная функция от переменной r с численными коэфициен-
тами; выражение:

g(A) = a0E + a1A + a2A
2 + . . . + amAm

есть некоторая квадратная матрица n-го порядка; если A = (aαβ), то элементы
матрицы g(A) будут [§ 163, (31) и (32)]:

a0eαβ + a1a
(1)
αβ + a2a

(2)
αβ + . . . + ama

(m)
αβ ,
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где мы вообще через a
(k)
αβ обозначаем элементы матрицы Ak; для них имеет место

следующая формула приведения:

a
(k)
αβ =

n∑

λ=1

a
(k−1)
αλ aλβ, k = 2, 3, 4, . . . ; (46)

при этом a
(1)
αβ = aαβ.

Матрица g(A) называется целой рациональной функцией от матрицы A. За-
метим, что A может быть и особенной матрицей, равно как и g(A) может оказаться
неособенной или особенной.

Пусть h(A) = b0E + b1A + b2A
2 + . . . + bkA

k — другая целая рациональная
функция той же матрицы A. Легко видеть, что всякие две целые рациональные
функции одной и той же матрицы всегда переместимы, ибо всякие две степени
одной и той же матрицы переместимы. Если детерминант

|h(A)| 6= 0,

т. е. матрица h(A) неособенная (что между прочим может случиться и при осо-
бенной A), то существует матрица:

f(A) = g(A) · h(A)−1 = h(A)−1 · g(A) =
f(A)

g(A)
;

назовем ее дробной рациональной функцией матрицы A. Заметим, что f(A) осо-
бенная или неособенная одновременно с g(A).

На основании результатов § 160 и 163 выводим:

f(A)′ = f(A′).

Далее, на основании 3) и 4) § 167 выводим для целой рациональной функции:

P−1g(A)P = g(P−1AP ).

Пример. Пусть f(r) =
5 + r − r2

1 + r2
, A =

(
1 4
2 9

)
; имеем:

A2 =

(
9 40
20 89

)
, E + A2 =

(
10 40
20 90

)
,

(
10 40
20 90

)−1

=

(
90 −40
−20 10

)
· 1

100
=

1

10

(
9 −4
−2 1

)
,

5E + A − A2 = −2

(
6 38
19 82

)
,

f(A) =
5E + A − 2A2

1 + A2
= −2

(
6 38
19 82

)
· 1

10

(
9 −4
−2 1

)
= −1

5

(
−22 14
5 −6

)
.
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Упражнения

214) Вычислить g(A), где A =




3 5 −1
0 1 2
2 −1 0


, g(r) = 4 − 2r + r3.

Отв.




33 39 37
16 19 −10
6 45 16


.

215) Вычислить
A + E

A − 2E
, где A =




0 1 2
2 3 4
1 0 1


.

Отв.




1

2

1

2
1

3 1 6

−1

2

1

2
−1




.

§ 169. Характеристическое уравнение. Пусть x1, x2, . . . , xn — декарто-
вы координаты точек в n-мерном пространстве 80. Тогда линейную подстановку
(x) = A(y) (при |A| 6= 0) можно рассматривать как взаимно однозначное отобра-
жение этого пространства на самоё себя; при этом точка O (начало координат)
остается неподвижной (т. е. отображается сама на себя). При этом отображении
всякая линейная функция от x1, x2, . . . , xn переходит в линейную же функцию от
y1, y2, . . . , yn, т. е. геометрические образы, выражаемые линейными уравнениями,
переходят в образы того же рода; в частности прямая (выражаемая в n-мерном
пространстве n − 1 линейными уравнениями) переходит в прямую же, при этом,
если одна из этих прямых проходит через точку O, то и другая тоже проходит
через O. Но если прямая проходит через O, то ее уравнения — однородны, т. е.
мы имеем систему n − 1 однородных уравнений с n неизвестными. Такая система
вообще точно определяет отношения неизвестных, т. е. проходящая через точку O
прямая вполне определяется отношениями координат ее точек:

x1 : x2 : . . . : xn = ξ1 : ξ2 : . . . : ξn,

где ξ1, ξ2, . . . , ξn — данные числа.
Поставим такую задачу: найти прямые, проходящие через точку O, которые

преобразованием (x) = A(y) переводятся сами в себя; это — так называемые инва-
риантные прямые относительно данного преобразования. Для такой прямой пере-
менные (x) должны быть пропорциональны переменным (y); это можно выразить
так:

x1 = ωy1, x2 = ωy2, . . . , xn = ωyn,

где ω — неравный нулю множитель пропорциональности. Подставив сюда выра-
жения xλ через yµ [согласно подстановке (x) = A(y)] и заменив опять букву y
буквою x, получим:

n∑

β=1

aαβxβ = ωxα (α = 1, 2, . . . , n),

80В геометрических представлениях мы не исключаем из рассмотрения и мнимые элементы.
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или, перенеся члены ωxα в левую часть:

(a11 − ω)x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0,

a21x1 + (a22 − ω)x2 + . . . + a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . . + (ann − ω)xn = 0





(47)

Это — система n линейных однородных уравнения для x1, x2, . . . , xn, имеющая
решения x1, x2, . . . , xn, не все равные нулю (ибо xλ — координаты всякой точки на
искомой инвариантной прямой, а все xλ = 0 только для точки O). Следовательно
(§ 33, следствие 2), детерминант системы равен нулю, и мы имеем уравнение для
ω: ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − ω a12 . . . a1n

a21 a22 − ω . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − ω

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (48)

Это — так называемое характеристическое уравнение матрицы A; оно n-й степени;
его корни называются характеристическими числами 81, а его левая часть —
характеристической функцией матрицы A; обозначив ее через ϕ(r) так, чтобы ее
высший коэфициент был равен единице, имеем:

ϕ(r) = (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣

r − a11 −a12 . . . −a1n

−a21 r − a22 . . . −a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−an1 −an2 . . . r − ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n|A − rE|, (49)

или
ϕ(r) = |rE − A|, (49a)

ибо для умножения детерминанта n-го порядка на (−1)n достаточно умножить на
−1 каждую его строку, т. е. изменить у всех его элементов знаки на обратные.

Характеристические числа матрицы A обозначим через r1, r2, . . . , rn; тогда

ϕ(r) = (r − r1)(r − r2) · · · (r − rn). (49b)

Положив r = 0, получим из (49) и (496):

r1r2 · · · rn = |A|, (50)

т. е. произведение характеристических чисел равно детерминанту матрицы A. Мы
предположили, что |A| 6= 0; тогда из (50) следует, что ни одно из характеристиче-
ских чисел не равно нулю; взяв любое из них за ω, мы из (47) найдем отношения
x1 : x2 : . . . : xn, т. е. искомую инвариантную прямую. Мы видим, что таких
прямых вообще (если все rλ различны) имеется n.

Но мы можем формально [формулами (48), (49)] определить характеристиче-
ские функцию, уравнение и числа и в том случае, когда |A| = 0, т. е. когда A
особенная матрица; только тогда, как показывает (50), одно или несколько харак-
теристических чисел равны нулю.

81Иначе собственными значениями матрицы A.
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Если мы развернем детерминант rE − A, то коэфициент при rn−1 окажется
равным −(a11 + a22 + . . . + ann); следовательно [по формулам Вьета, § 50], сумма
характеристических чисел

χ(A) = r1 + r2 + . . . + rn = a11 + a22 + . . . + ann. (51)

Эта сумма чисел rλ или диагональных коэфициентов матрицы A называется сле-
дом или характером матрицы A. Характеры играют очень большую роль в теории
групп.

Уравнения типа (48) очень часто встречаются в разных областях математики
и ее приложений; они называются еще вековыми уравнениями, ибо к уравнению
такого типа приводит в небесной механике исследование вековых возмущений пла-
нет.

Пусть

g(r) = b0r
m + b1r

m−1 + . . . + bm = b0(r − s1)(r − s2) · · · (r − sm)

какая-нибудь целая рациональная функция от r m-степени с корнями s1, s2, . . . , sm.
Подставляя A вместо r и E вместо единицы, получим:

g(A) = b0(A − s1E)(A − s2E) · · · (A − smE)82.

Переходя к детерминантам и принимая во внимание, что детерминант произ-
ведения матриц равен произведению детерминантов этих матриц, а также что
|cA| = cn|A|, если A матрица n-го порядка и c — скалярный множитель, получим:

|g(A)| = bn
0 |A − s1E| |(A − s2E| · · · |A − smE|;

но
|A − rE| = (−1)nϕ(r),

следовательно:

|g(A)| = (−1)mnbn
0ϕ(s1)ϕ(s2) · · ·ϕ(sm) =

= (−1)mnbn
0 (s1 − r1)(s1 − r2) · · · (s1 − rn)·
(s2 − r1)(s2 − r2) · · · (s2 − rn)·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(sm − r1)(sm − r2) · · · (sm − rn)·

или
|g(A)| = g(r1)g(r2) · · · g(rn). (52)

Мы видим, что |g(A)| есть не что иное, как результант функций g(r) и ϕ(r).
Пусть h(A) — другая целая рациональная функция матрицы A и |h(A)| 6= 0;

имеем также:
|h(A)| = h(r1)h(r2) · · ·h(rn);

82Такую подстановку мы имеем право сделать, ибо, перемножив двучлены в правой части
и применив формулы Вьета, мы получим g(A), как она определена в § 168. И вообще, если
g(r) = g1(r)g2(r), то g(A) = g1(A) + g2(A).
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тогда f(A) =
g(A)

h(A)
— дробная рациональная функция от A, и мы имеем:

|f(A)| =
|g(A)|
|h(A)| =

g(r1)g(r2) · · · g(rn)

h(r1)h(r2) · · ·h(rn)
= f(r1)f(r2) · · · f(rn),

т. е. формула (52) верна и для дробных рациональных функций от A.
Если f(s) — рациональная функция, то f(s)−r — тоже рациональная функция

от s; применяя к ней формулу (52), найдем:

|f(A) − rE| = [f(r1) − r][f(r2) − r] · · · [f(rn) − r]. (53)

Эта формула показывает, что для матрицы f(A) характеристические числа
будут f(r1), f(r2), . . . , f(rn). Итак:

Теорема. Если r1, r2, . . . , rn характеристические числа матрицы A, то f(r1),
f(r2), . . . , f(rn), — характеристические числа f(A), где f(r) — любая рациональ-
ная функция.

Заметим, что у подобных матриц (§ 167) характеристические функции, а сле-
довательно, и характеристические числа одинаковы.

§ 170. Формула Кэли. Обозначим через F = ˜rE − A = fαβ матрицу, взаим-
ную с rE − A; элементы ее fαβ — целые рациональные функции ( − 1)-й степени
от r:

αβ = bαβ + αβr + dαβr2 + . . . + lαβrn−1.

Обозначим матрицы:

A0 = (bαβ), A1 = (cαβ), A2 = (dαβ), . . . , An−1 = (lαβ).

Тогда по формулам (31), (32) § 163

F = A0r + A1r + A2r
2 + . . . + An−1r

n−1.

По формуле (38) § 166

˜rE − A(rE − A) = ϕ(r)E,

так как |Er − A| = ϕ(r). Пусть

ϕ(r) = a0 + a1r + a2r
2 + . . . + anr

n

(причем an = 1); тогда

(A0r + A1r + A2r
2 + . . . + An−1r

n−1)(−A + rE) =

= (a0 + a1r + a2r
2 + . . . + anr

n)E.

Это — тождество; следовательно коэфициенты при одинаковых степенях r долж-
ны быть равны:

−A0A = a0E,

−A1A + A0, = a1E

−A2A + A1, = a2E

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−An−1A + An−2, = an−1E

+An−1 = anE.
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Умножаем первое из этих равенств на E, второе на A, третье на A2 и т. д.,
последнее на An и складываем; получаем:

0 = a0E + a1A + a2A
2 + . . . + anA

n

или
ϕ(A) = 0.

Итак:
Теорема. Если ϕ(r) = 0 характеристическая функция матрицы A, то тож-

дественно
ϕ(A) = 0. (54)

Это так называемое соотношение Кэли (Cayley). Оно показывает, что мат-
рицы E,A,A2, . . . , An линейно зависимы. Вообще следует заметить, что линейно
независимых матриц n-го порядка существует только n2. Именно, обозначим через
C

κλ матрицу, у которой элемент a
κλ = 1 (при определенных κ и λ), а остальные

элементы равны нулю. Таких матриц C
κλ всего существует n2, и все они, очевид-

но, линейно независимы. Всякая же другая матрица A = (aαβ) зависит линейно
от C

κλ, именно:
A =

∑

κ,λ

a
κλCκλ.

Таким образом и линейно независимых степеней матрицы A может существо-
вать не больше n2; но соотношение Кэли показывает, что их не больше n; на самом
же деле их может быть и еще меньше.

Обозначим через θ(r) общий наибольший делитель всех элементов fαβ матри-
цы F ; θ(r) — целая рациональная функция от r; тогда F = θ(r) · G, где G тоже
матрица n-го порядка, элементы которой целые рациональные функции от r. Но
F — взаимная матрица с rE −A, т. е. элементы fαβ матрицы F — миноры (n− 1)-
го порядка матрицы rE − A или детерминанта |rE − A| = ϕ(r). Разложив этот
детерминант по элементам какого-либо ряда, получим в качестве коэфициентов
fαβ; а так как все fαβ делятся на θ(r), то и ϕ(r) раздедится на θ(r):

ϕ(r) = θ(r)ψ(r),

где ψ(r) тоже целая рациональная функция от r. Но мы ведь имеем:

F · (rE − A) = ϕ(r)E;

мы видим, что обе части делятся на θ(r); сократив на ?(г), получим:

G · (rE − A) = ψ(r)E.

Отсюда выводим, что
ψ(A) ≡ 0, (55)

совершенно аналогично тому, как мы из предыдущего равенства вывели (54). Если
функция θ(r) степени ≥ 1, то ψ(r) будет степени низшей, чем степень ϕ(r).
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Докажем теперь, что если Φ(r) целая рациональная функция, и Φ(A) ≡ 0,
то Φ(r) делится на ψ(r), откуда следует, что (55) есть уравнение наинизшей
степени, которому удовлетворяет матрица A.

Пусть s неопределенное количество; по теореме Декарта (§ 49) Φ(r) − Φ(s)
делится на r − s:

Φ(r) − Φ(s) ≡ (r − s)Φ(r, s),

где Φ(r, s) — некоторая целая рациональная функция от r и s. Подставляем в
последнем равенстве A вместо s и принимаем во внимание, что по условию Φ(A) ≡
0; получаем:

Φ(r)E = (rE − A)Φ(r, A). (56)

С другой стороны, мы имели ψ(r)e = G(rE−A). Умножая первое из этих равенств
на G, а второе — на Φ(r, A), и вычитая второе из первого, получим

Φ(r)G = ψ(r)Φ(r, A).

Правая часть делится на ψ(r), следовательно, и левая делится на ψ(r); но элемен-
ты матрицы G — частные от деления элементов матрицы F на их общий наиболь-
ший делитель θ(r):

gαβ =
fαβ

θ(r)
,

т. е. эти элементы gαβ — взаимно простые, и значит все они не могут делиться на
ψ(r); следовательно, Φ(r) делится на ψ(r), и наше предложение доказано.

Полагая Φ(r) = ϕ(r), имеем из (56):

ϕ(r)E = (rE − A)Φ(r, A),

где Φ(r, s) какая-то целая рациональная функция от r и s. Умножая полученное
равенство на F и принимая во внимание, что F · (rE − A) = ϕ(r)E, получим,
сократив:

F = Φ(r, A).

Но F — взаимная матрица к rE − A при всяком r; положим r = 0; тогда F

обратится во взаимную матрицу к −A, т. е. в (̃−A); но (̃−A) = −Ã; итак, получим:

Ã = −Φ(0, A),

или
Следствие. Взаимная матрица к данной матрице A есть целая рациональная

функция от A.
Пример. При n = 2 имеем:

A =

∣∣∣∣
α β
γ δ

∣∣∣∣ , ϕ(r) =

∣∣∣∣
α − r β

γ δ − r

∣∣∣∣ = (αδ − βγ) − r(α + δ) + r2;

формула Кэли дает:

ϕ(A) = (αδ − βγ)E − (α + δ)A + A2 ≡ 0.
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Имеем:

A2 =

∣∣∣∣
α2 + βγ β(α + δ)
γ(α + δ) βγ + δ2

∣∣∣∣ ;

следовательно:

ϕ(A) =

∣∣∣∣
αδ − βγ − α(α + δ) + α2 + βγ −β(α + δ) + β(α + δ)

−γ(α + δ) + γ(α + δ) αδ − βγ − δ(α + δ) + βγ + δ2

∣∣∣∣ ;

все четыре элемента в этой матрице действительно равны нулю.

Упражнения

216) Проверить формулу Кэли для матрицы A =

∣∣∣∣∣∣

3 1 2
4 1 3
1 2 1

∣∣∣∣∣∣
.

217) Пусть A =

(
α β
γ δ

)
; выразить взаимную матрицу Ã как целую рациональ-

ную функцию от A.
Отв. Ã = (α + δ)E − A.

§ 171. Преобразование Крылова и Лузина. Формулы (50) и (51) § 169
дают для характеристического или векового уравнения свободный член и коэфи-
циент при r; но остальные его коэфициенты весьма трудно вычислить вследствие
того, что неизвестное r входит только в диагональные элементы детерминанта
A−rE. Поэтому практически весьма важно так преобразовать вековое уравнение,
чтобы неизвестное r вместо диагональных элементов входило в элементы одного
какого-нибудь ряда (строки или столбца). Такое преобразование выполнил акад.
А. Н. Крылов 83 на основании свойств системы линейных уравнений; акад. Н. Н.
Лузин 84 выполнил то же преобразование чисто алгебраическими средствами и
подробно исследовал все возможные здесь случаи. Исследования Лузина сильно
упростил одесский математик Гантмахер 85.

Обозначим, как и в § 168, через a
(k)
αβ элементы матрицы Ak; имеем для них

формулу приведения (46). Пусть x1, x2, . . . , xn независимые друг от друга произ-
вольные параметры; обозначим:

x′
α =

n∑

λ=1

aλαxλ = a1αx1 + a2αx2 + . . . + anαxn,

x′′
α =

n∑

λ=1

a
(2)
λαxλ = a

(2)
1αx1 + a

(2)
2αx2 + . . . + a(2)

nαxn,

и вообще

x(k)
α =

n∑

λ=1

a
(k)
λαxλ = a

(k)
1α x1 + a

(k)
2α x2 + . . . + a(k)

nαxn; (57)

83А. Н. Крылов, О численном решении уравнения, которым в технических вопросах опреде-
ляются частоты малых колебаний материальных систем, Известия Академии наук СССР, 1931.

84Н. Н. Лузин, О методе академика А. Н. Крылова составления векового уравнения, Известия
Академии наук СССР, 1931.

85Работа Гантмахера печатается в «Известиях Академии наук СССР».
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для всякого целого k > 0, α = 1, 2, . . . , n. Подставив в (57) выражение для a
(k)
λα из

(46) (изменив там немного обозначения), получим:

x(k)
α =

n∑

λ=1

( n∑

µ=1

a
(k−1)
λµ aµα

)
=

n∑

µ=1

( n∑

λ=1

aµα

n∑

λ=1

a
(k−1)
λµ xλ

)
.

Но по (57)
n∑

λ=1

a
(k−1)
λµ xλ = x(k−1)

µ ;

следовательно:

x(k)
α =

n∑

µ=1

aµαx(k−1)
µ . (58)

Теперь составим следующее произведение:
∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 . . . xn

x′
1 x′

2 . . . x′
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(n−1)
1 x

(n−1)
2 . . . x

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − r a12 . . . a1n

a21 a22 − r . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − r

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где второй сомножитель — левая часть нашего векового уравнения. Комбинируя
строки множимого со столбцами множителя и применяя формулу (58), найдем,
что это произведение равно




x′
1 − rx1 x′

2 − rx2 . . . x′
n − rxn

x′′
1 − rx′

1 x′′
2 − rx′

2 . . . x′′
n − rxn1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(n)
1 − rx

(n−1)
1 x

(n)
2 − rx

(n−1)
2 . . . x

(n)
n − rx

(n−1)
n


 .

Этот детерминант (§ 30, VI) можно представить в виде:




1 x1 x2 . . . xn

0 x′
1 − rx1 x′

2 − rx2 . . . x′
n − rxn

0 x′′
1 − rx′

1 x′′
2 − rx′

2 . . . x′′
n − rx′

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 x
(n)
1 − rx

(n−1)
1 x

(n)
2 − rx

(n−1)
2 . . . x

(n)
n − rx

(n−1)
n




;

в этом новом детерминанте прибавим к элементам 2-й строки элементы 1-й, умно-
женные на r (§ 30, V, следствие 2); после этого прибавим к элементам 3-й строки
элементы 2-й, умноженные на r; после этого прибавим к элементам 4-й строки
элементы 3-й, умноженные на r, и т. д.; получим:




1 x1 x2 . . . xn

r x′
1 x′

2 . . . x′
n

r2 x′′
1 x′′

2 . . . x′′
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn x
(n)
1 x

(n)
2 . . . x

(n)
n




= Φ(r).
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Итак, вековое уравнение можно заменить уравнением Φ(r) = 0. Его левая
часть — детерминант (n+1)-го порядка, но неизвестное r входит только в первый
столбец.

Это преобразование возможно, если только детерминант
∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 . . . xn

x′
1 x′

2 . . . x′
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(n−1)
1 x

(n−1)
2 . . . x

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣

отличен от нуля; таким образом значения наших параметров x1, x2, . . . , xn следует
выбрать так, чтобы названный детерминант не обратился в нуль. Это возможно
всегда за исключением случая, когда он тождественно равен нулю. Однако этого
случая мы здесь разбирать не будем.

Пример. Преобразовать уравнение
∣∣∣∣∣∣

3 − r 2 1
−1 2 − r 2
2 1 1 − r

∣∣∣∣∣∣
= 0

способом Крылова и Лузина.

Здесь n = 3, A =

∣∣∣∣∣∣

3 2 1
−1 2 2
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
; находим

A2 =

∣∣∣∣∣∣

9 11 8
−1 4 5
7 7 5

∣∣∣∣∣∣
, A3 =

∣∣∣∣∣∣

32 48 39
3 11 12
24 33 26

∣∣∣∣∣∣
.

Пусть x1 = 1, x2 = x3 = 0; тогда по (57) x
(k)
α = a

k)
1α, или x′

1 = 3, x′
2 = 2,

x′
3 = 1, x′′

1 = 9, x′′
2 = 11, x′′

3 = 8, x′′′
1 = 32, x′′′

2 = 48, x′′′
3 = 39. Следовательно,

преобразованное уравнение будет
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0
r 3 2 1
r2 9 11 8
r3 32 48 39

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Замечание. Мы видим, что при таком выборе значений x1, x2, x3 нам доста-
точно знать только первые строки в A2 и A3.

Упражнения

218) Преобразовать способом Крылова и Лузина уравнение:
∣∣∣∣
2 − r −8

4 5 − r

∣∣∣∣ = 0.

Отв. ∣∣∣∣∣∣

1 1 0
r 2 −8
r2 −28 −56

∣∣∣∣∣∣
= 0.
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§ 172. Некоторые частные виды матриц. Симметрической матрицей
называется такая матрица, которая не изменяется от перестановки строк со столб-
цами, т. е. которая тождественна со своей транспонированной (§ 160):

A = A′.

Иными словами, симметрическая матрица симметрична относительно своей диа-
гонали; если A = (aαβ), то для симметрической матрицы aαβ = aβα для всех α и
β.

Полусимметрической (иначе — косой симметрической, альтернирующей) мат-
рицей называется матрица, меняющая знак от перестановки строк со столбцами;
иными словами, это такая матрица B, что:

B′ = −B.

Если B = (bαβ), то bαβ = −bβα для всех α и β; отсюда, в частности, следует при
α = β, что bαα = −bαα = 0, т. е. в полусимметрической матрице все диагональные
элементы равны нулю.

Пусть P — любая квадратная матрица, P ′ — ее транспонированная; тогда
легко видеть, что A = P + P ′ есть симметрическая, а B = P − P ′ — полусиммет-
рическая матрица. Но отсюда, обратно:

P =
1

2
(A + B) =

1

2
A +

1

2
B.

Очевидно, что
1

2
A тоже симметрическая, a

1

2
B — полусимметрическая матри-

цы. Следовательно, всякая квадратная матрица представляется в виде суммы
симметрической и полусимметрической матриц.

Докажем однозначность этого представления. Пусть

P = S + T,

где S — симметрическая (т. е. S ′ = S), а T — полусимметрическая (т. е. T ′ = −T ).
Тогда мы имеем:

P ′ = S − T.

Отсюда

S =
1

2
(P + P ′

=

1

2
A, T =

1

2
(P − P ′) =

1

2
B,

что и доказывает однозначность представления,
До сих пор мы не ставили никаких условий для элементов наших матриц: эти

элементы могли быть любыми комплексными числами. Нами мы в данной матрице
A заменим все ее элементы aαβ сопряженными комплексными числами aαβ (если
в частности aαβ вещественна, то, конечно, aαβ = aαβ), то получим сопряженную с
A матрицу A.

Эрмитовой матрицей 86 называется такая матрица, которая при перестановке
строк со столбцами переходит в свою сопряженную; иначе, это такая матрица A,
для которой транспонированная совпадает с сопряженной, т. е.

A′ = A.
86По фамилии французского математика Эрмита (Hermite), который ввел в рассмотрение та-

кие матрицы.
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Таким образом для нее aαβ = aβα; в частности, при α = β aαα = aαα, и, следова-
тельно, все ее диагональные элементы вещественны.

Заметим, что если все элементы эрмитовой матрицы вещественны, то такая
эрмитова матрица является симметрической.

§ 173. Ортогональные матрицы. Так называются матрицы A = aαβ, отли-
чающиеся свойством

AA′ = E, (59)

иными словами:
A′ = A−1. (59a)

Уравнение (59) равносильно таким уравнениям:

n∑

λ=1

aαλaβλ = eαβ, (59b)

где, как и раньше, eαβ = 1 при α = β и eαβ = 0 в остальных случаях. Уравне-

ний (59б) всего
n(n + 1)

2
; их выражают словами, говоря, что строки матрицы A

образуют нормирование-ортогональную систему. Но из (59) следует также:

A/A = E, (59)

и обратно. Уравнение (59в) дает:

n∑

λ=1

aλαaλβ = eαβ, (59)

эти
n(n + 1)

2
уравнений показывают, что и столбцы матрицы A образуют нормиро-

ванно-ортогональную систему. Итак, мы видим, что ортогональность столбцов
матрицы вытекает из ортогональности строк, и обратно.

Далее, из (59) и из того, что |A′| = |A|, следует:

|A|2 = 1, т. е. = ±1.

Если |A| = +1, то ортогональная матрица A называется собственно ортогональ-
ной; если |A| = −1, то A — несобственно ортогональная матрица.

Пусть A и B две ортогональные матрицы, т. е. A−1 = A′; B−1 = B′; тогда
B−1A−1 = B′A′; по (22) § 158 и по теореме § 160 это дает:

(AB)−1 = (AB)′,

т. е. произведение двух ортогональных матриц — тоже ортогональная матри-
ца. Очевидно, далее, что произведение двух собственно ортогональных или двух
несобственно ортогональных матриц — собственно ортогональная матрица, а про-
изведение собственно ортогональной на несобственно ортогональную, или, обрат-
но, — несобственно ортогональная матрица. Единичная матрица E собственно ор-
тогональная, ибо E−1 = E ′ = E, |E| = 1. Наконец, совершенно очевидно, что если
A — ортогональная матрица, то и A−1 тоже, ибо (A−1)−1 = (A′)′ = A.
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Из всего этого следует, что все ортогональные матрицы данного порядка со-
ставляют группу, а из них собственно ортогональные составляют подгруппу этой
группы.

Рассмотрим теперь ортогональную подстановку; т. е. линейную подстановку с
ортогональной матрицей A. Соотношение (59) показывает, что такая подстановка
контрагредиентна к своей обратной [§ 167, (44)], а отсюда и из (45) следует, что
если (x) = A(y), то

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n = y2

1 + y2
2 + . . . + y2

n. (60)

Это легко проверить непосредственно:

xα =
n∑

β=1

aαβyβ,

n∑

α=1

x2
α =

n∑

α=1

( n∑

β=1

aαβyβ

)2

=
n∑

α=1

n∑

β,γ=1

aαβaαγyβyγ,

или
n∑

α=1

x2
α =

n∑

β,γ=1

yβyγ

n∑

α=1

aαβaαγ .

Ho no (59г)
n∑

α=1

aαβaαγ = eβγ; следовательно:

n∑

α=1

x2
α =

n∑

β,γ=1

eβγyβyγ =
n∑

β=1

y2
β,

и равенство (60) доказано. Равенство (60) показывает, что выражение x2
1 + x2

2 +
. . . + x2

n есть инвариант для группы ортогональных подстановок. Обратно, пусть
нам дано теперь (60), и мы ищем все линейные подстановки, для которых (60)
выполнено; пусть

xα =
n∑

β=1

aαβyβ (α = 1, 2, . . . , n)

такая подстановка; подставляя в (60) вместо xα эти выражения, найдем:

n∑

α=1

n∑

β,γ=1

aαβaαγyβyγ =
n∑

β=1

y2
β,

или
n∑

β,γ=1

yβyγ

n∑

α=1

aαβaαγ =
n∑

β,γ=1

eβγyβyγ,

а так как yλ — независимые переменные, то коэфициенты при yβyγ должны быть

равны, т. е.
n∑

α=1

aαβaαγ = eβγ. Но это равносильно условию (59в), и значит наша

подстановка или матрица A = (aαβ) должна быть ортогональна.
Название «ортогональная» подстановка имеет геометрическое происхождение:

пусть x1, x2, . . . , xn координаты точки в n-мерном пространстве при ортогональной
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системе координат; тогда ортогональная подстановка преобразовывает эту систе-
му координат в ортогональную же. Так, в случаях n = 2 и n =3 формулы (59)
(59г) обращаются в известные из аналитической геометрии формулы преобразова-
ния прямоугольных координат. При этом при |A| = +1 мы имеем просто вращение
системы координат из старого положения в новое, а в случае |A| = −1 мы имеем
вращение вместе с отражением (при n = 2 — от прямой, при n = 3 — от плоскости).
Выражение

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n

есть расстояние точки (x1, x2, . . . , xn) от точки 0; естественно, что при перемене
координат оно не должно меняться.

Унитарная матрица находится в таком же соотношении с ортогональной, в
каком эрмитова матрица — с симметрической. Определяется унитарная матрица
A = (aαβ) формулой:

AA
′
= E (61)

или
A

′
= A−1 или A′ = A

−1
(61)

или
n∑

λ=1

aαλaβλ = eαβ =; (61)

в частности при α = β
n∑

λ=1

|aαβ|2 = 1.

Равенств (61б) и здесь всего
n(n + 1)

2
. Формула (61) равносильна такой:

A
′
A = E (61)

или
n∑

λ=1

aλαaλβ = eαβ; (61)

в частности
n∑

λ=1

|aλα|2 = 1.

Абсолютная величина детерминанта |A| и здесь равна единице; произведение двух
унитарных матриц тоже унитарная матрица. Для унитарных преобразований вы-
ражение

x1x1 + x2x2 + . . . + xnxn = |x1|2 + |x2|2 + . . . + |xn|2

является инвариантом (предлагается читателю проверить это вычислением — со-
вершенно аналогично выводу подобного же свойства ортогональных преобразова-
ний).

Если элементы унитарной матрицы все вещественны, то она совпадает с орто-
гональной.
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Упражнение

219) Доказать, что матрица
1

22




12 4 18
12 −18 −4
14 12 −12


 ортогональна.

§ 174. Квадратичные формы. Квадратичная форма есть однородная функ-
ция второй степени от n переменных x1, x2, .., xn; обозначим ее так:

F = a11x
2
1 + a22x

2
2 + . . . + annx

2
n + 2a12x1x2 + 2a13x1x3+

+ 2a23x2x3 + . . . =
n∑

α,β=1

aαβxαxβ,

причем предполагаем, что aαβ = aβα.
Матрица этой формы A = (aαβ) — симметрическая (§ 172).
Мы видим, что квадратичная форма получается из билинейной, если в послед-

ней оба ряда переменных тождественны друг другу: yα = xα.
Произведем в нашей форме линейную подстановку P = (pα):

xα =
n∑

κ=1

pακ
u

κ
;

получим:

xαxβ =
n∑

κ,λ=1

pακ
pβλuκ

uλ

и наша форма перейдет в форму:

G =
∑

α,β,κ,λ

aαβpακ
pβλuκ

uλ =
∑

κ,λ

b
κλuκ

uλ,

где
b

κκ
=

∑

α,β

aαβpακ
pβκ

,

а коэфициент при u
κ
uλ (κ 6= λ) есть

2b
κλ =

∑

α,β

aαβpακ
pβλ +

∑

α,β

aαβpαλpβκ
=

∑

α,β

aαβpακ
pβλ+

+
∑

α,β

aβαpβλpακ
= 2

∑

α,β

aαβpακ
pβλ,

ибо
aβα = aαβ.

Следовательно, и при κ 6= λ

b
κλ =

∑

α,β

aαβpακ
pβλ.
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Если обозначим B = (b
κλ), то B = P ′AP ; матрица B тоже симметрическая,

ибо B′ = B. Далее
|B| = |A| · |P |2. (62)

Если |A| 6= 0, то и |B| 6= 0; ранг ≤ ранга A. Говорят, что G заключается или
содержится в F ; F содержит G. Если и G содержит F , то F и G эквивалентны; в
этом случае ранги матриц A и B равны. Если |P | 6= 0, то находим: A = (P−1)′BP−1,
т. е. A и B эквивалентны. Следовательно, теоремы 1 и 2 § 164 верны 87 и для
квадратичных форм. Мы докажем, что и теоремы 4 и 5 верны для квадратичных
форм. Для этого докажем теорему, аналогичную теореме 3 § 164.

Теорема. Всякую квадратичную форму ранга r можно линейной подста-
новкой с детерминантом, не равным нулю, преобразовать к нормальной форме:
H = x2

1 + x2
2 + . . . + x2

r.
Воспользуемся леммой § 164.
Здесь

Rk =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k F1

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 . . . akk Fk

F1 . . . Fk F

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где

Fα = Xα − Yα =
1

2

∂F

∂xα

=
n∑

β=1

aαβxβ.

Rk — квадратичная форма, зависящая от xk+1, . . . , xn; если ранг F = r ≤ k, то
Rk ≡= 0. Например, при k = 1

R1 =

∣∣∣∣
a11 F1

F1 F

∣∣∣∣ = a11F − F 2
1 = a11

n∑

α,β=1

aαβxαxβ −
[ n∑

α,β=1

aαβxβ

]2

; (63)

отсюда видно, что члены с x1 действительно сокращаются.
Различим два случая:
1. Не все диагональные элементы в A равны нулю, например aαα 6= 0; тогда

переставляем x1 с xα и достигаем того, что aαα будет стоять на первом месте. Та-
ким образом, не нарушая общности, можно положить a11 6= 0. Применяя формулу
(63), имеем a11F = F 2

1 + R1. Вводим F1 вместо x1, т. е. производим подстановку:

F1 = a11x1 + a12x2 + + . . . + a1nxn, x2 = x2, . . . , xn = xn;

ее детерминант: 


a11 a12 a13 . . . a1n

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1




= a11 6= 0.

Теперь подставляем
F1√
a11

= u1 и получаем: F = u2
1+

1

a11

R1, где
1

a11

R1 — форма

от x2, . . . , xn.

87Только здесь преобоазование совершается не двумя, а одной линейной подстановкой.
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2. Все диагональные элементы aαα = 0. В этом случае рассмотрим детерми-
нанты второго порядка такого вида:

∣∣∣∣
aαα aαβ

aβα aββ

∣∣∣∣ = −a2
αβ

(это — так называемые «главные» детерминанты второго порядка); они не все
равны нулю, так как иначе все элементы aαβ в A были бы равны нулю. В таком
случае, не нарушая общности, можно положить:

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0.

Берем тогда:

R2 =

∣∣∣∣∣∣

0 a12 F1

a21 0 F2

F1 F2 F

∣∣∣∣∣∣
= −a2

12F + 2a12F1F2.

(Это — квадратичная форма от x3, . . . , cn; следовательно:

F =
2

a12

F1F2 −
1

a2
12

R2.

Мы ввели F1 и ? вместо x1 и x2, т. е. сделали подстановку:

F1 = 0 · x1 + a12x2 + a13x3 + . . . ,

F2 = a21x1 + 0 · x2 + a23x3 + . . . ,

x3 = x3,

. . . . . . . ,

xn = xn.

Детерминант ее:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 a13 a14 . . . a1n

a21 0 a23 a24 . . . a2n

0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
0 a12

a21 0

∣∣∣∣ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −a2

12 6= 0.

Можно написать:

F =
1

2a12

(F1 + F2)
2 − 1

2a12

(F1 − F2)
2 + F ′

1, (64)

где

F ′
1 = − 1

a2
12

R2.

Обозначим
F1 + F2√

2a12

= u1,
F1 − F2√
−2a12

= u2
2;
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тогда
F = u2

1 + u2
2 + F ′,

где F ′ — форма от x3, . . . , xn, с которой мы поступаем также одним из двух
указанных способов. Таким образом в конце концов мы преобразуем форму F
в H = u2

1 + u2
2 + . . . + u2

r.
Из этой теоремы, как уже было указано, вытекают теоремы, аналогичные тео-

ремам 4 и 5 § 164.

§ 175. Закон инерции квадратичных форм. В предыдущих рассуждениях
коэфициенты как самых форм, так и применяемых подстановок предполагались
любыми комплексными числами, равно как и наши переменные могли принимать
комплексные значения. В настоящем параграфе мы ограничиваемся областью ве-
щественных чисел. Этим мы суживаем понятие эквивалентности форм: формы с
вещественными коэфициентами мы считаем эквивалентными, если каждая из них
может быть преобразована в другую посредством линейной подстановки с веще-
ственными же коэфициентами. В этом смысле формы, имеющие один и тот же
ранг, могут не быть эквивалентными. Выясним, какое же будет здесь необходимое
и достаточное условие эквивалентности форм.

В случае первом § 174 мы брали
F1√
a11

= u1; теперь мы можем так положить

только при a11 > 0; если же a11 < 0, то мы положим
F1√−a11

= u1 и тогда получим

F1 = −u2
1 +

1

a11

R1.

В случае втором § 174 мы имели (64), где первые два члена в правой части
имеют разные знаки, т. е. F в этом случае всегда представляется в виде F =
u2

1 − u2
2 + F ′.

Следовательно, форма F всегда преобразовывается в следующую нормальную
форму:

ε1u
2
1 + ε2u

2
2 + . . . + εru

2
r,

где ελ = ±1, причем детерминант применяемой подстановки не равен нулю.
Предположим, что из всех ελ p равны +1, a q равны −1. Конечно, p + q = r

(в частных случаях p или q может быть равно нулю). Перенумеровав иначе наши
временные, мы получим нормальную форму в таком виде:

H = u2
1 + u2

2 + . . . + u2
p − u2

p+1 − u2
p+2 − . . . − u2

p+q.

Пусть G другая квадратичная форма с тем же рангом r, которая преобразо-
вывается в такую нормальную форму:

H ′ = v2
1 + v2

2 + . . . + v2
p′ − v2

p′+1 − v2
p′+2 − . . . − v2

p′+q′ ,

где тоже p′ + q′ = r. Если p′ = p, q′ = q; то F и G, очевидно, эквивалентны.
Возникает вопрос: могут ли F и G быть эквивалентными при p′ 6= p и, следо-

вательно, q′ 6= q? Докажем следующее:
Теорема. Если форма H содержит H ′; то должно быть p ≥ p′, q ≥ q′.
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Доказательство. Пусть p < p′. Если H содержит H ′; то существует подста-
новка:

uα =
n∑

β=1

kαβvβ (α = 1, 2, . . . , n),

переводящая H в H ′ 88; т. е., сделав эту подстановку, мы должны получить тож-
дество:

u2
1 + u2

2 + . . . + u2
p − u2

p+1 − u2
p+2 − . . . − u2

p+q =

= v2
1 + v2

2 + . . . + v2
p′ − v2

p′+1 − v2
p′+2 − . . . − v2

p′+q′ ,

или
u2

1 + u2
2 + . . . + u2

p + v2
p′+1 + v2

p′+2 + . . . + v2
p′+q′ =

v2
1 + v2

2 + . . . + v2
p′ + u2

p+1 + u2
p+2 + . . . + u2

p+q;
(65)

если p < p′, то p + q′ + (n − p′ − q′) < p′ + q′ + (n − p′ − q′) = n.
Следовательно, число переменных:

u1, . . . , up, vp′+1, . . . , vp′+q′ , vp′+q′+1, . . . , vn

меньше, чем n. Но эти переменные можно рассматривать как линейные однород-
ные функции от v1, v2 . . . , vn. Берем систему линейных однородных уравнений:

u1 = 0, . . . , up = 0, vp′+1 = 0, . . . , vn = 0 (66)

с n неизвестными v1, v2, , . . . , vn; число уравнений меньше n; следовательно, ранг
матрицы коэфициентов этой системы меньше n; следовательно, эта система имеет
решения, в которых не все неизвестные равны нулю [§ 41 (14)], и при этом, конечно,
вещественные решения. Подставим эти решения v1, v2, . . . , vn в (65); в таком случае
левая, а следовательно, и правая часть (65) обратятся в нуль; но правая часть
есть сумма квадратов вещественных чисел; следовательно, каждый квадрат будет
равен нулю, и мы получим:

v1 = 0, . . . , vp′ = 0;

но мы уже имеем по (66) vp′+1 = 0, . . . , vn = 0; следовательно, все количества
v1, v2, . . . , vn будут равны нулю, тогда как мы только что вывели, что они не все
равны нулю. Следовательно наше предположение о том, что p < p′; неверно: p ≥ p′.
Совершенно так же мы докажем, что q ≥ q′.

Следствие. Если H и H ′ эквивалентны, то p′ = p, q′ = q.
Отсюда непосредственно следует, что F н G тогда и только тогда эквивалент-

ны, если у них p′ = p, q′ = q. Или:
Каким бы вещественным образом мы ни преобразовывали нашу (веществен-

ную) квадратичную форму F в алгебраическую сумму квадратов, числа получа-
ющихся при этом положительных квадратов (p) и отрицательных квадратов
(q) одни и те же для всех способов преобразований.

Эта теорема известна под именем закона инерции квадратичных форм. Числа
p и q являются, таким образом, инвариантами относительно всех вещественных

88Хотя H и H ′ фактически зависят от меньшего, чем n, числа переменных, но мы должны
помнить, что общее число переменных у нас n.
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линейных преобразований. Число p называется положительным индексом инер-
ции, q называется отрицательным индексом инерции; p − q = s — сигнатура
квадратичной формы.

Пример. Привести к нормальному виду форму:

F = 3x2
1 − x3

2 + 2x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 6x2x3.

Имеем здесь F1 =
1

2

∂F

∂x1

= 3x1 + 2x2 − x3; найдем вычислением:

3F − F 2
1 = F ′ = −7x2

2 + 5x2
3 − 14x2x3.

Следовательно:
3F = F 2

1 − 7x2
2 + 5x2

3 − 14x2x3;

этим мы произвели подстановку:

x1 =
1

3
F1 −

2

3
x2 +

1

3
x3, = x2 = x2, x3 = x3,

или 


1

3
−2

3

1

3

0 1 0

0 0 1


 .

Берем теперь
F ′ = −7x2

2 + 5x2
3 − 14x2x

3;

обозначим

F2 =
1

2

∂F

∂x2

= −7x2 − 7x3;

вычисляем
−7F ′ − F 2

2 = −84x2
3;

следовательно:

F =
1

3
F 2

1 − 1

21
F 2

2 + 4x2
3;

этим мы произвели подстановку:

F1 = F1, x2 = −1

7
F2 − x3, x3 = x3,

или 


1 0 0

0 −1

7
−1

0 0 1


 ;

теперь вводим

F1 =
√

3 · u1, F2 =
√

21 · u2, x3 =
1

2
u3;
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тогда
F = u2

1 − u2
2 + u2

3;

этим мы произвели подстановку:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
3 0 0

0
√

21 0

0 0
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Теперь найдем подстановку, которая прямо переводит F в нормальный вид
u2

1 − u2
2 + u2

3; это

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

3
−2

3

1

3

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

0 −1

7
−1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
3 0 0

0
√

21 0

0 0
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1√
3

2√
21

1

2

0 −
√

3

7
−1

2

0 0
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

или

x1 =
u1√
3

+
2u2√
21

+
u3

2
, x2 = −

√
3

7
u2 −

u3

2
, x3 =

u3

2
.

Рекомендуем произвести фактически эту подстановку в форме F , проверив
тем самым наши вычисления.

В данном, случае p = 2, q = 1, r = 3, s = 1.
Обратим внимание на вещественные квадратичные формы, у которых отри-

цательный индекс инерции равен нулю; такие формы преобразовываются в сумму
квадратов: следовательно, они ни при каких вещественных значениях переменных
не могут быть отрицательными. Если кроме этого ранг формы равен числу ее пе-
ременных n, то такая форма преобразовывается в сумму n квадратов; она при
всяких вещественных значениях своих аргументов положительна и равна нулю,
если только все ее аргументы равны нулю. Такая форма называется определенной
положительной.

Упражнения

220) Привести к нормальному виду форму:

F = 4x2
1 + 2x2

2 − 6x2
3 + 6x1x2 + 10x1x3 + 4x2x3

и найти соответствующую подстановку.
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Отв. u2
1 − u2

2,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

2

3

2
4

0 −2 −7

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

221) То же самое для формы:

F = ax1x2 − 2x1x3 + 2x2x3.

Отв. u2
1 − u2

2 + u2
3,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

0 0
1√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

§ 176. Эрмитовы формы. Так называются формы вида:

F =
n∑

α,β=1

aαβxαxβ,

коэфициенты которых удовлетворяют условию

aαβ = aβα.

Матрица такой формы — эрмитова (§ 172). По существу эрмитова форма есть би-
линейная форма с эрмитовой матрицей, причем оба ряда переменных всегда имеют
значения, сопряженные (как комплексные числа) друг другу (число переменных
первого ряда и второго ряда — одинаково). Если давать переменным веществен-
ные значения, то форма Эрмита обращается в квадратичную; если, кроме того,
все коэфициенты формы вещественны, то матрица ее — симметрическая, и такая
форма ничем не отличается от вещественных квадратичных форм.

Все, что говорилось о квадратичных формах, можно почти дословно приме-
нить к эрмитовым формам. Сделаем, например, в данной эрмитовой форме ли-
нейную подстановку

P = (pαβ или xα =
n∑

α=1

pακ
u

κ
(α = 1, 2, . . . , n).

Тогда xβ =
n∑

λ=1

aαβpακ
pλ = b

κλ и подставляя это в данную форму, найдем:

n∑

α,β=1

aαβ

( n∑

κ=1

pακ
u

κ

)( n∑

λ=1

pβλuλ

)
=

n∑

κ,λ=1

u
κ
uλ

n∑

α,β=1

aαβpακ
pβλ.

Обозначим:
n∑

α,β=1

aαβpακ
pβλ = b

κλ; это — коэфициент при u
κ
uλ; тогда коэфициент

при uλuκ
будет:

n∑

α,β=1

aαβpαλpβκ
=

n∑

α,β=1

aβαpβκ
pαλ = b

κλ,
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ибо aαβ = aβα. Таким образом матрица B = (bαβ) тоже эрмитова, т. е. и новая
форма, в которую перейдет F :

G =
n∑

κ,λ=1

b
κλuκ

uλ

эрмитова. Если обозначим A = (aαβ), то между матрицами A к B существует, как
показывает формула для b

κλ, соотношение:

B = P ′AP.

Эквивалентность эрмитовых форм определяется совершенно так же, как и квадра-
тичных. Далее, совершенно так же, как и для квадратичных форм, доказывается,
что эрмитова форма приводится к нормальному виду; только здесь мы определя-
ем:

Xβ =
∂F

∂xβ

=
n∑

α=1

aαβxα;

тогда

X =
∂F

∂xα

=
n∑

β=1

aαβxβ =
n∑

β=1

aβαxβ.

Если не все диагональные элементы равны нулю, то, не нарушая общности, можно
положить: a11 6= 0. В таком случае берем: a11F = X1X1 + a11F

′, где F ′ эрмито-
ва форма, зависящая только от x2, . . . , xn, x2, . . . , xn. Если же все диагональные
элементы равны нулю, то, не нарушая общности, можно положить:

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
0 a12

a21 0

∣∣∣∣ = −a12a12 = −|a12|2 6= 0.

В таком случае берем:

R2 =

∣∣∣∣∣∣

0 a12 X1

a21 0 X2

X1 X2 F

∣∣∣∣∣∣
= −|a12|2F + a12X1X2 + a12X1X2;

отсюда

F =
1

a12

X1X1 +
1

a12

X1X2 −
1

|a12|2
R2,

причем R2 эрмитова форма, зависящая только от x3, . . . , xn, x3, . . . , xn.
Положим теперь:

√
2X1 = u1 + u2,

√
2

a12

X2 = u1 − u2;

тогда:

F = u1u1 − u2u2 −
1

|a12|2
R2.

Отсюда легко следует, что линейной подстановкой с детерминантом, отличным
от нуля, мы эрмитову форму F переведем в «нормальную»:

H = ε1u1u1 + ε2u2u2 + . . . + εrurur = ε1|u1|2 + ε2|u2|2 + . . . + εr|ur|2,
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где ε1, ε2, . . . , εr равны частью +1, частью −1, r есть ранг формы F (т. е. матрицы
A).

Далее, совершенно так же, как и для вещественных квадратичных форм, до-
казывается для эрмитовых форм закон инерции.

Если r = n и все ελ = +1, то эрмитова форма называется определенной поло-
жительной; она имеет положительные значения при всех значениях переменных,
кроме того случая, когда все переменные равны нулю: тогда и только тогда и
значение формы есть нуль.

Пример. Привести к нормальному виду форму:

F = x1x1 + (1 + i)x1x2 − 3ix1x3 + (1 − i)x2x1 + 3ix3x1 + 2x2x2.

Имеем:

X1 = x1 + (1 − i)x2 + 3ix3,

F ′ = F − X1X1 = 9x3x3 − 3(1 + i)x2x3 − 3(1 − i)x3x2,

X2 = 9x3 − 3(1 + i)x2,

F ′′ = F ′ − 1

9
X2X2 = 2x2x2.

Итак:

F = X1X1 +
1

9
X2X2 + 2x2x2.

Положим теперь X1 = u1,
1

3
X2 = u2,

√
2 x2 = u3; тогда F примет вид:

H = u1u1 + u2u2 + u3u3.

Подстановка, примененная нами, имеет вид:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −i 0

0 0
1√
2

0
1

3

1 + i

3
√

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

§ 177. Ортогональное преобразование квадратичной формы. Итак,
квадратичная вещественная форма преобразовывается линейной подстановкой к
такому виду:

r1u
2
1 + r2u

2
2 + . . . + rnu

2
n. (67)

В § 175 мы видели, что rλ = ±1, а если ранг формы меньше n, то некоторые из rλ

равняются нулю. Будем считать rλ какими-то вещественными числами (не обяза-
тельно равными ±1) и докажем, что всякая вещественная квадратичная форма
может быть приведена к виду (67) посредством вещественной линейной ортого-
нальной подстановки. На языке матриц это значит, что всякая вещественная сим-
метрическая матрица подобна диагональной матрице (§ 166), причем преобразо-
вывается в эту диагональную матрицу посредством вещественной ортогональной
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матрицы. Это следует из того, что матрица формы (67) — диагональная, именно:
[r1, r2, . . . , rn], и что если P — ортогональная матрица, то P ′ = P−1 [§ 173 (59а)].

Если A = (aαβ) матрица данной квадратичной формы (т. е. aαβ = aβα), а
P = (pαβ)— искомая ортогональная матрица, преобразовывающая матрицу A в
диагональную, то имеем:

P−1AP = [r1, r2, . . . , rn],

или
AP = P · [r1, r2, . . . , rn]. (68)

Это дает уравнения:

n∑

β=1

aαβpβ = pαγrγ (α, γ = 1, 2, . . . , n), (68)

или, иначе:
(a11 − rγ)p1γ + a12p2γ + . . . + a1npnγ = 0,

a21p1γ + (a22 − rγ)p2γ + . . . + a2npnγ = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1p1γ + an2p2γ + . . . + (ann − rγ)pnγ = 0.





(68)

Но при данном γ это — те же уравнения, что и (47) в § 169; так как P —
неособенная матрица (ибо |P | = ±1, как для всякой ортогональной матрицы), то
p1γ, p2γ , . . . , pnγ ни при каком γ не могут все равняться нулю; следовательно (§ 33),
детерминант системы (68б) должен равняться нулю; а это нам дает характеристи-
ческое уравнение (§ 169) для rγ , следовательно, rγ — характеристическое число
матрицы A. Докажем предварительно следующее:

Теорема. Все характеристические числа вещественной симметрической мат-
рицы вещественны.

Доказательство. Найдя одно из характеристических числел rγ , мы найдем из
(68а) и p1γ, p2γ , . . . , pnγ (мы еще не знаем, вещественны ли они). Умножаем теперь
уравнения (68а) на pαγ и суммируем по α:

n∑

α,β=1

aαβpαγpβγ = rγ

n∑

α=1

pαγpαγ = rγ

n∑

α=1

|pαγ|2.

Правая сумма в полученном равенстве вещественна; докажем, что и левая часть
вещественна; в самом деле, она равна своей сопряженной:

n∑

α,β=1

aαβpαγpβγ,

ибо aαβ = aβα. Но отсюда следует, что и rγ вещественно, что и требовалось дока-
зать.

Замечание. Совершенно тем же способом можно доказать, что и у эрмитовой
матрицы все характеристические числа вещественны.
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Пусть теперь rγ и rδ — два различных корня характеристического уравнения
для A, и мы нашли соответственно им два ряда чисел:

p1γ , p2γ, . . . , pnγ, и p1δ, p2δ, . . . , pnδ.

Мы теперь знаем, что все эти числа вещественны, ибо rγ и rδ вещественны; до-
кажем, что эти два ряда ортогональны друг к другу. Для этого уравнение (68а)
умножаем на pαδ и суммируем по α; точно так же уравнение, аналогичное (68а),
только со значком не γ, а δ, умножаем на pαγ и суммируем по α; получаем:

n∑

α,β=1

aαβpβγpαδ = rγ

n∑

α=1

pαγpαδ,

n∑

α,β=1

aαβpβδpαγ = rδ

n∑

α=1

pαδpαγ.

Левые части этих равенств одинаковы, ибо aαβ = aβα; значит и правые тоже оди-
наковы, откуда

(rγ − rδ)
n∑

α=1

pαγpαδ = 0;

так как rγ 6= rδ, то, следовательно:

n∑

α=1

pαγpαδ = 0,

а это и есть условие ортогональности вышеприведенных рядов.

Если
n∑

α=1

p2
αγ = k 6= 1 (и, конечно, k > 0), то делим все pαγ (при α = 1, 2, . . . , n)

на
√

k; это не нарушает ни уравнения (69б), ни условия ортогональности с pαδ, но

теперь новые pαγ дают
n∑

α=1

p2
αγ = 1. Говорят, что мы нормировали ряд pαγ (α =

1, 2, . . . , n). Так мы можем нормировать и каждый наш ряд p1δ, p2δ, . . . , pnδ.
Если все n характеристических чисел r1, r2, . . . , rn матрицы A различны, то

мы имеем и n различных, ортогональных друг к другу и нормированных рядов
pγ, p2γ , . . . , pnγ (γ = 1, 2, . . . , n); считая эти ряды столбцами, строим матрицу P =
(pαβ), которая будет ортогональна и удовлетворит равенству (68).

В случае кратных характеристических чисел преобразование усложняется; по-
кажем, как его вести в этом случае. Пусть r1 — какое-нибудь характеристиче-
ское число матрицы A; найдем из (68б) (при γ = 1) p11, p21, . . . , pn1 (и нормируем
их). Построим теперь какую-нибудь ортогональную матрицу с первым столбцом
p11, p21, . . . , pn1

89, обозначим ее через Q; тогда

B = Q−1AQ

тоже будет симметрической матрицей. Иначе:

AQ = QB.

89Я не останавливаюсь на довольно простом доказательстве возможности этого построения.
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Но по (68а) первый столбец левого (а значит и правого) произведения есть: p11r1,
p21r1, . . . , pn1r1, а в правой части, в Q первый столбец есть p11, p21, . . . , pn1. Таким
образом, комбинируя строки в Q с первым столбцом в B, мы получаем каждый
раз p11r1 + 0 + 0 + . . ., p21r1 + 0 + 0 + . . ., . . . ; следовательно, в B первый столбец
таков: r1, 0, 0, . . . , 0; а так как B — симметрическая матрица, то и первая строка в
B такая же: r1, ), 0, . . . , 0. Таким образом B имеет вид:

B =




r 0 0 . . . 0
0 b22 b23 . . . b2n

0 b32 b33 . . . b3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 bn2 bn3 . . . bnn




.

Матрица (n − 1)-го порядка:

B1 =




b22 b23 . . . b2n

b32 b33 . . . b3n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
bn2 bn3 . . . bnn




также симметрическая. Проделывая с ней то же самое, мы постепенно превра-
тим ее в диагональную матрицу. Но это сводится к тому, что мы к A применяем
последовательно несколько ортогональных подстановок; а так как произведение
ортогональных подстановок — тоже ортогональная подстановка, то этим наше
предложение доказано.

Эти ортогональные преобразования квадратичных форм для случаев n = 2 и
n = 3 приходится делать в аналитической геометрии, когда мы, перенося начало
координат в центр кривой или поверхности 2-го порядка, желаем повернуть пря-
моугольные оси координат так, чтобы в уравнении этой кривой или поверхности
уничтожались члены, содержащие произведения координат. Вращение осей прямо-
угольных координат выражается аналитически ортогональной линейной подста-
новкой, при помощи которой мы и сводим наше уравнение к виду Ax2 +By2 = F в
случае кривой 2-го порядка, или к виду Ax2 +By2 +Cz2 = F в случае поверхности
2-го порядка.

§ 178. Одновременное приведение двух квадратичных форм. Мы
предполагаем, что одна из двух наших форм F и G положительная определен-
ная; пусть это, например, F . В таком случае мы можем преобразовать F в сумму
n квадратов (см. конец § 175):

F1 = x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n;

форма G от этого преобразования перейдет в некоторую квадратичную форму
G1. Теперь преобразовываем форму G1 посредством ортогональной подстановки
к виду:

r1x
2
1 + r2x

2
2 + . . . + rnx

2
n;

форма F1 при этом не изменит своего вида, ибо сумма квадратов переменных есть
инвариант относительно ортогональных подстановок. Соединяя теперь в одно два
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произведенных преобразования, мы видим, что при помощи одного этого комби-
нированного преобразования обе формы F и G приводятся к нормальному виду.
Это преобразование имеет большое значение в математической физике.

§ 179. Матрицы с целыми элементами. Рассматривая матрицы и соответ-
ствующие им билинейные формы с целыми коэфициентами, мы будем применять
к ним и линейные преобразования исключительно с целыми коэфициентами. Для
простоты мы будем рассматривать только квадратные матрицы, т. е. билинейные
формы, в которых оба ряда состоят из одинакового числа переменных. Вместо
самих форм мы будем брать их матрицы и будем говорить, что матрица A содер-
жит матрицу B, если существуют две матрицы P и Q с целыми коэфициентами
(так же, как и A и B), — такие, что

B = PAQ. (69)

Если не только A содержит B, но и B содержит A, то A и B называются эк-
вивалентными. Но это понятие эквивалентности уже, чем в § 164: если P и Q
неособенные матрицы, т. е. существуют P−1 и Q−1, то из этого еще не следует,
что A и B эквивалентны: надо еще чтобы у P−1 и Q−1 все элементы были целы-
ми (как и у P и Q). Точно так же, одинаковость рангов матриц A и B является
условием необходимым, но не достаточным для эквивалентности этих матриц. Це-
лью настоящего параграфа и является вывод необходимых и достаточных условий
эквивалентности «целочисленных» (как мы будем их называть) матриц.

Теорема. Если P — целочисленная матрица, то P−1 — тогда и только тогда
будет тоже целочисленной матрицей, если |P | = ±1.

Целочисленные матрицы с детерминантами ±1 называются унимодулярными;
они, очевидно, составляют группу (§ 27).

Доказательство. Если и P и P−1 — целочисленны, то P и |P−1| = 1
|P |

це-
лые числа, что возможно только при |P | = ±1. Обратно, если |P | = ±1, то P−1

целочисленна, что следует из формулы (17) § 157.
Обозначим через d1 общий наибольший делитель всех элементов матрицы A;

в таком случае [(31) § 163]
A = d1A1,

где A1 — целочисленная матрица, все элементы которой взаимно простые; такая
матрица называется первообразной. Заметим, что всякая унимодулярная матрица
первообразна.

Составим всевозможные детерминанты k-го порядка нашей целочисленной
матрицы A; все они имеют целые значения; обозначим через dk их общий наи-
больший делитель; dk называется детерминантным делителем k-го порядка; при
k = 1 он совпадает с определенным выше числом d1. Если r — ранг матрицы A,
то условимся считать dk = 0 при k > r. Для r = n, dn = |A|.

Так как всякий детерминант k-го порядка можно расположить по элементам
какого-нибудь ряда (§ 32), и коэфициентами этого разложения являются детер-
минанты (k − 1)-го порядка, то, следовательно, все детерминанты k-ro порядка, а
значит и их общий наибольший делитель dk делятся на dk. Итак, каждый из де-
терминантных делителей является делителем всех последующих детерминантных
делителей.
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Формула (69) показывает, что все элементы матрицы B делятся на d1, а из
доказательства последней теоремы § 156 заключаем, что детерминанты k-го по-
рядка матрицы B, являясь суммами произведений детерминантов k-го порядка
матриц P , A и Q, все делятся на dk; отсюда следует:

Теорема. Если матрица A содержит матрицу B 90, то детерминантные
делители матрицы B делятся на соответствующие детерминантные делители
матрицы A.

Следствие. Эквивалентные матрицы имеют одинаковые детерминантные де-
лители.

В дальнейшем мы увидим, что одинаковость детерминантных делителей есть
и достаточное условие для эквивалентности целочисленных матриц.

§ 180. Элементарные делители. Аналогично § 154 будем преобразовывать
целочисленные матрицы к «нормальному» виду при помощи элементарных пре-
образований, причем последние будем понимать в более узком смысле, нежели в
§ 154, а именно, этими элементарными преобразованиями теперь будут:

1. Перестановка двух строк или двух столбцов.
2. Умножение всех элементов строки или столбца на −1.
3. Прибавление к элементам строки или столбца соответствующих элементов

другой строки или столбца, умноженных на одно и то же целое число.
Легко видеть (из § 162), что эти преобразования достигаются умножением

данной матрицы справа и слева на унимодулярные матрицы.
При помощи этих преобразований будем нашу целочисленную матрицу A транс-

формировать следующим образом: переставляя строки и столбцы, поставим на
первое место наименьший по абсолютной величине элемент и с помощью преоб-
разования 2 сделаем его положительным. Это теперь будет наше a11. Если какой-
нибудь элемент первой строки (или столбца) a1λ (или aλ1) не делится на a11 и
a1λ = a11t + a′

1λ, (или aλ1 = a11t + a′
λ1, где t — неполное частное, a a′

1λ < a11 (или
a′

λ1 < a11) остаток, то к λ-му столбцу (или к λ-й строке) прибавляем первый, умно-
женный на −t, и вместо a1λ получаем a′

1λ (или вместо aλ1 получаем a′
λ1). Теперь

переставляем λ-й столбец (или строку) с первым, ибо a′
1λ (или a′

λ1) меньше, чем a11

и больше нуля. Затем опять смотрим, есть ли в первой строке (или столбце) эле-
мент, не делящийся на новое a11 и, если есть, снова проделываем ту же операцию.
Число этих операций будет конечно, ибо с каждой из них a11 уменьшается, остава-
ясь целым и ≥ d1 (общий наибольший делитель всех aαβ); т. е. рано или поздно мы
достигнем того, что все элементы первой строки и первого столбца будут делиться
на a11; тогда, отнимая от строк и столбцов первые строку и столбец, умноженные
на частные от делений a1λ и aλ1 на a11, мы обратим в нуль все элементы первой
строки и первого столбца кроме a11 и наша матрица примет вид




a11 0 . . . 0
0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 an2 . . . ann


 . (70)

90Во всех этих исследованиях мы имеем в виду исключительно целочисленные матрицы, и
понятия «содержания» и «эквивалентности» в том смысле, как мы определили в начале этого
параграфа.
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Теперь мы можем аналогичным путем достигнуть того, чтобы все aαβ делились
на a11, ибо если aαβ не делится на a11, то мы прибавим к первой строке α-ю,
так чтобы первая строка стала составлена из элементов a11, aα2, . . . , aαn, и вновь
произведем указанную выше операцию. В конце концов мы достигнем того, что в
(70) все aαβ будут делиться на a11; тогда, очевидно, будет: a11 = d1, ибо от всех этих
операций общий наибольший делитель d1 всех элементов матрицы A не изменится
(см. следствие в конце § 179).

Теперь то же самое проделываем с матрицей



a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . .
an2 . . . ann




и т. д. Таким образом мы в конце концов преобразуем нашу матрицу в матрицу
такого вида: 



e1 0 . . . 0
0 e2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . en


 = [e1, e2, . . . , en]. (71)

Если ранг r данной матрицы меньше n, то er+1 = . . . = en = 0. Каждое ek де-
лится на ek−1. Данная матрица A преобразовалась в «нормальную» матрицу (71)
элементарными преобразованиями, т. е. умножением справа и слева на унитарные
матрицы; т. е. A эквивалентна матрице (71).

Числа e1, e2, . . . , en называются элементарными делителями матрицы A; каж-
дый из них есть делитель всех последующих. Мы уже видели, что e1 = d1. Легко
видеть, что:

dk = e1e2 · · · ek. (72)

Действительно, взяв детерминант k-го порядка из первых k строк и k столбцов
матрицы (71), мы увидим, что он равен e1e2 · · · ek; всякий же иной детерминант
k-го порядка этой матрицы или равен нулю, или равен eα1eα2 · · · eαk

, где α1 ≥ 1,
α2 ≥ 2, . . . , αk ≥ k, т. е. eα1 делится на e1, eα2 делится на e2 и т. д., eαk

делится на
ek, и значит eα1eα2 · · · eαk

делится на e1e2 · · · ek. Итак:

ek =
dk

dk−1

, e1 = d1. (72)

Это — новое определение элементарных делителей.
Две (целочисленные) матрицы, имеющие одинаковые элементарные делители,

очевидно, эквивалентны, ибо каждая из них преобразовывается в одну и ту же
нормальную матрицу (71). Обратно, две эквивалентные матрицы имеют одинако-
вые детерминантные делители (см. следствие в конце § 179), а следовательно, по
(72а), и одинаковые элементарные делители. Итак:

Необходимое и достаточное условие эквивалентности двух целочисленных
матриц состоит в одинаковости их детерминантных или элементарных дели-
телей.

Мы видим также, что эквивалентные целочисленные матрицы всегда преоб-
разовываются одна в другую посредством унимодулярных матриц, ибо каждая из
них преобразовывается посредством таких матриц в нормальную форму (71).
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Если матрица A только содержит матрицу B, то, как мы видели в § 179,
детерминантные делители матрицы B делятся на соответствующие детерминант-
ные делители матрицы A, но обратное тут неверно. Однако существует теорема о
том, что необходимым и достаточным условием того, чтобы матрица A содержала
матрицу B, является делимость элементарных делителей матрицы B на соответ-
ственные элементарные делители матрицы A.

§ 181. λ-матрицы. Рассмотрим еще матрицы, элементами которых служат
целые рациональные функции от одного переменного λ с любыми числовыми ко-
эфициеитами; будем для краткости называть такие матрицы λ-матрицами. Их
теория совершенно аналогична теории целочисленных матриц. Только роль чисел
±1 теперь играют все постоянные (т. е. независимые от λ) количества. Унимоду-
лярной теперь назовем λ-матрицу, детерминант которой равен const 6= 0. И здесь
имеем теорему. Если P — λ-матрица, то P−1 тогда и только тогда тоже λ-
матрица, если P унимодулярна (откуда следует, что и P−1 тоже унимодулярна).
Первообразной назовем теперь λ-матрицу, у которой общий наибольший делитель
всех элементов есть const, (или функция нулевой степени).

Аналогично тому, как в § 179, определяем случай, когда λ-матрица A содер-
жит λ-матрицу B, и когда λ-матрицы эквивалентны. Далее, аналогично опреде-
ляем детерминантные делители λ-матрицы: d1(λ), d2(λ), . . . , dn(λ) и здесь dk(λ)
делится на dk−1(λ) и верна теорема: если матрица A содержит матрицу B, то
детерминантные делители B делятся на соответствующие детерминантные
делители матрицы A; и, наконец, следствие: эквивалентные λ-матрицы имеют
одинаковые детерминантные делители.

Элементарные преобразования λ-матриц следующие: 1 — как в § 154; 2 —
умножение строки или столбца на отличный от нуля постоянный множитель; 3 —
прибавление к элементам одного ряда соответствующих элементов другого, умно-
женных на одну и ту же целую рациональную функцию от λ. Этими преобразо-
ваниями можно данную λ-матрицу привести к виду:




e1(λ) 0 . . . 0
0 e2(λ) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . en(λ)


 = [e1(λ), e2(λ), . . . , en(λ)]. (73)

И здесь ek(λ) делится на ek−1(λ), ek(λ) =
dk(λ)

dk−1(λ)
, e1(λ) = d1(λ); если r — ранг

матрицы, то при k > r ek(λ) = dk(λ) = 0.
Необходимое и достаточное условие эквивалентности λ-матриц состоит в

одинаковости у них функций dk(λ) или ek(λ).
Но элементарными делителями λ-матрицы (по Вейерштрассу) называются не

сами функции ek(λ), а их линейные множители с соответствующими показателя-
ми. Так, если:

ek(λ) = (λ − α)εk(λ − α′)ε′
k(λ − α′′)ε′′

k · · · ,
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то элементарными делителями матрицы A будут:

(λ − α)ε1 , (λ − α′)ε′1 , (λ − α′′)ε′′1 , . . . ,

(λ − α)ε2 , (λ − α′)ε′2 , (λ − α′′)ε′′2 , . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

очевидно, что 0 ≤ ε1 ≤ ε2 ≤ . . ., 0 ≤ ε′1 ≤ ε′2 ≤ . . ., 0 ≤ ε′′1 ≤ ε′′2 ≤ . . ., функции же
ek(λ) называются инвариантными множителями матрицы A. Очевидно, что эти
функции ek(λ) вполне определены элементарными делителями.
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ГЛАВА ДЕСЯТАЯ

ИНВАРИАНТЫ И КОВАРИАНТЫ

§ 182. Основные понятия и примеры. Понятие инвариантности (неиз-
менности) широко распространено во всей математике и в ее приложениях; чтобы
выяснить это понятие, приведем предварительно несколько примеров.

В аналитической геометрии, как известно, свойства линий и фигур исследуют-
ся алгебраическим путем посредством системы координат, хотя бы прямоуголь-
ной; положение осей этой системы координат по отношению к данной линии или
фигуре существенной роли не играет, но обусловливает большую или меньшую
сложность вычислений. Поэтому часто необходимо преобразовывать координаты,
меняя положения осей, чтобы достигнуть возможной простоты вычислений. При
этих преобразованиях сама линия или фигура, конечно, не меняется, а следова-
тельно, не меняются и числовые соотношения между ее частями; говорят, что эти
соотношения инвариантны относительно совокупности данных преобразований.
Как простейший пример приведем расстояние между двумя данными точками в
плоскости:

d =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2, (1)

где (x1, y1), (x2, y2) — координаты наших точек. Введя новую прямоугольную же
систему координат соотношениями:

x = x′ cos ϕ − y′ sin ϕ + a,

y = x′ sin ϕ + y′ cos ϕ + b,

}
(2)

где (x, y) — старые, (x′, y′) — новые координаты точки, (a, b) — старые координаты
нового начала, и подставив в (1) вместо x1, x2, y1, y2 их выражения согласно фор-
мулам (2), мы получим для расстояния d точно такое же выражение, что и (1), в
новых координатах:

d =
√

(x′
1 − x′

2)
2 + (y′

1 − y′
2)

2.

Говорят, что выражение (1) есть инвариант (правильнее даже коваpиант) отно-
сительно преобразований (2).

В качестве второго примера возьмем две прямые линии в плоскости, выража-
емые, как известно, уравнениями:

A1x + B1y + C1 = 0,

A2x + B2y + C2 = 0.

}
(3)
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Угол α между ними дается формулой:

th α =
A1B2 − A2B1

A1A2 + B1B2

. (4)

При преобразовании координат (2) уравнения (3) наших прямых примут вид:

A′
1x

′ + B′
1y

′ + C ′
1 = 0,

A′
2x

′ + B′
2y

′ + C ′
2 = 0,

}
(3)

где A′
1, . . . , C ′

2 — уже новые коэфициенты, зависящие линейно от старых, а также
зависящие от a, b, ϕ. Но прямые ведь остались те же, а следовательно, и угол
между ними не изменился, т. е., составив из новых коэфициентов выражение:

A′
1B

′
2 − A′

2B
′
1

A′
1A

′
2 + B′

1B
′
2

,

мы заключаем, что оно будет равно тому же самому tg α. Следовательно, это вы-
ражение (4) является инвариантом относительно преобразований (2). Вычислени-
ями можно проверить, что числитель и знаменатель в (4) в отдельности являются
инвариантами, т. е. что

A′
1B

′
2 − A′

2B
′
1 = A1B2 − A2B1,

A′
1A

′
2 + B′

1B
′
2 = A1A2 + B1B2.

Заметим, что равенства A1B2−A2B1 = 0, A!A2+B1B2 = 0 являются выражениями
параллельности и перпендикулярности наших прямых.

Преобразование (2) мы толковали как перемену положения прямоугольных
осей координат на плоскости; но его можно толковать и как преобразование са-
мой плоскости, при котором точка (x, y) переходит в точку (x′, y′); при этом не
изменяются ни расстояние между двумя точками, ни угол между двумя прямы-
ми. Такое преобразование называется движением плоскости в самой себе. Сово-
купность всевозможных преобразований типа (2) (при различных действительных
ϕ, a, b) образует группу движений плоскости (§ 27). Всякое такое движение есть
одно-однозначное преобразование, т. е. при нем каждой точке (x, y) соответствует
всегда одна и только одна точка (x′, y′), и обратно. Для каждого преобразования
(2) существует обратное, переводящее (x′, y′), в (x, y). Наконец как частный слу-
чай (2) (при ϕ = 0, a = 0, b = 0) получаем тождественное преобразование x = x′;
y = y′.

Заметим, что при a = b = 0 и при любом ϕ формулы (2) дают группу вра-
щений плоскости вокруг точки 0; это — линейные однородные подстановки двух
переменных, или матрицы 2-го порядка, и именно ортогональные матрицы (§ 173).

В геометрии рассматриваются и более общие преобразования, например, аф-
финные, в которых старые координаты заменяются линейными (неоднородными)
функциями от новых координат. Для плоскости аффинные преобразования выра-
жаются формулами:

x = a1x
′ + b1y

′ + c1,

y = a2x
′ + b2y

′ + c2

}
(5)
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при условии a1b2 − a2b1 6= 0.
При этом преобразовании изменяется и расстояние между двумя точками, и

угол между двумя прямыми, но параллельность прямых сохраняется. Если мы
наши прямые (3) подвергнем преобразованию (5), то они перейдут в прямые же,
уравнения которых будут вида (3а); но составив из новых коэфициентов выраже-
ние A′

1B
′
2 − A′

2B
′
1, мы увидим, что оно вообще не равно выражению A1B2 − A2B1,

а именно, имеет место следующее соотношение:

A′
1B

′
2 − A′

2B
′
1 = (a1b2 − a2b1)(A1B2 − A2B1). (6)

Неравный нулю множитель a1b2−a2b1 есть детерминант преобразования (5). Фор-
мула (6) показывает, что A1B2 − A2B1 и A′

1B
′
2 − A′

2B
′
1 всегда равны нулю или не

равны нулю одновременно, т. е. если прямые (3) параллельны, то и прямые (3а)
параллельны, и если (3) не параллельны, то и (3а) — тоже. Таким образом здесь
выражение A1B2 −A2B1 указывает на инвариантное свойство нашей фигуры (па-
раллельность прямых), но инвариантом в предыдущем смысле не является: при
преобразовании (5) оно изменяется — получает множителя a1b2 − a2b1. Целесооб-
разно и тут считать выражение A1B2−A2B1 инвариантом, и именно относитель-
ным инвариантом, — в отличие от абсолютного, который совершенно не меняется
при данных преобразованиях.

Более общими, чем аффинные преобразования, являются проективные преоб-
разования или коллинеации; для плоскости они выражаются формулами:

x =
a1x

′ + b1y
′ + c1

a3x′ + b3y′ + c3

,

y =
a2x

′ + b2y
′ + c2

a3x′ + b3y′ + c3

.





(7)

Чтобы такое преобразование было однооднозначным, должно выполняться
условие: ∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
6= 0. (7)

При этих преобразованиях прямые остаются прямыми, но параллельность их во-
обще нарушается. Вообще порядок кривой (или поверхности) при этом не меня-
ется, хотя форма кривой может измениться (например, эллипс может перейти в
гиперболу). Таким образом порядок данной кривой является абсолютным инва-
риантом относительно проективных преобразований; такие инварианты, которые,
по своему существу являются целыми числами, носят название арифметических
инвариантов. В качестве других примеров арифметических инвариантов приве-
дем ранг билинейной формы относительно собственных линейных подстановок
(§ 164), ранг и сигнатуру, или положительный и отрицательный индексы инер-
ции вещественных квадратичных форм — относительно собственных линейных
вещественных преобразований (§ 175), наконец, детерминантные и элементарные
делители целочисленных матриц — относительно унимодулярных преобразований
(§ 180).

Название «проективные преобразования» объясняется тем, что при них дан-
ная и преобразованная фигуры находятся в проективном соотношении, а это для
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прямых и пучков лучей выражается в том, что ангармоническое или двойное отно-
шение четырех точек прямой или четырех лучей пучка при этом преобразовании
не изменяется, т. е. является абсолютным инвариантом относительно этих преоб-
разований 91.

При рассмотрении коллинеаций удобно пользоваться однородными координа-
тами, полагая (в плоскости) x =

x1

x3

, y =
x2

x3

; тогда преобразование (7) примет
вид:

x1 = a1x1 + b1x
′
2 + c1x

′
3,

x2 = a2x1 + b2x
′
2 + c2x

′
3,

x3 = a3x1 + b3x
′
2 + c3x

′
3.





(8)

Но это — при условии (7а) — есть собственная линейная подстановка. Заметим, что
левые части уравнений поверхностей и линий в однородных координатах являются
однородными, функциями от координат.

§ 183. Определения. Некоторые частные случаи. Переходя к системати-
ческому изложению алгебраической теории инвариантов и ковариантов, мы будем
рассматривать исключительно собственные линейные преобразования n перемен-
ных, т. е. те, которые мы ввели в § 155; эти преобразования являются обобщением
проективных преобразований в геометрии, которые как частные случаи включают
в себя и аффинные преобразования и движения. Мы будем брать как заданные
нам одну или несколько целых рациональных однородных функций от наших n
переменных, преобразовывать их нашими линейными подстановками и находить
их инварианты и коварианты.

Целая рациональная однородная функция от n переменных называется фор-
мой; в зависимости от числа переменных различают формы бинарные (двоичные),
тернарные (троичные) и т. д.; в зависимости от степени различают формы линей-
ные, квадратичные, кубичные и т. д.

Пусть f(x1, x2, . . . , xn) форма m-й степени от n переменных; ее коэфициенты

мы обозначим буквою a со значками. Пусть P = (pαβ), xα =
n∑

β=1

pαβx′
β — линейная

подстановка, посредством которой переменные xα заменяются через x′
β, вслед-

ствие чего форма f(x1, x2, . . . , xn) перейдет в F (x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n). Очевидно, что F

тоже форма m-й степени от x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n; коэфициенты ее мы обозначим буквою

A со значками. Очевидно, что F имеет тот же вид, что и f , только всюду вместо
коэфициентов a стоят коэфициенты A, а вместо переменных xα — переменные xβ.

Пусть K(a, x) — функция от коэфициентов a и переменных xα, обладающая
следующим свойством:

K(A, x′) = |P |λ · K(a, x), (9)

где |P | — детерминант подстановки P , а λ вполне определенное число, не зави-
сящее от взятой подстановки P . Такая функция K(a, x) называется ковариантом
(соизменяющейся) данной формы f веса λ. Мы будем брать за K(a, x) только
целые рациональные функции от a и от x, т. е. будем рассматривать целые ра-
циональные коварианты. Если при этом K(a, x) — неоднородная функция от a и

91Ангармоническое отношение точек A, B, C, D на прямой есть выражение
AC

BC
:

AD

BD
.
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от xα, то (§ 132) она может быть представлена как сумма однородных функций;
а так как посредством линейной подстановки однородная функция переходит и
однородную же, то очевидно, что неоднородный ковариант представляется как
сумма однородных ковариантов, так что мы можем ограничиться рассмотрением
однородных ковариантов. В частном случае K может совсем не зависеть от xα, а
быть функцией только коэфициентов a: I(a); в таком случае I(a) есть инвариант
(неизменяющаяся) формы f . Если I(A) = |P |λ · I(a), то λ — вес инварианта.

Пусть теперь нам дано несколько форм от одних и тех же переменных x1, x2, . . . ,
xn; именно, f1, f2, . . . , fk, с коэфициентами a, b, c, . . .

Пусть посредством линейной подстановки P эти формы переходят в формы
F1, F2, . . . , Fk от x′

1, x
′
2, . . . , x

′
n с коэфициентами A, B, C, . . . Функция K(a, b, c, . . . , x)

от x1, x2, . . . , xn и от коэфициентов этих форм, обладающая свойством

K(A,B,C, . . . , x′) = |P |λ · K(a, b, c, . . . , x), (10)

называется совокупным ковариантом форм f1, f2, . . . , fk веса λ. В частности, если
K совсем не зависит от xα, то она называется совокупным инвариантом тех же
форм. И здесь мы можем ограничиться рассмотрением только однородных кова-
риантов и инвариантов. Если вес инварианта или коварианта равен нулю, то такой
инвариант или ковариант называется абсолютным (§ 182).

Иногда бывает целесообразно рассматривать коварианты, зависящие не от пе-
ременных x1, x2, . . . , xn, а от переменных ξ1, ξ2, . . . , ξn, которые подвергаются той
же линейной подстановке, что и xα; такие переменные называются когредиентны-
ми с xα, (§ 167). Может случиться, что ковариант зависит и от xα, и от ξα, или
даже от нескольких рядов когредиентных переменных.

Пример 1. Всякая форма есть абсолютный ковариант самой себя.

Пример 2. Система n линейных форм от n переменных yα =
n∑

β=1

aαβxβ посред-

ством подстановки P переходит в систему форм:

y
κ

=
n∑

λ=1

a′
κλx

′
λ, где a′

κλ =
∑

β=1

a
κβpβλ.

Отсюда видно, что
∣∣∣∣∣∣∣∣

a′
11 a′

12 . . . a′
1n

a′
21 a′

22 . . . a′
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a′

n1 a′
n2 . . . a′

nn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
· |P |,

т. е. детерминант системы

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

есть совокупный инвариант наших форм веса 1.
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Пример 3. Формула (62) § 174 показывает, что для квадратичной формы де-
терминант, составленный из ее коэфициентов, есть инвариант веса 2.

Пример 4. Пусть формы f1, f2, . . . , fn, посредством линейной подстановки P
переходят в F1, F2, . . . , Fn; пусть ξ1, ξ2, . . . , ξn — новые переменные, которые мы
подвергаем той же линейной подстановке P , отчего они переходят в ξ′1, ξ

′
2, . . . , ξ

′
n.

Тогда посредством той же линейной подстановки P , произведенной и над xα и над
ξα, формы

n∑

i=1

ξi

∂fα

∂xi

перейдут в формы:
n∑

i=1

ξ′i
∂Fα

∂x′
i

.

Действительно, заменив xi через xi = tξi мы получим по формуле Тэйлора (§
54):

fα(x1 + tξ1, x2 + tξ2, . . . , xn + tξn) =

= fα + t
n∑

i=1

ξi

∂fα

∂xi

+
t2

2!

n∑

i,k=1

ξiξk

∂2fα

∂xi∂xk

+ . . . ,
(11)

где через fα без указания аргументов мы обозначаем ту же функцию от аргументов
x1, x2, . . . , xn.

Произведя над xα и ξα подстановку P , мы получим:

Fα(x′
1 + tξ′1, x

′
2 + tξ′2, . . . , x

′
n + tξ′n) =

= Fα + t
n∑

i=1

ξ′i
∂Fα

∂x′
i

+
t2

2!

n∑

i,k=1

ξ′iξ
′
k

∂2Fα

∂x′
i∂x′

k

+ . . .
(12)

Но подстановка P не изменяет t; следовательно, коэфициенты при одинаковых
степенях t должны быть равны; сравнивая коэфициенты при t, найдем:

n∑

i=1

ξi

∂fα

∂xi

=
n∑

i=1

ξ′i
∂Fα

∂x′
i

,

что и требовалось доказать. Это верно при α = 1, 2, . . . , n; таким образом мы
имеем преобразование n линейных форм

n∑

i=1

ξi

∂fα

∂xi

и, следовательно, по 2, эти формы имеют совокупный инвариант веса 1:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

. . .
∂f1

∂xn
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

. . .
∂f2

∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2

. . .
∂fn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= D

(
f1, f2, . . . , fn

x1, x2, . . . , xn

)
.
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Это так называемый функциональным детерминант или якобиан [по имени мате-
матика Якоби (Jacobi)] форм f1, f2, . . . , fn; он является совокупным, ковариантом
этих форм веса 1.

Пример 5. Из тех же формул (11) и (12), примененных к одной только форме
f , найдем, сравнивая коэфициенты при t2, что

n∑

i,k=1

ξiξk

∂2f

∂xi∂xk

посредством P перейдет в
n∑

i,k=1

ξ′iξ
′
k

∂2F

∂x′
i∂x′

k

;

это — квадратичная форма от ξ1, ξ2, . . . , ξn; следовательно, по 3, заключаем, что
она имеет инвариант веса 2:

H =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2f

∂x2
1

∂2f

∂x1∂x2

. . .
∂2f

∂x1∂xn

∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x2
2

. . .
∂2f

∂x2∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂xn∂x2

. . .
∂2f

∂x2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Это так называемый детерминант Гессе (Hesse) или гессиан формы f ; для f он яв-

ляется ковариантом веса 2. Легко видеть, что H есть якобиан для
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, . . . ,
∂f

∂xn

:

H = D

( ∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, . . . ,
∂f

∂xn

x1, x2, . . . , xn

)
.

Пример 6. Заметим, что всякую неоднородную ц. р. функцию мы можем пре-
вратить в однородную, введя еще новое переменное t и приписав к каждому члену
множителем некоторую степень t так, чтобы после этого все члены получили одно
и то же измерение. Таким образом мы можем ц. р. функцию одного переменного

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an

превратить в бинарную форму n-й степени:

f(x, y) = a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + . . . + any

n; (13)

это самый общий вид бинарной формы. Обозначим через α1, α2, . . . , αn корни
функции f(x); тогда f(x) = a0(x − α1)(x − α2) · · · (x − αn); заменим α1, α2, . . . , αn,

отношениями
α1

β1

,
α2

β2

, . . . ,
αn

βn

; тогда получим:

f(x, y) = a(xβ1 − yα1)(xβ2 − yα2) · · · (xβn − yαn),
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где aβ1β2 · · · βn = a0. Произведя теперь над x, y подстановку

P =

(
p1 q1

p2 q2

)
,

мы увидим, что αλ, βλ испытают подстановку:

α′
λ = q2αλ − q1βλ, β′

λ = p1βλ − p2αλ;

действительно:

xβλ − yαλ = (p1x
′ + q1y

′)βλ − (p2x
′ + q2y

′)αλ =

= x′(p1βλ − p2αλ) − y′(q2αλ = q1βλ) = x′β′
λ − y′α′

λ;

отсюда видно, что xβλ − yαλ (при λ = 1, 2, . . . , n) являются ковариантами формы
(13), и при этом иррациональными ковариантами (ибо αλ и βλ иррациональны).
Находим, далее:

α′
κ
β′

λ − α′
λβ

′
κ

=

∣∣∣∣
α′

κ
β′

κ

α′
λ β′

λ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
q2ακ

q1βκ
p1βκ

− p2ακ

q2αλ − q1βλ p1βλ − p2αλ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
q2 −q1

−p2 p1

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
α

κ
β

κ

αλ βλ

∣∣∣∣ = |P | · (α
κ
βλ − αλβκ

).

Следовательно, α
κ
βλ −αλβκ

? (при κλ = 1, 2, . . . , n, κ 6= λ) суть (иррациональные)
инварианты формы (13) веса 1.

Пример 7. Из 6 следует, что от подстановки P

D =
∏

κ6=λ

(α
κ
βλ − αλβκ

)2

перейдет в

D =
∏

κ6=λ

(α′
κ
β′

λ − α′
λβ

′
κ
)2 = D =

∏

κ6=λ

(α
κ
βλ − αλβκ

)2|P |2 = |P |n(n−1) · D,

ибо в D как раз
n(n − 1)

2
квадратных сомножителей. Но D по существу есть не

что иное, как дискриминант формы (13). Итак, дискриминант бинарной формы
n-й степени есть инвариант веса n(n − 1).

Пример 8. Пусть имеем теперь две бинарные формы: (13) и

g(x, y) = b0x
m + b1x

m−1y + . . . + bmym = b(xδ1 − yγ1) · · · (xδm − yγm).

Применяем и к f(x, y), и к g(x, y) одну и ту же линейную подстановку P . Тогда,
как и в 6, найдем:

γ′
κ
β′

λ − α′
λδ

′
κ

= |P | · (γ
κ
βλ − αλδκ

),

а отсюда
∏

κ = 1, 2, . . . , m

λ = 1, 2, . . . , n

(γ′
κ
β′

λ − α′
λδ

′
κ
) = |P |mn ·

∏

κ = 1, 2, . . . , m

λ = 1, 2, . . . , n

(γ
κ
βλ − αλδκ

),
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т. е. результант двух бинарных форм есть совокупный инвариант этих форм веса
mn.

§ 184. Теорема. Если n — число переменных, m — степень данной формы, ν
— степень ее коварианта относительно переменных xα, µ — степень коварианта
относительно коэфициентов a данной формы, λ — вес коварианта, то

mµ = nλ + ν. (14)

Доказательство. Эту формулу мы выведем, сравнив в обеих частях равенства
(9) степени этих частей относительно коэфициентов pik. Заметим, что xα первой
степени относительно pik, |P | n-й степени относительно pik, A m-й степени отно-
сительно pik; отсюда и получается формула (14). Она легко обобщается на случай
совокупного коварианта k форм:

k∑

i=1

miµi = nλ + ν, (14a)

где mi — степень формы fi, µi — степень коварианта относительно коэфициентов
формы fi. Для инвариантов получаем соответственные формулы, полагая ν = 0,
а именно:

mµ = nλ,
k∑

i=1

miµi = nλ. (14)

§ 185. Бинарные формы. В § 162 мы видели, что всякая неособенная

матрица 2-го порядка представляется как произведение матриц V =

(
0 −1
1 0

)
,

Ta =

(
1 a
0 1

)
и Sa =

(
1 0
0 a

)
. При переводе на язык подстаковок это значит, что

всякая собственная бинарная линейная подстановка сводится на ряд подстановок
типов:

V ) x = −y′, y = x′, Ta) x = x′ + ay′, y = y′, Sa) x = x′, y = ay′.

Следовательно, чтобы убедиться, будет ли данная функция K ковариантом би-
нарной формы, достаточно проверить формулу (9) для подстановок V , Ta, Sa.

В теории инвариантов и ковариантов удобно к каждому члену бинарной фор-
мы приписывать биномиальный коэфициент, что, очевидно, не нарушает общно-
сти.

Итак, пусть данная форма:

f(x, y) = a0x
n + na1x

n−1y + . . . +

(
n
i

)
aix

n−iyi + . . . + any
n.

Пусть

K =
k∑

α=0

Sα(a)xk−αyα
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ковариант формы f(x, y) степени k, веса λ. Произведя подстановку Sm, т. е, x = x′;
y = my′; получим:

k∑

α=0

Sα(A)x′k−α
y′α = mλ =

k∑

α=0

Sα(a)xk−αyα, (15)

так как по условию K — ковариант веса λ, а |Sm| = m. Но легко проверить, что
Ai = aim

i.
Пусть Sa(a) =

∑
cal0

0 al1
1 · · · aln

n ; вес члена cal0
0 al1

1 · · · aln
n (в смысле § 148) есть

ω = l1 + 2l2 + . . . + nln. Подстановка Sm заменяет Sα(a) через Sα(A), и члену
cal0

0 al1
1 · · · aln

n соответствует в Sα(A) член

cAl0
0 Al1

1 · · ·Aln
n = cal0

0 al1
1 · · · aln

n mω.

Но (15) есть тождество; подставив в правой части x′ вместо x и my′ вместо y, мы
должны получить, что члены, содержащие одно и то же произведение al0

0 al1
1 · · · aln

n

x′k−αy′α в обеих частях (15), должны быть одинаковы. Это дает:

cal0
0 al1

1 · · · aln
n mω x′k−α

y′α = mλ cal0
0 al1

1 · · · aln
n x′k−α

y′αmα,

откуда
ω = l1 + 2l2 + . . . + nln = λ + α,

т. е. Sα(a) — изобаричная функция веса λ + α (в смысле § 148).
Обратно, если это условие выполнено для каждого Sα(a) (α = 1, 2, . . . , k), то

K — ковариант относительно подстановок Sm. В частности S0(a) должна быть
изобаричной функцией веса λ, т. е. веса самого коварианта (в смысле § 183); S0(a)
называется ведущим членом коварианта.

Однородная изобаричная ц. р. функция от коэфициентов бинарной формы
называется полуинвариантом, если она инвариантна относительно подстановок

Tr =

(
1 r
0 1

)
; от такой подстановки коэфициенты формы a0, a1, . . . перейдут в A0 =

a0, A1A = a1 +ra0, A2 = a2 +2ra1 +r2a0, . . . Следовательно, a0 есть полуинвариант
данной формы.

Далее, A0A2 − A2
1 = a0a2 − a2

1, т. е. и a0a2 − a2
1 тоже полуинвариант данной

формы. Заметим, что a0 есть ведущий член самой формы f , а a0a2 − a2
1 ведущий

член коварианта Гессе для f .
Теорема. Ведущий член коварианта бинарной формы есть полуинвариант

этой формы.
Доказательство. Нам нужно доказать, что S0(a) инвариантно относительно

подстановки Tr, или x = x′ + ry′, y = y′; или x′ = x − ry, y′ = y; |Tr| = 1. Так как
K ковариант, то

k∑

α=1

Sα(A)(x − ry)k−αyα =
k∑

α=1

Sα(a)xk−αyα;

отсюда S0(A) = S0(a), что и требовалось доказать.
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§ 186. Посредством подстановки Tr каждый корень уравнения

f

(
x

y
, 1

)
= 0

уменьшается на r, а следовательно, разность двух корней не изменяется. При
r = −a1

a0

мы получаем A1 и f посредством T−
a1
a0

переходит в

g(x′, y′) = a0x
′n +

(
n
2

)
b2x

′n−2
y′2 +

(
n
3

)
b3x

′n−3
y′3 + . . . + bny

′n;

здесь

b2 = a2 −
a2

1

a0

, b3 = a3 − 3
a1a3

a0

+ 2
a3

1

a2
0

, . . . ;

если x1, x2, . . . , xn корни уравнения f

(
x

y
, 1

)
= 0, то корни уравнения g

(
x′

y′
, 1

)
= 0

будут xα +
a1

a0

(α = 1, 2, . . . , n). Но

xα +
a1

a0

= xα − 1

n
(x1 + x2 + . . . + xn) =

=
1

n
[(xα − x1) + (xα − x2) + . . . + (xα − xn)]

(
ибоx1+x2+. . .+xn = −na1

a0

)
. Это показывает, что корни уравнения g

(
x′

y′
, 1

)
= 0

инвариантны относительно подстановок Tr, а следовательно, и симметрические

функции от них
b2

a0

,
b3

a0

, . . . тоже инвариантны относительно Tr. Следовательно,

однородные изобаричные полиномы:

S2 = a0b2 = a0a2 − a2
1,

S3 = a2
0b3 = a2

0a3 − 3a0a1a2 + 2a3
1,

S4 = a3
0b4 = a3

0a4 − 4a1
0a1a3 + 6a0a

2
1 − 3a4

1





(16)

и т. д. до Sn включительно все — полуинварианты формы f . Если S(a0, a1, a2, . . . , an)
любой полуинвариант для f , то он допускает и подстановку T−

a1
a0

, т. е. имеем:

S(a0, a1, a2, . . . , an) = S(a0, 0, b2, . . . , bn) = S

(
a0, 0,

S2

a0

, . . . ,
Sn

an−1
0

)
,

т. е.
Теорема. Всякий полуинвариант формы f есть полином от a0, S2, . . . , Sn,

делений на некоторую степень a0.
Мы видели, что ведущий член коварианта формы f есть полуинвариант для f .

Возникает вопрос: всякий ли полуинвариант для f может быть ведущим членом
некоторого коварианта? Ответ на этот вопрос утвердительный. Но мы докажем
здесь только следующую теорему:
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Теорема. Если S полуинвариант формы f веса λ степени d, то существует
не больше одного коварианта формы f с ведущими членом S, и этот ковариант
K имеет степень k = nd − 2λ.

Доказательство. Вес K (как коварианта) равен весу S (в смысле § 148);
формула (14) § 184 дает nd = 2λ+k; следовательно, k = nd−2λ. Пусть существуют
два коварианта с ведущим членом S: K и K1; они одного и того же веса λ, и их
разность (в которой ведущие члены сокращаются) имеет множителя y: она равна
y · ϕ(a0, a1, . . . , an, x, y); посредством любой подстановки P эта функция перейдет
в функцию y′ϕ(A0, A1, . . . , An, x′, y′), и мы будем иметь:

y′ϕ(A0, A1, . . . , An, x′, y′) = |P |λyϕ(a0, a1, . . . , an, x, y);

отсюда видно, что функция yϕ содержит совершенно произвольный линейный

множитель
y′

|P |λ , ибо y′ может быть произвольной линейной функцией от x и y.

Но это, конечно, невозможно.
В этой теореме инварианты рассматриваются как частные случаи ковариан-

тов; полуинвариант S инвариантен относительно подстановок Tr и Sm; если он,
кроме того, допускает и подстановку V , то он (см. начало § 185) инвариант; в
таком случае он сам является своим ведущим членом, и другого коварианта с тем
же ведущим членом у формы f не существует.

Если мы допустим, что существуют коварианты K1, K2, . . . , Kn с ведущими
членами a0, S2, . . . , Sn [см. (16)], то легко доказать, что для данной бинарной фор-
мы f существует только конечное число независимых ковариантов, так что
всякий ее ковариант представляется как целая рациональная функция с чис-
ленными коэфициентами от этих независимых ковариантов. Эти независимые
коварианты составляют так называемую полную систему ковариантов формы f .
(И здесь инварианты рассматриваются как частные случаи ковариантов.)

Действительно, пусть S есть ведущий член данного коварианта K; S — полу-
инвариант; следовательно:

S = F (a0, S2, S3, . . . , Sn) =
∑

caα
0Sβ

2 Sγ
3 · · · ;

все члены в S должны иметь один и тот же вес (ибо S изобарична): λ = βλ2 +
γλ3 + . . ., где λ2, λ3, . . . веса S2, S3, . . . (вес a0 = 0); следовательно, и K имеет (как
ковариант) тот же вес λ; с другой стороны, Kα

1 Kβ
2 Kγ

3 · · · тоже ковариант того же
веса λ и F (K1, K2, . . . , Kn) — ковариант веса λ с ведущим членом F (a0, S2, . . . , Sn);
по предыдущей теореме такой ковариант может быть только один; следовательно:

K = F (K1, K2, . . . , Kn).

§ 187. Пусть опять

F (x′, y′) =
n∑

i=0

(
n
i

)
aix

n−iyi (17)

данная бинарная форма, к которой мы применим подстановку Tm, т. е. x = x′+my′,
y = y′; отчего наша форма примет вид:

F (x′, y′) =
n∑

i=0

(
n
i

)
Aix

′n−i
y′i, (18)
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где Ai — некоторые полиномы от m, a0, . . . , an. Диференцируем обе части тожде-
ства f(x, y) = F (x′, y′) по m; в левой части будем иметь нуль, ибо f(x, y) не зависит
от m. Итак, получим:

0 ≡
n∑

i=0

(
n
i

){
∂Ai

∂m
x′n−i

y′i − Ai(n − i)(x′n−i−1
y′i+1

}
,

ибо x′ = x − my, y′ = y, следовательно,
∂x′

∂m
= −y. Так как правая часть тож-

дественно равна нулю, то коэфициент при x′n−iy′i должен обращаться в нуль, т.
е. (

n
i

)
∂Ai

∂m
−

(
n

i − 1

)
(n − i + 1)Ai−1 = 0

(при i = 0 второй член левой части отсутствует). Но
(

n
i

)
=

(
n

i − 1

)
n − i + 1

i
;

подставляя это в предыдущее равенство, найдем:

∂A0

∂m
= 0,

∂Ai

∂m
= iAi−1 (i = 1, 2, . . . , n). (19)

Это — соотношения между коэфициентами Ai и m.
Пусть нам дан ковариант K(a0, . . . , an; x, y) формы (17); обозначим K0 =

K(a0, . . . , an; x, y), K = K(A0, . . . , An; x, y). Мы применяем опять подстановку Tm

и имеем тождество:
K0 ≡ K.

Но K0 не зависит от m; следовательно, и K — тоже, т. е.

∂K

∂m
≡ 0.

Обратно, из последнего тождества следует, что K не зависит от m, т. е. имеет
при каком-нибудь m то же значение, что и при m = 0, т. е. K ≡ K0, т. е. K —
инвариант относительно Tm. Имеем:

∂K

∂m
=

n∑

i=0

∂K

∂Ai

∂Ai

∂m
+

∂K

∂x′

∂x′

∂m

n∑

i=1

iAi−1
∂K

∂Ai

− y′∂K

∂x′
. (20)

Так как это при всяком m тождественно равно нулю, то в частности и при m = 0,
т. е.

ΩK0 − y
∂K0

∂x
≡ 0, (21)

где

Ω =
n∑

i=1

iai−1
∂

∂ai

= a0
∂

∂a1

+ 2a1
∂

∂a2

+ . . . + nan−1
∂

∂an

. (22)

Но тождество (21) остается в силе, если вместо x, y, a0, . . . , an подставить x′, y′,
A0, . . . , An; т. е. выполнение этого тождества (21) есть необходимое и достаточное
условие того, чтобы K был ковариантом относительно подстановок Tm.
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Переменим ролями x и y, а также ai и an−i (i = 0, 1, . . . , n); тогда вместо Tm

получим подстановку Rm: x = x′; y = y′ + mx′, и мы можем сказать, что K тогда
и только тогда ковариант относительно подстановки Rm, если

OK0 − x
∂K0

∂y
≡ 0, (21)

где

O =
n∑

i=1

ian−i+1
∂

∂an−i

= an

∂

∂an−1

+ 2an−1
∂

∂an−2

+ . . . + na1
∂

∂a0

. (22)

Относительно подстановок Sm K ковариант, если он изобаричен, причем вес x
считается равным единице, а вес y считается равным нулю; это следует из резуль-

тата § 185, состоящего в том, что при K =
k∑

α=0

Sα(a)xk−αyα для подстановок Sm

K тогда и только тогда ковариант, если Sα(a) изобаричная функция веса λ + α
(α = 0, 1, 2, . . . , k). Отсюда и следует, что K должен быть изобаркчным веса λ+k.

Но V = T−1R1T−1; следовательно (ср. § 162), всякая бинарная собственная
подстановка может быть рассматриваема как композиция подстановок типа Tm,
Rm, Sm. Отсюда следует:

Теорема. Полином K(a0, . . . , an; x, y) тогда и только тогда ковариант бинар-
ной формы (17), если он изобаричен и обращается в нуль операторами Ω− y ∂

∂x
и

O − x ∂
∂y

.
Напоминаем, что инвариант тут рассматривается как частный случай кова-

рианта, именно, когда K не зависит от x и y; там операторы будут просто Ω и
O.

Однородный изобаричный полином от a0, . . . , an тогда и только тогда полуин-
вариант, если он обращается в нуль оператором Ω.

§ 188. Коммутаторы. Мы имеем:

Ω =
n∑

i=1

iai−1
∂

∂ai

=
n−1∑

k=0

(k + 1)ak

∂

∂ak+1

,

O =
n∑

i=1

(n − i + 1)ai

∂

∂ai−1

=
n−1∑

k=0

(n − k)ak+1
∂

∂ak

;

;

отсюда

ΩO =
n∑

i=0

iai−1

[
(n − i + 1)

∂

∂ai−1

+
n−1∑

k=0

(n − k)ak+1
∂2

∂ai∂ak

]
,

OΩ =
n−1∑

k=0

(n − k)ak+1

[
(k + 1)

∂

∂ak+1

+
n∑

i=1

iai−1
∂2

∂ak∂ai

]
.

Оператор ΩO −OΩ называется коммутатором Ω и O; он содержит только первые
производные (ибо вторые сокращаются). В первых членах ΩO положим i+1 вместо
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i, а в первых членах OΩ положим i − 1 вместо k; тогда

ΩO − OΩ =
n−1∑

i=0

(i + 1)ai(n − i)
∂

∂ai

−
n∑

i=1

(n − i + 1)aii
∂

∂ai

=

=
n∑

i=0

(n − 2i)ai

∂

∂ai

.

(23)

Пусть S однородная функция от a0, . . . , an степени µ; тогда по известной тео-
реме Эйлера об однородных функциях

n∑

i=0

ai

∂S

∂ai

≡ µS.

Если S, кроме того, изобарична веса w, то, как легко проверить непосредственно
для каждого члена функции S:

n∑

i=0

iai

∂S

∂ai

≡ wS.

Подвергая S действию оператора (23) и применив указанные формулы, найдем:
Теорема. Если S однородная (степени µ) и изобаричная (веса w) функция от

a0, . . . , an, то
(ΩO − OΩ)S ≡ (nµ − 2w)S, (24)

ΩOr − OrΩ)S ≡ r(nµ − 2w − r + 1)Or−1S. (25)

Последнюю формулу доказываем методом полной индукции: полагая, что она
правильна для r, докажем ее для r + 1. Заметим, что функция OS — степени µ и
веса w + 1; поэтому, заменив в (25) S через OS, получим:

(ΩOr − OrΩ)OS ≡ r(nµ − 2w − r − 1)Or−1OS;

отсюда

(ΩOr+1 − Or−1Ω)S ≡ (ΩOr − OrΩ)OS + Or(ΩO − OΩ)S ≡
≡ r(nµ − 2w − r − 1)OrS + (nµ − 2w)OrS ≡
≡ (r + 1)(nµ − 2w − r)OrS,

т. е. формула (25) верна и для r + 1, т. е. доказана, вполне.
Таким же образом докажем формулу:

(OΩr − ΩrO)S ≡ r(−nµ + 2w − r + 1))Ωr−1S, (26)

принимая во внимание, что ΩS степени µ и веса w − 1.

§ 189. Существование коварианта с данным ведущим членом.
Лемма. Если S не равный тождественно нулю полуинвариант степени µ

веса w бинарной формы n-й степени, то nµ − 2w ≥ 0.

352



Пусть mµ − 2w < 0; так как ΩS ≡ 0, то из (25) следует:

ΩOrS = r(nµ − 2w − r + 1)Or−1S для r = 1, 2, . . . ; (27)

при этом nµ−2w−r+1 < 0. Но вес OP на единицу больше, чем вес P , и наибольший
вес полинома от a0, . . . , an степени µ есть µn. С другой стороны, положив r =
nµ − w + 1, мы увидим, что вес Onµ−w+1S будет nµ + 1, т. е. больше, чем nµ, где
µ — степень S, а следовательно, и Onµ−w+1S. Отсюда следует:

Onµ−w+1S ≡ 0.

Но тогда (27) при r = nµ − w + 1 даст:

Onµ−wS ≡ 0.

Положив теперь в (27) r = nµ − w, найдем: Onµ−w−1S ≡ 0 и т. д., в конце концов
найдем OS ≡ 0, S ≡ 0, что противоречит нашему условию. Этим лемма доказана.

Пусть дан ковариант с ведущим членом S:

K = Sxν + S1x
ν−1y + S2x

ν−2y2 + . . . + Sνy
ν .

По (14) § 184, где вместо m мы пишем n, вместо n пишем 2 и вместо λ пишем w,
найдем для степени ν коварианта:

ν = nµ − 2w.

Применяя к K формулу (21а), получим:

(OS − S1)x
ν + (OS1 − 2S20x

ν−1y + . . . +

+ (OSν−1 − νSν)xyν−1 + OSνy
ν ≡ 0.

Но это имеет место тогда и только тогда, если

K = Sxν + OSxν−1y +
1

2!
O2Sxν−2y2 + . . . +

1

nu!
OνSyν , (28)

и кроме того
Oν+1S ≡ 0. (29)

Это последнее тождество нам и остается доказать. Заметим, что (27) при r =
ν + 1 = nµ − 2w + 1 дает:

ΩOν+1S ≡ 0.

А так как Oν+1S степени µ веса W = w + ν + 1 = nµ − w + 1 и обращается в нуль
оператором Ω, то по § 187 (в конце) это — полуинвариант; но тогда по доказанной
лемме он ≡ 0, ибо nµ− 2W = −(nµ− 2w)− 2 < 0. Следовательно, (29) выполнено,
и (21а) выполнено для K, где K дается формулою (28). Но легко доказать, что и
(21) для K выполнено, ибо, взяв ΩK, найдем в нем коэфициент при xν−ryr:

1

r!
ΩOrS − 1

(r − 1)!
(ν − r + 1)Or−1S,
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а это по (27) ≡ 0. Отсюда по теореме § 187 заключаем, что (28) есть действительно
ковариант данной формы. Итак:

Теорема. Существует всегда и (по третьей теореме § 185) только один
ковариант бинарной формы, ведущий член которого есть данный полуинвариант
этой формы.

Отсюда же следует, что существуют коварианты с ведущими членами a0, S2, S3, . . .
[см. (16) § 185], а следовательно, оправдывается и последнее заключение § 185 о
том, что эти коварианты K1, K2, K3, . . . , Kn образуют полную систему ковариантов
данной бинарной формы n-й степени.

§ 190. Бинарные формы низших степеней.
1) n = 1; f = a0x+a1y. Здесь имеется только один независимый полуинвариант

a0 — ведущий член самой формы. Следовательно, f и составляет свою собственную
полную систему ковариантов; всякий ковариант формы f есть целая рациональная
функция от f .

2) n = 2; f = a0x
2 + 2a1xy + a2y

2. Полная система полуинвариантов здесь: a0

и S2 = a0a2 − a2
1; a0 — ведущий член самой формы f ; S2 — инвариант для f (дис-

криминант). Следовательно, всякий ковариант формы f есть целая рациональная
функция от f и S2

3) n =3; f = a0x
3 + 3a1x

2y + 3a2xy2 + a3y
3. Полная система полуинвариантов

здесь a0, S2, S3 [см. (16) § 185]; члены в S2 и S3, не содержащие a0: T2 = −a2
1,

T3 = 2a3
1, так что 4T 3

2 + T 2
3 = 0; отсюда следует, что 4S3

2 + S2
3 имеет множителем

a0; вычисляя, найдем:

4S3
2 + S2

3 = − a3
0D, где D = 3a2

1a
2
2 − 4a3

1a3+

+ 6a0a1a2a3 − 4a0a
3
2 − a2

0a
2
3;

27D — не что иное, как дискриминант кубической формы [ср. (29) § 149, приняв
во внимание, что коэфициенты формы ? у нас a0, 3a1, 3a2, a3]. S2 — ведущий член
коварианта Гессе нашей формы:

H = (a0a2 − a2
1)x

2 + (a0a3 − a1a2)xy + (a1a3 − a2
2)y

3

(точнее, ковариант Гессе для f есть 36H). Наконец, S3 = a2
0a3 − 3a0a1a2 + 2a3

1

есть ведущий член функционального детерминанта G функций f и H, который
тоже есть ковариант для f веса 3 (точнее, этот функциональный детерминант
равен 3G). Всякий ковариант формы f представляется как целая рациональная
функция от f , D, H и G, причем G входит не выше чем в первой степени, так как
существует следующее соотношение Кэли:

4H3 + G2 ≡ −f 2D.

4) n = 4; f = a0x
4 + 4a1x

3y + 6a2x
2y2 + 4a3xy3 + a4y

4. Здесь полная система
полуинвариантов: a0, S2, S3, S4; выделяя в этих полуинвариантах члены, не содер-
жащие a0, найдем: 4T 3

2 + T 2
3 = 0, 3T 2

2 + T4 = 0; следовательно, 4S3
2 + S2

3 и 3S2
2 + S4

имеют множителем a0; можно вычислить: 3S2
2+S4 = a2

0g2, где g2 = a0a4−4a1a3+3a2
2;

далее 4S3
2 +S2

3 = a2
0(S2g2−a0g3), где g3 = a0a2a4−a0a)32+2a1a2a3−a2

1a4−a3
2. S2 есть

ведущий член формы H, где 144H — гессиан для f ; S3 — ведущий член формы
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G, где 8G — якобиан для f и H; H и G — коварианты, а g2 и g3 — инварианты
формы f . Дискриминант формы четвертой степени есть: D = g3

2 − 27g2
3.

Всякий ковариант формы f есть целая рациональная функция от f , g2, g3, H,
G; между этими формами существует зависимость:

f 3g3 − f 2Hg2 + 4H3 + G2 ≡ 0.

Упражнения

222) Найти полную систему ковариантов для формы f = x3+6x2y−3xy2 +2y3.
Отв. D = −76, H = −5x2 + 4xy + 3y2, G = 24x3 − 6x2y + 48xy2 − 14y3.
223) То же для формы f = (x − y)4.
Отв. g2 ≡ g3 ≡ H ≡ G ≡ 0.
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ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ

ТЕОРИЯ ГРУПП

§ 191. Введение. Основные постулаты. В предыдущих главах мы уже
не раз сталкивались с понятием группы; мы встречались и с группами подста-
новок данных символов (§ 26—28, 152), и с группами матриц (§ 157, 173, 179),
и с группами геометрических преобразований (§ 182). Несмотря на разнообразие
конкретных объектов («элементов»), из которых составляются эти группы, дей-
ствие над этими объектами в различных конкретных примерах было подчинено
одним и тем же основным законам; эти законы мы перечисляли в § 27. Теперь мы
построим абстрактную теорию групп, причем ограничимся конечными группами,
особенно важными для алгебры, ибо они имеют большие приложения в теории ал-
гебраических уравнений (главы XII и XIII). Только в конце этой главы мы скажем
несколько слов и о бесконечных группах.

В абстрактной теории групп природа тех объектов, над которыми мы соверша-
ем наше действие, для нас безразлична; мы будем их называть элементами и обо-
значать большими латинскими буквами: A, B, C, A1, P , . . . Известно только, что
над всякими двумя взятыми в определенном порядке элементами (необязательно
отличными друг от друга) можно совершить некоторое «действие» (которое мы
обозначаем, как обычное умножение, точкой, или просто ставя элементы рядом),
в результате которого мы получаем некоторый третий элемент (необязательно от-
личный от первых двух). Для этого действия должны быть верны все законы,
перечисленные в § 27 и верные для подстановок данных символов. Но, определяя
действие абстрактной группы, нам нет надобности перечислять все эти законы,
ибо они не независимы: одни вытекают из других. Достаточно формулировать
только независимые законы, выставить их как данные постулаты, определяющие
действие абстрактной группы, и выводить из них остальные законы как теоремы.
Так мы получаем систему постулатов, определяющую группу. Разные авторы
давали разные системы постулатов. Мы приведем систему постулатов Фробениу-
са (Frobenius), одну из самых ранних по времени и одну из наиболее простых; эта
система состоит из четырех следующих постулатов:

I. Действие наше однозначно и применимо ко всяким двум элементам.
II. Действие однозначно-обратимо, т, е. из AC = BC или из CA = CB следует

A = B.
III. Для него верен ассоциативный закон:

(AB)C = A(BC) = ABC. (1)
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(Закон этот непосредственно обобщается на несколько сомножителей: сомножите-
ли произведения можно соединять в какие угодно группы, лишь бы не изменялся
порядок, в котором они стоят).

IV. Множество всех наших элементов конечно.
В теории матриц постулат IV не выполнен: там могут быть и бесконечные

группы. Мы вводим постулат IV, желая ограничиться конечными группами, ко-
торые сейчас нас только и интересуют 92. Заметим, что коммутативный закон мы
вообще не предполагаем верным.

Наши элементы мы будем соединять в совокупности, которые назовем «ком-
плексами», и будем обозначать большими готическими буквами; тот факт, что
данные элементы A, B, C, . . . объединяются в комплекс A мы обозначим, соеди-
няя A, B, C, . . . знаками +:

A = A + B + C + . . . (2)

Точно так же два и больше комплексов мы можем объединить в более обшир-
ный комплекс; пусть, например B = P + Q + R + . . ., тогда

C = A + B = A + B + C + . . . + P + Q + R + . . . (3)

Конечно, для этой символической суммы верны и коммутативный и ассоциа-
тивный законы, ибо здесь фактически нет никакого «действия» в смысле получе-
ния новых элементов, а просто объединение в совокупность. В таком обозначении,
как (2), необязательно все элементы A, B, C . . . должны быть различны; например,
если A и B содержат общие элементы, то в правой части (3) необходимо попадут-
ся равные элементы. Число различных элементов в комплексе назовем порядком
комплекса. Один элемент можно рассматривать как комплекс первого порядка.

Произведение комплекса на комплекс (и комплекса на элемент) мы определяем
по правилу произведения обычных сумм:

AB = (A + B + C + . . .)(P + Q + R + . . .) =

= AP + AQ + . . . + BP + BQ + + . . . ;

AP = AP + BP + CP + . . . ;

конечно, вообще AB 6= BA, но ассоциативный закон верен. Что касается постулата
II, то он вообще неверен для произведений комплексов: из AC = BC, или из CA =
CB вообще не следует, что A = B. В одном только случае постулат II верен:
если два комплекса, будучи умножены на один и тот же элемент, дают равные
результаты, то и эти два комплекса равны: из AP = BP или PA = PB следует
A = B.

Пусть, например, A = A + B + C + . . ., B = K + L + M + . . ., тогда AP = BP
дает

AP + BP + CP + . . . = KP + LP + MP + . . . ;

элемент AP стоит в левой части, значит, в правой есть равный ему элемент, на-
пример, KP ; AP = KP , откуда по постулату II заключаем: A = K. Так мы дока-
жем, что всякий элемент из A встречается и в B, и обратно. Заметим, что, когда

92Заметим, что для бесконечных групп недостаточно было бы просто отбросить постулат IV:
надо было бы вместо постулата об однозначной обратимости ввести постулат о неограниченной
обратимости, т. е. о том, что уравнения AX = B и Y A = B всегда имеют решения.
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говорится о равенстве комплексов, принимаются во внимание только различные
элементы в каждом комплексе.

Если элемент P входит в комплекс A, то мы будем писать P ⊂ A. Если все
(различные) элементы из B входят также и в A, то мы будем обозначать B ⊂ A.
Из B ⊂ A и A ⊂ B следует A = B.

Все наши элементы составляют группу. Но обычно уже часть всех элементов
составляет группу; как мы эту часть охарактеризуем? Эта часть есть некоторый
комплекс A, отличающийся следующим свойством: если A ⊂ A и B ⊂ A, то и
AB ⊂ A (это так называемое «групповое» свойство). Или короче это можно вы-
разить так: AA ⊂ A; обычно обозначают: AA = A2. Следовательно, группа A

определяется следующей формулой: A2 ⊂ A.

§ 192. Следствия из основных постулатов. Теорема 1. Если A группа и
элемент P ⊂ A, то

AP = PA = A.

Доказательство. Если A = A1 + A2 + . . . + An и P — один из элементов A
κ
,

то A1P,A2P, . . . , AnP — все элементы из A, и все они различны (по постулату
II); следовательно, это все элементы A1, A2, . . . , An (только в другом порядке) и
AP = A. Подобным же образом докажем, что PA = A.

Следствие 1. Если B комплекс элементов из A, то AB = BA = A.
Следствие 2. При B = A получим A2 = A; это — новое определение группы.
Итак, при P ⊂ A AP = A; следовательно, одно из произведений A

κ
P равно

P ; пусть это будет EP = P , где E — один из элементов ⊂ A. Если X — любой из
наших элементов (необязательно X ⊂ A), то имеем X(EP ) = XP ; но по постулату
III (XE)P = X(EP ) = XP и по постулату II XE = X; далее, (XE)X = XX,
X(EX) = XX и опять по постулату II EX = X. Такой элемент E единственный;
если F тоже отличается свойством, что для всякого X XF = FX = X, то найдем,
с одной стороны, FE = E, а с другой, FE = F , т. е. F = E. Далее, E2 = E и
этим равенством E вполне определяется: если и F 2 = F , то, перемножив, найдем
E2F = EF 2, E2F = (EF )F ; по постулату II E2 = EF и еще раз по постулату II
E = F . Итак:

Теорема 2. Среди наших элементов имеется один элемент E, характеризу-
емый следующим свойством: E2 = E; этот элемент E переместим со всяким
другим элементом X, причем XE = EX = X. Этот же элемент E непременно
входит во всякую группу, которую можно образовать из наших элементов. Он
один также составляет группу, — единственную группу первого порядка.

Этот элемент E называется главным элементом или единицей 93, а группа, им
одним образуемая, — главной или единичной группой.

Возвратимся опять к равенству AP = A при P ⊂ A . Так как E ⊂ A, то
для некоторого Q будет QP = E; отсюда (QP )Q = EQ = QE, Q(PQ) = QE и
по постулату II PQ = E. По постулату II легко заключить, что такой элемент
Q — единственный для данного P ; он называется обратным к P элементом и
обозначается P−1. Итак:

93Некоторые авторы обозначают его просто через единицу; я не ввожу этого обозначения во
избежание путаницы с обычной единицей.
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Теорема 3. Для каждого из наших элементов P существует единствен-
ный обратный к P элемент P−1, отличающийся следующим свойством: PP−1 =
P−1P = E. Если в данную группу входит P , то туда непременно входит и P−1.

Свойство обратности взаимное: P есть обратный элемент к P−1.
Теорема 4. (AB)−1 = B−1A−1; это же обобщается и на несколько сомножи-

телей.
Теорема 5. Если A — группа и AP = A (или PA = A), то P — элемент из

A (это — теорема, обратная к теореме 1).
Доказательство. В A имеется элемент E; из AP = A заключаем, что EP =

P ⊂ A.
Теорема 6. При всяких данных A и B уравнения AX = B и Y A = B имеют

решения, принадлежащие ко всякой группе, куда входят A и B.
Доказательство. Легко убедиться, что X = A−1B, Y = BA−1 являются ис-

комыми решениями, принадлежащими к той же группе, куда входят A и B: по
постулату II эти решения единственные.

§ 193. Степени элемента. Если A данный элемент, то мы определяем:

A2 = AA, A3 = A2A, . . . , An = An−1A = AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
n раз

, A0 = E,

A−n = (A−1)n = (An)−1

(из теоремы 4 § 192 следует, что оба эти выражения равны). Для всяких целых κ

и λ 6= 0 имеем:
AκAλ = AλAκ = Aκ+λ. (4)

Так как число всех наших элементов конечно, то степени одного элемента A не
могут быть все различны: для некоторых целых k и l > 0 будем иметь: Ak+l = Ak

или Ak+l−1A = Ak−1A; a отсюда по постулату II Ak+l−1 = Ak−1; дальше точно так
же найдем Ak+l−2 = Ak−2 и т. д., наконец, Al+1 = A.

Таким образом первая из повторяющихся степеней есть первая степень A.
Пусть m — наименьшее число, большее нуля, для которого Am+1 = A; это чис-
ло называется порядком элемента A; имеем AmA = EA; а отсюда по постулату
II Am = E. Степени A,A2, . . . , Am все различны; дальнейшие же степени суть
повторения этих в том же порядке:

Am+1 = A, Am+2 = A2, . . .

Это же периодическое повторение идет и в обратную сторону:

A0 = E = Am, A−1 = Am−1, A−2 = Am−2, . . .

Вообще Aκ = Aλ тогда и только тогда, если κ−λ делится на m, или в обозначениях
теории чисел, если κ = λ(mod m).

Формула (4) показывает, что все степени элемента A образуют группу; эта
группа m-го порядка называется циклической группой и обозначается {A}; как
показывает (4), для нее верен и коммутативный закон (который в случае степеней
является следствием ассоциативного); такая группа называется коммутативной
или абелевой [по имени норвежского математика Абеля (Abel)].

359



Если в некоторую группу C входит элемент A, то туда входят и все степени A,
т. е. и вся циклическая группа {A}, являющаяся, таким образом, делителем или
подгруппой группы C.

§ 194. Теорема Лагранжа. Лемма. Если A — группа, а R и S — два любых
элемента, то или AR = AS или комплексы AR и AS не имеют общих элементов;
AR = AS тогда и только тогда, если RS−1 ⊂ A.

Доказательство. Пусть комплексы AR и AS имеют общий элемент A
κ
R =

AλS, где A
κ

и Aλ некоторые элементы из A; тогда, умножая равенство A
κ
R = AλS

на A слева, получим: AR = AS, так как по теореме 1 § 192 AA
κ

= AAλ = A;
умножая обе части полученного равенства справа на S−1, получим A(RS−1) = A;
отсюда по теореме 5 § 192 заключаем: RS−1 ⊂ A. Обратно: пусть RS−1 ⊂ A, тогда
ARS−1 = A; умножая справа на S, найдем AR = AS, ибо S−1S = E. Этим лемма
доказана.

Пусть A — группа, а B какая-нибудь ее подгруппа. Имеем по следствию 1
теоремы 1 § 192:

A = BA = BE + BA2 + . . . + BAn,

если E,A2, . . . , An — все элементы из A и n — порядок A. Но по предыдущей
лемме комплексы BE,BA2, . . . ,BAn или целиком совпадают друг с другом, или не
имеют общих элементов; оставив только различные комплексы и отбросив равные
оставленным, мы получим, меняя, в случае необходимости, нумерацию элементов
Ai:

A = BE + BA2 + . . . + BAt; (5)

здесь в правой части все элементы различны; в каждом комплексе BE,BA2, . . .,
BAt, по m элементов, если m порядок B; всего же n элементов; следовательно
n = mt. Таким образом:

Теорема Лагранжа. Порядок группы делится на порядок всякой ее подгруп-
пы.

Число t =
n

m
называется индексом подгруппы B относительно A; обозначают:

t = (A,B).
Следствие. Порядок группы делится на порядок всякого ее элемента.
Формула (5) представляет так называемое разложение A на комплексы по

модулю B, взятому слева. Мы могли бы, конечно, взять «модуль» B и справа,
доказав предварительно аналогичную лемму относительно комплексов RA и SA.
Получили бы разложение:

A = EB + A′
2B + A′

3B + . . . + A′
tB. (6)

Конечно, t в обеих формулах (5) и (6) одно и то же; точно так же первый
комплекс и в (5) и в (6) есть группа B = BE = EB.

Что касается остальных комплексов, то они вообще в (5) и в (6) совершенно
различны, — самые элементы из A в (6) иначе распределены по комплексам, чем
в (5).

§ 195. Пересечение и общее наименьшее кратное групп.
Теорема. Элементы, общие двум или нескольким группам, образуют группу.
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Доказательство. Если P и Q принадлежат одновременно группам A и B, то
и PQ тоже принадлежит и к A и к B, что и доказывает теорему.

Эта группа D элементов, общих A и B, называется общим наибольшим дели-
телем или пересечением групп A и B; мы ее обозначим: D = D(A,B).

Группы, построенные из элементов данной системы, всегда непременно имеют
общим главный элемент E; если кроме E данные группы не имеют общих элемен-
тов, то они называются взаимно простыми.

Теорема. Если A и B — группы, то комплекс AB тогда и только тогда
является группой, если AB = BA.

Примечание. Из равенства AB = BA, конечно, еще не следует, что каждый
элемент из A переместим с каждым элементом из B.

Доказательство. 1) Пусть AB = BA, тогда (AB)2 = (AB)(AB) = A(BA)B =
(AA)(BB) = A2B2; но A2 = A, B2 = B (следствие 2 к теореме 1 § 192); следова-
тельно (AB)2 = AB и AB есть группа.

2) Пусть AB — группа; очевидно, что AB ⊃ A и AB ⊃ B; следовательно,
AB ⊃ BU. Пусть P — элемент из AB, тогда и P−1 ⊂ AB (по теореме 3 § 192);
следовательно P−1 = AB, где A элемент из A, B — из B, но тогда P = (P−1)−1 =
B−1A−1; так как B−1 ⊂ B, A−1 ⊂ A, то P = B−1A−1 ⊂ BA, т. е. всякий элемент из
AB находится также в BA, т. е. AB ⊂ BA. Следовательно, AB = BA, и теорема
доказана.

Эта группа AB (если она существует) называется общим наименьшим крат-
ным групп A и B; очевидно, что это наименьшая группа, содержащая A и B, ибо
всякая группа, содержащая A и B, содержит также и комплекс AB (а так же и
BA). Если AB 6= BA , т. е. AB не группа, то мы можем дополнить комплекс
AB новыми элементами, пока он не превратится в группу; тогда эта группа C

(которая таким образом ⊃ AB и ⊃ BA) будет называться общим наименьшим
кратным групп A и B, или группой, порождаемой группами A и B; она обозна-
чается: C = {A,B}; это — наименьшая группа, содержащая A и B. Подобно же
определяется общее наименьшее кратное нескольких групп: {A1,A2, . . . ,Ak}; это
— наименьшая группа, содержащая A1,A2, . . . ,Ak.

§ 196. Структура группы. Представление всякой группы в виде груп-
пы подстановок. Пуст A -—- данная группа E, A, B, C, . . . ее элементы; для того
чтобы группа A была нам вполне известна, нам необходимо знать, каким элемен-
там (из группы же A) равняются всевозможные произведения элементов из A: EA,
AB, AC, BC, BA, CA, . . . То-есть группа только тогда определена, если все эти
произведения нам даны. Это выражают, говоря, что нам дана структура групп.
Обычно все эти произведения помещаются в квадратной таблице, которая стро-
ится аналогично пифагоровой таблице умножения; это так называемая таблица
Кэли данной группы. Пусть, например, нам дана группа четвертого порядка с
элементами E, A, B, C и с нижеследующей таблицей Кэли (табл. I). Здесь видно,
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что AB = C = С, B = E, BC = A и т. п.

E A B C
E E A B C
A A E C B
B B C E A
C C B A E

E A1 A2 A3 B C
E E A1 A2 A3 B C
A1 A1 E C B A3 A2

A2 A2 B E C A1 A3

A3 A3 C B E A2 A1

B B A2 A3 A1 C E
C C A3 A1 A2 E B

Таблица I Таблица II

Таблица Кэли дает нам все, что относится к данной отвлеченной группе; все
законы как общие законы действия, так и специальные свойства данной группы
можно вывести из таблицы Кэли. Например, из табл. I видно, что для нашей
группы четвертого порядка выполнен постулат II, ибо как в каждой строке, так
и в каждом столбце таблицы стоят все различные элементы; из того, что таблица
симметрична относительно главной диагонали (идущей слева — сверху направо —
вниз), следует, что для нашей группы четвертого порядка верен и коммутативный
закон; наконец, из таблицы видно, что в группе все элементы, кроме E, второго
порядка, ибо A2 = B2 = C2 = E. Это так называемая «четверная» группа.

Если нам даны конкретные элементы (например подстановки матрицы), дей-
ствие над которыми производится по определенным правилам, то мы можем по-
строить таблицу Кэли путем фактического выполнения нашего действия над вся-
кими двумя из данных элементов. Например, табл. II представляет структуру
симметрической группы 3-й степени, т. е. группы шестого порядка всех подстано-
вок трех символов. Здесь

E =

(
1 2 3
1 2 3

)
, A1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, A2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, A3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

B =

(
1 2 3
2 3 1

)
C =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

Из табл. II видно, что эта группа не коммутативна; она имеет три элемента
второго порядка A1, A2, A3 и два элемента третьего порядка B, C; далее, она
имеет три подгруппы второго порядка E + A1, E + A2, E + A3 и одну подгруппу
третьего порядка E + B + C; все эти подгруппы циклические.

Но если нам надо построить абстрактную группу, то мы, конечно, не можем
написать в таблице Кэли элементы наобум, произвольно: надо построить табли-
цу так, чтобы основные постулаты действия оказались выполненными для строя-
щейся группы. Труднее всего выполнить ассоциативный закон, который в таблице
Кэли отражается весьма сложным образом.

Часто бывает, что мы из разных конкретных источников получаем группы,
которые имеют одинаковую структуру; они с отвлеченной точки зрения представ-
ляют собой одно и то же, т. е. их таблицы Кэли отличаются друг от друга разве
только обозначением элементов: если мы изменим это обозначение подходящим
образом, то таблицы Кэли этих групп целиком совпадут друг с другом.

Такие группы называются изоморфными (точнее: просто или однозначно изо-
морфными) друг другу. Например, мы построили (табл. I) отвлеченно четверную
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группу; но эту же таблицу Кэли мы будем иметь для группы таких четырех под-
становок:

E =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, A =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
, B =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

C =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)

(предлагается это проверить).
Следовательно, наша абстрактная четверная группа изоморфна группе этих

четырех подстановок; она при помощи подстановок представилась в конкретном
виде. Этот случай не исключительный; докажем следующее предложение:

Теорема. Всякая абстрактная группа изоморфна некоторой группе подста-
новок.

Доказательство. Пусть A = E + A2 + . . . + An данная абстрактная группа
n-го порядка; мы имеем (теорема 1 § 192):

A = AA
κ

= EA
κ

+ A2Aκ
+ . . . + AnAκ

;

следовательно, EA
κ

= A
κ
, A2Aκ

, . . . , AnA
κ

— те же элементы EA2, A2, . . . , An,
только в другом порядке и

A
κ

=

(
E A2 . . . An

A
κ

A2Aκ
. . . AnA

κ

)

есть некоторая подстановка n символов EA2, A2, . . . , An. Точно так же имеем:

Aλ =

(
E A2 . . . An

Aλ A2Aλ . . . AnAλ

)
;

но так как в подстановке верхнее расположение произвольно, то мы можем также
взять:

Aλ =

(
A

κ
A2Aκ

. . . AnAκ

A
κ
Aλ A2Aκ

Aλ . . . AnA
κ
Aλ

)
;

(нижнее произведение мы пишем без скобок, ибо ассоциативный закон позволяет
это); далее

A
κ
Aλ =

(
E A2 . . . An

A
κ
Aλ A2Aκ

Aλ . . . AnAκ
Aλ

)
;

с другой стороны

A
κ
Aλ =

(
E A2 . . . An

A
κ
Aλ A2Aκ

Aλ . . . AnAκ
Aλ

)
;

следовательно, A
κ
Aλ = A

κ
Aλ. Это показывает: каждому элементу A

κ
нашей аб-

страктной группы соответствует подстановка A
κ
; все эти подстановки образуют

группу A, изоморфную группе A, ибо подстановка, соответствующая произведе-
нию двух элементов, равна произведению подстановок соответствующих элемен-
тов.
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Указанным способом абстрактная группа n-го порядка представляется как
группа подстановок n-й степени (т. е. с n символами); это — далеко не единствен-
ный и не самый выгодный в практическом смысле способ представления абстракт-
ный групп в виде групп подстановок, хотя теоретически он самый простой. Это
конкретное представление абстрактных групп очень важно: оно показывает, что
для того чтобы получить все возможные типы абстрактных групп, нам достаточ-
но рассмотреть все типы групп подстановок, т. е. отвлеченную задачу оно сводит
к конкретной.

Абстрактные группы могут быть изоморфными и друг другу, если элементы
обеих групп только обозначением отличаются друг от друга. Интерес здесь пред-
ставляет тот случай, когда две или несколько подгрупп одной и той же группы
изоморфны друг другу; эти подгруппы и с абстрактной точки зрения приходит-
ся отличать друг от друга. Другой случай, когда одна и та же группа изоморфна
самой себе, т. е. когда между ее элементами существует взаимно однозначное соот-
ветствие, причем, если A соответствует A1, B соответствует B1, то и AB соответ-
ствует A1B1. Эти изоморфизмы группы самой себе называются автоморфизмами,
и их теория весьма важна для общей теории групп.

Упражнения

224) Найти все автоморфизмы четвертой группы (табл. I).
Отв. Их шесть; мы их все получим, если будем всевозможными способами

переставлять друг с другом элементы A, B, C.
225) Группу шестого порядка, структура которой дана в табл. II, представить

как группу подстановок шести символов (по теореме этого параграфа).

§ 197. Сопряженные элементы и группы. Инвариантные подгруппы.
Пусть C — —данная группа, A и P — два ее элемента. Возьмем элемент B =
P−1AP ; он тоже из C и называется элементом, сопряженным с A; а операция,
посредством которой мы из A получаем B, называется преобразованием элемента
A посредством элемента P . Сопряженность есть понятие, аналогичное равенству:
оно симметрично, рефлективно и транзитивно, именно:

1. Если A сопряжено с B, то и B сопряжено с A; именно из B = P−1AP следует
A = PBP−1, т. е. A получается из B преобразованием посредством элемента P−1.
Следовательно, можно говорить о сопряженных элементах A и B вообще.

2. A сопряжено с A; действительно, A = E−1AE, или A = A−1AA.
3. Если A сопряжено с B, а B — с C, то и A сопряжено с C; именно: B = P−1AP ,

C = Q−1BQ; следовательно, C = (PQ)−1A(PQ).
Из понятия о сопряженных элементах вытекает понятие о сопряженных ком-

плексах: если A = A + B + C . . . , то

P−1AP = P−1AP + P−1BP + P−1CP + . . .

Если один из сопряженных комплексов группа, то и другой тоже является
группой. Пусть A — группа; тогда в A вместе с A и B входит и элемент AB;
следовательно, в P−1AP входит элемент P−1ABP = P−1AP ·P−1BP , ибо P−1P =
E; это показывает, что и P−1AP — группа и при этом изоморфная с A, ибо при
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A, соответствующем A′ = P−1AP , и B, соответствующем B′ = P−1BP , мы имеем,
что AB соответствует A′B′; в этом и заключается изоморфизм.

Пусть A — подгруппа данной группы G = E + G2 + G3 + G4 + . . .; будем пре-
образовывать A всеми элементами из G; получим подгруппы, сопряженные с A:
E−1AE = A, G−1

2 AG2, G−1
3 AG3, . . . Может случиться, что эти подгруппы совпадут

частью друг с другом, частью с A; мы выберем из них все различные и получим
систему подгрупп, сопряженных с A. Особенно интересен случай, когда все под-
группы A, G−1

2 AG2, . . . совпадут с A; в этом случае a называется инвариантной
подгруппой или нормальным делителем группы G. Следовательно, инвариантная
подгруппа A отличается следующим характерным свойством: если G — любой эле-
мент из G, то G−1AG, или AG = GA, т. е. подгруппа A переместила со всяким
элементом из G; обратно, если подгруппа A переместима со всяким элементом
из G, то она совпадает со всеми своими сопряженными, т. е. она инвариантна.
Из этого, конечно, не следует, что каждый элемент из A переместим с каждым
элементом из G: если G ⊂ G и A ⊂ A, то можно только утверждать, что в A

имеется такой элемент A′, что AG = GA′. Это свойство можно принять за третье
определение инвариантной подгруппы.

Теорема 1. Общий наибольший делитель и общее наименьшее кратное всех
сопряженных друг другу подгрупп группы G являются, инвариантными подгруп-
пами для G.

Доказательство. Пусть A, G−1
1 AG1, G

−1
2 AG2, . . . все сопряженные с A под-

группы группы G; D — их пересечение, C — их общее наименьшее кратное. Если G
— любой элемент из G, то легко видеть, что G−1DG и G−1CG будут, соответствен-
но, пересечением и общим наименьшим кратным групп: G−1AG, (G1G)−1A(G1G),
(G2G)−1A(G2G), . . . (это следует из изоморфизма получаемых преобразованием
посредством G групп старым); но эти группы как сопряженные с A совпадают с
группами A, G−1AG1, . . . (разве только стоят в другом порядке); следовательно, и
пересечение их, и общее наименьшее кратное не должны измениться: G−1DG = D,
G−1CG = C, так как G — любой элемент ⊂ G, то следовательно, D и C инвари-
антны.

Теорема 2. Общий наибольший делитель и общее наименьшее кратное инва-
риантных подгрупп группы G суть тоже инвариантные подгруппы группы G.

Доказательство. Пусть A,B, . . . инвариантные подгруппы группы G, D =
D(A,B, . . .), C = {A,B? . . .}; так как при любом G ⊂ G , G−1AG = A, G−1BG = B,
. . . , то и G−1DG = D, G−1CG = C, что и требовалось доказать.

Очевидно, что всякая подгруппа абелевой группы инвариантна.
Всякая группа G? является инвариантной подгруппой для самой себя; кроме

того, главная группа, состоящая из одного только элемента E, является инвари-
антной подгруппой для всякой группы. Если кроме этих двух групп G совсем не
имеет инвариантных подгрупп, то она называется простой. Если группа совсем
не имеет никаких подгрупп кроме E и самой себя, то она называется простей-
шей. Пусть G — простейшая группа и A — один из ее элементов, неравный E;
циклическая группа {A} всех степеней элемента A является подгруппой для G;
следовательно, должно быть G = {A}, т. е. простейшая группа — непременно цик-
лическая. Пусть n — ее порядок; порядок элемента A тоже n. Если n — составное
число, n = kl, то элемент Ak-го порядка, и циклическая группа {Ak} 1-го порядка
является подгруппой для G, не совпадающей с G, что противоречит тому, что G
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— простейшая. Итак, n = p — простое число. Обратно: всякая группа простого
порядка p непременно простейшая: она кроме E и самой себя не имеет подгрупп
и будет непременно циклической.

Простейшая группа, конечно, в то же время и простая; но существуют простые
группы, не являющиеся, однако, простейшими; такие группы имеют подгруппы
и кроме E и самой себя, только ни одна из этих подгрупп не инвариантна. Этих
простых, но не простейших, групп бесчисленное множество, но если мы будем рас-
сматривать все типы групп, начиная с низших порядков, то такие простые группы
будут нам попадаться очень редко: наименьшая простая (но не простейшая) груп-
па — это так называемая полусимметрическая группа 5-й степени и 60-го порядка.
Очевидно, что абелева группа только тогда простая, если она простейшая.

Упражнение

226) Из подгрупп группы шестого порядка, структура которой дана в табл. II
§ 196, найти, какие сопряжены друг другу, и есть ли инвариантные.

Отв. E + B + C инвариантна; E + A1, E + A2, E + A3 сопряжены друг другу.

§ 198. Дополнительные группы. Если B — инвариантная подгруппа для
A, и мы разложим A по модулю B слева и справа [(5) и (6) § 194], то оба эти
разложения здесь, очевидно, совпадут, ибо BA2 = A2B, . . . , BAt = AtB, так что
из одного разложения непосредственно следует другое. Рассмотрим комплексы:
BE = B, BA2, . . . , BAt; докажем, что для их произведений верны все основные
четыре постулата § 191.

I. BA
κ
· BAλ = BBA

κ
Aλ = B(A

κ
Aλ) = BAµ, ибо B переместимо со всяким

A
κ
; BB = B и BA

κ
Aλ есть один из тех же комплексов BAµ.

II. Пусть BA
κ
·BAλ = B

κ
·BAµ; отсюда A

κ
BBAλ = A

κ
BBAµ, или A

κ
(BAλ) =

A
κ
(BAµ); а это как раз тот случай (§ 191), когда для произведения комплексов

верен постулат II; заключаем: BAλ = BAµ.
Пусть теперь BAλ ·BA

κ
= BAµ ·BA

κ
; отсюда (BAλ)Aκ

= (BAµ)A
κ
; мы опять

имеем тот же случай и опять заключаем, что BAλ = BAµ.
III. Ассоциативный закон верен вообще для комплексов.
IV. Число наших комплексов, равное t, конечно.
Отсюда следует, что если эти комплексы BA

κ
рассматривать как отдельные

новые элементы, так сказать «высшего порядка», то они образуют группу; эта

группа обозначается A/B или
A

B
и называется дополнительной к B группой; ее

порядок есть t = A,B (и, значит равен индексу группы B относительно A); роль
главного элемента в ней играет B, ибо B2 = B.

У абелевых групп всякая подгруппа инвариантна, а потому там для всякой
подгруппы существует дополнительная группа, которая, очевидно, тоже абелева.

Теорема 1. Если B и C — инвариантные подгруппы для A, причем B ⊃ C,

то и
B

C
инвариантная подгруппа для

A

C
и индексы

(A,B) =

(
A

C
,
B

C

)
.
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Доказательство. Очевидно, что C будучи инвариантной подгруппой для A,

будет также инвариантной подгруппой для B, т. е. дополнительная группа
B

C
существует. Разложим A и B по модулю C (здесь — все равно, справа или слева):

A = CP + CP ′ + CP ′′ + CP ′′′ + . . . ; B = CQ + CQ′ + CQ′′ + . . . ;

Q,Q′, Q′′, . . . некоторые элементы из B, а следовательно, и из A, так как B ⊂ A;
следовательно, комплексы CQ, CQ′, CQ′′, . . . все встречаются среди комплексов
CP , CP ′, CP ′′, . . . ; но комплексы CQ, CQ′, CQ′′, . . . являются элементами группы
B

C
, а CP , CP ′, CP ′′, . . . — элементы группы

A

C
; следовательно,

B

C
⊂ B

C
. Пусть P

— элемент из A, Q — элемент из B; так как B — инвариантная подгруппа для A,
то (§ 197, 3-е определение инвариантной подгруппы) в B имеется такой элемент
Q′, что QP = PQ′; но тогда CQP = CPQ′, что можно представить в таком виде:

CQ ·CP = CP = ·CQ′; так как CP любой элемент из
A

C
, CQ — любой элемент из

B

C
,

a CQ′ тоже элемент из
B

C
, то отсюда (по тому же третьему определению) следует,

что
B

C
инвариантпая подгруппа для

A

C
.

Пусть n — порядок A, h — порядок B, k — порядок C; тогда порядок A

C
=

(AC =
n

k
, порядок

B

C
= (B,C) =

h

k
,

(
A

C
,
B

C

)
=

n

k
:

h

k
=

n

h
= (A,B), и наша

теорема доказана.
Теорема 2. (обратная к теореме 1). Если C инвариантная подгруппа для A и

A

C
имеет подгруппу M, то A имеет подгруппу B, содержащую в свою очередь

подгруппу C, причем
B

C
= M. Если M инвариантная подгруппа для

A

C
, то B —

инвариантная подгруппа для A. Порядок B равен произведению порядков M и C.
Доказательство. Пусть, как и раньше, A = CP + CP ′ + CP ′′ + . . .; комплексы

CP,CP ′?, . . . являются элементами группы
A

C
; рассматривая их как элементы, мы

будем заключать их в скобки:
A

C
= (CP )+ (CP ′)+ (CP ′′)+ . . . Часть их составляет

группу M; пусть M = (CQ) + (CQ′) + (CQ′′) + . . . , где все эти сложные элементы
(CQ), (CQ′), . . . встречаются среди элементов (CP ), (CP ′), . . . Рассматривая теперь
CQ,CQ′, . . . снова как комплексы первоначальных элементов, обозначим:

B = CQ + CQ′ + CQ′′ + . . . (7)

Докажем, что комплекс B, есть группа первоначальных элементов. Возьмем два
элемента из B: CQ и C ′Q′; где C и C ′ — элементы из C; имеем QC ′ = C ′′Q, где C ′′

тоже элемент из C, ибо C — инвариантная подгруппа для A. Следовательно, CQ ·
C ′Q′ = CC ′′QQ′ = C ′′′QQ′, где C ′′′ тоже ⊂ C, но C ′′′QQ′ содержится в комплексе
CQQ′ = CQ · CQ′, который входит в B, ибо элемент (CQ) · (CQ′) входит в группу
M. Следовательно, CQ · C ′Q′ ⊂ B, что и доказывает, что B — группа. Если m
порядок M, k порядок C, h порядок B, то из (7) очевидно, что h = mk. Очевидно,

также, что
B

C
= M.

367



Пусть теперь M — инвариантная подгруппа для
A

C
; тогда при данных (CP )

из
A

C
и (CQ) из M можно найти в M элемент (CQ′) так, чтобы было (CQ)(CP ) =

(CP )(CQ′); или (рассматривая CP , . . . , снова как комплексы)

CQCP = CPCQ′,

или, так как C (как инвариантная подгруппа) переместима и с Q′ и с P :

QPC = PQ′C;

в левой части этого равенства имеется элемент QPE = QP ; следовательно, и
в правой части имеется равный ему элемент QP = PQ′C, где C — некоторый
элемент из C; но Q′C = Q′′ есть элемент из B, ибо Q′ ⊂ B и C ⊂ B; итак,

QP = PQ′′;

отсюда (§ 197, 3-е определение инвариантной подгруппы) следует, что B — инва-
риантная подгруппа для A, и теорема 2 доказана полностью.

Определение. Инвариантная подгруппа C группы A называется максималь-
ной, если A не имеет инвариантной подгруппы B, которая в свою очередь содер-
жала бы C.

Заметим, что максимальных инвариантных подгрупп у данной группы A мо-
жет быть и несколько, и они могут быть различных порядков.

Следствие из теорем 1 и 2. Инвариантная подгруппа C группы A тогда и

только тогда максимальна, если группа
A

C
простая.

Замечание. Если B и C — две инвариантные подгруппы для A, то BC всегда
группа (ибо BC = CB) и притом тоже инвариантная подгруппа для A (как общее
наименьшее кратное групп B, C); если хоть одна из групп B, C — максимальная
инвариантная подгруппа для A, то BC = A (иначе было бы A ⊃ BC ⊃ B , т. е. A

заключала бы инвариантную подгруппу BC, содержащую B и C).
Теорема 3. Если B, C две максимальные инвариантные подгруппы группы A,

D = D(B,C), то D — максимальная инвариантная подгруппа и для B и для C,

причем группа
A

B
изоморфна

C

D
,

A

C
изоморфна

B

D
.

Доказательство. По теореме 2 § 197 D — инвариантная подгруппа для A, а

следовательно, и для B и для C, т. е.
B

D
и

C

D
существуют. Разложим C по модулю

D:
C = D + DC ′ + DC ′′ + . . . (8)

Комплексы D, DC ′, DC ′′, . . . все различны. Умножив (8) на B слева, найдем BC =
BD + BDC ′ + BDC ′′ + . . . ; но BC = A (см. предыдущее замечание), BD = B,
ибо D ⊂ B, следовательно:

A = B + BC ′ + BC ′′ + . . . ; (9)

докажем, что комплексы B, BC ′, BC ′′, . . . тоже все различны. Пусть BC ′ = BC ′′;
следовательно (по лемме § 194), C ′C ′′−1 ⊂ B; но ведь C ′ и C ′′ находятся в C;
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следовательно C ′C ′′−1 ⊃ C; будучи и в B и в C, элемент C ′C ′′−1 находится и в
D: C ′C ′′−1 ⊂ D; тогда (по той же лемме § 194) DC ′ = DC ′′, а это неверно, ибо
в (8) все комплексы различны. Следовательно, и в (9) все комплексы должны
быть различны, и (9) представляет собою разложение A по модулю B. Между
комплексами (8) и (9) имеется взаимно однозначное соответствие: B соответствует
D, BC ′ соответствует DC ′ и т. д.; причем, если BC ′ соответствует DC ′, BC ′′

соответствует DC ′′, то и BC ′ ·BC ′′ = BC ′C ′′ соответствует DC ′ ·DC ′′ = DC ′C ′′, т.

е. это соответствие дает изоморфизм групп
A

B
и

C

D
. Совершенно так же докажем,

что и
A

C
и

B

D
изоморфны. Но

A

B
и

A

C
простые группы (ибо B и C максимальные

инвариантные подгруппы); следовательно, и изоморфные им группы
C

D
и

B

D
—

простые; следовательно, D — максимальная инвариантная подгруппа для C и для
B, и теорема 3 доказана.

§ 199. Композиционный ряд. Теорема Жордана – Гельдера. Пусть G

— данная группа, G1 — какая-нибудь ее максимальная инвариантная подгруппа,
G2 — максимальная инвариантная подгруппа для G1, G3 — тоже для G2 и т. д.
Так как порядки групп G, G1, G2, G3, . . . убывают, то этот ряд должен окончиться
главной группой E; пусть Gn = E. Такой ряд

G, G1, G2, . . . , Gn−1, Gn = E

называется композиционным рядом для группы G. Все дополнительные группы
G

G1

,
G1

G2

, . . . ,
Gn−1

E
= Gn−1 — простые. Если данная группа G простая, то един-

ственная ее максимальная инвариантная подгруппа есть E и единственный ее ком-
позиционный ряд есть G, E. Если же группа G не простая («составная»), то она
вообще может иметь несколько совершенно различных композиционных рядов.

Теорема Жордана – Гельдера (Jordan, Hölder). Если G, G1, . . . , Gn = E и
G, H1, H2, . . . , Hm = E два композиционных ряда группы G, то всегда n = m, и
если не считать различными изоморфные друг другу, группы, то ряды дополни-
тельных групп

G

G1

,
G1

G2

, . . . ,Gn−1 и
G

H1

,
H1

H2

, . . . ,Hn−1

совпадают с точностью до порядка, т. е. каждая группа одного ряда изоморфна
некоторой группе другого ряда, и обратно, и если в одном ряду имеется несколько
изоморфных друг другу групп, то и в другом ряду имеется столько же групп, изо-
морфных первым; в частности и ряды индексов (G,G1), (G1,G2), . . . , (Gn−1,Gn)
и (G,H1), (H1,H2), . . . , (Hn−1,Hn) состоят из одних и тех же чисел, только
может быть расположенных в разных порядках.

Для рядов индексов эту теорему доказал Жордан; Гельдер обобщил ее и вы-
сказал в том виде, как мы ее приводим.

Доказательство. Для простых групп теорема тривиальна, ибо всякая про-
стая группа только и имеет один композиционный ряд. Группы низших порядков
(второго и третьего) простейшие, следовательно, и простые. Поэтому мы можем
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применить метод полной индукции, приняв, что теорема верна для групп, порядки
которых меньше порядка G.

Имеем G1H1 = H1G1 = G; пусть D = D(G1,H1); тогда по теореме 3 § 198 D

–— максимальная инвариантная подгруппа и для G1 и для H1.
Пусть D, D1, D2, . . . , E — какой-нибудь композиционный ряд для D; тогда G1,

D, D1, D2, . . . , E и H1, D, D1, D2, . . . , E — композиционные ряды для H1 и G1.
Но так как G1 и H1 порядков низших, чем порядок G, то для них наша теорема
предполагается верной. Так, например, для G1, имеем два композиционных ряда:

G1, D, D1, . . . , E и G1, G2, G3, . . . , E; (10)

отсюда заключаем, что число членов в них одинаково и что ряды дополнительных

групп
G1

D
,

D

D1

, . . . и
G1

G2

,
G2

G3

, . . . отличаются друг от друга разве только порядком

своих членов. Также и для H1 имеем два композиционных ряда:

H1, D, D1, . . . , E и H1, H2, H3, . . . , E, (11)

и заключаем то же самое. Отсюда уже следует, что число членов во вторых рядах
(10) и (11) одинаково, а следовательно, и в данных рядах для G число членов
одинаково, т. е. m = n. Имеем теперь четыре ряда дополнительных групп для G:

G

G1

,
G1

G2

,
G2

G3

, . . . ; (12)

G

G1

,
G1

D
,

D

D1

, . . . ; (13)

G

H1

,
H1

D
,

D

D1

, . . . ; (14)

G

H1

,
H1

H2

,
H2

H3

, . . . ; (15)

Ряды (12) и (13), начиная со второго члена, как было уже выяснено, отли-
чаются друг от друга только порядком членов; первые же члены у этих рядов
одинаковы; то же самое верно и для рядов (14) и (15). Что касается (13) и (14),
то эти ряды, начиная с третьего члена, вообще тождественны друг другу, и кроме
того (по теореме 3 § 198), первый член (13) изоморфен второму члену (14), а вто-
рой член (13) изоморфен первому члену (14). Отсюда следует, что и ряды (12) и
(15) отличаются друг от друга разве только порядком своих членов. Следователь-
но, для G теорема Жордан – Гельдера доказана. Как простое следствие вытекает
отсюда равенство рядов индексов.

Особенно интересен случай, когда для данной группы G ряд индексов компо-
зиционного ряда состоит только из простых чисел; следовательно, все дополни-
тельные группы (12) не только простые, но и простейшие. Такая группа G называ-
ется разрешимой (по Фробениусу и Гельдеру) или метациклической (по Веберу).
Например, абелева группа всегда разрешима.

§ 200. Гомоморфизм. Рассмотрим соотношение между данной группой G

и ее дополнительной группой
G

A
, где A — какая-нибудь инвариантная подгруппа
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для G. Пусть n — порядок G, m — порядок A, тогда порядок
G

A
есть:

t = (G,A) =
n

m
.

Всякому элементу G из G соответствует один определенный элемент из
G

A
, именно,

комплекс AG, куда входит этот элемент G. При этом, если

элементу G соответствует AG,
′′ G′ ′′ AG′,

то ′′ GG′ ′′ AAA′.

, .

Но AGG′ = A2GG′ = AG·AG′. Следовательно, произведению элементов из G соот-

ветствует произведение соответствующих элементов из
G

A
. Таким образом между

группами G и
G

A
существует соответствие, похожее на изоморфизм, но отличаю-

щееся от последнего тем, что в то время как каждому элементу из G соответствует

только один элемент из
G

A
, — каждому элементу AG из

G

A
соответствует несколько

элементов из G, — именно, все элементы комплекса AG; число их равно поряд-
ку группы A. Такое соответствие называется гомоморфизмом или многозначным
(или кратным) изоморфизмом, — в отличие от ранее определенного (однозначно-
го или простого) изоморфизма. Говорят, что группа G гомоморфна группе G

A
(но

не наоборот).
Вообще, группа A гомоморфна группе B, если каждому элементу группы A

соответствует один и только один элемент группы B (но не наоборот), причем
если элементу A из A соответствует элемент B из B, а элементу A1 из A — элемент
B1 из B, то элементу AA1 соответствует BB1.

Если группа A гомоморфна группе B, а группа B в свою очередь гомоморфна
группе C, то и группа A гомоморфна группе C, т. е. для гомоморфизма верен закон
транзитивности.

Теорема. Если группа A гомоморфна группе B, то в A имеется такая инва-

риантная подгруппа N, что дополнительная группа
A

N
просто изоморфна B.

Доказательство. Пусть единице E ′ из B соответствуют элементы P и Q из
A; тогда по определению гомоморфизма элементу PQ из A соответствует элемент
E ′E ′ = E ′ из B. Это показывает, что все элементы из A, соответствующие единице
из B, составляют, группу (а следовательно, между ними есть и единица из A);
обозначим эту группу через N и докажем, что она — инвариантная подгруппа
для A. Заметим предварительно, что если элемент A ⊂ A соответствует элементу
B ⊂ B , то A−1 соответствует B−1, действительно, если A−1 соответствует B′;
то AA−1 = E соответствует BB′; но единице E из A соответствует только один
элемент из B, именно единица E ′; следовательно, BB′ = E ′; т. е. B′ = B−1.

Пусть теперь N — любой элемент из N, а A — любой элемент из A, причем
A соответствует B ⊂ B ; тогда элементу A−1NA соответствует B−1E ′B = E ′; т.
е. A−1NA = N1 ⊂ N, или NA = A1N , а это и означает, что N инвариантная
подгруппа для A (см. § 197, третье определение инвариантной подгруппы). Пусть

A = N + NA + NA′ + . . .
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есть разложение группы A по модулю N. Если элементу A соответствует эле-
мент B из B, то каждому элементу NA из комплекса NA соответствует один и
тот же элемент E ′B = B из B. Обратно, если элементу A1 ⊂ A соответству-
ет тоже элемент B ⊂ B, то элементу A1A

−1 соответствует BB−1 = E ′; значит
A1A

−1 = N ⊂ N, а следовательно, A1 = NA ⊂ NA. То есть каждому элементу B
из B соответствуют все элементы некоторого комплекса NA, и только они. Таким

образом между комплексами N, NA, NA′, . . . , т. е. между элементами группы
A

N
,

с одной стороны, и между элементами группы B, с другой стороны существует
взаимно однозначное соответствие, причем если NA соответствует B, а NA′ соот-
ветствует B′; то NAA′ = NA · NA′ соответствует BB′; т. е. это соответствие есть
простой изоморфизм, и теорема доказана.

§ 201. В § 196 мы видели, что всякая абстрактная группа изоморфна некото-
рой группе подстановок. Обобщим теперь примененное при доказательстве этой
теоремы построение. Пусть G данная группа, H — ее подгруппа и

G = H + HA2 + . . . + HAk (16)

разложение группы G по модулю H, взятому слева. Пусть Aλ какой-нибудь элемент
из G; тогда GAλ = G (см. § 192, теорему 1); но, с другой стороны:

G = GAλ = HAλ + H(A2Aλ) + . . . + H(AkAλ); (16)

тут все комплексы правой части различны, ибо из

HA
κ
Aλ = HAµAλ

умножением справа на A−1
λ получаем HA

κ
= HAµ; следовательно, комплексы в

правой части (16а) те же, что и в правой части (16), только может быть располо-
жены в ином порядке. Итак, элементу Aλ соответствует подстановка:

Aλ =

(
H HA2 . . . HAk

HAλ HA2Aλ . . . HAkAλ

)
.

Пусть Aµ другой элемент из G, ему соответствует подстановка:

Aµ =

(
H HA2 . . . HAk

HAµ HA2Aµ . . . HAkAµ

)
=

(
HAλ HA2Aλ . . . HAkAλ

HAλAµ HA2AλAµ . . . HAkAλAµ

)
;

тогда легко видеть, что элементу AλAµ соответствует подстановка:

AλAµ =

(
H HA2 . . . HAk

HAλAµ HA2AλAµ . . . HAkAλAµ

)
= Aλ · Aµ,

т. е. произведению двух элементов из G соответствует произведение подстановок,
соответствующих сомножителям. Отсюда следует, что эти подстановки образуют
группу G, и что группа G гомоморфна группе G (в частном случае быть может и
просто изоморфна, но заранее мы этого не знаем).

Посмотрим, какие элементы A из G? соответствуют тождественной подстанов-
ке E; это — такие элементы A, для которых HA = H и HAλA = HAλ для всякого
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Aλ ⊂ G . Из первого равенства (по теореме 5 § 192) следует: A ⊂ H ; второе равен-
ство дает: (A−1

λ )HAλ) = A−1
λ HAλ, т. е. A ⊂ A−1

λ HAλ , при всяком Aλ из G. Таким
образом элемент A — общий всем сопряженным с H группам, т. е. A принадле-
жит их пересечению D. Обратно, если A ⊂ D , то, как легко убедиться, A = E
— тождественная подстановка. По теореме I § 197 D — инвариантная подгруппа

для G, а по теореме § 200 группа G просто изоморфна группе
G

D
. В частном слу-

чае, если D = E, т. е. если все сопряженные H группы взаимно простые, то сама
группа G будет просто изоморфна группе G, т. е. в этом случае группа подстано-
вок G является представлением абстрактной группы G, причем представлением
более выгодным, чем данное в § 196, ибо число k переставляемых символов (так
называемая степень группы подстановок) меньше порядка группы, тогда как в
доказательстве теоремы § 196 эта степень группы равна ее порядку. Этот выгод-
ный для нас случай всегда имеет место, если G — простая (но не простейшая)
группа, ибо там всегда D = E: ведь простая группа не имеет инвариантных под-
групп кроме E и самоё себя. Другой предельный случай, когда сама подгруппа H

инвариантна; тогда D = H, и группа G просто изоморфна группе
G

H
; такой случай

мы имеем в абелевых группах для всякой подгруппы H, ибо там всякая подгруппа
инвариантна.

Пример. В § 196 рассматривается группа 6-го порядка перестановок трех сим-
волов (так называемая симметрическая группа третьей степени); по способу, дан-
ному в том же параграфе, она представляется как группа перестановок шести
символов. Если же мы возьмем ее подгруппу H1 = E + A1, то из таблицы Кэли
всей группы (таблица II в § 196) найдем такие сопряженные с H1 подгруппы:

H2 = E + A2, H3 = E + A3;

они — взаимно простые. Следовательно, всю группу можно представить как груп-
пу подстановок трех символов. Имеем: H1 = H1A1 = E+A1, H1A2 = H1C = A2+C,
H1A3 = H1B = A3 + B; обозначив H1 номером 1, H1A2 номером 2, H1A3 номером
3, мы получим:

E =

(
1 2 3
1 2 3

)
, A1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, A2 =

(
3 2 1
3 2 1

)
, A3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

B =

(
1 2 3
2 3 1

)
, C =

(
1 2 3
3 1 2

)

как раз те же самые подстановки, что и в § 196.

§ 202. Инвариантные комплексы. Пусть A элемент данной группы G; бу-
дем преобразовывать A (§ 197) всеми элементами из G; получим элементы X−1AX
(где X пробегает все элементы из G), которые будут, конечно, не все различны;
мы берем все различные элементы X−1AX; пусть это будут A1, A2, . . . , Am−1; они
образуют класс сопряженных с A элементов. Если элемент B ⊂ G сопряжен с A,
то он находится среди A1, A2, . . . , Am−1 и класс элементов, сопряженных с B, сов-
падает с классом A1, A2, . . . , Am−1. Таким образом мы можем все элементы из G

распределить по классам сопряженных элементов. Может случиться, что в данном
классе будет только один элемент, т. е. один этот элемент составляет целый класс;
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такой элемент называется изолированным. Если P — изолированный элемент, то
это значит, что для всякого X ⊂ G X−1PX = P , или PX = XP , т. е. изоли-
рованный элемент группы переместим с каждым элементом той же группы.
Единица E — всегда изолированный элемент.

Обозначим классы сопряженных элементов группы G через A = E,A2,A3, . . . ,Ak;
тогда

G = E + A2 + A3 + . . . + Ak.

Очевидно, что никакие два класса не имеют общих элементов. Кроме E ни один
из классов не составляет группы (ибо не содержит единицы E, которая должна
быть во всякой группе).

Если X любой элемент из G, а Aλ — какой-нибудь класс сопряженных элемен-
тов из G, то, очевидно:

X−1AλX = Aλ,

ибо от преобразования посредством X элементов из Aλ они только переставляют-
ся. В этом смысле системы Aλ являются инвариантными комплексами группы G.
Вообще комплекс A элементов из G называется инвариантным, если для всякого
X ⊂ G

X−1AX = A.

Очевидно, что всякий инвариантный комплекс, и в частности всякая инвариантная
подгруппа группы G либо совпадает с одним из комплексов Aλ, либо есть сумма
некоторых из них: A

κ
+ Aλ + Aµ + . . .

Выясним теперь, сколько элементов имеется в данной системе Aλ. Пусть A —
любой элемент из Aλ. Все элементы из G, переместимые с A, очевидно, составляют
группу, ибо если PA = AP и PB = BP , то и

P (AB) = (PA)B = (AP )B = A(PB) = A(BP ) = (AB)P.

Эта группа переместимых с A элементов из G называется нормализатором эле-
мента A; обозначим ее через H и разложим группу G по модулю H, взятому слева:

G = H + HG + HG′ + . . . ; (17)

если H ⊂ H, то HA = AH, и, следовательно, H−1AH = A; но если взят элемент
не из H, то, преобразовывая им A, мы получим уже элемент из Aλ, отличный
от A; например, A1 = G−1AG 6= A. Докажем, что при G1 ⊂ HG будет тоже
G−1

1 AG1 = A1. Действительно, G1 = HG, где H ⊂ H; следовательно:

G−1AG1 = (HG)−1A(HG) = G−1H−1AHG = G−1AG = A1.

Обратно, пусть
G−1

1 AG1 = A1,

т. е.
G−1

1 AG1 = G−1AG;

умножая это слева на G1; а справа на G−1, найдем:

G1G
−1
1 AG1G

−1 = G1G
−1AGG−1
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или
A(G1G

−1 = (G1G
−1A.

Таким образом G1G
−1 переместимо с A, т. е. G1G

−1 − H ⊂ H; отсюда

G1 = HG ⊂ HG.

Отсюда следует, что преобразовывая A различными элементами из G мы получим
столько различных элементов A,A1, A2, . . . , сопряженных с A, сколько имеется
различных комплексов H,HG, HG′ . . ., в (17), а это число комплексов равно индексу
(G,H). Итак:

Теорема. Число различных элементов в классе сопряженных элементов Aλ

равно индексу нормализатора для любого элемента из Aλ.
Отсюда следует, во-первых, что нормализаторы различных элементов из Aλ

имеют один и тот же порядок; можно доказать, что все эти нормализаторы явля-
ются сопряженными друг с другом, а следовательно, и изоморфными друг другу
подгруппами группы G. Во-вторых, из доказанной теоремы следует, что число
различных элементов в Aλ есть делитель порядка группы G.

Теорема. Все изолированные элементы данной группы G образуют абелеву
группу C, являющуюся инвариантной подгруппой для G.

Доказательство. Очевидно, что произведение изолированных элементов —
тоже изолированный элемент; все они переместимы и друг с другом, и со всяким
иным элементом из G; это и доказывает нашу теорему.

Группа C изолированных элементов называется центром группы G.
Для простой группы центр равен E.
Для абелевой группы всякий элемент изолированный,т. е. имеется столько

классов сопряженных элементов, сколько самих элементов; центр абелевой группы
есть сама эта группа.

Пример. У симметрической,группы третьей степени (6-го порядка; см. § 196)
имеется три класса сопряженных элементов: A1 = E, A2 = A1+A2+A3, A3 = B+C.

Понятие о классах сопряженных элементов очень важно в так называемой
теории характеров и представлений групп при помощи матриц.

§ 203. Теорема Силова (Sylow). В § 194 мы имели теорему Лагранжа о том,
что порядок подгруппы есть делитель порядка всей группы. Возникает обратный
вопрос: если порядок данной группы имеет делителем число m, то непременно
ли существует у этой группы подгруппа m-го порядка. Оказывается, что, вообще
говоря, это не непременно будет так. Например, группа всех четных подстановок
четырех символов (так называемая полусимметрическая группа четвертой степе-
ни) 2-го порядка не имеет подгруппы 6-го порядка. Но в одном частном случае
теорема Лагранжа обратима: именно, если делитель m порядка n группы есть
степень простого числа. Тут имеет место такая теорема:

Теорема Силова. Если порядок n данной группы G делится на pk, где p —
простое число, то группа имеет подгруппу порядка pk (при этом pk может и
не быть наивысшей степенью p, входящей в n).

Например, группа 81-го порядка обязательно имеет подгруппу 3-го, 9-го, 27-
го порядков. Силов домазал эту теорему для групп подстановок; Фробениус дал
общее доказательство для абстрактных групп.
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Лемма. Если порядок n абелевой группы G делится на простое число p, то в
группе G имеется элемент p-го порядка.

Доказательство. Легко видеть, что во всякой, даже неабелевой, группе есть
элемент простого порядка. Действительно, пусть Q ⊂ G; если порядок Q простое
число, то высказанное предложение уже верно; если же этот порядок m — состав-
ное число, то он делится на простое число q; тогда Qm = (Q

m
q )q = E, т. е. Q

m
q есть

элемент простого порядка.
Итак, пусть Q элемент абелевой группы G, и порядок Q есть q — простое чис-

ло; пусть q 6= p (иначе лемма была бы доказана). Циклическая группа {Q} = Q

является инвариантной подгруппой для G; следовательно, существует группа
G

Q

порядка
n

q
, причем

n

q
делится на p. Нашу лемму легко непосредственно прове-

рить для групп 2, 3, 4 порядков. Следовательно, можно применить метод полной
индукции, считая лемму доказанной для групп порядков, меньших n. Но

n

q
< n;

следовательно, для группы
G

Q
лемма считается доказанной, и в этой группе есть

элемент p-го порядка; пусть это есть комплекс QA; тогда имеем:

(QA)p = QAp = Q,

а это (по теореме 5 § 192) означает, что Ap ⊂ Q. Но элементы из DQ — различные
степени Q; следовательно:

Ap = Qt.

Определим число x из сравнения px ≡ −t (mod q) 94 и возьмем элемент QxA ⊂
QA; имеем:

(QxA)p = QpxAp = QpxQt = Qpx+t = E95,

так как px + t делится на q, a Qq = E. Итак, QxA и есть искомый элемент p-го
порядка, и лемма доказана.

Переходим теперь к доказательству теоремы Силова. Она легко непосред-
ственна проверяется для групп низших порядков, так что мы можем и здесь
применить метод полной индукции, считая ее доказанной для групп порядков,
меньших, чем n.

Разложим группу G на классы сопряженных элементов; обозначим через c чис-
ло изолированных элементов, а через k1, k2, . . . , kλ — числа элементов в остальных
λ классах; так как всего в группе n элементов, то имеем:

n = c + k1 + k2 + . . . + kλ.

Как мы видели в § 202, c и все kµ — делители числа n. Пусть, например, kν не

делится на p; тогда
n

kν

делится на pk. Но
n

kν

есть порядок нормализатора (см.

первую теорему § 202) для любого элемента из этого ν-го класса. Обозначим этот

нормализатор через A; его порядок
n

kν

< n и делится на pk; следовательно, для A

94Решить сравнение px ≡ −t (mod q) — это значит найти такое целое число x, для которого
px + t делилось бы на q; иначе, решить в целых числах неопределенное уравнение px + t = qy.
При D(p, q) = 1 (а это здесь выполнено) решения всегда существуют.

95Для абелевых групп верна формула: (AB)m = AmBm
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теорема верна, т. е. A имеет подгруппу P порядка pk; но P ведь подгруппа и для
G, т. е. для этого случая теорема Силова доказана.

Пусть теперь все kν делятся на p; тогда и c должно делиться на p, ибо n
делится на p. Но c — порядок центра C группы G, а центр — абелева группа.
Следовательно, по лемме, в C имеется элемент P порядка p. Обозначим через
P = {P} циклическую группу степеней P ; P — инвариантная подгруппа для G,

так как P ⊂ G , т. е. P изолированный элемент. Группа
G

P
порядка

n

p
< n;

n

p
делится на pk−1 (а может быть и на pk, если p не наивысшая степень p, входящая

в n); следовательно, для группы
G

P
теорема Силова имеет место, и эта группа

имеет подгруппу порядка pk−1; тогда, по теореме 2 § 198, мы можем обозначить

эту подгруппу через
U

P
, где G ⊃ A ⊃ P. Так как порядок

A

P
есть pk−1, а порядок

P есть p, то, следовательно, порядок A есть pk−1 p = pk, т. е. группа G имеет
подгруппу A порядка pk, что и требовалось доказать.

Доказанная теорема называется первой теоремой Силова; есть еще вторая тео-
рема, которую мы тут только сформулируем, не приводя доказательства.

Вторая теорема Силова. Если группа G n-то порядка имеет ровно x под-
групп порядка pα, где pα — наивысшая степень простого числа p, входящая в n,
то x ≡ 1 (mod p), или x = 1 +mp; все эти подгруппы порядка pα сопряжены друг
с другом; если k < α, то всякая подгруппа группы G порядка pk содержится по
крайней мере в одной из подгрупп порядка pα.

На этом мы заканчиваем теорию абстрактных групп и возвращаемся к группам
подстановок.

§ 204. Разложение подстановок на циклы. Возьмем подстановку такого
вида: (

1 2 3 4 5 6
4 3 1 6 2 5

)
;

здесь 1 заменяется на 4, 4 на 6, 6 на 5, 5 на 2, 2 на 3 и 3 на 1; эти замены, как
мы видим, составляют цепь, последнее звено которой соединено с первым; такая
подстановка называется циклической, или просто циклом, и обозначается в виде
одной строки: (1, 4, 6, 5, 2, 3), где каждый символ заменяется следующим за ним,
а последний заменяется первым. Конечно, безразлично, с какого символа начать,
лишь бы не нарушался порядок следования символов друг за другом. Так,

(1, 4, 6, 5, 2, 3) = (4, 6, 5, 2, 3, 1) = (2, 3, 1, 4, 6, 5) = . . .

В общем случае подстановку можно «разложить» на циклы следующим обра-
зом: (

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 2 1 0 3 5 9 8 6 7

)
= (0, 4, 3) (1, 2) (5) (6, 9, 7, 8); (18)

здесь нуль переходит в 4, 4 — в 3, 3 — в нуль, следовательно, цикл замкнут; далее,
1 переходит в 2, а 2 снова в единицу; цикл опять замкнут; символ 5 переходит
в самого себя; следовательно, он один составляет цикл; наконец, символы 6, 9,
7, 8 тоже составляют цикл. Никакая пара из этих четырех циклов, на которые
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мы разложили нашу подстановку, не имеет общих символов; такие циклы, назы-
ваются независимыми. Очевидно, что всякая подстановка может быть разложена
таким же образом на независимые циклы; при этом, так как безразлично, с какого
символа начать это разложение, то наши независимые циклы могли бы стоять и в
каком-нибудь ином порядке, а в каждом из них символы могут тоже перемещаться,
но в циклическом порядке, как было уже объяснено; в остальном же это разло-
жение на независимые циклы однозначно: всегда, например, в подстановке (18) 0
будет находиться в тройном цикле вместе с 4 и 3: (0, 4, 3), или (4, 3, 0), или (3, 0, 4);
2 будет находиться в двойном цикле вместе с 1 и т. п. Цикл, состоящий из одного
символа, такой, как в (18) цикл (5) обычно не пишется; так что если в разложе-
нии подстановки на независимые циклы нет некоторых символов, то это значит,
что эти символы не меняются в данной подстановке. В правой части (18) стоит
символическое произведение циклов; это обычное произведение подстановок, ибо
каждый цикл можно рассматривать как обычную подстановку, например:

(0, 4, 3) =

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 1 2 0 3 5 6 7 8 9

)
.

Таким образом независимые циклы, рассматриваемые как подстановки, всегда
переместимы друг с другом.

Если приходится перемножать не независимые циклы, т. е. циклы, имеющие
общие символы, то тут, конечно, коммутативный закон неверен; такое произведе-
ние зависимых циклов, всегда можно представить как произведение независимых
циклов («действительно перемножить» данные зависимые циклы), например:

(0, 4, 6, 8, 5) (1, 3, 4, 7, 5, 6) (2, 0, 4, 3) =

= (0, 7, 5, 4, 1, 2) (6, 8) (3).

Рассуждаем так: в первом цикле 0 заменяется на 4, во втором цикле 4 заме-
няется на 7; третий цикл не меняет символа 7; следовательно 0 в конечном счете
заменяется на 7; далее, 7 не меняется в первом цикле, во втором 7 переходит в
5, в третьем 5 не меняется; следовательно, 7 переходит в 5 и т. д. Когда первый
цикл результата окажется замкнутым, берем один из символов, не вошедших в
полученный первый цикл, и повторяем с ним то же рассуждение и т. д. Цикл (3),
конечно, можно было бы и не писать.

Когда говорят о числе независимых циклов, на которые раскладывается дан-
ная подстановка, то принимаются во внимание и одночленные циклы.

Обратная к циклу подстановка, очевидно, есть тоже цикл, символы которого
написаны в обратном порядке, например:

(1, 4, 2, 6, 5, 3)−1 = (3, 5, 6, 2, 4, 1).

Рассмотрим степени цикла, имеем, например:

(1, 2, 3, 4, 5)2 = (1, 3, 5, 2, 4),

ибо 1 заменится на 2, а 2 сейчас же на 3 и т. д.; далее:

(1, 2, 3, 4, 5)3 = (1, 4, 2, 5, 3),

(1, 2, 3, 4, 5)4 = (1, 5, 4, 3, 2),

(1, 2, 3, 4, 5)5 = (1) (2) (3) (4) (5) = E.
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Возьмем еще:

(1, 2, 3, 4, 5, 6)2 = (1, 3, 5) (2, 4, 6),

(1, 2, 3, 4, 5, 6)3 = (1, 4) (2, 5) (3, 6),

(1, 2, 3, 4, 5, 6)4 = (1, 5, 3) (2, 6, 4),

(1, 2, 3, 4, 5, 6)5 = (1, 6, 5, 4, 3, 2), (1, 2, 3, 4, 5, 6)6 = E.

Отсюда заключаем: порядок цикла всегда равен числу символов, из которых
состоит цикл. Степени цикла представляют собой или тоже циклы, или рас-
кладываются на независимые циклы с одним и тем же числом символов; если
цикл A m-го порядка, то Am−1 есть цикл, обратный к A (как это и вытекает из
общей теории).

Подстановка, которая раскладывается на независимые циклы с одним и тем
же числом символов, называется регулярной; мы видели, что степени цикла — или
циклы, или регулярные подстановки; можно было бы показать обратное: всякая
регулярная подстановка есть степень цикла.

Упражнения

227) Разложить следующие подстановки на независимые циклы:

a)

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 9 8 5 4 6 0 1 2 7

)
, b)

(
α β γ δ ε ζ
ζ δ β γ α ε

)
,

c)

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1 6 7 4 8 5 9 3

)
.

Отв. а) (0, 3, 5, 6) (1, 9, 7) (2, 8), b) (α, ζ, ε) (β, δ, γ), с) (1, 2) (3, 6, 8, 9) (4, 7, 5).
228) «Перемножить» следующие циклы: а) (0, 4, 3, 2) (1, 6, 2, 3) (4, 5), b) α, β, γ)

(α, δ, ε) (α, β, ε), с) (0, 1) (0, 1, 2) (0, 1, 2, 3) (0, 1, 2, 3, 4).
Отв. a) (0, 5, 4, 1, 6, 2) (3), b) (α, ε, β, γ, δ), с) (0, 4) (1, 3) (2).
229) Доказать, что обратная подстановка раскладывается на столько же неза-

висимых циклов, что и данная, и что в каждом из этих циклов столько символов
и те же символы, что и в соответственных циклах данной подстановки, только эти
символы идут в обратном порядке.

§ 205. Разложение подстановок на транспозиции. В § 28 уже было
показано, что всякая подстановка представляется как произведение транспозиций,
причем четность или нечетность числа этих транспозиций для данной подстановки
вполне определена.

Докажем это иначе.
Легко видеть, что всякий цикл из m символов может быть разложен на m− 1

транспозиций, например:

(1, 2, 3, 4, 5, 6) = (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6).

А так как всякая подстановка раскладывается на циклы, то она может быть раз-
ложена и на транспозиции, например:

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 2 1 5 0 8 7 9 4 6

)
= (0, 3, 5, 8, 4) (1, 2) (6, 7, 9) =

= (0, 3) (0, 5) (0, 8) (0, 4) (1, 2) (6, 7) (6, 9).
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Если число всех символов n, а число независимых циклов, на которые рас-
кладывается подстановка (причем учитываются и одночленные циклы), есть s,
то, как мы видим, подстановка раскладывается на n − s транспозиций. Действи-
тельно, пусть эти s циклов содержат: первый a1 символов, второй a2 символов
и т. д., s-й as символов; тогда первый раскладывается на a1 − 1 транспозиций,
второй — на a2 − 1, . . . , s-й — на as − 1, а всего подстановка разложится на
(a1 − 1) + (a2 − 1) + . . . + (as − 1) = a1 + a2 + . . . + as − s = n − s транспози-
ций, ибо совокупность всех циклов (в том числе и одночленных) включает все n
символов и каждый по одному разу.

Разложение подстановки на транспозиции возможно многими способами с раз-
личным числом транспозиций; например, к данному разложению мы всегда мо-
жем написать еще две одинаковые транспозиции (a, b)(a, b), которые не изменят
результата. Но мы докажем, что найденное число n − s есть наименьшее число
транспозиций, на которые раскладывается данная подстановка.

Теорема. Если подстановка n символов раскладывается на s независимых
циклов, то наименьшее число транспозиций, на которые она может быть раз-
ложена, есть n − s; всякое другое число транспозиций, на которые она раскла-
дывается, представляется в виде n − s + 2p, где p — целое число большее нуля.

Предварительно докажем следующую лемму:
Лемма. Если R данная, подстановка, а T = (a, b) транспозиция, то в RT

число независимых циклов или на единицу больше, или на единицу меньше, чем
в R, смотря по тому, входят ли в R символы a и b в один и тот же или в
разные циклы.

Доказательство. В R мы должны учитывать только те циклы, куда входят
a и b. Разберем два случая:

1. R = (a, a1, a2, . . . , aα) (b, b1, b2, . . . , bβ) . . . ,

RT = (a, a1, a2, . . . aα, b, b1, b2, . . . , bβ) . . .

(остальные циклы не меняются); в самом деле, в R aα переходит в a, а в T a пере-
ходит в b, следовательно, в RT aα перейдет в b, т. е. в RT два цикла соединились
в один.

2. R = (a, a1, . . . , aα, b, b1, . . . , bβ) . . . ,

RT = (a, a1, a2, . . . , aα) (b, b1, . . . , bβ) . . . ,

т. е. RT один цикл расщепился на два.
Докажем теперь нашу теорему. Пусть данная подстановка A каким-нибудь

образом разложена на t транспозиций, и пусть, например, (1, 2) первая из них:
A = (1, 2)(a, b)(c, d) . . . Имеем:

(1, 2) = (1, 2)(3)(4) . . . (n),

т. е. подстановка (1, 2) раскладывается на n− 1 независимых циклов; чтобы полу-
чить A, мы должны (1, 2) умножить на (a, b), затем на (, d) и т. д., всего t− 1 раз.
Но по лемме от каждого такого умножения число независимых циклов изменяется
на 1; в A же это число равно s. Обозначим: ε1 = −1, ε2 = ±1, . . . , εt = ±1; тогда

n + ε1 + ε2 + . . . + εt = s;
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если из количеств ε
κ

p равны +1, a t − p равны −1, то получим:

n + p − (t − p) = s;

отсюда t = n − s + 2p, и теорема доказана.
Отсюда следует, что числа транспозиций, на которые может быть разложена

данная подстановка, всегда одной и той же четности, и все подстановки n символов
разделяются на два класса: на четные подстановки (раскладывающиеся на четное
число транспозиций) и нечетные подстановки (раскладывающиеся на нечетное
число транспозиций). Очевидно, что произведение двух четных или двух нечетных
подстановок всегда четная подстановка, а произведение четной на нечетную (или
наоборот) — нечетная подстановка.

Теорема. При всяком n существуют как четные, так и нечетные подста-

новки n элементов, причем число тех и других одинаково:
1

2
n!.

Доказательство. Если n — четное, то, например, цикл (1, 2, . . . , n) нечетная
подстановка, а цикл (1, 2, . . . , n−1) четная; если n — нечетное, то наоборот. Умно-
жив все четные подстановки на какую-либо транспозицию, получим нечетные под-
становки; умножив же все нечетные подстановки на транспозицию, получим чет-

ные подстановки. Отсюда следует, что число тех и других одинаково (и равно
1

2
n!,

ибо всех подстановок n!).
Теорема. Все четные подстановки n символов образуют группу, являющуюся

инвариантной подгруппой (индекса 2) для симметрической группы n-й степени.
Доказательство. Первая часть очевидна: произведение четных подстановок

тоже четная подстановка. Вторая часть следует из того, что если R –— четная, a
S — любая подстановка, то S−1RS всегда тоже четная, ибо S всегда одинаковой
четности с S (S−1 состоит из тех же транспозиций, что и S, только поставленных
в обратном порядке).

Определение. Группа всех четных подстановок n символов называется полу-
симметрической 96 группой n-й степени.

Упражнения

230) Разложить на транспозиции подстановки;

a)

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 5 7 1 0 4 8 9 2 6

)
, b)

(
1 2 3 4 5 6 7
3 6 1 7 2 5 4

)

c) (3, 5, 7) (8, 4, 1, 0, 2).

Отв. а) (0, 3) (0, 1) (0, 5) (0, 4) (2, 7) (2, 9)(2, 6) (2, 8), b) (1, 3) (2, 6) (2, 5) (4, 7),
с) (3, 5) (3, 7) (8, 4) (8, 1) (8, 0) (8, 2).

231) Представить в виде произведений независимых циклов следующие про-
изведения транспозиций: а) (0, 1) (1, 3) (2, 3) (3, 4) (4, 5), b) (0, 2) (3, 6) (2, 6) (0, 3),
с) (0, 1) (2, 3) (1, 2) (0, 1) (1, 2).

Отв. а) (0, 2, 5, 4, 3, 1), b) (0, 6) (2, 3), с) (0, 1, 2, 3).
232) Если данная подстановка разложена на транспозиции, то как отсюда вы-

вести разложение на транспозиции обратной подстановки?

96А также знакопеременной или альтернирующей группой.
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Отв. Написать все транспозиции в обратном порядке.

§ 206. Подобные подстановки. Лемма. Для того чтобы из подстанов-
ки A получить подстановку P−1AP , надо в независимых циклах подстановки A
сделать подстановку P .

Доказательство. Этот способ составления P−1AP легче всего выясняется на
примере:

A = (0, 2, 4, 3, 1) (5, 6) (7, 8, 9), P =

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 4 3 2 1 7 6 8 0 5

)

P−1AP = (9, 3, 1, 2, 4) (7, 6) (8, 0, 5).

Значит, берутся символы циклов A и вместо них ставятся те, которыми они
заменяются в P : 9 вместо 0, 3 вместо 2, 1 вместо 4 и т. д.

Действительно, в P−1 9 переходит в 0, в A 0 переходит в 2, в P 2 переходит в
3; следовательно, в P−1AP 9 перейдет в 3 и т. д.

Мы видим, что число независимых циклов в P−1AP то же, что и в P , и в
каждом цикле по стольку же символов, что и в P . Такие подстановки называются
подобными.

Упражнения

233) Преобразовать подстановку

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 1 2 8 4 7 6 5

)
посредством под-

становки

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 7 4 5 1 2 6 3

)
.

Отв.

(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 6 1 7 3 2 8 4

)
.

234) Найти подстановки, которые преобразовывают (0, 3, 7) (2, 5) (1, 4, 6) в
(0, 6, 2) (3, 4) (1, 7, 5).

Отв. Их всего 1444; одна из них:

(
0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 3 6 7 4 5 2

)
.

§ 207. Простота полусимметрических групп степени n > 4. Обозначим
симметрическую группу через S, полусимметрическую группу через R.

1. При n = 2 S простейшая группа (2-го порядка); R = E.
2. При n = 3 ? S 6-го порядка, R 3-го порядка — простейшая группа.
3. При n = 4 S 24-го порядка, R 12-го порядка не простая: и S, и R имеют

инвариантную подгруппу, именно, четверную группу Q = E + A + B + C, где
A =(0,1) (2,3), B = (0, 2) (1, 3), C = (0, 3) (1, 2). (Пример 1 § 196.) Действительно,

если S =

(
0 1 2 3
α β γ δ

)
, где α, β, γ, δ — некоторая перестановка символов 0, 1, 2, 3,

то по лемме § 206, например, S−1AS = (α, β) (γ, δ) — одна из подстановок A, B,
C. Как мы уже видели в § 196, группа Q — абелева и имеет три подгруппы 2-го
порядка Q1 = E +A, Q2 = E +B, Q3 = E +C, инвариантные относительно Q, как
всякие подгруппы абелевой группы. Следовательно, композиционный ряд для S

в этом случае: S,R,Q,Qα, E (где α = 1 или 2, или 3); ряд индексов: 2, 3, 2, 2;
следовательно, в этом (как и в двух предыдущих случаях) группа S разрешима.
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Теорема. Полусимметричная группа R n-й степени при n > 4 простая.
Доказательство. Пусть R имеет инвариантную подгруппу Q 6= E; докажем,

что при n > 4 должно быть R = Q. Разберем несколько случаев.
1. В числе подстановок, содержащихся в Q, имеется тройной цикл: Q = (0, 1, 2).

Докажем, что тогда Q содержит и все тройные циклы вида (α, β, γ).

Пусть R =

(
0 1 2 . . .
α β γ . . .

)
— четная подстановка (т. е. ⊂ R); тогда R−1QR =

(α, β, γ) ⊂ O (ибо O — инвариантная подгруппа для R); R если же ? — нечетная,

то R′ =

(
0 1 2 . . .
α γ β . . .

)
= R · (β, γ) = — четная, и R′−1QR′ = (α, γ, β) ⊂ Q; но

тогда и (α, γ, β)2 = (α, β, γ) ⊂ Q.
Докажем теперь, что всякая четная подстановка раскладывается на тройные

циклы; это следует из формул: (α, β) (α, γ) = (α, β, γ) и (α, δ) (β, γ) = (α, β, γ)
(α, β, δ) и из того, что четная подстановка состоит из четного числа транспози-
ций. Таким образом Q, содержа все тройные циклы, содержит и всякую четную
подстановку, т. е. Q = R.

Для дальнейшего заметим, что при Q ⊂ Q , R ⊂ R имеем PQR−1 ⊂ Q и
(Q−1RQ)R−1 ⊂ Q.

2. Пусть один из циклов подстановки Q ⊂ Q содержит больше чем три сим-
вола: Q = (0, 1, 2, 3, . . . ) (. . . ) . . . ; возьмем R = (0, 1, 2); тогда Q−1RQ = (1, 2, 3),
(Q−1RQ)R−1 = (1, 2, 3) (0, 2, 1) = (0, 2, 3) ⊂ Q, и мы имеем уже разобранный слу-
чай 1, откуда снова заключаем: Q = R.

3. Пусть один из циклов подстановки Q ⊂ Q, содержит три символа:

Q = (0, 1, 2) (3, 4, . . . ) . . . ,

возьмем R = (0, 1, 3), тогда

Q−1RQ = (1, 2, 4), (Q−1RQ)R−1 = (1, 2, 4) (0, 3, 1) = (0, 3, 1, 2, 4),

и мы имеем случай 2, так что снова заключаем: Q = R.
4. Пусть Q ⊂ Q содержит не меньше трех двойных циклов:

Q = (0, 1) (2, 3) (4, 5) . . . ;

берем R = (0, 2, 4); тогда

Q−1RQ = (1, 3, 5), (Q−1RQ)R−1 = (1, 3, 5)(0, 4, 2),

и мы имеем случай 3; отсюда опять: Q = R.
5. Пусть Q имеет только два двойных цикла, а остальные одночленные: Q =

(0, 1) (2, 3) (4) . . . ; берем R = (0, 1, 4); тогда Q−1RQ = (1, 0, 4), (Q−1RQ)R−1 =
(1, 0, 4) (0, 4, 1) = (0, 1, 4), и мы опять имеем случай 3 и заключаем: Q = R.

Других случаев, не может быть, следовательно, теорема доказана. При n =
4 мы имеем исключение: там в случае 5 при Q = (0, 1) (2, 3) нет символа 4 и
мы не можем выбрать подходящим образом R и там действительно существует
инвариантная подгруппа Q 6= R.
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Следствие. Симметрическая группа S n-й степени неразрешима при n > 4.
Действительно, при n > 4 композиционный ряд для S такой: S,R, E, ряд индек-

сов: 2,
1

2
n!; но

1

2
n! при n > 4 — составное число, т. е. R — группа простая, но не

простейшая.

Упражнения

235) Построить таблицу Кэли для симметрической группы четвертой степе-
ни (24-го порядка), найти все подгруппы этой группы и выяснить, какие из них
инвариантные.

236) Построить таблицу Кэли для полусимметрической группы пятой степени
(60-го порядка).

§ 208. Транзитивность и интранзитивность. Группа подстановок m сим-
волов называется транзитивной, если в ней имеются подстановки, переводящие
каждый данный символ в каждый другой данный символ; в противном случае
она называется интранзитивной. Для того чтобы группа G была транзитив-
ной, необходимо и достаточно, чтобы в ней имелись подстановки, переводящие
один определенный символ во все остальные. Обозначим наши символы номера-
ми: 1, 2, . . . ,m, и пусть в G имеются подстановки, переводящие символ 1 во все
остальные: пусть, например, Ak переводит 1 в k, а Al переводит 1 в l, где k и l
— любые заданные символы; тогда A−1

k переведет k в 1, a A−1
k Al переведет k в l.

Этим наше предложение доказано.
Рассмотрим в данной транзитивной группе G все подстановки, оставляющие

данный символ, например 1, без изменения; в число их входит и тождественная
подстановка E; если P и Q оставляют 1 без изменения, то и PQ и P−1 тоже не
изменяют символа 1; т. е. все такие подстановки образуют группу A1. Пусть под-
становка A2 переводит 1 в 2; тогда и все подстановки комплекса A1A2 переводят 1
в 2; обратно: если подстановка A′ переводит 1 в 2, то A/A−1

2 оставляет 1 без изме-
нения, т. е. A′A−1

2 = P ⊂ A1, и, следовательно: A′ = PA2 ⊂ A1A2. Таким образом
комплекс A1A2 состоит из всех подстановок, переводящих 1 в 2. Обозначим вообще
через Aλ одну из подстановок, переводящих 1 в λ (λ = 2, . . . ,m), тогда все под-
становки, переводящие 1 в λ, составляют комплекс A1Aλ, и мы имеем разложение
группы G по модулю A1, взятому слева:

G = A1 + A1A2 + A1A3 + . . . + A1Am.

Если k — порядок группы A1; то n = km, т. е. порядок транзитивной группы
подстановок делится на ее степень.

Рассмотрим подгруппы, сопряженные c A1; легко видеть, что все подстановки
группы A−1

2 A1A2 не изменяют символа 2, все подстановки группы A−1
3 A1A3, не

изменяют символа 3 и т. д. Вообще, все подстановки группы A−1
λ A1Aλ не изменяют

символа λ. Обратно, пусть A не меняет символа λ; тогда AλAA−1
λ = P не изменит

символа 1, т. е. P ⊂ A1; но тогда A = A−1
λ PAλ ⊂ A−1

λ A1Aλ. Итак, группа A−1
λ A1Aλ

состоит из всех подстановок, не меняющих символа λ (λ = 2, 3, . . . ,m).
Легко видеть, что пересечение любых двух из групп A1,A2, . . . ,Am состоит из

одной только тождественной подстановки, т. е. все эти группы взаимно простые.
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Рассмотрим случай, когда A1 = E, т. е. когда E — единственная подстанов-
ка в группе G, не меняющая символ 1; но тогда A1A2 = A2, . . . , A1Am = Am,
и эти подстановки E, A2, . . . , Am исчерпывают всю группу G, порядок которой,
таким образом, оказывается равным ее степени. Далее, A−1

λ A1Aλ = A−1
λ EAλ = E;

т. е. кроме E нет подстановок в G, которые бы оставляли хотя бы один символ
без изменения. Итак, пусть подстановка A содержит символ 1 в α-членном цикле
(§ 204); тогда Aα оставляет 1 без изменения, а следовательно, по-предыдущему:
Aα = E; так как Aα — наименьшая степень A, оставляющая 1 без изменения,
то α — порядок подстановки A: но тогда в A все циклы α-членные, т. е. A ре-
гулярная (см. конец § 205), или циклическая подстановка. Итак, в этом случае
группа G состоит из регулярных подстановок; она называется также регулярною.
Представление абстрактной группы в виде группы подстановок, данное в § 106, —
регулярное, ибо получаемая там группа подстановок — регулярная (предлагается
читателю проверить это).

Рассмотрим теперь интранзитивную группу; ее подстановками символ 1 пе-
реводится не во все остальные символы; предположим, что существуют в данной
группе подстановки, переводящие символ 1 в символы 1, 2, 3, . . . , k, но не в иные;
в таком случае подстановки данной группы переводят эти символы друг в друга,
но не в остальные символы: пусть, например, A переводит 1 в κ, а Aλ переводит
1 в λ, где κ и λ — символы из ряда 1, 2, 3, . . . , k; тогда A−1

κ
Aλ переводит κ в λ. С

другой стороны, пусть подстановка A переводит κ в µ, тогда A
κ
A переведет 1 в

µ, т. е. µ — тоже из ряда 1, 2, . . . , k.
Взяв теперь символ k+1, мы убедимся, что никакая подстановка данной груп-

пы не переведет его ни в один из символов 1, 2, . . . , k, т. е. символ k +1 подстанов-
ками данной группы переводится в иные символы, скажем, в k +1, k +2, . . . , k + l.
Про эти символы можно сказать то же, что и про 1, 2, . . . , k: подстановки данной
группы переводят их только друг в друга (причем любой из них в любой), но не в
иные символы. Если k + l < m, то мы подобным же образом рассуждаем дальше.
Итак, в интранзитивкой группе переставляемые символы разделяются на тран-
зитивные системы, так что все подстановки данной группы переводят символы
одной и той же системы только друг в друга (причем любой из них в любой).

Заметим, что понятие транзитивности и интранзитивности относится толь-
ко к группам подстановок. Абстрактная группа может представляться конкретно
вообще и в виде транзитивной, и в виде интранзитивной группы подстановок.
Представления, данные нами в § 196 и 201, транзитивны.

§ 209. Примитивность и импримитивность. Пусть G — данная тран-
зитивная группа подстановок n-го порядка и m-й степени и A − 1 — подгруппа
группы G, оставляющая один из символов, например 1, без изменения. Если G не
имеет такой подгруппы, которая содержала бы A1 как свою подгруппу, то G назы-
вается примитивной группой; в противном случае G — импримитивная группа.
Мы рассмотрим этот последний случай; итак, пусть H — подгруппа группы G,
содержащая в свою очередь A1 своей подгруппой, т. е.

G ⊃ H ⊃ A1.

Группа H кроме подстановок из A1 должна содержать еще иные подстановки;
пусть одна из них есть A2 (обозначения как в § 208), тогда H содержит и весь
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комплекс A1A2, т. е. все подстановки, переводящие 1 в 2, а также A−1
2 и всю груп-

пу A−1
2 A1A2 оставляющую символ 2 без изменения. Предположим для общности,

что в H входят подстановки, переводящие символ 1 в 1, 2, 3, . . . , k, но не в иные
символы; это значит, что H состоит из комплексов A1, AA2,A1A3, . . . ,A1Ak:

H = A1 + A1A2 + A1A3 + . . . + A1Ak.

Легко доказать, что любые два символа из ряда 1, 2, . . . , k переводятся подстанов-
ками из H друг в друга, но ни один из них не переходит в этих подстановках ни в
какой иной 97. Разложим группу G по модулю H слева:

G = H + HH2 + . . . + HHi. (19)

Рассмотрим подстановку H2; пусть она переводит символы 1, 2, . . . , k в какие-
то символы a1, a2, . . . , ak; докажем, что эти последние символы все отличны от
1, 2, . . . , k. То, что a1 не равен 1, 2, . . . , k, — понятно; пусть теперь a3 равно, напри-
мер 3, т. е. H2 переводит 2 в 3; но тогда A2H2 переведет 1 в 3, что невозможно,
ибо все подстановки, переводящие 1 в 3, содержатся в H, а A2H2 не содержится в
H.

Легко убедиться, что все подстановки комплекса HH2 переводят 1, 2, . . . , k в
a1, a2, . . . , ak, и обратно: каждая подстановка, переводящая символы 1, 2, . . . , k в
a1, a2, . . . , ak, содержится в HH2; группа же H−1

2 HH2 переводит символы a1, a2, . . . , ak

в самих себя.
Точно так же убедимся, что все подстановки из комплекса HH3 переводят

символы 1, 2, . . . , k в какую-то новую систему b1, b2, . . . , bk, отличную от 1, 2, . . . , k
и от a1, a2, . . . , ak и т. д.

Таким образом все наши m символов разделяются на i систем по k символов
(ik = m), причем подстановки данной группы G переставляют между собою сим-
волы только внутри систем и самые системы друг с другом, но не «разъединяют»
символы одной и той же системы: если, например, подстановка G разъединяет
символы a1, a2, . . . , ak (т. е. часть их переводит в одну систему, а другую часть — в
иные системы), то подстановка H2G разъединит систему 1, 2, . . . , k; а эти символы
никакой подстановкой из G не разъединяются, что можно заключить из разло-
жения (19): если H2G находится в комплексе HHλ, то эта подстановка переводит
1, 2, . . . , k в λ-ю систему.

Системы 1, 2, . . . , k; a1, a2, . . . , ak; b1, b2, . . . , bk, . . . называются системами им-
примитивности.

Это распадение символов на системы импримитивности в импримитивных
группах может служить определением импримитивных групп. Именно, мы до-
кажем, что если оно имеется, то группа импримитивна. Итак, пусть в данной
транзитивной группе G подстановок m символов, эти символы распадаются на i
систем по k символов (ik = m):

1 2 3 . . . k,

a1 a2 a3 . . . ak,

b1 b2 b3 . . . bk,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

97То-есть H — интранзитивная группа, и 1, 2, . . . , k — одна из ее транзитивных систем.
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так что все подстановки из G? переставляют эти системы целиком друг с другом
и переставляют символы внутри каждой отдельной системы. Рассмотрим все под-
становки из G, оставляющие первую систему на своем месте, т. е. переставляющие
1, 2, 3, . . . , k только между собою; произведение двух таких подстановок, очевидно,
такая же подстановка, т. е. все эти подстановки образуют группу H, — подгруппу
группы G. Среди подстановок группы H находятся и все такие, которые совсем не
меняют символ 1, т. е. все подстановки группы A1; итак,

G ⊃ H ⊃ A1,

а это и показывает, что группа G импримитивна.
Обращаем внимание на то, что понятие примитивности и импримитивности

относится исключительно к транзитивным группам подстановок. Случается, что
группу можно рассматривать как импримитивную несколькими способами, ибо
может оказаться, что существует не одна подгруппа H, а несколько таких подгрупп
группы G, содержащих своею подгруппою группу A1.

§ 210. Другие примеры конкретных групп.
I. Группы вращений геометрических фигур.

Пример. Дан в плоскости равносторонний треугольник ABC (черт. 27); оче-
видно, что мы можем шестью способами привести его в совпадение с первона-
чальным положением: 1) оставить его неподвижным; 2) повернуть его вокруг его
центра на 120◦ так, чтобы вершина B приняла положение A, C приняло положе-
ние B, A приняло положение C; 3) повернуть его вокруг центра на 240◦ (или же
на 120◦ в обратную сторону), чтобы C приняло положение A, A — положение B,
B — положение C; 4) повернуть его на 180◦ вокруг оси AD; 5) повернуть на 180◦

вокруг оси BE; 6) повернуть на 180◦ вокруг оси CF .

Черт. 27

Очевидно, что всякие два из этих шести вращения
мы можем заменить одним из них же; например, произ-
веденные последовательно вращения 2) и 5) можно за-
менить одним вращением 6). Таким образом, если рас-
сматривать эти вращения как «элементы», а замену двух
вращений одним равнодействующим как «действие» над
этими элементами, то можно сказать, что эти шесть вра-
щений составляют группу. Конечно, надо еще выяснить, выполнены ли для этого
«действия» постулаты II и III § 191. Но здесь легко видеть, что получаемая группа
6-го порядка изоморфна группе всех шести подстановок трех символов, т. е. сим-
метрической группе третьей степени (см. пример 2 § 196). Действительно, наши
вращения по существу и являются подстановками трех вершин A, B, C треуголь-
ника, именно:

1)

(
A B C
A B C

)
, 2)

(
A B C
B C A

)
, 3)

(
A B C
C A B

)
, 4)

(
A B C
A C B

)
,

5)

(
A B C
C B A

)
, 6)

(
A B C
B A C

)
.

Более сложные примеры мы получим, если рассмотрим вращения правиль-
ных многогранников в пространстве, при которых они приходят в совпадение с
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прежним положением. Здесь группа вращений тетраэдра изоморфна полусиммет-
рической группе четвертой степени (12-го порядка); группа вращений октаэдра (а
также и куба) изоморфна симметрической группе четвертой степени (24-го поряд-
ка); группа вращений икосаэдра (а также и додекаэдра) изоморфна полусиммет-
рической группе пятой степени (60-го порядка).

II. Группы рациональных функций.

Пример. За «элементы» будем принимать такие шесть функций от x

ϕ0 = x, ϕ1 =
1

x
, ϕ2 = 1 − x, ϕ3 =

x

x − 1
, ϕ4 =

x − 1

x
, ϕ5 =

1

1 − x
;

за «действие» над нашими элементами будем принимать подстановку в одну из

функций другой функции вместо x; так, например: ϕ4ϕ2 =
(1 − x) − 1

1 − x
=

−x

1 = x
=

x

x − 1
= ϕ3. Легко убедиться, что эти шесть функций составляют группу, и при

этом изоморфную той же симметрической группе третьей степени (пример 2 §
196). Можно показать также, что этой группе изоморфна группа матриц 2-го по-
рядка:

E =

(
1 0
0 1

)
, A1 =

(
0 1
1 0

)
, A2 =

(
1 −1
0 −1

)
, A3 =

(
−1 0
−1 1

)
,

B =

(
−1 1
−1 0

)
, C =

(
0 −1
1 −1

)
.

Заметим, что эти шесть функций ϕ0, . . . , ϕ5 представляют не что иное, как
все шесть различных значений ангармонического отношения четырех точек на
прямой, если всевозможными способами переставлять эти точки.

В приведенном примере x бы то независимым переменным. Ниже мы встре-
тимся со случаями групп рациональных функций не от независимого переменного
x, а от корней данного уравнения.

III. Примеры групп из теории чисел.

Пусть m — данный модуль; в качестве элементов рассматриваем классы чисел
по модулю m, взаимно простых с m; число их равно ϕ(m) (§ 120); в качестве дей-
ствия рассматриваем обычное умножение: известно, что произведение чисел, взя-
тых из двух определенных классов, есть число некоторого определенного третьего
класса; следовательно, этим можно определить произведение самих классов. Для
умножения верен не только ассоциативный, но и коммутативный закон; если мы
берем только классы чисел, взаимно простых с m, то и постулат II § 191 верен для
нашего умножения классов. Следовательно, эти ϕ(m) классов составляют абвлеву
группу. Роль главного элемента E здесь играет тот класс, к которому принадле-
жит число 1. Вместо того чтобы оперировать с классами, мы можем оперировать
с числами, заменяя только знак равенства знаком сравнения. Следовательно, если
a — число, взаимно простое с m, то его порядок (как элемента группы) есть такое
наименьшее целое число µ > 0, для которого aµ = 1(mod m), т. е. µ — показатель,
к которому принадлежит a по модулю m. Последствию из теоремы Лагранжа (§
194) ϕ(m) должно делиться на µ, а следовательно, aϕ(m) ≡ 1 (mod m); это так
называемая «малая» теорема Ферма (Fermat), которая, таким образом, весьма
просто вытекает из теории групп.
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IV. Группы матриц, или линейных подстановок.

О них уже упоминалось в главе IX, § 157. Наши подстановки n символов в
сущности являются частным случаем матриц, как было уже выяснено в § 161. А
отсюда и из § 196 следует, что всякая абстрактная конечная группа может быть
представлена как группа матриц.

Эти представления очень важны и для самой абстрактной теории групп.
Можно было бы привести еще много различных примеров конкретных групп

из всех областей математики; самые разнообразные «действия» в этих конкрет-
ных группах отвлеченно представляют собою одно и то же действие, подчиненное
одним и тем же основным постулатам (§ 191). Возникает вопрос: возможны ли
группы с другими действиями, подчиненными другим системам постулатов? Та-
кие обобщения обычных групп действительно существуют; большинство их имеет
также конкретные представления, позволяющие построить конкретно всевозмож-
ные типы этих групп; некоторые из них имеют и приложения, хотя эти приложе-
ния далеко не так значительны и многообразны, как приложения наших обычных
групп.

Упражнения

237) Построить таблицу Кэли группы всех вращений тетраэдра, при которых
он приходит в совпадение со своим прежним положением, н доказать, что эта
группа изоморфна полусимметрической группе четвертой степени (12-го порядка).
,

238) Построить таблицу Кэли группы всех вращений квадрата в простран-
стве, при которых он приходит в совпадение со своим прежним положением, и
представить эту группу как группу подстановок.

Отв. Искомая группа 8-го порядка, имеющая два элемента 4-го порядка и пять
элементов 2-го порядка.

§ 211. Понятие о бесконечных группах. Обобщение понятия группы на
случай, когда множество ее элементов бесконечно велико, принципиальных труд-
ностей не представляет; но формально определить бесконечную группу теми че-
тырьмя постулатами, которыми мы определяли конечный группы (§ 191), нель-
зя: в то время как для конечных групп закон однозначной обратимости и закон
неограниченной обратимости являются следствиями один другого, в бесконечных
группах только закон однозначной обратимости следует из закона неограничен-
ной обратимости, но не обратно. Пусть, именно, для действия данной бесконеч-
ной группы верен закон неограниченной обратимости, т. е. уравнения AX = B,
Y A = B при всяких A и B имеют решения X и Y . В таком случае пусть E —
решение уравнения AE = A при некотором данном A; но тогда

(XA)E = XA

при всяком X; по закону неограниченной обратимости можно выбрать X так,
чтобы XA равнялось всякому элементу B; следовательно, будет

BE = B
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для всякого B, т, е. E — правая единица для всех элементов группы. Пусть дано:

BA = CA;

выберем A′ так, чтобы было
AA′ = E

(это возможно по закону неограниченной обратимости); тогда

BAA′ = CAA′

или BE = CE, т. е.
B = C.

Этим доказана левая сторона закона однозначной обратимости; аналогично дока-
жем и правую сторону.

Что для бесконечных групп закон неограниченной обратимости не вытекает
из закона однозначной обратимости, следует хотя бы из примера § 158 (гл. IX):
положительные степени матрицы вообще образуют бесконечную систему, замкну-
тую в себе в том смысле, что произведение двух таких степеней одной и той же
матрицы есть тоже степень той же матрицы; но эта система не есть группа; в ней
неверен закон неограниченной обратимости, хотя закон однозначной обратимости
верен.

Поэтому, определяя бесконечную группу, мы за постулат II берем закон неогра-
ниченной обратимости. Если же в бесконечной системе элементов с действием вер-
ны четыре постулата § 191, т. е. вместо закона неограниченной обратимости верен
только закон однозначной обратимости, то такая система называется полугруп-
пой. Поэтому, если мы в данной бесконечной группе выделили такую замкнутую
в себе часть, что произведение всяких двух элементов этой части тоже принад-
лежит к этой части, то такая часть может оказаться еще не подгруппой данной
группы, а только полугруппой; чтобы доказать, что она — группа, нужно выявить
существование у нее единицы и обратного элемента ко всякому ее элементу.

Основные теоремы теории конечных групп вообще переносятся и на бесконеч-
ные группы — с некоторыми изменениями. Например, теорема Лагранжа (§ 194),
конечно, не может быть формулирована в том же виде, как для конечных групп,
но разложение группы по ее подгруппе («модулю»), взятой справа или слева, су-
ществует:

A = B + BA2 + BA3 + . . . ;

здесь A — данная бесконечная группа, B — ее (конечная или бесконечная) под-
группа; но множество комплексов BA2, BA3, . . . может быть конечным, а может
быть и бесконечным (исчислимым или даже неисчислимым; в этом последнем слу-
чае индексы 2, 3, . . . имеют, конечно, только условный характер). Понятие инва-
риантной подгруппы, а также дополнительной группы, здесь тоже имеется, как и
для конечных групп. Но композиционного ряда бесконечная группа может вообще
и не иметь.

Рассмотрение групп геометрических преобразований привело к понятию о так
называемых непрерывных группах преобразований, изучаемых в геометрии; их
ввел первый Софус Ли (Sophus Lie). В настоящее время разработана также аб-
страктная теория непрерывных групп.
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ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГАЛУА

§ 212. Вводные замечания. Приступая к теоретическому исследованию
алгебраических уравнений, нам важно с самого начала установить нашу точку
зрения и наметить дальнейшие задачи. Мы будем исходить из четырех рацио-
нальных действий — сложения, вычитания, умножения и деления, считая их за
основные. Вместе с данными числами, например c1, c2, . . . , cm, мы будем считать
известными и все числа, получающиеся из этих данных посредством четырех ра-
циональных действий, т. е., другими словами, и все рациональные функции от
них с рациональными коэфициентами. Все такие функции составляют область
рациональности (или тело, или поле, § 13), про которую мы скажем, что она по-
рождается числами c1, c2, . . . , cm; обозначим эту область рациональности одною

буквою P. Пусть
f(c1, c2, . . . , cm)

g(c1, c2, . . . , cm)
— такая рациональная функция от c1, c2, . . . , cm

с рациональными коэфициентами (где f и g — целые рациональные функции);
ее значение при данных c1, c2, . . . , cm вычислить легко. Гораздо труднее обратная
задача: пусть известно значение C нашей функции, но неизвестно значение одного

из ее аргументов, например c1, т. е. пусть нам дано:
f(x, c2, . . . , cm)

g(x, c2, . . . , cm)
= C; это ра-

венство представляет собою уравнение для x, которое мы всегда сможем привести
к обычному виду, освободившись от знаменателя, раскрыв скобки, и т. п. Таким
образом решение уравнения есть самое общее обратное действие к совокупности
рациональных действий. С этой точки зрения мы и будем его рассматривать. Зай-
мемся изучением свойств этого действия. Первым делом следует заметить, что
при решении уравнения мы выходим вообще из нашей основной области P: если
и c2, . . . , cm и C — числа из области P, то решения x нашего уравнения вообще не
будут принадлежать к области P.

В частном случае, конечно, может случиться, что один или несколько корней
нашего уравнения тоже принадлежат к области P, т. е. выражаются рационально
(т. е. как целые рациональные функции с рациональными коэфициентами) че-
рез данные количества c2, . . . , cm, C; такие корни мы будем считать известными,
хотя бы практически найти эти корни и было очень трудно. Если все корни на-
шего уравнения выражаются рационально через данные количества c2, . . . , cm, C
или через коэфициенты данного уравнения, то мы будем считать наше уравнение
решенным. Итак, вместе с данным уравнением мы считаем за данное и некото-
рое тело P, к которому принадлежат все коэфициенты данного уравнения; мы
говорим, что нам дано уравнение в теле P. Это тело P может быть телом, порож-
даемым всеми коэфициентами нашего уравнения, но может быть и шире его; мы
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имеем право его еще больше расширять, т. е. присоединять к нему новые количе-
ства, но только так, чтобы оно не переставало быть телом. Количества из этого
основного тела P мы будем называть рациональными (точнее — относительно
рациональными в отличие от обычных абсолютно рациональных чисел). Задача
наша состоит в том, чтобы так расширить это тело P, чтобы в это расширенное
тело попали все корни нашего уравнения, т. е. чтобы все корни нашего уравнения
сделались рациональными. В этом случае мы будем считать уравнение решенным;
левая часть данного уравнения должна в этом расширенном теле раскладываться
на линейные множители (ср. § 76).

§ 213. Алгебраическое тело. Пусть P — данное тело; посмотрим, каким
образом оно может быть расширено; для этого мы должны присоединить к P по
крайней мере одно количество α, не принадлежащее к P; но присоединяя α, мы
должны одновременно присоединить к P и все рациональные функции от α с ко-
эфициентами из P (для того чтобы после расширения снова получить тело); но
все эти рациональные функции от α с коэфициентами из P составляют уже тело,
содержащее само тело P делителем (ибо количество из P есть «целая рациональ-
ная функция нулевой степени от α»); это тело мы обозначим через P(α) и будем
его рассматривать как результат присоединения к P количества α. Подобно этому
можно присоединить к P и несколько количеств α, β, γ, . . ., т. е. присоединить все
рациональные функции от них с коэфициентами из P; получим тело P(α, β, γ, . . .),
причем, очевидно, что результат получится один и тот же, будем ли мы присоеди-
нять α, β, γ, . . . последовательно (в каком угодно порядке) или присоединим все
сразу.

Особенно интересен и важен случай, когда присоединяемое к телу P количе-
ство α есть корень алгебраического уравнения f(x) = 0 в теле P (т. е. с коэфи-
циентами из P). Такое количество α называется алгебраическим количеством,
происходящим из области рациональности P 98; по следствиям § 110 оно явля-
ется корнем одного и только одного неприводимого уравнения g(x) = 0 в теле P;
пусть n — степень этого уравнения, а количества α, α′, α′′, . . . , α(n−1) — его кор-
ни (все различные по следствию в § 110); эти корни называются сопряженными
друг с другом алгебраическими количествами; n — степень каждого из количеств
α, α′, . . . , α(n−1).

Из основной теоремы теории симметрических функций (§ 133) следует, что
всякая симметрическая функция от α, α′, . . . , α(n−1) есть рациональное количество
(т. е. находится в теле P).

Например, если P — тело всех вещественных чисел, то сопряженные алгебра-
ические количества здесь — обычные сопряженные комплексные числа a + bi и
a− bi; вещественное же количество (как количество из P) не имеет сопряженных
или сопряжено само с собой.

Если мы присоединяем к телу P алгебраическое количество n-й степени α,
происходящее из области рациональности P, то получаемое тело P(α) называется
алгебраическим телом n-й степени над P; как мы видим, это понятие относи-
тельное зависит от выбора тела P. Всякое количество из P(α) есть рациональная

98Это понятие является обобщением понятия об алгебраическом числе; последнее мы имеем,
если P — абсолютная область рациовальности (ср. § 75).
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функция от α, т. е. имеет вид:
ϕ(α)

ψ(α)
, где ϕ и ψ — целые рациональные взаимно

простые функции, причем если g(x) = 0 — неприводимое уравнение, которому
удовлетворяет α, то функция ψ — взаимно простая с g последнее вытекает из §
110, следствия II. Из § 144 следует, что всякое количество из P(α) представляется
и только одним образом как целая рациональная функция от α степени не выше
n − 1 (ибо все выводы § 99, как легко убедиться, остаются верными, если вместо
абсолютно рациональных чисел брать количества из любого данного тела P).

§ 214. Теорема Абеля. Лемма. Если нам дано несколько целых рациональ-
ных функций от n переменных: f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . ,
fm(x1, x2, . . . , xn), то можно всегда дать переменным такие целые значения, при
которых ни одна из этих функций не будет равна нулю.

Доказательство. Для целых рациональных функций одного переменного эта
теорема очевидна, так как целая рациональная функция одного переменного об-
ращается в нуль при конечном числе значений своего аргумента (§ 50). Применим
метод полной индукции: пусть для целых рациональных функций n − 1 перемен-
ных эта теорема верна; расположим каждую из наших функций fλ по переменному
xn: fλ = gλ0x

k
n + gλ1x

k−1
n + . . . + gλk; gλµ — целые рациональные функции от n − 1

переменных x1, x2, . . . , xn−1; следовательно, по нашему предположению мы можем
дать для x1, x2, . . . , xn−1 такие целые значения, при которых ни одна из функций
gλµ не будет равна нулю; для этих значений x1, x2, . . . , xn−1 наши функции fλ об-
ращаются в целые рациональные функции от одного переменного xn, не равные
тождественно нулю. Следовательно, можно дать для xn такое целое значение, при
котором ни одна из функций fλ не обратится в нуль, и лемма доказана.

Теорема Абеля. Присоединение к телу P нескольких алгебраических коли-
честв α, β, γ, . . . равносильно присоединению некоторого одного алгебраического
количества ω, или: P(α, β, γ, . . .) = P(ω).

Иными словами, если α, β, γ, . . . — несколько алгебраических количеств (отно-
сительно области P), то можно всегда найти такую рациональную функцию от
них в P (т. е. с коэфициентами из P): ω = Φ(α, β, γ, . . .), чтобы, обратно, α, β, γ, . . .
были рациональными функциями в P от ω: α = ϕ(ω), β = ψ(ω), γ = χ(ω), . . .

Доказательство. Пусть α — алгебраическое количество a-й степени и пусть
α, α′, α′′, . . . — все сопряженные с α количества; пусть, далее, β b-й степени и
β, β′, β′′, . . . — сопряженные с β количества; γ c-й степени и γ, γ′, γ′′, . . . — сопря-
женные с γ количества и т. д. Возьмем теперь ω = pα + qβ + rγ + . . ., где p, q,
r, . . . — пока неопределенные коэфициенты; подставим сюда вместо α значения
α, α′, α′′, . . . , вместо β значения β, β′, β′′, . . ., вместо γ значения γ, γ′, γ′′, . . . и т. д.,
и будем комбинировать каждое значение для α с каждым значением для β, для
γ, . . . ; получим всего m = abc · · · значений ω: ω, ω′, ω′′, . . . , ω(m−1). Докажем, что
можно дать коэфициентам p, q, r, . . . такие целые значения, при которых все эти

от количеств будут различны между собой. Действительно,
m(m − 1)

2
разностей

ω − ω′, ω − ω′′, ω′ − ω′′, . . . суть линейные функции от p, q, r, . . . , не равные тож-
дественно нулю. В таком случае по доказанной лемме можно дать для p, q, r, . . .
такие целые значения, чтобы ни одна из наших разностей не обратилась в нуль;
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ω как линейная комбинация величин α, β, γ, . . . принадлежит полю P(α, β, γ, . . .):

ω ⊂ P(α, β, γ, . . .).

Количества ω, ω′, ω′′, . . . служат корнями алгебраического уравнения

F (t) = (t − ω)(t − ω′)(t − ω′′) · · · (t − ω(n−1)) = 0,

коэфициенты которого, являясь симметрическими функциями от ω, ω′, ω′′, . . ., бу-
дут тем самым симметрическими функциями от α, α′, α′′, . . ., от β, β′, β′′, . . . , от
γ, γ′, γ′′, . . . и т. д., т. е. выразятся рационально через коэфициенты уравнений для
α, для β, для γ и т. д., т. е. будут количествами из P. Следовательно, и ω будет
алгебраическим количеством относительно P.

Пусть теперь θ — некоторая рациональная функция от α, β, γ, . . . в теле P;
подставив вместо α значения α, α′, α′′, . . ., вместо β значения β, β′, β′′, . . . и т. д.,
мы получим кроме θ еще значения θ′, θ′′, . . . , θ(m−1); пусть при этом обозначения
выбраны так, что θ′ соответствует тем же подстановкам для α, для β, для γ и т.
д., что и в ω′, θ′′ — тем же, что и в ω′′, и т. д. Количества θ, θ′, θ′′, . . . , θ(m−1) могут
оказаться и не все различными. Возьмем теперь функцию

F (t) ·
{

θ

t − ω
+

θ′

t − ω′
+ . . . +

θ(m−1)

t − ω(m−1)

}
= Ψ(t).

Очевидно, что Ψ(t) — целая рациональная функция от t, коэфициенты кото-
рой симметрические функции от α, α′, α′′, . . ., от β, β′, β′′, . . . и т. д., т. е. все эти
коэффициенты из P. Положив t = ω, получим:

θ · F ′(ω) = Ψ(ω); откуда θ =
Ψ(ω)

F ′(ω)
.

[F ′(ω) 6= 0, так как ω — -простой корень уравнения F (t) = 0, которое вообще не
имеет кратных корней.] Итак, всякая рациональная функция от α, β, γ, . . . в теле P

есть рациональная функция от ω в теле P; в частности сами количества α, β, γ, . . .
суть рациональные функции от ω, и теорема доказана.

Пример. Дано P(
√

2,
√

3) = P(ω), найти ω, т. е. найти такую рациональную
функцию от

√
2 и

√
3, чтобы через нее

√
2 и

√
3 тоже выражались рационально.

Здесь имеем: α =
√

2, α′ = −
√

2, β =
√

3, β′ = −
√

3. За ω можно взять ω =
√

2+
√

3;
тогда ω′ =

√
2 −

√
3, ω′′ = −

√
2 +

√
3, ω′′′ = −

√
2 −

√
3. Вычисляем:

F (t) = (t −
√

2 −
√

3)(t −
√

2 +
√

3)(t +
√

2 −
√

3)(t +
√

2 +
√

3) =

= t4 − 10t2 + 1,

F (t) ·
{ √

2

t − ω
+

√
2

t − ω′
−

√
2

t − ω′′
−

√
2

t − ω′′′

}
= Ψ(t) = 8(t2 + 1);

отсюда при t = ω
√

2 =
2(ω2 + 1)

ω3 − 5ω
.

Чтобы найти формулу для
√

3, можно поступить так же; но можно и проще
найти √

3 = ω −
√

2 =
ω4 − 7ω2 − 2

ω3 − 5ω
=

3(ω2 − 1)

ω3 − 5ω
.
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Предлагаете проверить формулы для
√

2 и
√

3, подставив вместо ω его значе-
ние

√
2 +

√
3 и действительно вычислив правые части.

§ 215. Свойства алгебраических тел. Теорема 1. Всякое количество из
алгебраического тела P(α) есть алгебраическое количество (относительно P).

Доказательство. Пусть P(α) n-й степени и α, α′, α′′, . . . , α(n−1) — сопряжен-
ные с α количества. Пусть θ ⊂ P(α); θ — радиональная функция от α в теле P:
θ = ϕ(α); возьмем: θ′ = ϕ(α′), . . . θ(n−1) = ϕ(α(n−1); эти количества θ, θ′, . . . , θ(n−1)

(которые могут и не быть все различны, в то время как α, α′, . . . , α(n−1) все раз-
личны) назовем тоже сопряженными (относительно тела P). Уравнение

F (t) = (t − θ)(t − θ′) · · · (t − θ(n−1)) = 0

есть уравнение в теле P, ибо коэфициенты его — симметрические функции от
θ, θ′, . . . , θ(n−1), а значит, и от α, α′, α′′, . . . , α(n−1); один из его корней θ. Следова-
тельно, θ — алгебраическое количество относительно P.

Уравнение F (t) = 0 может быть и приводимым; пусть Φ(t) — неприводимый в
P делитель F (t), одним из корней которого является θ; следовательно, Φ(θ) = 0,
или Φ(ϕ(α)) = 0; но Φ(ϕ(x)) — целая рациональная функция в теле P, и уравнение
Φ(ϕ(x)) = 0 имеет общий корень α с неприводимым уравнением f(x) = 0 для
α; по § 110, следствию II и все корни уравнения f(x) = 0, т. е. все количества
α, α′, α′′, . . . , α(n−1), должны удовлетворять тому же уравнению Φ(ϕ(x)) = 0, т. е.
и Φ(ϕ(α′)) = 0, . . . , Φ(ϕ(α(n−1)) = 0, или Φ(θ′) = 0, . . . , Φ(θ(n−1) = 0. Но тогда
по следствию III § 110 заключаем: F (t) = Φ(t)k (высшие коэфициенты мы берем
равными единице). Следовательно:

Теорема 2. Все сопряженные относительно тела P(α) количества θ, θ′, . . .,
θ(n−1), или различны, или распадаются на l систем по k равных количеств, где
kl = n.

Следствие. Если все сопряженные количества равны:

θ = θ′ = . . . = θ(n−1),

то θ — рациональное количество (т. е. θ ⊂ P).
Доказательство. Тогда k = n; следовательно, l = 1 , т. е. θ удовлетворяет

уравнению 1-й степени в P.
Теорема 3. Если все сопряженные количества θ, θ′, . . . , θ(n−1), различны (т.

е. k = l, l = n), то и α выражается рационально через θ и P(θ) = P(α).
Доказательство. Возьмем функцию:

F (t) ·
{

α

t − θ
+

α′

t − θ′
+ . . . +

α(n−1)

t − θ(n−1)

}
= Ψ(t);

как и в теореме Абеля, выводим, что Ψ(t) — целая рациональная функция от t в

теле P; отсюда при t = θ; α =
Ψ(θ)

F ′(θ)
, т. е. α (а следовательно, и всякая рациональ-

ная функция от α) выражается рационально через θ. Так как, и обратно, θ есть
рациональная функция от α, то получаем P(θ) = P(α).

Такое количество θ, через которое все количества из тела P(α) выражаются
рационально (в P), называется первообразным количеством тела P(α). Само коли-
чество α — первообразное для тела P(α). Мы видим: количество θ тогда и только
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тогда первообразное количество алгебраического тела P(α) n-й степени, если все
сопряженные [относительно P(α)] с θ количества различны.

Следствие. Алгебраическое тело n-й степени над P не может иметь делителем
тоже алгебраическое тело n-й степени над P кроме самого себя.

Доказательство. Если θ первообразное количество такого делителя, то θ удо-
влетворяет неприводимому уравнению n-й степени в P; но тогда θ — первообразное
количество самого данного тела.

Теорема 4. Всякий делитель P′ алгебраического тела P(α), заключающий
тело P, есть тоже алгебраическое тело (над P).

Доказательство. Пусть θ ∈ P′; следовательно, θ ⊂ P(α), т. е. (по теореме 1) θ
— алгебраическое количество (относительно P); P(θ) — алгебраическое тело; если
P(θ) = P′, то теорема доказана. Если P(θ) ⊂ P′, то пусть θ1 ⊂ P′, но не заключает-
ся в P(θ); берем P(θ, θ1) по теореме Абеля это алгебраическое тело; если оно равно
P′, то теорема доказана. Если же P(θ, θ1) ⊂ P′, то пусть θ2 — количество из P′, но
не из P(θ, θ1); берем P(θ, θ1, θ2) и т. д. Имеем: P(θ) ⊂ P(θ, θ1) ⊂ P(θ, θ1, θ2) ⊂ . . .;
степени этих алгебраических тел целые числа, которые увеличиваются, но оста-
ются меньше степени тела P(α); следовательно, их ряд конечен, и при некотором
λ мы найдем: P(θ, θ1, θ2, . . . , θλ) = P′, т. е. P′ — алгебраическое тело.

Тело P(α), совсем, не имеющее делителей, содержащих P, называется первооб-
разным (примитивным); в таком теле все количества за исключением рациональ-
ных (т. е. количеств из P) первообразны. Очевидно, что всякое алгебраическое
тело простой степени первообразно; но обратное заключение неверно.

Пример. Пусть P — абсолютная область рациональности, α = 4
√

2; α удовле-
творяет неприводимому в P уравнению x4 − 2 = 0; сопряженные с α количества:
α′ = − 4

√
2, α′′ = i 4

√
2, α′′′ = −i 4

√
2. Тело P(α) не первообразно; действительно, для

θ = α2 =
√

2 имеем θ′ =
√

2 = θ, θ′′ = θ′′′ = −
√

2, т. е. здесь k = l = 2. Тело P(
√

2)
есть делитель данного тела P( 4

√
2; для этого последнего θ =

√
2 — не первообраз-

ное количество. Но количество η = α2 + α =
√

2 + 4
√

2 — первообразное для тела
P( 4

√
2), так как здесь все сопряженные с η количества различны: η′ =

√
2 − 4

√
2,

η′′ = −
√

2 + i 4
√

2, η′′′ = −
√

2 − i 4
√

2. Выразим α через η no способу, указанному в
теореме 3; имеем:

F (t) = (t − η)(t − η′)(t − η′′)(t − η′′′) = t4 − 4t2 − 8t + 2,

Ψ(t) = F (t) ·
{

α

t − η
+

α′

t − η′
+

α′′

t − η′′
+

α′′′

t − η′′′

}
= 8(2t + 1);

F ′(t) = 4t3 − 8t − 8 = 4(t2 − 2t − 2);

следовательно,

α =
Ψ(η)

F ′(η)
=

2(2η + 1)

η3 − 2η − 2
.

§ 216. Нормальное тело. Резольвента Галуа. Если α, α′, . . . , α(n−1) сопря-
женные алгебраические количества (относительно P), то тела P(α), P(α′), . . . ,
P(α(n−1)) называются сопряженными алгебраическими телами, они вообще раз-
личны; P(α) = P(α′) тогда и только тогда, если α′ рациональная функция в P от
α, а α — рациональная функция в P от α′; но одно из этих двух условий влечет
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за собою и другое: пусть α′ — рациональная функция от α; тогда, следовательно,
P(α′) ⊂ P(α); но оба эти тела n-й степени, значит, по следствию из теоремы 3
P(α′) = P(α).

Особенно интересен случай, когда все сопряженные алгебраические тела сов-
падают: P(α) = P(α′) = . . . = P(α(n−1)); такое тело P(α) называется нормальным,
и соответственно неприводимое уравнение — нормальное; каждый из его корней
α, α′, . . . , α(n−1) выражается рационально через каждый другой из этих корней;
для этого необходимо и достаточно, чтобы все корни α, α′, . . . , α(n−1) выражались
рационально через некоторый один из них, например через α.

Пример 1. Квадратное уравнение ax2 + bx+ c = 0 в любой области рациональ-

ности P всегда нормально: если α1 и α2 — его корни, то всегда α2 = − b

a
−α1, т. е.

α2 выражается рационально через α1 и, конечно, обратно.
Пример 2. В абсолютной области рациональности уравнение деления окруж-

ности Φm(x) = 0 (§ 120) нормально: оно неприводимо, и все его корни являются
степенями одного из них (§ 120–122).

Теорема. Если F (x) = 0 уравнение в P m-й степени без кратных корней, то,
присоединив к P все корни α1, α2, . . . , αm этого уравнения F (x) = 0, мы получим
нормальное тело P(α1, α2, . . . , αm).

Заметим, что при этом F (x) = 0 не предполагается непременно неприводимым.
Доказательство. Возьмем некоторую рациональную функцию θ1 =

Φ(α1, α2, . . . , αm) в теле P; переставляя в функции Φ всевозможными способами
α1, α2, . . . , αm, мы получим соответственно этим m! перестановкам m! количеств:
θ1, θ2, . . . , θm!. Как и при доказательстве теоремы Абеля, мы убедимся, что функ-
цию Φ можно выбрать так, чтобы все эти m! количеств были различны. Имеем

G(x) = (x − θ1)(x − θ2) · · · (x − θm!) = 0

— уравнение в P, которому удовлетворяет θ1). Пусть ω1 = Ω(α1, α2, . . . , αm)— лю-
бая рациональная функция от α1, α2, . . . , αm в теле P; пусть ω2, ω3, . . . , ωm! полу-
чаются из ω1 тем же путем, что и θ2, θ3, . . . , θm! из θ1.

Возьмем

G(x) ·
{

ω1

x − θ1

+
ω2

x − θ2

+ . . . +
ωm!

x − θm!

}
= Ψ(x);

как и в § 214 и 215, убедимся, что Ψ(x) — целая рациональная функция в теле P.

Это показывает, что При x = θ1 получаем: ω1 =
Ψ(θ1)

G′(θ1)
. Это показывает, что θ —

первообразное количество в теле P(α1, α2, . . . , αm), т. е.

P(α1, α2, . . . , αm) = P(θ1),

а так как θ2, . . . , θm! тоже находятся в этом теле (ибо они — рациональные функции
от α1, α2, . . . , αm), то они выражаются рационально через θ1. Уравнение G(x) = 0
может быть и приводимо; пусть g(x) — тот неприводимый множитель полинома
G(x), который имеет корнем θ1; уравнение g(x) = 0 нормально (ибо его корни —
часть всех корней θ1, θ2, . . ., и все они выражаются рационально через θ1), и тело
P(θ1) нормально, что и требовалось доказать.
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Уравнение g(x) = 0 называется резольвентой Галуа (Galois) данного уравне-
ния F (x) = 0; оно нормально; степень g(x) ν ≤ m. Нормальное уравнение является
своей собственной резольвентой Галуа.

Теорема. Уравнение g(x) = 0 тогда и только тогда является резольвентой
Галуа данного уравнения F (x) = 0 (без кратных корней), если: 1) g(x) неприво-
димо (в P); 2) все корни уравнения F (x) = 0 выражаются рационально (в P)
через один какой-нибудь корень уравнения g(x) = 0; 3) один из корней уравнения
g(x) = 0 есть рациональная функция (в P) от корней уравнения F (x) = 0.

Доказательство. Пусть α1, α2, . . . , αm — корни уравнения F (x) = 0, а θ1, θ2, . . .,
θν — корни уравнения g(x) =Q; пусть α1 = ϕ1(θ1), α2 = ϕ2(θ1), . . .αm = ϕm(θ1),
θ2 = Ψ(α1, α2, . . . , αm) ; по 2) P(α1, α2, . . . , αm) ⊂ P(θ1), по 3) P(α1, α2, . . . , αm) ⊃
P (θ2); но так как степени тел P(θ1) и P(θ2) равны, то должно быть:

P(α1, α2, . . . , αm) = P(θ1);

следовательно, по предыдущей теореме, P(θ1) — нормальное тело, т. е. оно совпа-
дает со всеми своими сопряженными, и значит g(x) = 0 нормальное уравнение, —
резольвента Галуа уравнения F (x) = 0. Обратное очевидно.

Мы видим, что с выставленной нами в § 212 точки зрения решение уравнения
F (x) = 0 и решение уравнения g(x) = 0 — одна и та же задача: решив одно из
них, мы найдем корни другого рациональны путем. Но уравнение g(x) = 0 имеет
то преимущество, что для его решения достаточно найти только один его корень;
остальные определятся рациональным путем.

Пример. Дано уравнение x3 − 3x + 3 = 0. Найти его резольвенту Галуа. По
§ 124 заключаем, что уравнение наше не имеет кратных корней. Пусть α1, α2,
α3 — его корни; построим функцию θ1 («функцию Галуа») следующим образом:
θ1 = α1−α2; тогда: θ2 = α1−α3, θ3 = α2−α3, θ4 = α2−α1, θ5 = α3−α1, θ6 = α3−α2;
все эти количества различны;

G(x) = (x − θ1)(x − θ2) · · · (x − θ6) =

= (x − α1 + α)(x − α1 + α3)(x − α2 + α3)(x − α2 + α1)(x − α3 + α1)(x − α3 + α2) =

= [x2 − (α1 − α2)
2][x2 − (α1 − α3)

2][x2 − (α2 − α3)
2] =

= x6 − [(α1 − α2)
2 + (α1 − α3)

2 + (α2 − α3)
2]x4+

+ [(α1 − α2)
2(α1 − α3)

2 + (α1 − α2)
2(α2 − α3)

2 + (α1 − α3)
2(α2 − α3)

2]x2−
− (α1 − α2)

2(α1 − α3)
2(α2 − α3)

2 = x6 − 18x4 + 162x2 − 135.

Этот полином неприводим; таким образом уравнение x6−18x4+162x2−135 = 0
есть резольвента Галуа данного уравнения.

§ 217. Группа Галуа и ее свойства. Займемся теперь нормальным урав-
нением g(x) = 0 ν-й степени с корнями θ1, θ2, . . . , θν ; в теле P все эти корни вы-
ражаются рационально через один из них: θ2 = ϕ2(θ1), θ3 = ϕ3(θ1), . . . , θν =
ϕν(θ1); ϕ2, ϕ3, . . . , ϕν — некоторые рациональные функции в P. Обозначим еще
θ1 = ϕ1(θ1); ϕ1 есть так называемая «тождественная» функция. Имеем: g(θν) = 0,
или g(ϕλ(θ1)) = 0, но g(ϕλ(x)) есть некоторая рациональная функция в P, т. е.
g(ϕλ(x)) = 0 — алгебраическое уравнение в P (если оно имеет дробные члены, то
можно, как обычно, избавиться в нем от дробей), которое имеет корень θ1; значит,
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по § 110, следствию II, и все корни θ
κ

неприводимого уравнения g(x) = 0 также
удовлетворяют уравнению g(ϕλ(x)) = 0, т. е. g(ϕλ(θκ

)) = 0, т. е. ϕλ(θκ
) — один

из корней уравнения g(x) = 0, например, ϕλ(θκ
) = θµ, или ϕλ(ϕκ

(θ1)) = ϕµ(θ1).
Таким образом результат подстановки в одну из функций ϕλ вместо θ1 другой
функции ϕ

κ
(θ1) дает некоторую третью функцию ϕµ(θ1) из тех же ν функций.

По тому же следствию II в § 110 получаем, что и для всякого θρ (ρ = 1, 2, . . . , ν)
будет ϕλ(ϕκ

(θρ)) = ϕµ(θρ); но для любого числа x это равенство вообще неверно:
оно — не тождество. Таким образом, если за аргументы наших функций брать
только количества θ1, θ2, . . . , θν и рассматривать наши функции как данные «эле-
менты», а подстановку одной в другую — как «действие» над ними, то групповой
постулат I для них выполнен (§ 191); постулат IV тоже выполнен, ибо множество
наших элементов конечно. Докажем, что и постулаты II и III выполнены. Равен-
ство ϕ

κ
(ϕλ(θρ)) = ϕµ(θρ) можно переписать так: ϕ

κ
(ϕλ(θρ)) = (ϕ

κ
ϕλ)(θρ), если

функцию ϕµ обозначим через ϕ
κ
ϕλ как результат композиции ϕ

κ
и ϕλ. Далее,

θρ = ϕρ(θ1); следовательно, ϕ
κ
(ϕλϕρ(θ1)) = (ϕ

κ
ϕλ)ϕρ(θ1); по § 110, следствию II

это равенство верно и для любого из корней θ1, θ2, . . . , θν ; следовательно, можно во-
обще написать (без аргументов) ϕ

κ
(ϕλϕρ) = (ϕ

κ
ϕλ)ϕρ для любых κ, λ, ρ; это и есть

ассоциативный закон, или постулат III. Для доказательства постулата II заметим,
что, так как ϕ1(θ1), ϕ2(θ1), . . . , ϕν(θ1), все различны, то и ϕ1(θλ), ϕ2(θλ), . . . , ϕν(θλ),
при любом λ = 1, 2, . . . , ν будут все различны. Именно, из ϕ

κ
(θλ) = ϕµ(θλ) мы

заключаем (по тому же следствию II § 110), что и ϕ
κ
(θ1) = ϕµ(θ1). Но равенство

ϕ
κ
ϕλ = ϕνϕλ можно иначе написать так: ϕ

κ
ϕλ(θ1) = ϕµϕλ(θ1) или (без аргумен-

та) ϕ
κ
ϕλ = ϕµϕλ; таким образом из этого равенства следует: ϕ

κ
= ϕµ, и одна

сторона постулата II доказана. Так как количества ϕ1(θλ), ϕ2(θλ), . . . , ϕν(θλ) все
различны и число их равно ν, то они представляют собою все корни θ1, θ2, . . . , θν ,
только в другом порядке; среди них, например, имеется корень θ1, т. е. для неко-
торого σ ϕσ(θλ) = θ1, или ϕσϕλ(θ1) = ϕ1(θ1), или просто ϕσϕλ = ϕ1; эта функция
ϕσ является, таким образом, «обратной» к ϕλ (опять-таки напоминаем, — толь-
ко для значений θ1, θ2, . . . , θν аргумента); обозначим ее через ϕ−1

λ ; следовательно,
ϕ−1

λ ϕλ = ϕ1. Можно доказать, что и ϕλϕ
−1
λ = ϕ1. Пусть теперь: ϕλϕκ

= ϕλϕµ,
тогда ϕ−1

λ ϕλϕκ
= ϕ−1

λ ϕλϕµ, или ϕ1ϕκ
= ϕ1ϕµ; но, очевидно, ϕ1ϕκ

= ϕ
κ
, ϕ1ϕµ = ϕµ;

следовательно, ϕ
κ

= ϕµ, и другая сторона постулата II тоже доказана.
Таким образом наши «элементы» ϕ1, ϕ2, . . . , ϕν образуют группу. Эта группа

и есть группа Галуа уравнения g(x) = 0, или данного уравнения
Пример 1. Возьмем уравнение деления окружности на пять равных частей (§

120): Φ5(x) = x4 +x3 +x2 +x+1 = 0; его корни θ1, θ2, θ3, θ4 находятся в следующей
связи: θ2 = θ2

1, θ3 = θ3
1, θ4 = θ4

1 (заметим, что θ5
1 = 1); следовательно, ϕ1(x) = x,

ϕ2(x) = x2, ϕ3(x) = x3, ϕ4(x) = x4; эти функции ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 составляют группу,
если за их аргумент брать θ1 или θ2, или θ3, или θ4; но для любого x они, конечно,
не составляют группы, например, ϕ2(ϕ4(x)) = (x4)2 = x8 уже новая функция,
тогда как ϕ2(ϕ4(θ1)) = (θ4

1)
2 = θ8

1 = θ3
1 = ϕ3(θ1), ибо θ5

1 = 1.
Пример 2. Возьмем уравнение g(x) = (x2 −x+1)3 − a(x2 −x)2 = 0; перепишем

его в таких двух формах:
(

x +
1

x
− 1

)3

− a

(
x +

1

x
− 2

)2

= 0, (a)

−[x(1 − x) − 1]2 − a[x(1 − x)]2 = 0. (b)
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Из формы (а) видно, что, если x — корень нашего уравнения, то и
1

x
— тоже его

корень; а форма (b) говорит, что и 1−x тоже будет его корнем. Таким образом, если
один из корней нашего уравнения обозначим через θ0, то корнями будут также:

θ1 =
1

θ0

, θ2 = 1 − θ0, θ5 =
1

1 − θ0

, θ4 = 1 − 1

θ0

=
θ0 − 1

θ0

,

θ3 =
1

θ0 − 1

θ0

=
θ0

θ0 − 1
.

Количество a можно подобрать так, чтобы уравнение было неприводимым; все
эти шесть корней будут различны. Мы видим, что наше уравнение нормально и
его группа Галуа состоит из функций:

ϕ0 = x, ϕ1 =
1

x
, ϕ2 = 1 − x, = ϕ3 =

x

x − 1
, ϕ4 =

x − 1

x
, ϕ5 =

1

1 − x
.

Эти функции (ср. § 210, II) составляют группу при любом x.

§ 218. Возвратимся теперь к нашему уравнению F (x) = 0 m-й степени с кор-
нями α1, α2, . . . , αm, для которого g(x) = 0 является резольвентой Галуа. Мы имели
(§ 216, доказательство первой теоремы): θ1 = Φ(α1, α2, . . . , αm); остальные коли-
чества θ2, . . . , θν получались из θ1 посредством некоторых ν перестановок корней
α1, α2, . . . , αm, т. е. функциям ϕ1, ϕ2, . . . , ϕν соответствуют некоторые ν подста-
новок m корней α1, α2, . . . , αm; подстановку, соответствующую функции ϕλ, мы
обозначим через

Aλ =

(
α1 α2 . . . αm

α
(λ)
1 α

(λ)
2 . . . α

(λ)
m

)
,

где α
(λ)
1 , α

(λ)
2 , . . . , α

(λ)
m — некоторая перестановка количеств α1, α2, . . . , αm. Очевид-

но, что функции ϕ1 соответствует тождественная подстановка E. Посмотрим,
какая подстановка соответствует переходу от θ

κ
к ϕλ(θκ

); очевидно, это та же
подстановка Aλ; но в ней целесообразно верхнее расположение взять не в виде
α1, α2, . . . , αm, а в виде α

(κ)
1 , α

(κ)
2 , . . . , α

(κ)
m ; тогда нижнее расположение будет уже

некоторое новое: α
(ρ)
1 , α

(ρ)
2 , . . . , α

(ρ)
m , т. е.

Aλ =

(
α

(κ)
1 α

(κ)
2 . . . α

(κ)
m

α
(ρ)
1 α

(ρ)
2 . . . α

(ρ0
m

)
.

Но ϕλ(θκ
) = ϕλϕκ

(θ1) = ϕµ(θ)1, где ϕµ = ϕλϕκ
. С другой стороны,

A
κ
Aλ =

(
α1 α2 . . . αm

α
(κ)
1 α

(κ)
2 . . . α

(κ)
m

) (
α

(κ)
1 α

(κ)
2 . . . α

(κ)
m

α
(ρ)
1 α

(ρ)
2 . . . α

(ρ)
m

)
=

(
α1 α2 . . . αm

α
(ρ)
1 α

(ρ)
2 . . . α

(ρ)
m

)
;

мы видим, что эта последняя подстановка должна как раз быть равна Aµ, т. е.
должно быть ̺ = µ. Итак, между функциями ϕ1, ϕ2, . . . , ϕν , и подстановками
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A1, A2, . . . , Aν существует взаимнооднозначное соответствие, причем если ϕ
κ

соот-
ветствует A

κ
, а ϕλ соответствует Aλ, то ϕλϕκ

соответствует A
κ
Aλ. Таким образом

подстановки A1, A2, . . . , Aν тоже составляют группу (обозначим ее через G), кото-
рая изоморфна группе функций ϕ1, ϕ2, . . . , ϕν ; правда, у нас ϕλϕκ

соответствует
A

κ
Aλ, а не AλAκ

, как должно быть по определению изоморфизма, но легко видеть,
что по существу мы здесь как раз имеем изоморфизм, — все дело в наших обозна-
чениях: подстановки производятся в порядке слева направо, а функции берутся
в порядке справа налево 99. Обычно группой Галуа нашего уравнения F (x) = 0
называют именно группу G подстановок A

κ
.

Пусть Ψ(α1, α2, . . . , αm) — рациональная функция от α1, α2, . . . , αm в теле P;
произведем над α1, α2, . . . , αm в функции Ψ подстановку A; от этого функция Ψ
получит новое значение, которое мы обозначим ΨA; если окажется, что ΨA = Ψ, т.
е. что от подстановки A функция Ψ не изменилась, то мы говорим, что функция
Ψ допускает подстановку A. Точно так же, если уравнение Ψ(α1, α2, . . . , αm) = 0
не нарушилось от подстановки A, то мы говорим, что уравнение Ψ = 0 допускает
подстановку A.

Примечание. Если рассматривается функция от корней данного численного
уравнения, то, конечно, речь идет об изменении численного значения этой функ-
ции. Но нам может быть дана функция и от независимых переменных (например,
если наше уравнение с произвольными буквенными коэфициентами, то корни его
— независимые переменные); в таком случае, говоря о том, что такая функция
допускает данную подстановку, мы подразумеваем, что самый вид функции от
этой подстановки не изменяется. Например, функция 2(x1 + x2) + x2

3 допускает

подстановку

(
x1 x2 x3

x2 x1 x3

)
, но не допускает подстановки

(
x1 x2 x3

x2 x3 x1

)
.

Симметрическая функция от m переменных допускает всякую подстановку
этих переменных; поэтому группа всех подстановок m символов и называется сим-
метрической.

Полусимметрическая функция (§ 142) допускает все четные подстановки, груп-
па которых поэтому и называется полусимметрической (§ 205).

Теорема 1. Рациональная функция в P Ψ(α1, α2, . . . , αm) тогда и только то-
гда имеет рациональное значение (из P), если она допускает все подстановка
группы G.

Доказательство. Так как P(α1, α2, . . . , αm) = P(θ1), то, следовательно,
Ψ(α1, α2, . . . , αm) = ψ(θ1), где ψ — тоже рациональная функция от θ1 в P. Подста-
новка A

κ
будет соответствовать замене θ1 на θ

κ
. Пусть сначала Ψ = ΨA2 = . . . =

ΨAν
(A1 = E, ΨE = Ψ); тогда

ψ(θ1) = ψ(θ2) = . . . = ψ(θν) =
1

ν
{ψ(θ1) + ψ(θ2) + . . . + ψ(θν)};

но это — симметрическая функция от θ1, θ2, . . . , θν ; следовательно (по § 133), она
выражается рационально через коэфициенты уравнения g(x) = 0, т. е. является
количеством из P, т. е. Ψ(α1, α2, . . . , αm) = ε ⊂ P.

99На самом деле и при наших обозначениях мы имеем обычный изоморфизм группы подста-
новок Aκ и группы функций ϕκ; надо только, чтобы Aκ соответствовало не ϕκ , а ϕ−1

κ
(при

κ = 1, 2, . . . , ν).
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Обратно, пусть Ψ(α1, α2, . . . , αm) = εsubsetP, т. е. ψ(θ1) = ε ⊂ P; но тогда это
количество равно всем своим сопряженным (§ 215), т. е. ψ(θ1) = ψ(θ2) = . . . =
ψ(θν), или Ψ = ΨA2 = . . . = ΨAν

, и теорема доказана.
Теорема 2. Подстановка A корней α1, α2, . . . , αm данного уравнения тогда и

только тогда принадлежит к группе Галуа G, если она допускается всеми урав-
нениями между корнями α1, α2, . . . , αm в теле P.

Доказательство. Если A ⊂ G, то ясно, что всякое уравнение Ψ(α1, α2, . . . , αm) =
0 в теле P допускает A, ибо Ψ есть рациональная функция от α1, α2, . . . , αm в P,
имеющая рациональное значений (теорема 1). Обратно, пусть A допускается все-
ми уравнениями между α1, α2, . . . , αm в P. Возьмем уравнение g(x) = 0, имеющее
корни θ1, θ2, . . . , θν и никаких других; итак, g(θ1) = 0, но θ1 = Φ(α1, α2, . . . , αm) —
рациональная функция от α1, α2, . . . , αm в теле P (см. доказательство теоремы 1
в § 216); всевозможными перестановками корней α1, α2, . . . , αm мы из θ1, получим
m! количеств, среди которых будут и θ2, . . . , θν , (получающиеся, если мы в Φ про-
изведем ν подстановок из группы G). Подставив в g(θ1) = 0 вместо θ1 функцию Φ,
мы получим g(Φ(α1, α2, . . . , αm)) = 0; это — уравнение между α1, α2, . . . , αm в теле
P; по условию оно допускает подстановку A; но, с другой стороны, оно допускает
только подстановки группы G, ибо только при них Φ переходит в θ1, θ2, . . . , θν ;
следовательно, A ⊂ G, что и требовалось доказать.

Теорема 2 приводит нас к новому определению группы Галуа, как группы
подстановок корней α1, . . . , αm, которые допускаются всяким уравнением между
этими корнями в теле P. Заметим, что отдельные уравнения между корнями
в теле P могут допускать кроме подстановок группы G и другие подстановки;
но все эти подстановки вообще не образуют группы; группу — именно, группу G

— образуют те подстановки, которые допускаются всеми уравнениями между
корнями в теле P.

Порядок ν группы Галуа есть делитель числа m! порядка симметрической
группы подстановок m символов (§ 194, теорема Лагранжа). Наибольшее значение
для ν есть m!, в этом случае говорят, что данное уравнение не имеет аффекта; в

общем случае частное
m!

ν
называется степенью аффекта данного уравнения.

Случай, когда ν = m!, представляется, если уравнение дано «в общем виде», т.
е. если коэфициенты его — независимые переменные (буквы); в этом случае и кор-
ни уравнения — независимые переменные, и следовательно, единственные «урав-
нения» между корнями, которые существуют, суть тождества (никаких соотноше-
ний между независимыми переменными не может быть); а тождества допускают
всякую подстановку корней, т. е., по теореме 2, всякая подстановка принадлежит к
группе Галуа. Но следует заметить, что этот случай далеко не единственный, когда
уравнение не имеет аффекта: существуют и уравнения с числовыми коэфициента-
ми всякой степени без аффекта, т. е. имеющие группой Галуа всю симметрическую
группу соответственной степени.

Другой «предельный» случай, когда ν = 1, т. е. когда группа Галуа состоит
из одной только тождественной подстановки E. В этом случае каждый корень
αλ в отдельности допускает все подстановки группы Галуа (т. е. тождественную
подстановку P); следовательно, по теореме 1, все корни нашего уравнения ра-
циональны (т. е. находятся в области P), а следовательно, наше уравнение уже
решено (§ 212). Обратно, если все корни уравнения рациональны, то мы имеем
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ряд таких уравнений αλ = αλ (λ = 1, 2, . . . ,m), где αλ ⊂ P; эти уравнения только
и допускают одну тождественную подстановку E, т. е. вся группа Галуа и состоит
из одной только подстановки E.

Разберем теперь общий случай: пусть дано уравнение F (x) = 0 в области P, и
G — его группа Галуа. Расширим область P, т. е. возьмем имеете P более обширное
тело P′ ⊃ P. Уравнение ψ(α1, α2, . . . , αm) = 0 в области P есть также и уравне-
ние в области P′; но не обратно: могут существовать уравнения между корнями
α1, α2, . . . , αm с коэфициентами из P′; но не из P, т. е. в теле P′ вообще существует
больше уравнений между корнями, чем в теле P. Эти новые уравнения в теле P′

могут не допускать всех подстановок группы G, т. е. в теле P′ группа Галуа может
состоять только из некоторых подстановок группы G, т. е. быть подгруппой G.

Итак, от расширения области P группа G вообще уменьшается; если при та-
ком расширении группа G обратится в главную группу E, то, следовательно, в
расширенной области все корни сделаются рациональными, и уравнение будет ре-
шено. Следовательно, решение уравнения состоит в сведении его группы Галуа к
главной группе E. Чем ниже порядок группы Галуа, тем проще уравнение, тем
мы, так сказать, ближе к его решению.

§ 219. Естественные и побочные иррациональности. Таким образом
вопрос состоит в том, какие количества надо присоединить к области P, чтобы от
такого присоединения группа Галуа нашего уравнения уменьшилась.

Мы будем присоединять к P исключительно алгебраические количества, про-
исходящие из области P (§ 213). Пусть ρ — такое количество, т. е. корень некото-
рого неприводимого в P уравнения Φ(x) = 0. Если в теле P(ρ) группа Галуа будет
уже не ν-го, а µ-го порядка (µ < ν), то это значит, что в этом теле резольвен-
та Галуа данного уравнения g(x) = 0 сделалась приводимой: в теле P(ρ) от g(x)
отделился неприводимый множитель µ-й степени g1(x, ρ) (буквою ρ в скобках мы
обозначим, что коэфициенты g1 зависят от ρ), и g1(x, ρ) = 0 — новая резольвента
Галуа данного уравнения, — уже в теле P(ρ). Из множителей, на которые рас-
падается g(x), мы выберем множитель g1 так, чтобы уравнению g1(x, ρ) = 0 как
раз удовлетворял корень θ1; остальные его корни пусть будут θ2, θ3, . . . , θµ (это —
часть всех корней θ1, θ2, . . . , θν). Соответствующие функции ϕ1, ϕ2, . . . , ϕµ и здесь
составляют группу (мы сохраняем обозначения § 217), — подгруппу всей группы
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕν ; следовательно, ν делится на µ: ν = µj.

Возьмем такое выражение (где t — пока неопределенное количество):

ω1 = (t − θ1)(t − θ2) · · · (t − θµ) =

= (t − ϕ1(θ1))(t − ϕ2(θ1)) · · · (t − ϕµ(θ1))
=; (1)

ω1 не изменится, если вместо θ1 подставить θ2 или θ3, .. , или θµ, например:

(t − ϕ1(θ2))(t − ϕ2(θ2)) · · · (t − ϕµ(θ2)) =

= (t − ϕ1ϕ2(θ1))(t − ϕ2ϕ2(θ1)) · · · (t − ϕµϕ2(θ1)),
(2)

а это то же самое, что и ω1, ибо ϕ1ϕ2, ϕ2ϕ2, . . . , ϕµϕ2 суть те же функции ϕ1, ϕ2, . . . ,
ϕµ, только в другом порядке (по свойству группы, см. § 192, теорема 1). Но если
мы вместо θ1 подставим одно из количеств θµ+1, . . . θν , то получим уже нечто иное,
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например:

ω2 = (t − ϕ1(θµ+1))(t − ϕ2(θµ+1)) · · · (t − ϕµ(θµ+1)) =

= (t − θµ+1)(t − θµ+2) · · · (t − θ2µ),

если выбрать нумерацию так, чтобы:

ϕ2(θµ+1) = ϕ2ϕµ+1(θ1) = θµ+2, . . . , ϕµ(θµ+1) = ϕµϕµ+1(θ1) = θ2µ.

И здесь, если мы вместо θµ+1 подставим θµ+2 или θµ+3, . . . , или θ2µ, то ω2 не изме-
нится, так как, например, подставить в ω2 вместо θµ+1 количество θµ+2 означает
то же самое, что подставить θµ+1 вместо θ1 в выражение (2), которое равно ω1.
Рассуждая так дальше, мы найдем, что от подстановки вместо θ1 количеств θ2, θ3,
. . . , θν в (1) мы получим всего j разных выражений: ω1, ω2, . . . , ωj, от этих подста-
новок выражения эти только меняются местами. Можно (§ 214, доказательство
теоремы Абеля) дать для t такое целое значение, чтобы получившиеся j количеств
ω1, ω2, . . . , ωj оказались все различными. Очевидно при этом, что ω1 есть количе-
ство из P(ρ) (§ 218, теорема 1), т. е. ω1 = χ(ρ), где χ — рациональная функция в
теле P.

Пусть теперь τ1 = ψ(θ1) есть количество из P(θ1) (т. е. ψ — рациональная
функция в P) и одновременно из P(ρ), так что, по теореме 1, § 218:

τ1 = ψ(θ1) = ψ(θ2) = . . . = ψ(θµ)

или
τ1 = ψ(ϕ(θ1)) = ψ(ϕ2(θ1)) = . . . = ψ(ϕµ(θ1)). (3)

Но мы знаем, что равенства (3) остаются верными, если вместо θ1 подставим одно
из количеств θ2, θ3, . . . , θν ; при этом, если мы будем заменять θ1 через θ2, . . . , θµ,
то, как мы уже знаем, τ1 не изменится; если же заменим θ1, например, через θµ+1,
то получим τ2 = ψ(ϕ1(θµ+1)) = ψ(ϕ2(θµ+1)) = . . . = ψ(ϕµ(θµ+1)) или (по прежнему
обозначению) τ2 = ψ(θµ+1) = ψ(θµ+2) = . . . = ψ(θ2µ).

Вообще мы видим, что от замены θ1 через θ2, . . . , θµ мы получим всего j коли-
честв τ1, τ2, . . . , τj, (причем здесь они могут и не быть все различными); при этом,
например, τλ получается от тех же замен, что и ωλ. Возьмем теперь функции:

(x − ω1)(x − ω2) · · · (x − ωj) = Ω(x), (4)

Ω(x) ·
{

τ1

x − ω1

+
τ2

x − ω2

+ . . . +
τj

x − ωj

= Ψ(x). (5)

Обе эти функции — целые рациональные в теле P, ибо от замены θ1 через
θ2, . . . , θν , количества ω1, ω2, . . . , ωj только меняются местами, и τ1, τ2, . . . , τj со-
вершенно так же меняются местами, т. е. симметрические функции от них не

изменяются. .Из (5) при x = ω1 получим: τ1 =
Ψ(ω1)

Ω′(ω1)
, т. е. τ1 есть рациональ-

ная функция от ω1 в теле P, или τ1 ⊂ p(ω1). Таким образом всякое количество
τ1, одновременно принадлежащее и к телу P(θ1) и к телу P(ρ), принадлежит и к
телу P(ω1); P(ω1) есть общий наибольший делитель, или пересечение тел P(θ1)
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и P(ρ). Но тогда и коэфициенты функции g1(x, ρ), являясь одновременно количе-
ствами из P(ρ) и из P(θ1) [последнее потому, что они — симметрические функ-
ции от θ1, θ2 = ϕ2(θ1), . . . , θµ = ϕµ(θ1)], принадлежат также и к телу P(ω1), т. е.
g1(x, ρ) ≡ g2(x, ω1) и уравнение g1(x, ρ) = 0, или, что то же самое, g2(x, ω1) = 0
есть уравнение в теле P(ω1). Очевидно, что уравнение g2(x, ω1) = 0 и в теле P(ω1)
неприводимо, раз оно неприводимо в более обширном теле P(ρ). Итак, присоеди-
нение к P количества ρ дает то же снижение группы Галуа, что и присоединение
к P количества ω1; но ω1 есть рациональная функция от θ1, или, что то же самое,
рациональная функция от корней α1, α2, . . . , αm в теле P; такое количество a на-
зывается естественной иррациональностью данного уравнения F (x) = 0. Коли-
чество же ρ, не являющееся рациональной функцией от корней данного уравнения
в теле P, называется побочной иррациональностью. Итак:

Теорема. Всякое возможное снижение группы Галуа может быть достиг-
нуто присоединением к P естественных иррациональностей.

В этом смысле присоединение побочной иррациональности ρ равносильно при-
соединению некоторой естественной иррациональности ω, являющейся рациональ-
ной функцией от ρ в теле P; P(ω1) есть пересечение тел P(ρ) и P(α1, α2, . . . , αm).

Заметим, что на практике иногда приходится присоединять к P и побочные
иррациональности, если от этого достигаются какие-нибудь практические упро-
щения.

§ 220. Соотношения между алгебраическими телами и подгруппами
группы Галуа. Итак, рассмотрим естественные иррациональности; пусть ω1 =
f(θ1) = ψ(α1, α2, . . . , αm) — такая иррациональность, где f и ψ — рациональные
функции от своих аргументов в теле P.

Теорема 1. Подстановки из группы Галуа G данного уравнения, которые до-
пускаются естественной иррациональностью ω1, образуют группу H (подгруппу
для G).

Доказательство. Пусть A
κ

и Aλ — подстановки из G, которые допускаются
функцией ψ; тогда ψAκ

= ψ, но это есть уравнение между корнями в теле P; по
теореме 2 (§ 218) оно допускает подстановку Aλ , т. е. ψAκ Aλ

= ψAλ
; с другой

стороны, ψAλ
= ψ; следовательно, ψAκ Aλ

= ψ, т. е. A
κ
Aλ — тоже подстановка,

допускаемая функцией ψ, а это и доказывает нашу теорему.
Если ρ1 = χ(ω1), где χ — тоже рациональная функция в P, то, очевидно, что все

подстановки, допускаемые функцией ω1, допускаются и функцией ρ1, т. е. подгруп-
па группы Галуа тех подстановок, которые допускаются функцией ρ1 заключает в
себе подгруппу подстановок, допускаемых функцией ω1. Если и ω1 = χ1(ρ1)(где χ1

— тоже рациональная функция в P), то обе эти подгруппы совпадают, но в этом
и только в этом случае и P(ρ1) = P(ω1).

Таким образом имеется соответствие между подгруппами группы Галуа и ал-
гебраическими телами над P — делителями тела P(θ1). Из доказательства теоремы
§ 219 легко следует, что всякой подгруппе группы G соответствует естественная
иррациональность — именно функция ω1 [§ 219 (1)], где ϕ1, ϕ2, . . . , ϕµ составляют
данную подгруппу группы G, если ее рассматривать как группу рациональных
функций θ1, θ2, . . . , θν .

При этом подгруппе H группы G соответствует не одна, а бесчисленное мно-
жество естественных иррациональностей, именно, все первообразные количества
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тела P(ω1). Из предыдущего легко следует, что, и обратно, — всякое количество,
соответствующее подгруппе H, есть первообразное количество тела P(ω1); ибо, ес-
ли ρ1 допускает все подстановки из H, то ρ1 — рациональная функция от ω1 (см.
доказательство теоремы § 219), а если кроме подстановок из Hρ1 не допускает ни
одной подстановки из G, то и ω1 — рациональная функция от ρ1 и P(ρ1) = P(ω1),
т. е. каждой подгруппе группы G соответствует одно и только одно тело. Итак:

Теорема 2. Между подгруппами группы Галуа и алгебраическими телами
над P, делителями тела P(θ1), существует взаимно однозначное соответствие:
всякой подгруппе H соответствует одно и только одно тело P(ω1), и обратно.
Группа H состоит из подстановок группы G, допускаемых всеми количествами
из P(ω1) как функциями от корней α1, α2, . . . , αm; тело P(ω1) состоит из ра-
циональных функций от α1, α2, . . . , αm, допускающих все подстановки из группы
H.

Заметим, что телу P соответствует вся группа Галуа G; телу P(θ1) соответ-
ствует главная группа E.

Теорема 3. Если подгруппе H соответствует тело P(ω1), а подгруппе R —
тело P(ρ1), то соотношение H ⊃ R влечет за собою P(ω1) ⊂ P(ρ1), и обратно.

Отсюда легко следует:
Теорема 4. Если подгруппе H соответствует тело P(ω1), а подгруппе R —

тело P(ρ1), то подгруппе D = D(H,R) соответствует тело P(ω1, ρ1), а под-
группе {H,R} —пересечение тел P(ω1) и P(ρ1), и обратно.

Эта теорема непосредственно обобщается на несколько подгрупп и тел.
Доказательство. Пусть D — подгруппа, соответствующая телу P(ω1, ρ1). Так

как P(ω1) ⊂ P(ω1, ρ1) и P(ρ1) ⊂ P(ω1, ρ1), то, следовательно, D ⊂ H и D ⊂ R; с
другой стороны, если подстановка A ⊂ H и A ⊂ R, то A допускается и функцией
ω1, и функцией ρ1, т. е. и всякой функцией от ω1 и ρ1, т. е. A ⊂ D, т. е. D = D(H,R).
Подобным же образом доказывается и вторая часть теоремы

Теорема 5. Если подгруппе H группы Галуа G соответствует тело P(ω1),
то H есть группа Галуа нашего уравнения в теле P(ω1).

Доказательство. Это, собственно, уже следует из доказательства теоремы
§ 219. Докажем это непосредственно. Всякое уравнение f(α1, α2, . . . , αm, ω1) = 0
между корнями в теле P(ω1) допускает все подстановки из H (так как для них
ω1 не изменяется); с другой стороны, равенство ω1 = ψ(α1, α2, . . . , αm) есть тоже
уравнение между корнями α1, α2, . . . , αm в теле P(ω1); но оно кроме подстановок
из H не допускает никаких других подстановок. Следовательно, по теореме 2 (§
218) H и есть группа Галуа данного уравнения в теле P(ω1).

Если мы в функции ω1 будем над α1, α2, . . . , αm производить все подстановки
группы G, то это сведется к тому, что мы вместо корня θ1 резольвенты Галуа
будем подставлять корни θ2, θ3, . . . , θν ; от этого (доказательство теоремы 1, § 216)

ω1 перейдет в сопряженные в теле P(θ1) количества ω1, ω2, . . . , ωj, где j =
ν

µ
(µ —

порядок группы H). Разложим G по модулю H слева (§ 194):

G = H + HA2 + HA3 + . . . + HAj.

От применения к ω1 подстановок одного и того же комплекса HAλ оно перейдет
в одно и то же количество, например, ωλ; обратно, если A ⊂ G и (ω1)A = ωλ, то
(ω1)AA−1

λ
= ω1, т. е. AA−1

λ = A′ ⊂ H; следовательно, A = A′Aλ ⊂ HAλ.
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Посмотрим, какая группа соответствует количеству ωλ.
Пусть A — подстановка этой группы, т. е. (ωλ)A = ωλ; следовательно, (ω1)AλA =

(ω1)Aλ
; (ω1)AλAA−1

λ
= ω1, т. е. AλAA−1

λ ⊂ H; A ⊂ A−1
λ HAλ.

Обратно, если A = A−1
λ HAλ, где H ⊂ H , то, очевидно: (ωλ)A = (ωλ)A−1

λ
HAλ

=

ωλ. Итак, количеству ωλ [и телу P(ωλ)] соответствует группа A−1
λ HAλ. Если A−1

λ HAλ

= H, то это значит, что P(ωλ) = P(ω1). Если A−1
λ HAλ = H при всяком λ, то, сле-

довательно, P(ω1) = P(ω2) = . . . = P(ωj), и обратно. Следовательно:
Теорема 6. Сопряженным подгруппам группы Галуа соответствуют сопря-

женные тела; инвариантной подгруппе соответствует нормальное тело, и об-
ратно.

Теорема 7. Если функции ω1 соответствует подгруппа H группы Галуа G,
то группа Галуа неприводимого уравнения Ω(x) = 0, которому удовлетворяет

ω1 в теле P, изоморфна дополнительной группе
G

D
, где D — пересечение всех

сопряженных с H подгрупп.
Доказательство. Ω(x) = (x−ω1)(x−ω2) · · · (x−ωj) (§ 219). Пусть f(ω1, ω2, . . .,

ωj) = 0 — любое уравнение в P между ω1, ω2, . . . , ωj, подставив вместо ω1, ω2, . . . , ωj

их выражения через α1, α2, . . . , αm, получим уравнение для α1, α2, . . . , αm в P :
Φ(α1, α2, . . . , αm) = 0, допускающее все подстановки из G; от этих подстановок
количеств α1, α2, . . . , αm будут испытывать подстановки, которые и составят иско-
мую группу Галуа G уравнения Ω(x) = 0.

Посмотрим, от каких подстановок из G расположение ω1, ω2, . . . , ωj совсем не
изменится; очевидно — от всех подстановок из D, где D — пересечение всех групп,
сопряженных с H; ибо, если A такая подстановка, то, не изменяя ω1, A должна
принадлежать к H, не изменяя ω2 она должна одновременно принадлежать и к
A−1

2 HA2 и т. д. Итак, всей группе D соответствует тождественная подстановка E
из G. Пусть теперь подстановки A′ и A′′ из G производят одну и ту же подстановку
количеств ω1, ω2, . . . , ωj; тогда A′A′′−1 не изменят расположения ω1, ω2, . . . , ωj, т. е.
A′A′′−1 = A ⊂ D, т. е. DA′ = DA′′. Обратно, все подстановки одного и того же
комплекса DA′ производят одну и ту же подстановку количеств ω1, ω2, . . . , ωj, т. е.
соответствуют одной и той же подстановке A′ из G. Итак, между подстановками
группы G и комплексами DA имеется взаимно однозначное соответствие, причем,
если DA соответствует A, DA′ соответствует A

′
; то DA·DA′ = DAA′ соответствует

AA
′
; отсюда следует, что группа G изоморфна группе

G

D
, и наша теорема доказана.

§ 221. Полные и частные резольвенты. Итак, если мы решим уравнение
Ω(x) = 0 и присоединим к P все его корни, то группа Галуа данного уравнения
обратится в D. Такие уравнения Ω(x) = 0 называются резольвентами данного
уравнения (ср. § 145). Если D = E, т. е. если все группы A−1HA взаимно простые,
то G изоморфна G, и уравнение Ω(x) = 0 называется полной резольвентой дан-
ного уравнения; присоединив к P все его корни, мы сведем группу Галуа данного
уравнения к E, т. е. решим и данное уравнение. Таким образом решение данного
уравнения и решение его полной резольвенты — одна и та же задача (теоретиче-
ски), хотя бы степени их и были различны. Например, резольвента Галуа данного
уравнения (§ 216) всегда является его полной резольвентой. Если группа Галуа G

простая, то существуют только полные резольвенты, так как D — инвариантная
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подгруппа для G (по теореме 1 в § 197) и, следовательно, для простой группы
G должно быть D = E. В этом случае и данное уравнение называется простым.
Если же группа G составная, то и данное уравнение называется составным. Если
D не главная группа (т. е. D 6= E), то уравнение Ω(x) = 0 называется частной
резольвентой; частные резольвенты существуют только у составных уравнений.

Если группа Галуа абелева, то и данное уравнение называется абелевым; если
группа Галуа циклическая, то и уравнение циклическое; если группа Галуа про-
стейшая, то и уравнение простейшее.

Теорема. Неприводимое циклическое уравнение всегда нормально.
Доказательство. Группа Галуа циклического уравнения состоит из степеней

подстановки A корней α1, α2, . . . , αm данного уравнения; докажем, что если данное
циклическое уравнение неприводимо, то подстановка A представляет собою один
цикл (§ 204).

Действительно, пусть B = (α1, α2, . . . , αµ) — один из независимых циклов, на
которые раскладывается A: в подстановках A2, A3, . . . будут содержаться соответ-
ствующие степени этого цикла B2, B

3, . . . ; возьмем функцию

f(x) = (x − α1)(x − α2) · · · (x − αµ);

ее коэфициенты — симметрические функции от α1, α2, . . . , αµ и, следовательно,
допускают подстановку B и ее степени, а следовательно, и подстановку A, куда
B входит как часть, и все степени A, т. е. всю группу Галуа данного уравнения;
значит, все коэфициенты функции f(x) рациональны (в данном теле P); но f(x)
является множителем левой части нашего уравнения F (x) = 0, ибо

F (x) = (x − α1)(x − α2) · · · (x − αµ) · · · (x − αm).

Так как наше уравнение неприводимо, то должно быть µ = m, т. е. B = A. Но как
цикл, так и все его степени (пример в конце § 204) перемещают все входящие в
этот цикл символы за исключением той его степени, которая равна E. Таким об-
разом, если мы найдем какой-нибудь один из корней нашего уравнения, например,
α1, и присоединим α1 к телу P, то в теле P(α1) группа нашего уравнения должна
свестись к E, ибо (теорема 5, § 220) подгруппа H группы Галуа, соответствующая
функции α1 от корней, состоит из подстановок, не изменяющих α1, т. е. в данном
случае из одной только подстановки E. Но тогда мы заключаем, что в теле P(α1)
содержатся и остальные корни нашего уравнения (§ 218), т. е. все корни выража-
ются рационально через α1 (в теле P), т. е. уравнение наше нормальное (§ 216), и
теорема доказана.

В дальнейшем мы будем рассматривать исключительно только неприводимые
циклические уравнения, которые мы просто будем называть циклическими.

§ 222. Сведение решения уравнения к цепи простых уравнений. Пусть
G, G1, G2, . . . , Gn−1, E — композиционный ряд (§ 199) для группы Галуа G нашего
уравнения F (x) = 0 в области P. Найдем иррациональность η1, принадлежащую
к группе G1, η1 есть корень некоторого неприводимого уравнения Φ1(x) = 0 в теле

P с группой Галуа
G

G1

(§ 220, теорема 7). Решив это уравнение, присоединим все

его корни к P; получим область P1, в которой группа Галуа нашего уравнения
будет G1.
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Теперь в области P1 найдем рациональную функцию от корней нашего урав-
нения η2, принадлежащую к группе G2; η2 есть корень неприводимого уравнения

Φ2(x) = 0 в теле P1 с группой Галуа
G1

G2

. Решим это уравнение и присоединим все

его корни к P1; получим тело P2, в котором группа Галуа нашего уравнения будет
уже G2, и т. д.

Когда мы решим последнее уравнение в этой цепи, а именно, некоторое непри-

водимое уравнение Φn(x) = 0 в теле Pn−1 с группой Галуа
Gn−1

E
= Gn−1, и при-

соединим его корни к Pn−1, то получим тело Pn, в котором группа Галуа нашего
уравнения будет E, т. е. все корни α1, α2, . . . , αm нашего уравнения будут нахо-
диться в этим теле Pn, и наше уравнение будет, таким образом, решено.

Итак, решение нашего уравнения свелось к решению цепи уравнений: Φ1(x) =

0, Φ2(x) = 0, . . . , Φn(x) = 0 с группами Галуа
G

G1

,
G1

G2

, . . . , Gn−1; все эти группы

простые, т. е. и все эти уравнения простые. Наша группа ? может иметь несколько
различных композиционных рядов, но по теореме Жордана – Гельдера (§ 199)

число членов в различных рядах одно и то же и дополнительные группы
G

G1

,
G1

G2

,

. . . (рассматриваемые как абстрактные группы) одни и те же в различных рядах,
разве только стоят в другом порядке. Т. е. для различных композиционных рядов
уравнения Φ1(x) = 0, Φ2(x) = 0, . . . могут быть различны, различной степени, в
различных областях рациональности, но число их одно и то же, и группы Галуа
у них одни и те же, т. е. для различных рядов эти уравнения, так сказать, той же
самой трудности. Итак:

Теорема. Решение всякого уравнения сводится к решению цепи простых урав-
нений, причем число n этих уравнений и структура их групп Галуа для данного
уравнения вполне определены.

Особенно важен случай, когда группа G разрешима (метациклическая, § 199);

в этом случае все группы
G

G1

,
G1

G2

, . . . — простейшие, следовательно, и уравнения

Φ1(x) = 0, Φ2(x) = 0, . . . — простейшие, т. е. циклические уравнения простых
степеней. Ниже мы увидим, что такие и только такие уравнения разрешимы в
радикалах (поэтому и группа G называется разрешимой). В частности, как мы
заключаем из того же § 199, все абелевы уравнения (а также и все циклические,
как частный случай абелевых) имеют разрешимые группы.

Решить уравнение в радикалах — это значит свести его решение к решению
цепи двучленных уравнений вида xk = a. Нашей дальнейшей целью является по-
казать, с одной стороны, что простейшее уравнение всегда решается в радикалах,
с другой стороны, — что решение двучленного уравнения сводится к решению
цепи простейших уравнений.

§ 223. Сведение двучленных уравнений к цепи простейших уравне-
ний. В главе седьмой уже были выведены многие свойства двучленных уравнений.
Заметим, что нам достаточно рассмотреть только двучленные уравнения простой
степени p, ибо, если k = pqr . . . , где p, q, r, . . . — простые числа (может быть, и
не все различные), то, как известно, x = k

√
a . . . r

√
q
√ p

√
a, т. е. решение уравнения

xk = a сводится к решению цепи уравнений: yp = a, zq = y, tr = z, . . .
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Про уравнение же xp = a мы знаем следующее:
1. Оно или неприводимо в области P, или имеет рациональный корень (т. е.

корень, принадлежащий к области P); в § 116 эта теорема была доказана для
абсолютной области рациональности P; но доказательство, приведенное там, не
требует никаких специальных условий для тела P, которое может быть таким
образом любым.

2. Если α — один корень уравнения xp = a, то другие найдутся умножением α
на все корни ρ уравнения xp = 1 (§ 114).

3. Уравнение xp = 1 имеет один непервообразный корень 1; остальные p−1 его
корней первообразны и служат корнями уравнения деления окружности Φp(x) =
0, неприводимого в абсолютной области рациональности (§ 120, 122).

Легко доказать еще следующее:
4. Уравнение Φp(x) = 0 нормальное и при этом циклическое (но не простейшее,

так как p − 1 не простое число).
Доказательство. Из § 216 следует, что Φp(x) = 0 нормальное уравнение: оно

неприводимо (§ 122) и все его корни выражаются рационально через один из них;
если ρ — один его корень, то остальные его корни ρ2, ρ3, . . . , ρp−1.

Из теории чисел известно, что для всякого простого числа p существуют так
называемые «первообразные корни», т. е. такие числа g, для которых никакая па-
ра степеней g, g2, g3, . . . , gp−2, gp−1 несравнима друг с другом по модулю p, a gp−1 ≡
1 (mod p); следовательно, по модулю p числа g, g2, g3, . . . , gp−1 представляют ряд
чисел 1, 2, 3, . . . , p − 1, только в другом порядке. Следовательно, ρ, ρg, ρg2

, ρg3
, . . .,

ρgp−2
, представляют собою наши корни ρ, ρ2, ρ3, . . . , ρp−1, только в другом порядке;

при этом ρg2
= (ρg)g ρg3

= (ρg2
)g и т. д., т. е. каждый следующий корень ряда

ρ, ρg, ρg2
, , . . . представляет собою одну и ту же функцию (g-ю степень) предыду-

щего, и, кроме того, ρ = ρgp−1
= (ρgp−2

)g, т. е. первый корень представляет собою ту
же самую функцию от последнего. Если мы обозначим ϕ(x) = xg, и вместо ϕ(ϕ(x)),
ϕ(ϕ(ϕ(x))) будем писать ϕ2, ϕ3, . . . , то наши корни будут ρ, χ(ρ), ϕ2(ρ), . . . , ϕp−2(ρ).
Но ϕp−1(ρ) = ρ; это и показывает, что группа наших рациональных функций
ϕ, ϕ2, . . . — циклическая, т. е. группа Галуа нашего уравнения циклическая.

5. Если к нашей области P присоединить один из корней ρ уравнения Φp(x) =
0, то в теле P(ρ) уравнение xp = a становится нормальным, а следовательно, и
простейшим.

Доказательство. Действительно, если α — один из корней уравнения xp = a,
то по свойству 2 другие его корни будут αρ, αρ2, . . . , αρp−2; они все выражаются
рационально через α (в теле P(ρ), следовательно, уравнение xp = a нормальное,
а следовательно, его степень p есть и порядок его группы Галуа; но p — простое
число, т. е. эта группа — простейшая.

Итак, решение уравнения xp = a сводится к решению уравнения Φp(x) = 0
(которое, как циклическое, и значит абелево, сводится к решению цепи простейших
уравнений) и присоединению корня этого уравнения ρ к области P, в которой само
уравнение xp = a становится простейшим. Итак:

Теорема. Решение двучленных уравнений (т. е. извлечение корней) сводится
к решению цепи простейших уравнений.

§ 224. Решение циклических уравнений в радикалах. Теперь нам пред-
стоит доказать, что простейшие уравнения решаются в радикалах. Мы докажем,
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что вообще всякое циклическое уравнение решается в радикалах.
Итак, пусть F (x) = 0 циклическое уравнение m-й степени с корнями α, ϕ(α),

ϕ(ϕ(α)) = ϕ2(α), . . . , ϕm−1(α) [тогда как ϕm(α) = α]. Решим сначала уравнение
xm = 1 и присоединим к P все его корни; пусть ρ — один из этих корней; возьмем
выражение:

ψ(α) = (ρ, α) + α + ρ · ϕ(α) + ρ2ϕ2(α) + . . . + ρm−1ϕm−1(α);

это — так называемая резольвента Лагранжа 100. Подставив ϕ(α) вместо α, по-
лучим:

ψ(ϕ(α)) = ϕ(α) + ρϕ2(α) + ρ2ϕ3(α) + . . . +

+ρm−2ϕm−1(α) + ρm−1 · α = ρ−1ψ(α),

ибо
ρm−1 = ρ−1 (ρm = 1).

Точно так же найдем ψ(ϕ2(α)) = ρ−2ψ(α) и т. д. Возьмем v = [ψ(α)]m; имеем
ψ[ϕ(α)]m = ρ−m[ψ(α)]m = v, точно так же [ψ(ϕ2(α))]m = v и т. д. Отсюда по теореме
1 § 218 заключаем, что v — рациональное количество [т. е. из нашей области P(ρ).
Имеем ψ(α) = m

√
v.

За ρ можно взять любой из m корней уравнения xm = 1; пусть эти корни
ρ1 = 1, ρ2, ρ3, . . . , ρm; подставив в ψ(α) каждый из этих корней, получим:

α + ϕ(α) + ϕ2(α) + . . . + ϕm−1(α) = u0,

α + ρ2ϕ(α) + ρ2
2ϕ

2(α) + . . . + ρm−1
2 ϕm−1(α) = m

√
v2,

α + ρ3ϕ(α) + ρ2
3ϕ

2(α) + . . . + ρm−1
3 ϕm−1(α) = m

√
v3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α + ρmϕ(α) + ρ2
mϕ2(α) + . . . + ρm−1

m ϕm−1(α) = m
√

vm,





(6)

где v2, v3, . . . , vm — количества из P(ρ); очевидно, u0 ⊂ P(ρ). Сложив почленно эти
равенства и применив вторую теорему § 119, найдем:

mα = u0 + m
√

v2 + m
√

v3 + . . . + m
√

vm. (7)

Умножив же уравнения (6), соответственно, на единицу, на ρ−k
2 , на ρ−k

3 , . . . , на
ρ−k

m и сложив, найдем:

mαk = mϕk(α) = u0 + ρ−k
2

m
√

v2 + ρ−k
3

m
√

v3 + . . . + ρ−k
m

m
√

vm. (8)

Формулы (7) и (8) дают решение циклического уравнения в радикалах, если
мы сможем найти корни ρ2, ρ3, . . . , ρm в радикалах; это — корни уравнения xm = 1,
решение которого, как мы видели, сводится к решению цепи простейших, т. е.
циклических уравнений, но степеней меньших m. Поэтому здесь применим метод
полной индукции: если доказано, что циклические уравнения степени меньших m
решаются в радикалах, то формулы (7) и (8) доказывают, что циклическое урав-
нение m-й степени решается в радикалах. Но уравнения второй степени решаются
все в радикалах; следовательно, доказана такая теорема:

100Здесь резольвентой называется не уравнение, как в § 145, а сама функция от корней данного
уравнения.
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Теорема. Всякое циклическое (а, следовательно, и всякое простейшее) урав-
нение разрешимо в радикалах.

Замечание. Формулы (7) и (8), важные теоретически, так сказать, принци-
пиально, практического значения не имеют, так как неизвестно, какие значения
радикалов m

√
v2, m

√
v3, . . . надо брать. Относительно этого существуют известные

дополнения, по поводу которых здесь распространяться не будем.

§ 225. Условие разрешимости уравнения в радикалах. Теорема Руф-
фини – Абеля. Теоремы предыдущего параграфа говорят, что уравнение реша-
ется в радикалах тогда и только тогда, если его решение может быть сведено к
решению цепи простейших уравнений. Таким образом на основании результата §
222 мы можем сказать, что всякое уравнение с разрешимой группой решается в
радикалах. Докажем теперь обратное: если уравнение решается в радикалах, то
группа его разрешима или если решение данного уравнения сводится к решению
цепи простейших уравнений, то группа его разрешима.

Пусть F (x) = 0 данное уравнение, решение которого сводится к решению цепи
простейших уравнений. Вначале группа Галуа этого уравнения G; после решения
всех простейших уравнений, корни которых мы последовательно присоединяем к
данной области рациональности, эта область так расширится, что группа Галуа
данного уравнения будет E (уравнение будет решено). Следовательно, эта груп-
па G постепенно должка уменьшаться (может быть, и не после решения каждого
уравнения). Рассмотрим случай, когда после решения одного из простейших урав-
нений ψ(x) = 0 нашей цепи группа Галуа уменьшается. Пусть до решения этого
уравнения наша область P и группа A; после решения — область P(η) и группа
B; η — один из корней этого решенного простейшего уравнения, ψ(x) = 0 степени
p (простое число); так как простейшее уравнение — нормальное, то достаточно
найти и присоединить к P только один его корень η); если η — побочная иррацио-
нальность, то (по теореме § 219) мы можем заменить η естественной иррациональ-
ностью (на самом деле η и не может здесь быть побочной иррациональностью),
т. е. мы можем предполагать, что η — естественная иррациональность. Тело P(η)
— нормальное, а следовательно, B — инвариантная подгруппа для A (§ 220, тео-

рема 6); группа Галуа уравнения ψ(x) = 0 p-го порядка изоморфна группе
A

B
;

следовательно, (A,B) = p.
Выберем теперь из нашей цепи простейших уравнений те, решение которых

уменьшает группу Галуа данного уравнения; пусть эта группа вначале G, потом
сводится к H, затем к R и т. д. Тогда по доказанному заключаем, что G — инва-
риантная подгруппа для G, R — инвариантная подгруппа для G и т. д., и группы
G

H
,

H

R
, . . . — простейшие. Но это значит, что ряд G, H, R, . . . есть композиционный

ряд для G, и группа G разрешима. Таким образом доказана следующая теорема:
Теорема. Уравнение разрешимо в радикалах тогда и только тогда, если его

группа Галуа разрешима (метациклическая).
Следствие. Абелево уравнение всегда разрешимо в радикалах.
Мы видели (§ 218), что группа Галуа общего (т. е. с любыми буквенными ко-

эфициентами) уравнения m-й степени есть симметрическая группа m-й степени. В
§ 207 мы видели, что симметрические группы второй, третьей и четвертой степе-
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ней разрешимы, но при m > 4 симметрическая группа m-й степени неразрешима.
Следовательно, уравнения второй, третьей и четвертой степеней разрешимы в ра-
дикалах в общем виде, тогда как:

Теорема Руффини – Абеля (Ruffini – Abel). Уравнение степени выше чет-
вертой в общем виде неразрешимо в радикалах.

§ 226. Общие замечания. Сделаем некоторые замечания. Настоящая глава
представляет собою только введение в теорию Галуа, так сказать, теоретические
основы этой теории; при этом мы рассматривали только главнейшее, совершенно
не касаясь деталей. Для желающих продолжать изучение теории алгебраических
уравнений можно рекомендовать список литературы по этой теории, помещенный
в конце настоящей книги, в особенности же капитальный труд Вебера, «Lehrbuch
der Algebra», в трех томах.

Мы оставили также без рассмотрения практические вопросы, которые возни-
кают при изучении теории алгебраических уравнений: например, если дано урав-
нение, как практически найти, решается ли это уравнение в радикалах, и в случае
утвердительного ответа, как найти формулу его решения в радикалах. Или более
общий вопрос: как найти группу Галуа данного уравнения? Можно сказать, что
принципиально мы группу всякого уравнения всегда можем найти путем конеч-
ного числа операций: действительно, надо только проделать на частном примере
данного уравнения все те построения, какие мы провели при доказательстве пер-
вой теоремы § 215, найти резольвенту Галуа для данного уравнения, найти рацио-
нальные функции ϕ1, ϕ2, . . . , ϕν и затем построить группу этих функций. А затем,
исследуя эту группу, мы ответим и на вопрос, решается ли в радикалах данное
уравнение. Но практически, конечно, это построение даже для совсем простых
случаев не выполнимо. Имеются только частные виды уравнений, для которых
вопрос об их разрешимости в радикалах определенно решен. Например, как мы
видели, все абелевы уравнения разрешимы в радикалах, ибо абелева группа все-
гда разрешима. Но вообще следует сказать, что чисто практического, так сказать,
прикладного значения вопрос о разрешимости уравнения в радикалах не имеет:
даже на примере кубических уравнений и уравнений четвертой степени мы ви-
дим, что получаемые формулы их решения в радикалах слишком громоздки, —
гораздо проще вычислять корни этих уравнений одним из общих приемов вычис-
ления корней. Кроме того, уже в теории кубических уравнений нам встретился
«неприводимый случай», когда мы вообще не можем воспользоваться выведен-
ной формулой для вычисления корней; такие случаи встречаются и у уравнений
высших степеней, решаемых в радикалах.
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ГЛАВА ТРИНАДЦАТАЯ

НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ ВИДЫ УРАВНЕНИЙ

§ 227. Приводимость и неприводимость. Уравнение F (x) = 0 m-й степе-
ни, являвшееся предметом исследования в предыдущей главе (§ 216 и ел.), могло
быть как неприводимым, так и приводимым: требовалось лишь, чтобы оно не
имело кратных корней. Исследуем, как его неприводимость или приводимость (в
данной области P) отражаются на его группе Галуа.

Если оно приводимо, то пусть в области P

F (x) = F1(x) · F2(x),

и пусть α1, α2, . . . , αk — корни уравнения F1(x) = 0 k-й степени (k < m) в области
P. Равенство

F1(α1) = 0

можно рассматривать как рациональное уравнение в P между корнями α1, α2, . . . , αm

данного уравнения F (x) = 0; оно должно допускать все подстановки группы
Галуа; но кроме значения α1 уравнение F1(x) = 0 удовлетворится еще только
корнями α2, α3, . . . , αk. Следовательно, все подстановки группы Галуа переводят
α1, α2, . . . , αk только друг в друга, но не переводят ни один из этих корней ни в
один из остальных корней αk+1, . . . , αm. Это показывает, что группа Галуа в этом
случае интранзитивна (§ 208).

Обратно, пусть группа Галуа данного уравнения в P интранзитивна, и пусть
α1, α2, . . . , αk одна из ее транзитивных систем (§ 208); в таком случае подста-
новки группы Галуа только переставляют α1, α2, . . . , αk между собою, симмет-
рические же функции от α1, α2, . . . , αk не меняются, т. е. являются рациональ-
ными количествами (из P; § 218, теорема 1); следовательно, функция F1(x) =
(x− α1)(x− α2) · · · (x− αk) есть функция в теле P, но F (x) делится на F1(x), т. е.
F (x) приводима в теле P. Итак:

Теорема. Если уравнение приводимо, то его группа Галуа интранзитивна;
если же уравнение неприводимо, то его группа Галуа транзитивна.

Заметим, что здесь имеется в виду группа Галуа как группа подстановок;
на группе же рациональных функций корней резольвенты Галуа приводимость и
неприводимость данного уравнения не отражается, ибо одна и та же резольвента
Галуа может быть и у неприводимого, и у приводимого уравнения (сама она всегда
неприводима). Существенную роль играет здесь также область рациональности
P: с расширением P неприводимое уравнение может сделаться приводимым, т. е.
транзитивная группа Галуа может свестись к своей интранзитивной подгруппе.
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§ 228. Примитивные и импримитивные уравнения. В § 215 было дано
определение первообразного (примитивного) алгебраического тела P(α) над P:
это такое алгебраическое тело над P, которое не имеет делителей над P, т. е. нет
такого (алгебраического же — по теореме 4 § 215) тела P(θ) над P, чтобы было

P(α) ⊃ P(θ) ⊃ P.

Неприводимое уравнение F (x) = 0 в теле P, которому удовлетворяет α, тоже на-
зывается первообразным или примитивным. Если же тело P(α) не первообразно,
то и неприводимое уравнение для α F (x) = 0 в P называется непервообразным
или импримитивным. Рассмотрим этот последний случай. Пусть θ — непервооб-
разное (нерациональное) количество из тела P(α), т. е. некоторая рациональная
функция от α в теле P:

θ = ϕ(α),

такая, что α не есть рациональная функция от θ в P. Пусть тело P(α) n-й степени,
и α, α′, α′′, . . . , α(n−1) — сопряженные с α количества, т. е. корни неприводимого в P

уравнения F (x) = 0. В таком случае количества θλ = ϕ(α(λ−1))(λ = 1, 2, . . . , n − 1)
распадаются на m систем по k равных друг другу количеств (§ 215, теорема 2);
пусть, например:

θ = ϕ(α) = ϕ(α1) = . . . = ϕ(αk−1),

θ′ = ϕ(α′) = ϕ(α′
1) = . . . = ϕ(α′

k−1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

θ(m−1) = ϕ(α(m−1)) = ϕ(α
(m−1)
1 ) = . . . = ϕ(α

(m−1)
k−1 ),

где α, α1, . . . , αk−1; α′, α′
1, . . . , α

′
k−1; . . . ; α(m−1), α

(m−1)
1 , . . . , α

(m−1)
k−1 — иные обозначе-

ния для тех же количеств α, α′, . . . , α(n−1); n = km.
Возьмем уравнение ϕ(x)−θ = 0; ему удовлетворяют k количеств α, α1, . . . , αk−1,

но не удовлетворяет никакое другое α
(λ)
µ , ибо ϕ(α

(λ)
µ −θ = θλ−θ 6= 0, поскольку все

θ, θ′, . . . , θ(m−1), различны. Следовательно, α, α1, . . . , αk−1 — единственные общие
корни уравнений F (x) = 0 и ϕ(x)− θ = 0, и общий наибольший делитель функций
F (x) и ϕ(x) − θ есть 101:

Φ(x, θ) = (x − α)(x − α1) · · · , (x − αk−1).

Так как функция F (x) в теле P, а функция ϕ(x) − θ — в теле P(θ), то функция
Φ(x, θ) тоже в теле P(θ), при этом θ не входит в знаменатель (в чем легко убедить-
ся); таким образом Φ(x, θ) есть целая рациональная функция от x и θ в теле P.
Докажем, что эта функция Φ(x, θ) неприводимая функция от x в теле P(θ). Пусть
она делится на целую рациональную функцию от x тоже в теле P(θ), с корнем α:

Ψ(x, θ).

Эту функцию Ψ мы можем считать целою функцией) и от x и от θ (по § 144);
возьмем уравнение:

Ψ(x, ϕ(x)) = 0;

101Мы предположили, что ϕ(x) — рациональная функция в P; но ведь мы знаем (§ 144), что ее
можно всегда заменить целой рациональной, при этом даже степени большей или равной n − 1.
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это—уравнение в P, которому удовлетворяет корень α неприводимого в P урав-
нения F (x) = 0; следовательно, ему удовлетворяют и остальные корни того же
неприводимого уравнения (§ 110, следствие II), в частности корни α, α1, . . . , αk−1,
т. е.

Ψ(α, θ) = Ψ(α1, θ) = . . . = Ψ(αk−1, θ) = 0.

Отсюда следует, что Ψ(x, θ) делится на Φ(x, θ), т. е. Ψ ≡ Φ, и значит, Φ неприво-
дима в теле P(θ). Итак:

Теорема. Если уравнение F (x) = 0 в теле P импримитивно, то, присоеди-
няя к P непервообразное количество θ из P(α), мы сделаем F (x) в теле P(θ)
приводимым: от F (x) отделится множитель Φ(x, θ) в теле P(θ) степени выше
первой, с корнем α.

Если же уравнение F (x) = 0 (или тело P(α)) примитивно, то этого снижения
степени уравнения для α мы не сможем достигнуть: тут все количества θ из P(α)
кроме рациональных первообразны; присоединив к P такое количество θ, мы сразу
сделаем α рациональным, или отделим от F (x) линейную функцию x − α в теле
P(θ) = P(α). В этом случае и уравнение для θ той же n-й степени, что и F (x) = 0.

Присоединив к P, вместо θ, величину θ′ или θ′′, . . . , или θ(m−1), мы аналогично
отделим от F (x) неприводимые множители: Φ(x, θ′) в теле P(θ′), Φ(x, θ′′) в теле
P(θ′′) и т. д., наконец, Φ(x, θ(m−1) в теле P(θ(m−1).

Легко видеть, что функция Φ(x, y) здесь одна и та же, — общий наибольший
делитель функций F (x) и ϕ(x) − y при y = θ, θ′, θ′′, . . . , θ(m−1). Таким образом в
теле P(θ, θ′, θ′′, . . . , θ(m−1)) функция F (x) распадается на m множителей:

F (x) = Φ(x, θ)Φ(x, θ′)Φ(x, θ′′) · · ·Φ(x, θ(m−1)).

Рассмотрим теперь группу Галуа G уравнения F (x) = 0; она транзитивна, так
как уравнение это неприводимо (§ 227). Пусть G — ее подгруппа, подстановки
которой оставляют α без изменения. Если существует тело P(θ) ⊂ P(α), но ⊃ P,
то ведь ему (по теореме 2 § 220) соответствует определенная подгруппа H группы
G; а так как P(θ) ⊂ P(α), то (по теореме 3 § 220) должно быть A ⊂ H ⊂ G, и
обратно. А отсюда следует (§ 209).

Теорема. Группа Галуа импримитивного уравнения импримитивна, а при-
митивного уравнения — примитивна.

Заметим, что системы α, α1, . . . , αk−1; α′, α′
1, . . . , α

′
k−1; . . . ,; α(m−1), α

(m−1)
1 , . . .,

α
(m−1)
k−1 являются системами импримитивности группы G.

§ 229. Уравнения третьей и четвертой степени. Мы еще раз возвраща-
емся к этим уравнениям, чтобы вкратце рассмотреть их решения с точки зрения
теории Галуа.

Кубическое уравнение: a0x
3+a1x

2+a2x+a3 = 0; пусть x1, x2, x3 его корни. Для
уравнения в общем виде в абсолютной области рациональности P группа Галуа
есть вся симметрическая группа третьей степени, 6-го порядка:

E, A1 = (2, 3), A2 = (1, 3), A3 = (1, 2), B == (1, 2, 3), C = (1, 3, 2).

Она имеет инвариантную подгруппу индекса 2, — полусимметрическую группу
третьей степени и 3-го порядка: E, B, C. Функция от корней, принадлежащая к
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этой группе, есть произведение разностей:

(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1),

равное (с точностью до рационального множителя)
√

D, где D — дискриминант
уравнения. Итак, присоединив к абсолютной области рациональности P количе-
ство

√
D, мы получим (по теореме 5 § 220) в теле P(

√
D) группу нашего уравнения

E, B, C; эта группа — простейшая, т. е. и уравнение наше в P(
√

D) — простейшее;
оно нормальное и является своей собственной резольвентой Галуа (см. теорему в §
221). Желая свести решение нашего уравнения к решению двучленного уравнения,
т. е. к извлечению кубического корня, мы должны найти такую функцию от кор-
ней x1, x2, x3, куб которой допускал бы циклическую подстановку B = (1, 2, 3) [а,
значит, и C = B2, т. е. был бы в теле P(

√
D)]. Отсюда следует, что сама эта функ-

ция от подстановки B может только получить множителем корень кубический из

единицы ω =
−1 + i

√
3

2
или ω2. Для этого присоединим заранее ω, или, что то

же самое,
√
−3, к нашему телу P(

√
D); от этого уменьшения группы уменьшения

группы не последует, но нам это понадобится.
Теперь строим резольвенты Лагранжа (§ 224):

u = x1 + ωx2 + ω2x3,

v = x1 + ω2x2 + ωx3.

Легко видеть, что от подстановки B u переходит в ω2u, a v — в ωv, и следователь-
но, u3, v3, uv не меняются; значит, u и v — кубические корни из рациональных
функций от коэфициентов и выражаются рационально один через другой, ибо uv

тоже рационально. Взяв еще уравнение x1 + x2 + x3 = −a1

a0

, найдем:

3x1 = −a1

a0

+ u + v,

3x2 = −a1

a0

+ ω2u + ωv

3x3 = −a1

a0

+ ωu + ω2v.

Предлагается читателю проверить вычислением, что это — те же самые формулы,
что и в § 124.

Уравнение четвертой степени: a0x
4 + a1x

3 + a2x
2 + a3x + a4 = 0. И здесь мы

присоединяем к абсолютной области рациональности P корень квадратный из
дискриминанта, или, иными словами, произведение:

(x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)(x2 − x3)(x2 − x4)(x3 − x4),

где x1, x2, x3, x4 — корни нашего уравнения. Этим мы сводим группу Галуа на-
шего уравнения, которая есть в общем случае симметрическая группа четвертой
степени, 24-го порядка, к полусимметрической группе четвертой степени и 12-го
порядка, именно:

E, A = (1, 2)(3, 4), B = (1, 3)(2, 4), C = (1, 4)(2, 3),

A1 = (1, 2, 3), A2 = (1, 3, 2), A3 = (1, 2, 4), A4 = (1, 4, 2),

A5 = (1, 3, 4), A6 = (1, 4, 3), A7 = (2, 3, 4), A8 = (2, 4, 3).
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Мы знаем (§ 207), что композиционный ряд для этой полусимметрической
группы 12-го порядка G есть:

R, Q, Q1,

где Q — четверная группа E, A, B, C; Q1 — группа 2-го порядка E, A; ряд ин-
дексов: 3, 2, 2. Следовательно, согласно общей теории (§ 222) решение уравнения
четвертой степени сводится к решению одного кубического уравнения с группой
R

Q
и двух квадратных с группами

Q

Q1

и Q1. Мы видим, таким образом, что ку-

бическое уравнение необходимо должно входить в эту цепь уравнений; только в
том случае, если эта кубическая резольвента имеет рациональный корень, она как
будто бы избегается; такие случаи мы имеем у так называемого «биквадратно-
го», уравнения и у возвратного уравнения четвертой степени, рассматриваемых в
элементарной алгебре.

Итак, первым делом мы должны составить функцию от корней, принадлежа-
щую к группе Q = E+A+B+C, т. е. при всех подстановках группы R, принимаю-
щей только три значения. Такую функцию можно составить различным образом;
выражения x1x2 + x3x4, (x1 − x2)(x3 − x4), (x1 + x2 − x3 − x4)

2 служат примерами
таких функций; самое удобное из них последнее, ибо оно позволяет последующим
извлечением квадратного корня найти линейные функции от корней. Итак, берем:

v1 = (x1 + x2 − x3 − x4)
2;

перестановками корней найдем еще два значения этой функции:

v2 = (x1 − x2 + x3 − x4)
2,

v3 = (x1 − x2 − x3 + x4)
2.

Можно легко убедиться, что при всех 24 подстановках корней эти функции только
переходят одна в другую; следовательно, симметрические функции от них явля-
ются симметрическими функциями от корней x1, x2, x3, x4, т. е. выражаются ра-
ционально через коэфициенты данного уравнения; таким образом мы способами
§ 138–141 можем выразить через коэфициенты данного уравнения коэфициенты
того уравнения, корнями которого являются v1, v2, v3, т. е. уравнения:

(v − v1)(v − v2)(v − v3) = 0.

(Это и есть кубическая резольвента). Решив его и найдя затем v1, v2, v3, получим:

x1 + x2 − x3 − x4 =
√

v1,

x1 − x2 + x3 − x4 =
√

v2,

x1 − x2 − x3 + x4 =
√

v3,

x1 + x2 + x3 + x4 =
a1

a0

.

Можно легко проверить, что произведение
√

v1
√

v2
√

v3 — тоже симметрическая
функция от корней, т. е. рационально выражается через коэфициенты нашего
уравнения; это показывает, что между этими тремя корнями

√
v1,

√
v2,

√
v3 есть
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зависимость: два из них вполне определяют третий, что ограничивает число ком-
бинаций их знаков четырьмя. Таким образом найдем:

4x1 = −a1

a0

+
√

v1 +
√

v2 +
√

v3,

4x2 = −a1

a0

+
√

v1 −
√

v2 −
√

v3,

4x3 = −a1

a0

−√
v1 +

√
v2 −

√
v3,

4x4 = −a1

a0

−√
v1 −

√
v2 +

√
v3.

Легко видеть, что это — те же формулы, что и в § 128.

§ 230. Уравнения деления угла. Задача деления угла на равные части
аналитически выражается так: по данным cos mϕ и sin mϕ найти cos ϕ и sin ϕ
(m — целое число, большее нуля). Таким образом cos mϕ и sin mϕ даны нам как
определенные числа, по абсолютной величине меньшие единице, причем сумма их
квадратов равна единице.

К абсолютной области рациональности мы присоединяем cos mϕ, sin mϕ, cos
2π

m

и sin
2π

m
и полученное после этого присоединения тело обозначаем через P.

Обозначим x = 2 cos ϕ; тогда x определится из уравнения:

2 cos mϕ = m

[
m
2

]
∑

λ=0

(−1)λ(m − λ − 1)!

λ!(m − 2λ)!
xm−2λ (1)

(§ 137). Это уравнение m-й степени. Найдя cos ϕ, мы определим sin ϕ по формуле
(тоже § 137):

sin mϕ

sin ϕ
=

[
m
2

]
∑

λ=0

(−1)λ

(
m − λ − 1

λ

)
xm−2λ−1, (2)

из которой видно, что sin ϕ выражается рационально через x; m корней уравнения
(1) имеют следующие тригонометрические значения:

x0 = 2 cos ϕ, x1 = 2 cos

(
ϕ +

2π

m

)
, . . . , xn−1 = 2 cos

(
ϕ +

2(m − 1)π

m

)
.

Применяя элементарную формулу для косинуса суммы, легко убедиться, что каж-
дый из этих корней есть одна и та же рациональная функция в P от предыдущего:

x1 = f(x0), x2 = f(x1), . . . , xm−1 = f(xm−2), x0 = f(xm−1). (3)

Сверх того уравнение (1) неприводимо в P, ибо если какому-нибудь алгебраиче-
скому уравнению в P удовлетворяет корень x0:

Φ(x0, cos mϕ, sin mϕ) = 0,
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то, заменив ϕ на ϕ +
2kπ

m
, мы этого уравнения не нарушим (ибо cos mϕ и sin mϕ

от этого не изменяются), но она перейдет в такое:

Φ(xk, cos mϕ, sin mϕ) = 0,

т. е. ему удовлетворяют все корни xk, и следовательно, функция Φ делится на

функцию m

[
m
2

]
∑

λ=0

(−1)λ(m − λ − 1)!

λ!(m − 2λ)!
xm−2λ−2 cos mϕ, откуда следует, что (1) — непри-

водимое уравнение.
Отсюда же и из (3) следует, что (1) — нормальное уравнение, т. е. своя соб-

ственная резольвента Галуа, и при этом циклическое уравнение; следовательно,
оно решается в радикалах (§ 224).

Например, при m = 3 имеем уравнение деления угла на три равные части:

x3 − 3x = 2 cos 3ϕ.

При произвольном угле 3ϕ это уравнение неприводимо; оно циклическое; при его
решении обязательно приходится извлекать кубический корень. Отсюда следует
невозможность деления угла на три равные части при помощи циркуля и линейки,
ибо, как известно, при помощи циркуля и линейки можно извлекать точно только
квадратные корни.

§ 231. Уравнения деления окружности. Мы уже имели эти уравнения в
главе VII, § 120—122; это — уравнение:

Φn(x) = 0 (4)

степени ϕ(n) [где ϕ(n) означает число натуральных чисел, меньших, чем n, и вза-
имно простых с n, имеющее корнями все первообразные корни (§ 118) n-й степени
из единицы. Мы видели (в § 120–121), что все коэфициенты этого уравнения —
целые числа, и для случая, когда n — степень простого числа, доказали, что это
уравнение неприводимо (§ 122) в абсолютной области рациональности.

Легко дать решения уравнения (4) в тригонометрической форме: еще в главе
I, § 9 мы имели корни n-й степени из единицы в виде:

rk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
(k = 0, 1, 2, . . . , n − 1), (5)

или сокращенно:
rk = e

2kπi
n 102. (5)

Первообразные корни будут, очевидно, те, где дробь
k

n
несократима, т. е. где k —

взаимно простое с n; число их и есть как раз ϕ(n). При k = 1 получаем из (5) всегда

первообразный корень; но получаемая при этом дуга
2π

n
есть

1

n
—я часть 2π, т. е.

целой окружности; таким образом алгебраическая задача решения уравнения (4)

102Мы применяем тут известную формулу Эйлера: eαi = cos α + i sin α (ср. сноску в § 137).
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выражается геометрически как деление окружности на n равных частей, откуда
происходит и самое название уравнения (4).

Мы рассмотрим теперь алгебраическое решение уравнения (4), причем огра-
ничимся случаем, когда n = p — простое число. Мы имели (§ 120) для этого
случая:

Φp(x) =
xp − 1

x − 1
= xp−1 + xp−2 + . . . + x + 1 = 0. (4)

В § 223, 224 мы доказали, что это уравнение (4а) нормальное и при этом цик-
лическое: именно, если r — один из его корней и через g мы обозначим один из
первообразных корней простого числа p, то все корни уравнения (4а) выразятся
так:

r, rg, rg2

= (rg)g, rg3

= (rg2

)g, . . . , rgp−2

, (6)

тогда как (rgp−2
)p = rgp−1

= r. Числа (6) — те же самые, что

r, r2, r3, . . . , rp−1, (7)

только в ином порядке.
В § 224 мы указали общий способ решения циклических уравнений в радика-

лах, который можно применить и к данному случаю. Но мы укажем здесь иной
способ, именно — способ Гаусса сведения нашего уравнения (4а) к цепи простей-
ших уравнений 103. За исключением тривиального случая p = 3 уравнение (4а) не
простейшее, ибо p−1 четное, т. е. не простое число. Группа Галуа этого уравнения
есть циклическая группа, состоящая из степеней цикла A = (r, rg, rg2

, . . . , rgp−2
=

(0, 1, 2, . . . , p − 2), значит, эта группа регулярная (§ 208), т. е. кроме E в ней нет
подстановки, которая хотя бы один символ оставляла без изменения. Отсюда же
следует, что эта группа {A} импримитивная (§ 209), ибо она имеет подгруппу, и
каждая подгруппа, конечно, содержит E. А следовательно, по последней теореме
§ 228 и уравнение (4а) импримитивно, и мы можем, расширив подходящим об-
разом нашу область P (которая вначале — абсолютная область рациональности),
сделать уравнение (4а) приводимым (по первой теореме § 228).

Пусть p− 1 = ef некоторое разложение p− 1 на два натуральных множителя;
докажем, что в теле P(r) существует количество, удовлетворяющее неприводимо-
му в P уравнению e-й степени; присоединив это количество η0 к P, получим, что
в теле P(η0) корень r удовлетворит неприводимому уравнению f -й степени. А так
как, чтобы решить циклическое уравнение (4а), достаточно найти один его корень
r, то мы видим, что это решение одного уравнения (4а) степени p − 1 сведется
к решению уравнения e-й степени и уравнения f -й степени; оба эти уравнения,
как мы увидим, тоже циклические, и если они не простейшие, то их можно свести
таким же образом дальше, — пока не сведем уравнение (4а) на цепь простейших
уравнений. Возьмем:

η0 = r + rge

+ rg2e

+ . . . + rg(f−1)e

;

легко проверить, что η0 не изменится от подстановки Ae, т. е. и от ее степеней,
значит, от всех подстановок циклической группы {Ae} f -го порядка [ибо (Ae)f =

103С. F. Gauss, Disquisitiones arithmeticae (1801), отд. VI
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Aef = Ap−1 = E], тогда как от применения к η0 подстановки A или Ae+1, или
вообще Ake+1 (k — целое) получим:

η1 = rg + rge+1

+ rg2e+1

+ . . . + rg(f−1)e+1

;

от применения к η0 подстановок A2, Ae+2, . . . , Ake+2 получим:

η2 = rg2

+ rge+2

+ rg2e+2

+ . . . + rg(f−1)e+2

и т. д.; наконец, от применения к η0 подстановок Ae−1, A2e−1, . . . , Afe−1 = Ap−2

получим:
ηe−1 = rge−1

+ rg2e−1

+ rg3e−1

+ . . . + rgp−2

.

Эти выражения η0, η1, . . . ηe−1, Гаусс назвал f -членными периодами; число их =

e =
p − 1

f
. Мы докажем, что все они различны, откуда будет следовать, что η0

— функция от корней, принадлежащая к группе {Ae}. Докажем, именно, более
общую теорему:

Теорема 1. Количества η0, η1, η2, . . . , ηe−1 линейно независимы (в абсолютной
области рациональности P).

Доказательство. Пусть имеет место равенство:

k0η0 + k1η1 + . . . + ke−1ηe−1 = 0

с целыми рациональными k0, k1, . . . , ke−1. Подставив значения для η0, η1, . . . , ηe−1,
получим:

k0(r
g + rge+1

+ rg2e+1
+ . . . + rg(f−1)e+1

) + k1(r
g + rge+1

+ rg2e+1
+ . . . + rg(f−1)e+1

) + . . . +

+ ke−1(r
ge−1

+ rg2e−1
+ rg3e−1

+ . . . + rgp−2
) = 0.

Но во все ηλ входят все корни rλ (λ = 1, 2, . . . , p − 1), и каждый по одному разу;
следовательно, если в предыдущем равенстве раскроем скобки, заменим каждый
из показателей его наименьшим положительным вычетом по модулю p, располо-
жим по возрастающим степеням r и сократим на общий множитель r, который не
равен нулю, то получим:

l0 + l1r + l2r
2 + . . . + lp−2r

p−2 = 0,

где l0, l1, l2, . . . , lp−2 — те же количества k0, k1, . . . , ke−1, только в ином порядке, и
каждое kλ повторяется f раз. Последнее равенство показывает, что r удовлетворя-
ет уравнению (p−2)-й степени в P, тогда как r удовлетворяет в P неприводимому
уравнению (4а) (p − 1)-й степени, и значит, уравнению низшей степени в P удо-
влетворять не может. Следовательно, все lλ = 0 или, что то же самое, все kλ = 0,
т. е. η0, η1, . . . , ηe−1 действительно линейно независимы.

Следствие. Количества η0, η1, . . . , ηe−1 все различны между собою, ибо равен-
ство ηλ = ηµ или ηλ − ηµ = 0 есть частный случай линейной зависимости.

Теорема 2. Периоды η0, η1, . . . , ηe−1 в своей совокупности не зависят от вы-
бора первообразного корня g простого числа p.
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Доказательство. Пусть γ отличный от g первообразный корень простого чис-
ла p; из теории чисел известно, что тогда

γ ≡ gh (mod p),

где h — число взаимно простое с p − 1, а следовательно, и с e и с f . Имеем:

ε0 = r + rγe

+ rγ2e

+ . . . + rγ(f−1)e

= r + rghe

+ rg2he

+ . . . rg(f−1)he

;

но так как D(h, f) = 1, то числа 0, h, 2h, . . . , (f − 1)h по модулю f сравнимы с
числами 0, 1, 2, . . . , f − 1, только в ином порядке, а следовательно:

ε0 = η0.

Подобным же образом докажем: ε1 = ηh, ε2 = η2h, . . . , εe−1 = η(e−1)h; но числа
0, h, 2h, . . . , (e − 1)h сравнимы по модулю e с числами 0, 1, 2, . . . , e − 1, только сто-
ят в другом порядке; отсюда следует, что периоды ε0, ε1, ε2, . . . , εe−1 отличаются
от периодов η0, η1, η2, . . . , ηe−1 только порядком, в котором они стоят, и теорема
доказана.

Теорема 3. Сумма всех f -членных периодов равна −1.
Доказательство. Это следует из того, что во всех ?-членных периодах встре-

чаются все корни уравнения (4а), и каждый по одному разу; следовательно, сумма
f -членных периодов равна сумме всех корней уравнения (4а), т. е. равна −1:

η0 + η1 + . . . + ηe−1 = −1.

Теорема 4. Всякая целая рациональная функция периодов η0, η2, . . . , ηe−1 пред-
ставляется как линейная функция от тех же периодов, причем если, в данной
целой рациональной функции все коэфициенты целые, то и в получаемой линей-
ной функции все коэфициенты остаются целыми.

Доказательство. Принимая во внимание, что сумма линейных функций есть
тоже линейная функция, мы должны только доказать предложенную теорему для
произведения двух (различных или равных) f -членных периодов. Итак, имеем:

ηληµ = (rgλ

+ rge+λ

+ . . . + rg(f−1)e+λ

)(rgµ

+ rge+µ

+ . . . + rg(f−1)e+µ

) =

= rgλ+gµ

+ rgλ+ge+µ

+ . . . + rgλ+g(f−1)e+µ

+

+ rge+λ+gµ

+ rge+λ+ge+µ

+ . . . + rge+λ+g(f−1)e+µ

+

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +

+ rg(f−1)e+λ+gµ

+ rg(f−1)e+λ+ge+µ

+ . . . + rg(f−1)e+λ+g(f−1)e+µ

.

Будем суммировать по диагоналям:

rgλ+gµ

+ rge+λ+ge+µ

+ . . . + rg(f−1)e+λ+g(f−1)e+µ

=

= rgλ+gµ

+ r(gλ+gµ)ge

+ . . . + r(gλ+gµ)g(f−1)e
;

если тут gλ + gµ не делится на p, то gλ + gµ ≡ gν (mod p), и мы получаем просто
ην (где ν — какое-то из чисел 0, 1, 2, . . . , p − 2) или ην1 , если ν1 ≡ ν (mod e); если
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gλ = gµ делится на p, то каждое слагаемое равно единице, а вся сумма равна f ,
вместо чего (по теореме 4) можно написать −f(η0 + η1 + . . . + ηe−1).

Подобным же образом суммируем:

rgλ+ge+µ

+ rge+λ+g2e+µ

+ . . . + rg(f−1)e+λ+gµ

=

= rgλ+ge+µ

+ r(gλ+ge+µ)ge

+ . . . + r(gλ+ge+µ)g(f−1)e
,

ибо ge+µg(f−1)e ≡ gfe+µ ≡ gµ , так как gfe ≡ gp−1 ≡ 1 (mod p). Теперь опять
различаем два случая: 1) если gλ + ge+µ не делится на p, то, следовательно, gλ +
ge+µ ≡ gρ (mod p), и взятая сумма дает ηρ; 2) если gλ +ge+µ делится на p, то взятая
сумма дает −f(η0 + η1 + . . . + ηe−1 и т. д.

Этим наша теорема доказана; что коэфициенты остаются целыми, следует из
того, что при всей этой операции мы нигде не вводим дробей.

Теорема 5. Всякая целая симметрическая функция от η0, η1, . . . , ηe−1 с целы-
ми коэфициентами есть целое число.

Доказательство. Это следует из общей теории (§ 215), ибо η0, η1, . . . , ηe−1 —
сопряженные алгебраические количества относительно абсолютной области P, и
следовательно, их симметрические функции имеют рациональные значения. Но
так как, по теореме 4, всякая целая рациональная функция от ηλ сводится к ли-
нейной функции от них же, а единственная симметрическая линейная функция
есть сумма η0 + η1 + . . . + ηe−1, равная −1, то в случае, когда коэфициенты данной
функции целые, дробям неоткуда будет взяться и теорема 6 доказана.

В таком же духе можно продолжать далее: пусть f = e′f ′, т. е. p− 1 = (ee′)f ′;
можно построить (ee′) периодов с f ′ членами:

η′
0 = r + rgee′

+ rg2ee′

+ . . . + rg(f ′
−1)ee′

,

η′
1 = rg + rgee′+1

+ rg2ee′+1
+ . . . + rg(f ′

−1)ee′+1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

η′
e = rge

+ rgee′+e

+ rg2ee′+e

+ . . . + rg(f ′
−1)ee′+e

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

η′
ee′−1 = rgee′−1

+ rg2ee′−1
+ rg3ee′−1

+ . . . + rgf ′ee′−1
.

Легко видеть, что
η0 = η′

0 + η′
e + η′

2e + . . . + η(e′−1)e;

относительно этих периодов η′
0, η

′
e, η

′
2e, . . . , η

′
(e′−1)e правильны те же теоремы, что

и относительно η0, η1, . . . , ηe−1, конечно, с соответствующими модификациями: все
они различные корни одного и того же неприводимого уравнения в теле P(η0);
коэфициенты этого уравнения — линейные функции от η0, η1, . . . , ηe−1, (по теореме

4); группа Галуа этого уравнения — циклическая, именно:
{Ae}
{Aee′} (§ 220, теорема

7); сама же функция η′
0 от корней уравнения (4а) принадлежит к группе {Aee′}.

Продолжая это построение, мы придем к следующему правилу сведения урав-
нения (4а) к цепи простейших уравнений: раскладываем p− 1 на простые множи-
тели:

p − 1 = abc · · · k
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и сначала строим a
p − 1

a
-членных периодов η; они удовлетворяют неприводимо-

му простейшему уравнению a-й степени с целыми коэфициентами; решив его, т.
е. найдя периоды η и присоединив один из них (а следовательно, и все) к P, мы
увидим, что левая часть уравнения (4) распадается на a сомножителей степени
p − 1

a
. Далее, распределяем корни, из которых состоит период η на b меньших

периодов η′ с
p − 1

ab
членами; те периоды η′, которые составляют один период η,

удовлетворяют простейшему уравнению b-й степени в теле P(η). Найдя η′, присо-
единяем одно из них к P(η); распределяем корни, из которых состоит период η′

на c более мелких периодов η′′ с
p − 1

abc
членами и т. д. В конце концов придем к

одночленным периодам, т. е. к самим корням r, и найдем их, решив последние из
наших простейших уравнений.

§ 232. Из предыдущего параграфа следует, что для того, чтобы можно было
разделить окружность на p равных частей при помощи циркуля и линейки, необ-
ходимо и достаточно, чтобы все простейшие уравнения, на которые сводится наше
уравнение (4а), были квадратными, ибо тогда решение уравнения (4а) сведется к
извлечению цепи квадратных корней, которое можно осуществить при помощи
циркуля и линейки; а для этого p−1 должно иметь простыми множителями толь-
ко двойки, т. е. должно быть p − 1 = 2k, откуда

p = 2k + 1.

Мы докажем, что 2k + 1 может быть простым только, если k степень двух. Пусть
k = uv, где u — нечетное; имеем:

xu + 1

x + 1
= 1 − x + x2 − . . . + xu−1;

положив x = 2v, получим:

2uv + 1 = (2v + 1)(1 − 2v + 22v − . . . + 2(u−1)v),

т. е. 2uv + 1 делится на 2v + 1 и значит, непростое.
Итак, должно быть: p = 22n

+ 1 — простое число.
Рассмотрим таблицу:

n 22n

+ 1
0 3

1 5

2 17

3 257

4 65537

Здесь в правой части таблицы все числа простые. Ферма предположил, что 22n

+1
при всяком n есть простое число; но Эйлер показал, что уже при n = 5 число
225

+ 1 не простое: оно делится на 641. При n = 6 число 226
+ 1 тоже не простое:

оно делится на 274177. Доказано, что при n = 12, 23, 36 соответствующие числа
22n

+ 1 не простые.
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Еще древние греки умели делить окружность при помощи циркуля и линейки
на 2λ, на 3, на 5 частей и на число частей, равное произведению этих чисел. Но в
общем виде решил задачу о делении окружности при помощи циркуля и линейки
только Гаусс, отметив точно и дату этого своего важного открытия: 30 марта 1796
года, когда ему еще не было полных 19 лет. Он первый показал, что при помощи
циркуля и линейки окружность можно разделить и на 17 частей.

Заметим, что, умея делить окружность на k и на l равных частей, мы сумеем
разделить ее и на kl равных частей, если k и ? — взаимно простые; это следует
просто из того, что неопределенное уравнение kx + ky = 1 всегда имеет целые
решения при D(k, l) = 1; из этого уравнения следует:

x

l
+

y

k
=

1

kl
,

т. е., зная
1

k
-ю и

1

l
-ю части окружности, мы по полученной формуле построим и

1

kl
-ю часть окружности.

Таким образом, умея делить окружность на p, q, r, . . . равных частей (где p,
q, r, . . . — различные простые числа вида 22k

+ 1), мы сумеем разделить ее и на
2λpqr . . . равных частей.

Возникает вопрос: можно ли делить окружность циркулем и линейкой на pλ ча-
стей, где p — простое, а λ > 1? Но уравнение Φpλ(x) = 0 степени ϕ(pλ) = pλ−1(p−1);
это число при нечетном p не есть степень двух, ибо оно делится на p. Поэтому,
рассуждая, как и раньше, найдем, что ни при каком нечетном простом p нельзя
разделить окружность циркулем и линейкой на pλ частей при λ > 1; следова-
тельно, и подавно нельзя разделить окружносгь на m частей, где m делится по
крайней мере на один квадрат простого нечетного числа. Итак:

Теорема. При помощи циркуля и линейки можно разделить окружность на
2λ, на p и на

m = 2λpp′p′′ . . .

равных частей, где λ ≥ 0, а p, p′, p′′, . . .— различные простые числа вида 22n

+
1; больше ни на какое число равных частей нельзя разделить окружность при
помощи циркуля и линейки.

Пример 1. p = 5; уравнение: x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0, p− 1 = 4 = 2 · 2. Один из
первообразных корней числа 5 есть g = 2.

Составляем:
η0 = r + r4 = r + r−1,

ибо r5 = 1,
η1 = r2 + r3 = r2 + r−2;

η0 + η1 = −1, η0η1 = −1. Следовательно, уравнение для η0, η1 имеет вид:

η2 + η − 1, откуда η =
−1 ±

√
5

2
.

Можно выразить η и в трансцендентной форме: ведь r = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
, r4 =

r−1 = cos
2π

5
− i sin

2π

5
; отсюда η0 = 2 cos

2π

5
. Таким же образом находим η1 =
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2 cos
4π

5
. Отсюда видно, что η0 > 0, следовательно: η0 =

−1 +
√

5

2
, η1 =

−1 −
√

5

2и, наконец:

cos
π

5
= cos

(
π − 4π

5

)
=

1 +
√

5

4
,

r удовлетворяет уравнению x2 − η0x + 1 = 0.

Черт. 28

Отсюда вытекает способ геометрическо-

го построения
1

5
-й части окружности: делим

(черт. 28) OB пополам в точке M ; радиусом
MC описываем дугу пересекающую AB в точ-
ке D радиусом BD описываем дугу с цен-
тром в B, пересекающую данную окружность

в точке E; дуга AE и есть искомая
1

5
-я часть

окружности.
Действительно, пусть радиус окружности

OA = OB = 1; тогда

MO =
1

2
, MC =

1

2

√
5, MD =

1

2

√
5, BD = BE =

1

2
(1+

√
5);

из треугольника BEA находим:
BE

BA
=

1 +
√

5

4
= cos(∠ABE), следовательно,

ABE =
π

5
, а отсюда ∠AOE =

2π

5
, что и требовалось доказать.

Пример 2. p = 11; уравнение
x11 − 1

x − 1
= 0 можно свести к уравнению степени

p − 1

2
= 5; это последнее уравнение — циклическое; оно является первым по вре-

мени уравнением пятой степени, решенным в радикалах. Его решил Вандермонд
(Vandermonde) в 1770 г., в сочинении «Mèmoire sur la résolution des équations».

Один из первообразных корней числа 11 есть g = 2; строим таблицу:

η0 = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2λ ≡ 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6 1

Находим пятичленные периоды:

η0 = r + r4 + r5 + r9 + r3,

η1 = r2 + r3 + r10 + r7 + r6;

вычисляя, найдем η0 + η1 = −1, η0η1 = 3; следовательно, уравнение для η0, η1

будет: η2 + η + 3 = 0, уравнение для r:

x5 − η0x
4 − x3 + x2 − η0x − 1 = 0;

его корни: r, r4, r5, r9, r3; коэфициенты его вычисляются как элементарные сим-
метрические функции от этих корней.

Мы можем решись уравнение
x11 − 1

x − 1
= 0 иначе; составим сначала 5 двучлен-

ных периодов:

z1 = r + r−1, z2 = r2 + r−2, z3 = r3 + r−3, z4 = r4 + r−4, r5 = r5 + r−5,
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и найдем уравнение для z1, z2, z3, z4, z5;

z5 + z4 − 4z3 − 3z2 + 3z + 1 = 0.

Это уравнение — циклическое; мы его можем решить в радикалах (§ 224); найдя
z1, получим уравнение для r и r:

x2 − z1x + 1 = 0.

Пример 3. p = 17; уравнение
x17 − 1

x − 1
= 0.

Для числа 17 первообразный корень есть g = 3. Имеем таблицу:

λ = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

3λ ≡ 1 3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 1

Составляем два восьмичленных периода:

y0 = r + r9 + r13 + r15 + r16 + r3 + r4 + r2

y1 = r3 + r10 + r5 + r11 + r14 + r7 + r12 + r6;

y0 + y1 = −1, y0y1 = −4; уравнение для y0 и y1:

y2 + y − 4 = 0.

Составляем четыре четырехчленных периода:

z0 + r + r13 + r16 + r4, z1 = r3 + r5 + r14 + r12,

z3 = r9 + r15 + r8 + r2, z3 = r10 + r11 + r7 + r6;

z0 и z2 удовлетворяют в теле P(y0) уравнению:

z2 − y0z − 1 = 0.

Черт. 29

Аналогично для z1 и z3 имеем уравнение:

z2 − y1z − 1 = 0.

Перемножив почленно два последних уравнения,
найдем одно уравнение четвертой степени для z0, z1, z3,
z − 4 в теле P:

z4 + z3 − 6z2 − z + 1 = 0.

Составим теперь 8 двучленных периодов:

u0 = r + r16 = r + r−1, u1 = r3 + r14 = r3 + r−3, u2 = r2 + r8 = r8 + r−8,

u3 = r10 + r7 = r7 + r−7, u4 = r13 + r4 = r4 + r−4, u5 = r5 + r12 = r5 + r−5,

u6 = r15 + r2 = r2 + r−2, u7 = r11 + r6 = r6 + r−6.
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Для u0, u4 имеем квадратное уравнение в теле P(z0):

u2 − z0u + z1 = 0.

Найдя u0, получим квадратное уравнение уже для r и r−1 в теле P(u0):

x2 − u0x + 1 = 0.

Итак, решение уравнения
x17 − 1

x − 1
= 0 свелось к решению цепи четырех квадрат-

ных уравнений:

y2 + y − 4 = 0, z2 − y0z − 1 = 0, u2 − z0u + z1 = 0, x2 − u0x + 1 = 0.

Тут u0 = 2 cos
2π

17
, так что для геометрического построения достаточно уже вы-

числить u0 (или какое-нибудь одно из uλ).
Имеем:

y0 =
−1 +

√
17

2
,

y1 =
−1 −

√
17

2
,





z0 =
y0 +

√
y2

0 + 4

2
,

z1 =
y1 +

√
y2

1 + 4

2
,





u =
z0 +

√
z2
0 − 4z1

2
, r =

u +
√

u2 − 4

2
.

Итак; деление окружности на 17 равных частей совершается так: строим
√

17
(черт. 29), находим y0 и −y1; строим

√
y2

0 + 4 и
√

y2
1 + 4, находи z0 и z1; затем

находим u = 2 cos
2kπ

17
и cos

2kπ

17
=

u

2
; число k неизвестно, но для построения оно

и не требуется; из самого построения выявится, какое (целое) значение имеет k.

§ 233. Метациклическое уравнение. Рассмотрим неприводимое равнение
F (x) = 0 в данном теле P, имеющее степенью простое число p > 2. По § 227 группа
Галуа этого уравнения транзитивна, а следовательно, ее порядок делится на ее
степень p; с другой стороны, этот порядок есть делитель числа p!, которое имеет
множителя p только и первой степени. Итак, порядок группы Галуа G уравнения
F (x) = 0 имеет вид: kp, где k не делится на p.

Пусть наше уравнение разрешимо в радикалах, т. е. и группа его G разрешима;
следовательно, в композиционном ряду для G

G, G1, G2, . . . , Gm−1, E

ряд индексов состоит из простых чисел, и все дополнительные группы
Gλ−1

Gλ

(
вклю-

чая и
Gm−1

E
= Gm−1

)
— простейшие. Таким образом решение данного уравнения

F (x) = 0 сводится к решению цепи простейших уравнений с группами
Gλ−1

Gλ

, при-

чем группа данного уравнения сводится последовательно к G1,G2, . . . ,Gm−1, и,
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наконец, к E; в этом последнем случае функция F (x) после присоединения к телу
P корней всех решенных уравнений распадется на линейные множители, и наше
уравнение будет решено. Но до этого последнего присоединения функция F (x) все
время будет неприводимой, ибо (§ 228) она, сделавшись приводимой, должна рас-
пасться на ряд неприводимых сомножителей одинаковой степени, а степень F (x)
есть простое число p, т. е. F (x) может распасться только на p сомножителей первой
степени. Следовательно, когда мы расширим наше тело P так, что группа уравне-
ния F (x) = 0 приведется к Gm−1, то в этом расширенном теле P′ наше уравнение
будет еще неприводимо. Но группа Gm−1 простейшая, порядок ее простое число и
делится на степень p, ибо Gm−1 как группа неприводимого уравнения транзитивна
(§ 227). Следовательно, порядок группы Gm−1 есть p, и она состоит из степеней
одной и той же циклической подстановки P p-го порядка. Обозначив через x0,
x1, x2, . . . , xp−1 корни нашего уравнения и, выбрав их нумерацию подходящим
образом, мы будем иметь:

P = (0, 1, 2, . . . , p − 1).

Обозначим еще Gm−1 = P = {P}. Докажем теперь две следующие леммы:

Лемма 1. Если P — инвариантная подгруппа группы A a-го порядка и D

(
p,

a

p

)

= 1, то P — единственная подгруппа p-го порядка для A.
Доказательство. Пусть P1 — другая подгруппа p-го порядка для A, тогда P

и P1 — взаимно простые и переместимы друг с другом (ибо P как инвариантная
подгруппа переместима с каждым элементом из A, т. е. и из P1); следовательно
(по второй теореме § 195), B = PP1 = P1P — тоже группа. Докажем, что при P
и P ′ из P и P1 и P ′

1 из P1 тогда и только тогда будет

PP1 = P ′P ′
1, (8)

если P = P ′ и P1 = P ′
1. Действительно, из (8) выводим:

P−1PP1P
′
1
−1

= P−1P ′P ′
1P

′
1
−1

,

или
P1P

′
1
−1

= P−1P ′; (9)

но левая часть в (9) есть элементы из P1, а правая — из P, а так как единственный
общий этим двум группам элемент есть E, то

P−1P ′ = E, P1P
′
1
−1

= T, т. е. P = P ′, P1 = P ′
1.

Отсюда следует, что группа P имеет p2 различных элементов, т. е. порядок ее p2;
но B ⊂ A, значит, a делится на p2 (§ 194), т. е.

a

p
делится на p, что противоречит

условию: D

(
p,

a

p

)
= 1. Отсюда следует, что иной подгруппы p-го порядка кроме

P группа A не имеет.
Лемма 2. Если P инвариантная подгруппа для B, а B инвариантная под-

группа для A и p, b, a соответственно их порядки, причем p — простое и числа

p и
b

p
взаимно простые, то P инвариантная подгруппа для A.
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Доказательство. По лемме 1 P единственная подгруппа p-го порядка группы
B. Пусть A — некоторый элемент из A; так как B ⊃ P, то, следовательно:

A−1BA ⊃ A−1PA,

но A−1BA = B, a A−1PA — подгруппа p-го порядка для B; так как единственная
подгруппа p-го порядка у B есть P, то, следовательно:

A−1PA = P

для всякого элемента A из A; этим лемма 2 доказана.
Возвращаемся к композиционному ряду для G; Gm−1 = P есть инвариантная

подгруппа группы Gm−2; но Gm−2 инвариантная подгруппа группы Gm−3 и поря-
док Gm−2 имеет вид pq, где q — взаимно простое с p; отсюда по лемме 2 заключаем,
что P инвариантная подгруппа группы Gm−3. Но теперь мы совершенно так же
докажем, что P инвариантная подгруппа группы Gm−4 и т. д., наконец, что P -—-
инвариантная подгруппа для G. Итак, транзитивная группа G p-й степени имеет
инвариантную подгруппу P p-го порядка.

Обратно, пусть нам теперь дано, что транзитивная группа G p-й степени имеет
инвариантную подгруппу P p-го порядка. Легко видеть, что все (кроме E) под-
становки P циклические, вида

P = (0, 1, 2, . . . , p − 1),

и группа P состоит из степеней такой подстановки: P = {P}. Здесь символы
0, 1, 2, . . . , p − 1 являются номерами корней нашего уравнения F (x) = 0; будем
эти номера считать по модулю p; тогда подстановка P представится в виде: P =
(
λλ + 1

)
; но тогда P 2 =

(
λ

λ + 2

)
, P 3 =

(
λ

λ + 3

)
, и вообще P β =

(
λ

λ + β

)
. Пусть

Q — подстановка из G: так как P инвариантная подгруппа группы G, то

Q−1PQ = Pα,

Q−1P λQ = Pαλ;

следовательно:
Q = P−λQPαλ = . (10)

Пусть Q — такая подстановка из G, которая не изменяет нуля; P−λ заменяет λ
через нуль; Pαλ заменяет нуль через αλ; следовательно, по (10), Q заменяет λ через

αλ, т. е. Q =

(
λ
αλ

)
; при этом α 6= 0, так как иначе, все символы в Q заменялись

бы нулем; итак: α = 1, 2, 3, . . . , p − 1; при α = 1 имеем Q = E.
Пусть теперь R — подстановка из G, заменяющая нуль на β; подстановка Q =

RP−β оставляет нуль без изменения, т. е.

Q = RP−β =

(
λ
αλ

)
,

R = QP β =

(
λ
αλ

) (
λ

λ + β

)
=

(
λ
αλ

)(
αλ

αλ + β

)
=

(
λ

αλ + β

)

(α = 1, 2, . . . , p − 1, β = 0, 1, 2, . . . , p − 1).

(11)
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Давая все эти значения для α и для β, мы получаем всего p(p − 1) таких под-
становок; все подстановки из G такого вида, т. е. порядок G ≤ p(p − 1) [ибо в G

могут входить и не все подстановки вида (11)]. Но все подстановки (11) составляют
группу M p(p − 1)-го порядка. Именно, легко видеть, что

(
λ

αλ + β

)(
λ

α1λ + β1

)
=

(
λ

α1αλ + α1β + β1

)
,

т. е. произведение двух подстановок (11) есть подстановка того же типа; далее,
среди подстановок (11) имеется E (при α = 1, β = 0), и для каждой данной

подстановки

(
λ

αλ + β

)
есть обратная:

(
λ

α1(λ − β)

)
, где αα1 ≡ 1 (mod p). Итак,

M ⊇ G.
Эта группа M называется полной линейной или метациклической (по Кроне-

керу).

Название «линейная группа» происходит от того, что символ

(
λ

αλ + β

)
пред-

ставляет собой линейную подстановку по модулю p.

Обозначим Q =

(
λ
αλ

)
(α = 1, 2, . . . , p−1); всякая подстановка R ⊂ M (или G)

имеет вид: R = QαP β. Имеем:

Qα + QαP + QαP 2 + . . . + QαP p−1 = QαP = PQα;

отсюда
M = PQ1 + PQ2 + . . . + PQp−1 (Q0 = E).

Подстановки Q1, Q2, . . . , Qp−1 суть все подстановки из M, не меняющие нуля; они
составляют группу Q ( − 1)-го порядка. Имеем:

M = P·; M

P
изоморфно с Q.

Докажем, что Q циклическая группа; пусть γ — первообразный корень про-
стого числа p; числа γ, γ2, . . . , γp−1 по модулю p сравнимы с числами 1, 2, 3, . . . , p−
1, только в ином порядке; следовательно, вместо Q1, Q2, . . . , Qp−1 можно взять
Qγ, Qγ2 , Qγ3 , . . . , Qγp−1 ; но Qγ2 = Q2

γ, Qγ3 = Q3
γ и т. д. Этим доказана цикличность

группы Q. Но произведение двух циклических групп, очевидно, разрешимо; сле-
довательно, группа M = P · Q разрешимая.

Мы видели, что G ⊃ M и, следовательно,
G

P
⊂ M

P
; а так как

M

P
, будучи изо-

морфной с Q, циклическая, то и
G

P
тоже циклическая, как подгруппа цикличе-

ской группы. Следовательно, и группа G разрешима, ибо она имеет инвариантную

простейшую группу P, и дополнительная группа
G

P
разрешима, как циклическая.

Итак:
Теорема. Необходимое и достаточное условие разрешимости в радикалах

неприводимого уравнения простой степени p состоит в том, что его группа
Галуа должна иметь инвариантную подгруппу p-го порядка.
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При доказательстве этой теоремы мы попутно вывели:
Следствие. Линейная (или метациклическая) группа всегда разрешима.
Уравнение с линейной группой Галуа называется метациклическим.
Пусть xρ и xσ два различных корня метациклического уравнения; присоединим

их к области P; тогда группа Галуа данного уравнения сведется к той подгруппе
линейной группы, которая не изменяет ни xρ, ни xσ; но подстановки линейной

группы имеют вид

(
λ

αλ + β

)
; следовательно, мы получаем:

ρ ≡ αρ + β (mod p),

σ = ασ + β (mod p),

отсюда
ρ − σ ≡ α(ρ − σ) (mod p).

Так как ρ 6≡ σ (mod p), то, следовательно: α ≡ 1 (mod p). Но тогда ρ = ρ+β (mod p),
т. е. β ≡ 0 (mod p), и, значит, подстановка, не меняющая ни ρ, ни σ, должна быть(

λ
λ

)
= E. Таким образом в теле P(xρ, xσ) группа уравнения есть E, т. е. в этом

теле лежат и все остальные корни нашего уравнения, которые, таким образом,
выражаются рационально через xρ и xσ.

Обратно, пусть все корни нашего неприводимого уравнения F (x) = 0 p-й степе-
ни выражаются рационально через два определенные из них, например, через x0 и
x1. Группа G уравнения по присоединении к области P только корня x0 перейдет в
группу G0 порядка

g

p
= g0, где g — порядок G. Но тогда вместо уравнения F (x) = 0

мы получим уравнение (p− 1)-й степени для остальных корней. Присоединив еще
x1 к области P(x0), мы сведем группу G0 к E; но от этого присоединения порядок

группы станет равным
g0

m
, где m ≤ p − 1; следовательно:

g0

m
= 1, т. е. g0 = m, g = pm < p2.

По теореме Силова (§ 203) группа G имеет подгруппу P p-го порядка; эта
подгруппа P — циклическая; докажем, что она единственная. Пусть P′ другая
подгруппа p-го порядка группы G. Следовательно, G содержит и комплекс PP′;
состоящий из p2 различных элементов, ибо P и P′ взаимно простые; но тогда
порядок G: g ≥ p2, а мы видели, что g < p2. Итак, P единственная подгруппа
группы G p-го порядка, т. е. она инвариантна. А отсюда по предыдущей теореме
следует, что группа G разрешима, т. е. уравнение F (x) = 0 разрешимо в радикалах.
Итак:

Теорема Галуа. Необходимое и достаточное условие разрешимости в радика-
лах приводимого уравнения простой степени заключается в том, что все корни
этого уравнения должны выражаться рационально (в данной области P) через
два определенные из них.
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ГЛАВА ЧЕТЫРНАДЦАТАЯ

ВВЕДЕНИЕ В НОВУЮ АЛГЕБРУ

§ 234. Абстрактная теория тел. Еще в главе 1 § 13 мы встретились с поня-
тием области, рациональности, или тела, или поля; в дальнейшем мы постоянно
возвращались к этому понятию: мы вновь столкнулись с ним и в конце главы IV,
и в конце главы VI, и в конце главы VIII; наконец, в главах XII и XIII это понятие
играло основную роль: мы видели, что сама проблема решения уравнения сво-
дится к проблеме расширения первоначально данного тела до такого, в котором
данная целая рациональная функция распадается на линейные множители. Но
подобно тому как теория групп отвлеклась от специальных свойств тех элементов
(подстановок, матриц), над которыми производится действие, постулировала ос-
новные свойства действия и превратилась, таким образом, в абстрактную теорию
групп, — так же точно возникает вопрос о построении абстрактной теории тел,
где бы вместо чисел мы просто брали «элементы», над которыми специальною
системою постулатов определялось бы не одно действие, как в теории групп, — а
два основных действия — «сложение» и «умножение» (что касается «вычитания»
и «деления», то эти действия естественно определять просто как «обратные» к
сложению и умножению). Такая абстрактная теория тел и была построена, хотя и
несколько позже абстрактной теории групп. Первый ввел абстрактные тела, опре-
делив их системою постулатов, Г. Вебер (Н. Weber) 104 в 1893 г. В 1905 г. Л. Е.
Диксон (L. Е. Dickson) 105 и Э. В. Хентингтон (Е. V. Huntington) 106 дали иные
системы постулатов для определения тела (поля) и доказали независимость по-
стулатов своих систем. Наконец, в 1910 г. Э. Штейниц (Е. Steinitz) 107 разработал
полную абстрактную теорию тел.

Абстрактная теория тел оказалась шире теории конкретных, числовых и функ-
циональных тел, известных до ее построения; кроме тех конкретных случаев чис-
ловых и функциональных тел, которые встречались и в нашем курсе, абстрактная
теория тел дает и другие типы тел, не встречающиеся среди числовых и функцио-
нальных тел, например, конечные тела, стоящие в тесной связи с так называемыми

104Die aligemeinen Grundlagen der Galois’schen Qleichungstheorie, «Math. Annalen», Bd. 43 (1893),
стр. 521–549.

105Definitions of a group and a field by independent postulates, «Transact. of the Amer. Math. Soc.»,
vol. 6 (1905), стр. 198-—204.

106Note on the definitions of abstract groups and fields by sets of independent postulates, «Transact,
of the Amer. Math. Soc.», vol. 6 (1905), стр. 181–197.

107Algebraische Theorie der Körper, «Journ. für die reine und angew. Mathem,», Bd, 337 (1910),
гтр, 147–309.
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мнимыми числами Галуа. В настоящей главе мы имеем в виду дать введение в аб-
страктную теорию тел, разобрав основные их типы и их возможные расширения;
далее, имеем в виду указать на более общие системы с двумя действиями, — коль-
ца (в частном случае — области целости) и системы гиперкомплексных чисел (так
называемые «линейные алгебры»).

§ 235. Система постулатов, определяющих тело. Мы даем эту систему
в том виде, как ее дает Штейниц; следует заметить, что не все постулаты его
системы независимы, друг от друга.

Итак, областью рациональности, или телом, или полем называется система
элементов, содержащая не меньше двух различных элементов 108, с двумя действи-
ями над этими элементами, — «сложением» (обозначаемым знаком + и «умноже-
нием» (обозначаемым или точкой, или просто тем, что «перемножаемые» элемен-
ты ставятся рядом), причем эти действия подчинены следующим постулатам:

1. Ассоциативный закон сложения: (a + b) + c = a + (b + c) 109.
2. Коммутативный закон сложения: a + b = b + a.
3. Ассоциативный закон умножения: (ab)c = a(bc).
4. Коммутативный закон умножения: ab = ba 110.
5. Дистрибутивный закон: a(b + c) = ab + ac.
6. Закон неограниченного и однозначного вычитания: при данных a и b урав-

нение a+x = b имеет всегда и только одно решение x = b−a — разность элементов
b и a.

7. Закон, неограниченного и однозначного деления: при данных a и b, если
только a 6= 0, где 0 — особый элемент, — так называемый единичный элемент для
сложения (см. ниже) — уравнение ax = b имеет всегда и только одно решение:
x = b

a
= b : a.

Следствия из основных постулатов.

Из постулатов 1, 2 и 6 следует, что тело представляет собою абелеву группу
относительно сложения. Обозначим через 0 единичный элемент этой абелевой
группы и назовем его «нулем» данного тела; «обратный» элемент к данному эле-
менту a обозначим через −a; имеем, таким образом:

a + 0 = 0 + a = a, −0 = 0, a + (−a) = a − a = (−a) + a = 0. (1)

«Степени» элемента a относительно сложения естественно обозначить как цело-
численные «кратные» элемента a; но чтобы их не спутать с произведениями эле-
ментов тела, мы будем это «скалярное умножение» элемента a на целое число
(играющее в сложении ту же роль, что и показатель в умножении) временно обо-
значать знаком ×, ставя при этом численный сомножитель слева; таким образом:

a + a = 2 × a, (2 × a) + a = 3 × a,

вообще
a + a + . . . + a︸ ︷︷ ︸

n раз

= n × a = [(n − 1) × a] + a, (2)

108Этим условием мы исключаем неинтересный для нас тривиальный случай тела, состоящего
только из одного элемента «нуль».

109В дальнейшем мы будем обозначать отдельные элементы малыми латинскими буквами.
110Имеется обобщение понятия тела, где отбрасывается коммутативный закон умножения,

именно, так называемое «некоммутативное тело», в дальнейшем мы им не будем заниматься.
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где n — натуральное число; далее: −a = (−1) × a (как «минус-первая степень»);

(−n) × a = n × (−a) = −a − a − . . . − a︸ ︷︷ ︸
n раз

. (2)

Легко проверить на основании ассоциативного закона, что

(n × a) + (−n × a) = 0,

т. е.
(−n) × a = −(n × a). (3)

Обозначим еще: 1 × a = a.
Обращаемся теперь к умножению. Имеем по 5: ab = (a + 0)b = ab + 0b; следо-

вательно:
ab − ab = 0 · b = b · 0

(по 4); но ab−ba = 0 [по (1)], а по 6 разность однозначно определена; следовательно:

b · 0 = 0 · b = 0 (4)

для всякого элемента b.
Из 7, как и для групп (гл. XI), следует существование единичного элемента ε

для умножения и «обратного» элемента относительно умножения a−1 для всякого
данного элемента a 6= 0 0; именно:

aε = εa = a, aa−1 = a−1a = ε,

(последнее при a 6= 0). В частности и 0 · ε = ε · 0 = 0.
Итак, если a 6= 0 (а такой элемент в теле имеется, ибо до условию в теле не

меньше двух различных элементов), то aε = a 6= 0, тогда как a · 0 = 0, откуда
следует:

ε 6= 0. (5)

Пусть теперь a 6= 0, но ab = 0; умножая обе части этого равенства на a−1,
получим;

a−1ab = a−10,

или
εb = b = 0.

Точно так же при b 6= 0 и ab = 0 мы нашли бы и a = 0. Отсюда непосредственно
следует закон отсутствия нулевых делителей (глава I, § 5):

Произведение равно нулю только, если по крайней мере один из сомножите-
лей равен нулю.

Из предыдущего следует (по постулатам 3, 4 и 7): все элементы тела кроме
нуля образуют абелеву группу относительно умножения.

Из постулата 5 следует, далее:

0 = a · 0 = a[b + (−b)] = ab + a(−b);

отсюда [см. (1)]:
a(−b) = −(ab).
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По постулату 4 легко убедимся, что и

(−a)b = −(ab).

Заменив теперь b на −b, получим:

(−a)(−b) = −[a(−b)] = −[−(ab)] = ab,

т. е. для умножения верно обычное «правило знаков».
Из того же постулата 5 непосредственно следует правильность обычного пра-

вила умножения многочлена на многочлен; отсюда в частности получим:

(a + a + . . . + a)︸ ︷︷ ︸
n раз

(b + b + . . . + b)︸ ︷︷ ︸
n раз

= ab + ab + . . . + ab)︸ ︷︷ ︸
nm раз

,

или
(n × a)(m × b) = nm × ab; (6)

отсюда при m = 1 получаем:

(n × a)b = n × ab = a(n × b), (6)

т. е. для произведений элементов и чисел верны ассоциативный и коммутативный
законы. Далее, заметим:

a = εa; следовательно: n × a = (n × ε)a,

т. е. скалярное произведение сводится к произведению элементов, если только
скалярный множитель n заменить элементом n × ε. Поэтому в дальнейшем мы
можем просто писать na вместо n × a недоразумений не будет, если при этом под
na подразумевать (nε)a.

Из предыдущего видно, что оба действия — сложение и умножение — играют
в теле не одну и ту же роль: тут есть известная асимметрия, обусловленная дис-
трибутивным законом (постулат 5), не симметричным относительно сложения и
умножения; этот же закон придает особую роль единичному элементу сложения,
обращая его в «нулевой элемент».

§ 236. Область целости. Если для системы элементов с двумя действиями
выполнены постулаты 1–6 § 235, а постулат 7 вообще не верен, то такая система
называется кольцом. О кольце вообще в дальнейшем еще будет речь; теперь же
мы рассмотрим частный случай кольца, — именно, кольцо, для которого верен
закон отсутствия нулевых делителей, т. е. в котором произведение равно нулю,
только при равенстве нулю по крайней мере одного из сомножителей; такое кольцо
называется областью целости (ср. главу I, § 13).

Докажем, что в области целости для умножения верен закон однозначной об-
ратимости, т. е. из ab = ac при a 6= 0 следует b = c. Действительно, из ab = ac
следует:

ab − ac = 0,

а отсюда по постулату 5:
a(b − c) = 0.
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А так как a 6= 0 и нулевых делителей область целости не имеет, то

b − c = 0, т. е. b = c.

Из определения области целости следует что тело есть частный случай обла-
сти целости. Если ε — единичный элемент умножения в теле, то все целочислен-
ные кратные элемента nε составляют, очевидно, область целости: действительно,
сумма, разность и произведение таких кратных n тоже подобные же кратные, а
нулевых делителей нет во всем теле; следовательно, нет и в каждой части его. Эта
область целости всех кратных элемента ε замечательна тем, что имеет единичный
элемент ε. (Некоторые авторы, в том числе и сам Штейниц, ставят существова-
ние единичного элемента как особый постулат для определения области целости.)
Возьмем теперь систему всех четных кратных элемента nε, т. е. систему элемен-
тов вида nε, где n — четное число; такая система, как легко убедиться, — тоже
область целости, но без единичного элемента.

Таким образом область целости является не чем иным, как «неполным телом»;
область целости, содержащаяся в данном теле, есть такая часть этого тела, кото-
рая, содержа элементы a и b, всегда содержит их сумму, разность и произведение,
но не всегда их частное; в случае если и частное

a

b
= ab−1 = c содержится в обла-

сти целости, т. е. a = bc, говорят, что a делится на b, b — делитель a, a — кратное
b. Таким образом в области целости может быть построена теория делимости,
— подобно теории делимости целых чисел. Заметим, что понятие о делимости —
относительное, — оно зависит от взятой области целости в данном теле.

Но возникает вопрос: если нам дана только область целости — совершенно аб-
страктно, без всякого тела, — то можно ли ее так «расширить», создав подходящим
образом новые элементы, чтобы она превратилась в тело? Это та же задача, что
и задача, приводящая к созданию дробей и расширяющая область целых чисел
до области всех рациональных чисел, в которой деление всегда возможно (кро-
ме деления на нуль). Задача эта разрешима для всякой данной области целости;
именно, имеется теорема:

Теорема об образовании частных. Всякую область целости можно расши-
рить до тела, введя подходящим образом новые элементы.

Доказательство. Если элемент a не делится на b в данной области целости,
то при расширении ее до тела приходится вводить новый элемент: «дробь»

a

b
.

Мы должны определить, во-первых, равенство таких дробей, во-вторых, их сум-
му и, в-третьих, их произведение; эти определения, формально произвольные, по
существу выбираются так, чтобы полученная более широкая система была дей-
ствительно телом, содержащим данную область целости (ср. главу I, § 3), Чтобы

не запутаться в обозначениях, вводя эти частные
a

b
, будем их обозначать пока как

«пары элементов» (a, b) (при b 6= 0), определив формально, тремя постулатами,
их равенство, сумму и произведение. Именно:

I. (a, b) = (c, d) тогда и только тогда, если ad = bc.
II. (a, b) + (c, d) = (ad + bc, bd).

III. (a, b)(c, d) = (ac, bd).
Докажем, что равенство, определенное по I, удовлетворяет законам симмет-

рии, рефлективности и транзитивности (см. главу I, § 2); для первых двух законов
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это очевидно; рассмотрим третий: пусть (a, b) = (c, d), (, d) = (e, f); тогда, следова-
тельно: ad = b, cf = de. Перемножив почленно эти равенства, найдем: adcf = bcde.
Имеем d 6= 0; если и c 6= 0, то сократим на cd получим: af = be, т. е. по постулату
I (a, b) = (e, f); это и доказывает закон транзитивности. Если же c = 0, то легко
видеть, что и a = 0, и e = 0, и опять очевидно: (0, b) = (0, f).

Таким образом для каждого из созданных элементов (т. е. пар) имеется бес-
численное множество «представителей»; по постулату I очевидно, что для всякого
c 6= 0

(a, b) = (ac, bc)

хотя в общем случае нельзя утверждать, что все «представители» данного эле-
мента должны иметь вид (ac, bc) при каких-то определенных элементах a, b.

Нам требуется еще доказать, что сложение и умножение, определенные по
постулатам II и III, однозначны, т. е. их результаты не зависят от выбора «пред-
ставителей» данных элементов. Итак, пусть

(a, b) = (a1, b1), (c, d) = (c1, d1), т. е. ab1 = a1b, cd1 = c1d;

тогда
ab1dd1 = a1bdd1, cd1bb1 = c1dbb1;

складывая, найдем:
ab1dd1 + cd1bb1 = a1bdd1 + c1dbb1;

отсюда
(ad + bc)b1d1 = (a1d1 + b1c1)bd,

а это по постулату I дает

(ad + bc, bd) = (a1d1 + b1c1mb1d1),

т. е. по постулату II
(a, b) + (c, d) = (a1, b1) + (c1, d1).

Далее, имеем:

ab1cd1 = a1bc1d или (ac)(b1d1) = (a1c1)(bd);

отсюда
(ac, bd) = (a1c1, b1d1),

т. е. по постулату III
(a, b)(c, d) = (a1, b1)(c1, d1).

Итак, мы теперь имеем систему наших новых элементов (пар) с двумя одно-
значными действиями над ними. Докажем, что эта система есть тело, т. е. прове-
рим для нее все постулаты 1–7 § 235. Постулаты 1–5 проверяются непосредственно
вычислением, и мы на них не будем останавливаться. Для постулата 6 заметим,
что нулем в системе наших пар являются пары вида: (0, a) для любого a 6= 0;
далее: −(a, b) = (−a, b) = (a,−b). Действительно:

(a, b) + (−a, b) = (ab − ab, b2) = (0, b2) = 0.
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Теперь ясно, что (обозначая наши пары греческими буквами):

α − β = α + (−β),

и это значение единственное. Переходя к постулату 7, заметим, что в нашей си-
стеме пар пара ε = (a, a) для любого a 6= 0 есть единичный элемент умножения,
что легко проверить. Далее:

(a, b) · (b, a) = (ab, ab) = ε при a 6= 0, b 6= 0,

т. е. всякий неравный нулю элемент (a, b) имеет обратный элемент относительно
умножения:

(a, b)−1 = (b, a).

Теперь ясно, что уравнение αξ = β имеет решение ξ = α−1β, и это решение един-
ственное, ибо из αξ = αξ1 следует:

α−1αξ = α−1αξ1, или εξ = εξ1, т. е. ξ = ξ1.

Итак, система наших пар есть действительно тело. Доказать, что данная область
целости входит в это тело как часть, мы, конечно, прямо не можем, ибо элементы
a, b, . . . области целости ведь не являются парами, из которых и состоит получен-
ное тело. Но мы докажем, что и полученном теле содержится область целости,
изоморфная данной.

Два тела K и K1 или две области целости F и F1 называются изоморфными,
если между их элементами существует взаимно однозначное соотношение, причем

если a из K (или из F) соответствует a1 из K1 (или из F1),

b ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ b1
′′ ′′ ′′ ′′ ′′

то a + b ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ a1 + b1
′′ ′′ ′′ ′′ ′′

ab ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ a1b1
′′ ′′ ′′ ′′ ′′

Отвлеченно два изоморфных друг другу тела (или области целости) отличаются
друг от друга только обозначениями своих элементов.

Так вот, пусть элементу a из данной области целости соответствуют (равные
друг другу) пары (ab, b) для всякого b 6= 0; тогда

элементу a соответствует пара (ax, x), x 6= 0,
′′ b ′′ ′′ (by, y), y 6= 0,
′′ a + b ′′ ′′ ((a + b)z, z), z 6= 0,
′′ ab ′′ ′′ (abz, z), z 6= 0.

Но, взяв z = xy 6= 0, мы получим:

((a + b)z, z) = (ax, x) + (by, y),

(abz, z) = (ax, x) · (by, y).

Этим и доказано, что пары вида (ax, x) образуют область целости, изоморфную
данной. Остается теперь отождествить (ax, x) и a, и наша теорема будет доказана.
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В дополнение докажем, что полученное тело — единственное по своей струк-
туре; это будет доказано, если доказать более общее предложение: полученное
тело пар содержится во всяком теле, содержащем данную область целости,
или точнее: если тело содержит область целости, изоморфную данной, то оно
содержит и тело, изоморфное полученному телу пар.

Действительно, если данное тело A содержит данную область целости F, то,
будучи телом, и содержа элементы a, b (b 6= 0) из F, A содержит и все частные
a

b
; над этими частными производятся действия по правилам действий над обык-

новенными дробями, и равенство таких дробей подчинено нашему постулату I;
следовательно, можно установить взаимно однозначное соответствие между эти-
ми дробями и нашими парами:

дроби
a

b
соответствует пара (a, b),

и очевидно, что тогда сумме и произведению этих дробей будут (по постулатам
II и III) соответствовать сумма и произведение соответствующих пар. Этим наше

предложение доказано, ибо попутно доказано, что такие дроби
a

b
составляют тело.

§ 237. Делители тела; простое тело. В предыдущем параграфе мы виде-
ли, что данное тело K может заключать в себе другое тело K1, как часть, или,
как говорят, содержать делитель (подтело) K1; этот факт мы будем обозначать
знаком:

K ⊃ K1.

(Точно так же, если тело или область целости K содержит элемент a, то мы будем
обозначать: a ⊂ K или K ⊃ a.)

Теорема. Если K1,K2, . . . конечное, счетное или несчетное множество тел,
содержащихся в данном теле, то все элементы, общие всем телам K1,K2, . . .,
образуют тело ϑ.

Это тело ϑ называется пересечением (или общим наибольшим делителем) тел
K1,K2, . . .

Доказательство. Теорема следует из того, что если элементы a и b принад-
лежат всем телам K1,K2, . . ., то и a + b и ab и

a

b
(при b 6= 0) тоже принадлежат

всем этим телам.
Подобная же теорема существует и для областей целости.
Тело, совсем не имеющее делителей (кроме самого себя), называется простым.

Точно так же определяется простая область целости.
Теорема. Каждое, тело содержит одно и только одно простое тело.
Доказательство. Пусть K1,K2, . . . совокупность всех делителей данного тела

K и P их пересечение 111; тогда P ⊂ K и P — простое. Действительно, если бы
было

P ⊃ P′,

то было бы, очевидно, K ⊃ P′, т. е. тело P′ принадлежало бы к совокупности
делителей тела K; но тогда было бы

P ⊂ P′, т. е. PP′,

111Очевидно, что пересечение тел, содержащихся в одном данном теле, никогда не может быть
«пустым»: нулевой и единичный элементы у них во всяком случае общие.
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и, значит, P действительно простое. Если тело K имеет делителем еще иное простое
тело P1, то опять заключаем: P ⊂ P1, т. е. P = P1— единственное простое тело в
K, и теорема доказана.

Подобная же теорема существует и для областей целости, имеющих единичный
элемент.

Следствие. Если K ⊃ K1 и тело K содержит простое тело P, то и тело K1

содержит то же простое тело P.
Посмотрим теперь, какие существуют простые тела (и простые области це-

лости с единичным элементом). Во всяком теле имеется нулевой и единичный
элементы, а следовательно, и все целые кратные единичного элемента: ±nε, где
n — любое натуральное число; но все эти кратные составляют область целости с
единичным элементом (§ 236) и при этом простую такую область. Но тут следует
различать два случая:

1) При различных целых n все элементы nε различны, т. е. равенство nε = n′ε
влечет за собою n = n′. Эта область целости F0 бесконечна и изоморфна обла-
сти всех целых рациональных чисел. По теореме об образовании частных (§ 236)
расширяем область F0 до тела P0. Для этого, первым делом, вводим «обратные

элементы» к nε, обозначая: (nε)−1 =
1

n
ε; далее, обозначаем:

m

(
1

n
ε

)
=

m

n
ε.

Заметим, что при
m

n
=

m′

n′
и

m

n
ε =

m′

n′
ε; действительно,

m

n
ε · nn′ε = mn′ · n · 1

n
ε = mn′ε,

m′

n′
ε · nn′ε = m′n · n′ · 1

n′
ε = m′nε,

но так как mn′ = m′n, то, следовательно:

m′

n′
ε · nn′ε =

m

n
ε · nn′ε,

а отсюда по закону однозначной обратимости:

m′

n′
ε =

m

n
ε,

что и требовалось доказать.
Отсюда же легко вытекает, что над элементами

m

n
ε действия совершаются так

же, как над обычными дробями
m

n
, и все такие элементы и составляют искомое те-

ло P0, изоморфное абсолютной области рациональности, которая, таким образом,
является простым телом. Действительно, уравнение

m

n
ε · x =

m1

n1

ε

имеет единственное решение x =
m1n

mn1

ε, т. е. для P0 выполнен и постулат 7 § 235.
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Если данное тело K имеет делителем простое тело P0, то говорят, что тело K

имеет характеристику нуль. Все числовые тела имеют характеристику нуль (ср.
главу I, § 13).

2) Пусть теперь для некоторых целых чисел m 6= m′ имеем mε = m′ε; тогда
(m − m′)ε = 0. Следовательно, для некоторого положительного n

nε = 0112 (7)

Выберем наименьшее целое положительное n так, чтобы (7) имело место; пусть
это n составное: n = n1n2, 1 < n1 < n, 1 < n2 < n; тогда nε = n1ε · n2ε = 0, но
n1ε 6= 0, n2ε 6= 0, т. е. произведение равно нулю, тогда как ни один сомножитель
не равен нулю. А так как для области целости верен закон об отсутствии нулевых
делителей, то мы пришли к противоречию. Следовательно, n = p — число простое.

Из pε = 0 следует: pε + ε = (p + 1)ε = ε; точно так же (p + 2)ε = 2ε; далее
(np)ε = 0 и вообще (np + m)ε = mε.

Обратно, пусть kε = lε; тогда (k− l)ε = 0. Если разделим k− l на p, то найдем:
k − l = pq + r, где 0 ≤ r < p; далее (pq + r)ε = (pq)ε + rε = 0; но (pq)ε = 0,
следовательно: rε = 0. Но 0 ≤ r < p и p наименьшее положительное число, для
которого pε = 0; следовательно, r = 0 и k − l = pq, или

k ≡ l (mod p).

Это — необходимое и достаточное условие того, чтобы было

kε ≡ lε,

где k и l — целые числа, не равные нулю.
Итак, в этом случае существует только p различных элементов, кратных ε,

именно: ε, 2ε, 3ε, . . . , (p−1)ε, pε = 0. Эти p элементов составляют простую область
целости с единицей; но мы докажем, что эта область целости является и телом,
— простым и, как мы видим, конечным, для этого достаточно показать, что урав-
нение kε · x = lε всегда имеет решение того же вида: x = mε; действительно, это
уравнение сводится к сравнению km ≡ l (mod p), имеющему всегда при данных k,
l, не делящихся на p, единственное (по модулю p) решение m.

Полученное тело обозначим через Pp. Если тело K имеет делителем простое
тело Pp, то говорят, что оно имеет характеристику p. Тело Pp изоморфно телу
вычетов целых чисел по простому модулю p.

Предыдущее позволяет высказать следующую теорему:
Теорема. Единственные существующие типы простых тел суть: тип P0

(изоморфный абсолютной области рациональности) и тип Pp (изоморфный телу
вычетов целых чисел по простому модулю p).

§ 238. Рациональные функции в теле. Пусть K — данное тело, а x —
какой-то новый, не входящий в K элемент. Выражение

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an =
n∑

λ=0

aλx
n−λ, (8)

112Это не противоречит закону об отсутствии нулевых делителей, так как n не есть элемент
тела.
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где a0, a1, . . . , an — элементы из тела K, называется целой рациональной функцией
от x в теле K. При этом мы подразумеваем, что над элементом x и элементами из
K возможны действия сложения, вычитания и умножения, что степени x опреде-
ляются как произведения сомножителей, равных x, и, наконец, что x0 = ε. Для
действий над x и над элементами из K мы считаем выполненными постулаты 1–7 §
235. Этот элемент x иногда называют переменным; мы можем вместо него подста-
вить любой элемент c из K, и тогда f(x) обратится в f(c); это — тоже некоторый
элемент из K. Но в алгебре понятие о «переменном» не имеет того значения, что
в анализе: мы здесь не исследуем, как «изменяется» функция в зависимости от
«изменения» ее аргумента; в алгебре «переменное» есть просто символ для нового
элемента, не связанного никакими соотношениями с элементами данного тела; в
этом смысле наше «переменное» x называется трансцендентным элементом.

Определим теперь действия сложения, вычитания, умножения над целыми ра-
циональными функциями от x вида (8), как над обычными числовыми многочле-
нами; но для этого мы еще ставим условие, что нулевой и единичный элементы
тела K являются нулевым и единичным элементами и для x, т. е. что

0 · x = x · 0 = 0, ε · x = x · ε = x.

Таким образом те члены в (8), у которых соответствующие «коэфициенты» aλ

равны нулю, можно просто не писать; первый (или «высший») коэфициент a0 бе-
рется не равным нулю, и тогда n называется степенью функции (8). Ц. р. функция
первой степени называется линейной. Отдельный элемент a 6= 0 из K мы будем
считать ц. р. функцией нулевой степени, принимая во внимание, что a = aε = ax0.
Нуль играет особую роль; ц. р. функция равна нулю, если все его коэфициенты
равны нулю, и только в этом случае. Из главы III, § 46 известно, что степень ал-
гебраической суммы целых рациональных функций не выше наивысшей степени
слагаемого, а степень произведения равна сумме степеней сомножителей; все это
верно и здесь, ибо мы определяем сложение, вычитание и умножение наших целых
рациональных функций формально по тем же правилам, что и в § 46.

Рассматривая теперь совокупность всех целых рациональных функций от x в
теле K, мы можем сказать, что эта совокупность есть область целости; обозначим
ее через K[x]. Действительно, постулаты 1–6 § 235 проверяются непосредственно,
закон же отсутствия нулевых делителей тоже верен: если ц. р. функции f(x) и
g(x) отличны от нуля, то и их произведение f(x)g(x) тоже отлично от нуля, ибо
по известной теореме из элементарной алгебры члены этого произведения не могут
все сократиться.

Расширим теперь область целости K[x] до тела по теореме об образовании
частных (§ 236); это сведется к тому, что кроме ц. р. функций мы построим и

дробные рациональные функции вида
f(x)

g(x)
, где f(x) и g(x) — целые рациональные

функции в K, причем g(x) 6= 0. Полученное таким образом тело мы обозначим
через K(x). Так как сами элементы из K рассматриваются как ц. р. функции от x
нулевой степени, т. е. принадлежат к K[x], то, следовательно: K ⊂ K[x] и значит
и K ⊂ K(x). В этом смысле тело K(x) есть расширение тела K, и при этом —
трансцендентное расширение, ибо x — трансцендентный элемент. Мы рассмотрим
это расширение подробнее в следующем параграфе.
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§ 239. Трансцендентное расширение тела. Пусть, как и раньше, K(x)
— трансцендентное расширение тела K. Возьмем два элемента из K(x), т. е. две

рациональные функции в K:
f1(x)

g1(x)
и

f2(x)

g2(x)
, и посмотрим, когда они равны друг

другу: если
f1(x)

g1(x)
=

f2(x)

g2(x)
, то должно быть:

f1(x)g2(x) − f2(x)g1(x) = 0. (9)

Левая часть в (9) есть ц. р. функция: она равна нулю, т. е. все ее коэфициенты
равны нулю (ср. § 238); этот факт есть следствие того, что x — трансцендентный
элемент: иначе (9) дало бы некоторое соотношение элемента x и элементов из K.
Назовем такое равенство, как (9), когда в левой части все коэфициенты равны
нулю, — тождеством; все равенства, вытекаемые из тождества, тоже назовем
тождествами, а обе части тождества — тождественными, или тождественно рав-
ными друг другу. Итак, можно сказать, что в теле K(x) два элемента равны тогда
и только тогда, если они тождественны. Иными словами, все равенства в теле K(x)
имеют характер тождеств.

Рассмотрим элементы из K[x], иными словами, ц. р. функции от x в K. Если
f(x) и g(x) две такие функции, то мы можем формально разделить f(x) на g(x)
(§ 47), найдя неполное частное q(x) и остаток r(x) тоже как элементы из K[x],
причем степень r(x) меньше степени g(x); получим (как и в § 47):

f(x) = g(x)q(x) + r(x). (10)

А отсюда вытекает вся теория делимости в области K[x]. Если r(x) = 0, то f(x)
делится на g(x). Все теоремы § 48, теорема Декарта (§ 49), способ Горнера де-
ления на линейную функцию — остаются в силе; верен также алгорифм Эвклида
и вытекающие из него следствия; как и в главе III, вводится понятие об общем
наибольшем делителе ц. р. функций, причем этот общий наибольший делитель
определен с точностью до множителя из K, далее, вводится понятие о взаимно
простых функциях, за общий наибольший делитель которых можно взять единич-
ный элемент ε. Далее, остаются также верными теоремы § 53 о взаимно простых
функциях. Наконец, как и в § 111, определяются приводимые и неприводимые в
K функции и доказывается теорема о разложимости всякой ц. р. функции в K на
неприводимых в K множителей и об однозначности этого разложения.

Упомянем еще о таких свойствах трансцендентного расширения тела:
Все расширения тела K посредством одного трансцендентного элемента изо-

морфны друг другу, причем в этих изоморфизмах тело K соответствует са-
мо себе (такой изоморфизм называется эквивалентностью). Следовательно, тела
K(x) и K(y), где x и y — два различных трансцендентных относительно K элемента,
— эквивалентны; это — очевидно, ибо такие тела только обозначением отличаются
друг от друга.

Если x — трансцендентный относительно K элемент, то все элементы тела
K(x) за исключением элементов из K — трансцендентны.

Эта теорема легко доказывается при помощи теоремы о том, что если f(x) и
g(x) — рациональные в K функции, не равные тождественно нулю, то и f(g(x))
тоже не равно тождественно нулю; на этой теореме мы останавливаться не будем.
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На основании предыдущих двух свойств мы заключаем, что если f(x) — любая
рациональная функция в теле K степени выше нулевой, то тела K(x) и K(f(x))
эквивалентны, причем, очевидно, K(x) ⊃ K(f(x)); K(x) = K(f(x)) тогда и только
тогда, если и x есть рациональная функция в K от y = f(x); а это в свою очередь

имеет месте тогда и только тогда, если f(x) =
ax + b

cx + d
, т. е. является дробной

линейной функцией от x. Элемент y тела K(x), отличающийся свойством, что
всякий элемент этого тела есть рациональная функция от y в теле K, называется
первообразным (примитивным). Мы можем сказать:

Первообразными элементами тела K(x) являются кроме x все линейные (дроб-
ные и целые) функции от x в теле K, и только они.

§ 240. Алгебраическое расширение тела. Пусть теперь присоединяемый
к телу K элемент x связан с элементами тела K некоторым соотношением; это
соотношение мы только и можем представить себе как некоторое равенство двух,
не равных друг другу тождественно, рациональных функций от x в теле K (ибо
никаких иных действий над элементами из K и над элементом x, кроме четырех
рациональных действий, мы не знаем). Но, помножив обе части такого равенства:

f1(x)

g1(x)
=

f2(x)

g2(x)
, (11)

(где f1, g1, f2, g2 — ц. р. функции в K на g1(x)g2(x) и перенеся все члены в левую
часть, мы получим равенство вида:

F (x) = 0, (11)

где F — целая рациональная функция в K. Таким образом (11а) есть алгебраиче-
ское уравнение в K, которому удовлетворяет x; в этом смысле x есть алгебраический
элемент относительно тела K. Уравнение (11а) имеет вид:

a0x
m + a1x

m−1 + . . . + am−1x
1 + amx0 = 0, (11)

где a0, a1, . . . , am−1, am — элементы из K, при этом a0 6= 0. Таким образом (11б) по-
казывает, что степени x0, x1, x2, . . . , xm элемента x линейно зависимы относитель-
но тела K (ср. § 42), или, точнее, xm линейно зависит от x0 = ε, x1, x2, . . . , xm−1.
В этом существенное отличие алгебраических элементов относительно K от транс-
цендентных: для последних любая конечная совокупность их различных степеней
линейно независима относительно тела K.

Если функция F (x) в (11а) приводима в теле K, то разложим ее на неприво-
димые множители:

F (x) = f(x)f1(x)f2(x) · · · ;

это — тождество, верное для любого элемента x; если x удовлетворяет уравнению
(11а) (или является корнем этого уравнения), то, следовательно:

f(x)f1(x)f2(x) · · · = 0, (11)

а так как для нашего умножения верен закон об отсутствии нулевых делителей,
то по крайней мере один из сомножителей левой части (11в) должен быть равен
нулю для рассматриваемого элемента x, например,

f(x) = 0. (12)
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Это — неприводимое уравнение для x в теле K. Неприводимая в теле K функция
f(x) определена с точностью до множителя из K. Действительно, если g(x) какая-
нибудь иная отличная от f(x) неприводимая в K ц. р. функция, то (по следствию
VII § 110, которое здесь имеет место) она не может иметь общего корня с функцией
f(x), если только она не равна cf(x), где c ⊂ K.

Если случайно окажется, что функция f(x) в (12) линейная, то x окажется
элементом из K (т. е. «рациональным» элементом относительно K). Таким обра-
зом, если x — алгебраический элемент относительно K, но не рациональный, то
функция f(x) в (12) степени выше первой. Итак, всякий алгебраический (но не
рациональный) относительно K элемент x удовлетворяет одному и только одному
неприводимому в K уравнению степени выше первой. Эта степень называется сте-
пенью элемента x относительно K, а также степенью алгебраического тела K(x)
над K.

Но мы должны еще выяснить, что представляет собой такое тело K(x), да и
будет ли оно вообще телом. Посмотрим, чем отличается K(x) при алгебраическом
элементе x от K(x) при трансцендентном x; при трансцендентном x целые рацио-
нальные функции от x в K считаются различными, если они не равны тождествен-
но друг другу; но если x — алгебраический элемент, удовлетворяющий уравнению
(12), то две ц. р. функции в K ϕ1(x) и ϕ2(x) мы считаем равными, если они раз-
личаются на кратное функции f(x), т. е. если ϕ1(x) = ϕ2(x) + f(x)g(x), ибо ведь
f(x) = 0. Такие функции ϕ1(x) и ϕ2(x) называются сравнимыми (конгруентными)
по модулю f(x); обозначают:

ϕ1(x) ≡ ϕ2(x) (mod f(x)). (13).

Таким образом алгебраическое тело отличается от трансцендентного тем, что в
первом из них мы равенства заменяем сравнениями вида (13), или, иными словами,
— более широко понимаем равенство. Для сравнений вида (13) верны три основных
закона равенств (глава I, § 2); далее, легко видеть, что из (13) и из сравнения

ψ1(x) ≡ ψ2(x) (mod f(x))

следует:
ϕ1(x) + ψ1(x) ≡ ϕ2(x) + ψ2(x),

ϕ1(x)ψ1(x) ≡ ϕ2(x)ψ2(x),

}
(mod f(x)). (14)

А отсюда легко следует, что все ц. р. функции от x в теле K (включая сюда и
самые элементы тела K, или, иными словами, — все элементы области целости
K[x], — распределяются по классам, причем (14) позволяют определить действия
сложения и умножения над классами сложением и умножением соответствующих
представителей этих классов. Следовательно, эта система классов есть система с
двумя действиями, причем можно непосредственно убедиться, что постулаты 1–6
§ 235 для нее выполнены, т. е. эта система есть кольцо. Но мы докажем, что и
постулат 7 § 235 верен, т. е. что эта система классов есть тело («тело классов»).
Пусть ϕ(x) — ц. р. функция в K, не делящаяся на f(x), т. е. взаимно простая с
f(x) (по следствию I, § 110); тогда (по второй теореме § 52) можно найти такие
ц. р. функции в K f1(x) и ϕ1(x), что

ϕ(x)ϕ1(x) + f(x)f1(x) = ε.
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Написав это как сравнение по модулю f(x), получим:

ϕ(x)ϕ1(x) ≡ ε (mod f(x)).

Если теперь ψ(x) — любая целая рациональная функция в K, то

ϕ(x)[ϕ1(x)ψ(x)] ≡ ψ(x) (mod f(x)),

т. е. сравнение ϕ(x)·X ≡ ψ(x) (mod f(x)) имеет решение X = ϕ1(x)ψ(x) при любых
данных ϕ(x) и ψ(x), если только

ϕ(x) 6≡ 0 (mod f(x))

[т. е. если ϕ(x) нe делится на f(x)]. Докажем, что это решение — единственное.
Пусть мы имеем два решения X1 и X2; тогда

ϕ(x)X1 ≡ ϕ(x)X2 (mod f(x)),

или
ϕ(x)(X1 − X2) ≡ 0 (mod f(x)),

т. е. произведение ϕ(x)(X1−X2) делится на f(x), но ϕ(x) и F (x) взаимно простые;
следовательно (по теореме 1 § 53), X1 − X2 делится на f(x), т. е. X1 − X2 ≡
0 (mod f(x)), или

X1 ≡ X2 (mod f(x)),

т. е. функции X1 и X2 принадлежат к одному и тому же классу, и, значит, являются
представителями одного и того же решения. Этим доказана верность постулата 7
§ 235 для кольца классов элементов из K[x]; таким образом это кольцо есть тело;
это и есть по существу алгебраическое тело K(x), где x — алгебраический элемент
относительно K. [Если желательно, то можно считать, что алгебраическое тело
K(x) изоморфно телу классов, которое мы рассмотрели; это по существу одно и то
же.] Таким образом для формирования алгебраического тела K(x) нет надобности
вводить дробные функции от x: эти дробные функции здесь оказываются равными
целым функциям.

Таким образом алгебраическое расширение K(x) тела K вполне определяется
неприводимой функцией f(x) в теле K, корнем которой является x; но эта функ-
ция f(x) определяет только одно тело классов, структура которого совершенно не
зависит от взятого корня x. Это показывает, что, какой бы из корней уравнения
(12) мы ни присоединили к K, получаемые алгебраические расширения K(x) друг
другу эквивалентны (§ 239) 113.

Из предыдущего следует, что алгебраическое расширение возможно не для
всякого тела, а только для такого, в котором имеются неприводимые целые ра-
циональные функции степени выше первой. Если же в данном теле K неприво-
димыми являются только функции первой степени, т. е. если в K всякая целая

113Это вполне ясно по отношению к конкретным, например, числовым телам, где нам из других
источников известно существование корней данного уравнения и число этих корней. В абстракт-
ной теории «существование» корня неприводимого уравнения по существу равнозначно с воз-
можностью алгебраического расширения тела; число же корней обусловливается возможностью
распадения всякой целой рациональной функции на липейные множители.
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рациональная функция раскладывается на линейные множители, то для такого
тела K алгебраическое расширение невозможно. Такое тело называется алгебраи-
чески замкнутым (ср. § 76).

§ 241. Кратные корни. Пусть опять f(x) неприводимая функция n-й степе-
ни в теле K. Через x теперь обозначим трансцендентный элемент («переменное»),
а корень функции f(x) обозначим через j. Тогда в теле K(j) функция f(x) делает-
ся приводимой: она разделится на x− j [это следует из § 239 (10) при g(x) = x− j
— совершенно так же, как в § 49 вытекало аналогичное следствие из теоремы Де-

карта]. Обозначая теперь
f(x)

x − j
= f1(x), присоединяем к телу K1 = K(j) корень j1

функции f1(x) или одного из ее неприводимых множителей, — если эта функция
приводима. Расширяя, таким образом, все дальше и дальше тело K, мы дойдем до
такого его расширения, в котором наша функция f(x) n-й степени распадается на
n линейных множителей:

f(x) = (x − j1)(x − j2) · · · (x − jn).

И здесь, как в § 50, объединяя одинаковые сомножители, получим:

f(x) = (x − ρ)α(x − σ)β(x − τ)γ · · · ,

где ρ, σ, τ, . . . — различные элементы. При α > 1 корень ρ называется кратным,
и именно α-кратным, и то же самое для σ, τ, . . . При α = 1 корень ρ простой.
Для того чтобы обобщить теоремы § 57 о кратных корнях на нашу абстрактную
теорию, мы должны дать определение производной. Как и в § 54, мы определяем
производные чисто формально.

Если
f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . . + an−1x + an,

то
f ′(x) = na0x

n−1 + (n − 1)a1x
n−1 + (n − 2)a2x

n−3 + . . . + an−1,

f ′′(x) = n(n − 1)a0x
n−2 + (n − 1)(n − 2)a1x

n−3+

+(n − 2)(n − 3)a2x
n−4 + . . . + 2an−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x) = n!a0

f (n+1)(x) = 0.

Можно проверить вычислением, что

[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x),

[f(x)g(x)]′ = f(x)g′(x) + f ′(x)g(x).

Выясним теперь, при каких условиях производная целой рациональной функ-
ции тождественно равна нулю. Это будет, конечно, тогда, если f(x) нулевой сте-
пени, то-есть является элементом из K. Если тело K характеристики нуль, то этот
случай и единственный. Если же тело K характеристики p, то есть еще другие слу-
чаи, когда производная целой рациональной функции тождественно равна нулю:
это, именно, когда данная функция зависит только от xp, т. е. имеет вид:

f(x) = a0x
kp + a1x

(k−1)p + . . . + ak−1x
p + ak.
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В самом деле, тогда

f ′(x) = kpa0x
kp−1 + (k − 1)pa1x

(k−1)p−1 + . . . + pak−1x
p−1;

но (§ 237) pa0 = pε·a0 = 0, pa1 = pε·a1 = 0, . . . , pak−1 = 0; следовательно: f ′(x) = 0
тождественно.

Пусть теперь ц. р. функция f(x) в теле K имеет r-кратный корень α, т. е.

f(x) = (x − α)rg(x),

где g(x) уже не делится на x − α. Тогда

f ′(x) = (x − α)r−1[rε · g(x) + (x − α)g′(x)]. (15)

Из (15) видно, что f ′(x) содержит множителем x − α по крайней мере r − 1 раз;
при этом точно r − 1 раз, если rε 6= 0, т, е. если K характеристики нуль, или если
K характеристики p, но r не делится на p; если же r делится на p, то rε = 0 и
f ′(x) = (x − α)rg′(x), т. е. в этом случае корень α для функции f(x) по крайней
мере кратности r.

Если корень α — простой для функции f(x), то он совсем не является корнем
для производной, т. е. f ′(α).

Если ц. р. функция f(x) заверит только от xp:

f(x) = F (xp),

то для всякого корня α этой функции и ее производная равна нулю, ибо f ′(x) =
тождественно. Следовательно, показатель r кратности всякого корня делится на
p, т. е. если

f(x) = (x − α1)
r1(x − α2)

r2 · · · (x − αν)
rν ,

то все rλ делятся на p; но тогда f(x) есть точная p-я степень ц. р. функции.
Обратно, если все rλ делятся на p, т. е. если f(x) точная p-я степень ц. р. функции,
то f ′(x) содержит x−αλ (при λ = 1, 2, . . . , ν) по крайней мере rλ раз, и f ′(x) делится
на f(x), т. е. f ′(x) = 0 тождественно, откуда следует, что f(x) зависит только от
xp.

Итак, если тело K характеристики p, то бывают случаи, когда производная це-
лой рациональной функции в K тождественно равна нулю, тогда как сама эта ц. р.
функция содержит «переменное» (не является элементом из K). Отсюда вытекает,
что следствие VI § 110 вообще не имеет места, и неприводимое уравнение в теле
K с характеристикой p в некоторых случаях может иметь и кратные корни. Раз-
личают тела совершенные и несовершенные; совершенные тела таковы, что всякая
неприводимая функция в них не имеет кратных корней; в несовершенном же теле
существуют неприводимые функции с кратными корнями. Очевидно, что всякое
тело с характеристикой нуль совершенно. Для тел с характеристикой p существует
такая теорема:

Тело с характеристикой p совершенно тогда и только тогда, если в этом
теле неограниченно возможно извлечение корня p-й степени (и это действие
здесь однозначно).

Обратим внимание еще на следующую формулу для элементов тела с харак-
теристикой p:

(a1 + a2 + . . . + am)pf

= apf

1 + apf

2 + . . . + apf

m .
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§ 242. Конечные тела. Эти тела называются еще телами Галуа, открывшего
их. Очевидно, что характеристика такого тела не может быть нулем, ибо уже
простое тело с характеристикой нуль бесконечно. Пусть наше конечное тело K

имеет характеристику p. Обозначим через P простое тело с характеристикой p,
т. е. тело, изоморфное (§ 237) телу классов чисел по простому модулю p. Тело K

содержит P, т. е. является телом над P. Пусть n — наибольшее число элементов
из K, линейно независимых относительно P, и пусть эти линейно независимые
относительно P элементы из K суть: α1, α2, . . . , αn. Число n конечно, ибо K вообще
содержит только конечное число элементов. Отсюда, далее, следует, что всякий
элемент α из K представляется, и при этом однозначно, в виде:

α = c1α1 + c2α2 + . . . + cnαn,

где c1, c2, . . . , cn — элементы из P. Но каждый элемент cλ может иметь всего p
значений, т. е. существуют всего pn комбинаций c1, c2, . . . , cn, и различным комби-
нациям соответствуют различные элементы α. Следовательно, тело P имеет всего
pn различных элементов.

Отбросив нулевой элемент, получим, что все остальные элементы тела P обра-
зуют группу относительно умножения; таким образом эта труппа порядка pn − 1.
Отсюда следует, что порядок всякого элемента этой группы — делитель числа
pn − 1, т. е. для всякого элемента α этой группы

αpn−1 = 1.

Отсюда легко найдем
αpn − α = 0. (16)

Этому уравнению удовлетворяют уже все элементы тела K, включая и нулевой
элемент; если эти элементы мы обозначим через α1, α2, . . . , αpn , то, следовательно:

xpn − x =

pn∏

λ=1

(x − αλ). (16)

Итак, тело получается из K присоединением к P всех корней уравнения (16). Этим
структура тела K вполне определена, т. е. существует только один тип конечного
тела с pn элементами при данных p (простом) и n (натуральном).

Сам Галуа пришел к названным его именем конечным телам, рассматривая
задачу решения сравнений с простым модулем в теории чисел 114. Пусть имеем
такое неприводимое сравнение n-й степени:

f(x) ≡ 0 (mod p), (17)

где f(x) — функция, не приводимая по модулю p, т. е. f(x) не раскладывается по
модулю p на множителей, и сравнение (17) обычных целых корней не имеет. Галуа
вводит новое, «мнимое» число j, которое он определяет как корень сравнения (17),
т. е.

f(j) ≡ (mod p). (17)

114См. Е. Galois, Sur la théorie des nombres, Oeuvres de Galois, publ. par Picard, Paris 1897, стр.
15–23. Готовится к печати русское издание сочинений Эвариста Галуа.
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Далее, Галуа рассматривает выражения:

α = a0 + a1j + a2j
2 + . . . + an−1j

n−1. (18)

Здесь a0, a1, a2, . . . , an−1 — целые, определенные по модулю p коэфициенты; каж-
дый из них имеет p значений (например, 0, 1, 2, . . . , p − 1), т. е. всего имеем pn

различных комбинаций этих значений; различным комбинациям соответствуют
различные «числа» α; именно, если двум различным комбинациям соответствова-
ло бы одно и то же число α, то разность этих чисел была бы сравнима с нулем, и
мы имели бы сравнение вида:

ϕ(j) = c0 + c1j + c2j
2 + . . . + cn−1j

n−1 ≡ 0 (mod p), (19)

где не все c0, c1, c2, . . . , cn−1 сравнимы с нулем; но отсюда следовало бы, что функ-
ции f(x) и ϕ(x) были бы не взаимно простые, чего не может быть, ибо f(x) непри-
водима, а ϕ(x) степени, низшей, чем f(x). Но сумма и произведение чисел вида
(18) — тоже числа того же вида, ибо коэфициенты aλ определены по модулю p, а
если в произведениях получаются функции от j степени большей или равной n, то
мы делим их на f(j) и берем остатки [иначе: «сводим по модулю f(j)], поскольку
f(j) ≡ 0.

Итак, числа вида (18) представляют замкнутую систему с двумя действиями
— сложением и умножением, причем постулаты 1–7 § 235 для нее выполнены, т.
е. эта система есть тело, — конечное тело, имеющее pn элементов.

Проверим постулат 7. Пусть α = ϕ(j) — одно из выражений вида (18); ϕ — ц.
р. функция степени не большей n−1 с целыми коэфициентами. Требуется решить
сравнение:

ϕ(j)X ≡ 1 (mod p).

Но так как функции ϕ(x) и f(x) взаимно простые, то можно (по § 52) найти такие
функции Φ(x) и F (x), чтобы было

ϕ(x)Φ(x) + f(x)F (x) = a, (20)

где a — некоторое целое число, не делящееся на p, и коэфициенты в функциях Φ
и F все целые. Положив теперь x = j, получим из (20) по (17):

ϕ(j)Φ(j) = a.

Найдем теперь целое число b так, чтобы было ab ≡ 1 (mod p); тогда

ϕ(j) · bΦ(j) ≡ 1 (mod p);

следовательно, X = bΦ(j); эта функция (или «мнимое» число) X «обратна» к
ϕ(j). Если теперь требуется решить сравнение

ϕ(j)Y ≡ ψ(j) (mod p),

то решение (и при этом единственное) будет: Y = Xψ(j) и постулат 7 доказан.
Заметим, что функция xpn − x делится по модулю p на всякую неприводимую

по модулю p функцию, степень которой есть n или делитель числа n; корни всех
этих функций представляются в виде (18).
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Заметим также, что вся эта теория конечных тел есть по существу теория
сравнения с двойным модулем p и f(x). Именно, пусть нашими элементами будут
целые рациональные функции от x с целыми, определенными по простому модулю
p коэфициентами, причем две такие функции мы будем считать равными, если их
разность делится на неприводимую по модулю p функцию f(x).

Такое «равенство» функций ϕ(x) и ψ(x) мы будем обозначать, как сравнение
по двойному модулю:

ϕ(x) ≡ ψ(x) (mod p, f(x)).

Легко видеть, что всякая функция сравнима с одной и только с одной «приведен-
ной» функцией вида:

a0 + a1x + a2x
2 + . . . + an−1x

n−1 (21)

степени ≤ n − 1?, где все коэфициенты a0, a1, a2, . . . , an−1 — целые числа ≥ 0 и
≤ p − 1. Таким образом в теории сравнений с двойным модулем мы оперируем
с функциями вида (21); но эти функции — те же элементы (18), только вместо
буквы j взята буква x.

§ 243. Кольца. Идеалы. В § 236 уже встречалось понятие кольца; кольцо
есть система элементов с двумя действиями, для которых выполнены постулаты
1—6 § 235 115. Тела и области целости являются, таким образом, частными случа-
ями колец. В кольцах общего вида могут встречаться так называемые «нулевые
делители», т. е. такие, не равные нулю элементы, которые в произведении дают
нуль:

ab = 0, тогда как a 6= 0, b 6= 0.

Если a — нулевой делитель, а x — любой элемент кольца, то ax — тоже нулевой
делитель, ибо из ab = 0 следует abx = (ax)b = 0. С другой стороны, произведение
чисел, не являющихся нулевыми делителями, не может быть нулевым делителем,
ибо если (xy)z = 0, то ведь и x(yz) = 0, т. е. если xy — нулевой делитель, то и x —
тоже нулевой делитель.

Итак, произведение нулевых делителей дает также нулевой делитель; но отсю-
да не следует, что нулевые делители составляют группу относительно умножения:
ведь для этого умножения неверен закон неограниченной обратимости (т. е. по-
стулат 7 § 235). Произведение не нулевых делителей — тоже не нулевой делитель;
все не нулевые делители кольца образуют полугруппу (§ 211); именно, для их
умножения верен закон однозначной обратимости; в самом деле, пусть a не ну-
левой делитель и ab = ac, тогда a(b − c) = 0, и так как a не нулевой делитель,
то, следовательно, b − c = 0, b = c. В частном случае эта полугруппа не нулевых
делителей кольца может быть группою (например, всегда, если кольцо конечно).

Как пример кольца, не являющегося ни телом, ни областью целости, мож-
но взять совокупность всех m классов целых чисел по составному модулю m;
действия здесь обычные — сложение и умножение. Нулевым элементом является
здесь класс чисел, делящихся на m, нулевыми делителями — классы чисел, не

115Точнее, такое кольцо называется коммутативным; рассматриваются кольца и более общего
вида, для которых неверен коммутативный закон умножения (постулат 4 § 235); на таких, более
общих, кольцах мы останавливаться не будем.
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взаимно простых с m. Если D(a,m) = d,
m

d
= b, то

ab =
a

d
d

m

d
=

a

d
m ≡ 0 (mod m).

Не нулевые делители это классы чисел, взаимно простых с m; они, как известно,
образуют группу порядка ϕ(m) относительно умножения.

Из постулатов 1, 2 и 6 следует, что кольцо, как и тело, представляет собою
абелеву группу относительно сложения.

Если данное кольцо содержит в себе как часть другое кольцо, то это послед-
нее называется делителем, или подкольцом первого. Для того чтобы проверить,
составляет ли данная часть элементов данного кольца тоже кольцо, мы должны
выяснить, является ли эта часть замкнутой системой относительно сложения и
умножения и верны ли для этой части постулаты 1–6 § 235; но постулаты 1—-5,
будучи верными для всего данного кольца, верны и для всякой его части; посту-
лат же 6 (совместно с постулатом 1) говорит, что рассматриваемая часть есть
группа относительно сложения; этот постулат 6 может быть заменен требованием
наличия в рассматриваемой части нулевого элемента («единицы» для сложения»)
и «противоположного» элемента −a ко всякому элементу a в этой части. А это
последнее будет само собой иметь место, если мы замкнутость относительно сло-
жения заменим замкнутостью относительно вычитания, т. е. выскажем следующее
предложение:

Часть кольца является подкольцом тогда и только тогда, если для всяких
элементов a и b из этой части к этой же части принадлежат и элементы: 1)
a − b, 2) ab.

Действительно, из 1) при a = b имеем: a − a = 0, т. е. элемент 0 принадлежит
ко взятой части; положив в 1) a = 0, найдем 0 − b = −b, т. е. вместе с элемен-
том b ко взятой части принадлежит и −b; заменив теперь в 1) b через −b, найдем
a − (−b) = a + b, т. е вместе с a и b ко взятой части принадлежит и a + b. Это все
говорит, что взятая часть есть группа относительно сложения; 2) говорит, что взя-
тая часть замкнута относительно умножения, т. е. эта взятая часть действительно
есть подкольцо.

Заметим, что группа относительно сложения часто называется модулем.
Рассмотрим теперь специальный вид подкольца: условие 1) оставим в силе,

условие же 2) заменим таким: 2а) если элемент a — из взятой части, а r —
какой-нибудь элемент из данного кольца, то ar тоже принадлежит ко взятой
части. Такая часть кольца (которая является частным видом подкольца) называ-
ется идеалом.

Таким образом, если a, b, c, . . . — элементы из идеала, а r — какой-нибудь эле-
мент данного кольца, то ar, br, cr, . . . — тоже элементы того же идеала, т. е. буква r
здесь есть как бы символ некоторого действия, в результате которого мы элемент
a переводим в ar, точно так же b — в br и т. д. Такой символ действия назы-
вается оператором; следовательно, для идеала каждый элемент кольца является
оператором. Идеал, таким образом, является модулем с операторами.

Идеалы обозначаются строчными готическими буквами: a, b, c, . . .
Примеры идеалов.

1. Нулевой идеал, состоящий из одного элемента 0.
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2. Единичный идеал r, совпадающий со всем данным кольцом т. е. содержащий
все элементы кольца).

3. Идеал (a), порожденный элементом a, состоящий из элементов вида ra+na,
где r — любой элемент кольца, а n — любое целое число. Легко видеть, что для
системы таких элементов кольца выполнены условия 1) и 2а), т. е. эта система
есть действительно идеал. Этот идеал (a) — наименьший, содержащий элемент a.

Если данное кольцо имеет единичный элемент ε, то

ra + na = ra + nε · a = (r + nε)a = r′a,

где r′ — такой же любой элемент кольца, как и r. В этом случае идеал (a) состоит
из всех кратных элемента a.

Идеал (a), т. е. порожденный одним элементом, называется главным идеалом.
Нулевой идеал (0) всегда главный. Единичный идеал r — главный, если кольцо
имеет единичный элемент ε; именно, тогда r = (ε).

4. Идеал, порожденный несколькими, элементами a1, a2, . . . , an; он состоит из
элементов вида:

n∑

i=1

riai +
n∑

i=1

niai,

или (если данное кольцо имеет единичный элемент) из элементов вида
n∑

i=1

riai.

Этот идеал обозначается через (a1, . . . , an). Элементы a1, . . . , an составляют базис
идеала.

5. Идеал может порождаться и бесчисленным множеством элементов M;
он состоит из конечных сумм вида:

∑
riai +

∑
niai,

(ai ⊂ M; ri — элементы кольца, ni — целые числа). Обозначается такой идеал
через (M).

Если элемент a принадлежит к идеалу a, то говорят, что a делится на идеал
a, и обозначают:

a ≡ 0 (mod a)

(словами: элемент a сравним с нулем по идеальному модулю a. Если все элементы
идеала b находятся и в идеале a, то говорят, что b делится на a, и обозначают:

b ≡ 0 (mod a). (22)

Если a = (a), b = (b) — главные идеалы, и данное кольцо имеет единичный эле-
мент, то (22) равносильно тому, что b делится на a: b = ar. Поэтому делимость
идеалов определяется именно так, как указано выше, а не наоборот, хотя это ка-
залось бы естественнее с первого взгляда.

Вообще, элементы a и b из кольца называются сравнимыми друг с другом по
идеальному модулю m, если a − b принадлежит к идеалу m; обозначают:

a ≡ b (mod m).
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Легко проверить, что для сравнения выполнены три основных закона равенств (§
2). Это дает возможность распределить все элементы кольца по классам сравни-
мых друг с другом по модулю m элементов.

Если a ≡ a1, b ≡ b1 (mod m), то легко видеть, что

a + b ≡ a1 + b1, ab ≡ a1b1 (mod m)116

Это дает возможность определить действия сложения и умножения над класса-
ми. Легко видеть, что постулаты 1–5 § 235 выполнены для этих, действий над
классами. Сам идеал m является одним из классов, причем этот класс играет
роль нуля в действиях над классами; кроме того, для каждого класса имеется
«противоположный» класс: именно если a, b, c, . . . элементы данного класса, то
«противоположный» класс образуется элементами −a, −b, −c, . . . Это показыва-
ет, что совокупность этих классов составляет группу относительно сложения (или
«модуль»); а отсюда уже легко следует, что и постулат 6 § 235 здесь выполнен.
Таким образом рассматриваемая совокупность классов есть кольцо — так назы-
ваемое «кольцо классов».

Если через N обозначим данное кольцо, то рассмотренное «кольцо классов»
по модулю m обозначается знаком N/m.

Теория идеалов была разработана Дедекиндом (R. Dedekind) во второй поло-
вине XIX века как известное завершение теории делимости алгебраических чисел.
Дело в том, что, желая обобщить теорию делимости обычных целых чисел на
область целых алгебраических чисел в данном теле, столкнулись с непредвиден-
ными трудностями: основная теорема об однозначности разложения целого числа
на неразложимые («простые») множители оказалась неверною для целых алгеб-
раических чисел. Дедекинд превозмог эту трудность, введя определенные системы
чисел, — «идеалы», и оперируя с этими идеалами вместо чисел. Это введение иде-
алов увеличивает множество объектов нашего исчисления, ибо сами числа заменя-
ются соответствующими им главными идеалами, да, кроме того, мы получаем еще
бесчисленное множество «не главных» идеалов. В области идеалов алгебраических
чисел верна теорема об однозначности разложения всякого идеала на «простые»
идеалы.

Итак, идеалы появились в математике вначале в «конкретном» виде — как
системы чисел. С созданием теории колец было обобщено и понятие идеала — как
системы элементов в кольце, удовлетворяющей выше приведенным условиям 1) и
2а). В теории колец эти идеалы играют весьма важную роль.

Мы не имеем возможности подробнее останавливаться на этой теории. Жела-
ющих детально ознакомиться с ней отсылаем к книге ван-дер-Вардена, «Совре-
менная алгебра» (имеется в русском переводе том I, ГТТИ, 1934, том II, ОНТИ,
1937).

§ 244. Гиперкомплекскые числа. Пусть P — данная числовая область

116Если a ≡ a1, то a − a1 ⊂ m; но тогда (по 2а) и (a − a1)b = ab − a1b ⊂ m, следовательно,
ab ≡ a1b; но аналогично докажем, что a1b ≡ ab, следовательно,

ab ≡ a1b1 (mod m).
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рациональности 117, e1, e2, . . . , en n новых символов; мы рассматриваем такие сим-
волические суммы:

x = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen, (23)

где x1, x2, . . . , xn — числа из области P. Эти выражения (23) и называются ги-
перкомплексными числами с n основными единицами e1, e2, . . . , en. Конечно, мы
должны еще указать, как оперировать с этими числами (23); для этого же (ср.
главу I, § 3) мы должны выставить три основных постулата, определяющих ра-
венство, сумму и произведение чисел (23). Мы даем их в следующем виде:

I. Два гиперкомплексных числа x = x1e1 +x2e2 + . . .+xnen и x′ = x′
1e1 +x′

2e2 +
. . . + x′

nen считаются равными тогда и только тогда, если равны их соответствую-
щие компоненты 118:

x1 = x′
1, x2 = x′

2, . . . , xn = x′
n.

II. Сумму гиперкомплексных чисел находим, складывая их соответствующие
компоненты:

(x1e1 + x2e2 + . . . + xnen) + (y1e1 + y2e2 + . . . + ynen) =

= (x1 + y1)e1 + (x2 + y2)e2 + . . . + (xn + yn)en.

III. Произведение гиперкомплексных чисел находим как произведение обыч-
ных сумм (согласно дистрибутивному закону), причем произведение «единиц»
определяется формулами:

eiej =
n∑

k=1

γijkek, , i, j = 1, 2, . . . , n, γijk ⊂ P. (24)

Кроме этого определяется еще «скалярное» произведение гиперкомплексного чис-
ла (23) на число ρ из P следующим образом:

ρx = xρ = ρx1e1 + ρx2e2 + . . . + ρxnen. (25)

Постулат I говорит, что «единицы» e1, e2, . . . , en линейно независимы относи-
тельно P. Число 0 ·e1 +0 ·e2 + . . .+0 ·en мы обозначим просто через 0; в операциях
с гиперкомплексными числами оно играет роль нуля. Из постулата I следует, что
a1e1 + a2e2 + . . . + anen = 0, только если все aλ = 0.

Из постулата II следует, что система гиперкомплексных чисел составляет (абе-
леву) группу относительно сложения. Из постулатов II и III легко получаем, что
для сложения и умножения верен дистрибутивный закон; из постулата II и (25)
следует, что дистрибутивный закон верен и для скалярного умножения со сложе-
нием.

Если мы условимся обозначать:

0 · e1 + . . . + 0 · eλ−1 + aλeλ + 0 · eλ+1 + . . . + 0 · en = aλeλ,

то символическую сумму (23) можно рассматривать (согласно постулату II) как
действительную сумму гиперкомплексных чисел x1e1, x2e2, . . . , xnen.

117В новое время имеются и обобщения, когда за P берется абстрактное тело или даже кольцо;
но мы этих обобщений касаться не будем.

118Можно пользоваться геометрическим языком, представляя гиперкомплексное число (23) как
вектор в n-мерном пространстве с компонентами x1, x2, . . . , xn (если тело P действительное).
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В зависимости от значений коэфициентов γijk в (24) для умножения гиперком-
плексных чисел могут быть верны те или иные законы.

Система всех чисел вида (23) (где x1, x2, . . . , xn пробегают независимо друг от
друга значения всех чисел из P) при выполнении постулатов I–III и (25) и при
данных коэфициентах γijk в (24) называется системою гиперкомплексных чисел
или линейною алгеброй.

Особенно важен случай, когда в линейной алгебре умножение ассоциативно;
легко видеть, что для этого необходимо и достаточно, чтобы ассоциативный закон
был верен для произведений единиц. Мы имеем [по (24)]:

(eiej)ek =
n∑

r,s=1

γijrγrkses,

ei(ejek) =
n∑

r,s=1

γjkrγirses,

если (eiej)ek = ei(ejek), то (по постулату I) должно быть:

n∑

r=1

γijrγrks =
n∑

r=1

γjkrγirs (i, j, k, s = 1, 2, . . .). (26)

Коммутативный закон для умножения будет верен тоже тогда и только тогда, если
он окажется верным для «единиц»; (24) дает для этого условие:

γijk = γjik (i, j, k = 1, 2, . . . , n). (27)

Может возникнуть вопрос: какое понятие следует считать более общим: ли-
нейной алгебры или кольца? Но дело в том, что не всякая линейная алгебра есть
кольцо и не всякое кольцо — линейная алгебра, так что эти два понятия явля-
ются обобщениями понятия тела, ведущими в разные стороны. Можно сказать
только, что всякая ассоциативная алгебра есть частный случай кольца (вообще —
некоммутативного).

Рассмотрим теперь вопрос о возможности деления, т. е. действий, обратных
умножению, в нашей линейной алгебре. Пусть

a =
n∑

κ=1

a
κ
e

κ
, b =

n∑

µ=1

bµeµ

два данных гиперкомплексных числа; посмотрим, разрешимы ли уравнения:

ax = b, ya = b. (28)

Разрешимость первого из уравнений (28) есть возможность левого деления на a,
разрешимость второго уравнения (28) — возможность правого деления на a. Пусть

x =
n∑

λ=1

xλeλ, y =
n∑

λ=1

yλeλ;
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подставляя это в (28), найдем по постулату III и (24):

n∑

µ=1

eµ

( n∑

λ=1

xλ

n∑

κ=1

a
κ
γ

κλµ

)
=

n∑

µ=1

bµeµ,

n∑

µ=1

eµ

( n∑

λ=1

yλ

n∑

κ=1

a
κ
γλκµ

)
=

n∑

µ=1

bµeµ.

Отсюда же по постулату I:

n∑

λ=1

xλ

n∑

κ=1

a
κ
γ

κλµ = bµ (µ = 1, 2, . . . , n), (29)

n∑

λ=1

yλ

n∑

κ=1

a
κ
γλκµ = bµ (µ = 1, 2, . . . , n). (29)

Формула (29) выражает систему n линейных уравнений (в P) с n неизвестными
x1, x2, . . . , xn; (29а) подобная же система с неизвестными y1, y2, . . . , yn. При b 6= 0
система (29) имеет одну и только одну систему решений x1, x2, . . . , xn, если только
детерминант

∆(x) =

∣∣∣∣
n∑

κ=1

a
κ
γ

κλµ

∣∣∣∣ (λ, µ = 1, 2, . . . , n) (30)

не равен нулю; точно так же система (29а) имеет одну и только одну систему
решений, если детерминант

∆′(x) =

∣∣∣∣
n∑

κ=1

a
κ
γλκµ

∣∣∣∣ (λ, µ = 1, 2, . . . , n) (30)

отличен от нуля.
Если же ∆(x) = 0, то (§ 41) уравнение ax = 0 имеет решение x 6= 0; если при

этом a 6= 0, то a — левый нулевой делитель.
Точно так же при ∆′(x) = 0, a есть правый нулевой делитель.
Может случиться, что данная линейная алгебра имеет главную единицу, т. е.

такое число ε = ε1e1 + ε2e2 + . . . + εnen, что для всякого числа x из этой алгебры

xε = εx = x. (31)

Заметим, что, главная единица, если она существует, — единственная в данной
алгебре: если ε и ε′ две главных единицы, то непосредственно получаем εε′ = εи
εε′ = ε′; т. е. ε = ε′.

Формула (31) дает при x = ei:

eiε = εei = ei,

а это дает:

n∑

ν=1

ε
κ
γ

κλµ =
n∑

κ=1

ε
κ
γλκµ = eλµ, где eλµ =

{
1 при λ = µ,

0 при λ 6= µ.
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Отсюда
∆(ε) = ∆′(ε) = 1,

т. е. ни ∆(x), ни ∆′(x) не равны нулю тождественно (относительно x1, x2, . . . , xn).
Докажем, что в линейной ассоциативной алгебре (т. е. в такой, где для умно-

жения верен ассоциативный закон) условие, что ∆(x) и ∆′(x) не равны тожде-
ственно нулю, достаточно для наличия в этой алгебре главной единицы.

Действительно, ведь ∆(x) и ∆′(x) — ц. р. функции от x1, x2, . . . , xn в P; по
лемме § 214 можно дать для x1, x2, . . . , xn такие ц. р. (а, следовательно, принадле-
жащие к области P) значения u1, u2, . . . , un, при которых оба детерминанта ∆(u)
и ∆′(u), где u = u1e1 + u2e2 + . . . + unen, будут отличны от нуля. В таком случае
уравнения uε = u и zu = x, где x — любое гиперкомплексное число из нашей
алгебры, — всегда имеют решения ε и z. Теперь имеем (применяя ассоциативный
закон):

xε = (zu)ε = z(uε) = zu = x, u(εx) = (uε)x = ux;

но если ux = v, то x — единственное решение этого уравнения; следовательно, из
u(εx) = ux заключаем: εx = x, т. е.

xε = εx = x

для всякого числа x нашей алгебры, т. е. ε — главная единица.
В такой алгебре для всякого числа x при ∆(x) 6= 0 существует единственное

обратное число x−1 — такое, что

xx−1 = ε,

но тогда
x(x−1x − ε) = εx − xε = 0,

и, следовательно, так как ∆(x) 6= 0, т. е. x не является левым нулевым делителем,
то

x−1x − ε = 0, x−1x = ε.

Обратно, если x′x = ε, то, умножая обе части этого равенства справа на x−1,
найдем:

(x′x)x−1 = εx−1 или x′(xx−1) = εx−1, x′ = x−1.

Таким образом это обратное число x−1 одновременно и правое, и левое, и притом
— единственное; а это влечет за собою, что ∆′(x) 6= 0.

Итак, в линейной ассоциативной алгебре для данного числа x оба детерми-
нанта ∆(x) и ∆′(x) или одновременно равны нулю, или одновременно отличны
от нуля.

Для данной алгебры основные единицы e1, e2, . . . , en определены не однознач-
но; возьмем n чисел:

Ei =
n∑

j=1

cijej (i = 1, 2, . . . , n), (32)
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где cij — числа из области P, причем детерминант |cij| 6= 0. Тогда уравнения (32)
однозначно разрешимы относительно e1, e2, . . . , en:

ei =
n∑

j=1

dijEj (i = 1, 2, . . . , n), (32)

и детерминант |dij| 6= 0.
Из (32) и (32а) видно, что всякая линейная в теле P функция от e1, e2, . . . , en

выражается линейно (в теле P) через E1, E2, . . . , En, и обратно, т. е. вместо e1, e2,
. . . , en можно взять за основные единицы E1, E2, . . . , En. В частности найдем

EiEj =
n∑

k=1

ΓijkEk, где Γijk =
n∑

κ,λ,µ=1

ciκcjλγκλµdµk.

Получаемая, таким образом, линейная алгебра с основными единицами E1, E2, . . .,
En называется эквивалентной предыдущей.

§ 245. Матричные алгебры. Теория матриц является источником линейных
ассоциативных алгебр. Пусть, например,

E1, E2, . . . , En

матрицы m-го порядка с элементами из данного тела P, подобранные так, что все
произведения EαEβ выражаются линейно через

E1, E2, . . . , En

в теле P:

EαEβ =
n∑

λ=1

γαβλEλ,

где γαβλ — числа из тела P; тогда все матрицы вида
n∑

λ=1

aλEλ„ где aλ — числа из

P, составляют линейную ассоциативную алгебру.

Пример. Возьмем две такие матрицы 2-го порядка: E =

(
1 0
0 1

)
и I =

(
0 −1
1 0

)
.

Имеем: I2 = −E, E2 = E, EI = IE = I. Следовательно, матрицы вида

A = aE + bI =

(
a −b
b a

)

при любых действительных числах a, b составляют линейную ассоциативную ал-
гебру. В данном случае γ111 = γ122 = γ212 = 1, γ112 = γ121 = γ211 = γ222 = 0; отсюда
легко найдем:

∆(A) = ∆′(A) = |A| =

∣∣∣∣
a −b
b a

∣∣∣∣ = a2 + b2.

Это обращается в нуль только при a = b = 0. Таким образом рассматриваемая
алгебра совсем не имеет нулевых делителей. Далее, как легко проверить:

(aE + bI)(cE + dI) = (ac − bd)E + (bc + ad)I.
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Эта формула показывает, что для произведения рассматриваемых матриц верен
и коммутативный закон. Легко видеть, что рассматриваемая алгебра изоморфна
алгебре обычных комплексных чисел.

Возвращаясь к общим исследованиям, заметим, что совокупность всех матриц
данного m-то порядка в любом данном теле P составляет линейную (конечно,
ассоциативную) алгебру с m2 основными единицами. Действительно, обозначим
через Eαβ матрицу m-го порядка, у которой элемент, стоящий на пересечении α-
й строки и β-го столбца, равен единице, а остальные элементы все равны нулю.
Тогда для любой матрицы m-го порядка (с элементами из P) имеем:




a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amm


 =

n∑

α,β=1

aαβEαβ.

Это можно рассматривать как гиперкомплексное число с основными единицами
Eαβ.

Существует такая теорема: всякая линейная ассоциативная алгебра в теле P

может быть представлена как алгебра матриц в том же теле P 119.

§ 246. Кватернионы. Система действительных кватернионов, введенная Га-
мильтоном (W. R. Hamilton) в 1843 г., является первой по времени системой гипер-
комплексных чисел. Кватернионы — гиперкомплексные числа с четырьмя основ-
ными единицами, обозначаемыми обычно через 1, i, j, k, со следующей таблицей
умножения:

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

Таким образом общий вид кватерниона: p = d + ai + bj + ck, где вещественны a, b,
c, d. Можно вычислить, что здесь

∆(p) = ∆′(p) = (a2 + b2 + c2 + d2)2,

откуда видно, что ∆(p) = ∆′(p) = 0 только при a = b = c = d = 0, т. е. при p = 0.
Таким образом и в системе действительных кватернионов нет нулевых делителей.
Имеем, далее:

(d + ai + bj + ck)(w + xi + yj + zk) = (dw − ax − by − cz)+

+(aw + dx + bz − cy)i + (bw + dy + cx − az)j+

+(cw + dz + ay − bx)k.

Отсюда видно, что для умножения кватернионов неверен коммутативный закон;
но ассоциативный закон верен, как легко проверить на произведениях единиц.

119Доказательство этой теоремы читатель может найти в книге Dickson’а: «Algebren und ihre
Zahlentheorie» (Zürich u. Leipzig 1927), стр. 33.
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Величина T =
√

a2 + b2 + c2 + d2 (где берется положительное значение кор-
ня) играет большую роль в теории кватернионов; она называется «абсолютной
величиной» или «тензором» кватерниона.

Кватернион p = d − ai − bj − ck называется сопряженным с p; можно легко
проверить, что pp = pp = T 2 = a2 + b2 + c2 + d2. Отсюда

p−1 =
1

p
=

p

T 2
, pp−1 = p−1p = 1.

Теперь мы имеем возможность решить уравнения:

px = q и yp = q

при данных кватернионах p и q (причем p 6= 0) и искомом x. Найдем:

x = p−1q =
pq

T 2
, y = qp−1 =

qp

T 2
.

В кватернионе p = d + ai + bj + ck часть d называется скалярной частью, a
ai + bj + ck — векторной частью; именно, мы можем рассматривать a, b, c как
составляющие вектора в трехмерном пространстве. Возьмем произведение двух
кватернионов со скалярными частями, равными нулю:

(ai + bj + ck)(xi + yi + zk) = −(ax + by + cz) + (bz − cy)i+

+(cx − az)j + (ay − bx)k.

Взятая с обратным знаком скалярная часть произведения ax + by + cz есть не что
иное, как так называемое «скалярное произведение» векторов (a, b, c) и (x, y, z);
коэфициенты же bz − cy, cx − az, ay − bx суть составляющие так называемого
«векторного произведения» тех же векторов.

Есть еще одна геометрическая интерпретация кватернионов, как векторов в
четырехмерном пространстве.

Как всякая ассоциативная линейная алгебра, и алгебра действительных ква-
тернионов может быть интерпретирована, как алгебра матриц. Эту интерпрета-
цию мы получим, положив:

E =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 , I =




0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 , J =




0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0


 ,

K =




0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0




Алгебра матриц вида dE + aI + bJ + cK изоморфна алгебре кватернионов d+ ai+
bj + ck.

Можно представить алгебру кватернионов и как алгебру матриц 2-го порядка,
но только с комплексными элементами; для этого следует взять:

E =

(
1 0
0 1

)
, I =

(
0 1
−1 0

)
, J =

(
−i 0
0 i

)
, K =

(
0 i
i 0

)
,

463



где i =
√
−1.

Предлагается читателю построить.таблицу умножения матриц E, I, J , K (в
обоих случаях) и выяснить, что эта таблица — та же самая, что и приведенная
выше таблица умножения для «единиц» 1, i, j, k.
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J. Сarnоу, Cours d’algèbre supérieure, Louvin – Paris 1892.
L. E. Dickson, Linear Algebras, Cambridge 1914; есть русский перевод: Л. Е. Дик-

сон, Линейные алгебры, Харьков ОНТВУ, 1935. [К главе XIV.]
L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Zurich u. Lpz. 1927. [К главе XIV.]
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