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Sur les fonctions représentables analytiquement,. 

PAIL M. H. LEBESGUE. 

J. - Introduotion. 

Bien que, depuis Dirichlet et Riemann , on s'accorde iénéralement 
à dire qu'il y a fonction quand il y a  correspondance entre un nombre y 
et des nombres XI' X:l' • • •  , Xn, sans se préocçuper du procédé qui sert 
à établir cette correspondance, beaucoup de mathématiciens semblent 
ne considérer comme de vraies fonctions que celles qui sont établies 
par des correspondances analytiques. On peut penser qu'on introduit 
peut-être ainsi une restriction assez arbi traire; cependant il est certain 
que cela ne restreint pas pratiquement le champ des applications ,  
parce que ,  seules, les fonctions représentables analytiquement sont 
effectivement employées jusqu'à présent . 

Dans certaines théories générales , dans la théorie de l'intégration 
au sens de Riemann, par exemple, on ne se préoccupe pas de savoir 
si les fonctions que l'on considère sont ou non représentables analyti
quement. Mais cela ne veut pas dire qu'elles ne le sont pas toutes C) 
et, dans tous les cas,. quand on applique efl'ectivement ces théories, 
c'est toujours sur des fonctions représentables analytiquement qu'on 
opère. 

(1) On verra cependant, à la fin du paragl'aphe VIII, que rin tégrat ion au sens 
de Riemann  s'applique à des fonctions non représentables analytiquement. 
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On peut dire plus: quand on emploie les expressions analytiques 
que �1. Haire a considérées dans sa Thèse [Sur les fonctions de va· 
riables reelles (Annali di Matclnatica, 19oo )], on reconnatt faci
lement que toutes les fonctions qui ont été citées jusqu'ici, qu'elles se 
soient présentées naturelleluent ou qu'elles aient été construites de 
toutes pièces pour fournir des exemples de singularités, sont toutes 
représentables analytiquement. Ce résultat, surprenant au premier 
abord, étonnera moins si l'on se rappelle que la fonction X. (x), si sou
vent ci tée COlnme exemple de singularités, égale à un pour x ration
nel, à zéro pour .l' irrationnel, admet la représentation analytique 
suivante: 

Ainsi il n'est pas é,'ident qu'il existe des fonctions non représen
tahles analytiquement; il y a donc lieu de rechercher s'il existe de 
telles fonctio�s et, s�il en existe, il J a lieu de rechercher des propriétés 
communes à toutes les fonctions reprc�sentablcs analytiquement. Non 
seulement parce que ces propriétés pel'mettront peut-être de recon
naître si certaines fonctions sont ou non représentables analytiquement, 
Inais surtout parce qu'il fau t pouvoir supposer que toutes les fonction s 
sur lesquelles on raisonne possèden t certaines propriétés particulières, 
appartenant à toutes les fonctions représen tables analytiquelnent sans 
appartenir à toutes les fonctions, pour que cela ail un sens de dire 
qu'on se restreint à la consideration des fonctions représentables ana
lytiquemen t ( t ). 

(1) On vel'ra que, pour qu'une propriété appartienne à toutes les fonctions  
représentables analytiquement, i l  suffit qu'elle appartienne aux polynomes et  
qu 'elle soit  vraie de  l a  somme e t  du prod u it d e  deux. fonctions, et de la limite 
d'une suite de fonctions, dès qu'elle est " l'aie de chacl1n� d'elles, J'ai donné 
(Comptes rendus) 29 anil 1902) et dans ma Thèse [Intégrale, longueur, aire 
(All/laU di Matemalica, 1902)] une telle propriété, d'où j'ai déduit une autre 
propriété de même nature (Comptes rendus) 28 décembre 1903), sur laquelle je 
ne reviendrai pas dans ce l\Iémoire, et que M. Borel avait obtenue de soo côté 
(Comptes rendus) 7 décembre 1 9°3) .  

M. Baire (Comptes 1'endus) J J  décembre 1899) avait �nonc� le  premier une 
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La recherche de conditions nécessaires pour qu'une' fonction soit 

représentable analytiquement d'une manière particulière a éte l'occa
sion de nombreux travaux. Je ne citerai que deux resultats dus à Di
richlet el Weierstrass : 

Toute fonction continue n'ayant qu'un nombre fini de maxima et 
minima est représentable par la série de Fourier ; 

Toute fonction continue est représentable par une série uniformé
ment convergente de polynomes. 

Donc, tandis que l'on aurait pu craindre ne pouvoir exprimer que 
par des relations analytiques compliquées des conditions nécessaires 
pour qu'il y ait une représentation analytique, il suffit que certaines 
conditions très simples rel a tives à la variation soient remplies pour qu'il 
en soit ainsi . C'est encore un fait du Inême genre qu'a mis en évidence 
�1. Baire en faisant  connattre à quelles conditions doit satisfaire une 
fonction pour être la SOUlme d'une série de polynomes (voir plus 
loin , théOl'ème XV). M. Baire a fail connaltre de plus ,  dans sa Thèse, 
une importante classification des fonctions qui permet d'aborder la 
recherche de propriétés caractéristiques des fonctions admettant une 
représentation analytique quelconque (1). 

Dans cette étude j 'ai employé des raisonnements simples qui 
m'avaient déjà permis de retrouver et de compléter certains des résul
tats de M. Baire (2); j'ai surtout précisé une remarque, déjà citée 
en note, faite dans ma Thèse, page 27; cela m'a conduit à étudier la 
nature de l'ensemble des points pour lesquels une fonction 1 satisfait 
à l'i négalité a �f� b. J'ai obtenu des condi tions caractéristiques pour 
que des fonctions soient de chacune des classes que considère M .  Baire 
( théorèmes IV, VII , XVI [) ou pour qu'une fonction admette une repré
sentation analytique (théorème VI). 

propriété appartenant à toutes les fonctions représentables analytiquement. Mais 
on ne sait pas si loules c�s propriétés n'appartiennent pas à toutes les fonctions. 
C'est en modifiant convenablement la première propriété citée que j'ai obtenu 
une pr opriété caractéristique des fonctions représentables analytiquement. 

(t) Outre ce qui se trouve dans sa Thèse, M. Baire a publié deux Notes à c:e 
sujet (Comptes rendus, 4 et JI décembre 1899)' 

( 1) Voir Bulle tin des Sciences mathématiq ues, novembre ,898 et C omples 
rendus, 27 mars ,899. 
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Comme application de cette dernière condition, j'ai distingué dans 
l'ensemble des fonctions déterminées analytiquenlent celles qui le sont 
explicitement (y = expression analytique de Xl' X2, • • •  , Xn) et celles qui 
le sont implicitement (expression analytique de Xt, X:l' • • •  , Xn, y= 0). 
On ne distingue pas ordinairement entre ces deux catégories de 
fonctions, parce que, dans la pratique, le procédé même qui prouve 
l'existence d'une fonction implicite en fournit un développement ; mais 
l'identité de ces deux familles de fonctions n'est pas évidente . Elle ré
sulte du théorèulc VI (théorème XVIII). 

Enfin (§ VIII), j'ai cité des cxen?ples de fonctions de toutes les 
classes et de fonctions échappant à tou t mode de représentation ana
lytique. 

Dans le paragraphe suivant je dounerai quelques définitions indis
pensables e t  la classification de M. Baire . Avant cela je veux dire 
pourquoi l'emploi, fail dans cette classification, des nombres trans
finis ne soulève, il Inon avis, aucune difficul té. 

Si l'on étudie la croissance des fonctions et si , ayant caractérisé la 
croissance de 3/' lJar n, on constate que e,c croit plus vite que XII, on 
pourra éprouver le désir de caractériser cette nouvelle croissance par 
un nouveau symbole, wC). Nul n'y verra d�inconvénieIl ts . Si l 'on dit 
que west un nombre transfini et est plus grand que n, on pourra 
trouver que c'est là un langage bien mal choisi, mauvais pratiquement, 
mais on ne pourra le déclarer mauvais logiquement. l.,'emploi que 
l'on (ait, dans la classification de M. Baire, des nombres transfinis est 
analogue à celui que je viens de rappeler. Les nombres transfinis y 
sont des signes, des symboles de classe permettant de distinguer ces 
diverses classes. 

D'ailleurs, la classification de M. Baire, dont toutes les classes 
existent effectivement comme on le verra au paragraphe VIII, peut, 
comme la théorie de la croissance des fonctions (2 ), ou comme la 
théorie des ensembles dérivés, fournir une base solide pour construire 

(1) Voir BOREL, Leçons SUl' la théorie des Jo Il C tions} Paris, Gauthiel'-Villal's, 
] 898, Note Il. 

(2) Et même plus simplement à cause de l'indétermination des échelles de 
types de croissance. 
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"
la théorie des nombres transfinis . Sans développer tous les raisonne
ments nécessaires, c'est ce point de vue que j'ai adopté ; en d'autres 
te�mes je n'ai jamais emprunté une proposition à la théorie abstraite 
des nombres transfinis, j 'ai toujours indiqué rapidement commen t  l'on 
démontrerait cette propriété pour l'ensemble des symboles de classe . 

Si cet emploi déguisé des nombres transfinis était encore gênant 
pour quelque lecteur, celui-ci devrait remarquer que les nombres 
transfinis n'interviennent jamais dans les raisonnements (.), seule
ment les propriétés ne seraien t démontrées que pour les classes de 
fonctions dont les symboles de classe sont des entiers, puisque le l�c
teur se refuserait à considérer les autres; j'ajoute que ce refus serait, à 
mon avis , tout à fait injustifié, logiquelnent du moins. 

Il. - DébitioDs. 

Interçalle. Domalne. - Je vais m'occuper de fonctions d'un 
nombre quelconque, fini, de variables réelles x., 3:2, • • •  , Xn. Ces 
fonctions seront définies pour certains systèmes de valeurs des va
riables, c'est-à-dire, en adoptant un langage souvent employé, pour 
certains points de l'espace à n dimensions Xo X�H • 0 0' Xn0 Je m'occu
perai surtout des fonctions définies dans tout un intervalle ou un 
domaine. 

Un inter"'alle est l'ensemble des points satisfaisa�t aux conditions 

. . . , 

Une transformation de la forme 

x. = X.(x., X2, • • •  , xn), . . . , 

où les Xi sont des fonctions continues, fait correspondre à tout point 

(1) Les nombres tra nsfinis intervien nent au contraire dans les raisonnements 
de M. Baire; cependant, à mon avis, comme je le dirai plus loin� la méthode de 
M. Baire a certains avantages que ne possède pas celle du texte. 
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ln de l'espace (x" X�" . • .  , .'en) un point M de l'espace (XI' X:l' . . .  � Xn); 
si à tout point M correspond au plus un point m, par définition, cette 
transformation fera correspondre un domaine à un intervalle. 

Un intervalle sera fini  si tous les ai et bi sont finis, les domaines 
correspondant it ces intervalles sont aussi dits finis. Un intervalle est 
dégénéré si, pour certaines valeurs de i, ai est égal il bi; aux intervalles 
dégénérés correspondent les domaines dégénérés. 

Je ne raisonnerai ,  en généra l ,  que sur les domaines finis non dégé
nérés; la plupart des propositions obtenues sont cependant vraies pour 
tous les domaines. Pour s'en assurer, ou pour voir comment on doit 
les modifier, il suffira de remarquer qu'un domaine infini est la réunion 
d'une infinité dénombrable de domaines finis, qu'un domaine dégènéré 
est la partie commune à une infinité de domaines non dégénérés. 

Les 2n points d'un intervalle dont ,  quel que soit i, la coordonnée Xi 
est égale à ai ou bi sont les sommets de l'intervalle . Les points pour 
lesquels l'une au moins des coordonnées Xi a l'une de ses valeurs li
mites ai ou bi constituent la f,.ontière de l'intervalle . A ln frontière 
d'un intervalle correspond la fron tière d'un domaine . Quand un point 
appartient à un domaine je dirai qu'il est contenu dans ce donzaine; 
si, de plus, il ne fait pas partie de la frontière du domaine, je dirai 
qu'il est contenu à l'intérieur du dOlnaine C). 

Dans la suite, je supposerai toujours qu'un domaine D non dégénéré 
a été choisi et je ne m'occuperai que des points de ce domaine . C�est 
ainsi que, lorsque je dirai qu 'une fonction .f est partou t définie, cela 
voudra dire qu'elle est définie pour tous les points de D,  mais .r ne 
sera pas nécessairement partout définie dans fespace. Lorsque je dirai 

(1) J'adopte les déiinitions du texte pour éviter les difficultés qu'on rencontre 
dans la démonstration des prop.'iétês des domaines quand on définit ceux-ci par 
la considération des variétés fermées à Il - 1 dimensions . 

Pour que les définitions du t�xte soient acceptables , il faut démontrer que la 
frontière d'un domaine ne dépend pas de la manière dont on l'a déduite d'un 
intervalle; on y arrivera en prouvant que la définition du texte rent.'e comme cas 
particulier dans la définition classique: un point M est point frontière d'un en
semble E si tout intervalle contenant M à son intérieur contient à la fois des 
points de E et des points n'appartenant pas à E; la frontière de E est l'ensemble 
de ses points frontières (JOIlDAN, Gours d'Anal)'se, 1. 1). 
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qu'une expression P. représente une fonction .f cela voudra dire que, 
pour les points de D où e a un sens , .f est définie et égale à e; que, 
pour les points de D où e n'a pas de sens, 1 n'est pas définie; mais il 
se pourrait que, en certains points n'appartenant pas à D, e ait un sens 
sans que f soit définie ou inversement, ou encore que e ait une valeur 
différente de .f (t). Quant au domaine D ce sera un domaine quel
conque fini ou infini, ce pourra être tout l'espact'. 

Expression analytique. Fonctions représentahlt·s ou exprimable.� 
analytiquement. Fonctions définies ou données analytiquement. -
Je dirai qu'ulle fonction est représentable ou exp,.imable analyti
quelnellt lorsqu'on peut la construil'e en effectuant , suivant une loi 
donnée, certaines opérations; cette loi de construction constitue une 
().Lpressioll analytique. Il faut (�videmment préciser les opérations que 
l'on adnlet; si ron veut que les fonctions Xo X:H • • •  , XII' respective
ment égales aux variables, rentrent dans l'enseulhle des fonctions 
repr'�sentables analytiquement, ensemble que je désigne avec M. Baire 
par E; si l'on veut que la somme et le produit de deux fonctions 
de E appartiennent à E; si l'on veut que la somme d'une série con
vergente de fonctions de E soit une fonction de E, il fau t que toute 
fonction que l'on peul cO/l,stru;,.� Cil effectuant suivant une loi deter
nlÎnée lUI Il ombre Jilli ou dénombrable d'additions, de multiplica-
1 ions, de passages à la lùnite, à partir des variables et de constantes, 
rentre dans l'ense.mble d(,.ç fonctioTl,s exprinlables analytique/nent. 

C'est aux fonctions ainsi définies que je réserverai le nom de fonc
tions représentables analytiquement, mais, pour que les lois de 
construction considérées puissent conduire à des fonctions non par
tout définies, je n'exclurai pas celles de ces lois qui conduiraient à 

(1) La convention fait.e ici est celle qui esl adoptée le p lus généralement; on 
peut même di.'e que c'est cel le qui est toujoul's adopt�e pour les fonctions dt!finies 
en tous les points de D. POUl' les fonctions f définies !'eu lement en cel'tai ns points 

_ de D on fai t  parfois la convention qu'une expl'ession e l'eprésente f p()urvu que� eu 
t()US les points de D où f est défin ie, e ait u n  sens et soit égale à fi on ne se pl'éoc
cupe pas de la valeur de e aux points de D où f n'est pas définie. Il importe de 
ne pas confondre celte convention avec celle du texte. 

Journ. de Math. (6- série), tome 1. - Fasc. II. [g05. 19 
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prendl'c la Iinlite d'une suite 

qui ne serait pas conYergente pour tous les points où tous les Ui ont un 
sens. Dien entcnùu la liluite des Ui n'existe que si la suite est conver
gente, tnais cette suite Il 'est pas supposee convergente partout ou les Ui 
existent tous. 

Les expressions analytiques considi'rôes of(linaireJuent contiennent 
d'autres signes que ceux qui ont ete employés; on y rcncontre par 
exemple les signes -, :, ''V-, sin, log, ctc. Il est facile de voir qu'en 
adjoignant les opérations correspondantes à celles qui ont été em
plo)rées, on n '61argit pas rcnsemble des fonctions l'epresentables analy
tiquenlent. Par exelnple, 011 peut remplacer Il - V par U + v.( - 1); 
il � 

l '  1 l' , . d 1 ;; peut etre remp ace par u X � et on peut nommer une serie e po y-

f ' 1 • 

nomes en "convergente, sau pour ç = 0, et representant -; par sUite 
v 

la di vision cst remplacée par des additions, des multiplications et un 
passage à la limite. Une démonstration analogue peut être faite pOUl' 
chacun des autres signes, car ce sont tous des synlboles représentant 
des fonctions définies dans certains domaines et continues dans les 
domaines où elles :-;Ol1t déJinies; de teHes fOllctions p�llvent toujours 
être représentées pal' des séries de polynomes (t ) . 

On emploie aussi quelquefois des sym baIes d'intégration et de déri
vation; l'intégration et la dél'ivation ne font pas correspondre un 
nOlnbre il un ensem bIc fini de 1l0mLr(�s donnés, niais une fonction à 
une fonction donnee; il est donc nécessaire de les étudiel' à part et il 
serait nécessaire de mêlne d'étudier toutes les autres opi'rations fonc
tionnelles que l'on conviendrait d'em)lloyer. ,'e ne ferai pas cette étude: 
je mtl con tenterai d'affirmel' que, nlt�me si l'on ùonne il l'intégrale 
le sens que j'ai adopté dans ma Thi'sc, l'intégration d'une fonction 
représentable analytiquelllClll ùonne une fonction de Blême llBture et 
(Juc la d("l'ivation, 111ême si on l'applique il une fonction non partout 

-- ---- -- ---- ------- -----

(1) SOtH'ent même elles sont définies par de telles st!l'ies, mais il arrive parfoi!\ 
Clue les sé.'ies de définition ne les l'eprésenlent que daus cel'tains domaines. 
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dél=ivable et non partout continue, Blême si on la remplace par la deri
vation supérieure ou inférieure, à droite ou à gauche, de Dini, conduit 
il une fonction exprimable analytiquement si elle est appli(Iuée à une 
fonction de même nature. D'ailleurs, dans les expressions analytiques 
ordinairement employées, l'int('gration ct la dérivation conduisent à 
des fonctions continues et alors toute démonstration est inutilc (t). 

Une loi dc cOI)struction constituera une expression analytique si elle 
n'emploie qu'un nombre fini ou dénombrable d'opérations définies pal' 
<.les syulboles de fonctions eXVl'ilnables analytiquement et un nOlnbre 
fini ou dénombrable de passages à la limite; ces opérations deva nt 
être effectuécs à partir de constantes et de fonctions exprimables ana
lytiquement données. Il est évident, d'apri·s la définition même, qu'une 
expression analytique peut toujours être remplacée par une exprcssion 
equivalente et n'employant que des additions, des multiplications et 
des passages il la limite effectués à partir des variables et de cons
tantes. 

Vile jonction YI (.cl' X2, • • • , x,, ) sera dite détef'lninée, donnee ou 
définie analytiquement, si elle est dcfiuic en mème temps qu'un 
nombre fini (:l) de fonctions Y:n . . . , YP' COlnme l'une des sol utions 
d'un système dc p équations obtenues en égalant à zero des fonctions 
exprimables umtlyti(lucJnent de .J.'., ;l�2' • • •  , ;Cn; y Il Y:n . . . , Yr 

C lassificatioll des jOllctioll.�. - :\I. Uaire considère les expI'cssions 
analytiques dans lesquelles les signes + et X ne sont appliqués qu'à 
des constantes et aux variables. Ces expressions représentent donc les 

(1) On pOUl'rait croire que toute démonstration est toujours inuti le pour  

l'in tégration ; il n'en est rien. Le s y m bole [ f(.r, y) d.T don De bien, quand il 

li. un sellS pou r  a: = X, une fonction continue en x entre 0 et X, mais nous ne 
!lavons pas pour quel ensemble de valeul's (.c, y) il a un sens, ni comment varie 
sa valeur quand y \'at'ie. 

Les affi rmatio n s  du texte se légitiment facilement si l'un emploie les propriétés 
des ensembles et des fonctions meslll'ables B qui son t démolltl'ées plus loin. 

(1) On poul'rait, comme je le dirai plus loi Il, supposer que les y formen t une 
infinit� d�lIumbl'aLle. 
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fonctions qui se déduisent des polynomes par des passages répétés à 
la limite (t). 

�1. Baire appelle fonctions de classe .:éro les fonctions partout 
définies qui sont continues par rapport à l'ensemble des variables . Les 
fonctions partout définies, discontinues, qui sont limites de fonctions 
continues , ou, ce qui revient au nlême, qui sont limites de polynomes, 
constituent la classe 1. , 

Les fonctions partout définies , qui ne sont pas de classe l, et qui 
sont limites de fonctions des classes 0 et J, forment la classe 2. 

D'une manière générale, un ensem ble �: de classes a)'ant été défini, 

la  première classe de fonctions venant après cet ensemble de classes 
sera formée des fonctions partout ùéfinies qui n'appartiennent pas il cet 
ensemble de classes et qui son

'
t limites de fonctions de cet ensemble de 

classes s'j} existe de telles fonctions. POUl' distinguer cette classe des 
precédentes nous creerons un signe 1% que nous appellerons un sy,nbole 
de classe. La classe définie sera dite la classe 1%. Le �ynlbole a. sera dit 
plus grand que les syulboles des classes qui font pH rtie de [, je dirai 
aussi que les classes constituant C sont anfrrieur('s ou ;"fdrieures à la 
classe 1% ou encore que les fonctions des classes de 0 sont des classes 
inférieures à 1%, etc. (:1). 

Pour noter les premières classes nous emploierons, comme sym
boles de classes, les nombres entiel's successifs; puis, s'il existe effecti
vement une classe venant après l'ensemble des classes à symboles 
entiers, nous cI'éerons un symbole representant cette classe. Le sJrrl
hole ordinairenlent adopté est w. Si, après la classe w, existe une 
classe nouvelle, nous la nommerons à l'aide d'un nouveau symbole. 
La manière d'écrire ces symboles n'est pas donnée, elle importe peu 

(t) Les passages à la limite que M. Baire considère, ainsi que ceux qui ont 
été employés précédemment , ne  sont pas nécessairement appl i qués à des suites 
convergeant uniformément . En d'autres termes� dire que II est la limite de la 
suite ul, lIl' . . • , c'est dire que u est la som me de la série convergente 
Ul + ( u, - Ut) + ( Ua - Ut) + . . .  j ce !l'est pas dire que cette sél'ie est unifor
mément convergente. 

(1) Il faudrait démontl'er que l'emploi, à la manière ordinaire, des mots plus 
grand et plus petit, inférieur et .�upérieur, antérieur et postérieur, etc. , ne 
conduira jamais à une contradiction j cela est à peu près évident. 
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pour la suite. Il nous sera toutefois commode de convenir que, si (X est 
un symbole de classe, par la classe (X + 1 nous désignerons celle qui 
suit  immédiatement l'ensemble c fornlé de la classe (X et des classes 
inférieures. D'ailleurs, si � est le symbole de la classe que nous venons 
de désigner par (X + r, � - 1 devra être considéré comme équivalent 
il � .  

Il faut remarquer que, si œ est un symbole de classe, (X + 1 s'ap
plique toujours à une classe déterminée ( ' ) ,  mais il se peut que IX - 1 
ne s'applique à aucune classe déterminée; c'est le cas de IX = w, pal' 
exemple . Lorsque (X - J s'appliquera à une classe déterminée, (X sera 
dit de première espèce, sinon il sera dit de seconde espèce. 

La différence entre les deux espèces de classes est assez grande ; 
nous la rencontrerons constanunent dans la suite. La conséquence la 
plus importante de l'existence de ces deux espèces de classes est qu'il 
ne suffit pas du raisonnement par récurrence ordinaire pour démon
trer une proposition pour toutes les classes. Nous admettrons qu'une 
proposition est démontrée pour toutes les classes, si elle est vérifiée 
pour la classe 0, et s'il est prouvé qu'elle est vraie de la classe (X dès 
qu'elle est vraie rie toutes les classes inférieures à (x. Cela ne veut pas 
dire qu'il suffit de la vérifier pour (X = 0 et de démontrer que son 
exactitude pour (X = � entrai ne son exactitude pour (X = � + 1. Il faut, 
de plus, prouver que, si (X est de seconde espèce, la propriéte est vraie 
pour (X dès qu'elle est vraie de tous les symboles inférieurs à (X: Il 
arrive très souvent, cependant, quand on donne à un raisonnement la 
dernière forme indiquée, que l'on néglige de donner explicitement la 
démonstration relative au cas où œ est de seconde espèce parce que ce 
raisonnement est souvent très simple et qu'on le sous-entend (:l). 

(1) L'ex.istence effective de toutes les classes logiquement conçues est admise 
ici, comme dans toute la suite. La démonstration de cette existence pourrait être 
donnée immédiatement, j'ai pu la présenter sous une forme plus simple ert la 
rejetant à la fin de ce Mémoire, au paragraphe VIII. On verra, dans un instant, 
quelle est la limitation logique de l'ensemble des classes. 

(') Il n'est peut-être pas inutile de remarquer que, tandis que le raisonnement 
par récurrence ordinaire, applicable à l'ensemble des nombres entiers, fournit 
un procédé régulier permettant de vérifier la proposition pour un e ntier quel
conque dooné à l'aide d'un nombre fini de syllogismes, le raisonnement par ré-
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Au point de vue de la representation des fonctions, la diffcrence 
entre les deux espèces de classes se manifeste de la Inaniere suivante: 
Soit! une fonction de classe tX limite des fonctions ft, f'J' . . •  des 
classes tX., tX:Z' • • • inférieures à <X. Si � est de première espèce ceux 
des a.i qui ne sont pas égaux à (t - 1 sont en nOJubre Hni; d{' sorte que, 
en supprimant les fonctions correspondantes, ! est definie comme 
limite de fonctions de classe (t - T. Si <X est de seconde espèce, nous 
ne pouvons plus supposer que toutes les .fi sont de même classe, mais 
nous pouvons supposer qu'ellcs sont de classes croissant.es; car si fOll 
supprime tous les fp+., !P+'J" . . .  qui nc sont pas de classes supérieUl'es 
à �/H et cela quel que soit p, il restera certaincmell t des fonctions ct 
elles formeront une suite d(�finissant f COlOllle limite. D'ilillcul's a. est 
le premier symbole surpassant tous les �p conservés; donc tout syllt
bole Œ peul être délerlniné COlllllte le plus petit de ceu.c qui .yuipent 
une suite croissante, finù� ou dénolllbrable, de sy,nbole.y de classe. 
Aux suites finies correspondent les symboles de première espèc�, aux 
suites infinies correspondent ceux de seconde espèce. 

La définition des sYlllboles entraine une consequence importante: 
Les sY/ltboles inférieurs à � sont eu IIo1nbl'f! fini ou deltombrable. 
Conservons les notations précédentes; si l'on a � < <X, � est égal ou 
inferieur à l'un des <Xi; par suite, si la propriété est vraie des �i, elle 
est vraie de oc. Les passages à la lilnite appliqués à des suites dénolll
brables ne permettent donc pas de passer de classcs dont les symboles 
jouissent de la propriété indiquée à des classes dont les sYlnboles ne 
possèdent plus cette propriété . lluisque toutes les classes sont formées 
par des passages li la limite à par tir de suites de fonctions de classe 0, 
tous les symboles jouissent bien de la propriété indiquée. Cela ne veut 
pas dil'e que l'ensemble des classes soit dénombrable, tout au con
traire, la définition générale des classes nous permet de concevoir une 
classe venant après une infinité dénombrable quelconque de classes. 
L'ememble e des classes, conçu logiquclIU!/tI, jouit dolte, entre 
autres propriétés, des suipantes : 

10 Il n'est pas déuo/ltbrable; 

cUl'rence applicabJe à J'ensemble des symboles de classe ne fournit rien d'ana
lugue. 
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2° Apant une classe quelconque, il n'exùlle qu'un nombre fini ou 

dénombrable d'autres classes; 
3° Après tout ensem,ble dénombrable de classes, a existe une 

nou.pelle classe. 
Les fonctions des différentes classes de e existent réellement, on le 

verra au paragraphe VIII; pour le moment les différentes classes de t? • 

ne sont que logiquement conçues comme:' pouvant résulter de la défi
nition générale de� classes. Il faut bien comprendre comment il se fait 
que cette définition ne permet pas de concevoir une classe venant après 
toutes celles de e; c'est parce que, quelle que soit la suite conver
gente 1" /2' ' "  de fonctions de e, sa limite fera partie de e puis
qu'elle sera au plus de la classe de e qui, d'après 3°, suit immédiate-
ment les classes de 1., l'l' .... 

Ainsi, notre définition contient en elle-même un principe logique 
de limitation , qui restera le même,  quel que soit le procédé de clas
sification que l'on emploie , et quel que soit le contenu de la classe 0, 
pourvu qu'une fonction soit définie par une infinité dénombrable de 
fonctions des classes antérieures (t). 

� 1) La class i fication donnée par M.  Baire fournit une occasion d'utiliser les 
symboles imaginés pal' M. Cantor et que l'on appel le nombres transfinis de la 
première classe de nomlH'es transfi nis ou de la deuxième classe numérique . �ou r 
uti l iser de rnême les nombres transfinis de la t roisième classe numérique il fau
drait, d 'après ce qui est dit dans le lexte, employer un procédé de classification 
dans lequel une fonction sel'ait définie par une infinité non dénombrable de fonc
tions des classes antérieures. On peut citel' de tels procédés. 

J'appelle avec M. BOI'el (Leçons Sill' la théorie des lonction.�, p. 122) suite 
transfinie une suite de nombl'es ayant pour indices les symboles de e. On 
imagine facilement ce qu'on e.otendra pal' la limite d'une telle suite: Ceci posé , 
partons des fonctions étudiées par M. Baire comme classe ini tiale, et convenons 
que chaque classe nouvelle sera formée des fonctions limites des suites transfinies 
de fonc tions des classes antérieures. Une telle classification fournirait peut· être 
roccasion d'lIlilisel' les nombres tl'an�finis de la deuxième classe de nombres 
transfinis . 

Il est à remarquer que Ja première des classes ainsi définie ,  celle qui vient 
après l'ensemble des fonctions exprimables analytiquement, existe certainement. 
On venait ,  en en'et, facilemeut que les fonctions définies au paragraphe VIII et 
qui échappent à toute représentation analytique font partie de cette classe. Mais 
il faut remBl'quer aussi que cette classe existerait seule , ce qui enlèverait tout 
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Jusqu'ici , nous ne nous sommes occupés que des fonctions partout 
définies ; il n'y a evidemment aucune difficulté à appliquer la classifi
cation de M. Baire à toutes les fonctions. Cependant, pour simplifier, 
je, ne m'occuperai dans la suite , sauf avis contraire, que de la classiH
cation des fonctions partout diafinies . Certains des théorèmes que l'on 
obtiendra, relatifs aux fonctions d'une classe déterminée, devraient être 
légèrement modifiés pour s'appliquer aux fonctions non partout défi
nies (t ) .  

M. Baire désigne par E l'ensemble des fonctions auxquelles s'ap
plique sa classification ; cet ensemble de fonctions ne diffère pas de 
celui que j'ai appelé plus haut E, c'est-à-dire de l'ensemble des fonc
tions représentables analytiquement, Cela se démontre facilement pour 
les fonctions partout définies. Raisonnons sur ces fonctions ; les fonc
tions représentables analytiquement sont formées à l'aide d'additions, 
de multiplications et de passages à la limite à partir de fonctions de 
M. Baire. Il suffit donc de démontrer que la limite d'une suite conver
gente de fonctions de l'ensemble E de M. Baire est une fonction du 
même ensemble ,  ce qui est évident par définition même de E, et de 
démontrer que la somme et le produit de deux fonctions de E sont aussi 
une fonction de E. Or, soient f et g deux fonctions de l'ensemble E 
de M. Baire ; on peut trouver un symbole de classe Œ tel que f et g 
soient au plus de classe Œ. Alors 1 et g sont respectivement limites des 
fonctions Ip et gp de classes inférieures à Œ; puisque 1 + g et.fg sont 
respectivement limites de Ip + gp et fpgp, il sera démontré que le 
produit et la somme de deux fonctions de classe � au plus sont 
des fonctions de classe � au plus pour � = Œ, si cela est démontre 
pour � <,Œ, 

intérêt à la classification , si , comme on l'a prétendu quelquefois, l'ensemble e 
avait la puissance du continu, 

(t) Pour la simplicité des énoncés il serait d'ailleurs bon de faire rentrer dans 
la classe 0, non seulement les fonctions continues partout définies, mais encore 
les fonctions definies seulement pour  les points d'un ensemble fermé et continues 
sur cet ensemble. La classe 0 contiendrait  donc , si le domaine D est fini, les 
séries de polynomes uniformément convergentes dans l'ensemble des points de 
convel'gence. 



SUR LBS fONCTIONS RBPRÉSENTABLBS ANALYTIQUBMENT. . 153 
Nous pouvons appliquer le raisonnement par récurrence généralisé, 

puisque la propriéte considérée est vraie pour � = o. Donc, le produit 
et la somme de deux fonctions rell trant dans la classification de 
M. Baire sont une (onction de même nature. Il y a bien identité, pour 
les fonctions partout définies, entre les fonctions représentables ana
lytiquement et celles auxquelles s'appliquent la classification de 
M. Baire . 

Cela est moins evident pour les fonctions non partout définies, parce 
qu'il se peut que lim(fp+ gp) ou li lnfpgp ait un sens sans que Hm!p 
et limgp en aient un . La propriété est cependant vraie, elle sera dé
montrée incidemment dans la suite ('Voir p. 170). 

III. - Opérations effeotuées sur des f onotions de 01&888 (X. 

Pardcs raisonnements analogues à ceux du paragraphe précédent, on 
démontrerait que 1 + �, f - �, f�, ''\if, cosJ, . . . , sont de classe Œ 
au plus, si f et � sont de classe Œ au plus . Tous ces resultats se dé
duisent d'ailleurs du théorème suivant : 

1. Si la fonction � ( tt , t:l' • • •  , tp) est de classe 0, et si ln /2' . . . , 
fp sont de cla.�se (% au plus, � = �.(f. ,f2' . . .  , Jp) est de classe Œ au 

plus C). 

Conformément a nos conventions 1., /2' . . . , Ip sont partout défi
nies dans un certain domaine D ;  quant à � nous admettons qu'elle est 
définie dans tout un certain domaine � de l'espace (tl' t2, • • .  , t,,) con
tenant l'ensemble des points (ft, lu . . . , /p). Il est alors évidemment 
possible de prolonger f en dehors de A tout en respectant la continuité, 
de sorte que l'on pourra raisonner conime si f était partout définie. 

Ceci posé, supposons ft, lu . . .  , 1" de classe � et supposons-les res
pectivement limites des fonctions I�, f�, . . . , f; des classes inférieures 

(t) On pourrait remplace.' dans cet énoncé classe ot au plus par classe infé
rieure à ot. 

En considérant le cas où If serait de classe �, on serait conduit à la définition 
de la somme des symboles de classe. 

Jourll. de Math. (6· série), tome 1. - Fa&c. IJ, 1905. 20 
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à �. En vertu de la continuité de f, €Il est évidemment la limite, pour 
r infini, de �r = � (/�, .f�', . . ,.f;). Si nous admettons que le théorènle 
est vrai pour (X <�, �r est de classe inférieure à �, donc .., est de 
classe � au plus, le théorème est vrai pour � = �. D'ailleurs, il est '�vi
dent pour tX = 0, donc il est vrai pour toutes les classes. 

Pour les applications il peut être nécessaire de faire sur 9 d'autres 
hypothèses; par exemple, il peut être nécessaire d'étudier le cas 

de 9 = �, pour démontrer que le quotient de deux fonctions 1. et 12 

de classe tX au plus est de classe tX au plus quand on suppose que la 
fonction diviseur ne s'annule jamais. C'est à ce cas particulier que je 
vais me horner. 

Je suppose donc que t( 1" t'J) est définie et continue partout, sauf 
pour f'J = o. J'appelle 9p ]a fonction continue de (t., (2) égale à li 
pour Il'JJ� � et variant linéairement par rapport à t'J' quand /2 varie 

de - !. à + .!.. Alors, 12 étant différente de =éro par hypothèse, pour 
p p 

que €Il = ff(f., f'J) ait un sens, .., est la limite, pour r infini, des fonc
tions partout définies, 'fr = rr(f�', f�,); j;' et .f�' ayant les nlêmes sig'ni
fications que précédenlment. A l'aide de ces nouvelles fonctions �r on 
dénlontrera le théorème conlme plus haut (t ). 

J'utiliserai aussi le théorl'me 1 dans le cas de la fonction composee 
r(/., 12)' It et l'J ne s'annulant pas en mènle temps, et qJ étant par
tout définie et continue sauf à l'origine; on légitimera facilement le 
théorème l dans ce cas el, d'une manière générale, toutes les fois que 
l'ensemble des points où r n'est pas définie est ferlué. 

Voici maintenant une conséquence du théorème l, peu importante 
par elle-mêlne, Inais qui nous sera fort utile . .le considère la fonction 
�(t) egaIe à t pour a�t�b, ég'ale à a pour t�a, égale à b pour t�b; 
c'est une fonction continue; donc �(f) est au plus de la classe de /. 
�(/)est égaleà/poura�f�b, aa pourf�a, àbpourf�b;je 
dirai que �(f) est la fonction f limitée à a et b. Si a = - CIj, je 

(1) Il est à remarquer que ce ra isonnement ne se l'a i t  plus suffisant s'il s'agis
sail de fonclions ft, fI non partout définies, car la limite de 4,- pourrait avoÎl' un 
sens , sans que cp en ail un. 
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dirai que rp(f) est la fonction f limitée supérieurement à b ;  
si b = + � ,  je dirai que 9 (/) est la fonction lùnitée inférieurement 
à a. 

II . En limltant une fonction à a cl b, on n'auglnente pas sa 
classe. 

Dans cette operation , l'ensemble des points oit 1 n'a pas change 
est l'ensemble des points pour lesquels on a a �f � b, ensemble que je 
designerai par E( a �f � b) ( ' ) . Cette simple remarque fait prevoir 
l'importance des ensenlhles E(  a � f �  b), c'est à leur étude qu 'est 
consacre le paragraphe suivant. Voici ·une conséqueJ;lce de II . 

Si J est de classe ex ,  la fonction f limitée inférieurement à b, lb, la 
fonction f limitée à a et b, f!, la fonction j limitée superieurement 
à a, f', sont des fonctions de classe ex au plus , et l 'une d'elles est effec
tivement de classe ex. Si l'on a a < 0 < h, on peut dire la même chose 

des trois fonctions ;,, '  1:, ;a ; mais , de plus, ces trois fonctions sont 

bornées. La classe de f etant exactement la plus grande des classes de 
ces trois fonctions, dans l'étude des fonctions de classe a au plus , on 
pourra, si on le j uge utile, se borner à la considération des fonctions 
bornées ( 2 ) . 

Plus génél'alcment on pourra diviser com me on le voudra l'inter
valle de variation de J, c'est-il-dire l'intervalle à une dimension qui a 
pour extrémités les 1 imites inférieure et supérieure de j, et remplacer 
l 'etude de 1 par l'étude de fonctions ayant pour intervalles de variation 
les intervalles partiels arbitrairement choisis . 

Soit f une fonction de classe ex ,  ayant l et L pour limites inférieure 
et supérieure; 1 est la limite d'une suite de fonctions l" lu de classe 
inférieure à � ;  en limitant ces fonction s à l et L, je n'augmente pas 
leur classe, j e  ne change pas leurs limi tes; donc, je pourrai toujours 

( 1 ) J 'emploierai aussi les notations E(  a <1 < b ) , E (f � 0 ) ,  . , . , sans qu'il 
soi t  besoin d'insister su r leurs significations. Pour éviter des confusions 
possibles, les parenthèses (les symboles précédents seront parfois remplacées 
par des crochets ou des accolades. 

( 1 )  Je rappelle qu'il est question d-e fonctions parlout définies. 
-
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supposer que les fi sont toutes comprises entre let L. Cette remarque 
nous conduit facilement au théorème III. 

III .  Une suite, uniforméllwnt conpergente, de jonctions de 
classe IX au plus, a pour limite une fonction de classe IX au plus. 

Soient/. , /2 ' . . .  la suite considerée , f sa limite . On peut, quel que 
soit EJI' trouver IIp tel que l'on ait, pour tous les points, 

I l  - f", 1 < Ep' 
J'écris 

c'est une série uniformément convergente de fonctions de classe (X au 
plus. Son terme général (In, - Inp-I ) est, en valeur absolue , inférieur 
à Ep + EJI- t  ; on peut le considérer comme la limite d'une suite conver 
gente de fonctions 11� ' cp� ,  • . . des classes inférieqres à «, et même 
supposer que 1 1'� 1 ne surpasse pas Ep + Ep-. ' Posons 

�q est de classe inférieure à IX ; supposons que q augmente indéfini
ment, la somlne des p premiers termes de 4p tend vers ln" , la somme 
des autres est moindre , en valeur absolue , que 

donc, si la série tt + E� + . . . a été choisie convergente , 'f, tend �rs f;  
le  théorème est démontré. 

IV. - Olassification des ensembles mesurables B. 

Nous dirons qu'un ensemble de points est F, de classe Œ, s'il peut 
être considéré comme l'ensemble E ( a � 1 � b) ,  re]a tif à une fonction 

.1 de classe IX, et si cela est impossible à l 'aide d'une fonction de 
classe inférieure à IX .  Nous dirons qu'un engemble de points est 0, 
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de classe œ ,  s'il peut être considére comme l'ensemble E(a <1 < b) 
relatif à une fonction !, de classe tX, et s i  cela est impossible à l'aide 
d'une fonction de classe inférieure à cx .  

Voici la raison de ces dénominations : pour œ = 0, les ensembles F 
sont les ensembles fermés, c'est-à-dire ceux qui contiennent leurs 
déri vés ou encore, si l'on veut, ceux qui con,tiennent leurs frontières ; 
les ensembles 0,  de classe 0, sont les ensembles ouçerts, c'est-à-dire 
ceux qui sont les complémentaires des ensembles fermés, ou encore, 
si l'on veut, ceux qui ne contiennent aucun point de leurs frontières. 

Soient t f ( t), t2( t), qJ:t ( t) des fonctions continues qui sont nulles 
pour les valeurs suivantes, et pour celles-là seulement : 

� 1 ( t) = O pour 

r:tCt) = 0 pour 

� :t (t) = o  pour 

a � t � b, 

t � a  et 

t = 0, 

l > b  ::.: , 

ct supposons de plus que �:s ( t) n'est jamais négative . Alors, d'après l ,  
f i  (f), f!t'J(f),  rt3 (f) sont de classe Cl au plus, si/est de classe cx .  

De l'identité évidente 

on déduit que les ensembles F de classe (X sont ceux qui peuvent être 
considérés comme ensemble E(f = 0), où 1 est de classe Q: et ne peut 
être de classe inférieure à œ. Des identités 

E( a <1< b) == E [  1l2 (!) =1= 0], 

E(I =1= () ) == E [ 0 < �:s (/) < + œ] ,  

on  déduit que les ensembles 0 de classe oc sont ceux qui peuvent être 
considérés comme ensembles E(f =1= 0), où! est de classe Q: et ne peut 
être de classe inférieure à cx ( t ) .  

De ces nouvelles définitions il résulte que le complémentaire d'un 

( 1 )  On peut  même supposer que le module de f est limité comme 'on le veut, 
d'après le théorème II. 
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ensemble F e ) est un ensemble 0 de même classe, e l  inversement. 
Cela me permettra de ne considérer dans la suite que les ensembles F 
de classe (X que j 'appellerai alors simplement ensembles de classe (x. 
Dans ce paragraphe, où je vais étudier la formation des ensembles de 
classe quelconque, je donncl-ai les propriétés sous les deux formes 
qu'elles prennent suivant qu'on les énonce en parlant d'ensembles F 
ou d'ensembles O .  

Je désignerai par c l 'ensemble de  tous lcs ensembles F et 0 pré
cédemment définis , c'est-à-dire l'ensemble de tous les ensembles 
E (f = 0), E(I =1= 0) ,  où l est exprimable analytiquement.  Je vais étu
dier la nature des ensembles oh tenus en effectuant sur des ensembles 
de [, les deux operations suivantes : 

L'opération 1 donne l 'ensemble formé des poillis appartenant à 
l 'un au moins des enscn-tbles d'une famille donnée d'ensel1lbles. 

L'ensemble ainsi obtenu s'appelle la som me des ell:wl1lbles don
nés,. si les ensembles donnés Et , E:z , . . . sont en nombre fini ou dénom
brable, j e  représenterai l'ensemble SOlll lne pal' la notation 

EI + E:! + . . . . 

L'opération II donne l'ensemble fonné des points COln m U ItS à 

tous les ense/1zbles d'une famille donné(? d'ensembles . L'ensemble 
ainsi obtenu s'appelle la partie comlllune aux eusel1l,bles do/utes,. si 
ceux-ci Et , EH . . . sont en nornbre fini ou dénombrable, j e  repI'ésen
terai la partie commune par la notation (Et , E: u  . . .  ) ou [E l ' E:u . . .  ) 

' E  E ! ou 1 . , 2 , · ·  • \ .  
Si C e  désigne le complénlentaire de e ,  on a 

C( EI' E2 ' . . . ) = CE. + CE:t + . . .  , 

l'operation II peut donc être remplacée pal' l'opération 1 et une nou
velle opération III pernleltanl le passage d'un euselnble à SOlt com
plementaire. Cette remarque sera souvent .utilisée . 

Si Il , 12 , . . . . fri sont des fonctions de classe � au plus, 

1:1 
rJ 12 9 1 = I +J :t + " ' +  Il ' �:I =ftf'J · · ·fn 

( 1 )  C'est-à-dire l'ensemble des points n 'en faisant pa s partie. 
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sont de classe IX au plus . Des identités 

E(� .  == 0) ==  [E(l. = 0 ), E(/2 =  0) , . . .  , E(/n = 0 )] ,  
E(92 = 0) = E(lf = 0) + E(f:l = 0) + . . . + E(/n = 0) 

et de la remarque précédente on déduit que : 

Les opératiolls 1 et II appliq uées à un nOlnbre fini d'ensembles F 
( ou P)  de clWJs,e IX au plus donnent des enselnbles F (ou 0) de 
classe � au plus. 

Occupons-nous du cas où les opérations 1 et II sont appliquées à une 
infinité ,dénombrable d'enseJnbJes donnés. Soient E. , E2 ' . . .  des en
senlbles F de classe � au plus , on peut trouver fi de classe IX au plus et 
telle que Ei soit identique à E(/i = 0) , on peut même supposer que la 
st'rie 

fi l') /2 1> . = . + ; +  . . . + ,, +  . . .  

est uniformément convergente puisqu'on peut assujettir Il; 1 à être 

inférieur à l i  Alors tp .  est encore de classe Œ au plus, donc : 

La partie COlnll'lUne à une infinité dénolllbrable d'ensembles F de 
classe IX au plus est F de classe IX au plus, ou encore la lwlnme d'une 
infinité dénol1�brable d'ensembles 0 de classe C't au plus est 0 de 
cLasse IX au plus. 

La somme d'une infinité dénombrable d'ensembles F de classe C't 
n'est pas nécessairement un ensemble F de classe œ ni même un en
senlble F de classe Œ + 1 . ,  Par exenlple, l'cnsenlble des valeurs ration
nelles de t est la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles F de 
classe 0 fOJ'mcs chacun d'un seul poin t ;  ce n'est cependant ni un 
ensemble F de classe 0, ni un ensemble F de classe 1 ( f ) .  Pour pré-

( 1 )  En effet, .une Conction f( t )  qui s'annulerait pour les valeurs rationnelles 
de t ·et celles-là seulement ne pourraIt êLre cont inue que pour des valeurs ration
nelles de t. Or, si f( t )  était de classe l ,  d'ap.·ès un théorème de M. Baire ( théo
rème XV ), j( t)  a urait ,  dans tou t intervalle, des poin ts de con tin uité ; par su ite,  

.. 



.60 H .  LEBE SGUE . 

ciser la nature d'une telle somme, je  vais demontrer qu'un ensemble F 
(ou 0) de classe tX est 0 (ou F) de classe tX + 1 au plus. 

Soit E(f = 0 )  un ensemble F de class� tx, 1 étant de classe tx .  
Soit � ( t ) une fonction définie par � ( l ) = 0 pOUl' t =1= 0 et f ( 0) = 1 .  
On a f(t) = limn�IO �-nt' ,  d'où 

r (f) = li llln=_ �-"f' , 

la fonction du second membre étant de classe tx au plus, 9 (/) e!t de 
classe tx + J au plus . De là il résulte que les ensembles 

E (f = 0 ) � E [ f (1) = 1 ] == E [ r (f) =1= 0 ] ,  
E (/1= 0) == E [ f (1) =1= J ] == E [ f (f) = 0 ] 

sont à la fois F et 0 de classe tx + 1 au plus, cela démontre la propo
sition. Faire la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles F de 
classe tx au plus c'est donc faire la somme d'une infinité dénombrable 
d'ensembles 0 de classe tX + 1 au plus, par suite la somlne d'ulle 
infinité dérlonlbrable d'enselnbles F de classe Œ au plus est Ull ell
semble 0 de classe tx + 1 au plus,. donc un ensemble F de classe 
(% + 2 au plus. Ou encore la partie COIIUllUne à Ulte infinité dénom
brable d'ensenlbles 0 de classe Œ au plus (�st un ensenzble F de 
classe tx + 1 au plus, donc un ensenzble 0 de classe tx +. 2 au 
plus . 

L'ensemble c, qui est formé par la réunion de tous les ensembles 
F et 0, peut donc être aussi considéré comme l 'ensemble des en
sembles F, ou celui des ensembles O .  De plus, si l'on applique l'une 
ou l'autre des opérations l ,  II à partir d'un nombre fini ou dénonlbrable 
d'ensembles de c dont les classes sont Œ. , tX: u • • •  , comme on peut tou-

quel que soi t E, l'ensemble des poin ts où 1 /( t )  1 su rpasserait E serai t pal'tout non 
dense ; l'ensemble des points où J( t )  différerait de zéro serait donc de première 
catégorie (voir p. 1 84) ,  ce qu i  est impossible, pu isque c'est le complémenta i re 
de l'ensemble des valeurs ratiollnelles de t, lequel est de première catégorie . 

Sous \lne au tre forme, celle remarqu e a été fai te pal' M. Volterra dans Je 
Giornale de Battaglilli, 188 1  (A lculte osservazi()ne su Ile junzioni puntegglote 
discontinue ) .  
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jours trouver un symbole (X supérieur à tous ces (Xi' ce sera appliquer 
cette operation à des ensenlbles de classe (X au plus, donc cela con
duira il un ensemble de c .  Ainsi l 'application répétée des opéra
tions 1 et Il (auxquelles on peut, si l'on veut, j oindre l'opération II I )  
n e  permet pas de sortir de  l'ensemble c. Ces opérations vont nous 
permettre de former tous les ensembles de �, mais il est utile pour 
cela de donner une nouvelle définition. 

J'appellerai ense,nble de rang a tout ensenlble qui peut être consi
déré comnle la partie commune à un nombre fini ou à une infinité dé
nombrable d'ensembles F des classes inférieures à a, cela étant supposé 
impossible lorsque l'on remplace (X par un symbole plus petit. Si a est 
de première espèce , les ensembles de rang (X sont compris parmi les 
ensembles de classe IX - 1 ; examinons le' cas ou a est de seconde espèce. 
Soient ft ,  l'l '  . . . des fonctions des classes inférieures à a et telles que 
la série 

soit uniformement convergente ; nous ne pouvons pas affirmer que f t 
est de classe inférieure à 1%, mais f t  est de classe a au plus. L'en
semble E( �t = 0) == [E(ft = 0) , E(f'J = 0), . . .  ] est l'ensemble le 
plus général de rang IX au plus, donc un tel ensemble est toujours F 
de classe 1% au plus . On peut aller un peu plus loin ; reprenons la fonc
tion li ( 1) = lim 2-ntS et posons 

n =-: ao  

�:a = f (ft ) X � (/2 ) X • . • • 

Ce produi t  infini est convers'ent et de classe a au plus , car si fïes t 
de classe I%i < IX ,  r (/i) est de classe a.i+ f < Œ. L'ensemble E (�2 = 1), 
qui est l'ensemble de rang oc au plus précédemment considéré, peut 
aussi être noté E( qJ:J =1= 0 ) ; donc, si 1% est de seconde espèce, les 
enselnbles de rang a. sont à la fois F et 0 de classe a ;  cela est vrai 
quel que soit (X ( t ) . 

Remarquons encore que les fonctions 1 - � (f. ) qJ (/2 ) . . . � (fn), qui 

( 1 ) Puisque� si oc est de première espèce, un ensemble de rang ex est F de 
cl asse IX - 1 . 

Journ . de Math . ( 6· �érie ) ,  tom e  1. - Fasc. II , 1 905. 2 1  
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sont de  classes inférieures ;\ IX et  qui ne  decroissent jamais quand n crott 
constam ment, tenden t vers la fonction 1 - �!1 qui nc prend que les 
valeurs 0 et 1 et qui s'an nule pour les poin ts de l'ensemble considére . 
Cette propriété ,  qui suppose IX de seconde espèce, sera utile plus tard. 

D'après la definition même des ensembles de rang «, que IX soit 
'de première ou de seconde espèce, la partie commune à un nombre fini 
ou à une infinité dénombrable d'ensembles de l'ang IX au plus est un 
ensemble de rang IX au plus . La définition des ensembles de rang IX 
peut d'ailleurs être un peu modifiée ; soient Et ,  E: n . , . des ensembles F 
de classes inférieures à ft dont la partie commune est un ensemble e de 
fang IX. Si e; = (E" E:lt . . .  , Ei), ej est, on le sait, F de classe infé
rieure à ex ,  mais c = ( e" e: n . • .  ) ; donc on peut , dans la dcfinition des 
ensembles de rang IX, supposer que l'on applique l'opération II à une 
suite dénombrable d'ensembles de classes inférieures à IX, telle que 
chaque ensemble contienne tous ceux qui le suivent .  En d'autres 
termes, on remplace l'opération II par l'opél'ati on II' : 

L'operation II' fournit la pa,.tie conlmune à une suite dénoln
brable d'enselllbles donnés e . , e: H • • •  , telle que chaque ensenlble 
contienne tous ceux qui le suivent. 

De la définition ainsi modifiée resulte immédiatement que la sOlnme 
d'un nOlJ'lbrc fini d'enselnblcs de rang ex est un enselnble dr> rang IX. 
D'ailleurs un ensemble de rang IX étant touj ours 0 de classe IX au plus, 
la S01nme d'une infinité d'enselnbles de rang (X au plus est un 
ensenl,ble 0 de classe a: au plus ( t  ) . 

(1) Il reste à démon trer que, pou r � de seconde espèce, il existe bien des 
ensembles de ran g  � ;  pour la suite i l  est même utile de démontrer qu 'il existe, 
pour IX de seconde espèce , des ensembles de l'ang � qui ne sont pas somme d'une 
infinité dénombrable d'ensembles de classes inférieures '"il œ ,  c'f\st-à-dire qu'il 
existe des ensembles de ran g  œ dont l es complé mentaires ne son t pas de rang œ .  

Des propriétés qui vont suivre il  résultera que, si tout en semble de rang (1 avait  
pour complémentaire un en semble de ran g  (1, auquel cas les opérations 1 ,  II ,  III 
appliquées à des ensembles de rang (1 au plus donneraient des ensembles de 
ran g  Ga au plus, il n'existerait pas d'ensembles de classe supérieure à Ga, donc pas 
de fonctions de classe supérieure à a .  O.' on verra au paragrapl)� VIII «fu'i1 
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Voici maintenant comment on passe des ensembles des classes infe,;. 

rieures à 0( à ceux de classe IX. 
Soit f une fonction de classe IX linlite des fonctions .f. , l'J '  . . . de 

classes inferieures à IX. Si l'on pose 

on a 

En." = [ E( a + h �fn� b - It),  E( a + Il �fn+ . � b - Il), . . . ] ,  

E( a <1 < b) = El ,! + E:I ,t + E3,! + . .  . 

+ EI..1 + E2 . 1 + E3 •J + . .  . '12 2 

Ort obtient dOllc tout ensemble 0 de çlasse IX e n  effectuanl, dans 
l 'ordre A, D,  les deux opérations .. 

A. On prend la partie conunune à une infinité dénombrable 
d'ensembles F de classes inférieures à IX,. cela donne les ensembles de 
rang IX au plus. 

B. On fail la somnle d 'une infinité dénombrable d'ensembles de 
rang IX au plus; cela donne, flOUS le savons, des ensembles 0 de 
classe IX au plus. 

Ainsi les deux opérations A,  B donnent tous les ensembles 0 de 
classe IX et ne donnent que des ensembles 0 de classe IX au plus . 

D'ailleurs, l'opération A n'est utile que si IX est de seconde espèce . 
Pour a,-'oir les ensembles F de classe œ, illaut effectuer, après A 

el B, . l'opération C : 

c. Oll, prend les cOlltplélllelltaires des ensembles 0 de classe ex a� 
plus; ce qui donne les ensefnbles F de classe (X au plus . 

On peu t ,  en se servant du passage d'un ensemble à son conlplémen ... 

ex.iste des fonctions  de toute classe, donc i l  existe des ensembles de rang  Œ jouis
sant de l a  propriété indiquée. 

On pourrait d'ai lleurs nommer un  ensem'ble de rang � en employan t  des pro
cédés analogues à ceu'l du pal'llgraphe VIII.  
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taire, remplacer ces opérations par d'autres de bien des manières 
possibles, j'en cite un seul exemple . 

Pour passer des ensembles 0 des classes inférieures à lX aux 
ensembles 0 de la classe lX au plus, 

'
il suffit d'effectuer les trois opéra

tions A t , Bn Ct " 
At . On fai t  la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles 0 de 

classes inférieures à a. 
B . . On prend la partie commune à toutes les suites dénombrables 

d'ensembles formées avec les ensembles fournis par At . 
C t .  On prend les complémentaires des ensenlhles que donne B • .  

At n 'est nécessaire que si a est  de seconde espèce ; A t e t  B t  four
nissent les ensembles F de classe a au plus. 

Avant d'aller plus loin supposons,  pour un instant, qu'on se soit 
servi dans la classification des ensenlbles de toutes les fonctions, par
tout définies ou non . Sans ralsonnenlcn ts nouveaux nous pou\'ons 
affirmer que les opérations A, B, C, ou A" B t ,  «": 1 7 appli(Iul'es aux 
ensembles F, ou 0, des classes inférieures à lX, nous auraient encore 
fait connattre ceux de classes Œ ;  seulelnent ,  nous ne pouvons pas 
affirmer sans raisonnement qu'elles ne nous auraient donné que ces 
ensembles. Mais cela est presque évident ; les enselnbles de classe 0 
étant les mêmes dans les deux classifications, de ce qui précède il 
résulte que l'ensemble des ensembles de classe Œ au plus relatif a la 
seconde classification est contenu dans celui relatif à la première ; or le 
passage de la première à la seconde classification ne peut qu'étendre 
le con tenu de l'ensemble des ensembles de classe a au plus, quel que 
soit lX ; donc les deux classifications donnent les mêmes résultats. 

Les opérations C et Ct ne son t que l'opération III appliquée à des 
ensenlbles particuliers , les opérations B et At ne diffèrent pas de l ,  
Bt et  A ne  diffèrent  pas de II . Puisqu'on peut se  passer des opé
rations C et C. , on voit que l'on peut former, par l'application 
répétée de 1 et II, tous les enselnbles de r à partir des ensembles 
fermés et ouverts, et même on peut toujours remplacer II par II' . 

Remarquons que tout  ensemble 0 de c lasse (X étant ° de classe infé
rieure à lX + 1 est la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles F 
de classe a, donc les ensembles ouverts sont sommes d'une infinité 
dénombrable d'ensenlbl�s fel'més, cc qui d'ailleurs se prouve inlmé-
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diatement de bien des manières. Soit maintenant E un ensemble 
ferme, j 'appelle Ep l'ensemble somme de ceux des intervalles 

. . .  , a" < < an + 1 
- _ Xn - -- , p - - p 

où les ai sont entiers, qui contiennent des points de E. On a évidem
ment 

l'opération indiquée dans le second membre est l'opération II' .  
Ainsi, l est formé des ensembles que l 'on obtient par l'application 

répétée des opérations 1 et II (ou 1 et II') à partir d'intervalles . Les 
ensemhles ainsi construits sont ceu x que j 'ai déjà  eu l'occasion de con
sidérer a i l leurs ct que j 'ai appelés les ensembles mesurables B parce 
qne ce sont ceux qu'on peut mesurer par les procédés donnés par 
M .  Borel ( 1 ) . 

J 'indiquerai dans le paragraplle suivant quelle importance il y 
aurait il savoir résoudre cette question : un ensemble étant donné , 
reconnaltre s'il est ou non mesurable B et quelle est sa classe? Je 
n 'aborderai pas cette question , je  me contenterai de montrer comment 
parfois une telle recherche peut être faite ( 2 ). 

(1) Voil' ma Thèse et mes Leçons sur l'illtégraûol,. J'abandonne ici une  res
triction que j 'avais adoptée aux endl'Oi ls indiq liés , savoir que les opérations 1 et Il 
ne son t  appl iquées qu'un nombl'e fin i  de fois. Celte restriction n 'est jamais inter
venue dans mes raisonnemenls, je l'a \'ais indiquée parce qu'elle conduit à une 
fami l le d'ensembles plu� voisine, à ce qu'il m'a semblé, de celle que considère 
M. Borel dans ses Leçons Sllr la Théorie des j()nctions. 

. 

De ce qui sera démontl'é dans la suite, il résul te que les ensembles mesul'ablel' B 
son t  ceux .qu i  peuvent �lJ'e définis pa r des égalités ou i négalités analytiques ; 
pour celte raison ils méri tera ient d'êlre nommés ensembles analytiques . 

( ! )  Il est éviden t q u'il serait i l lusoire de chercher à répondre à la que$tion 
posée �ous la forme trop générale que je l ui a i  donnée ; m ais, examinant succes
sivement les différents procédés que l'on emploie ordinairement pou r  nommer 
des ensembles, il faudrait don ner pour chacun d'eux u n  moyen de faire l'étude 
en question ( comparer avec la page .83 ). Au poin t de vue auquel je me suis 
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Un premier procédé souvent cOlnmode résulte de  l'emploi de la 
définition même des ensembles nlesurables B .  Si l'on démontre qu'un 
ensemble peut être construit à partir d'intervalles, à l 'aide des opéra
tions 1 et II ,  on sait qu'il est Inesurable B et l'on a une limite supé
rieure de sa classe en tant qu'ensemble F ou O.  J'ai donné un exemple 
de cette méthode dans mes Leçons sur l'lntégration et la rec/terche 
des/onctions primitives aux pages l og et 1 1 0.  

Un autre procédé, donnant les mêmes renseignements et qui résulte 
de ce qui précède, est de démontrer que l'ensemble donné est un 
ensemble F ou 0 attaché à une fonction f de cla�se déterminée ( 1 ) . 

En utilisant des résultats ultérieurs on pourrait même dire qu'il 
suffit que f soit représentable analytiquement ou soit définie analy ti
quement. De l'application de ce second procédé résulte donc immé
diatement que tout ensemble qui est défini par un nombre fini ou 
dénoRlbrable d'égalités ou d'inégali tés entre fonctions exprimables 
analytiquement à l'aide des coordonnées , est mesurable B. 

v. - Etude, sur certains ensembles de points, des fonctions 
de classe donnée . 

J 'appelle fonction lnesurable n toute fonction f tellc que, quels 
que soient a et h, l'ensemble E(a �f; b) soit mesurable B .  D'après 
ce qui précède, on pourrait tout aussi bien d irc . que f est mesurable B 
si , quels que soient a et h, E(  a < f < b) est mesurable B ou encore 
si , quel que soit a ,  E (  a <1) est mesurable B.  

placé , c'est cette étude qu 'il  importerait d e  fait'e pour que les résultats du texte 
aien t  une valeur pra tique . 

Les méthodes que je  viens d'indique.', pour .'econ n aître qu'un ensemble donné 
est mesurab le B, semblent  s'appliquer à to u t  ensemble donné par l'uo  des pro
cédés dassiques ; c'est poua'quoi j 'ai dit que tous les ensembles que l'on considère 
ordinairement sont mesu rables B, que toutes les fonctions considérées ordinai
rement sont représentables analytiquement . 

( 1 )  Il fau l  remarquer qu' i l  n'y a pas cel'c1e vicieux à em ployer ce second pro
cédé, même si le Lut  fina l  est de recull lla Î lI'e si u n e  fonction <f, auquel l'ensemLle 
donné  est attaché com me F o u  0, est représen table ana lytiqu e men t . Ca.' on 
peul prendre 1 difféœnte de �. 
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'On peut aussi remarquer qu'il suffit que tous les E( ,·. �/� r:l ) ' où 

les r. et "2 sont. rationnels , soient  nlesurablcs B pour que .f le soit. 
En effet, on peut prcndre des nombrcs rationnels r: , r: , tendant vers 
a et b quand p augmente indéfiniment et tels que l'on ait 

rf � a < b � r� ,  

a et b étant des nombres donni·s . Alors E (a �l�  b )  est la partie com
mune à tous les ensembles E ("f ;/� "� ), lesquels sont mesurables B, 
donc E(  a �/� b) est mesurable B .  

Cette propriété nous montre que, s i  l'on savait reconnattre s i  un en
semble est, ou non, mesurable B, on reconnaltrait, par une infinité 
dénombrable d'opérations, si une fonction est , ou non, mesurable B. 

Reprenons les  E ( r .  ;f� l ':z ) ;  s'ils sont tous mesurables B ,  on peu t 
tous les considérer comme des ensembles de classes déterminées ( . ) . 
�'1ais ces classes sont en nomhre fini ou dénombrable ; par suite, on 
peut citer un sYlnbole (X tel que tous les E(,. . �f� 1'2 ) soient de classe œ 
au plus . l\'lais E( a �f� b) étant la partie commune à �ertains 

E(" t �.(� I':l ) 
est aussi de classe (l .  Pal' suite, si f est mesurable B, on peut citer un 
symbole (l tel que tous les E(  a �f� h) soient de classe 0( au plus. Ce 
nombre (l va servir à caracteriser la nature de J, lorsque f est partout 
définie . 

IV .  Pour qU'Ull� fonction 1 partoui  définie soit de classe a. ,  il 
faut el il suJJit que, quels que soient a et b, l'ensentble E (a �f � b) 
soit de classe (l au plus, et qu'il soit effectivelnent de classe (l pour 
certaines valeurs de a et b ( � ) .  

La condition est évi(lemluent nécessaire , c'est l a  définition mê"nle 
des ensembles de classe r1 .  

. ( 1 )  Sauf inùications con traires, j e  dirai désormais ensemble de classe (l au 
lieu de ensemble F de classe (l. 

( ! )  Cetle proposition Il 'est pas vraie si l es fonctions son t partout défi nies ; 
pour' ces {onctions, il y a lieu de tenir compte de la nature de l'ensemble des 
points en lesquels la fonction est définie. 
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Pour démontrer qu'elle est suffisante il suffira, d'après une remarque 
antérieure , de considérer le cas où f est bornée . 

.Je divise l'intervalle de val'ia tion de 1 en un nombre fini d'inler
valles partiels de longueur inférieure à E ;  soien t ao , a" . . . , an les 
extrémités de ces intervalles . Soit Pi ( i  = 0, J ,  • • •  , Il + 1 )  une fonc
tion de classe (1 au plus telle que les deux ensembles E(�; = 0 ) , 
E(a;- , �f � ai) soient identiques . Soit enfin r (u, ".) une fonction con
ti nue , partout définie sauf il l 'origine , égale à 0 pour u = 0, l'gale à ( 
pour v = 0, et comprise entre 0 et 1 pour les autres valeurs de u et v. 
On sait que, si u et v sont de classe tX au plus ct ne s'annulent pas en 
même tenlps , � (u ,  v) est de classe IX au plus .  

La fonction F ,  

F = al) + (a , - ao) 9( 90 ' r2 9:t · · ·  911+') 
+ (a:! - a . )9 (9o fn 9:1 r . · · ' 9,1+ . ) 
+ . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

+ (a,, - an- . ) r (  io r l " . rn- . , rn+ l ) ( 1 )  

est de classe tX au plus. F diffère de f de moins de E ;  E étant quel
conque, f peut être considérée comlne la limite d'une suite uniformé
ment convergente de fonctions F de classe tX au plus, f est une fonction 
de classe (X au plus. D'ailleurs, si l ' un des E( a �f� b) est de classe �, 
f est exactenlent de classe � .  

L'énoncé précéden� peut prendre l a  forme su ivante : 

V. Pour qu'une foncti()n f partout définie soit de classe tX au 
plus, il faut et il suffit que, quels que soient les nOlnbres ration
nels ri et r2 , E ( ri �f� r2) soit de classe (X au plus. 

VI . Pour qu'une fonction soit représentable analyliquelllenl, il 
faut et il suffit qu'elle s()it lnesl.ll'able n. - Je démontl'e d 'abord 
que la condition est nécessaire. Les fonctions représentables analyti
quement etant con:;truites à partir des variables à l 'aide d'additions, 

( 1 )  Si Ifo est nul le, Ifl l'est aussi ; si �'HI est nul le, cp" l'est aussi . Cela permet, 
si l'on y voit avantage , de si mpl ifier' l'expression de F. 
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de multiplications et de passages à la limite, la démonstration resulie 
des trois propriétés a, b, c qui suivent. 

a. l"a somme de deux fonctions mesurables B est une fonction me
surable B .  

Soien tff et 12 deux fonctions mesurables B ;  quels que soient a e t  r 
l'ensemble [E(!, > r), E (f2 > a - r)] est mesurable B.  Or la somme 
de ceux de ces ensembles qui correspondent aux valeurs rationnelles 
de ,. est l'ensemb le E(ft + /2 > a) ; ft + /2 est donc mesurable B; 

h. Le produit de deux fonctions mesurables B est une fonction me
surable B .  

La démonstration est analogue à celle de a. 
c. La li mite d'une suite de fonctions mesurables B est une fonction 

mesurable B .  
Soit f la  limite de la  suite Ju f:J ' • • •  ; on ne suppose pas que les /; 

soient partout définies ni soient convergentes partout dans l'ensemble 
où elles sont toutes définies . En posant 

on a 
En = [E(a <fn < b ), E (a <fll+, < b), . . . ] , 

E(a < f< h) = E, + E:I + ' . .  ; 

donc ' .f est mesurable B .  
La condition énoncée est donc nécessaire ; j 'en déduis que l'en

semble des points sur lequel existe une fonction f exprimable ana
lyt iquement est Inesurahle B. En effet , l 'ensemble considéré est la 
somnle de tous les E(  - Il �f� n ) ,  où n est entier , et tous ces ensembles 
sont olesurahles B ( t ). L'ensemble des points en lesquels 1 n'a pas de 
sens est donc mesurable B. 

La condition énoncée est suffisante . Cela résulte de IV et V pour 
les fonctions partout définies. Si / n'est pas partout définie mais est 
mesurable B, la fonction /p, égale à / quand ! existe et à p quand / 

( 1 )  En pal,ticulier, les ensembles de points de convergence des suites de fonc
tions continues, q lJi ont été parCois employés pour citer des exemples de cer
taines particulari tés, rentrent tons dans la Camille C des ensembles mesu rables B. 

La question posée incidemment par M. Borel, dans la Note J de la page 67 de 
ses Leçons sur la Théorie des fOllctions, est donc résolue affirmativement. 

Journ. de .lIat h.  ( 6- série ), tome 1. - Fase .  II, 1905. 2 2  
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n'existe pas, est mesurable B,  donc représentable analytiquement ; 
et il en est de même de 1 limite des Ir 

· 

Le theorème est donc démontré ; mais, en se reportant à la démon
stration , on voit de plus que toute fonction représentable analyti
quement fait partie de E, c'est-à-dire rentre dans la classification 
de M. Baire. 

Voici de nouvelles définitions ( t ) .  Je dirai qu'une fonction f est, 
à t près, représentable analytiquemen t lorsqu'il existe une fonction f 
représentable analytiquenlent et telle que If- cp 1 ne surpasse jamais t .  
S i  qï peut être choisie de classe tx et pas de classe inférieure, j e  dirai 
que f est, à E près, de classe Œ ;  si , la fonction 1i étant toujours sup
posée définie dans toul le domaine dont on s'occupe, on a 

pour les points d'un ensemble E, j e  dirai que f est, il E près , de 
classe � sur E. Ces définitions posées , j 'énonce une proposition à 
laquelle on est conduit en remarquant que la fonction F ,  employée 
dans la démonstration du théorème IV, est encore de classe Œ au plus 
si les ai ne son t  plus des constantes, luais sont des fonctions de 
classe � au plus ( 2 ) .  

VII .  POUT' qu'unelonctionf soit de classe (X au  plU3, ilfaut el il 
suffit que, quel que soit le nombre positif t ,  on puisse considérer le 
domaine où f est définie C01Jtln(! la SOllune d'un n01Jlbre fini d'ell
senlbles de classe (% au plus sur chacun desquels 1 est, à E près, de 
classe � au plus. 

Démontrons que la condition est suffisante. Soient cp . ,  �2 '  • • • , �JI 
des fonctions de classe Œ au plus . Supposons que, sur E( �j  = 0), f ne 

( t) Bien qu'il n'y ait pas de difficult�s sérieuses à considérer toutes les fonc · 
tions, sa llf avis contraire, je ne m 'occllperai que des fonctions partout  définies, 
conformément à ce que j'a i dit dans le paragraphe II. 

( 2 )  Cette remarque Ile suffi t pas pour  démontrer le théorème VII parce que 
la démonsll'atioll du théorème IV suppoae que trois des fonctions ft ne peuvent 
s'annuler en même temps et la condition analogue n'est plus l'emplie dans le cas 
du théorème VII. 

On peu t  cependant démontrer ce dern ier théorème par une méthode analogue 
à cel le employée poUl' le théol'èane IV,  comme on le ,'el'ra faci lement. 
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diffère de la fonction ai de classe œ au plus, que de ! au plus. L'en
semble E( f) , 

; := 11 

E(t) == I [E(<X - t � a;� � + !), E(�i = O)] , 
1 = 1  

est de classe <X au plus. E( � �/� �), qui est la partie commune à 

tous les E (�) . où n est entier, est donc de classe IX au plus et le théo

rème est démontré. 
On peut remarquer que, si , au lieu d�un nombre fini d'ensembles 

E(�; = 0), nous en avions eu une infinité dcnombrable, l'ensemble 
E( E), somme d'une infinité dénombrable d'ensembles de classe <x, 
aurait été de classe <X + 2. De cela on. déduit que 1 aurait été de 
classe (X + 2 au plus . Ceci nous fait voir comment nous pouvons 
espérer établit, une relation entre les fonctions de classe (X et les 
fonctions des classes inférieures à (l .  En reprenant par une autre 
méthode le cas où les E( �i = 0) forment une infinité dénombrable , 
nous allons démontrer que : 

Si, quel que soit E, on peut considérer l'ensemble dans lequel une 
fonction f est définie comlne la somme d'une infinité dénoTnbr.able 
d'ensembles des classes inféripures à <x, sur chacun desque18 f est, 
à E près, de classe inférieure à <x, alors! est de classe <X au plus. 

Soient � . , <P2 ' • •  , des. fonctions de classe inférieure à <x .  Supposons 
que, sur Ei = E(!pi)  = 0, f ne diffère que de E au plus de la fonc
tion ai de classe inférieure à (x ,  Soient, d'autre part, lJl"n (  t )  des fonc
tions continues nulles pour t = 0 et telles que , pour t =1= 0, les fonctions 
lfn( t) tendent vers 1 quand ft augmente indéfiniment ; par exemple 

Wn( t) = 1 - e-lIt2 • 

Fornlons les fonctions 

F. = a. , 
F� = at + (a2 - at )W. ( � t ) ,  
F'� = at + (a2 - a t )W2 ( � t )  

+ : as - [al + (a2 - al) ljI'2 ( � 1 )] 1 lf2 ( � I !p� ), 
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et , d'une manière générale, 

Fp+t = at + (a2 - S I ) lfJ,(qï t ) 
+ (aa - S:I ) Wp( � t t{l2) + . . ' + ( a/Hot - sp) \}fJ} (� t 1i2 · · ' fP) '  

OÙ Si désigne la somme des i premiers termes de F'H-t . Ce sont des 
fonctions de classe inferieure à t% ;  elles tendent, quand leur indice 
augmente indéfinimen t, vers la fonction }? égale à al sur El , égale 
à a2 sur E;l - (E. ,  E2) , é gale à al  sur Ea - ( E t  + E:l' Ea ) ,  et ,  d'une 
manière générale , égale à ap sur Ep- (Et +E2 + . . . +Ep_o Ep) .  F est 
donc de classe (X au plus et, puisque f ne diffère de F que de E au plus, 
f est au plus de classe (X. 

Recherchons si la réciproque est vraie . Soi t .f une fonction de 
classe (X limite de fonctions It , l'J.' . . .  de classe infcl'ieure à (X .  Le 
domaine oùl est définie est la son1me des ensembles EII ' 
E,,= I E [(/n -IrI+, yz �E2 ] , E[(fn-fn+2):l �E2] , E [(fn-fll+3)2� E:! ] ,  . . .  : , 

puisque la sui te des fn est convcrgente dans ce domaine . En ' ô Lan L la 
partie commune il une infinité dénombrable d'ensembles de classe 
inférieure à (x ,  est au plus de rang (x. Le doma ine considéré es t donc la 
somme d'une infinité dénombrable d'ensclllbies de rang (X au plus sur 
chacun desquels f est, à E près, de classe inférieure à (x, puisque , 
dans E", on a 

Il - fn l :;  E . 
Mais, si (X est de première espèce, E" est au plu s  de classe Œ - J ,  

donc : 

VIII. Pour qu'une fonction f soit de classe (X + J, il faut el il 
suffit que, quel que soit t ,  le domaine où f est dejinie puisse être 
considéré comme la sonlnle d'une infinité dénolnbraûle d' (!RSefnbles 
de classe IX au plus sur cltacun desquels f est, à E près, de classe (X au 
plus. 

En rapprochan t cette proposition du théorème IV, on voit que : 

IX.  Pour qu'une fonction f soit de classe (X + l ,  il faut et il suJ/it 
que, quel que soit E, le domaine où f est definie puisse être consi
déré comllle la SOl1tllte d'une infinité dénolnbrable d'ensenl.bles de 
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classe « au plus sur chacun desquels f est d'oscillation au plus 
égale à ! ( ' ) . 

.' 

Voici , maintenant, un cnonce qui convient à tous les cas : 

X. Pour qu'une fonction f soit de classe (X >  0 il faut et il suffit 
que, quel que soit E, le domaine où f est définie puisse être considé,.é 
comme la SOllune d'une infinité dénombrable d'ensembles de rang Œ 
au plus sur cltacult desquels f est, à E près, de classe inférieure 
à (X ;  ou encore SUl' chacun desquels f est d'oscillation au plus 
égale à E .  

Il suffit de démontrer le  premier de ces deux énoncés . I l  est déjà 
dClllonlré si rx est de première espèce ; on sait de plus que la condition 
cnoncée est nécessaire quel que soit (x. Il reste à démontl'cr que, dans 
le cas où rx est de seconde espèce , cette condition est suffisante . 

Soient 9 . ,  112 ' • . •  des fonctions de classe (X au plus, ne prenant que 
les valeurs () et 1 et définissant des ensembles E( � c = 0) , 
E( f:!  == 0), . . . , de rang rx au plus. On sait que q>i est la limite d'une 
suitc convergente de fonctions �f de classe inférieure à rx, ne prenant 
que les valeurs 0 et 1 ct ne dccroissant jamais avec p (p . •  62). 

Supposons que, sur E( ri = 0), f ne diffère que de E au plus de la 
fonction ai de classe inférieure a (X. Formons la fonction F}*I ' 

Fp+c = a l  + (a2- s, )4f + (aa - s2 ) �f ��+ · · ·  + (al'+I - 8p)4f 'f� . . .  �;, 
où Si désigne la SOlnme des i premiers terlnes de J.1�. On voit ,  comme 
précédemment, que les fonctions Fp, de classe inférieure à (x ,  tendent 
vers une limite F, qui est par suite au plus de classe rx, et qui ne diffère 
de f que de E au plus. 

( 1 )  En remplaçant dans VIII eL IX classe 2 + 1 par classe 2 et classe 2 au, plus 
par classe inférieure à 2, on obtient deux énoncés équivalents qui sont évidem
ment ex.acls quand (X est de première espèce, puisque alors ces énoncés ne diffèrent 
pas des théorèmes VIII et IX, mais qui sont tous deux inexacts quand (1 est de 
seconde espèce. 

En les appliquant, en effet, à une fonction , de c1asse (X ne prenant q ue les 
valeurs 0 et J et définissant un ensemble g( 9 == 0) de rang 2, on en déduirait 
que Lout ensemble de rang (X est la somme d'une infinité dé nombrable d'en
sembles de classe inférieure à (X .  Or, on sai t que cela est' inexact quand IX est de 
seconde espèce. Voir la note de la page ,62. 
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Le théorème est donc démontré ( t  ) . 

Aux énoncés qui pl'écèdent on peut évidemment ajouter le suivant, 
qui ne nous apprend rien de nouveau : 

XI . Pour qu'une fonction f soit exprimable analytiquement il 
faut et il suffit que, quel que soit t, l'en.,enlble dans lequel f est 
définie puisse �t,.e considéré comlne la somme d'une infinité dé
nombrable d'ensembles mesurables B sur chacun desquels f est, 
à t près, représentable analytiquement.  

VI. - Êtude en certains points des fonctions de class8 donnée. 

On vient de voir comment on peut déduire la clas�e d'une fonction 
de la nature de cette fonction sur certains ensembles ; nous allons main
tenant nous placer à un point de vue diff"rent et  rechercher comment 
on peut déduire cette classe de la nature de la fonction en certains 
points. 

Je dirai qu'une fonction est, à t près, de class� (X en un point M s'il 
existe un intervalle contenant M à son in térieur et dans lequel la fonc
tion est, à E près, de classe œ au plus, cela étant impossible si ron 
remplace Œ par � < Œ. Au point M,  on peut toujours attacher un 
nombre positif ou nul, fini ou infini, '1�, tel que la fonction considérée 
soit, en M, de classe (X au plus, à E pres , quand on a E > Yl� et tel que 
cela ne soit plus vrai pour E < Yl�. 

Pour (X = 0, 2Ylo est l'oscil lation en :M ;  de sorte que, pour Ylo = 0, la 

{ i l  il est à remal'quer que le seu l  cas où les théorèmes VIII et IX ne sont pas 
équ ivalen ts au théorème X est celui Oll l'on sait formel' le moins facilement les 
ellsembles de classe œ à parti r des ensembles de classe inférieure. 

IL faut aussi l'emarquer que le tbéorème V présentait ,  à un certain point de 
vue, un avantage que n 'ont  pas les théorèmes VIII ,  IX,  X : celui de fournir u n  

procédé opératoire réguliel' pour connah.'e si  une fonction est, ou DOD, de 
classe œ .  On verra plus loin ce qu'il faut  pellser, à mon avis, de ce genre d'avan
tage ( p. 183 ) .  

La démonstration des théorèmes q u i  p.'écèden t aurai t  pu être simplifiée si 
l'on avait employé les résultats du paragrapbe IV relativement à la formation des 
ensembles de classe � ,  à partir de ceux des classes inférieures. 
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fonction est continue en M.  Je dirai qu'une fonction est de classe Cl 
en M si, en ce point, "lœ = o .  Cela revient à dire que, quel que 
soit t >  0 , on peut trouver une fonction � de classe � au plus qui, dans 
un certain intervalle contenant M à son intérieur, diffère de la fonction 
donnée de E au plus, cela étant impossible pour � < � ( f ) . Dire qu'une 
fonction est de classe 0 en un point , c'est dire qu'elle est continue en ce 
point. 

Si les conditions precédentes sont réalisées quand on ne s'occupe 
que des valeurs de la fonction! donnée pour les points d'un ensemble E, 
nous dirons, suivant les èas, que 1 est, à t près, de classe (% en M sur E, 
ou que f est de classe (% en M sur E. Cela ne suppose pas que M appar
tienne à E, mais la définition ne présente quelque intérêt que si M est 
l 'un des points limites de E. 

Si, à E donné , on peut faire correspondre (% tel que ! soit, à E près, 
de classe (% en M, nous dirons que 1 est, il E près, représentable analy
tiquement en �I ; si, quel que soit E > 0, 1 est, à E près, représentable 
analytiquement en M, nous dirons que f est représentable analytique
luent en M ( 2 ) .  

Considérons la fonction/(x) définie dans (- l ,  + 1 )  comme étant 

nulle pour x irrationnel ou nul , comme étant égale à 1 pour 1 x 1 = 'l'p ' 

où p est entier positif ou nul , comme étant égale à !. pour x rationnel 
p 

et tel que 'lpl+1 < 1 x l  < � ;  on verrait facilement que j( x) est de 
classe 2 .  

J(x) est de classe 2 pour x =f 0; elle est de classe 1 à l'origine , 
car la fonction cp(  x), égale à J( x) pour I( x)  = l ,  et à zéro a�x autres 
points, est de classe 1 et, quel que soit E, on peut trouver ( - a ,  + a) 

( 1 ) Dans cet te dêfinition, cp varie avec " on verra facilement qu'on peul 
Pl'endre cp indêpendamme�t de E ,  dès que M est donné, mais l'intervalle à consi
dérer varie en général avec E. 

( S ) On aurait pu rattacher cette définition à celle d'un certain nombre "1 ana
logue à "lCX' En appelant oscillation analytique en M le nombre 'l "t} et oscillation 
de classe ex en M le nombre � "ltx., on aurait pu donner, aUl{ énoncés qui suivent, 
des formes simples q ui, peut-étl'e, auraient été pl'Mérables à celles que j'ai 
adoptées. 
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dans lequel on a 
o � ,f ( X) -- � ( x ) � t .  

A l'origine f ( x) est de  classe 0 sur l'ensemble des poin ts ± 21p ' de 

classe 1 sur l'ensemble des points à abscisses rationnelles, de classe 0 
sur l'ensemble des points à abscisses irrationnelles. 

Je vais maintenant démontrer un théorème qui généralise la pro
priété bien connue relative à la continuité uniforme. J'aurai besoin , 
pour cela , d'une proposition très simple et trl'S importante de 
M.  Borel : Si l'on a une famille de domaines 4 tels que tout point 

d'un certain dOlnaine D, y compris les points f,.ontières de D, soit 
intérieur à l'un au l110ins des 4, il existe un e falltille fOl 'l1lée 
l!.'un nontb1'e fini de dOIl�ailles choisis parlllÎ les do/naines 4 et 
qui jouissent de la lnê/ne propriété ( tout point de D l'st intérieur à 
l'un d'eux) ( t ) .  

( 1 )  M. B orel a énoncé ce  théorème pou.' l e  cas Oll l'ensemble des  Â est dénom
brable ; il a donné pou r  ce cas deux démonstrations si mpl es qui s�étendent aux 
domaines à u n  nombre quelconque de d imension s . [ foir la Thèse de M .  HOREL, 
Sur quelques points de la Théorie des fouctions ( A nnales de l '}:cole normale, 

1 895 ) et ses Leçons sur la Théorie des jonctions ,.  voi r au ssi COlltribution 
à l'anal)'se arithmétique du c()lltin u  ( Journal de Liow'iUe, 1 903 ) . ]  

Pour les appl ications du texte i l  e s t  Ilt!cessa i l'e que le th éol'ème soi t  dém onh'é 
pour le cas où l'ensem ble des 11 n'est pas nécessai remen t dénombrable ; on arrive 
à ceLLe démonstration en modi fian t  légèremen t cel le  que !\I. Borel ava i t don née 
dans sa Thèse. Voir mes Leçons sur l'illtégratioll el la recllerche des jonctiolls 
primitiJ'es, p .  1 05 et 1 1 7 ,  La démonstl'ation ain si modifiée ne donne pas U ll ])1'0-
cédé régulier pe l'mettan t, p

'
a l' une i n fin i té dénombrable d 'cpéra tion s, d'effectuer 

parmi les  11 le  choix don t  e l le  prouve la possibi l i lé ; mais  le procédé opératoire 
indiqué pa l' 1\1. Borel pOU l' le cas des doma ines il une di mension res te toujours 
applicab le à ce cas, quelle que soit la p uissauce de l'ensemble des 11, pourvu qu'à 
chaque poi n t  de D on sache associer un A le contenant.  D'ai lleurs , d'après la dé
monstration même ( loc. cil., p. 1 1 7 ) , le cas d'un domaine il plusieurs dimensions 
s� ramène 8 U  cas de la droite , grâce à l 'emploi d'une coui-he remp l issan t tout le 
domaine D.  On peu t donc, pal' une infinité dénombrable d'opérations efl'ectuées 
suivant un procédé régulier, fai re le choix qui nous occu pe toutes les fois qu'à 
chaque poi n t de D on sa i t  faire correspondre un 11 le contenant, et cette corres
pondance sera établie , dans les applications qui �uivent, par la définition même 
des 11. 
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De là résulte que, si une propriété est vraie pour la somme d'un 

nOlrtbre fini de dOlllaines dès qu'elle est vraie de chacun d'eux, elle 
est vraie pour un donlaine D dès qu'autour de chaque point de D 
existe un donlaine daM lequel elle est vraie. . 

Pour appliquer cette remarque considérons une fonction f de 
classe (t au plus ( Œ.; 1 ) , à € près , dans chacun des domaines D" D2 ' . . . , 
DII' Cela veut dire qu'il existe une fonction li de c1asse ct au plus et 
différant dei de € au plus dans Di' La fonction � , égale à f, dans D" 
égale à f'J. dans l a  partie de  D:I  extérieure à D "  égale à fa dans la 
partie de Da ex térieure à D, + D:u etc . ,  est de classe Œ. au plus d'après 
le théorème VII , car un domaine est un ensemble de classe 0 et la 
partie d'un domaine extérieure à la somme d'un nombre fini de do
maines est un enseloble de classe 0 ou 1 .  La fonction 1 qui diffère 
de � de E au plus est donc, d'après VII, de classe ct au plus , à E près, sur 

Notre remarque nous permet de conclure que, si une fonction est, à E 
près, de classe Œ au plus en tout point d'un domaine D, elle est, à E 
près, de classe Œ. au plus dans D .  

Cet énonce n'est jus tifié par ce qui précède que pour G( =1= 0, il est 
cependant exact pour Œ. = o. Voici comment on peut l'établir. Les 
conditions de l'enoncé étant remplies , chaque point de D est intérieur 
à un intervalle 4 dans lequell est continue à E près. Prenons un nombre 
fini de � de nlanière que tout point de D soit intérieur à l'un d'eux. 

A chaque A est attachée une fonction III continue, différant de 1 
de E au plus . Soit P un point , i l appartient à un ou plusieurs At 
d'où un ou plusieurs nombres II1(P), Soit l(P) le plus petit, L(P ) 
le plus grand.  On peut toujours construire une fonction continue � 
telle que � (P ) soit compris entre l(P)  et L (P) ; cela est parti
culièrement évident pour n = l ,  mais se voit facilelnent dans tous 
les cas. 

( t ) Celle propriété n'est plus vraie pOUl' 2 == O. 
Jou,.". de Matll. ( 6· sél'ie ) ,  tome 1 .  - "'asc. lI, 1 905• 



H .  LEBESGU E .  

On a évidemment If - � I � E  dans D, la proprieté est déolontrée ( ' ) . 

XIT .  - Pour qu'une fonction soit de classe (% au plus dans un 
dOlll,aillc D il.faut ct il suffil qu'elle soit de classe (X au plus en tout 
point de D ( 2 ) .  

La condition evidemment nécessaire est suffisante. S i  elle est remplie, 
en effet, quel que soit t, la fonction est, d'après la proposition préce
dente, à E près , de classe (% au plus et, d'après le théorème Ill, cela 
suffit pour que la fonction soit de la classe (% au plus . 

Ce théorèulc indique une rclation entre la nature d'une fonction 
dans un domaine et la nature de cctte fonction en chaque point du 
domaine ; en ce sens il est à rapprocher du thcorèrne sur la continuité 
uniforme. Je veux faire une remarque à ce sujet. 

L'énoncé XII est pris souvent, pour (% = 0 ,  comme définition des 
fonctions continues. 

( t )  On peut, en particul ier, affirmer que l'on est d ans les condi tions de renoncé 
si , en tout point de D, j a une oscillation inférieure ft 2 E. 

Dans ce cas on aurait pu choisir les 11 de façon que, dans chacun d'eux , j soit 
constante à , près. Alors deux points d'un même 11 ou de deux 11 ayant  des points 
frontières en com mun aura ien t donné des valeurs de 1 différant entre elles de � E  
a u  plus,  Or, o n  peut citer un  nombre À tel que deux points distants de 1. au  plus 
soien t dans un même a ou dans deux 8 consécutifs, donc : Si T. est un nom bre 
supérieur au maximum de l 'oscUlalioit de j en lUt poin l que[collql.le de D, 
il existe un, nombl'e positif À lei que, sr: deux poÏllls P eJ Q ,font à ulle dis
tallce au plus égale à À l'un de l 'autre, on a 

If( P)  - j ( Q )  1 ; 'Il .  

C e  théorème, q ui comprend COOl m e  cas particulie.' le théol'ème S U l'  la conver
gence uniforme, a été donll é  par Ar .  Baire à la  page 1 5  de sa Thèse. 011 peut en 
donner une démoDstration beaucoup plus si mple que la précéden te ( voi t' Leçons 
SUl' l 'intégratioll, et la recJ,erche des jonclions primitives, p. 1 1 ). 

( � )  D'apt'ès nos conventions  les points {t'oulières de D son t  des poillts de D. 
Pour ct >  0 on peut dirtl qu'i l "uffit que la fonction soit de classe ct au plus en 
tout point in térieur à D et de classe ct au plus sur la frontiè.'e de D en tout point 
de cette frontière. Cette dernière condilion est remplie d'e lle-même s'il s'agit 
d'une fonctioll à une seu le  variable , cal' la fl'onliè,'e de D se compose alors de 
deux points. 
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Si les fonctions continues sont définies par la continuité unifornle, 

il exprime au contraire une propriété très importante des fonctions 
continues. 

Mais, ainsi entendu, le théorème XII n'est pas démontre par les 
considérations du texte ( t ) . Les différences qui se manifestent ainsi 
entre le cas � = 0 et le cas œ > 0 proviennent de ce que les fonctions 
continues ne sont pas, comme les autres, définies com�e limites de 
fonctions des classes antérieures . Les fonctions continues sont suppo
sées antérieurement définies et anterieurement étudiees ; d'ailleurs, 
�auf peut-être en ce qui concerne la représentation dtune fonction 
continue par une série de polynomes, la continuité uniforme" des fonc
tions continues n'est guère in tervenue dans nos consi dérations. 

Des raisonnements analogues à ceux qui ont donné le théorème XII 
montrent que : 

XIII. Pour qu'une fonction soit représentable analytiquement 
dans un domaine D,  il laut et il suffit qu'elle soit représentahle 
analytiquement en tout point de D.  

Voici maintenant une consequence importante du  théorème XIII. 
Soit f une fonction qui n '�st ni de la classe � ,  ni d'une classe ante

rieure. Dès que E est assez petit, il existe des points en lesquels f n'est 
pas de classe � au plus, à E près ; étudions J 'ensemble de ces points. 

1 0  Il est évidemment fermé ; 
20 Pour � > 0, il ne contient aucun point isolé . Soit, en eflet, une 

fonction f qui est, à E près , de classe � au plus en tous les points 

distants d'un point M de � au plus . Il faut démontrer que f est aussi nf) 
de classe Cl au plus , à E près,. au point M. 

Cela peut se  démontrer facilement, sans faire appel aux théorèmes 
é tablis dans le paragraphe V, mais, en utilisant ,ces théorèmes, on peut 
raisonner un peu plus simplement. 

Soil En l'ensemble des points dont la distance Ô à M vérifie la double 

( 1 )  Voir la note l ,  page l'S, où il est démontré par des raisonnements assez 
analogues à ceux du  texte. 
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inégalité � � 0 � _1 _ .  Enpeut touJ· ours être considére comme la somme n - - " + 1 
de deux domaines ; en chaque point de En' (n � 0) , f est, à E près, de 
classe (X au plus , donc 1 est, à E près, de classe (X au plus sur Ell. Par 
suite, En est la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles en de 
rang t% au plus sur chacun desquels 1 est, à E près, de classe inférieure 
à (l. L'ensemble formé des en, pour n ;:: no , et du point M est un 
ensemble dénombrable d'ensenlhles de rang (l au plus sur chacun des
quels 1 est, à E près, de classe inférieure à (x, donc f est, à E près, de 
classe ex dans le domaine M + E ( no ) + E ( n. + J )  + . . . . 

La proposition est établie. Ainsi : 

L'ensemble des points en lesquels une fonction .f n'est pas, à E 
près, de classe (X >  0 au plus, est Urt ensemble parlait . 

Soit E l'ensemble parfait qui vient d'être défini ; j e  dis que f n'est 
sur E, à E près, de classe (X au plus en auctfn point M de E ( t ) . Soit, en 

effet, .m, l'ensenlble des points de E distants de 1\1 de 2- au plus et je 
"0 

suppose, ce qui serait possible si 1 était , à E près, de classe t% au plus 
èn M sur E, que no est assez grand pour que, sur :>Tl/? f soit, à E près, 
de classe (X au plus. Reprenons le raisonnement précédent en rempla
çant M par �lt et En par En- (E", :m.,) ; rien n'est changé, sauf que 

n'est plus en général la somme de deux domaines, mais la somme 
d'une infini te dénolnbrable de domaines . Cela suffi t pour le ra isonne
Illent et nous voyons que, dans les conditions supposées, 1 serait, 
à E près, de classe (X au plus en M, cc qui est contraire à la définition 
de E. 

Nous pouvons donc dire en particulier que : 

XIV. Si une fonction n'est ni de la classe (X >  0,  /li d'ulle classe 

( t ) Il n'y a a ucune difficultt! à établir cette Pl'oposition sans se servir des 
tht!orèmes du paragraphe Y. 
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antérieure, il existe un ensemble parfait E en tout point duquel 
elle n'est, sur E, ni de la classe (x, ni d'une classe antérieure . 

En d'autres termes, si l'on sait que sur tout ensemble parfait il 
existe des points en lesquels une fonction ! est de classe tX >  0 au 
plus sur l 'ellsel1l,ble pal:fait considéré, on peut affirlner ,que f est 
de classe t% au plus. 

Le cas de � = () a é té exclu . Lorsque, sur tout ensemble parfait, il 
existe des points en lesquels une fonction 1 est continue sur l 'ensemble 
considéré , c'est-à-dire lorsque / cst ponctuellement discontinue sur 
tout enselnble paIl ait, nos raisonnemen ts nous permettent seulement 
d'affi rnlcr que / e15t au plus de classe 1 .  

D'aillcurs f peut être effectivement de classe l ,  comme le montre 
l'exemple d'une fonction partout nulle, sauf à l'origine , fonction qui 
est ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait. 

Ainsi, pour (X = ] , il ex.iste des fonctions de classe tX telles que, sur 
tout ensemble parfait, se trouvent des points en lesquels la fonction 
est de classe inférieure à tX sur l'ensemble parfait ; d'après le theo
rème XIV , cela est ÏInpossiblc pour � > I .  Nous allons voir, au con
tl'aire , que toute fonction de classe 1 jouit de la propriété énoncée. 

Soit f la limite de  la sui te convergente des fonetions continues l" 
/2 ' . . .  , e t  soi t E u n  cnsclllble parfait. Appelons En l'ensemble défini 
par l'égalité 

E' - 1 E E' [ 1" 1" )2 < 2 J E' ( 1" 1" )2 < :l i • 

Il. - " J n - J Il+ 1 = E ,  J " - J n+:I ;:: E , • • •  1 , 

E,t est un ensemble ferme ; E est la somme des En. 
Ou bien E l  est identique à E où il existe un point A de E ne faisant 

pas partie de E, et, puisque E l est fermé, on peut déterminer un in
tervalle l, contenant  A et ne contenant aucun point de El o  Ou bien , 
dans l "  E e t  E2 sQnt identiques, ou bien on  peut déterminer dans l ,  
un intervalle I i  contenant à son intérieur des points d e  E e t  ne  conte .. 
nant aucun point de E:I .  Ou bien, dans 12 ,  E et E3  sont identiques , ou 
bien on peut déterminer dans I!! un intervalle conlenant des points 
<l e  E et ne contenant pas de points de Ea , et ainsi de suite. 

On arrivera ainsi à un ln dans lequel E et En sont identiques ; sans 
quoi, à l'intérieur de tous ces In, qui contiennent tous des points de E 
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et qui sont contenu s  dans ceux qui Jes précèdent ,  existerait au moins 
un point de E, puisque E est parfait ; or, d'aprcs la  dcfinition de cc 
point ,  il n'appartiendrait à aucun Ei' ce qui est impossible. 

Soit M un point de E conten u à l'intérieur de cet In ; autour de ce 
point on peut choi8ir un intervalle � intèl'ieur à In dans lequel l'oscil
lation de ln est inférieure à E , et puisque,  dans In' f et ln diffèrent de t 
au plus sur E, l 'oscillation de 1 sur E es t,  dans � ,  inférieure il 3 E. 

Ceci posé, choisissons les nOlnbres t . , E2 ' • • •  tendant vers zero . On 
peut trouver un intervalle J. con tenant il son interieur des points de E 
et dans lequel l 'oscilla lion J, sur E, soit inférieure à E t ;  dans .:l I )  on 
peut trouver un intervalle �:l con tenant il son intérieur des poin ts de E 
et dans lequel l'oscillation de f, sur E, soit inférieure à E:l '  et ainsi de 
suite .  

A l'interieur de  J . ,  � :z ,  • • •  existe au moins un point de  l'ensenlble 
parfait E ; en ce point la fonction J, cLant d'oscillation inférieure à Et 
s�r E, est con tinue sur E. 

De tout cela nous concluons que : 

XV . Pour qu'une fonction soit de classe 1 au plus il faut et il 
suffit qu'elle soit ponctuellement discontinue sur lout eTlselnble 
parfait. 

Ce theorènlC a été démontré par �1 . lluire dan s  sa Thèse citée ( 1 ) . 
Si l'on ne dérnontrail les propositions qui précèdent que dans la 
mesure ou el les servent à l 'élablisserrlent du théorème XV e t  si , 
comme j 'en ai indiqué la possiLilité, on ITlOdifiait les raisonnements 
de manière à ne pas utiliser les théorèmes du paragraphe V, on aurait 
une démonstt'ation particulièrenlent simple du thcorèmc de �I. Baire . 
La méthode qui a servi à celui-ci pour établir son théorème est beau-

( 1 )  Le ra isonnement primitif de M. Baire ne s'appliquait qu'aux fonctions 
d'une variable ; l'exacti tude du théorème pour le cas général restai t douteuse, 
comme le remarqllait M. 8ai l'e à la page 88 de sa Thèse. 

J 'ai  i ndiqué ( Comptes rendus, 27 ma rs 1 899 ) <lue l 'emploi d'un théorème 
démontré plus loin ( théorème XIX ) prouva i t  son cxaclitude dans lous les cas. 
Depuis ( Bulletin de la Société mathématique, J 90o ) ,  M. Baire a donné un rai
sonnement applicable au cas généra1 . 
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coup plus compliquée, mais elle a l'avantage de fournir un procédé 
régulier permettant·, par une infinité dénombrable d'opérations, de 
reconnaltre si une fonction est ou non de classe 1. 

Tout procedé opératoire l'elatif aux fonctions lés plus générales sup
pose que l'on sache effectuer certaines opérations relatives à ces fOllc
tions. Comme il n'y a aucune question, si simple qu'elle soit , que l'on 
puisse résoudre pour la fonction la plus génél'ale, donnée d'une manière 
quelconque, tout procédé opératoire est illusoire quand on cherche .à 
l 'appliquer au cas gënéral . Le procédé de M. Baire n'échappe pas à 
cette critique , car il suppose que l'on sache trouver les points de dis
continuité d'une fonction sur un ensemble parfait, ce que l'on ne sait 
pas faire dans le cas général . Mais , comlne le plus souvent on sait 
effec tuer cette recherche ,  le procédé de M. Baire est pratiquement 
utile toutes les fois qu'il ne demande qu'un nombre fini d'opérations. 
Quand il exige un nombre infini d'opérations, il peut encore être utile , 

non plus à propremen t parler comme procedé operatoire, mais comme 
guide du raisonnement. 

Ce n'est pas là, à mon avis, l'unique avantage du procédé de 
M. Baire (le théorènle XV lui-même permet le plus souvent de recon
naître facilement si une fonction donnée est ou non de classe 1 ) .  Mais , 
et l'on peut dire quelque chose d'analogue pour chaque procédé opé
ratoire, tandis que le théorème XV montre seulement qu'il y aUl'ait 
contradiction à supposer à la fois qu'une fonction est ponctuellement 
discontinue pour tout ensenlble parfait et qu'elle n'est ni de classe 0, 
ni de classe l ,  le procédé de M. Baire fournit une définition précise 
d'un ensemble sur lequel la fonction est to talement discontinue si el le 
n'est ni de classe 0 ,  ni de classe 1 ( t ) . J 'ajoute que, si l'on a pu démon
trer, par les procédés de �I . Baire , qu'une fonction f est de classe J ,  
on sait construire une suite de fonctions continues tendan t vers f. 

Essayons de genéraliser l'énonce de M .  Baire . Le théorème XIV 

( 1 ) La méthode qui nous a donné le théorème de M. Baire fourllit bien aussi 
une définition d'un tel ensemble, mais cette défill i tion suppose connues des pro
priéL�s des fonctions de classe l ,  tandis que celle que fournit  le procédé de 
M .  'Baire ne suppose conn ues que des propriétés relatives à la classe o. 
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nous apprend, nous l'avons déjit remarqué, qu'il faut renoncer à trou
ver sur tout ensemble parfait des points en lesquel'S une fonction donnée 
de classe tX >  [ est de classe inférieure à (x. Par exemple , la fonc
tion xJ x) (p. L �O) qui est de class.e 2 dans tout intervalle n'est, en 
aucun point , ni de classe 0, ni de classe I .  Nous serons conduit à la 
généralisation cherchée en utilisant des notions importantes intro
duites par M .  Baire et qui ont conduit celui-ci à une condition néces
.saire pour qu'une fonction soit représentable analytiqueTnent, la sui
vante : la fonction doit être ponctuellement discontinue sur tout 
ensemble parfait, quand on néglige les ensembles de première catégorie 
par rapport à l 'ensemble parfai t considéré . 

Pour comprendre cet énoncé , quelques explications sont nécessaires . 
Considérons un ensemble c formé à l 'aide de points d'un ensemble par
fait E ;  M. Baire ( Thèse ,  p. 65 et 67 ) dit qu'il est de prrm.ière cate
gorie par rappo1't à E s'il est la somme d'une infinité dénombrable 
d'ensembles partout non denses sur E, soient E t , Et, . . . ( f ). Si c est de 
première catégorie, il ne contient pas tous les points de E ;  en effet, 
appelons Do un intervalle contenant il son intérieur tout E et Di un 
intervalle intérieur il Di- t contenant à son intérieur des  points d e  E, 
mais aucu n  point de Ei' Ces Di peuvent être choisis de bien des 
manières. Leur partie comlnune contient au llloins un point de E qui , 
n'appartenant il aucun Ei' n'appartient pas à f .  

I l  existe donc des ensembles qui ne sont pas de première catégorie 
sur E ;  M .  Baire les appelle les ense/llbles de deuxiènu! calé gOl'ie 
sur E ;  E lui-même est un tel enselnble. Hemarquons encore que, si E 
est la somme d 'une infinité dénombrable d'ensembles e, l'un au Dloins 
des e est de deuxième catégorie sur E, car la somme d'une infinité 
dénombrable d'ensembles de première catégorie est évidemment un 
ensemble de prenlÏère catçgorie . En particulier, le complémentaire 
par rapport à E d'un ensemble de première catégorie sur E est un 
ensemble de deuxièlne catégorie sur E. 

Une autre définition est nécessaire pour faire cODlprendre l'énoncé 

( t )  C'est-à-dil'e que, quel que soit i, dans tout in tervalle contenant à son inté
rieur  des points de E, on peut tl'ouver u n  autre in tel'valle jouissant de la même 
propriété et ne contenant pas de point., de E;. 



S U R  LES FONCTIONS REPRÉ SENTABLES ANALYTIQU EMENT . 1 85 
de M. Baire. Nous dirons qu'une fonction f est con tinue sur E en un 
point P de E, lorsque l'on néglige les ensembles d'une certaine famille 
d'ensembles, s'il existe un ensemble e de cette famille tel que ! soit 
continue en P sur l'ensemble E - ( e, E ) .  Cette définition ne presente 

' 

quelque in h�rêt que si P est un poin t limite de E - (e, E). Enfin nous 
dirons que f est ponctuellement discontinue sur E, quand on neglige 
les ensembles d'une famille F,  si E est l'ensemble dérivé de l'ensem ble 
des points de E en lesquels l est continue sur E quand on néglige les 
ensembles de la famille F.  Sans chercher pour le moment il légitimer 
l'énoncé de M. Baire C ) , nous allons déduire quelques conséquences 
des définitions qui précèdent . 

Je vais d 'abord montrer que si f, est de deuxième catégorie sur E, 
il existe un domaine D tel que , si â est un domaine quelconque contenu 
dans D et contenant des points de E, (4,  e) est de seconde catégorie 
sur E ;  ce que j 'exprime en disant que, dans D, C est partout de 
seconde catégorie sur E. Considérons les intervalles I (ap�xp� bp) , où 
les ap et bfJ sont rationnels . Enlevons de c tous les ( c, 1 )  qui son t de 
première catégorie ; l 'ensemble enlevé est de première categorie ; l'en
semble restant C t est de même categorie que c. Si c est de seconde caté
gorie, il en est de même de Ct et alors il existe un domaine D tel (lue , 

quel que soi t  le domaine 4 intérieur il D,  et contenant des points de E, 
(' 1 a des points dans 4. Donc aucun des 1 intericul's à D ou Â et con-

( 1 )  M. B;t i l'e a dé lllonl l't! le tht!orème don t il s'agit ici , aux. pages th à �7 de 
sa Thèse , pOUl' les fonctions d'une vari able et de classe a. Depu is, M. Baire a 
énoncé le t.héorème général dans les Comptes rendus du I l  décembre 1 8g9' 

Je me suis un peu écarté dans le tex te du  langage et des définitions �doptés 
par M .  Baire, a u x  pages j2 et 73, 8 .  et 82 de sa Thèse. M. Baire ne définit pas 
la  con tinui té lorsque l'on négl ige les ensembles d'une famille F, mais i l  dit ce 
que l'on doit entendre dans ces conditions par L'oscillation de la fonction. Si  
la fonction est  continue, an sens du texte, l'oscilJation, au sens de M. Bail'e, est 
nu l le . La l'eciproque n 'est pas toujou r!; vraie. EUe l'est cependant si Ja famille F 
est cel le des ensembles dénomb l'ables , 0 1 1  des en sembles de classe ou de l'ang  Œ ,  

ou des ensembles de  première catégol'ie ,  ou des ensembles parfaits ou fe.'més. 
ou des ensembles de mesure nulle, etc. Cela m'a permis d'adopter la définition 
du texte suffisante p()ur mon objet.  Cette définition n 'est d'ailleurs que provi
soire; elle sera complétée plus loin (p. 1 89 )' 

JOUTlI.. de Ma.th. ( 6· série ) ,  tome 1. - Fasc. II , ' 90:;. 
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tenant des points de E n'a été enlevé, Cf et C sont de seconde catégorie 
dans 4, c'est-à-dire partout de seconde categorie dans D.  

Étan t donné l'ensemble � sur E, enlevons de c tous les ensembles 
(� ,  1 )  qui sont partout de seconde categorie sur E dans l ,  les 1 etant 
les mêmes intervalles que précédemment .  Il reste un ensemble Cf de 
prelnière catégorie sur c.  Donc tout ensemble est la somme d'un en
semble de première catégorie el d'une infinité dénombrable d'en
sembles qui sont partout de seconde catégorie dans certains domaines 
les contenant .  

Les ensembles partout de seconde ca tégorie et  les enselnbles de 
preJnièl'e catégorie sont, pal' suite , les éJl.men t8 constituants de tou t 
ensemble. Comme ensembles pat'lout de seconde categorie, nous 
connaissons déjà  les complementaires d'ensembles de première cati> 
gorie ; cherchons ce que sont les autt'es . Si · un ensemble est partout de 
seconde categorie et a pOUl' compléloelltaire un ensemble de secoude 
catégorie, il existe un intervalle dans lequel l'ensemble considéré et 
son complémentaire sont tous deux partout de seconde catégorie SUI' 
l'ensemble parfait E considél'é . 

'�l . Baire a appelé mon attention , il y a trois ou quatre ans,  sur 
l' intérêt qu'il y aurait  à nomlner un ensemble A partout de seconde 
catégorie ainsi que son complélnentaire . En eiret , d 'après l 'énonce de 
�l . Baire cité précédemment , la fonction nulle aux  poi nts de A, égale 
à 1 a ux autres points, étant totalelllent discontinue sur E quand 011 
néglige les ensembles de première catég'orie , ne serait pas repl'csc l l
table analytiquement. Concluons de là , en nous servant du theorènle \' 1 ,  
que A ne serai t pas mesurable B .  Nous allons démontL'er cette propriété 
sans nous servir de l'énoncé de �1 . Baire et nous en déduirons cct 
énoncé . 

Convenons pour un instant de dire qu'un ensemble est Z s'il n'existe 
aucun intervalle dans lequel cet ensemble et son complclnentaire 
soient Lous deux partout de seconde catégorie. Si un enseJnble est Z, 
SOil complélnentaire , par rapport  à l'ensemble parfait E il raide des 
points duquel on forme les ensembles que nous considérons, est 
aussi Z. La somme S d'un nombre fini ou d'une infinité dénombrable 
d'ensembles M, qui sont Z, est aussi Z ;  car, si S est partout de seconde 
ca tégorie dans l'intervalle l , l 'un des M est de seconde catégorie dans 
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1 ;  par suite, il existe dans 1 un in terva lle l ,  dans lequel l'un des M est 
partout de seconde catégorie, le complémentaire clp. M n'est pas de 
seconde catf�goJ'Ïc clans J 1 7  celui de S n  'est  donc pa� partou t oe seconde 
categorie dans I. Cette propriété , appliquée aux complémentaires des 
ensem bles M ,  nous montre que ]a partie commune à un nombre fini 
ou il une infinité dénombrable d'ensembles M,  qui son t Z, est aussi 
Z ( ' ) . 

En résumé, les ensembles formés par les deux operations 1 et II pré
cédemment étudiées, à parti.' d'ensembles qui sont Z ,  sont aussi des 
ensembles qui sont Z. Tout ensemble contenu dans l'ensemble parfait 
E c t  qui est mesurab le il est la partie commune à E et à u n  ensemble 
mesurable B ;  par su i te ,  c'c1Sl un ensemble obtenu par les deux opérations 
citees , à partir des ensembles ( E, 1) ou 1 est un intervalle qudconque. 
f i  I l  ensemble ( E, 1) est un ensemble parfait contenu dans E ;  un tel 
ensem hie Ile peu t être partout dense sur E dans un certain intervalle 
'fllC s' i l  est identique il E clans cet intervalle ; par suite , un ensemble 
( E, 1 )  est touj ours Z. Donc tou�  les ensembles mesurables B, contenus 
dans E, sont Z. C'est ee que l'on peut énoncer de la manière suivante : 

Lorsqu'un enselnble c,  nwsurable U el farln(; à l'aide de point" 
d'un ensf?mble parlait E, est de s(�conde catégorie .yur E, il exist� 
un inter{)alle contenant de8 poinls de E et dans [('quel le compté
lIIelllaù�e de c par rapport à E est de première cal(!gorie. 

Ceci POge , soient E un ensemble parfait, 1 une fon ction de classe IX .  
1 est, à E près, constante sur chacun des ensembles M d�une infinité 
dénombrable d'�nsemhles de classe � au plus , d'après le théol'ème IV . 
L'un au moins des ensembles ( E, M )  est de seconde catégorie ,sur E ;  
donè il existe un intervalle 1 con tenant à son in térieur des points de E 
et dans lequel cet ensemble ( E, M )  est partout de seconde catl'gorie , 
Remarquons que sur ( E, rtl ) f est. constante à E près dans l et que 
l'ensemble  , négligé [ l, E -- (E, M )] est de prernière catégorie SUI' E. 

Prenons E = .!. et faisons-lui correspondre, comme il vient d'être 
1 

( t ) Je ne sa is pas s'il existe des ensembles qui ne sont pa! Z. 
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dit, U I l  il ltervalle I l et un ensemble MI ; prenon� ensu ite E = .!. et 
� 

faisons-lui correspondre 12 intcrieur à 1 .  et un ensem hie M 2 ;  il E = i 
correspondra l a  intérieur à T:! «.'t �13 '  etc . A l'inti'rieur de tous ces 
intervalles existe au Inoins un point P de E ;  en P, .f est , à E près, con
tinue quand on nèglig<' l 'ensemhle de Pl'emiere catégorie N 

donc : 

XVI .  Toute fOllctio" rcpréseula!Jü' (J lIalytiquenle'tt c.d ponc
tuellement dùu�olttinu(! sur tout cllsefnble pal:faü quand on né
glige les enselltblcs de prenziere catégorie par rapport à cri 
enscl1lble pa1fait .  

C'est l'én·oncl· de �1. Baire . 
La démonstration précédente montre que l 'ensemble nég-ligé est 

nlesurahle B, elle fournit même une l imite �mpér'i(�lll'e de sa classe , 

mais cela est de peu d'intél'ê t . Soien t,  en efTet, � .  � N 2 '  • • •  les ellSelUbl(·� 
partout non denses SUl' E don l la somll le est l'ensemble � n('gl j�,c , la 
t'onction ! est encore continue en P si l'on nég'lige l'ensemble 

il'quel , étant  la �Oln,ne d 'ul le infinité (U'nombrable d'ensemhlps fel'més, 
})artout non denses sur E, est de classe :.! au plus et est de prelnil're 
catégorie par rapport il E. 

�laintenant une question très iIllportan te se pose : la condition 
nécessaire fournie par le théorème XVI est-elle suftlsante "? Et, si elle 
ne l'est pas ,  existe-t-il des fonction s  ( Jui  I l 'y satisfont pas "? Je n'essaierai 
pas de repondre à ces difliciles questions; il Ille suffit  d' <lvoir montré 

. par' les considéra tions précédentes , très incomp lètes, que des raison

nements simples , de la na ture de ceux qui m'ont servi dans les préce
dents pal'ag1'aphes, permettent  d'obtenir certains des résuHats publiés 
par �l . Baire . 

La condition suffisante pour qu'une fonction soit de classe IX au plus 
que donne le théorème XIV, condition qui est évidelnment nécessaire , 
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peut être considérée comme la généralisation du théorème XV, don
née par M.  Baire , malgré la différence des énonces . Il n 'est pas diffi
cile. d'ailleurs, de donner un énoncé analogue à celui du théorème 'XV 
et convenant à tous les cas. Pour arriver à un tel énonce, j e  reprends 
la définition de la continuité en un point  P ,  quand on néglige les 
ensembles d'une famille F. Dans l'application de cette définition, on 
peut faÏre deux conventions distinctes : 

1 °  Celle qui a été faite j usqu 'ici et d'après laquellc, quelle que soit P ,. 
on néglige un ensemble quel conque de la famille F, contenant ou 
non P ;  

. 

2° Celle d'après laquelle, pour définir la continuité en P ,  on neglige 
un ensemble de la famille F ne contenant pas P. 

Ces deux conventions sont évidemment distinctes ; la fonction 1.. (x), 
page 1 40 , est parlout continue, quand on néglige les ensembles denom
brables avec la convention 1 °, elle ne l'est qùe pour les valeurs irra
tionnelles de ;c avec la convention 2° ; la continuité, quand on néglige 
les ensclnbles finis (contenant un nombre fini de points ) , est la conti
nuité ordinaire si l'on fait la convention 20 , avec la convention 1 0  c'est 
la continuité ordinaire dans l'ensemble des points autres que celui 
que l'on considl're . La convention 1 ° permet de définir ce que l'on 
pourrait appeler la continuité autour de P, la convention 2° permet 
de détinir ce que nous appel lerons 11laintenant la continuité eu P ( t ) .  

A vec la convention nouvel le que nous venons de  faire , le théo
rème XVI Il 'est plus démontré ; mais il est facile de completer la 
démon�tration précédente . 

Remarquons d'abord que les points d'un ensemble M qui ne sont 
pas inlé,.ieur8 à un in tervallc dans lequel �I est partout de seconde 
catégorie fonnent un ensemble de première categorie , d'après la décom
position d'un ensernble quelconque en ensembles de première caté-

( 1 ) Je rappe l le ( voi,. la note de la page 1 85 )  que Je langage que j 'ai adopté est 
ditré.'en t de celui choisi par M, BaÎl'e . J'a i seu lement traduit dans un langage voi
sin de celu i qu e j'adopte définitivement une propriété donnée par M. Baire. 
J'insiste d'ail leurs SUI' l a  ditréreuce en tre les deux conventions citées, parce que 
l'une d'elles seu lemen t co.nduit à un énoncé général fournissan t immédiatement 
le théorème XV COlOme cas particu lier. 
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gorie et en ensembles partout de seconde categorie . Ceci po�é dans la 
démonstration du thèorème XVI, il chaque nombre E nons avons fait 

correspondre une infin i te dénombrable d'ensembles �1 . Le� poin ts Q 
de E , qui ne sont pas intérieurs à un intervalle rlan� lequ(ll l'un 
des (E, M) cont�nant Q est partout de seconde catégorie sur E, 
forment un ensemble E( E ) de première catégorie sur E. L'ensemble 
e = E (7) + E(i) + E (i) + . . . est donc de première catégori{\ 

·sur E et il existe des points de E n 'appartenant pas à e .  
Soit- P l'un de ces points , j 'appelle M" l'un des M, correspondant 

à E = i' et partout de seconde catégorie dans un certain intervalle 

contenant P à son intérieur. J'appelle lot cet intervalle . 11 est éviden t 
que l'on peut se servir des interval les lA' et des ensembles Mk commp 
de ceux qui ont été définis Pl·écédemment ; le théorème XVI est don" 
démontré ( ' ) . 

Supposons maintenant que, au lieu d 'invoquer le théorème IV, pOUl' 
Ja démonstration du théorème XVI, nous nous soyons servi du théo
rème X, les enselnbles M sont alors de rang (X au plus ( :1 ) ,  ainsi qU(' 
les ( E, M),  puisque E est de rang 1 .  Soit A l 'un des ensem hIes (E, M )  
de première catégorie sur E ;  il est la sO lnme des ensembles B t � 
B2,  • • •  , partout non denses su� E, donc aussi la somme des en
sembles (A, B t  + B�) ,  (A, B2 + B� ), . . .  partout non denses sur E. 
Or B;  + n; est fermé, donc de rang l ,  A est de rang Œ au plus ,  
(A,  B; + n;) est de rang a au  plus .  Et nous pouvons supposer que 
tous ceux des ( E, M )  de premièrè catégorie que nous rencontreron� 
seront renlplacés par une infinité dénomhrable d'ensembles de rang oc 

--------------------
( t )  La nature particulière des e nsembles M k  n 'in tervie n t  pas, c'est parce que 

la propriété démontrée n'est qu'un  cas  particulier de la suivante que l'on véri
fiera sans peine : Si , en négligeant les ensembles de première catégorie sur un 
ensemble parfait E, une  fonctiol1 est  pOl1ctuellement discontinue sur E lorsque 
l'on adopte l'une des conventiolls 1° et �o, elle l 'est aussi lorsque  l'on adopte 
l'autre convention. 

Il n'y a donc en réal ité aucune différence entre les deux sen s  de l 'énoncé XVI 
( ' )  Au lieu de supposer f constan te, à !  près, su r chaque M, on peut supposer 

que 1 est, à t près, de classe i n férieure à �. Cela permet de donner au théo
rème XVII une autru forme. 
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au pIns, partout non dense sur E .  Dès lors le point P jouit de la pro
priété 'lui intervient dans la définition suivante : 

Une fonctiolt est dite continue (rx)  sur l'ensemhle parfai t E, au 
point P de E, si, à tout nonlbre positif E, on peut laire corret�pondre 
un inter{)alle contenant P à son interieur, dans lequel E peut être 
considéré corn/ne la somme d'une infinité dénombrable d'ensenlbles 
de rang rx au plus, sur chacun desquels 1 est constante à E près el 
qui sont tous, sauf l'un d'eux contenant P, partout non, denses 
SUl' E. 

En un tel point P,  d'après X, / est de classe rx au plus sur E ;  de 
plus 1 est continue quand on néglige les ensembles de première caté
gorie sur E. La réciproque est vraie;  je  ne m'cn servirai pas. Remar
quons encore que la continuité ( 1 )  est la continuité ordinaire , et cela 
grâce à l 'emploi de la convention 20• 

Lorsque E sera le dérivé de l'ensemble des points où 1 est con

tinue ( << )  sur E ,  nous dirons que 1 est ponctuellement d iscontinue (rx)  
sur E. 

Avec ces définitions, en tenant compte du théorème XIV, nous 
pouvons énollcer une proposition contenant les théorèmes X V et XVI 
comme cas particuliers . 

XVII. Pour qu'une /onction soit de class(! rx au p lus, il/aut et 
il suffit qu'elle soit ponctuellement discontinue (<<)  sur tout ensemble 
parfait. 

VII. - Relations entre dU!èrentea familles de fonctions, 

f'onctions définies analyLiquelnent. - On sait que, un ensemble E 
de points (X. , X2 , • •  " . .en) étant donne , on appelle projection de cet 
ensemble sur la 'variété X;+ I == :Ci+:J == • • •  == :L'" = 0 L'ensemble e de 
tous les systèmes de valeurs associées (.L'. , ;L°'l ' , • •  , Xi) .  Je vais dé
montrer que, si E est mesurable B, sa projection l'est aussi. 

Cela est évident si E est un intervalle , car alors e en est un aussi . 
Or tout ensemble mesurable B se déduit d'intervalles par l'application 
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répétée des opérations 1 et II' , lesquelles se conserven t en projection (t) ;  
la proposition est établie .  

Ceci posé , considérons de� relations analytiques 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  

Les fonctions 1" /2 ' . . . , II' étant expri m ahles analytiquement par 
hypothèse, l 'ensemble des poin ts où toutes ces fonctions -sont null es à 
la fois est mesurable B .  J �a partie de cet ensemhle pour laquelle on a 
tx � Yf:;  � est donc mesurable B ain �i que sa projection sur la variete 
y. = Y2 = . . - = Yp =  0 ,  et cela quels que soient (l et � . Donc si , il un 
point de la variété indiquee , contenu dans un certain domaine D ,  
correspond au plus une valeur y. , c� est-à-dire s i  les relations données 
définissent, dans D ou dans un certain ensemble contenu dans D, Ulle 
fonction implicite y. (x. , X'� ,  • • •  , :C,1 ) à une seule déternlinalion, cette 
fonction est mesurable B, d'où le thi'orème XVIII. 

XVIII . - Ullf' .fouction définie ùJlplicltemclit à l 'aide d'e:cpr(Js
sion.y a/lalytiques est exprimable analyÛquenlent d'une' manière 

explicitf) . 

J 'ai supposé, comme on le fail  toujours, que les relations fi = a SOl l t  
e n  nombre fini ; la  proposition précédente est encore vraie s i  l'on 
définit une infinité dénombrable de fonctions impl icites Yi à l'aide 
d'une intinité dénombrable de relation s  .fi = o .  En Inodifiant légère
nient la méthode , qui nous a pel'mis d'affirmer la possibil ité de COII
struil'e tout ensemble mesurable B il partir d'in tervalles à raide des 
deux opérations 1 et II' ,  et celle qui nous a conduit au théorème VI, 
on aura des raisonnements n' uti lisan t pas la  notion de classe et appli
cables lorsqu 'il y a une infinité di'nombrable de variables. Le théo
rème X,TIII, pour le cas où l'on d éfinit simultanément une infini té 
dénombrable de fonctions i rnplicitcs, s'ensuit immediatement. 

A ce théorème on en peut rattacher d 'autres sur les fonctions à plu-

( t )  Cela n e  sera i t  pas '- ra i pOlU' l 'opé ,'a lÎon 11 .  
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sieurs déterminations. J'indique seuleInent la nature de ces proposi
tions. 

Supposons qu' on dise qu'une fonction à plusieurs déterminations 
est mesurable B quand, quels que soient a, b et l'entier n, l 'ensemblc 
des points, où Tl déterminations, et n seulement, satisfont à l'inégalitl' 
aS/ �  b, est nlCsurable B. On s'assurera facilement qu'il est nécessaire 
et suffisant qu'une fonction à un nombre fini ou à une infinité dénom
brable de détermillation� soit mesurable B pour qu'on puisse défini t" 
simultanément toutes ces déterminations pal' une rela tion analytique 
entre la fonction et les variables . Bien entendu , une telle relation ne 
définira la fonction qu'implicitement  si , comlne je l'ai supposé jusqu'à 
présent, on n'admet dans les expressions analytiques que les seul� 
signes + , x ,  lim . Mais, si l'on y adjoint un signe d'opération non 
uniforme, il n'en est plus nécessairement ainsi. Par exemple, si l 'on 

emploie le signe \1-, on pourra représenter explicitement, par une scnle 
expression analytique, toutes les déterminations d'une fonction Inesu
l'ahle li pourvu que le nOlnbre de ces dcterminations soit  toujours une 
puissance de 2 ou qu'il y ait une infini té df�nombrahle de déterJnina
tions. C'est, en un certain sens, une généralisa tion du théol'ème XVIII .  

Pour démontrer ce théol'ètne nous avons utilisé une remarque S U I' 
. les projections des ensembles . En la précisant et en la généralisant 
nous pourrons en déduire de nouvelles conséquences . 

llela/iolt8 eutre les jOltctions de plusieurs variafJl(!s et les /onc
tions d'une seule variable . - Considérons la transformation T 

(T) X I  = X. ( .,{,'"  .c� . . .  , ;1',, ) , . . . , 

déHnie à l'aide des fonctions Xi continues dans le  domaine d de 
l'espace x . , .Z'"J , • • •  , .1:,, ; et  supposons qu'elle transforme le domaine d 
en un domaine D de l' espace Xu X:u  . • •  , Xp• Ces transformatiqns son t 
bien connues si Il == p ;  le passage d'un ensemble à sa projection 
définie par 

X., = ;c." . . . , 

fournit un exemple de ces transformations pour le cas ft > p. 
M. Peano a donné le premier un exemple du cas n < p ;  il a indi-

Journ. de Math. (6' série ), tome 1. - J<'asc. II, J !loa. 
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qué en c frrt com ment on pouvait construire une courbe remplissant un 
intervalle 1 (Math. A nnalen , t. XXXVI) C ) , si cette courbe est 
définie par 

" . , 

ces formules définissent une transformation de la nature considér't'·c 
entre l'intervalle 1 (à P dimensions)  et un intervalle (à une dimension ) 
de l 'axe des t .  

Soit a un point de d, T lui  fait corre�pondre un point A hicn déter
miné, le transformé de a . A est rn gén"�ral le transformé de plusieurs 
points que j 'appelle lt�S homolog ues d,! a. Un ensemble e de d étant 
donné, le transformé 1� de e est l'ensemhle des transformc',s des points 
de  e ;  je dé�ignerai pal' el l 'ensemble de lOtiS les  poi lits dont les t r'i\ l lS
formés font partie de E ;  en d'autres termes CI contien t les poin ts 
de e ct leurs homologues ; j e  dirai que (' 1 e�t l'ensemble complet 
correspondant à E. Cherchons des relations entl'e les classcs des 
ensembles e, E, ef •  

Supposons que e soit ferme, c'est-à-dire soit F de c1asse o .  Soit M 
un point de D limite des points Mf , �12 '  . . . de E, soient m "  lU :!, • .  , 

des points de e qui on t respectivement pour transformés M I , �I: " . ,  . ,  
Soient enfin ln un de leurs points lÏInites, et mk" nZJrl, • • •  des points de 
la suite mf ,  m� , . . . , tendant vers nl , j e  dis que nt admet �I pour 
transformé. En etl'el les fonctions XI ' X:!7 . . .  , Xp, qui figul'ent dans la 
transformation T, étant  continues, Xi ( In)  est la l imite de Xi (miel) ;  
or Xi (mie;) étant la coordo nnée Xi de �IJri ' Xi ( In)  sera la coor
donnee Xi de �1 et M est bien le transformé de ln . L'ensemble E est 
fermé.  

Donc, si e est  F de classe 0 ,  E est  F de classe o .  I l  faut bien remar
quer que cela n'est plus vrai e n  général si l'on remplace F par 0 ;  en 

-------------
e )  Voir aussi u ne note de M .  Hi lbert ( Math. Ann . ,  t .  XXX ViII ) et l a  page 44 

de mes Leçolls SUI' l'intégration . - La ll'a nsformation qu i  a �el'vi au débu t 
du paragl'aphe i pOU l' défini .' un domaine à pa rti r d'un in terva l l e ,  l l'a nsforme 
une courbe  rem pl i ssan t  l 'i ntel'val le en une cou l'he l'e l llplissa i l t le dom a i ne , Tou l 
domaine peut  donc êtl'e ."empli par une cOut'be . Ces courbes pel'meu,'aient ,  s i  
l 'on y voyait avan tage� d e  ne s'occlIper que des transformations T ola n == 1 .  
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d'autres termes, si e est ouvert il n'en résulte pas que E soit aussi 
ouvert. De l'étude des eHsembles F on ne peut pas conclure pour les 
ensembles 0 parce que, si e et g sont complémentaires par rappol't il d, 
i l  n 'est pas vrai en général que E et G soient complémentai l'cs par 
rapport à D ;  la somme E + G est bien identique à D, mais E ct G 
ont en général des points communs. 

Supposons que e soit 0 de classe 0 ou 1 .  Alors e est la somme 
d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés et dont les transformés 
sont par suite aussi fermés. Mais la somme de ces transformés est · 
identique à E, donc E est 0 au plus de classe 1 .  

Supposons que e soit F de classe 1 ou 2 .  Alors e est III partie com
mune à une infinite dénombrable d'ensembles 0 de classe 1 au plus et 
que l 'oll peut supposer contenus les Ults da/l.� les autres. Dans ces 
conditions leurs transformés, qui sont  0 de classe 1 au plus, admettent E 
pour partie commune ; donc E est F de classe 2 au plus. 

En con tinuant ainsi on voit que, si e est F de classe 2 /t au plus, 
E est F de cla.Y.�() "l II, au plus,. .çi e est 0 de classe 2 n + 1 au plus, 
E est 0 de classe 2 n  + 1 au plus . En particulier, si e est F ou 0 de 
classe inférieure à Cl), E est aussi F ou 0 de classe inférieure à w .  

S i  e est de  rang 00 ,  il est la partie commune à une infin ité denom
brable d'ensembles F des classes inférieures à w, que l'on peut supposer 
contenus les uns dans les autres , el dont les transformés, qui sont F des 
classes inférieures à 00 ,  ont pour  partie commune E. E est donc de 
rang oo.  

Si e est  le cOInplément d'un ensemble de rang 00,  i l  est la somme 
d'une infinité dénombrable d'ensembles 0 des classes inférieures à 00, 
lesquels ont pour transforInés des ensembles 0 des classes inférieures 
à 00 ;  leur somme E est donc le complémentaire d'un ensemble de 
rang w .  

S i  e est F de classe Cl) ,  i l  est la partie commune à une infinité dénom
brable d'enselubles co�plémentaires d'ensemb les de rang w, contenus 
les uns dans les autres . Alors E est la partie co mmune des �ransfol'Jnés 
de ces ensembles, donc E est de classe w au plus. 

Si e est 0 de classe w ,  il est la somme d'une infinite dt�nombrable 
d'ensembles de rang Cl), donc E est 0 de classe 00 au plus . 

A partir de là , en ra isonnant par récurrence , on verra que , si e 
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est F ( ou 0) de classe a �CJ), E est F (ou 0) de classe ct au plus ( 1 ) . 
Pour le passage de e ,  à E les conclusions précédentes s'appliquent, 

mais on peut aller plus loin. Soit g, le complémentaire de c .  par rap
port à 0,  g .  est évidemment l'ensemble 'complet correspondant au 
complémentaire G de E par rapport à D .  Si e ,  est F de classe tX�CJ) ou 
de classe finie et paire, E est , on le sait, un ensemble F de classe ct au plus . 

Si e. est F de classe finie et impaire a ,  g. est 0 de classe i mpaire a, 
donc G est, on le sait , u n  ensemble 0 de classe « au plus et par suite E 
est F de classe Œ au plm;;. Donc, dans tous les cas, E est au plus de la 
même classe que (? 1 C ' ) . 

Ce résultat peut s'interpréter autrement . Soit F ( XI ' X2 , • • •  , Xp) 
une fonction , la transformation T lui fait correspondre une fonction 

Comme E (a � 1 � b) est le correspondant conlplet de E (  a � F � b),  
f est au llloins de la classe F. 

Mais , au sujet de la fonction F [ X 1 ( .x ,  " , ) , 0 " ) composée à l'aide 
des fonctions continues X. (x" . , . , :L'n ) ,  , . .  , Xp( .l· . , 0 '  0 ' xn) et de la 
fonction I�"( X f 7  X:l ' . , " Xp ) , nous pouvon s démontrer une propriété 
analogue élU théorème 1, savoir que la fonction .f(:c" x:z , 0 0 "  ;L'n ) est 
au plus de la classe de la fonction F ( X" X:l ' o .  0 ' Xp). Dire que F est 
d'une classe déternlinée, c'est dire en effet que 1 'on peut  construire cette 
fonction à raide d'un certain procédé opératoire il partir de fonctions 
continues '1> (:X 1 , X:t o • • . , Xp) .  Pour substituer dans F les valeurs de 
X" X:l ' . . .  , XI' donn l" es par ( T ),  il suffit de faire la substitution dans 
les .� , éc qui donne des fonctions continues � (x" X ;l '  . , 0 ' ;en) , puis 
d'employer, à partir de ces nouvelles fonctions , le mênle procédé opé
ratoire qu'avant la substitution . 

Comme il n'est p�s démontré qu'après la substitution ce procédé 

( t )  En appliq uant ces résulta ts a u cas où E est une projection de e, on pourrait 
préciser la nature des fonctions définies implicitement par des relations obtenues 
en égalant à zéro des fonctions de classes con nues . 

( t )  Je reviens ici a u  langage abrégé dans lequel ensemble F de classe (J est 
remplacé par ensemble de classe (J. 
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opératoire �st le plus simple possible, nous pouvons seulement conclure 
que f est au plus de la classe de F.  

Ce résultat, rapproché du précédent, montre que : 

La transformation T fait correspondre à tout eruemble E contenu 
dans D et de Clas.#f(! tX un ensemble complet e contenu dans d et 
exactement de classe tX .  

Et aussi que : 

La transformation T fait correspondre à toute fonction 
F(X" . . . , �) des variables X. , X2 , • • •  , Xp, qui est de classe tX, 
une fonction 

des variables x t ,  ;&2 ' • • • , XII ' qui est exactement de classe Cl .  
Le fait que D est un domaine n'est presque jamais intervenu ; sup

primons cette condition , alors D est un ensemble parfait. La démon
stration du premier des deux énoncés précédent reste applicable, 
occupons-nous du second. Convenons de dire qu'une fonction est de 
classe tX sur D s'il existe une fonction'partout définie, qui soit de cla�se tX, 
qui sc réduise sur D à la fonction donnée et s'il n'en existe pas de classe 
inférieure à (% .  Alors il est cvident que, si F est de classe tX, f est de 
classe (% au plus. 

Si f est de classe 0 ,  la fonction F, d'où dérive J, et qui n'est connue 
que sur D, est continue d'après les résultats qui précèdent ; mais 
puisqu'on sai t  qu'il existe une fonction continue, partout définie, se 
réduisant sur D à une fonction continue donnée, F .est, sur D,  de 
classe 0 au plus . 

Si f est de classe � � J ,  la fonction F, définie sur D, est telle que 
E ( a � F � b) est touj ours de classe tX au plus, mais l'ensemble complé
mentaire de D, étant de classe l ,  est aussi de classe Œ au plus, Donc l� 
fonction égale à F sur D ,  à 0 pour les autres points est de classe tX au 
plus, F est, sur D, de classe tX au plus . 

Les deux enoncés trouvés sont donc exacts dans tous les cas où d est 



1 98 

un 'domaine ( ' ) . La seule application flue j 'en veux faire est la sui
vante : Considérons une courbe C définie à l'aide de fonctions continues 
d'un paramètre t variant dans un intprvalle d; soit 

, . . , 

cette courbe. A toute fonction F(X. , X3 , • • • , Xp) définie sur elle , 
correspond une fonction f(t) :.= F [X I ( t ), X2 (t) ,  . . .  , Xp( t)] définie 
dans d. La classe de cette fonction j( t) est ce que nous appellerons la 
classe de F sur la courbe C. Il est évident que cette classe est biel l 
attachée à la courbe C et qu'elle ne dépend pas de la représentatiol l 
paramétrique choisie, c'est-à-dire qu'elle reste Ja même si, dans les 
fonctions XI (t), X2 (t), . . . , Xp( t), on suhstitue une fonction t ( 0 )  
continue e t  variant toujours dans J e  mê me sens .  Mais l'extension qlW 
nous avons donnee aux énoncés précédents permet d'aller plus loin : la 
classe de F sur la courbe .C étant la classe de F sur l'ensemble parfait D 
des points de C l'este la même si l 'on substitue à C une autre courbe r 
assujettie à la seule condition d'avoir un mên1e ensemble de points 
que C. Et cela revient à substituer, dans les coordonnées des points 
de C, des fonctions t(6) qlli sont discontinues, à plusieurs détermina
tions, l'ensemble de ces déterminations pouvant même avoir la puis
sance du continu pour certaines valeurs de O .  

SI l'on ne s'occupe pas de ces généralisations, on ne pe ut conclure 
pour toutes les courbes, mais on peut toujours conclur� pour les 
courbes qui remplissent un domaine, et cela suffit pour légitilner le 
théorème XIX : 

XIX. Pour qu'une fondion soil de classe œ dans un domaine, il 
faut et il suffit qu'elle so it de classe Il au plus pour chaque courbe 
du domaine el qu'elle soit effectivement de classe Il pour une courbe 
du domaine.  

Cette courbe particulière peut d'ailleurs être prise indépendamment 
- ------------------

( 1 )  Ils sont  vrais aussi si d est un ensemble parfa i t, mais cette généralisat ion 
nous est tout  à fait inutile. 

Lorsque d est un domaine, D est u n  ensemble parfait , mais il faut bien remar
quer que ce n 'est pas un ensemble parfait quelconque . 
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d e  la fonc tion considérée, il suffit de prendre une courbe remplissant 
le domaine ( t ) . 

Il est bien évident que, si l'on veut déduire la classe d'une fonction 
dans un domaine de la classe de cette fonction sur une courbe, tou
jours la même, il faut que cette courbe pas!;e par tous les points du 
domaine . Mais on ,peut préférer à l'emploi de cette courbe, unique 
mais nécessairement compliquée, l'emploi d'une famille de courbes 
plus simples . 

• Te ne sais pas s' il est possible de nommer une telle famille ,  mais je 
vais montrer par un exemple simple que la famille des courbes analy

ticlues ne répond pas à la question ( 2 ) .  
( :onsidérons trois circonférences tangentes in térieurement en un 

poi n t. A .  Soien t C, la plus grande , C2 1a c irconférence moyenne, Ca la 
plus petite. Soit I( x ,  y) une fonction, nulle sur C" Ca , à l'extérieur 
de Ct , à l 'intérieur de C3 ; égale à 1 sur C2 sauf en A ;  linéaire sur 
chaque rayon de C3 , entre C f  et C 2  d'une pàrt, entre Ci et Cs d'autre 

e )  J'a i  énoncé ce théorème dans une Note des Comptes rendus ('J7 mars 1 899) 
et j 'en ai dt!duit qu 'on pouvait appl iquer à tOl1 S  les cas ('énoncé du théorème XV, 
démon tré par 1\:1. Bai .'e pour  les foncti ons d'une va l'iable. Ma démonstration pri
mitive éta i t  très d iU'érente comme forme de celle du texte ; en réalité, les pro
pric!tés u t i lisées étaient  les mêmes. J'emp l oyais encore les relations en tl'e un 
ensemble, son transformé e t  l'ensemble complet correspondant.  Seulement, 
au l i eu de considérer une co u rbe que lconque rem plissan t  le domaine, je ne me 
servai s  que des courbes de Peano don t  l'ensemble des points m l.ltiples est par
ticul ièl'ement s imple . 

C ' )  Il surtit  qu'une fonction soit de classe Cl == 0 sur toute droite tE == const. 
e l  sur toule cOU l'he y = j(x)  pou r qu'elle soit de classe œ == 0 dan s tout l e  
plan ( .x, y ) . Je ne sa i s  pas  si cette prop ,'iété est  encore exacte pour œ >  0 ;  si 
el le l'était, on aurait là une famille simple répondan t à la question.  Cette famil le 
serait d'autant plus in téressan te qu 'elle ne comp.'end que le� courbes qu'on 
étudie ordin ai.'emen t ,  l 'ét�de d'une coul'he y =/( :&) é tan t souvent beaucoup 
p lus facile que celle d'une courbe quelconque.  Par exemple, M.  Baire a dé
montré qu 'une (onction F (x, ,r ), cOlltinue en tE et en y, défin i t  s u r  chacune de 
ces courbes une fonction de classe 1 ;  il est fort possib le que les méthodes de 
�1 . Baire puissent être étendues au (8S des courbes qyelconques, il n'en est pas 
moins  intéressan t  de se demander si l 'on a le droit de conclure du résultat de 
M .  Baire que F est de classe l ,  comme cela sera démontré plus  loin.  
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part. I l  est évident que f(.1:, y)  est discontinuc e n  A, e t  pourtant eHe 
est continue sur toute droitc du plan .  

Faisons une construction analogue en  remplaçant C t , C 2 ,  C� pal' 
des courbes qui , au voisinage de A, sont transcendantes ct on t un 
contact d'ordre infini. On peut supposer, par exemple , que ces arcs 
de courbes ont pour équations 

et que l 'on a 

Y' = .f:t ( ,v) , 

ft (0) == f'J « () == f3 ( ( )  = ao, 

l.(P) ( (} ) = //) (0) == !�I') ( 0 ) = app ! , 

If désignant la dérivée pièrDe de fi' les ao et les ap étant choisis il 
l'avance de façon quc la série ao + 1: apxP ne soit pas convergente 
pour x =1= o. Alors la fonction f(x, y) est continue sur toutc courbc 
analytique, et cependant elle est discontinue en A.  Bien entcndu, une 
série uniformement convergente de telles fonctions convenablement 
choisies donnerait une fonction continue sur tout arc analytique el 
cependant discontinue dans tout dOIl�aine. 

Les fonctions ainsi construites sont de classe 1 ;  il est facile de lc 
voir de bien des manières et ce1a résultera d'un théorème qui va êtl'C 
démontré ; je vais cependant le démontrer pour la première fonction 
!(x, y) construite , ce qui me conduira à une série intéressante . De A 
comme centre, je décris la circonférence r n de rayon � ;  soit �II Ulle 

fonction continue égale à / en tout point oilf = 0, égale à f  à l'extc
rieur de rn et comprise entre 0 et 1 ;  ! est la limite de I(n, donc / est 
de classe 1 ,  mais, de plus, la suite obtenue qui n'est pas partout uni
formément convergente est cependant uniformément convergente sur 
toute droite . Cette suite peut évidemJnent être remplacée pal' une 
série de polynomes, et ce qui a eté dit de la première des fonctions 
f(x, y) peut l'être des autres, de sorte qu' il existe des séries de 
polynollzes uniformément convergentes 8ur tOllt arc analytique 
sans être uniformémeftt convergentes dans aucune aire. 

Toutes les Conctions f(x, y) que nous venons de construire sont de 
classe 1 ;  avant de rattacher cela à un théorème général, je montre 
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que, contrairement à ce que pourraient faire penser ce théorème et 
les exemples précédents, il ne suffit pas de connaltre la classe d'une 
fonction sur tou te d roite du plan pOU l' connaltre une lim ite supèrieul'e 
de la classe 'de cette fonction . En effet, une fonction partout nulle, sauf 
peut-être pour les points d 'une circonference , est de la classe 1 au 
pIns sur toute droite, elle peut être cependant de classe quelconque, 
ou nlême échapper à tout mode de représentation analytique . 

P"oltcl;o/t,v de plusieurs varÎablNf colttinues par rapport à (�It(WIl/U� 
d}eUes. 

XX. Une fonction de n variablt!s, CO'ttÙlU(� par rapport à CIUll�Ulte 

d'elles, est de classe n - 1 au plus. 

Soit .r( x" X�H • • •  , 3.,',,) une tclle fonction et supposons�la définie 
d ans un intervalle ,  ce qui nc restreint pas la généralité, puisque, si .f 
n'est définie que dans D, il est possible de la définir t't l'e xtérieur de D 
en respec Lant les continuités ; cela suppose toutefois que f est con tinue 
pal' rappol't aux variables cn tous les points frontières de D,  mais cela 
est admis implicitenlent dans }'cnoncé . 

S upposons dOlIc que f est défi nie pour a �x, ; b et divisons l ' in ter
valle (a,  b) en ft parties egaIes id' aide des poin ts ao = a, a "  . . . , an = b. 
Soit rll. la fonction égale à f q uand x a l'une de ces valeurs ai et variant  
l inéairement quand, x2 , x3 , • • •  , Xn restant cons tantes , x. varie de ai 
à ai+ t "  911 est une fon ction continue par rapport aux ensembles ( X. ,  x2) , 
(�l,'" xa ) , • • •  , ( .c" x,,) et de plus rn tend vers /, quand n augmente 
indéfinimcu t .  

Opérons sur rit comme sur f en faisant j ouer à X'J l e  rôle de x, ; 
nous verrons que rn est la l imite d'une s uite convergente de fonctions 
continues en (xo X2 , xs ) ,  (x" X"l' .L' , ) ,  . . .  , (3,'. , X2 , xn ) .  Nous opére
rons sur ces nouvelles fonctions comnle sur f e t  fn en faisant j ouer à iL''J 
le rôle de x, et X: u et ainsi de suite .  Au hout de n - [ opérations, 
nous arriverons à des. fonctions continues par rapport il l'ensemble des 
variables et à partir desquelles 1 s'obtient par n - 1 passages successifs 
à la limite ; donc f est de classe n - 1 au plus ( 1 ) .  

( J )  J 'ai déjà dO Il Ilt! celt� démonstration dans  u n e  Note ùu Bulletin des Sciences 
mathém atiques ( Sur l'approximation des fonctions, novembre 1 898 ). 

Journ. de MatA. ( 6- sèrie ),  tome 1 .  _. Fasc.  Il, 1 905 . 26 
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O n  peut s e  demander, i l  est vrai, s i  l a  limite superieure trouvée pour 
la classe peut être effectivement atteinte . La ri�ponse est affirmative ; 
nous allons démontrer, en effet, ({tH' : 

XXI. Si f( t )  est un(� fonction dl' classe n, il existe une fonc
lion q; (X. , X� , . . . , �cn+ I ) continuf? par rapport à chacune de se,� 
n + 1 variables et telle qUf' 1( / )  soü identique à 9( t, l ,  . . .  , / ) .  

En d'autres �ermc�, r( .r. , 'C: n  , • • , ,rll+t ) s e  réduit il .( SUI' UU(' C('I'
taine droite . 

] 0  /1 == 1 .  - On a alors 

le 1) == l i m  j:, ( ' ) �  
Il .-. QI: 

les .f" ( 1 )  étant con tinues .  Soien t � "  E:t , ' . '  des nombres décrois�mn ts 
et tendant vers zi'ro , et soi l 'Yj" un nombrc tel c lue , dans un intervalle 
quelconque de longueur Yj", l'oscilla tion d� ./:, soit inférieure à E,, ; je 

suppose, de plus,  q lle )es l'j'I sont cho isis d/'cr'o issan t avec .!. ct tendaut 
/1 

ver� zero . 
Nous défin issons 9 par le8 éga l i tes 

et 

quand 
, + 1j II+ .! <:  ,L' 1 � 1 + .,,"+ 1 • 

Il est évident que, pOUl' x, � X:l ' r est continue cn x, ; montrons que 
� est continue en X:l . Donnons à :L' , unc valeu r constante, lorsque 
l'on ft 

l, .,. < "  < L' -, " 1  - ' j ll+ I � '<L :! . ' , - ' j+:! ' 

? est comprise entre le plus pet.i t (' L Ie plus grand des nombres suivants : 

fil + E", IN - ',/ 7 ,("+1 + '11 +-1 ' .(,,+ , _. é.'I+I ' 
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et, puisque tous ces nombres tendent vers .f, �, qui est évidelnment 
continue en X'J pour X2 < .1:. ,  l'est aussi pour X2 = x • .  

Ce raisonnement deviendrait plus simple encore si l 'on traduisait 
en langage géoluétrique la construction indiquée analytiqu�)nent ( 1  ) . 

2° n quelconque. - On peut maintenant passer d'une valeur de It 
à la valeur immédiatement supérieure à l 'aide d'un raisonnement que 
je me contenterai d'exposer dans le cas particulier du passage de Tt = r 
à II, = 2 .  Cela me permettra d'employer Je langage géométrique et de 
bien mettre en évidence la propriété de� domaines à plus de deux 
diluensions qui est fondamentale dans ce raisonnement.  

Par la droite D, x = y = z ,  faisons passer les trois plans D x, Dy, 
D ;  qui contiennent respectiveJllent 0.1:, 0 y, 0 z .  Ces trois plan� 
divisent l 'espace en six domaines indéfinis, limités chacun par deux 
faces d'un dièdre . En tre ces systèmes de deux faces ,  menons ,  par D, 
deux plans ; par exemple, traçons les six plans fi passant par D et 
faisant 20° avec l'un des plans Dx, Dy, D z. Les plans fi, Dx, Dy, 
D ;  divisent l'espace en dix-huit dièdres de 200 d'angle ; les plans n 
seuls divisent l 'espace en douze dièdres : les uns, les dièdres A de 
.'100 d'angle, sont tels qu'ils contiennent les para llèles à l'une des direc
t ions de l 'un des axes, menées par les points de D ;  les autres, les 
d ièdres B de 200 d'angle,  ne contiennent aucune de ces parallèles . 

Si l'on veu t  construire une fonction 1i (:c, y, ;) continue en x, en y 
et  en .: et égale sur D à une fonction donnée, e t  si l'on sait résoudre 
cette question pour chaque domaine A, on saura évidemment la 
résoudrc pour tout l'espace ; en effet, si l'on donne à 9(x, y, ;) les 
valeurs déjà connues, quand (.:.c, y, .: ) est point d'un domaine A, i l  
sera facile de  définir �(x, y, .: ) dans les domaines B tout en respec
tant les continuités, parce qu'il n'y aura plus à s'occuper de la conti
nuité aux points de D.  

Il suffit donc de résoudre l a  question pour un domaine A et, dans  
un  tel domaine, on  n'� à se préoccuper, pour les points de  D, que de 
la continuité par rapport à une seule des va�iables. Cette simplification 
résulte ,  comme on vient de le voir,  dc la possibilité d'une certaine 

( 1 )  ��n , 899, M .  Baire m'avait  communiqué une démonstratif,n d ne il M. Vol
lel'ra et  s'appl iquant au cas de n == 1 .  
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division de l'espace ; une division analogue est possible pour les espaces 
à p lus de trois dimen sions, elle est  impossible pour l'espace à deux 
di men sions. 

Pour démon trer Je  théorème dans le cas de n = 2 , il suffit de définir 
la fonction 9, dans un domaine A ,  l'un des dièdres précédemment 
défini ou tout autre domaine possédant la propriété )'emarquable indi
quée. Supposons que ce domaine contienne les parflllèles menées par 
les points de D il la direction positive de O.'(J. 

Soil 1( /) =--= ]jm .t:, ( l , 1) la fonction donnée ; ln( u, '-') étant une 
n = oo  

fonction continue p a r  rapport à chacune des deux variables u ,  " . Dési
gnons pal' Pt , P:I'  . . . des plans parallèles entre eux et à D ,  sc rappro
chant constanuncnt de D, dont la distance à D tend vers zéro , coupant 
Je domaine A et  non parallèles à 0 .1,',  On pourra prendre pour P,t 

• • _ _  J :l .l, - y - ..: - . . 
Il 

Lél fonction ? (  x, y.  � )  est lua intenan t défi nie par les conditions 
suivantes : .0 9 ( ;c , y ,  .; ) est égale à f(x) sur D, c'est-à-dire que l'on 
a 9(.c, x, .'l: ) == /( .1) ; 2" au point de Pn, don t les coordonnees sont 

� (y + :,  + -�-)' , y, :', la fonction 9 ( .r, y, :.) est l·galc ,1 !1l(Y, z) ; � Il 

]0 1 (.:c, y, z) est linéaire en x quand on se déplace sur une parallèle 
à l'axe des x entre deux plans Pi consécu tifs .  

Ces conditions déterminent évi demment, e n  tout point d e  A ,  une 
fonction 9 reulplissant les conditions imposees. Le théorème est donc 
établi pour 11. = 2, et  l 'on voit que le raisonnement se genéralise faci
lement. 

Des théorèmes XX et XXI il résulte qu'il y a identité entre les 
fonc tions de classe n et  celles qu'on obtien t en donnant des valeurs 
égal�s aux variables d'une fonction de Il + J varia bics continues par 
rapport il chacune d'elles . Cette identité fournit un nouveau moyen de 
rattacher les fonctions d(� classe n aux fonctions continues , qui pour .. 
rai t ê tt'c p t'is pOUl' base d'une e tude des fonc tions de classe finie , et 
l'on VCl' l'a facilement qu'en l 'employant ccrtains des théol'èmes précé
dents s'obtiennen t très facilement. M .  Baire cst parvenu ,  pour le cas 
de n == [ ,  à la dém onstration de l"identité qui vient d'être indiquée en 
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cherchant simultanément les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'une fonction soit de prelnière classe et pour qu'eUe puisse être 
obtenue en (aisa�t x = y dans une fonction !( x, y) continue en :c et 
en y; il a trouvé comme réponse à ces deux questions des condi tions 

identiques, celles qui sont fournies par le théorème XV ( t  ) . 

VIII.  - Exemples de fonctions. 

Je vais maintenant démontrer l'existence de fonctions de toute 
classe et l'existence de fonctions  échappant à tout mode de représen
tation analytique .  

U I l  théorème de M.  G. Cantor est fondamental pour notre objet : 
l'ensemble des fonctions a une puissance supérieure au continu . En se 
servan t  de ce théorème, page ") 1 de sa thèse , M. Baire a pu affirmer 
l'existence de fonctions qui n 'appartiennent à aucune classe . Je vais 
reprendre ces points en préeisant davantage . J'essaierai de ne janlais 
parler d "une fonction sans la définir effectivement ; je me place ainsi à 
un  poin t de vue fort analogue fi celui choisi par M.  Borel dans ses 
Leçolls sur la théorie des jonctions. 

Un objet est défini ou donné quand on a prononcé un nombre fini 

de mots s'appliquant à cet ohjet ct à celui-là seulement ; c'est-à-dire 
quand on a n01l1mé une proprié té caractéristique de l'objet. Pour don
ner une fonction f(x . , :c� ,  . . .  , xn) on nom nle généralement une pro · 
priétc appartenant à tous les ensembles de nombres 

t 1 )  Il a é té question précédem ment de fonctions con tinues sur toutes les 
dl'oites ; on pou rrait se demander si la c lasse de ces (onctions peut atteindre la 
même limite que lorsqu'il s'agit simplement de fonctions continues par rapport 
à chacune des variables ; la  répon se est affi l'mative . 

En modifian t légèrement les constructions employées pour le théorème XX I,  
on constl'u ira une fonction de Il, + 1 variables, con tinue s u r  toute droite et se 
réduisan t , su r une courbe C, à une fonction arbitrairement donnée de classe n. 
La courbe C ne peut pas être prise arbitrairement ; pour n = l ,  on pourra 
prendre un  a rc de cercle ; pour n = 2, un arc d'hélice ; el, d'une manière géné
rale ,  on pourra prendre pour C un arc de courbe rencontrant, en un nombre 
fini de po in ts, toute variété linéail"e à n dimensions. 
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et à ceux-là seulement ;  Inais cela n'est nullement nécessaire, on peut 
nommer d'autres propriétés caractéristiques de cette fonction . C'est 
ce que l'on fait, par exemple, lorsque , nne fonction f(:c)  etant définie 
d'une manière quelconque, on dit (lue  F(:c) est celle des fonctions 
primitives de f(x) qui s'annule pour .JJ = () V ). C'est nommer une 
fonction que de dire (Pl 'elle est égale à zéro ou Ult suivant que la con
stante d'Euler C est rationnelle ou non . 

n ne faudrait d'ailleurR pas croire qu' une fonction est nécessai
rement mieux définie quand on donne une propriété caractéristique de 
l'ensemble y, ;c . ,  ;1:2 ,  • • •  , .'C1/ , car une telle propri{lIté ne perm('t pas en 
général de calculer y. Par exemple , la fonct.ion y� ( .c) ,  page 1 40 ,  qui 
adme t même une représenta tion anHlyti(IUC connue, n'es t pas connue 
pour :c = C, hien que l'on sHche calculcr C avec autant de décimHles 
quc l'on vcut ( :l ) et, �i nous la connaissons pour :c == ï., cc n'est pas son 
expression analytique qui n ous la fait connaître . 

On nc devra donc pas s' t" tonncr si, dans l él suite , jc considc" re comme 
parfaitement définies et données des fonctions que je ne saurai ca J culer 
pour aucune valeur des variables ; je ne connaîtrai en génh-al rien de 
plus, sur ces fonctions, que leur définition ; cela me permeUI'a cl'pen
dant de donner un senR beaucoup plus précis à l'énoncé de �1 . Cantor. 
Je reprends la démonstration du theorème de M. Cantor. 

Convenons de dire que, une certaine famille de fonctions t�tant 
donnée, on sait réaliser une application de cette famille sur l� continu 
lorsque, à toute fonction de la famil1e, on sait faire correspondre un 

( 1 )  Je rappelle que, si f n'est pas bornée, on ne connait aucun procéJé gé néral 
permettant de recon naî tre si F existe et donnant sa valellr. 

( � )  Il Y aurait lieu de reche rch er quel les sont les expressions analytiques qui 
fou l'l1issent réellemen l des procédés de calcul. La réponse à cette question dé
pend ra évidemment de la nature des opérations que nous considérerons COlUIlIe 
réellement efrectuable!!. 

D'une façon générale un calcul est il lusoire s'il suppose que ron effectue suc
cessivement deux passages à la l imi te , à moins que le second ne soi t relatif à une 
suite uniformément convergente. Or, c'est un tel calcul que l'on aU l'uit  à effec
tuer pour  calculer X(C ), C étant supposée donnée par la suite de ses chiffres 
décimau x , c'est-il-di re par u.oe série. 
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ensemble de valeurs de la variable t, comprise entre 0 et l ,  de manière 
qu'à une valeur de t corresponde une (onction au plus . 

Supposons qu'une telle application soit possible pour une famille � 
de fonctions d'une variab le. Définissons une fonction F( t)  par la condi
tion d'être partout nulle sauf pour les valeurs de t auxquelles corres
pondent de:; fonctions de d qui s'annulent pour cette valeur particu
lière t de la variable ; alors nous prendrons F( 1) = 1 .  La fonction F 
n'es t évidemment identique à aucune des fonctions de la famille i ( ' ) . 

C' est ce raisonnement que l'on traduit ordinairement en disant 
qu'i l (!;cisle une fonction ne faisant pas partie de l, ou encore que la 
puissance de l'ensemble des fonctions est supérieure à celle de l'en
sculble des fon c t ions de 'J. Pour être précis, nous devons seulement 
ronchu'e que : Ou bien il f!St ùnpo8sible de nomlner une application 
de � .�Ul" le cOll tinu,  ou bien il est pos.çible de nomme,. une fonction OF 
lit! jaù;a"t pas partie de rJ. 

Ainsi, si ron peut nommer une application, on peut nommer une 
fonction F ;  si l 'on sait seulemen t qu'il existe une application, on doit 
cOl lclure <lu'il existe une fonction F. En général , on démontre l'exis
tence d'un objet en donnant le J noyen de Je nommer ; il n'en est cepen
dant pas toujours ainsi , j 'en donnerai plus loin un exemple en faisant 
cependant des réserves ( � ) .  

1\1 . Borel , dans la Note III  de ses Leçons s ur la théorie des fonc
tions, cite une classe étendue de familles de fonctions pour lesquelles 
on peut nomIner une application sur le continu : les familles de fonc
tions definies par des condi tions dénombrables. U n  ensemble dénom
brable de telles familles consti tue évidemment une nouvelle famille de 
fonctions définies par des condi tions dénonlbrables . La famille des 
fonctions continues est une famil le de fonctions défin ies par des con
ditions dénombrables, et l'on peut, de bien des nlan ières , citer une 
application de cette fanlÏlle sur le continu. Partant d'une de ces appli-

_. _ _ _ _  . __ • __ __ 0 _  • __ _ _ _ .• _ ° ____ __ _ 

( 1 )  On pourra it raisonner de même pour les fonctions de plusieurs variable!!, 
mais les théorèmes de M. Cantor et ceux qu i précèdent nous permette lit de nous 
occuper uniquement des fonctions d'une  seu le variab le ; c'est ce qui sera fait 
dans la suite ;  je supposerai même qu'i l s'agit de fonctions dé1inies dans (0 , 1 ) .  

( ' )  Page 2 1 3. Voir au ssi la note de  l a  page 1 76. 
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cations et rernarquant qu'une fonction de classe Œ est définie par une 
suite dénombrable convergente de fonctions de classe inférieure à oc, 
on en déduira faci lement une application particulit�re des foncLions de 
classe Œ au plus sur le continu . Du théorème de Cantor i l  résu lte alors 
qu'on peut lWlnmel' une fonction qui n'est ni de la classe Œ, ni 
d'une classe inférieure ( ' ). 

Nous ne pouvons pas conclure de là l 'existence de fonctions de tou te 
classe, car nous ne savons pas si la fonction ainsi définie est représen
table analytiquelncnt et de classe supérieure à Œ ou si elle n 'est pas 
représentable analytiquement.  Nous allons voir qu'on peut arriver à 
nommer une fonction représentable analy" tiquelllent ct de classe supé
rieure à (x .  

J e  démontre d'abord une propriété simple des symboles de  classe . Si 
l'on a des synlbol('s de classe Œ . ,  (t2 ' • • •  décrois.�ants, le nOlllbre de 
ces sYlIlboles esl certainenlcnl filli. Supposons, en effet, qu'on puisse 
avoir une suite de symboles décroissants (X . , OC2' • •  " ' et considét'Olls 
l 'ensemble des sJmboles de classe inférieurs à Lous les oc,., cet en
semble E est necessairenlent  dénolnbrahle puisqu'il ne con tien t que 
des symboles inférieurs il � . , donc il existe un sym hole � qui est le 
prClnier venant après tous ceux d" E. � ne faisant pas partie de E est 
égal ou supérieur à l'un des Xi'  Il ne peu t  être SUpél'iclll' à l'un des �i 
puisque tous les symboles inférieurs à � font partie de E ;  donc � égale 
l'un des (X ;  si � = (x;, la suite ne contient que i symboles , le théorème 
est donc dénlontré ( 2 ) .  

SUPPOSOllS donné un sYIllhole d e  classe � .  Cela veut  di l'e qu'on a ,  
par un proccdé quelconquc, détin i  les symboles de classe in fc l'icure à Cl .  
Hangeons ces symboles , qui sont en nombre fiui ou déllol1lurable, en 
suite sinlplement intinie Q(.. , Œ:! ,  • • •  , le luême syrnhole pOll\'ant  revC'n ir 

( 1 )  Celte appl ication pal'licul ièl'e des pl'Oprié tés des famil les de fonctions défi
nies par des condi tions dénombra bles,  que M. Borel a donnt!es dans SOD Livre 
cité , avait été faite par M. Borel lu i-même, qui m'a commltn iqllé son raisonne
ment, analogue à celui  du texte. 

( 2 )  DtAls ce théorème il s'agi t, bien entendu ,  de symboles ordonllés de ma
n ière qu'après chaque symbole i l  y ait un premier symbole déterminé et  que 
l 'ensemble ait un  premier symbole ; ce théorème ne veut pas dire qu'avant 
chaque classe il n'y a qu'un nombre fini de classes . 
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plusieurs foi�  ( ' ). Soitf une fonction de c1a8se Œ ,  on peut considérer f 
comme la limite d'une sui te convergente ./. , l'J ' . . . . Si � est de pre
mière espèce, j e  supposerai que toutes ces fonctions sont de classe 

(X - J ; si (X est de seconde espèce , je  supposerai que ln est de classe tXr,., 
cxrl étant tX. et ex"" étant le prem ier des symboles CXI'II_1 +-1 ' CX/ n tH' • • •  , qui 
surpasse tX",,_t ( 2 ) . 

Je peux considérer 1". comme la limite d'une suite convergente /n,o 
.fn,'J ' . . . .  Si cxr" est de première espèce, j e  supposerai que toutes ces 
fonctions sont  de la classe tXrn - 1 ; si ex"" est de seconde espèce , je sup
poserai que .(,l,J' est de la classe cxr"" , cxr"'1 c lant le premier des sym
boles ex" 1X:l ' • • •  , inférieur à ex,." et exr .. " étant 10 premier des symboles 
ex,. +1 ' ex,. t-" " • •  , qui surpasse tX,. sans égaler tX,. • ",,-1 "_" t - ",,.-( Il 

Les fonctions f",p seront supposées définies cOlnme limites de fonc-
tions !n,p,'1 dont les classes seront fixées par le même procédé , et ainsi 
de suite .  Nous pourrions touj ours déduire , d'une fonction à k indices, 
des fonctions à k + 1 indices ayant les k premiers indices communs 
avec la fonction primitive ; nous serons arrêtés cependant quand nous 
arriverons il une fonction de classe o .  Considérons une suite de fonc
tions déd ui tes les unes des autres .f" , In.,n /n,p,q, . . . ; les classes corres
pondantes,  q u i  sont inft" l' ieul'cs à �, vont en dccl'oissant, donc la suite 
ne comprend qu'un nombre Hni de fonctions . Toutes les fonctions que 
nous définissons ont donc un nombre fini d'indices ; elles forment, 
pal' suite, un cnsenlble dénombrable. Il faut l'enlarquer q ue tout cor
Li�ge d'indices ne correspond pas à une fonction ; mais, un cortège 
ù'indices étant donné, nous savons reconnaître s'il correspond à une 
fonction et,  si oui ,  quelle est la classe de cette fonction .  

E n  particulier, nous savons reconnaître qu els cortèges d' indices cor
respondent aux fonctions de classe o. D'après la façon dont les classes 

( t )  Si l'on voi t u lle difficulté daus le fai t  que je n ' indique pas ù'uue façou 
générale la loi de for�ation de la suite (lI , (l" • • •  , el je ne puis l'indiquer 
puisque je ne sais pas nommer le symbole IX le pl us gén é ral , on pourra consi
dérer que ce qui suit n'est app licable q u 'a ux symboles :x qu'on aura nommés 
d'une façon spéciale : en nomma Il t la loi suivant laquel le est formée la  suite 1X1 , 
IX" • • • , 

( 1 )  Tout cela suppose pour un instant l 'existence effective des classes jnfé
rieures à IX + l ,  et même l'existence de fonctions bOl'nees appartenant à ces 
classes .  

Jourll, . d e  MatJ,. ( 6' série ), lome 1. - l<'asc. I l ,  1 9°5 , 
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ont été définies , s i  .r.." , où 1 est un certain cortège d'indices , est  de 
classe 0 ,  la  suite /', 0 /'. 1 '  . . . est unc  sui te convergente de fonctions 
de classe 0 ;  or une tellc suite pouvant touj ours être rcmplacée pal' unc 
suite , convergeant vers la mêlne limite , forlnée de polynomes dont le 
pieme est dc degré p et à coefficients inférieurs à 2P, je peux supposer 
que /J,p cst un polynome de degré p et à coefficients inférieurs à '}.p. Je 
poserai donc 

( 1 ) /.," = 2l( al . " ,. + al . l'.t x + . . . + 0 1 .  " . 1'+1 XP+I ) , 

les a seront compris entre 0 et 1 .  I l  suffit évidem ment ùe se donncr 
ces a ct Icurs i nd iccs pour que la fonction l soit dt" l( 'rm inél' . 

Je vais définir les nOJnbres a comnlC fonctions d'un paramètre l, 
pour cela j c  rangc d'abord CIl suitc simplement infinie les cortègcs 
d'indices cOl'respondant aux a. Par exemple , j'adopte le procédé sui-
vant : la suite 1 ( n, p ,  . . . , t) sera placee aval l t  la suite I . ( ll . , P t , . . . , z . )  
s i  la somm e  n + p + . . .  + t est inferieure à la  so mme " ,  + p ,  + . . .  + ; . , 
ou si, ces deux sommes étant égales e t  les indices de 1 étant egaux il 
ceu� de même rang dans 1 .  j usqu 'au pi�me rang, le (p  + T )ii'rue ind ice de 1 
est inférieur au (p + 1 )iiolDe indict' dl' l ,  ( t ) . Soi t 1 "  l : n  . . . Ct�tte suite de 
cortège d'indiccs . 

J e  suppose que ' ,  compris entre 0 et 1 ,  peu l ,\ tl'C l'crit sous  la fOl'me 

6t 0, 6" 
1 -= 3" + 32 + . . . 

+ 
:� /I + . . .  , 

tous les 0 étant égaux à 0 ou �� . A lors 1 fait partie d'un certain ensemble 
parfait Z . . le prends 

2 (11 , == 
�t  (la 

-r -
� �\1 

�,. t (J o) 3 2 0., == + � 
2 � :t  

+ + °211+ 1 
• • •  2" 

°2 { 1 1l -1-I ) + . . . + 
� "  

+ . . .  , 

+ . . . , 

Soit t une valeur ne faisant pas partie dc Z .  Puisque Z est parfait, 

( . )  Pour fa ire celte comparaison on ajoutel'a , si cela est nécessait'e, un cel'tain 

n ombre de zéros à la suite des ind ices ùe 1 ou de 1 . .  
. 
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t fait partie d'un intervalle ( 10 '  I , ) dont les extrémités appartiennent 
à Z et dont aucun autre poin t ne fait partie de Z. Soient af , a,' les va-

t- t-
lr.nrs d� a." corresponda n t  ;, l" et II ; dan�  ('0' t, ) je prends 

On verra facilement que les a,,_ ainsi définies sont des fonctions 
continues de t ( ' ) . 

A partir de ces a,,, comme coefficients, on peut former par les éga
lités telles que ( 1 ) des polynomes en x, j e  con t inuerai à les désigner par 
les l I lêmes symboles f que précédemlnent, Inais j ' indiquerai qu'il s'agit 
maintenant de fonctions de deux varia hies t, x. Ainsi ,  si ,r. désignait 
un polynome en x, .t. (l, :1: ) désignera une fonction continue en ( t, x). 
i\ part ir  de ces fonctions continues ,fi ( t, :c) ,  COlnme auparavant à 
pal,tir des fonctions continues l" par des passages à la limite nous 
fonnerons des expressions ./"J (l ,  .1:) ayant de moins en moins d'indices 
ct corrcspondant  aux fonctions fJ . Nous arriverons ainsi en particulicr 
il unc cxpression f ( t, �c) corl'espondan t à/. Les expressions /J ( t ,  x) , 
f( l ,  :c ) Il 1auront, en général, aucun sens, car les passages à la limite 
qu'ind iquent ces expressions ne s'appliquent plus nécessairement à des 
suites convergentes ; mais , quelle que soi t la fonction .f de classe tx ,  ou 
lnêmc dl' c la�sc inférieure i, � ,  il existe une infini té de valeurs de t, et 
même une infinité de valeurs de l faisant partie dc Z, telles que I(t, x) 
soi t idcntique , quel que soit x, àf. 

Nous pouvons donc appliquer le procéde de M .  Cantor aux fonctions 
f( l ,  ;1: ) ;  posons � (x)  = 0, sauf quand f( x, x) a un sens et est égal 
à 0, auquel cas nous prendrons �(J,') = 1 .  Il est évident que � (x) est 
représentable analytiquement et n'est pas de classe {�gale ou in fé
riCll L'C il � ,  DOllc il existe des fouctions de toute classe; c'est-à-dire 
qu'il y a contrad ic tion à admettre à la fois les axiome� ordinaires de 
l'analyse plus cette propriété : toute suite convergente de fonctions 
des classes egaIes ou inferieures à (1 a pour limite une fonction de 
classe égale ou inférieure à (1, puisque alors � (x) serait certainement 

� 1 )  On pou rra consulter S U I' ce point  la page 44 de mes Leçon,fi sur l 'intégra
tiol1 , Les considérations du texte définissent en somme u lle cou,'be rempli ssant 
tou t  un domaine de l'espace à une infin ité dénombrable de d imensions. 
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d e  classe ég'alc o u  inférieure ft ex .  Mais on peut aller plu s loin . Chcl'
c hons la classe de t ( ;1: ) . ' 

Cette classc est supérieure à ex. D'au tre part, si .t; est de classe 0 ,  
f. ( t , x) est de classe 0 ;  de là on dédui t (Il le ,  si  .fJ est de classe �, 
J, ( t, x) est au plus de classe � ;  donc f( t , x ) est  au plus  de clas�e �,  
donc !( �', ;c) est  au plu's de classe (X ( 1 ) . Les deux e llsemhle� 

E [1 ( x, .L') + n] == E 1 t ( .1;) == ( )  J, E [ .tr.I', ,1.' ) = ( )  - 1 =-= E r t ( .1,' ) =:= 1 l ,  
étant respectivement 0 e t  F d e  clas�e ex a u  plus,  80nt F de  classe (X + 1 
au plus ; � (x) est au plus de classe (X + 1 .  Donc 9 (..c) est de classe 
(X -r- J • 

Soient � un s�-nlhole de classe quelconque (, t � t , �: n • . . lf'� symbole!!! 
inférieurs rangés cn suite simplement infinie . Si � est de premÎl'l'(, 
espèce,  barrons dans )a su i te le synlhole � - 1 et 0l 'cl'ons sur la  sui te 
rcstan te conune sur la suite � l ' OC :! , • • • , cela nOllS dOTlnera u ne fonction 
9 ( ,l') de cla sse �. S i  � est de seconde espl'ce ,  batTons da ns la sui te 
des �i tous ceux qui sont de seco l lde espèce, ct soit il , 1':1 , • . • la n o u 
vel le suite . SOil 4'i un synlhole quclCOIl(} llC dl '  cclle �tl i t c ,  halTon s tOll� 
ceux des Yi qui so�t égaux ou supérieurs il li ; cela dOl l lll' H1W � l I i te  � I ' 

82 , . . .  ( 2 ) à partir de laquelle , opt'ran t comnlC  sur 0: l '  �:I ' . . .  , HOUS 01.
tiend l'ons une fOl lCtjOll 9 ( .1') de classe i'i ; j e  rrprése l l  I I '  ('l ' l i t '  fOl l c tion 

par fi C :l') .  Je pose a lors t ( .r )  == ( )  8i x == �l (} tICI t} ue 80iL l'cll til' l' ,. ct, 

pour ;'-/-::1 < .1,' < J i '  t ( .L·) == 1 i (  2; ,l-' .- 1 ) . I l est alors c ,  idell L que 9 ( ./ ') 
est de classe � .  Nous arous dOliC IIVIJUJI': lUit' jO/lctiolt df' ela.ysf) 
dOllnee � ,  jc l'appelle �� (x)  ( a ) . 

Pour nom mer maintenant une fonclion ccl Hlppal l 1  il lou t  Juode de 
représentation analytique il l lous sufli l'H J'é tablir I l l l l' certa ine corres
pondance entre les sy mholes de classe el les points d'un segulCn t . J 'in
dique d'abord un raisonnem en t  va�' ue d'où ron est peu t-ôtl'e Ci l  dro i t  
de conclure qu'i l cxiste des  fonctions non l'eprésentah les analy tique-
----------- ----------------

( 1 ) Ici il est fai t  u sage de la classifica t ion des fO llcl ion� non  partout  défi n ies, 
mais cela n'entraine a ucune difficu lté ( vtli,. p. 1 64 ) . 

( :2 )  Si cette suite étai t finie et s'écri\'a i l  81 , 132, , . "  aq, on la ('emplacera it pa r 
la suite infinie �u O2, • , , Ôq, a" 81, • • • , Oq, 8 1 , Os , . " . 

( 3 ) Cette fonction n 'est déterminée q ue Jorsqu 'uu connatt la sui te �I '  �! ,  • • • •  
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ment. Le raisonnement de M. Cantor montre que l'ensemble des 
fonctions a une puissance supérieure à celle du continu, montrons 
donc que l'ensemble E des fonctions représentables analy tiquclnent 
n'a pas une puissance supérieure au continu . Cela est vrai de l'en
semble EQI des fonctions de classe tX au plus, puisque celles-ci dé
pendent de l'infinité dénombrable des constantes al,' L'ensemble E 
est la somme des EIX ; d'un théorème de M. Cantor ( ' ) il résulte que, si 
l'ensemble des tX n'a pas une puissance superieure au continu, E n'a 
pas une puissance supérieure au continu . Raisonnons ainsi : au sym
bole 1 faisons correspondre un poin t t 1 ; au symbole 2 ,  un point t:! ; • • .  ; 
au symbole lO , un point lia) ; • • •  ; au symbole tX ,  uu point llX' et ainsi 
de suite .  Nous ne serons jamais arrêté, car, jusqu'à tX., nous n'avons 
cInployé qu'une infinité dénombrable de points llX' donc il reste des 
points et nous pourrons isoler l'un d'eux ta,+ • •  De là nous concluons 
que l'ensemble des symboles a une puissance au plus égale à celle du 
continu ; il existe des fonctions non représentables anaJytiquement. 

�Iais, si J 'on se reporte à ce que j 'ai dit sur le théol'ème de Cantor, 
(�t si l'on reInarque (lue nous avons prétendu de montrer l'existence 
d 'une applica tion de l'ensemble des symboles sur le continu, sans en 
nommer aucune, on aura peut-être quelque doute sur la valeur du 
raisonnement prccédent . On doit même se demander, à mon avis , s'i l 
a un sens quelconque et s'il est légitime de parler d 'un nombre infini 
d 'operations ou de choix sans les déterminer en donnant la loi su ivant 
laquelle ils sont fa its .  Je reprends donc la question . 

J e  suppose les nOlnbres rationnels compris entre 0 et 1 rangés dans 
un certain ordre que je ne précise pas, mais que je suppose précisé ; 
soit � " � t ,  • • •  la suite considérée. Je prends une valeur de t comprise 
entre 0 ct J et je l'écris dans le sys tème de numération de base 2, en 
elnployant seulenlent,  lorsque cela est possible ,  un nombre fini de fois 
le �hi fl're 1 ;  l 'expression de t 

,
est bien déterminée dès que t est donnée 

01 O2 1 == - + 2 +  . .  · ·  2 2 

Harrons dans la suite �, ' Z2 '  . • •  tous les Zi qui correspondent aux 

( 1 )  A(.·ta mathematica, t. I l .  - BOREL, Leçons SUI' la tltéol'ie des jOll.ctiollS, 
p. 1 6  et 1 ï. 
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indices i des chiffres 0; qui sont n uls ; soien t z � , z� , . , .  les z conservés . 
Il �e pen t , et i l  en sera toujours ai nsi si les z' sont. cn nom br� fi ni ,  qu'on 
puisse trouver un symbole de c"1 8�e � jouissant  de la propl'ié té su i , 
vante : on peut établir une correspond ance entre les z' e t tous les 
symboles � inférieurs à œ de manière qu'à un z' corresponde un seul � ,  
et inversement, e t  que,  si à � e t  � t  corresponden t ;' ( � ) e t  z' ( � , ), on 
ait z' ( � ) < z' (� t )  si � est plus petit que � t " A lors � sera dit le sYlnbole 
correspondan t à t. De plus, à tout symbole � ( � < �) correspond un 
en t ier i bien déterminé, l'indice du z' correspondant ; si donc on range 
les � en leur donnan t comnle rang ces en tiers i on aura une suite œ" 
œ2 , • •  , formée des symboles inférieurs à œ ( f ) . A la valeur de l consi
déré nous pouvons , par suite , faire correspondre une fonction tœ( .e ) 
de classe œ ;  il suffit d'employer le  procédé précédelnmen t indiqué � 
cette fonction rœ( x), qui Il 'est pas déternlinée dès que œ est donné, 
nlais qui l 'est dès que t est donné, si à l cOl'respond un symhole a;, je 
l'appellerai r ( t, x).  Si à t ne corrm�pond pas de sy mbole œ, je  poserai 
l' ( t, x) = o .  

Je dis que la jonction ? ( l, :c ) ecltappe à toute l'Ppl'éselllaliolt {Illa
lytique,. cela scra évidclnrflent di"montré quand il sera prouvé que tout 
symbole 1% corrc�pond à une valeur t, de sorte que, quel que soi t �, i l  

existe une valeur de t telle que �(/ ,  x),  en tant  que fonction de ;L', est 
de classe (x ,  Je vais examinel' seulcnlent le cas l e  plus difficile œ � w, 
dans lequel chaque a; correspond il une infinité non dénombrable 
de valeurs de t ,  

Soien t (X un symbole et  œ "  Il:! , • , .  les sYlnboles in férieurs à Il,  pl'i� 
chacun une seule fois, et rangés Cil sui te siln plemen t infinie. Je prends 
arhitrairement une série convergente de souune inférieure à 0,;' et dont 
les termes E t ,  E:I ' • • •  sont positifs. Soit � un symbole inférieul' �l Il, il 
a un certain rang i dans la suite a; . , «li ' . . . ; i l  � je fais cOITesllOndre Ei' 
Soit S� la so m me, inférieure à 0, 5 - Ei' de tous les E qui cOl'rcspondcnt 

. . 

( 1 )  J'admets dans tou t  ceci que, l t:!tan t donné , œ, s'i l existe , est détermi né et 
que l a  correspondance entre les � el les z' ne peut être établie que d'une façon. 
La démonstration de ces faits est immédiate, je ne la don ne pas pour abréger. 
On pou rra consulter sur ce poin t  le Mémoire de M. Cantor Sur les fondements 
de la théorie des ensembles transfinis ( traduction de F. Marotte , Paris ,  Hel'
mann,  1 899 )  ou la Note qui termine mes Leçons ,çUr 1'Ï1ttégration et la recherche 
des jonctions primitives. 
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à des syolboles inférieurs à � ,  posons l� = 2 s� + 'i, l� == 2 S� + 2 E; ;  
soit enfin Y� celui des nombres rationnels compris entre l� et L� qui , 
écrit sous forme irréductible , fournit pour la somme de ses deux termes 
le résultat le plus petit possible. La su ite des y� forme une suite telle 
que z� , z� , . . . , Dans la suite des z' , y� occupe le ii;'rae rang, dans la 
sui te des z il occupe le rang 1 ( 1 ; i) .  Je pose 

0 ,  O2 0" 
l = - + ï + · · · + /i + · · · , 

2 2 '� 

en convenant de prendre Ok = 1 si K est l'un des rangs 1 correspon
dant aux � < (l et� Ok = ..,  dans le cas contraire . Il est evident alors 
qu'à cette ,'uleur de t corre8pond (X ;  il reste cependant à démontrer 
que l'expression choisie pour t n'est pas l'une de celles exclues ; c'est
à-d ire que tous les 0 d 'indice assez grand ne sont pas égaux il 1 .  S'il 
en était ainsi l'ensemble des y� ne différerait de celui des zp que pal' la 
suppression d'un nomhre fini de terlnes , or cela est impossible puisque 
tous les nombres rationnels compris entre Yt et Y:l ne font pas partie 
des y� . 

La fonction � ( t, x) non représen table analyti(luement nous fournira 
autan t de lOllctiolls d'Ullè variable non représentables analytique
m.eut que nous le voudron s ; il suffira, d'après le théorème XIX, de 
considerer la fonction d'une variable définie par � ( t, .1;' ) sur une courbe 

· l' 1 d . < < '- . < 1 enlp Issant e omalne 0 .. � 1 :-:- l ,  o .� .c � 1 . 
Ainsi on peut nommer des fOllctions non représentables analy

tiquement, aussi ne faudrait-i l  pas confondre l'étude qui vient d'être 
entreprise avec celle des fonctions qu'on peul nommer, étude qu 'il 
serait intéressant d 'aborder . 

J'ajoute quelques remarques qui se déduisent imlnédiatement des 
considérations précédentes . 

On a vu qu'à tout symbole (X on pouvait faire correspondre une 
infinité de valeurs t ( ( ) . < l < 1 )  et qu'une valeur t correspondait à un 
symbole au plus ; on peut traduire cela en disant que l'enselnble des 
symboles (ou des nombres transfinis) a au plus la puissance du 
continu, pl'opriété qui, comme j e  l'ai dit, ne me para1t pas rigoureu
SCluent démontrée par les raisonnements que j'ai rappelés . 

Soit �( t) l'une des fonctions non représentables analytiquement que 
nous avons appris à former ; elle · ne· prend que les valeurs 0 ou l ,  donc 
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les deux ensembles E.[� ( t) = 0] , E r � (t) = 1] sont tous deux non 
mesurables B .  Ainsi, nous savon.,; nommer des enselnbles non mesu
rables B. 

Soit E un ensemble non mesurable B forme de valeurs de x com
prises entre 0 et I .  Je puis toujours écrire 

où les 6 sont égaux à 0 ou 1 ;  lorsque cela sera possible de deux ma
nières , je prendrai celle qui n'emploie qu'un nO lnbre fini de fois le 
chiffre J .  Je pose 

La correspondance entre ;1: et l est �xprimable analytiquement, donc, 
à tou t ensemble de valeurs de x (ou de t) mesurable B,  elle fai t  corres
pondre un ensemble en t (ou ;1:) Inesurablc B ;  par suite à E c.orres
pond un ensemble E� non mesurable B .  Or, cet ensemble étant formé 
de points de l'ensenlble Z de la page 2 1 0 , lequel est mesurable n ct de 
mesure nulle, Et est mesurable et de mesure nulle ( ' ) .  Donc, liOUS 
sa(.'on,s nommer un ensemble mesurable qui n'est pas mesurable B.  

Mais la question beaucoup plus intéressante : peut-on nommer u n  
ensemb1e non mesurable? reste entière e ) . 

( t )  Une fonction bornée n ul le  partout, sauf aux poin ts de Eh est intégrable 
au sell s de Riemann et cependan t  écha ppe à tout mode de représentation ana
lytique. 

( ' )  En corrigeant  les épreuves, je signale deux Ouvrages relatifs aux ques
tions traitées ici et qui sont  parus depuis l'époque où je rédigeais ce Mémoire 
( mai ( 904 ). Ce sont les Leçons su r les fonctions discontinues de M .  René Baire, 
et les Leçons Sill' les fonctions de va ria b les réelles et les développements en 
séries de polynomes de M. Émile Borel ( tous deux chez Gau thier-Vil lars, Paris, 
1905 J. 

Dans la note III de ce dernier Ouvrage se trouve le raisonnement dont je par
lais dans la note 1 de la page 208. Dans la note II du même Ouvrage j 'ai  démontré 
le théorème X V par les méthodes du  tede ; dans quelques pages publiées dans le 
lJulletin de la Société mathématique de 1904 j 'ai repris cette démonstra tion 
sous IIne autre forme. 




