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Vorwort.

DaB sich fir mathematische Formeln Nomogramme entwerfen
lassen, bedarf eigentlich keines Nachweises, und doch erscheint die
Aufgabe auBerordentlich reizvoll, reinmathematische Zusammenhénge
in nomographischer Bearbeitung darzustellen, um so mehr, als sich auf
diesem Wege mannigfache neue Gedankengiinge ergeben.

Wer von der Ingenieurwissenschaft her an die Nomographie heran-
tritt, wird sie leicht wesentlich unter dem Gesichtspunkt der Ratio-
nalisierung ansehen. Wenn auch keineswegs verkannt werden soll, da83
mit dem Schlagwort vom ,,zeitsparenden Rechnen die Arbeitsweise
nomographischer Methoden durchaus getroffen wird, so darf man
ebensowenig den Sinn der Nomographie hierin etwa erschépfen. Ent-
wicklungen, in denen die. Eigenart zeitsparender Verfahren heraus-
gearbeitet wird, besitzen wir in grofler Zahl; diese Fragen durften
daher im vorliegenden Buch bewuflt zuriicktreten. Das Prinzip der
Okonomie wird dennoch nicht verloren gehen, jedoch einen Wandel
von der rein praktischen mehr zur wissenschaftlichen Seite hin er-
fahren.

Im Vordergrund steht die Bedeutung der Nomographie als
Darstellungsmittel, und als Leitgedanke wird iiberall die abbildungs-
geometrische Grundlage betont. So lehnt sich das Buch nicht nur in
Bezeichnungsweise und Herleitung an das in gleichem Sinne geschriebene
»Lehrbuch der Nomographie“* an, es versucht, die dort behandelten
Transformationen weiterzuentwickeln.

Daher sind nicht lediglich Rechentafeln und Darstellungen fiir nume-
rische Beziehungen gegeben, sondern auch rein geometrische Mannig-
faltigkeiten mit nomographischen Hilfsmitteln abgebildet. Diese weiter-
gehende Auffassung und Zielsetzung des Buches wird in der Einleitung
niher umrissen.

Gewil braucht nicht begriindet zu werden, daf der Versuch ab-
wegig sein miifite, etwa jede mathematische GesetzmiBigkeit in Gestalt
eines Nomogramms zu bringen; damit wiirde man beiden, dem Inhalt
und der Form, Gewalt antun. Die Gegenstinde der hier getroffenen
Auswahl sind nach inhaltlichen Gesichtspunkten in fiinf Hauptgruppen
geordnet, zwischen denen in nomographischer Hingicht naturgemif
mehrfach Beziehungen bestehen.

1 Berlin: Julius Springer 1924.



Iv Vorwort.

Die in der nomographischen Praxis wesentliche Fragestellung nach
den Bereichen erfahrt eine gewisse Verschiebung. Wahrend physikalische
und technische GroBen stets innerhalb eines Teilbereiches ihrer funktional
moglichen Verinderung liegen, sind in mathematischen Anderungs-
bildern oft Zusammenhénge im groBen und die Anniherung an Aus-
artungen von Interesse. In derartigen Fillen erschien es angezeigt,
fiir einen Gegenstand mehrere, in ihren Bereichen verschiedene Nomo-
gramme zu entwickeln.

Alle mitgeteilten Darstellungen sind Neuentwiirfe. Wo sich (in einigen
Fillen) Figuren an Vorbilder anderer Autoren bewufBit anlehnen, ist
dies im Text ausdriicklich hervorgehoben; auch dann wurde, um die
einheitliche Ausgestaltung und Ausdrucksform des Bildmaterials zu
wahren, eine Neukonstruktion vorgenommen. Schlieflich gehoren einige
Nomogramme firr Gleichungen und zur Trigonometrie bereits zum
Bestand des Lehrschrifttums; sie durften hier nicht fehlen, sind aber
in durchaus neuer Bearbeitung gegeben. Einige rein graphische Dar-
stellungen sind hier und da eingestreut.

Der erliduternde Text soll die Abbildungen, soweit sie reine Rechen-
tafeln sind, nur begleiten; die einzelnen Teile konnen demzufolge
auBerhalb des Zusammenhanges gelesen werden. Fiir die Ablesebeispiele
wurden moglichst einfache Zahlenwerte gewahlt. Um Wiederholungen
einzuschrinken, ist in der Einleitung ein kurzer Uberblick iiber Methoden
und Bezeichnungsweise gegeben.

Wenn das Buch, zu dem das bekannte Werk von Felix Auerbach,
»Physik in graphischen Darstellungen, die erste Anregung gegeben
hat, den Versuch unternimmt, die nomographischen Methoden auch
mathematisch weiter zu durchdringen, so werden die Gedankenreihen
fir die praktische Nomographie des Ingenieurs nicht ohne Nutzen
sein.

In zahlreichen Fillen wurden schrittweise die urspriinglichen Kur-
venbilder (,,Diagramme®) oder Kurvenscharen dargestellt, ihre
Streckungen in Funktionsnetzen entwickelt und schlieflich Umwand-
lungen in Fluchtlinientafeln gegeben. Dieses Verfahren diirfte die eigen-
gesetzliche nomographische Arbeitsweise besonders erhellen und wieder-
holt dartun, wie sich aus einer Grundform der Darstellung andere im
einzelnen Falle giinstigere Abbildungen herleiten lassen. Es wird diese
Arbeitsweise auf die gegenwirtig in FluB gekommene Entwicklung der
Sonderrechenstibe sowie auf die Behandlung empirischer Funktionen
befruchtend wirken; besitzt man eine hinreichende Anzahl von ,,Vor-
lagen®, in denen Streckungen von Kurvenscharen bekannter Gesetz-
méBigkeit geleistet sind, so tun sich an Hand dieser exakten Muster
auch Wege auf zur Formung von Néherungsfunktionen und zur Bearbei-
tung empirischer Zusammenhénge.



Vorwort. v

Bei der Wahl der Darstellungsformen wurde eine gewisse Beschrin-
kung geiibt und nach Moglichkeit der einheitliche Typus gewahrt in der
Hoffnung, daB nicht nur der Mathematiker, sondern auch der Liebhaber
das Buch gern zur Hand nimmt.

Es sei gestattet, der Verlagsbuchhandlung fiir das besondere Ent-
gegenkommen bei Herstellung und Ausstattung des Buches, dessen
Fertigstellung sich aus persénlichen Griinden mehrfach verzogert hat,
an dieser Stelle auch besonderen Dank auszusprechen.

Berlin-Schéneberg, Ostern 1931.
H. Schwerdt.
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Einleitung.
Aufgabe nomographischer Abbildungen.

Eine Zuordnung zwischen Zahlen einerseits und geometrischen
Gebilden anderseits nennen wir Abbildung. Als Bilder von Zahlen
benutzen wir vornehmlich Punkte, gerade Linien, Kurven. Dabei soll
durch entsprechende Bezifferung jedes Bild sein Original erkennen lassen.
Zahlenfolgen fithren demgemifB auf Punktreihen oder Linienscharen.
Die Bilder liegen i. a. in einer Ebene, nur wo es sich um rein anschauliche
Darstellungen handelt, die nicht unmittelbar der rechnerischen Aus-
wertung dienen, werden auch rédumliche Elemente herangezogen. Die
Abbildungen miissen gewissen Bedingungen geniigen, die weiter unten
genannt werden; vorldufig setzen wir sie als stetig, eindeutig und ein-
deutig umkehrbar voraus.

Das Ziel nomographischer Abbildung ist nicht die Herstellung einer
Zuordnung zwischen Mannigfaltigkeiten an sich, sondern liegt in deren
Auswertung. Diese werden wir nach verschiedenen Richtungen hin
vornehmen.

Urspriingliche Aufgabe der Nomographie ist die Berechnung von
Funktionen. Aus den geometrischen Bildern der unabhiéngigen Ver-
anderlichen soll sich in geometrisch einfacher Weise der jeweils zu-
gehorige Funktionswert ablesen lassen, und zwar fiir alle Wertzusammen-
stellungen innerhalb eines vorgeschriebenen Bereiches. Unter Dar-
stellungen dieser Art verstehen wir Nomogramme (Rechentafeln) im
engeren Sinne.

Die Aufgabe von Rechentafeln, entweder die graphische Lésung
eines Problems iiberbaupt erst zu leisten, oder lediglich einen Vorrat
von Rechenergebnissen aufzuspeichern, ist in ihren Auswirkungen als
bekannt vorauszusetzen. Dagegen soll der Inhalt rein geometrischer
Nomogramme an einigen Beispielen umrissen werden.

In einer grofen Zahl von Funktionen haben die Veradnderlichen
urspriinglich selbst eine geometrische Bedeutung. So definiert auf Grund
der Gleichung

22 yz
@ TE=1

ein Zahlenpaar (a, b) eine Ellipse. Ist nun ein Nomogramm fiir die Glei-
chung der Ellipse entworfen, so kénnen wir das nomographische Bild
Schwerdt, Nomographische Methoden. 1



2 Einleitung.

des Zahlenpaares (e, b) unmittelbar als Bild der zugehorigen Ellipse
ansprechen. Auf diese Weise fithren wir geometrische Mannigfaltig-
keiten einer Grundebene in andere geometrische Mannigfaltigkeiten
einer Bildebene iiber. Derartige Zuordnungen haben dann Wert, wenn
die Bildmenge Eigenschaften der Originale hervortreten laBt, die in
deren Mannigfaltigkeit nicht in einfacher Weise erkannt werden kénnen,
wie beispielsweise Schnittpunkte von Kurven, metrische Beziehungen
an konjugierten Durchmessern (s. Abb. 91).

Oder, wenn die c0® Raumpunkte eines Oktanten in die co® rechten
Winkel einer Ebene abgebildet werden, liefert die Lage jedes rechten
Winkels sogleich die kartesischen Koordinaten und die Polarkoordinaten
seines Originalpunktes, und zwar innerhalb eines vorzuschreibenden
Bereiches fiir alle Punkte. Die Abbildung ersetzt hier eine Folge von
003 rdumlichen Konstruktionen durch eine ebene Bewegung, die sich
in der Ablesevorschrift der Tafel ausdriickt (s. Abb. 67).

SchlieBlich sei ein Beispiel genannt, in dem die Mannigfaltigkeit
der Originale als Ganzes iiberhaupt kaum zuginglich ist. Wir wihlen
ein System von konfokalen Ellipsen und Hyperbeln. Verdindern wir
die Brennpunktsentfernung stetig, so ergibt sich eine col-fache Uber-
deckung der Grundebene mit Netzen. Es gelingt, jedes Netz nomo-
graphisch in eine Punktreihe auf einer Kurve abzubilden, und Auf-
gaben, die sich auf die Schar der Netze beziehen, werden damit auf
Operationen innerhalb einer Kurvenschar zuriickgefiihrt, die sich
zeichnerisch verwirklichen laBt (s. Abb. 44).

Oft handelt es sich auch nur darum, eine Bildschar zu gewinnen,
deren Gefiige anschaulich rascher iiberblickt werden kann als der Aufbau
der Originalmenge, so daB der Anderungsverlauf innerhalb der Originale
leichter erfaBt wird, Sonderformen und Ausartungen in Erscheinung
treten.

Darstellungsmittel und Bezeichnungsweise.

Wir denken die Zahlen einer Folge («) zunéchst in iiblicher Weise
den Punkten (¢) einer Zahlengeraden zugeordnet (reguldre Skala,
¢t = «). Die Bildebene orientieren wir auf ein kartesisches, rechtwinkliges
Koordinatensystem (z, ). Dann wird die Abbildung der Folge in eine
andere Punktreihe (Funktionsleiter) durch die Funktionen

x=1-f(t), y=m-g() (1)

bewirkt; I und m sind die Zeicheneinheiten, die durch (1) definierte
Kurve heifit Trager der Leiter. Wir schreiben kurz: Leiter (x), Tra-
ger (). Die Funktionen f und g miissen beide differenzierbar, reell,
endlich und stetig sein, wenigstens innerhalb angebbarer Bereiche,
jedoch sollen Pole (Unendlichkeitsstellen) zugelassen werden. Wir be-



Darstellungsmittel und Bezeichnungsweise. 3

nutzen auch mehrdeutige Funktionen, wenn die Eindeutigkeit und
eindeutige Umkehrbarkeit der Abbildung wenigstens abschnittsweise
herbeigefithrt werden kann.

Funktionen zwischen drei Veridnderlichen

F(x,B,7)=0
konnen stets in Netztafeln dargestellt werden, indem man beispiels-
weise die Folge («) der Schar der Koordinatenlinien (), die Folge (8)
der Schar der Linien (y) zuordnet; dann erscheint die Folge (y) in einer
Kurvenschar. Aus der Vertauschung der Zuordnungen (Wechsel der
Verdnderlichen) ergeben sich oft wertvolle Vereinfachungen der
Darstellung.

Funktionsbilder dieser Art werden vielfach ihrerseits einer Punkt-
transformation (Verzerrung) unterworfen, entweder mit dem Ziel,
Kurven in gerade Linien iiberzufiihren (Streckung), oder um das
Gefiige der Scharen so zu &ndern, dafl gewisse Bereiche hervortreten
oder iiberhaupt zeichnerisch zugéinglich werden. Die Ebene (x, y) hat
dann als Grundebene zu gelten, der Ubergang zur Bildebene (£,7)
wird durch

n=ny | y=yEn
vollzogen. Insonderheit fithren Abbildungen

E=&6@), n=n@)
auf Funktionsnetze.

Hinsichtlich der funktionalen Eigenschaften der Abbildungs-
formeln (2) sei auf die Ausfithrungen im Lehrbuch der Nomographie,
§ 18, verwiesen.

Wenn in einer Netztafel die Glieder der Kurvenschar untereinander
identisch sind und sich lediglich in verschiedener Lage befinden, bilden
wir die Kurve als Schablone in einem Deckblatt aus, das iiber dem
Grundblatt des Netzes verschoben wird. Auf diese Weise kann mit
Parallelverschiebungen des Deckblattes eine zweidimensionale Kurven-
schar erzeugt werden. Nomogramme dieser Art heien Wanderkurven-
blatter.

Der Funktionswert y,, der zu «, und f, gehért, wird in Netztafeln
derart bestimmt, daB die Linien (x,) und (f,) zum Schnitt gebracht
werden; die Linie (y), die durch den Schnittpunkt hindurchgeht, zeigt in
ihrer Bezifferung das Ergebnis y, an. Triger der Losung ist also ein
Punkt.

(2)

In Fluchtlinientafeln (Leitertafeln) erscheinen die Ver-
dnderlichen «, § und y als Leiterpunkte, zusammengehérige Werte
1*



4 Einleitung.

o> Bo> Yo liegen auf einer Geraden. Demnach erfolgt die Ablesung so, daB
zwei Leiterpunkte (o) und (8,) die Ablesegerade bestimmen, die
auf der Leiter (y) den Ergebnispunkt herausschneidet; die Ablese-
gerade wird durch ein Lineal oder einen straff gespannten Faden ver-
wirklicht.

Den Ansatz von Fluchtlinientafeln werden wir stets in einem karte-
sischen Koordinatensystem geben. Die Bedingung dafiir, daB drei
Leiterpunkte

T (“)» Y% (OC) y g (ﬂ): Y2 (ﬂ), T3 (7’)’ Ys (7)
auf einer Geraden liegen, ist

z oy 1
g, Yy 1|=0. 3)
3 ys 1

Nur Funktionen, die sich in die Form (3) iiberfiihren lassen, kénnen in
Leitertafeln dargestellt werden.

Eine Erweiterung besteht darin, daf wir nicht Leiterpunkte, sondern
Netzpunkte in fluchtrechte Lage bringen; damit werden Funktionen
zwischen mehr als drei Verénderlichen in den Bereich der Darstellungen
gezogen. Es ist bekannt, dal gerade diese Tafeln die Vorziige nomo-
graphischer Gestaltungsweise am klarsten herausstellen, indem sie iiber-
haupt erst eine geschlossene Darstellungsméglichkeit schaffen. In den
folgenden Ausfithrungen tritt wiederholt ein Tafeltypus mit zwei ge-
raden Leitern (x) und (f) und einem Netz (y, ) auf, er ergibt sich, wenn
die vorgelegte Funktion

F(x,8,7,0)=0
in die Form

f@)@1(¥,6) + g(B) - @2(y,0) + @3(y,0) =0

gebracht werden kann, mit anderen Worten, wenn sie linear in einer
Funktion von « und einer Funktion von g ist. Fir den Ansatz dieser
Tafeln hat sich die Umformung

Fy(B) + Fyy (7, 0)

by (@)= Gas (v,0)
bewihrt; der Ansatz lautet sodann:
r, =0, v =F; (),
x=1, Yp=10F,(f)+a, (4)
1 —1-Fy(y,0)+a

BT I TG0 BT TT=1.Gy(,0)

Hierin sind 7 und @ freie Parameter.
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Unter den Verzerrungen, denen nomographische Tafeln unter-
worfen werden, stehen die Projektivitdten

=“11x+‘112y+“13 =a21x+azzy+a23
U3 & + Az Y + agy’ U31 & + G35 Y + @53
an erster Stelle, da sie alle geraden Linien wieder in gerade Linien
iberfithren. Diese Forderung ist fiir alle Leitertafeln, in denen die Gerade
Trager der Losung ist, wesentlich. Die erste Aufgabe der Projektivitit
ist die, uneigentliche Darstellungselemente in das Zeichenfeld zu ver-
legen. Auch Gebilde, die zwar im Endlichen, aber doch sehr weit
entfernt liegen, werden durch projektive Verzerrung der Darstellung
oft besser zugiinglich gemacht, als es durch Verkleinerung der Zeichen-
einheiten moglich wére.

Eine zweite Aufgabe der Projektivitét liegt in der Strukturédnderung
von Leitern oder Scharen; insbesondere gewinnt man héufig durch diese
Verzerrungen regulare Stellen. Wenn auf der Leiter x = f(x) die
zweite Ableitung fiir « = a, verschwindet, f"/(«) = 0, so heiBt «, eine
regulire Stelle; die Leiter hat in der Umgebung dieses Wertes in erster
Naherung den Charakter der reguliren Skala.

Als Sonderfall nennen wir affine Verzerrungen (a5, = a3, = 0,
ag3 = 1).

Affinitéten, die sich lediglich in MaBstabséinderung der Koordinaten-
achsen auswirken,

a0, ap,=0a;3=0; ap=+0, ay, =0ay,=0,

werden wir im folgenden nur dann ausdriicklich kennzeichnen, wenn
es fiir die Eigenart der Darstellung wesentlich erscheint; im allgemeinen
werden wir stillschweigend voraussetzen, daB die Zeicheneinheit der
Abszissen unabhiingig von der Ordinateneinheit gewahlt wird. So er-
scheint im Ansatz (4) grundsatzlich die Angabe x, = 1, auch wenn
das Format des Satzspiegels eine andere Wahl erforderte.

Auf die Dualitét zwischen Netz- und Leitertafeln ist in den folgen-
den Ausfithrungen an gegebener Stelle iiberall hingewiesen.

Fiir die mathematischen Formeln ist die in den Handbiichern iibliche
Bezeichnungsweise beibehalten. Da die Symbole « und y dadurch be-
reits in sachlicher Bedeutung verbraucht sind, wie fast durchgingig
in den Abschnitten IT und III, aber auch bei anderen Gelegenheiten,
werden die Koordinaten des Ansatzes bei Netz- und Leitertafeln nach
Bedarf mit

£, n oder g,

bezeichnet.



6 Geometrisches.

1. Geometrisches.

Darstellungen von Dreiecksformen

Wie aus den Ahnlichkeitsséitzen hervorgeht, ist die Mannigfaltig-
keit aller (ebenen) Dreiecke zweidimensional; mithin lassen sich die

Dreiecksformen einer ebenen Punktmenge zuordnen. Hierfiir bestehen
zahlreiche Moglichkeiten.

Abb. 1.
Auf Grund der Winkelbeziehung

a+ B+ y=180° 1)
wihlen wir eine Darstellung im Dreiecksnetz. Natiirlich kann es sich
nicht darum handeln, fiir die Aussage (1) etwa eine Rechentafel zu ent-
werfen, vielmehr soll die Darstellung die Konstanz der Winkelsumme
mit ihren Folgerungen augenscheinlich machen.

Fiir jeden Punkt der Ebene ist die Summe seiner Abstinde z, y und 2

von den Seiten eines regelmiBigen Dreiecks konstant und gleich der
Hohe des Dreiecks. Die Schliisselgleichung

r+y+z=n~hr (2)

wird in einem Dreieck ABE erfiillt, dessen Hohe k den konstanten
Betrag der Winkelsumme darstellt, also 180 Einheiten betrigt. Die
drei Absténde eines Punktes P von den Seiten B€, € und AB geben
bzw. die Winkel «, 8 und y an. So stellt in Abb.1 der Punkt P ein
Dreieck A BC mit oo = 159, § = 439, y = 1229 dar. Die Bilder gleich-
schenkliger Dreiecke liegen auf den Mittellinien AD, BE und €F, die
Bilder rechtwinkliger Dreiecke auf den Strecken €%, F® und DE.
Durch diese Strecken werden die Gebiete spitzwinkliger und stumpf-
winkliger Dreiecke voneinander geschieden. Alle gleichseitigen Drei-
ecke bilden sich in den Schwerpunkt von ABE ab. — Die eingezeich-
neten Strecken XY und UV enthalten die Bilder von Dreiecksfolgen
f = const, und zwar XY fir 8 < 90°, UV fir § > 909, wobei Sonder-
formen, die in den Folgen auftreten, hervorgehoben sind.

Abb. 2 und 3.

Legt man Beziehungen zwischen den Seiten @, b und ¢ der Drei-
ecke A BC zugrunde, so kénnen alle Dreiecke @ = const = 1 in einem
reguliren Netz z = b, y = ¢ dargestellt werden. Die Ungleichungen

b+c>a, [b—c|<a

bestimmen als Gebiet von Bildern reeller Dreiecke den Parallelstreifen,
der im ersten Quadranten zwischen den Geraden

y=z2+1, y=2—1



Pythagoreische Dreiecke. Tafel 1 und 2. 7

liegt und von
x+y=1
abgeschnitten wird. Auch hier lassen sich Trédger von Sonderformen
und damit Gebiete spitzwinkliger und stumpfwinkliger Dreiecke leicht
hervorheben: firr gleichschenklige Dreiecke ergeben sich gerade Linien,
die Bilder rechtwinkliger Dreiecke liegen auf den im ersten Quadranten
verlaufenden Teilen des
Kreises a2+ y2=1, (x=90%,
und der Hyperbeln a2 —y2=1, (B =190 ,
—22tyt=1, (y=90°1
Ein quadratisches Netz
E:’.xz:bz’ n=y2=02
streckt die Kurven o = 90°, = 90° und y = 90° und erhalt dabei
die Linien o = f8, § = 7, y = « geradlinig. Die Gebietsgrenze, die sich
in Abb.2 aus Teilen von drei verschiedenen Linien zusammensetzt,
geht hierbei in eine einheitliche Kurve, eine Parabel, iiber. Die Bilder
aller Dreiecke liegen nun im Innern dieser Parabel. Abb. 3 ist um 45°
im Uhrzeigersinne gedreht; die Gebiete nicht reeller Dreiecke sind unter-
driickt, die Beschriftung der Linien (b) und (c) ist an die Parabel heran-
gezogen.
Daf man durch projektive Verzerrung die Parabel Abb.3 in einen Kreis

umwandeln, alle Dreiecke also in das Innere eines Kreises abbilden kann, sei
nur der Eigenart halber erwihnt.

Pythagoreische Dreiecke.
Abb. 4.

Da die pythagoreischen Dreiecke mit ganzzahligen Mafzahlen der
Katheten ¢ und b und der Hypotenuse ¢ jeweils durch zwei der Zahlen
a, b und ¢ bestimmt sind, ihre Mannigfaltigkeit also zweidimensional
ist, kann die Darstellung der Dreiecke in einem ebenen Koordinaten-
system erfolgen. Abb.4 zeigt ein regulires kartesisches System mit
der Abszissenteilung x = ¢ (Hypotenuse) und der Ordinatenteilung
y = a (Kathete). Die Mafizahl der Kathete b ist an jeden Bildpunkt
angeschrieben. Dabei sind lediglich diejenigen Koordinatenwerte durch
Linienfithrung (diinn-ausgezogenes Netz) und Bezifferung hervor-
gehoben, denen pythagoreische Dreiecke entsprechen. Wegen ¢ > a
kommt ferner nur der erste Oktant in Frage.

Die GesetzmaBigkeit der Anordnung folgt aus

c=ut+v*, a=u?—12, b=2uv, (1)

1) Abb.1 u. 2 nach Réseler-Schwerdt: Bewegungsgeometrie. Berlin:
Weidmann 1924.
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worin % und v ganzzahlig sind. Diese Beziehungen zeigen, da8 die Bild-
punkte auf den Geraden

x4+ y=24* und z—y=2¢?
liegen. Wie sich aus einfacher Drehstreckung ergibt, bestimmen die
Geradenscharen (u) und (v) ein quadratisches Netz.

Somit werden die pythagoreischen Dreiecke durch die Gitterpunkte
des quadratischen Netzes dargestellt.

In der Abbildung sind nur solche Werte enthalten, die durch (1) geliefert
werden; es sind also Dreiecke, die durch Vertauschung von ¢ und b oder durch
Ahnlichkeit entstehen, nicht angegeben; wohl aber liefert (1) mit wachsenden
Werten von u und v selbst Wertetripel, welche aus den bereits vorhandenen durch
Vertauschung oder Proportionalitit hervorgehen. Proportionale Folgen liegen
auf einem durch den 0-Punkt gehenden Strahl. (Beispiel: ¢ = 5, b =12, ¢ = 13
und @ = 20, b = 48, ¢ = 52 usw.) Die irreduziblen Dreiecke (1) sind durch volle

Punktdarstellungen markiert. — Die Gerade v =1 enthdlt die platonische
Reihe
]

Wahlt man fiir die Darstellung ein regelmaBiges Netz
rT=u, y=uov,
go fithrt die Abbildung durch die Katheten a und b auf ein hyper-
bolisches Koordinatensystem
211 =a, }.2 = b .
(vgl. S. 31, Abb. 50). Die pythagoreischen Dreiecke sind die
Gitterpunkte im ersten Oktanten der reguliren Ebene (%, v). So stellt
der in Abb. 50 hervorgehobene Punkt z=u =17, y=v =4 das
rationale Dreieck 1, = a = 33, 4, = b = 56 dar.
SchlieBlich sei noch auf die Verzerrung Abb. 51 hingewiesen. Hier handelt
es sich um ein orthogonales Netz (@, b) mit den Achsenteilungen
E=a, n=0%
Die pythagoreischen Dreiecke werden durch die im ersten Quadranten liegenden
Gitterpunkte der Scharen

5 n _ 5 n _

whga=l —wtga=!
dargestellt, gemeinsame Hiillkurve 7 = — &2 Abb. 51 ist im vorliegenden Falle so
zu lesen, daB A, und A, bzw. durch @ und b ersetzt werden.

Abb. 5.

Bei Darstellung der Wertetripel (2, b, ¢) in einem reguléren raum-
lichen System liegen die Bildpunkte in einer Kegelfliche

a* + b2 —c?=0.

Das in Abb. 4 benutzte Netz ist in der (a, c)-Tafel angedeutet. Durch
ganzzahlige Werte 4 = const werden elliptische, durch ganzzahlige
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Werte v = const parabolische Schnittlinien auf dem Kegel bestimmt,
deren Schnittpunkte nunmehr die Dreiecke darstellen. Alle aus einem
irreduziblen Dreieck abgeleiteten liegen auf einer Seitenlinie. Da @ und b
vertauschbar sind, ist diese Gitterschar von ihrer in bezug auf die Ebene
a = b symmetrischen zu iiberlagern.

Metrische Sitze fiir ebene Dreiecke.
Der Sinussatz.

Abb. 6.
Fluchtlinientafel fiir die Sehnenformel
a=2rsina,
Ansatz:

2,=0, y,=loga,

2,=3, y,=—2logsina,

23=1, y;=%log2r [dm; Verkl.0,55].
Die Leiter (r) wird als Zapfenlinie benutzt.
Abb. 7.

Da die Leiter log sin & sich bei « — 90° sehr ungiinstig entwickelt,
ist eine projektive Verzerrung angezeigt, die den Bereich («) in der Um-
gebung von 90° dehnt, fiir kleinere Werte von « dagegen eine Dringung
bewirkt. Auf einen (hier nicht wiedergegebenen) Grundentwurf

%y =—1, y,=Ilog2r,
2y=-4+1, y,=1-4logsina,
23 =0, ys=14+14loga,
bei dem die Zapfenlinie (r) nach aullen verlegt ist, wird die Projek-
tivitat
z __ 6¢
29
3

=335, *=

s +
to

-2y =
77“3_2?/’ y‘-zn_'_

2
ausgeiibt. Der Aufbau der Leitern (a) und («) weist gegeniiber dem in
Abb. 6 Vorteile auf. [dm; Verkl. 0,5].

Der Cosinussatz.
A=ua24+02—2abeosy.
Abb. 8.
Nach Umformung des Cosinussatzes in
(a+0)’—&  (a+b)P—(a-0)°

T+cosy 2
Schwerdt, Nomographische Methoden. 2
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148t sich die Beziehung in einem Netz mit der Abszissenteilung (1 4 cos y)
und quadratischer Ordinatenteilung unmittelbar auf Grund des Strahlen-
satzes darstellen (Textabbildung 1); wir fassen das

> Bild einfacher als Fluchtlinientafel auf:
(ar0) c? Yz-22 Ansatz:
l—ﬂm;;—n’ rn=—1, y=(a+0b)?,
m=+1, y=(@—bp,
Textabb. 1.

Xy =COS8Y, Ys=C2,
Mit Riicksicht auf die starke Divergenz der quadratischen Leitern
wird eine Projektivitit ausgeiibt:

5_100z+y __4é—n
T yFri100 TTI—_q-

4y __100q
n_y_i_looa ’!/—4_7],

die den Ansatz von Abb. 8 liefert:
Triger: n=2& + 2; Teilung: 17=t—2—:‘?t;m, t=a+b. (1)
” §= ]-, 2 desgl., t=a—>b. (2)
Schar (c): wie Teilung zu (1) und (2). (3)

Schar (y): Strahlenbiischel durch & =1, =4,
Teilung auf §-Achse: & = cosy.

Reguliire Stelle ¢ ~ 5,8. [dm; Verkl. 0,55]
Abb. 9.
Eine unmittelbare Darstellung des Cosinussatzes liefert der Ansatz:
x, =0, Y = CcO8Yy,
2y =1, Yo=—1—1-¢2
—_ —1l.{a2 2
”3=TT;lW’ Ys = ll—lz(laa;-b)

Dem Entwurf liegt [ = — 0,02 zugrunde.

Das Netz (@, b) wird von einer Schar von Hyperbeln gebildet; da
@ und b vertauschbar sind, miissen die Scharen (a) und (b) identisch
sein; daher konnen die Werte @ = b nicht als Schnittpunkte erscheinen.
Die Punkte a = b stellen singulire Fille dar, sie liegen auf der Hiill-
kurve. Alle Kurven berithren die Gerade y = — 2 + 1; die Be-
rihrungspunkte sind fir die Einstellung gleichschenkliger Dreiecke
hervorgehoben.
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Satz der vier aufeinander folgenden Stiicke.

a=0"bcosy + bsinyetg .

Abb. 10.
Ansatz:
=0, y, =ctgf,
x2=], y2=1——0,2a,
5 5—b-.cosy
x3=5—+_b—_siny’ ys=m;

Schar (y): Strahlenbiischel (y — 1) = (1 +ctg y)-(xz — 1).
[dm; Verkl. 0,45].

Man denke in einem Dreieck 4 BC die Seite ¢ und den Winkel g
festgehalten. Die Abhéngigkeit zwischen b und y fithrt dann auf eine
Kurvendarstellung, und es gibt co? Kurvenbilder dieser Art. Diese
zweidimensionale Mannigfaltigkeit wird in Abb. 10 gestreckt und in
die Fluchtlinien abgebildet. Als Bild eines Dreiecks 4 BC ergibt sich
demnach ,,eine Gerade mit einem bestimmten ihrer Punkte‘‘ oder in
dualer Auffassung ,,ein Punkt mit einer bestimmten durch ihn gehenden
Geraden®. Dieses Paar ist in der Abbildung Element der Bildschar.
Damit ist die dreidimensionale Mannigfaltigkeit der Dreiecke in eine
Ebene abgebildet.

Entsprechende Betrachtungen gelten fiir Abb. 9 sowie weiter unten
fiir sphérische Dreiecke.

Transversalen im Dreieck.
Abb. 11.

Linge der Winkelhalbierenden.

we= 51>V bo@+b+o)—a+b+o.

Ansatz:
40
=0, Y= 2’
10
Ty = W’ Y2=0,
10 40

T3 =300 y3=(b+c)2'
[dm; Verkl. 0,4].

Im Netz (b, ¢) scheidet jede Kurve b, die Kurven in zwei Klassen,
b <<b, und b> by; Kurven verschiedener Klassen fithren im ,In-
neren von b, giinstige Schnittverhéltnisse herbei. Abb. 11 zeigt die
Klassenteilung durch by = 5.
2%
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Abb. 12.
Linge der Mitteltransversale.

ma=]5(2+c2—%a2). 1)

Aufbau einer Kreuztafel (Textabb.2). Die Tréger («) und (f) seien ein-
ander parallel, die Tréger (y) und () senkrecht auf den Richtungen («)

und (B). Abstinde der Leitern vonein-
wnde—y—»/ ander und Verschiebungen ihrer Anfangs-
/ punkte gehen aus der Abbildung hervor.

Als Ablesehilfsmittel wird ein rechter
Winkel gewéhlt, dann gilt in jeder Lage

g™

©»

m+oc—-ﬁ=n+y-—6
q P )

7 Hieraus ergibt sich nach Umformung die
! Schliisselgleichung

pa—pB—qy+qd
+(mp—nqg)=0. ®)

Zur Ablesung werden die Leiterpunkte () und (f) durch ein Lineal
verbunden; nach Anlegung des rechten Winkels wird dieser so ver-
schoben, daB der freie Schenkel durch den Bildpunkt (y) hindurch-
geht; dann zeigt dieser Schenkel das Ergebnis ¢ an.

e 3—:4-—9—*/

0
0
(—-f—-—a

Textabb. 2.

Tafeln dieser Art konnen auch mit krummlinigen Trigern und Netzen ent-
worfen werden, sie leisten dasselbe wie Fluchtlinientafeln mit einer Zapfenlinie.
Die starren Systeme («,f) und (y,d) kénnen gegeneinander beliebig parallel
verschoben werden. Da auf die Tafeln sonst aber keine Transformationen aus-
geiibt werden kénnen, die sie schmiegsam gestalten, tritt ihre nomographische
Bedeutung etwas zuriick.

Eine Umformung von (1)
ta?—b2—c242mi=0

zeigt die Gestalt der Schliisselgleichung (2), die demnach durch den
Ansatz

p=1, a=4}a, q=2, y=+4c,
p =02, 60 =m?,
mit m = 2 n erfillt wird. Die zusammengehorigen Leitern sind durch

Beschriftung und entsprechende Darstellung des Ablesewinkels gekenn-
zeichnet. [mm; Verkl. 0,8].



Inkreis und Ankreise. Tafel 6. 13

Inkreis und Ankreise.
Abb. 13.
Zwischen dem Radius g des Inkreises und den Radien g,, g5, 0. der
Ankreise besteht die Beziehung

11,11 W

Es sei zundchst 9 = const = 1. Die Summe der drei Grofien 1:g,,
1:0,, 1:9, 1Bt sich dann einfach in einem Dreiecksnetz ABE dar-
stellen (vgl. S.6). Fir die Summe der Abstinde eines Bildpunktes P
von den Seiten BE, €A und AB gilt

z+y+z=h. (2)

Die Angleichung von (1) an (2) ergibt sich in einem Darstellungsdreieck
ABE mit der Hohe » = 1, wenn die Seitenparallelen nach den rezi-
proken Teilungsfunktionen

z=1:0,4, y=1:9b, z=1:9, (3)

geschichtet werden; d. h. die Parallelen zu B¢, die nach g, zu beziffern
sind, werden im Abstande 1:g, von BE gezeichnet. Entsprechendes
gilt fir g, und p,. Im Innern des Darstellungsdreiecks ABE liegen
naturgemif nur Werte g, > 1 (bzw. g, > 1, g, > 1).

Ist ¢ 41, so liefert die Tafel die Werte p,:p, 05:0, 0::0-

Abb. 14.

An Stelle des Dreiecksnetzes kann ein Ablesedreistrahl Pg,, Pg,, Po,
verwendet werden, dessen Strahlen miteinander die Winkel 120° bilden
und die reziproken Teilungen (3) tragen. Diese Ablesevorrichtung wird
auf das Dreieck ABE derart gelegt, daB die Strahlen die Seiten des
Dreiecks rechtwinklig schneiden. Die in Abb. 14 eingezeichnete Stel-
lung bezieht sich auf das in Abb. 13 gezeigte Beispiel.

Halt man in Abb. 14 den Ablesepunkt P fest und dreht den Dreistrahl um
den Winkel ¢, so werden auf den Teilungstrigern die Strecken

' =wx:co8¢, Yy =y:co8¢p, 2 =2z:008¢

abgeschnitten; auf Grund von (2) lautet die Schliisselgleichung nun:

xl+yl+zl=

cos ¢ °
Mit Drehung des Ablesedreistrahls wird demnach die Verinderung von g ein-
gefiihrt:

@ =cosgp. (4)
Der Drehungswinkel ¢ wird unmittelbar nach p beziffert; die Ablesung erfolgt so,

dal die Marke @ senkrecht unter P liegt, was beispielsweise mit einer vertikalen
Hilfsschar erreicht werden kann.
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Abb. 15.

In einem Dreieck hat der Mittelpunkt des Umkreises (Radius 7)
vom Mittelpunkt des Inkreises (Radius g) den Abstand

d= T arp.
Fiir jeden Ankreis gilt entsprechend

d.=VYr2+2ro,.
(Eulersche Formeln).

Ansatz:

=0, y1=+—;—(bzw.=——l~),

a

4
Xy = 1+a° Y2=0,
—_4 =2
“ixr BT ire
Der Trager (r) ist ein Halbkreis.

Das Ableselineal mufl die Leiter (d) stets im Bereich der positiven
Werte d? schneiden; dies entspricht der Bedingung ¢ < % r; im Grenz-
fall p = 4 r beim gleichseitigen Dreieck geht der Ablesefaden durch
d=0.

T3

[dm; Verkl. 0,45].

Kreis und regelmiBige Vieleckel.
Abb. 16.

Die Darstellung kann als einfach-logarithmisches Netz
z=logn, y=P bzw. y=p

gelesen werden; n = 2% Da es sich um eine diskontinuierliche Folge n
handelt, haben die gestrichelten ,,Kurven‘‘ nur anschauliche Bedeutung.
Die Folge der eingeschriebenen Vielecke konvergiert rascher gegen den
Kreis als die Folge der umschriebenen.

Abb. 17.

Die Differenz d=P,—p, ergibt eine konvergente Reihenent-
wicklung

ns 7’
0=z tgmt
Mit zunehmenden Werten #» strebt daher
n?o—> 3 7s.

Im doppelt-logarithmischen Netz xz = log n, y = log § wird sich also
fir groBe Werte n eine Gerade ergeben, die sogleich auch den Grad

1 Vgl. Einheitswurzeln Abb. 164.



Spharische Dreiecke. Tafel 7. 15

der Anndherung an = durch einbeschriebene und umschriebene Poly-
gone zeigt. Auch Abb.17 ist fir die Reihe n = 2* entworfen; die
ausgezogene Linie gibt den Wert ¢ an. Auf Grund der Abrundungs-
vorschriften fir Dezimalzahlen ergibt sich durch Einzeichnung der
Werte 4-10-™ (rechter Rand) eine Abschitzung fiir die erreichte Stellen-
zahl von 7. Z. B. liefert das 1024-Eck die vierte Dezimale mit Sicherheit.

Bei kleinen Zeicheneinheiten tritt die Anschmiegung der Linie J an eine Gerade

selbstverstandlich ziemlich bald in Erscheinung. Erheblich rascher nahert sich aber
die von Legendre! benutzte Differenz

0’'=P n p%n
dem linearen Verlauf, wie die konvergente Entwicklung
, 78 7’
V=w Tt

zeigt. n?.8'— a® (Gestrichelte Gerade.)

Sphirische Dreiecke.
Abb. 20.
Eulersche Dreiecke.

Fiir jeden Raumpunkt ist die Summe seiner Abstinde von den
vier Ebenen eines Tetraeders konstant und gleich der Hohe des Tetra-
eders. Demnach kann die Winkelbeziehung

at+p+y—e=mn
in einem Tetraeder ABEE mit der Héhe = dargestellt werden; der
Abstand eines Punktes von der Fliche 8EE entspricht dem Winkel «;

die Bilder von § und y ergeben sich durch Vertauschung. Zur Darstellung
von ¢ ist das Vorzeichen zu beachten. Die Bedingungen
0=asm, 0f=mn, 0=y=nx

bestimmen Ebenen durch die Ecken %, B und € jeweils parallel zur
Gegenfliche; damit ergibt sich ein Parallelflach, und die Bilder aller
Eulerschen sphirischen Dreiecke erfiillen den Raumteil dieses Korpers,
der unterhalb der Ebene &= 0 (ABE) liegt. Die Abbildung zeigt
ferner die Ebenen o = $ %, f = &, ¥y = } m, welche die Bilder recht-
winkliger Dreiecke enthalten.

In dhnlicher Weise lassen sich auch die Mobiusschen Dreiecke
darstellen; den acht Winkeltypen entsprechen @hnlich gelagerte Parallel-
flache2.

Abb. 21.

Zum Vergleich ist eine Darstellung aller Vierecksformen auf Grund von

at+pf+y+d=2n

1 Elém. de Géom. S. 126. Paris 1823.
2 Vgl. W. Jacobsthal in Weber-Wellstein: Encykl. d. Elem. Math.
Bd. 2, §38.
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herangezogen. Die Bilder erfiillen das Innere des Tetraeders mit der Hohe 2 . Durch
die Ebenen

12—13— 14 (a=n), 12 —23 —24 (8 =m),
13—23—34(p=m), 14 —24 —34 (6 =m)

wird ein Oktaeder gebildet, das die Bilder nicht iiberschlagener Vierecke ohne
einspringende Ecken enthalt.

Quadrat 12 — 14 — 34 — 23, Sehnenvierecke,

, 13— 14—24—23, Trapeze a+f =7y + 6,
12 — 13 — 34 — 24, Trapeze a +d=8+ 1y,

Ger;de 13 — 24, Parallelogramme,
Punkt R, Rechtecke.

Weitere Sonderformen liegen auf Schnittgeraden der genannten Ebenen, Aus-
artungen in Seitenflichen des Oktaeders.

Der Sinussatz.
Abb. 22.
sine__ sind _ sinec
sina~ sinB siny

t.

Wihrend beim Sinussatz fiir ebene Dreiecke logarithmische Teilungs-
funktionen herangezogen und dann durch Projektivitit verbessert
worden sind, wird hier die Eigenschaft der Potenzleitern benutztl.
Die Leitern z», n > 1, fithren zwischen £ =0 und z =1 bei z— 0
Dréngungen, bei # — 1 Dehnungen herbei.

ginfa _
sind a '
Ansatz:
z,=0, y, =sin®a,
z, = 0,6 Yy =1—sinda,

Zapfenlinie y; = Sx,.
Die Leitern haben bei ~ 55° reguliire Stellen (tga, = }2).

Der Cosinussatz.

Abb. 23.
cosa=cosbcosc+sinbsinceose.
Ansatz:
=0, Y =cosa,
x = 1,5, Yo = —cosa, (y,=1-cosa, l=—1),
1,6 __ —coshcosc .
3= 1 }sinbsinc’ Y8 = Tfsinbsine [dm; Verkl. 0,5].

1 Vgl. hierzu Schwerdt: Lehrb. d. Nomographie § 12, Abb. 29; § 39, Abb. 89.
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Da b und ¢ vertauschbar sind, gehéren die Kurven (b) und (¢) einer
Schar an; es ergeben sich im vorliegenden Ansatz stets Ellipsen, und
zwar wurde der Abstand der Tréger (a¢) und («) so bemessen, daf dem
Werte b =300 (bzw. b = 1509) ein Kreisbogen zugeordnet wird.
Fir 0 < b < & erstreckt sich das Netz innerhalb des Leiterstreifens.
Die Punkte b = ¢, die nicht als Schnittpunkte erscheinen, sind auf
einem Teil der Hiillgeraden hervorgehoben. Infolge der Beziehung
sin b = sin (# — b) zeigt sich eine eigenartige Uberdeckung der Ebene
(vgl. hierzu das eingezeichnete Beispiel). Liegen beide Werte b und ¢
zwischen 0 und 90 ¢ oder zwischen 90 und 1809, so fallt der Schnittpunkt
in den unteren Teil des Netzes, liegt nur einer der Werte b oder ¢
zwischen 90° und 1809, so ist der Bildpunkt im oberen Teil des Netzes
zu wihlen, wie sogleich aus dem Zeichen von g, hervorgeht.

Sobald |7 | < 1, enthélt die Netzschar nur Ellipsen, wenn |7 | > 1,
ergeben sich Ellipsen und Hyperbeln, wobei der Ubergang durch eine

Parabel fiir sinb = 1 eintritt.

l
Abb. 24.
Mit Hilfe der Additionstheoreme ergibt sich
cosa—cos(b+c) cos(b—c)—cos(b+c)
1+cosa - 2 :
Vgl. hierzu S.9. Diese Formel 1aB8t sich unmittelbar in einem Netz
x=14cosa, y=cost, (t=b+c, t=b—c, t=a)

mit dem Strahlensatz 16sen. (Die positive z-Achse verlduft in Textabb. 3
nach links, die positive y-Achse nach unten.) Wir fassen die Darstellung

einfacher als Leitertafel auf und geben den Ansatz in 2 ,
iiblicher Orientierung des Bezugssystems: = rrase
=41, Yy, = —cos (b -+ c), il cos|(bec)
cos|(b-c)
Zy=—1, Y, = —cos (b —¢),
Xy = —cosa, Y;=—cosa. [dm; Verkl 0,5]. Textabb. 3.

Weitere Beispiele sind in den Abb. 68 bis 71 gegeben, insbesondere zwei
Tafeln fiir den Satz der vier aufeinander folgenden Stiicke (vgl. S.40).

Beispiele rechtseitiger Dreiecke.
Abb. 25.

Bezeichnet 7 = 0% ... 24* die Tageslinge, so ist
cstr=—1gp-tgd.
(Geograph. Breite ¢, Deklination der Sonne d.)
Netztafell: Netz: « = tgd, y = — cos }7, Bezifferung nach 7.
Strahlenbiischel: y = M, M = tg¢.

1 Abb. 25 nach Schwerdt: Einf. i. d. prakt. Nomogr. Berlin: Salle 1927.
Schwerdt, Nomographische Methoden. 3
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Abb. 26 und 27.

Dieselbe Formel
cosi=—tgg-tgd
gibt die geographischen Koordinaten (4, ¢) aller Punkte auf der Tag-
und Nachtgrenze an, wenn es auf dem Nullmeridian Mittag ist (GroS-
kreis, dessen Pol in 4y = 09, @, = 0 liegt). Abb. 25 16st mithin auch
die Aufgabe, den Verlauf der Tag- und Nachtgrenze an einem bestimm-
ten Tage anzugeben (Verzifferung nach 4 am rechten Rande).

Abb. 27:

Legt man der Formel in erster Linie ihre geographische Bedeutung
bei, s0 kann es zweckmiBig erscheinen, die Analogie zu einem Karten-
blatte hervorzuheben, indem man A in die Koordinatenlinien # = const,
@ in die Linien y = const abbildet.

Netz: ¢ = —cosd, y=3tge,
Strahlenbiischel: y = Mz, M = }-ctgd. [dm; Verkl. %].

Dieses Blatt kann unmittelbar als Verzerrung einer Erdkarte, beispiels-
weise einer Mercatorkarte (Abb. 26) aufgefalBt werden:

Netz: x =arcd, Giny=tge. [dm; Verkl. %].

Bildet man die Kurvenschar auf durchsichtigem Blatt aus und bringt man
auf dem Deckblatt eine Teilung nach Lingendifferenz (Zeitskala) an, so kann
durch Verschiebung iiber eine Merkatorkarte die beim drahtlosen Verkehr auf-
tretende Frage nach der Tag- und Nachtgrenze fiir beliebige Orte und Zeiten
gelost werden.

Die Benutzung der stereographischen Projektion, in der die Linien (8) Kreise
werden, und bei der die Veranderung von Ort und Zeit durch Drehung des Deck-
blattes um den Pol beriicksichtigt wird, ist an sich reizvoll, fithrt aber zu un-
giinstigen Schnittverhaltnissen.

Einige Darstellungen zur Stereometrie.
Abb. 28.

Eulerscher Polyedersatz e+ f— k=2. Darstellung im Dreiecks-
netz; das Ausgangsdreieck hat die Hohe 2, die Werte (k) sind mit Riick-
sicht auf ihr Vorzeichen nach unten zu zéhlen. In der Vertauschbarkeit
von ¢ und f kommt die Dualitédt zum Ausdruck, die Bilder dualer Kérper
liegen symmetrisch in bezug auf die vertikale Mittellinie.

Durch die Bedingungen

6+hk<3e<2k, 4+e<2f<4de—8,
6+h<3f<2k, 4+/<2e<4f—8

wird innerhalb der Darstellungsebene ein engeres Gebiet definiert,
das durch zwei gerade Linien begrenzt wird. Wahrend die ,,Formel*
e +f=Fk + 2 innerhalb des gesamten Netzes erfilllt ist, fallen Bilder
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wirklicher Polyeder nur in das engere Gebiet. Die Bilder der platonischen
Korper liegen auf den Gebietsgrenzen; den n-seitigen Prismen sind
die n-seitigen Doppelpyramiden dual, n-seitige Pyramiden sind sich
selbst dual. — Ferner ist die Ortslinie
f—e=2

fiir Prismatoide eingezeichnet. Nimmt man die Linie der dualen Kérper
hinzu, so erhdlt man die Orter der gleicheckig und gleichflichig halb-
reguldren (archimedischen) Korper.

Die Darstellung ist diskontinuierlich; die Bildpunkte konnen nur
in Gitterpunkte des Netzes fallen.

Die Mehrzahl stereometrischer Formeln fiir Inhalts- und Oberflichen-
bestimmung fithrt auf gleichartige Produkttypen. Zugehorige Nomo-
gramme sind daher zumeist mit einfachen Hilfsmitteln zu entwerfen.
Wir geben im folgenden nur zwei Beispiele, deren Ausgestaltung rein
nomographisch bemerkenswert ist.

Abb. 29 und 30.

Oberfliche des Quaders.
F=2.-(ab+bc+ca).
Die Funktion 146t sich auf den in der Einleitung genannten Ansatz (4)
zuriickfithren, jedoch sind die zugehorigen Tafeln ebenso wie ihre
dualen Bilder im Aufbau nicht sehr befriedigend. Unter den von Luckey?
angegebenen Entwiirfen verdient das folgende Wanderkurvenblatt
besondere Beachtung.
Umformung: F = (@ + b + ¢)2 — (a® + b2 + ¢?).
Grundblatt:

Kurvenschar: F = (9_)2 —T.

Feste Kurve (a): #, =a?, y,=1-a.
Deckblatt: zwei Parabelhalbzweige:
xy=—0b% y,=—1-b,
g =+ ¢, y;=+1.c. [mm; Verkl. 0,35; I =10].
Auf den Punkt (@) des Grundblattes wird Punkt (b) des Deckblattes
gelegt, dann geht durch den Punkt (¢c) des Deckblattes die Ergebnis-

linie (F) des Grundblattes. Man erkennt ohne weiteres, dal diese Ablese-
operation die Addition der drei Abszissen

T+ |2y Fas=c=a+ b2+

1 Z. ang. Math. Mech.1925, S. 263.
g%
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und die Addition der drei Ordinaten

ntlwlty=9=Il-@+b+0
bewirkt. Damit ergibt sich

r=(3)-s

Um die Parallelverschiebung der Schablone zu sichern, versieht man
Grundblatt und Deckblatt zweckmiBig mit je einer Schar von Par-
allelen.

Abb. 31 und 32.

Volumen des Kegelstumpfes.

V=22 (1 mry +19).

Zerlegung der Formel in
O t=r2+rry+r2 und Im t=

Abb. 31.
Nach Erweiterung von (I) mit (r; —7,) ergibt sich der Typus

)3

2
>

3
t_"g'—rs
ry— 1y’

fir den sich der folgende Ansatz unmittelbar darbietet (Lehrb. d.

Nomogr. S 186):
2y =0, Y =m-1,
" 2
Zo,83 = 7> Yo, =M 1%
Durch Projektivitit kann dieser Ansatz weitgehend verbessert werden,
indem die Gesamtbereiche 0 < r < 00 und 0 < ¢ < oo auf begrenzte

Teile ihrer Triger abgebildet werden.

2,5-¢
& =0, M= 300+’
(Zapfenlinie, ungeteilt),

L — 400 400+ 257
237 312007 +200° /%87 15 2007 + 200°

(Die #-Achse liegt in der Zapfenlinie, die &-Achse weist schrig nach
rechts unten.)

Formel (II) ist in einer Leitertafel der sog. N-Form mit reguliren
Teilungen (V) und (%) entworfen, wobei die projektive Teilung (i)
eben die bei 7; angegebenen Konstanten hat. Beide Tafeln sind
iiberlagert.
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Die Tafel eignet sich im wesentlichen fiir Ko¢rper, bei denen r;
und r, moglichst verschieden, und zwar insbescndere moglichst 7, > 5,
r, < 5 sind. Wenn 7, =r,, wird die Ablesegerade I Tangente der
Kurve (r); damit verliert die Ablesung praktisch an Genauigkeit.
Abb. 32.

Eine Darstellung, die auch die Fille r;, =7, in gleicher Genauig-
keit enthalt, ist die folgende Netztafel.

Darstellung von (I) in einem schiefwinkligen kartesischen Netz x = r,,
y = 7, mit dem Achsenwinkel w = 60° durch die konzentrische Kreis-
schar um den Ursprung mit dem Radius ¢ = ]/Z . (Vgl. hierzu die
Abb. 79 und 80.)

Umformung von (II) in

T TES

Darstellung in einer Strahlentafel » = &- M mit & = V?’TZ—, n=t,
M =V%; A =2. Die Tafel schmiegt sich besonders vorgeschriebenen,

auch ausgedehnten Bereichen gut an.
Fiir den Pyramidenstumpf bietet sich ohne weiteres eine entspre-
chende Tafel dar.

Instrumente.
Abb. 33 bis 36.

Reduktionszirkel. Fiir die Einstellung des Teilverhéltnisses 1:a,

«=1,2,3,...10, l:a= %, 2—, besteht die Teilungsfunktion

. 1

14 o’

wobei I bei den handelsiiblichen Mustern 165 oder 175 mm betrigt.
Unter der Annahme, daB die Einstellung des Scheitelpunktes um
| 4z | = 0,1 mm unsicher ist, ergibt sich die absolute Unsicherheit
der Einstellung o zu

z2=1

011
|da| ==,

die relative Unsicherheit in Prozent:

1041
Tz (l—2)"

100-}435
74

Abb. 33 ist fir I = 165 mm entworfen.
Die projektive Konstruktion der Teilung ist in Abb. 35 durch-
gefithrt.
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Auf den Zirkeln ist zumeist eine Skala firr regelmafige Kreistei-
lung (regelmiBiges n-Eck, Radius r) angegeben. Die Unsicherheit
| 42 |= 0,1 mm der Einstellung bewirkt die Unsicherheit |As| der
zugehorigen Sehne. Ein brauchbares Kriterium der Genauigkeit gibt

Die Noniuseinheit n~!A8’ |Au[ ; Abb. 34 gibt
r

entspricht 10-f mm?2

113 die prozentuale Unsicherheit
f 3 / fiir 7 = 165 mm.
10 E Eichung eines Polarplani-
" meters. Die vom Fahrstift um-
E fahrene Figur hat den Flichen-
0:9 % inhalt
3 F=n-fcm?
o,sg / wenn die Rollenabwicklung =
E / Einheiten betrdgt und f den
0,13 von der Fahrstablinge ! ab-
3 hiangigen Faktor bezeichnet.
06 Hierbei liegt der Pol auBerhalb
E der Figur.
E Textabb. 4 gibt eine Eich-
0,5 / kurve (fir das Instrument
= Wichmann Nr. 5008). Der Ver-
o,q E T T T LR L LI B I | lan iSt geradlinig:
150 200 250 300 350 = 0.0030195-1
Fahrstabldnge L ’
e o — 0,00315 = 0,00055.

Abb. 36. Planimetriert man auf einem Kartenblatt im MaBstab
1: M, so entspricht der Noniuseinheit die Fldche

A-— T ]‘m2 1)

Es ist zweckmifig, der Grofle 4 ,,glatte Werte zu geben. Die Flucht-
linientafel fiir (1) zeigt deshalb die Leiter (4) nur als diskrete Punkt-
reihe. — Bei gegebenem MafBstab 1: M findet man nach Wahl eines
passenden Wertes A die erforderliche Fahrstabeinstellung 1.

II. Koordinatensysteme.

Polarkoordinaten.
Abb. 37.
Ausschnitt aus einem Polarkoordinatensystem (r,¢), in dem ¢
nach BogenmaB beziffert ist. Entwirft man die Figur auf Millimeter-
papier, so wertet sie als Netztafel die Ubergangsformeln zwischen
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einem rechtwinkligen kartesischen System (z,y) und einem Polar-
system (r, ¢) aus.

r =Y+ 2, q>=arctg-g—, 1)
bzw. x=r-cosp, y=r-sing.
Abb. 38.
Durch die Verzerrung
§=2-a% n=p-y* (2)

gelingt es, die Schar (r) so zu strecken, da die Scharen (z), (y) und
(p) geradlinig bleiben. Der Figur liegt die Wahl 4 = u zugrunde.

Grundebene (z, ¥) Bildebene (&, 7)
Kreisschar (r): 2% 4 y? =12, Parallelschar: &4 7 =12,
Strahlenbiischel (¢): y=z-tg¢. Strahlenbiischel: 7 = &-tg? ¢.

Das Strahlenbiischel wird nur in seinem Gefiige geéindert. Abb. 38
zeigt schematisch den Aufbau der verzerrten Netztafel; die Streifen
0 < z<2und 0 < y < 2 sind unterdriickt.

Die Verzerrung (2) bildet sémtliche vier Quadranten der Grund-
ebene (z,y) in den einen Quadranten £ =0, # = 0 der Bildebene
ab; die eindeutige Umkehrbarkeit wird durch Beschrinkung auf einen
Quadranten, etwa auf den ersten, der Grundebene erreicht. Beziffert
man ¢ nach GradmaB, so ist die Uberlagerung der vier Quadranten
ohne weiteres kenntlich.

Die Tafel eignet sich dazu, die Funktion

x+iy=re?
auszuwerten (vgl. S. 104).
Abb. 39.

In diesem Zusammenhang kann die Fluchtlinientafel von Ulf.

Meyer angefithrt werden. Aus

A+ B-i=R-et?

folgt
B2%. (1 + n) = R?, (3)
B2.q = A2, (4)
wenn
n = ctg2gp.

Fiir (3) und (4) sind logarithmische Leitertafeln entworfen und iiber-
lagert?.
Der Nachteil, der diesen Tafeln mit ,,Sprung von = auf (n 4 1) infolge der

erschwerten Ablesung anhaftet, wird durch den groBen Vorteil aufgewogen, dafl
sie weite Bereiche in groBer Genauigkeit herzustellen vermdogen.

1 Lehrb. d. Nomogr. Bd. 5, § 38, S.197.
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Elliptische Koordinaten.
Abb. 40.
Kegelschnitte im quadratischen Netz. Mit & =Aix%, n = uy? (in
Figur 1 = p) werden alle Kegelschnitte

2 2

o tip=1 i)

gestreckt. Die Darstellung zeigt einen Kreis %, eine Ellipse ¢ und zwei
Hyperbeln » und A’, deren geradlinige Bilder im quadratischen Netz
entsprechende Bezeichnungen tragen. Hierbei ist zu beachten, daf
sich die Eindeutigkeit nur bei Auswahl eines Quadranten (z, y) er-
reichen 1a8t. Die aulerhalb des Quadranten £ = 0, = 0 verlaufenden
Teile der Bildgeraden stellen imaginére Teile der Kegelschnitte dar.

Da jede Bildgerade in der (£, 7)-Ebene jede andere einmal schneidet,
hat jeder Kegelschnitt

i i
mit jedem anderen Kegelschmtt
:i: :I: b=

vier gegebenenfalls imaginire Punkte gemeinsam. Von den Koordi-
naten dieser Punkte ist im letzten Falle eine oder sind beide rein ima-
gindr. Interessant sind die Schnittpunkte &ahnlicher Kegelschnitte
@y ay,=b,:b,; sie liegen auf der uneigentlichen Geraden!. Der Triger
aller Geraden k:

n=— é ’ E-’ oo,
erweist sich als Bild der Kreispunkte. Vgl. ferner 8, 55.

Abb. 41,

Elliptisches Koordinatensystem. Da das Netz & = 22, n = y? alle
Kegelschnitte (1) streckt, eignet es sich zur Untersuchung und Dar-
stellung elliptischer Koordinatensysteme. Abb. 41 zeigt den ersten
Quadranten des Netzes

a1+l+a2+l 1 (2)
mit @, = 20, a, = 4. Alle Kurven des Netzes sind konfokal, rechter
Brennpunkt F, Mittelpunkt O.

Fir o0 > 1> —4 ergeben sich Ellipsen, 1 = — 4 liefert als Ausartung

die Strecke OF und stellt zugleich durch den Strahl F — o den 'Ubergang zu den

Hyperbeln — 4 > 1 > — 20 dar; bei A = — 20 arten die Hyperbeln in die doppelt
belegte y-Achse aus.

1 Vgl. 8. 49, Abb. 89.
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Abb. 42,

Die Verzerrung & =0,1-2%, 5 =0,1-y% fithrt Abb.41 in 42
iiber; auch hier ist links und unten je ein Streifen unterdriickt. Die
Ellipsen bilden sich in gerade Linien mit negativem Anstieg ab, beide
Achsenabschnitte ergeben reelle Werte von # und y; die Bilder der
Hyperbeln haben nur auf der £-Achse einen positiven Abschnitt. Die
Geraden beider Art sind Glieder einer Schar

& n____
a; + A +a2+/1 =1,
sie werden von einer Parabel umhiillt.

Ein Vergleich der Darstellungen Abb. 38 und 42 zeigt, daB das elliptische
System sich mit wachsendem Werte A — c mehr und mehr einem Polarkoordi-
natensystem nahert. Die Ellipsen entsprechen den Kreisen (r), die Hyperbeln
den Strahlen (g).

Abb. 43.

Fluchtlinientafel fiir den Ubergang zwischen Polarkoordinaten,
kartesischen und elliptischen Koordinaten. Es wire sachlich mdglich,
in demselben quadratischen Netz & = x% 7 = y? eines kartesischen
Systems (x, y) sowohl ein Polarkoordinatensystem (r, ¢) als auch ein
elliptisches System (,,4,) durch Geradenscharen darzustellen; auf
diese Weise konnte der Ubergang zwischen den drei Systemen durch
Ablesung an einem Punkte erreicht werden. Aus zeichnerischen Griinden
148t sich diese Uberlagerung aber nicht verwirklichen. Wir gehen daher
zu einer dualen Darstellung iiber und vermitteln die Zuordnung zwischen
den drei Systemen in einer Fluchtlinientafel durch eine Einstellung
des Ableselineals.

Die Tafel fiir (2) enthilt zwei gerade Leitern (%) und (y) und einen
Kegelschnitt als Triger der Leiter (1); der vorliegende Entwurf ist pro-
jektiv so gestaltet, daB dieser Kegelschnitt in einen Kreis iibergeht,
und zwar derart, daB der groBere Kreisbogen Teilungstriger wird.

Leiter (2):
. . 8
Trager: t); =1, + 1, Teilung: = 3—5, =73
Leiter (y):
. . 8 3
Trager: ﬁ)2=—-§2+1, Teilung: '§2=m—é, nz:?%’
Leiter (1):
Trager: 2+ 92=1, Teilung: 1, =

16 -6
2464 BT prp6d’
wennit=12+ 4.
Entsprechend kénnen die Beziehungen S.23 (1) in zwei Tafeln
dargestellt werden, welche dieselben Leitern (¢) und (y) enthalten:
die Formel z2 + y2 = 72 fithrt auf die

Schwerdt, Nomographische Methoden. 4
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Leiter (r):

Triager: y, =1, Teilung: g, = g .
SchlieBlich liefert y = z-tg ¢ die
Leiter (¢):

Triager: y; =0, Teilung: gz = cos2¢.

Die drei Teiltafeln werden iiberlagert; in Abb.43 liegt der Ur-
sprung des Hilfskoordinatensystems (g, §)) im Mittelpunkt des Kreises
(p = 459), die positive g-Achse geht nach A = — 4, die positive §)-Achse
nach unten links, A — co. [dm; Verkl. 0,5].

In engem Zusammenhang mit der Umwandlung elliptischer Koordinaten
in kartesische steht die Funktion

w=zsinz,
w=u-+1iv, z=xz+1y,

die sich durch Verzifferung aus vorliegender Tafel entnehmen liefle. (Vgl. S. 106,
Abb. 226. — Siehe ferner Abb. 229 und 230.)

Abb. 44.
Ubergang zwischen verschiedenen (konzentrischen und gleichgestell-
ten) elliptischen Systemen. Ein elliptisches System
x2 yz
agt+ i agt A
ist in seinem geometrischen Aufbau allein durch die Differenz a, — a,

bestimmt, aus der sich die Brennpunktsentfernung 2:-¢ = 2 - ]/ a, — ay
ableitet. Alle Systeme

1

x2 yz
DERE Ty A
fir die b, — b, = @, — a, gilt, sind geometrisch kongruent, sie unter-
scheiden sich nur durch eine Konstante in der Bezifferung der A-Kurven.
Sieht man von dieser (unwesentlichen) Verschiedenheit ab, so kénnen
alle elliptischen Systeme, die in bezug auf die z- und die y-Achse
orientiert sind, durch @, = a, a, = 0 dargestellt werden:

w2

y?
arat7z=1 ®)
Mit dem Parameter — o0 <<a < + co ergibt sich eine ool-fache
Mannigfaltigkeit von Netzen nach Art der Abb. 41, deren sidmtliche
(nicht ausgeartete) Einzelbilder in einer Darstellung & = 22, 9 = y?
den Charakter der Abb. 42 zeigen. Die Uberlagerung a8t sich in einem
dualen Bilde leicht verwirklichen.

Im dualen Bilde nach Art der Abb.43 erhalten wir fiir jeden
Wert a einen Kegelschnitt, der die Leiter A triagt. Die col-fache Mannig-
faltigkeit der Leitern (A) kann als Netz (@, 1) ausgebildet werden.



Elliptische Koordinaten. Tafel 18. 27

Der Abb. 44 liegt gegen 43 insofern ein verdnderter Ansatz zu-
grunde, als den glatten Werten @ = 5, @ = 10 Sonderfille zugeordnet
werden sollen.

Die Leitern () und (y) bediirfen keiner besonderen Erklirung.
(Die Werte = < ]/7,5 liegen auf dem unten rechts von C verlaufenden
Halbstrahl des Trégers, sie sind in der Zeichnung unterdriickt.)

Samtliche Tréager (a) sind Kegelschnitte, die durch die Punkte
A, Bund C gehen; die Mittelpunkte liegen auf der Horizontalen durch 4.

Der Trager fir a =5 ist ein Kreis, fir 0 <<a < 5 ergeben sich
Ellipsen, deren groBe Achse vertikal steht; @ = 0 fithrt auf eine Aus-
artung (vertikaler Parallelstreifen). Die Werte 5 << a << 10 liefern
Ellipsen mit horizontaler Hauptachse; a = 10 ergibt eine Parabel,
von den Hyperbeln 10 < @ schlieBlich ist nur ¢ = 20 in einem Zweige
eingezeichnet. Uber die Ausartung in das Trigerpaar (z) und (y)
fiir @ — oo erhélt man fiir @ << 0 Hyperbeln mit vertikaler Hauptachse.
— Von allen Kurven hat nur der Bogen 4 — B — C im reellen Gebiet
Bedeutung.

Die Schar (1) ist ein Strahlenbiischel mit dem Tréager C. Der Bereich
0 <A < oo erfillt den spitzen Winkel BCA; von B aus nach rechts
liegen die Strahlen 4 < 0; jeder Strahl A < 0 beriihrt die Kurvea = — 4
in C, so daB C ein singulérer Punkt des Bildes ist.

Die Tafel leistet den Ubergang zwischen verschiedenen elliptischen
Systemen und dem (gemeinsamen) kartesischen System.

Ansatz:
Leiter (x):
Trager: )y = —¢. Teilung: y = S 5"
Leiter (y):
Trager: ) = 4+ g. Teilung: py = —2—11—.“5—_{3
Schar (a): 2(10 —a) + a9*=10¢.
Mittelpunkt: ¢, = IO—O:-T; , 9o=0.

Schar (4):

Strahlenbiischel: ¢ (54 1) +9A=25. Triger: =1, o= —1.
[dm; Verkl. %].

Die vorliegende Darstellung 148t sich in nicht uninteressanter Weise
auswerten; wir deuten sie als Bildebene € (r,y) einer Grundebene
E (z,y), die alle nach Art der Abb.41 gestellten konzentrischen
Kegelschnitte enthalte. Jede Gerade in € ist Bild eines Punktes der
Grundebene E, jeder Punkt (¢y) in € Bild eines Kegelschnittes aus
E; die durch ihn gehende Kurve (a) gibt an, welcher konfokalen Schar
dieser Kegelschnitt in & angehért, die Linie (1) zeigt die Nummer an, die

4%
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er innerhalb dieser Schar trégt. Dreht man das Lineal um den Bild-
punkt (z y), so bildet man den auf dem Kegelschnitt laufenden Punkt
aus £ ab und kann jeweils seine Koordinaten x und y ablesen.
(Vgl. hierzu S. 50, Abb. 91.)

Parabolische Koordinaten.
Abb. 45.
Das System parabolischer Koordinaten (4;,4,) wird aus einem
kartesischen System (z, y) durch

Y2—2.2-0—22=0 )

gewonnen. Simtliche Parabeln (1) sind konfokal, und zwar ergeben
sich fiir — o0 << A <0 nach links offene, fiir 0 << 1 << 4 oo nach rechts
offene Kurven; die Ausartung A — 4 0 fithrt demzufolge auf den nach
rechts gerichteten Halbstrahl der x-Achse, wihrend A — — 0 gegen
die negative x-Richtung strebt. Jedes Wertepaar (4;, A,) definiert zwei
in bezug auf die x-Achse symmetrische Punkte. Das Bild zeigt einen
Ausschnitt — 10 < # < 4 10 der oberen Halbebene 0 < y < 9.

Die eingezeichneten Kurven @ ... g werden bei Abb. 102 erliutert.
Abb. 46.
Durch die Verzerrung
§=x, n=m y* ®)

werden sé@mtliche Parabeln der Schar (1) gestreckt. In der so ent-
standenen Netztafel erscheint die Schar (A1) als Geradenschar zweiten
Grades, die als Hiillkurve die unten angedeutete Parabel = — m-&?
besitzt. Dem Entwurf liegt die Wahl m = 0,1 zugrunde. Die Abbildung
ist eindeutig umkehrbar, wenn wir den Bereich der Grundebene
(Abb. 45) beispielsweise auf die obere Halbebene beschrinken.

Abb. 47.

Aus (1) folgen die Ubergangsformeln zwischen dem parabolischen
und dem zugehdrigen kartesischen System und damit auch die ent-
sprechenden Formeln fiir die Transformation in Polarkoordinaten

(r, @)
11—(_12)=_‘2x: 11'(_lz)=y2§ (3)

M+ (—2) =2r, Ayi(—2g) =tg2 2. (4)

In einem Netz § = — 4,, n = 4 A, ergibt sich eine einfache Darstellung
von (4). Der Ubergang zwischen parabolischen und Polarkoordinaten
ist in Abb. 47 auf den ersten Quadranten beschrinkt; die Netztafel
enthilt die Strahlenschar (¢) und die Parallelschar (r). Das Netz wird
weiter unten in Abb. 103, S. 54 benutzt.



Tafel 19. 29
Tabelle zu Abb. 48.
Abb. 45 46 48
Grundebene | Zwischenebene | Bildebene
Punktkoordinaten x,y &n L9
Linienkoordinaten u,v u,b
Nichtlineare Punkt- Duale Abbildung
transformation
E=ux, u=—10mn—1,
1 b= —2mé
n=70 y2, ’
10 _ v
=7 TomE
5mU
Y=y _Tom
Nichtlineare Betiihrungstransformation
u=—y*—1
b= —2mx
Punkte Punkte Gerade Linien
(ry) (&, m) u=—y—1
b= —2ma
a und p sind Parabeln Gerade Linien Punkte
von einander 2= 2p(x—a) 1 1
unabhangig |4 “P U=-2 E=1—3mipa
oo 2-fache Mannig- 5 m
c v —mp
faltigkeit V= 7a = 1—2m*pa
p=A;a= — }2.| Parabolische Punkte
oo-fache Mannig- | Koordinaten- r = 1
faltigkeit linien 14 m? 42 Vgl. den
( /'{) f = —mi Ansatz
1+ m222 |auf 8. 30.
Kartesische P
. unkte
Koordinaten-
linien
x = const U=_l. V=0=0 t)___l_
z’ ’ 2mex
P p—
y =const |J=o; V=—? Ll gy el
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Mit Hilfe einer Hyperbelschar (y) und einer Parallelschar (x) kénnen
die Ubergangsformeln (3) in demselben Netz Darstellung finden. Die
Abb. 47 bezieht sich in ihrer Beschriftung hier auf den zweiten Qua-
dranten der Grundebene.

Abb. 48.

Ubergang zwischen kartesischen und parabolischen Koordinaten.
Die Definitionsgleichung (1) kann als quadratische Gleichung fiir (4)
in bekannter Weise durch eine Fluchtlinientafel dargestellt werden.
Wir wihlen den Typus, der die Teilungen (4,) und (4,) auf einem kreis-
formigen Trager enthélt.

Ansatz der Tafel:

1
L=0, t)1=2mx’
1
BT =0
1 —m-2

§3=1+m2,12’ j;)3="1_+_mz;hz‘

Der Entwurf benutzt m = } [dm; Verkl. 0,45].

In Abb. 48 wird die Transformation der Koordinaten durch eine
einzige Lage des Ableselineals bewerkstelligt. Jeder Punkt der Grund-
ebene (Abb.45) wird also in eine Gerade der Darstellungsebene ab-
gebildet; es besteht aber keine Dualitét zwischen der (reguléren) Grund-
ebene und der Darstellungsebene, da zwischen Grundebene und Bild-
ebene eine nichtlineare Verzerrung eingeschaltet ist. Von den Geraden
der Grundebene werden nur die kartesischen Koordinatenlinien in Punkte
abgebildet. Die Ubersicht S. 29 zeigt die einzelnen Abbildungs-
schritte, wobei die Konstanten so gewdhlt sind, daB die Mafle der
Abb. 45 und 48 beriicksichtigt werden.

Abb. 49.

Ubergang zwischen Polar- und parabolischen Koordinaten. Fiir (4)
konnen zwei iiberlagerte Tafeln angesetzt werden:

L=0, 9, =24,
T, = 10, 2 =10—3 (=2,

40 40 4 40
. A o L
[cm; Verkl. 0,4]. 4+ otgiy

Beispiel (wie bei Abb. 47, unten rechts):
M=5, A=—15, r=10, ¢ =600
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Hyperbolische Koordinaten.
Abb. 50 und 51.
Definitionsgleichungen:
a—yr=1,
2ay =12, (1)
Die Abb. 50 zeigt den ersten Quadranten; hinsichtlich der Eindeutig-
keit gelten Einschrinkungen, die den bereits oben mehrfach gemachten

Bemerkungen (siehe S.23) entsprechen.
Im Netz

£=}'15 77=m')“§’

das samtliche Hyperbeln (4;) und (4,) streckt, bleiben die Linien (x)
und (y) geradlinig (Abb. 51); sie gehen iiber in die Schar

1
#—Eft—g—n=0, 2

wobei
= Vt—, wenn ¢>0,

y=1—t, wemn t<O0.

Die verzerrte Darstellung kann als Netztafel fiir den Ubergang zwischen
hyperbolischen und kartesischen Koordinaten dienen.
Uber Beziehungen zu pythagoreischen Dreiecken vgl. S.8, Abb. 4.

Abb. 52.

Ubergang zwischen hyperbolischen und kartesischen Koordinaten.
Fiir die Darstellung von (1) in einer Leitertafel kann sogleich ein Nomo-
gramm zur quadratischen Gleichung zugrunde gelegt werden; wir wahlen
einen Typus mit elliptischem Trager:

Ansatz:
10
L= 0, H= 70

‘1

200
2 = T D= 0,

100 4+ — A2
4
200 1022

B=T0r#> BT l0tz
[dm; Verkl. 0,4].

Die Tafel ist unmittelbar eine Darstellung der Funktion
w =22,
=u+iv, z2=x+1y,
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wenn man

U = 11 , V= 22
abliest. Ebenso ergibt sich auch

2z = Yw.
Abb. 53.

Ubergang zwischen Polar- und hyperbolischen Koordinaten. Aus
(1) folgern wir
rt=234+7%, ectg®2¢9=12}:23.
Ansatz der Tafel:

A
§1=_'100, t)1=5,
A3
?Zz=0, f)2=100—‘m,
r‘l
n=-+100,  Bh=200— 7,

200
pf =¥ +100; b3 = s¥tgize

[mm; Verkl. 04].

Kreiskoordinaten.
u = Lo, . S— Lo z_—c—————__
fle—rte et ie o
v =are tg m_y_c -—aretgﬁ—-c-.

Abb. 54.
Abb. 54 enthilt den ersten Quadranten (x, y) mit ¢ = 4.

Die Schar (u) ist die Schar der Apollonischen Kreise

0170z = €%;
Mittelpunkte: xp=c-Ctgu, y =0,
Radien: r=c:Ginu.

Die Schar (v) ,,umfaBt die Peripheriewinkel v gleicher GroBe.
Mittelpunkte: xp=0, y,=c-ctgv,
Radien: r=c:sinv.
Wihrend die bisher behandelten Systeme derart gestreckt werden
kénnen, daB der Ubergang zum kartesischen Grundnetz in beiden
Richtungen mit einer einzigen Lage des Ablesefadens erfolgen kann,

scheinen sich entsprechende Verzerrungen firr (1) nicht angeben zu
lassen. Wohl aber konnen Verzerrungen angesetzt werden, durch die
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jeweils drei der Scharen (), (v), (), (y) geradlinig werden oder bleiben.
So entstehen vier Netztafeln, von denen in Abb. 55 und 56 zwei Bei-
spiele gegeben sind. (¢ = 4.)

Abb. 55. Abb. 56.
Netz: §=—%, 7 = CcoSv. Netz: £ =a2—c2, 7 =ctgv.
Schar (u): Schar (y):
n=£&-Ginu + Cofu. 17=§(1;—y§—|—2y—0.
Hillkurve: &4 m2=1. Hillkurve: ¢2n?2=¢§.

Eine Umformung von (1) und die Auflésung nach x und y fithrt auf
die folgenden Formeln:

A. Umwandlung kartesischer XKoordi- B. Umwandlung von Kreiskoordinaten

naten in Kreiskoordinaten. in kartesische.
_xtyr4c? ____cCinu
Cigu= 2xc m"@oiu—cosv’ @)
tgv_a:2+y2—¢:2 ___c-sinv
BYV="5yc y"@oiu—cosv'

Bei geeigneter Wahl der Ablesevorschrift erweist sich fiir den Ubergang zwischen
den Systemen in beiden Richtungen aus jeder Gruppe bereits eine Formel als
ausreichend (vgl. S. 108, Abb. 232 und 233). Es erschien hier aber zweckmaiBig,
alle vier Formeln gesondert darzustellen.

A. Abb. 57 und 58.

Abb. 57.
Ansatz:
Allgemein: Besondere Wahl:
l=—0,1; m=4,6.
=0, f, =Cigu, =0, fh, = Ctgu,
1
£2=1: t)2=l'(y2+62) 22=1>3, t)2=3_16'y2’
+m,
_ 1 _—lattm __ 65 4642
L=1_"37¢3z’ bs = 1—21lcx * 1"3_'5—{-495’ 1)3_—104—8:1:'

[dm; Verkl. %].

Abb. 58.
Ansatz:
L, =0, f, = ctgv,
1
22=1>3, t)2=2—i_0x2’
6,5 4442

L=57ds BT Torsy:
[dm; Verkl. %].

Schwerdt, Nomographische Methoden. 5
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Es wire leicht moglich gewesen, fiir Abb. 58 die freien Parameter des An-
satzes so zu wihlen, daB Triger und Teilung (y) dem Tréger () in Abb. 57
kongruent werden; dabei ergibt sich allerdings eine starke Beschrinkung der Be-
reiche.

Beide Tafeln zeigen deutlich den besonderen Verlauf der Linien
(#) und (v) in der Grundebene Abb. 54 an.

So 148t Abb. 57 erkennen, daB eine Linie (u) die Koordinatenlinien
(y) im allgemeinen in zwei Stellen x schneidet, und die tangentiale
Lage des Ablesefadens bestimmt durch den Berithrungspunkt den
Scheitelpunkt einer Linie (u).

Entsprechendes gilt fiir Abb. 58. Wenn v << $ &, schneidet eine
Linie (v) eine Koordinatenlinie (x) in zwei (getrennten) Stellen (y);
fir v =}m, x =c¢, wird des Ableselineal Tangente des Tragers (y);
mit v > } 7z ergibt sich bei # < ¢ nur ein Schnittpunkt.

Abb. 59.
B. Die beiden Formeln (2, B) fiir den Ubergang von Kreiskoordinaten
zu kartesischen sind in Uberlagerung der Teiltafeln dargestellt.

Ansatz:

(fette Beschriftung und
starke Linienfiihrung)

x

(magere Beschriftung und
diinne Linienfiihrung)

L=0, h=- L=0, D=
1 1

=g D= T8, = ore

Trager: 2 42 =1;
s =secv, f;=0. L =secv, hy=—tgw,

Triger: 2 —pn2=1.

[dm; Verkl. 0,2].
Uber den Zusammenhang mit
w=1tge,

w=u-4+1v, z2=2+1y,
siche S. 1081f.

Riumliche Koordinaten.
Abb. 60.

Das rechtwinklige kartesische System (x, y, z) wird durch drei bzw.
nach z, y und z zu beziffernde Ebenenscharen (Parallelscharen) dar-
gestellt.

Abb. 61.

Polarkoordinatensystem. Abstand vom Ursprung r, Azimut (geo-
graph. Linge) @, Zenit-(Pol-)distanz ¢. Der Parameter r definiert eine
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Schar konzentrischer Kugeln mit dem Ursprung als Mittelpunkt, der
Parameter ¢ ein Ebenenbiischel mit vertikalem Tréger; bei Variation
von ¢ ergibt sich eine Schar gleichgestellter Kegel der Offnung 2+,
welche die Vertikale als gemeinsame Achse und den 0-Punkt als Spitze
haben.

Durch Fortlassen der duBleren Kugel r» = 4 wird das Gefiige der
Ebenen und Kegel ersichtlich; zwischen ¢ = — 30° und ¢ = + 30°
ist ein Bereich 0 <& < 909, > 1 herausgebrochen, damit sich die
Anordnung der Kugelschalen erkennen laft. Die Kugelschalen sind
dunkel, die Kegel hell getont. Das System ist orthogonal, aber
nicht isometrisch.

Abb. 62.
Wir iiben nun auf den Raum die Verzerrung

§=w2’ 71=?/2, §=22 (1)
aus. Dabei bilden sich simtliche acht Oktanten des Originals (z, y, 2)
in den einen Oktanten (6 = 0,7 = 0, { = 0) des Bildraumes ab. Die
eindeutige Umkehrbarkeit wird durch Beschrinkung auf einen Ok-
tanten des Originals, z. B. auf £ =0, y =0, 2 = 0 erreicht.

Originalraum Bildraum
Kugelschar Ebenenschar (Parallelschar)
2?4 y? 2 =12, E+n+i=r 2)
Ebenenbiischel Ebenenbiischel
y==z-tg9, n=£§-tg%g. 3)
Kegelschar Ebenenbiischel
2="V2® t y?-ctg &, g-tg29 =&+, 4)

Abb. 62 stellt den Bereich z < 4, y < 4, z < 4 dar, zeigt also die
Ebenen r > 4 sowie sémtliche Ebenen ¢ und ¢ nur in Ausschnitten
innerhalb eines Wiirfels. Die Achsen sind unmittelbar nach , y und 2
beziffert, und zwar ist die links nach hinten gehende Leiter y rechts
seitlich kopiert. Die Tonung der Ebenen entspricht der in Abb. 61
gewdhlten. Als Ablesebeispiel ist P (z = 3,06, y = 1,77, z = 3,54) ein-
gezeichnet; der Punkt bestimmt die Werte r = 5, ¢ = 300, & = 459.

Elliptische Koordinaten. Die Verzerrung (1) fithrt simtliche Flachen
aR y? 2% xR y2 22
tatypter=1 wd +5+5HL5=0
in Ebenen iiber, und zwar wird jeweils der reelle Teil der Fliche in den

gezeichneten Oktanten abgebildet, wihrend die Teile mit rein-imagi-
5*
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niren Koordinaten in den iibrigen Oktanten liegen®. Ellipsoide
werden in Ebenen gestreckt, die auf allen drei Achsen positive Abschnitte
bestimmen. Einschalige Hyperboloide verzerren sich in Ebenen
mit zwei positiven, einem negativen Achsenabschnitt, zweischalige
Hyperboloide in Ebenen mit nur einem positiven Abschnitt. Die
Bildebenen von Kegeln gehen durch den 0-Punkt. DaBl auch elliptische
und hyperbolische Zylinder ,gestreckt” werden, bedarf keiner Be-
tonung. Die Ebenen

—A§—Bn—Cf{=1, A>0, B>0, C>0,
erweisen sich als Bilder nullteiliger Flachen; die Fliche
—4E—Bn—Cn=0
hat den 0-Punkt als einzigen reellen Punkt.

Abb. 63.

Somit eignet sich das System &,#,{ dazu, jedes rdumliche ellip-
tische Koordinatensystem

xR yS 22 _
atitarit a2~ ©)
ay > ay > ag,
in einfacher Weise darzustellen. In Abb. 63 ist der Bildoktant nach
oben links vorn gedreht und in isometrischer Projektion dargestellt.

Die Lageverhaltnisse und Achsenteilungen soll das Schema 64 an-
deuten. Der Figur liegen die speziellen Werte
a, =20, a,=4, a;=0

zugrunde. Fir co > 1> 0 ergeben sich Ellipsoide, (dunkle Tonung),
die mit wachsenden Werten A sich mehr und mehr den Kugeln (r) der
Abb. 61 und 62 anschmiegen; erreicht man von positiven Werten A
her die Grenze A =0, so ergibt sich die Ausartung zur elliptischen
Scheibe, deren Bild unten rechts in dunkler Tonung erkenntlich ist.
Zugleich passieren wir das AuBere dieser elliptischen Scheibe (helle
Toénung) und erhalten fir 0 > 41> — 4 die hellgeténte Folge der
einschaligen Hyperboloide, deren Ausartung bei A = — 4 in das den
Mittelpunkt enthaltenden Gebiet einer hyperbolischen Scheibe hinten
rechts abgebildet ist. Uber das andere Gebiet dieser Scheibe (ohne
Toénung hinten links) erhalten wir fiir — 4 > 4 > — 20 die ungeténten
Bilder der zweischaligen Hyperboloide, die fiir A = — 20 in die (y, 2)-
Tafel ausarten. Die Fliachen A << — 20 sind nullteilig. Die Abb. 63
148t sowohl die Uberginge zwischen den einzelnen Flichengattungen
und die Ausartungen als auch die Analogie zu Abb. 62 erkennen.

1 Vgl. hierzu 8. 55, Abb. 106 bis 110.
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Entwirft man fir die Darstellungen Abb. 62 und 63 duale Bilder,
so koénnen die Koordinatenebenen (&, n, {), die in diesen Abbildungen
unterdriickt werden mufiten, ohne Schwierigkeit Darstellung finden.

In dem Wirfel Abb. 62 wihlen wir die von 0 ausgehende Raum-
diagonale und drehen den Korper so, dal diese Diagonale vertikal
nach unten weist. Wir fiigen nun ein nach oben offenes elliptisches
Paraboloid hinzu und stellen fiir jede Ebene & = const, d. h. x = const,
als duales Bild den Pol in bezug auf das Paraboloid her. Die Ebenen-
schar () fithrt auf eine geradlinige, regelméige Leiter (x).

Entsprechendes gilt fiir die Ebenenscharen (y) und (z), derart, dafl
die Leitern einander parallel werden. Auch die Ebenenscharen (r),
(¢) und (&) bilden sich, da sie einen geradlinigen Tréiger haben, in gerade
Leitern ab. Dem Ablesepunkt P, durch den sechs Ebenen hindurch-
gehen, entspricht im dualen Raum die Ablese-Ebene, die auf sechs
Leitern jeweils Werte (x,y,z; r, ,9) so herausschneidet, daf die
Umwandlungsgleichungen (2) bis (4) erfiillt sind.

Wir beziehen die zu entwerfende duale Figur auf ein kartesisches
Koordinatensystem (¢, 1), 3). Die Bedingung, dal vier Leiterpunkte
(%1 91 31) -+ (Z4> D45 34) in einer Ebene liegen,

R PR T |
L 9 3 1 —0,
s by 8 1
T 9y % 1

fiihrt auf den Ansatz:
21=O’ t)1=0» 61=§=w2»
L=0, P,=1, p=n=y3|. (6)
=1, 9;=0, 3p=_{="72

Hierin bedeuten die Werte x, y und 2z die kartesischen Koordinaten
des Originalraumes Abb. 60 und 61.
Die Beziehung (2)

wird nun durch

die Formel (3),

durch

die Formel (4),
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schlieBlich durch
W= —tg20:(2—tg?d), Pi=1:(2—tg?d), 3 =0
erledigt.

Abb. 65.

Uberlagerung eines Polarkoordinatensystems und eines kartesischen
Systems. Abb. 65 gibt eine perspektivische Darstellung des soeben
entwickelten Ansatzes; Augenabstand 135 mm, Hauptpunkt hinter der
y-Leiter, der Horizont ist angedeutet. In einer horizontalen Tischebene
verlauft die g-Achse senkrecht nach hinten, die f)-Achse von rechts
nach links parallel zu Bildebene. Die Zeicheneinheit aller Vertikalen,
(3), betragt ¢ der fiir ¢ und § gewéhlten.

Die vier senkrechten Leitern (), (y), () und (r) tragen quadratische
Skalen. Die horizontale Leiter (g) erfiillt fiir reelle Argumente ¢ den
auBlerhalb des Grunddreiecks x =0, y = 0, 2 = 0 liegenden Bereich
ihres Tragers, sie geht durch die Punkte = 0 und y = 0. Die eben-
falls in der Grundebene liegende Leiter (&) geht durch 2 = 0 und r =0,
auch sie belegt nur den auBlerhalb des Grunddreiecks bestehenden
Bereich ihres Trégers.

Abb. 66.

Uberlagerung eines riumlichen elliptischen Koordinatensystems und
eines kartesischen Systems. Derselbe Ansatz (6) (S. 37) stellt die
Definitionsgleichung (5)

1

aR y2 22 _
a1+l+a2+l+a3+l_
durch
1 1 1 1 1
5_1'<a1+l+a2+l+a3—|—l>’ n—ﬁ'az_l_la 2—5'%_}_1 (7)
dar. Die Raumkurve (4) hat drei Asymptoten, sie besteht aus drei
Zweigen, von denen zwei in ihrem gesamten Bereich, der dritte nur auf
einem ,,Halbzweige* reelle Werte , y und z bestimmt. Ihre Horizontal-
projektion ist die Hyperbel

5124+ 2ty —49? —5r+49=0, 3=0.

Die Konstruktionsdaten der Abb. 66 entsprechen véllig denen
von 65. Wir benutzen wiederum die speziellen Werte a; = 20, a, = 4,
a; = 0, so daB die Figur unmittelbar der Abb. 63 dual ist. Die Leiter (1)
kommt innerhalb des von (z), (y) und (z) gebildeten Prismas von
oben, schneidet bei z = 0 die Tischebene mit A = 0 und verlauft fiir
0> 4> — 1,89 unterhalb der Tafel nach hinten rechts. Der uneigent-
liche Punkt A = — 1,89 stellt den Ubergang zu dem von vorn links
kommenden Zweig her, der bei A = — 4 die horizontale Tafel in
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y = 0 beriihrt, dann (fir A << —4) nach oben links hinten ver-
schwindet. Der uneigentliche Punkt dieses Bereiches ist 1 = — 14,11.
Mit — 14,11 > A > — 20 ergibt sich der vorn rechts unten kommende
Zweig, der die Grundtafel in ¥ = O berithrt. Der wieder nach unten
abbiegende Halbzweig, der mit dem ersten Zweig gemeinsame Asym-
ptote hat, findet im reellen Gebiet (x,y,2) keine Verwirklichung.
— Um den rdumlichen Verlauf etwas deutlicher hervorzuheben, ist
in Abb. 66 die Horizontalprojektion mit einigen Vertikalen ein-
gezeichnet.

Es entbehrt nicht des Reizes, die Abb. 62 und 63 sowie 65 und 66 paar-
weise in Vergleich zu stellen. Dal sich die Ellipsoide mit wachsendem Werte 4
mehr und mehr den Kugeln » annshern, ist aus dem Verlauf des Zweiges 2 > 0
und der Lage der Leiter » deutlich zu ersehen. Der Bereich 0 > A > — 4 steht in
Korrespondenz zur Folge ¢, der Bereich — 4 >4 > — 20 zeigt Verwandtschaft
zur Folge ¢. Die Ubergange zwischen den drei Flachengattungen des elliptischen
Systems werden an den Stellen y =0 und z = 0 deutlich.

Das Bild 63 vermag jedesmal nur ein spezielles System a,, a,, a; darzustellen.
Das duale Bild 66 148t hier eine Erweiterung zu, indem mit Variation der Gré-
Ben a eine Mannigfaltigkeit von Kurven (1) entsteht.

Abb. 67,

Ubergang zwischen kartesischen und Polarkoordinaten. Die Beziehungen
(2) bis (4) konnten in einfacher Weise in Fluchtlinientafeln mit Zapfenlinie Dar-
stellung finden. Der Vorteil dieser Tafelformen, sich bei projektiver Verzerrung
weiten Bereichen anzupassen, tritt hier jedoch zuriick, da es in ihnen nicht
moglich ist, alle sechs Werte (z, v, z; 7, ¢, ) mit einer Ablesung zu finden, so
daB also der Ubergang zwischen beiden Systemen nicht in jeder Richtung ein-
fach erledigt werden kann. Vielmehr erweist sich hier eine Kreuztafel als zweck-
maBig.

Kreuztafel: (Vgl. S. 12.)
pra—pB—gqgy+yd+(mp—mng=0,

x? 4 y? 422 —1r? =0.
Ansatz: Quadratische Leitern.
p=50mm, ¢=75mm, =—150mm, % =—100mm.

[Verkl. 0,5].

Nunmehr gelingt es, die Bedingungen (3) y = z-tg¢@ und (4)
z =r-cos?® innerhalb der vorhandenen Leitern durch Fluchtlinien-
tafeln zu erfiillen, indem das Paar (x) und (y) als Grundlage fiir eine
Tafel (3) dient, das Paar (z) und (r) das Geriist fiir eine Tafel (4) ergibt.
Somit liefert eine Einstellung des rechten Winkels aus z, ¥ und z so-
gleich 7, @ und ¢; die Lage des Ableseinstrumentes kann jedoch ebensogut
aus 7, ¢ und & bestimmt werden; die Tafel leistet weiterhin die Aus-
wertung von (z, y,7), von (z, ¥,?), sowie von allen anderen wider-
spruchslosen Aufgaben. Da die Tafel nur einen Oktanten (némlich
=0, y=0, 2=0) erfalt, ist iiberall die Eindeutigkeit gewahrt.
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Die oo3-Lagen des rechten Winkels sind den co3-Punkten eines Oktanten
(2, ¥, z) zugeordnet. Auf diese Weise finden die drei Ubergangsgleichungen eine
simultane Darstellung.

Ubergang zwischen zwei sphirischen Koordinatensystemen.

Als Beispiel fiir den Ubergang zwischen sphirischen Koordinaten-
systemen wihlen wir die Beziehungen zwischen dem Horizontal-
system, Azimut «, Hohe %, und dem Aquatorialsystem, Stunden-
winkel 7, Deklination §, und zwar fiir alle Breiten ¢ > 0°.

Die Transformationsgleichungen lauten:

A. gegeben: (a, h): B. gegeben: (7, d):
sind =ginh sing sinh =sind sing
(1) (1)
— cosh cosgpeosa, =+ cosd cosy cosT,
sing cosa 4 tgh cos sing cost — tgd cos @
ctgr =2 si;l-a , )| ctga= T . (®

Die Formeln (1) gehen ohne weiteres durch Verzifferung aus dem
Cosinussatz hervor. Wir geben daher in Abb. 68 und 70 nur schema-
tische Darstellungen, die den Aufbau der Bezifferung erkennen lassen
(vgl. hierzu S. 16, Abb. 23).

Abb. 68. Formel 4 (1).

Ansatz: 2;,=0, y, =sind,
=1, Yy = COS K&,
7. — 1 _ tgotgh
37 14 secpsech’ y3—1+sec<psech'

Das Netz (¢, h) wird von den Ellipsen
(= +ctg?2)? +2=1,

cos2z -cosectz
gebildet. Vier Hiillgeraden y = 4- 2« 4- 1. [dm; Verkl. 0,4].
Abb. 69. Formel 4 (2).

A (2) ist linear in tg k und ctg 7, demnach bietet sich fiir eine Flucht-
linientafel mit parallelen Trégern () und (z) der folgende Ansatz dar:

=@, 2=h

=0, 4 = —otgT,
Ty = —1, Yo =tgh,
T — —1 __ —cosatge

37 1+ sinasecq’ y3_1+sinasecq>'
Die Folge () ist eine Hyperbelschar

(& —otg?g)?
cos? ¢ cosect ¢

=1,
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die Folge () eine Hyperbelschar
2 4)2
(@tsectal? oy, [dm; Verkl. 0,3].

sin%a secto

Fir die Umkehrformeln B lassen sich die zugehorigen Nomogramme ohne
neuen Ansatz einfach durch Anderung der Beschriftung aus den Tafeln zu A
herstellen; B(1) geht aus 4 (1) hervor durch die Substitution % | ¢, 180° — o | 7,
B(2) aus A(2) durch Umwandlung 7 | «, b | — 8. Bei mehrfarbiger Ausfithrung
konnen die Beschriftungen leicht iiberlagert werden; hier schien getrennte Wieder-
gabe angezeigt.

Der Giiltigkeitsbereich der Nomogramme la8t sich durch einfache Verzifferung
auch auf stidliche Breiten (¢ < 0) erweitern. — Bei geeigneter Ablesevorschrift
ist fiir den Ubergang zwischen den Systemen in beiden Richtungen aus jeder
Gruppe bereits eine Formel ausreichend.

Beispiele:

1. Gegeben: ¢ = 52%9 (Berlin), o« = 1200, b = 15°.

Abb. 68: Der Netzpunkt ¢ == 5210, h = 159 (punktiert eingezeichnet) ergibt
mit « = 1200 die Deklination d = 30°.

Abb. 69: Der Netzpunkt ¢ = 52%9, o = 1200 liefert mit & = 15° den Stunden-
winkel 7 = 105°.

2. (Umkehrung.) Gegeben: ¢ = 52%9, 7 = 1059, § = 30°.

Abb. 70: Aus 7= 7*(=105% findet man mit dem Netzpunkt ¢ = 52%°9,
d = 300 links die Héhe b = 15°.

Abb. 71: Netzpunkt (¢, 7), Leiterpunkt & = 30° (mittlere Leiter). Ergebnis
links o = 1200.

Abb. 72, Text s. S. 42.

Abb. 78. Text s. S. 42.

Die Nomogramme ,,fiir alle Breiten geben zwar ein anschauliches
Anderungsbild, kénnen aber nicht fiir jede Breite die nomographisch
erreichbare Genauigkeit liefern; dazu kommt, daf wesentliche Ablese-
punkte in unzuginglichen Teilen der Netze liegen, wenigstens dann,
wenn o und 7 in iiblicher Weise von Siiden itber Westen bis 360 ° gezéhlt
werden. Diese Nachteile lassen sich in Tafeln fiir eine konstante Breite ¢,
vermeiden; durch projektive Verzerrung ist es moglich, den Kegel-
schnitt (p,), der nun Teilungstriger wird, in einen véllig im Endlichen
verlaufenden Teil einer C, zu transformieren, etwa in einen Kreis-
bogen.

Die folgenden Fluchtlinientafeln gehoren zur Breite von Berlin
(9o = 52149).

Abb. 74, Formel A(1).

Ansatz:
x1=0, y1=—COSOC,
Xy =m, ys = (I - sec @) sind ,
m __ (I-tgpy)sinh

Xy = ——— = .
3= T—T-cosh’ Y27 T—7.cosh
Schwerdt, Nomographische Methoden. 6
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Der Tréger (h) wird ein Kreis, wenn 12 = 1 — m? ctg? ¢,;

2 R
Mittelpunkt: x, = tgm% » Yo =0; Radius: r= % Vtg2go — ma.

Der Bedingung dafiir, daB 7 reell besteht (m ctg g, << 1), 148t sich
fir jede Breite g, 4 0 geniigen. In der Abbildung ist der gréBere
Kreisbogen zur Bezifferung ausgeniitzt; durch doppelte Beschriftung
gelingt es, die Azimute und Stundenwinkel auch fiir den &stlichen
Himmel sogleich im richtigen Quadranten zu ermitteln. [dm; Verkl. 0,5].

Abb. 756. Formel B(1).

Auf Grund der oben angegebenen Verzifferungen %|d wund
180° —- |7 ergibt sich die Tafel sofort aus Abb. 74.

Mit Hilfe beider Tafeln, Abb.74 und 75, kann der Ubergang
zwischen den Koordinatensystemen in beiden Richtungen vollzogen
werden (Formelgruppe 4 und B).

A. Gegeben («, %): Abb. 74 («, k), Ergebnis 4,
Abb. 75 (h, d), Ergebnis 7.
B. Gegeben (z,d): Abb. 75 (v, d), Ergebnis &.
Abb. 74 (8, h), Ergebnis «.
Unter Umsténden erscheint der Ansatz fiir eine weitere Formel
ratsam:

Abb. 73, Formel 4 (2).

Ansatz:
=0, Yy, = ctgz,
Ty =1m, Ys = (- cosqo) - tgh,
_ m __ (I-sing,) - cosa
T3=1 _T.sina’ ¥ 1_1 s«

Der Triager () wird ein Kreis, wenn 12 =1 — m? cosec? g,;
sin? g,

singy, .~
> Vsin2p, — m2.

m

Mittelpunkt: 2, =

Y% = 0; Radius: r=

Die Nomogramme erscheinen abhéngig von zwei freien Parametern
(¢, m); dadurch ist es mdglich, fiir jede Breite g, 4+ 0 den Triger (3)
kreisformig zu gestalten; wegen der Bedingungsgleichung fiir 12 ist
jedoch nur ein Parameter wesentlich: es gibt in jedem Falle @, 0
eine Mannigfaltigkeit von oo! einander nicht #hnlichen und nicht
affinen Fluchtlinientafeln mit kreisférmigem Triger (3).

Abb. 72.

Vom Beobachtungsort aus werde ein Panorama aufgenommen, in
eine Ebene ausgebreitet und auf ein kartesisches Koordinatensystem
(,y) derart orientiert, daBl die Abszissenachse in den Horizont, die
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Ordinatenachse in den Hauptmeridian fallt. Die Abbildung der Punkte
(x, k) in dieses System wird dann durch
x=arca, y=tgh

vollzogen. Die Koordinatenlinien des Horizontalsystems erscheinen nun-
mehr als Geraden eines rechtwinkligen Funktionsnetzes, die Koordi-
natenlinien des Aquatorialsystems bilden sich in krumme Linien ab,
insbesondere die Deklinationskreise in reine Sinuslinien

y=C-sin(x + 0),
wobei sich die Phasenverschiebung @ aus tg® = sin ¢, tgz ergibt,
die Amplitude C' = sec @, sin? g, + ctg? T ist.
Die Darstellung 148t sich als Netztafel ansehen; der Entwurf gilt

fiir Berlin, ¢ = 52%°, und zeigt die in den Abb. 73 bis 75 behandelten
Beispiele I und II.

ITI. Zur Koordinatengeometrie.
Ellipse.
Abb. 76.

Einige grundlegende metrische Beziehungen fithren in Abhéngigkeit
von der

Abplattung @ =9%-b =1—cosa
auf einfache Kurvenbilder.

Die rechts stehende Bezifferung 0...1 gehért zu den ausgezogenen
Kurven.

1. &; numerische Exzentrizitit.

y=¢=sina, Kurve (Kreis) 22+ 92 —22=0.

2. -2—; Achsenverhiltnis, Formfaktor.
y= %= cosa, Kurve (Gerade) z+y—1=0.
3. -‘%. Der dquivalente Radius g ist der Radius des flichen-

gleichen Kreises:
m-?=m-a-b.

y=—§-=}/cosoc, Kurve (Parabel) 42 +2—1=0.

Bei den folgenden Funktionen ist die Abhdngige an der links ge-
legenen Leiter, Bezifferung 2,0 ... 3,2, abzulesen.
6*
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4. 2. Flicheninhalt F=1-a-b.
y=2F:a2, Kurve (Gerade) -2 +y—n=0.
5. ?U‘; . Der Umfang U wird durch das elliptische Integral zweiter
Gattung, bestimmt:
U=t-a-E(3;¢). (1)

Da die gebriduchlichen Tabellen das Argument ¢ = sin « zugrunde legen,
wird die Berechnung und Darstellung von (1) im gewahlten Koordinaten-
netz besonders einfach. Die Teilung (x) ist unten angegeben.

6. 5— . Von Interesse ist es, die Ndherungsformel von Boussinesq,

2a
u~U, u=xrz[3(a+b)—2yad] )
zum Vergleich heranzuziehen. Die Kurve 2—”;1- schmiegt sich der Kurve EUE
a—>b

im Bereich =0...0,6 aulerordentlich gut an und zeigt erst

fiir groBere Werte der Abplattung merkliche Abweichung, die hinter
dem Minimum

a—b ) 2
p = 0,889, % = gn = 2,09
dann allerdings rasch zunimmt. Der Unterschied zwischen » und U

u—U

ist durch —5— in Prozent abhiingig von ¢ in Abb. 78 dargestellt.

7. Fir kleine Werte der Abplattung li8t sich 2U—a gut durch eine
Gerade g anndhern, die in Abb. 76 durch Pfeile angedeutet ist. Die
Gleichung von g

y=3142 — 1512«
fithrt auf die Naherungsfunktion (@ > b):
U~3260a+ 3,024b, 0<6e<0,7,
die weiter unten benutzt wird.

Ersetzt man die Kurve % durch die Parabel

y = 3,161 — 1,769 = 4- 0,5735 x2,
so erhilt man die Formel von Schlémilch:

2
U~3,931a+1,244b 4 1,147%, a>b.

Der Umfang der Ellipse. Die Benutzung von Niherungsformeln ist in Nomo-
grammen besonders dann angezeigt, wenn die im Wesen einer Zeichnung be-
griindeten bei der exakten Formel auftretenden Darstellungs- und Ablesefehler in
der GréBenordnung der Abweichungen zwischen Naherungswert und genauem Er-
gebnis liegen.
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Abb. 77,
Die Néherungsformel
U~3,260@+3,024b, a>1b 3
gilt im Bereich
07= <1 4

mit einer Korrektion |z | < 0,008 . Fir Werte a < 7 ist demnach
die Unsicherheit von U kleiner als eine halbe Einheit der ersten Stelle
hinter dem Komma. Die Formel (3) ergibt also den Umfang im genannten
Bereich auf 0,1 genau. Fluchtlinientafel mit parallelen, regulér ge-
teilten Leitern.

Ansatz:
% =0, 91 =a, (Zeicheneinheit 12 mm)
2, = 17,80, y2=%b,

1
y3=§—,8—0U.

Innerhalb des Giiltigkeitsbereiches schneidet das Ableselineal den
ausgefiihrten Teil der Leiter %]s (wie im eingezeichneten Beispiel);

Ty = 4,54 N

andernfalls, wie etwa fiir @ = 5, b = 3, ist der Giiltigkeitsbereich iiber-
schritten.

Der Verlauf der Korrektion, die an den Naherungswerten anzubringen
wiire, ist abhéingig von & durch einen Funktionsstreifen dargestellt; die
Verbesserungen gehen bei der gewéhlten Zeicheneinheit nicht mehr ein.

Abb, V8. Siehe Abb. 76, Ziffer 6.
Abb. 79.
Die Formel (2) fithrt auf ein Stechzirkelnomogramm?:

2. — 1
gﬁi=a+b—2-ﬁ-)/b-«3—

wird dem Cosinussatz
2% = a2 + y2 __2.x.y~cos(p

angeglichen, wenn man in einem Dreieck mit cos ¢ = } die dem Winkel ¢
anliegenden Seiten « und y nach

x=7Ya und y=7o,

_]/ 2 Vu
=Vl
teilt. [dm; Verkl. 0,2].

1 Luckey: Nomographie 1927, S. 93.

die Gegenseite nach
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Man greift den Abstand zwischen den Marken der gegebenen Werte
a und b ab und findet auf der unteren Leiter den Wert u dieser Strecke.
Es ist auch moglich, die Leiter » auf einem beweglichen Streifen herzu-
stellen und unmittelbar zwischen @ und b einzupassen.

Das Nomogramm zeigt deutlich das bei Abb. 76 S. 44 erwihnte
Minimum der Néherungsformel, vgl. z. B. @ =10, b =1; mit ab-
nehmendem Werte b nimmt « wieder zu. Der Giiltigkeitsbereich kann
nicht in einfacher Weise abgegrenzt werden, da die Nebenbedingung
b:a = const durch die Richtung des Streifens gekennzeichnet wird.

Hilt man in Abb. 79 den Streifen fest und bewegt den Winkel ¢,
80 durchwandert der Scheitelpunkt S fiir # = const einen Kreisbogen.
Daraus ergibt sich der Ansatz einer Netztafel.

Abb. 80.
In einem schiefwinkligen Funktionsnetz (cos ¢ = — }) werden die
Koordinatenlinien
z = ]/‘; » Y= ﬁ

gewahlt. Die konzentrische Kreisschar um den Anfangspunkt mit dem

Radius
17/6 _—

r=3 ) v
vermittelt das Ergebnis . Hier gelingt ohne weiteres die Abgrenzung
des Giiltigkeitsgebietes, indem durch ¢ > b und b:a = const Radien
bestimmt sind, die das Gebiet definieren. In Abb. 80 ist (unter Drehung
der Figur und mit Unterdriickung der ausgeschlossenen Gebiete) der
Bereich a > b, b:a > 0,4 dargestellt. Die rechts stehende Bezifferung
bezieht sich auf @ und b; die Linien (a) verlaufen schrig nach links
oben, die Linien (b) schrig nach links unten. [dm; Verkl. 0,234].

(Vgl. hierzu Abb. 32.)

Abb. 81.
Zur Darstellung der exakten Formel

U=4-a-E(—°2f-; s), ¢ =sin{,
eignet sich ein Wanderkurvenblatt auf logarithmischem Grundnetz.
Ansatz:
a>b: logU—1loga =§(t) =logE(—g—;sint> + log4,

logb — loga = 7 (t) = logcost,
a<b: logU—loga=¢&(t) —n(),
logd —loga = — 7 (1).
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Der Anfangspunkt P der Schablone lauft auf der Winkelhalbierenden
des ersten Quadranten, die Ablesung erfolgt an der Wanderkurve
(Punkt Q).

Abb. 82.

Da grofe Teile des Grundblattes nicht ausgenutzt werden, wird die
praktische Ausgestaltung mit ¢ > b und durch Drebung des Papiers
um 45° im Uhrzeigersinne verbessert. Die Stellung der Schablone 148t
sich an einer Leiter (a) fixieren. Beispiel: a = 2,5.

Konjugierte Durchmesser.
Abb. 85.
Sind o und B die Winkel, die zwei konjugierte Durchmesser mit
der groflen Achse bilden (siche Abb. 83 und 84 sowie 88), so gilt fir
Ellipsen, 0 =< ¢ < 1, und Hyperbeln, 1 < ¢ < + o0,

tga-tgl=¢e2—1.

Ein Nomogramm fiir diese einfache Produktform soll sowohl o = 0° und
B =00 als auch & = 90° und § = 90° darstellen, muBl also die Werte tga = 0
und tg « - oo ,,enthalten®; es ist daher naheliegend, eine Tafelform mit kreis-
formigem Tréiger der Teilungen(x) und (8) zu wihlen. Der freie Parameter dieser
Tafeln wird hier so bestimmt, daB der Bereich e =0...1 auf einer méoglichst
groBen Strecke Darstellung findet, ohne daB die Winkelteilungen in der Umgebung
von 90° allzu stark verzerrt werden.

Ansatz:

-1

7 =0, N1= 5

2-tgo -1
3= TFdtgie’ Y2,8 = 1T+ 4tg?y’
wobei ¢ =« und ¢ = . [dm; Verkl. 0,8].

Der Kreis hat den Radius 0,5 und trigt die Teilungen « und § in
Uberlagerung. Der vertikale Durchmesser enthilt im Inneren des
Kreises die Bilder der Ellipsen; dabei erfiillen die Bildpunkte b < a
nur die Strecke von y, = — 0,2 bis — 1, wihrend die Ellipsen b > a
in die Strecke y, = 0 bis — 0,2 fallen wiirden; dieser Abschnitt ist hier
unterdriickt worden. Die Bildpunkte der Hyperbeln fallen in das AuBere
des Durchmessers, wobei & = %]/ 5 dem uneigentlichen Punkte zu-
gehort.

Durch Drehung der Ablesegeraden um einen festen Punkt & erhilt
man die gesamte Paarfolge («, f), die sich bei Drehung eines der beiden
konjugierten Durchmesser ergibt. Dabei zeigt fiir eine Hyperbel (¢ > 1)
die Beriihrungslage der Ablesegeraden durch o =g den Winkel y an,
den die Asymptote im ersten Quadranten mit der groBen Achse bildet.

xz,
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(Im Beispiel ¢ = 2; y = 600°.) Die Tangente im Punkte o = 45° bestimmt
demzufolge die gleichseitige Hyperbel ¢ =V§. Die Ausartung ¢ =1
zeigt, daB bei der Parabel der Winkel f§ unabhéngig von « ist.
Abb. 86. (Siehe nach Abb. 87.)
Abb. 87.

Fiir dieselbe Beziehung

tga-tgf=¢e2—1

1aBt sich eine Tafel entwickeln, die zugleich auch den Winkel 3 =g —«
angibt.

Die Bildpunkte des Ellipsen b < @ und die Bildpunkte sémtlicher
Hyperbeln (b2 < 0) liegen auf abgeschlossenen Strecken.

Ansatz:
% = ﬁ'“gﬁ, hH=0,
2, =0, y2=-2—_|_3—8;,
=S =2 i

[dm; Verkl. 0,4].

Die Ablesebeispiele entsprechen den Abb. 83, 84, 85:

1. Ellipse ¢ = 0,7, a = 15°, B ~ 117°45’, ¢ ~ 102045’. Die Dar-
stellung zeigt, daB derselbe Winkel £ in einem zweiten, symmetrisch
liegenden Falle auftritt. Fiir & existiert ein Extremwert, der durch
die Beriihrungslage der Ablesegeraden bestimmt wird, also nur fir
Ellipsen besteht; die Leiter ¢ ist im zugehorigen Bereich nach einigen
Werten @, beziffert. — Der Kreis & = 0 zeigt wesentlich ¢ = 90°
(unabhéngig von o).

2. Hyperbel ¢ =2, o= 25°, B~ 81010, # ~ 56010". Da die
Asymptoten durch & = 0° gekennzeichnet sind und der Wert 4 = 0°
dem uneigentlichen Punkt der Leiter () zugehort, so zeigt das Nomo-
gramm den Winkel y durch horizontale Lage der Ablesegeraden an.
Fiir die Ausartung ¢ = 1 gilt auch hier, daB & unabhéngig von o ist.

Abb. 86.

Die konjugierten Durchmesser 2 @, und 2 b, der Ellipse geniigen der

Beziehung
A+ U =a 0,

1 Das folgende Nomogramm la8t sich nicht projektiv aus Abb. 85 herleiten.
Der Zusammenhang zwischen beiden Darstellungen wird durch Verzerrungen be-
sonderer Art bewirkt, die noch nicht verdffentlicht und einer spiteren Darstel-
lung vorbehalten sind.
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die fir ¢ = 1 in die Form
a? 4 b2 =2 — ¢?
ibergeht.
Quadratisches Netz: = = a%, y = b%; parallele Geradenschar (¢).
Aus dem gesamten ersten Quadranten des Netzes hat fiir Ellipsen
(b < a) nur das wiedergegebene Dreieck im reellen Gebiet Bedeutung.
In diesem Netz wird der Schnittwinkel & durch eine Schar von
Hyperbeln dargestellt:
1—2
Y= 1% sm?o’
diese Schar ist durch die Glieder ¥ = 1059, 9 = 1200 und 4 = 1359
angedeutet. Auch die vorliegende Abbildung macht die Existenz eines
Extremwertes von ¢ deutlich.

Mittelpunktsgleichungen der Kegelschnitte.
Alle Kegelschnitte in Mittelpunktslage

2 2

+Ht%=-1 (1)
werden im Funktionsnetz

§=28 =24 (2)
gestreckt (Abb.40). Diese Darstellung gestattet, in metrischer Kon-
struktion die lineare Exzentrizitdt e als Differenz oder Summe zweier

Strecken abzulesen.
2
Die numerische Exzentrizitdt ¢ ist abhéngig von (—25, ist also eine

Funktion des Anstiegs der Bildgeraden; demnach sind die Werte ¢
den Punkten der uneigentlichen Geraden zugeordnet. Eine projektive
Verzerrung, welche die uneigentliche Gerade in erreichbares Gebiet
transformiert, liefert mithin eine Leiter (g).
Abb. 89.

Beispiel einer projektiven Verzerrung, bei der die Abszissenachse
erhalten bleibt und die uneigentliche Gerade in eine Parallele zur
Abszissenachse iibergeht. Die eingezeichnete Gerade ist Bild der Ellipse

2 2
%+%=1, £=06.

Die Darstellung, die als Netztafel erscheint, kann (ebenso wie Abb. 40)
unmittelbar als Leitertafel fiir Ellipsen (I) aufgefat und angesetzt werden:

§=14-a?, =0,
b2
£=0, ’72=m,
__¥ - _ L.
A ns_yz_{_’u’ Ny = A2 $3+1’
§‘=——1—”¢;3’ 774=1. (a>b)'

A=0,02; p=20. [dm; Verkl. 0,45].
Schwerdt, Nomographische Methoden. 7
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In den Abbildungen 40 und 89 wird die zweidimensionale Schar der
Kegelschnitte () auf die oco2-fache Schar der Geraden abgebildet.
Nun ist der Ubergang zu dualen Entwiirfen angezeigt. Dann kénnen
namlich durch Gebietsteilungen und Ortskurven Sonderscharen ge-
kennzeichnet werden. Zwischen den einzelnen Darstellungen besteht
der Zusammenhang:

Quadratische Verzerrung
Grundebene E(z, y) E (&,7) Duale Ebene von E
Abb. 40 links Abb. 40 rechts € (r, 9)
Abb. 89
Punkte Punkte Gerade Linien
Kegelschnitte Gerade Linien Punkte
Abb. 90, Siehe S. 51.
Abb. 91.
ax® y2 xR yB _ a? yB
atu=l a-p=lL —ate-l
: 1
Ansatz: L=, D=0,
1
L=0, = el
1 1
L3 = az’ j;)3 = 2

[m; Verkl. 0,833].
(Auch diese Darstellung kann als Netztafel gelesen werden.)

Jeder Kegelschnitt (1) ist in einen Bildpunkt abgebildet; die Bilder
der reellen Kurven erfiillen den ersten, zweiten und vierten Quadranten,
wobei die Klassen durch die Beschriftung, ferner die Typen innerhalb
der Gebiete und Ausartungen auf den Grenzlinien hervorgehoben sind.

Fiir Ellipsen @ > b sind im ersten Quadranten einige Werte e = const,
e=1, 2, ... 5 angedeutet.

Die numerische Exzentrizitdt ¢ wird durch ein Strahlenbiischel mit
dem 0-Punkt (# — 0, y — ) als Tréger dargestellt; die Bezifferung
ist dabei so gewidhlt worden, daB in jedem Falle die numerische Exzen-
trizitdt gleich dem Verhéltnis der linearen Exzentrizitit zur (reellen)
Haupt-Halbachse ist.

Der Entwurf mit reziproken Leitern (z) und (y) fithrt auf giinstige
Schnittverhaltnisse sowie auf eine Symmetrie in der Gebietsdarstellung.

Das Nomogramm Abb. 44 fiir den Ubergang zwischen verschiedenen (gleich-

gestellten) elliptischen Systemen erweist sich als projektives Bild der vorliegenden
Darstellung.

Abb. 91 Abb. 44
0-Punkt (z - 0, y - ) A
Uneigentlicher Punkt x — 0 Cc
2 2 Yy —> 0 B
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Dementsprechend geht die Parallelschar (a) der Abb. 91 in ein Strahlenbiischel
mit dem Triger B iiber. Die Parallelschar (b) transformiert sich in ein Strahlen-
biischel mit dem Triger C. Diese Schar ist in Abb. 44 enthalten, trigt jedoch die
Bezifferung A = b2. SchlieBlich wird das Strahlenbiischel (¢) in das Strahlenbiischel
durch 4 iiberfiihrt.

Abb. 90.

Da der Entwurf Abb. 91 die Elemente ¢ = 0 und b = 0 nicht ent-
2 2
halt, ist der Ubergang von Hyperbeln % — g—z =1 zu Kurven

2 2
— g; + %; =1 nur iber uneigentliche Darstellungselemente méglich.

Ein Ansatz mit parallelen Leitern (x) und (y), der die Parallelscharen (a)
und (b) in Strahlenbiischel umwandelt, enthélt auch die Ausartungen
der Hyperbeln zu sich schneidenden Geradenpaaren.

Ansatz:
=0, h, = 222,
%, =50, Dy =243
50a2 2a2b2

E3=a2+b2’ 3=a2-|-b2;
Schar (a): § = — 0,04 a? (t — 50);
Schar (b): § = + 0,048%;

Schar (e): g == (nicht eingezeichnet). [mm; Verkl. 0,51

Es ist lediglich die Schar (@) zeichnerisch ausgefiihrt; das Biischel (b)
mit dem Punkte x = 0 als Tréger ist durch Richtungslinien am Rande
festgelegt, so dal b etwa durch einen in x = 0 befestigten Faden ein-
gestellt werden kann.

Scheitelgleichungen der Kegelschnitte.
Abb. 92 bis 100,
Eigenartige Verzerrungsaufgaben stellen die Kegelschnitte in
Scheitellage
Y =2px+qad. )]
Abb. 96 zeigt einige Glieder (¢ = — 2, — 1, —4,0, +3, +1, 4+2)
der Teilfolge p = 2, die wir in einer Grundebene E (z,y) denken.
Da die Gleichung (1) linear ist in 2 und p, in y? und ¢, schlieBlich
in p und ¢, so bieten sich drei verschiedene Tafeltypen dar. Es diirfte
am meisten anschaulich sein, eine Abbildung im regelméafBigen Netz

t=p, =g 2)
zu wahlen, Dann bilden sich ndmlich die oo2-Kegelschnitte (1) in die

zweidimensionale Punktmenge der Bildebene € (g, y) ab.
¥
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Bei dieser Zuordnung haben wir als Elemente der Grundebene
die zweidimensionale Mannigfaltigkeit der Kegelschnitte (1) anzusehen.
Ein Punkt P aus E erscheint also nicht mehr selbst als Element, sondern
als Triager einer Schar von ool Kegelschnitten (Abb. 92, Beispiele:
Hyperbel K,, Parabel K,, Kreis K;, Ellipse K,). Die Punktmenge der
Bilder in € erfiillt auf Grund von (1) eine Gerade § (Abb. 92; Bild-

punkte &, &, &, &,; Gerade R), die wir als Bild des Originals P be-
2%

"52—9

zeichnen. Die Linienkoordinaten in € seien 1t und b, dann gilt u = —
o

Einer beliebigen linearen Punktmenge in E entspricht eine Geraden-
schar in €; falls P auf einer Geraden G wandert, ist die Schar der Bil-
der P von zweiter Klasse und umhiillt eine Parabel @&, die sich nun-
mehr als Bild einer Originalgeraden G erweist (Abb.93). Der un-
eigentliche Punkt P~ einer Geraden G geht in die horizontale Tangente
B von @ iiber. Der Berithrungspunkt (Kontakt) & von P und @
bedeutet denjenigen Kegelschnitt (1) in E, der G in P beriibrt.

Fiir den Fall, daBB G parallel zur y-Achse verlduft, ergibt sich eine
Ausartung; die Bilder ¥ bilden eine Parallelschar (Abb. 94).

Ein Strahlenbiischel (Gy, @, ...) mit dem Triger P bildet sich
in eine Schar von Parabeln (&,, ®,, ...) mit gemeinsamer Tangente
ab (Abb. 95). Jeder Schnittpunkt & zweier Parabeln & ist Bild eines
Kegelschnittes (1), der die beiden Geraden G beriihrt.

Wir stellen die Ergebnisse kurz zusammen:

Grundebene E Bildebene €
Punkte P Gerade Linien P
insbesondere Kreispunkte Gerade y = — 1
Gerade Linien ¢ Parabeln &
ux+ovy+1=0 = — 022 4 2ug
Kegelschnitte K Punkte &
y?=2px+ga? t=p, H=g¢
Kegelschnitte Parabeln
22 y? b2 1
@ tpE=1! =@ at

Fir die Abbildung der Gitterpunkte aus E zeigen Skizzen Abb. 97
bis 100 einige Beispiele.
Abb. 101.

Fluchtlinientafel fiir Kegelschnitte in Scheitellage. Beim Ubergang
zu dualen Bildern transformiert sich die Punktmenge (x, y) wiederum
in Punkte, die Kegelschnitte (1) werden in gerade Linien gestreckt.
Bie aus den Leiterpunkten p und ¢ bestimmte Ablesegerade ist Bild
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eines Kegelschnittes. Die Leiter (¢) kennzeichnet den Charakter der
Kurve, wobei sogleich eine Bezifferung nach ¢ angefiigt ist.

Ansatz:
§ =0, m=20-q,
&, = 200, e =10-p,
800 _ 2047

£3=x+4’ s z (x4 4)°
[mm; Verkl. 0,7].

Polargleichungen der Kegelschnitte.
Abb. 102.

Betrachtet man in

P

Q=1+£-00S(p (1)
die GréBen p und ¢ als Parameter, so stellt (1) im Polarkoordinaten-.
system (g, ¢) eine zweidimensionale Schar von Kegelschnitten dar,
deren Hauptachse Polarachse ist, und von denen jedesmal ein Brenn-
punkt im Pol liegt. In Abb. 45 haben wir einige Glieder (a, b, ..., g)
dieser Schar dargestellt.

In einem Netz

p=cosg, y=— @

geht jeder Kegelschnitt (1) in eine Gerade

€ 1

= -7
iber (Abb. 102). Alle Kurven p = const bilden sich in ein Strahlen-
biischel ab, dessen Triger ein Punkt der Geraden g = 0 ist; somit ergibt

gich die Leiter t =0, § = — —;7 Die Teilfolgen ¢ = const werden eben-
falls in Strahlenbiischel gestreckt; der Tréger liegt in der g-Achse:
L= — —i—, ) = 0 (Abb. 102, obere Teilung). Jede Gerade, welche die

obere Grenze des Netzes zwischen den Punkten A und B schneidet,
ist Bild einer Hyperbel. Alle Parabeln (1) bilden sich in Strahlen durch
A oder durch B ab. Die Bildgeraden von Ellipsen schlieflich schneiden
die obere Grenze des Netzes auBlerhalb der Strecke A B. Mit anderen
Worten: bei Hyperbeln wird ¢ — oo fiir Winkel ¢ zwischen 0° und
1809 erreicht; fiir Parabeln ergibt sich p — oo bei ¢ = 0° oder ¢ = 1809;
bei Ellipsen existiert fiir p ein Maximum.

Die in Abb. 45 eingezeichneten Kurven Ellipse a, Kreis b, Ellipse c,
Parabel d, Hyperbel e (¢'), Ausartung zur Doppelgeraden f, Hyperbel
g (¢') sind in Abb. 102 mit gleicher Bezeichnung eingetragen.
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Es erschien hier zweckmiBig, von der besonderen Vorschrift fiir die Zih-
lung des Argumentes ¢ in (1), [von dem Scheitel aus, der dem Pol am néchsten
liegt], abzusehen. Wie bei Hyperbeln beide Zweige zur Darstellung gelangen,
ist oben rechts an einer Leiter (—g) angedeutet. Die Tafel kann ohne weiteres
als Fluchtlinientafel mit den Leitern (p) und (¢) sowie mit dem Netz (g, @) gelten.

Abb. 103,

Da alle Parabeln (1) gestreckt werden, ergibt sich mit Abb. 102 zugleich eine
Streckung der parabolischen Koordinaten (4;) und (—A4,), die in Abb. 45 dar-
gestellt sind (vgl. S.28). Die parabolischen Koordinatenlinien (4;) und (— 4,)
gehen in Strahlenbiischel durch 4 und B iiber. Es gelingt, die genannten Strahlen-
biischel derart in Parallelscharen iiberzufiihren, daB sich ein bereits in Abb. 47

benutztes Netz
§=(—h), n=(4)
ergibt (Abb. 103).

Wir fassen Abb. 103 als Verzerrung der Grundebene Abb. 45 auf: die para-
bolischen Koordinaten dieser Grundebene gehen in die orthogonalen Koordinaten-
linien des kartesischen Netzes (£, %) iiber. Zunichst haben wir die Darstellung
konsequent auf den dritten Quadranten der (£, %)-Ebene zu erweitern; der erste
und der dritte Quadrant erweisen sich als Gebiet von Bildern reeller Teile der

Grundebene. Auch hier 'sind die Kurven a, b, ... g aus Abb. 45 eingezeichnet.
Als Ort der Nebenscheitel fiir Ellipsen ergibt sich A =2, d.h. n = 2.

Ferner 148t sich zeigen, daBl ¢ =cos ¢ und § = — r projektiv mit
E=(—14), n=_(4)

verwandt sind. Aus

§4n=2p, %=tg2’(2£
folgt mit
4
cosp O T
4
1+tg2~2—
_&—1 _—1—x
E=iiae =T
_ —2 _ — 1+
t)_§+77’ n= t) .
Abb. 104.
Fluchtlinientafel fir @ =:—2——. In einer der Abb. 102 dualen

1+ c.cose
Darstellung wird jeder Kegelschnitt in einen Punkt abgebildet.

Ansatz:

2
% =0, y1=?:
2, =1, Y= 1—cos g,
2¢ _2e42

Zerp’ BT 2etp
[dm; Verkl. 0,5].

Schar (¢): y=x-<1+—i—>.
Schar (p): z-(1—3p)+y-34p=1, Triger: =1, y=1.
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Zur Vereinfachung der Beschriftung ist die Zahlung des Argumentes ¢ hier jedes-
mal von dem Scheitel aus gewéhit, der dem Pol am néchsten liegt; fiir die Kegel-
schnitte b ... g ergibt sich dann der gemeinsame Triger ¢ = 0° ¢ = 2, wihrend
der Bildpunkt ¢ infolgedessen abseits liegt. Um die Leiter (— g) zu sparen, sind
fiir die Zweige ¢’ und ¢’ die Bildpunkte gesondert eingetragen.

Flachen zweiten Grades.

Abb. 105.
Affine Verwandtschaft zwischen Kugel und Ellipsoid. Die Affinitét
b c
§=w, n= 2z Y §= i

fithrt die Kugel

2% 4 12 + 22 = g2
in das dreiachsige El]ipsoid

* g

a2 + 22 + = =1

iber. Beispiel: a=5,b=4,¢c=3
b 4
AVE11=7; 5;— -AVguget; VEn=—m-a-b-c.

3
Abb. 106 bis 110.

Verzerrungen von Flichen zweiten Grades. Die Mittelpunktsflichen
zweiten Grades werden durch die Verzerrung

§=2-0% n=p-y% G=v.2*
in Ebenen transformiert, wobei siamtliche acht Oktanten des Original-
raumes (¢, y,2z) in den einen Oktanten (=0, =0, {=0) des
Bildraumes iibergehen. (Vgl. hierzu S. 23.)

Abb. 106.

Alle Kugeln werden in parallele Ebenen abgebildet, welche die un-
eigentliche Gerade der Ebene

§+n+5=0

gemeinsam haben. Diese Gerade erweist sich als Bild des (unendlich-
fernen) Kugelkreises des Originalraumes. Das Bild &€ 4+% +¢ =0
selbst kann als Kugel oder Kegel gedeutet werden. — Jede Ebene des
Raumes (&,7%,{) schneidet die uneigentliche Gerade der Ebene
£+ 79+ C=0; daraus lassen sich die Beziehungen zwischen den
Mittelpunktsflichen zweiten Grades und dem Kugelkreis folgern.

Jede durch den O-Punkt des Raumes (£, 7,() gehende Ebene ist
Bild eines Kegels.

Die Hyperboloide (Abb. 107 und 108) sind mit ihrem Asymptoten-
kegel dargestellt; die Bildebenen von Fliche und Kegel sind einander
parallel.
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Abb. 111 und 112.
Zylinderflichen, deren Achse x = 0, y = 0 ist, setzen nur die Ver-
zerrung
E=A-2% n=p-1y {=v-z
voraus. Diese Verzerrung streckt zugleich die Paraboloide mit bevor-
zugter z-Richtung.

Krimmung von Flichen.
Normalschnitte.
Abb. 113.
Eulerscher Satz. Hauptkriimmungen: %, und Z,.
Krimmung % eines Normalschnittes, der mit der ersten Haupt-
kriimmungsebene den Winkel ¢ bildet:

k=F1cos? o + kasin? . 1)
Ansatz einer Leitertafel:
=0, y, =sin?¢,
z, =1, Y2 = 1+ k&,
1 1+hk

=TTl —ky BT Tk~ &y
Schar (&) : y = (k, + 3) =,

Schar (k,): y = (b, — 3) = + 1. [dm; Verkl. %].
In Abb. 113 ist nur ein Bereich innerhalb des Leiterstreifens aus-
gefiithrt.

Die Geraden %, = 0 und k, = 0, welche die Bilder parabolischer
Punkte enthalten, scheiden die Gebiete elliptischer Flichenpunkte
(ky-ky > 0) und hyperbolischer Punkte (k,-k, << 0); im letztgenann-
ten Gebiet ist durch die Gerade &, + k, = 0 (von ¢ = 45° nach k = 0)
der Ort von Bildpunkten der Minimalflichen gegeben. Auf dem Triger
(k) ist ky = k,, somit liegen dort Bilder von Kreispunkten (Nabel-
punkten); die Bildpunkte von Ebene und Einheitskugel sind ohne weite-
res ersichtlich.

Es ist leicht moglich, die mittlere Kriimmung

H=F+F; ()
der Darstellung zu entnehmen. Die zugehorige Schar
y=3%Hx+ % (3)

ist am Rande durch Richtungslinien bestimmt, so daf mit einem aus
@ = 45° kommenden Faden ein Wert H eingestellt werden kann. Die
Tafel zeigt damit

H=2 k.
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Die GauBsche Kriimmung
K=y Ty )

erscheint in einer Schar von Hyperbeln, die im oberen Tafelteil an-
gedeutet ist.

Abb. 114,

Eine duale Darstellung kann als Netztafel entworfen werden, wenn
(1) in

ky+ k. ky— &
k==3""+ "5 "cos2¢ (5)
umgeformt wird.
Im Netz
§=cos2¢, n=Fk
sind die Linien =0, n=ky,
@ = 909, n=ky

ausgezeichnet, die nunmehr als Leitern (¥,) und (k,) erscheinen. Die
Gerade durch die Punkte %, und k, liefert ¥ an der Stelle ¢. Bei ent-
sprechender Bezifferung
n=31H

kann die #-Achse, ¢ = 459, sogleich zur Bestimmung der mittleren
Kriimmung dienen. Alle Geraden, welche die &-Achse (£ = 0) nicht im
reellen Bereich ¢ schneiden, sind Bilder elliptischer Punkte (Gerade I);
die Geraden, die durch %, =0 oder k, =0 hindurchgehen, stellen
parabolische Punkte dar (Gerade II); schlieBlich werden hyperbolische
Flachenpunkte in gerade Linien abgebildet, welche die &-Achse im
reellen Bereich (¢) schneiden (Beispiel I1I). Insbesondere ist H = 0
wieder den Minimalflichen zugeordnet. (Vgl. S. 53.)

Fiir die GauBsche Kriimmung ergeben sich Gleitkurven
n2
2 —_— =
&+ K 1,

bei positiver (elliptischer) Kriimmung also Ellipsen, bei negativer (hyperbolischer)
Kriimmung Hyperbeln mit gemeinsamer Achse 0 ... 0. (Die Kurven sind nicht
eingezeichnet.)

Wenn man die Netztafel Abb. 114 als Verzerrung einer reguliren
Darstellung ansieht, gelangt man zu interessanten Deutungen.

Abb. 115 bis 117.

Abb. 115 zeigt die drei Beispiele I, II und III im reguliren Netz
(p, k), wobei die Zahlung des Winkels ¢ der Abb. 114 analog von rechts
nach links gewéhlt ist. Diese Bilder I, II und III sind Abwicklungen
von Distanzzylindern.

Schwerdt, Nomographische Methoden. 8
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Wéhlt man im Flichenpunkt P die Tangentialebene und einen
Kreiszylinder mit unendlich kleinem Radius, dessen Achse die Flichen-
normale ist, so sind die zwischen Fléche und Tangentialebene liegenden
Seitenlinien des Zylinders (Distanzlinien) den Normalkriimmungen
gleicher Richtung proportional.

In Abb. 116 ist der Distanzzylinder fiir einen parabolischen Punkt
durch die Distanzlinien %k, und bei 159, 309, 459 60° so dargestellt,
daB die Abwicklung des Mantels (unter Beachtung der Mafstibe)
sogleich die Kurve II in Abb. 115 ergibt.

Fiir einen elliptischen Punkt gilt Abb. 117. Die Fliche ist durch die
Hauptnormalschnitte &, und &, sowie die Dupinsche Indikatrix ¢ dar-
gestellt; der Distanzzylinder tritt durch die Seitenlinien %, 15°, 309,
45° 600, 759 k, hervor. Die Abwicklung des Zylinders ist bei vor-
liegender Anordnung umzukehren und ergibt dann die Kurve I aus
Abb. 115.

Das Nomogramm Abb. 114 kann daher als Streckung aller Distanz-
zylinder angesehen werden.

Abb. 118.

Zwei aufeinander senkrechte Normalschnitte mit den Kriimmungen
k und ¥’ fithren auf

k+Ek =ki+ks. (6)

Darstellung in einer Kreuztafel. — Durch einen Flichenpunkt sind %,
und k, gegeben; damit ist ein Schenkel des Ablesewinkels bestimmdt.
Weil by =k =k, und k, = k' = k,, besteht fiir die Lage des anderen
Schenkels nur ein gewisser Verschiebungsbereich; der zum Beispiel
gehérende Parallelstreifen ist in der Abbildung angedeutet.

KrimmungsmaSBe.
Mittlere Kriimmung H=Fk + k-, )
GauBsches Kriimmungsmall K=1Fx;-kg, 2)
Kriimmungsmaf nach Casorati C=}- (k% +K3). 3)
Abb. 119.
Regulire Darstellung.
Netz: x=ky, y==k.

Mittlere Kriimmung: Parallelschar y = — a4+ H.
KrimmungsmaB nach Casorati: konzentrische Kreisschar
2+ y? =12, r=7}20C.
Gaufsche Kriimmung: gleichseitige Hyperbeln
z-y=K.



Lineare Gleichungen. Tafel 51 und 52. 59

Die Darstellung, die auf die obere Halbebene beschriankt worden
ist, 14Bt erkennen, in welchem Sinne jedes der drei KriimmungsmaBe
einen Flachenpunkt charakterisiert. In Kreispunkten gilt C = K, fir
Minimalflichen C = | K |. Das GauBsche Maf stimmt mit der mitt-
leren Krimmung auf der Hyperbel

_ X
¥y=z

iiberein, H = K; die Abbildung enthilt nur einen Zweig fir hyperbo-
lische Flichenpunkte. Als Ort der Bilder H = C ergibt sich der Kreis
(x—12 4+ (y—1)32 =2,
Abb. 120.
Fiir die Beziehung
R~ Hz+K=0, 2y=1Fk, 2,==F
konnen Nomogramme der quadratischen Gleichung bei entsprechender

Bezifferung Platz greifen. Um auch die Grée C handlich darzustellen,
wurde die Lalannesche Netztafel gewahlt:

x=2H, y=K.

Die Scharen (k,) und (k,) transformieren sich dabei in eine Schar zweiten
Grades mit der Parabel 16-y = x? als Hiillkurve.

Wegen
2C=H*-2K
ergibt sich fiir (C) die Schar '
y= %xz —C,

die durch Parallelverschiebung der festen Parabel y = % x% nach Art
eines Wanderkurvenblattes realisiert wird. Die Darstellung gibt einen
Bereich fiir hyperbolische Punkte.

IV. Gleichungen.

Lineare Gleichungen.

Abb. 121.
Zur graphischen Losung der linearen Gleichungen
ax+b1y+1=0, ey
azx+b2y+1=0 (1)

deutet man in einfacher Weise (I) und (II) als gerade Linien im System
(%, y); die Koordinaten des Schnittpunktes stellen dann das Losungs-
paar (z,y) dar. Die Koordinatenachsen sind unmittelbar nach den
Linienkoordinaten ¢ und b geteilt.

/*
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Abb. 122.

Nomographisch giinstiger gestaltet sich das Losungsverfahren in
dualer Betrachtungsweise. Wir deuten die Koeffizienten als Punkt-
koordinaten in einem System (@, b); nun bestimmen die Punkte I und 17
eine Gerade, deren Linienkoordinaten (, y) sogleich das Lésungspaar
darstellen. Die Koordinatenachsen werden unmittelbar nach x und y
beziffert.

Abb. 123.

Durch projektive Verzerrung kann eine Verdnderung der Bereiche
vorgenommen werden. Die Abb. 123 zeigt einen Entwurf mit reguléren
Leitern (x) und (y), der als Fluchtlinientafel angesetzt und ausgefiihrt ist:

5L, =0, =,
Ly=m, t)z——__l'?/:
mb l
B=f_1q WTi—ia =1L

Schar (a): t=amy +m, Schar (b): ¥y =-"%g.
[em; Verkl. 0,5.]

Zu allen drei Darstellungen sei bemerkt, daf sie mannigfache Verzifferungen
zulassen. Die Umformung

z y
ap)-|—)+ (b -(—)-l—l——O
(@p) ( p> (ba)- {5
zeigt, da wir statt der gegebenen Koeffizienten @, und @, beliebige Vielfache

a;p und a,p in den Tafeln abgreifen diirfen, wobei sich dann als Losung % ergibt,

und daB fiir b; und b, unabhéngig von a ein anderer Verhaltniswert benutzt werden
kann. Fiir p und ¢ kommen nur ,,glatte* Werte in Betracht. Dadurch wird der
Anwendungsbereich der Tafeln erheblich erweitert.

Abb. 124.

Die Auflésung von (I) und (II) vermittelt in jedem Falle noch alle linearen
Gleichungen ax + by 4 1 = 0, die das Paar (z, y) zur Losung haben, d. h. die
aus (I) und (II) linear ableitbar sind. Dieser Umstand fiihrt zu folgender Be-
trachtung.

Wir sehen in

ar+by4+1=0
die Werte z und y als Konstante, die Groflen ¢ und b als Variable an; die Ver-
dnderlichen ¢ und b sind dann affin voneinander abhingig. Die Konstruktion
der Affinitdt erfolgt am einfachsten auf parallelen, reguléren Leitern (@) und (b)
durch Zentralprojektion und ist aus zwei Wertepaaren (a,, b;) und (a,, b,) durch-
fithrbar.

Aus b =0 folgt a = —

aus ¢ =0 folgt b= —
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Die Losungen z und y lassen sich also an reziproken Teilungen der Leitern ()

und (b) ablesen. Zwar sind zur Konstruktion vier gerade Linien zu ziehen; da

aber Anfangspunkte und Zeicheneinheiten willkiirlich wihlbar sind, schmiegt sich
die Konstruktion allen méglichen Bereichen leicht an.

Beispiel: +30x—02y+1=0, (I)

— 102 —0,1y+1=0. (II)

Die Geraden I und II bestimmen den Bildpunkt P; mit b = 0 ergibt sich aus P

die Losung « = -+ 0,02 (Gerade I), mit « = 0 die Losung y = -+ 8 (Gerade 2).

Abb. 125 bis 127.
Lineare Gleichungen mit drei Unbekannten

ax+by+ez+1=0, i=1,23,

fihren auf rdumliche Darstellungen. Die anschaulich einfachste Ab-
bildung ergibt sich, wenn die Koeffizienten (a, b, ¢) als Punktkoordinaten
gedeutet werden; einem System von drei Gleichungen entspricht dann
die Ebene, welche durch die drei zugehorigen Punkte bestimmt ist;
aus ihren Achsenabschnitten — 1:2, — 1:y und — 1:2 konnen an
reziproken Leitern sogleich die Losungen abgelesen werden.

Eine zeichnerische Auswertung der Darstellung ist in cotierter
Projektion oder in einem Mehrtafelbilde mdoglich. Abb. 127 erlautert den
zweiten Weg an Hand des obenstehenden Beispiels. Der Schnittpunkt
der Ebene A BC mit der z-Leiter wird mit Hilfe einer durch die z-Leiter
gehenden Hilfsebene gefunden: die Projektion (zugleich Spur) co B’
bestimmt mit 4’C’ den Punkt b’; die Gerade B’'b’" liefert z. Entspre-
chend ergibt sich aus ¢’ und ¢’ die Losung y. Schlieflich ist x aus der
Horizontalspur mit Hilfe von ¢; ermittelt worden.

Auch hier bestehen verschiedene Moglichkeiten, die Darstellung durch Ver-
zifferungen schmiegsam zu gestalten (sieche S. 60). Wenn einige der Koeffizienten,
besonders b, oder ¢, negativ sind, verliert die Darstellung aber leicht ihre Anschau-

lichkeit. In dem Falle sehen wir zweckmiBig von der raumlichen Verkniipfung
der Bilder 4’B’C’ und A" B”C”" ab und beachten lediglich ihre affine Zuordnung.

Abb. 125.

Wir benutzen dann drei beliebig angeordnete Systeme (a, b), (@, ¢) und (b, ),
deren beliebige Zeicheneinheiten voneinander unabhéngig sind. In

ax+by+cz+1=0
sehen wir die Unbekannten als Konstanten, die Koeffizienten als Variable an. Die
Funktion ist durch drei Wertetripel bestimmt. Fiir b = 0, ¢ = 0 ergibt sich

a=——1—, d. h. x=——1—
x a

Bildet man also den Anfangspunkt der (b, ¢)-Tafel, O,, affin in eine der beiden
anderen Darstellungen ab, so wird dort ¢ = — 1: #, d. h. an einer (angelegten)
reziproken Leiter kann die Losung « abgelesen werden. Auf gleiche Weise liefert
die affine Abbildung von O,, (@ = 0, ¢ = 0), die Losung y, die Abbildung von O,
schlieflich z. Abb. 125 bezieht sich auf das Eingangsbeispiel Abb. 126 u. 127.
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Vgl. hierzu Abb. 124 sowie die Anwendung der Konstruktion auf die Losung
von allgemeinen Gleichungen mit zwei Unbekannten (S. 87) und die Bestimmung
komplexer Wurzeln (S. 92).

Quadratische Gleichungen.
Abb. 128.
Nomographische Darstellungen fiir die reellen Wurzeln quadratischer

Gleichungen
a2+ A+ B=0 (1)
sind als Netztafeln und Leitertafeln zahlreich verdffentlicht!. Nur der
Vollsténdigkeit halber geben wir in Abb. 138 eine Darstellung, die sich
an Lehrb. d. Nomogr. S. 182, Abb. 96, anlehnt.
Ansatz: =0, 1)1=—-%,
1
L=7—p> $:=0,
1 z
=11 B=713
Triager (x): 2+ 92 =1¢. [dm; Verkl. %].
Beispiel: 22— 1724+03=0. 2z, =+ 15; z,=+40,2.
Abb. 129.
Die komplexen Wurzeln £ 4 in von (1) konnen auf Grund von

A=_2§; B=§2+’712 (2)
in einer Leitertafel ermittelt werden. Auf die Grundform mit parallelen,
quadratisch geteilten Leitern (£) und () iiben wir eine projektive Ver-
zerrung aus, welche die (positiven) Bereiche (&) und () auf eine Strecke

zusammendrangt.
Ansatz: , =0, y1=%,

.. 5. &2 5.A42
Triger (2): ¥, =5:2,+5, y,= 51— 30 40 (o8 ~2,6);
Teilung: s, = 0,2 ]/% Y -
2
Trager (3): ys= —05z;+5, y;= 5—%,—; (reg. Stellen ~ 1,3);
Teilung: ¢ = 0,2 V% Ys .
[dm; Verkl. ].
Beispiel: 224 2,62 +29=0. ,,=—13+411¢.

A und £haben entgegengesetzte Vorzeichen. Wenn die Ablesegerade die Leiter (n)
nicht schneidet, ergeben sich keine komplexen Wurzeln; insbesondere kann B
nicht negativ sein.

1 Siehe z.B. Lehrb. d. Nomogr. S.130, Abb.70; 8.133, Abb.71; 8.179,
Abb. 94; S. 180, Abb. 95; S. 182, Abb. 96; S. 188, Abb. 99.
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Die reellen Wurzeln der kubischen Gleichungen.

Unvollstindige Formen.
Abb. 130.

Wenn man von der reduzierten Form
w*+pao+g=0 0]

ausgeht, die in jhren Koeffizienten linear ist, ergeben sich Fluchtlinien-
tafeln mit geradlinigen Trigern (p) und (g).

Ansatz: §1=%, m=0,

[~

52:‘0, Ny = —

1 1.
53 ;2' s Ng= _x—§ )
[dm; Verkl. %].

Die Tafel diirfte sich zur Behandlung von Gleichungen (p, g) eignen, die nur
eine reelle Wurzel besitzen. Die Kriimmungsverhiltnisse des Trigers (z) lassen
zwar erkennen, dafl die Ablesegerade den einen Zweig zweimal, den anderen ein-
mal schneiden, also auf drei reelle Wurzeln fithren kann; jedoch bilden sich die
Schnittpunkte in diesen Lagen nicht mehr scharf aus. Tafeln, in denen gerade der
sirreduzible Fall“ mit besonderer Deutlichkeit auftritt, lassen sich unschwer
ansetzen; wir wollen auf diesen Gegenstand aber nicht weiter eingehen, da andere
Ausfithrungen lohnender erscheinen.

An Stelle der Reduktion, die sich zeichnerisch kaum befriedigend
ausfithren 148t, wahlt man im graphischen Losungsgang zweckmiBig
andere Umformungen, die ebenfalls die Anzahl der wesentlichen Koeffi-
zienten um eins herabsetzen. Die erstrebte Vereinfachung von

)

I

P

Triger: 72 = — &),

x4+ A+ Bx+C=0 ®)
nehmen wir durch affine Transformation
x=Az 3)
vor, die (2) in
Bta?+p24+7=0 (4)
iiberfithrt, wobei
A B C
“=77 ﬂ=ﬁ: y=ﬁ- (5)

Diese bereits von Tschirnhausen benutzte Transformation hat
Fiirle schon in seinen dlteren Arbeiten nomographisch ausgewertet!.
Es ist das Ziel, jeweils einen Koeffizienten in (4) in einen konstanten
Wert, z.B. in 1, umzuwandeln; dazu ist erforderlich, daB der zu-
gehorige Koeffizient in (2) von Null verschieden ist.

1 Rechenblitter 1902 (Jahresbericht der 9. Realschule Berlin); Rechenblitter
1903 (Berlin: Maier & Miiller); Die Losung der Gleichungen 4. Grades; 1910
(Jahresbericht der 9. Realschule, Berlin).
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Wir untersuchen drei Fille:
Ly=1; IIL.a=1; II g=41.

I‘ Fa]l'

Wenn C = 0, so kann (3) ohne weiteres mittels einer quadratischen
Gleichung gelost werden. Wir setzen daher voraus

C=£0.
Mit
x=2-§C (3a)
ergibt sich
#taz24+B2z41=0, (4a)
wobei .
a=i=, B=ro (52)

3—9 T
jc Jee
Gemeinsamer Typus von (3a) und (5a):
E

E= g—, n=1,2
Vo
Abb. 131.
Ansatz:
z =0, 4 =1log O,
z=—16 gyy=loge, (e=a, s=04),
3= —12 y;=0,75-log4,

zy=—096 y,=0,6-logB.
[dm; Verkl. 0,4].

Die Vorzeichen von «,f und «, deren Zuordnung zu 4, B und z
in einer logarithmischen Tafel nicht hervortritt, lassen sich mit (3a)
und (5a) bestimmen.

Beispiel:
2 —3la2 — 342+ 64=0. (6)
0 = 64 ergibt mit 4 = — 31 links o= —"1775,
mit B= —34 links f= —2]125.
Die transformierte Gleichung lautet:
2—177522— 212562+ 1=0. (6a)
Fortsetzung des Beispiels weiter unten (6b).

Auf demselben Leitersystem, das

A=oc~%



Die reellen Wurzeln der kubischen Gleichungen. Tafel 57. 65

darstellt, kann sogleich

rx=2z- “VE
ausgewertet werden, wenn die Beschriftungen entsprechend geéndert
werden. (In Abb. 131 unten.)

Abb. 132.
Da die transformierte Gleichung (4a)
234a224824+1=0
nur zwei wesentliche Koeffizienten (Parameter) in linearer Verbindung

enthélt, ist nunmehr die nomographische Darstellung in einer Leiter-
tafel mit geradlinigen Tragern (o) und (f) angezeigt.

Ansatz:
=0, h=uo,
Ty =9, yz—ﬂ’
_ 5 _ (1)
x3_-1+z’ Ys = 14z

[em; Verkl. %4].

(Zur Diskussion des Trégers (3): Asymptoten y =3, =0,
z = 5. Maximum =z =25, y = —1.)

Fortsetzung des Beispiels (6).

Gerade I:
22— 177522 —2,12524+1=0. (6b)
o= —"77, B=—2]125; 2z, =8, 2z,=025, 23=—050.
Der Ubergang zu Abb. 131 ergibt mit C = 64 aus z, = 0,25 die
Wurzel z,=1, aus z;= — 0,50 die Losung ;= — 2; der Losungs-
weg fiir 2, = 8, x; = 32 ist nicht eingezeichnet.
Im Bereich — 2 <z < — 0,50 sind die Leiterpunkte z unerreichbar. Der
Ansatz:
z;=0, Y= 0,
z=35, Yo=— B,

5 224 1/z
Ty=1_,° Ys=+ T

verlegt alle negativen Wurzeln z in den Streifen zwischen («) und (g). Da die zu-
gehérige Tafel unter Erhaltung der («)-Leiter zunichst nur durch Umkehrung der
Teilung () auf ihrem Tréiiger gekennzeichnet ist, konnen wir sie der vorhandenen
Darstellung iiberlagern. Es ergibt sich dann ein Triger (z), der fiir den Bereich
— 38 <z < — 0,4 in diinner Linienfithrung eingezeichnet ist. Die Ablesung erfolgt
bei Benutzung dieser Teilung so, daB die Leiter (f) positiv nach unten fort-
schreitet.

Die Abb. 131 und 132 iibertreffen in ihrer Verbindung alle Dar-
stellungen der reduzierten Formen.
Schwerdt, Nomographische Methoden. 9
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IL. Fall.
Abb. 133.
Hier ist der Sonderfall 4 =0 bereits durch Abb. 130 erledigt.
Es bleibt also

A+0.
Die Umformung
x=1z2-4 (3b)
liefert
234224 824+7=0, (4b)

B C

[Fiir (3b) und (5b) sind keine Tafeln entworfen.]
Ansatz fir (4b):

[mm; Verkl. 0,4].
Ablesebeispiel:
B+22—32—1=0.
2, = — 2,17(— 0,0001), 2, = -+ 1,48(+0,0012), 2z = — 0,31 (— 0,0011)
(Korrektionen in Klammern).
Abb. 134, Siehe Seite 67.

IIT. Fall.
Abb. 135 und 136.
Die auf B beziigliche Transformation erfordert die Unterscheidung
zwischen B> 0, B=0 und B < 0.

B>0, B<O,
x=z-]/§, x=z-]/:-—B, (3¢)
Btaz24+24+7=0. #B+az2—24+y=0. (4¢)
oc=i, g=++1, y=—0—_—. oc=i—_ =—1
VB BYB y-B’ ’
y=—Y (50
—BY—B

Die zugehorigen Tafeln sind dadurch ausgezeichnet, da8 der Triger (z)
fiir alle Wurzeln innerhalb des Streifens liegt, den die Leitern («) und
(B) begrenzen.
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Wenn B = 0, kann die Darstellung ohne vorhergehende Transfor-
mation vorgenommen werden; in Abb. 135 ist der zugehtrige Entwurf
in diinner Linienfithrung und Beschriftung eingezeichnet.

Ansatz:
2, =0, Y=,
zy=1, Y2=7,

=rﬁ: y; = —2 (Abb.135,B > 0),

T3
gy = — l—j_s—zz (Abb.135, B = 0),

___z(zz— 1)

o= —— (Abb.136, B<0).

Indem Zabel! die Transformation (3) auf die reduzierte Form (1) ausiibt,
erhilt er eine Gleichung mit nur einem wesentlichen Koeffizienten, z. B.

24rz4+1=0. (7)
Zabel 16st diese Gleichung dadurch, daf er nach Umformung

r= — <z2 + %) (8)
die feste Kurve y, = — <z2 + %) mit der beweglichen Geraden y,=r zum

Schnitt bringt; die Wurzeln erscheinen dann als Abszissen der Schnittpunkte.

Bei diesem Verfahren kann die Kurve (8) in bekannter Weise durch Doppel-
leitern ersetzt werden; hierbei wird die Wiederholung der Ablesewege vermieden.
— Wir kommen auf die Funktion (7) bei Abb. 142 und 146 zuriick.

Abb. 134.

Affine Verwandtschatt zwischen kubischen Funktionen. DafB man
die oo®-fache Mannigfaltigkeit aller kubischen Gleichungen mit reellen
Koeffizienten durch Reduktion und eine Transformation (3) an festen
Grundkurven l6sen kann, 1aBt sich geometrisch durch einfache Ver-
zerrung veranschaulichen. Die zur kubischen Funktion

y=a*+Adux?+Bax+C 9

gehérige Kurve wird bei Reduktion parallel zur Abszissenachse ver-
schoben; die Transformation (3) bewirkt MaBstabanderungen in Ab-
szissen- und Ordinatenrichtung. Wird schlieBlich noch eine Parallel-
verschiebung parallel zur Ordinatenachse vorgenommen, so ist im ganzen
auf (9) die besondere Affinitéit

T =ay &+ ay,

Y=g+ ay

1 Zabel: Z. ang. Math. Mech. Bd. 6, S.329—334. 1926.

(10)

9%
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ausgelibt worden. Es ergibt sich dann jeweils einer der drei Fille:
L n=8+§, IL "1=§3, nL. n=§-3§,

je nachdem (8) keine Extremwerte, einen Terrassenpunkt oder zwei
Extremwerte besitzt. Die Affinitdt (10) ist aber nun durch die Parallelen-
invarianz der Koordinatenlinien ausgezeichnet, sie kann also leicht
auf Millimeterpapier lediglich durch Verschiebung des 0-Punktes und
durch Verzifferung der Achsenteilungen verwirklicht werden. (Geo-
metrische Anamorphose.)

Abb. 134 zeigt gestrichelt das Grundnetz (£, #) mit den drei Typen
I,II,III. Das iberlagerte, ausgezogene Netz (x,y) stellt an III
die Funktion

y=3%a2®—322 4 22— 4
dar. Die zugehdorige Affinitdt lautet
x=2£12+2,

y=8ny2—38.
Zusatz: Die allgemeine Affinitét fithrt die Typen I, II und III ineinander
iiber; jedoch ist die Benutzung der Grundkurve dann nur schwer durchfiihrbar.

Die reellen Wurzeln der vollstindigen kubischen Gleichung.

Fluchtlinientafeln. Die Funktion
a3+ Ao+ Ba+ C=0 @
enthilt vier Verianderliche; da sie in 4, B und C linear ist, 1Bt sie sich
auf zwei geraden Leitern fiir zwei der Koeffizienten und in einem Netz
fiir den dritten Koeffizienten und die Wurzeln darstellen. Dafiir bestehen
drei Moglichkeiten:
1. Form: Leitern (4) und (B), Netz (C, ). Abb. 137.
2. Form: Leitern (B) und (C), Netz (4, x). Abb. 138.
3. Form: Leitern (C) und (4), Netz (B, z). Abb. 139.
Gemeinsames Ablesebeispiel :
22+ a2—3x—1=0. A4=1, =—13, = —1.
z, = — 2,17 (— 0,0001); =z, = — 0,31 (— 0,0011);
x; = + 1,48 (4 0,0012) .
(Korrektionen in Klammern).

Abb. 137,
1. Form. Ansatz: r; =0, ), =10-4,
£, = 50, §,=10.1-B,
50 —10-1-(* +0)
=110 BT parm

[mm; Verkl. 0,6].
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Dem Entwurf liegt I = 1 zugrunde; daher sind die Wurzeln in der Um-
gebung von x = — 1 nicht erreichbar. Durch geeignete Wahl von [
kann jeder vorgeschriebene Wert x der uneigentlichen Geraden zu-

geordnet werden.
Negative Wurzeln lassen sich auch innerhalb des Leiterstreifens
ermitteln, wenn man mit

r=—2z, 2
22— A2+ Bz—C =0 (3)
einstellt.
(Entwurf nach Mehmke.)
Abb. 138.
2. Form. Ansatz: ¢, =0, y, =108,
§2=100, t)2=10‘l'0,
200 b, —10-1-(a* + 42?)
L=1F1z %7 I+iz :

[mm; Verkl. %].

Entwurf (nach d’Ocagne) mit [ = 1. Es ist lediglich ein Bereich von
positiven Wurzeln eingezeichnet, da die Einstellung von (3) die nega-
tiven Wurzeln liefert.

Abb. 139.
3. Form. Ansatz: ¢, =0, Hp, =20-4,
1, = 200, 9, =20-1-C,
200 —20-1- (23 + Bz)
B=150 = 1+ la®

[mm; Verkl. %].

Der Entwurf, der positive und negative Wurzeln z in Uberlagerung
innerhalb des Leiterstreifens darstellt, ist mit ! =% durchgefiihrt.
Tafeln dieser Art sind dadurch ausgezeichnet, daBl die Schar ()

200
37T 1+17a2

im Gegensatz zu den Formen 1 und 2 eine regulire Stelle besitzt

(xo = V 3_1l>’ die man durch entsprechende Wahl von 7 in einen vor-

geschriebenen Bereich verlegen kann. Ferner ist der Verlauf der Kurven-
schar ginstiger als in den vorhergehenden Formen.

Auch die Bestimmung der negativen Wurzeln erledigt sich insofern
einfacher, als die Kurve (B) beibehalten wird, der miihsamere Teil
der Einstellung also erhalten bleibt.

Zusatz: 1. In allen drei Entwiirfen bestimmen die Kurvenscharen auf den
Geraden (z) regulire Leitern. Dadurch wird die Konstruktion wesentlich verein-
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facht, indem aus einigen berechneten Kurven die iibrigen durch Interpolation
eingezeichnet werden konnen.

2. Die Nomogramme fiir die unvollstindigen Formen sind lediglich als Teil-
darstellungen der soeben entwickelten Tafeln anzusehen, da die Triger fiir die
Wurzeln dort Einzelkurven aus den hier dargestellten Scharen sind.

Abb. 132 zeigt die Kurve C =1 aus Abb. 137,
» 133, 2 ” 4=1 , » 138,
» 135 und 136 zeigen die Kurven B = 0,B = + 1und B = — 1 aus Abb. 139.

Abb. 140 und 141.
Wanderkurvenblatt fiir die kubische Gleichung. Eine é&ltere Dar-
stellung der kubischen Gleichung ist das von Reuschle angegebene

Wanderkurvenblatt, das wir in neuerer Ausgestaltung bringen.
Die gegebene Gleichung

23+ A4a2+ Bx+C=0, (1)
wird in
xy=—20C, (2)
y=ua*+ Az + B (3)
zerlegt. Uber der festen Hyperbelschar (2) wird die Parabel (3)
y=2a
derart verschoben, daf der Scheitelpunkt die Abszisse y,= — 3 4

erhilt und die Kurve selbst auf der Ordinatenachse den Abschnitt B
bestimmt. Durch geeignete Beschriftungen 148t sich die Benutzung
eines derartigen Nomogramms handlich gestalten.

In Abb. 140 tragt die Hyperbelschar unmittelbar die Zahlenwerte C.
Am oberen Rand ist die Teilung r, = — % A angebracht, so daB sich
die Achse der Parabel (Abb. 141) sogleich festlegen 148t. Da die Ein-
stellung der Achsenabschnitte B wegen der Steilheit der Parabel nicht
immer scharf genug erfolgen kann, formt man (3) zweckmiBig um:

y=(o+54)+(B—%). @)
Der Wert 42
d=B—4 (5)

gibt die Ordinate {), des Scheitelpunktes. Die Schablone Abb. 141
enthilt eine Leiter fiir d.

Bei einem Grundblatt, das auch die Horizontalschar (B) ausgebildet enthalt,
2

kann die Achse der Parabel mit einer Funktionsleiter - vy versehen werden,

so daB auch die Bildung von d mechanisch erfolgen kann. In phoronomischer
Umkehrung 148t sich entsprechend die Schablone mit Hilfe einer Parallel-

2
schar (:i: %—) an der festen Leiter (B) einstellen. Aus zeichnerischen Griinden
wurde diese Erweiterung, die besser in farbiger Ausfiihrung zur Geltung kommt,

hier unterdriickt.
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Wenn zwei Wurzeln zusammenfallen, so tritt zwischen der beweglichen Parabel
und einer Hyperbel Beriihrung ein. Fiir den Fall, da8 alle drei Wurzeln zusammen-
fallen, ist die Ableseparabel Schmiegungskurve einer Hyperbel. — Bei reduzierten
Gleichungen wird die Parabel y = #2 lediglich in y-Richtung verschoben.

Die soeben entwickelte Zerlegung einer Funktion stellt ein vielfach geiibtes
Verfahren dar.
So formt man die reduzierte Gleichung

B+pzt+y=0
in
hr=—2" und yy=Fz+y
um und bringt die feste Kurve y; = — 2% mit der beweglichen Geradeny, = fz + y
zum Schnitt .

Ahnlich wird
B2+ pat+y=0
im Koordinatensystem (2, y) durch Schnitt der Geraden
y=>FBz+vy
mit der festen Kurve
y=—(+2

gelost.

Diese im Ansatz so iiberaus einfachen Methoden benutzen zur Ablesung einen
Anstieg (). Nun ist aber die Einstellung eines Anstiegs i. a. nicht sehr be-
quem. Man konnte zwar die Ablesegerade nach der Vorschrift der Kreuztafeln

an einem rechtwinkligen Kreuz? reguldr geteilter Achsen f und y orientieren,
was allerdings hier einen verhiltnismaBig grofen Aufwand bedeuten wiirde;

auch der Ausweg, eine weitere Abschnittsteilung von i einzufiihren, befriedigt

wenig 3. In der Ablesung sind die Tafeln handlicher, in die unmittelbar die Koeffi-
zienten eingesetzt werden konnen.

Die Benutzung eines Anstiegs 1aBt sich als Einstellung eines Punktes auf der
uneigentlichen Geraden auffassen. Sobald man also die uneigentliche Gerade
durch eine Projektivitit in eine eigentliche iiberfithrt, wandelt man die Konstruk-
tionen mit Anstiegsbenutzung in Tafeln mit Punktablesung um. So geht die zu-
letzt genannte Konstruktion in den Entwurf Abb. 133 iiber, wenn man auf die
Grundebene (z, y) die projektive Verzerrung

_ 1 _ 1y
§_l+lz’ 77_1-1-lz

ausiibt.

Punkte der uneigentlichen Geraden, z — oo, %—-) B, transformieren sich in

Leiterpunkte & = 0, 7 = f; die y-Achse (2 = 0), auf welcher der Achsenabschnitt

1 Vgl. z. B. Konorski: Die Grundlagen der Nomographie, S. 48, Abb. 44.

2 Dieses Verfahren hat sich in technischen Nomogrammen, wie Alexander
Fischer mehrfach gezeigt hat, sehr bewihrt.

3 Vgl. z. B. Werkmeister S. 138, Abb. 119, Konorski: Hilfsbuch fiir
Betriebsberechnungen, Berlin: Julius Springer 1930, erreicht auf diesem Wege
eine Vereinfachung des Tafelbildes.
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y = p eingestellt wird, geht in die Leiter £ = 1, 5 = Iy iiber; schlieBlich ergibt
sich als Bild der Kurve y = — (28 + 22) der Triger:

_ 1 _ =122 (142
=131 "TTiiL

Mit 7 = 1 erhélt man den auf S. 66 mitgeteilten Entwurf.

Die komplexen Wurzeln der kubischen Gleichungen.
Abb. 142.
Wenn auf die reduzierte Form

?+pr+qg=0 (1)
die oben (8. 63) behandelte Transformation
g
v=2z-Yq 2)
ausgeiibt wird, ergibt sich
B+rz+1=0 (3)
mit
r= s-p_—z. )

Die reelle Wurzel 2z, und die konjugiert komplexen Wurzeln

Ze=E&+17
bilden dann je eine eindimensionale Mannigfaltigkeit, stellen sich also
in der GauBschen Zahlenebene als Linienziige dar. Bei Bezifferung
dieser Linien (Trager) erscheint das Bild als Nomogramm.
Es gelten die Beziehungen

= 512 — 42, (5)
7= 2 —&. (6)

Wir wollen nur Gleichungen (3) erfassen, die komplexe Wurzeln be-
sitzen; also muB 7 reell existieren, d. h. & ist auf den Bereich

0< E<7Y0,5(=0,7937)
beschrankt. Der kleinste Wert, den r an der oberen Schranke dieses
Bereiches annimmt, ist

r=—15-Y2=—189.

Abb. 142 zeigt den Triger (6) mit der Bezifferung (5). Die Teilung ist
durch Einzeichnung der Ordinaten % in Abhéngigkeit von r zu ent-
werfen.
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Abb. 143.

Jedem Wert r gehoren in der GauBschen Ebene drei Punkte (r)
zu, die ein gleichschenkliges Dreieck mit der Spitze 2z, und dem Schwer-
punkt O bilden. Die Mannigfaltigkeit dieser Dreiecke 148t sich in einem
riumlichen System (&,#,r) darstellen; wir bewegen die (&, %)-Ebene
parallel so, daB der 0-Punkt die Flichennormale in gleichférmiger Ab-
hingigkeit von r durchliduft; dann erzeugen die Ecken des Dreiecks
(21, 25, 23) Kurven, die Seiten Regelflichen, so daB ein ,,Wurzelkérper*
entsteht.

Die sichtbaren Schnittkurven mit den Koordinatentafeln sind eingezeichnet;
wahrend die rechts gelegene Fliche rein-zylindrisch ist, sind die links vorn und
hinten liegenden Flichen verwunden. Die Gratlinie links ist unten scharf und wird
mit wachsenden Werten  stumpfer. Mit » —~ co wird der Korper in &-Richtung
immer flacher und strebt gegen die (7, 7)-Tafel. Es wire moglich, auch die Glei-

chungen mit drei reellen Wurzeln aufzunehmen, dann wiirde sich die Darstellung
in der (&, 7)-Tafel nach unten als ebene Figur fortsetzen.

Abb. 144.
Den Charakter einer Netztafel fiir die komplexen Wurzeln
%y, 3= & 4- iy von
#+prt+qg=0
nimmt eine Darstellung der Wurzeln in der GauBschen Ebene an. Die
Kurven

38 —n*+p=0, (7)

268+ n)—qg=0 (8)

bestimmen ein Netz, das Abb. 144 in der oberen Halbebene zeigt. Eine
gegebene Gleichung (p, ¢) wird in einen Netzpunkt (eigentlich in ein
Punktepaar) abgebildet, dessen Koordinaten £ und # sogleich die Wurzel
xy = & + in und damit auch x; = & — i angeben. Die Beschriftung
von & wurde in der Zeichnung von der reellen Achse ab nach unten

verschoben. Das Geradenpaar p =0 ist Ort der Wendepunkte der
Kurven (g).

Abb. 145.

Fiir die Darstellung ergibt sich eine Erleichterung, wenn man die
(¢, n)-Ebene in ein quadratisches Netz

u=3- §2 y V= ng
abbildet. Dann gehen nidmlich die Hyperbeln (7) in die Geraden

v=u-+p,
die Kurven (8) in

Schwerdt, Nomographische Methoden. 10
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iiber. An Hand der Werte —;— V—j— lassen sich die Linien (¢) dann leicht
einzeichnen.

Abb. 146 (Tafel 64 und 65).

Die affine Transformation der kubischen Gleichung scheint ihre
besonderen Vorziige bei der tabellarischen Rechnung zu entfalten,
da man die komplexen Wurzeln simtlicher Gleichungen in einer Tabelle
mit einem FEingang zusammenfassen kann. Eine derartige Tabelle
wurde berechnet und in Abb. 146 als Dreifachleiter wiedergegeben.
An der mittleren Teilung (r) sind beiderseits die Werte £ und # vermerkt.
Das zuerst von Pirani benutzte, von Werkmeister in mannigfachen
Spielarten dargestellte Verfahren, die Teilungen zu ,,brechen‘, ermog-
licht es, auf kleinem Raum verhdltnismaBig groBe Genauigkeiten zu
erreichen. So kénnen im vorliegenden Falle die Werte r zwischen
+ 10,00 und —1,60 unschwer auf 0,01, zwischen — 1,600 und
— 1,889 auf 0,002 eingesetzt werden; von & sind iiberall, von 7
wenigstens im groBten Bereich der Tafel die ersten drei (von Null
verschiedenen) Ziffern zu ermitteln.

Gleichungen vierten Grades.
Die allgemeine Gleichung vierten Grades

xt+ Aad 4 Baz+Cx+ D=0 6))
enthilt fiinf Variable. Zu einer einfachen nomographischen Darstellung
gelangt man, wenn einer der Koeffizienten durch Reduktion oder affine
Transformation einen konstanten Wert erhélt. Da sich die Transforma-
tion x = A-z graphisch iibersichtlicher erledigt, wihlen wir zunéchst
den zweiten Weg. Es bieten sich hier vier Moglichkeiten dar: in z =22
kann A so. bestimmt werden, daB in der transformierten Gleichung

AtaBd+p24yz+0=0
jeweils einer der Koeffizienten konstant (und von Null verschieden),
z. B. gleich 1 wird, falls nicht der zugehérige Koeffizient in (1) bereits
selbst Null ist.

I it I v
A4%0 B+0; Bz0 C£0 D+0; D=0
A=4 A=}[B] i=joc A= §iD|
=1 a=4A4:}]B] a=A.:i/Z‘ oc=A:i/m
p=B:4? B==1 B=B:jCt B=B:}|DI
y=0:d2 | ,—C:.y[BF | »=1 y=0:[DP
6=D:A4* 6=D:B? J=D:W d=+1



Gleichungen vierten Grades. Tafel 64 bis 67. 75

In den Fillen IT und IV muBl man zwischen B> 0 und B < 0 bzw.
D> 0 und D < 0 Unterschiede machen, so daB in dem Falle zwei
Darstellungsformen notwendig werden. Einheitlich laufen die Trans-
formationen I und IIT ab. Wir haben davon abgesehen, alle vier Ent-
wiirfe bildlich wiederzugeben, beschrénken uns vielmehr auf III.
Abb. 147.

Transformation: 1 = 1/5, w=z-i/6. )
a=A4:YC, B=B:JC?, y=1=(C:J03), d=D:JCt. (3

Der gemeinsame Typus ist e =E : '7/6'7, n=123,4.
Ansatz:
=0, y, = 100-1log O,
z, = — 160, Yy =100-loge, (e =a,p,0).
2y = — 120, ys= T5:log 4,
2y = — 96, ys= 60:log B,
2= — 68,6, y;= 429-logD.
[mm; Verkl. 0,4].
Beispiel:
C=64; B=48. f=3.

Abb. 148 (s. u. nach Abb. 149).

Abb. 149.
Fiir die transformierte Gleichung

#tozd3+pB22424+d=0 4)
bestehen drei verschiedene Darstellungsméglichkeiten in Leitertafeln,
je nachdem welcher Koeffizient in eine Kurvenschar und welche Koeffi-
zienten in Leiterpunkte abgebildet werden.

1. Form: Leitern («) und (8), Netz (6, %),
2. Form: Leitern (¢) und (48), Netz (8, ),
3. Form: Leitern (8) und (§), Netz («, ).
Wir beschréinken uns auf zwei Beispiele.

C+0.
Abb. 149 entspricht dem Ansatz erster Form:
2, =0, ¥ =10«x,
z, = 100, Y= 50,
2 1.8
200 Tt
W=y Y= 10—

[mm; Verkl. 0,5].
10*
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Die reellen Wurzeln erscheinen auf der geradlinigen Vertikalschar.
Beispiel:
at+ 482% 4 642 — 768 = 0.
Die Transformation (xz = 4-2) ergibt mit Abb. 147
224+324+2—3=0.
«=0, =3, (y=1), 6= —3.
Das Ableselineal durch « = 0 und f = 3 schneidet die Kurvenzweige

= — 3 bei 2= — 1l und 2z ~ 4 0,8. Diese Werte werden mit Abb. 147
in x = — 4 und # ~ + 3,13 zuriickgewandelt.

Abb. 148.

Fiir den Fall, daB die Gleichung vierten Grades reduziert ist, 4 = 0,
also auch « = 0, erhalten wir nach der Transformation in Abb. 147
eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit von Gleichungen

#4224 2+4+d=0, (5)

deren Nomogramm mit geraden Leitern () und () nun lediglich eine
krummlinige Leiter (z) enthdlt (Sonderfall dritter Form).

Ansatz:
2, =0, ¥, =208,
x, =150,  y, =200,
150 20-z-(1 3
s =120 Y37 "—%z_i_“

[mm; Verkl. 0,5].
Beispiel (wie in Abb. 149):
#A4+324+2—3=0. z=—1, 2,= 40,78 (4 0,003)
(Korrektion in Klammern).
Aus dem Verlauf des Trigers (2) liBt sich erkennen, daB die reellen

Wurzeln stets paarweise auftreten. Auch der Bereich der Gleichungen
ohne reelle Wurzeln hebt sich hervor.

Wenn sich bei der Reduktion mit 4 = 0 zugleich auch C = 0 ergibt, so wird
2424 0=0

mit Hilfe einer quadratischen Gleichung geltst; ein zugehériges Nomogramm ist
hier nicht wiedergegeben.

Abb. 150. Die Abb. befindet sich auf Tafel 104 am Ende des Tafelteiles.

An der reduzierten Gleichung soll der oben unter II skizzierte Weg
(s. S. 74) verfolgt werden. In

2+ Ba*+Cx+ D=0



Gleichungen fiinften Grades. Tafel 68. ™

sind die Fille B> 0 und B < 0 zu unterscheiden. Wenn
B>o0, B<o,
so ergibt sich mit
— Ny

die transformierte Gleichung
ut+ut+yu+d=0. vi—v24+yv4+0=0.
Der Ansatz fiir beide Fille stimmt in Trigern
z, =0, h =10y,
z, =100, gy,= 296
iiberein. Fiir (») bzw. (v) erhélt man
500 500
Ly = 5ru’ 3= ¢ Fo’
Y3 = — 0,02 25 - u? (u? + 1), Ys = —0,02.2,-02 (v2 —1).
[mm; Verkl. 0,5].

Die Transformationen sind nicht wiederholt und auch nicht zeichnerisch dar-
gestellt, da die zugehorigen Tafeln nichts Neues bieten.

Der Fall B=0, in dem sich die Transformation eriibrigt, da sofort eine Leiter-
tafel mit linearen Leitern (C) und (D) angegeben werden kann, ist als Sonderfall
nicht dargestellt.

Beispiele: 1. %*+4 u?—6u—8=0,
u =42, Uy = —1.
43,4 konjugiert komplex.
2. vr—v?—-120412=0,
v = -+1, vy = +2.
v;,4 konjugiert komplex.

Gleichungen fiinften Grades.

Um die Anzahl der Verianderlichen herabzudriicken, wird man Nomo-
gramme fiir die Gleichung fiinften Grades zweckméBig an die reduzierte
Form

yt+ax!+ba2t+cxr+d=0 (1)
anschlieBen. Durch affine Transformation
x=2»Az 2)
erhilt man
Ptoat+pR4yz+0=0, 3)
wobei

a b c d
«=-=, B=%, v=75, 0= )
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Firr die Ermittlung von A bestehen, entsprechend den Ausfithrungen
auf S. 74, zunichst vier Fille.

I 1L I v
a0 b+ o0 ¢4 0 d+0
C 38— 44— 5—
i=Va a= Vb A=V i=7d
a a a
a=-+1 o = w— o = —= o= 5—
Vo Ve Jar
b b b
B=—0 B=1 B=r B=
ajya c3 ]/da
[ c [
y=— y=-—7 y==41 Y=g—
a* - 1o Vs
d d d
b=—2" 6= o= —2_ 6=
a*-Ya b-!i/?z c-i/c

In den Fallen I und IIT miissen die Vorzeichen von a bzw. von ¢
beriicksichtigt werden; eine vom Vorzeichen unabhingige Darstellung
wird sich daher auf II oder IV bezichen miissen. Damit die Trans-
formation (2) und (4) mit dem Rechenstab erledigt werden kann, wird
im folgenden der Fall IT zugrunde gelegt.
b+0.

Btad+224+v24+0=0, %)
A==z 'a[/b . (2a)

Die in o,y und ¢ lineare Gleichung (5) 148t nunmehr drei Dar-

stellungsformen zu:

Form 1. Leitern («) und (y), Netz (4, 2).

2z, =0, Yp=mn-a,
Ty=m, Yp=mn-1l-y,
_ m _—n-l-(z*+z+44d.277)
BB=1r1.2 ¥~ 1417.22 :
Form 2. Leitern («) und (d), Netz (y, 2).
% =0, hr=mn-a,
Zy=1m, Yo=mn-1-6,
m —n-l. (25422 +y2)
B=Tris B~ 1+102 :
Form 3. Leitern (y) und (), Netz («, 2).
=0, hh=mn%,
z=m, yo=n-1-,
. m _ —nele (2 422 4 a2?)
BETY BT 1+1lz



Gleichungen fiinften Grades. Tafel 68 und 69. 79

Abb. 161 und 152.
Abb. 151 zeigt einen Entwurf der ersten Form mit dem Ansatz
m =200, n =20, I = }:

=0, Yy = 200,
x, = 200, Y, = 10y,

400 = 20+(*4240-2"1)
x3—2+zz’ Ys = 3+ 22 .

[mm; Verkl. 0,45]. Regulidre Stelle der Schar (2) ~ 0,8.

Eine Tafel dieserArt ist vor Entwiirfen zweiter oder dritter Form da-
durch ausgezeichnet, dal (bei endlichen Werten « und y) keine uneigent-
lichenDarstellungselemente fiir z, wie es in der zweiten und dritten Form
der Fall ist, auftreten konnen, denn fiir alle positiven und negativen
Werte (2) liegt das Netz (J, ) stets innerhalb des Leiterstreifens, wenn
1> 0. Allerdings ist es aus zeichnerischen Griinden angebracht, die
Teilnetze fiir z > 0 und 2 << 0 zu trennen; wahrend namlich die Teil-
scharen (- 2) und (— 2) identisch sind, zeigt die Schar (d) fiir z <0
einen anderen Aufbau als fiir z > 0. Abb. 152 gibt den Entwurf fiir
negative Wurzeln.

Abb. 153.
b=0.
Wenn bei der Reduktion sich zugleich
b=0
ergibt,
b+ axt+ce+d=0, (6)

so kann eine Darstellung sofort ohne weitere Transformation Platz
greifen. Der Entwurf Abb. 153 lehnt sich im Aufbau eng an die Tafeln
Abb. 151 und 152 an.

Ansatz: L, =0, f); = 20a,
L, = 200, y, = 10¢c,
_ 400 _ —20-(attd-z-Y)
=gy B= 2T ot

[mm; Verkl. 0,45]. Regulire Stelle der Schar (x) ~ 0,8.

Somit kénnen die Konstruktionsunterlagen von Abb. 151 fast voll-
standig benutzt werden.

Auch hier sind positive und negative Wurzeln iiberlagert, die Tren-
nung erfolgt aber sehr einfach. Die Wurzel x tritt nur einmal in un-
gerader Potenz auf, und zwar in t);. Fir negative Werte von x ent-
wickelt sich die Schar (d) mit entgegengesetztem Zeichen; [dies laft
sich tibrigens algebraisch sofort an der Gl. (6) erkennen].
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Durch Trennung der positiven und negativen Wurzeln ist zwar
die Ablesung innerhalb der Tafel iibersichtlich geworden, aber es 1a8t
sich doch nur schwer ein Uberblick iiber die Anordnung und Anzahl
der Wurzeln gewinnen. Deshalb soll noch ein Entwurf gezeigt werden,
der positive und negative Wurzeln in einer Tafel darstellt, wenn auch
die Ablesung nicht ganz so giinstig ist.

Abb. 154.
b+0.
Entwurf dritter Form mit dem Ansatz m = 100, n = 10, [ = }:
=0, ¥ =10y,
z, = 100, Yo = 2,56,
__ 400 _ —10-(2° 4 2% + «2?®)
i 4+2° Ys = 442

[mm; Verkl. 0,45].

Trinomische Gleichungen.
Trinomische Gleichungen
xrt+axm+b=0, n>m a)
lassen sich bei festen Exponenten » und m stets in Leitertafeln mit
geradlinigen (und linearen) Teilungen () und (b) und krummlinigem
Tréiger (z) losen. Ein Typus dieser Tafeln ist bereits bei der reduzierten
kubischen Gleichung (s. S. 63, Abb. 130) hervorgetreten.

Abb. 155.
Als Beispiel werde

xS +axt4+0=0 ?)
behandelt.
Ansatz: %, =0,05a, n=1,
x2=0,05b, y2= )
— 0,05 x5 x4
B=Tga > BT 15
20
__----‘;a:8

[dm; Verkl. %].

Aus der Gestalt des Trigers (), der fiir alle Werte « innerhalb des
Streifens y =0 ... 1 verliuft, geht hervor, daBl (2) hochstens drei
reelle Wurzeln haben kann.

Abb. 156. Siehe unten Seite 83 nach Abb. 163.



Trinomische Gleichungen. Tafel 70 und 71. 81

Abgesehen davon, daB die Genauigkeit derartiger Nomogramme
beschrankt bleibt, ist es natiirlich nicht moglich, die co?-fache Mannig-
faltigkeit aller Gleichungen (1) mit #» und m als Parametern auf diesem
Wege zu erfassen. Ein allgemeiner Weg, zunéchst die positiven Wurzeln
zu ermitteln, bietet sich bei Benutzung der GauBschen goniometrischen
Losungsweise dar. Wie dann mit 2 = — « auch die negativen Wurzeln
gefunden werden, bedarf keiner weiteren Ausfithrung.

Abb. 157 und 158.
Man hat in (1) drei Falle zu unterscheiden:
Fall I:2"+AdAam—B=0,
y Iia®—Aam—B=0, 3)
, IHI: 2" —A4am+ B=0.
Hierin sind 4 und B nun absolute Zahlen. Setzt man
y=Br-m. 4=, @
so wird die Losung mit dem Hilfswinkel ¢ herbeigefiihrt,

der im Falle I durch }Jy, =sin®@cos™¢,

w » I, Yy, =sin"mgpcos™p, (5)
S i § ]/y_s = gin™ @ cos™™™ @
bestimmt wird. Die Hilfsfunktion hat die Form
Yy =sintgpcos? . (6)
Losung: Fal I: a"= B-sin?¢,

5, I: arm= A.cos2¢g,
» IHI: g™ = 4-.gin? .

Die Funktion (4) enthilt im allgemeinen Falle fiinf Variable. Eine
nomographische Lésung zeigt das Schema Abb. 157 an:

Ansatz: % =0, ¥, =1log B,
_ % __y—logy
“Tmyp BT wmtp
o« __nlogd+y
B=iwp BT g

(«,f und y sind freie Parameter des Ansatzes). Der Leiterpunkt (B)
liegt mit dem Netzpunkt (4, ») und dem Netzpunkt (m, y) flucht-
recht. Da y sehr kleine Werte annimmt, log ¥ < 0, iiberdecken sich
die Netzfelder, was allerdings nicht stort, da die Scharen (m) und (n)
identisch sind. Auf vorgedrucktem einfach-logarithmischem Papier mit
farbigem Untergrund kann die Tafel leicht entworfen werden (Abb. 158).

Schwerdt, Nomographische Methoden. 11



82 Gleichungen.

Beispiel:
®—2a*—8,83=0,

A=2, B=2883,n =25, m=4. Die Verbindungsgerade des Punktes
B = 8,83 mit dem Netzpunkt 4 =2, n =5 ergibt auf m =4 den
Wert y ~ 0,276.

Abb. 159 und 160.

Den Verlauf der Funktionen (5) stellt Abb. 159 im einfach-logarithmischen
Netz & = ¢, =log y, fir den Fall (2) 2° 4 az* 4 b =0 dar. Man erkennt
den weiten Anderungsbereioh von ¥, sowie ferner, daBl im Falle I und IT jedesmal
genau eine Losung @, d. h. genau eine positive Wurzel « existiert, dafl im Falle ITI
dagegen entweder keine Losung oder zwei positive Wurzeln x vorliegen. Die
Kurve I ist bei kleinen Winkeln ¢ — 00 asymptotische Kurve fiir 17, bei ¢ — 90°
asymptotische Kurve fiir II. Der logarithmische Charakter der Darstellung be-
dingt, daB bei ¢ = 0° und bei ¢ = 90° Pole vorhanden sind. Da es sich im loga-
rithmischen Bilde nicht deutlich ausprigt, mit welcher Schéirfe das Maximum
von II1 eintritt, ist in Abb. 160 eine reguldre Darstellung fiir denselben Sonderfall
gegeben. Der eingezeichnete Wert y = 0,0656 bezieht sich auf das Beispiel
2% — 2 2% 4+ 2,1 = 0 und zeigt die 16senden Winkel ¢; ~ 7149 und @, ~ 5419 an.

Abb. 161 und 162.

Nomogramme zur Bestimmung des ldsenden Winkels ¢ fiir alle trinomi-
schen Gleichungen. Ein allgemeines Nomogramm zur Bestimmung des Winkels ¢
hat groBen praktischen Wert, da es fiir die numerische Auswertung der Methode
vorteilhaft ist, sogleich einen guten Niherungswert von ¢ zu besitzen, i in dessen
Umgebung die tabellarische Rechnung einsetzen kann.

Fluchtlinientafel fir (5, I).

Ansatz: =0, y=01m,
Xy =—1, Yo=—0,1n,
— log cos ¢ 0,05 log y
Ys =

log sin ¢ + log cos ¢ ? log sin ¢ + log cos ¢

[dm; nat. GroBe]
(Abb. 161 ist durch eine affine Verzerrung umgeformt worden.)

In derselben Tafel kénnen auch die Fille IT und ITI Darstellung finden,
wenn némlich bei Fall II fiir p und ¢ [vgl. (6)] die Werte n und (n — m),
hier die Zahlen 5 und 1, bei Fall IIT entsprechend (m — n) und m,
hier — 1 und + 4, eintreten. Die Anordnung der Geraden I, II, IIT
18t die Verwandtschaft mit Abb. 159 erkennen.

Fiir Fall IIT ist in Abb. 162 das Nomogramm gesondert entworfen,
so daf sich giinstige Schnittverhdltnisse ergeben. Die Tafeln gliedern
gich leicht der numerischen Rechnung ein und fiihren sofort in einen
engen Interpolationsbereich fiir ¢.

Sieht man die Abb. 161 und 162 als Netztafeln an, so stellen
sie Verzerrungen von Abb. 159 dar, bei denen alle co2-Kurven (m, n)
gestreckt sind.



Einheitswurzeln. Tafel 72 bis 74. 83

Abb. 163.

Die Tafeln 161 und 162 sind so entworfen, daf alle ,,gleichartigen*
Gleichungen 7 = const, m = const durch dieselbe Ablesegerade dar-
gestellt werden.

Andere Form des Ansatzes fiir Fall I (5):

=0, y=m,

2, =2, y,=3—logy,

2
=1+ 2logtgy’ U2
[dm; Verkl. */s].

z, =a3-(3 + (n—m)log cos ).

Abb. 156 (Tafel 70).
Eine rein zeichnerische Durchfithrung der GauBschen Methode
zeigt Abb. 156 fiir den Fall IIT

2 —Axt+ B=0.
Beispiel:
x5 —4a488=0.

Aus A = 4 und B = 8,8 findet man auf Leiter J den Wert ¢ ~ 354°;
mit demselben Wert ¢ auf II und 4 = 4 ergibt sich x = 1,35. Der
Ubergang von I zu II wird durch ,,Richtungslinien* vermittelt, so daf3
sich die Ablesung eines Zahlenwertes ¢ eriibrigtl. In der Figur ist der
Bereich ¢ nur bis zum Maximum beriicksichtigt. Das Nomogramm
iibertrifft die Abb. 155 an Genauigkeit.

Einheitswurzeln.
Abb. 164.
Darstellungen der Einheitswurzeln
=1,

zk=ac+iy=cosz—':—'—’z+isin2an, k=01,..., (n—1),

lassen sich auf einfache Produktformen fiir
2kn

o=

n

1 Wéhrend der Drucklegung sind zahlreiche technische Nomogramme er-
schienen, in denen statt der Richtungslinien der Zahlensprung von Leiter
zu Leiter bevorzugt wird. — Tafeln mit iiberzéahligen Ableseelementen (wie
Abb. 156) sind nur dann brauchbar, wenn die Rechenrichtung festliegt; Um-
kehrungen, die hier allerdings nicht in Betracht kommen, lassen sich nicht ein-
wandfrei erledigen.

11*
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zuriickfithren. Die Leiter («) wird mit
o = arc cos x = arcsiny

als Doppelleiter unmittelbar nach z und y beziffert.

Abb. 164 zeigt einen logarithmischen Entwurf; daf in der Tafel
k = 0 nicht als eigentliches Element enthalten ist, kann nicht als Nach-
teil gelten, da z, = 1 selbstverstéindlich ist.

Néherungsmethoden.
Abb. 165.
Abschétzungen fiir eine obere Grenze der positiven Wurzeln. In der
algebraischen Gleichung

el a2 44, =0
sei der (absolut) groBte negative Koeffizient A4, der erste negative
Koeffizient (c,) stehe an der Stelle a, der groBSte (positive) Koeffizient

vor der Stelle a sei ¢, = B. Dann gelten die folgenden Abschitzungen
fir eine obere Grenze der positiven Wurzeln:

Maclaurin: G=1+4. (1)
Lagrange: G=1+ J4. (2)
Tillot: G=1+"74:B. 6)

Mit b = 0, B =1 ergibt sich aus (3) die Abschitzung (2), schlieBlich
mit @ = 1 die Abschétzung (1).
Darstellung in einer Fluchtlinientafel.

Ansatz: 2, =0, y; =120-log (G — 1),
2y =—150:a, y,:2,=—0,8-logd,
xg=—150:b, y;:23= —0,8-logB.

[mm; Verkl. 04].

Beispiel:

Der erste negative Koeffizient sei ¢;, also o= 5,

der groBte negative Koeffizient 4 =20,
der groBte positive Koeffizient

vor c; sei ¢,=10, also b= 2,

B=10.

Weg I, horizontal, gibt den Maclaurinschen Wert G = 21.

Weg II, horizontal von a = 5, A = 20 nach rechts, ergibt den
Lagrangeschen Wert G = 2,82.

Weg III, Verbindungsgerade der Punkte b =2, B=10und ¢ = 5,
A = 20 ergibt die Tillotsche Schitzung G = 2,26.



Niherungsmethoden. Tafel 75 und 76. 85

Abb. 165 bis 168.
Regula falsi. Fiir den bei Anwendung der Regula falsi begangenen
Fehler £ hat Milhaud?! die Abschatzung
(&1 —ap)3-N
S=| Slr@) —Faal
gegeben, wenn N den groBten Wert bedeutet, den f’ im Intervall
%, ... Ty annimmt.

Bei der an sich einfachen Formel kommt es im wesentlichen auf die Bestimmung
der GroBenordnung an; daher soll das Nomogramm sofort den Stellenwert angeben.

Ansatz: ,=0, (9, = 1,2-logt), Zapfenlinie,
T, =3, D= —3-log(fL — fa),
L=—2, Bhy=-+6-log(z,—x,),
L, =2, = —2-logh,

ts=—3, ;= +3-log(8f).

Abb. 169 bis 172,
Iterationen. Die gegebene Gleichung f () = 0 wird in

v =g (z)
umgeformt. Ist x; ein Naherungswert fiir zy, (f(z,) = 0), so ist
Ty = @ (1)
ein besserer Néherungswert, wenn im Anniherungsintervall
¢ @] <1.

Die Wurzel z, wird durch den Schnittpunkt der Geraden y, = x
mit der Kurve y, = ¢(x) dargestellt. Ein Naherungswert x, bestimmt
an der Kurve @ die Ordinate x,, der horizontale Weg zur Geraden stellt
nun die Abszisse z, her, die an der Kurve auf die Ordinate x; fithrt usw.
Der in starker Linienfiihrung hervorgehobene Streckenzug macht die
Konvergenz anschaulich. Zugleich ist ersichtlich, dafl der ,,Fehler z,
des zweiten Néherungswertes z, kleiner ist als der ,,Fehler z;, des Aus-
gangswertes z,,

R <M-R1, 2, <m" 1.2,

wenn m der groBte Anstieg von @ im Anndherungsintervall ist. Sobald
| ¢'(x) | > 1, wird das Verfahren illusorisch. Hier wihlt man die
Zerlegung in die inversen Funktionen

p@) ==,

1 Nouv. Ann. 1914, S. 13 bis 15.
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was auf eine Spiegelung von ¢(x) an der Geraden y = x hinauslduft.
(Gestrichelte Kurve, Abb. 170.) Fir
—1<¢ () <0

tritt eine alternierende Néherungsfolge auf (Abb. 171).
Abb. 172.

Fluchtlinientafel fiir die Abschitzung des Fehlers bei Iterationen.

B <mm 1.2y, m = @Qhpx.

Ansatz: z, =0, y, = logm,
1
z=1, ?/2=—2—-10gz1,
2 1
x3=l+n’ y3=?'xs'logzn'

Gleichungen mit zwei Unbekannten.

Abb. 173 bis 179.
Zur zeichnerischen Auflosung von zwei Gleichungen mit zwei Un-
bekannten

f(w,y)=0’ M

g,y)=0
bringt man im reguliren Netz (z, y) die Kurven f = 0 und ¢ = 0 zum
Schnitt. Wenn man in der Umgebung eines Schnittpunktes kurze
Bogenstiicke durch die zugehorigen Sehnen ersetzt, gewinnt man
Naherungslésungen. Dazu miissen fiir jede der beiden Gleichungen
zwei Wertepaare (z, y) vorliegen, die der Gleichung geniigen. Nun
scheitert aber in vielen Fillen die Einzeichnung der Kurven und selbst
die Ermittlung von wenigen Wertepaaren (z, y) daran, daB die Auf-
lésung von f(x,y) =0 oder g(x, y) =0 nach x oder y rechnerisch
schwierig oder unausfithrbar ist. (Auf diese Frage gehen wir bei der
Ermittlung komplexer Wurzeln weiter ein, vgl. S. 90.)

Das folgende Verfahren fiihrt zu einem sehr iibersichtlichen Ergebnis
und stellt eine Verallgemeinerung der Regula falsi dar.

Setzt man in (1) beliebige Werte « und y ein, so ergeben sich Funk-
tionen

u=f(x,y),
v=g(w,y) ’ (2)

die wir in einem raumlichen kartesischen System (z, ¥, 2) als Flichen
deuten (z =wu bzw. z =v). Die oben genannten Kurven f =0 und
g = 0 erweisen sich als Spuren dieser Flichen in der (z, y)-Tafel.
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Abb. 173 bezieht sich auf das

Beispiel:
328 — 242 +4=0,
222y —g2 +1=0.
Die Flichen w=3x3—2y2 4 4
und v=222y—y? 41

sind im Bereich 0 < 2z <1, 1 £ y £ 2 dargestellt; die Spuren, die
in Abb. 176 gesondert gezeichnet sind, zeigen die Losung x = 0,69,
y = 1,568.

Wir ersetzen nun jede der beiden Flichen innerhalb eines kleinen
Bereiches durch ein Ebenenstiick, und zwar durch ein Dreieck, dessen
Ecken in der Fliche liegen. Abb. 174 bestimmt das Ersatzdreieck fiir
die Fliche w = f(x, y) aus

Pl: it1=1, y1=1; u1=5;
Py:wy=1, y=2; uy=—1;
Pg:23=0, y;=2; ug=—4.

An denselben Stellen P, P,, P; wird das Ersatzdreieck fir die
Fléche v = g(z, y) gebildet. Der Schnittpunkt P’ der Dreiecksspuren
liefert eine Néherungslésung x = 0,67, y = 1,67 (Abb. 175).

In Abb. 176 ist die (x, y)-Tafel mit den Spuren der Flichen und ihrer Ersatz-
dreiecke gezeichnet. Wie der Punkt P’ wandert, die Giite der Anniherung also
schwankt, wenn die Probepunkte P andere Lage besitzen, kann aus Abb. 177
und 178 erschlossen werden. Wir halten P, und P, fest und lassen P, wandern;
dann #ndert sich die Lage der Ersatzdreiecke, damit auch die Lage ihrer Spuren
und des Naherungspunktes P’. Esentspricht also jeder Lage von P;im Netz Abb. 177
ein Punkt P’ in Abb. 178. Durchlauft P, eine Gerade x; = const, so wandert P’
auf einer Kurve, die nach demselben Wert x, = const beziffert ist; in gleicher
Weise ergeben sich Kurven (y;) als Bildkurven der Geraden y; = const. Der Aufbau
des Netzes (x3, y;) in Abb. 178 zeigt, daB das Verfahren sehr rasch konvergiert.

Wie sich in Anlehnung an die Newtonsche Niaherungsmethode die Benutzung
der Tangentialebenen gestaltet, ist in Abb. 179 an demselben Beispiel dargestellt.
Berithrungspunkt Py =P, (x =1, y = 2). Die Naherungslésung ist « = 0,78,
y=1,63.

Abb. 180.

Aus den vorhergehenden Betrachtungen ergibt sich eine duferst
elegante Ubertragung der Regula falsi auf zweidimensionale Aufgaben?,
insbesondere auf die Bestimmung komplexer Wurzeln (vgl. S.92).

Wenn die Flichen, welche die Funktionen (2) darstellen, durch
Ebenenstiicke ersetzt werden, treten an Stelle von (2) die linearen
Néherungsfunktionen

U=anT+ apy + a3, | 3)
V=0 Tt Gyl + gy
1 Scheffers, G.: Sitzgsber. Berl. Math. Ges. 1916, 8. 29. Uber die Fehlerregel.
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Damit wird aber eine affine Abbildung zwischen einer Ebene (z, %)
und einer Ebene (u, v) bewirkt. Eine Losung der Gleichungen (3) und
damit eine Néherungslosung von (1) wird nun dadurch gewonnen,
daB der 0-Punkt der (u, v)-Ebene in die (z, y)-Ebene abgebildet wird.

Die eingangs gewihlten Werte

Bn=1,p=1; 5=1,9=2; 2,=0, y=2
bestimmen in der (z, y)-Ebene die Punkte
Py, p,, Py;

durch

Uw=5,1m=2; U=—1,v,=4+1; ug=—4, v3=—3
werden die zugehérigen Bildpunkte

Ql ’ QZ H Q3
festgelegt (Abb. 180). Zur Abbildung von @' (u = 0, v = 0) werden die
Transversalen @, B;, @, B, und @; B, gezogen. Da das Teilungsverhaltnis
eine Invariante der Affinitéit ist, sind die Punkte 4,, 4, und 4, einfach
zu ermitteln, beispielsweise A; auf Grund von
PyA;: A3 Py,= @, B;: B;Q,.

Der Schnittpunkt P’ der Transversalen P, 4,, Py A4, und P;A, stellt
die Naherungslésung dar. Die Figur zeigt auBerdem die Spuren % =0
und » = 0.

Als wesentliches Merkmal dieser affinen Konstruktion ist anzusehen, daB sie
ohne Kenntnis der Koeffizienten ablauft. Bei der Bestimmung der Werte % und v
handelt es sich ferner nicht um die Losung einer Gleichung, sondern einfach um
Ermittlung von Funktionswerten. DaB diese Werte in der Umgebung einer Lésung

zu suchen sind, bedarf natiirlich keiner Betonung. — SchlieBlich sei kurz auf die
Losung linearer Gleichungen (S. 61) hingewiesen.

Verfahren zur Darstellung impliziter Funktionen.
Abb. 181.
Wenn das Kurvenbild einer impliziten Funktion

F (x,y)=0 )
dargestellt werden soll, setzt die Aufgabe, Wertepaare (x,y) zu er-
mitteln, jedenfalls die Auflosung von (1) nach x oder nach y voraus;
dies laBt sich aber nicht immer, bisweilen nur mit Aufwand erheblicher
Hilfsmittel bewerkstelligen. Fiir derartige Fille arbeitet ein eigenartiges
Abbildungsverfahren, das zuerst von Pirani! zur Verdichtung von
Kurvenscharen benutzt worden ist, auBerordentlich schnell.

An Stelle von (1), F(z, y) = 0, wird die Funktion

#=F (x, y) @)

1 Pirani: Z. ang. Math. Mech. 1923, S.235. Ferner Lehrb. d. Nomogr. 8. 31
bis 33.
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betrachtet. Wéhlt man zur Darstellung von (2) eine Netztafel mit dem
Netz (x, #), so daB sich also die Kurvenschar nach dem Parameter (y)
entwickelt, so bereitet der Entwurf der Tafel auch im allgemeinen
Falle keinerlei Schwierigkeiten, da es sich unter Festhaltung von y
nunmehr lediglich um die Ausrechnung der Werte z abhingig von z,
also um einfaches Einsetzen handelt.

Abb. 181 bezieht sich auf das Beispiel

F(z,y)=e%5% 4 sin (xy) —cosy — 0,5 =0.
Die Auflésung nach x oder y diirfte nur schwer durchfithrbar sein. Im
oberen Teil zeigt die Abbildung das Netz (x, #) und die Kurvenschar
(y) fiir
z2=1¢%%2% 4 gin (xy) — cosy — 0,5.
Mit y = const sind die cinzelnen Kurven leicht herstellbar.

Aus dem Netz (x, #) kann das Netz (z, y) auf geometrischem Wege
abgeleitet werden. Da die Funktion (1) aus (2) durch z = 0 hervor-
geht, handelt es sich hier allein um die Abbildung der z-Achse (2 = 0).
Jeder Punkt @ der z-Achse stellt ein Zahlenpaar (x, y) dar, das der
Funktion (1) gentigt. Unter Erhaltung der Abszissen wird der Bild-
punkt P in der (x, y)-Ebene auf derjenigen Linie (y) gewonnen, welche
dieselbe Bezifferung tragt wie die zugehérige y-Kurve im oberen Tafel-
teil. Abb. 181 zeigt die Abbildung von @ in P am Beispiel = 0,632,
y = 040.

Entsprechende Uberlegungen gelten fiir eine Darstellung im Netz
(#, y) mit der Kurvenschar (x). Der zugehorige Konstruktionsgang ist
in Abb. 182 fiir dasselbe Beispiel gezeigt. Hier kann die horizontale
Ubersetzung der Punkte z = 0 mit Hilfe der Zeichenschiene erledigt
werden.

Letzten Endes liegt den soeben besprochenen Darstellungen die
Regula falsi zugrunde. Wéhrend man aber bei Anwendung der Fehler-
regel jedenfalls schon Néherungswerte besitzen muB, die in der Um-
gebung von gesuchten Wertepaaren (x, y) liegen, ergeben sich nach dem
Abbildungsverfahren derartige Paare innerhalb einer leicht zu be-
stimmenden Folge und sogleich in der Genauigkeit, die fiir die Dar-
stellung von F(x, y) = 0 gewahlt wird.

Interessant ist die geometrische Deutung der in Abb. 181 und 182 vor-
genommenen Verzerrungen. Deuten wir z = F (2, y) in einem rdumlichen regu-
laren System (x, y, 2) als Fliche, so stellt in Abb. 181 das obere Bild die (z, 2)-
Projektion der Fliche dar, das untere Bild zeigt die (z, y)-Projektion, die im vor-
liegenden Falle lediglich die Spur der Fliche enthalt. Die Abb. 181 kann unmittel-
bar als Zweitafelprojektion im Sinne der darstellenden Geometrie gelesen werden.

Entsprechendes gilt fiir Abb. 182.
Deutungen dieser Art finden sich zeichnerisch ausgefiihrt bei Auerbachl.

1 Auerbach: Physik i. graph. Darstellungen, Tafel 123 (Zustandsfliche eines
idealen Gases). Ferner: Lehrb. d. Nomogr. Abb. 18, 19, 20.

Schwerdt, Nomographische Methoden. 12



90 Gleichuhgen.

Ermittlung komplexer Wurzeln beliebiger Gleichungen.
Abb. 183.

Eng mit der Darstellung impliziter Funktionen héngt die Be-
stimmung komplexer Wurzeln beliebiger (also auch transzendenter)
Gleichungen zusammen. Die Gleichung

F)=0, z=wx+iy )
fithren wir in die Funktion
F@)=w, w=u+1iv 2)

iber. Aus der Vergleichung der reellen und der imaginéren Bestandteile
ergeben sich die Funktionen
u=f (x’ 9),
_ 3)
v=yg(,y).
Zur Losung von (1) handelt es sich unmittelbar darum, in der z-Ebene
die Kurven
fl@,y)=0 und g(z,9)=0 @)
miteinander zum Schnitt zu bringen. Wenn die Einzeichnung dieser
Kurven (4) auf Schwierigkeiten sto8t, werden zunéchst die Funktionen
(3) dargestellt (Schema Abb. 183), und zwar » = g(z, y) im Netz (z, v)
mit der Schar (y) und » = f(x, y) im Netz (x, ). Durch Abbildung
der Achsen v =0 und % = 0 in eine (x, y)-Ebene ergeben sich dann
die Kurven (4)
f@,y)=0 und g(z,9)=0,
deren Schnittpunkte komplexe Wurzeln z 4 ¢y darstellen.

Der Ubergang aus der (z,v)-Ebene und der (z,u)-Ebene in eine
(z, y)-Tafel kann nun aber gespart werden, wenn die (x, v)-Ebene so-
gleich in die (z,u)-Ebene abgebildet wird. Wir bestimmen Werte z,
die zunéchst tiberhaupt erst reelle Werte w zur Folge haben, d. h. wir
bilden die Abszissenachse v = 0 aus der oberen Tafel mit Hilfe der
Schar (y) in die untere (x,u)-Tafel ab. Dies gelingt einfach mit Hilfe
von Schiene und Zeichendreieck. Jeder Schnittpunkt der Bildkurve
v = 0 mit der Abszissenachse u = 0 stellt eine Wurzel z dar, wobei
2 und y sogleich abgelesen werden kdénnen.

Abb. 184.
Beispiel:
z—e*=0. (1*)
Mit
z—ef=w (2%)

ergeben sich die Funktionen
U =2x—e*cos y,

(3*)

v=y—e®siny.
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Fir y=0,9 ... 1,4 ist die Abbildung der Achse v = 0 durch Pfeile
gekennzeichnet. Der Schnittpunkt B der Bildkurve mit der Achse
u = 0 liefert
2=032; y=134, d.h. 2=10,32 + 1,344.

Die Bildkurve v = 0 ermittelt (natiirlich innerhalb eines gewissen

Bereiches) sogleich auch komplexe Wurzeln der Gleichungen
F(z) —a=0, aParameter;

damit riickt die ,,Konstruktion in den Bereich nomographischer Dar-
stellung. So zeigt beispielsweise der Punkt A, der Schnittpunkt der
Bildkurve v =0 mit v = — 0,5, fir z —e? + 0,56 =0 die Wurzel
2=0,163 4 0,972¢.

SchlieBlich koénnen in F(z) =w auch komplexe Werte w vor-
geschrieben werden. Um

z2—e*=—05-+0,51
zu losen, hat man die Linie v = + 0,5 aus der oberen (z, v)-Tafel in
die untere (x, u)-Tafel abzubilden; der Schnittpunkt C der Bildkurve
mit # = — 0,5 ergibt den Néaherungswert
z=—0,2541247.

Wenn es die Schnittverhéltnisse anzeigen, wird man die Abbildung aus der

unteren (z, u)-Ebene in die obere (z, v)-Tafel vornehmen. Unter Umstéinden kann

es sich empfehlen, die Bildkurven als Mehrfachleitern auszubilden. Vgl. hierzu
Abb. 142,

Das vorliegende Verfahren wurde unter anderen Gesichtspunkten von Apt?!
im Anschlul an eine raum-zeitliche Darstellung imaginirer Elemente angegeben
und fiir die reduzierte kubische Gleichung durchgefiihrt.

Abb. 185 und 186.
Im Beispiel
z—ef=w (2%)
kénnen die Funktionen
u=x—e*cosy und v=y—e*siny (3%)
leicht in orthogonalen Funktionsnetzen durch Geradenscharen dar-
gestellt werden.
Schar (v). Netz: = e®, Hh=wv. (Abb 185).
Schar (). Netz: t=-cosy, yH=wu. (Abb.186).

Wihrend bei regulirer Darstellung (Abb. 184) die Ubersetzung der
Geraden v = const an Koordinatenlinien, also mit Schiene und Zeichen-
dreieck, erfolgen kann, miissen die Bildkurven v = const hier allerdings
punktweise mit Hilfe der Zahlenwerte = abgebildet werden. Dieser
Nachteil wird jedoch durch den Vorteil geradliniger Darstellung bei
weitem aufgewogen.

1 Z. math. naturw. Unterr. 1929, S. 210—213.
12*
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Punkt B liefert fiir z — e? = 0 die Wurzel z = 0,32 4 1,347,
Punkt C fiir 2 — e? 40,56 — 0,5¢ = 0 die Wurzel z = — 0,25 4 1,24,
Abb. 187.

Die Regula falsi im komplexen Gebiet. Zur Verschirfung der Nahe-
rungswerte wendet man die Regula falsi in unmittelbarer Anlehnung
an die Abbildung der z-Ebene in die w-Ebene an.

Liegen drei Néherungswerte z,,2,,2; so dicht (Dreieck P; P, P,
der z-Ebene), dafl die Bildpunkte w,, w,, w; ebenfalls ein kleines Drei-
eck bestimmen (@, @, @), so darf die Abbildung in erster Naherung
als affin angesehen werden. Der zum 0-Punkt w = 0 gehorige Original-
punkt z stellt dann eine bessere Anniherung an die gesuchte Wurzel
dar. (Vgl. hierzu S. 87 bis 88, Abb. 180.)

Abb. 187 gibt eine Verbesserung der Wurzel B aus Abb. 184.

V. Funktionen.

Tabellenrechnungen.
Abb. 188 und 189.
Quadratische Interpolation.
Wenn in einer Zahlentafel y = f(x) die quadratische Interpolation
angezeigt ist, betrigt der Zuschlag

Ay =(7) -4+ (%) 4,
wobei A, die erste Differenz, 4, die zweite Differenz und
0=m==1.

Die Interpolationsformel ist durch zwei verschiedene Nomogramme
dargestellt.

Abb. 188 geht von 4, und 4, aus und bestimmt Ay innerhalb des
Netzes. Ein Nomogramm dieser Art eignet sich in erster Linie dazu,
an einer bestimmten Stelle x der Tafel mehrere Einschaltungen vor-
zunehmen: A, und 4, sind also bleibend, und die Werte 4y werden
abhiéingig von m an der festgehaltenen Ablesegeraden ermittelt.

In Abb. 189 148t sich einfacher ablesen, welchen EinfluB das Glied
mit 4, als ,,Korrektion* ausiibt.

Ansatz:
Abb. 188. Abb. 189.
2, =0, yp=5-4;; z, =0, yn=4-4y;
z, = 100, Yo =5-4,; x, = 50, Yo =5-4;;
- m —1 __ 10-4y __ 200m __10m(m —1)
=100 . B =t D) | BT am—5' B am—5 -4,

[mm; Verkl. 0,6.]
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Abb. 190.
Unsicherheit von Logarithmus und Numerus. In einer vierstelligen
Tafel fir
y=logax
iibertrigt sich die Unsicherheit der Mantisse M um n Einheiten der
vierten Stelle auf N Einheiten der vierten Ziffer des Numerus:

N~023-10%-n.
0Ll
Abb. 191.
Wenn
Y =logsina

um 7 Einheiten der vierten Stelle unsicher ist, betrigt die Unsicherheit
des Winkels
N'~0,793-tgac-n.
Die Leiter (tg ) wird unmittelbar nach logsin # beziffert. Die
Tafeldifferenz A prol’, A4 =1,26-ctgx, ist als Doppelleiter ein-

gezeichnet.
Abb. 192.
Fir
y=logtgx
ist der Winkel um
N’'~0,396sin 2.1

unsicher, falls log tg # um = Einheiten der vierten Stelle variiert. Die
Leiter log tg « tragt zwei Belegungen.

Abb. 193 bis 195.

Interpolationsfehler. Bei tabellarischer Darstellung einer Funktion y = f(x)
wird die kontinuierliche Wertemannigfaltigkeit y in eine diskontinuierliche Werte
folge ,,zerhackt®, indem alle Werte y, die in ein Intervall y,—h <y <yo+h
fallen, durch dieselbe, um héchstens % auf- oder abgerundete Zahl y, gekenn-
zeichnet werden. Ein graphisches Bild dieser Zuordnung ergibt sich, wenn parallel
zur z-Achse Streifen von der Breite 2 & angelegt werden; alle Funktionswerte,
die in denselben Streifen fallen, erscheinen dann in derselben durch Auf- oder
Abrundung entstehenden Zahl.

So werden in Abb. 193 die Funktionswerte logsin z fir z = 21°0,1,
xz =21°0,2" und = =21°0,3" bei vierstelliger Rechnung durch dieselbe Zahl
9,5544 — 10 bezeichnet; ebenso ergibt sich fiir x = 21°0,4 bis 0,6’ und z = 21°0,7
bis 0,9’ jeweils eine gemeinsame Abrundungszahl, da die entsprechenden Bildpunkte
in ein und demselben Streifen liegen.

Es mogen einer vierstelligen Tafel die aufeinander folgenden Werte

z Y
Zo Y% 4 (1)

y Y1
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entstammen, wober das Gefiige der Tafel eine lineare Interpolation zulasse.
Eine genauere (also mindestens fiinfstellige) Tabelle gibt am gleichen Platze die
Werte:

z Y

%o Yo+ 2)
oy P

Auch hier sei auf Grund des Tafelgefiiges die lineare Einschaltung gestattet.
Die Interpolation in Zehntelschritten (m =1,2,...,9) fihrt nun in der

Tafel (1) an der Stelle x, + % (%, — z,) auf den Zahlenwert
y=y+ 154 +8(m, 1),
wenn 6(m, 4) den von m und von der Endziffer der Differenz A abhingigen Auf-

oder Abrundungsbetrag der Proportionalteile bedeutet, angegeben in Einheiten
der vierten Stelle.

Beispiel:
m A=12 A=13
1 6=—02 6=—03
2 — 04 + 0,4
3 + 0,4 +0,1
4 40,2 — 0,2
5 0 +0,5
6 —0,2 + 0,2
7 — 0,4 —0,1
8 + 0,4 — 04
9 -+ 0,2 -+ 0,3

Fiir denselben Abszissenwert z, + 0,1-m-(x; — ,) liefert die genauere Tafel (2)
den Funktionswert

_ m
?/=?/+to+m(y1+t1—yo_to),

wobei der Abrundungsbetrag der Proportionalteile, da er erst in eine spétere Stelle
eingeht, hier nicht beriicksichtigt wird.
Nach Umformung ergibt sich

y="to+ 154+ ot gt — 1)
=y+F.
F=—d(m, )+t +35 (t1—t). ®)

Der aus der vierstelligen Tafel ordnungsgemiB ermittelte Funktionswert y bedarf
also (in erster Naherung) einer Korrektion F'. Es zeigt sich nun, dal F sehr hiufig
den Betrag von % Einheit der letzten (vierten) Stelle iibersteigt, so da$ also das
Interpolationsergebnis um eine (ganze) Einheit der letzten Stelle falsch erscheint.

Die Abb. 193 und 194 zeigen derartige Félle. Interpoliert man log sin 2
zwischen x = 21°0’ und z = 21° 1, so legt man von der Streifenmitte bei 21°0”
zur Streifenmitte bei 21°1’ die Gerade und gibt fiir die Zwischenwerte « als Funk-
tionswert jedesmal die ,,Nummer* des Streifens an, der den Schnittpunkt der
Interpolationsgeraden mit der gewshlten Linie («) enthélt. Die genaueren Werte
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sind durch Einzelpunkte dargestellt und die fehlerhaft interpolierten Zwischen-
werte, die also bereits in einen Nachbarstreifen fallen, durch volle Punkte der
richtigen Werte hervorgehoben (z. B. Abb. 193 10 - logsin 21°0,1’ = 9,554 4,
Interpolationsergebnis 9,554 3). Abb. 194 stellt einen Interpolationsschritt dar, in
dem vier Zwischenwerte fehlerhaft werden.

Abb. 195,

Fiir Differenzen mit der Endziffer 5 kénnen allgemeine Erorterungen nicht
Platz greifen; das Entsprechende gilt fiir alle Differenzen 4 mit ungerader End-
ziffer an der Stelle m = 5; in beiden Fallen ist die Art der Auf- oder Abrundung
von weiteren Zifferngruppen abhingig.

In(3) setzen wir statt der Korrektionen ¢, und #, sofort die Endziffern e, und e,
der fiinfstelligen Funktionswerte; dann ist auch d(m, 4) in Einheiten der fiinften
Stelle anzugeben. Fiir jede der Endziffern 1,2, ... 4,6, ... 9 von 4 wird
eine Fluchtlinientafel entworfen. Die Leitern fiir F sind nicht beziffert, sondern
jedesmal nur so weit ausgefiihrt, als der Wert F' den Betrag von 5 Einheiten der
fiinften ((n + 1)ten) Stelle iibersteigt. Fehlerhaft werden diejenigen Einschaltungen,
fiir welche die Fluchtlinie die zugehérigen m-Strecken schneidet.

Beispiel I (im AnschluB an Abb. 193):
10 4 log sin 21°0’ = 9,5543 8; ¢, = 3.
10 4 logsin 21°1’ = 9,5546 6; e, =6.
In der vierstelligen Tafel ist 4 = 4. Die Fluchtgerade in dem Nomogramm A = 4

(unten links) durch e, = 3 und e, = 6 schneidet die Strecken m = 1 und m = 9,
die Einschaltungen bei 0,1’ und 0,9" werden fehlerhaft.

Beispiel II (im Anschlul an Abb. 194):
10 + log sin 1790’ = 9,4659 4; ¢, =4.
10 + logsin 1701’ = 9,4663 5; ¢, =5.
Die Fluchtgerade zeigt an, daBl die Einschaltungen mit m =1, m =3, m = 6

und m = 8 unrichtig werden.
In welchem Sinne der Fehler jedesmal liegt, bedarf keiner Erliuterung.

Ansatz:
z,=0, ¥, = t, (Bezifferung nach e,).

z, =10, y, =1, (Bezifferung nach e,).
zz=m, yYy;=F-+d(m).
[tos 1, F und ¢ in Einheiten der fiinften Stelle.]

Abb. 196.
Mittelwerte. Das arithmetische Mittel M = % stellt sich auf regu-

lirer Leiter als Schwerpunkt der Bildpunkte der Zahlen z dar. Ent-

sprechend kann das geometrische Mittel @ = T/xl z, ...z, auf einer

2logx
n

logarithmischen Leiter gefunden werden, da log G = ; hierbei

sind die Bildpunkte mit gleichem Gewicht zu bewerten. Das harmo-
nische Mittel H ist Schwerpunkt der Bildpunkte x auf einer reziproken

Leiter, wie aus 1: H = (2 1 ):n folgt.

x
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Beispiele: n=4; 2,=3, 2,=4, 23=9, 2,=12. M =1,
G=6, H=5,14 ... sind Schwerpunkte der eingezeichneten Bild-
punkte.

Abb. 197.

Fiir zwei Zahlen ¢ und b lassen sich M, G und H in einer
Fluchtlinientafel darstellen, da ¢ und & Wurzeln der Gleichung
22— 2M-24+G2=0 sind und G2= M-H.

Beispiele: a=10,8, b =32, Die Fluchtlinie zeigt @ =1,6,
M=2, H=1,28.

Wenn a = b, ist die Ablesegerade Tangente an den Halbkreis (a, b),
sie schneidet dann auf simtlichen drei geradlinigen Trigern jeweils unter-
einander gleiche Zahlenwerte aus (¢ = b = 0,5; @ = H = M = 0,5).

Da die Leiter (H) regulir ist, konnen alle Teilungen durch ,,Pro-
jektion in sich‘, also rein konstruktiv, aufgebaut werden.

Der Mittelwertsatz.
Abb. 198 bis 200.
Im Mittelwertsatz

(@IW-T@ _ (4 0h), 0<9<1

ist 9 von  und & abhingig; ¢ bestimmt den Berithrungspunkt der Tan-
gente, die parallel zur Sehne des Intervalls z ... x +h verlduft.
Abb. 198 zeigt diese Abhéngigkeit am Beispiel

f (x) = sinz,
und zwar fir x=0...0,5 und —0,4 <h < 4+ 0,4, so daB die in
der Umgebung eines Wendepunktes vorliegende Besonderheit hervor-
tritt.

Man erkennt, daB der Wert 9 fiir 0 < A < 0,4 dicht bei  (zwischen
0,5 und 0,6) liegt. Wenn A << 0, ist es moglich, da der Wendepunkt
(z = 0) der Sinuslinie in das Intervall « ... « - A féillt. Dann ergeben
sich zwei Tangenten parallel zur Sehne und dementsprechend auch
zwei Werte ¢. (Siehe Skizze Abb. 199.)

Beispiel: 2=0,1; h=—0,2. ¥, =0,208,
?y =0,792.
In Abb. 200 ist ein Teilbereich in groBerem MaBstabe dargestellt.

Abb. 201.
Setzt man x=a, * +h=0>b, v +9h=2¢§, so fiihrt die Form
FrO)—f@y=0—a)-f'(§), a<&=<b
stets auf eine iibersichtliche Leitertafel. Abb. 201 bezieht sich weiter
auf das Beispiel f(x) = sin .



Der Mittelwertsatz. Tafel 87 und 88. 97

Ansatz: 5 =cosé, 1,=0,
sin o 1
2=='7;': P, = — 7z r=a,

a
rz=5b>

I

[dm; Verkl. 0,5].
Beispiel: a=0,7; b=20. &=1,365.

Wenn b —>a, so strebt auch & —a; die Ablesegerade wird Tangente
des Trégers (a,b).

Um den gesamten Bereich a,b =0 ... z darzustellen, wurde auf
die Tafel eine projektive Abbildung derart ausgeiibt, daBl die unzugéing-
lichen Teile des Trégers (a,b) und der uneigentliche Punkt in erreich-
bares Gebiet fallen, dal aber die Leiter (£) in ihrem ganzen Verlauf
invariant bleibt. So wird es moglich, beide Darstellungen zu iiber-
lagern. Der projektiv verzerrte Tréger ist in diinner Linienfiihrung ein-
gezeichnet; das Beispiel ¢ = 0,7, b = 2,0, & = 1,365 ist wiederholt.

Ansatz: I; = cosé, h, =0,
—4.sinx 2
=114 * 2=134z T=0
x=1b
[dm; Verkl. 0,5].
Abb. 202 und 203.
Anniiherung einer Funktion durch eine Potenzreihe.
Beispiel:
1
y=1—%- (1)

Die Néherungsparabeln
ypn=14+zt+a2t+ad4... (2)

schmiegen sich der Hyperbel (1) im Konvergenzbereich

—-l<z<l
an.

Wenn die Entwicklung (2) dem Funktionswert (1) so nahe kommen
soll, daB (1) und (2) bis zur p*® Dezimale (hinter dem Komma) iiber-
einstimmen, muf}

1

zn+1
<7z

l1—2

-10-2 (3)

|3/"'an=

sein. Hierbei ist zwischen z < 0 und 2> 0 zu unterscheiden. Beide
Fille sind in der Leitertafel Abb. 203 in Uberlagerung dargestellt.
Schwerdt, Nomographische Methoden, 13
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Ansatz:
61“_':0: 7]1=’n,
§=1, n, = — 10p,

_ 1 __ —10[log(1 — &) —log2x]
53“1~101ogx’ M= 1—101ogz » @>0),
. 1 « _ — 10[log(1 — z) — log (— 2)]

& T 1—10log(—=)’ s = 1 —101og (—2) , (®<0).

Beispiel: An der Stelle x = 0,8 miiite man die Reihe (2) bis zum
Gliede %! erstrecken, um dem Funktionswert (1) auf p =3 Stellen
nahe zu kommen.

Mift man den ,,Abstand* s zwischen Hyperbel und Schmiegungsparabel auf
der orthogonalen Trajektorie, so ergibt sich in erster Niherung

s = (]_._m)xn+!.
I+a—ay

Die zugehérige Teilung (z) ist in der Abbildung auf gestricheltem Tréger dar-
gestellt.

<%10-7.

Das Gaullsche Fehlergesetz.
_h e
qz(s)-v;;e Lt 1)

Abb. 204.

Bei Darstellung im regulidren Netz (e, ¢) ergeben sich in Abhingig-
keit von & Glockenkurven, von denen Abb. 204 je einen Halbzweig
& = 0 fiir einige Glieder % zeigt. Die Hiillkurve der Schar, die Hyperbel

. = —_— > 2
p-é Y2me @
ist zugleich Ort der Wendepunkte; der zwischen Hiillkurve und den
Achsen liegende Teil der Ebene trigt eine zweifache Belegung.

Abb. 205.

Zeichnerisch deutlichere Bilder erhdlt man durch ,,Wechsel der
Verinderlichen”“. Im Netz (k, ¢) ergibt sich eine einfache Belegung,
die einen spitzen Winkel erfiillt. Der Ort der Maxima (M),

-1
kann als ,,Bild*“ der Hiillkurve (2) aufgefat werden. Die Wendepunkte
der Schar (g) liegen auf der Geraden (W):

1
—ev'—-—n—h.

h,



Das GaufBische Fehlergesetz. Tafel 89 und 90. 99

Abb. 206.
Nach Logarithmierung zeigt sich, daBl die Schar () aus Abb. 204
im Netz

§=¢, n=logy 3)
gestreckt wird.
Abb. 207 und 208.
Fluchtlinientafel fiir das Fehlergesetz. Da
logp =logh — h?etloge — $log

in (log @) und (£2) linear ist, 148t sich eine Fluchtlinientafel mit geraden
Leitern (p) und (¢) entwerfen, die der Abb. 206 dual ist.

Ansatz: % =0, ¥y, = 1,737 &%,
Z, = —15, Yy, =2,342 4+ 18logp,
=30 _ 37,9+ 36logh
BT 2019k YsT T 20rom °

(Die freien Parameter des Ansatzes wurden vorgeschriebenen Bereichen
angepaft). [dm; Verkl. 0,55].

Die Darstellung zeigt in Ubereinstimmung mit Abb. 204 deutlich,
daB die Anderung von ¢ im Bereich ¢ = 0,4 ... 0,5 zwischen h =1
und » = 2 gering ist. Fiir kleine Werte % ist die Funktion ¢ gegeniiber
Anderung von ¢ sehr trige, wie aus dem Verlauf der Leiter () hervor-
geht.

Fiir groBere Werte ¢ wird die quadratische Leiter (g), y, = 1,737 &2,
bald unhandlich; daher ist bei Fortsetzung der Bereiche eine projektive
Verzerrung angezeigt, die den uneigentlichen Punkt y — oo in einen
eigentlichen Bildpunkt iiberfiihrt. In Abb. 208 ist auf einen Grund-
entwurf:

=0, Yy, = 0,579 ¢%,

z,=1, Y= 2,3 +logg,
4 _ 4(2,051 + logh)

BTIrsr BT T fy3m

die Projektivitit
_ —8xz _ 10y
t=3y55° 9 3555
ausgeiibt worden [dm; Verkl. 0,55]. Die Leiter (¢),

57918
=182 +35°

hat eine reguldre Stelle bei ¢, ~ 1,2.
13*
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Abb. 209 und 210.
Fiir das Fehlerintegral

x
@ (x) =%fe~““dw (4)
0
ist die gebrochene rationale Funktion
6 x
f(x) = P Ea (5)

bei x -0 eine gute Néherungsfunktion, wie sich aus den Reihen-
entwicklungen ablesen 1aBt. Den absoluten Betrag der Verbesserungen
|f(xz) — D(x) | gibt Abb.210 im einfach-logarithmischen Netz. Bei
z = 1,63713 ist f(x) = @ (x); das logarithmische Bild der Verbesse-
rungen mufl daher an dieser Stelle einen Pol besitzen. Das Maximum
| (@) — D ()| = 0,00459

liegt bei z = 1,210.

Abb. 211.

In einem Netz

E=b-1t, n=ce-ar (6)
fithrt die Beziehung ¢ = ¢’ auf
a
-
n=ce % .
Wahlt man also
h a
C=——= und T = ncz s
-Vn b2

8o erhilt man eine Fehlerkurve (1), wenn man die Netzpunkte ¢ = ¢’ verbindet.
Da sowohl die Leiter £ als auch die Leiter # fiir ganzzahlige Parameter ¢ bzw. ¢’
rein geometrisch mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann, ergibt sich auf
diesem Wege eine Konstruktion der Fehlerkurvel. Das System (6) enthilt einen
iiberzahligen Faktor; infolgedessen kann die Konstruktion beliebig verdichtet
werden; allerdings ist der zeichnerischen Ausfiihrung dieses Rekursionsverfahrens
bald eine praktische Grenze gesetzt.

Einige durch Integrale bestimmte Funktionen.
Die Grundintegrale
J=li@dz=9(@)—9g(0)

lassen sich in einfacher Weise als Doppelleitern ausbilden. Legt man der Dar-
stellung die regulire Leiter (J), also die Funktionsleiter (x) zugrunde, so kann auch

EN
J=sz(x)dx = @ (%) — @ (21)

1 Nach einer pers¢nlichen Mitteilung von Felix Wolf.



Einige durch Integrale bestimmte Funktionen. Tafel 91 und 92. 101

unmittelbar mit dem Zirkel zwischen den Marken z, und =z, abgegriffen werden
(Stechzirkelnomogramm, Rechenstab). Da die Voraussetzung, daB J regulir er-
scheine, aber nicht immer vorteilhaft oder erfiillbar ist, wird man auch auf den
Summentyp

J+ @) — @) =0

zuriickgreifen, der sich durch Verzerrungen schmiegsamer gestalten 1a8t.
Enthélt f(x) und damit auch ¢(x) Parameter, so ergeben sich mehrteilige
Tafeln.

Abb. 212.
*o
J=ftgw da =1Incosz, — Incosz,.
et

Der unmittelbare Ansatz eines Additionstyps fiihrt im vorliegenden
Falle zu keiner schénen Darstellung. Es erscheint vielmehr zweckmiBig,
nach Umformung

J _ coszy
" cosz,
eine Produktform zu wihlen; die Leitern werden in ihrem Gefiige iiber-
gichtlicher, wenn Potenzleitern benutzt werden:
__cost,

enJ
cos"x, ’

wobei n ein freier Parameter ist. Falls  im GradmaB bestimmt wird,
ist es empfehlenswert, fiir » eine gerade Zahl zu setzen. Abb. 212 ist
mit » = 4 entworfen:

L =0, 9, = 2. costz,,

=1, h, = 1,56 — costx,,
3 3
=g =3
[dm; Verkl. 0,6]. Regulire Stelle J ~ 0,17,
Vgl. hierzu S. 16, Abb. 22.

Abb. 213.
J=fw"dm, n<=—1.
Ansatz: 1, =0, h, =logx,
n=1,  9=—logJ,
2 _log(n+1)

&= 3+n’ 37 34
[dm; Verkl. 0,6].
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Ablesebeispiele:

0,25d 1

1 221, n=—=%, 2=025, J=1
& 2
0
4

2 2 _ 4. n=—2L, v=4, J=1
Jz 2
0

Die Ablesegerade schneidet im Beispiel 2 die Leiter (n) ein zweites
4

Mal in n =0; [dz =4 (siehe Abb. 214).
0

Abb. 215. .
_f_ dx 1. a4
J_o at—x2~ 2 In a—x°
zr=a-3TgJ.

Ansatz: L=0, ==,
=4, §,=10—a,
By =5 (1 — ¢2) = 2,5%;.
[cm; Verkl. 1:1].
Abb. 216.

1

927 @)= (fa+ bm— 1a)

at+bdbx
0V+

Die Umformung
J2b+4J Ya— 42, =0

weist auf drei Darstellungsmoglichkeiten in Fluchtlinientafeln mit
Netzen:

Die Funktion Geradlinige

ist linear in Leitern Netz-Kurven

(1) Ja und =z, (@) und (2,) () und (J)
(2) b, ®) 5 (%) (@ » (J)
@1 Yo, b [ @, 6| @ » )

Von diesen Tafeln zeichnet sich der Entwurf (3) durch eine gewisse
Symmetrie in Darstellung und Ablesevorschrift aus, da die Parameter
@ und b die Lage des Ablesefadens bestimmen, der innerhalb des Netzes
nun als (variable) Doppelleiter erscheint, indem zusammengehérige
Werte x; und J lings eines festgehaltenen Fadens abgelesen werden.
Wir geben hier lediglich den Entwurf (3) bildlich wieder.
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Ansatz: =0, y; =10-b,
t, =150, »=20-Va,
300 _ 40-z,
=317’ Bs=Jern:
2
Schar (z;): 9 = B s =g &
[mm; Verkl. 0,6].
Abb. 218. N
dx
J—£a+ bx
Umformung :
z __&v—-1 ¢
@ b
Darstellung in einer zweiteiligen Netztafel mit Rechenlinien (¢).
Beispiel:
2,7 P
x
1—,8—-|:1_,5_x— = 0,786 .
0

Aus z = 2,7 ergibt sich mit ¢ = 1,8 im rechts gelegenen Tafelteil
ein Ablesepunkt; die zugehérige wagerechte Rechenlinie schneidet im
links gelegenen Tafelteil die Kurve b = 1,5 bei J = 0,786.

Abb. 219.

Ansatz: L =0, h,=mn,
=38, 2= —4-loggp,
8 4.x-loge-a
B =1 4logz’ 7= T+4logs °
[em; Verkl. 0,5].
(Die g-Achse des Konstruktionssystems geht schrig nach rechts oben durch
n=0und ¢ = 1.)

Abb. 220.

J= focne—wdw— e
Ansatz: L=0, 1), = loga,

1
L=—05, = -——IOgJ,

1 log (n!)
?23-—n_1, t)3 n—1"

[dm; Verkl, ],
(Die g-Achse des Konstruktionssystems geht schrig nach rechts unten durch
a=1und J=1.)
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Funktionen mit komplexem Argument.

Die im folgenden dargestellten Funktionen e?, sin z und tg z definieren ebene
Koordinatensysteme, die bereits oben (Abschnitt II) behandelt worden sind.
Unter geeigneten Verzifferungen kénnen die Nomogramme fiir die Ubergangs-
formeln zwischen verschiedenen Koordinatensystemen sogar unmittelbar zur
Auswertung der Funktionen benutzt werden. Die folgenden Ausfiihrungen stehen
aber unter neuen Gesichtspunkten, so daf es ratsam erscheint, auch besondere
Tafelformen anzusetzen.

Die Exponentialfunktion und der Logarithmus.

w=e? Z2=Inw

w4 v = e=tiv z+iy=In(u-+iv).

(1)

Zwischen den reellen GréBen 2 und y sowie 4 und » bestehen die
Gleichungen:

u=e*-co8Y, (2) u2+’¢}2 =e2m,
v=e"-giny, viu=tgy.

®)

Abb. 221.

Im reguliren Netz (u,v), d.h. in der reguliren w-Ebene, ergibt
sich nach (3) eine Schar konzentrischer Kreise (z), Mittelpunkt im
0-Punkt, Radius e*. Der Bereich x << 0 erfiillt das Innere, der Bereich
x> 0 das AuBere des Einheitskreises. Die Werte y werden durch die
Glieder eines Strahlenbiischels mit dem 0-Punkt als Triger dargestellt.
Da sich die Strahlen (y) mit der Periode 2 7z wiederholen, erweist sich
die Ebene als Riemannsche Fliche; die Funktion e hat die Periode
2mi. Zwischen y = 6 und y = 27 ist die Zeichnung ausgespart. Be-
schrinken wir uns auf die Hauptwerte (y zwischen 0 und 2 7), so gehen
durch jeden Punkt (#,v) genau eine Linie (z) und eine Linie (y),
und jeder Schnittpunkt (z, y) bestimmt genau ein Wertepaar (u, v).
Die aus der Theorie der konformen Abbildung bekannte Figur kann
sogleich als Netztafel fiir ¢ und In w benutzt werden. Wihrend man in
der Funktionentheorie zwischen einer Funktion und ihrer Umkehrungs-
funktion unterscheidet, je nachdem man die Koordinatenlinien (x) und
(y) in die regulire w-Ebene abbildet oder umgekehrt verfiahrt, tritt
diese Scheidung fiir die nomographische Betrachtungsweise zuriick.

Die Bezichungen (3) zeigen, daB die Funktion w = e* den Ubergang zwischen
einem kartesischen System (u, ) und einem Polarkoordinatensystem (r, @) voll-
zieht, wenn

ee=r, d.h. z=Inr
und y=¢
gesetzt wird (vgl. S. 23).
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Abb. 222.
Durch Verzerrung
t=u?, fH =12

ergibt sich eine Streckung der Kreise der w-Ebene; die Schar (y) bleibt
als Strahlenbiischel, wenn auch mit anderem Gefiige, erhalten. Der
gesamte Bereich der primitiven Periode 0 << y << 2x erfiillt nunmehr
den (ersten) Darstellungsquadranten. Die Strahlen sind durch Richtungs-
linien am Rande festgelegt, so daB die Ablesung mit Hilfe eines Fadens
oder eines Lineals erfolgen muB. Dadurch ist die Darstellung innerhalb
der gesamten Periode erméglicht worden; die Beschriftung des Bildes
1Bt die Vorzeichen von # und » hervortreten.

Gemeinsames Beispiel fiir Abb. 221 bis 224:

z=0,13 + 0,66 ¢ (Beschriftung y am innersten Rande);
w=09+071%.
Abb. 223.

In der reguliren z-Ebene wiederholt sich das Gefiige der Tafel
in den Parallelstreifen y=n-2x ... (n +1)-2x, wodurch die
Periode der Funktion augenscheinlich wird. Die Tafel gestaltet sich
fir Werte x << 0 nomographisch giinstiger als Abb. 221.

Wenn man die Vorzeichen von % und v auf Grund von (2) auswertet,
ist fiir die Darstellung bereits der Streifen 0 < y < 4 & hinreichend;
aus zeichnerischen Griinden wird man von diesem Umstand aber besser
bei anderen Tafelformen Gebrauch machen.

Abb. 224.

Auf Abb. 222 ist eine Projektivitidt derart ausgeiibt worden, da8 die
Parallelscharen (#) und (v) in Strahlenbiischel, das Biischel (y) in eine
Parallelschar iibergehen und die Parallelschar (x) als solche erhalten
bleibt. Dabei kann der Schnittwinkel der Scharen (x) und (y) gleich
90° gemacht werden. Projektive Bilder dieser Art haben — abgesehen
von der etwas schwierigeren Ablesevorschrift — den Vorzug, daB sich
das Feld des Netzes von weiteren Darstellungslinien frei halten 1a8t.

g_28ty-1 _r+2p-1
“Ta+y Ty

Bildebene:

" O T
Schar (u): Triger: &=1, 7 =2. Anstieg: 1=
Schar (v): Trager: £=2, n=1. Anstieg: %—_T_-Z;
Schar (x): E4+n=3—2e"22
Schar (y): & —n=cos2y.

(Die Lage des Konstruktionssystems (&, %) ist durch Pfeile angedeutet.)
Schwerdt, Nomographische Methoden. 14
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In den Scheitelpunkten werden Féaden oder drehbare Lineale be-
festigt, deren Stellung am Rande durch die Marken % und v festgelegt
wird. Das Ablesebeispiel zeigt die Sonderlage

x=013, y=066; =090, v=0,70.

Die vorliegende Tafel kann unmittelbar als Streckung der Abb. 223
angesehen werden: die Parallelscharen (x) und (y) eines Streifens
y =0 ... }x sind als solche invariant geblieben, ihr Gefiige ist so ge-
andert, daB die Kurven (u) und (v) aus Abb. 223 in die Strahlen ()
und (v) iibergehen. Die Verwandtschaft tritt bei entsprechender Drehung
der Abbildungen deutlich hervor.

Abb. 225.

Fluchtlinientafel fiir 0 = e€* und # =In w. Auf Grund von (3) kann
die Funktion in einer Leitertafel derart dargestellt werden, dall durch
Einstellung von z, d. h. von z und y, zugleich beide Werte % und »
abgelesen werden konnen:

Ansatz: & =0, 1, = u?,
§2=7,5, 772:12,5_%”2,
&3 =15, ng = 25 — €22,

5 25
Ns =—§—£4 = —2—+——tg2—y- . [Cm; Verkl. 0,4].

Der Sinus und verwandte Funktionen.
w = sinz z =arcsinw
u+t+iv=sin(®x+1iy) | * + 1y = arcsin(u 4 iv)
u = sinz - Cof 9,

(1)

@)

v =cosz-Giny.
Abb. 226.
In der reguliren w-Ebene definiert die Funktion ein elliptisches
Koordinatensystem

mit a=1 und 1= Giny, wenn A>0,

A= —cos?x, wenn A<O0.
Hyperbeln:
u? v?
sin’z  costz  ?
Ellipsen:

u? v?
CoPy T Gty
Die Funktion braucht nur fir y > 0 dargestellt zu werden, da der Zei-

chenwechsel von y auch einen Zeichenwechsel von v bewirkt, wihrend
u allein von | y | abhéingt. Entsprechendes gilt fiir .

=1.
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Fir y =0 ergibt sich die zwischen den Brennpunkten liegende
Strecke, auf der die Hyperbeln eine Leiter % = sin # ausschneiden;
bei z = 0 fallt die Darstellung in die v-Achse, die eine Leiter » = Gin y
trigt. — Die Ebene ist eine Riemannsche Fliche; w = sin z hat die
reelle Periode 2 7.

Abb. 227.
Ein doppelt quadratisches Netz

t=u?, Yh=1°

streckt siamtliche Bildkurven der w-Ebene. Die Geraden (z) und (y)
sind Glieder einer Schar mit gemeinsamer Hiillkurve (Kegelschnitt).
Vgl. 8. 25.

Abb. 228.

Regulire z-Ebene. Die Darstellung ist fiir den Bereich
—n £ # < + & entworfen; sie wiederholt sich in allen Vertikalstreifen,
die um die Periode 27 verschoben sind. Auch hier ist bei geeigneter
Kennung der Vorzeichen eine Beschrinkung auf einen Viertelstreifen
der Periode mdoglich.

Abb. 229.

Fluchtlinientafel fiir «w =sin #. Leitertafeln, die aus Abb. 227 dual
hervorgehen, enthalten geradlinige Leitern (u) und (v); die Teilungen
() und (y) liegen auf demselben Triger, und zwar auf einem Kegel-
schnitt. Es wurde ein Entwurf mit parabolischem Triger gewihlt.

Ansatz: § =0, 7, = u?,
§2=1: 772=2—7)2:
& =CofPy, 7, =Coffy-3—Cof?y),
£ =sin?z, %35 =sin2z-(3 — sin?x);
Triger (3): 7n=3§&— &2,
Nomogramme fiir die Funktion w = cos z entwickeln sich in gleicher Weise
wie Tafeln fiir w = sin 2. Infolge
cosz = sin (3 @ — 2)
kénnen die vorliegenden Darstellungen ohne weiteres auch zur Auswertung von
cos z benutzt werden, wobei lediglich einfache Verzifferungen vorzunehmen sind.
Wiirde man « im GradmaB bestimmen, so kénnte man das Gefiige einer Schar
oder Teilung (%) sogleich fiir (90° — x) heranziehen; im BogenmaB wird eine neue

Teilung erforderlich, die in Leitertafeln verhaltnismiaBig leicht, in Netztafeln
allerdings schwieriger unterzubringen ist.

Auch die hyperbolischen Funktionen

w=0Ginz und w=_Eofz
14*
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ergeben keine wesentlich verschiedenen Formen.
w + 140" = Gin (2’ + iy’),
i(u' + i) = sinfi(z’ + iy")],
Fo'+iu =sin(Fy 4 i2).
Die vorliegenden Tafeln werten also
w=@Cinz
aus, wenn die Werte z = %’ 4 12’ und w = v’ 4 1u’ eingestellt werden: y’ wird
durch die Leiter oder Schar (x), 2" durch die Folge (y) dargestellt, v wird an der
Teilung (), schlieBlich «’ bei v abgelesen.
Mit ahnlichen Verzifferungen liefern die Tafeln auch
w = Cojz = Cof (' + 1y’) .
Abb. 230.

Auf zwei einander parallelen Tangenten des Einheitskreises bestimmt eine
beliebige Tangente Abschnitte ¢ und ¢/, die einander reziprok sind (¢-¢' = r2).
Entwirft man also auf einer Tangente die Leiter ¢ = e®, so wird auf der parallelen
Tangente durch eine beliebige den Kreis berithrende Ablesegerade die Strecke
¥’ = e~ abgeschnitten; es kénnen also die Werte e~ an regulirer Leiter abgelesen
werden. Mithin ergibt sich auf der reguliren Leiter, die parallel zu den beiden ersten
Trigern durch den Mittelpunkt hindurchgeht, der Wert

3-(e*+e-*) =Cofz.

Diese von F. Wolf angegebene Konstruktion der Funktionen an reguliren
Teilungen gewinnt dadurch an Reiz, dal die Teilung e* mit Zirkel und Lineal
gewonnen werden kann (vgl. S. 100).

Abb. 231.
Die Tangensfunktion. Durch
w=tgz, =z=arctgw (§))
wird ein System von Kreiskoordinaten mit ¢ = 1 definiert (vgl. S. 32
bis 33). Abb. 231 zeigt den ersten Quadranten der reguliren w-Ebene.
Der Bereich =0 ... g— fillt in das Innere des Einheitskreises. Der

Darstellung ist ein Polarnetz (r, ¢) iiberlagert, so daBl zugleich die
Werte
reei? = tg (r + iy) (2)
abgeschétzt werden kénnen; die Strahlenschar (¢) ist am Rande durch
Richtungslinien gekennzeichnet.
Aus (1) folgen die Ubergangsformeln zwischen reellen GroBen:

sin2x 2u
U= oesZzst Gojzy’ (0% tg22 =i (42)
= Gin 2y _ 2v
V= 2zt GoiZy’  ©OP) T2y =1y (4D

Es lassen sich fiir jede der vier Formeln Fluchtlinientafeln angeben, die aber
nicht so iiberlagert werden kénnen, daB die Ablesung mittels einer einzigen Ein-
stellung des Ablesefadens erfolgen kann. Wenn somit fiir den umkehrbaren Uber-
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gang zwischen z und w eigentlich vier Teiltafeln erforderlich sind, kann die Ablese-
vorschrift jedoch so gegeben werden, daB sich aus jeder Gruppe bereits eine Formel
als ausreichend erweist. Wir wahlen (3b) und (4a):

Abb. 232.

Ansatz [fir (3b)]:
1

£1=0: m= 2"
& =15, Ny =15—cos2x,
1’5 1,5+@Di2y

&=1T3.6moy’ M™=1+r2.Gniy
[dm; Verkl 0,4].

Abb. 233.
Ansatz [fir (4a)]:
& =0, N =ctg2z,
& =15, ny=2-v—1,5,

1,6 —2.42 40,5

$=Tydw ™~ T7du
[dm; Verkl. 0,4].

Beispiel: tg (5 + 5) = 0,648 + 0,762i.
I. Gegeben: z= %, y=0,5.

In Abb. 232 findet man zunichst » = 0,762; mit diesem Wert v
und z =7 ergibt sich in Abb. 233 dann u = 0,648.

II. Gegeben: u = 0,648, v = 0,762.

Abb. 233 liefert zunichst z = j} ; sodann erhilt man in Abb. 232

mit z = % und v = 0,762 den imaginiren Bestandteil aus y = 0,5.

Abb. 234,
Zu recht einfacher Streckung fithrt (2):

tgp= Qin2y, tg2x=—————2r 5°COS @,
sin2x 1—7r
1—172 cos 2 (5) 2y (6)
T+7 " G2y’ Tg2y = *sing.
1472 Gof2y 1472
Beide Formeln (5) werden im Netz
r=rsin?2x, =%-@in”2y, x:g...%,

durch Strahlenbiischel dargestellt:
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Schar (p): 9 = (3tg2¢) -1, Trager: 5, =0,1,=0.
72
Sehar(1): (y+3) =—3(155) - —1), Triger: =1, 5,=—1.

Die Verzerrung erfiillt den ersten Quadranten der Bildebene und stellt
den Bereich 0 < ¢ < }n dar; das Strahlenbiischel () weist dagegen
doppelte Belegung auf

fiir r=0...1

und r=1...~>00.

Daher muB man die Belegungen trennen und den Bereich (r) einmal
auf das Innere und dann auf das AuBere des Einheitskreises beschréinken
(Abb. 231). Der linke Teil von Abb. 234 bezieht sich auf r =0 ... 1.

Fiir den Bereich r =1 ... — oo wurde das Netz

r=2—sin®22, Y=-4Gm2y, z=7---3

gewihlt (Abb. 234, rechter Teil). Beide Verzerrungen kénnen aneinander
gelegt werden; auf diese Weise wird die Verwandtschaft mit Abb. 231
augenscheinlich.

Abb. 235.

Fluchtlinientafel fiir 7 - e'? =tg ( + iy).
Ansatz: § =0, n=2-%g?2y,

2.cos222
=20t 2= G
_ __ 2.gin%g
7y = 2 E3_1+sin2<p’

=1, 774=2'G—_|—:‘;;>2

[dm; Verkl. 0,5]. Samtliche Leitern haben regulire Stellen.

Die Ablesung erfolgt mit einer Einstellung der Ablesegeraden. (Durch
Verzifferung von 7 und z und auch von ¢ kénnen andere Bereiche auf
demselben Trigersystem dargestellt werden.)

Abb. 236.

Fiir w = otg z, w = £g 2 und w = Ctg 2 konnen die vorliegenden Tafeln durch
Verzifferungen in ahnlicher Weise herangezogen werden, wie es oben fiir sinz
und die zugehérigen Funktionen gezeigt worden ist. So 1aBt sich insbesondere
Abb. 235 zur Auswertung von

r-e?=23gz2 )
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benutzen, wie sich aus Vergleich der folgenden Formeln (8) und (9) mit (5) und (6)
ergibt:

Gin2x 2r .
otg ?=ingy’ (8a) tg2y =y —5sing, (9a)
1—17% cos2y _ 2
1+7‘2—@Di2$’ (8b) $g2$—m?'008(po (gb)

Der in der Fernsprechtechnik benutzten Tafel von Ulfilas Meyer liegen
die Formeln (8b) und (9b) zugrunde; die Teildarstellungen sind mit kongruentem
Tragersystem so iiberlagert, daB jeweils nur die linken und nur die rechten Skalen
zusammengehéren.

Beispiel: Sind z und y gegeben, z = 0,5, y = 0,2, so findet man mit den
rechts bezifferten Skalen zundchst » = 0,502 (Linie I), dann mit Hilfe der linken
Skalen aus diesem Wert 7 und abermals z = 0,5 das Argument ¢ = 18,339 (Linie IT).

Wenn r und ¢ vorliegen, ermittelt man auf den linken Teilungen zunéichst «,
dann mit den rechten Teilungen aus = und r den Betrag y. Ist > 1, so geht man
mit 1/r in die Tafel ein. In welcher Weise die Bereiche durch Verzifferung erweitert
werden kénnen, geht aus den Beziehungen (8) und (9) hervor.
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Tafel 1.

Darstellungen von Dreiecksformen.
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Abb. 1. Darstellung aller Dreiecksformen Abb. 2. Dreiecksformen a = 1 im reguléren
auf Grund des Winkelsummensatzes. Netz (b, c).
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Abb. 3. Dreiecksformen @ = 1 im quadratischen Netz (& = b2, 1 = c?).

S8chwerdt, Nomographische Methoden. Al



Tafel 2. Pythagoreische Dreiecke.
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Tafel 3.
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Tafel 4.
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Abb. 8.

Cosinussatz c¢? = a? 4 b® — 2ab cosy.

Man bildet (a 4+ b) und (a — b); die Fluchtlinie liefert dann Wertepaare (c, y).
Beispiel I: Rechtwinkliges Dreieck a =4, b = 3, ¢ = 5.
Beispiel IT: Gleichseitiges Dreieck a = 2
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Transversalen und Ankreise.
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Tafel 9.
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Tafel 11.

Wanderkurvenblatt fiir die Oberfliche 500 / woo
des Quaders F =2.(ab 4 bc + ca).
(Nach Luckey.) 400 7 300
: 200
U 100
12
Abb. 29. Grundblatt.
7 ~2
4
0 70
Beispiel: a =4, b =10, ¢ = 5;
F = 220.
Auf den Leiterpunkt ¢ = 4 des Grund-
blattes wird der Punkt b = 10 des Deck- J
blattes gelegt. Nach Ausrichten der hori- 2

zontalen Geraden fallt der Punkt ¢ =5
des Deckblattes auf die Kurve F = 220.

Abb. 30. Deckblatt.



Tafel 12.

4000—, Yolumen des Kegelstumpfes.
900 —] v Abb. 31.
Ablesebeispiel: 7, = 11, rs = 2, h = 3,5. Aus r = 11 und r = 2 ergibt
2 sich der Zapfenpunkt (Lage I), hieraus mit % = 8,5 das Ergebnis
V = 538,8 (Lage II).
800 —
100 — N
600 —| N
500 [~
400 — [
- [
300 — B
200 —| -
- -
100 — N
3 | —r |
2 03 08 07 -
IR L
0,5 B
\ N
\ 4

N SATX TN
SN AEATS
N AL
N XA
JYAS S/ iVivATaN
<V 7 —

Abb. 32. Ablesebeispiel: r, = 1,8; r, = 0,6; b = 1,6. V = 7,35.
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Karten- Tafel 13.
MaBstab

1:M
5000
Die
M ,  Die Noniuseinheit Nonis-
33333 entspricht m® emgpre-i'cm
3000 «100 mmz Fahrstab-
- 2130 A 1 | linge
2500 —| 1350
) 10 + 1
2000 * 9 - 300 Abb. 35. Projektive
- 1820 . 25 £ Konstruktion der
e 20 8 L Skala fiir das Teil-
1500 —_ 0 -4~ 250 verhaltnis 1:c.
1250 —4————___ - e T
L
1000 ‘s i
. 4 '-:
750 — . 51
. 2 -J— 150
625 - -
41
500 -

Abb. 36. Nomogramm zur Einstellung
eines Polarplanimeters.

Beispiel: Fir den MaBstab 1:1250 eignet sich nur
eine Fahrstabeinstellung, die auf 10 m?® fiir die

Noniuseinheit fiihrt.
°fo .
2,0 Acl
/ L,o{fcl - I%cg‘l
/ / 0.8%

// 175 ] /{ i
// 0,003 / ,,’ 0,3
I/ .
T 1 bll! T 1 \7 - -
] 10 20 0,002 02
____________ / J 2 ‘a-———';a 4
< > < A\
. 5010 152 - T T
Abb. 34. Abb. 33.

Genauigkeit des Reduktionszirkels.
RegelmiBige n-Ecke. Teilverhaltnis 1:a.



Tafel 14.

Polarkoordinaten.

73 72 77 70 99 8
N, AN
NN /N ) N l
Y NC " 97
MNN § AN b
RN N Y N
. N LN N
' AN NN M N A N
N M AN NNZSNAAN
Yy R AN N 3y N
) AR XN L N N
RN PANUNA NI 96
X LN NA Y, K LT
W\ N X AN N
\N NN N N SENC N
NN L@ N
5 NAVIAANNLE 3K N
%) N . -——
N RN R NN NN SR
SONANTSONANSSSONRN Y
PN EANNS S NN
34 N CER Y R AN
se\ - NN NS4
t N N
2 3 3 5 6 o p 7 8 9

Abb. 38. Ubergang zwischen Polarkoordinaten (, ¢) und kartesischen Koordinaten (z, ).
z+iy=re?,
Streckung von Abb. 37. (Vgl. Schema Abb. 40.)



8 | R n 4
] A 57 Tafel 15.
] 200
70 3 . i 100 100-F %
i A4 Bi=R-e'%. 90 90 3 6°
s 80 80
P 70 70 7°
3 60 60
7 —E 50 s0 5 8°
E “w w0 = 9°
‘3
3 = o
3 =90 e
sg 3 "
E 3 -
E 5—20 20 73°
= - %
. < o -
E 5 — 6°
7 N 17°
s =70 13 °
1 19°
] 8 20°
] 7
] 6
] 5
i 250
2
E 300
3
i 2 2 F-35°
] Abb. 39. e
1 Beispiel. 1. Aus 4 und B
4 ergibt sich ¢ und der
- Hilfswert n; mit B und 7 7 05°
(n + 1) findet man R. 89 99
2. Gegeben R und ¢. e & o
Neben ¢ steht n; mit B o7 673~ 50
und (n 4 1) ergibt sich
B, mit B und ¢ die 7
Abszisse 4. 5 .
4
./
/|
y "
spY % /'/ %
N 4 L7 R Y 1 {
NERNE B AN, LS ./
\( - 2 k\\\e\/‘ N s e[ 7]
V4N E REAVAN 2N =
Nol-4 A Ad s 7 N — &
9 Q7 2 J 7 ]
7 -7 7 X —
i \‘ /\\ d [e]<e?. [)=5%
[ =) X < <
7 \> =X ‘{:/’ < [aj-a?
1= Pl LM Abb.40. Streckung von Kegelschnitten
= A im Funktionsnetz mit quadratischen Ab-

szissen- und Ordinatenteilungen.
Kreis k, Ellipse e, Hyperbeln A und 4’.



Tafel 16.

Elliptische Koordinaten.

A2

. . a?
Abb. 41. Elliptisches Koordinatensystem. Py + Py 1.

a, =20, a,=4. OF =¢* =a, — a, = 16.

8 I N / L1 A \(\
L | | / /
| / K1 1 X K
[1 14 N/ N %
N27EVANVAEAY, N 2
. / AN
[| w6 A 7o
N /T s a1 X
Yy N N/ AN A
| N/ 74 N
6 NN N 47 N N
- [N N, P
N / a N 721 ] K&~
] EVAR'S A A
J I 17 ™ A\ Y. /4 B B %
A I / N 4 >(
J N >
) 7 Wb LTSRN 4B L1
. 4 <\, // //i | L
v L L1 | —1
W g ><>( die L] 2l <
Y 7L o - -l al
T AR EaNBES AT
VA7 A4S LT <
2 3 4 5 “ 9

—_—C

Abb. 42. Ubergang zwischen elliptischen Koordinaten (4;, 4,) und kartesischen
Koordinaten (z, y).

Streckung von Abb. 41, (Vgl. Schema Abb. 40.)



Tafel 17.
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Schwerdt, Nomographische Methoden.



Tafel 18. %, <A

-
”’
-

gleichseitigen
Hyperbeln

Abb. 44. Transtormation elliptischer
Koordinaten. Ubergang zwischen ver-
schiedenen (konzentrischen und gleichge-
stellten, aber nicht konfokalen) elliptischen

z2

a+2

Beispiel: Gegebenim System a = 8 der Punkt 4, = 4,

Ay = — 2, Die Verbindungsgerade der Punkte + 4

und — 2 der Kurve ¢ = 8 ist nomographisches Bild c

des gegebenen Punktes; sie bestimmt beispielsweise

auf ¢ = 4 die Koordinaten A, = 6,6, A3 = —0,6.
Beildufig ergibtsichz = +3, y = £ 1.

y!
Systemen. + T= 1.

— T T T ] T T T T [ ‘t 1 Tt 1 [ T T T°T
—;ﬂr —.’f 4 s  x

Abb. 45. Parabolisches Koordinatensystem. y2 — 24z — 42 = 0.
Die eingezeichneten Kegelschnitte @ ...g werden auf 8,53 erlutert.



Parabolische Koordinaten. Tafel 19.

[5,]

" AN X\/\/ /\ X \ \‘
N Y2
LSOO LA
R
w1 = b’e B\‘ L1 —
T T T
[ Y TALDBSANNWN |)
I [ 7Y/ L NAVAMAWAY \
0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 () 2 b5 10

(=2

XL —>

Abb. 46. Streckung paraboli-
scher Koordinatenlinien im
einfach-quadratischen Netz.
Netztafel fiir den Ubergang
zwischen parabolischen und
kartesischen Koordinaten.

'\ (Z. Yuadrant) i Y

N

— ~
PN S
X
Y

Ay

Y

A

r
. S 3 7 Abb. 47.

Regulires Netz
7] ¢, (415 29) .

] SN Polarkoordinaten

27 _ B I ém;nt.

Il
g
W
A

|
Z
Ql

S Kartesische
Koordinaten

> (2 ¥),
7 II. Quadrant.

Eingezeichnete
0 Ablesebeispiele
T T T T T 1 T L vgl. Abb. 48 und 49,
0 -5 —-70 -7 -0
/22

(7. Guadrant) P°




Abb. 48.
Ubergang zwischen para-
bolischen und kartesischen

Koordinaten.
ll =42, Zz = F8;
x=+43, y=+14.

=20 o 4
10 \% 3 2
| i i lnl\lu:ll |
U
\\ 95

N\

A Abb. 49. Ubergang zwischen para-

; bolischen Koordinaten und Polar-
koordinaten.

5§ ¢ \ =45, A= —15; r=10, ¢ = 60°.

Hyperbolische Koordinaten.

Yy Ay >
10 -0 -8 - -2-p.0
P W
9 44 20
ns —= _as_,’
8 11 >
71— & /150
(= 6’027
6 —]
& 2
ST EE &
Y - Q
7
. ; K
2 <
1 Z
0 T T T | T 1T T 1 T
0 1 2 3 Y 5 6 1 8 3 10

Abb. 50. Hyperbolisches Koordinatensystem. 2% — y2 =1,; 22y = 4,.
Beispiel: ¢ =17,y = 4; 4, = 33, 4, = 56.
(Beziehungen zu pythagoreischen Dreiecken s. S. 8.)
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L /1% |V
40 ] M //\
NI AN ANV AN AR
20 WA ARSHER
10 "ﬁf‘# 17~ 1 .l—’-‘\""\"
=100 -50 0 A, 1% +100
i Abb. 51. Streckung hyperbolischer Koordinatenlinien.
A, - Beispiel (wie in Abb. 50): =1, y =4; 4, = 33, 1, =56.
203
Y
463
-f.m‘i
+700=
Illyl\lllll]ll!l[ll!l!llll.lll'rllII|
- 7002700 54\ w Jo 20 ./
- 50 . \\
-w 3
% 2
7 !
3 N—
A, ]
1 Abb.s2. Ubergang zwischen kartesischen und
i hyperbolischen Koordinaten.
- Beispiel wie Abb. 50 und 51.

M4k =(x+1iy)2.

Tafel 21.



Tafel 22. y \

J y s
i A ZN /‘V( /s /
o 7/
a4 w7 Yo
N
6 W)
Abb. 54. 12 I
Kreis- a8
koordinaten- . KLY / L
system (u, v). ° 16 7/
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Abb. 56. Ubergang g} 1 =
zwischen Kreiskoor- ¢ w %/’
dinaten und karte- f
sischen Koordinaten. 7 7
Netztafel u, v, z. U 05
(Vgl. Abb. 56.)
) Y4 !
20— / “7/
] ¢ y 5
25 6
I I A4 -
7_
Abb. 53. Ubergang zwischen hyperbolischen ]
Koordinaten (4, 45) und Polarkoordinaten .
& (ry @), 4

1 Beispiel: 4, = 40, 1, = 70; r = 8,98, ¢ = 30°, 8-

=

o
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—0
—,  Abb.57. Ubergang von kar- 0,7 -
o tesischen Koordinaten (x, y) = 1 Tafel 23.
7] zu Kreiskoordinaten. —
] 0,8 [~
C 1
u=Log —— [
- -+ E
. —Log c 0,9 —
0y — V(@ + c)2 + y2 -
o (Vgl. Abb. 58.) 1 — 2
9] -,
g6 — N
— 3,5
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Abb. 56. Ubergang zwischen
37 Kreiskoordinaten und karte-
20 sischen Koordinaten.
> Netztafel z, y, v.
y v / (Vgl. Abb. 55.)
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Tafel 24. 1
05— 5
Abb. 58. Ubergang von kartesischen Koordinaten .
(®, y) zu Kreiskoordinaten. -
= y _ y B
_ v._arctg'w_c arctgw_'_ [ 2
(Vgl. Abb. 57.) B
- X
96 — B
] .
—3
— 3,5
— 4
75 — n
2 —

Abb. 59. Ubergang von Kreiskoordinaten zu kartesischen.
Beisplel: u=1,4, v=0,4; z~6,2 (fett), y~1,3 (mager).

Es zeigt sich, daB die Linie v ~ 2,1 mit u = 1,4 denselben Wert y her-
beifihrt. Die zugehdrigen Ongmalpunkte sind in der Grundebene
Abb. 54 hervorgehoben.



Tafel 25.
Riumliche Koordinatensysteme.

Abb, 60. Aufbau eines raumlichen kartesischen Koordinatensystems.
(Schiefe Parallelprojektion, 30°, %.)

Abb. 61. Aufbau eines riumlichen Polarkoordinatensystems.

(Orthogonale Projektion.)
B2



Tafel 26.

Abb. 62. Verzerrung von Polarkoordinaten in einem quadratischen System.
(Schiefe Parallelprojektion; 30°, %.)



Duale Darstellungen der Abbildungen 62 und 63.

Tafel 27.

(Perspektivische Bilder; Augenabstand 135 mm.)

y rlz, |x
351
- Horizont __ _ Horizont __
3__
z__
3— -
2.» T:gfﬂ
-1
W QW

Abb. 65. Kartesische Koordinaten (2, y, z) und Polarkoordinaten (r, ¢, &).
Die Ableseebene ist duales Bild des Punktes P (Abb. 62): = 3,06, y = 1,77, z = 3,b64;

35-

- 4

w

20

|

v Ellipsoide

(Y
[
i

r="5 =300 =45

-3,5

Abb. 66. Kartesische Koordinaten (z, y, z) und elliptische Koordinaten (4,, 4,, 45).



Tafel 28.
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Abb. 67. Kreuztafel. Ubergang zwischen riiumlichen kartesischen und Polarkoordinaten.
Ablesebeispiel: z =3,8, y =2,7, z =3,1,
r = 5,6, ¢ = 3525, O = 56025

Bei der Ablesung ist darauf zu achten, daB # — ¢ —> y einerseits, » — z — 9 anderseits auf ein und demselben
Schenkel des Winkels liegen. Fiir allgemeine Aufgaben ist die Benutzung eines Ablesekreuzes erforderlich.



Sphiirische Koordinatensysteme. Tafel 29.

S
360°= 0° 12”__:_ 2h
60° 330° 4 30° wh 1 qoh
. 0 4 sw 15h 1+ gh
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-30°] 240%4 120° 20" L yh
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Abb. 68. Ubergang vom wno | ww Abb. 70. Ubergang vom  gh ] 3n
Horizontalsystem (h, «) + A quatorialsystem (d, ©)
zum Aquatorialsystem. 210° 4 150° zum Horizontalsystem.  ,n | 5n
Ermittlung von é. ol .. o Ermittlung von . nt
(Hierzu gehort Abb. 69.) 180 —N—180 (Hierzu gehdrt Abb, 71.) 24"-gh
N o
o=210° x=200° =190° 0=180° cx=170° 160° 0¢=150
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of—140° A 320°
T
-130° ¥ 310°
AN 1200 3000
- 110°  290°
- 100°  280°
90° 2u°
- 80° 250°
- 10° 250°
(&8
- 60° 2u0°
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a=330°  -340° cx=350°0£=50°a=10° 20°  30°

Abb. 69. Ermittlung von 7.
(Vergleiche Unterschrift Abb. 68.)
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Abb. 71. Ubergang vom Aquatorialsystem (8, 7) zum Horizontalsystem. Ermittlung von a.
(Hierzu gehort Abb. 70.)
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Abb. 72. Panoramadarstellung des Horizontal- und Aquatorialsystems fiir Berlin.
(Netztatel fir den Ubergang zwischen beiden Systemen.) (Text auf 8. 42.)
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Tafel 31.

Abb. 73. Ubergang zwischen Horizontal- und Aquatorial-
system fiir Berliner Breite.
(Text S. 42.)

=X
o
=
©

L

S >
IO

- 240°

130°
1200
P4

65° :

550 Azimut e 10°

=

=
\

0° \

J20° \ Jw"’
Os¥jcher Himme
\

Beispiel I (wie in Abb. 68 bis 75):
o = 1209 A = 15°; = = 105°.

Beispiel II (wie in Abb. 72, 74 und 75):
o = 316,49, h = 46,6°; 7 = 3300 (dstlicher Himmel).
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Tafel 33.
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Schwerdt, Nomographische Methoden.



Tafel 34. g

Bezifferg.
Bezifferg. \ fur
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Jukr '\ S
a'20)0% 304 1,0
\ —1 €
28 S Pl 09
v \ \\4 / ly
8 \ \\ \ 0,8
\ N
2 Y 01
IRV
I X 0,6
\ A N
2.5 / Y 5 \\ 0,5
\ \
24 / \ \\ r-d-' \
Y \ N\ 0,"'
/ \ \ N\
23 £y \ 03
2 / a) AN \ 02
\ U U ’
\ 7o S\
Y : 3\ 01
\ \ N
\ NSe
20 0
0 95 4zl s

mrrT 1T 1T 71 T T T T T
0° 20°30° w0° s0° 60° Z@" 80° °
—

Abb. 76. Numerische Beziehungen fiir Ellipsen abhiingig von der Abplattung.
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13 0 Abb. 77. Umfang U der Ellipse.
= Halbachsen o und b.
e (Lineare Néaherungsformel.)
0— Beispiel: a = 5, b = 4; U = 28,4.



Umfang der Ellipse.

10 == SSsse == Abb. 78 (rechts).
s Relative Abweichung
5 // al der Naherungsfunktion
. 0 /__ uw=1n[3(a+b)—2 Jab]
b Q7 von U=4aE<%;s>.
A /
1 2 U 2

Abb. 81. Schema zum
Wanderkurvenblatt Abb. 82.

RS
0‘02‘5\, \
’0 “\’ 20 (Binstellung fir ¢ = 2,5.)
N -

Tafel 35.
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Abb. 82 (links).
Wanderkurvenblatt fiir den
Umfang der Ellipse.

U=4a-E<%;e).

lI—I—rrlllll"l[lllllIIIIIIII—ITTIII
5 10 15 20 0 uo

T T 71
50 60 170

/

Abb. 79. Stechzirkelnomogramm nach Luckey. (Niherungsformel.)

Abb. 80. Netztafel.
(Umwandlung von Abb. 79.)
Beispiel:
a=15 b=12; U ~ 85.



Tafel 36. Konjugierte Durchmesser.
ay—
?'ﬁanﬁ o4 05 06 07 08 0,9 1
BN SSRRRZANNNANN
~ Wiz
N ‘:E \Y \\\v\\\t\\\ \\\\\:o’z
03
RAANEANANN NW
__1‘\3}\ \\& AN \ \\\\ N\os5
i N N ‘%;\\\ N \\\:\& y
S aN \\ NI €
& NEANAVANNNAN Y oy
:E’ h R ;\\ \\ \‘\\\\\01
g;—mso \\ \‘\ \\ '
~\ ::'1’60 b os \\\ \
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Abb. 85. Konjugierte Durch-
messer von Ellipsen und Hy-
perbeln.

tge-tgB=e2=1.

Ellipse: ¢=0,7, a = 159,
f ~ 117045
(Abb. 83).
Hyperbel: ¢ = 2, o = 259,
p ~81°1¢/
(Abb. 84).

Elljpsen

Parabe/
N

Hyperbeln

LN B R AR

Der hervorgehobene Punkt
£=0,7, a,=0,97, b,=0,76
entspricht den Daten Abb. 83,

25°

£=497

Abb. 83. Konjugierte Durchmesser.
Ellipse.
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Mittelpunktsgleichungen der \ \ \\ \
Kegelschnitte. 2 \ \ \ S \ 2

2 2 M

Abb. 89. Ellipsen% + % =1 1

T N T T

Beispiel: a = 5,b=4; ¢=0,6. 0% 3 4 g\\d‘ 6 1

6 > 8 970 5 4

Al

5
|3
» 4
4 o

1= P -

L B g 2

- ! —
w7 0(2/ Ja —2
3 / y
d / Nullteilig
nd /] ’ 7
4 5 70 ><
/ X ¢

5

Vaaes NN
pat L5 70 <25
Abb. 90. Abbildung simtlicher reeller Kegelschnitte in Mittelpunktslage.
2 gy
+ pry + B 1.
. . (Projektives Bild von Abb. 91.)
Beispiel : Hyperbel — ;—2 + g—z- = 1 mit der Sonderlage des laufenden Punktes: # = 4, y=43,33.



Tafel 39.

Abb. 91. Abbildung siimtlicher reeller Kegelschnitte in Mittelpunktslage.
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'd2+ %z= 1
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Der im ersten Quadranten einge-
zeichnete Punkt ist Bild der Ellipse
2 2
:_2 + Z_z = 1; bei Drehung der Ab-
lesegeraden um diesen Bildpunkt
durchliuft ein Ellipsenpunkt seine
Kurve. Ablesebeispiel: = = 4- 5,
y = +4,7. — Im vierten Quadra,n-

¥
ol 1
mit der Sonderlage des laufenden

Punktes x = 412, y = 46,7 ge-
kennzeichnet.

2
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4 — y Tafel 41.

N

'p = z -4

- 5 -

Abb. 96. Kegelschnitte in Scheitellage. 2 = 2 px + qa®.
Teilfolge: p = 2. Grundebene E (z, y).

Hyperbeln I

Gleichseitige Hyp.
Hyperbein I

[- Parabeln
Ellipsen T

Kreise

Ellipsen I
Abb. 97.

Hyperbein I

Gleichseitige Hyp.
Hyperbeln

- Parabeln
Ellipsen I

Kreise

Ellipsen I

Abb. 98,
Abb. 97 bis 100. Teildarstellungen der Verzerrung. Ausfithrungen von Abb. 94.

Cc2



Tafel 42.

1+
o

HyperbelnT

N w £ O

———————————————— -—Gleichseitige Hyp.
HyperbelnI
P--%-- Parabeln
Bllipsen I

Kreise

Ellipsen 1

Abb. 99.

Hyperbein T

Gleichseitige Hyp.
Hyperbeln T
Parabeln
Ellipsen I

Kreise

Ellipsen 1

Abb. 100.

Abb. 97 bis 100. Teildarstellungen der Verzerrung. Ausfiihrungen von Abb. 94.
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Tafel 48.

Abb. 113. Kriimmung von Flichen.
Eulerscher Satz: k =k, -cos2 ¢ 4 ks - 8in2 @.
H = k1 + kZ'

Kreispunkte
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Tafel 49.

Ky <~ —¢@ H 2
80° 0° 60° 50° 40° 30° 0° u°
15 3 ] /’./ [ 1,5
] T /// i
1] 2 S wtl -1
4 I / I's 1573 =
p L~ 1] L—
05 = — ] r/ 05
] /s 1 i
ische ] = + | [ Parabolische
" e AT LT okt
0 iy~ [
] nimal~  Epene
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-05 1 | =1 N =05
] 1 -
4
-1 =LE -1
] . [
-15 =3 =18
go’80°  10° 60° 9 50° y5° 40° 3g°  20° 1wg°

Eulerscher Satz.
Abb. 114. k =k, - cos? @ + K, - sin¢.
I. Anderungsbild eines elliptischen Punktes,
II

. ’ »» parabolischen ,,
II1. . ,» hyperbolischen ,,
H
60° 30°
ks P i i iy —k1
15 2 — F15
] —fy_- // B
4 s i
1 4
i 4 1 |-
1 VAT E
| // s / |
05 ¥ — 05
] y/ HAT | E
. T | k
o =15 o
. PgES B
1 LT 3 -
-05 T -05
41 Iso"l T !3001 I F
90° -9 0°

Abb. 115. Reguliire Darstellung der Anderungsbilder I, IT und IIT aus Abb. 114.
(Abwicklungen der Distanzzylinder Abb. 116 und Abb. 117.)

Schwerdt, Nomographische Methoden. D1



Tafel 50.

Abb. 116. Distanzzylinder fiir einen parabolischen Punkt (Fall II).
(Schiefe Parallelprojektion, 14°, 5/s.)

o

Abb. 117. Distanzzylinder fiir einen elliptischen Punkt (Fall I). Flichenpunkt P mit
Hauptnormalschnitten %, und %k,. Indikatrix €.
(Schiefe Parallelprojektion, 22°, /,.)
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Abb. 118. Kreuztafel fiir Normalschnitte // /\0\5\——- o 15
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Abb. 119. Regulires Netz (ky, k,). Mittlere Kriimmung H = k, 4 k,. GauBsche
Kriimmung K = k, -k,. KrimmungsmaB nach Casorati C = } (k% 4 £3).
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Abb. 120. Tafel fiir den Ubergang zwischen den KriimmungsmaBen.
(2—H 2+ K=0; 2z, =k, z=1k.)
Ablesebeispiel: k) =3, ky = —1; K = —3, H = 2,0 = 5 (gestrichelte Lage der
Parabel).




Tafel 52. Lineare Gleichungen.
=0, —_—
J-r—7-r‘ -3 -z 23495674
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Abb. 121. Losung in Punktkoordinaten.
y —_—
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Abb. 122. Loésung in Linienkoordinaten.
Gemeinsames Beispiel:
—01z+0l14y+1=0|I.
+042+044y+1=01II.
=3, y=-—05.
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Tafel 54.

Abb. 126. Lineare Gleichungen mit drei Unbekannten. Raumliche Losung in Ebenen-
koordinaten.

(Schiefe Parallelprojektion, 459, 1,.)

Beispiel:
A 0lx+04 y+0,172+1=0,
B |1,02+4+02 y+0,05z+1=0,
¢ |032+0,12y +0,322+1=0.
Losungen: # = —0,6, y=—1,5, z=—2.
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Abb. 127. Zeichnerische Ausfiihrung von Abb. 126.



Tafel 55.

_1_
. Quadratische Gleichungen.
114 2?4 Ax+B=0,
—-— 1.5 -
~q! <7
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-3 : 3
_u;
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T T T A UL AR SL A ™1 T~
3 45 10 \-10-5 -2 -1 -05 +07 402 403
> 5 —_—
4
3 4
2
] -1
1'5.5 Lyo————>
] Abb. 128. Reelle Wurzeln.
'/, Beispiel: 2* — 1,72 4+ 0,3 = 0; , = 1,5 x, = 0,2.
1 .
*®
] Abb. 129.
25 ] %% Komplexe Wurzeln §+iy.
] Beispiel: 2t + 2,6z +2,9=10;
10 Ty = —1,3 £ 1,14,
9 -~
8 -~
14
TA[ 3 6
+B |
5
L=
Ty
2
; i
= 25
0 0 g
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Tafel 57.
Affine Transformation der vollstindigen kubischen Gleichung. I. Fall.

Abb. 132.
B4azi4p241=0.

Beispiele; I. 23 — 7,752 —2,125z + 1 = 0; 2, =8, 23=0,25, 23 =—0,50 (wird im Text erldutert);
II, 22+ 42483332+ 1=0; 2 =—3; 25 und z,sind konjugiert komplex.
D2
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Abb. 134. Affine Verwandtschaft zwischen kubischen Funktionen.
Beispiel: Reduktion von y = —;— 22 —3z2+ 22 —4auf p =E*—£% (Text Seite 67),

D=
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Affine Transformation der i 3
kubischen Gleichung. IL. Fall. B 57 -5 Y
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Abb. 133. -] - ="
B2+ pz+7=0. -
Beispiel: 2* + 2*—~3z—1 = 0; -20— - 20
2 = —2,17; 7] K
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Tafel 60.
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Reelle Wurzeln der vollstindigen kubischen Gleichung.
as + Aa2 4 Bx + C = 0.
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Abb. 137 (oben).

1.

Form.

(Erlauterung rechts bei Abb. 139.)

Abb. 138 (unten).
2. Form.
(Erlauterung rechts bei Abb. 139.)



Tafel 61.
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z, = —0,31;
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Gemeinsames Beispiel fiir Abb, 137, 138 und 139,

2+ a*—3z—1
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in der GauBschen Ebene.

Leiterdarstellung der komplexen Wurzeln.

Abb. 142. Die reelle Wurzel 2z, und die

komplexen Wurzeln 2z,
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Abb. 141. Deckblatt (Schablone)
um Grundblatt Abb. 140



Tafel 63.
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Tafel 64. Abb. 146 (Tafel 64 und 65).
B4rz41=0.
Leiterdarstellung der komplexen Wurzeln §+i.
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Schwerdt, Nomographische Methoden.
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Tafel 65.

Bd4pr4q=0.
Zur Benutzung der Tafel be-
stimmt man zunichst

yd

r=-",

3
Ve

etwa mit dem Rechenstab, liest
& und 7 ab und bildet

3— . 3
“’g.s=§'V9+"7l‘y—q—-
Auf Grund von 2z, =—2§¢
kann auch die reelle Wurzel ab-
gelesen werden.
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Tafel 66.
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Tafel 67.
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Tafel 68. 5

Gleichungen fiinften Grades.
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Abb. 153. 70 +X Tafel 69.

x5 + axd + cx + d = 0. 054.‘:.—40
Beispiel: «°® 4+ 22° —9xr +3=0. — |
Auf der Kurve d=+3; 2 = +0,34, #10 d|¥s N
T, = + 1,34, |
Auf der Kurve d’ = —3; 2, = —1,57. / f -
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Abb. 154. -2l0

Bt a4 224 y24 =0 (Entwurf dritter Form).

Beispiel: 2 —b52*+2*+5z2—2=0.
2, =+4+1,80; 22=+1; 23=+0,45; 2z,=—1,25; 2z5=—2.
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Tafel 70.
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Tafel 71.

GauBsche Lisung trinomischer Gleichungen.
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Abb. 158. x™ 4+ Ax™ + B = 0. Hilfswert y = B®"~"™.4"",
Beispiel: 4 = 2; B =8,83; u =5, m = 4; y = 0,276.
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Abb. 159. Sonderfall a5 4 axt 4 b = 0.
1. W=sin‘<p»cos-‘¢,
II. Yy =sinp-cos—* ¢,

II1. Vy =sin‘e-cosg.
Logarithmische Darstellung.
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Abb. 157.

Ableseschema zu Abb. 158,
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Regulires Bild von Kurve ITT

aus Abb. 159,



Tafel 72.
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Tafel 73.
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Tafel 74.
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Abb. 164. Einheitswurzeln.

+iy)"=1.

Beispiel: (z + ¢y)® = 1.
k=1: +4+0,5+ 0,8661.
k=2: —0,54 0,866 7.
k=3 —1.

— 50
— 40

2

\
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Abb. 165. Abschiitzungen fiir eine
obere Grenze der positiven Wurzeln
algebraischer Gleichungen.

Maclaurin I.
Lagrange II.
Tillot  IIL



Regula falsi.

Schema fiir eine Naherungsfolge nach

=1 Ax=12,-3,
05
é -
0,00 o,
73 N
53 IS
] L 014 ) ‘I;\
2 -
07 n 0,05 __’_,_,_\2><::‘/‘ )
53 S y/4 N
Je—""7 T ™
2 — 0,02
007
g —:] — 0,01
2 - C
0007 - 0,005
5 B
27 - 0,002
00007
0,001

Abb. 166.

der Regula falsi.

Xg,

Tafel 75.

Abb. 168.

’ /x:’ *2 *

Schema fiir eine Naherungsfolge nach

dem Newtonschen Verfahren.

Ag =‘f(m1)"f(xz)l

RN

S l\aéo.

N

0,001
— 2

[lll('l T

Mo oo
o
-

LLLLA
-

[ =
-

llYH[ll i
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(2]
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(=]

Abb. 167. Abschitzung der Giite eines nach der Regula falsi ermittelten Néherungswertes.

£= 8.4y

(A2)? - Yiax

Beisplel: 4z =2, — 2, =0,2; f(2:)—/(25) = 4y = 0,8. Ableselinie I.
Yiax =N ~0,02...0,03; £~ 0,00003. Ableselinie II.



Tafel 76.

Iterationen.
Y,=x
! Y,=Qx) -]
27 —> /-
........ S A Y=y =X
4 yp-9(x) /]!
z e :
f // i 1€ @ (x)
! !
Xy % ’ 2 2!
4 i a1
}x, | !
! !
J | >
0 Xy, & 53, 0 L XL, 0 T, II,%
S Smmawe
Anndherungsintervall
Abb. 169. Abb. 170. Abb. 171.
Schemata fiir Iterationsfolgen.
O0< /()< 1. @'(z) > 1. -1 <¢'(x)<0.
1
P () max Ly Ty 23 Zy Z4
1— 15 1 —1 1 —1
] 53 E = = ?
1 [E5 =
] 1 E 05 = -
A S - o —0,5 [
- T 2""--—0—-{-4,_ —_— |’ -
] S e 05
01— 02 | e
] s FUF " o
- — E |— 0’2 -
. -1 = = 0,1 | == 0,3
05— 1 C - e E-
- 001~ -z [0 404 E 02
0y 4 Lol E E
] o E LM [ops E
A - [
03] L E 0 L 0,1
%7 " 0005 | 0,02 =
- ﬂ/// 2 E0001 = [
_J o 0,000 5 ooz 0,01 - 0,05
02 (’ 3 L L - — 0,04
—] _.z | B -
2] =0,001 [ 4005 = 0,03
S0 S
] 00000+ F 00005 | E 002
= —5 - =
3 F F 0,002 2
P :0,0002 N -
01— 0000001 logooot—npoor L—0p01 0,01

Abb 172. Abschiitzung des Fehlers bei Iterationen.

Beispiel I: ‘P'(”)mn.x = 0,8, Fehler: 2, ~ 0,5; 23~ 0,4; 2, ~0,3; 24 ~ 0,25; 25 ~ 0,2,
Liegt @p,4y dicht bei 1, so arbeitet das Verfahren langsam.,
Beispiel IT: ¢’(2)y,, = 0,2. Fehler: 2, ~ 0,5; 23 ~ 0,15 23 ~ 0,02; 2, ~ 0,004; 2; ~ 0,0008.

Fiir kleine Werte 9’(2),,, konvergiert das Verfahren rasch.



Tafel 77.



Tafel 78.

Abb. 177. Abb. 178.

Abhidngigkeit des Niherungspunktes P’ (Abb. 178) von der Lage des Probepunktes P, (Abb.177),
P, und P, sind fest, P, wandert.

Abb. 176 (oben)

(z, y)-Tafel der Abbildungen 178, 174,
175 mit Spuren, Nadherungsldosung P’
und wahrer Ldsung P.

Abb. 180 (unten).

Regula falsi fiir zweidimensionale
Aufgaben. Affine Abbildung von
(u,v) auf (z, y).

Losung zu Abb. 173.



Darstellung impliziter Funktionen. Tafel 79.
z
4
05
z

7:' x
- 05—
0 | 5
v Y
Abb. 181 und 182. | |
Zeichnung von f(z, y)=0 y ! E
mit Hilfe einer Netztafel z = f(x, y). 11— |
Zweitafelprojektion von z = f(zy) . 1.\ ‘
o Beispiel: 05 ‘:
e “+ein(z-y) —cosy—%=0. i p\ |
N [~
0
. —~— | x
0 1 & 3
Abb. 181. Konstruktion unter Erhaltung der Abszissen.
Yy Y
1 1
e |
SAW 1
05 05
=1
’ /// z 0 N x
/ 4 / ] \
-05 +05 0 3

0 2
Abb. 182. Konstruktion unter Erhaltung der Ordinaten.
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Tafel 81.

Regula falsi in der komplexen Ebene.

z-Ebene T —Ebene
0310 x 0,320
! Llitilig a
| y v ]
I —
2 a +0010—
+0,005 —
0 —
- 0005

[TTTT I T T T T[T T T T T
- 0,010 0005 0 +0,005
w

Abb. 187. Ausfithrungsbeispiel z — €*= 0.
(Vgl. Abb. 184.)

Verbesserung der Wurzel z=0,32 + 1,347 .

z w
P, 0,320 + 1,3404 0, + 0,0050 — 0,0006;
P, 0,310 + 1,340% Q. — 0,0019 + 0,0127+
P, 0,320 + 1,3307 @s — 0,0084 — 0,0074¢
Verbesserte Wurzel:
0,3181 4 1,3372¢ — 0,00006 4 0,000024

Schwerdt, Nomographische Methoden. F1



Tafel 82. Ay Quadratische Interpolation.

5 10 15 m m
1| 2| ?L\. | R R WA Ay=(1)-A1+(2).Az.

\\ N o
W _
t
N\

Ill[[|[l[T1]TIl

S

[/ /
[ [ [/

lll[rllllllll

\ Y
N LT -

I — Abb. 188. Ermittlung der Interpolasionsdifferenz.

\

)

Beispiel: 4,=15, 4;,=8,
0 02 03 0% 0‘5 06 070807 m = 0,4 liefert 4y =5,
—_—m m = 0,6 liefert 4y =8.

4 7

09 40 —

204" A ) -
70 — 35 —
a0 B ]
70 N 35 —

20 —30 =
o 25 JO —»

.;/ZO .

B 25

[ 15 -

N 20 —

\Q 10 4

Abb. 189. EinfluB des Korrektionsgliedes. \§ &,2 - 75
Beispiel: 4,=80, m=0,7. \ 01 [ 5 ]
4,=0 ergibt Ay=21, \§\ ' .

dy= +10 ergibt 4y =20, B =

Ay =—10 ergibt 4y = 22, §§ | -

—0 70 -
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Tafel 84.

*TABUN)[eYISURIYS ] JOTA INJ [S1dsIoq

‘F61 "q9qV
x S0

.w olb

1 ||68

]

[ 0994

19

29

€9

x uis boj + oL

‘USUNYBYISUIIYS ] 19MZ INJ [oldsiog

‘€61 "qqV
,60

.A_u ol

£ |len

\v hh

=

[

9h

Lh

“ueq[eqe, ut uorye[odioquy oreour] ‘F61 Pun 61 °qqV

« uis boy + gL

x8 o=~k

uopyung Iop sn8 & S[OYUIAL S0P JIOYIOYIISuU)

0l-08——17%

0L-58 —— 61

‘%61 "qqV
<
—,10
.50
— "
C
S|aquim sap
Hayuayaisun 311948 ' P
usjiayuil u

snwyyanbo p
f1aydayorsun

— Sb

o2




-1

Tafel 85.
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Abb. 195. Priifung der linearen Interpolation.



Tafel 86. Mittelwerte.

3y M=7 12
L G S L AL S LA S
4 5 70
G=6
3 4 9 12
T T T T T
7 2 5 70 75
I T T T T
2 g ¢ 5 7075

Abb. 196. Arithmetisches Mittel M, geometrisches Mittel @ und harmonisches Mittel H
als Schwerpunkte auf Funktionsleitern.

Geometrisch.
Mittel G

Arithmetisches Mittel, M

! L4
TR B N |

\  Harmonisches Mittel H

vy D N
T T ATT T T TTIT T I T T T[T I T T 1T 17T
033 05 1 \ 15 2 25 3
- \
0,“— \
054"
//
/T Abb. 197. Mittelwerte M, G und H von zwei
Zahlen @ und b.
0571  Beispiel: a=08, 5=32 M=2, @G=16 H=12.
G




Der Mittelwertsatz. Tafel 87.

O
1 1
&”@ / 091
/ 0,8—
07
x=01 / (]
—2=003 06
- =z
05 Y
X ~
/0?, 0)31
£ [ o
N
/Q:\ Vi 01..4
'5'/ ,S, )
0 —
=04 -0,3 -0,2 -0 0 0,1 0,2 0,3 ou
—-
h

Abb. 198. Mittelwertsatz f(x + h) — f(x) = h-f (x + 9 h).
Darstellung fiirr die Funktion f(ax) = sina.

r <—£

25 2 245\ 1 05
l’ililililililiIililliIil\\ililililililililil
\\\
0 h T W
-04 +01 +02 403 +0M J
6
v 01 X
055 '
n Loz | X
/
) 03
/ 0
2 05
L~ L —
1 / A/ ,
/
0,50
9 Abb. 200. Teilbereich .
/]| aus Abb. 198. 1
A/ Abb. 201. 09
/ 1(0) = f(a) = (b~ a)-f' (§). :
6 / Darstellung fiir die Funktion 08
05— f(x) =sinx.
Beispiel: ¢ =0,7; b=2,0. £ =1,365. 01
\
s
Abb. 199, A o\
Sch . 198, /
linke Halbenene.” | A | |T® - 06
oh "
famf & oh ba )
2 ' x
A — .
< h : 0 — 0,5
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Das GauBsche Fehlergesetz.

Tafel 89.

0
/o

h —h2s2
(’7(5)=ﬁ°e he. 1,1 )
1,0 454 02
o5 A
Abb. 205. /Z
Darstellung im regelméBigen 0,8 A 03
Netz (h, ¢)- £
07
(P 0,57/ — il |
04
05 -
) /7‘-
04 -t \‘
- — 05
03 < e
Y e ~08
02 /;, e \
m W ~0,7
y/:/ = —
o I i//l [ T L | L -§1‘0
0 0,5 10 15 2,0
h——>
— ‘\\~§h-\ ~~~~~~
| —
0 | 1 I I | | I 1 i [ [ ! |
0 05 g 510 15
Abb. 204 (oben). 0 E——> 10
GauBsche Fehlerkurven im gl .05”06 a 0‘8| o '” oM ; ”"'
regelmﬂﬁigen Netz (8}(P) .1)0 —¥I LU Loy RN TR RN
(Glockenkurven). i \
_ \\\
] \\\
05—
4] T
(P 3: ~\g"§\ §
02 i §§\
23 = 06
g NN NS
1| oz \ \\ N
] AN EAN ~ 410
04
Abb. 206 (rechts). . \ AN .
Streckung aller Glockenkurven - 1
im Funktionsnetz . h
(¢ =¢% n=Ilogg). 005 AR .
\ 13 16 1 I



Tafel 90.
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Tafel 91.

05 1,0 15 2,0 25 3{0 @
el frer oo o o gp(m):-g_—_-fe'"dac
pa ~. o 1=
7 - . ~ und Naherungsfunktion
/ Fa™ 6
/ f@)=—.
/ Jx 3+ a2
/ 0015
5 3 e
E f@ -1 (x) |1 \\ A)ac)
z._. —J-Frvmc\
0001— 4
/ |
/ :
/ 0,0001—
3
5 /
3
1
0,00001
05 1.0 1,5
x—

¢ reguldr

10

15
20

Abb. 210. Abweichung zwischen @(x) und f(x). (Einfach-

logarithmisches Netz.)

0 1 2 34

15
5 10 : 20

' ¢ reguldr

—=>

Abb. 211. Konstruktion einer Fehlerkurve nach F. Wolf.
Hilfsnetz: Abszissenteilung: Wurzelleiter.
Uberlagert ist ein regulares Netz (s, @).

Ordinatenteilung; Exponentialleiter.



Tafel 92.



Tafel 93.
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Tafel 94.

a
55 2.3 45 i 45 10
\ \ \\ \ A NA VAN 4
7
b \ \\\\ \ ALY A /,/ 7
y, 2
\
0 ANARRATIAN 1 / 1
\\\ \ \ // y // // /'3
AN \ ) /1 5
=05 ~ \\ . A / // N
™ N, \ . A VA
4 4
] AN N V4 % ]
T / / // /) /
V. v 4
-15 \\ 7, AN 47, 7 "
S~ TN 27/ 2
N 7
LR RELY LARAN R 575\5 T T ||(n4|m.n|mun] TTT T
3 2 ¥ x1 dr 05 05 1 2 3 %5 10
J={ x—>
) atbx
: d
= [ LT 08
Abb. 218. J_Oj'a_l_ . _1q 3
—0,02
Beispiel: 1 [
s=27;4=18;b=15. J=0,786. n > /ﬂ /; 0 P
70 ! 15 12 0,05
"] ] N T M . =0 g
02 a 9 1 / __ )

J = & J _,///;//_o’z og
055 ;] \\’//////; g
'1; ~—/// //'_—'05 x

6 — 2 11 g
] LU E T /
7= N1 / 2 _4
E 5 s
= _ b1~ / =
= II—T-"’ ‘1 //// /11 |2
E 5] 1107 2
40: 2 //// 1:‘1,3 * 55
3 - 0 =10
50 7 5‘4

1004 Abb.219. ¢(x)=an.e—oz,

200" . Beispiel: n=4; a=1,5; z=38. ¢(z)=0,90.

«®
Abb. 220. [an.e—azdx =dJ.
0

Beispiel: n =5, a=2; J =1,875.
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Tafel 96.

4145
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x4+iy=h(u+tiv).

u=+409; v=+40,7.

U -ty = e*Hiv,
Reguliire z-Ebene.
= 0,66

z=hw.
Yy

z=0,13;

w=€.
Beispiel:

Abb. 223.
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Tafel 98. Sinusfunktion.

U w——
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Abb.226. w=sinz. z=aresinw. u+4iv=sin(x+iy).
Reguliire w-Ebene.
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9 g4 g5 96 47
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Abb. 227.
Streckung von Abb. 226.

N
bl

IAVANDNS

} N < L Doppelt-quadratisches Netz.
10 Beispiel:
,9 \}\ J N >< £=0,65; y=1,05.
, \I\ NS o\,\é \/ NL-70 n=0,97; »=1,00.
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Tafel 100.
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Tafel 102.
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mit v und z dann y.
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