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Vorwort.

Wir Menschen leben, atmen und fliegen in einem gasférmig-fliissigen
Medium, der Atmosphire, die die Erde umgibt. Auch das Meer, das
drei Viertel der Erde bedeckt, spielt in unserem Leben eine wichtige
Rolle; und einige Kilometer unterhalb der festen Erdoberfliche be-
ginnt nach unserer heutigen Ansicht wiederum der fliissige Zustand.
Die Sonne und die Fixsterne, die uns ihr Licht senden, sind gasformig-
flissige Korper, und ganze Welten scheinen aus gasformigen Nebeln
zu entstehen. Und, wenn es schlieBlich einen Ather gibt, der den Raum
erfiilllt, und Licht und Fernwirkungen iibertrigt, so muB dieser Ather
jedenfalls eine Eigenschaft mit den fliissigen Medien gemein haben,
nimlich die Eigenschaft, bewegte Korper durchzulassen. Mit HERA-
KLEITOS kénnen wir sagen: mdvra gei, alles flieBt.

Hiernach scheint die Hydrodynamik, die Lehre von der Bewegung
der fliissigen Medien, berufen zu sein, eine zentrale Stellung unter den
physikalischen Wissenschaften einzunehmen.

Vorldufig hat sie sich jedoch nur in engen Grenzen entwickelt. In
der klassischen hydrodynamischen Literatur hat man fast durchweg
angenommen, daBl das fliissige Medium entweder homogen und in-
kompressibel sei, oder wenn Kompressibilitdt beriicksichtigt wird, hat
man vorausgesetzt, daB die Dichte zeitlich wie rdumlich nur von dem
Drucke abhingt. Diese Voraussetzungen geben die Grenzen der klas-
sischen Hydrodynamik, und die Bedingungen, unter denen die bekannten
Wirbelerhaltungssitze giiltig sind.

Die Fliissigkeit der klassischen Hydrodynamik ist zufolge ihrer
Definitionseigenschaften unfihig, als arbeitende Substanz in einer
thermodynamischen Maschine zu dienen. Die Verbindung der Hydro-
dynamik mit der Thermodynamik, und dadurch mit der ganzen iibrigen
Physik, ist dadurch unterbrochen. Die klassische Hydrodynamik ist
reine Hydrodynamik. Jedes Eingehen auf die Wechselwirkung der Be-
wegung mit der Zu- und Abfuhr von Wirme durch Leitung und Strah-
lung, und damit auf die grofen hydrodynamisch-geophysikalischen oder
hydrodynamisch-kosmischen Probleme, fiihrt iiber die Grenzen dieser
klassischen Hydrodynamik hinaus. Solche Probleme gehéren der all-
gemeineren physikalischen Hydrodynamik an, wo man der Fliissigkeit
volle physikalische Realitit gibt, vor allem dadurch, daB man die
Temperatur als gleichberechtigte Variable neben Druck und Dichte
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(oder Volumen) in der Zustandsgleichung auftreten 146t, oder wenigstens
Platz fiir sie offen 14Bt, wenn man sie nicht explizite einfiihrt.

Es ist das Ziel dieses Buches, die ersten Grundlagen und die nichst-
liegenden Anwendungen dieser physikalischen Hydrodynamik zu geben.
Wie ich zu der Befassung mit einer solchen Aufgabe gefithrt wurde, ist
in den historischen Erlduterungen entwickelt, die der Bibliographie am
Schlusse des Buches beigegeben sind.

Dieses Betreten eines neuen Gebietes hitte aber sicher nicht weit
gefiihrt, wenn nicht die Carnegic Institution of Washington eine von mir
geplante meteorologisch-hydrographische Arbeit in groBziigigster Weise
unterstiitzt hitte. Als Research Associate des Carnegie Institution habe
ich seit 1906 das Privilegium gehabt, junge Wissenschaftler als Assisten-
ten zu mir zu ziehen. Aus der langen Reihe dieser Assistenten nenne
ich hier nur diejenigen, die mehr als ein Jahr bei mir gearbeitet und sich
auch spiter als selbstindige Forscher in den hierher gehorenden Ge-
bieten ausgezeichnet haben. Der erste in der Reihe war J. W. SAND-
STROM, der mich schon seit 1898 unterstiitzt hatte, jetzt Direktor des
Schwedischen Meteorologischen Instituts in Stockholm. Dann folgten
1908 —15 TH. HESSELBERG, jetzt Direktor des Norwegischen Meteorolo-
gischen Instituts, Oslo, 1908 —10 O. DEVIK, Mitglied des Chr. Michelsen
Instituts, Bergen-Norwegen, und 1910—17 H. U. SVERDRUP, jetzt Mit-
glied desselben Instituts. Dann traten die drei Herren hinzu, deren
Namen man auf dem Titelblatt des Buches findet: J. BJERKNES 1916,
H. SoLBERG 1917 und T. BERGERON 1919. Sie sind seit jener Zeit fast
ohne Unterbrechung in dieser Arbeitsrichtung titig gewesen, in den
letzten Jahren besonders mit ihren Beitrigen zu diesem Buche. Dabei
fiel simtliche schwierigere mathematische Arbeit Herrn SOLBERG zu,
wihrend die beiden anderen die Verantwortung fiir die empirisch-
meteorologische Seite zu tragen haben. Wihrend dieser abschlieBenden
Arbeit ist C. L. GODSKE ein auBerordentlich wertvoller Mitarbeiter ge-
wesen, sowohl durch seine mathematischen Fihigkeiten, wie durch
seine in allen Richtungen bewiesene Arbeitstiichtigkeit und seinen
Arbeitseifer.

Indem ich im Namen der vier Verfasser allen iibrigen Mitarbeitern
unseren herzlichsten Dank ausspreche, méchte ich zwei von ihnen noch
besonders erwihnen, Herrn SANDSTROM, ohne dessen wertvolle Stiitze
ich mich kaum entschlossen hitte, das mir so fremde Gebiet der Meteoro-
logie zu betreten, und Herrn C. L. GODSKE, dessen Arbeit fiir die Voll-
endung des Buches von unschitzbarem Wert gewesen ist.

Meinen ersten Versuch, die physikalische Hydrodynamik systema-
tisch darzustellen, bildeten die Vorlesungen ,,Physical Hydrodynamics,
die ich in Pasadena auf Einladung an der California Institute of Techno-
logy im Jahre 1924 hielt. Mit Riicksicht auf die vielen noch ungeldsten



Vorwort. VII

Spezialprobleme wurde aber die unmittelbare Herausgabe dieser Vor-
lesungen aufgegeben. Den AnstoB zu der endgiiltigen Ausarbeitung
gab die Einladung, iiber das Thema in Paris vorzutragen und die voll-
stindige Darstellung in der Serie ,,Conférences-Rapports sur la Physi-
que’ erscheinen zu lassen. Im Einverstindnis mit dem Direktor dieser
Conférences-Rapports erscheint diese deutsche Ausgabe gleichzeitig mit
der franzdsischen.

Die sprachliche Verbesserung des deutschen Textes verdanke ich
fiir den theoretischen Teil Herrn Dr. H. SCHLICHTING, Géttingen, und
fir den empirisch-meteorologischen Teil Herrn Dr. B. HAURWITZ,
Leipzig.

SchlieBlich ist es mir eine angenehme Pilicht, der Verlagsbuchhand-
lung Julius Springer fiir bewiesene Sorgfalt bei der Herausgabe des
Buches meinen besten Dank abzustatten.

Oslo, Oktober 1932.
V. BJERKNES.
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J, Besselfunktion erster Art 368.
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Erster Teil.
Physikalische Hydrodynamik.

Erstes Kapitel
Skalaren, Vektoren, Tensoren.

1. Skalarfelder. Wir werden im folgenden immer mit der Vorstellung
der raumlichen Verteilung oder des Feldes von physikalischen GréBen
skalarer, vektorieller oder tensorieller Natur zu arbeiten haben. In der
Einleitung werden wir an einige allgemeine Eigenschaften solcher Fel-
der erinnern, und vor allem auch unsere Wahl der Terminologie und
der Bezeichnungen festlegen, die leider in der Literatur wenig einheit-
lich sind. Da diese Einleitung nichts prinzipiell Neues enthilt, kénnen
wir fiir die Entwicklungen und die Beweise auf die gewShnliche Lehr-
biicherliteratur verweisen.

Den SkalargréBen, die wir betrachten, schreiben wir gew6hnlich
volle Eindeutigkeit zu, d. h. die Funktion & (x, ¥, 2) soll in keinem
Punkte des Raumes mehr als einen Wert haben. Allerdings verwendet
man in der mathematischen Physik auch vielfach mehrdeutige Skalar-
groBen, aber immer nur als HilfsgroBen, wie Potentiale, Stromfunk-
tionen usf., die. in indirekter Weise die real physikalischen Felder dar-
stellen. Solche HilfsgroBen werden wir aber relativ selten verwenden.

Das Feld einer unserer eindeutigen Skalarfunktionen & (x, y, z) stel-
len wir durch dgquiskalare Flichen dar, die wir gewoShnlich fir ganz-
zahlige Werte der Konstante zeichnen:

(1) a(x,y,2)=0,1,2,....

Dabei wollen wir die Einheit hinldnglich klein wéhlen, um die Dar-
stellung des Feldes in allen Einzelheiten zu erhalten. Bei jedem wirk-
lichen Zeichnen bleibt die Einheit immer endlich. Abstrakte Sitze
werden wir aber so formulieren, als wire die Einheit infinitesimal, so
daB man von Bruchteilen der Einheit absehen kann.

Wir nehmen an, daB die Flichen nie im Felde aufhéren. Sie er-
strecken sich entweder bis ins Unendliche, oder sie laufen in sich selbst
zuriick, oder sie endigen an den Feldgrenzen. Aus der Eindeutig-
keit folgt, daB zwei verschiedene Aquiskalarflichen sich nie schneiden

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 1



2 Physikalische Hydrodynamik.

konnen. Nichts hindert aber, daB gewisse Aquiskalarflichen sich selbst
schneiden.

Die dquiskalaren Flichen fir x =0,1, 2, ..., die wir als dquiskalare
Einheitsflichen bezeichnen wollen, zerlegen das Feld in eindeutiger
Weise in Einheitsschichten oder Lamellen. Wenn man die Einheit ge-
niigend klein wihlt, erhilt man beliebig diinne und im Grenzfall in-
finitesimale Lamellen. Dann kdnnen wir sagen, da8 zwischen zwei belie-
bigen Punkten %, ¥,, 2, und x,,%,,2, im Felde immer eine eindeutig
bestimmte Anzahl N(«) von Lamellen liegt, die gleich der Differenz der
Funktionenwerte in den beiden Punkten ist:

(1) & (%1, Y1, %) — (%, Yo.20) = N(x).

Eine Skalarfunktion kann in eine Konstante ausarten, und zwar
in der Weise, daB die Lamellen ins Unendliche anschwellen, bis eine
Lamelle den ganzen Raum erfiillt, und die Anzahl von Lamellen zwi-
schen irgend zwei Punkten identisch Null wird. Im Grenzfall ist dann
jede Fliche im Raume eine Fliche & = konst., d. h. der Verlauf der
Aquiskalarfliche ist unbestimmt.

In démselben Raume kénnen zwei Skalarfunktionen
(2) “=a(x»yrz)r .B_—‘ﬂ(x:y»z)
gleichzeitig gegeben und jede durch ihre Aquiskalarflichen dargestellt
sein. Diese Flichen schneiden sich lings der zweifach iquiskalaren
Kurven («,8). Auf einer solchen Kurve haben sowohl a wie § be-
stimmte konstante Werte. Die Einheitsflichen der einen GroBe zerlegen
die Einheitsschichten der anderen in Rohren mit parallelogrammartigen
Querschnitten, die Einheitsrohren oder Solenoide («,f). Aus den Vor-
aussetzungen iiber die Aquiskalarflichen folgt, daB diese Kurven und
die entsprechenden Réhren nie im Felde aufhéren koénnen. Sie er-
strecken sich entweder ins Unendliche oder laufen in sich selbst zu-
riick oder endigen an den Feldgrenzen. Denkt man sich im Felde eine
geschlossene Kurve, so kann man deshalb mit voller Eindeutigkeit von
der Anzahl von Solenoiden N(x,f) reden, die von der Kurve um-
schlossen wird.

Besteht zwischen den beiden GréBen & und g eine Relation:
3) F(x,p) =0,
so ist eine Fliche & = konst. auch eine Fliche f = konst. und um-
gekehrt, und die beiden Funktionen &« und # haben dasselbe System
von #quiskalaren Flichen. Die Einheitsflichen der einen Funktion
fallen dagegen gewd6hnlich nicht mit den Einheitsflichen der anderen
zusammen, d. h. man muB die Flichen verschieden numerieren, je
nachdem ob sie die Funktion & oder § darstellen sollen.
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Es wird oft vorkommen, dafl zwischen zwei physikalisch verschie-
denen Groflen eine solche Beziehung besteht, und deshalb ist es von
Wichtigkeit, eine bequeme Terminologie hierfiir zu haben. Gegeben sei
z. B. ein Druckfeld durch zsobare Flichen oder ein Temperaturfeld
durch isotherme Flichen. Das Feld irgend einer anderen SkalargréBe,
z. B. einer Dichte, nennen wir dann barotrop (,,nach dem Druckfelde
eingestellt*), wenn die Aquiskalarflichen dieser GroBe mit den Isobar-
flichen zusammenfallen, dagegen baroklin (,,zum Druckfelde geneigt‘‘),
wenn ihre Aquiskalarflichen gegen die Isobarflichen geneigt sind und
sie schneiden, Analog nennen wir das Feld dieser SkalargréBe thermotrop
(,,nach dem Temperaturfelde eingestellt’), wenn die Aquiskalarflichen
dieser GréBe mit den Isothermflichen zusammenfallen, im anderen
Falle thermoklin (,zum Temperaturfelde geneigt’). Ganz allgemein
wollen wir zwei Skalarfunktionen « und g zueinander homotrop (,,4hn-
lich eingestellt) nennen, wenn sie ein gemeinsames System von Aqui-
skalarflichen haben, dagegen heterotrop (,,verschieden eingestellt**), wenn
dies nicht der Fall ist. Die Gleichung (3), die eine gegenseitige Ab-
hingigkeit zweier Funktionen « und f ausdriickt, nennen wir ganz
allgemein die Bedingung der Homotropie und bei spezieller physika-
lischer Bedeutung der als unabhingig zu betrachtenden GréBe die Be-
dingung der Barotropie, der Thermotropie usf.

Gehen wir von einem Raumpunkt x,y,z zu einem naheliegenden
x4+ dx, y+dy, z+ dz iber, so erhalten die GréBen « und § Zu-
wichse, die wir dag und dfy bezeichnen werden. Der Index G ist hin-
zugefiigt, um an die zugrunde liegende rein geometrische Betrachtung
zu erinnern. Die beiden Zuwichse stehen gemiB der Relation (3) in
einer ganz bestimmten Relation zueinander, Wir werden ihre Ver-
hiltniszahl

@ r=(z),

allgemein den Homotropiekoeffizienten von f nach &« nennen, speziell
den Barotropickoeffizienten, wenn man die unabhingige Variable « als
Druck, und den Thermotropickoeffizienten, wenn man sie als Tempe-
ratur deutet. Dieser Homotropiekoeffizient kennzeichnet also duBere
raumliche Beziehungen, nicht innere physikalische Beziehungen der
GroBen o und B,

Explizite findet man diesen Koeffizienten, entweder indem man
die Gleichung (3) nach g auflést und dann nach « differentiiert, oder
auch indem man die Gleichung (3) total differentiiert und dann in

bekannter Weise OF

d da
G) r=(G,-—a
bildet. 98
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Die Homotropie und die Existenz eines eindeutig bestimmten
Homotropiekoeffizienten tritt als ein Spezialfall der allgemeinen Hetero-
tropie auf. Dieser Ausnahmefall kann in zweierlei Weise zustande
kommen: Die eine der Gré8en &« oder § artet in eine Konstante aus,
wobei der Homotropiekoeffizient entweder unendlich oder Null wird;
oder der Winkel, den die &4quiskalaren Flichen der beiden Systeme
miteinander bilden, konvergiert gegen Null; dabei wird der Homo-
tropiekoeffizient endlich.

In beiden Fillen schwellen aber die Solenoide des heterotropen
Systems unbegrenzt an, indem sie in Lamellen iibergehen. Ihre Zahl
N (&, p) innerhalb einer jeden geschlossenen Kurve wird gleich Null.

In dhnlicher Weise kénnen wir den Fall betrachten, indem in dem-
selben Raume drei Skalarfunktionen

(6) a=a@®y2, F=Fx22, y=ry2

gleichzeitig gegeben sind. Man hat dann drei Systeme von 4dquiskalaren
Flichen und Lamellen und drei Systeme von zweifach #quiskalaren
Kurven und Solenoiden, (8, y), (y, &), (&, 8). Die Einheitsflichen einer
jeden der drei Skalarfunktionen zerlegen die Solenoide der beiden anderen
in ein System von Einheitszellen (x, 8, y) parallelepipedischer Form.

Drei solche Systeme von Aquiskalarflichen bilden das allgemeinste
krummlinige Koordinatensystem. Die Flichen (6) sind die Koordinaten-
flichen, die Kurven (8,7), (y, &), («,f) die Koordinatenkurven. Die
Auflésung nach x, ¥, z ergibt die Gleichungen:

(7) x=x(‘x:ﬂ:}’)f y=y(0‘,ﬁ,}'), z=z(o¢,ﬂ,y),
die den Ubergang von den cartesischen Koordinaten x,y,z zu den
krummlinigen «, 8,y vermitteln.

Als Koordinaten kénnen aber die drei Skalarfunktionen (6) nur dann
dienen, wenn sie voneinander unabhingig sind und somit der Uber-
gang zu (7) maoglich ist. Die Ausartung tritt ein, wenn zwischen den
drei SkalargréBen eine Relation

@) Flo,,7)=0

besteht. Die Werte = f,, y = y, von zwei der GroBen bestimmen
dann auch gleich den Wert &« = &, der dritten. Das heiBt, man hat
nicht mehr drei verschiedene Systeme von zweifach dquiskalaren Kurven,
sondern nur ein System von dreifach iquiskalaren Kurven. Die drei
Flachenscharen (6) schneiden sich also nur in einem System von Kurven,
und man kann alle Flichen als von einem einzigen Kurvensystem erzeugt
ansehen. Es existieren keine Einheitszellen mehr, sondern nur noch Ein-
heitsrohren oder Solenoide. Man begegnet drei Formen der Ausartung.
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Die Gleichung (8) enthilt nur eine der drei Gréflen «, £, y und sagt aus,
daB diese in eine Konstante ausgeartet ist; oder sie enthilt zwei der
drei GroBen und sagt aus, daB diese zwei GréBen homotrop sind, mit
nur einem System von Aquiskalarflichen; oder endlich, die Gleichung
enthilt alle drei GroBen, und die Ausartung geht in der Weise vor sich,
daB die Flichen des einen Flichensystems einen gegen Null konver-
gierenden Winkel mit den Schnittkurven der beiden anderen bilden.
In allen Fillen ergibt sich dasselbe Resultat, ndmlich daB sich die
Einheitszellen ins Unendliche verlingern und Solenoidform annehmen.
Besteht neben (8) noch eine davon unabhingige Relation:
(9) F’(OC,/S,}’):O,

so sind alle drei Funktionen (6) gegenseitig homotrop.

2. Vektorfelder. Ein Vektor ist eine Gré8e mit Richtung im Raume,
analytisch darstellbar durch seine Komponenten in Richtung von drei
nicht in einer Ebene liegenden Achsen. Den Vektor als solchen werden
wir durch einen fett gedruckten Buchstaben darstellen, seinen absoluten
Betrag durch den entsprechenden Buchstaben in gewShnlichem Druck,
und seine Komponenten in Richtung der drei rechtwinkligen Achsen
%, ¥, z durch diesen Buchstaben mit angehidngten Indices x, ¥, z, also
z2.B.A,4,4,, 4,, 4,.

Die Felder der drei SkalargréBen 4,(x,y,2), 4,(x,9,2), 4,(x,v,2)
bestimmen eindeutig das Feld A(x, y, 2), d. h. die Richtung und GréBe
dieses Vektors in jedem Punkte x, y, 2 des Raumes. Wenn eine Be-
ziehung zwischen den Skalarfunktionen A,, 4,, A, besteht, ist der
Vektor durch weniger als drei unabhidngige Skalarfunktionen darstell-
bar, entweder durch zwei oder durch nur eine. Dies gibt eine Einteilung
der Vektoren in dreifach, zweifach und einfach skalare Vektoren. Die
spezielleren zweifach oder einfach skalaren Vektoren kénnen weiter in
verschiedene Klassen geteilt werden, je nach den endlichen oder in-
finitesimalen Beziehungen, durch welche die urspriingliche Zahl der drei
Skalarfunktionen auf zwei oder auf eine reduziert wird.

Die unmittelbare Darstellung der Vektoren durch Komponenten in
einem beliebigen Achsensystem gibt gewshnlich kein anschauliches Bild
des Feldes. Ein wichtiges Hilfsmittel, um anschauliche Darstellungs-
formen zu bekommen, bilden die Vektorlinien, die iiberall tangentiell
zur Richtung des Vektors verlaufen. Eine aus Vektorlinien erzeugte
Fliche heiBt eine Vektorfliche, und wenn diese Fliche réhrenférmig
ist, begrenzt sie eine Vektorréhre.

DieVektorlinien findet man durch Integration des simultanen Systems:
W dx _dy _ds
A, 4, A,
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Die Integration fithrt zu zwei Skalarfunktionen & (x, ¥, 2) und f(x, v, 2),
deren zweifach dquiskalare Kurven

(2a) x(%,v,2) =konst., f(x,v,%) = konst.
die Vektorlinien darstellen.

Wenn die Vektorlinien bekannt sind, braucht man nur noch den
absoluten Betrag des Vektors in jedem Punkte des Raumes zu kennen.

Schreibt man H/Zf, + 43+ Af] =, so geben die Aquiskalarflichen
der Funktion p:

(2b) y (%, v, 2) = konst.,

den Zahlenwert des Vektors in jedem Punkte des Raumes an. Die
drei Skalarfunktionen (2a) und (2b) geben das anschaulichste Bild
eines ganz allgemeinen Vektors.

Eine modifizierte, physikalisch sehr anschauliche Darstellungsform
ergibt sich aus der Bemerkung, daB3 die Solenoide («, f) der Skalar-
groBen (2a) Vektorrohren unseres Vektors sind. Das Produkt des
Zahlenwertes des Vektors mit dem Querschnitt einer Vektorrohre an
der betreffenden Stelle nennen wir den Vektorfluf. Dieser Vektorflul
ist gewdhnlich von Querschnitt zu Querschnitt einer und derselben
Rohre verschieden. Ist aber das Rohrensystem festgelegt, so wird
dieser FluB eine iiberall im Raume eindeutig gegebene SkalargroBe
9’ (%, ¥, 2) sein. Man kann dann das Feld des Vektors darstellen durch
das System (2a) von Vektorréhren mit zugehérigen Flichen gleichen
Flusses:

(2¢) y'(%, v, 2) = konst.

Man bemerke, daB der FluB erst dann eine bestimmte GroBe wird,
wenn das System der Vektorréhren festgelegt worden ist. Sind &’ und
p’ Funktionen von « und g, also &’ = &' (e, ), B’ = B’{x, B), so stellen
(3a) o’ (x,y,2) = konst., p’(x,v,2) = konst.

dieselben Vektorlinien wie (2a) dar, geben aber eine andere Zerlegung
in Einheitsrohren, so daB man eine andere Funktion

(3b) v”(x,y, z) = konst.

zur Darstellung des Flusses in diesen Rohren bestimmen muB.

Wenn die FluBfunktion 9" oder y” zu einer Funktion von « und g
bzw. &’ und B’ ausartet, so durchschneiden die Flichen (2c) bzw. (3b)
nicht mehr die Réhren (2a) bzw. (32). Man hat dann denselben FluB
in allen Querschnitten einer und derselben Rohre, wie bei der Stromung
einer inkompressiblen Fliissigkeit. Das Feld dieses speziellen Vektors
kann dann vollstindig durch Rohren gleichen Flusses dargestellt werden:
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der Vektor ist iiberall lings der Rohrenachse gerichtet, und sein abso-
luter Betrag ist dem Querschnitt der Rohre umgekehrt proportional.
Durch eine geeignete Neuzerlegung wie bei dem Ubergang von (2a)
zu (3a) kann man immer erzielen, daB die Einheitsrohren oder Sole-
noide (o, ) gleichzeitig Roéhren des Flusses Eins des Vektors wird.
Ein in dieser Weise darstellbarer Vektor heift ein solenoidaler oder
auch guellenfreier Vektor, und die Rohren des Flusses Eins heifen die
Solenoide des Vektors. Der solenoidale Vektor ist ein zweifach ska-
larer Vektor.

Die durch die Differentialgleichungen (1) oder durch die Gleichun-
gen (2a) in endlicher Form dargestellten Vektorkurven bilden ein System
von Raumkurven allgemeinster Art. Jedes Biindel dieser Kurven ist
wie die Fibern eines Fadens tordiert, man kann zu diesen Kurven ge-
wohnlich keine Normalfldche legen. Wir kénnen aber jetzt von unserem
Vektor verlangen, daB seine Vektorlinien zu einer beliebigen Flichen-
schar «(x, y, 2) = konst. normal sein sollen. Die Vektorkomponenten
dax 0x O«
dx’ 9y’ 0z
dieser Flichenschar proportional sein. Wir kénnen dann die folgenden
Bedingungsgleichungen aufschreiben, wo # noch die Linge in der Nor-
malenrichtung zu den Flichen &« = konst. bedeutet und f eine beliebige
Funktion der Koordinaten x, y, z ist:

4, A A, A
@ R CPEY

ox dy 0z on
Ein Vektor, dessen Komponenten diese Gleichung befriedigen, ist ein
flachennormaler Vektor, und. als solcher ein Vektor, dessen Feld man
durch zwei Skalargré8en &« und 8 darstellen kann: er ist senkrecht zu
den Flichen &« = 0,1, 2, ... gerichtet und hat den absoluten Betrag:

(5) A=pir_F

A,,A4,, A, miissen dann den RichtungsgréBen der Normalen

wo k die Dicke einer a-Lamelle ist.

Wenn die Funktionen &« und # homotrop sind, d.h. wenn zwischen
ihnen eine Relation F(«, f) = O besteht, so wird der Vektor 4 einfach
skalar. Seine Richtung ist senkrecht zu den Flichen & = konst. oder
p = konst., und durch Neunumerierung der Flichen kann man seinen
absoluten Betrag in der Form

do 1

(6) A=H=%

schreiben, wo A die Dicke der Lamellen nach dieser Neunumerierung
ist. Man nennt ihn einen lamellaren Vektor, weil sein Feld unmittelbar
durch die Lamellen des Skalars o dargestellt wird. Den allgemeinsten
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flichennormalen Vektor nennt man auch (KELVIN) zusammengesetzt
lamellar oder zweifach lamellar, weil bei der Darstellung seines Feldes
die Lamellen zweier SkalargroSen auftreten.

8. Die fundamentalen Vektoroperationen. Die Aquivalenz des
einen Vektorsymbols mit den drei SkalargréBen, die den Vektor analy-
tisch definieren, kénnen wir durch

AZ BZ
4,, B= lB,
A4, B,
symbolisieren. Das explizite Rechnen mit den Skalargréfen 4,, 4,, 4,,
B,,B,, B, kann in den Fillen, wo die Beziehung der Vektoren zu
dem zufillig gewihlten Koordinatensystem nebensichlich ist, durch ein
symbolisches Rechnen mit den Zeichen A4, B ersetzt werden. Dabei
sind die Grundoperationen die folgenden:

(1) A=

Die Vekiorsumme ist ein Vektor, dessen Komponenten gleich der
Summe der Komponenten der einzelnen Vektoren sind:
4,+ B,
A,+B,.
4.+ B,
Geometrisch bildet man die Vektorsumme nach dem Parallelogramm-
gesetz.

Das Produkt eines Vektors mit einem Skalar ist ein Vektor, dessen

Komponenten die Produkte der Komponenten des Vektors mit dem
Skalar sind:

(2) A+ B=

A,
(3) Ao={4,«.
A,
Das skalare Produkt zweier Vektoren ist eine SkalargroBe:
(4) A'B=A4,B,+ A,B,+ A,B, = ABcosf,

gleich dem Produkte der Skalarwerte der beiden Vektoren multipliziert
mit dem Kosinus des dazwischen liegenden Winkels 8. Das Ver-
schwinden des skalaren Produktes zweier Vektoren ist die notwendige
und hinreichende Bedingung, daB zwei von Null verschiedene Vektoren
senkrecht zueinander stehen.

Das Vektorprodukt zweier Vektoren ist der Vektor:

A,B, — A,B,
(5) AXB=14,B,— A4,B,.
A,B,—~ A,B,

Er steht senkrecht zu den beiden Vektorfaktoren A und B, und sein
positiver Sinn wird nach der Schraubenregel durch die kiirzeste Drehung
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von dem ersten Vektorfaktor A zu dem zweiten B gegeben!. Sein ab-
soluter Betrag ist | ABsinf|, d.h. gleich dem Flicheninhalt des von
A und B gebildeten Parallelogrammes.

Aus (5) folgt: AXxB=—-BxA.

Das Verschwinden des Vektorproduktes der zwei Vektoren A4 und B,
A x B =0, ist die notwendige und hinreichende Bedingung, daB zwei
von Null verschiedene Vektoren parallel sind.

An die Vorstellung von Skalarfeldern und Vektorfeldern kniipfen
sich drei Differentialoperationen, die fiir deren Diskussion grundlegend
sind, und den drei Produktoperationen (3), (4) und (5) formal entsprechen.
Wir verstehen durelt V' (das HaMirToNsche Symbol, nach GiBBS-WILSON
,,Del*“ genannt) eine Differentialoperation mit den drei Operations-
komponenten V,, V,,V,, welche die partiellen Differentiationen nach

%,%, 2 sind: v d
*= Gx
(6) p=lr,=2.
y ay

é

Ve=ts

Der Gleichung (3) formal entsprechend bilden wir aus der Skalar-
grofle « ihren Ansteigevektor oder Aszendenten:

Ox

Ox

Oux

Voo =4 —,

) w=]g

o

0z
der nichts anderes ist als der lamellare Vektor, den man durch die
Lamellen der SkalargréBe « darstellt. Der lamellare Vektor mit dem

entgegengesetzten Vorzeichen, der Fallvektor —F o, heift der Gradient
der skalaren GroBe «, und bei spezieller physikalischer Bedeutung

1 Die einfachste typische Raumkurve ist die Schraubenlinie, gekennzeichnet
durch konstante Kriimmung und konstante Torsion. Mit gleichen numerischen
Werten dieser beiden GréBen erhalt man zwei Schraubenlinien, die Rechts- und
die Linksschraubenlinie, die eine ist ein Spiegelbild des anderen. Kiufliche
Schrauben sind Rechtsschrauben, Linksschrauben werden nur fiir Ausnahme-
zwecke hergestellt. Die Bewegung einer Schraube in seinem Loche verkniipft
eineindeutig einen Rotationssinn um eine Achse mit einem Translationssinn
lings dieser Achse. Die Verkniipfung von Translations- und Rotationssinn durch
die Rechtsschraube oder die gewohnliche Schraube nennen wir kurz die Ver-
kniipfung nach der Sckraubenregel.
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des Skalars Druckgradient, Temperaturgradient, Potentialgradient usf,
Wihrend rechnerisch die Aszendenten die bequemeren GréBen sind,
haben die Gradienten eine mehr konkrete physikalische Bedeutung: Der
Druckgradient stellt die beschleunigende Wirkung des Druckfeldes dar,
der Temperaturgradient gibt die Richtung des Warmestromes, usf. Die
SkalargroBe o wird auch das Potential des Vektors V& oder —FV« ge-
nannt, und zwar kénnen wir sie zur Unterscheidung das Aszendenten-
potential von V& und das Gradientenpotential von — ¥« nennen.

De1 Gleichung (4) formal entsprechend bilden wir die SkalargroBe
V- B, die auch mit divB bezeichnet wird:
(8) V-B:diva=%+66’;'+
und gewohnlich die Divergenz des Vektors B genannt wird. Ist B die
spezifische BewegungsgrioBe (Produkt von Dichte und Geschwindigkeit)
in einem materiellen Medium, so hat divB die Bedeutung des Massen-
ausflusses aus dem ruhenden geometrischen Volumenelement, bezogen auf
Volumen- und Zeiteinheit. Ist B die Geschwindigkeit in einem solchen
Medium, so stellt div B die auf die Volumeneinheit bezogene kubische Ex-
pansionsgeschwindigkeit des bewegten physischen Volumenelementes dar.

Der Gleichung (5) formal entsprechend bilden wir den Vektor ¥ x B,
der auch mit curlB oder rot B bezeichnet wird:

0B,
oz

9B, _ 9B,

dy 0z

_|éB, @B,
) Px B=curlB={>—*— 2.
9B, _ 9B,

ox 9y

Wir werden diesen Vektor die Wirbeldichte oder kiirzer das Wirbeln
des Vektors B nennen. Ist B die Geschwindigkeit in einem materiellen
Medium, so stellt curlB die doppelte Winkelgeschwindigkeit des be-
wegten Volumenelementes um dessen momentane Rotationsachse dar®.

Ein Vektor, der die Eigenschaft

(10) divA =0
hat, heiBt divergenzfrei oder quellenfrei. Ein Vektor, der die Eigenschaft
(11) curld =0

hat, heiBt wirbelfres. Der Aszendent einer SkalargroBe, also der lamel-
lare Vektor ist wirbelfrei. Denn nach (7) und (9) hat man:
(12) curlPax = 0.

1 Wenn MaxweLt die von ihm anfanglich benutzte Bezeichnung rot B spiter

verwarf und zu curl B iberging, so tat er dies sicher, um jede Verwirrung mit
zwei Bedeutungen des klassischen Wortes Rotation zu vermeiden.
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Das Wirbeln eines beliebigen Vektors ist ein divergenzfreier Vektor.
Denn nach (9) und (8) findet man:

(13) divcurl4 = 0.

Dagegen ist der Aszendent eines beliebigen Skalars im allgemeinen
nicht divergenzfrei. Denn bildet man nach (8) die Divergenz von Ve,
so findet man:

. _0a x| Fa _ [,
Diese Operation zweiter Ordnung, die LAPLACEsche Operation:

Lk 0? et
(15) V2=$i+§y_z+§z’i'
kann man die sphdrische Ablesitung nennen. Sie kennzeichnet die all-
seitige Zu- oder Abnahme der Funktionenwerte von dem betrachteten
Punkte aus: Es sei & (r) der Mittelwert der Funktion «(x,y,z) auf
einer kleinen Kugelfliche von Radius 7, und «(0) der Funktionenwert
im Mittelpunkte der Kugel. Bildet man die Differenz «(r) — x(0)
dieser Werte, dividiert durch 72 und 1i8t r gegen Null konvergieren,
so bekommt man als Grenzwert einen Ausdruck, der mit dem nume-
rischen Faktor 1 - 2 - 3 multipliziert die spharische Ableitung der Funk-
tion « in dem betrachteten Punkte gibt:

(16) P2o = 6lim XM - 2O

2
r>0 4

Eine Skalarfunktion, die der LAPLACEschen Gleichung
(17) Ve =0

geniigt, kann man eine sphdrisch konstante Funktion nennen: sie hat
die Eigenschaft, daB ihr Mittelwert auf einer Kugel von beliebigem
Radius gleich dem Funktionenwert im Mittelpunkte der Kugel ist.

Ein lamellarer Vektor V&, dessen Potential & sphirisch konstant
ist, ist gleichzeitig solenoidal und-lamellar, also geometrisch darstell-
bar gleichzeitig durch Solenoide und Lamellen. Dieser gewissermaBen
einfachste von allen Vektoren wird auch LAPLACEscher Vektor ge-
nannt.

Die spharische Ableitung kann auch auf die drei skalaren Kom-
ponenten eines Vektors und damit auf den Vektor selbst angewandt
werden. Die Bedeutung der Operation bleibt dabei die genau ent-
sprechende und 148t sich durch die Gleichung

(18) P24 = 6lim A0 = A0
1 4

r—>0
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ausdriicken, wo jetzt A(r) das Vektormittel des Vektors A auf der
Kugelfliche ist, und A(0) der Wert des Vektors im Mittelpunkte der
Kugel. Einen Vektor, welcher der Vektorgleichung
(19) 4 =0
geniigt, kann man eine sphdrisch konstante Vektorfunktion nennen.
Im Felde eines sphirisch konstanten Vektors ist der Mittelwert des
Vektors auf einer Kugelfliche gleich dem Vektorwert im Mittelpunkte
der Kugel.

Bildet man nach (9) zweimal das Wirbeln eines beliebigen Vektors,
so kommt man auf die Gleichung:

(20) curPA = —V24 -V divA.

Man hat also die folgende Aquivalenz von Operationen zweiter Ord-
nung:

(21) curl2 = —F2 4+ Vdiv.

Wenn der Vektor divergenzirei ist, sind die Operationen curl? und
—F? einander dquivalent.

4. Hauptklassen der Vektoren. Nach dieser Definition der fun-
damentalen Vektoroperationen konnen wir zu der Klassifikation der
Vektoren und deren Darstellung durch Skalargr6Ben zuriickkehren.

Aus einer einzigen SkalargroBe «(x,y, z) leitet man den fundamen-
talen einfach skalaren Vektor
(1) A=Vua
ab. Dies ist ein lamellarer Vektor, der durch die Lamellen der Skalar-
groBe « darstellbar ist, und der seinerseits als Hilfsvektor zur Dar-
stellung weiterer zusammengesetzter VektorgréBen dient.

Sind zwei SkalargroBen «(x,y,z) und B(x,y,z) gegeben, so kann
man aus jedem einen einfach lamellaren Vektor bilden, V& und Vg.
Die Summe dieser beiden Vektoren ergibt keinen neuen Vektortypus,
sondern nur wieder einen lamellaren Vektor F(x 4 ). Dagegen gibt
die Produktverbindung
(2) B=_fVo
einen neuen Vektortypus, offenbar den allgemeinsten flichennormalen
oder zweifach lamellaren Vektor mit den Flichen &« = konst. als
Normalflichen. Der dhnlich gebaute Vektor B'= «V§ hat die Flichen
B = konst. als Normalfldchen.

Endlich gibt das Vektorprodukt der beiden Hilfsvektoren V& und
V8 einen neuen Typus zweifach skalarer Vektoren:

3) C=VBxVx.
Dieser Vektor steht senkrecht zu dem zweifach lamellaren (2), hat
folglich die zweifach lamellaren Kurven (8, «) als Vektorkurven, und
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der positive Sinn lings dieser Kurven ist nach der Schrauben-
regel durch den Drehsinn von Ff zu V& gegeben. Der absolute Be-
trag von (3) ist: -

3a) Va| (7] |sino] = 5221,

wo 6 der Winkel ist, unter dem sich die x-Flichen und die 8-Flichen
schneiden, wihrend 4, die Dicke der «-Lamellen und A, die Dicke der
f-Lamellen ist. Nun ist aber k,A,/sin@ der Flicheninhalt desjenigen
Parallelogrammes mit den Héhen A; und k&, und dem Winkel 6, das
den Querschnitt der (8, x)-Solenoide bildet, so daB das Produkt von
den Zahlenwerten des Rohrenquerschnittes und des Vektors gleich Eins
wird, Hieraus folgt:

Der Vektor VB x Vo ist der solenoidale Vektor, der durch die So-
lenoide (B, ) der beiden beliebigen Skalargrifen B und o dargestellt wird,
und (3) ist die allgemeine Darstellung des solenoidalen Vektors.

Zwischen dem doppelt lamellaren Vektor ¥ « und dem solenoidalen
Vektor 8 x Ve, der durch dieselben beiden Skalaren dargestellt wird,
besteht eine enge Beziehung. Bildet man nimlich das Wirbeln des zwei-
fach lamellaren Vektors SV, so bekommt man den solenoidalen Vektor
Vg x Ve:

(4) C=curlB=curll(fVea) =Vg x V.

Diese Gleichung enthilt auch den Satz, daB der zweifach lamellare
Vektor B = fVx auf seinem Wirbeln curlB = Vg x V& senkrecht
steht, oder also die Eigenschaft hat:

(5) B curlB=0.

Dies ist die Differentialgleichung des flichennormalen oder des
zweifach lamellaren Vektors. Dieser Vektor wird durch Senkrecht-
stehen zu seinem Wirbeln charakterisiert, genau wie der einfach lamel-
lare Vektor durch seine Wirbelfreiheit, und der solenoidale Vektor
durch seine Divergenzfreiheit.

Sind schlieBlich drei voneinander unabhingige Skalargréfien gegeben:

*(x,v,2), B2, yky2,
so kann man in verschiedener Weise einen ganz allgemeinen dreifach
skalaren Vektor darstellen. Wir merken uns die folgenden:

6) Vo +Vy, VBxVa+Vy, yVBxVa,
also die Summe eines doppelt und eines einfach lamellaren Vektors, die
Summe eines solenoidalen und eines lamellaren Vektors und das Produkt
eines solenoidalen Vektors mit einem skalaren Faktor.

Der Ausdruck gV a + Vy wird fiir uns besonders wichtig sein. Wenn
man sein Wirbeln bildet, kommt man auf den Ausdruck Vg x Fa,
der ein allgemeiner solenoidaler Vektor ist. Man folgert hieraus, da8
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der allgemeine solenoidale Vektor durch das Wirbeln curl® eines -all-
gemeinen Vektors dargestellt werden kann. Unter Anwendung dieses
Resultates und unter Beachtung der Form Vg X V& + Vy des all-
gemeinen Vektors folgert man, da man einen jeden Vektor durch eine
skalare HilfsgroBe ¢ und eine vektorielle HilfsgroBe @ in der Form
(7) A=Vp+ curld
darstellen kann, wie man sagt, durch ein skalares Potential ¢ und ein
Vektorpotential . Als Vektorpotential kann ein beliebiger Vektor @
dienen, es geniigt jedoch ein zweifach lamellarer Vektor oder ein
solenoidaler Vektor.

Um mit physikalisch anschaulicheren GrBen zu arbeiten, schreibt
man auch oft das erste Glied von (7) mit dem negativen Vorzeichen:
(7a) A= —V¢'+ curl D,

wo also ¢’ = —g, d. h. man stellt den betreffenden Vektor oder Vektor-
anteil als Gradient des Gradientenpotentiales ¢’, anstatt als Aszendent
des Aszendentenpotentiales ¢ dar!.

5. Linienintegral und Flichenintegral eines Vektors. Es sei dr
das Vektorlinienelement einer Kurve. Das skalare Produkt 4-dr hingt
nur von der Tangentialkomponente des Vektors ab, und
(1) f A-dr
stellt das Linienintegral der Tangentialkomponente des Vektors dar.
Hat A die Bedeutung der Verriickung oder der Geschwindigkeit materiel-
ler Punkte, so kann man das Integral die Prozession dieser Punkte lings

1 Es haben sich hier in ungiinstiger Weise physikalische und mathematische
Terminologie gekreuzt. Druckgradient, Temperaturgradient, Potentialgradient
hatten in der Physik und der Meteorologie schon langst die Bedeutung von
Fallvektoren, als um die Jahrhundertwende Verfasser vektoranalytischer Arbeiten
die alte, an sich so wertvolle HaMiLToNsche Bezeichnung Fa durch grado« er-
setzten, und dem Gradienten die verinderte Bedeutung eines Ansteigevektors
zulegten. In einem Buche wie dem vorliegenden, in dem man wichtige An-
wendungen auf die Meteorologie macht, wiirde es hoffnungslose Verwirrungen
bringen, wenn man das eigentliche Hauptwort der meteorologischen Wissen-
schaft in anderer Bedeutung als sonst in der ganzen meteorologischen Literatur
seit mehreren Menschenaltern gebriuchlich anwenden wiirde. — DaB diese ver-
schiedene Terminologie tiberhaupt aufgetreten ist, rithrt daher, da man in
Wirklichkelt Namen fiir beide Vektoren nétig hat, fir den mathematisch be-
quemeren sowie fiir den physikalisch konkreteren. Dabei hitte es nahe ge-
legen, die beiden einander entsprechenden Worter Aszendent und Deszendent
vorzuschlagen, wenn nicht Gradient in der Meteorologie unausrottbar gewesen
wire. — Wenn man es als sprachlich richtiger hat hinstellen wollen, durch
Gradient den Ansteigevektor statt den Fallvektor zu bezeichnen, so beruht das
nach von, uns befragten sprachlichen Autorititen auf einem Irrtum. Das latei-
nische Wort gradio bezieht sich nur auf das Handeln des Gehens, ganz davon
abgesehen, ob es sich wie bei ascendo um ein Aufwirtssteigen oder bei descendo
um ein Abwirtssteigen handelt.
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der Kurve nennen und, wenn die Kurve geschlossen ist, die Zirkulation
dieser Punkte lings der geschlossenen Kurve. Ist die Kurve eine
physische Kurve und A4 die Verriickung oder Geschwindigkeit ihrer
materiellen Punkte — in diesem Falle werden wir spiter gewéhnlich o7
fiir dr schreiben —, so stellt (4) die Prozession oder die Zirkulation der
Kurve selbst dar, Die Bezeichnungen Prozession und Zirkulation wollen
wir unter Zugrundelegung des kinematischen Bildes auch bei beliebiger
Bedeutung des Vektors A beibehalten.

Ist A speziell der Aszendent einer Skalargréfe, 4 = V&, so lost
Sas Integral (1) die Aufgabe, das Feld des Skalars &« zu rekonstruieren
oder, wie wir es auch ausdriicken kénnen, das Potential « des potentielleh
Vektors ¥a& zu bestimmen. Da V& - dr = da das vollstindige Diffe-
rential der GroBe « lings der Strecke dr bedeutet, hat man:

1 1
(2) Vo dr=|da = o0, — ag = N(x).
0[ of L= %

Durch N(«) haben wir dabei die Anzahl von Lamellen der GréBe «
bezeichnet, die sich zwischen den Punkten 0 und 1 befinden, 1(1’). Die
Integration (2) kommt darauf hinaus, daB man die Lamellen algebraisch
zdhlt, welche die Kurve auf ihrem Wege von 0 bis 1 durchsetzt. Das
in dieser Weise bestimmte Potential eines lamellaren Vektors wird im
einfach zusammenhingenden Raume immer eindeutig, kann aber im
mehrfach zusammenhingenden Raume mehrdeutig werden.

Es sei jetzt do ein Vektorflichenelement, d. h. ein Vektor, dessen Be-
trag gleich dem Flicheninhalt des Elementes ist und der die Richtung
der Normalen des Elementes hat. Das skalare Produkt A'd6 nennen
wir dann den FluB des Vektors durch das Element, und das iiber eine
begrenzte Fliche erstreckte Integral
(3) [A-do
den Fluf (oder auch Tramsport) durch die Fliche. Stellt A die Ge-
schwindigkeit in einem materiellen Medium dar, so ist der FluB gleich
dem ‘pro Zeiteinheit durchstrémenden Volumen und ergibt das von der
Fliche selbst beschriebene Volumen, wenn die Fliche materiell ist und
mitbewegt wird. Ist A die spezifische BewegungsgréBe in dem Medium,
so wird der FluB durch die pro Zeiteinheit durchstréomte Masse gemessen.
Der durch eine geschlossene Fliche nach auBlen gerichtete FluB heiBt
der Ausfluf (oder auch Export). Wenn der Vektor A die Geschwindig-
keit im materiellen Medium darstellt, so ist der VolumenausfluB3 pro
Zeiteinheit mit der kubischen Expansionsgeschwindigkeit des Volumens
innerhalb der bewegten geschlossenen Fliche identisch.

Wenn die Kurve geschlossen ist, gilt fiir das Linienintegral (1) die

STOKESsche Identitit
(4) fA'dr:fcurlA'da,
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wo das Fliachenintegral rechts iiber eine beliebige Fliche zu erstrecken
ist, welche die gegebene geschlossene Kurve als Randkurve hat.
Wenn die Fliache geschlossen ist, gilt fiir das Flichenintegral (3) die
Gausssche Identitit:
(5) [A'dd:fdivAdr,
wo das Volumenintegral rechts iiber das gesamte Volumen innerhalb der
geschlossenen Fliche zu nehmen ist. Beispiele fiir den konkreten Inhalt
dieser Identitit sind Aussagen wie die folgenden, die sich auf das Be-
wegungsfeld eines materiellen Kontinuums beziehen: die Expansions-
geschwindigkeit eines bewegten Korpers ist gleich der Summe der Ex-
pansionsgeschwindigkeiten seiner einzelnen Volumenelemente oder: der
MassenausfluB aus einer ruhenden geschlossenen Fliche ist gleich der
Summe:der Massenausfliisse aus den einzelnen Volumenelementen inner-
halb der Fliche.
Ist der Vektor wirbelfrei:
(6) curld =0,

so gibt die STOKESsche Identitit die Integraleigenschaft des wirbelfreien
Vektors, daB — im einfach zusammenhingenden Raume — die Zirku-
lation dieses Vektors lings jeder geschlossenen Kurve gleich Null ist:

(7) [Ardr=o0.

Im mehrfach zusammenhingenden Raume wird das Integral gleich Null
fiir Kurven, die sich in einen Punkt zusammenziehen lassen, ohne mit
den Feldgrenzen in Beriihrung zu kommen; fiir die mit den Feldgrenzen
verketteten Kurven dagegen bestimmt das Integral die zyklischen Kon-
stanten des zirkulierenden, aber wirbelfreien Feldes.

Wenn der Vektor divergenzfrei ist:

8) divAd =0,
so gibt die Gausssche Identitidt die Integraleigenschaft des divergenz-

freien oder solenoidalen Vektors, daB der AusfluB — im nichtperi-
phraktischen Raume — aus jeder geschlossenen Fliche Null ist:
9 f A do=0.

Aus dieser Eigenschaft kann man die Darstellbarkeit des solenoidalen
Vektors durch die Vektorréhren oder Solenoide neu ableiten. In einem
inkompressiblen Medium ist das Geschwindigkeitsfeld solenoidal. Wenn
das Massenfeld stationir ist, hat die spez. BewegungsgroBe Solenoidal-
eigenschaft. Dies trifft mit einer gewissen Anniherung in der Atmo-
sphire zu, wo die Luftdichte durch die Hohenlage und durch die lokale
Temperatur wesentlich lokal bestimmt ist.

DaB das Wirbeln curl 4 eines beliebigen Vektors ein divergenzfreier
und somit solenoidaler Vektor ist, haben wir schon 8 (13) gesehen. Die
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Vektorlinien, Vektorflichen und Vektorréhren, welche den Vektor
curl A bestimmen, nennen wir Wirbellinien, Wirbelflichen und Wirbel-
réhren. Der WirbelfluB in einer Rohre, d.h. das Integral von curld - do
genommen iiber eine Querschnittsfliche der Réhre, heiBt die Wirbel-
stirke der Roéhre. Die Wirbelstirke einer beliebigen Wirbelrohre ist
gleich der Anzahl von Einheitswirbelrohren oder Wirbelsolenoiden,
welche die Rohre enthdlt. Wegen der absoluten Solenoidaleigenschaft
kann eine Wirbelréhre nie im Felde aufhéren, sie muB3 entweder an den
Feldgrenzen endigen oder sich ins Unendliche erstrecken oder in sich
selbst zuriicklaufen. Mit voller Eindeutigkeit kann man deshalb von
der Anzahl von Wirbelsolenoiden reden, die von einer geschlossenen
Kurve umschlossen werden, und die STokEssche Identitit kann man
folgendermaBen durch die Wirbelsolenoide ausdriicken:

Die Zirkulation einer beliebigen geschlossenen Kurve ist gleich der
Anzahl von Einhettswirbelrihren oder Wirbelsolenoiden, die von der Kurve
umschlossen werden.

Hieraus folgt, daB eine geschlossene Kurve, die auf einer nichtréhren-
formigen Wirbelfliche gelegen ist, keine Wirbelréhren umschlieBen
kann und die Zirkulation Null haben muB. Bildet dagegen die Wirbel-
fliche die Wand einer Wirbelréhre, so kann zweierlei eintreffen: kann
man die Kurve in einen Punkt zusammenziehen, ohne die Fliche zu
verlassen, dann umschlieBt sie-keine Solenoide und hat die Zirkulation
Null; wenn aber die Kurve die Réhre einmal (bzw. #-mal) umschlieBt,
so daB sie sich nicht in einen Punkt zusammenziehen 14Bt, ohne die
Fliche zu verlassen, so hat sie eine Zirkulation gleich der Stirke der
Wirbelrohre (bzw. #-mal der Stirke). Die verschiedenen Kurven be-
halten ihre Zirkulation bei, wie man sie auch lings der Réhre verschiebt.

In einem rotierenden starren Korper z. B. sind die Wirbellinien
Geraden parallel zur Rotationsachse und die Wirbelsolenoide Rohren
gleichen Querschnittes. Die Zirkulation C einer beliebigen Kurve, die
diesem Korper angehort, ist deshalb gleich der Zirkulation der auf die
Rotationsebene projizierten Kurve oder gleich dem von dieser projizierten
Kurve umschlossenen Flicheninhalt 2 multipliziert mit dem doppelten
Betrag der Winkelgeschwindigkeit w des starren Korpers:

(10) C=20w2.

Innerhalb einer diinnen Schicht kann man sich eine schnelle, aber
stetige Anderung des Vektors A denken, von einem Wert A4 auf der
einen Seite zu dem Wert A’ auf der anderen. Innerhalb der Schicht hat
man dann groBe, aber endliche Werte der Ableitungen nach den Koordi-
naten und dadurch des Skalars divA und des Vektors curld. LiBt
man dann die Dicke der Schicht gegen Null konvergieren, so hat man im
Grenzfall einen plotzlichen Sprung von dem Vektorwert 4 auf der einen

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 2
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Seite zu A’ auf der anderen Seite einer Diskontinuititsfliche, deren
Einheitsnormale wir durch n bezeichnen. Die GroBen divA4 und curld
werden in der unendlich diinnen Schicht unendlich und verlieren ihre
Bedeutung. An die Stelle der kubischen Divergenz divA tritt eine
Flichendivergenz, die man durch

(11) divA=n'(A— A)
definieren kann; und an die Stelle des kubischen Wirbelns tritt ein
Flichenwirbeln, das man durch
(12) curlA=n x (4'— A)
definieren kann. Die Flichendivergenz hingt offenbar nur von dem
Sprung der Normalkomponente des Vektors ab und das Flichen-
wirbeln nur von dem Sprung der Tangentialkomponenten. Kommen
solche Diskontinuititsflichen vor, so muB8 man in der Gaussschen
Identitdt die rechte Seite durch das Flichenintegral der Fliachendiver-
genzen iiber denjenigen Teil der Diskontinuitatsfliche ergdnzen, der
innerhalb der geschlossenen Fliche liegt. In der Stokesschen Iden-
titdit muB man die rechte Seite durch das Linienintegral des Flichen-
wirbelns iiber die Schnittlinie der Diskontinuitdtsfliche mit der Flache
erginzen, iiber welche man curld integriert. Gewdhnlich werden wir
uns aber diese erginzenden Integrale als implizite in den rechts auf-
tretenden Integralen der ldentititen (4) und (5) enthalten denken.
Wenn an der Diskontinuititsfliche oder der inneren Grenzflache die
Flichendivergenz verschwindet, so sagen wir, daB an dieser Fliche die
solenoidale Grenzflichenbedingung erfillt ist. Wenn das Flichen-
wirbeln verschwindet, so sagen wir, daB die lamellare oder potentielle
Grenzflichenbedingung erfiillt ist. Die Vektorréhren gehen deshalb
mit unverindertem FluB durch die Diskontinuititsfliche, wenn die
solenoidale Grenzflichenbedingung erfiillt ist, und man hat ein voll-
stindiges Solenoidalfeld, wenn der Vektor auch in den Riumen beider-
seits der Fliche solenoidal ist. Wo sich zwei bewegte Medien ver-
schiedener Dichte beriihren, ist die solenoidale Bedingung erfiillt fiir
die Geschwindigkeit, nicht aber fiir die spez. Bewegungsgrole. Wenn
an der Grenzfliche ein Gleiten stattfindet, so hat man hier ein Flichen-
wirbeln. Riumliche Wirbelrdhren, welche die Grenzfliche treffen,
gehen hier in unendlich flache Wirbelréhren tiber, die der Fliache auf
kiirzeren oder lingeren Strecken folgen konnen. Weiterhin koénnen sie
auf der einen oder anderen Seite jedoch aus der Fliche wieder aus-
treten, um in sich selbst. zuriickzulaufen oder sich ins Unendliche
fortzusetzen oder an den Feldgrenzen zu endigen, an denen man sich
aber immer eine Fortsetzung derselben als solche zu Bandform
flachgedriickte Réhren denken kann, wenn man diese Vorstellung
zweckmaBig findet.
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Den ganz beliebigen Vektor A4, auf den sich die STOKESsche Identitit
bezieht, kénnen wir nach 4(4) in der Form

(13) A=uVg+Vy

als Summe eines einfach und eines zweifach lamellaren Vektors dar-
stellen. .Da der einfach lamellare Vektor Vy wirbelfrei ist, liefert er in
der Stokesschen Formel keinen Beitrag. Der zweifach lamellare Vektor
« VB hat das Wirbeln V& x VB, dessen Einheitswirbelrshren die
Solenoide («, #) sind, die man deshalb nur zu zihlen braucht, um den
Wert des Flachenintegrals in der SToKESschen Identitét zu finden. Be-
zeichnen wir durch N («, f) die Anzahl dieser Solenoide, so haben wir
die Formel:

(14) [aVB-dr= [Va x VB do = N(«,p).

Oder in Worten:

Die Zirkulation des zweifach lamellaren Vektors oV lings einer
geschlossenen Kurve ist gleich der Anzahl von (&, B)-Solenoiden, die von
der Kurve umschlossen werden.

Der Satz ist auf einen beliebigen Vektor (13) anwendbar, wenn man
dessen Darstellung als Summe eines zweifach und eines einfach lamellaren
Vektors gefunden hat.

Dem Flichenintegral entsprechend sind die Solenoide algebraisch
zu zédhlen: ein Solenoid gibt zum Integral den Beitrag +1 oder —1,
je nachdem ob die Drehrichtung von V& zu Vg gleich oder entgegen-
gesetzt der positiven Umlaufsrichtung auf der Kurve ist.

Wir werden im folgenden sehr oft mit diesen Solenoidzahlen und mit
der dazugehérigen positiven Drehrichtung der Solenoide zu tun haben.
Dabei ist die positive Drehrichtung der Solenoide in die abkiirzende
Bezeichnung N (x, §) einbegriffen nach dem folgenden einleuchtenden
Schema:

N(x,p) positive Drehrichtung von V& zu Vg,

(15) N(—«,p) " . w —Vea , VB,
N(a’_ﬂ) ”» »» " Ve » -—-Vﬂ,
N(—«x,—8) ” y —Va , —VB.

Dabei ist sowohl Vorzeichen wie Reihenfolge der Symbole & und £ von
Bedeutung. Man hat:

N((X,ﬁ) =N(—ﬂr‘x)=N(ﬂ: —‘a) =N(-——06, —ﬂ)'

Am zweckmiBigsten schreibt man die Formel so, daB die darin auf-
tretenden Vektoren einen spitzen Winkel miteinander bilden.

Bei Homotropie der Skalarfunktionen & und g ist die Solenoidzahl
N(x, B) innerhalb einer jeden geschlossenen Kurve Null, und der zwei-

2.
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fach lamellare Vektor artet in einen wirbelfreien, einfach lamellaren
Vektor aus.

Man folgert unmittelbar aus der Formel (14), da8
(16) focVﬂ'dr::—fﬂVoc'dr,

was einer Umformung des Integrals durch partielle Integration ent-
spricht.

6. Eindeutige Bestimmtheit eines Vektors durch Divergenz,
Wirbel und Grenzflichenbedingungen. Wir bilden die Divergenz,
einerseits des Produktes « A, andererseits des Vektorproduktes 4 x B:

(1) diveAd = adivd 4 4 Va«,
(2) div(A X B} = —A-curlB 4 B curl4.
Integriert man beide Formeln iiber ein begrenztes Volumen, so er-

hdlt man mit Hilfe der Gaussschen Identitit nach Umstellung der
Glieder die beiden niitzlichen Transformationsformeln:

(3) A Vxdi=—[adivAdr + [a A" do,

(4) [A curlBdr = [B-curlAdr — [A X B-do.

Sie sind besonders niitzlich fiir die Umformung von Energieausdriicken,
die letztere fithrt von den MaxweLLschen Gleichungen zu dem PoyN-
1INGschen Theorem. Wenn aus irgendeinem Grunde das Flachen-
mtegral auf der rechten Seite verschwindet, hat man innerhalb der
Grenzfliche die Transformationsformeln:

3) A Vadr=—[adivAds,

(4) [A-curlBdr = [B" curlAdz.

Diesen Formeln kann man auch die volle Allgemeinheit der urspriing-

lichen (3) und (4) zuschreiben, indem man die Oberflachenintegrale als

Integrale der Flichendivergenz bzw. des Flichenwirbelns auffat, die

man sich als implizite in den Volumenintegralen enthalten denkt.
Eine spezielle Folgerung von (3) merken wir kurz an. Ist A ein

an Richtung und GroBe konstanter Vektor, der als solcher die Diver-

genz Null hat und als konstanter Faktor vor das Integralzeichen tritt,

so gibt (3) das Vektorintegral:

(5) [Vadr = [ado.

Wenn « auf der Fliche konstant ist, kann man & vor das Integral-

zeichen setzen, und die rechte Seite verschwindet, weil f do iber jede

geschlossene Fliche Null ist. Es ergibt sich dann:

(59 f Vadt=0,

d.h. das Volumenintegral eines potentiellen Vektors innerhalb einer

Aquipotentialflache ist Null.
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Aus den Formeln (3) und (4) folgen eine Reihe von Spezialfillen,
wenn man die Vektoren spezialisiert. Setzt man z. B. in (3) den Vektor 4
lamellar voraus, 4 = VB, so folgt das bekannte GREENsche Theorem.
Nimmt man noch spezieller an, daB § mit « identisch ist, also 4 = V&,
und auBerdem A solenoidal, so daB V2« =0, so erhilt man die Formel:

(6) [Va)dr= [aVx-do,

die das Volumenintegral des Quadrates eines LarLAcEschen Vektors in
ein Oberflichenintegral umformt. Dieses Oberflichenintegral ver-
schwindet, einerseits wenn V& *d6 = 0, d. h. wenn die Normalkompo-
nente des Vektors ¥ & an der Grenzfliche Null ist, andererseits wenn «
als eine an der Oberfliche konstante GréBe vor das Integralzeichen
tritt, weil dann f Ve - do infolge der Solenoidaleigenschaft des LAPLACE-
schen Vektors verschwindet. Die Konstanz von « an der Grenzfliche
bedeutet aber, daB die zu der Grenzfliche tangentielle Komponente
des Vektors V'« identisch Null ist. Dadurch ergibt sich:

Ein LAPLACEscher Vektor ist identisch Null in jedem Punkie eines
Raumes, an deren Grenzfliche entweder seine Normalkomponente oder
seine Tangentialkomponente Null ist.

Zwei beliebige Vektoren 4 und A4’, die in einem Raume identisch
dieselbe Divergenz und dasselbe Wirbeln und an der Grenzfliche des
Raumes entweder identisch dieselbe Normalkomponente oder identisch
dieselbe Tangentialkomponente haben, geben dann als Differenz A — A4’
einen LAPLACEschen Vektor, der an der Grenzfliche entweder die Nor-
malkomponente Null oder die Tangentialkomponente Null hat und
somit identisch Null sein muB. Das heiBt:

Innerhalb eines begrenzten Raumes ist ein Vektor durch seine Divergenz
und sein Wirbeln eindeutig bestimmt, wenn noch dazu an der Gremzfliche
entweder die Normalkomponente oder die Tangentialkomponente des Vek-
tors gegeben ist.

Wie eine Skalarfunktion bis auf eine durch die Randbedingungen zu
bestimmende Konstante durch seine Ableitungen eindeutig bestimmt
ist, so ist das Vektorfeld bis auf ein durch die Randbedingungen zu be-
stimmendes LAPLACEsches Feld eindeutig durch seine Divergenz und
sein Wirbeln bestimmt. Im unbegrenzten Raume kann man aber von
diesem LapLacEschen Felde absehen, vorausgesetzt, daB der Betrag
des Vektors im Unendlichen wie 1/r2 oder stiarker gegen Null konver-
giert. Denn in diesem Falle verschwindet das Flichenintegral rechts in
(6) tiber eine unendlich groBe Kugelfliche, und das LAPLACEsche Zu-
schlagsfeld ist im ganzen Raume identisch Null.

In diesem Falle ist also der Vektor im ganzen unendlichen Raume
durch seine Divergenz und sein Wirbeln im Endlichen eindeutig
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bestimmt und kann durch diese Divergenz und dieses Wirbeln explizit
dargestellt werden.

Ist der Vektor wirbelfrei mit gegebener Divergenz:
(7) curldA =0, divA=ce,
so ist A durch ein skalares Potential darstellbar. Wir driicken ihn durch
den Gradienten des Gradientenpotentiales ¢ aus:
8) A=—Vp.
Setzt man dies in die zweite Gleichung (7) ein, so geht diese in die
Porssonsche Gleichung
) Vig == —e
tiber, die jetzt das Potential erfiilllen muB. Dieses Potential 148t sich
als Funktion der Koordinaten x, ¥, z bestimmen, wenn wir die Ver-
teilung der Divergenz ¢ als Funktion der Koordinaten #’, ', 2’ kennen,
e(x', 9, 7). Es sei » der Abstand des Punktes #’, y’, 2/, wo e gegeben
ist, vom Punkte x,y, z, wo ¢ gesucht wird:

(10) r=YE—%P+—yP+E—7P
Man findet dann ¢ durch die Formel:

1 fe(x,y.7) ,.,
(11) @, y,2) = 471‘/711@

wo dt' = dx'dy’dz’ und wo die Integration iiber alle Stellen des Raumes
auszudehnen ist, wo eine Divergenz e(x’, y’, 2’) vorkommt.

Da 7 nur im Nenner des Integralausdruckes vorkommt, finden
wir fiir den Vektor: selbst:

(12) A__Vq)__f-_v-—d'—ﬁ S

Die Formel gibt eine anschauliche Darstellung des Feldes als herrithrend
von elementaren Radialstromen mit dem Zahlenwert:
A ed?

(13) }4 Sedv| ' =i
Durch die Superposition aller dieser von den Divergenzstellen aus-
gehenden Radialstréome entsteht das Feld des divergierenden Vektors
im unendlichen Raum. Das Resultat ist gleich wertvoll fiir die Hydro-
dynamik (die das anschaulichste Bild gibt), wie fiir die Lehre von den
Gravitations- oder den elektrischen und magnetischen Feldérn.

In Verbindung mit diesen Felddarstellungen merken wir uns bei-
liufig, daB aus

or _ or or  Or or _  dr
ox'~ ~ dx’ 8y 0y’ 967 ~ @z
sofort folgt:
(14) Vi) = —=Vi),

wodurch man unter Umstinden von den Koordinaten x, y, z zu den
Koordinaten. #’, 9', 2’ iibergehen kann.
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Es sei jetzt andererseits der Vektor A solenoidal mit gegebenem
Wirbeln:

(15) divd=0, curlA=c.
Man kann dann A4 durch ein Vektorpotential @ darstellen:
(16) A=curl®,

wo als Vektorpotential ein solenoidaler Vektor immer geniigt, so daB
wir dive = 0 setzen kdnnen. Dann ist aber nach 8(21) curl2d = —F2 ¢,
und setzt man (16) in die zweite Gleichung (15) ein, so findet man, daB
das Vektorpotential @ die Poissonsche Vektorgleichung

(17) Vi = —c

erfilllen muB. Integriert man diese Gleichung, wie die Skalargleichung
(9), fiir jede Komponente, so findet man fiir den Vektor:

(18) - f°"’"”")d'

wo die Integration iiber alle Stellen (x', ', z) des Raumes zu erstrecken
ist, wo ein Wirbeln ¢ vorkommt,

Um von dem Vektorpotential zu dem Vektor selbst nach (16) iiber-
zugehen, merken wir uns zunichst die allgemeine Vektorformel:

(19) curlye = ycurle + Fy x ¢,

die man leicht aus den fundamentalen Operationen 8(5) und (9) ableitet.
Wenn wir sie unter dem Integralzeichen in (18) anwenden, hingt aber
nur die mit y zu identifizierende GréBe 1/(4nr) von x, y, z ab, auf die sich
die Operation curl bezieht, und es ergibt sich:

(20) A= curld _f(V__) x cd7= -f; xSav.

Um ein moglichst anschauliches Bild dieses Integrales zu bekommen,
konnen wir uns denken, daB zunichst nur eine einzige Wirbelrohre von
dem elementaren Querschnitte do, aber der endlichen Wirbelstirke
i = ¢ do vorhanden ist. Ist dann dr ein Vektorlinienelement léngs
dieser Rohre, so hat man nur lings dieser Rohre zu integrieren, da die
konstante Wirbelstirke 7 der Réhre vor das Integralzeichen tritt. Der
von einer einzigen Wirbelrohre der Wirbelstirke ¢ herrithrende Vektor
A wird dann:

rxdr
(1) A=— f -
Denkt man sich nun eine beliebige Verteilung von elementaren Wirbel-
rohren, von denen jede die Wirbelstirke d7 hat, so kann man das
Integral (20) in der Form

.(rxdr
(22) A= —/dtf e
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schreiben. (21) gibt hier die bekannte Darstellung des magnetischen
Feldvektors A, der von einem linearen elektrischen Strome der kon-
stanten Stromstirke ¢ herrithrt, und (22) gibt dieselbe Darstellung,
wenn ein beliebiges System von elementaren Strombahnen mit den
elementaren Stromstirken d4 vorhanden ist. Das Feld kann beschrieben
werden als von Elementarfeldern herrithrend, fiir die man, bzw. nach
(20) oder (22), die Ausdriicke

cxXr

’ drx r
*4’;3 dT d1

oder m'

hat. Es ist das Feld, das nach dem Bi1oT-SAvARTschen Gesetz von
jedem Elemente einer elektrischen Strombahn herriihrt: das Feld ist
zirkulierend und besteht aus Kreisen um das Element als Achse. Der
Betrag des Vektors ist umgekehrt proportional % und proportional dem

Sinus des Winkels zwischen dem Elemente und dem Radiusvektor r.

Hat der Vektor schlieBlich sowohl Divergenz als auch Wirbeln:

(23) divdA =¢, curld=c,
so findet man den Vektor in der Form:
(24) A= Vg + curld,

wobei man das Skalarpotential ¢ nach (11) und das Vektorpotential
@ nach (18) berechnet.

SchlieBlich bemerken wir, daB man mit Hilfe der Integralsitze (3)
und (4) auch Sitze iiber die eindeutige Bestimmtheit mehrerer mit-
einander verbundener Vektoren ableiten kann. Wir erwihnen den
folgenden:

Gegeben sind zwei miteinander linear verbundene Vektoren @ und A4:

A= 4% + «a.

Die Skalarfunktion & und der Verbindungsvektor A* sind bekannte
GroBen. Der Vektor A* existiere nur in einem endlichen Teil des
Raumes, und dasselbe gelte fiir das Wirbeln und die Divergenz der
Vektoren @ und A. Die Vektorfelder der Vektoren @ und A, die sich
im Unendlichen wie 1/r2 verhalten, sind dann eindeutig definiert, wenn
auBer o« und A* die Divergenz des einen Vektors und das Wirbeln
des andern bekannt ist.

7. Operationen mit drei Vektoren. Man kann sowohl das Skalar-
produkt als auch das Vektorprodukt eines Vektors 4 mit dem Vektor-
produkt B x C zweier anderer Vektoren bilden. Es gibt also zwei wesent-
lich verschiedene Produkte von drei Vektoren.

Das erste dreifache Produkt ist eine SkalargréBe. Geometrisch wird
sie dargestellt durch das Volumen des Parallelepipeds der drei Linien-
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segmente 4, B, C und analytisch durch die Determinante der Projek-
tionen der drei Vektoren auf die drei rechtwinkligen Achsen:

|4, B, C,|
|

(1) A'BxC=4, B C,l
4, B, G|

Den Rechenregeln fiir Determinanten entsprechend kann man in diesem
parallelepipedischen Produkt die Zeichen * und X miteinander ver-
tauschen:

(2) A'BxC=AXxB"C,

und auch die Reihenfolge der Vektoren zyklisch vertauschen:

3) A'BxC=B'CxA=C-AXxB,

wihrend die Vertauschung zweier Faktoren Verinderung des Vor-

zeichens zur Folge hat:
(4) A'BxC=—-B"AxC.

Das zweite dreifache Produkt ist ein Vektor. Wenn man auf die
Komponentendefinitionen zuriickgreift, findet man, daB dieses Produkt
sich linear durch die beiden, in dem engeren Vektorprodukte enthaltenen
Vektoren darstellen 14Bt:

(5) AXx(BxC=—(A"B)C+ (A'C)B
und
(6) (AXB)xC=—(C'B)A+} (C'AB.

Die in diesen Gleichungen links stehenden Klammern sind wichtig,
weil die beiden Produkte AX (B X C) und (4 X B) x C, wie die
Formeln zeigen, verschieden sind. Dagegen kann man die Klammern
auf der rechten Seite weglassen, wenn man vereinbart, daf ein 2wischen
zwer Vektorzeichen angebrachter Punkt sich nur auf diese beiden Vektor-
zeichen bezieht und sie zu einem Skalarprodukt vereinigt. Mit derselben
Bedeutung wie die Formeln (5) und (6) schreiben wir deshalb:

(5) AXx(BxC)=—A"BC+ A CB,

(6) (AXB)yxC=—-C"BA-+C-AB.

Dies wird spiter eine allgemeinere Deutung dieser Formeln moglich
machen.

Von drei Vektoren:
(7) A: Bl C)

die ein bestimmtes Parallelepiped definieren, kann man drei neuc Vek-
toren ableiten:

8 A=

BxC B* — Cx A AxB
A'BxC’ T A'BxC’ A'BxC’
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die ein neues Parallelepiped definieren, das durch das erste eindeutig
bestimmt ist. Bezeichnet man zur Abkiirzung die Determinante (1)
oder die GréBe A° B X C mit 4, so sind diese Vektoren durch die
Komponenten

;(Bc B,C,) 4 (€4, —C.4)

A* = ;(BC C), B*= %(CZAI_CIAZ)’

1 ;

’ ‘Z (B.C, — B,Cy) 5 (G4, — Cy4,)

(®) 1

= (4,B, — 4,B,)
C* = % (Asz - Asz)
; (4,B, — 4,B,)

gegeben. Bildet man aus den drei Vektoren A* B*, C* nach dem
Schema (8) wieder drei neue Vektoren, so kommt man, wie sich durch
die eben gegebenen Eigenschaften der dreifachen Produkte leicht zeigen
1aBt, zu dem urspriinglichen Vektorsystem (7) zuriick:

B* x C* C* x A* A* x B*
) A—A* “B* x C*’ B = A% B* x C*’ C= A* B* x C**
Die beiden Vektorsysteme A4, B, C und A*, B* C* nennt man dem-
entsprechend zueinander reziprok.

Betrachten wir nun (1) als die Determinante der Koeffizienten eines
linearen dreigliedrigen Gleichungssystems, so haben die Komponenten
des reziproken Vektorsystems (8') diese Determinante als Nenner,
wiahrend der Zihler durch die Unterdeterminanten gegeben ist, die bei
der Auflésung des Gleichungssystems auftreten. Um dieses Resultat fiir
die Auflssung eines Gleichungssystems zu verwerten, ist nur noch zu
beachten, in welcher Weise man die neun Vektorkomponenten als
Koeffizienten des Gleichungssystems verteilt. Es kann in zweierlei
Weise geschehen: A, B, C koénnen Kolonnenvektoren sein, deren Kom-
ponenten die im Gleichungssystem vertikal untereinanderstehenden
Koeffizienten sind, oder sie koénnen Zeilenvektoren sein, deren Kompo-
nenten die in gleicher Zeile stehenden Koeffizienten sind. Beachtet
man jetzt die Anordnung der Koeffizienten sowohl im gegebenen wie
im aufgelsten Gleichungssystem, so findet man das einfache Gesetz:

In linearen Gleichungssystemen, die durch Auflosung auseinander
hervorgehen, sind die Zeilenvektoren des einen Systems reziprok zu den
Kolonnenvektoren des anderen Systems.



Lineare Vektorfunktion. Tensor. 27

8. Lineare Vektorfunktion. Tensor. Nachdem dieses Gesetz fiir
die Auflésung der linearen Gleichungen gefunden ist, kénnen wir eine
abkiirzende Symbolik fiir die Operationen mit linearen Gleichungen und
insbesondere fiir deren Auflésung einfiihren.

Zunichst ist hervorzuheben, daB man mit identisch denselben
Zeichen zwei verschiedene Systeme von linearen Gleichungen schreiben
kann, die man zueinander komjugiert nennt:

§=Alx+ Aly + Aiz, ¥&=Aix+ Ajy+ Az,
(1) n=Ajx + Ayy + Ajz, n'=Aix+ Ayy + Az,
{=AIx + Aly + Aiz, (= Aix+ A}y + Aiz.

Sie definieren zwei zueinander konjugierte lineare Vektorfunktionen, @
mit den Komponenten &, %, {, und ¢’ mit den Komponenten &', %', £'.
Das eine der beiden Gleichungssysteme geht aus dem anderen durch
Spiegelung an der Hauptdiagonale hervor. Die Kolonnenvektoren A%,
AY, A* des ersten Systems sind die Zeilenvektoren des konjugierten,
und die Zeilenvektoren 4., 4,, 4, des ersten Systems sind die Kolonnen-
vektoren des zweiten konjugierten Systems. Die nach der eben formu-
lierten Regel aufgeldsten Gleichungen (1) sind:

B= ATE+ AP 4 AP, x= ARTE L ATt AZC,
(2 y=AFE4+ Aty 4+ A¥L,  y=AYTE+ AV + A}°L,
p= AN E AT AYL, 2= ATTE 4 ANy AR
Wir fithren jetzt zusammengesetzte GroBen héhierer Ordnung ein,
die Tensoren, die sich dhnlich zu den Vektoren verhalten wie die Vek-

toren zu den Skalaren. Den konjugierten Gleichungssystemen (1)
ordnen wir zwei zueinander konjugierte Tensoren & und 4’ zu:

AT 4y A: Az A7 A3
(3) A=14; A} A4;, "=1A4% Ay Al
A AY A: A; A; A4

Jeder Tensor ist also durch neun skalare Komponenten definiert, die
ihrerseits zu einer Gruppe von drei Zeilenvektoren oder zu einer Gruppe
von drei Kolonnenvektoren zusammengefaBt werden koénnen. Dabei
sind die Zeilenvektoren des einen Tensors die Kolonnenvektoren des
zugehorigen konjugierten Tensors.

In véllig eindeutiger Weise koénnen wir dann die Gleichungssysteme
(1) durch

(4) e=A'r, ¢=4"r
oder auch durch
(4) o=ra, ¢=r4

symbolisieren.
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Die rechten Seiten dieser Gleichungen nennt man skalare Produkte von
Tensor und Vektor. Dieses skalare Produkt stellt also einen Vektor dar.
Fiir diese skalare Multiplikation gilt nach den Gleichungen (4) und
(4) die Rechenregel:
(5) g r=rd4, A 'r=rddg,
d. h. das skalare Produkt eines Tensors mit einem Vektor als Postfaktor
ist gleich dem skalaven Produkt des konjugierten Tensors mit demselben
Vektor als Prifaktor. Die Anwendung auf die lineare Vektorfunktion er-
gibt: Inder linearen Darstellung eines Vektors als skalares Produkt von
Vektor und Tensor fithrt die Transposition der Faktoren zu der kon-
jugierten linearen Vektorfunktion iiber. Die Transposition der Sym-
bole & und r symbolisiert somit die Transposition der Koeffizienten in
den explizite ausgeschriebenen Gleichungssystemen (1).

Wenn speziell das kommutative Gesetz gilt:
(6) Ar=r-4,
so ist dies das Kriterium dafiir, daB der Tensor & und ebenfalls das
entsprechende Gleichungssystem selbstkonjugiert oder symmetrisch sind,
d. h. die Eigenschaft
(6a) AL = Az, Ai=A%, Ai=AY
haben, so daB die Transposition den Tensor oder das Gleichungssystem
nicht dndert.

Nachdem wir die Gleichungen (1) durch (4) oder (4') symbolisiert
haben, kénnen wir die aufgelésten Gleichungen entweder durch

(7) r=a'9, r=@@) "¢
oder auch durch
7) r=o (@), r=¢ "

symbolisieren, wo wir Z ' den zu o reziproken Tensor und (&) " den
zu A’ reziproken Tensor nennen kénnen. Dabei sind zwei Tensoren
zueinander reziprok, wenn die Zeilenvektoren des einen und die Kolonnen-
vektoren des anderen Tensors reziproke Vektorsysteme bilden.
Analog der Auflosung von gewdhnlichen Skalargleichungen durch
die Multiplikation mit dem reziproken skalaren Koeffizienten geschieht
somit die Auflosung der dreigliedrigen Gleichungssysteme (1) durch die
skalare Multiplikation mit dem reziproken Tensor. Dabei ist das skalare
Produkt zweier zueinander reziproker Tensoren gleich dem Einheits-
tensor G:
®) alga=¢.
Dieser Einheitstensor hat die Fundamentaleigenschaft, mit einem Vektor
skalar multipliziert, diesen Vektor selbst zu ergeben:

(9) 'r=ré=r,
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Es seien nun zwei Gleichungssysteme gegeben, die man nach dem
Vorhergehenden durch
(10) o=4'r, 0o=838'r
darstellen kann. Addiert man die korrespondierenden Gleichungen
beider Systeme, so entsteht ein Gleichungssystem, deren Koeffizienten
die Summen der Koeffizienten der urspriinglichen Systeme sind. Da-
durch ergibt sich unmittelbar das Additionsgesetz fiir Tensoren:
A7+ B Aj+ B A+ B;
(11) A+ B=14;+B;, Ay+ By A+ B,
A7+ B; A+ BY A;+ B
d. h. die Summe zweier Tensoren ist der Tensor der Komponentensummen,
also dasselbe Additionsgesetz wie fiir Vektoren. Das durch die Addition
entstandene Gleichungssystem wird symbolisch:
(12) o+o=(#-+B)r.
Addiert man nun zwei zueinander konjugierte Tensoren, 4 und %,
so entsteht ein selbstkonjugierter oder symmetrischer Tensor. Die halbe

Summe der beiden konjugierten Tensoren ergibt ebenfalls einen sym-
metrischen Tensor:

A3 (45 + 47) 345 + 42)
(13) 3A+A)=13(47+ 4% 4 345 + 47),
347+ 47) 347+ 4y) A
wihrend die halbe Differenz der beiden konjugierten Tensoren den
sogenannten antisymmetrischen oder schiefsymmetrischen Tensor ergibt:
0 $(4; — 4y) $(4: — 47)
(14 3(F— ) =447 — 49 0 $(4; — 43).
(49— 47) 3(4Y — 45) 0
Der Zerlegung der Tensoren entsprechend lifit sich jede lineare Vek-

torfunktion in die Summe eines symmetrischen und eines antisym-
metrischen Teiles zerspalten:

(15) o=3A+A)r+3A—-4)r.

Oder explizite ausgeschrieben:

E=Aix+ 3(47 + 40y + 3 (4L + A9z + (45 — AD) 2 — § (47 — 4y,

n=4%(dy+ AN x + Ay + 3 (A} + A7)z + §(4] — AN x — 3 (4 — 4)) 2,

(=34 + 40 x + (A + 4))y + Aiz + 3(47 — 4))y — 3 (4% — 4))».

Fiithrt man hier zwei HilfsgroBen ein, den Skalar

17) {<p = JAZx + FAYY? + $AI2 + $(AY 4+ A yz + $(4L + AD)zx
+ 342 + Ay
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und den Vektor 3 (47 — 4;)
(18) L2 1345 — 47),
b(4; — Ay
so lassen sich die Gleichungen (16) durch die eine Vektorgleichung
(19) o=Vp+xr
ersetzen. Die konjugierte lineare Funktion wire:
(20) o=Vop+rxL,

wo der symmetrische Teil derselbe wie in (19) ist, der antisymmetrische
dagegen das entgegengesetzte Vorzeichen hat.

9. Das lineare Vektorfeld. Wenn x, v, 2 Koordinaten von Raum-
punkten sind, und der Vektor r somit ein Ortsvektor, so stellt jedes
Gleichungssystem 8 (1) ein lineares Veklorjeld dar. Auf einer Geraden
durch den Koordinatenursprung, oder das Feldzentrum, wo der Vek-
tor r Null ist, haben dic Vektoren @ gleiche Richtung und propor-
tional dem Abstande vom Feldzentrum zunchmende Zahlenwerte.
Eine sblche Linie ist eine Vektorlinie, wenn der Vektor @ in diese
Linie fillt. Dies findet fiir diejenigen Werte von x, y, z statt, die

durch £z,
(1) o =4Air oder {n=1iy,
=1z

gegeben sind. Sctzt man dies in 8(1) ein, so wird das Gleichungs-
system in %, ¥, z homogen, und erlaubt von Null verschiedene Werte
dieser Variablen nur dann, wenn die Determinante der Koeffizienten
verschwindet :

Az — 1 AL Az
(2) A7 Ay — i A4

Az AY A4:—12

Diese Gleichung dritten Grades in 4 hat drei Wurzeln 4,, 1,, 4;, deren
jede eine Gerade der verlangten Eigenschaften ergibt. D.h. im linearen
Vektorfelde existieren drei durch das Feldzentrum gehende gerade Vektor-
linien. Mit diesen gewohnlich zueinander schiefwinkligen Geraden als
Koordinatenachsen #, ¥, z reduziert sich jedes Gleichungssystem 8 (1) und
das entsprechende aufgeloste 8 (2) auf die folgende monomische Form,
deren Ahnlichkeit mit den symbolischen Gleichungsformen 8 (4) und
8 (7) sofort auffillt:

5=llx’ lefls;
3) n = Ay, oder aufgelést: y =151y,

{ =z, z=1'L.

I
©
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Auf diese schiefwinkligen Achsen bezogen, haben die Vektorlinien die
Gleichungen:

o ==

Bei der kinematischen Deutung des Vektors @ als Verschiebung oder
Geschwindigkeit der Teilchen eines materiellen Kontinuums erscheint
somit das lineare Bewegungsfeld als das Superpositionsresultat von
drei Partialbewegungen, deren jede den Charakter einer Deknung (posi-
tives 4) oder einer Schrumpfung (negatives 1) parallel zu einer der drei
im allgemeinen zueinander schiefwinkligen geraden Stromlinien hat.

Zur weiteren Diskussion des linearen Feldes kénnen wir seine
Zerlegung nach 8{19) in einen symmetrischen und einen antisym-
metrischen Anteil verwerten:

(5) 0=0,10,,
wo

(6) 91=V(pr

(7) 0, =2 Xr.

Im antisymmetrischen Felde (7) ist der Vektor @, senkrecht zu den
Meridianebenen durch die Achse des konstanten Vektors £, und die
Vektorlinien sind also koaxiale Kreise um diese Achse. Deutet man £2
als Winkelgeschwindigkeit, so stellt (7) das Geschwindigkeitsfeld in
einem rotierenden starren Koérper dar, und man kann allgemein das
antisymmetrische lineare Vektorfeld als ein Drehfeld bezeichnen. In
diesem Drehfelde kann, wie man unmittelbar sieht, nur noch eine Ge-
rade durch das Feldzentrum als Vektorlinie gedeutet werden, nimlich
die Rotationsachse, in deren Punkten der Vektor den Zahlenwert Null
hat und ihm jede beliebige Richtung zugeschrieben werden kann. Die
beiden anderen geraden Vektorlinien sind konjugiert imaginir geworden,
mit zwei konjugiert imaginiren GréBen A in der Felddarstellung (3).

Das symmetrische oder potentielle Partialfeld (6) hat als Aqui-
potentialflichen die Flichen zweiten Grades 8(17) ¢ =0,1,2, ...,
und als Vektorlinien die Normalkurven zu diesen Flichen. Die drei
Hauptachsen geben drei zueinander senkrechte Hawptdehnungs- oder
Hauptdeformationsachsen des Feldes, die gleichzeitig die geraden Strom-
linien dieses Partialfeldes sind. Relativ zu diesen Achsen 14Bt sich
das Feld durch Gleichungen der Form (3) darstellen, die jedoch jetzt
auf rechtwinklige Achsen bezogen sind; die entsprechenden Koeffi-
zienten 4,,4,, 4; heiBlen die Hauptdehnungskoeffizienten. Hat einer von
diesen ein anderes Vorzeichen als die beiden anderen, kommt also so-
wohl Dehnung wie Schrumpfung vor, so sind die Flichen zweiten
Grades Hyperboloide, Ist dabei die Summe der drei GréBen 4 gleich
Null, so geht die Bewegung ohne Volumeninderung vor sich. Wenn
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aber alle Dehnungskoeffizienten das gleiche Vorzeichen haben, sind
die Flichen zweiten Grades Ellipsoide, und die Bewegung ist notwendig
mit Volumeninderung verbunden.

Ein wichtiger Spezialfall tritt ein, wenn die Dehnungskoeffizienten
einander gleich sind: 1; = 1, = 13 = 4. Das Ellipsoid wird dann eine
Kugel, und alle Stromlinien sind Geraden, die durch das Feldzentrum
hindurchgehen. Das Feld 148t sich dann durch die Gleichungen (1) dar-
stellen, die dann identisch dieselbe Dehnungsbewegung lings aller
Linien durch das Feldzentrum geben. In diesem Falle ist der Tensor 4
des linearen Feldes in den Einheitstensor, multipliziert mit der Skalar-
groBe 4, ausgeartet. Diesist der Fall der homogenen, isotropen Expansion.

Dieser Spezialfall tritt in dem allgemeinen Felde 8 (1) ein, wenn
die Koeffizienten auBerhalb der Hauptdiagonale identisch Null sind,
wie auch das Achsensystem gewihlt wird. Denn das Drehfeld ist dann
identisch gleich Null, und in dem Ausdruck fiir die Fliche zweiten
Grades bleiben bei allen Achsenrichtungen nur die quadratischen Glie-
der iibrig und sind einander immer gleich.

Das allgemeine Feld entsteht, wenn man dem potentlellen Defor-
mationsfelde das Drehfeld {iberlagert. In diesem Felde hat man dann
mit zwei Achsensystemen zu rechnen: den zueinander rechtwinkligen
Hauptdeforms tionsachsen, lings deren die Dehnungen ihre Extrem-
werte haben, und den jetzt von diesen verschiedenen, unter sich schief-
winkligen geraden Stromlinien. Bei zunehmender Stérke des Drehfeldes
ndhern sich zwei der geraden Stromlinien einander, fallen zusammen,
und werden konjugiert imaginir, wenn das Drehfeld eine gewisse Stéirke
tiberschritten hat.

Wenn auf einer Wetterkarte eine singulare Stromlinie sich selbst
schiefwinklig schneidet, so enthilt das lineare Feld in der Umgebung
des Schnittpunktes sowohl ein Deformationsfeld wie auch ein Drehfeld,
und die Bewegungsrichtung in den stumpiwinkligen Sektoren gibt die
Richtung der Drehbewegung an.

Wir wollen bei dieser Gelegenheit sogleich an eine bekannte Eigen-
schaft des linearen Geschwindigkeitsfeldes erinnern, daB nidmlich die-
jenigen Punkte, die einmal eine algebraische Fliche oder Kurve bilden,
immer eine solche von derselben Ordnung bilden werden, wieweit diese
sich infolge der fortgesetzten Bewegung auch deformieren moge. Ge-
schlossene Gebilde bleiben dabei immer geschlossen, und offene Ge-
bilde, die ins Unendliche reichen, bleiben immer ins Unendliche rei-
chende Gebilde. Speziell bleiben deshalb parallele dquidistante Ebenen
immer parallele dquidistante Ebenen, wobei sich allerdings ihre Orien-
tierung und ihre Aquidistanz verindern kann. Genau dasselbe gilt
fiir parallele dquidistante Geraden.
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Wir werden speziell die Bewegung solcher parallelen dquidistanten
Geraden &« = ..., —2,—1, 0,1, 2, ... in einem reinen Deformations-
felde betrachten, das zweidimensional und horizontal sein soll, und
folglich hyperbolische Stromlinien hat, welche die Achse der Dehnung
und die Achse der Schrumpfung als Asymptoten haben. Man findet
die Bewegung der Geraden, indem man die Verschiebung ihrer Schnitt-
punkte mit den Achsen der Dehnung und der Schrumpfung verfolgt.
Man kann dann ihre Bewegung als das Superpositionsresultat von zwei
Partialbewegungen auffassen, eine Drehung, die immer den Winkel der
Geraden mit der Schrumpfungsachse vergroBert und den Winkel mit
der Dehnungsachse verkleinert; eine Ausnahme machen nur die Ge-
raden, die vom Anfang an zu einer dieser Achsen parallel sind; sie
behalten diese Parallelitat bei. Dazu kommt noch eine Dehnungs- oder

\
h x=0 07 7
a

Abb. 1. a) Frontogenese, b) Frontolyse.

Schrumpfungsbewegung senkrecht zu den Geraden, die ihren gegen-
seitigen Abstand verdndert. Dieser Abstand nimmt zu, solange der
Winkel (wir rechnen immer mit positiven Winkeln kleiner als 7/2) der
Geraden mit der Dehnungsachse noch gréBer als ein gewisser kritischer
Winkel ist, und nimmt nachher ab. Ihre maximalen gegenseitigen Ab-
stinde voneinander und von dem Feldzentrum erreichen somit die Ge-
raden, wenn sie die Dehnungsachsen unter diesem kritischen Winkel
schneiden, der im einfachen Falle der Abb, 1 45° ist.

Die allgemeine Bewegung der Geraden ist somit klar. Geraden, die
von Anfang an zur Schrumpfungsachse parallel sind, entfernen sich un-
endlich weit von dieser Achse und Geraden, die von Anfang an zur
Dehnungsachse parallel sind, ndhern sich dieser Achse unbegrenzt.
Alle andere Geraden nihern sich immer mehr der zur Dehnungsachse
parallelen Richtung. Dabei entfernen sie sich voneinander bis zu
dem maximalen Abstand, den sie erreichen, wenn der Winkel mit der

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 3
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Dehnungsachse seinen kritischen Wert hat, von da an ndhern sie sich
unbegrenzt gegeneinander.

Bezeichnen nun die Geraden eine Eigenschaft, die mehr oder weniger
dauernd den bewegten Teilchen zukommt — eine solche mit einer ge-
wissen Anndherung konservative Eigenschaft ist z. B. die Temperatur
der Teilchen —, so wird die Deformationsbewegung in auffilliger Weise
das Feld dieser Skalargro8e beeinflussen. Sind die Isothermen anfing-
lich mit der Schrumpfungsachse parallel, so werden sie sich unbegrenzt
voneinander entfernen, der Temperaturgradient konvergiert gegen Null:
das Deformationsfeld wirkt auflésend auf ein Temperaturfeld mit Iso-
thermen parallel zur Schrumpfungsachse. In ganz dhnlicher Weise
wirkt das Deformationsfeld konzentrierend auf ein Temperaturfeld mit
Isothermen parallel der Dehnungsachse, der Temperaturgradient steigt
unbegrenzt an. Bei schiefer Lage der Isothermen relativ zu den Ach-
sen des Deformationsfeldes wird das Endresultat immer dasselbe wer-
den: Isothermen parallel der Dehnungsachse und immer zunehmender
Temperaturgradient senkrecht zu dieser Achse. Dies setzt unvermittelt
ein, wenn die Isothermen von Anfang an nur kleine Winkel mit der
Dehnungsachse bildeten; dagegen geht eine einleitende Feldauflosung
voraus, wenn dieser Winkel anfinglich groBer als der kritische Winkel
war. Im letzteren Falle kann die Konzentration der Isothermen auf
der Dehnungsachse so lange Zeit in Anspruch nchmen, daB sie bei dem
nur relativen Konservatismus der Temperatur bedeutungslos bleibt.

Diese Eigenschaften des Deformationsfeldes liegen BERGERONS
Theorie der Bildung und der Auflésung der atmosphirischen Fronten
zugrunde (Abb. 1a Frontogenese, Abb. 1b Frontolyse).

10. Dyade. Das skalare Produkt B- D zweier Vektoren B und D
stellt eine SkalargroBe, das Vektorprodukt B X D oder D X B einen
Vektor dar, und das GisBssche ,,unbestimmie Produkt BD oder DB

B,D, B,D, B,D, D,B, D,B, D,B,
(1 BD=\B,D, B,D, B,D,, DB=|D,B, D,B, D,B,
B,D, B,D, B,D, D,B, D,B, D,B,

kann zur Darstellung von Tensoren verwertet werden. Diese speziellen
Tensoren, die Dyaden, die nur durch zwei anstatt durch drei unabhingige
Vektoren definiert sind, liegen der Tensorrechnung zugrunde, von der in
den beiden letzten Abschnitten dieses Kapitels ein kurzer AbriB gegeben
werden soll. Die beiden Dyaden BD und DB sind nach (1) zueinander
konjugiert. Das skalare Produkt jeder derselben mit einem Vektor 4 stellt
nach dem Vorhergehenden einen Vektor dar, und fiir diese Vektoren
haben wir:

(2) (BD)'A=A"(DB), A (BD)= (DB)'A.
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In den Formeln (3) und (4) unten sind jetzt die Komponenten der
beiden Vektoren (BD)'A und (DB)-A aufgeschrieben, dann aus
jedem Komponentenausdruck ein skalares Produkt als Faktor aus-
geschieden, und schlieBlich die Komponenten wieder durch Vektor-
bezeichnungen zusammengefafit:

A4,D,B,+A,D,B,+A4,D,B, [(A'D)B,

(3) (BD)-A=|4,D,B,+4,D,B,+A,D,B, ={(A'D)B, =(A'D)B,
|4,D, B,+A4,D,B,4+4,D,B, |(A°D)B,

i

4,D,B,+A,D,B,+A,D,B, ((AB)D,
(4) (DB)-A=|4,D,B,+A4,D,B,+4,D,B, ={(A*B)D, =(A"B)D.
A,D,B,+A,D,B,+A,D,B, |(A*B)D,

Diese Identitdten enthalten die folgende Rechenregel:

Das skalare Produkt einer Dyade wund eines Vektors ist gleich
dem Vektor, der am weitesten von dem Multiplikationszeichen * steht,
multipliziert mit dem skalaven Produkte der beiden anderen Vektoren.

Gleichzeitig sieht man, daB man die in den Formeln (2), (3) und (4)
benutzten Klammern weglassen kann, ohne daB dadurch Mehrdeutig-
keiten auftreten, wenn man nur an der in Verbindung mit den Formeln
7(5), (6), (5"), (6') gemachten Vereinbarung festhilt: ein zwischen zwei
Vektorzeichen angebrachter Punkt verbindet diese beiden Vektoren
zu einem skalaren Produkt, und hat mit den weiter als Faktoren
auftretenden Vektorzeichen nichts zu tun. Wenn man nach dieser
Vereinbarung die Formeln (2) unter Fortlassung der Klammern neu auf-
schreibt:

(5) BD A=A DB, A'BD=DB' A,

so driicken sie die in den Identitdten (3) und (4) enthaltenen Rechen-
regeln aus.

11. Zusammengesetzte Differential- und Integraloperationen. Zu
bequemen abgekiirzten Bezeichnungen fiir bekannte zusammengesetzte
Differentialformeln gelangt man, wie frither in einfacheren Féllen, wenn
man in den algebraischen Formeln einen Vektor durch das Operations-
zeichen V' und in den entwickelten Formen die Komponenten dieses
Vektors durch 6/dx, 6/8y, 0/0z ersetzt.

Wenn man in dieser Weise in den Formeln 10 (3) und (4) D durch V
und die Komponenten von D durch die partiellen Ableitungen nach
%, 9, Zersetzt, so ergeben sich die beiden wichtigen, zueinander konjugier-
ten linearen Differentialoperationen:

3*
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0B,
0z
B, 6B, _ , OB 0B OB
tAG T AT =gy Ty, 4G
9B, | , 0B, 0B,
Aoy T Avgy) T4

4B, dB,
Am”a7 + Ay”a'; + Az
éB,
ox

(1) A-VB={4,

und s
0B, 6B, B,
Aotgy + vy T4

0B, B, 0B,
(2) VBAE AIW+AII_6?+A3-5;ZAﬂVBz+AyVBﬂ+AZVBZ'

dB, oB, 0B,
|42, 4y, + Ay

Anschauliche Bilder dieser Differentialoperationen erhilt man bei
spezieller Wahl des Koordinatensystems, wenn z. B. die x-Achse in die
Richtung des Vektors A fillt. Es werden dann 4, = A4,=0, A, = 4
und die Gleichungssysteme (1) und (2) reduzieren sich auf:

, . __ 4, 0B
(1) AVB=45",
2) VB A= AVB,,

die sich folgendermaBen interpretieren lassen:

(I) Direkte Vektorliniendifferentiation A* VB:

Man differentiiert den Vektor B lings der Vektorlinien des Vektors 4
und multipliziert mit dem Skalarwert 4. Die Wichtigkeit dieser Diffe-
rentialoperation geht z. B. daraus hervor, daB sie in dem linearen Gliede
der Entwicklung eines Vektors nach TavrLorRs Theorem vorkommt:
(3) B=B,+ (r—r) VB+ ..,
wobei r — r, ein Vektor mit den Komponenten x — x,, ¥ — v, 2 — 2,
ist. Diese direkte Vektorliniendifferentiation kommt in den EuLERschen
hydrodynamischen Gleichungen vor.

(IT) Konjugierte Vektorliniendifferentiation VB - A:

Man projiziert den Vektor B auf die Vektorlinien von 4, wodurch
sich die Komponente B, ergibt, bildet den Aszendenten V B, und multi-
pliziert schlieBlich mit dem Skalarwert A. Diese konjugierte Vektor-
liniendifferentiation kommt in den LAGRANGEschen hydrodynamischen
Gleichungen vor.

Eine wichtige Beziehung zwischen diesen beiden Differential-
operationen erhalten wir aus der algebraischen Formel 7 (5). Schreiben
wir diese in der Form A CB = CB* A — A X (C X B) und ersetzen
wir C durch das Operationssymbol V, so ergibt sich:

(4) AVB=VB-A— A x curl B,
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eine Formel, die man leicht direkt mit Hilfe der expliziten Ausdriicke (1)
und (2) verifiziert. Wenn der Vektor B, der bei den linearen Operationen
differentiiert wird, ein wirbelfreier Vektor ist, so werden die beiden
linearen Differentialoperationen miteinander identisch, also:

(5 A'VB=VB'A, wemn curllB=0.

Die lineare Operation wird dann selbstkonjugiert. Sind die beiden
Vektoren A und B identisch miteinander, so dndert sich dadurch die
erste Operation nicht, die zweite gibt aber:

(©6). VA A=V (}A2).

Wenn A4 auBerdem wirbelfrei ist, reduzieren sich beide Operationen auf
den Aszendenten des halben Quadrates von A:

(7) A'VA=VA-A=V(}A%, wenn curld=0.

In dem speziellen Fall, wo der differentiierte Vektor B der Radius-
vektor ist, B = r, mit den Komponenten x, y, z, fithren beide Opera-
tionen, wie die Entwicklungen (1) und (2) unmittelbar zeigen, auf den
nichtdifferentiierten Vektor A zuriick:

(8) AVr=A4, Vr A—aA.
Vr ist also gleich dem Einheitstensor &.

Betrachten wir die symbolischen Produkte V-4,V -2, 4V,
AV, wo wir beim Aufschreiben der Komponenten immer die Reihen-
folge der Faktoren beachten miissen, so sehen wir, daB die beiden ersten
Produkte wirkliche Vektoren sind, die aus dem Tensor durch Diffe-
rentiation hervorgehen, wihrend die beiden letzteren Produkte Opera-
tionen mit vektoriellem Charakter sind. Explizite ergibt sich:

6A” 04; 047 0A4; 04y 04z

+ "0y + 0z Ox + Oy + ra

N ¢9A” 04y 0AY o ea; a4y oea:

V-a= 6x+¢9y+6z’ Vﬂ:hﬁ‘_‘_‘ A+6z’

04; o4y o4 04> 94 o4

o) ox T oy +Ta; ox T ey Tar
A§§;+A” +A ”6x+A1’6y+A‘62
V= yax+Ayoy+AJ&,ﬂ-Vs A;A + 4y -+A,az.

’6x+A“6y+A“¢9z ’”0x+A/6y+A

Folglich hat man immer:
V-a+a-V, V-a+aV.
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Von besonderer Wichtigkeit in physikalischer Hinsicht ist der Vektor
V- &, welchen wir, aus Griinden, die spiter ersichtlich werden, mit
div 4 (nicht div4’) bezeichnen und die Divergenz des Tensors # nennen.
Explizite ergibt sich also:
047  0A4Y 04
ox Toy tar
047 Ay A, oA oAV | 0A
o Tey Ve —ax Toy Tarne
04*  0A4Y  9A:
ox oy + 0z
Ist der Tensor 4 symmetrisch, wird div#Z mit V- 4 identisch.
Wenn der Tensor, dessen Divergenz man bildet, Dyadenform hat,
4= AB, so erhilt man:

V-(AB)= (VA B+ A'VB,
oder mit Divergenzbezeichnung und nach Umstellung der Glieder:
(11) A VB = —BdivA 4 div(BA).
Dies gibt eine niitzliche Umformung der eben betrachteten direkten
Vektorliniendifferentiation. Verbindet man diese Formel mit (4), so
ergibt sich die Formel:
(12) VB-A=—BdivAd 4+ A X curlB + div(BA4),
wodurch man die konjugierte Vektorliniendifferentiation umformen
kann.

SchlieBlich bilden wir das formelle skalare Produkt des Operations-
zeichens V' mit dem Vektor, der das skalare Produkt des Tensors & und
des Vektors B ist. Da 4 der zu 4 konjugierte Tensor ist, so dall Z* B
= B &', finden wir, indem wir die Divergenzbezeichnung benutzen:
(13) divig-B)y=V-4+4V)'B,

(14) diviB-a) =V -4+ 4aV) B.

Wenn wir rechts Divergenzbezeichnung einfithren und die Glieder um-
stellen, 146t sich die letzte Formel auch

(14) B divgd=—4"'V B+ div(B' %)

schreiben.

Diesen Differentialformeln entsprechen Transformationsformeln fiir
Volumenintegralen, die wir gleich aufschreiben, weil sie alle in Anwendung
kommen werden. Wenn man die Formel (14') iiber das Volumen inner-
halb einer geschlossenen Fliche integriert, so geht das letzte Volumen-
integral rechts nach der Gaussschen Identitit unmittelbar in das Flachen-
integral des Vektors B - & iiber die Grenzfliche iiber, so daB sich

(15) [Bdivddi=— [4-V Bdi+ [B 4" do

(10) divg=V-g'=
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ergibt. Wir konnen jetzt voraussetzen, dall in dieser Skalargleichung
der Vektor B an Richtung und GroéBe konstant, aber sonst ganz will-
kiirlich ist. Das erste Integral rechts verschwindet dann identisch und
die beiden anderen scheiden den konstanten Vektorfaktor B aus, der
wegdividiert werden kann. Man erhélt dann die Vektorgleichung:

(16) [divadr= [ 7 do,
die man als unmittelbare Verallgemeinerung der Gaussschen Identitét
betrachten kann.

Aus den Gleichungen (11) und (12) erhilt man, unter Beriicksichtigung
von (16):
(17) fA' VBdr = — deivAdz + fBA'dO’,
(18) [VB Adi= — [BdivAdti+ [A x curlBdr + [ BA"do .

Wenn speziell an der Grenzfliche einer der Vektoren A4 oder B Null ist,
ergeben sich die einfacheren Formeln:
(19) [A VBdr=— [ BdivAdr,

(20) fVB‘Adt:—deivAdt—}—focurlet,

die wir des ofteren verwenden werden.

12. Der Spannungstensor. Das bekannteste konkrete physikalische
Beispiel eines Tensors ist der Spannungstensor, aus dem sich sowohl
Name wie Begriff des Tensors ergeben haben. Die Spannung P" in
einem willkiirlichen Flichenelement do mit der Normale n im Inneren
eines elastischen oder reibenden Mediums ist die auf die Flicheneinheit
bezogene Kraft, die das Medium auf der einen Seite der Fliche auf das
Medium auf der anderen Seite ausiibt, positiv gerechnet als ziehende
Kraft in der Richtung der positiven Normale n. Andert das Element
seine Orientierung im Raume, so dndert diese Kraft pro Flicheneinheit
oder dieser Spannungsvekior P® sowohl seinen Zahlenwert wie seinen
Winkel mit der Normale n. Die unendlich vielen Spannungsvektoren,
die somit einem und demselben Punkte des Mediums angehdoren, lassen
sich durch drei derselben ausdriicken, beispielsweise durch die drei
Spannungsvektoren P?, P¥, P?, die auf die drei Flichenelemente wirken,
deren Normalen zu den Achsen x, y, z parallel sind. Man findet diese
Beziehung in bekannter Weise durch die Betrachtung der Krifte, die
durch diese Spannungen auf die vier Flichen eines elementaren Tetraeders
ausgeiibt werden, deren eine die schief zu den Achsen liegende Fliache
do ist und deren drei anderen Flichen die Projektionen do,, do,, do,
dieses Elementes auf die Koordinatenebenen sind. Wirken jetzt keine
anderen Krifte als die Spannungen, so lautet die Gleichgewichtsbedingung
fir die auf das Tetraeder wirkenden Spannungskrifte:

(1) Ptdo = P*da, + PYdo, + P*do,,
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eine Gleichung, die bestehen bleibt, auch wenn das Element do¢ sich
der gegeniiberliegenden Tetraederecke unbegrenzt ndhert und schlieB-
lich durch diesen Punkt geht. In diesem Grenzfall, wo das Vo-
lumen des Tetraeders als GroBe dritter Ordnung, die Flichen dagegen
als GroBen zweiter Ordnung gegen Null konvergieren, greifen weder
Massenkrifte, wenn solche vorkommen, noch Trigheitskrifte, wenn
Bewegung vorliegt, in die Gleichgewichtsbedingung (1) ein. Die Span-
nungsgleichung (1) gilt also ganz allgemein im Inneren eines materiellen
Mediums, gleichviel, ob Gleichgewicht oder Bewegung vorliegt und
welches auch die eingreifenden duBeren Massenkrifte seien.
Division der Gleichung (1) mit do gibt die Gleichung:

(2) P?* = P*cosnx + PYcosny + P?cosnz,

die direkt den Spannungsvektor gegen ein Element beliebiger Orientie-
rung durch die Spannungsvektoren gegen Elemente parallel den Koordi-
natenebenen ausdriickt. Wenn man diese Vektorgleichung in Kompo-
nenten ausschreibt:

Pr = PZcosnx -+ PYcosny + P;cosnz,
3) Pr = Picosnx + Pjcosny + Pjcosnz,
P?» = P¥cosnx + PYcosny 4 Picosnz,

so hat man die erste Gruppe der CaucHYschen Spannungsgleichungen.
Von den neun Spannungskomponenten sind drei Normalspannungen
und sechs Tangentialspannungen, die ihrerseits in zwei Untergruppen
von je drei zerfallen, so daB sich die folgenden drei Gruppen ergeben:

PZ, Py, P; Normalspannungen,

PY, P:, P2 rechtsdrehende Tangentialspannungen,

P;, P#, PYlinksdrehende Tangentialspannungen.

Es sei nun n eine Normale der Linge Eins zu dem beliebig orientier-
ten Flichenelemente. Die Kosinusse kénnen wir dann als die Projek-
tionen dieser Einheitsnormale auffassen und fithren wir dann den Span-
nungstensor 2 ein, so 148t sich das CAucHysche Gleichungssystem durch
die Vektorgleichung
4 Pr=?'n

symbolisieren, die der Gleichung @ = #' r des linearen Feldes ent-
spricht, wenn man in ibr dem Radiusvektor r die konstante Lange Eins
gibt. Dies gestattet uns, durch eine anschauliche Figur den Zusammen-
hang zwischen der Orientierung n des Flichenelementes und der Vektor-
spannung darzustellen. Im linearen Felde betrachten wir simtliche
Vektoren in den Punkten einer Kugelfliche (Abb. 2). Denkt man sich
samtliche Flichenelemente der Kugelfliche mit den zugehdrigen Vek-
toren in den Mittelpunkt der Kugel verschoben, so hat man ein Bild
des Spannungstensors in diesem Punkte. Die fiir das lineare Feld ent-
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wickelten Formeln gestatten uns, die folgenden Schliisse zu ziehen.
Den drei geradlinigen Stromlinien im linearen Felde entsprechend, gibt
es drei Richtungen der Flichennormale n, fir die P* die Richtung
von n hat, d. h. drei Achsen der normalen Spannung, die im allgemeinen
zueinander schiefwinklig sind und von denen zwei konjugiert imaginir
sein konnen. Der Spannungstensor ist symmetrisch oder selbstkonjugiert
wie in Abb. 2, wenn die rechtsdrehenden und die linksdrehenden
Tangentialspannungen einander gleich sind:

(5) Py=P,, P,=P;, P;=PFj.

In diesem Falle sind die Achsen
der normalen Spannungen alle
reell und zueinander senkrecht,
und diese Normalspannungen
sind zugleich die durch Extrem-
werte ausgezeichneten Haupt-
spannungen.

Wenn die Tangentialspan-
nungen fiir alle Richtungen des
Flachenelementes identisch ver-
schwinden, d. h.:

P! = P? = P? Abb. 2. Der Spannungstensor.
= Pi=P;=P{=0,
wie auch #, ¥, z gewihlt seien, so werden die Hauptspannungen gleich.
Man hat den Fall der Kugelsymmetrie und der Spannungstensor artet

in das Produkt des Einheitstensor mit einem Skalar aus, den wir ge-
wohnlich nicht mehr als Zug, sondern als Druck positiv rechnen:
(6) P=—p&.

Der allgemeinste Spannungszustand, bei dem die Achsen der Normal-
spannung zueinander schiefwinklig sind, besteht aus einem symmetri-
schen und einem antisymmetrischen Anteil. Der antisymmetrische An-
teil ist eine drehende oder gyrostatische Spannung, die man gewohnlich
in elastischen oder in bewegten reibenden Medien gleich Null setzt.
Ob man bei der Turbulenzreibung diese drehende Spannung vernach-
lissigen kann, diirfte aber fraglich sein.

Die Gleichung (1) lautet mit Tensorbezeichnungen, wie auch aus (4)
hervorgeht,

7) Prdo= P do

und gibt die durch die Spannung hervorgerufene Kraft fiir ein beliebiges
Flichenelement. Integration iiber eine geschlossene Fliche ergibt die
resultierende Kraft der Spannungen, die das duBere Medium auf den
Teil des Mediums innerhalb der Fliche ausiibt. Da sich das Flichen-
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integral nach 11 (16) in ein Volumenintegral iiberfithren 148t, erhalten
wir:
(®) [?de = [divedr.

Diese Relation besteht identisch fiir jede beliebige geschlossene
Fliche, so daB man schlieBen kann daB3

Py oP?

(9) S= d1v?-— + Gy + 2
die auf die Volumeneinheit ausgeubte, von der Spannung herriihrende
Kraft darstellt. In Komponenten ausgeschrieben wird diese Kraft:

0P OPY OP:

Sa = 0% Ty By -+ 0z’
0P OP! OP;
= __¥ ¥ ¥
(10) S=15, = 0x Ay dz "’
5 — aPm P! OP:
rraa Oy +t o
Dies ist die zweite Gruppe der CaucHyschen Spannungsgleichungen.
Im Spezialfall ?= —p & wird diese von der Spannung herrithrende
Kraft 8§ das, was man den Druckgradienten G' nennt:
(11) S=G=-Vp.

Mit der Kenntnis dieser von den Spannungen herrithrenden Kraft
kann man die Bewegungsgleichungen fiir das Medium aufschreiben.
Ist ¢ die Dichte des Mediums, j die Beschleunigung und f die pro Massen-
einheit wirkende duBere Kraft, so wird die Bewegungsgleichung in Vektor-
form:

(12) gj = qf + div®,
oder voll ausgeschrieben:

(9P”c 6‘PJ

oP; 0Py 0P,
(13) fh=aly+ 55 + 3+ -

0Pt 0Py OP:

_qu+ (9)( + ay + oz °

Dies sind die CaucHyschen Bewegungsgleichungen fiir ein beliebiges
Medium, in dem Spannungen auftreten.

Wenn alle Tangentialspannungen Null sind, so daBl im Medium nur
ein isotroper Druck p herrscht, vereinfacht sich (12) auf die Gleichung:

(14) g=af—Vp,
die fiir ideale Flissigkeiten gilt.

13. Die Gisessche Vektor- und Tensoralgebra. Ohne auf die ex-
plizite Vektor- und Tensorrechnung zuriickzugreifen, haben wir in
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diesem Kapitel den Zusammenhang der Vektor- und Tensorbezeich-
nungen mit denen der gewdhnlichen Analysis gegeben. Dies wird uns
gestatten, sonst uniibersichtliche Formelsysteme in einer knappen und
iibersichtlichen Form zu schreiben. Wir haben aber die gesamte Dar-
stellung deswegen nicht durch die explizite Vektor- und Tensorrechnung
begriindet, weil diese noch zu wenig bekannt sein diirfte. In der Tat
sind aber viele unserer Formeln durch diese Rechentechnik gefunden
worden, deren Grundlagen hier kurz zusammengefat werden sollen.

Das GieBssche Rechenverfahren fiir rdumlich gebundene Vektoren
verwertet ausschlieBlich die Grundgesetze der gewdhnlichen Addition
und Multiplikation unter Aufgabe der allgemeinen Giiltigkeit des kom-
mutativen Gesetzes bei der formellen Multiplikation.

AuBler durch seinen Anfangspunkt ist ein Vektor definiert durch
drei Komponenten lings dreier nichtkomplanarer von Punkt zu Punkt
verdnderlicher Richtungen. Lings jeder dieser Richtungen sei im ge-
gebenen Raumpunkte ein Grundvekfor gegeben, den wir mit L bzw.
M, N bezeichnen wollen. Es kann dann jeder beliebige Vektor fol-
gendermaBen linecar dargestellt werden:

(1) A=LA,+MAy+ NAy, B=LB,+ MBy+ NBy.

Die SkalargroBen Az, Ay, Ay und By, By, By sind die Komponenten
der Vektoren 4 und B in Richtung der drei Grundvektoren L, M, N,

Wir bilden jetzt in einem bestimmten Raumpunkte das von GiBBs
eingefithrte unbestimmie Produkt der beiden Vektoren A und B, wobei
wir die gewohnlichen Multiplikationsregeln verwenden, die Reihenfolge
der Vektoren wegen des Nichtbestehens des kommutativen Gesetzes jedoch
nicht vertauschen diirfen. Fiir diesesunbestimmte Produkt, das auch Dyade
genannt wird, ergeben sich dann zwei im allgemeinen verschiedene Aus-
driicke, die lediglich von der Reihenfolge der Vektoren 4 und B abhingig

sind : AB=LLA;B;, + LMA;By, + LNA.By

(2a) - MLAyB;, + MMAyB, + MNAyBy
4+ NLAyB; + NMAyBy + NNAxBy,

BA—LLA,B, + LMAyB, +LNAyB,
(2b) -+ MLALBy+ MMAyBy +~ MNAyxBy
4+ NLA,By + NMAyBy + NNAyBy.

Da die skalaren Koeffizienten auf der rechten Seite dieser Ausdriicke
durch Transposition ineinander iibergehen, so sind die zwei Dyaden
AB und BA zueinander konjugiert. Man gelangt auch von der einen
Dyade zu der anderen durch Vertauschung der Reihenfolge der Vektor-
faktoren in simtlichen unbestimmten Produkten.

Eine Dyade setzt sich additiv zusammen aus neun Elementardyaden
LL LM, ..., von denen jede mit einem skalaren Koeffizienten multipli-



44 Physikalische Hydrodynamik.

ziert ist. Diese neun Koeffizienten sind aber nicht sdmtlich voneinander
unabhingig, da sie durch die sechs Komponenten der beiden Vektoren
A und B dargestellt werden koénnen.

Wir betrachten jetzt das skalare Produkt einer Dyade AB mit
einem Vektor C, wobei sich wieder zwei verschiedene Ausdriicke ergeben,
je nachdem der Vektor C als Prifaktor oder als Postfaktor auftritt.
Wie gewdhnlich, betrifft das Zeichen - nur die zwei nebenstehenden Vek-
toren, die zu einem Skalarprodukte vereinigt werden und in den folgen-
den Formeln durch sonst iiberfliissige Klammern hervorgehoben werden
sollen. Man erhilt dann:

3) C-AB=B(C'A, AB C=A(B'0),
also in beiden Fillen einen Vektor, und zwar denjenigen, der am weite-
sten von dem Zeichen entfernt steht, multipliziert mit dem Skalar-
produkt der beiden anderen.

Fir das skalare Produkt zweier Dyaden AB und CD ergeben sich
in entsprechender Weise die zwei Dyaden:

(4) CD - AB=CB(D'A), AB - CD=ADB C),
wobei das Skalarprodukt hinter die Dyade gesetzt ist.

Die Summe von drei oder mehreren Dyaden, deren Vektoren auf die
Grundvektoren L, M, N bezogen sind, 148t sich in der Form (2) als ein
linearer Ausdruck der Elementardyaden LL, LM, ... mit neun ver-
schiedenen und unabhingigen Koeffizienten schreiben. Werden diese
mit zwei Indices geschrieben, so erhalten wir fiir diese SummengréBe,
die gewdhnlich Tensor genannt wird, den folgenden Ausdruck:

A=LLA%? +LMAY + LNAY
(5) + MLAL 4+ MMAY + MNA3Y,
+ NLA% +~ NMAY + NNAY.

Fassen wir hier die Glieder, entweder nach Zeilen oder nach Kolonnen,

zu je dreien zusammen, so erhalten wir zwei dreigliedrige Darstellungen
des Tensors. Fithren wir z. B. die neuen Vektoren

A, =LA: + MAY + NAY, A'=LAL:+ MAL + NAL,
Ay =LA+ MAjJ + NAY, A" =LA} + MAj+ NAY,
Ay =LA% + MAY + NAY, A = LAJ + MAj + NAY
ein, so ergibt sich:
(6) A=LA,+ MAy, + NAy = A'’L - A¥M | A®N.
Der Tensor kann also ganz allgemein als Summe von drei Dyaden ge-
deutet werden. Ein Vektor A4 ist, wenn man ihn auf die drei Grund-

vektoren L, M, N bezicht, durch drei SkalargroBen A, Ay, Ay ein-
deutig definiert. In ganz entsprechender Weise ist ein Tensor, auf die-
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selben Grundvektoren bezogen, durch die drei VektorgroBen Ay, Ay, Ay
oder A%, AM, AY eindeutig definiert.

Aus der voll ausgeschriebenen Form (5) des Tensors # oder aus
seiner dyadischen Form (6) folgt sofort fiir den zu # konjugierten
Tensor 4':

(7) A=A,L+ AyM+ AyN = LA - MAY + NAV.

Aus dem schon definierten skalaren Produkt von Dyade und Vektor
(3) erhalten wir fiir das skalare Produkt von einem Tensor & und einem
Vektor r als Postfaktor:

Ar= (LA, + MAy+ NAy)'r =L(A; 1) + M(Ay 1) + N(4y 1)
= (rA)L+ (r-Ay)M + (r' Ay)N,

wo die Skalarprodukte Ay'r=r-Ag,... nach Belieben vor oder
hinter die Grundvektoren geschrieben werden kénnen. Der letzte Aus-
druck kann nun als das skalare Produkt von dem Vektor r als Prifaktor
und dem zu 4 konjugierten Tensor (7) gedeutet werden. Wir erhalten
somit das verallgemeinerte kommutative Gesetz:

(8) gdr=r%,

das zur Definition des symmetrischen oder selbstkonjugierten Tensors
fithrt, wenn F° r=r- 4.

Wir haben schon in 8 (8) den Einheitstensor & betrachtet, der, mit
einem Vektor skalar multipliziert, diesen Vektor selbst ergibt. Wenn
nun der allgemeinste Tensor (6) speziell den Einheitstensor sein soll,
so mub das System der Vektoren Az, Ay, Ay reziprok zu dem System
der Vektoren L, M, N sein. Denn wenn der Tensor

9) 6 = LL* + MM* 4 NN*

mit dem beliebigen Vektor L« -+ Mf-}- Ny als Postfaktor skalar multi-
pliziert wird, kommt man auf diesen Vektor zuriick, wie man ohne
weiteres verifiziert, wenn man die Ausdriicke der reziproken Vektoren
7(8) einsetzt und die Multiplikation ausfiihrt.

Aus der Definition (4) des skalaren Produktes zweier Dyaden ergibt
sich auch sofort das skalare Produkt zweier Tensoren in der Form eines
neuen Tensors.

Ist dieses Produkt speziell den Einheitstensor, o sagt man, daB die
zwei Tensorfaktoren zueinander reziprok sind. Sie werden dann mit &
und #~ ' bezeichnet, und wir haben:

(10) aa'=a"g=8¢.

Fiir den zu dem Tensor (6) reziproken Tensor findet man nach dieser
Definition den Ausdruck:

(11) A = ASL* + ALM* + ASN*,
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wie man unmittelbar verifiziert: denn die skalare Multiplikation dieses

Tensors mit dem Tensor (6) gibt den Einheitstensor (9) als Resultat.
Mit Hilfe eines reziproken Tensors bewerkstelligt man die Auflésung

eines linearen Gleichungssystems. Aus der Vektorform dieses Systems

(12) o=4'r

findet man durch skalare Multiplikation mit dem zu # reziproken

Tensor unter Beriicksichtigung von (10):
-1 .

(13) r=4 9.

Die Grundvektoren L, M, N sind bis jetzt ganz willkiirlich gewihlt
worden. Bei vielen Aufgaben wird es sich jedoch als vorteilhaft erweisen,
besondere Grundvektoren einzufithren. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit kann man z. B. die drei Grundvektoren iiberall parallel den
Achsen eines cartesischen Koordinatensystems wihlen und jedem die
Linge Eins geben. Diese speziellen Grundvektoren, die wir mit i, f, k
bezeichnen, geniigen, gemalB den Eigenschaften des skalaren und des
vektoriellen Produktes, den Relationen:

2=j=R=1,
i'j=j-kR=FRkR'i=0,
ixi=jxj=kRxk=0,
ixj=Rk, jxk=i, kRxi=j.

Da die Vektor- und Tensorkomponenten jetzt mit den friiher be-
nutzten cartesischen zusammenfallen, so ergibt sich aus (1) die Vektor-
darstellung:

(15) A=iAz+jAy+kAz: B=iBz+jBy+szy
aus (2a) die Dyadendarstellung:
AB=iiA,B, +ijA,B, + ikA,B,
(16) + jiAyB, +jj4,B, + jRA4,B,
+ RiA,B, + RjA,B, + Rk A,B,,
und aus (6) die Tensordarstellung:

(17). A=1iA,+jA, + RA, = A"i + A'j + A’k.
Indem die Vektoren 4%, A4Y, A* nach (15) durch die Einheitsvektoren

ausgedriickt werden:
A" =14+ jA; + RAT usw,

bekommt man die explizite Darstellung des Tensors durch seine neun
Komponenten:

(14)

A= iid> + ijAL + ikA:
(18) +JiAy + jjAy + jRA;
+ RiAZ 4 RjAY + RRA:.



Die GiBBssche Vektor- und Tensoranalyse. 47

Setzt man zwischen sidmtliche in (16) miteinander multiplizierte
Vektoren das spezielle Multiplikationszeichen -, so reduziert sich, unter
Beriicksichtigung von (14), der Ausdruck auf die Definitionsgleichung
des skalaren Produktes der Vektoren 4 und B:

(19) A B=A,B,+ A,B, + A,B,.

Setzt man in derselben Weise das spezielle Multiplikationszeichen X,
so ergibt sich in gleicher Weise:

(200 AxB=i(A,B,—A,B)+j(4,B,— A,B,) + k(4.B,— A,B,),
also das Vektorprodukt der Vektoren 4 und B.

14. Die GisBssche Vektor- und Tensoranalyse. Wenn die neun
skalaren Komponenten eines Tensors als Funktionen der Koordinaten
gegeben sind, ordnen sie jedem Punkte des Raumes einen Tensor zu
oder sie bestimmen ein Tensorfeld, genau wie die drei skalaren Kompo-
nenten eines Vektors ein Vektorfeld bestimmen. Jede der drei Dyaden
des Tensors 1iBt sich dann wie ein gewohnliches Produkt differentiieren,
nur muB die Reihenfolge der Vektoren beibehalten werden. So ergibt
sich z. B.:

0 oL 0A

Der Einfachheit halber werden wir im folgenden nur den Fall be-
trachten, daB die Grundvektoren die soeben eingefithrten Einheits-
vektoren i, j, kB sind, die bei der Differentiation konstant gehalten
werden kénnen.

Der HamiLToNsche Operator V, dessen wir uns schon vielfach be-
dient haben, wird in dieser Darstellung:

. 0 , 0 0

Es zeigt sich, daB man, entsprechend der formalen Ahnlichkeit dieser
Definition mit der eines Vektors 13(15), in der Tat mit diesem Operator
genau wie mit einem Vektor rechnen kann.

Wenn man V' skalar mit sich selbst multipliziert und 18(14) be-
riicksichtigt, ergibt sich der bekannte Ausdruck fir die sphirische
Ableitung:

0 , 0 0 . 0 , 0 0
V-V = (ia +](7y' +k5)'(la; +Ig}7+k$)
(3) o2 o2 o2
STt ea:

Ferner folgt fiir das skalare Produkt von F und einem Vektor A:

A (19 a0 Ly 8. . . 0A, ., 0A , 0A
% A_(lcﬁ+]%—[—ku—) A=t B +j RS

oz
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Wenn wir den Ausdruck 18(15) fiir A einfithren, so erhalten wir den

bekannten Ausdruck fiir die Divergenz des Vektors A:

04 04 04
]

4) VA= T G = diva,

Das vektorielle Produkt gibt in dhnlicher Weise:
, 0 , 0 é .,  0A , 04 04
oder durch 13(15):

L (04, 94 (04, 64, 04, 64,\ _
(5) VXA=1(ay— 6z”>—|—]<72———5;)+k<6x”———6y)—curlA,

also das Wirbeln des Vektors A.

Wir untersuchen auf dhnliche Weise das unbestimmte Produkt von V
und einem Vektor 4:

. 0A ,04 0A

Jedes Glied rechts ist eine Dyade, und die Summe aller drei Dyaden
stellt wie gewohnlich einen Tensor dar. Der hierzu konjugierte Tensor
ergibt sich wieder durch Vertauschung der Vektorfaktoren in jedem
Glied:

, O0A, 0A, 04
7 Fay=21+ 50+ %r.

Wenn man die zu aﬁ, éé, o4 reziproken Vektoren mit (6_.4 "
ox’ 0y’ 0z Ox

(gib*, (g;)* bezeichnet und sich daran erinnert, daB das Vektorsystem
i,j, k zu sich selbst reziprok ist, findet man nach 18(11) als reziproken

Tensor zu dem Tensor (6):
-1 0A\* . 0A\*X, 0A\*
(8) Ay = (55 i+ (55) + (5 %
Wenn A der Radiusvektor r mit den Komponenten #, ¥, z ist, so

folgt aus (6) und (8), daB Vr und (Vr)-! dem mit den Einheitsvektoren
gebildeten Einheitstensor 18 (9) gleich sind:

9 Vr=(l7r)_1_—_6‘=ii+jj_|_kk,

Wenn man den Tensor VB einmal als Priafaktor und einmal als
Postfaktor mit dem Vektor A skalar multipliziert, kommt man auf die
beiden linearen Ableitungen des Vektors B, die Ableitung 4° VB,
lings der Vektorlinien des Vektors A ausgefithrt, und die konjugierte
Vektorlinienableitung VB*A. Wenn man hier A, B und V nach
Komponenten entwickelt, so erhilt man die expliziten Ausdriicke:
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, .(, OB, 0B, E):;
A VB=l<Az—a—+Ay*“W + Az 2z

%7)
(10) +7(4. "+Aya£”+Az aaz)

( )
(11) (Aw gy T4 ay” + 4.7

2 6z>’

und man gelangt unmittelbar zu den Eigenschaften dieser Ableitungen,
die im Abschnitt 11 auseinandergesetzt wurden.

Ohne groBe Mithe kann man in dhnlicher Weise auch die kom-
plizierteren Formeln 11(13) und (14) herleiten.

+k(Aw—z’+AvTa;

Zweites Kapitel.
Kinematik des Kontinuums.

15. Bewegung des Punktes. Wir haben bisher Skalarfelder, Vektor-
felder und Tensorfelder an sich betrachtet und dabei oft die Bewegungs-
felder zur Veranschaulichung hinzugezogen. Jetzt werden wir unsere
Aufmerksamkeit diesen Bewegungsfeldern an sich zuwenden und sowohl
ihre analytische Darstellung als auch ihre Eigenschaften entwickeln,
soweit dies ohne Beriicksichtigung der physikalischen Bewegungs-
ursachen moglich ist.

Wir gehen aus von der Bewegung eines einzelnen Punktes und be-
trachten dessen Koordinaten, Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Ist r der Radiusvektor eines bewegten Punktes und sind %, y, 2
die Projektionen dieses Radiusvektors auf drei rechtwinkligen Achsen,
so geben die Gleichungen

X = fx(t) ’
(1) r=f() oder |y=1#),
g = fz(t)

die Lage des Punktes zu einer beliebigen Zeit ¢ an und stellen die Bahin
des Punktes als Funktion des Parameters ¢ dar.

Die ersten Ableitungen des Systems (1) nach der Zeit stellen die
Geschwindigkeit v des Punktes dar, einen Vektor tangentiell zur Bahn
und mit den Komponenten v,, vy, v,. Also, indem wir je nach den

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 4
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Umstinden die gewohnliche Differentialquotientenbezeichnung oder die
NEwTtoNsche Punktbezeichnung anwenden:

. dx

A T

. dr . dy

(2) v=r=—, oder w=y=-,
L . dz

‘LZ_Z_E.

Ist diese Geschwindigkeit v oder sind die entsprechenden Komponenten
vz, Uy, ¥, gegeben, so ist die Bewegung (1) vollstindig bekannt, wenn
man zugleich die Lage des Punktes zu einer Anfangszeit kennt:

(3) t=1: x=2x5, Y=19,, ZI=2,.
Die zweite Zeitableitung gibt die Beschleunigung des Punktes:

. - a*x

Ve =% = gpr

. . dr . . d*y

4) v=F=_% oder vy=3= 3
. . d*z

v, =2 = d’ﬂ

Ist diese Beschleunigung bekannt und zugleich die Lage und die Ge-
schwindigkeit des Punktes zu einer Anfangszeit, so kennt man auch die
Bewegung (1) des Punktes vollstindig.

Die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z kénnen wir durch beliebige
krummlinige und im allgemeinsten Falle auch bewegte Koordinaten

Y1, Yo, Yy ersetzen:

= x(le‘l’z'V’a't)’
(5) Y=y, ¥2, ¥3.1),
z = z(yy, Yo, Y3, 1) .

In den Rechnungen treten dann an Stelle der Zeitableitungen (2) und
(4) die neuen Ableitungen

. dy . dy, dy, .
q!l:ﬁ, wzz Adt-z’ w3=7t§,
6
©) d? - diy, . diyy

- Y
Y= @5: Y2 = 4p > Y3 = ap

auf. Diese haben nicht mehr die Bedeutung der linearen Geschwindig-
keits- und Beschleunigungskomponenten (2) und (4). Wir werden sie
die verallgemeinerten Komponenten der Geschwindigkeit oder der Be-
schleunigung nennen. Die verallgemeinerten Geschwindigkeitskompo-
nenten brauchen nicht die Dimension der linearen Geschwindigkeit (2)
zu haben, ja sie brauchen nicht einmal unter sich von gleicher Dimen-
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sion zu sein. So benutzt man bei der Rechnung mit Polarkoordinaten
eine lineare und zwei angulare Geschwindigkeitskomponenten nebenein-
ander. Dasselbe gilt fiir die verallgemeinerten Beschleunigungskompo-
nenten. Die verallgemeinerten Komponenten der Geschwindigkeit und
Beschleunigung stehen aber in eindeutiger Beziehung zu den linearen
Komponenten (2) und (4) oder zu den Vektoren (2) und (4), auf die sich
die physikalischen Axiome der Bewegungslehre beziehen. Diese linearen
Komponenten kénnen wir vermittels der verallgemeinerten Geschwindig-
keits- und Beschleunigungskomponenten finden.

Wenn wir jetzt von der Bewegung eines einzigen Punktes zu der
Bewegung eines Kontinuums von Punkten iibergehen, so bieten sich
zwei Methoden dar. Beide rithren historisch von EULER her. Man
nennt aber gewdhnlich die eine die LAGRANGEsche und die andere die
EvurLersche. Wir werden beide entwickeln, und zwar unter Anwendung
sowohl cartesischer wie auch ganz beliebiger Koordinatensysteme.

16. Die Lacrancesche Methode. Man erhilt eine vollstindige Be-
schreibung der Bewegung jedes einzelnen Punktes eines Kontinuums,
wenn man in die Gleichungen 15(1) neben der Zeit ¢ drei beliebige
Parameter a, b, ¢ einfithrt:

x=x(a,b,c,t),
(1) r=r(a,b,c,t) oder y=y(a,b,c,t,
z=12z(a,b,c,i).

Gibt man den Parametern a, b, ¢ beliebige Konstantwerte aq, by, ¢,
so ist man auf das System 15(1) zuriickgekommen: man erhdlt die
Bewegung eines einzelnen Punktes, den man den Punkt ay, b,, ¢, nennen
kann. Fiir ein anderes System von Konstantwerten a,, b;, ¢; erhilt
man die Bewegung eines anderen Punktes, den man den Punkt a,, &,, ¢;
nennen kann usf. (1) stellt mit anderen Worten die Bewegung einer
dreifachen Mannigfaltigkeit von Punkten dar, wobei jeder Punkt durch
ein Wertsystem der drei Parameter «, b, ¢ gekennzeichnet ist.

Um die Bedeutung der zur Numerierung dienenden Parameter deut-
licher zu erkennen, brauchen wir nur auf die vollige Ubereinstimmung
des Gleichungssystems (1) mit 15(5) hinzuweisen. Wie man in 15(5)
die GroBen 1w, y,, W, beliebige krummlinige bewegte Koordinaten
nennt, kann man in (1) die Parameter a, b, ¢ als beliebige krummlinige
bewegte Koordinaten auffassen. Nur sind jetzt die durch die Koordinaten
a, b, ¢ definierten Flichen, Kurven und Punkte materialisiert, und jeder
Punkt a, b, ¢ des materiellen Kontinuums ist durch die Nummern der
sich in ihm schneidenden bewegten Koordinatenflichen a, b, ¢ gekenn-
zeichnet. Wir koénnen dementsprechend a,b,c die Numerierungs-

4*



52 Physikalische Hydrodynamik.

koordinaten der materiellen Punkte nennen und x, y, z die. Koordinaten
der Lage oder Lagekoordinaten, welche die Lagen der numerierten mate-
riellen Punkte zu einer beliebigen Zeit ¢ geben.

Man kann den Inhalt der Gleichungen (1) auch durch die folgende
Uberlegung veranschaulichen, indem man von bekannten Prinzipien der
analytischen Geometrie ausgeht.

Wenn man in den Gleichungen (1) drei der Gré8en a, b, ¢, ¢ konstant
hilt und die vierte variieren 1i8t, so erhdlt man die bekannte Dar-
stellung einer Kurve mit Hilfe eines Parameters. Diese Kurve ist die
Bahn eines Punktes a, b, ¢, wenn man ¢ variieren 148t, und eine Koordi-
natenkurve des bewegten krummlinigen Systems zu der betrachteten
Zeit £, wenn man eine der GroBen a, b, ¢ variieren 148t. Hilt man zwei
der GréBen a, b, c, ¢ konstant, und 148t zwei andere variieren, so geben
die drei Skalargleichungen die bekannte Darstellung einer Flache mittels
zweier Parameter: wenn man ¢ und einen der Parameter a, b, ¢ variieren
laBt, so erhidlt man die Fliche, die eine Koordinatenkurve durch ihre
Bewegung erzeugt; wenn man zwei der Parameter «, b, ¢ variiert, er-
hilt man eine Koordinatenfliche zu der festgesetzten Zeit #. Gibt man
spater der Zeit eine Reihe von Werten, so erhdlt man diese Koordinaten-
fliche fiir verschiedene zeitlich aufeinanderfolgende Lagen usf.

Auf diese Bewegung der materiellen Koordinatenflichen kommt
man andererseits direkt, wenn man das nach a, b, c aufgeldste System (1)
betrachtet:

a=al(x,y,2,1),
2 b=b(x,y,2.1),
c=c(x,y,2,%.

Gibt man hier der Zeit ¢ einen bestimmten Konstantwert ¢ = £,
so definieren die Gleichungen (2) drei zu dieser Zeit koexistierende
Skalarfunktionen, deren numerierte Aquiskalarflichen

(2a) a=1,2,%,..., b=1,2,3,..., ¢=1,2,3,...

die materiellen Koordinatenflichen sind. Die Schnittlinien dieser
Flichen sind die durch zwei Nummern (b, ¢), (¢, 4), (a, b) gekenn-
zeichneten materiellen Koordinatenkurven; und die Schnittpunkte sind
die durch drei Nummern gekennzeichneten materiellen Punkte des
Kontinuums. Gibt man ? einen neuen Wert ¢ = #,, so sind die Flichen
mit den Nummern (2a) verschoben und mit ihnen auch ihre Schnitt-
kurven und Schnittpunkte. Ein weiterer Wert von ¢, ¢ = ¢,, gibt das
ganze System noch weiter verschoben usf.

Die Numerierungsflichen (2) kénnen wir zu einer beliebigen Zeit
t =1{, ganz beliebig wihlen. Die GroBen a, b, c zu dieser Zeit, die
wir mit @, by, ¢y bezeichnen wollen, geben dann gleichzeitig sowohl den
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ruhenden Punkten des Raumes als auch den bewegten Punkten des
Kontinuums Nummern. Diese Nummern definieren ein fiir allemal
sowohl ein festes Koordinatensystem im Raume als auch ein bewegtes,
dem materiellen Kontinuum zugehoriges Koordinatensystem. Diese
beiden Systeme aufeinander zu beziehen, ist nun das Prinzip der
LAGrRANGEschen Methode.

Es ist dabei am einfachsten, die Numerierungsflichen zur Zeit £, mit
den cartesischen Koordinatenebenen zusammenfallen zu lassen. Die
materiellen Koordinatenflichen sind dann solche materiellen Flichen,
die zu der gewdhlten Anfangszeit Ebenen des cartesischen Systems
waren. Oder, in diesem Falle sind die Nummern «, b, ¢ der bewegten
Punkte identisch mit den cartesischen Koordinaten %, ¥,, 2,, die diese
Punkte zu der Anfangszeit £, hatten:

(3) b=ty a=zxy, b=y, c¢=2,.

In &hnlicher Weise kann man jedes beliebige Koordinatensystem
erstens fiir die Numerierung und dann fiir die Lagekoordinaten der so-
mit numerierten Punkte verwenden.

Auf dieses Prinzip, die Numerierungskoordinaten mit den Anfangs-
werten der Lagekoordinaten zusammenfallen zu lassen, werden .wir
bei der Behandlung von Spezialaufgaben gewthnlich zuriickgreifen. Um
die Grundlagen in allgemeinster Form darzulegen, werden wir aber bis auf
weiteres an einer voneinander unabhingigen Wahl von Numerierungs-
koordinaten und Lagekoordinaten festhalten.

Die partiellen Ableitungen der Koordinaten x, y, z oder des ent-
sprechenden Vektors r, die man nach (1) bildet, haben eine anschauliche
Bedeutung.

Die partielle Ableitung nach ¢, die bei konstant gehaltenen Werten
von a, b, c gebildet wird, gibt die Geschwindigkeit v des Teilchens
mit den Nummern a, b, c:

0
(4) G=v.

Dies ist ein Vektor, der lings der Tangente der Bahn gerichtet ist. Diffe-
rentiiert man noch einmal partiell nach #, so erhilt man die Beschleuni-
gung desselben Teilchens:

%r OJv .
(5) o =g =J-

Differentiiert man andererseits r partiell nach a bei festgehaltenen
Werten von b, ¢, ¢, so schreitet man lings der Koordinatenkurve (b, ¢)
fort, deren Punkte mit Hilfe von a4 numeriert sind. Die Ableitung gibt
einen Vektor T, tangentiell zu der Koordinatenkurve (b, ¢). Ahnlich
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ist es, wenn man partiell nach b oder ¢ differentiiert. Folglich stellen
die drei partiellen Ableitungen

or or or
©) a=To =T =T
Vektoren dar, die zur Zeit ¢ die Koordinatenkurven (b, ¢), (c, 4), (2, b)
beriihren.

Es folgt hieraus, daB3
or

(7) T dt
ein Element der Bahn des Teilchens a, b, ¢ darstellt, und dalB
) Tia, rab, Slac

Elemente der durch das Teilchen «, b, ¢ hindurchgehenden Koordinaten-
kurven sind. Je zwel Paare dieser Vektorlinienelemente bestimmen
parallelogrammatische Flidchenelemente, die als Vektoren die Areale

or or or or or or
(9) ab X‘a—o‘dbd(ﬁ, ’aEX%dCdﬂ, % Xﬁdﬂdb
haben. Das dreifache Produkt
ér _ or Or

stellt das Volumen des entsprechenden Elementarparallelepipeds dar.
Zu einer beliebigen Zeit ¢ = ¢, war das Volumen des von denselben
materiellen Koordinatenflichen begrenzten Parallelepipeds:

0r, _ Ory Ory
('11) —aa‘ X W Wdadbdc.

Dieselbe Stoffmenge wie zur Zeit ¢, filllt das Parallelepiped zur Zeit 2.
Ist nun die Dichte des Stoffes g, zur Zeit #, und ¢ zur Zeit #, so erhilt
man die im Elementarparallelepiped enthaltene Masse, sowohl wenn
man (10) mit ¢ multipliziert, als auch wenn man (11) mit ¢, multipliziert.
Identifiziert man die beiden Ausdriicke, so fillt der gemeinsame Faktor
dadbdc fort und man erhilt die Gleichung:
or _ or Or or ory, Or

(12) 150 X 66 80— o0 X G G’

die das Prinzip von der Evhaltung der Masse ausdriickt und gewshnlich
die Kontinuitdtsgleichung genannt wird. Kehrt man von dem Vektor r
zu dessen Komponenten x, ¥, z zuriick, so schreibt sich die Gleichung:

ox Ox dx Oxy Ox, 0x,

da &b dc¢ ba 0b dc

’ dy oy dy| _ |0y, Oy, Oy,
(12) 950 ab do| % da & del
dz 0Oz 0z 0z, 0z, 0z |

da db do da 6b dc
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Oder auch, mit Funktionaldeterminantenbezeichnung:
Z Dx,y,z D (x4, 9, 2
(12 ) qD( Y. 2) . (*o05 Yo, %0)

@b,0) 7 Da,b,o) °

Wenn man in einem Spezialfall die Anfangskoordinaten als Nume-
rierungskoordinaten gemiB (3) verwendet, so wird der Faktor von ¢, in
diesen Gleichungen gleich 1. In der letzten Bezeichnungsweise ergibt

sich somit: D( )
X,v,2
(13) I Dt o =

Ist die Dichte und damit das Elementarvolumen zeitlich unverinderlich,

so ist ¢ = ¢, und
D(x,y,2)

(14) Da,b,¢)

— '1 ,
eine Gleichung, die somit die Bedingung der Inkompressibilitit ausdriickt.

In den entwickelten Formeln sind die Numerierungskoordinaten
a, b, c ganz allgemeine, krummlinige und bewegte Koordinaten, die
Lagekoordinaten x, y, z dagegen gewdhnliche cartesische Koordinaten.
Um auch die Lagekoordinaten vollkommen beliebig als krummlinige
und bewegte Koordinaten wihlen zu kénnen, haben wir nach 15(5) die
%,9, 2 mit den Anfangswerten x,, v,, 2, durch die beliebigen Lage-
koordinaten v,, y,, y; mit den Anfangswerten ¢?, v, ¢} zu ersetzen.

Um diese neuen Koordinaten, unter Beibehaltung von a, b, ¢ als
Numerierungskoordinaten, in die Kontinuitdtsgleichung einzufithren,
schreibt man diese Gleichung in der Form:

q_D(x,y»Z) D (w1, w2, 99) _ D (%0, 50, 20) D2, 3, 93)
D (y1, w2, ws) Da,b,0) Dyl v}, vy Da,b,o)
Wenn D und D, die Ausdriicke
Dx,y,2) D (%9, Yo, %0)
15 D= _"r207 = 2 %0 Yo, %)
(15) D (y1, y2, w3) O Dy, i, vi)

bedeuten, die man ein fiir allemal nach den Transformationsgleichungen
15(5) bildet, so ergibt sich die Kontinuititsgleichung in der Form:

(16) pPuvev) _ o p DA, v, i)

Y Dw, b, DY Dalb, o
In dem Spezialfalle, wo man die Anfangskoordinaten als Numerierungs-
koordinaten anwendet:
W=a W=l -c,
vereinfacht sich die Gleichung (16) auf

D (w1, s, ¥3) _
(17) 1D b0 — Do

welche die am meisten benutzte Form ist.
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Will man die Geschwindigkeitsverteilung studieren, so gibt
v, = U,(a,b,c,8),
(18) v=1v(a,b,c,t) oder vy =1v,(a,b,c,1),
v, = v,(a, b, c, 1)

die Verteilung der Geschwindigkeit auf die einzelnen Teilchen a, b, ¢
zu ciner beliebigen Zeit #. Substituiert man (2) in (18), so findet
man die riumliche Verteilung der Geschwindigkeit zu einer beliebigen
Zeit ¢:

[ve=1v:(%,9.2,0),
(19) v=uv(x,¥y,2,8 oder iv,,=vy(x,y,z,t),

v, =1,(%,9,2,1),

d. h. das Geschwindigkeitsfeld zu dieser Zeit.

Will man nun die Beschleunigung des Teilchens a, &, ¢ bilden, und
zwar nicht nach (18), sondern nach (19), so mu3 man berticksichtigen,
daB in dieser Formel v in zweierlei Weise von der Zeit abhingt, erstens
explizite, zweitens implizite durch «,y, z, die nach (1) Funktionen
von a, b, ¢, t sind. Die totale Zeitdifferentiation ergibt also:

. Cv Jv .
(20) jIU:é—t—f‘@—;x—f‘

oder, da %, y, z die Geschwindigkeitskomponenten Uz, Uy, U, sind:

o"v

y + )

(20)) i=!3— +vm +vycy+“

In dem trinomischen Gliede erkennen wir die lineare Operation 11(1)
und konnen daher schreiben:

(20”) j::}:%‘; +uv V.

Wir kommen hier auf eine zusammengesetzte Differentialoperation:
é 0 é o 0 .

(21) 5{+vz§+vya;+vzg;='at'+v V:

die sich als wichtig erweisen wird.

Hitten wir statt der rechtwinkligen Koordinaten x,y, z die all-
gemeinen w,, w,, w; verwendet, so wiren wir in ganz dhnlicher Weise
zu derselben Form dieser Operation gelangt:

6 0 0 0 °
(22) 57+vl'aa+t'28—@+vsb@;:-67+v.[7’
WO vy, Uy, U die verallgemeinerten Geschwindigkeitskomponenten 15 (6)
sind und die Operation ¥ bei den Koordinaten ;, v, 5 formal dieselbe
ist wie sonst bei den Koordinaten %, vy, 2.

Die Ableitungen %, 7, %, die in den Formeln (20) vorkommen, sind
in den Formeln (20°) bis (22) durch v,,v,,v, oder v ersetzt. Die
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LAGRANGEschen abhingigen Variablen x, y, z kommen in diesen For-
meln nicht vor; aus diesem Grunde kann man die Formeln sowohl im
EvuLErschen wie im LAGRANGEschen System benuizen.

17. Die EuLersche Methode. Nachdem durch 18 (4) ein fiir allemal
die Geschwindigkeit eines beliebigen Teilchens des Kontinuums definiert
ist, kann man auf die weitere Verfolgung der Bewegung jedes einzelnen
Teilchens des Kontinuums verzichten. Man kann die Koordinaten
%, ¥,z von ihrer Verbindung mit den bewegten Teilchen loslésen und
sie als Koordinaten geometrischer Raumpunkte oder Orfskoordinaten
auffassen und jetzt die Aufmerksamkeit auf das jeweilige Geschwindig-
keitsfeld in der Form 16 (19)

vy = 0(%,9,2,1),
(1) v=uv(x,y,2,t) oder v, =v,(x,y, 2,1,

v, =v,(x,y, 2,1t
richten.

Die partiellen Ableitungen erhalten dabei ganz andere Bedeutungen
als im LAGRANGEschen System. Die Zeitableitung

dv

() bt
die bei konstant gehaltenen Werten von x,y, z gebildet wird, kenn-
zeichnet die lokale Anderung der Geschwindigkeit wie man sie etwa
an Ort und Stelle durch eine fest aufgestellte Windfahne mit Anemometer
findet. (2) darf deshalb nicht mit der Beschleunigung des vorbei-
ziehenden Teilchens verwechselt werden. Entsprechend kennzeichnen
die partiellen Ableitungen

dv dv dv
(3) %%’ dy° 97
die értlichen Geschwindigkeitsunterschiede lings der Achsenrichtungen.

Die Formel 16 (20) oder (20”), welche die Beschleunigung im
LAGrRANGEschen System darstellt, gibt auch die Beschleunigung im
Evurerschen System. AuBer durch den NEwTONschen Punkt wollen
wir sie im EUuLERschen System auch durch das Zeichen der vollstidn-
digen Ableitung bezeichnen:

. dv Ov
(4) v=Etr:W+v'Vv.

Wir miissen also im EULERschen System sorgfiltig zwischen zwei
verschiedenen Zeitableitungen unterscheiden: der lokalen Zeitableitung
0/0t, die sich auf solche zeitlichen Verdnderungen bezieht, die man
an einem und demselben Orte beobachtet, und der individuellen Zeit-
ableitung, die wir im EULERschen System mit d/d¢ bezeichnen:

a 0 ) ° 0 0 ;
Ga) G = o trgp g g =g tol,
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die sich auf solche zeitlichen Anderungen bezieht, die man an ein und
demselben bewegten Individuum beobachtet. Ersetzt man die recht-
winkligen Koordinaten x, y, z durch die ganz beliebigen v,, v,, y;, so
behilt diese Operation ihre Form

R 8 N & 8 _

(5b) G5 =gy T gy T gy, T, —m tUY

bei, in der v,, v,, v5 die verallgemeinerten Geschwindigkeitskomponenten
15 (6) bedeuten und in der sich ¥ auf die Koordinaten v,, y,, y; bezieht.

Eine besonders einfache Bewegungsform liegt vor, wenn die lokale

Zeitableitung gleich Null ist:
dv

Die Bewegung ist dann an Ort und Stelle unverinderlich oder sie ist
permanent oder stationdr. Die bei der stationiren Bewegungsform auf-
tretende speziellere Beschleunigung

(7) v=vVv

hat zur Folge, daBl das bewegte Teilchen jede Stelle des Raumes mit der
fiir diese Stelle vorgeschriebenen Geschwindigkeit erreicht.

Die Vektorlinien 2 (1) der Geschwindigkeit v oder die Stromlinien
sind im allgemeinen von den durch 16 (1) definierten Bahnen der einzel-
nen Teilchen vollig verschieden. Das Stromlinienbild ist zeitlich ver-
dnderlich. Bei dem eben definierten stationiren Bewegungszustand
bleibt es jedoch unverdnderlich und die Stromlinien fallen mit den
Bahnen zusammen.

Hat man das Problem der Bewegung des Kontinuums in EULERscher
Form geldst, so kann man durch eine neue Integration immer zu der
Losung in der LAGRANGEschen Form kommen. Denn kennt man die Ge-
schwindigkeitskomponenten (1) als Funktionen der Raumkoordinaten
%, 9,2, so kann man sich diese Koordinaten wieder mit den bewegten
Teilchen verbunden denken und die Geschwindigkeitskomponenten
durch die Zeitableitungen dieser Gréen ausdriicken. Die Gleichungen
(1) werden dann:

dx
at = (%, v, 2,8,
d

() Z=r,9,2.9,
dz

it = v, (%,9,2,8).

Diese drei simultanen Differentialgleichungen bestimmen die Koordi-
naten x,y, z eines beliebigen bewegten Teilchens als Funktionen der
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Zeit ¢t mit drei Integrationskonstanten a, b, c¢. Man kommt dann zu
der Form 16 (1). Die Numerierungskoordinaten sind als Integrations-
konstanten hineingekommen und werden als solche gewdhnlich als
Anfangskoordinaten der Teilchen zu einer gegebenen Zeit ¢ = £, be-
stimmt, der Gleichung 16 (3) entsprechend.

Gute Beispiele zur Unterscheidung der lokalen und der individuellen
Zeitableitung erhidlt man, wenn man die Bedingung der Erhaltung
der Masse gemiB EULER formulieren will. Die spezifische Bewegungs-
groBe gu vertritt den Massentransport im Bewegungsfelde, und deren
Divergenz hat, wie schon S. 10 erwihnt, die Bedeutung des Massen-
ausflusses pro Volumeneinheit eines ruhenden geometrischen Volumen-

elementes. Da gleichzeitig — %% den lokalen Massenverlust pro Volumen-
einheit darstellt, ergibt sich

5] .
) - a—(‘: = divgv
als eine erste EuLERsche Form der Kontinuititsgleichung. Entwickelt
man divgu, fithrt die individuelle Zeitableitung (5a) ein und ersetzt die
Dichte ¢ durch das spezifische Volumen s = 1/g, so findet man

’ 1 ds T
(9) ~ g7 = dive
als eine zweite Form. Hier hat die linke Seite, wo jetzt die individuelle
Zeitableitung auftritt, die Bedeutung der Ausdehnungsgeschwindigkeit
pro Volumeneinheit des bewegten Volumenelementes. Dal} die rechte
Seite dieselbe Bedeutung hat, haben wir schon hervorgehoben (S. 10).

Um die EuLiERrsche Kontinuititsgleichung in allgemeinen Koordinaten
zu erhalten, gehen wir am besten von der entsprechenden LAGRANGE-
schen Gleichung 16 (16) aus. Logarithmische Differentiation dieser
Gleichung nach der Zeit ergibt:

g 2 1 [D (W1 w2, ws) | Dy, 2, ws) | D (w1, v, Wa)] —
s T D D) | D@ b9 T Db T Dabe |0
D(a, b, c)
Hier konnen wir die GroBen
=Y, V=1, V3=,
als die neuen abhingigen Variablen einfithren. Das erste Glied in der

Klammer wird dann, indem wir v, als Funktion von v, v,, y; be-
trachten:

D (vy, 3, W) _ D (vy, vs, v3) D (py, pa, w3)

Dfa,d,c) D (yy, 5,95 D(a,b, o)

9vy D
61#1 D(“: b, 6)

(1, ¥2, ¥3)
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Ahnliche Ausdriicke findet man fiir die iibrigen Funktionaldeterminan-
ten. Durch Einsetzen in die Hauptgleichung ergibt sich:
du, 01/3

q a”l
(10) + T oy Ty, T v,

__0’

wo jetzt die LAGRANGEschen Numerlerungskoordinaten a,b,c fort-
gefallen sind. Hier kénnen wir die Koordinaten v, y,, y; von ihrer
Verbindung mit den bewegten Punkten loslésen und sie in Koordinaten
geometrischer Raumpunkte iibergehen lassen, wobei die physikalische
Bedeutung der durch die Punkte bezeichneten Zeitableitungen als
individuelle Zeitableitungen festzuhalten ist.

Die Gleichung ist, wie man sieht, eine unmittelbare Verallgemeinerung
der Gleichung (9). ¢/q kénnen wir durch — /s ersetzen und mit sym-
bolischer Divergenzbezeichnung wird dann die Gleichung (10):

1 ds 1 dD

(10) ’s— dt D dt +leU
wo D( )

D = x.y.2)
(11) D (w1, vs,v3)

Wenn man die allgemeinen Koordinaten y,, v,, ¥; mit den cartesischen
%, y, z identifiziert, wird D = 1, und man kommt auf die Gleichung (9’)
zurtick.

18. Die kinematischen Grenzflichenbedingungen. Die Kontinuitits-
gleichung in der LAGRANGEschen Form 18 (12) oder in der EULERschen
Form 17 (9) besitzt nur fiir diejenigen Bereiche der Flissigkeit Giiltig-
keit, wo die Variablen sich kontinuierlich dndern. Denn nur hier
ist es moglich, die in der Gleichung vorkommenden Ableitungen der
abhidngigen Variablen zu bilden. An der 4uBeren Begrenzungsfliche,
wo die Fliissigkeit an fremde Kérper oder den leeren Raum grenzt,
kann man diese Ableitungen nur auf der eimen, an die Flussigkeit
grenzenden Seite der Fliche bilden, nicht aber auf der anderen. An einer
inneren Diskontinuitatsfliche, wo die abhdngigen Variablen sprungweise
ihre Werte dndern, und an den duBeren Grenzflichen muB deshalb die
Kontinuitdtsgleichung durch eine neue Bedingung, die kinematische
Grenzflichenbedingung, ersetzt werden.

Es sei
(1) flx,v,z,t) =0

die Gleichung einer Fliche, die wir uns bequemerwcise in den Koordi-
naten x, y, z ausgedriickt denken, wobei diese entweder die .AGRANGE-
schen abhédngigen Variablen oder die EULERschen unabhingigen Variablen
sein konnen. Sollte ndmlich im LacranGEschen Falle die Gleichung der
Fliche nicht in der Form (1) gegeben sein, sondern als Funktion der
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Numerierungskoordinaten «, b, ¢ und der Zeit, so kénnte sie immer
durch die Substitution 16 (2) auf die Form (1) gebracht werden. Die Be-
dingung, die an einer Flache (1) die Kontinuitédtsgleichung zu ersetzen hat,
soll nun das Prinzipausdriicken, daB diemateriellen Teilchen, die der Flache
angehoren, diese nicht verlassen kénnen, und daf keine neuen Teilchen
auf die Fliche gelangen konnen?!. Ein Teilchen der Fliche, das zur Zeit ¢
die Koordinaten x, y, z hat, wird zu einer infinitesimal verschiedenen
Zeit ¢t 4 d¢ die Koordinaten ¥ 4 dx,y + dy, 2 4 dz haben. Nach dem
eben angegebenen Prinzip wird dann neben (1) auch die Gleichung

fx+dx,y+dy,z+dz,t+dt) =0

bestehen miissen, oder nach TAYLOR entwickelt:

Wenn wir (1) beriicksichtigen, mit d¢ dividieren und zu entsprechenden
Vektorbezeichnungen iibergehen, so erhalten wir hieraus die gesuchte
kinematische Grenzflichenbedingung in der Form:

e Ui vi=o.

Eine andere Ableitung dieser Bedingung wird gleichzeitig ein an-
schauliches Bild ihres Inhaltes geben. In der Nihe des Zeitpunktes
t=t, und des Raumpunktes ¥ = %y, ¥ = ¥,, 2= 2,, der fiir =, auf der
Fliache liegt, kénnen wir die Gleichung (1) durch die TAvLoRsche Ent-
wicklung

of

d 1e] 0
B) Lo +lo—y)+lE— g t—t) =0

k4
darstellen. Diesist die Gleichung einer Ebene, die wir einfacher in der Form
Ag(x — xo) + Ay (y — ¥0) + 4oz —20) + D(E — %) =0

oder in der ,,Normalform‘‘

Ax(x—xo)—}—A,,(y—-y@—}—A,(z——zQZ_ D (t_t)
VIR e i e A

schreiben kénnen. Jede Seite dieser Gleichung stellt einen Ausdruck des
Abstandes der Ebene von dem Punkte x,, v,, 2, dar. GemiB dem Aus-
druck auf der rechten Seite nimmt dieser Abstand proportional der Zeit
¢t — tyzu, und der Faktor von ¢ — £, stellt folglich die Geschwindigkeit dar,
mit der sich die Ebene von dem Punkte %, ¥4, 2, entfernt, d. h. die Ge-
schwindigkeit, welche die Ebene senkrecht zu sich selbst hat. Kehren wir
zu den Bezeichnungen der Gleichung (3) zuriick oder zu entsprechenden

1 Diese Bedingung ist jedenfalls richtig fiir eine singularititenfreie Flache,
dagegen nicht immer fiir eine Fliche mit Singularititen.
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Vektorbezeichnungen, so sehen wir: jedes Element der Fliache (1) bewegt
sich mit der Geschwindigkeit

of
ot 1 of
— Wﬁiﬁf;_7767)2 oder v @
Vs + (&) + G2
senkrecht zu sich selbst. Schreiben wir deshalb die Gleichung (2) in
der Form: . pf v of
) Rz T

so ist Vf/|Vf| eine Normale der Linge Eins, und das skalare Produkt
i-'|—:;—/] gibt die Komponente der Geschwindigkeit der Flissigkeits-

teilchen lings dieser Normalen. In der Form (2) sagt also die kine-
matische Grenzflichenbedingung aus: ein Teilchen, das mit der Fliche
in Beriihrung steht, hat lings der Normalen der Fliche dieselbe Geschwindig-
keit wie die Fliche selbst — ein Prinzip, das wir auch hitten zugrunde
legen konnen, um daraus die Bedingung (2) abzuleiten.

Liegt eine innere Diskontinuititsfliche vor, mit %, y, z als Koordi-
naten der Flissigkeitsteilchen auf der einen Seite der Flache und «’, y’, 2’
auf der anderen, so gelten die Gleichungen (1) und (2) auf der einen
Seite der Fliache und die entsprechenden Gleichungen

(4) f/ (x/, y’, Z’, t) — 0
und o

(4 N v/ T
(5) FT) +F V=0

auf der anderen Seite. Dabei stellen (1) und (4) genau dieselbe Fliche
im Raume dar, (1) definiert sie aber materiell als aus Teilchen der einen
Fliissigkeitsmasse bestehend und (4) als aus Teilchen der anderen
Flissigkeitsmasse, so daB man zwei materiell verschiedene Flichen hat,
die geometrisch zusammenfallen. In einem und demselben Punkte der
Diskontinuititsflache, d. h. fiir r = ', miissen dann die Einheitsnormalen
der zwei Flichen (1) und (4) identisch dieselben sein, desgleichen die
Geschwindigkeiten dieser Flichen senkrecht zu sich selbst, also:

ot of
v @t _ ot .
[VE — [V'F] und 7l LAk wenn r=r,

Mit Hilfe von (2) und (5) lassen sich diese Gleichungen auch in der
folgenden Form schreiben:

(F—7)Vi(x,y,2,9) =0,
©) (F—F) V7. y, 2,9 =0,

wenn r = r'.

I
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Fur diejenigen Wertsysteme von %, y, z, f und x',y’, 2/, ¢, welche die
Gleichungen (1) und (4) erfiillen, stellen die Gleichungen (2), (5) und (6)
die kinematischen Grenzflichenbedingungen in ihrer allgemeinen Form
dar, von welcher man nach Belieben zur ILAGRANGEschen oder zur
EuLerschen Form iibergehen kann.

In der LAGRANGEschen Form schreiben wir diese Grenzbedingungen
mit den cartesischen Koordinaten x, y, z bzw. x’, y’, 2’ als abhingigen
und den Numerierungskoordinaten a, b, ¢ bzw. a’, &', ¢’ als unabhéngigen
Variablen. Die Gleichung der Grenzfliche ist dann als Funktion der
Numerierungskoordinaten und der Zeit in der Form
(7) fla,b,c,ty=0 wund [ (a,b,c,t)=0
gegeben.

Die Bedingungen (2) und (5), die das Verschwinden der individuellen
Zeitableitung der Grenzflachenfunktion aussagen, lauten in diesem Falle:
8) 2f@b,e,)=0 uwnd S f@v.c4=0,
wo 0/0tdie partielle Zeitableitung bei festgehaltenen Werten der Nume-
rierungskoordinaten ist.

Um schlieBlich die Bedingung (6) in den Numerierungskoordinaten
auszudriicken, werden wir fiir einen Augenblick den auf die Variablen
%,v,z bzw. ¥, ', 2 bezogenen Differentialoperator durch ¥, bzw. V,,
bezeichnen, wihrend ¥ bzw. ¥’ den entsprechenden Operator in bezug
auf die Numerierungskoordinaten a, b, ¢ bzw. a’, b’, ¢’ bedeuten soll.
Wir miissen dann den Operator ¥, bzw. V. durch V bzw. V"’ ersetzen.
Dazu haben wir die eine Vektorgleichung bzw. die drei entsprechenden
Skalargleichungen:

of 9dfdx  dfdy | Of 9z

da = 9xda T 3y da T 3z da’

. . of _ 0f dx of 0y of dz

(9) Ff=Vr-V,f oder T 6xab+6yab+&z 95’
of _ 6f ox of ey |, 0f 0z

c=dxoc Tay s Yazac

mit entsprechenden Ausdriicken fiir die gestrichenen Buchstaben. Die
Auflssung der Vektorgleichung nach V,f oder der Skalargleichungen
nach ¢f/6x, df/dy, 0f/0z ergibt nun:

0f D(x.y.2) _ Dif.y.2)

0z D(a,b,c) Dla.b.c)’

-1, fD(x.y.2) D/ 2)

1oy V,f=¥ry""-FVf{ oder 9y D@ b.c) —Da. 5.9’
9f D(x,y,2) _ Dx.y./)

0z D(a,b,¢c) Dfa,b, o)’
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Die Grenzbedingungen (6) schreiben sich folglich, wenn # und # durch
Or/0¢ und Or'[0¢t ersetzt werden und die cartesischen Koordinaten nach
Voraussetzung fiir £ = 0 in die Numerierungskoordinaten iibergehen:

or @ B,
(01‘[_3?)(‘7") 1'Vf(a,b,c,t)=0,
o (G- i) P @b =o,

wenn t=0,a=4a, b=08,c=¢,

welche zusammen mit (8) die expliziten Grenzflichenbedingungen in
der LacranGEschen Form darstellen.

Bei einer duferen, starren Grenzfliche konnen wir f' = 0 setzen und
erhalten dann an der Grenzfliche

(12) fla,b,c,t) =0
die Grenzflichenbedingungen:
) 0 or -
(13) d=o0, (G-5)0nvi=o,

wo 0r’[/0¢ die vorgeschriebene Geschwindigkeit der starren Grenzfliche
senkrecht zu sich selbst ist. Fiir eine unbewegliche Fliche ist diese
gleich Null zu setzen.

Um zur EuLERschen Form iiberzugehen, haben wir in den Gleichungen
(1), (2), 4) und (5) =/ und ' = r zu setzen und die Geschwindig-
keiten v = 7 und v’ = ' einzufiihren. An einer Grenzfliche

(14) fx,9,2,8) =0
bestehen folglich die Grenzflichenbedingungen:

of Cf — of N
(15) 3; TV Vf=o0, g TV Vi=o.

Durch Subtraktion dieser Gleichungen kommen wir auf die Gleichung (6)
zuriick, die im EuLERschen Systeme von (2) und (5) abhingig ist, da
hier zwel Systeme von Numerierungskoordinaten zur Charakterisierung
der Grenzfliche iiberfliissig sind.

Wenn die Grenzfliche eine duBere ist, so daBl nur auf der einen Seite
Fliissigkeit vorhanden ist, so fallt die letztere Gleichung (15) fort. An
der Grenzfliche

('16) f(x,y,z,t)=0
ist dann die kinematische Bedingung

)
(17) U rorf=o0

zu erfilllen. Diese Bedingung ist zu verwenden, wenn die Fliche eine
beliebig vorgeschriebene Bewegung hat. Ist die Fliche unbeweglich,
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so kommt ¢ in (16) nicht vor, und die Gleichung (17) reduziert
sich auf:
(17a) v Vf=o,

welche aussagt, dal der Geschwindigkeitsvektor die unbewegliche Grenz-
flache iiberall beriithren muB.

Die Grenzbedingungen, sowohl in der LAGRANGEschen wie auch in
der EuLeErschen Form, behalten ihre Form bei, wenn man beliebige
krummlinige Koordinaten verwendet.

19. Linienintegrale im Bewegungsfelde. Den Unterschied zwischen
geometrischen und physikalischen Gebilden haben wir, wenn es sich
um Kurven handelt, sprachlich zum Ausdruck gebracht durch die
Unterscheidung zwischen Prozession und Zirkulation ldngs der Kurve,
wenn diese geometrisch ist, aber von der Kurve selbst, wenn sie materiell
und bewegt ist (5).

Es sei dr mit den Komponenten dx, dy, dz das Linienelement einer
geometrischen Kurve. Das Integral

(1) fv-ar
ist dann bei offener Kurve die Prozession, bei geschlossener die Zirku-

lation lings der Kurve. Auf (1) kann man ohne weiteres die lokale
Zeitableitung anwenden. Gilt fiir jede geschlossene Kurve die Relation:

) S fv-ar=o,

so ist die Zirkulation lings jeder geschlossenen Raumkurve zeitlich
unverdnderlich. Nach Stokes’ Identitit gilt dann fiir jede beliebige
geometrische Fliche, welche die Kurve als Randkurve hat:

3) -‘%/curlv‘do‘: 0,
woraus sich ergibt, da d6 von der Zeit unabhingig ist:
(4) ft- curlv =0.

Wenn die Bedingung (2) erfiillt ist, hat man also die lokale Wirbel-
erhaltung: das Wirbeln erhilt sich an Ort und Stelle unverinderlich,
die Wirbellinien bilden ein unverinderliches Kurvensystem und die
Wirbelrohren ein unverinderliches Rohrensystem mit zeitlich unver-
dnderlicher Wirbelstdrke. Fithrt man in (2) die lokale Zeitableitung
unter dem Integralzeichen aus, so ergibt sich:

"dv

(5) 'a*{'dfz 0.

Hieraus folgt, daB ein stationires Geschwindigkeitsfeld
dv

(6) 5 =0

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 5
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eine hinreichende Bedingung fiir lokale Wirbelerhaltung ist, aber keine
notwendige. In den Féllen aber, wo das Wirbeln das Geschwindigkeits-
feld eindeutig bestimmt, hat man vollkommene Aquivalenz der Be-
dingungen (4) und (6).

Die Prozession oder die Zirkulation (1) langs einer Kurve kann auch
individuell differentiiert werden. dr ist von der Zeit unabhingig, eben-
falls die Grenzen im Falle der offenen Kurve, und wir erhalten:

d .
(7) E/v dr:/v ar.
Wir haben das einfache Resultat: die Beschleunigung der Prozession

oder der Zirkulation lings einer geometrischen Kurve ist gleich der
Prozession oder der Zirkulation der Beschleunigung lidngs der Kurve.

Jetzt sei andererseits d r mit den Komponenten 8%, dy, 6z das Vektor-
linienelement einer materiellen bewegten Kurve. Die Prozession C}
einer bewegten physischen Kurve mit den materiellen bewegten End-
punkten 0 und 1 wird dann: :

1
8) Ci=|v-or.
/

Fir die entsprechende Zirkulation, wenn die Kurve geschlossen ist,
wollen wir )

(9) C=[vor

schreiben. In diesen Integralen ist dr ein Vektor, der wihrend der Be-
wegung der Kurve stetig seine Richtung und Lange dndert. Die indivi-
duelle Zeitableitung des Integralelementes v - dr ergibt deshalb:
d, . dv. d
E?(v or) =7 or+v E——t-ér.
Die Operation d, durch die wir die Kurve zu der Zeit ¢ in Elemente zer-
legen, ist aber eine rein geometrische, von der Zeitableitung d/d¢ unab-
hingige Operation. Wir kénnen deshalb die Reihenfolge dieser Operationen
vertauschen, und da die individuelle Zeitableitung von r die Geschwin-
digkeit v ist, hat man:
a , . __duv, .
[fi_t(v 6r)_;” or + v v
__dv
Tdt

(10)

'6r+6<%v2).

Wir konnen jetzt die individuelle Zeitableitung des Integrales (8)
bilden. Die Grenzen 0 und 1 beziehen sich dabei auf unverdnderliche
materielle Individuen, so daB die Grenzen bei der Differentiation fest
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bleiben. Die individuelle Zeitdifferentiation von (8) ergibt deshalb, unter
Beachtung von (10):

dcy L 1,
(11) Py =‘/v or + 2(01——05),

(]

1

also ein von (7) wesentlich verschiedenes Resultat: die Beschleunigung
der Prozession einer bewegten Kurve ist gleich der Prozession der Be-
schleunigung, vergrobert um die halbe Differenz der Quadrate der Ge-
schwindigkeiten der Endpunkte.

Geht man aber zur geschlossenen Kurve iiber, so wird v, = v,
und (11) reduziert sich auf:
dC
(12) df
Dies gibt das wichtige Resultat:

Iiir einc geschlossene bewegte Kurve ist die Beschleunigung der Zirkula-
tion gleich der Zirkulation der Beschleunigung.

:/h-an

Wenn die Zirkulationsbeschleunigung fiir eine solche Kurve gleich
Null ist:
ic

(13) =0

so bewegt sich diese Kurve mit zeitlich unverinderlicher Zirkulation:
(14) C = konst.

Gilt eine solche Gleichung fiir jede geschlossene materielle Kurve im
Kontinuum, nur mit einer von Kurve zu Kurve verdnderlichen Kon-
stanten, so liegt die individuelle Erhaltung der Zirkulation vor. Um ein
Bild von dem Charakter dieser Bewegung zu erhalten, braucht man nur zu
beachten, dal man die Zirkulation einer geschlossenen Kurve ausdriicken
kann als das Produkt der Linge der Kurve mit dem Mittelwert der zur
Kurve tangentiellen Geschwindigkeitskomponente. Die Erhaltung der
Zirkulation der Kurve sagt also aus, daB sich die mittlere Geschwindig-
keit der Kurve ldngs sich selbst immer umgekehrt wie dic Kurvenlinge
verdndert: wenn die Kurve sich zusammenzieht, nimmt sie gréBere,
wenn sie sich ausdehnt, nimmt sie kleinere Geschwindigkeit lings sich
selbst an.

Wenn diese individuelle Erhaltung der Zirkulation besteht, so wird
eine Kurve, die einmal die Zirkulation Null hat, immer die Zirkulation
Null behalten. Nun hat jede geschlossene Kurve, die auf einer nicht
rohrenformigen Wirbelflache gelegen ist, nach & die Zirkulation Null.
Diese Zirkulation Null wird sie dann auch zu allen Zeiten beibehalten,
d. h., wenn individuelle Erhaltung der Zirkulation vorliegt, so wird
eine materielle Fliche, die einmal eine Wirbelfliche ist, immer eine

;*
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Wirbelflidche bleiben. Hieraus folgt, da§ eine Wirbellinie als die Schnitt-
linie zweler Wirbelflichen immer eine Wirbellinie bleiben muB, d. h.:

Wenn individuelle Evhaltung der Zirkulation vorliegt, werden die Teil-
chen, die einmal eine Wirbellinie bilden, immer eine Wirbellinie bilden.

DanundieWandfldcheeinerWirbelrshreauslauter solchen Wirbellinien
besteht und jede die Réhre umschlieBende Kurve dieselbe zeitlich kon-
stante Zirkulation, gleich der Wirbelstirke der Rohre, hat, so folgt weiter:

Wenn ndividuelle Evhaltung der Zirkulation vorliegt, werden auch
die Massen, die einmal eine Wirbelrohre bilden, tmmer eine Wirbelrihre
miat zettlich unverdnderlicher Wirbelstirke bilden.

Man sieht unmittelbar, da man umgekehrt von diesem Erhaltungs-
satz zu der Erbaltung der Zirkulation der einzelnen Kurven zuriick-
kommt: es besteht vollstindige Aquivalenz zwischen der Erhaltung
der Zirkulation bewegter Kurven und der Erhaltung der Wirbelbewegung
im Sinne des letzten Satzes.

Die Erhaltung der Wirbelstirke der Rohren verlangt eine Ver-
dnderung des Wirbelns oder der Wirbeldichte curlv in umgekehrtem
Verhéltnis zu dem Querschnitt der elementaren Wirbelrshren. Diese
individuelle Wirbelerhaltung hat also intensiveres Wirbeln zur Folge,
wenn sich eine Wirbelrohre infolge der Bewegung auf einen kleineren
Querschnitt zusammenzieht, dagegen schwicheres Wirbeln, wenn sich
dieser Querschnitt ausdehnt. Der durchgreifende Unterschied zwischen
individueller und lokaler Wirbelerhaltung ist offensichtlich.

Zuletzt wollen wir in den Linienintegralen die Geschwindigkeit durch
die spez. BewegungsgroBe v ersetzen, deren gegenseitige Beziehung durch
(15) U=gqU, Us=SsD

gegeben ist. Wir betrachten die Prozession der BewegungsgroBe
1

(16) Co= / v or
0
und die entsprechende Zirkulation
(17) C=/[v:or
einer materiellen Kurve. Wenn wir die individuelle Zeitableitung dieser

Gleichung bilden, so ergibt die Differentiation unter dem Integral-
zeichen, der Gleichung (10) entsprechend:

Lwon=""5r 1 ov
oder, wenn wir (15) benutzen:

d . d
a—t(v'ér)z qv'ér—f—?i-%v'ér—I—qv'év

= qo-or+ 2Tv-or + 5 0(vs).
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In dem zweiten Gliede rechts kénnen wir die Kontinuititsgleichung
17 (9) benutzen, und aus dem letzten Gliede 1aBt sich ein vollstindiges
Differential ausscheiden, so dal man

L@ or) = qvor — (dive) 5 6r — Jurdq + d(hquY)
= g0 or — (divo) U " Or + 02ds -+ O (3sv?)

erhilt. Durch Einsetzen in das Integral ergibt sich dann:

dC, ' . : y 9

= /qv'ér —/ (divo)o' - or —/%szq‘ér + 3q,U — 34,0
0 0 0

1

1
- /gl} “or —f(divv) U0 + [§02Vs O + § 5,00 — ks, TR.
0 0 ¢

(18)

Bei der geschlossenen Kurve hat man fiir die individuelle Zeitab-
leitung der Zirkulation der spez. Bewegungsgrof3e:

%g:fqt}'ér~f(divv)b"6r——/%v2[7q'6r
= [q0- ér — [(dive) v~ or + [J02Vs - or.

(19)

Wenn die Dichte ¢ rdumlich und zeitlich konstant ist, g =g¢,, so
fallen die beiden letzten Integrale fort, und nach Division durch den
Faktor ¢, kommt man wieder auf die fiir die Prozession und Zirkulation
der Geschwindigkeit giiltigen Formeln (11) und (12).

20. Kinematik des stationiren zirkularen Wirbels. Als Beispiel
fiir das Vorhergehende wollen wir eine besonders einfache Bewegungs-
form betrachten, auf die wir oft zuriickkommen werden: die Fliissig-
keitsteilchen laufen in Kreisbahnen um eine Achse, die z-Achse, mit
zeitlich unverdnderlichen Geschwindigkeiten, die rdumlich nur von dem
Radius ¢ und der Héhenlage z der Kreisbahn abhidngen. Man hat also
einen Wirbel im landliufigen Sinne des Wortes, bestehend aus lauter
Parallelkreise, die solidifiiert werden kénnen. Die Kreise verschieben
sich langs sich selbst mit einer Winkelgeschwindigkeit e, d. h. mit einer
Peripheriegeschwindigkeit v = wg oder mit einer Zirkulation C,:

(1) Cp =27mpv = 207>

Diese drei GroBen sind zeitlich unverinderlich und als Funktionen
von ¢ und z nur vom einen Parallelkreis zum anderen verschieden.
Aus der stationdren Natur der Bewegung folgt nach 19 (4) und (6) die
lokale Wirbelerhaltung, nicht aber die individuelle.

Anschauliche Bilder der Bewegung ergeben sich, wenn man in einer
Meridionalebene Kurven gleicher Winkelgeschwindigkeit, o (o, z) =konst.,
oder Kurven gleicher linearer Geschwindigkeit, v(g, 2) = konst., oder



70 Physikalische Hydrodynamik.

Kurven gleicher Zirkulation der Parallelkreise, C, (0, 2) =konst., zeichnet.
Im Raume erzeugen diese meridionalen Kurven Umdrehungstlichen. Die
Fliche w (g, 2) = konst. besteht materiell aus allen Parallelkreisen, die
gleiche Winkelgeschwindigkeit, die Fliche v{p, 2) =konst. aus allen
Parallelkreisen, die gleiche lineare Geschwindigkeit um die Achse
haben. Die Fliche C, (o, 2) =konst. besteht materiell aus allen Parallel-
kreisen, die gleiche Zirkulation haben und deshalb dieselbe Anzahl von
Einheits - Wirbelréhren umfassen. Das ringférmige Band zwischen
zwei einander beliebig nahe liegenden Parallelkreisen auf der Flache
Cp == konst. wird folglich von keinen Wirbelréhren durchsetzt. Die
Fliche C, = konst. ist also eine von Wirbellinien erzeugte Wirbelfliche.
Andererseits haben die in einer Meridionalebene gelegenen geschlossenen
Kurven keine Zirkulation, weil die Geschwindigkeit iiberall zur Kurve
senkrecht steht. Die Meridionalebenen werden also auch nicht von
Wirbellinien oder Wirbelréhren durchsetzt, und man findet:

Die Wirbellinien im stationdren zivkulavem Wirbel sind die Schnitt-
linien der Meridionalebenen mit den Flichen gleicher Zivkuiation.

Man sieht wieder leicht, daB die ringfoérmigen Rohren, die durch
zwei aufeinanderfolgende Fliachen C, = 0,1, 2, 3, . . . begrenzt werden,
Einheits-Wirbelrohren sind. Als Einheits-Wirbelrohren konnen wir
auch solche Réhren verwenden, die von den Flichen C, =0, 2z, 4=, ..
und den angular &4quidistanten Ebenen w =0,1,2,... begrenzt
werden.

Man kann dieses Resultat auch in der folgenden Weise finden. Die
Geschwindigkeit v im zirkularen Wirbel ist ein flichennormaler Vektor,
der sich zweifach lamellar

(2 v=owely
schreiben 14Bt. Das Wirbeln dieses Vektors ist:
(3) curlv = V(wp?) x Vy =VC, x Vé’!.’;,

dessen Wirbellinien die zweifach dquiskalaren Kurven (wg? y) sind,
d. h. die Schnittlinien der Meridionalebenen mit den Kurven w g2 = konst.
oder nach (1) C, =konst., und dessen Einheits-Wirbelréhren die schon
oben angegebenen sind.

Wenn eine der drei GréBen w, v, C,, von der Koordinate z unabhangig
ist, sind sie alle drei von z unabhingig und Funktionen nur von p. Dies
gibt einen besonders einfachen Wirbeltypus, wo die im allgemeinen
Falle verschiedenen Flichen w = konst., v =konst., C, = konst. zu-
sammenfallen. Sie gehen alle in koaxiale Zylinderflichen iiber, die
man sich solidifiiert denken kann, weil sie sich als starre Gebilde in sich
selbst verschieben. Die Wirbellinien in diesem Wirbel mit solidifilerbaren
Zylinderflichen sind Geraden parallel der Wirbelachse. Diese Wirbel-
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linien werden materiell erhalten, denn eine materielle Linie parallel der
Wirbelachse bleibt wihrend ihres Umlaufes immer eine Gerade parallel
dieser Achse. In dem allgemeinen Wirbel mit den nichtsolidifiierbaren
Zylinderflichen hat man dagegen nicht diese materielle Erhaltung der
Wirbellinien, weil hier eine materielle Kurve, die in einem Moment in
einer Meridionalebene liegt, im nichsten Moment nicht mehr in einer
solchen Ebene enthalten sein kann.

Nachdem wir die Einheits-Wirbelréhren (C,, w/(27)) kennengelernt
haben, wissen wir, daB die Zirkulation C einer ganz beliebigen Raum-
kurve in der Form

(4) ¢ =N(c,, 2%)

geschrieben werden kann, wo die rechte Seite gleich der Anzahl der von der
Kurve umfaBten Einheits-Wirbelrohren ist. Um diesen Ausdruck zu dis-
kutieren, fithren wir zwei Projektionen der Kurve ein: die Meridional-
projektion, die sich ergibt, wenn man die Punkte der Kurve durch
Parallelkreise auf eine beliebige Meridionalebene projiziert, und die Agua-
torialprojektion, wie wir kurz die gewdhnliche orthogonale Projektion
auf eine Ebene senkrecht zu der Wirbelachse nennen wollen. Die Meri-
dionalprojektion einer beliebigen bewegten materiellen Kurve ist im
zirkularen Wirbel unverinderlich. Nur in der Aquatorialprojektion
siecht man die Bewegung sich abspielen. Weiter betrachten wir auf der
bewegten Raumkurve , korrespondierende’* Elemente, die zwischen ein-
ander naheliegenden koaxialen Zylinderflichen enthalten sind. Liegen
alle korrespondierenden Elemente in der gleichen Hohe z, ist mit anderen
Worten die Meridionalprojektion der Kurve eine Doppelkurve ohne
Flicheninhalt, so bewegen sich die korrespondierenden Elemente mit
identisch derselben Geschwindigkeit durch identisch dasselbe Feld von
elementaren Wirbelrohren. Es folgt, daB die Kurve wihrend ihrer Be-
wegung immer dieselbe Anzahl von Einheits-Wirbelréhren umfaft. Oder
man findet, gleichviel fiir den allgemeinen Wirbel mit den nichtsolidifiier-
baren Zylinderflichen wie fiir den speziellen mit den solidifiierbaren
Zylinderflichen:

Jede materielle geschlossene Kurve, die tn dev Mevidionalprojektion eine
Doppelkurve ohne Flicheninhalt ist, hat zeitlich unverinderliche Zivku-
lation.

Ein Beispiel sind die Parallelkreise, die einen einzigen Punkt als
Meridionalprojektion haben.

Liegen dagegen die korrespondierenden Elemente in verschiedenen
Hohen z, d. h. begrenzt die Meridionalprojektion der Kurve ein Fldchen-
inhalt, so laufen die korrespondierenden Elemente in dem allgemeinen
Wirbel mit verschiedenen Geschwindigkeiten und durchschneiden dabei
verschiedene Felder der elementaren Wirbelréhren. Jedes Element fiir



72 Physikalische Hydrodynamik.

sich durchschneidet aber pro Zeiteinheit eine bestimmte Anzahl dieser
Rohren. Durch die Bewegung je zweier korrespondierender Elemente
wird deshalb die Anzahl der von der ganzen Kurve umschlossenen Ein-
heits-Wirbelrshren pro Zeiteinheit um eine konstante Differenz zu-
oder abnehmen. Nur im speziellen Wirbel mit den solidifiierbaren
Zylinderflichen bewegen sich die korrespondierenden Elemente mit
gleicher Geschwindigkeit durch dasselbe Feld von Wirbelréhren, so dafl
diese Differenz Null wird. Es folgt:

Eine beliebige geschlossene materielle Kurve, die in der Meridional-
projektion einen vonm Null verschiedemen Flicheninhalt begremzt, hat im
allgemeinen Wirbel mit den michtsolidifiterbaren Zylinderflichen eine
Zirkulation, die linear von der Zeit abhingt, im speziellen Wirbel mit den
solidifiierbaren Zylinderfldchen dagegen zeitlich unverdnderliche Zirkula-
tion.

Im letztgenannten speziellen Wirbel werden deshalb Zirkulations-
beschleunigungen iiberhaupt nicht vorkommen. Im allgemeinen Wirbel
hat man dagegen eine von Null verschiedene, zeitlich konstante Zirku-
lationsbeschleunigung fiir alle solche Kurven, die in ihrer Meridional-
projektion einen Flicheninhalt begrenzen ; und zwar ist diese Zirkulations-
beschleunigung identisch gleich derjenigen dieser Meridionalprojektion.
Diese findet man leicht, indem man das Linienintegral der Beschleuni-
gung ¥ der einzelnen Punkte dieser Kurve bildet. Diese Beschleunigung
ist die reine Zentripetalbeschleunigung v = —w?@; das negative Vor-
zeichen tritt auf, weil ¢ von der Rotationsachse nach auBlen positiv
gerechnet wird. Diese Beschleunigung hat aber die Zylinderflichen als
Normalfldchen und 148t sich als zweifach lamellarer Vektor

(5) U=—00=wV (-}
schreiben. Diese lineare Beschleunigung gibt fiir geschlossene Kurven
die Zirkulationsbeschleunigung:

©) 1 = [irar=N(o, - S o),

und im Infinitesimalen hat man die entsprechende rotatorische Be-
schleunigung um die Tangenten der Parallelkreise als Achsen:
(7). curlv = V(w?) X V(—34p?) = V(w?) X (—0).
Die Flichenscharen w? = 0,1,2,... und § ¢2 = 0,1, 2, ... geben also
ein vollstindiges Bild der zirkulatorischen oder der rotatorischen Be-
schleunigungen im zirkularen Wirbel.

In dem speziellen zirkularen Wirbel, wo die Zylinderflichen solidifiier-
bar sind und w eine Funktion nur von gist, artet die Zentripetalbeschleuni-

gung (5) in einen einfach lamellaren Vektor mit einem Aszendenten-

potential y aus:
(8) v="y,
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WO g =— f w?p dp. Die Zentrifugalkraft pro Masseneinheit — hat dann
dieses y als Gradientenpotential, —& = —Fy, und den speziellen Wirbel
mit den solidifiierbaren Zylinderflichen kann man auch als einen
Wirbel mit potentieller Verteilung der Zentrifugalkraft bezeichnen.

Schreibt man die Komponenten des Vektorproduktes (7) auf, so.findet
man die Werte Null lings ¢ und z und lings der Parallelkreise eine
Komponente mit dem absoluten Betrag:

6(=0%)

9) [curld | = | ——- E

Die rotatorische Beschleunigung im stationdren zirkularen Wirbel ist
also ihrem Betrage nach gegeben durch den Betrag der Anderung der Zentri-
petalbeschleunigung —w?o pro Lingeneinheit parallel der Wirbelachse.

Im speziellen Wirbel mit den solidifiierbaren Zylinderflichen fallen
die beiden Flichenscharen fiir konstantes w? und konstantes }¢? zu-
sammen. Die zirkulatorische Beschleunigung wird dann Null fiir die
geschlossene materielle Kurve, mit dem Resultat, daBl sie sich mit
zeitlich unverdnderlicher Zirkulation bewegt:

acC
T 0, C = konst.

(10)
wie schon oben gefunden. Die rotatorische Beschleunigung (7) wird
Null, weil die beiden Vektorfaktoren keinen Winkel mehr miteinander
bilden. Die rechte Seite von (9) verschwindet, woraus folgt, dal in
diesem speziellen Wirbel die Zentrifugalkrifte in gleichem Abstande
von der Wirbelachse gleich groB sind.

Von diesem speziellen zirkularen Wirbel werden wir im folgenden
drei Typen besonders zu betrachten haben:

(I) Die Zirkulation der Parallelkreise nimmi mit dem Abstande ¢ von
der Achse zu. Nach dem Vektorproduktgesetz (3) hat dann das Wirbeln
curlv dasselbe Vorzeichen wie der allgemeine Umlauf im Wirbel. Wenn
die allgemeine Wirbelachse nach oben zeigt, haben die Wirbellinien
auch ihre positive Richtung nach oben.

(I1) Die Parallelkreise haben in allen Abstinden o von der Achse die-
selbe Zirkulation. Es ist dann der Vektor V'C, =0, und das Wirbeln
curlv ist identisch Null. Dies ist der bekannte Fall der wirbelfreien
Zirkulation um die z-Achse. Es gibt in diesem Falle keine Wirbellinien,
abgesehen von der z-Achse, die aber eine zu Linie entartete singulire
Wirbelrohre mit der endlichen Wirbelstiarke C, ist. Da sich in diesem
Falle die lineare Geschwindigkeit wie p~! dndert, hat dieser Wirbel
in der Nédhe der Achse keine physikalische Realitit.

(ITI) Die Parallelkreise haben nach aufen abnehmende Zirkulation. In
diesem Falle sind die Wirbellinien nach unten gerichtet, wenn der all-
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gemeine Umlauf durch einen nach oben zeigenden Vektor dargestellt
wird. Auch dieser Wirbel verliert in der Nihe der Achse seine physi-
kalische Realitit.

21. Der stationidre zirkulare Wirbelring. Der stationire Wirbel
besteht aus lauter Parallelkreisen, die sich lings sich selbst mit Peri-
pheriegeschwindigkeiten verschieben, die von den Koordinaten ¢ und z
abhingen. Wir wollen noch eine Bewegungsform betrachten, die sich
als eine Bewegung materieller Parallelkreise beschreiben lit. Die
Kreise sollen sich aber nicht mehr lings sich selbst verschieben, sondern
sie sollen Radius ¢ und Hohenlage z in solcher Weise veriandern, daf
ihre Schnittpunkte mit einer beliebigen Meridionalebene eine stationire
zirkulierende Bewegung ausfithren. Um uns ein Bild der Bewegung
zu verschaffen, konnen wir deshalb in einer beliebigen Meridionalebene
das Geschwindigkeitsfeld v (g, z) durch Stromlinien und Kurven gleicher
Skalarwerte der Geschwindigkeit darstellen. Wegen der stationiren
Natur der Bewegung sind die Stromlinien zugleich die Bahnen der
Teilchen, und diese Stromlinien oder Bahnen sind voraussetzungsgemi(
in sich zuriicklaufende Kurven.

Diese in sich zuriicklaufenden Kurven sind die Profilkurven von
Umdrehungsflichen, die in sich zuriicklaufende Réhren definieren.
Diese Rohren sind Wirbelrohren des Feldes, und die Parallelkreise
sind die Wirbellinien. Wir werden diese neue Bewegungsform den
zirkularen Wirbelring nennen. Das bekannteste Beispiel ist der Rauch-
ring, dessen Stromlinien identisch sind mit den Kraftlinien eines elek-
trischen Kreisstromes. Wir werden aber den Namen zirkularer Wirbel-
ring benutzen ganz unabhingig von der Form der geschlossenen Strom-
linien in der Meridionalebene.

Wihrend man sehr leicht analytische Ausdriicke aufschreiben kann,
die zirkulare Wirbel darstellen — man braucht nur irgendeine Funktion
v{o, 2), w (0, 2) oder C,(g, 2) hinzuschreiben —, so findet man nicht
so einfach analytische Ausdriicke, die beliebige zirkulare Wirbelringe
darstellen. Es ist aber wichtig zu beachten, daBl man durch irgendeine
Funktion von g und z ein beliebiges Wirbelfeld darstellen kann, das
dem zirkularen Wirbelring angehért und das Geschwindigkeitsfeld dieses
Wirbelringes, gegebenenfalls unter Beriicksichtigung von Grenzflachen-
bedingungen, eindeutig bestimmt.

Im tibrigen sind der zirkulare Wirbel und der zirkulare Wirbelring
einander in mehrfacher Hinsicht analog. Wie im zirkularen Wirbel, so
ist auch im zirkularen Wirbelring die Geschwindigkeit ein flichen-
normaler Vektor. Denn zu den in den Meridionalebenen verlaufenden
Stromlinien kann man immer Normalkurven «(p, 2) legen, und die ent-
sprechenden Umdrehungsflichen sind Normalflichen zu dem Ge-
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schwindigkeitsvektor. Dann 148t sich noch eine Funktion f(p, z) be-
stimmen, so daB3 man die Geschwindigkeit in der doppelt lamellaren Form

1) v=_pVou
darstellen kann. Ist diese Darstellungsform gefunden, so stellt
(2) curlo = Vg x Ve

das Wirbeln dar, und die Flichen # =0,1,2,..., 6=0,1, 2, ... geben
die Einheits-Wirbelrohren.

Da jede Wirbellinie ein Parallelkreis ist und ein solcher immer aus
denselben materiellen Teilchen besteht, hat man im allgemeinen zirku-
laren Wirbelring materielle Erhaltung von Wirbellinien und Wirbel-
réhren, wihrend dies nur in einem zirkularen Wirbel spezieller Natur
der Fall war.

Das kinematische Resultat der Zusammensetzung eines zirkularen
Wirbels mit einem zirkularen Wirbelring iberblickt man leicht. Die
Gesamtbewegung 148t sich fortwihrend durch die Bewegung materiell
erhaltener Kreise beschreiben, die jetzt eine dreifache Bewegung haben,
indem sie gleichzeitig Radius ¢ und Héhenlage z verindern und lings
sich selbst gleiten. Die Stromlinien gehen in schraubenférmige Linien iiber,
die auf den réhrenférmigen Umdrehungsflichen gelegen sind, welche die
geschlossenen Stromlinien des Wirbelringes als Profilkurven haben. Je
nach der Umlaufsrichtung lings der Parallelkreise im zirkularen Wirbel
und lings der geschlossenen Stromlinien des Wirbelringes ergeben sich
Linien von Rechts- oder Links-Schraubencharakter mit Steighohen, die
von den beiden Umlaufsgeschwindigkeiten abhingen.

Die Wirbellinien, die im zirkularen Wirbelring Kreise waren, und im
zirkularen Wirbel Schnittlinien der Meridionalebenen mit den Um-
drehungsflichen C, = konst., gehen bei der Zusammensetzung in Kurven
iiber, die schraubenlinienartig auf den Umdrehungsflachen C, = konst.
verlaufen, und zwar wie schraubenférmige Linien auf koaxialen Zylinder-
flachen, wenn der zirkulare Wirbel von dem speziellen Typus mit solidifiier-
baren Zylinderflaichen war.

22. Kinematik der Schwingungen und Wellen. Ein Punkt laufe
auf einer Kreisbahn vom Radius 4 mit der konstanten Winkelgeschwin-
digkeit » herum. ILiegt die Kreisbahn in der xz-Ebene, hat sie
den Koordinatenanfangspunkt x =0, z=0 als Mittelpunkt und
ist die Umlaufsrichtung um die y-Achse positiv nach der Rechts-
schraubenregel, so wird die Bewegung lings den beiden Achsen durch
die Gleichungen

x= Acos(yt 4 ¢),
() { z=—Asin(yt + ¢)
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dargestellt, beide mit gleicher Amplitude A und gleichem Phasenwinkel @.
Die Winkelgeschwindigkeit » heillt die Schwingungsfrequenz der beiden
Schwingungen, die Umlaufszeit in der Kreisbahn hei3t die Schwingungs-
dauer oder die Pertode und ist durch

2) T=2%

v

gegeben.
Sind die beiden Amplitudenfaktoren verschieden, aber die Phasen-

winkel gleich:

3) {x: A cos(vt -+ @),
3 2= —Csin (vt + @),
so wird die Bahn die Ellipse:

2 2
(4) gg -+ % =1,
deren Achsen zu den Koordinatenachsen parallel sind. Bei verschie-
denen Phasenwinkeln ergibt sich als Bahn auch eine Ellipse, deren
Hauptachsen aber schief zu den Koordinatenachsen liegen.

Wenn simtliche Punkte, die im Gleichgewichtszustand die Abszissen-
achse bilden, elliptische Umlédufe (3) um ihre Gleichgewichtslagen als
Mittelpunkt ausfithren, und wenn ihre Phasenwinkel proportional der
Linge a lings dieser Achse sind, ¢ = 4-ua, so hat man eine zusammen-
gesetzt longitudinale und transversale Welle, die sich ldngs dieser Achse
fortpflanzt. Bei positiver Fortpflanzungsrichtung kénnen wir

¥ = Acos(ua — vi),
) { z2=Csin (ua — vi)
schreiben. w ist die Wellenzahl, und fiir die Wellenldnge L, die Periode

T und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit & hat man:
2% 27 o L v

(6) L=7, T="", B=-p=
Bei C = 0 sind die Wellen reine Longitudinalwellen, die elliptischen
Bahnen sind zu geraden Linienstiicken in der Fortpflanzungsrichtung
entartet. Bei 4 = 0 hat man reine Transversalwellen, die Ellipsen sind
zu Linienstiicken quer zu der Fortpflanzungsrichtung entartet.

Von den Koordinaten (5) der schwingenden Teilchen gelangt man
durch Zeitdifferentiation zu den entsprechenden Geschwindigkeiten:

@) {9‘6: vAsin(ua — »vi),

z= —vCcos(ua — rt).

Zweisonst identische Wellenziige (5), die sich in entgegengesetzten Rich-
tungen fortpflanzen, setzen sich zu stehenden Schwingungen zusammen:
(8) { %= Acos(ua — vt) + A cos(ua 4 vt) = 24 cospa cosrt,

y = Csin (ua — »t) 4+ Csin (ua + vt) = 2C sinuyacosvt.
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Jede Fortpilanzung hat aufgehért, und die Bahnen der Teilchen
sind gerade Linienstiicke, parallel der Abszissenachse im Falle der
reinen Longitudinalschwingungen C = 0, quer zu dieser Achse im Falle
der reinen Transversalschwingungen 4 = 0, und Linienstiicke, die
periodisch alle Richtungen durchlaufen, bei den zusammengesetzt
longitudinalen und transversalen Schwingungen.

Die Geschwindigkeiten bei den stehenden Schwingungen sind:

% = —2Avcospasinyt,
z=—2Cvsinuyasinv?.

)

In der Abb. 3 sind oben die Wellen veranschaulicht durch die Kreis-
bahnen, die Lagen der Punkte in diesen Bahnen zu einer bestimmten

Abb. 3. Sich fortpflanzende Wellen (oben), und stehende Schwingungen (unten).

Zeit ¢ und die Vektoren, welche die Geschwindigkeiten der Punkte zu
dieser Zeit darstellen. Endlich ist die wellenférmige Kurve gezeichnet,
welche die verschobenen Teilchen verbindet. Unten in derselben Abbildung
sind die stehenden Schwingungen veranschaulicht durch die geradlinigen
Bahnen, die Lagen der Punkte in diesen Bahnen zu einer bestimmten
Zeit ¢ und die Vektoren, die die Geschwindigkeiten der Punkte zu dieser
Zeit darstellen. Endlich ist auch hier die wellenférmige Kurve gezeichnet,
welche die verschobenen Teilchen verbindet. Man sieht die vollstindige
Ubereinstimmung in der Verteilung der Geschwindigkeitspfeile in den
beiden Abbildungen, nur sind einander entsprechende Pfeile um eine
viertel Wellenldnge verschoben relativ zu der Kurve, die den Abstand
der Punkte von der Abszissenachse angibt: Be: den Wellen hat man
die horizontalen Geschwindigkeitspfeile in Wellenberg und Wellental, die
verttkalen in miltlerer Hohe. Bei den stehenden Schwingungen ist es
umgekehrt.

SchlieBlich denken wir uns, daf§ die Amplituden 4 und C Funktionen
der Vertikalkoordinate ¢ sind:

(10) A4=A4c), C=C().

Fiir jede Horizontallinie ¢ = konst. erhdlt man dann ein Geschwindig-
keitsbild wie in Abb. 3, wodurch sich ein vollstindiges Stromlinienbild



78 Physikalische Hydrodynamik.

in der Vertikalebene ergibt. Die Gleichungen 2 (1) der Stromlinien im
Falle der sich fortpflanzenden Wellen werden nach (7), indem man x, 2
durch a, ¢, und v,, v, durch %, 2z ersetzt:

da dc
(11) Asin(pa — »t) :_Ccos(ya—vt)'

Die Variablen lassen sich sofort trennen und die Integration fithrt zu
einer Gleichung der Form:

(12) w(c)sin (ua — vf) = K,

wo man die Funktion v (c¢) durch die Quadratur

A
(13) (o) = s

findet. Die Gleichung (12) gibt das Stromliniensystem zu einer beliebigen
Zeit ¢, und dieses Stromliniensystem pflanzt sich mit den Wellen mit der
Geschwindigkeit @ unverdndert fort.

Um das Stromliniensystem zu diskutieren, bemerken wir, da3 die
Werte K =0 und K = oo der Konstanten K in der Gleichung (12)
ein rechteckiges Netz von geraden Stromlinien geben, das auch den
allgemeinen Verlauf der krummen Stromlinien festlegt.

Dem Parameterwert K = 0 entspricht zunichst immer eine Ldsung,
nimlich:

(14) sin (ua — vt) =0, d. h. a:%t—[—n%.

Dies gibt gerade vertikale Stromlinien — die Linien der Horizontal-
bewegung Null —, die sich im Abstand einer halben Wellenlinge folgen
und das Wellenprofil in halber Hohe treffen.

Ferner gibt K =0 eine Losung ¢ = konst., d. h. eine gerade horizon-
tale Stromlinie, fiir jeden Nullpunkt der Funktion w(c), und K = oo
gibt eine Losung ¢ = konst., d.h. eine gerade horizontale Stromlinie,
fiir jeden Pol der Funktion vy (c).

Diese horizontalen Stromlinien bilden zusammen mit den vertikalen
(14) ein rechteckiges Netz mit zwelerlei Schnittpunkten: entweder
zwischen zwei Geraden K = 0 oder zwischen einer Geraden K = 0
und einer K == oco. Die Schnittpunkte zwischen zwei Geraden K = 0
sind hyperbolische Punkte oder Sattelpunkte des Stromliniensystems:
durch einen solchen Punkt gehen nur die beiden Geraden K = 0, und in
unmittelbarer Nihe verlaufen die anderen Stromlinien angenihert wie
Hyperbeln' mit den erwihnten Geraden als Asymptoten. Die Schnitt-
punkte einer Geraden K = 0 mit einer Geraden K = oo, die einer
auBerwesentlichen Singularitdt entspricht, sind Knotenpunkte, durch
die alle Kurven mit Parameterwerten zwischen 0 und oo hindurchgehen
miissen, indem sie im allgemeinen alle entweder die vertikale oder die
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horizontale gerade Stromlinie berithren. Wir erhalten in dieser Weise
vier Typen von Stromlinien (Abb. 4), die wir zur Abkiirzung im folgen-
den gleich mit Namen belegen wollen:

A4

&

) [T
(((«

S
X & DY
2 = )

D)) (-

\/

[\

B c V/j

Abb 4. Typen von Stromlinienbildern.

D

1. Konkav-parabolische Stromlinien: Die obere horizontale Seite des
Rechteckes ist eine Gerade K = oo, die untere eine Gerade K = 0. Man
hat oben zwei Knotenpunkte, von denen die Stromlinien parabeldhnlich
oder kettenliniendhnlich herunterhdngen, indem sie hier im allgemeinen
entweder die beiden vertikalen Seiten des Rechtecks (I A) oder die
horizontale Seite beriihren. Speziell kann das Rechteck unendlich
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hoch werden, d.h. oben offen (I B) oder unendlich tief, d.h. unten
offen (I C) oder gleichzeitig unendlich hoch und tief, d. h. sowohl oben
wie unten offen (I D).

II. Konvex-parabolische Stromlinien: Die obere horizontale Stromlinie
ist eine Linie K = 0, die untere eine K = oo. Man hat genau dieselben
Stromlinien wie im vorigen Falle, nur spiegelbildlich umgelegt, so dafl
simtliche Kurven konvex erscheinen.

LI1. Elliptische Stromlinien: Beide horizontalen Seiten des Rechteckes
sind Stromlinien K = 0. Samtliche Stromlinien verlaufen dann geschlossen
innerhalb des Rechteckes und umgeben einen elliptischen Punkt, wo
die Stromlinie zu einem Punkt zusammengeschrumpft ist. Wieder gibt
es die Grenzfille, daB entweder die obere Seite des Rechteckes ins Unend-
liche riickt (III B) oder die untere (III C) oder auch beide zugleich
(III D).

IV. Hyperbolische Stromlinien: Beide horizontalen Stromlinien sind
Geraden K = oo. Alle vier Ecken sind Knotenpunkte, durch die eine
unendliche Anzahl von Stromlinien geht, indem sie im allgemeinen
in jedem Knoten eine und dieselbe Seite des Rechteckes beriihren. Inner-
halb des Rechteckes befindet sich ein hyperbolischer Punkt, wo sich zwei
Aste einer singuldren Stromlinie schneiden (IV A). SchlieSlich kann
auch in diesem Falle entweder die obere Seite des Rechteckes ins Unend-
liche riicken (IV B) oder die untere (IV C) oder auch beide gleichzeitig
(IV D).

Es ist wichtig, die Lage des neutralen Punktes, d. h. des elliptischen
Punktes im Falle ITI und des hyperbolischen im Falle IV, bestimmen
zu kénnen. Da in diesem Punkte die Bewegung Null ist, hat man hier
die Horizontalamplitude Null. Das Niveau ¢4 dieses Punktes und da-
durch auch aller Punkte der Horizontalamplitude Null findet man also,
indem man die Gleichung

(15) A(cq) =0

nach ¢, auflést.

Drittes Kapitel.

Gleichgewichts- und Bewegungsgleichungen.

23. Die physikalischen Variablen. Zu den kinematischen Variablen
fiir die Darstellung der Bewegung haben wir jetzt diejenigen Variablen
hinzuzufiigen, die nach LAGRANGE den physikalischen Zustand des
numerierten Teilchens «, b, ¢, nach EULER den physikalischen Zustand
im Raumpunkte x, v, z angeben sollen.
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Den Begriff des Zustandes fassen wir im thermodynamischen Sinne
des Wortes auf. Jedes im unendlich kleinen homogenen Massenelement
dm der Fliissigkeit verhalt sich wie die arbeitende Substanz unter dem
Kolben in einer thermodynamischen Maschine, und es kommen drei
Zustandsvariablen, Volumen 4z, Druck p und Temperatur 6, in An-
wendung. Das konkrete Volumen dz ersetzen wir aber am bequemsten
entweder durch das auf die Einheit der Masse bezogene spezifische
Volumen s = dr/dm oder durch dessen Reziprokwert, die Dichte
g =dmjdr. Jede dieser GroBen

1 1
(1) 9=5 ST
kénnen wir mit gleichem Recht als Massenvariable zur Darstellung des
Massenfeldes verwenden. Da sich bald die eine und bald die andere als
die bequemere erweist, werden wir oft ohne weiteres von der einen zu
der anderen iibergehen oder in demselben Gleichungssystem die eine
neben der anderen verwenden. Fiir die auftretenden Differentiationen

merken wir uns:
ds dq

2) dg=—5. as=—"

und entsprechende Formeln, wo dg und ds durch Ableitungen von ¢

und s ersetzt sind. Besonders niitzlich wird gelegentlich die Formel
Y N

@) ==

sein.

Das Massenfeld kénnen wir folglich in zweierlei Weisen darstellen,
durch die isosteren Fliachen, d.h. Flachen gleichen spez. Volumens,
oder die dguidensen Flichen, d.h. Flichen gleicher Dichte. Da die
Massenvariablen s und ¢ homotrop sind, handelt es sich um dasselbe
Flichensystem, deren einzelne Flichen aber verschieden numeriert
werden, je nachdem ob sie die eine oder die andere Massenvariable
darstellen sollen. Wenn wir offen lassen, welche Massenvariable an-
gewendet werden, werden wir die Aquiskalarflichen des Massenfeldes
dquisubstantielle Flichen nennen.

Zwischen unseren drei Zustandsvariablen

3) o S A

besteht eine Relation, die man durch Versuche mit jedem einzelnen
Teilchen findet. Da die Teilchen eines fliissigen Systems chemisch ver-
schieden sein koénnen, wird diese Zustandsgleichung im allgemeinen
Parameter enthalten, die von Teilchen zu Teilchen verschieden sind.
Die Gleichung wird also von der Form

(4) x(s,9,0,4A,B,..)=0

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 6
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sein, wo A, B, ... diese Parameter sind. In einem Medium wie das
Meer stellt der Parameter A den variablen Salzgehalt der verschiedenen
Teilchen dar. In Gasgemischen wie die Sonne oder die Fixsterne beziehen
sich 4, B, ... auf die variablen Anteile verschiedener Elemente oder
verschiedener chemischer Verbindungen. In der Atmosphire ist be-
sonders der Gehalt an Wasserdampf wichtig, der von Masse zu Masse
bedeutende Schwankungen aufweisen kann.

Wenn man auf Heterogenititen dieser Art im fliissigen System Riick-
sicht zu nehmen hat, kommt ein wesentlicher Vorteil des LAGRANGEschen
Systems gegeniiber dem EULERschen zum Vorschein. Im LAGRANGE-
schen System kann man nidmlich die Parameter 4, B, ... einfach als
Funktionen der Numerierungskoordinaten darstellen:

(5) A=A(a,b,c), B=DBa,b,c),...

Im EuLErschen dagegen haben wir keine Variablen, um eine Individuali-
sierung fiir die verschiedenen Teilchen der Fliissigkeit zum Ausdruck

zu bringen. Hier steht deshalb nur ein Weg offen. Da die Gleichung (4)
fiirr ein und dasselbe Individuum gilt, konnen wir sie individuell nach
der Zeit differentiieren:

A - .
(6) i+ i+ hi=o.
Kommt hier nur ein Parameter 4 vor, so kann man thn aus (4) und (6)
eliminieren. Kommen zwei Parameter vor, so mufl man die Gleichung (6)
noch einmal differentiieren, um eliminieren zu kénnen usw. Wihrend
man im LAGRANGEschen System immer die Zustandsgleichung in end-
licher Form behilt, muB man im EuLERschen System im allgemeinsten
Falle mit einer Zustandsgleichung in Differentialform

(7) (P(S;f),e,é,ﬁ,().,é.,ﬁ,é,__,):_—0

rechnen. Die Vorteile, die das EULERsche System bei hinldnglich ein-
fachen fliissigen Systemen unstreitig hat, gehen deshalb bei mehr zu-
sammengesetzten Systemen verloren.

Fiir die Zustandsgroblen s, p, 6 jedes Massenteilchens gilt, neben der
Zustandsgleichung, der erste Hauptsatz der Thermodynamik, der das
Prinzip von der Erhaltung der Energie zum Ausdruck bringt:

(8) dw = de + pds.

Wenn alles auf die Einheit der Masse bezogen wird, stellt hier pds
die elementare Arbeit dar, die das Teilchen durch seine Ausdehnung
leistet, ¢ die innere Energie des Teilchens, die eine Funktion der drei
Zustandsvariablen s, p, 8 ist und dw die wahrend der unendlich kleinen
Zustandsinderung zugefithrte Wirmemenge.
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Diese Warmemenge ist, im Gegensatz zu ¢, nicht eine Zustandsgrée,
d. h. eine Funktion der Zustandsvariablen s, $, 6. Will man deshalb
diese GréBe in das Problem hineinziehen, so muf3 man weitere Variable
fiir die Darstellung der Wirmeleitung und der Wirmestrahlung usw.
einfithren, und fiir jede neue Variable muB man eine weitere neue
Gleichung suchen. Bei starker Strahlung wie in Sonnen und Fixsternen
wire der Druck p in der obigen Gleichung (8) und den hydrodynamischen
Gleichungen noch durch den Strahlungsdruck zu erginzen.

An diese grolen Verallgemeinerungen werden wir aber hier nicht
denken. Wir begrenzen das Problem, indem wir die zugefiihrte Wiirme-
menge 1mmer als eine gegebene Grofe betrachten.

Die Differentiale in der Gleichung (8) beziehen sich auf die Ande-
rungen, die man an einem bewegten materiellen Teilchen beobachtet.
Durch Division mit dem Zeitelemente d¢ erhilt man deshalb die ent-
sprechenden individuellen Zeitableitungen, also:

9) w=¢é+ ps.

In dieser Form geschrieben, fiigt sich die Gleichung zwanglos in das
LaGraNGEsche wie in das EuLERsche System ein: die durch den Punkt
symbolisierte Zeitableitung ist im LLAGRANGEschen System die partielle,
die bei konstant gehaltenen Werten der anderen unabhingigen Variablen
a, b, ¢ gebildet wird, und im EULERschen System die zusammengesetzte
individuelle Zeitableitung 17 (5).

Die durch die Zustandsgleichung (4) und die Energiegleichung (9)
bestimmten Zustandsidnderungen des bewegten Teilchens kann man in
der gewdhnlichen Weise in dem CLAPEYRONschen thermodynamischen
Diagramm veranschaulichen, wo man das spez. Volumen s auf der
Abszissenachse, den Druck auf der Ordinatenachse auftrigt. Wir
werden nur insofern von der iiblichen Darstellungsweise abweichen, als
wir die Drucke lings der Ordinatenachse nach unten zunehmen lassen,
entsprechend dem nach unten zunehmenden Druck in der Atmo-
sphédre. Jeder Punkt in diesem Diagramm vertritt einen Zustand des
bewegten Teilchens. Wéhrend sich das Teilchen im Raume bewegt,
bewegt sich der vertretende Punkt im Diagramm und beschreibt eine
Kurve, welche die durchlaufenen Zustdnde angibt. Jedesmal wenn diese
Kurve eine geschlossene Schleife gebildet hat, ist eine gewisse Wirme-
menge in Arbeit umgesetzt worden, welche durch den Flicheninhalt
der Schleife numerisch gegeben ist. Die Umsetzung ist algebraisch zu
verstehen, ihr Vorzeichen ist durch die Umlaufsrichtung auf der Kurve
bestimmt. Mit dem nach unten zunehmenden Druck wird die positive
Umlaufsrichtung die entgegengesetzte von der gewohnlichen, aber Aus-
druck desselben physikalischen Gesetzes: es wird Wirme in Arbeit

6*
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umgesetzt, wenn die Erwarmung des Teilchens bei groBem und die Ab-
kithlung bei kleinem Druck stattfindet, dagegen Arbeit in Wirme, wenn
die Erwiarmung des Teilchens unter kleinem und die Abkiihlung unter
groBem Druck stattfindet.

24. Piezotropie, Barotropie, Autobarotropie. Wenn in der Glei-
chung 23 (8) dw = 0 ist, so dal}

(1) de + pds =0

wird, verlaufen alle Zustandsinderungen adiabatisch. Diese Gleichung
(1) 148t sich mit Hilfe von 23 (4) integrieren. Man erhélt zwei endliche
Gleichungen fiir die drei Zustandsvariablen, aus denen man eine von
diesen eliminieren kann. Dies gibt eine Zustandsgleichung mit nur zwei
Variablen, etwa p und s. Als Parameter kommt aber in dieser Gleichung
zu den fritheren A4, B, ... noch eine Integrationskonstante hinzu, das
Anfangsvolumen s, oder die Anfangstemperatur 6,, die einem gewissen
Anfangsdrucke p, entspricht. Dieser neue Parameter kann, wie 4, B, ...,
von Teilchen zu Teilchen verschieden sein. Die neue speziellere Zu-
standsgleichung wird also von der Form

(2) xp,8,8,4,B,...) =0

sein, mit einer Variablen weniger und einem Parameter mehr als die
urspriingliche allgemeine Zustandsgleichung.

Jede beliebige Zustandsgleichung (2), die auBer dem Druck nur noch
e¢ine andere Zustandsvariable enthilt, werden wir eine Gleichung der
Piczotropie nennen. Sie sagt aus, dafl der Zustand des Teilchens durch
den Druck allein gegeben ist. Eine Fliissigkeit werden wir dann piezotrop
nennen, wenn simtliche Teilchen diese Eigenschaft haben. Die piezotrope
Flissigkeit hat nicht mehr die Fihigkeit, als arbeitende Substanz in
einer thermodynamischen Maschine zu dienen. Die Theorie der piezo-
tropen Fliissigkeiten wird deshalb reine Hydrodynamik, wo thermo-
dynamische Vorginge hochstens als Begleiterscheinungen auftreten und
nie die primiren Ursachen der Bewegungen sind, wie dies sooft in der
physikalischen Hydrodynamik der Fall ist.

Wir kénnen die Piezotropiegleichung (2) nach der Dichte ¢ = 1/s
auflgsen:

(3) q:g(?quA’B"")'

Die Differentiation nach p ergibt dann eine GroBe, die wir den
Piezotropickoeffizienten der Dichte nennen wollen:

— (%) —_ 1 ii)
(4) v (d;b)ph_ s2 (dp Ph
Diese GroBe gibt die Dichtezunahme des Teilchens pro Einheit der
Druckzunahme an. Sie ist immer positiv, gewthnlich eine Funktion
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des Druckes und im allgemeinen von Teilchen zu Teilchen verschieden.
Der Index Ph deutet die physikalische Natur dieser Grée an, wie
der Index G in Formel 1 (4) auf die geometrische Natur des sonst durch
einen ganz #hnlichen Differentialquotienten definierten Barotropie-
koeffizienten " hinweist.

Im LacranGgEschen System sind die in der Gleichung (2) oder (3)
vorhandenen und somit auch in y vorkommenden Parameter s, bzw.
go oder 6y, A, B, ... als Funktionen der Numerierungskoordinaten
darzustellen:

) Isl,:so(a,b,c),
|4=4(@,b,¢0), B=Ba,bc), ...

Im EurLErschen System sind die Parameter, wie oben gezeigt, durch
individuelle Zeitableitung zu eliminieren. Das Resultat der ersten Ab-
leitung kénnen wir gemiB (3) und (4) aufschreiben:

(6) g=7yp oder §=—ypsp.

Dies ist die endgiiltige EuLERsche Zustandsgleichung, wenn nur ein
einziger Parameter vorkommt, den man sogleich aus der Funktion y
mit Hilfe der urspriinglichen Gleichung (2) oder (3), eliminieren kann.

Kommen dagegen mehrere Parameter vor, muBl man weiter differenti-
ieren, um alle eliminieren zu kénnen.

Die allgemeine Zustandsgleichung 23 (4) mit den drei physikalischen
Variablen beschrinkt nicht die gegenseitige rdumliche Verteilung von
Masse und Druck. Auch die speziellere Piezotropiegleichung (2) hat
keine solche Beschriankung zur Folge, solange sie noch einen von Teil-
chen zu Teilchen verdnderlichen Parameter enthilt. Das Massenfeld
ist gewohnlich baroklin mit dquisubstantiellen Flichen, welche die Iso-
barflichen schneiden.

Der barotrope Zustand kann aber, voriibergehend oder dauernd,
als ein Spezialfall des baroklinen auftreten. Die Barotropierelation

(7) 2g(bss) =0

gestattet uns dann, einen Barotropiekoceffizienten entsprechend der
Gleichung 1 (4) zu definieren:

d 1 (ds
® "= (el = (e
Die beiden mathematisch dhnlich definierten GréBen y und I” miissen
wohl unterschieden werden: der Piezotropiekoeffizient y kennzeichnet
eine physikalische Eigenschaft des einzelnen Teilchens, der Barotropie-
koeffizient I' dagegen eine geometrische Beziehung des Dichte- und
Druckfeldes.
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Der Unterschied in der Bedeutung tritt besonders scharf hervor,
wenn einer der Koeffizienten gleich Null ist. Denn nach (4) bedeutet

) 7=0
Inkompressibilitit des Teilchens, nach (8) bedeutet dagegen
(10) I'=90

Homogenitit des Massenfeldes.

Wihrend im allgemeinen Barotropie unabhidngig von Piezotropie,
und Piezotropie unabhingig von Barotropie vorkommen kann, tritt
eine Verkniipfung ein, wenn die Gleichung der Piezotropie (2) keinen
Parameter sy, A, B, . . . enthilt, der von Teilchen zu Teilchen verschieden
tst. Die rdumlich vorkommenden Dichteunterschiede kénnen dann nur
auf den rdumlich vorkommenden Druckunterschieden beruhen, und die
Gleichungen (2) der Piezotropie und (7) der Barotropie miissen unter-
einander identisch sein und ebenfalls die aus diesen Gleichungen ab-
geleiteten Koeffizienten der Piezotropie und Barotropie:

(11) x=y, und y=1I.

Dies ist der Fall der zwangsliufigen Barotropie oder Autobarotropie, der
nicht gestért werden kann. Denn ein Austausch zweier Teilchen mit-
einander dndert das Massenfeld wnicht, weil bei dem Austausch das eine
Teilchen zwangsldufig die Dichte des anderen annimmt. Die &dqui-
substantiellen Flichen kénnen sich unter keinen Umstdnden von den
isobaren trennen.

Die klassische hydrodynamische Literatur hat sich bis jetzt fast
ausschlieBlich auf die Betrachtung dieser autobarotropen Fliissigkeiten
beschrinkt, die im einfachsten Falle homogen und inkompressibel sind,
und bei denen im allgemeinsten Falle nur solche Dichteunterschiede
auftreten kénnen, die von Druckunterschieden allein herrithren. In
diesem Falle, wo jede Individualisierung der einzelnen Fliissigkeits-
teilchen uberfliissig ist, erweist sich das EULERsche System wesentlich
einfacher als das LAGRANGEsche.

25. Die vollkommenen Gase. Wir werden das Vorhergehende an dem
Beispiel erldutern, wo das fliissige System die Eigenschaften eines voll-
kommenen Gases hat. Die Zustandsgleichung ist dann:

(1) ps= RO oder 2’ = R9.

In einem Gasgemisch wechselnder Zusammensetzung, z. B. in der atmo-
sphérischen Luft mit ihrem wechselnden Gehalt an Wasserdampf, ist die
Gaskonstante R von Teilchen zu Teilchen verschieden. Sie tritt im La-
GRANGEschen System als Funktion der Numerierungskoordinaten auf:

(2) R=R(a,b,c).
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Um aber die Gleichung ins EULERsche System einzufithren, miissen
wir R eliminieren, was durch logarithmische Differentiation geschieht:
3) e =7-

Ist dagegen das Gasgemisch homogen, so daBl R denselben Wert fiir
alle einzelnen Teilchen hat, so ist die Gleichung in ihrer endlichen Form
(1) im EuLERschen System genau so brauchbar wie im LAGRANGEschen.

In dem speziellen Falle der Piezotropie werden wir uns auf eine Piezo-
tropierelation beschranken, welche die Dichte einer Potenz des Druckes
proportional setzt:

9 _ [P\
) 9 (?0) '
go ist hier die Anfangsdichte, die das Teilchen unter dem Drucke 2,
hat. Die durch ein und denselben Druck p, definierte Anfangsdichte g,

kann von Teilchen zu Teilchen verschieden sein und ist im LAGRANGEschen
System als eine Funktion der Numerierungskoordinaten darzustellen:

(5) 90:%(“:17’0)-

Im EuLERschen System ist ¢, aus der Gleichung (4) zu eliminieren, was
wiederum durch die logarithmische individuelle Zeitdifferentiation
gelingt:

Die Gleichung 148t sich in der Form 24 (6) schreiben:
6) g=7p,
in der der Piezotropiekoeffizient y den folgenden Wert hat:
, —pd "
7) =n =%y

#n =1/, wo » das Verhiltnis der spez. Wirme bei konstantem
Druck und konstantem Volumen ist (x = ¢,/c, = 1,403), gibt die adiabati-
sche Zustandsinderung, in der sich das Teilchen ohne Wiarmeaustausch
mit den Umgebungen ausdehnt oder zusammenzieht. Dabei dndert
sich die Temperatur des Teilchens nach der Gleichung:

g o-nff)”

die sich durch Elimination von ¢ aus (1) und (4) ergibt. Wenn hier
Po = 100 Zentibar (vgl. S.91) gewihlt wird, so ist 6, definitionsgemiB die
sog. potentielle Temperatur im M.T.S.-Systeme. Die potentielle Tem-

peratur eines beliebigen Teilchens ist also:
x—1

(8) 9 = 9( %)T: 0(%’)"’2372.
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Sie kann von Teilchen zu Teilchen verschieden sein, bleibt aber fiir
jedes Teilchen eine Invariante, so lange seine Zustandsidnderungen
adiabatisch verlaufen. Die Tabelle I am Schlul des Buches gibt die
durch (8a) definierte potentielle Temperatur ¢ als Funktion des
Druckes p und der Temperatur 6.

n = 1 gibt die isotherme Zustandsinderung, in der man durch Zu-
oder Abfuhr von Wirmedieadiabatischen Temperaturinderungenaufhebt.

n=0, also y=0, gibt den Fall, in dem sich das Teilchen mit un-
verdnderlichem Volumen bewegt, wo Zu- und Abfuhr von Warme so
abgemessen ist, daB alle Volumendnderungen aufgehoben werden.

Weder die allgemeine Zustandsgleichung (1) noch die Piezotropie-
gleichung (4) haben fiir gewohnlich Barotropie des Massenfeldes zur
Folge. Barotropie kann aber als eine unabhingige Erscheinung auf-
treten. Um dies einzusehen, denken wir uns eine Barotropierelation von
der Form (4) gegeben, nur mit einem anderen Exponenten m:

9 _(P\»
©) 7% (Po) ’
In (4) bezieht sich g, auf die Dichte eines Teilchens unter dem Drucke 2,
und die Gleichung sagt aus, welche Dichte dasselbe Teilchen unter
anderen Drucken annimmt. In (9) ist dagegen ¢, die Dichte an einem
Orte im Raume, wo der Druck p, herrscht. Die Gleichung sagt aus, wie
sich das Verhiltnis zwischen Dichte und Druck von Ort zu Ort im Raume
verandert. Fiir den sich darauf beziehenden Barotropiekoeffizienten
findet man nach 1 (4):

m

(10) I'=m % =15
m =1/x gibt hier die riumliche Dichteverteilung nach dem adiabatischen
Gesetz, m = 1 gibt die rdumliche Isothermie und m = 0 gibt das rdum-
lich homogene Massenfeld. Ist in einem dieser Fille m = #, also I'=y,
so hat man Autobarotropie; bei Verschiedenheit von m und # dagegen
die zufillige Barotropie. Ein wichtiger Fall, wo diese zufillige Baro-
tropie auftritt, ist:

1
(1’1) m=1, 7’1«:7,

also bei rdumlicher Isothermie, wihrend gegebenenfalls auftretende
Zustandsdnderungen der einzelnen Teilchen adiabatisch verlaufen.

26. Das Schwerefeld. Die duBere Kraft, die dem Gleichgewichte
oder der Bewegung des Mediums zugrunde liegt, ist die Schwerkraft.
Das Feld dieser Kraft 148t sich durch eine einzige SkalargroBe dar-
stellen, das Schwerepotential, auch Geopotential genannt. Der Wert
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dieses Potentials in einem beliebigen Punkte des Raumes ist durch die
Arbeit definiert, die man gegen die Schwerkraft leisten muB, um
die Masseneinheit vom Meeresniveau bis zu diesem Punkte zu heben.
Ist g — gewdhnlich die Schwerebeschleunigung genannt — der Betrag
der Schwerkraft pro Masseneinheit und findet die Hebung lings der
Vertikalen statt, so ist das Geopotential in der Hohe z iiber dem Meeres-
niveau:

(1) ¢ = [gdz,
und 0
(2) g=—Vg

driickt die Schwerkraft pro Masseneinheit als Potentialgradienten aus,
d. h. als einen Vektor, der senkrecht zu den Aquipotentialflichen steht,
in die Richtung abnehmender Potentialwerte zeigt und numerisch durch
die reziproke Dicke der Lamellen dargestellt wird.

Von den Aquipotentialflichen der Schwere oder den Niveauflichen
®=0,1,2,... ist die erste das Meeresniveau, vollstindiges Gleich-
gewicht vorausgesetzt. Die nichste ¢ == 1 folgt in der Hohe 1/g iiber dem
Meeresniveau. Im Meter-Tonnen-Sekunden- (M.T.S.-) System, das in der
Geophysik sehr bequem ist, ist am Pol g = 9,8321 msek~2 und am
Aquator 9,7807, und die Fliche ¢ =1 liegt am Pol 0,10171 m und
am Aquator 0,10224 m iber dem Meeresniveau. Dann folgen die wei-
teren Flichen der Niveaus 2,3, ... in dhnlichen Vertikalabstinden
ibereinander, die im Durchschnitt 2% mehr als ein Dezimeter be-
tragen und in den &4quatorialen Gegenden etwa 59/, groBer sind als
in den polaren.

Diese Niveauflichen sind {iberall als Gleichgewichtsflichen durch
Lot und Libelle erkennbar und bilden die von der Natur selbst an-
gewiesenen Koordinatenflichen fiir Aufgaben groBen Stiles iiber Gleich-~
gewicht und Bewegung auf der Erde. Denkt man sich eine Fliche hart
und glatt, so kann eine Kugel iiberall auf einer Niveaufliche liegen
bleiben, dagegen kommt sie auf einer Fliche gleicher Hohe iiber dem
Meeresspiegel ins Rollen, und zwar in Richtung von den Polen gegen
den Aquator. Auf einer Fliche gleicher Tiefe unter dem Meeresniveau
wiirde das Rollen in der umgekehrten Richtung erfolgen.

Man kann die Anwendung der Niveauflichen als Koordinaten-
flichen an Stelle der Flichen gleicher Seehohe oder neben diesen durch
eine bequeme Terminologie erleichtern. Man kann Potential oder
Niveau auch dynamische Hohe oberhalb, oder dynamische Tiefe unterhalb
des Meeresspiegels nennen und gleichzeitig die M.T.S.-Potentialeinheit,
die angendhert dem Héhenunterschied von einem Dezimeter entspricht,
einen dynamischen Dezimeter nennen. Man weil dann bis auf ein paar
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Prozente sofort, welchem geometrischen Hohenunterschied ein Niveau-
unterschied entspricht, der in dynamischen Metern, Dezimetern, ...
angegeben ist?.

27. Gleichgewicht. Im Falle des Gleichgewichtes fillt jeder Unter-
schied zwischen der LAGRANGEschen und der EurLErschen Methode
fort. Wir kénnen die LAGRANGEschen Numerierungskoordinaten «, &, ¢
dauernd mit den EurLErschen Raumkoordinaten x, y, z identifizieren:

(1) a=x, b=y, c¢=z.

Die Gleichgewichtsgleichung fiir eine ideale Fliissigkeit ergibt sich,
wenn wir in 12 (14) j = 0 setzen. Ganz elementar und unabhingig
von der allgemeinen Spannungstheorie findet man sie auch folgender-
malBen: Wir betrachten ein rechtwinkliges Volumenelement der Fliissig-
keit, deren eine Fliche in der Isobarfliche des Druckes ¢ und deren
gegeniiberliegende Fliche im Abstande d# in der Isobarfliche des

Druckes p - 9p dn liegt. Die Driicke der umgebenden Fliissigkeit
? in g g g

gegen die {iibrigen nicht in den Isobarflichen liegenden Flichen des
Volumenelementes heben sich wegen der vollstindigen Symmetrie auf.
Gegen die isobaren Flichenelemente des Areales do werden aber von der

umgebenden Fliissigkeit die elementaren Krifte p do und — <p -+ g% a n)d o
ausgelibt, d. h. die resultierende Kraft ist — 25 dn do, die lings der

Normale zu den isobaren Flichen in der Richtung abnehmenden Druckes
gerichtet ist. Als Vektor dargestellt, wird also diese resultierende Kraft
—Vp dz, wo dr das Volumen des betrachteten Elementes ist. Dividiert
man durch dt, so findet man, da8 der Druckgradient

@) G=—Fp

die von dem Drucke hervithvende, auf die Einheit des Volumens bezogene
Kraft darstellt.

Man merke sich den Unterschied gegeniiber dem Potentialgradienten:
(3) g=—Vg,

der die Schwerkraft pro Masseneinheit darstellt.

Ein beliebiges Volumenelement dz der Fliissigkeit befindet sich nun
im Gleichgewicht, wenn sich Schwerkraft ¢ g4z und Druckkraft Gdr
das Gleichgewicht halten:
4) ggdr+ Gdr=0.

1 Vollstandige Tabellen fiir den Ubergang von Héhen zu Potentialen oder
umgekehrt siehe ,,Dynamische Meteorologie und Hydrographie“ I, Anhang.
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Von dieser Gleichung kommen wir zu zwei verschiedenen Gleichungs-
formen, indem wir einmal mit dem Massenelement g¢dz und einmal
mit dem Volumenelement dt als gemeinschaftlichen Faktor dividieren:

(5) g=—sG oder G=—gqg.
In der ersten Gleichungsform treten die auf die Masseneinheit, in der

zweiten dagegen die auf die Volumeneinheit bezogenen Krifte auf.
Fiihrt man Druck und Schwerepotential ein, so erhdlt man:

(6) Vo= —sVp oder Vp=—glVep.
Oder in cartesischer Entwicklung:
dp _ _ 9P op _ _ 99
ox . Sox ox~ 1ox
dp op op g
(7) -a;—_—s%, oder a—y———qay,
ép _ _ op 6p _ 0w
gz Saz gz~ Y8z~

Die Vektorgleichungen (6) enthalten sehr anschauliche Aussagen
iiber die Felder der Masse, des Druckes und des Potentials, die das
Gleichgewicht charakterisieren. Jede der Gleichungen (6) setzt einen
formal zweifach lamellaren Vektor gleich einem einfach lamellaren.
Es folgt, daf s eine Funktion von p, und ¢ eine Funktion von ¢ sein muf.
Oder:

Im Falle des Gleichgewichtes besteht Homotropie gleichzeitig fiir die
Felder der Masse, des Druckes und des Potentials.

Sind weiter h, und A, die Dicke einer isobaren bzw. einer dqui-
potentiellen Einheitsschicht, so ist nach den Gleichungen (6):

_ 1l _he

Vel by
D.h.: Beim Gleichgewicht enthdlt jede isobare Einheitsschicht s dqui-
potentielle Evnheitsschichten; oder: jede dquipotentielle Einheitsschicht ent-
hilt q isobare Einheitsschichien.

Es erscheint zweckmiBig, dieses Resultat in konkreten Einheiten aus-
zudriicken. Die C.G.S.-Einheit des Druckes ist Barye genannt worden.
Der Druck der Atmosphire im Meeresniveau betrigt etwa eine Million
Baryes, eine Einheit, die ein Bar genannt worden ist, so daB man die
Identitdten hat: Bar = Megabarye, Barye = Microbar. Von dem Bar
leitet man die praktisch brauchbaren Druckeinheiten Dezibar, Zentibar,
Millibar ab. Das Millibar betridgt 0,750 mm Hg und gibt die Teilung
des modernen Barometers. Das Zentibar ist die M.T.S.-Druckeinheit.

Unter Anwendung dieser Einheiten kann man sagen: Eine isobare
Schicht von 1 Zentibar hat eine Dicke von s dynamischen Dezimetern;
oder, auf jeden dynamischen Dezimeter Hohe kommen g isobare Schichten

(8) s_|V¢"_hn

= pl "y O ¢
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von je einem Zentibar. Die Atmosphdre zerféllt in 100 isobare Schichten
von je einem Zentibar. Die unterste hat bei normalem spez. Volumen
der Luft eine dynamische Méichtigkeit von 800 dynamischen Dezi-
metern oder geometrisch von ungefihr 80 Metern. Die Michtigkeit
der Schichten nimmt nach oben zu. Der normalen Luftdichte 0,001293
entsprechend, hat man in den unteren Schichten eine Druckabnahme
von 0,001293 Zentibar fiir jeden dynamischen Dezimeter Hohe.

Enthalt die Zustandsgleichung x(p, g, ) = 0 auBler den drei Varia-
blen keinen von Teilchen zu Teilchen veridnderlichen Parameter, so zieht
die Konstanz von p und ¢ lings einer Fliche die Konstanz von # nach
sich: auch die isothermen Flachen fallen mit den {ibrigen zusammen-
fallenden Flichen zusammen.

Die Natur des Gleichgewichtes ist in diesem Falle leicht zu unter-
suchen. Teilchen, die auf derselben Niveaufliche liegen, gehorchen
dann derselben Piezotropiegleichung und haben denselben Piezotropie-
koeffizienten 9, dessen Verhiltnis zum Barotropiekoeffizienten I" ent-
scheidend ist. Man unterscheidet drei Fille:

(I) Barotropickoeffizient algebraisch grofer als Piezotropickoeffizient,
I'> y: ein nach oben verschobenes Teilchen wird dichter, ein nach
unten verschobenes wird weniger dicht als die neue Umgebung. Der
Austausch zweier Teilchen hat zur Folge, daB der Schwerpunkt des
ganzen Systems steigt: das Gleichgewicht ist stabil.

(II) Barotropiekoeffizient gleich dem Piezotropickoeffizienten, I' = y:
ein verschobenes Teilchen nimmt die Dichte seiner neuen Umgebung
an, der Austausch zweier Teilchen dndert die Hohe des Schwerpunktes
des Gesamtsystems nicht: das Gleichgewicht ist indifferent.

(IIX) Barotropickoeffizient algebraisch kleiner als Piezotropiekoeffizient,
I’ < y: ein nach oben verschobenes Teilchen wird weniger dicht, ein
nach unten verschobenes dichter als seine neue Umgebung. Der Aus-
tausch zweier Teilchen senkt den Schwerpunkt des Gesamtsystems:
das Gleichgewicht ist instabil.

Bequeme Formen der Gleichgewichtsgleichungen (6) ergeben sich,
wenn man sie skalar mit einem Linienelemente dr multipliziert. Es
sind dann Vo dr =dep und Vp - dr = dp die totalen Differentiale,
welche die Wertdnderungen der Grolen ¢ oder p lings des Linien-
elementes dr darstellen. Die Gleichungen werden dann:

9) dp = —sdp oder dp=—qde.
Die Integration lings einer Reihenfolge von Linienelementen, d. h. langs

einer Kurve, ergibt:
@

(10)  @p—gp——[sdp oder p,—p,=—[gdp.

Po Yo
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Die erste Gleichung gibt den dynamischen Hohenunterschied zwischen
den Isobarenflichen p und p,, sie 16st die Aufgabe der barometrischen
Hohenmessung in ihrer prinzipiell einfachsten Form. Die zweite Glei-
chung gibt uns den Druckunterschied zwischen den gegebenen Niveaus ¢
und @,. Um das erste Integral ausfithren zu koénnen, muB man die
Barotropierelation y,(s,p) =0 fiir den vorliegenden Gleichgewichts-
zustand kennen. Sie wird in der Praxis durch gleichzeitige Beob-
achtungen von Druck, Temperatur und Feuchtigkeit lings der Kurve
gefunden, wodurch man die zusammengehérigen Werte von s und
in einer Reihe von Punkten findet. Ahnlich kann man das Integral der
zweiten Gleichung auswerten, wenn man durch Beobachtungen eine
Anzahl zusammengehoriger Werte von Dichte und Potential gefunden
hat, y4(¢9, ¢) = 0. Auf indirektem Wege kommt man aber auch hier
mit der durch Barometer-, Thermometer- und Hygrometerbeobachtun-
gen ermittelten Barotropierelation zum Ziel.

28. Atmosphire mit linearem Temperaturfeld. Wir benutzen die
zweite Form der Gleichgewichtsgleichung 27 (9):

(1) ip = —qdg

und nehmen eine Barotropiegleichung der Form 25 (9) an:
9 _ (P \" —mL ="

(2a) E‘(m)’ also F“mp_Rg'

Um auch die entsprechende Temperaturverteilung zu erhalten, konnen
wir mit Hilfe der allgemeinen Gasgleichung die Dichte aus (2a) eliminieren.
Dies gibt die Barotropiegleichung mit $ und 6 als Variablen:
(2b) F =)

(7.0 o pﬂ )

Gleichzeitig nehmen wir eine Piezotropiegleichung von derselben
Form wie die Barotropiegleichung an, nur mit einem anderen Ex-
ponenten:

a _ (Y = d =
®) ol e =gy

Die Gleichungen (1) und (2) bilden ein integrables System. Am
einfachsten gelingt die Integration, wenn man die Gleichung (2Db)
logarithmisch differentiiert, woraus folgt:

ao d
und dann dp mit Hilfe von (1) eliminiert:

a0 = —(1 —m)%dqp.
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Wegen der allgemeinen Gasgleichung, p = ¢R 6, ergibt sich hieraus
fiir den vertikalen Temperaturgradienten der konstante Wert:
dao 1—m
(4) —de " R
Die Integration dieser Gleichung vom Meeresniveau ¢ = 0 bis zu
einer beliebigen dynamischen Hoéhe ¢ ergibt dann:
1—m
(5 0=0— %"
Wir erhalten also das einfache Resultat: Wenn die Dichte raumlich wie
eine Potenz m des Druckes verteilt ist, so ist die Temperatur eine lineare
Funktion des Schwerepotentials mit dem konstanten Temperaturgradienten
(1 —m)/R.
Die Gleichung (5) gibt nun zusammen mit (2b):
1
1—m )ﬁn

© b=t —Fi v

und diese zusammen mit (2a) gibt ferner:
m
—g (1= 1=\
7 q—qo(1 R, <p) ,
wodurch Druck und Dichte auch als Funktion des Schwerepotentials
ausgedriickt sind.
Wir betrachten zuerst den Spezialfall m = 0. Dann ist:

[0=6,— %o,
(8) =101 — 7 9)-
lq:‘IO-

Die Dichte ist also rdumlich konstant; man hat den Fall der homogenen
Atmosphdre. Diese homogene Massenverteilung erhilt man bei einem
Temperaturgradienten gleich der reziproken Gaskonstante 1/R = 0,00348
oder bei einem Temperaturgefille von 3°42 fiir je Hundert Meter
Hohe. Dabei werden die Temperatur und der Druck gleich Null in der
dynamischen Hohe:

9 ou = Rb,,

die also die Hohe der homogenen Atmosphire angibt. Wenn die Tempera-
tur im Meeresniveau 6, = 273° betrigt, wird diese H6he in dynami-
schem bzw. in geometrischem MaBe:

(10) oy = 78400dyn.dm, Hy= 8000m.
Diese Hoéhe der homogenen Atmosphédre hat allerdings keine reale

physikalische Bedeutung; sie ist aber eine niitzliche Rechengrofle, die
ofters auftreten wird.
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Wenn wir sie in die Formeln (5), (6) und (7) einfithren, werden diese:

0::00[ 1—m¢£]

(1) b= polt — (1 — m) @]
9= |t — 0 —m ™"

Diese Formeln geben fiir m << 1 Temperatur, Druck und Dichte gleich
Null und also die Grenze der Atmosphire in der dynamischen Hohe:

— _%u_
(12) YL = 1 —m'

Wenn m von Null an wichst, wird diese Hohe immer gréBer. Bei
m = 1/x, wo x die bekannte Konstante (x = 1,403) ist, hat man den
wichtigen Fall des adiabatischen Gleichgewichtes. Die Formeln schreiben

sich dann:
|0=%@—“_1i)

| % Qg "
\ n %=1 @ \u1
(13) p=toft = L2
x —1 @ 1
=g, (1 — L
7 qo( * ‘PH)

Bei der Temperatur 6, = 273° im Meeresniveau fillt die Grenze dieser
adiabatischen Atmosphdre in die Hohe:

(14) @4 = 273000dyn.dm, H,=27850m.

Wenn m den Wert 1 erreicht, riickt die Grenze (12) der Atmosphare
in unendliche Hohe. Gleichzeitig wird 0 = 6,, also die Atmosphdire
tsotherm. Dabel werden die Ausdriicke (11) fir  und ¢ unbestimmt.
Nach der Theorie der unbestimmten Ausdriicke oder durch neue Inte-
gration der Gleichung (1) mit m = 1 in Gleichung (2a) findet man aber
leicht die folgenden Formeln fiir die isotherme Atmosphéire:

60— 6,
_r
(15) p=ree n,

@
g = qpe Tm.

Diese Formeln zeigen: In der Hoéhe @y, wo die homogene Atmosphire
ihre Grenze hat, sind Dichte und Druck der isothermen Atmosphire
auf den e-ten Teil ihres Wertes im Meeresniveau herabgesunken.
Steigt m iiber den Wert 1 hinaus, so werden die allgemeinen Formeln
(11) wieder brauchbar. Die Atmosphire bleibt nach oben unbegrenzt,
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(12) gibt aber eine physikalisch bedeutungslose untere Grenze der
Atmosphire unterhalb des Meeresniveaus.

Die Stabilitit oder Instabilitit der betrachteten Gleichgewichts-
zustinde hingt von der Gleichung (3) der Piezotropie ab. Solange
n < m und somit y < I', hat man Stabilitit. Bei » = m und also
y = I" herrscht indifferentes Gleichgewicht. Bei # > m und y > I'
wird das Gleichgewicht instabil.

Gewohnlich rechnen wir mit der adiabatischen Piezotropiegleichung,
d. h. n = 1/». Die Losung (13) gibt dann das indifferente Gleichgewicht.
Wir kénnen die vertikale Temperaturverteilung einfach ausdriicken,

wenn wir in der Gleichung (5) m = % = z—” und R = ¢, — ¢, einfithren.
Es ergibt sich dann: ’
1
(16) 0=0,— o P
Da im M.T.S.-System ¢, = 999, wird:
(16) 6 = 6, — 0,001001 ¢,

d. h. die Temperaturabnahme nach oben in der indifferent geschichteten
Atmosphire ist ziemlich genau 1/1000° C pro dynamischen Dezimeter
oder 1°C pro 100 dynamische Meter. Dieser vertikale Temperatur-
gradient wird allgemein der adiabatische Temperaturgradient genannt.
Bei allen Temperaturgradienten, die groBer sind als der adiabatische oder,
wie man sagt, bei den sibevadiabatischen Temperaturgradienten hat man das
instabile Gleichgewicht, das nie als ein Dauerzustand moglich ist. Aus-
gesprochen instabil wire somit die homogene Atmosphire. Bei allen
unteradiabatischen Temperaturgradienten hat man dagegen stabiles Gleich-
gewicht. Ausgesprochen stabil ist die isotherme Atmosphire mit dem
Temperaturgradienten Null, und noch stabilere Zustinde hat man im
Falle der negativen Temperaturgradienten, also im Falle der Tempe-
raturinversion.

Die angegebene Gleichgewichtsverteilung von Temperatur, Druck
und Dichte ist unter der Annahme eines idealen Gases gefunden worden.
Sie gilt also ohne weiteres fiir ganz trockene Luft und auch fiir das Ge-
misch von Luft und Wasserdampf, solange keine Kondensation eintritt.
Die Gleichgewichtsbedingungen nach Eintritt der Kondensation sollen
im nichsten Kapitel behandelt werden.

Die GroBen I'und y werden sich in unseren spiteren Untersuchungen
als wichtig erweisen. Dabei werden wir gewdhnlich mit dem adiaba-
tischen p rechnen, so daB wir in (3) # = 1/x setzen. Nach (2a) und
(3) werden dann I" und y die folgenden Funktionen des Schwerepoten-
tiales:

(7) Pmemp ™
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wobei man sieht, daB 1/I" und 4/y lineare Funktionen des Schwere-
potentiales sind. Indem wir fiir die Temperatur im Meeresniveau
0, = 273 setzen, ergibt sich bzw. fiir die homogene, die adiabatische
und die isotherme Atmosphire:

. —5
(18) I'=o0 ) Yy = W_;O -,
1 —_— ——
Pr
. -5 . -5
(19) = 0997:107F ©, _ 00097:10 =T,
1—0,2872- 2 1— 0,2872 2
®n P
(20) I'=1,2763-10"%, 9y =0,9097-10"5.

Die Losung (15), die wir fiir die isotherme Atmosphire gefunden
haben, bleibt auch giiltig, wenn wir p = 0 setzen, d.h. fiir eine in-
kompressible Fliissigkeit, welche die Massenverteilung der isothermen
Atmosphire hat. Fir eine solche Fliissigkeit kénnen wir eine freie
Oberfliche einfithren, was bei einem Gas unmoglich ist. Auch enthilt
es keinen physikalischen Widerspruch, wenn wir uns eine Fliissigkeit
denken, die sowohl die Massenverteilung wie die Kompressibilitit (20)
der isothermen Atmosphére hat, aber dennoch in ihrer Eigenschaft als
Fliissigkeit freie Oberfliche haben kann. Die Betrachtung eines solchen
Mediums wird sich spiter als zweckmiBig erweisen.

29. Die Bewegungsgleichungen eines materiellen Punktes. Es
seien r der Radiusvektor und #, y, z die rechtwinkligen Koordinaten eines
materiellen Punktes der Masse m. Die duBere Kraft, welche auf die
Masse wirkt, soll von einem Potential ¢ abhingen. Die Bewegungs-
gleichungen des Punktes, als Vektorgleichung oder cartesisch aus-
geschrieben, werden dann:

.  Og

ME= Ty

w . O

(1) mi=—V¢  oder my:—ﬁ,
Oy

mp=— s

Will man die Bewegung auf ganz allgemeine krummlinige Koordinaten
Y1, Yy, W3 beziehen, so braucht man nur, nach der bekannten Methode
von LAGRANGE, die neuen Variablen durch 15 (5) in den Ausdruck der
kinetischen Energie

(2) T=4mx*+ 9y +2)
und in den Ausdruck des Potentials ¢ einzufithren, so daBl man

3) T=T(, Vs, W3, Y1, Va2, ¥3, 1), @ = @Y, s, Y3, 1)

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 7
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hat. Die Bewegungsgleichungen, auf die neuen Koordinaten bezogen,
lassen sich dann folgendermaBlen schreiben:

a 9T 6T ¢
T ow T owr

4 d oT oT Og

(4) @9, ow T ovs’
d 0T oT dp
A 0y oy = lwy

Wegen der formalen Symmetrie kénnen wir diese drei Gleichungen
durch eine einzige symbolisieren. Nach Analogie mit den iibrigen
Vektorbezeichnungen kénnen wir vereinbaren, die drei Gleichungen (4)
durch die eine Gleichung

a
(S) d*t"Vy')T—leT:-—qu)

zu symbolisieren, in der sich ¥, genau so auf die Variablen v, %,, v,
und ¥V, auf y,, v,, v, bezieht, wie sonst ¥V auf die Variablen x, y, 2.

30. Die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen. Die Gleichung
fir die Bewegung einer vollkommenen Fliissigkeit, in der sich die
Spannung auf denselben isotropen Druck p reduziert wie im Falle des
Gleichgewichtes, haben wir 12 (14) als Beispiel zur allgemeinen Tensor-
theorie schon aufgeschrieben. Die Gleichung ergibt sich auch unmittel-
bar aus 29 (1). Wir bezeichnen mit gdz die Masse eines beliebigen
Volumenelementes der Fliissigkeit, mit j die Beschleunigung, und auf
die rechte Seite schreiben wir die Vektorsumme der beiden wirkenden
Krifte, der Schwerkraft ggdt und der Druckkraft Gdz:

(1) gjdr =qgdr + Gdr.

Von dieser Gleichung, die fiir das konkrete Element gilt, kommen wir
zu zwei verschiedenen Formen, einmal durch Division mit der Masse
gdr und einmal durch Division mit dem Volumen dt des Elementes:

(2) Jj=g+sG oder gj=4q9g+ G,

wo sich in der ersten Gleichung die Krifte auf die Einheit der Masse,
in der zweiten auf die Einheit des Volumens beziehen. Wenn wir in
diesen Gleichungen die Beschleunigung durch die zweite Zeitableitung
des Radiusvektors, g durch das Schwerepotential und G durch den
Druck ausdriicken, so ergeben sich die Gleichungen:

Diese physikalisch einfachsten Gleichungsformen werden wir vielfach
bei Uberlegungen allgemeiner Art anwenden.
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Um zu den mathematisch mehr entwickelten Formen der Gleichungen
itberzugehen, schreiben wir zunichst die Komponentengleichungen auf,
die der ersten Gleichung (3) entsprechen:

de op

YT Tos T Saw

. Oy dp

(4) 3’—“@‘*3%,
. do 0p

8= 70 T %8s

Um zu den LAGRANGEschen Gleichungen zu gelangen, haben wir
x,v,2 als die abhingigen Variablen beizubehalten und die neuen
GroBen a, b, ¢, die Numerierungskoordinaten, als neue unabhingige
Variablen einzufithren. Man bildet die neuen auf «, b und ¢ bezogenen
Gleichungen, indem man die Gleichungen (4) der Reihe nach einmal mit
0x/0a, 0y/0a, 0z/0a, einmal mit 0x/0b, 0y/0b, 0z/0b und einmal mit
dx/0c, 0y/dc, 0z/0c multipliziert und addiert. Diesergibt die LAGRANGE-
schen hydrodynamischen Bewegungsgleichungen:

. 0x -0y -0z  Og op

[xaa+y‘a_a 26a= " da  Sda’

-0x | .0y | .0z  dg op

(5) *3b T Vap T ias = Tap ~ Sab
.0x -0y -0z  Og op

Yoo TV Tiac = Tas  Sac

Auf der linken Seite der Gleichungen kommt die lineare Differential-
operation 11 (2) vor. Wir kénnen deshalb die skalaren Gleichungen (5)
durch die eine Vektorgleichung

(6) Ve r = —Ve —shp

ersetzen, in der sich die Operation V auf die Variablen «, b, ¢ bezieht.

Zu den EurLErschen Gleichungen gelangt man, wenn man %, y, 2
als die unabhangigen Variablen beibehilt, indem man ihnen die Be-
deutung von Koordinaten geometrischer Raumpunkte gibt und
(7) vx:x: 'Uy:y: 7)2=2"
als neue abhingige Variablen einfithrt, wo die Zeitableitungen als indi-
viduell zu deuten sind. Die EuLERschen Bewegungsgleichungen werden
deshalb in expliziter Form:

dv, dv, du, dv,  O¢ ap

9t TUgy Ty T e T Tax T Saa
du, dv, dv, v,  dg op
(8) Bt —f'vzafw-FvyW—l‘Uzaz——afy—sw:
dv, v, dv, ov,  O¢ op
ot Ty TUg T 0g, =~ " Ses
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Die trinomischen Produktglieder auf der linken Seite definieren hier, wie
schon frither erwidhnt, die lineare Operation 11 (1), und die drei Kompo-
nentengleichungen lassen sich durch die eine Vektorgleichung

0
) v Vo=—Vp—sVp

ersetzen, in der sich die Operation V jetzt auf die Variablen x,y, z
bezieht.

Oben sind die cartesischen Koordinaten x, y, z verwertet worden,
teils als Lagekoordinaten der bewegten Teilchen im LAGRANGEschen
System, teils als Ortskoordinaten im EuLERschen System. Um jetzt
ganz beliebige Koordinaten w,, y,, w; dhnlich zu verwerten, fithren
wir in den Ausdruck der kinetischen Energie einer Masseneinheit

(10) T=j( 52+ B
diese neuen Variablen ein, so dall man
(11) T = T (91, Y2, ¥, Y1, Yoo Y3, 1)
erhilt. Dann kann man die Gleichungen (4) folgendermaBen schreiben:
a T 0T _ _ d¢ _ 0P
at 6y, Oy, Iy, oyp,’
48T 8T 99 _ _8p
(12) at 0, Oy, Oy, s Oy’
40T oT _  0p 0p
dt 8y,  Oys Oy Oy ”

Oder, nach dem Vorbild von 29 (5), kiirzer in der symbolischen Form:
d .
(13) 377¢T~Z,,T=—-V,,,<p——sl7,pp.

Die Gleichungen (12) oder (13) leiden aber selbstverstdndlich an
derselben Unvollkommenheit wie die Gleichungen (4), daB wir nimlich
kein vollig getrenntes System von abhingigen und von unabhingigen
Variablen haben. Wieder kénnen wir, um diese Trennung zu erreichen,
entweder den LAGRANGEschen oder den EULERschen Weg einschlagen.

Nach LAGRANGE behalten wir die GroBen vy, y,, vy als die ab-
hingigen Variablen bei und fithren die neuen GroBlen «, b, ¢, die Nume-
rierungskoordinaten, genau so wie oben, als neue unabhingige Variablen
ein: wir bilden die neuen auf a4, b, ¢ bezogenen Gleichungen, indem
wir die Gleichungen (12) der Reihe nach einmal mit dy,/0a, dy,/0a,
Oyy/Ca, einmal mit Oy, /0b, Oy,/0b, O,/0b und einmal mit dy,/dc,
Oy,/0¢, Oy,y/0c multiplizieren und addieren. Dies gibt die LAGRANGE-
schen hydrodynamischen Bewegungsgleichungen, auf die allgemeinen
LacranGEschen Koordinaten bezogen:
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(ial_ﬂ)a% <d T ar)awz (d 0T ar)a%

at oy, Oy, Ca dt Oy, dy,) Oa dt dy; Oyl Oa
Oy ap
= "% Sda’
d 8T oT\ow, . [d T OT\dw, , (d 0T 0T\ Oy,
(@ 65s— oys) 00 T (@ 63— 9a) 70+ (32 53— 003 0
(14) 6p _ Op
_99 _ 9P
ob ob’
d 8T OT\dy, . (d 0T 0T\ Oy, , (d 8T 6T\ &w
(d_t EE_OT;)W (%Tzfuz_m) v +(d? vy ?7@) dc
dp op
= T dc “éc

Hier ist die Wahl der unabhingigen Variablen «, b, ¢ ganz beliebig.
Gewohnlich wird man' es aber zweckmiBig finden, die Wahl der ab-
hingigen mit der Wahl der unabhingigen Variablen zu verkniipfen,
indem man die als Numerierungskoordinaten dienenden unabhingigen
Variablen mit den Anfangswerten der als Ortskoordinaten dienenden
abhingigen Variablen identifiziert: y{ =a, y§ =10, y§ = c.

Mit den schon eingefiihrten abkiirzenden Bezeichnungen kénnen wir
die Gleichungen (14) durch eine symbolische Vektorgleichung

d oT oT a oT oT d oT orT
(15) (d7 oy 3%) Vit (dt EDR 0w> W2 T <dt Oy ?973) Vips
—Ve —sVp
ersetzen. Faft man hier die drei Klammerglieder formal als Kompo-

nenten eines Vektors
l7 T-V,T

at’ v

auf und V als einen Tensor mit den drei vektoriellen Komponenten
Vg, Vi, Vs, so 1aBt sich (15), der Gleichung (6) entsprechend,
kiirzer schreiben:

(16) - (dtVy,T v, T ):—V(p——sV;b,

mit dem Tensor Vi als Prifaktor.

Um von den Gleichungen (12) zu der voll entwickelten EULERschen
Form zu gelangen, hat man die neuen abhingigen Variablen zu bilden:

(17) U=, V=, U=,
und die Losung des Problems in der Form
vy = 01 (Y1, Yo, W3, B)
(18) Vg = Uy (W1, Yo, ¥a, 1),
vy = v3 (Y1, Wa, Y3, 1),

P =P Wi, v, vs, £,
s = S(W1, Wa, W3, 1)
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zu bestimmen, in der man sich vorldufig noch v, v,, w; als Koordinaten
der bewegten Teilchen denken kann, um sie aber schlieBlich in Koordi-
naten geometrischer Raumpunkte iibergehen zu lassen.

Zunichst kénnen wir (17) in den Ausdruck (11) von T einfiihren,
so daB dieser

(19) T = T(vy, vy, 95, W1, Yo, Y3, 1)

wird. Ferner erhalten wir:

(20) ,‘9}{ p— 59:_1“ 57_1; — é)z 6_’_1; — Q];
oy, "~ dv’ Oy~ duy’ Oy Oy’

Solange nun ;, ¥,, w3 noch Koordinaten der bewegten Teilchen sind,
ist die totale Zeitableitung der GroBSen (20) durch die Operation
a _90 0 dy., 0 dv,, 0 dy,
dt— 0t ' Oy, dt dy, dt Oy, dt
0 )
Ty, T oy,

(21)
0 0
ot + vlbtpl Us

zu bilden, die wir immer noch durch

d 0
22 AR
symbolisieren konnen, wobei sich jetzt die Operation V auf die Variablen
Y1, Y, Wy bezieht.

In den Gleichungen (12) kénnen wir uns jetzt 7 in der Form (19)
geschrieben denken, dementsprechend (20) benutzen und 1w, v,, ¥3
in Koordinaten geometrischer Raumpunkte iibergehen lassen, unter der
Bedingung, daB wir die Zeitableitung in der Form (21) schreiben. Das
Gleichungssystem wird dann:

0¢T 0 0T 0 0T 0 6T 0T  Odg ap
dtov, T apau T Ry, an, T ey en, dw v Sdw
88T 6 oT o 0T 6 6T 9T _ d¢ _0p
BN @100, T "Gy 00, "2y, 00, T oy, dn, T 0w T o Saw
00T 0 0T 0 0T 0 0T 0T = de¢ op

Gidu, " oy, Gy T WOy de, T Ty, du, Gy, Oys Sowy
Dies sind die EurLerschen hydrodynamischen Bewegungsgleichungen

in allgemeinen LAGRANGEschen Koordinaten. Sie lassen sich durch eine
einzige Vektorgleichung ersetzen, niamlich:

(24) 2V T o P (7,T) — VT = —Vg —sVp,

wo sich das ¥V ohne Index auf die unabhingigen Variablen v, v,, ¥
bezieht und V, auf die Variablen v,, v,, v;.

31. Die dynamische Grenzflachenbedingung. Die hydrodynamische
Bewegungsgleichung kann nur dort angewendet werden, wo die Variablen
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kontinuierlich sind. An einer inneren Diskontinuititsfliche, wo die
abhingigen Variablen sprunghafte Anderungen aufweisen, ist sie des-
halb durch eine neue Bedingung, die dynamische Grenzflichenbedingung,
zu ersetzen, die fiir die Fliche angewandt einfach Gleichheit von Druck
und Gegendruck beiderseits der Fliche verlangt.

Es sei

('1) f(ny’z’t):O
die Gleichung einer Diskontinuititsfliche, die bewegt oder unbewegt ist,
jenachdem ob ¢ in der Gleichung auftritt oder nicht. Wir denken uns die
Drucke p und p’ beiderseits dieser Fliche als Funktion von «, y, z bzw.
%', 9, 2 und der Zeit gegeben. Die zu erfiillende Bedingung ist dann:
2) plx,y,2,8) —p(«,y,7,8) =0, wennr=r,
d. h. wenn die Teilchen einander gerade gegeniiberliegen. Diese Gleichung
gilt fiir diejenigen Wertsysteme %, ¥, z, ¢, die der Gleichung (1) geniigen.
Diese Werte sind gegebenenfalls derart zu spezialisieren, daB die Be-
dingung (2) erfiillt wird.

Mit Hilfe dieser dynamischen Grenzflichenbedingung kann auch die an
der Fliche (1) zu erfilllende kinematische Grenzflichenbedingung in einer
anderen Form geschrieben werden. (2) ist ja nichts anderes als die Glei-
chung einer Fliache wie (1), in %, y, z, ¢ ausgedriickt, und die Druckdiffe-
renz p — ' kann deshalb mit dem gleichen Recht wie f in die Gleichungen
der kinematischen Grenzflichenbedingungen 18 (2) und (5) eingesetzt
werden. Nur muB} beachtet werden, dal der Aszendent von (2) durch die
vektorielle Differenz der Druckaszendenten V' $ und V'p’ fiir #'= r gegeben
ist. Es ergeben sich deshalb die folgenden Grenzflichenbedingungen:

a / / / 7/ J - (R4 J ’ 7
&_ip(x’y’z’t)—g;i)(x’y’th)+r°[l7p(x’y!th)—Vﬁ(x’y’z’t)]:():

0 0 s Y (T VAN
5P @9, 2,0 — o Y, L)+ (x,y,2,8) = VP, y, 2, 9)]=0,
wenn ¥=r.

Dies ist eine Kombination der dynamischen und der kinematischen
Grenzflichenbedingungen — die gemischte Gremzflichenbedingung — in
allgemeiner Form, von welcher wir zu der spezielleren LAGRANGEschen
oder EULERschen Form iibergehen konnen.

Um die erhaltenen Bedingungen in der LAGRANGEschen Form zu
schreiben, verwenden wir die Tatsache, daB die cartesischen Koordinaten
nach Voraussetzung fiir ¢ = 0 in die Numerierungskoordinaten iibergehen
sollen. Aus (2) ergibt sich dann sofort die dynamische Grenzflichen-
bedingung in der Form:

a,b,c,t) —pa,b,c,8) =0,
@ {zb( ) —#'( )

wenn t=0,a=da,b="0,c=/.
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Um (3) in den Numerierungskoordinaten auszudriicken, sei fiir einen
Augenblick der Operator V auf a, b, ¢ und V, auf x, y, z bezogen und
entsprechend fiir die gestrichenen Buchstaben. Wenn wir nun die
individuelle Zeitableitung von p und p’ in der EuLErschen und in
der LaGrANGEschen Form schreiben, so ergeben sich die Identitéten:

%P(x,y,z,t) +FVipx,y,2,0) = (%;b(a,b,c,t),
()

a / / 4 / 2’ / / 7 4 6 / / / 4
5Py 20+ Vo p Wy, 2 0) = 5, p(d, ¥, ¢,
Durch Einsetzen in die Gleichung (3), mit V, und V,, geschrieben, ergibt
sich dann:

a 6 / 4 / / - e’ Y, / / ’ /
mp(a,b,c,t) — é—tp(a,b,c,t) — (=) V., y, 7, t) =0,
0 0 TV AR TN, . <7
O 1 2p@be.t) — 5@ Y. ) — (F—#)Fployat) =o,
wenn t=0,a=da,b="V,c=c.
Wenn schlieBlich # und # durch 0r/0¢ und 0r'/0¢ ersetzt werden und
der Ausdruck 18 (10) fiir V, eingefiihrt wird, so erhalten wir die ge-
mischte Grenzflichenbedingung in der LAGRANGEschen Form:

a a / / / 4 a a, 7, - Iy / / /
mp(a,b,c,t)—é—tp(u,b,c,t)—@_:—é)'(Vr’) 1'Vyb(at,b,c,t)zo,

9 O sy s or (9r’_
5;15(“,5,6,1)—mp(a,b,c,t)—(éz_m)

wenn t =0,a=4da,b="¥,c=7c.

(Vr)—l'Vp(a,b,c,t) =0,

Grenzt die Fliissigkeit an den leeren Raum, wo der Druck ¢’ gleich
Null ist, so konnen wir von der zweiten Gleichung (7) absehen, und
die Gleichung (4) und die erste Gleichung (7) reduzieren sich dann auf:

plabefy=0 und Lpla,bc.)=0,
oder zusammengenommen :
(8) pla,b,c)=0,
die im LAGRANGEschen System eine materielle Fliche darstellt.
Die EuLErsche Form dieser Grenzflichenbedingungen ergibt sich,

wenn man in (2) und (3) = r und die Geschwindigkeiten v = # und
v'= ' einfithrt. Die dynamische Grenzflichenbedingung wird dann:

9 plxy. 2,0 —pxy,2,8 =0,

und die gemischte Grenzflichenbedingung wird:

(o) 2P pvvip—py=0, L) pypip—p)=o.
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Grenzt die Fliissigkeit an den leeren Raum, wo p’ = 0 ist, so kénnen
wir wieder von der zweiten Gleichung (10) absehen und erhalten

(11) Py zl) =0, Lo rp=0

als Bedingungen an einer freien Flissigkeitsoberfliche.

32. Das Lacrancesche Gleichungssystem. Wir kénnen jetzt die
vollstindigen Gleichungssysteme zusammenstellen, wobei wir die
Gleichungen in kiirzester symbolischer Form schreiben werden. Als
unabhingige Variablen dienen zunichst die LAGRANGEschen Numerie-
rungskoordinaten und die Zeit:

a,b,c,t.
Als abhingige Variablen dienen die Lagekoordinaten der numerierten
Teilchen, bzw. der Radiusvektor, der diese Koordinaten vertritt,
und drei physikalische Variablen, eine Massenvariable, nimlich ent-
weder Dichte oder spez. Volumen, Druck und Temperatur:

x,%,zoder r, goders, p, 8.

SchlieBlich konnen Parameter

4, B, ...
vorkommen, die fiir ein und dasselbe Teilchen keine zeitliche Ande-
rungen erfahren, die aber von Teilchen zu Teilchen verschieden sein
konnen. Die Verteilung dieser Parameter auf die verschiedenen Teil-
chen ist ein fiir allemal gegeben:
(1a) A=A4(a,b,c), B=B{a,b,c),...

Dann soll der Zustand des ganzen Systems zu einer gewissen An-
fangszeit, £ = 0, gegeben sein, d.h. man kennt die Anfangswerte simt-
licher abhingiger Variablen zu dieser Zeit, und zugleich auch die An-
fangswerte der Geschwindigkeiten oder der ersten Zeitableitung des
Radiusvektors der Teilchen. Also zur Anfangszeit
r=ry(a,b,c), r=ry(a,b,c),

() o |7 =Te@2.0 (@,0,0)

s==5g(a,b,c), p=1ryla,b,c), 0=20y(a,b,c).
Gesucht werden die Werte dieser GroBen zu einer beliebigen Zeit ¢.
Hierbei koénnen wir jedoch von # absehen, das gegeben ist, wenn r
als Funktion der Zeit bekannt ist:

) r=ra,b,c,t),
s=s{a,b,c,t), p=1¢p(a,b,c, i)y, 0=20(a,b,c,t).
Zur Bestimmung dieser GroSen brauchen wir eine Vektorgleichung

und drei Skalargleichungen, die wir alle schon haben. Die Vektor-
gleichung ist die LAGRANGEsche Bewegungsgleichung:

(3) Ve #= —Vop—sVp.



106 Physikalische Hydrodynamik.

Die zwei ersten Skalargleichungen driicken die beiden Erhaltungssitze
aus. Die Gleichung fiir die Erhaltung der Masse, oder die Kontinuitits-
gleichung, konnen wir

or Or or dr,  Ory, 0ry
) 992 X 55 0c — ™3a X 5 oc
schreiben oder in gleichwertiger Weise durch Funktionaldeterminanten
ausdriicken, 16 (12”). Die Gleichung fiir die Erhaltung der Energie ist:
(5) w =€+ ps.
Als dritte Skalargleichung haben wir schlielich die in endlicher Form
auftretende Zustandsgleichung:

©6) y(s,0,0,4,B,..)=0.

In allen Gleichungen bedeutet der NEwTOoNsche Punkt eine mit kon-
stanten Werten a, b, ¢ ausgefiihrte Zeitableitung, also hier im LAGRANGE-
schen System mathematisch eine partielle Zeitableitung, physikalisch
eine individuelle Zeitableitung. Die Operation V in der Bewegungs-
gleichung bezieht sich auf die Koordinaten 4, b, c.

Zu diesen im ganzen Innern des fliissigen Systems giiltigen Glei-
chungen kommt nun die spezielle Anpassung der Gleichungen an die
Verhiltnisse an inneren Diskontinuitdtsflichen oder an duBeren Grenz-
flichen. Sind a, b, ¢ die Numerierungskoordinaten der Teilchen auf der
einen Seite einer inneren Diskontinuitdtsfliche und 4/, ¥, ¢’ diejenige
auf der anderen Seite, so miissen zu der allgemeinen Gleichung dieser Fliche

(7) fla,b,c,8) =0 und f(a',¥,c,t)=0
die kinematischen Grenzflichenbedingungen gehoren:
a & 4 4 / 7
g-tf(a,b,c,t)zo, E]‘(a,b,c,t)=0,
or or . -1, ,
@ (55 —57) 70 Vi@, b,e.5y = o,
0 or ’ = TPV
(5 —55) @y, =o,
wenn t=0, a=4d, b=V, c=/c,

sowie die dynamische Grenzflichenbedingung:
pla,b,c,t) — p@, ¥, ¢, =0,

wenn =0, a=4da, b=V, c=/c.

9)

Die Gleichungen (8) oder (9) konnen wir auch durch die gemischte
Grenzflichenbedingung

6 a 4 ’ / 4 a a / 7’ - Iy ’ / 4
g;iﬁ(a,b,c,t)—g;zb(a,b,c,t)—(\;;%-a—'t)-(Vr’) LVp@, Y, =0,
0 0 TV VAN é ar -
5}?5(“»5:0:'5)*55?(ﬂ,b,C,t)—<—a—%—a—;)'(Vr) “Vp(a,b,c,t)=0,

wenn t=0, a=a’, b=V, c=¢
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ersetzen. Fiir eine freie Oberfliche ist schlieBlich:
(11) pla,b,c)=0.

Im Spezialfall der Piezotropie hat man eine physikalische Variable
weniger; gewohnlich eliminiert man dann die Temperatur. Aber dafiir
kommt gewthnlich ein Parameter hinein, z. B. der Anfangswert s,
des spezifischen Volumens der einzelnen Teilchen. Zu den Bedingungen,
die das System definieren, kommt dann noch eine hinzu:

(12a) So = Spla, b,¢).
Die Zustandsgleichung hat aber eine Variable weniger:
(12Db) 1(p,s,8,4,B,...)=0.

Die Gleichung (5) fiir die Erhaltung der Energie kommt als eine Grund-
gleichung des Problems nicht in Betracht. Sie gestattet uns aber, nach
der Losung des Problems die Wirmemengen zu berechnen, die man
den Teilchen zu- oder abfithren muf3, wenn die Bewegung des Systems
die gefundene sein soll.

Ist schlieBlich die Dichte eines Teilchens von dem Drucke unab-
hingig, d.h. ist die Fliissigkeit inkompressibel, so kommt auch die
Zustandsgleichung nicht in Betracht, weil Dichte oder Volumen eines
Teilchens iiberhaupt nicht mehr variieren. Da g = g,, reduziert sich
die Kontinuititsgleichung gleichzeitig auf:

or or or Or dr,  Or,
(13) da X 6= da X b 05’
wo zugleich die rechte Seite gleich 1 ist, wenn die Numerierungskoordi-
naten mit den Anfangskoordinaten zusammenfallen.

33. Das Eurersche Gleichungssystem. Die unabhingigen Variablen
sind die Koordinaten geometrischer Raumpunkte — Ortskoordinaten —
und die Zeit: Xy, 2,1
Die abhingigen Variablen sind die Geschwindigkeitskomponenten oder
der entsprechende Geschwindigkeitsvektor und dieselben physikalischen
Variablen wie vorher, also:

Uy, 0y, U, oder v, g oders, p, 6.
Dazu kommen noch die Werte gewisser Parameter
4,B, ...

die von Teilchen zu Teilchen verschieden sein kénnen. Wir kénnen aber
jetzt diese Verteilung nicht durch Numerierungskoordinaten angeben.
Dafiir miissen wir die anfingliche rdumliche Verteilung dieser Para-
meter kennen, und die Losung des Problems liefert dann die raumliche
Verteilung der Parameter zu jeder spiteren Zeit.



108 Physikalische Hydrodynamik.

Das Problem wird dann das Folgende: Man kennt die rdumliche
Verteilung simtlicher abhingigen Variablen und zugleich der Parameter
A, B, ... zu einer Anfangszeit, also:

v=u0,(x,9,2),

(1) t=O:{s=so(x,y,Z), p=ro(x, 9,2, O=~0,0x192,
A= A4(x,v,2), B=DBy(x,9,2),...

Man sucht die rdumliche Verteilung dieser Variablen und dieser Para-
meter zu einer beliebigen Zeit ¢:

v=uv(xv721,

s=s(x,v,2,1), p=px,vz1t), O06=0(xyz21,
A=A (x,y,2,), B=DBx9,21),....

Die Zahl der Variablen ist genau dieselbe wie im LAGRANGEschen
Fall, und die Gleichungen sind im Prinzip auch dieselben, sie haben
nur eine andere mathematische Form. Zunichst haben wir die Be-
wegungsgleichung in ihrer EULERschen Form:

(3) v=—Vp—shp.
Dann die Kontinuitidtsgleichung, die wir nach 17 (9') und (9) in zwei
dquivalenten Formen ausdriicken kénnen:

4) s =sdivv oder — %% = divgv.

(2)

Man merke sich den Unterschied, daB die Zeitableitung auf der linken
Seite in der ersten Gleichung die individuelle, in der zweiten die lokale ist.
Die Gleichung fiir die Erhaltung der Energie behdlt genau dieselbe
duBere Form wie im LAGRANGEschen System:

(5) w=¢+ps.

Die Zustandsgleichung ist aber nur dann in endlicher Form brauchbar,
wenn keine von Teilchen zu Teilchen verdnderlichen Parameter 4, B, . . .
vorkommen, also:

(6a) 2(,5,0)=0.

Enthilt dagegen die Gleichung solche Parameter, so muB man sich durch
individuelle Differentiation nach der Zeit eine geniigende Anzahl von
Gleichungenverschaffen, um die Parameter eliminieren zu kénnen. Kommt
z. B. nur ein Parameter vor, so geniigt es, einmal zu differentiieren:

(6b) %ﬁ+%§s+%9=o.

Die brauchbare Form der Gleichung erhilt man, indem man den Para-

meter aus dieser Gleichung und der Zustandsgleichung eliminiert.
SchlieBlich haben wir die Randbedingungen an denjenigen Grenz-

flichen der Fliissigkeit zu betrachten, die als innere Diskontinuitéts-
flichen oder als duBere Begrenzungsflichen auftreten kénnen. Es sei

(7) f(®. 9,24 =0
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die Gleichung einer solchen Fliche. Fiir diese miissen die kinematischen
Grenzflichenbedingungen

0 ) ;o
(®) T yvri=0, Yrvri=o
und die dynamische Grenzflichenbedingung
9) Py 28— (x9218=0

erfiillt sein. Die Gleichungen (8) oder (9) konnen wir mit Vorteil auch
durch die gemischte Grenzflichenbedingung

(10) g'-)(La——t‘—p‘,l—i—v'V(ﬁ———{)'):(), %ﬁ_{_v/V(?_i)/):O

ot
ersetzen. An einer freien Oberfliche haben wir schlieBlich:
0
(11) i’(x:y,z;i)ZO, (Tf—l—va:O,

Das System der EurLErschen Gleichungen ist damit vollstindig,
und wir haben nur noch die wichtigsten Spezialfille zu betrachten, wo
es sich vereinfachen laf3t.

Im Falle der Piezotropie konnen wir die Temperatur eliminieren.
Die Zustandsgleichung enthilt dann nur die Variablen s — bzw. ¢ —
und p:

(12a) 2(s,9) =0.

Die in dieser Gleichung gegebenenfalls vorhandenen Parameter, die von
Teilchen zu Teilchen verschieden sein kénnen, sind aus der Gleichung
in der angegebenen Weise zu eliminieren. Ist nur ein Parameter vor-
handen, so 148t sich das Eliminationsresultat

(12Db) g=9yp oder §=—ys2p

schreiben, wo v der Piezotropiekoeffizient ist. Die fiir die Losung des
Problems iiberfliissige Energiegleichung kann man nachtriglich be-
nutzen, um die mit den gefundenen Bewegungen zwangsliufig ver-
bundenen thermischen Prozesse zu finden.

Setzt man y = 0, so ergibt sich der Fall der Inkompressibilitit, der
somit als ein Spezialfall der Piezotropie aufgefaBt werden kann. Die
Piezotropiegleichung (12b) wird dann:

(12¢) g=0 oder s=0,
oder entwickelt:

’ dq . _ ds . —
(12C) ?7£+v Vq—O, ’gt‘—{—v Vs =0.

Dieses in die erste Gleichung (4) eingefiihrt, ergibt die vereinfachte
Kontinuititsgleichung:
(13a) divo = 0.

Aus der Inkompressibilitit folgt somit ein solenoidales Geschwindigkeitsfeld.

d“vl?xo:O
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Bei stationirem Massenfelde werden die lokalen Zeitableitungen
von ¢ und s gleich Null, und die zweite Gleichung (4) wird:

(13b) divgu = 0.

Bei stationdrem Massenfelde ist also das Feld der spez. Bewegung solenoidal.
Bei Homogenitit mit Inkompressibilitit sind die Gleichungen (13 a)
und (13 b) beide erfiillt.

Der Fall der Autobarotropie tritt als Spezialfall der Piezotropie ein,
wenn die Piezotropiegleichung (12a) keine von Teilchen zu Teilchen
verdnderlichen Parameter enthilt und diese Gleichung somit sowohl
zeitlich fiir ein und dasselbe Teilchen wie rdumlich von Teilchen zu
Teilchen gilt. Die Autobarotropie umfaBt als Spezialfall auch die
mit Homogenitit verbundene Inkompressibilitit. Die Bedingung der
Autobarotropie beschrinkt wesentlich die Allgemeinheit des Be-
wegungsfeldes. Die Bewegungsgleichung (3) stellt die Beschleunigung
dar als die Summe eines einfach lamellaren Vektors Ve und eines
zweifach lamellaren Vektors s¥p, d. h. als einen Vektor unbegrenzter
Allgemeinheit. Im Falle der Autobarotropie fallen aber die isosteren
Flichen s= konst. zwangsldufig mit den isobaren p= konst. zusammen,
so daBl sVp ein einfach lamellarer Vektor wird, wodurch die ganze
rechte Seite der Gleichung, und damit auch die Beschleunigung o, ein
lamellarer Vektor wird. Zwischen den Bewegungsfeldern der allgemeinen
Flisssigkeit, mit dem gewdhnlich baroklinen Massenfelde und der speziel-
len autobarotropen Fliissigkeit mit dem zwangsldufig barotropen Massen-
felde besteht also der folgende wesentliche Unterschied:

Die Beschleunigung, die gewdohnlich ein Vektor allgemeinster Art ist,
reduziert sich in der autobavotropen Flissigkeit auf einen wirbelfreien,
d.h. einen potentiellen oder lamellaven Vektor.

Um dies auch in der Gleichungsform zum Vorschein kommen zu
lassen, schreiben wir:

(14) sVp=Vn, wobei n:fsdgﬁ,

und wo man die Quadratur vermoge der Autobarotropiegleichung
7 (s, p) = 0 ausfithren kann. Die Bewegungsgleichung wird dann:

(15) v=—V(p+a,

oder nach Entwicklung der individuellen Zeitableitung:
p 0

(15) v Tv=—V(p+a).

Wie durch Spezialisierung der Fliissigkeitseigenschaften kann man
auch durch Spezialisierung der Bewegungsformen wesentliche Verein-
fachungen erzielen.
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Ist die Beschleunigung ein wirbelfreier und folglich einfach lamellarer
Vektor, so muB auch die rechte Seite der Gleichung (3) ein einfach
lamellarer Vektor sein, und folglich miissen die &quisubstantiellen
Fldchen s = konst. mit den isobaren p =konst. zusammenfallen. Fallen
umgekehrt die dquisubstantiellen und die isobaren Flichen zusammen,
so folgt umgekehrt die Wirbelfreiheit der Beschleunigung. Es ergibt
sich also der folgende wichtige Zusammenhang zwischen Bewegungsfeld
und Massenfeld einer ganz allgemeinen Fliissigkeit:

Ist die Beschleunigung wirbelfrei, so ist das Massenfeld barotrop, und
st das Massenfeld barotrop, so ist die Beschleunigung wirbelfres.

Diese spezielle Bewegungsform, gekennzeichnet durch barotropes
Massenfeld und wirbelfreie Beschleunigung, ist also bei einer beliebig
allgemeinen Fliissigkeit eine mogliche Bewegungsform, bei den auto-
barotropen Fliissigkeiten die einzig mogliche Bewegungsform.

Setzen wir weiter Wirbelfreiheit nicht nur der Beschleunigung,
sondern auch der Geschwindigkeit voraus, so kann man diesen Vektor
als Aszendenten oder Gradienten einer SkalargréBe, namlich des Ge-
schwindigkeitspotentials, ausdriicken:

(16) curlv =0, also v=-—-Vy.

Bei dem wirbelfreien Vektor v hat man nach 11 (7): v Vv =V ({v?),
und die Gleichung (15') 148t sich wie folgt schreiben:

d 1
e+ V(Etﬂ):—V(p—Vn.

Da man die Reihenfolge der Operation ¥ und der lokalen Zeitableitung
vertauschen kann, ist diese Gleichung unmittelbar integrabel und man

erhilt :

0 1
(1) g = L

wo 7, eine von den Koordinaten unabhingige und hoéchstens von der
Zeit abhingige GroBe ist. Nach dieser Gleichung kann man ~ und da-
durch auch den Druck p unmittelbar bestimmen, wenn man das Ge-
schwindigkeitspotential vy kennt.

Fiihrt man nach (16) das Geschwindigkeitspotential in die Konti-
nuititsgleichung (4) ein, so kommt man auf die Porssonsche Gleichung:
14dq
q dt

oder P2y = 1dq

Py | Py | By
8 g T gt = g at

Im Spezialfall der Inkompressibilitit ist $ = gz. Die Formel fiir
den Druck wird dann:

0 1
(19) i’=¢’o—qq0+9‘a}f—5qus
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und die Kontinuitdtsgleichung reduziert sich auf die LAPLACEsche
Gleichung:
(20) Viy =0.

In diesem Falle der Potentialbewegung der homogenen, inkompressiblen
Flissigkeit ist das Problem der Bestimmung der Fliissigkeitsbewegung auf
die Randwertaufgabe reduziert, die der Gleichung (20) geniigende Funk-
tion v mittels der gegebenen Grenzflichenbedingungen zu bestimmen.

Vergleicht man jetzt das LAGRaANGEsche und das EULERsche System
miteinander, so hat jedes seine Vorteile.

Betrachten wir die Sache zunichst vom mathematischen Stand-
punkt, so ist die EuLERsche Bewegungsgleichung niedrigerer Ordnung
und die EuLErsche Kontinuititsgleichung niedrigeren Grades als die
entsprechende LAGRANGEsche Gleichung. Die weiteren Gleichungen sind
aber im LAGRANGEschen System sdmtlich einfacher als im EULERschen,
solange es sich um ganz allgemeine fliissige Systeme handelt, wo die
Eigenschaften von Teilchen zu Teilchen variieren konnen. Dies gilt
schon von der Energiegleichung, wo im LAGRANGEschen System die
Zeitableitung partiell ist, wihrend sie im EuLERschen die zusammen-
gesetzte individuelle Zeitableitung ist. Vor allem fithrt aber die EULER-
sche Zustandsgleichung zu komplizierten Gleichungssystemen, wenn
man viele Parameter zu eliminieren hat. Eine entschieden groBere
mathematische Einfachheit kommt deshalb dem EuULERschen System
nur bei den einfachsten fliissigen Systemen zu, besonders bei den auto-
barotropen.

Vom physikalischen Standpunkt aus gesehen, sind die EULERschen
Gleichungen geeigneter als die LAGRANGEschen, um die allgemeinen
Eigenschaften der Bewegungsfelder zu untersuchen. Beispiele dafiir
haben wir schon oben gesehen, und mehrere werden spiter gegeben
(Kap.V,VI). Je mehr aber die Lsung des vorliegenden Problems den
Charakter der Verfolgung der Bewegung von flissigen Massen ver-
schiedener physikalischer Eigenschaften hat, um so mehr wird man
auf die LaGrRaNGEschen Gleichungen angewiesen sein. Ein solches
Problem ist das meteorologische. Das kommende Wetter wird man
vorhersagen kénnen durch Berechnung der nenen Lagen der bewegten
Luftmassen und der physikalischen Zustinde, in denen sie in den neuen
Lagen ankommen — eine Aufgabe, die man sich schlieBlich nur nach
der LAGRANGEschen Methode gelost denken kann.

Wenn wir auch von der endgiiltigen Losung solcher Probleme noch
weit entfernt sind, so wird es fiir die Vorbereitung ihrer Lésung doch
wichtig sein, die LAGRANGEschen Methoden soweit wie mdéglich zu ent-
wickeln.
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34. Die Beriicksichtigung der Reibung. Bis jetzt haben wir die
Reibung vernachlissigt. Uber die rationelle Beriicksichtigung der
Reibung, wenn es sich um die turbulenten Bewegungen handelt, die
in den meisten Fillen vorliegen, ist man leider noch nicht im kiaren.
Wenn dies auch sehr bedauerlich ist, so darf man die Folgen dieser
Unkenntnis doch nicht iiberschitzen, wenn es sich um die ausgedehnten
ozeanischen, atmosphirischen oder kosmischen Fliissigkeitsbewegungen
handelt. Denn die groBe Regulierung der Bewegungen geschieht hier durch
die Thermodynamik, und nicht, wie vielfach bei Bewegungen kleineren
Stiles, durch die Reibung.

Die Symmetriebedingungen 12 (5) gelten ohne Zweifel, solange die
Bewegung als streng laminar behandelt werden kann. Bei den gewshn-
lich vorkommenden turbulenten Bewegungen, wo die einzelnen Fliissig-
keitselemente in sehr verwickelter rotierender und wirbelnder Bewegung
begriffen sind, die man weder analytisch darstellen noch durch Beob-
achtung verfolgen kann, muB man sich aber auf die Beschreibung oder
die analytische Darstellung von Durchschnittsbewegungen beschrinken.
Dabei treten scheinbare, von dem Turbulenzzustand abhingige Reibungs-
erscheinungen auf, deren Gesetze uns noch unbekannt sind. Vorldufig
sind wir deshalb darauf hingewiesen, versuchsweise die Gesetze der physi-
kalischen Reibung auch auf diese Turbulenzreibung anzuwenden und
die moglicherweise auftretenden gyroskopischen Wirkungen bis auf
weiteres auller Betracht zu lassen. Dabeli ist aber der Reibungskoeffi-
zient nicht mehr eine Konstante, sondern von der jeweilig vorkommen-
den Turbulenzmischung abhingig, die sowohl mit der Zeit wie auch
mit dem Ort variieren kann, Unter diesen Umstdnden fithrt die gewshn-
liche Theorie auf die folgenden Ausdriicke fiir die skalaren Spannungs-
komponenten, wenn % der Reibungskoeffizient ist:

2 o 0%
Pﬁ:—p~—?ndlvr+2n£,
Pg—————p—%ndivi'—}—m]%,
. 2 EE
Pz_—p—?ndlvr—}—my&,
. 0: 09
P=Pr=n(5+53),

o 0% | 63

v pe_ {0y | 0%
Pr=P=n(G; +3)
Setzt man diese Spannungskomponenten in die CAucHYsche Gleichung
12 (12) ein, so ergibt sich die folgende Bewegungsgleichung:
(2) gF=—qVo —Vp+ V- Vi) + Vi-Vy + iqV dive — 2divily.

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 8
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Bei inkompressiblen Fliissigkeiten ist divi = 0, so dal} die zwei letzten
Glieder verschwinden; auch bei Bewegungen wie der atmosphirischen
bleibt, trotz der Kompressibilitit, die kubische Expansionsgeschwindig-
keit einer bewegten Masse so auBerordentlich klein, da man von den
Gliedern mit divr gewdhnlich absehen kann.

Wenn man speziell einen von Ort und Zeit unabhingigen Reibungs-
koeffizienten voraussetzt, so nimmt die Bewegungsgleichung die folgende
Form an:

(2a) gt = —qVe —Vp +9qV2r 4 inV divr.

In die mathematisch noch unvollkommene Form der Bewegungs-
gleichung (2) sollen jetzt entweder LAGRANGEsche oder EULERsche
Variablen eingefithrt werden.

Die LacraNGEsche Form der Bewegungsgleichung erhalten wir wie
gewohnlich durch skalare Multiplikation der Gleichung (2) mit dem
Tensor Vr als Prifaktor, wo sich V' auf die LAGRaANGEschen Anfangs-
koordinaten «, b, ¢ bezieht. Um eine Verwechslung mit dem auf die
Variablen x, v, z bezogenen Differentialoperator zu vermeiden, werden
wir diesen mit F', bezeichnen. Aus der Gleichung (2) ergibt sich dann:

qVr-i=—qVe—Vp + Ve[V, @V, + Ve[V, 7 V]
+ iV f) -GNy,
Wenn schlieBlich der Operator V, durch V ersetzt wird, indem nach
18 (10) ¥V, = (Pr)™* -V ist, so ergibt sich die LAGRANGEsche Bewegungs-
gleichung reibender Fliissigkeiten:
[gVr #=—qgVp—Vp+ Ve {rn) ™V -[g(Vr)" - Vi)
(3) A+ Ve ) Ve (Fr) Py A VIR Y F)
—3[(Fr) V.

Es ist hier #= 0r/0¢ zu setzen.

Die EuLersche Form der Bewegungsgleichung erhalten wir aus (2),
wenn wir v = F als neue abhiingige Variable einfithren und # durch
0v/0t 4+ v - Vv ersetzen. Sie lautet folglich:

(4) 524 qv - Vo——gVp—Tp+ - (Vo) + V0 Py+3n ¥ divo—3dively,
wo sich V' auf die Variablen x, y, z bezieht.

Da diese Bewegungsgleichungen fiir reibende Fliissigkeiten von
hoherer Ordnung als diejenige fiir ideale Fliissigkeiten sind, miissen
weitere Grenzflichenbedingungen zu den frither angegebenen hinzu-
kommen, um eine eindeutige Bestimmung der Integrale dieser Glei-
chungen zu ermoglichen.
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An einer inneren Diskontinuitétsfliche
(5) fx,v,2,0) =0 und f(&,y,7,)=0
mul erstens die Vektorspannung pro Flicheneinheit zu beiden Seiten
der Fliache dieselbe sein:
(6) Pr(x,y,z,t) — P'"(x',y',Z,{) =0, wennr=r.
Im Falle verschwindender Zihigkeit, # — 0, reduziert sich diese Be-
dingung nach (1) auf die fiir ideale Fliissigkeiten giiltige dynamische
Grenzflichenbedingung:

plx,v,2z,8) —p'(,9,7,{) =0, wenn r=r,

welche die Gleichheit von isotropem Druck und Gegendruck an einer
inneren Grenzfliche aussagt.

An einer freien Oberfliche gibt die Bedingung (6) speziell:
(7) P"=o0,
da dort Spannungen nicht iibertragen werden kénnen.

An der Grenzfliche (5) miissen ferner die kinematischen Grenz-
flichenbedingungen erfiillt sein:

6 . a’ -7 ’ 1/
O vivi=0, L riri=o,
(3) F—#)Vi=o0, (@F—#) V=0,

wenn r=r.

Diese driicken das Prinzip aus, daB zwei einander gerade gegeniiber-
liegende Teilchen beiderseits der Grenzfliche dieselbe Geschwindigkeit
senkrecht zur Fliche haben wie die Fliche selbst. Uber die Geschwindig-
keitskomponenten #; und #; tangential zur Fliche sagen sie aber nichts
aus. Wenn nun diese voneinander verschieden wiren, wiirden Teilchen
der zwei Medien einander vorbeigleiten und bei vorhandener Reibung
eine Kraft aufeinander ausiiben miissen. Gewohnlich nimmt man an,
daB diese Kraft — die duBere Reibungskraft — dem Geschwindigkeits-
sprung an der Grenzfliche direkt proportional ist, mit einem Pro-
portionalititsfaktor %', dem duferen Reibungskoeffizienten, der mit dem
inneren Reibungskoeffizienten # nicht verwechselt werden darf. Dieser
duBeren Reibungskraft hilt nun die Tangentialkomponente der Span-
nungskraft an der Grenzfliche das Gleichgewicht. Da diese Kompo-
nente die vektorielle Differenz zwischen der Vektorspannung P” und
deren Normalkomponente P" - nn darstellt, erhalten wir die Relation:

Pr — P"-nn = q(r, — /) .

Gewohnlich ergibt sich der duBere Reibungskoeffizient als unendlich
groB, wodurch die tangentiellen Geschwindigkeitskomponenten zu
beiden Seiten der Fliche einander gleich werden:

(9) Fy=: 1.
8*
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Zwei zu beiden Seiten der Diskontinuititsfliche liegende Teilchen
haben dann dieselbe Geschwindigkeit und haften folglich aneinander.
Selbst im Falle verschwindender Zahigkeit, #— 0, bleibt diese Be-
dingung bestehen, und insofern unterscheidet sich dieser Fall erheblich
von dem einer idealen Fliissigkeit, wo tangentielle Geschwindigkeits-
spriilnge vorkommen kénnen.

Ist speziell die Grenzfliche eine duBere, feste und unbewegliche
Flache, so sind die Fliissigkeitsteilchen an dieser Fliche in Ruhe.

Diese Grenzflichenbedingungen koénnten auch hier in der iiblichen
Weise in LaGrANGEscher und EULERscher Form geschrieben werden;
wir wollen aber darauf nicht eingehen.

Viertes Kapitel.

Allgemeine Eigenschaften der hydrodynamischen
Stromfelder.

35. Prognostischer und diagnostischer Gebrauch der Gleichungen.
Analytische Integrationen des vollstindigen hydrodynamisch-thermo-
dynamischen Gleichungssystems sind schwierig, wenn man Integrale
von einiger Allgemeinheit verlangt. Wir miissen deshalb versuchen,
uns auf dem Wege der Diskussion den mehr umfassenden Problemen
ohne Integrationen zu niahern. Ist in dieser Weise ein allgemeiner
Uberblick gewonnen, so werden sich spiter niitzliche Spezialprobleme
ausscheiden.

Statt mit dem gesamten Gleichungssystem anzufangen, werden wir
zundchst einzelne Gleichungen oder Gruppen von Gleichungen heraus-
greifen, um aus ihnen charakteristische Eigentiimlichkeiten der Flussig-
keitsbewegungen abzuleiten, und zwar fangen wir dabei mit der Be-
wegungsgleichung an.

Von einer Bewegungsgleichung kann man im allgemeinen zweierlei
Gebrauch machen. Der direkte Gebrauch ist der prognostische: aus den
gegebenen Bewegungsursachen die Beschleunigung und aus dieser die zu-
kiinftigen Geschwindigkeiten und Ortséinderungen der bewegten Teilchen
abzuleiten. Nicht weniger wichtig ist der umgekehrte diagnostische
Gebrauch: aus dem bekannten oder als gegeben vorausgesetzten Verlauf
der Bewegungen Riickschliisse auf die dahinterliegenden Bewegungs-
ursachen zu ziehen. Diese diagnostischen Untersuchungen schaffen
vielfach die Grundlage fiir die spitere Lésung der prognostischen Auf-
gaben. NEwTONs Ableitung der allgemeinen Gravitation aus den KEP-
LERschen Gesetzen ist das klassische Beispiel des diagnostischen Ge-
brauches einer Bewegungsgleichung, welche die Grundlage fiir die fiir
Jahrtausende giiltigen astronomischen Prognosen geschaffen hat. Wie
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in der Astronomie werden auch in der Meteorologie umfassende dia-
gnostische Studien der rationellen Lésung des Prognosenproblems
vorausgehen milssen.

Diagnosen- und Prognosenproblem laufen gewissermaBen in ein
einziges Problem zusammen, wenn es sich um die zeitlich unveréinder-
lichen stationiren Bewegungsformen und stationdren Zustinde handelt.
Auf diese wird sich deshalb unsere Aufmerksamkeit stark richten.

36. Potential- und Druckfeld. Die hydrodynamische Bewegungs-
gleichung in einfachster Form
1) v=g+ sG
setzt die Beschleunigung gleich der Vektorsumme von Schwerkraft und
Druckkraft, beide auf die Einheit der Masse bezogen. Beim Gleich-
gewicht, wenn © = 0, zeigt der Druckgradient G vertikal aufwirts,
und die Isobarflichen fallen mit den Niveauflichen zusammen. Wenn
dagegen Beschleunigung vorliegt, ist der Druckgradient vorwdrts geneigt
in der Richtung der Horizontalkomponente der Beschleunigung, und die
Isobarflichen haben ein entsprechendes Gefille in derselben Richtung.
Wenn man z.B. eine vollig mit Wasser gefiillte Flasche durch einen
Ruck horizontal vorwirts beschleunigt, neigen sich die Isobarflichen
vorwirts in der Richtung des Ruckes; und sie neigen sich entgegen-
gesetzt, wenn man die in Bewegung geratene Flasche anhilt. Im hori-
zontalen zirkularen Wirbel, wo die Beschleunigung zentripetal gegen die
Achse gerichtet ist, neigen sich die Isobarflichen gegen die Achse, wo-
durch sie die bekannte Trichterform annehmen.

Wihrend sich die Isobarflichen neigen, dndern sie auch ihre gegen-
seitigen Abstdnde. Man sieht beides von einem gemeinsamen Gesichts-
punkt, wenn man die Gleichung als eine scheinbare Gleichgewichts-
gleichung schreibt, so daB das Beschleunigungsglied mit dem negativen
Vorzeichen als Trigheitskraft auftritt. Losen wir die Gleichung (1)
einmal nach g und einmal nach G auf, so ergibt sich:

(24) g=—(sG—v), 2B) G= —g(g—v),
oder
(2A) Ve=—sVp—v, (2B) Vp=gq(—FVep—uv).

Auf der rechten Seite jeder Gleichung tritt eine scheinbare Kraft auf,
in der ersten die Vektorsumme von Druckkraft und Trigheitskraft,
beide auf die Einheit der Masse bezogen, in der zweiten die Vektor-
summe von Schwerkraft und Trigheitskraft, beide auf die Einheit des
Volumens bezogen. Erinnert man sich nun, daB g und G lamellare
Vektoren sind, von denen der erste zu den Niveauflichen senkrecht
steht und numerisch gleich dem reziproken Wert der Dicke 4, der Ein-
heits-Niveauschichten ist, und von denen der zweite senkrecht zu den



118 Physikalische Hydrodynamik.

Isobarflichen steht und numerisch gleich dem reziproken Wert der
Dicke 4, der isobaren Einheitsschichten ist, so findet man die folgenden
Satze, die unmittelbare Verallgemeinerungen der entsprechenden hydro-
statischen Sitze iiber 27 (8) Potential-, Druck- und Massenfeld sind:

(A). Die Niveauflichen verlaufen
senkrecht zu der scheinbaren Kraft,
welche die Vektorsumme der
Druckkraft und der Tragheitskraft
ist; die Dicke der Einheitsiqui-
potentialschichten ist gleich dem
reziproken des Zahlenwertes dieser
auf die Masseneinheit bezogenen
scheinbaren Kraft:

(3A) & .

? = TsG =5

(B). Die Isobarflachen verlaufen
senkrecht zu der scheinbaren Kraft,
welche die Vektorsumme der
Schwerkraft und der Trigheits-
kraft ist; die Dicke der Einheits-
isobarschichten ist gleich dem
reziproken des Zahlenwertes dieser
auf die Volumeneinheit bezogenen
scheinbaren Kraft:

1

CB =g

Die beiden Sitze sind zwei Formulierungen desselben dynamischen
Prinzipes, im Falle (A) ausgedriickt fiir die Ausmessung des Schwer-
kraftfeldes nach hydrostatisch-hydrodynamischen Methoden (oder kiirzer
fiir die barometrische Hohenmessung), im Falle (B) ausgedriickt, um die
Erscheinungen des Druckfeldes in einem bekannten Schwerkraftfelde
zu verfolgen. Nach diesem Satz sieht man, wie sich die Isobarflichen
quasi-hydrostatisch nach derjenigen scheinbaren Kraft einstellen, die
ein Beobachter, der die Bewegung mitmacht, als Schwerkraft empfindet:
die Isobarflachen stellen sich immer senkrecht zu dieser Kraft ein und
dndern ihren gegenseitigen Abstand im umgekehrten Verhidltnis zu
dieser Kraft.

Um die Beziehung des Druck- und des Potentialfeldes zueinander
graphisch darzustellen, hat man zwei Methoden zur Verfiigung.

(I) Man kann die Schnittlinien einer Isobarfliche $ = p, mit einer
Reihe von Niveauflichen ¢ = 0,1, 2, 3, . . . zeichnen. D. h. man zeich-
net eine Karte der dynamischen Topographie der Fliche. Eine Anzahl
solcher Karten, die eine Reihe von Isobarflichen p=1, p =2, p=3, ...
darstellen, gibt ein erstes geometrisches Bild der Beziehung des Iso-
barfeldes zu dem Potentialfelde.

(IT) Man kann die Schnittlinien einer Niveaufliche ¢ = ¢, mit einer
Reihe von Isobarflichen p = 0, 1, 2, . . . zeichnen. Eine Anzahl solcher
Isobarkarten in gegebenen Niveaus ¢ = 0,1, 2, ... geben eine ebenso
vollstindige Darstellung wie (I) von der Beziehung zwischen Druckfeld
und Potentialfeld.

In beiden Darstellungen kommen dieselben Kurven zur Anwendung,
die Schnittlinien zwischen den Isobarflichen und den Niveauflidchen,
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nur nach verschiedenen Prinzipien gruppiert, mit dem Resultat, daB
Karten mit wesentlich verschiedener Ankniipfung an die Dynamik
des fliissigen Systems entstehen. Wir werden deshalb in den folgenden
Entwicklungen unsere Aufmerksamkeit besonders auf die verschiedenen
Eigenschaften zu richten haben, die einerseits bei den Karten der dyna-
mischen Topographie der Isobarflichen und andererseits bei den Isobar-
karten in gegebenen Niveaus auftreten.

Skalare Multiplikation der Gleichungen (2’) mit dem Linienelemente
dr ergibt:
(4A) de=(—sVp—0v)-dr, (4B) dp =q(—Vep —0)-dr.
Setzt man in der ersten dieser Gleichung d¢ = 0, in der zweiten dp = 0,
so erhdlt man:

(54) (—sVp—9v)-dr=o0, (5B) (—Fgp — o) dr=o0.

Die erste Gleichung ist die Differentialgleichung der Niveauflichen,
wie sie im Druckfeld verlaufen, und die zweite ist die Differential-
gleichung der Isobarflichen, wie sie im Potentialfeld verlaufen. Diese
Gleichungen definieren bzw. die Niveau- und die Isobarflichen als die
Normalflichen zu den in den Sitzen (A) bzw. (B) erwihnten schein-
baren Kraften.

Es ist bemerkenswert, daB in der Differentialgleichung der Isobar-
flichen die Massenvariable nicht vorkommt.

Integriert man die Gleichungen (4) lings einer beliebigen Kurve

von einem Punkte 0 zu einem Punkte 1, so erhilt man:
(64) ‘P1_‘P0:/(_SVP—1.’)'dr: (6B) j)l—lb():/q(—V(p—l'))'dr.
Die erste Formel lost die Aufgabe der barometrischen Héhenmessung,
d. h. den Potentialunterschied zweier Punkte zu bestimmen, wenn man
lings einer Kurve, welche die beiden Punkte verbindet, die Werte
von Druck, spez. Volumen und Beschleunigung der Luftteilchen kennt.
Die zweite Formel gestattet uns, den Druckunterschied zweier Punkte
zu bestimmen, wenn man lings einer Kurve, die diese Punkte ver-
bindet, die zusammengehorigen Werte von Potential, Dichte und Be-
schleunigung kennt. Hat man durch Integration der Gleichung (5B)
den Verlauf der Isobarflichen gefunden, so geniigt es, die Integration
(6B) langs einer Kurve auszufithren, die simtliche Flichen schneidet,
um die Druckwerte der einzelnen Isobarflichen zu finden.

Speziell giinstig fiir die Ausfithrung der Integrationen (6) sind
Kurven, die iberall senkrecht zur Richiung der Beschleunigung verlaufen.
Langs solcher Kurven reduzieren sich die Integrale (6) auf die sta-
tischen Integrale:

(74) ‘P1—¢0:—/.36P: (7B) Zbl_?"o:"fqé‘P:
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das sind die Integrale 27 (10), die wir schon in verschiedenen Spezial-
fallen ausgewertet haben, 28. Dies kommt z. B. bei der dynamischen
Untersuchung des zirkularen Wirbels vor, weil hier die Beschleuni-
gung senkrecht zur Wirbelachse ist. Im stationiren zirkularen Wirbel
kann man deshalb die Potential- oder Druckfelder nach den Gleich-
gewichtsformeln (7A) oder (7B) berechnen, vorausgesetzt, daB man die
Integration lings Geraden parallel der Wirbelachse ausfiihrt.

Andererseits hat man einen einfachen Spezialfall von (6A), wenn
man die Kurve in eine Isobarfliche legt und von (6B), wenn man
die Kurve in eine Niveaufliche legt. In der Isobarfliche hat man
Vp-dr=dp =0, in der Niveaufliche Vo -dr=de =0, und die
Gleichungen (6) werden:

(8A) 971_‘%70:“/'."‘”: (8B) Pl_?o:—/‘lv'd"-

Die erste Gleichung gibt die Potentialdifferenzen, die verschiedene
Punkte einer und derselben Isobarfliche haben koénnen, die zweite gibt
die Druckdifferenzen, die man in einem und demselben Niveau finden
kann.

Die Gleichungen (8) geben wichtige Eigenschaften derjenigen zwei-
dimensionalen Vektoren, die durch die Projektion des Vektors v auf
die Isobarfliche und des Vektors gov auf die Niveaufliche bestimmt
sind. Wir werden die Isobarprojektion durch den Index s, die Pro-
jektion auf die Niveaufliche oder die Horizontalprojektion durch den
Index # bezeichnen. Fiir diese zweidimensionalen Vektoren kann man
dann nach (8) die folgenden Gleichungen schreiben:

(9A) ljisz_Visq): (9B) q'}h:—VhP;

wo V;; und V}, Aszendentenoperationen in den betreffenden Flachen sind.
Also: die Isobarprojektion der Beschleunigung ist ein zweidimensionaler
potentieller Vektor mit dem Wert des Schwerepotentiales in der Isobar-
fliche als Potential; und die Horizontalprojektion des Vektors Dichte
mal Beschleunigung ist ein potentieller Vektor mit dem Wert des
Druckes in der Niveaufliche als Potential. Es folgen hieraus wichtige
Fundamentaleigenschaften der oben definierten Karten. Die topo-
graphischen Karten der Isobarflichen geben die lamellare Darstellung
der Isobarkomponente v; der Beschleunigung: dieser zweidimensionale
Vektotr D ist senkrecht zu den Niveaukurven der Karte im Sinne ab-
nehmenden Potentiales gerichtet und numerisch gleich dem Reziproken
des Abstandes zwischen den Einheitsniveaukurven. Ahnlich geben die
Isobarkarten in gegebenen Niveaus die lamellare Darstellung der Hori-
zontalkomponente q¥; des Vektors Dichte mal Beschleunigung: Dieser
zweidimensionale Vektor ¢0, ist senkrecht zu den Isobarkurven im
Sinne abnehmenden Druckes gerichtet und ist numerisch gleich dem
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Reziproken des Abstandes zwischen den Isobarkurven fiir den Druck-
unterschied Eins.

Die Gleichung (9A) kann man auch skalar
(10) by = — 22
schreiben, wo ds das Element einer Kurve gréBten Gefilles auf der Isobar-
fliche ist. Ersetzt man hier dg durch gdz, so findet man die Verhiltnis-
zahl dz/ds, welche der Sinus des Winkels 0, ist, den die Isobarfliche
mit der Niveaufliche bildet:

(11) sin@,,:—”?”.

Man hat also die einfache Relation: das Verhiltnis der isobaren Be-
schleunigungskomponente zur Schwerebeschleunigung gibt den Sinus
des Neigungswinkels der Isobarfliche.

Die isobare Beschleunigungskomponente 148t sich durch die vertikale
Beschleunigungskomponente #, und die horizontale i, ausdriicken:
Uss = UpSinfp + 03, cosf,. Setzt man dies in (11) ein und 16st nach
den Winkel 6, auf, so findet man die Tangente des Winkels zwischen
Isobarfliche und Niveaufliche

(12) tgh, = — — 4

als das Verhaltnis der horizontalen Beschleunigung zu der Summe der
Schwerebeschleunigung und der vertikalen Beschleunigung. Diese
Formel findet man auch leicht von der Bewegungsgleichung aus, indem
der zu der Isobarfliche senkrechte Vektor g — 0 die Horizontalkompo-
nente — ; und die Vertikalkomponente —g —%, hat. Bei dem Ubergang
von dem Vektor g — ¥ zu der Vertikalkomponente desselben tritt g
mit dem negativen Vorzeichen auf, weil die Schwerkraft nach unten
gerichtet ist.

Wenn die Beschleunigung rein horizontal ist, vereinfacht sich die
Formel (12) auf

Un

die beispielsweise die Neigung der Isobarflichen im stationiren zirku-
laren Wirbel im konstanten Schwerkraftfelde gibt.

Die Formeln (1) bis (12) beziehen sich auf ganz beliebige Fliissig-
keitsbewegungen, die mit Beschleunigungen beliebiger Richtung und
beliebiger Intensitdt verlaufen konnen. Je mehr man aber von den
reinen Lokalerscheinungen zu Bewegungen groBen Ausmafes iibergeht,
um so kleiner werden die Beschleunigungen im Vergleich zur Schwere-
beschleunigung und um so mehr nihert sich die Druckverteilung der
durch das Schwerefeld bestimmten statischen Druckverteilung. Und
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noch eins kommt bei den ganz groBen atmosphirischen und ozea-
nischen Bewegungen hinzu: ebenso wie die vertikalen Dimensionen der
Atmosphdre und des Meeres klein sind im Vergleich zu den horizon-
talen, werden auch die vertikalen Komponenten von Geschwindigkeit
und Beschleunigung klein gegentiiber den horizontalen.

Bei den groBen atmosphérischen und ozeanischen Bewegungen kann
man deshalb vielfach die horizontalen Beschleunigungskomponenten
als klein von erster Ordnung und die vertikalen als klein von zweiter
Ordnung im Vergleich zur Schwerebeschleunigung betrachten. Die Be-
wegung findet dann, wie wir sagen werden, unter guasi-statischen Be-
dingungen statt. Die Gleichgewichtsgleichung scheint dann lings jeder
einzelnen Vertikalen sehr angenihert erfiillt zu sein. Infolge der hori-
zontalen Beschleunigungen sind aber die Isobarflichen schwach geneigt,
und man findet verschiedene Gleichgewichtsbedingungen lings zwei ver-
schiedenen Vertikalen, die hinldnglich weit voneinander entfernt sind.

Unter diesen quasi-statischen Bedingungen kann man die Formeln
(11), (12), (13) als miteinander identisch betrachten, weil bei den kleinen
Winkeln kein Unterschied zwischen Sinus, Tangente und Winkel selbst
besteht, und weil gleichzeitig der Unterschied zwischen Isobarkompo-
nente und Horizontalkomponente der Beschleunigung verschwindet.
Endlich kann man bei dieser Bewegungsform die statischen Formeln
(7A) und (7B) in Anwendung bringen, nicht nur auf rein vertikale
Kurven, die senkrecht zu der Horizontalbeschleunigung verlaufen, sondern
auch auf Kurven, die wir als gquasi-vertikal bezeichnen wollen, das sind
solche Kurven, deren Neigungswinkel mit der Horizontale gro3 sind im
Vergleich zu den Neigungswinkeln der Isobarflichen mit der Horizontale.

37. Diskontinuitatsflachen. Beim Gleichgewichte herrscht Homo-
tropie der Felder der Masse, des Druckes und des Potentiales. Wie
sich bei der Bewegung die Isobarflichen von den Niveauflichen der
Schwerkraft trennen, ist eben gezeigt worden. Wie sich gleichzeitig
die 4quisubstantiellen Flichen verhalten — auBler bei den autobaro-
tropen Flissigkeiten, wo sie ein fiir allemal den Isobarflidchen folgen —,
wird dagegen erst spiter allgemein erértert werden kénnen. Der Extrem-
fall einer Diskontinuitatsfliche, an der die Dichte und das spez. Volumen
einen plotzlichen Sprung erleidet, 148t sich aber gleich unter Beriick-
sichtigung der Grenzflichenbedingungen behandeln.

In einer inkompressiblen Fliissigkeit gehért eine Diskontinuitdts-
fliche direkt dem System der dquisubstantiellen Flichen an, sie kann
als eine Anzahl von zusammenfallenden &quisubstantiellen Flichen
betrachtet werden. In der kompressiblen Fliissigkeit gehen die dqui-
substantiellen Flichen von der einen Seite in die Diskontinuitédtsfliche
hinein, folgen ihr eine gewisse Strecke und gehen dann auf der anderen
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Seite wieder hinaus. Sie besteht also auch in diesem Falle iiberall aus
zusammenfallenden #quisubstantiellen Flichen, obschon nicht in ihrer
ganzen Linge aus denselben dquisubstantiellen Flichen. Die Abb. 5a, b
zeigen, wie man die Diskontinuititsfliche (a) als Grenzfall einer kon-
tinuierlichen Verteilung (b) ansehen kann. Wir bezeichnen im folgenden

7 a:‘% +3

e

s (-5‘0 «J //’ S-S”*Z Sn.% +Z

e
S /

—— -

Frey // S=5,*7 S=5+7

- d

e

e A §=5, =,
S'-.S;,*f //, 0 / 8" .%

— S=5-7 —F — S
5557 . % / . S=877

Abb. 5. a) Diskontinuititsfliche, b) Ubergangsschicht.

die GroBen auf der einen Seite der Fliche wie frither mit ungestrichenen,
auf der anderen Seite mit den entsprechenden gestrichenen Buchstaben.

An der Diskontinuitatsfliche sind nach den Grenzflichenbedingungen
der Druck und die Normalkomponente der Geschwindigkeit stetig. Die
Tangentialkomponente der Geschwindigkeit kann sich dagegen sprung-
haft indern, und die Vektordifferenz v — v’ist also ein zu der Fliche tan-
gentieller Vektor, der die Geschwindigkeit darstellt, womit die Massen

beiderseits der Fliche - -
aufeinandergleiten. Be- - N a

findet sich die Diskonti-
nuititsfliche in Ruhe,

so sind die beiderseitigen 7}__/71_- _}.} }_ b
normalen Geschwindig-

keitskomponenten Null,  pb 6. Geschwindigkeitsfelder bei einer Diskontinuititsfliche.
und die Stromlinien

laufen tangentiell zu der Diskontinuititsfliche, ohne sie zu durchsetzen
(Abb. 6a). Bewegt sich dagegen die Fliche, so hat jede der Geschwindig-
keiten v und v’ eine Komponente langs der Normale der Fliche gleich
der Geschwindigkeit der Fliche senkrecht zu sich selbst. In diesem
Falle durchsetzen die Stromlinien die Diskontinuititsfliche (Abb. 6Db),
aber mit eimer Brechung, die um so grofer ist, je grofer der tangentielle
Geschwindigkeitssprung ist. Diese Brechung der Stromlinien ist ein
wichtiges Kennzeichen der atmosphérischen Diskontinuitatsflichen oder
richtiger der Ubergangsschichten, die so diinn sind, da8 sie im Karten-
malstab als Flachen erscheinen.

Sind die Drucke ¢ (x, y, 2, ) und ¢’(x, y, 2, f) in den flissigen Massen
beiderseits der Grenzfliache gefunden, so gibt die Kontinuitit des Druckes:

(1) p—p'=0,
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wodurch die Gleichung der Diskontinuititsfliche in endlicher Form dar-
gestellt wird. Um die Eigenschaften der Fliche zu verfolgen, bilden wir
nach 36 (4B) die Druckdifferentiale dp und dp’:

dp = q(—Vep —0)-ar,
@ { dp'=g¢(—Ve —0') dr’.
Auf der einen Seite der Flache laufen die Isobarflichen senkrecht zum
Vektor —V @ -0, auf der anderen Seite senkrecht zum Vektor — Ve —0°.
Jetzt sind die Geschwindigkeiten v und v’ verschieden, und gewéhn-
lich werden dann auch die Beschleunigungen © und ©’ beiderseits der
Grenzfliche verschieden sein. An der Diskontinuitdtsfliche erfolgt des-
halb wm allgemeinen eine Brechung der Isobarflichen. Dies gibt wieder
ein wichtiges Merkmal, um bei der Analyse der Wetterkarten die Dis-
kontinuitétsflichen aufzufinden.

Die beiden physikalisch verschiedenen Linienelemente 4r und 4r’
in den Gleichungen (2) kénnen wir jetzt in der Grenzfliche der beiden
Fliissigkeitsmassen geometrisch zusammenfallen lassen. Fiir diese in
der Grenzfliche zusammenfallenden Linienelemente gilt dann nach (1)
dp — dp’'= 0, und wir erhalten:

[(g — ¢) (—Vep) — (qgo—g'v")] dr=0.
Dividiert man mit ¢ — ¢’ und fithrt die HilfsgréBe

Sk g —q’v’
6) g — 2= LY
ein, so findet man als Differentialgleichung der Diskontinuititsfliche:
4 [V — %] dr=0,

eine Gleichung, die, wie man sieht, aus der Differentialgleichung fiir die
Isobarflichen 36 (5B) entsteht, wenn man den einfachen Beschleuni-
gungsvektor U durch den zusammengesetzten Beschleunigungsvektor o*
nach (3) ersetzt. Dies gestattet uns aus dem, was wir fiir die Neigung
der Isobarflichen relativ zu den Niveauflichen entwickelt haben, ent-
sprechendes fiir die Neigung der Diskontinuititsflichen abzuleiten.
Bemerken wir dabei zugleich, daB (4) in die Differentialgleichung einer
Niveaufliche iibergeht, wenn ©* = 0, d.h. wenn ¢v = ¢'?’, und in
die Differentialgleichung einer Isobarfliche, wenn © =0’ = 0* d. h,
wenn keine Diskontinuitit der Beschleunigung vorliegt, so findet man
die folgende Regel:

Die Diskontinuititsfliche hat ein Gefille in Richtung der Horizontal-
projektion des Vektors 0% und filli dabei mit einer Isobarfliche zusam-
men, wenn kein Beschleunigungssprung vorliegt, v = v’, dagegen wmit
einer Niveaufliche, wenn kein Sprung des Vektors Dichte mal Beschleu-
nigung vorliegt, q = ¢'v’.



Diskontinuitatsflachen. 125

Da der Vektor v* jede Richtung im Raume haben kann, kann die
Diskontinuitétsfliche jeden beliebigen Winkel sowohl mit den Niveau-
flichen wie mit den Isobarflichen bilden.

Der Neigungswinkel mit den Niveaufldchen wird, der Gleichung 86 (12)
entsprechend, wenn wir die Indices # und v durch ¢ und #» ersetzen,
durch die Formel

o g0, —q'?,
®) tg0a = g+oy  gla—9)+ ghu—q'0,

gegeben, wo die Bedeutung von o} und 7% direkt aus (3) hervorgeht,
In dem Spezialfalle, wo die Beschleunigung horizontal ist, ergibt sich
die einfachere Formel:

s % . ra
6 tglhy = — = — L AT LT

die z. B. in einem horizontalen zirkularen Wirbel in Anwendung kommt.

>

Die oben betrachtete Diskontinuititsfliche ist nicht die einzige,
welche in den meteorologischen Anwendungen von Wichtigkeit ist.
Wir begegnen dort auch einer anderen Art, die wir in Analogie mit
den Bezeichnungen von HADAMARD eine Diskontinuitdtsfliche erster
Ordnung nennen wollen (dabei ist die gewShnliche Diskontinuitatsfliche
als von wnullter Ordnung zu betrachten). Die Diskontinuitétsfliche
erster Ordnung ist definitionsgemdB dadurch charakterisiert, daB Be-
schleunigung und Dichte an der Fliche stetig sind, d.h.:

(7) g=4¢ und =0,

wihrend ihre Ableitungen normal zur Fliche einen Sprung erleiden.
Aus der Bewegungsgleichung 30 (3) sieht man, daB der Druck-
gradient dann beiderseits der Fliche derselbe ist, d.h.:

(8) Ve =Vp'.
Die Taviorsche Entwicklung der Drucke p und ¢’ lautet nun:
p(r+dr) = p(r)+ Vprdr 4 dr - VVp-dr + ...
Pr4dr)y=p@E) +Vp dr'+dr - VVp -dr'+...

Da p gleich ¢’ ist fiir dr = dr’, so folgt hieraus durch Subtraktion
unter Beachtung von (8):

) dr-V(Vp —Vp)-dr=o0.

Durch Einfithrung der Werte von V4 und Vp’ nach der Bewegungs-
gleichung 30 (3) ergibt dies

ar Vig(—Vp —0) — ¢'(—=Vp —0")]"dr=0
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oder nach Ausfithrung der Differentiationen und Beachtung von (7):
9) ar [(Vig—q) Ve +0)+qV(®—v)] dr=o0.

Die Gleichung (9') wird besonders einfach, wenn das Koordinatensystem
so gewihlt wird, daB die Diskontinuititsfliche im betrachteten Punkte
die Ebene z = 0 berithrt. Da ¢ — ¢’, © — 0’ langs der Fliche Null
sind, hat man:

0 , i} p J . ., d . .,
5(9—9):3;(9—9)20, E(v—v):;@(v—v):o.
Betrachten wir den Fall, wo die einzige dulere Kraft die Schwerkraft

mit den Komponenten 0, g,, g, ist, so vereinfacht sich die Glei-
chung (9") auf:

dlg—q) . olo.—d! . blg—q) , 0lo,—dL
floc 302000 1 20N g gy ) Q)4 Ol gy
Soll diese Gleichung mit dz = 0 identisch sein, so muB:
. 0lg—q) (v, — v,)
I T 7
S = 9q—9)

0z

sein. Der Winkel 6}, den die Diskontinuitidtsfliche mit der Horizontal-
ebene bildet, wird durch die Gleichung:

4 8y
tg Od = E
gegeben. Ist 6, wie es in den Anwendungen immer der Fall ist, klein,
so hat man angendhert:
8:=§,
und es ergibt sich:
olg — ¢ (o, — v,
(qazq)+q (Vaz )
g —9)

0z

Wenn 6; klein ist, kann man ohne groBen Fehler 0/0z als Ableitung
langs der Vertikalen statt als Ableitung senkrecht zur Fliche deuten.

Uy

(10) tgty =

38. Niveaufldchen und Isobarflichen im stationdren zirkularen
Wirbel. Die verschiedenen Resultate, die wir aus den Grundgleichungen
ableiteten, werden wir anwenden auf den wichtigen Fall des stationdren
zirkularen Wirbels, deren Kinematik wir schon (20) diskutiert haben.

Die kinematische Analyse zeigte, daB wir eine besondere Klasse dieser
Wirbel ausscheiden kénnen, die durch die folgenden Eigenschaften ge-
kennzeichnet ist: die Beschleunigung ist ein potentieller Vektor, die Zir-
kulation geschlossener materieller Kurven ist zeitlich unverinderlich und
die koaxialen Zylinderflichen sind solidifiierbar. Da nun, nach 33, S.111,
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Wirbelfreiheit der Beschleunigung und Barotropie des Massenfeldes un-
trennbar zusammengehéren, so kénnen wir den speziellen Wirbeltypus
barotrop und den allgemeinen baroklin nennen. Wir haben somit all-
gemein:

Der barokline Wirbel ist, auBer durch ein baroklines Massenfeld, noch
durch die folgenden Eigenschaften gekennzeichnet: die Beschleunigung
ist ein wirbelnder Vektor, die Zirkulation geschlossener materieller
Kurven ist eine lineare Funktion der Zeit und die koaxialen Zylinder-
flichen sind nicht solidifiierbar.

Der barotrope Wirbel ist auBer durch ein barotropes Massenfeld
noch durch die folgenden Eigenschaften gekennzeichnet: wirbelfreie
Beschleunigung, zeitlich unverédnderliche Zirkulation geschlossener
materieller Kurven, solidifiierbare koaxiale Zylinderflichen.

In der autobarotropen Fliissigkeit sind nur barotrope Wirbel méglich,
wihrend in der allgemeinen Fliissigkeit sowohl der allgemeine barokline
wie der spezielle barotrope Wirbel auftreten kann.

Im stationdren zirkularen Wirbel ist die Beschleunigung die rein
zentripetale 20 (5):

(1 b— —w2 = —wF(ho.

Die Ausdriicke 36 (4) des Potentialdifferentiales und des Druckdifferen-
tiales im stationdren zirkularen Wirbel werden dann:

(2A) do = (—sVp+ w?Q)dr, (2B) dp =q(—Vp + w29) dr.

Die Differentialgleichungen der Niveauflichen bzw. der Isobar-
flaichen werden:

(BA) (—sVp+ w29)-dr=0, (3B) (—Ve + w20) dr=0.

Die letztere, die Differentialgleichung der Isobarflichen, sagt aus, daB
diese Flichen senkrecht zu der Resultante der duBeren Kraft —Ve
und der Zentrifugalkraft w?@ verlaufen.

Fiir den barotropen Wirbel sind beide Gleichungen integrabel. Denn
wegen der Barotropie ist sV ein lamellarer Vektor sV$ = Vx, und
die wirbelfreie Zentripetalbeschleunigung —w?@ 148t sich durch das
Aszendentenpotential yx:

(4) —w2Q=Vy, wo y=—[wodr,

ausdriicken, das gleichzeitig das Gradientenpotential der Zentrifugalkraft
wird, w?@ = —Vy. Fiihrt man dieses in (3) ein, so erhdlt man

(5A) 7 + x = konst., (5B) ¢ + y = konst.

als endgiiltige Gleichungen der Niveauflichen bzw. der Isobarflichen
des barotropen Wirbels. Wir werden einige Anwendungen der letzten
Gleichung machen.



128 Physikalische Hydrodynamik.

Die GroBe
(6) v =e,2) + (o)
ist das Potential der scheinbaren Kraft, die als Vektorsumme der
duBeren Kraft und der Zentrifugalkraft entsteht. Die Isobarflichen
des barotropen zirkularen Wirbels sind die Niveauflichen dieses zu-
sammengesetzten Potentiales, das man somit zeichnerisch durch gra-
phische Addition der Felder der beiden einzelnen Potentiale findet.
Im konstanten Schwerefelde mit dem Potential ¢ = gz sind die
Isobarflichen eines beliebigen barotropen Wirbels die Niveauflichen

des Potentiales:
(7 y=gz+ x(o) -

Abb. 7. Abb. 8.
Abb. 7 u. 8. Barotrope zirkulare Wirbel im konstanten Schwerefelde.

Wir kénnen zwei Beispiele betrachten:

® p=iote ght y=gztiater,
2 2 2
©) l:ﬂ@’% gibt w:gz—l—zw"—i;’.

Die Abb. 7 und 8 geben die durch graphische Addition gefundenen
Profilkurven der Isobarflichen. Die erste Figur stellt die bekannten
Parabeln dar, die sich ergeben, wenn die Fliissigkeit wie ein starrer
Kérper rotiert. Die Profilkurven der zweiten Abbildung sind dritten
Grades mit den horizontalen Geraden gz = konst. als Asymptoten. Die
Winkelgeschwindigkeit in diesem Wirbel

9) 0=

2w,

92

1 =

ta
fangt mit dem Maximalwert 2w, an der Achse an, wo die Bewegung
angendhert diejenige eines starren Kérpers ist, sinkt in dem Abstande

Qo auf den halben Wert w, herab und strebt im unendlich Fernen wie
©~? gegen Null. Die entsprechende lineare Geschwindigkeit v = wp



Niveauflichen und Isobarflichen im stationdren zirkularen Wirbel. 129

fingt mit dem Wert Null an der Achse an, steigt zu dem Maximalwert
Vg = Wy0, iIm Abstande g, an und nimmt dann wieder im unendlich
Fernen nach dem Gesetz p~! ab. In diesem Wirbel dritten Grades
kombiniert sich also die Rotationsbewegung eines starren Korpers nahe
an der Achse mit der wirbelfreien Zirkulationsbewegung im unendlich
Fernen. Im Abstand g, von der Achse, wo der Ubergang von dem einen
Wirbeltypus zum anderen am schnellsten ist, hat die Iscbarfliche
ihre halbe Tiefe erreicht.

Als erstes Glied in (6) fuhren wir weiter das Potential einer Zentral-
kraft ein, die zu einem Punkte auf der Wirbelachse hin gerichtet ist.
Ist r der von diesem Punkte aus gemessene Radiusvektor, so bekommt
man als Potential der scheinbaren Kraft:

(10) y=9¢0) + 20,
deren Niveauflichen die gesuchten Isobarfldchen sind.
Ein erstes Beispiel ist:

1 1
1) p= g =) — 5 2t

Das erste Glied ist das Potential der Schwerkraft im Innern einer
homogenen Kugel, wenn g die Anziehung im Abstande 7, vom Zentrum
ist. Das Potential ist so bestimmt, daB} es fiir » = 7, den Wert 0 hat.
Das zweite Glied ist das Potential der Zentrifugalkraft bei der Rotation
der ganzen Masse als fester Kérper mit der Winkelgeschwindigkeit £2.
Die Flachen vy = konst. sind Umdrehungsellipsoide. Deutet man g als
der polare Wert der Schwere, 7, als der polare Erdradius und £ als die
Winkelgeschwindigkeit der Erde, so gibt yw = 0 ein Ellipsoid, dessen
dquatoriale Achse 21,9 km langer ist als die polare, wihrend die geo-
ddtischen Messungen 21,1 ergeben. Der Unterschied rithrt von der
heterogenen Verteilung der Massen im Erdinnern her und von der nicht
genau zentralen Richtung der Schwerkraft, wenn der anziehende Korper
Ellipsoidgestalt hat.
AuBerhalb der Erde kann man

(12) y = _goﬂo(i — L) — igzgz

setzen. Die Flichen v = konst. stellen dann die Isobarflichen in
einer mit der Erde rotierenden Atmosphire dar (Abb. 9), wenn diese
Atmosphéare im Vergleich zu der festen Erde verschwindende Masse hat.
=0 gibt eine fast ellipsoide Fliche, deren dquatorialer Radius 22,0 km
langer ist als der polare, die also fast dieselbe Darstellung der Erdober-
flache gibt wie (11). Weiter auBen weichen die Flichen immer mehr
von der Ellipsoidform ab. Eine singulidre Fliche schneidet sich selbst
lings eines Kreises in der Aquatorebene. Auf diesem Kreise halten sich

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 9
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Schwere und Zentrifugalkraft das Gleichgewicht. Diese singulire Fliche
begrenzt einen linsenformigen Raum um die Erde, innerhalb dessen
die Schwerkraft eine mit der Erde rotierende Atmosphire festhilt.
Der idquatoriale und der polare Durchmesser dieser Linse verhalten
sich wie 3:2 und der dquatoriale Durchmesser betrigt 6,7, der polare
4,45 Erddurchmesser.
SchlieBlich kénnen wir die Kombination
(13) v =—eri(s — o) — 224
! 14+ g

7 7,

betrachten (Abb. 10). Bei hinlidnglich kleinen Werten von w, wird die
Anziehung iiberall die Oberhand gewinnen, und simtliche Aquipotential-

Abb. 9. Abb. 9 u. 10. Barotrope kosmische Wirbel.

flichen werden geschlossene, mehr oder minder flache ellipsoide Flichen.
Fiir hinldnglich groBe Werte von w, werden zugleich nichtgeschlossene
Flichen auftreten. Fiir alle hinldnglich groBen Werte von w, wird es eine
mittlere Zone geben, wo die Zentrifugalkraft im UberschuB ist, wihrend
die Anziehung die Oberhand gewinnt sowohl in allen gréBeren als auch
in allen kleineren Abstinden. Unter den Flichen gibt es dann eine ge-
schlossene singulire Fliche, die sich lings eines Kreises in der Aquatcr-
ebene selbst schneidet und die den Raum in drei verschiedene Gebiete
teilt: einen inneren Raum, in dem alle Flichen geschlossen und einfach
zusammenhingend sind; einen 4uBeren Raum, in dem ebenfalls alle
Flichen einfach zusammenhingende, geschlossene Flidchen sind; und
einen ringférmigen Raum, in dem alle Flichen ringférmig sind. Die
innerste ringférmige Fliche ist zu einem Kreise in der Aquatorebene
zusammengeschrumpft. Zwischen diesem Kreis und dem Kreis, in dem
die singuldre Fliche sich selbst schneidet, iiberwiegt die Zentrifugalkraft
die Anziehung, und man hat hier eine Druckinversion, deren Druck-
gradient zum Anziehungszentrum hin gerichtet ist.
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Die gezeichneten Figuren geben den Verlauf der Isobarflichen nur
in den barotropen Wirbeln. Die Werte des Druckes auf den verschiedenen
Flichen findet man bequem, wenn man die Daten hat, um das Integral
36 (7B) lings einer geraden Linie parallel der Wirbelachse berechnen
zu konnen. Denn lings dieser Linien bestehen die Gleichgewichts-
beziehungen zwischen Potential, Druck und Dichte oder spez. Volumen,
und zwar im barotropen Wirbel identisch dieselbe Gleichgewichts-
beziehung lings aller Parallelen zur Wirbelachse. So konnen beispiels-
weise lings der Parallelen zur Wirbelachse im barotropen Wirbel, sei
er von irdischen oder kosmischen Dimensionen, sidmtliche im Ab-
schnitt 28 entwickelten Gleichgewichtsbeziehungen bestehen.

Von den gegebenen Beispielen barotroper Wirbel kann man zu ver-
wandten Beispielen barokliner Wirbel iibergehen, indem man die ein-
gehenden Konstanten durch passende Funktionen ersetzt, die explizite
oder implizite von z abhingen. Im Ausdruck (9) des Wirbels dritten
Grades kann man z. B. die Konstante w, durch eine Funktion w,(z) oder
wq () ersetzen. Statt des barotropen Wirbels, wo alle Isobarflachen gleich
groBe Depressionen haben, erhilt man dann einen baroklinen, in der
die verschiedenen Isobarflichen verschieden tiefe Depressicnen haben.
Hat man die Isobarflichen eines solchen barcklinen Wirbels gefunden,
so kann man wieder die Druckwerte mit Hilfe der Gleichgewichts-
bedingungen lings Parallelen zur Wirbelachse finden. Diese Gleich-
gewichtsbedingungen sind aber nicht mehr wie im barotropen Wirbel
identisch dieselben fiir alle diese Geraden, sondern dndern sich mit
deren Abstand von der Achse.

Indem wir den Wert (1) der Beschleunigung in 36 (13) einfiihren,
finden wir, daB die Isobarflichen des Horizcntalwirbels im kconstanten
Schwerkraftfelde den Neigungswinkel
(14) g0, = 7, = 4 »%e
haben, wodurch die Trichterform dieser Flichen entsteht.

Um die allgemeine Formel 36 (12) auf einen kosmischen Wirbel
anwenden zu konnen, bezeichnen wir mit g, die reine Anziehungskraft
an der betrachteten Stelle. Dieser in der Meridianebene gelegene Vektor
bildet einen Winkel ¢ mit der Rotationsebene oder mit der Aquator-
ebene des kosmischen Wirbels. Befindet sich der betrachtete Punkt
im Abstande g von der Wirbelachse, so hat die Zentripetalbeschleunigung
—w?Q die Projektionen 9, = —w?gcos¢ und 9; = —w?gsing auf Nor-
male und Tangentialebene der Niveauflichen der reinen Anziehungskraft,
die ja Flichen senkrecht zum Vektor g, sind. Die Formel 36 (12) fiir die
Neigung der Isobarflichen relativ zu diesen Niveauflichen wird dann:
(15) tgf, = w'osing

ga— w¥pcosg’
9*
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Tiir einen Beobachter, der in Richtung der Zentripetalbeschleunigung
sieht, neigen sich die Isobarflichen abwirts unter die Niveauflichen
der Anziehungskraft: dies gibt die bekannte Abplattung der Isobar-
flichen relativ zu den Niveauflichen der reinen Anziehung.

Auf der Erde sind die Niveauflichen der reinen Anziehungskraft g,
sehr nahe Kugeln, und ¢ wird die geographische Breite auf der Kugel,
also g == rcosp, wo r der Kugelradius ist. Fithren wir die Winkel-
geschwindigkeit der Erde als festen Kérper ein, o = £, so gibt (15):

_ Qgsing  Q%ysing cose
\(:S) tgeo-ga——ngcosq?— g »
(17) g =g, — Qgcosp = g, — 27 cos?yp

die GroBe ist, die wir als Erdbewohner die Schwere nennen und die durch
das Zusammenwirken von Massenanziehung und Zentrifugalkraft ent-
steht. 6, ist der Winkel, den die Niveauflichen dieser Schwere mit
den Niveauflichen der reinen Anziehung bilden. Oder, wie wir uns kurz
ausdriicken wollen: 6, ist der Winkel, den die Niveauflichen der rotieren-
den Ervde mit den Niveauflichen der ruhenden Erde bilden.

Denken wir uns die Atmosphire fortwihrend als zirkulare Wirbel,
aber mit Winkelgeschwindigkeiten, die nur wenig von denjenigen der
festen Erde abweichen, so kénnen wir

(18) w=9+%

einfithren, wo v die relativ zur ro iczencden Erde gemessene lineare Luft-
geschwindigkeit lings den Peyillelen ist. Fiir diesen Begriff wollen wir
den Ausdruck zomaler Wind benutzen (oder auch zonale Windkompo-
nente, wenn der Wind auch eine Meridionalkomponente besitzt). Ein
Erdbewohner wird den positiven zonalen Wind v als einen Westwind,
und den negativen zonalen Wind v als einen Ostwind empfinden. Der
Westwind gibt vergréBerte, der Ostwind verkleinerte, absolute Umlaufs-
geschwindigkeit (18), d.h. in einer Westwindzone haben die Isobarflichen
mehr abgeplattete und in einer Ostwindzone weniger abgeplattete Formen
als die Niveauflichen der rotierenden Erde. Ein Erdbewohner, der in die
Richtung des zonalen Windes blickt — gleichviel des Westwindes wie des
Ostwindes —, beobachtet ein nach links gerichtetes Gefille der Isobar-
flichen, wenn er sich auf der nérdlichen Halbkugel befindet, und ein
nach rechts gerichtetes Gefille, wenn er sich auf der siidlichen Halb-
kugel befindet.

Um den Neigungswinkel 0,, zu bestimmen, welche die Isobarflichen
des reinen zonalen Windes mit den Niveauflichen der rotierenden Erde
bilden, kénnen wir (18) in (15) einfithren. Wenn wir (16) und (17) be-
riicksichtigen und Quadrate der kleinen GroBe v/o vernachlissigen, er-

gibt sich: 2%vsing cosg 4 20

tgd, = “Zysing,
gUp z g @
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und da es sich um so kleine Winkel handelt, daB sich die Tangenten wie
die Winkel summieren lassen, finden wir unter Berticksichtigung von (16):

z

(19) tg0,, = %f—v sing = 22y,
Im letzten Ausdruck ist £, die Winkelgeschwindigkeit um die lokale
Vertikale z. Lost man andererseits diese Gleichung nach v auf, so er-
hilt man:

(20) v = Eﬁptgﬁmzzi%tgap,.

Die Formeln zeigen: jeder stationiren zonalen Windgeschwindigkeit v
entspricht auf jedem Breitengrad ein bestimmter Neigungswinkel 8,,, der
Isobarflichen gegen die Niveauflichen der rotierenden Erde; und um-
gekehrt, jedem solchen Neigungswinkel 0, entspricht eine bestimmte
stationdre zonale Windgeschwindigkeit .

Dieses Gesetz gestattet uns, aus der Druckverteilung die Windver-
teilung oder aus der Windverteilung die Druckverteilung in der als
zirkularen Wirbel aufgefaBten Atmosphédre abzuleiten; dies wird im
Kapitel XV durchgefiihrt.

Die Formeln (19) und (20), die wir hier fiir die zonalen Winde ab-
geleitet haben, sind, wie wir spidter zeigen werden, fiir stationire
Winde aller Windrichtungen giiltig und sind in dieser verallgemei-
nerten Form der Ausdruck des barischen Windgesetzes. DaBl dieses Gesetz
sich von dem Azimut als v6llig unabhingig erweisen wird, sieht man
unmittelbar voraus, wenn man die Rotation der Erde in zwei Kompo-
nenten zerlegt, eine um die lokale Vertikale und eine um eine hori-
zontale meridionale Achse. Die Rotation um die letztere Achse kann
keine Neigung der Isobarflichen erzeugen. Die Neigung dieser Flichen
kann nur von der Rotation @, = 2sing um die lokale Vertikale ab-
hingen, und relativ zu dieser Achse muB} sich der Wind eines jeden
Azimuts gleich verhalten.

39. Diskontinuitédtsfldchen im stationdren zirkularen Wirbel. Zu
den Formeln fiir eine Diskontinuitdtsfliche im stationiren zirkularen
Wirbel kénnen wir jetzt in zweierlei Weise gelangen. In den allgemeinen
Formeln fiir eine solche Fliche, die in 87 gegeben sind, kénnen wir fiir
die allgemeine Beschleunigung © die spezielle Zentripetalbeschleunigung
—w?Q des Wirbels einfithren. Oder wir koénnen die Analogie der Dis-
kontinuitatsfliche mit den Isobarflichen ausnutzen und die im vorigen
Abschnitte entwickelten Formeln fiir Isobarflichen zu solchen fiir eine
Diskontinuititsfliche umschreiben.

Man gelangt dann zunichst zu der Differentialgleichung dieser Fliche:

(1) [—Vp + (w2@)*]"dr =0,
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wo der Vektor (w?9)* durch

2 ? e’ 2
5 20k — {070 —q%¢
(2) (w?e) = ¢

gegeben ist. Dieser Vektor (w?@)* hat eine einfache Bedeutung. Hier
sind gw?g und ¢'w’2@ die auf die Volumeneinheit bezogenen Zentrifugal-
kréfte beiderseits der Grenzflache, und (w?@)* ist also die Differenz dieser
Zentrifugalkrifte dividiert durch den Dichtesprung ¢ — ¢’, der immer
positiv ist, da die gestrichenen Buchstaben sich auf die obere, die nicht-
gestrichenen auf die untere Schicht beziehen. Als Differenz zweier
zur Wirbelachse senkrechter Vektoren ist auch (w?Q)* ein zu dieser
Achse senkrechter Vektor. Er ist positiv und zeigt wie die Zentrifugal-
kraft von der Wirbelachse fort, wenn die Zentrifugalkraft pro Volumen-
einheit in der unteren Schicht die gréBere ist, dagegen zur Achse hin,
wenn die Zentrifugal-
kraft pro Volumen-
einheit in der oberen
__—p=womst Schicht die gréBere
" ist. Im Ubergangsfall,

wenn die Zentrifugal-

krifte pro Volumen-
einheit beiderseits der Grenzfliche
einander gleich sind, ist (w?@)*=0,
und die Differentialgleichung (1)
reduziert sich auf diejenige einer

o Niveaufliche. Wenn andererseits
Abb. 11. Diskontinuitdtsflichen im konstanten . . .
Schwerefelde. die Zentrifugalkrifte pro Massen-

einheit beiderseits der Grenzfliche
einander gleich sind, w?@ = w'?@, findet man (w?Q)* = w29 = w'2g,
und die Gleichung (1) reduziert sich auf diejenige einer Isobarfliche.

Die Differentialgleichung (1) definiert somit die Diskontinuitits-
fliche als eine Fliche, die senkrecht zur Vektorsumme der iuBeren
Kraft —F¢@ und des Vektors (w?@)* verliuft. Nach den jetzt be-
kannten Eigenschaften dieses Vektors koénnen wir ohne weiteres die
folgenden Resultate formulieren, die wir gleichzeitig fiir einen ein-
fachen Horizontalwirbel im konstanten Schwerkraftfelde und fiir einen
kosmischen Wirbel aussprechen kénnen. Es geniigt, in allen Fillen das
Verhalten der Fliche in der Gegend der Wirbelachse zu kennzeichnen.
Man findet (Abb. 11 und 12):

1. o > w'2g, qw?p > g w'% d. h. die Zentrifugalkraft, gleichviel ob
auf Massen- wie auf Volumeneinheit bezogen, ist am gréBten unterhalb
der Diskontinuititsfliche: In der Gegend der Achse taucht die Dis-
kontinuititsfliche tiefer unter die Niveauflichen, als es die Isobar-
flachen tun.
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2. w%p = w'?p, d.h. die Zentrifugalkraft pro Masseneinheit ist beider-
seits der Grenzfliche gleich groB: die Diskontinuitétsfliache fllt mit einer
Isobarfliche zusammen.

3. w20 > w?p, qw?o > g w2, d. h, die Zentrifugalkraft pro Massen-
einheit ist am groBten ober-, die Zentrifugalkraft pro Volumeneinheit
am groBten unterhalb der Diskontinuititsfliche: In der Gegend der
Achse taucht die Diskontinuititsfliche weniger tief unter die Niveau-
flichen, als es die Isobarflichen tun.

4. gw?p = q'w’?p, d.h. die Zentrifugalkraft pro Volumeneinheit ist
beiderseits der Diskontinuititsfliche gleich groB: die Diskontinuitéts-
fliche fallt mit einer Aquipotentialfliche der reinen Anziehung zusammen.

5. o'%p > w?p,
Jw'2p > qw?g, d. h.
die Zentrifugalkraft so-
wohl auf Massenein-
heit wie auf Volumen-
einheit bezogen ist
groBer oberhalb als
unterhalb der Diskon-
tinuitédtsfliche: In der
Gegend der Achse hebt
sich die Diskontinui-
tatsfliche {iber die
Niveaufldchen.

Qualitativ gesehen,
sind diese Resultate
unmittelbar einleuchtend. In dem Horizontalwirbel im konstanten
Schwerkraftfelde liegt die Wirkung der Zentrifugalpumpe vor, die
bei UberschuB der Zentrifugalkraft in der oberen Schicht die schwe-
reren Massen in der Gegend der Achse hebt und bei Uberschu der
Zentrifugalkraft in der unteren Schicht die leichteren Massen in der
Gegend der Achse heruntersaugt. Im kosmischen Wirbel ist die
Wirkung dieselbe. Durch den UberschuB8 der Zentrifugalkraft bei der
duBeren oder oberen Masse wird das Absinken der schweren Massen
in den polaren Gegenden verhindert. Durch hinlinglichen Uber-
schuB der Zentrifugalkraft in den inneren oder unteren Massen be-
kommt die Diskontinuititsfliche gréBere Exzentrizitit als die Isobar-
flichen.

Nichts hindert, daB dabei die Diskontinuititsfliche auch saturn-
ringférmige Gebilde begrenzen kann, die schwerere Massen als die Um-

gebungen enthalten, aber von einem Uberschu8 von Zentrifugalkraft
getragen werden (ahnliche Figur wie Abb. 10).

Abb. 12, Diskontinuititsflichen im kosmischen Wirbel.
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Nach der Formel 88 (14) fiir den Winkel einer Isobarfliche mit einer
Niveaufliche im Horizontalwirbel bildet man die Formel fiir die Nei-
gung einer Diskontinuitétsfliche:

1 1 gw0 — g’ w'%p
t 0 == - 2 *::———————_._/._‘_.
(Z) 8ba g(w 0) g = q
oder
, _i ﬁ*:,L qv2_q/vl2
3) tgfa = g(@) g elg—q) "’

wo die mit einem Stern versehenen Symbole nach Analogie mit 87 (3)
gebildete abkiirzende Ausdriicke sind.

Aus 88 (15) erhilt man firr diesen Neigungswinkel im kosmischen
Wirbel: (w?0)*sing (qo*e — g’ »'?p)sing
@ 80 = o g cosy ~ g.lg—q) — (qote — gorte)cosg”
Hat man hier auf beiden Seiten der Diskontinuititsfliche die konstante
Winkelgeschwindigkeit @ = w’= £ der Erde, so erhilt man:

_ {2psing = Qysingcosg
®) 80 = oy cose g
identisch mit 38 (16). Die Formel gilt z. B. fiir die Grenzfliche zwischen
Meer und Luft, wenn diese beiden Medien relativ zur Erde in Ruhe sind.
Andererseits kann man in (4)

v ; 1’
(6) (1)—Q+—9—, cu—.Q—l—Q

’

einfithren und die Quadrate der kleinen GréBlen v/p und /g vernach-
lissigen. Es ergibt sich dann:
%y sing cosgp %qu—q”v’sin(p.

g £ 9—4q
Oder man findet fiir den Winkel 6,,, den die Diskontinuititsfliche mit
der Meeresoberfliche bildet:

2Qsing qv — ¢'v’

(7) tggdr’— g q__q/ . ‘
Wenn man hier nach der Gasgleichung die Dichten ¢ und ¢’ durch die
Temperaturen ersetzt, wird dies die bekannte MarGULEssche Formel
fiir die Neigung einer Diskontinuitétsfliche relativ zu der Erdober-
flache. Sie ist hier unter der Voraussetzung abgeleitet, dali der Wind
zonal ist. Durch eine dhnliche Uberlegung, wie wir sie fiir das barische
Windgesetz anstellten, erkennt man, da8 diese Formel fiir jedes Azimut
der Winde gelten muB. Wir werden dies direkt sehen im Kapitel XII,
wo die Wirkung der Erddrehung systematisch beriicksichtigt wird.

tg@d =

40.. Wirbelbildung. Wir kehren zu der hydrodynamischen Be-
wegungsgleichung in ihren beiden parallelen Formen

(14) v=—Vo—shp und (1B) qgo = —gVp —1p
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zuriick. Die Wirbelableitung ergibt:
(2A)  curlo =Vs x (—=Vp) (2B) curlgpo = Vg x (—V¢).
Oder in Worten:

(A). Die Beschleunigung ist 7o- (B). Der Vektor Dichte mal
tatorisch verteilt relativ zu den iso- | Beschleunigung ist rotatorisch ver-
bar-isosteren Kurven (s, —p) als | teilt relativ zu den dquidens-dqui-
Achsen, mit einer Drehrichtung | potentiellen Kurven (g, —¢) als
vom Volumenaszendenten Vs zum | Achsen, mit einer Drehrichtung
Druckgradienten —V . vom Dichteaszendenten Vg zum
Potentialgradienten —Vg.
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Abb. 13. Rotatorische Beschleunigung. A) Durch Asymmetrie des Massenfeldes relativ zum Druckfelde,
B) durch Asymmetrie des Massenfeldes relativ zum Schwerefelde.

Beide Sitze sind unmittelbar qualitativ einleuchtend. Die rotatori-
sche Beschleunigung (A) kommt von der unsymmetrischen Verteilung
der Massen relativ zum Druckgradienten: unter der Wirkung der auf
die Volumeneinheit bezogenen Druckkraft —Fp werden die Volumen-
elemente mit kleinerem Masseninhalt mehr beschleunigt als die Volumen-
elemente mit gréBerem Masseninhalt (Abb. 13 A); dies gibt die drehende
Beschleunigung in der angegebenen Richtung um die Schnittlinien der
isobaren und der isosteren Flichen. Im Spezialfalle der Barotropie,
wo die dquisubstantiellen Flichen mit den isobaren zusammenfallen,
ist die Massenverteilung in bezug auf den Druckgradienten symmetrisch:
die Beschleunigung ¢ wird ein rotations- oder wirbelfreier Vektor, und
die rotatorische Beschleunigung fallt fort. Der Satz (B) ist Ausdruck der
noch einfacheren Tatsache, daBl die schwereren fliissigen Massen relativ
zu den leichteren die tiefere Lage gewinnen (Abb. 13B).

Gleichwertige und fir viele Zwecke bequemere Formen dieser Sitze
ergeben sich, wenn wir aus den Gleichungen (1) Linienintegrale fiir ge-
schlossene, bewegte materielle Kurven bilden. Durch skalare Multi-
plikation der Gleichungen (1) mit dem Vektorlinienelemente or einer
solchen Kurve und Integration lings der ganzen Kurve ergibt sich:

(A) {fi:'ér::~fsl7[>'6r 6B) {fqi)'éri-—[qV(p'ér
= N(s,—), = N{g,—q¢).
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wo wir in der zweiten Zeile die Linienintegrale der zweifach lamellaren
Vektoren s ¥ p und ¢ Ve nach 5 (14) durch Solenoidzahlen ausgedriickt
haben.

Die Gleichungen (3) geben nicht wesentlich mehr als das schon in
den Gleichungen (2) Enthaltene. Weil aber die Kurve eine materiell
bewegte Kurve ist, konnen wir die Integrale links nach den Formeln
19 (12) und (19) umformen. Indem wir uns der Definitionen v = gv und

(44)  C=[v-ér, (4B) C=[v-or
erinnern, erhalten wir: glg — / gV or
(5A) %f_z_/sz-ar, (5B) —f%v2l7q'6r

—/eﬁ'ér,
wo ¢ = divu ist.

Dank der Relation 19 (12) hat der Satz (5A), der sich auf Geschwin-
digkeiten bezieht, seine einfache Form behalten, wahrend der auf Be-
wegungsgroBen bezogene Satz (5B) komplizierter ist, da hier drei
partielle Zirkulationsbeschleunigungen auftreten, niamlich:

(©) ‘% = (%g>+ (%ﬁ (%

gegeben durch die Integrale:

(6a) (g): —/q Vg-or =f<p Ve-or,
(6b) (‘f)b: —f%-y2[7q~6r=fql7(%v2)-6r,

(6¢) (2?): —feﬁ-ar.

Das zweite Integral (6a) und (6b) wird durch eine partielle Integration
lings der geschlossenen Kurve erhalten. Die relativen GroBenord-
nungen der beiden Integrale (6a) und (6b) hingen von den Wertunter-
schieden ab, welche die auf die Masseneinheit bezogene potentielle
Energie ¢ bzw. die kinetische Energie 392 in den verschiedenen Punkten
der geschlossenen Kurve aufweisen kénnen. Nun nimmt ¢ im Schwere-
felde fiir jeden Meter Hohe um 10 m?%/sec? fiir 1000 m Hohe um
10000 m2/sec? und fir 10000 m Ho6he (Hohe der Troposphire) um
100000 m?/sec? zu. Gleichzeitig verdndert sich die Luftgeschwindig-
keit, von ganz bodennahen Schichten abgesehen, auf 100 m Hohe nur
selten um mehr als ein paar m/sec. Wenn man von Orkanen und Uber-
orkangeschwindigkeiten absieht (30 m/sec oder mehr), so kommen inner-
halb der ganzen Troposphire keine groBeren kinetischen Energien pro
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Masseneinheit als 900 m?/sec? vor. Gewohnlich wird deshalb (6b) neben
(6a) bei atmosphirischen Bewegungen nur sehr wenig und bei ozeani-
schen Bewegungen noch weniger zu bedeuten haben. Noch bedeutungs-
loser ist das Integral (6¢), das von der Voluménderungsgeschwindigkeit e
der bewegten Teilchen abhingt; denn schon in der kompressiblen Luft
und noch mehr in dem fast inkompressiblen Meereswasser verlaufen diese
Voluminderungen mit dulerster Langsamkeit,

Bei der Diskussion atmosphirischer oder ozeanischer Bewegungen
sind wir daher berechtigt, in erster Anniherung von den Gliedern (6Db)
und (6¢) abzusehen. Wir gehen deshalb zu der Diskussion der beiden
folgenden formal parallelen Sétze iiber, von denen der erste exakt und
der zweite angendhert giiltig ist:

&:N(s, —p).

78) &

(A). Die Beschleunigung der Zir-
kulation C (Geschwindigkeitszirku-
lation) einer geschlossenen materi-
ellen Kurve ist gleich der Zahl der
isobar-isosteren Solenoide (s, —p),
welche die Kurve umschlieft, und
hat die Richtung von dem Volumen-
aszendenten Vs zu dem Druck-
gradienten —Vp.

ac

(7B) LS aN@g—g).

(B). Die Beschleunigung der Zir-
kulation C (Bewegungsgrofezirku-
lation) einer geschlossenen materi-
ellen Kurve ist angendhert gleich
der Zahl der dquidens-dquipotenti-
ellen Solenoide (q, —), welche die
Kurve umschlieft, und hat die Rich-
tung von dem Dichteaszendenten Vq
zu dem Potentialgradienten —Vo.

Der exakte Satz (A) bezieht sich auf die Zirkulation im gewdhnlichen
Sinne des Wortes (Geschwindigkeitszirkulation) und wegen der STOKES-
schen Identitit auch auf das entsprechende Wirbelfeld. (7A) gibt deshalb
das allgemeine Gesetz der Wirbelbildung in reibungslosen Fliissigkeiten
allgemeinster Art und enthilt als Spezialfall die HELMHOLTZsche Wirbel-
erhaltung. Diese trifft fiir die autobarotropen Fliissigkeiten zu, wo die
Solenoidzahl innerhalb jeder beliebigen geschlossenen Kurve identisch
Null ist, N(s, —p) =0, weil in diesem Falle jede isobare Fliche immer
zugleich dquisubstantiell ist. Dann ist:

(8) A

a7 d.h. C = konst.

D. h. in der autobarotropen Fliissigkeit hat jede geschlossene materielle
Kurve zeitlich unverianderliche Zirkulation, so daB Wirbellinien und
Wirbelréhren materiell erhalten bleiben und die letzteren zeitlich un-
verdnderliche Wirbelstirke haben, 19 (13) und (14). Das Wirbeln curlv
selbst dndert sich deshalb im umgekehrten Verhiltnis zu dem wihrend
der Bewegung zeitlich veridnderlichen Querschnitt der Wirbelrohre,
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In der allgemeinen Fliissigkeit mit baroklinem Massenfeld fallt
jedoch jede Beschrinkung der Verdnderungen des Vektors curlv fort.
In dieser Fliissigkeit geht die Wirbelbildung nach dem Gesetze (7A) vor
sich: jede materielle geschlossene Kurve erhilt in jedem Zeitelement d¢
eine Zirkulationsvermehrung N (s, —p) d¢. D.h. das vorliegende Wirbel-
feld erhilt ein Wirbel-Zuschlagsfeld, in dem die isobar-isosteren Solenoide
(s, —p) Wirbelrshren sind, jede mit einer Wirbelstdrke gleich der Einheit
multipliziert mit dem Zeitelement d¢. Dieses elementare Wirbelfeld
addiert sich vektoriell zu dem schon vorhandenen, mit dem Resultat,
daB die materiellen Kurven, die zur Zeit # Wirbellinien waren, es zur Zeit
¢ -+ dt gewdhnlich nicht mehr sind. Die neuen Wirbellinien begrenzen
neue Wirbelrohren, die aus anderen Massen bestehen und andere Wirbel-
stirken als die fritheren haben. In jedem Zeitelement kommt in dieser
Weise ein neugebildetes elementares Wirbelfeld hinzu, das sich vektoriell
zu dem schon vorhandenen addiert: man hat ein stetig sich verdnderndes
Wirbelfeld. Was daraus folgt, wird in den weiteren Entwicklungen
dieses Buches durch zahlreiche Beispiele erliutert werden.

Der Satz (7B) beschreibt in entsprechender Weise die Bildung des
Feldes des Wirbelns curlv der spez. BewegungsgréBe. In jedem Zeit-
element entsteht ein elementares Feld mit den dquipotentiell-dquidensen
Solenoiden als Wirbelrohren und mit einer Wirbelstirke gleich der
Einheit multipliziert mit dem Zeitelement d¢. Dies elementare Wirbel-
feld addiert sich vektoriell zu dem schon existierenden Felde des Vektors
curlv. Zu dem resultierenden Wirbelfeld fiigt sich nach einem wei-
teren Zeitelement d¢ ein neues elementares Wirbelfeld usf. Dazu
kommen noch Korrektionsglieder, die von den beiden vernachldssigten
Integralen (6b) und (6¢) herrithren. Aus diesem Grunde bekommen wir
keine neuen Erhaltungssitze. Nur im Falle der Homogenitit und In-
kompressibilitdt verschwinden diese Integrale identisch, und es ergibt
sich der Erhaltungssatz C = konst., der aber bei der raumlich und
zeitlich konstanten Dichte mit C = konst. identisch ist.

Der dquivalente Gebrauch der beiden Sitze (7A) und (7B) sei durch
das folgende Beispiel erlidutert. In einer kompressiblen Atmosphire
sei eine begrenzte Luftmasse vorhanden mit anderer Dichte, z. B. als
Folge einer hoheren Temperatur als die der umgebenden Luft. In einer
Ubergangsschicht variieren das spez. Volumen und die Dichte mehr oder
weniger schnell. Hier verlaufen dann eine Anzahl teils geschlossener,
teils nicht geschlossener &dquisubstantieller Flichen, die fiir die An-
wendung des Satzes (7A) nach dem spez. Volumen, fiir die Anwendung
des Satzes (7B) nach der Dichte zu numerieren sind (s. Abb.14A und B).
Der Volumenaszendent zeigt nach innen, der Dichteaszendent nach auBen.
Diese Flichen werden von den in Abb. 14A angendhert horizontalen
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Isobarflichen und in Abb. 14 B von den exakt horizontalen Niveauflachen
geschnitten.. Senkrecht zu den ersteren zeigt der Druckgradient nach
oben, senkrecht zu den letzteren zeigt der Potentialgradient nach unten.
Die Abb. 14A veranschaulicht die isobar-isosteren, die Abb. 14B die
dquidens-dquipotentiellen Solenoide, die den Ko6rper ringférmig umgeben.
In diesen findet Wirbelbildung statt, in den isobar-isosteren Solenoiden
Geschwindigkeitswirbeln, die vom Volumenaszendenten zum Druck-
gradienten, und in den dquipotentiell-dquidensen Solenoiden Bewegungs-
groBewirbeln, die vom Dichteaszendenten zum Potentialgradienten ge-
richtet ist. Das Resultat ist in beiden Fillen dasselbe, nimlich, daf3
sich die warme Luftmasse durch die umgebende Atmosphire nach oben
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Abb. 14. Progressive Bewegung wegen Zirkulationsbildung. A) Um isobar-isosteren, B) um
dquidens-dquipotentiellen Solenoiden.

bewegt. Wenn die betrachtete Luftmasse groBere Dichte als die
Atmosphire hat, so haben Volumen- und Dichteaszendent die ent-
gegengesetzte Richtung, und man hat die entgegengesetzte Wirbel-
bildung mit einer Bewegung der Luftmasse nach unten.

Die Bedeutung des vorliufig vernachldssigten Integrales (6b) geht
unmittelbar aus dessen Ahnlichkeit mit (6a) hervor. Wir kénnen (6b)
analog (7B)

o) (40) = Nig. 3

schreiben, wo die negativ genommene potentielle Energie pro Massen-
einheit @ jetzt durch die positiv genommene kinetische Energie pro
Masseneinheit {v? ersetzt ist. D.h. (9) stellt eine Wirbelbildung der spez.
BewegungsgréBe dar, die um die Schnittlinien der dquidensen Flichen
mit den Flichen gleicher kinetischer Energie pro Masseneinheit statt-
findet und vom Dichteaszendenten zum Energieaszendenten (nicht
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Gradienten) gerichtet ist. In der Abb. 15, die Abb.14B entspricht,
hat man zur Vereinfachung angenommen, da8 die Dichte konstant ist,
sowohl in der umgebenden Fliissigkeit wie im Inneren des fliissigen
Koérpers, wihrend in einer Ubergangsschicht eine Anzahl dquidenser
Fliachen verlaufen. Man liest aus der Figur sofort das folgende Resultat
ab fiir die Bewegung eines fliissigen Korpers in einer Fliissigkeit anderer
Dichte: der leichte Koérper bewegt sich nach Stellen kleinerer, der
schwere nach Stellen groBerer kinetischer Energie pro Masseneinheit —
genau wie sich nach (7B) der leichte Korper nach Stellen gréBerer und
der schwere nach Stellen kleinerer potentieller Energie bewegt.

Als kleiner Zuschlag zu der Hauptbewegung tritt die durch (9)
gegebene Bewegungstendenz meistens wenig in Erscheinung. Besteht
aber die Hauptbewegung in kleinen Schwingungen, die sogar unsichtbar
verlaufen kénnen, so ist die progressive Bewegung des leichten fliissigen
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Abb. 15. Progressive Bewegung wegen Zirkulationsbildung Abb. 16. Progressive Bewegung wegen
um aquidens-dquienergetische Solenoiden. Zirkulationsbildung, beruhend auf Vo-
lumenénderung.

Korpers gegen kleinere und des schweren fliissigen Korpers gegen
groflere Feldenergie eine sehr auffillige Erscheinung. Ersetzt man
den fliissigen Kérper durch einen festen, so bringt das keinen wesent-
lichen Unterschied, da die Trigheit und nicht die Starrheit des Korpers
das Wesentliche ist; er wird von dem vibrierenden Kérper, der die
Flissigkeitsbewegung erzeugt, abgestoBen, wenn er leichter, und an-
gezogen, wenn er schwerer als die umgebende Flissigkeit ist.

Ist noch kein Wirbeln curlv der spez. BewegungsgroBe gebildet,
so driickt sich dieser Vektor durch ein Potential aus, v = —Vw, und
auch das zweite vorldufig vernachlissigte Integral (6c¢) 148t sich dann
durch eine Solenoidzahl ausdriicken:

(fid—f) =~/e6-ar:fel7¢-ar:zv(e,¢).

¢
Die Gleichung beschreibt eine Wirbelbildung, die um die Schnittlinien
der Flichen gleichen Potentiales y = konst. mit den Flichen gleicher

(10)
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Expansionsgeschwindigkeit pro Volumeneinheit ¢ = konst. stattfindet,
mit einer Drehrichtung von dem Expansionsaszendenten Ve zu dem
Potentjalaszendenten Vi, welcher die entgegengesetzte Richtung der
spez. BewegungsgroBe v hat. Aus der Abb. 16 liest man dann ab, daB
diese Wirbelbildung eine Zuschlagsbewegung zur Folge hat, fiir den
kontrahierenden Korper mif, fiir den expandierenden enigegen der
Strémungsrichtung.

Durch die neugebildete Bewegung verliert der Vektor v seine Poten-
tialeigenschaft. Die Wirbelbildung setzt sich aber in demselben Sinne
fort, in der Richtung, die der Vektor —ev auf einer geschlossenen Kurve
bestimmt, die den Korper durchsetzt und durch die umgebende Fliissig-
keit zuriickkehrt. Denn nur auf dem ersten und nicht auf dem letzten
Teil der Kurve existiert der Vektor —ev.

Gewohnlich bleibt diese Zuschlagsbewegung neben der urspriing-
lichen Hauptbewegung wenig bemerkbar. Ist aber die Hauptbewegung
oszillatorisch und hat sie entgegengesetzte Richtungen, wahrend sich
der Kérper ausdehnt und zusammenzieht, so findet die Wirbelbildung
immer in der gleichen Richtung statt: Im Falle des Synchronismus
nimmt ein pulsierender (periodisch volumenindernder) Kérper in einer
oszillierenden Strémung eine progressive Bewegung an, in der Richtung,
die die Strémung hat zur Zeit, wo sich der Korper zusammenzieht. Riihrt
die oszillierende Stromung von einem anderen pulsierenden Korper
her, so findet man: gleichphasig pulsierende Kérper ziehen einander
an, mit entgegengesetzter Phase pulsierende stoBen einander ab. Das
Resultat ist fiir fliissige pulsierende Korper abgeleitet. Aber es dndert
nichts Wesentliches, wenn man sie durch nichtfliissige, z. B. elastische
feste Korper, ersetzt.

Die Gesetze der Wirbelbildung in reibungslosen Fliissigkeiten all-
gemeinster Art haben wir somit fiir die zwei Fundamentalvektoren,
Geschwindigkeit v und spez. BewegungsgroBle U, entwickelt. Je nach
den Zielen, die wir verfolgen, haben wir deshalb freie Wahl zwischen
zwel verschiedenen Wegen, die durch den Gebrauch des einen oder des
anderen der beiden Vektoren v und U gekennzeichnet sind. Erscheinun-
gen wie die aus (9) und (10) gefolgerten, findet man nur unter Zuhilfe-
nahme des zweiten Vektors. Erscheinungen dieser Art werden wir in
dem nichsten Kapitel weiter verfolgen. Fir das Studium von Zirku-
lationsbewegungen groBen Stiles wie die atmosphirischen und ozeani-
schen bieten sich die beiden parallelen Sitze (7A) und (7B) dar und er-
ginzen einander gegenseitig. (7B) hat den Vorteil, mit einem fest-
liegenden und nur einem bewegten Flichensystem zu arbeiten, verwertet
dafiir aber den mehr zusammengesetzten Vektor v und ist nicht wie (7A)
exakt giiltig. Dazu kommt, daB (7A) mit den thermodynamisch so
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wichtigen Variablen Druck und Volumen arbeitet. Endlich ist die
Erweiterung dieses Satzes auf ein rotierendes Bezugssystem aduBerst
einfach, so einfach, dafl wir sie geben kénnen, ohne sonst auf die volle
Theorie der relativen Bewegung eingehen zu brauchen.

44. Berechnung von Solenoidzahlen. Wenn man die Zirkulationssitze
quantitativ verwerten will, so geschieht die Berechnung der Solenoid-
zahlen gewdhnlich nicht durch ein wirkliches Zéhlen der Parallelogramme
in einem Schnitte, sondern durch die Berechnung der Linienintegrale
fir Kurven besonders geeigneter Form. Die bequemsten Kurven fiir
die Berechnung der isobar-isosteren Solenoide bestehen aus krumm-
linigen Vierecken, deren zwei Seiten in den Isobarflichen $ = p, und
p = p, verlaufen und deren zwei andere Seiten gewshnlich relativ kurze
Kurvenstiicke @ und b sind, welche die Enden dieser isobaren Kurven
verbinden. Ahnlich berechnet man die Zahl der &quipotentiell-dqui-
densen Solenoide am bequemsten fiir krummlinige Vierecke, deren
zwei Seiten in Aquipotentialflichen ¢ = ¢, und ¢ = ¢, verlaufen, und
deren beide anderen Seiten gewdthnlich relativ kurze Kurvenstiicke a
und b sind, welche die Endpunkte dieser dquipotentiellen Kurven ver-
binden. Die Integrale lings der langen isobaren bzw. dquipotentiellen
Kurven fallen dann fort und es bleiben nur die Integrale lings den
kurzen Verbindungsstiicken iibrig. Gleichzeitig wird es sich als zweck-
maBig erweisen, auf die urspriinglichen Formen 40 (3 A) und (3 B) zurtick-
zugehen. Die beiden Zirkulationssidtze nehmen dann die folgende Form an:

08) [+ dr=—[ssdp+ [ss0p, 4B) g5 ar——[adp+ [wd0,

Do Do Yo Po

wo sich die Integrale rechts auf die Verbindungskurven « und & be-
ziehen. Sind nun s, S;, ¢4, ¢ geeignete Mittelwerte des spez. Volumens
oder der Dichte lings dieser Kurven, so werden die Integrale:

(2A) [oror=(5.—%)(po—p1), (2B) [q0°6r=(ga— ) (po— 1)-

Besonders zweckmiBig ist es, wenn man die Verbindungskurven « und
so legt, daBl sie senkrecht zu den Beschleunigungen verlaufen, was
nicht nur immer moglich, sondern in vielen Féllen auch leicht méglich
ist. Im stationiren zirkularen Wirbel geniigt es z. B., daB diese Ver-
bindungskurven Geraden parallel der Wirbelachse sind. In dem Falle
gelten ldngs den Verbindungslinien die Gleichgewichtsbedingungen, und
die Integrale rechts in (1 A) sind die Potentialunterschiede zwischen den
Endpunkten der Kurve a bzw. der Kurve b, die Integrale rechts in (1 B)
sind die entsprechenden Druckunterschiede zwischen den Endpunkten
der Kurve a bzw. der Kurve 4. Wir konnen diese Potentialunterschiede
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mit (g?), und (¢}:), und diese Druckunterschiede mit (%), und (%),
bezeichnen, wodurch die Gleichungen (1)

(BA) [o or=(¢h)e— (#3)s, BB) [q0-6r = (p0),— (672,
werden.

Fir Kurven dieser speziellen Form kann man oft auch die Be-
rechnung der linken Seite der Gleichungen vereinfachen. Man kann ge-
wohnlich von dem Linienintegral der Beschleunigung lings der kurzen
Verbindungslinien absehen, und zwar ist dies exakt, wenn diese Kurven
senkrecht zu den Beschleunigungen gelegt sind. Zur Berechnung der
linken Seiten der Gleichungen hat man dann nur den Vektor v oder den
Vektor ¢o lings der langen Kurven zu berechnen. Sind dann o, und o,
die Werte der Beschleunigung, ¢, und ¢, diejenigen der Dichte in ein-
ander entsprechenden Punkten dieser Kurven (die strenge Korrespondenz
findet man mit Hilfe von Kurven derselben Art wie diejenigen, welche
die Endpunkte der Kurven verbinden und die im vorteilhaftesten Falle
senkrecht zu den Beschleunigungen des Feldes verlaufen), so findet man
die Integrale auf der linken Seite, indem man die Differenz v, — v,
oder (gqv); — (qv), einmal lings der einen Kurve von 4 nach b inte-
griert. Also, um das Resultat nur in Verbindung mit der Gleichungs-
form (3) aufzuschreiben:

(4A) [ (01—04) or=(95),~(#52)5, (4B) [[(g0)1—(g0)o] " Or=(2]2)— (£72),-

Man hat somit einfache Formeln, die sich in vielen Fallen als bequem
erweisen werden, um die Solenoidzahlen und auch die Zirkulationen zu
berechnen. Wenn nicht Dichte oder spez. Volumen, sondern dafiir die
Temperatur zu den unmittelbar gegebenen Gréfen gehoren, so kann man
diese mittels der Gasgleichung in die oben entwickelten Formeln ein-
fithren.

Wenn es sich aber dabei um den ersten Zirkulationssatz und also
um die isobar-isosteren Solenoide handelt, wird es oft zweckmiBig sein,
die Temperatur in einem moglichst frithen Stadium einzufithren. Nach
der Gasgleichung s = R6 laBt sich die Bewegungsgleichung 40 (1A)
in der Form

(5 6——Vp—207p

schreiben. Die Wirbelableitung ergibt, der Gleichung 40 (2 A) ent-
sprechend:

(©6) curly — }{Eve % (—Vp) = —RVE x Vlogp.
Der Zirkulationssatz wird, der Gleichung 40 (3 A) entsprechend:
7 2= [ior= —Rfe(mogp)-ar=N(—1ogp,—R9).

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 10
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Die isobar-isosteren Solenoide kann man deshalb durch Solenoide er-
setzen, die durch die beiden Skalarfunktionen R und logp gebildet sind.
Die positive Drehrichtung dieser Solenoide geht wom Druckgradienten
zum Temperaturgradienten.

Das Linienintegral der GréBe 6Vlogp verschwindet lings der
isobaren Kurven des krummlinigen Viereckes. Der Gleichung (1A)
entsprechend erhélt man:

P1 Dy
®) 2¢ = —R[0,810gp + R [6,01087,

Po D

und wenn 6, und 6, passende Mitteltemperaturen lings der Verbin-
dungskurven 4 und b sind, so ergibt sich:

iC_ L= = .
) v =R (0, — 0) logE.
Es versteht sich von selbst, daB man auch in dieser Gleichung die
linke Seite in der Form (4 A) schreiben kann.

Die GroBe rechts in Gleichung (9) ist in der Tabelle IT am Ende des
Buches tabuliert fiir die in der Atmosphire vorkommenden Drucke von
100 bis zu 10 cbar und fiir die Temperaturdifferenzen, die zwischen zwei
verschiedenen Vertikalen in der Atmosphire vorkommen konnen.

42. Zirkulation in der relativen Bewegung. In einem starren Kor-
per, der mit der Winkelgeschwindigkeit £ um eine feste Achse rotiert,
ist das Wirbeln der konstante Vektor 2&2 parallel der Rotationsachse.
Die Einheitswirbelrshren sind Réhren parallel der Achse vom kon-
stanten Querschnitt 1/(29). Die Zirkulation C, einer geschlossenen
Kurve des rotierenden Korpers oder die Anzahl N der Einheits-Wirbel-
réhren, welche die Kurve umschlieBt, wird dann gleich 222, wo 2 der
Flicheninhalt der auf die Rotationsebene projizierten Kurve ist. Bewegt
sich eine geschlossene Kurve mit der Zirkulation C relativ zu dem rotieren-
den Korper, so wird ihre ,,absolute Zirkulation C, gleich der Summe
dieser relativen Zirkulation C und der Zirkulation N(2£2) oder 2022,
welche die Kurve haben wiirde, wenn wir uns sie fiir einen Moment
mit dem starren Koérper starr verbunden denken. In Formel 40 (7A)
konnen wir deshalb das hier fiir absolute Zirkulation stehende C durch
die Summe C + N(2£) oder C + 222 ersetzen und nach dem Gliede
auflosen, das die relative Zirkulation C enthilt:

ac AN(2Q iz
(1) =7 =N, —p) — d(2 )=N(s,—zﬁ)—2~‘9d7~

Der Zirkulationssatz in dieser Form enthilt -ein Glied mehr als in der
Form 40 (7A): Zu der Anzahl N (s, —p) der von der Kurve umfaBten
isobar-isosteren Solenoiden kommt noch die negativ genommene Zeit-
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ableitung der Anzahl 202 der von der Kurve umfaBten Wirbel-
solenoide der Erde.

Die Bedeutung des neu hinzugekommenen Gliedes erkennt man am
besten, wenn man den Fall N (s, —p) = 0 betrachtet, wo in der absoluten
Bewegung Erhaltung der Zirkulation vorliegt. Dann 148t sich die Glei-
chung (1) integrieren:

) C—C,=N,29) —NQ2Q) =22(,— ).

Die Gleichung ist der Ausdruck der folgenden einfachen Tatsache:
Wenn eine Kurve in der relativen Bewegung von einer Lage zu einer
anderen iibergeht, so gewinnt oder verliert sie so viel an relativer Zirku-
lation, als sie an Anzahl von umfaBten Einheits-Wirbelréhren des
rotierenden Systems verloren oder gewonnen hat. Dies kann auch
folgendermaBen ausgedriickt werden: Die mit 24 multiplizierte Ande-
rung des Flicheninhaltes der Projektion der geschlossenen Kurve auf
die Rotationsebene liefert die Anderung der Anzahl Einheits-Wirbel-
rohren, welche die Kurve umfaft.

Wenn es sich um Zirkulation relativ zur Erde handelt, nennen wir
eine Zirkulation zyklonisch oder amtizyklonisch, je nachdem, ob sie bei
Projektion auf die Aquatorebene mit oder entgegen dem Rotationssinn
der Erde verlduft. Sowohl auf der nordlichen wie auf der siidlichen Halb-
kugel hat die antizyklonische Zirkulation den gleichen und die zykloni-
sche Zirkulation den entgegengesetzten Umlaufssinn wie die Sonne.
Wenn es sich um eine geschlossene Kurve in der Atmosphire oder im
Meer handelt, die keine isobar-isostere Solenoide umfaBt, so nimmt ihre
Zirkulation relativ zur Erde in zyklonischer Richtung in dem MaBe zu,
wie die Zahl der von ihr umfaBten Einheits-Wirbelrohren der Erde
abnimmt; und die Zirkulation in antizyklonischer Richtung nimmt
in dem MaBe zu, wie die Anzahl von umfaBten Einheits-Wirbelréhren
der Erde zunimmt. Fiir Kurven von horizontalem Verlauf folgt hieraus
einfach : Kontraktion der Kurve gibt zyklonische, Expansion antizyklonische
Zirkulation.

Fiir die Berechnung des Erddrehungsgliedes in den Gleichungen (1)
oder (2) dient die Tabelle III am Ende des Buches, die sehr vielseitig
zur Berechnung der Erddrehungswirkungen verwertet werden kann.

Die Tabelle bezieht sich allgemein auf eine Lingeneinheit, die eine
Verschiebung senkrecht zu sich selbst erleidet, so daB sie ein Flichen-
element erzeugt. Das in der Tabelle vorkommende Winkelargument ¢
ist ganz allgemein der Winkel, den die Normale dieses Flichenelementes
mit der Aquatorebene bildet. Wenn das erzeugte Flichenelement
horizontal ist, was wir in den meisten Fallen voraussetzen werden, so
wird dieser Winkel die geographische Breite.

10*
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Das lineare Argument (erste Horizontallinie) kann in zweierlei Weise
gedeutet werden:

(I) Das lineare Argument stellt in beliebiger Einheit die Geschwindig-
keit dar, welche die Langeneinheit quer zu sich selbst hat. Die tabulierte
GroBe stellt dann in der entsprechenden Einheit eine Beschleunigungs-
komponente lings der bewegten Lingeneinheit dar. Wir werden sie
spiter die Komponente der Coriolisbeschleunigung lings dieser Richtung
nennen. Von dieser Beschleunigung kénnen wir zwei geometrische
Bilder geben: sie ist gleich der Zahl von Wirbelsolenoiden der Erde,
welche die Langeneinheit infolge ihrer Geschwindigkeit quer zu sich
selbst pro Zeiteinheit durchschneidet; oder sie ist gleich dem mit 202
multiplizierten Flicheninhalt, den die Projektion der bewegten Lingen-
einheit pro Zeiteinheit auf der Aquatorebene beschreibt.

(IT) Das lineare Argument stellt in beliebiger Einheit die Verschie-
bung dar, welche die Lingeneinheit quer zu ihrer eigenen Richtung er-
litten hat. Die tabulierte GréBe stellt dann in der entsprechenden Ein-
heit eine Geschwindigkeit dar. Wir werden sie spiter die Komponente
der Coriolisgeschwindigkeit lings der Lingeneinheit nennen. Diese Ge-
schwindigkeit wird geometrisch dargestellt durch die Anzahl von
Wirbelsolenoiden der Erde, die den von der verschobenen Lingen-
einheit erzeugten Flicheninhalt durchsetzen; oder auch durch die mit
2 multiplizierte Projektion dieses Flicheninhaltes auf die Aquator-
ebene.

Wenn man die Rechnung fiir alle Lingeneinheiten der geschlossenen
Kurve ausfithrt und summiert, so findet man bei der Deutung (I) des
linearen Argumentes das Erddrehungsglied der Gleichung (1) und bei
der Deutung (II) die auf der Erddrehung beruhende totale Zirkulations-
verdnderung der Kurve in Gleichung (2).

43. Storung des Gleichgewichtes. Welle und Wirbel. Im Gleich-
gewichtszustande fallen die dquisubstantiellen Flichen mit den isobaren
und diese wiederum mit den Niveauflichen zusammen. Durch sum-
marisch-energetische Betrachtungen, S. 92, haben wir gezeigt, daB der
Zustand des Gleichgewichtes stabil, indifferent oder instabil ist, je
nachdem ob der Barotropiekoeffizient I" algebraisch gréBer, gleich oder
kleiner als der immer positiv vorausgesetzte Piezotropiekoeffizient y ist.
Mit Hilfe der Zirkulationssitze koénnen wir jetzt die Art der Bewegung
bestimmen, die aus einer Stérung eines dieser Gleichgewichtszustinde
folgt.

Wir werden den Satz iiber Geschwindigkeitszirkulation 40 (7A) an-
wenden. Es kommt dann darauf an, zu sehen, wie die kleine Storung
nicht die absolute, sondern die gegenseitige Lage der isobaren und der
isosteren Flichen beeinfluBt.
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Wenn man von der Gleichgewichtslage aus gewisse Massen nach
oben verschiebt, so folgt zwangsliufig eine entsprechende Verschiebung
gewisser anderer Massen nach unten. Wir betrachten immer solche
zusammengehorige Verschiebungssysteme, die den Charakter einer
Drehung oder Zirkulation haben. Wir haben vier Fille (A) bis (D)
zu betrachten, wovon (A), (C) und (D) in der Abb. 17 dargestellt sind.

(A). I'>y >0, also der Barotropiekoeffizient ist positiv und gréfler
als der Piezotropiekoeffizient. Beim positiven Barotropiekoeffizienten
zeigt der Volumenaszendent Vs genau wie der Druckgradient —Vp
nach oben. Von den Teilchen, die sich nach einer Verschiebung auf
einer Isobarfliche befinden, haben dann die von oben stammenden
Teilchen ein groBeres Volumen als die von unten herrithrenden. Bei
der allgemeinen Zunahme des Volumens nach oben heiBt dies, daB
die isosteren Flichen und der Volumenaszendent eine &hnliche Drehung

-y - v -

e R b

!

Abb. 17. Gleichgewichtsstérung. A) Stabilitit, C) und D) Instabilitat.

wie die verschobenen Massen erlitten haben. Das gebildete Solenoiden-
system, mit der Drehrichtung vom Volumenaszendenten zum Druck-
gradienten setzt der stérenden Verschiebung eine Zirkulationsbeschleuni-
gung entgegen.

(B). I'=y > 0, der Barotropiekoeffizient ist positiv und gleich dem
Piezotropiekoeffizienten. Der Volumenaszendent zeigt immer noch
nach oben. Die Teilchen, die nach der Verschiebung auf einer Isobar-
fliche liegen, haben dann alle das gleiche spez. Volumen, gleichviel
ob sie von oben oder von unten stammen. Es sind keine Solenoide ge-
bildet und die durch die Stérung erzeugte Zirkulationsbewegung bleibt
im HermHOLTZschen Sinne erhalten: man hat das indifferente Gleich-
gewicht der autobarotropen Fliissigkeiten.

(C). y > I"' > 0, der Barotropiekoeffizient ist positiv, aber kleiner
als der Piezotropiekoeffizient. Der Volumenaszendent zeigt immer
noch nach oben. Die Teilchen, die nach einer Verschiebung auf einer
Isobarfliche liegen, haben dann, wenn sie von oben stammen, ein
kleineres Volumen als wenn sie von unten gekommen sind, und in Ver-
bindung mit der allgemeinen Zunahme des Volumens nach oben folgt
hieraus, daB3 die isosteren Flichen und der Volumenaszendent relativ
zu den Isobarflichen und dem Druckgradienten eine Drehung erlitten
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haben entgegen der stérenden Drehung der Teilchen. Das dabei gebildete
Solenoidensystem mit Drehrichtung vom Volumenaszendenten zum
Druckgradienten wird dann die eingeleitete Stérungsbewegung weiter
beschleunigen.

(D). ¥ > 0 > I', der Barotropiekoeffizient ist negativ, der Volumen-
aszendent zeigt nach unten. Die von oben zu einer Isobarfliche ge-
langten Teilchen haben dann ein kleineres spez. Volumen als die von
unten angelangten, genau wie im vorigen Falle. Bei der allgemeinen
Zunahme des spez. Volumens nach unten ergibt dies jedoch die entgegen-
gesetzte Neigung der isosteren Flichen relativ zu den isobaren, und die
gebildeten Solenoide mit Drehrichtung vom Volumenaszendenten zum
Druckgradienten beschleunigen weiter die eingeleitete Storungsbewegung.

Zusammenfassend kann man also sagen: Die Stérung, die ihrer
Natur nach aus zirkulatorisch verteilten Verschiebungen bestehen muB,
erzeugt ein Solenoidsystem, das, wenn I” algebraisch gréBer als y, auf
diese zirkulatorischen Verschiebungen verzogernd und, wenn I alge-
braisch kleiner als ¢ ist, auf sie beschleunigend wirkt.

Als Beispiel wollen wir annehmen, daf das fliissige Medium in einem
rechteckigen Kasten mit vertikalen Seitenwinden eingeschlossen ist.
Das Medium kann eine heterogene inkompressible Salzlésung sein, die
im Stabilititsfall nach unten und im Instabilititsfall nach oben zu-
nehmende Konzentration hat. Oder es kann atmosphérische Luft sein,
deren Temperatur im Stabilitdtsfall nach oben entweder zunimmt oder
auch abnimmt, aber langsamer als nach dem adiabatischen Gesetze,
und im Instabilitatsfall nach oben schneller als nach dem adiabatischen
Gesetze abnimmt (Fall des siberadiabatischen Temperaturgradienten).
In dieser urspriinglich ruhenden Fliissigkeitsmasse erzeugt man durch
kleine Impulse eine stérende Zirkulation mit Stromlinien von dem
Typus III A, Abb. 4, S. 79. Die fortschreitende Verschiebung der Massen
aufwirts auf der einen Seite und abwirts auf der anderen erzeugt im
Stabilitédtsfall ein Solenoidsystem von zunehmender Stirke, das immer
mehr die Stérungszirkulation retardiert, sie schlieBlich zu Umkehr zwingt
und dann eine zunehmende Zirkulation in der entgegengesetzten Rich-
tung erzeugt. Dabei nimmt. aber die Solenoidzahl wieder ab und wird
Null im Moment, wo die Massen mit maximaler Intensitit der Zirku-
lation ihre alten Gleichgewichtslagen passieren. Dann bilden sich
Solenoide des entgegengesetzten Vorzeichens, die diese Zirkulation
retardieren und sie wieder zu Umkehr bringt: es erfolgt eine stehende
Schwingung des ganzen Systems.

Je groBer I' im Verhiltnis zu 7 ist, um so intensiver sind die ge-
bildeten Solenoidfelder und um so schneller verlaufen die Schwingungen.
Je mehr aber I' abnimmt, um so kleiner wird die bei gleich groBer
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Stérung erzeugte Solenoidzahl und um so langsamer verlaufen die
Schwingungen. Wird schlieBlich I' =y, so werden keine Solenoide
mehr gebildet, die einmal eingebrachte Stérungszirkulation bleibt fiir
immer bestehen. Das ist der HELMHOLTZsche Fall, man erhilt eine
fortdauernde Zirkulationsbewegung der autobarotropen Fliissigkeit.
Wird aber dann I algebraisch kleiner als ¢, so erzeugt die Stérung ein
beschleunigendes Solenoidsystem, das zunichst an Stirke zunimmt, um
dann wieder abzunehmen und Null zu werden, wenn die beim instabilen
Gleichgewicht oben gelegenen, potentiell oder absolut schwereren
Massen unten angekommen sind. Sobald diese Lage mit maximaler
Intensitdt der Zirkulation passiert ist, bildet sich ein retardierendes
Solenoidsystem, das die Zirkulation verzégert, bis das System die
urspriingliche Lage des instabilen Gleichgewichtes mit minimaler Zirku-
lationsgeschwindigkeit passiert, wonach sich wieder das beschleunigende
Solenoidsystem zu bilden anfingt usf. Das Resultat wird dann eine
rhythmisch verlaufende Zirkulation, entsprechend dem rhythmischen
Umlauf eines Pendels, das in seiner Lage instabilen Gleichgewichtes
durch eine kleine Stérung in Bewegung gesetzt worden ist. Die theo-
retisch denkbare rhythmisch verlaufende Zirkulation wird sicher in
Wirklichkeit nicht lange bestehen kénnen, sie wird bald durch Turbulenz
gestort. Sie ist vor allem als Ubergangsform zu einer in Turbulenz
aufgelosten Bewegung von Bedeutung. In dem MaBe, in dem sie
realisierbar ist, wird sie natiirlich auch von der Lage des stabilen Gleich-
gewichtes aus erreicht werden kénnen. Je groBer man die stérenden
Impulse wihlt, um so groBer werden die Amplituden der erfolgenden
Schwingungen, bis zuletzt die Lage des instabilen Gleichgewichtes
erreicht und iiberschritten wird.

Wir koénnen uns jetzt beliebig viele rechteckige Kisten wie die
beschriebenen nebeneinander gestellt denken (Abb. 18 A), alle mit iden-
tisch derselben zunichst stabil geschichteten Fliissigkeit gefiillt. In
je zwei aneinander grenzenden Schachteln soll die Bewegung in bezug
auf die gemeinsame Vertikalwand symmetrisch sein. Gegen diese
Wand muB dann die Fliissigkeit beiderseits den gleichen Druck aus-
iiben. Die Wand kann weggenommen werden, ohne daBl dadurch die
Bewegung gestort wird. Man hat dann innerhalb eines beliebig lang-
gestreckten rechteckigen GefdBes einen Zustand stehender Schwin-
gungen oder Wellen, die man mit Riicksicht auf die rechteckige Auf-
teilung zellular nennen kann. Innerhalb jeder Zelle besteht dabei eine
periodische Wirbelbewegung, die zur Folge hat, dall ldngs einer Zellen-
wand die Massen aufsteigen, wihrend sie an der nichsten Zellenwand
absinken usf. Die Teilchen, die beim Gleichgewicht auf einer Horizon-
tale gelegen waren, bilden wihrend der Bewegung eine Wellenlinie wie
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eine schwingende Saite. Die Berge und Tiler dieser Wellenlinie be-
finden sich an den Vertikalwinden der Zellen und zeigen an, wo sich
die gehobenen und wo sich die gesenkten Massen befinden.

Ein solches stehendes Wellensystem kann man sich, wie schon
hervorgehoben 22 (8), als aus zwei identischen sich gegeneinander fort-
pflanzenden Wellensystemen entstanden denken. Wenn man die beiden
Seitenwdnde S; und S, wegnimmt, fingt auch das stehende Wellen-
system sofort an, sich in diese zwei sich fortpflanzenden Wellensysteme
aufzuldsen, eines, das sich von S; nach links und eines, das sich von S,
nach rechts bewegt. Diese Auswanderung von Wellen nach beiden
Seiten dauert an, bis im urspriinglichen Storungsgebiet alles zur Ruhe
gekommen ist, wihrend die beiden getrennten Wellensysteme sich von
jetzt an immer mehr voneinander entfernen. Man erinnert sich dabei an

8, 8,

Abb. 18. Wellen, A) Stehende, B) sich fortpflanzende.

den schon hervorgehobenen Unterschied der stehenden und der sich
fortpflanzenden Wellen. Das Stromliniensystem bleibt dasselbe, nur daB
es bei den stehenden Wellen still im Raume liegt, bei den sich fort-
pflanzenden Wellen dagegen die Fortpflanzung des Wellensystems mit-
macht; die einzelnen Teilchen, die bei den stehenden Schwingungen
geradlinig lings Elementen der festliegenden Stromlinien oszillierten,
fithren bei den sich fortpflanzenden Wellen elliptische Umliufe aus, und
in dem Punkte, wo sich das Teilchen zu einer beliebigen Zeit befindet,
hat man Beriihrung zwischen der Ellipse und dem Stromliniensystem
fiir diese Zeit. Weiter: die Wellenlinie der Teilchen, die beim Gleich-
gewichte eine horizontale Gerade bildeten, hat ihre Wellenberge und Wellen-
tiler in den Muttelebenen der Zellen (Abb. 18 B), nicht mehr wie bei den
stehenden Schwingungen (Abb. 18A) in den Grenzebenen der Zellen.

Abgesehen von den Bedingungen der Stabilitit, I' > 9, der Indiffe-
renz, I' =y, und der Instabilitit, I" <y, haben wir im vorhergehenden
keine besonderen Voraussetzungen iiber die Werte der GroBen I" und y
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von Schicht zu Schicht in dem flissigen System gemacht. Nichts
hindert uns anzunehmen, z. B. daB die Bedingung I"' >y nur in einer
diinnen Zwischenschicht erfiillt ist, wihrend sowohl oberhalb wie unter-
halb dieser Ubergangsschicht angenihert oder exakt die Bedingung der
Autobarotropie erfiillt ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn eine SiiBwasser-
schicht auf einer homogenen Salzwasserschicht ruht, mit einer diinnen
Schicht des Uberganges oder auch, wenn zwei Luftschichten verschiede-
ner potentieller Temperatur aufeinander ruhen. Im Falle einer kleinen
Stérung werden sich dann die Solenoide vornehmlich oder ausschlieBlich
in der Ubergangsschicht ausbilden. Die Bewegung in den beiden an-
gendhert oder exakt autobarotropen Schichten ist wirbelfrei, geschlossene
Kurven, die nur in einer dieser Schichten verlaufen, erhalten keine oder
nur sehr unbedeutende Zirkulation. Die
geschlossenen Kurven aber, die zur Hilfte
in der einen und zur Hilfte in der anderen
Schicht verlaufen, nehmen dieselben Zir-
kulationen an wie zuvor, entsprechend der
wechselnden Solenoidsysteme, die sich in
der Ubergangsschicht bilden. Die Be-
wegung als ganzes gesehen bleibt deshalb
dieselbe stehende oder sich fortpflanzende =
Wellenbewegung wie zuvor, nur mit einiger
Verinderung des inneren Bewegungsfeldes
in den Wellen: mit der auf die Ubetgangs-
schicht begrenzten Bildung des eigentlichen O,
Wirbelns curlv folgen entgegengesetzte kulation verschiedener Kurven und Ge-
Tangentialgeschwindigkeiten beiderseits e teiteme. . Lo
der Ubergangsschicht (Abb. 19). LiBt

man die Dicke der Ubergangsschicht verschwinden, so geht sie in eine
Diskontinuitétsfliche iiber.

Nichts hindert, da8 die Michtigkeit der autobarotropen Schichten
auf der einen oder auf beiden Seiten dieser Grenzfliche ins Unend-
liche wichst. Die Gesamtbewegung wird dabei ihren Charakter bei-
behalten. Die weit von der inneren Grenzfliche befindlichen Fliissig-
keitsschichten nehmen wenig an der Bewegung teil, wie man unmittel-
bar daraus sieht, daB die sehr langen Kurven, die gro8e Abstinde von
der Grenzfliche erreichen, nicht mehr wirbelbildende Solenoide um-
fassen als die kurzen dicht an der Grenzfliche verlaufenden.

LaBt man die Dichte der Fliissigkeit in der oberen Schicht abnehmen,
so nimmt die Solenoidschicht in der Ubergangsschicht an Intensitit
zu und die Bewegung verlduft rascher, ohne sonst in geometrischer Hin-
sicht Verinderungen zu erleiden. Wenn man die Dichte der oberen
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Schicht gegen Null konvergieren 14Bt, erhdlt man die Wellenform, mit
der wir aus der tiglichen Erfahrung am meisten:vertraut sind, die Ober-
flichenwellen. Der sichtbare Zusammenhang von Welle und Wirbel,
der bisher mit voller Deutlichkeit hervortrat, geht dabei verloren, da
nur ein Halbwirbel in der unteren Schicht bestehen bleibt. Wenn wir
aber eine obere Schicht von verschwindender Dichte einfithren, kénnen
wir das fiir die Vorstellung oft niitzliche Bild eines vollstindigen Wirbels
wieder hineinbringen.

SchlieBlich soll der Fall der Instabilitidt vorliegen, so dall im Falle
der Inkompressibilitit das mehr salzige Wasser oben und das weniger
salzige unten liegt oder im Falle der Kompressibilitit die obere Luft-
schicht niedrigere potentielle Temperatur als die untere hat. Erzeugt
man in diesem Falle eine wellenférmige Stérung, so werden unter fort-
schreitender Solenoidbildung in der Ubergangsschicht die einmal ge-
bildeten Wellenberge immer ansteigen und die Wellentéler sich ent-
sprechend vertiefen. Bei dem fortgesetzten Prozel3 konnen sich die
hochsten Gipfel der Berge loslosen und ihre Bewegung nach oben fort-
setzen. Ahnlich kénnen sich die am tiefsten nach unten hervorgedrun-
genen Massen loslsen und als geschlossene Massen nach unten fortsetzen.

Diese im Instabilititsfall mit zeitlich zunehmenden Amplituden auf-
tretenden Wellen haben nicht mehr wie die stabilen Wellen eine Fort-
pflanzungsenergie. Alle Energie wird zu der Umwélzung verbraucht, und
der Unterschied zwischen stehenden und sich fortpflanzenden Wellen, der
im Stabilititsfall so ausgesprochen ist, fallt fiir die Instabilitdtswellen fort.

44. Das Massenfeld. Als wir die Folgen einer kleinen Stérung des
Gleichgewichtes untersuchten, machten wir prognostischen Gebrauch
von den Zirkulationssitzen. Wenn andererseits hinlingliche Daten iiber
die Bewegung vorliegen, konnen wir diese Sitze oder geeignete Aqui-
valenten derselben fiir diagnostische Untersuchungen iiber die Beziehung
des Massenfeldes zu den Feldern der Bewegung, des Druckes oder des
Potentiales verwerten.

Einen solchen diagnostischen Gebrauch gestatten unmittelbar die
Gleichungen 40 (2), ndmlich:

(14A) curldo =Vs x (--Vp), (1B) curlgo = Vg x (—Vg).

Die rechten Seiten dieser Gleichungen enthalten implizite den Sinus
des Winkels, den die dquisubstantiellen Flichen im.einen Falle mit den
Isobarflichen, im anderen Falle mit den Niveauflichen bilden. Die
Auflosung nach diesen Sinussen gibt:

inf! — | curld | g :_Lcurlqi:]
eay 1S =17t opy 1S T e
= hsh, | curlo|, = hyhy, | curlgo|,
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wo hg, hy, hy, by, die Dicken der isosteren, der isobaren, der dquidensen
und der &dquipotentiellen Einheitsschichten sind. Fir die Winkel,
welche die dquisubstantiellen Flichen mit den Isobarflichen oder den
Niveauflichen bilden, erhalten wir somit die folgenden Sitze, indem
wir nach den Gleichungen (1) die Vorzeichen der Winkel und nach (2)

die Zahlenwerte ihrer Sinusse nehmen:

(A) Die dquisubstantiellen Fla-
chen fallen mit den isobaren zu-
sammen, wenn curl v = 0, und sind
sonst in der Weise zu den Isobar-
flichen geneigt, dafl die Drehrich-
tung vom Volumenaszendenten F’s
zum Druckgradienten — V5 mit der
Drehrichtung der rotatorischen Be-
schleunigung curl v tibereinstimmt.
Der Sinus des Drehwinkels ist nu-
merisch gleich dem Zahlenwert der
rotatorischen Beschleunigung mul-
tipliziert mit dem Produkte der

(B) Die dquisubstantiellen Fla-
chen fallen mit den Niveauflichen
zusammen, wenn curlgd = 0, und
sind sonst in der Weise zu den
Niveauflichen geneigt, daB die
Drehrichtung vom Dichteaszen-
denten Vg zum Potentialgradienten
—V¢@ mit der Drehrichtung des
Vektors curlgv iibereinstimmt.
Der Sinus des Drehwinkels ist
numerisch gleich dem Zahlenwert
des Vektors curlgo multipliziert
mit dem Produkte der Dicken der

Dicken der isobaren und der iso-
steren Einheitsschichten.

dquidensen und der &4quipoten-
tiellen Einheitsschichten.

Um den Satz (A) durch ein Beispiel zu veranschaulichen, kénnen wir
eine mit Fliissigkeit vollstindig gefiillte Flasche betrachten, die plotz-
lich horizontal beschleunigt wird.

Die Flissigkeit sei zunichst eine inkompressible Salzlgsung mit nach
unten zunehmender Dichte. Die Isobarflichen nehmen dann momentan
ihre geneigte Lage senkrecht zu der scheinbaren Kraft g — © an. Die
dquisubstantiellen Flachen, die sich mit den inkompressiblen Teilchen,
aus denen sie bestehen, bewegen, kénnen aber diese Momentanbewegung
der isobaren Flichen nicht mitmachen. Sie eilen nach und erreichen
dhnliche, aber schwacher geneigte Lagen, da bei der Beschleunigung
die unteren schwereren Massen relativ zu den leichteren oberen Massen
zurtickbleiben.

Ist die Fliissigkeit in der Flasche kompressibel und autobarotrop,
so hat man ebenfalls nach unten zunehmende Dichte und es liegt der
Fehlschluf3 nahe, dal auch dann die schwereren Massen unten relativ
zu den leichteren oben zuriickbleiben miissen. Es geschieht jedoch
folgendes: die neue Druckverteilung mit den geneigten Isobarflichen
breitet sich mit Schallgeschwindigkeit von der hinteren nach der vorderen
Wand der Flasche aus, und diese neugebildeten Isobarflichen sind
schon im Momente ihres Entstehens zugleich dquisubstantielle Flachen,
so daB niemals eine Asymmetrie der Massenverteilung relativ zu der
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scheinbaren Kraft g — v oder was auf dasselbe hinauskommt, relativ
zu dem Druckgradienten —Fp besteht: die Bewegung innerhalb der
Flasche bleibt zirkulations- und wirbelirei, und die 4quisubstantiellen
Flichen machen ohne jede Verzogerung die Bewegung der isobaren
Flichen mit.

Der allgemeine Fall ist schlieBlich derjenige, daB die Fliissigkeit
weder inkompressibel noch autobarotrop ist. Man erhdlt dann ein
Resultat zwischen den beiden obigen Extremféllen: die dquisubstan-
tiellen Flichen bewegen sich nicht so langsam wie die materiellen
Flachen, mit denen sie zu einer beliebigen Zeit zusammenfallen, und
stellen sich auch nicht so schnell wie die isobaren Flachen auf die neuen
Bewegungsbedingungen ein, sondern haben eine zwischen diesen Grenzen
liegende Bewegung.

45. Massen- und Temperaturfeld im stationdren zirkularen Wirbel.
Die Gleichungen 44 (1) koénnen wir jetzt fiir die Untersuchung des
Massenfeldes und des Temperaturfeldes im stationidren zirkularen Wirbel
verwenden. Fiir die Beschleunigung fithren wir dann v = —w?Q ein,
wo die Zentripetalbeschleunigung die Richtung von —¢ hat und nur
von den Variablen ¢ und z abhidngt. Wir haben deshalb fiir die ab-
soluten Betrige:

0 (w%0) |
dz |’
und aus den Gleichungen 44 (1) erhilt man:

1a) |25 = rs x (=vp) ). (1B)|HLTL) — g x (- Fg)].

| curlwo | =|

Die Richtung des positiven z nennen wir die Richtung nach oben
oder vollstindiger nach oben lings der z-Achse. Diese Ausdrucksweise
ist beim Horizontalwirbel im konstanten Schwerefelde selbstverstdnd-
lich, aber auch bei kosmischen Wirbeln brauchbar, wenn wir nur die
obere oder nordliche Hilfte oberhalb der Aquatorebene betrachten. Die
linke Seite der Gleichungen (1A) ist dann die Zunahme der Zentri-
fugalkraft pro Masseneinheit, die linke Seite der Gleichung (1B) die
Zunahme der Zentrifugalkraft pro Volumeneinheit, beide nach oben.
Das Vorzeichen der ersten GréBe wird durch den Drehsinn vom Druck-
gradienten —F$ zum Volumenaszendenten Vs und somit durch die
Lage der dquisubstantiellen Flichen relativ zu den isobaren bestimmt,
das Vorzeichen der, zweiten GréBe wird durch den Drehsinn vom
Potentialgradienten —F ¢ zum Volumenaszendenten V¢ und somit durch
die Lage der dquisubstantiellen Flichen relativ zu den Aquipotential-
flichen des reinen Anziehungspotentiales bestimmt. SchlieBlich heben
wir hervor, daB lings der Koordinate z die Gleichgewichtsbedingung
gilt, wobei Stabilitdt nur dann besteht, wenn ¢ nach unten oder s nach
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oben zunimmt. Nimmt man hierauf Riicksicht, so erhidlt man die
folgenden Resultate (Abb. 20), die ganz mit denjenigen iibereinstimmen,
die wir fiir eine Diskontinuititsfliche innerhalb des zirkularen Wirbels
abgeleitet haben, S. 134—135

(A) ‘9(‘229) <o, 0 (g0 <o,
d.h. die Zentrifugalkraft, gleich-
viel ob auf die Einheit der Masse
oder auf die Einheit des Volu-
mens bezogen, nimmt nach oben
ab: in der Gegend der Achse
verlaufen die #quisubstantiellen
Flichen sowohl unterhalb der
Niveauflichen der duBeren Kraft
wie unterhalb der Isobarflichen.
D. h. im Horizontalwirbel im
konstanten Schwerefelde haben
die &dquisubstantiellen Fldchen
tiefere Wirbeltrichter als die iso-
baren; und in den kosmischen
Wirbeln zeigen die dquisubstan-
tiellen Flichen noch mehr ab-
geplattete Formen als die der Iso-
barflichen. Dabei kénnen auch
saturnringihnliche Formen vor-
kommen.

B) %% — o, d h. dic

Zentrifugalkraft pro Massenein-
heit dndert sich nicht lings der
Parallelen zur Wirbelachse. Dies
ist der Fall der Barotropie, die
dquisubstantiellen Flichen fallen
mit den isobaren zusammen und
haben deren Wirbeltrichter im
konstanten Schwerefelde, und
deren flachgedriickt ellipsoide
Form in den kosmischen Wirbeln.

(C)a( )>0 (‘]“’9)<0

d. h. die Zentrlfugalkraft pro
Masseneinheit nimmt nach oben
zu, die Zentrifugalkraft pro Vo- Abb. 20. Massenfeld im zirkularen Wirbel,

. . . Isobarflichen, ——— Niveauflichen
lumeneinheit nimmt nach oben — —— aquisubstantielle Flichen.
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ab: im Horizontalwirbel im konstanten Schwerefelde haben die aqui-
substantiellen Flichen immer noch Wirbeltrichter, aber weniger tief
als die isobaren Flichen; im kosmischen Wirbel erscheinen die dqui-
substantiellen Flichen immer noch an den Polen abgeplattet, aber
weniger als die isobaren Flichen.

(D) Qiqa_a:&) = 0, d. h. die Zentrifugalkraft pro Volumeneinheit ver-

andert sich nicht lings der Parallelen zur Wirbelachse: die dquisub-
stantiellen Flichen fallen mit den Aquipotentialflichen der duBeren
Kraft zusammen. Im Horizontalwirbel im konstanten Schwerefelde
sind also die dquisubstantiellen Flichen Horizontalebenen; im kos-
mischen Wirbel haben die 4quisubstantiellen Flichen die -Form der
Aquipotentialflichen der reinen Anziehung, d.h. bei Planeten, Erde

und Sonne sehr nahe die Kugelform.

(B) &) o, 227 o, 4. h. die Zentrifugalkraft, gleichviel
ob auf Massen- wie auf Volumeneinheit bezogen, nimmt nach oben zu:
im Horizontalwirbel im konstanten Schwerefelde haben die dquisub-
stantiellen Flichen umgekehrte Wirbeltrichter, d.h. Erhéhungen anstatt
Vertiefungen; und im kosmischen Wirbel sind sie in der Richtung der
polaren Achse ausgezogen.

Man sieht in allen Féllen, daB3 der Wirbel wie eine Zentrifugalpumpe
wirkt, in der Gegend der Achse je nach den Umstinden nach oben oder
nach unten saugend, genau wie wir es frither im Falle der Diskontinuitits-
fliche sahen. Wie von der Geschwindigkeitsverteilung auf die Massen-
verteilung kann man auch umgekehrt von der Massenverteilung auf die
Geschwindigkeitsverteilung diagnostisch schlieBen.

Fiir quantitativ diagnostische Zwecke sind die Integralsidtze oft den
Differentialgleichungen (1) vorzuziehen. Wir gehen dann von

(2A) [0-6r=N(s, —p), (2B) [q0-dr=N(g, —¢)

aus. In beiden Gleichungen lassen sich auch die GréBen links durch
Solenoidzahlen ausdriicken. Nach 20 (6) kénnen wir die linke Seite
von (2A) in die Form N (w? —3¢?) schreiben; und ganz entsprechend
148t sich die linke Seite von (2B) in die Form N (gw?, —%0?) schreiben,
wodurch sich die beiden Gleichungen ergeben:

(3A) N(w? —4¢%) = N(s,—p),  (3B) N(gow® —}¢*) = Nig, —¢).

Es gelten also fiir den stationiren zirkularen Wirbel die einfachen Ge-
setze: innerhalb einer beliebigen geschlossenen Kontur gibt es ebenso
viele Solenoide der GréBen w? und }p? als es isobar-isostere Solenoide
gibt ; und ebenso viele Solenoide der GréBen gw? und § ¢?, als es dquidens-
dquipotentielle Solenoide gibt.
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Kurven besonders geeigneter Form fiir die Auswertung der Integrale
sind krummlinige Vierecke, die im Falle (A) aus zwei isobaren Kurven
und zwei Parallelen zur Wirbelachse bestehen und im Falle (B) aus zwei
Aquipotentiallinien und zwei Parallelen zur Wirbelachse (Abb. 21, A, B).
Dabei wollen wir durch s,,, So,, (e,» 70,) geeignete Mittelwerte des spez.
Volumens (der Dichte) auf den Geraden g = g, bzw. ¢ = g, bezeichnen
und durch @3, wd , (gw%,, qwl,) Mittelwerte von w? (gw?) auf den beiden
Isobarflichen (Niveauflichen). Die linken Seiten der Gleichungen (3)

Abb. 21, Parallelogrammatische Kurven fiir Anwendung des Zirkulationssatzes.

sind die Linienintegrale von w?g bzw. gw?e und lassen sich in dhnlicher
Weise wie die Linienintegrale in 41 (2) berechnen:
01

—[fodo = [(w}, — w}) edo =} (@}, — @) (t — o),

Qo

&1
—[qwredo = [ (ge, — go) odo = } (g3, — G5%,) (oF — &)
Qo
Da die Gleichungen 41 (2) die entsprechende Berechnung der rechten
Seiten von (3) geben, findet man:

(So. — Seo) (P1 — P0) = % (6;1 — E)in) (f — @)
(9_91 - q—m) (1 — @0 = % (ﬁil - q_w?p.,) (9% - @%) .
Hieraus findet man die niitzlichen diagnostischen Formeln:

_ 1 @, _ 1q 719,
(44) so. =S, =7 =5 " (61— 00), (4B) lo—Go=7 1 (o —03) -

2 p1— P17~ Po
Schreibt man die Winkelgeschwindigkeiten w,,, wp, in der Form:
(S) Wp, = ‘Q + w;’o’ Wy, = Q + w;h’

wo £2 z.B. die konstante Winkelgeschwindigkeit der Erde bedeuten
kann und wj, und wj, klein sind relativ zu 2, so findet man:
01
—jwzgdg—/( wp, — wi)odo = 2!2/ W), — W 9d9—2.Q

Qo
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wo 2 die Bedeutung von 42 hat. Dadurch findet man die Formel:
2Q d2

Fimpodt’

die sich auch direkt aus 41 (2) und 42 (1) ergibt und im Falle der

relativen Bewegung niitzlich ist.

(6) Sor — Spy =

[4

Wir wollen noch einen niitzlichen, direkt integrablen Spezialfall
betrachten und gehen dazu von der Gleichung 38 (2A) aus:
(7) dp +sdp = w?odp.
Die Differentialgleichung der Isobarflichen

dp = w?edg

ist z. B. in dem Falle direkt integrabel, wo die Variablen separierbar sind,
d. h. wenn die Zentrifugalkraft als das Produkt einer Funktion von g
und einer Funktion von ¢ darstellbar ist:
(8) w?e = F(o) G(g).
Die Gleichung der Isobarflichen lautet dann in endlicher Form:

do i
—~ — |F(go)do = H(p),
6ty —|Flade=H(p)
wo H eine willkiirliche Funktion ist. Hieraus folgt nun:
dy ’
—— — F(o)dp = ,
G — Flode = H (p)ap
oder unter Beriicksichtigung von (7):
) s=G(p)H'(p).
Der Unterschied der spez. Volumina in zwei Punkten derselben Isobarfliche
p = po mit den Potentialwerten ¢, und ¢, wird durch die Gleichung

S1— Sy G (p) — G (p2)
(10) TS
gegeben. Setzen wir die Zentrifugalkraft als eine lineare Funktion des

Schwerepotentiales voraus, so vereinfacht sich die Formel auf:

(103.) 51—52:‘7’1—972‘
S1 P1— Po
Wir werden spiter Beispiele numerischer Werte geben, wenn wir das

Temperaturfeld betrachtet haben.

Hat man das Massenfeld im zirkularen Wirbel gefunden, so ergibt
sich das Temperaturfeld sofort durch Anwendung der Gasgleichung:
ps = RO. Indessen kann es bisweilen von Bedeutung sein, das Tem-
peraturfeld direkt zu bestimmen, ohne das Massenfeld zu benutzen.
Dazu kann man die schon in 41 (6) gefundene Gleichung

(11) curlo = —RV O x Viegp
benutzen.
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Aus dieser Gleichung ergibt sich:
(12) A N(w2, — .;ﬂg‘z) — N(—logp, —R6).
Machen wir die gewdhnliche Voraussetzung, daB die Temperatur mit
der Hohe abnimmt, so zeigen —V 6 und Vs nach oben, und die Dreh-
richtung von —F p zu —F 0 wird der Drehrichtung von Vs zu —Vp,
die wir fiir die isosteren Flichen fanden, entgegengesetzt. Die iso-
thermen und die dquisubstantiellen Flichen verhalten sich deshalb im
zirkularen Wirbel gewdhnlich entgegengesetzt zueinander. Im Falle
Abb. 20E, wo der Wirbel die groBite Intensitit oben hat und schwere
Massen von unten heraufgepumpt werden, senken sich die Isotherm-
flichen in der Gegend der Achse unter die Isobarflichen, wihrend sich
die Isosterflichen iiber dieselben heben. Dies bedeutet, daB3 die auf-
gepumpten Massen kilter sind als die sonst unter demselben Drucke
stehenden Massen: der Wirbel hat einen kalten Kern. Im Falle' der
Abb. 20A, wo der Wirbel seine groBite Intensitidt unten hat, heben sich
die Isothermflichen iiber die isobaren, wihrend sich die Isosterflichen
unter dieselben senken: der Wirbel hat einen warmen Kern.

Integriert man die Gleichung (11) lings derselben Kurve wie in (4a),
so ergibt sich unter Anwendung von 41 (9):

acC 1,y . —_ _
= 5 @ — @) (e — o) = R0, — G log
und hieraus: B 4 & _ e
. -— Py Po 2 _— 2y
(13) 0@1 0@0 - 2 R (]ogpl . IOgPo) (Ql QO) M
Schreibt man wy,, @y, in der Form (5), hat man statt (13) die folgende
Gleichung: ] ] 0 @d zt‘_
(14) 001 - 0@0 = B o

R (logpy — logpo)’
welche sich auch nach den Methoden der Abschnitte 41 und 42 direkt
herleiten 148t und fiir Anwendungen auf der Erde bequem ist.

Als eine einfache Anwendung wollen wir die meridionale Temperatur-
verteilung der zonal stromenden Erdatmosphire berechnen unter der
Annahme, daB an der Isobarfliche p = 30 cbar (Hohe etwa 9000 m)
der Westwind im Mittel 10 m/sec grofler ist als an der Isobarfliche
b = 100 cbar (Meeresniveau). Betrachten wir Partialzirkulationen von
80° bis 90° geogr. Breite, von 70° bis 80° usf., so ist angendhert:

20 ’% = 20,L (v; — ),
wo L die Linge von zehn Meridiangrad ist und £2, der Mittelwert von

2, auf diesem Meridianbogen. Die Gleichung (14) wird dann:

, j, g, — 22:L—)
(14) 0o — e = Rllogp, — Togps)

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 11
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Hier hat man v, — v, = 10 m/sec, L = 1111 km, und es ergibt sich,

wenn 6, — 0,, = 46 gesetzt wird, die folgende Tabelle:

Zirkulation 40 Zirkulation A8
von 80°bis 90° . . . . 4°7C von 30° bis 40°. . . . 2°%7 C
,, 70° ,,8°....4,5, ,, 20° ,,30°....2,0
,, 60° ,, 70°. .. .4,2, ,, 10° ,, 20°. . . .1,2 ,
, 50° ,, 60°. .. .3,8, , 0° ,,10°. .. .0,35,
,, 40° ,, 50°. . . .3,3,

Diese Einzelwerte haben keine reale Bedeutung, weil die Windzunahme
mit der Hohe auf verschiedenen Breiten sehr verschieden sind. Bildet
man aber die Summe, so findet man 27° als Temperaturunterschied
zwischen Pol und Aquator. Hitte man v, — v, = 15 m/sec gesetzt, so
wire 40° herausgekommen. Der erste Wert entspricht ungefihr den
sommerlichen und der zweite den winterlichen Verhiltnissen, und 10
bzw. 15 m/sec sind gewisse mittlere Geschwindigkeitszuwichse mit der
Hohe, die nétig sind, um einen solchen Temperaturunterschied aufrecht-
zuerhalten.

Fihrt man s = % in die Formel (10) ein, so ergibt sich:
h—0; _ Glg) —G(9)

1 L= .

5) % Gl

Wir betrachten speziell einen horizontalen Gaswirbel im Schwere-
felde und setzen voraus, daB die Zentrifugalkraft eine lineare Funk-
tion des Schwerepotentials ist. Aus (8) folgt dann G(p) = ¢ = ¢,, Wo
@, das Niveau darstellt, in dem die Zentrifugalkraft Null ist. Der
Temperaturunterschied zwischen zwei Punkten einer Isobarfliche ist
dann nach (15) durch

0, — 0. —
16 1 2 _ Pr— ¢
( ) 6, P1— Po

gegeben.

Wir kénnen nun annehmen, dafl die Bewegung in hinlinglich groBem
Abstande von der Wirbelachse gegen Null konvergiert. ¢, kann dann
das Potential der Asymptotenebene der betrachteten Isobarfliche sein
und @, das Niveau des tiefsten Punktes des Wirbeltrichters, so daB
@, — @y die Depression des Wirbeltrichters im Potentialmafl ist und
0, — 0, die entsprechende Temperaturdepression an der Wirbelachse.
Fiir irdische Temperaturen 6, = 273 ° findet man fiir verschiedene Werte

von z’—_—z—z die folgenden Temperaturdepressionen:
1— %o
PP = 0001 001 0.1,
P1— Po

0, — 0, = —0°273 —2°73 —27°3.
Dies ist auf atmosphirische Wirbeln wie Wasserhosen oder Tromben
anwendbar, die also so miBige Dimensionen haben, daB ihre Winkel-
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geschwindigkeit im Vergleich zu derjenigen der Erde groB sein kann.
Betrigt dann die Depression der Wirbeltrichter der Isobarfliche ein
Hundertstel der Héhe der Flichen oberhalb des Erdbodens, wo die Be-
wegung gleich Null vorausgesetzt wird, so findet man die Temperatur
einer und derselben Isobarfliche an der Wirbelachse 2°7 niedriger
als in groBem Abstande davon, und diese Temperaturdepression steigt
auf 27°, wenn die Depression des Wirbeltrichters ein Zehntel der Héhe
der Isobarfliche tiber dem Niveau betrigt, wo die Bewegung Null ist.

Fiir einen dhnlichen Wirbel auf der Sonne, wo man 6; = 6000°
hat, findet man:

P17 %2 — 0,000 0,01 0,1 0,2 0,3,
Y1~ Po
0, — 0, = —6° —60° —600° —1200° —1800°.
Bei den Wirbeln auf der Sonne p-@
erreicht man deshalb leicht 5400 5400
. . 80
die Temperaturdepressionen w0 P=z

von ein paar tausend Graden,
welchedie Sonnenflecken kenn-
zeichnen; und zwar wird dies -2
bei Geschwindigkeiten er-  Abb. 22. Temperaturverteilung in einem Sonnenflecken.
reicht, die miBig sind im
Vergleich zu denen, die man auf der Sonne beobachten kann. Abb. 22
gibt die Temperaturverteilung in einem Sonnenflecken, wenn man
— P2

6, = 6000° C und =% _ 03 annimmt®.
P1— Po

46. Stabilitdt des zirkularen Wirbels. Trigheitswellen. Nach dieser
Untersuchung des Bewegungs-, Druck- und Massen- bzw. Temperatur-
feldes im stationdren zirkularen Wirbel taucht die Frage nach der
Stabilitit des stationiren Zustandes auf.

Um das Problem zu begrenzen, denken wir uns eine aus Parallel-
kreisen gebildete torusférmige Fliche solidifiiert, so daB wir es mit
einer begrenzten Fliissigkeitsmasse innerhalb dieser starren Réhre zu
tun haben. Wir fangen mit dem physikalisch einfachsten Falle an,
daB diese Fliissigkeitsmasse homogen und inkompressibel ist.

Die Storung denken wir uns durch Momentanimpulse erzeugt, die
in den Meridianebenen enthalten und in allen Meridianebenen identisch

1 Diese Methode zur Schatzung der Temperaturdepressionen in einem Sonnen-
flecken ist zum ersten Male in der Abhandlung V. BjErkNEs, Solar Hydro-
dynamics, Astrophysical Journal 1926, angegeben worden. In den ohne Beweis
gegebenen Formeln hatte sich aber ein Rechenfehler eingeschlichen, wodurch in
jener Abhandlung die Temperaturdepressionen doppelt so groB als die richtigen
gefunden wurden.

1*
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dieselben sein sollen, so daB diese Momentanimpulse fiir sich allein einen
zirkularen Wirbelring (21) erzeugen wiirden. Die Momentanwirkung der
Impulse ist also die, dal sich dem zirkularen Wirbel ein zirkularer
Wirbelring iiberlagert hat. Die Frage ist, wie die Bewegung danach
weiter verlaufen wird.

Da die Fliissigkeit autobarotrop ist, wird die Bewegung eine solche
sein, bei der Zirkulation und Wirbel individuell so erhalten bleiben,
wie sie nach den Impulsen auf die fliissigen Individuen verteilt waren.

Die Impulse haben die Zirkulation der materiellen Parallelkreise
nicht verindert. Jeder solche Kreis bewegt sich mit unverdnderter
Zirkulation, d. h. mit einer Peripheriegeschwindigkeit, die sich um-
gekehrt wie sein veridnderlicher Radius verhalt.

Ist nun der urspriingliche ungestérte zirkulare Wirbel von dem
Typus 20 (II), S. 73, wo alle Parallelkreise dieselbe Zirkulation haben (die
Geschwindigkeit nach dem Gesetz r~* mit dem Abstand von der Achse
abnehmend), so wird die Stérung keine Neuverteilung der Zirkulation,
der Peripheriegeschwindigkeiten oder der zugehérigen Zentrifugalkrafte
zur Folge haben. Die inneren Gleichgewichtsbedingungen im zirkularen
Wirbel bleiben von der Stérung unberithrt und nichts hindert, daB die
erzeugte kombinierte Bewegung stationdr bleibt.

Der ungestorte Wirbel soll aber jetzt von dem Typus 20 (I) sein,
wo die Zirkulation der Parallelkreise nach auflen zunimmt. Die un-
mittelbar aus den Impulsen folgende Umlagerung der Parallelkreise hat
dann zur Folge, dafl man an denjenigen Stellen, wo sich von innen ge-
kommene Kreise befinden, verkleinerte Peripheriegeschwindigkeit und
verkleinerte Zentrifugalkraft findet. Vergroferte Peripheriegeschwindig-
keiten und vergroBerte Zentrifugalkraft dagegen findet man an denjenigen
Stellen, wo sich von auBen stammende Kreise befinden. Das frithere
Gleichgewichtsverhiltnis der Zentrifugalkrifte ist gestért, und die Neu-
verteilung der Zentrifugalkrifte wirkt der durch die Impulse erzeugten
Bewegung entgegen. Je weiter die erzeugte Stérungsbewegung fort-
schreitet, um so stirker wird die durch die Zentrifugalkrifte erzeugte
Gegenbeschleunigung. SchlieBlich kehrt die Bewegung um und erreicht
unter Beschleunigung durch die Zentrifugalkrifte wieder die Ausgangs-
lage. Dann folgt ein Ausschlag in der entgegengesetzten Richtung unter
Entwicklung neuer entgegenwirkender Zentrifugalkrifte, usf. Es er-
folgen meridionale Schwingungen wie diejenigen eines Pendels.

Wihrend dieser Schwingungen werden die Stromlinien abwechselnd
Rechts- und Linksschraubenlinien, die auf den Torusflichen gelegen
sind, auf denen sich die Kreise hin und her bewegen. Die Bahnen der
einzelnen Teilchen sind in der Absolutbewegung Sinuslinien auf diesen
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Torusflichen. In ihrer Bewegung relativ zur Grundstrémung sind sie
Ellipsen auf diesen Torusflichen, mit einer Hauptachse lings der Par-
allelkreise und einer lings der Meridionalkurven. Bei dem Umlaufe
in dieser elliptischen Bahn (Abb. 23) befindet sich das Teilchen am
weitesten vorn relativ zur Grundstrémung, wenn es wihrend der Be-
wegung nach auflen seinen mittleren Abstand von der Wirbelachse
passiert. Im weiteren Verlauf der Bewegung passiert das Teilchen
seinen groften Abstand von der Wirbelachse mit
groBter relativer Riickwirtsgeschwindigkeit, den
hintersten Punkt seiner Bahn mit gréBter Ein-
wirtsgeschwindigkeit und den innersten Punkt
seiner Bahn mit groBter Vorwartsgeschwindigkeit. 50 . oo oo
Die Umlaufsrichtung in dieser relativen Bahn ist der chens relativ zur bSetert;rgnl;gxgg
Umlaufsrichtung im zirkularen Wirbel entgegen- 7 '
gesetzt. Die Relativbewegung lings der Parallelen verschwindet dort, wo
keine Verschiebung der Teilchen in radialer Richtung vorkommt, d. h.
wo die Torusfliche eine Zylinderfliche um die Wirbelachse tangiert.
Hier schrumpft die Ellipse in ein gerades Linienelement parallel der
Wirbelachse zusammen und auf der zentralen ungestérten Parallele
sogar in einen Punkt. Die
Relativbewegung lings der
Parallelen ist andererseits am
gréften dort, wo die Teilchen
die groBten Anderungen ihres
Abstandes von der Wirbel-
achse erleiden, d. h. wo die
Torusfliche eine zu der Wirbel-
achse normale Ebene beriihrt.
Auf Grund des Gesetzes der
individuellen Wirbelerhaltung
bestimmt die Bewegung der
Teilchen die Bewegung der Abb. 24. Nutationsbewegung der Wirbellinien im
immer aus denselben Teilchen zirkularen Wirbel.
bestehenden Wirbellinien. Diese Linien, die vor der Stdrung Geraden
parallel der Wirbelachse waren, beschreiben nach der Stérung Kegeln
um die urspriinglichen ungestérten Wirbellinien als Achsen (Abb. 24).
Die Scheitelpunkte dieser Konusse liegen in der Ebene oder Fliche,
wo die elliptischen Bahnen der Teilchen zu Linienelementen parallel
der Wirbelachse zusammengeschrumpft sind. Wie die Wirbellinien be-
wegen sich auch die von den Wirbellinien erzeugten Wirbelréhren
mit ihrem Masseninhalt. Die Wirkung der Stérung ist also kurz
gesagt so, daf dic materiellen Wirbelyohren wit ihvem Masseninhalt
eine Nutationsbewegung annehmen entsprechend der Nutationsbewegung,
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die ein im Raume frei votierender fester Korper bei einer Storumg an-
nimme.

Je mehr man die stérenden Impulse vergréBert, um so groBere ge-
schlossene Bahnen beschreiben die Teilchen in ihrer Bewegung relativ
zur Grundstrémung und um so gréBer werden die Nutationsbewegungen.
SchlieBlich kénnen innerhalb des zur Verfiigung der Radialbewegung
stehenden Raumes nicht mehr geniigende Zentrifugalkrifte entwickelt
werden, um die Bewegung zur Umkehr zu bringen. Statt Kurven zu
sein, die sich zu einem Punkte zusammenziehen kénnen, ohne die Torus-
fliche zu verlassen, werden die Bahnen jetzt den Torus in solcher Weise
umfassen, daf dies nicht mehr moglich ist. In diesen Bahnen werden die
Teilchen rhythmische Umliufe ausfithren, wie diejenigen eines Pendels,
der einen so kriftigen StoB erhalten hat, daB er an seiner instabilen
Gleichgewichtslage vorbeikommt. Dabei beschreiben die Wirbellinien
die entsprechenden Kegeln.

Ein anschauliches Bild dieser Bewegung kann man sich auch machen,
indem man sie sich in einer anderen Weise erzeugt denkt. Die primir ge-
gebene Bewegung kann dann diejenige eines zirkularen Wirbelringes sein,
wo ein stationidrer Umlauf lings geschlossener Kurven in den Meridian-
ebenen stattfindet. Dann fithrt man durch kleine Impulse tangentiell
zu den Parallelkreisen eine kleine Stérung ein, die fiir sich allein einen
schwachen zirkularen Wirbel erzeugt haben wiirde. Durch dynamische
Betrachtungen dhnlicher Art wie die oben durchgefiihrten sieht man, da
dabei ein Rhythmus in die Meridionalzirkulation hineinkommt, auBer
in dem Spezialfall, wo der als Stérungsbewegung hinzugefiigte zirkulare
Wirbel ein solcher mit gleicher Zirkulation aller Parallelkreise ist. In
diesem Ausnahmefall bleibt die zu Anfang betrachtete Kombination
von stationdrem Wirbel und stationirem Wirbelring erhalten.

Der rhythmische Meridionalumlauf geht mit der gréBten Geschwindig-
keit, wenn die Kreise mit der groBten Zirkulation sich auBen und die
Kreise mit der kleinsten Zirkulation sich innen befinden, und mit der
kleinsten Geschwindigkeit, wenn die Kreise mit der kleinsten Zirkulation
auBen und die mit der gréBten innen sind. Die erste Lage entspricht
dem stabilen Zustand, wo der zirkulare Wirbel von Typus (I) ist, die
zweite Lage dem instabilen Zustand, wo der zirkulare Wirbel von dem
Typus (III) der in 20 gegebenen Einteilung ist.

Bei passend abgemessenen stérenden Impulsen kann der Wirbel
noch gerade an dieser Lage des inneren instabilen Gleichgewichtes
vorbeikommen. Ist ein ungestérter Wirbel dieser instabilen Art gegeben,
so wird schon der geringste Impuls geniigen, um den rhythmischen
Umlauf in Gang zu bringen. ‘

Wir lassen dabei die Frage offen, ob ein solcher rhythmischer Umlauf
geniigende Stabilitdt hat, um dauernd erhalten zu bleiben oder ob er



Turbulenz und Turbulenzreibung. 167

sich nicht in Bewegungen mehr verworrener Art auflést. Jedenfalls
kann man aber mit vollem Recht den Wirbel mit nach auBlen zu-
nehmender Zirkulation als instabil bezeichnen, weil selbst die geringste
Stérung geniigt, um eine gewaltsame Bewegung auszulOsen.

Um mit einem moglichst einfachen Problem anzufangen, haben wir
Stérungen des zirkularen Wirbels betrachtet, die in allen Meridional-
ebenen die gleichen waren. Wir konnen absr diese Stérungen auch
durch solche ersetzen, die sektorenweise entgegengesetztes Vorzeichen
haben und beispielsweise nach einem Sinusgesetz verteilt sind. Was
wir bisher fiir den ganzen Umfang des Wirbels entwickelt haben, wird
sich dann sektorenweise wiederholen. Bei den Verschiebungen in
radialer Richtung dndern sich die Geschwindigkeitskomponenten der
Teilchen lings der Parallelkreise nach dem Flichensatze, d. h. umgekehrt
wie der Abstand von der Achse, und daraus folgt eine Neuverteilung
der Zentrifugalkraft, die jetzt sektorenweise, statt frither fiir den ganzen
Umfang des Wirbels auftritt. Im Stabilitdtsfall, wenn die Geschwindig-
keit nach auBen entweder zunimmt oder langsamer als nach dem Ge-
setze #~! abnimmt, werden dann durch hinlinglich kleine Stérungen
Schwingungen ausgelost, die sektorenweise entgegengesetztes Vorzeichen
haben und als stehende Schwingungen oder als sich lings der Parallelen
fortpflanzende Wellen auftreten konnen: der stabile zirkulare Wirbel
verhilt sich dhnlich wie ein elastischer fester Korper, in dem Torsions-
schwingungen auftreten oder Wellen sich fortpflanzen. Die auf Tragheit
beruhenden Wellen im zirkularen Wirbel sind aber nicht wie die elasti-
schen Torsionswellen rein transversal, sondern gemischt transversal und
longitudinal: die transversale Verschiebung lings des Radiusvektors hat
longitudinale Geschwindigkeitsinderungen lings der Parallelen zur Folge
und longitudinale Geschwindigkeitsdnderungen haben transversale Ver-
schiebungen zur Folge. In dieser Verkniipfung der Transversalver-
schiebungen mit den Longitudinalgeschwindigkeiten besteht das eigent-
lich Charakteristische dieser Trigheitswellen. Fiir die mathematische
Theorie dieser Schwingungen und Wellen vergleiche Kap. XI.

Die abgeleiteten Resultate iiber Stabilitat und Instabilitit des zirkularen
Wirbels folgten aus der Trigheit der bewegten Teilchen. Unsere Beschrén-
kung der Betrachtungen auf eine barotrope, und zwar sogar so speziell
barotrope Fliissigkeit wie die homogen-inkompressible, war deshalb keine
wesentliche. Man findet dhnliche Erscheinungen als Wirkung der Tragheit
auch bei Fliissigkeiten allgemeinster Art, wobei sich nur die Bedingungen,
welche die Stabilititsgrenze bestimmen, quantitativ verschieben.

47. Turbulenz und Turbulenzreibung. Die Resultate, die wir fiir
die Stabilitat und Instabilitit der zirkuliren Wirbelbewegung gefunden
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haben, wenn die Fliissigkeit in einer starren Rohre eingeschlossen ist,
konnen wir induktiv verallgemeinern, indem wir ein Element einer be-
liebigen Rohre als dem oskulierenden zirkularen Wirbel angehérig be-
trachten: innerhalb gekriimmter starrwandiger Réhren ist die Bewegung
stabil, wenn die Bewegung nach der konvexen Seite der Rohre entweder
zunimmt oder langsamer abnimmt als nach dem Gesetz =1, wo 7 der
Kriimmungsradius der Rohre ist, d. h. der Kriimmungsradius einer ge-
wissen mittleren Rohrenachse.

Denken wir uns jetzt eine beliebige Fliissigkeitsbewegung gegeben,
so kénnen wir in der verschiedensten Weise die Winde der Stromrshren
solidifiieren und die Stabilitit oder Instabilitdt der Bewegung innerhalb
jeder solchen Rohre untersuchen. Findet man dann die Bewegung
stabil innerhalb aller Rohren, so ist es méglich, daB3 die Bewegung stabil
bleibt, auch wenn man die starren Winde verschwinden 148t. Sicher ist
es aber nicht, denn die starren Winde tragen unbedingt zur Stabilitit
bei. Findet man dagegen die Bewegung innerhalb gewisser oder aller
Rohren instabil, so kann man mit Sicherheit schlieBen, daB diese In-
stabilitit auch nach dem Verschwinden der Winde vorhanden sein
wird. Denn das Wegnehmen der Winde kann nur die Instabilitit ver-
grofern. Man hat jeden Grund, anzunehmen, daB3 diese Instabilitit
zur Folge haben wird, daB die urspriinglich stationdre laminare Bewegung
in turbulente Bewegung iibergehen wird.

Damit soll nicht gesagt werden, daB die Instabilitit gekriimmter
Strémungen die einzige, wohl aber eine sehr allgemeine Ursache der
Turbulenzentstehung ist. Dies folgt schon daraus, daf in Wirklichkeit
alle Stromungen gekriimmt sind. Denn was wir hier auf der Erde gerade
Strémungen nennen, sind wegen der Rotation der Erde in Wirklichkeit
gekriimmte Strémungen. Geht man ins Ultramikroskopische oder nihert
man sich dem molekularen Gebiet, so existiert keine geradlinige Bewegung
von hinldnglich kleinen Massen mehr. Selbst die glatteste ebene Wand
ist uneben, und die Stromréhren einer vorbeistromenden Fliissigkeit
sind gekriimmt. Wenn es eine Stelle gibt, wo die Bewegung Null ist,
so kann dies nie an der konvexen Seite einies krummen Stromes erreicht
werden, ohne daf die Geschwindigkeit schneller abnimmt als nach dem
Gesetze 1. An einer solchen Stelle muB8 dann notwendig Turbulenz
als Folge der Tréigheit entstehen, sofern es sich um eine vollkommene
Fliissigkeit handelt. Das einzige, was das Entstehen dieser Turbulenz
hindern kénnte, wire die Reibung, die ja auch nach empirischen Unter-
suchungen als stabilisierender Faktor auftreten kann und sich als solcher
sicher besonders im unendlich kleinen wirksam zeigen muf}, wihrend
die Turbulenz groflen Stiles, die man in Atmosphdre und im Meer in
allen Abstinden vom Boden antrifft, sicher von der Reibung ganz un-
beeinfluB3t ist.
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Eine wichtige Folge der Turbulenz ist, daB man es bei den groBen
Durchschnittsbewegungen, mit denen man allein bei Luft und Meeres-
bewegungen rechnen kann, mit einer scheinbaren Reibung, der Turbu-
lenzreibung, zu tun hat, deren BestimmungsgréBe nicht wie diejenige
der Reibung der Laminarbewegung eine einzige physikalische Reibungs-
konstante ist, sondern eine oder mehrere vom Turbulenzzustand ab-
hingige GroBen, die von Zeit zu Zeit und von Stelle zu Stelle im
Stromfelde verschiedene sein konnen.

48. Einfache Beispiele des Einflusses der Reibung auf Fliissig-
keitshewegungen. Bei der Diskussion der allgemeinen Eigenschaften
der hydrodynamischen Stromfelder haben wir bis jetzt die Fliissigkeit
immer reibungslos vorausgesetzt. Volle Ubereinstimmung mit der Wirk-
lichkeit erreicht man aber selbstverstdndlich erst, wenn man auch die
Reibung mit in Betracht zieht, die ja bei keinem flissigen Medium
gleich Null werden kann. Wenn man aber dies in befriedigender
Weise tun will, so stellen sich dem groBe Schwierigkeiten entgegen.
Erstens sind die hydrodynamischen Gleichungen, wenn man die Rei-
bungsglieder mitnimmt, wesentlich schwieriger zu handhaben. Zweitens
stellen diejenigen Losungen dieser Gleichungen, die wir besitzen, immer
nur Laminarbewegungen dar, wihrend wir die wirklich auftretenden mehr
oder weniger turbulenten Bewegungen nicht analytisch darstellen kénnen.
Allerdings besteht ein wirklicher Unterschied zwischen Laminarbewegung
und turbulenter Bewegung wahrscheinlich nicht. Die turbulenten Be-
wegungen sind kaum etwas anderes als duBerst komplizierte Laminar-
bewegungen, die sich an Stelle der analytisch gefundenen einfachen Lami-
narbewegungen einstellen, wenn und wo diese nicht stabil sind. Bis auf
weiteres muB3 man sich darauf beschrinken, Durchschnittsbewegungen zu
betrachten, bei denen man von den turbulenten Mikrobewegungen absieht
und dafiir die scheinbaren Reibungswiderstinde einfithrt, die von der
Mischung verschieden bewegter Massen durch die Mikrobewegung her-
rithren. Die dabei auftretenden scheinbaren Reibungskoeffizienten sind
dann nicht Konstanten, sondern Funktionen des Turbulenzzustandes
und somit gewohnlich Funktionen sowohl des Ortes wie der Zeit.

Auf allgemeinere Probleme, die bei dem Studium dieser Turbulenz-
reibung auftreten, werden wir in einem spéteren Kapitel zuriitckkommen.
Vorlaufig soll nur ein Resultat abgeleitet werden, von dem wir spiter
einen qualitativen Uberblick iiber den EinfluB der Reibung auf die
groBen atmosphirischen Bewegungen ableiten kénnen. Dabei setzen
wir die Reibungsglieder der hydrodynamischen Gleichungen in ihrer
einfachsten Form an, mit einem konstant angenommenen Reibungs-
koeffizienten, der aber ganz andere Werte als der physikalische
Reibungskoeffizient haben kann.
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Um diese Reibungswirkungen unter moglichst einfachen Verhilt-
nissen zu studieren, betrachten wir eine Fliissigkeitsbewegung, bei der
Horizontalebenen iibereinander gleiten. Man hat also die vertikale
Geschwindigkeitskomponente identisch Null. Ebenfalls sind die rium-
lichen Ableitungen der Geschwindigkeit nach den horizontalen Koordi-
naten x und y identisch Null, so da} die Geschwindigkeiten der einzelnen
Punkte einer und derselben Horizontalebene zu jeder Zeit identisch
dieselben sind. Also:

ov, v, 6v, %

™ =00 Gy Ty Tox oy
Um weiter nur die reinen Reibungswirkungen von Ebene zu Ebene zu
betrachten, setzen wir den horizontalen Druckgradienten gleich Null:
op _0p _

Man findet dann aus 34 (4) fiir die vertikale Koordinate die reine Gleich-
gewichtsgleichung, und die gesamte Druckverteilung wird wie beim Gleich-
gewichte. Nur fiir die horizontalen Koordinaten findet man Bewegungs-
gleichungen, ndmlich:

=0.

0V _ g P20
gt = Mgz
G) ov, _ &,
ot = Mgz

wo man jede Gleichung fiir sich integrieren kann.
Man erkennt sofort, daf

(4) vy = Aer?cos(uz +»f) und v, = Ae*%cos(uz — »i)

Losungen der ersten Gleichung darstellen, wenn:

/ v JT

©) w=Va%=Vsrr

Die erste Losung stellt Reibungswellen dar, die sich etwa von einer
Wasseroberfliche durch das Wasser abwirts fortpflanzen, wenn die
Oberfliche selbst durch einen periodisch wechselnden Wind mit der
Periode T in Bewegung gesetzt wird. Die zweite Losung hat vollstindig
den Charakter eines Spiegelbildes der ersten. Man kann sie z. B. deuten
als Wellen, die sich in der Luft aufwirts fortpflanzen, wenn die untere
Luftschicht durch einen periodisch wechselnden Meeresstrom der
Periode T in Bewegung gesetzt wird. Fiir die Reibungswellen dieser
Art findet man als Wellenlinge L und Fortpflanzungsgeschwindigkeit &:

=2al/Z —2ymsn T, &=L /2
(6) L=2x|= =2YasqT, w—T—ZVT .

Fir jede Wellenlinge nimmt die Wellenamplitude im Verhiltnis
e~27 = 1/535 ab. Die Reibungswellen nehmen also #ZuBerst schnell
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withrend der Fortpflanzung ab. Im iibrigen verhalten sich die Wellen-
lingen direkt, die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten umgekehrt wie die
Wurzel der als gegeben angesehenen Schwingungsdauer T der Wellen.

Wenn ein wechselnder Wind von der Periode T solche Reibungs-
wellen im darunterliegenden ruhenden Wasser erzeugt, so findet man
unter Zugrundelegung der physikalischen Reibungskonstanten fiir
Wasser s7 = 0,014053 cgs fiir Perioden von einer Sekunde, einer Stunde,
zwolf Stunden, einem Tag, einem Jahr und einer Million Jahren die
Wellenlingen 0,42 cm, 25 cm, 87 cm, 1,23 m, 23,6 m und 23,6 km, mit
entsprechenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten von 0,42 cm/sec, 25 cm
Stunde, 87 cm/12 Stdn. 1,23 m/Tag, 23,6 m/Jabr, und 23,6 km pro
Million Jahren. Aus solchen Zahlen folgerte seinerzeit ZOppriTz, dafl
man in den groBen Meerestiefen Meeresbewegungen wiirde finden
kénnen, die von den Winden fritherer geologischer Epochen an der
Oberfliche erzeugt waren. Rechnet man aber dagegen mit den jetzt
der GroBenordnung nach bekannten Koeffizienten der Turbulenz-
reibung, der etwa das 50000fache des physikalischen Reibungskoeffi-
zienten ausmacht, so bekommt man fiir die gleichen Zeiten die Wellen-
lingen 94 cm, 55,9m, 194m, 279 m, 5,22km, 5220 km und die ent-
sprechend vergroBSerten Fortpflanzungsgeschwindigkeiten.

Um aber jetzt das Wesen der reinen Reibungsstrome weiter zu ver-
folgen, bemerken wir, daB die zweite Gleichung (3) ganz dhnliche Losun-
gen gestattet wie die erste. Wegen der Unabhingigkeit der Gleichungen
voneinander kann man die beiden Losungen superponieren. In dieser
Weise konnen wir die beiden folgenden Lgsungen bilden:

v, = Aerzcos(uz + i), v, = Ae*%cos(uz — »i),

(74) v, = Ae**sin (uz 4 v?), (7B) v, = Ae #?sin(uz — ).
Die erste dieser Losungen stellt die Bewegung dar, die ein umlaufender
Wind von unverinderlicher Stirke in einer darunterliegenden unendlich
tiefen ruhenden Wasserschicht erzeugt; die zweite Losung stellt die
Luftbewegung dar, die ein umlaufender Wasserstrom in der dariiber-
liegenden Luft erzeugt. Geht man zu zylindrischen Koordinaten g, ¢, 2
iiber, so werden diese Bewegungen dargestellt durch eine Geschwindig-
keit v, die lings des Radiusvektors gerichtet ist. Ihr Betrag nimmt nach
unten bzw. nach oben exponentiell ab und ihr Azimut v hingt von
der Zeit ¢ und von der Vertikalen z linear ab:

v=Aer?, v=Ae "2,
(8A) (8B)

Y= uz-+vt, w=pz—vt.
Zu einer gegebenen Zeit hat man also das Geschwindigkeitsbild (Abb. 25,
A, B), das durch die Radienvektoren einer logarithmischen Spirale
dargestellt wird, welche diese Radien unter einem Winkel von 45°
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schneidet, wobei man mit jedem Umgang der Spirale um eine Wellen-

linge weiter nach unten kommt. Die Raumkurve, welche die Ge-

schwindigkeitsverteilung zu einer gegebenen Zeit in den verschiedenen

Niveaus darstellt, ist also eine Kombination von Schraubenlinie und

Spirale. LiBt man die Zeit variieren, so dreht sich die Schrauben-

spirale mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit ». Die zweite Losung

(B) stellt wieder das Spiegelbild der ersten Lésung (A) in der spiegelnden

Ebene z = 0 dar, mit einer zweiten Schraubenspirale, die ebenfalls das
Spiegelbild der ersten in der Ebene z = 0 ist.

Diese Bewegungen, die man als Absolutbewegung durch sich drehende

Schraubenspiralen darstellt, werden uns interessieren durch ihre Analogie

z=0 x mit Relativbewegungen, die

A z-5 2%  wir spiter (Kap. XII) finden

werden, und die man durch

Schraubenspiralen  darstellt,

die unbeweglich relativ zu der

T rotierenden Erde sind. Diese

-z-% 70 B Losungen werden uns zeigen,

daB selbst permanente Winde

auf der rotierenden Erde nur

oberflichliche Meeresstrémungen erzeugen kénnen. Dies steht im vélligen

Gegensatz zu der Theorie von Z6pprITZ, der die Erddrehung vernach-

lassigt hatte.

Abb. 25. Schraubenspiralen.

49. Die Energiegleichungen. — Durch die Reibung wird mecha-
nische Energie in andere Energieformen umgesetzt. Dies fiihrt uns zu
einer allgemeinen Untersuchung der Energieumwandlungen in unserem
fliissigen System. Dabei haben wir es mit zwei sich ergidnzenden
Energiegleichungen zu tun. Die dynamische Energiegleichung ist eine
unmittelbare Folge der Bewegungsgleichungen. Prinzipiell Neues da-
gegen bringt die thermodynamische Energiegleichung.

Um die dynamische Energiegleichung zu bilden, gehen wir von der
Bewegungsgleichung unter Beriicksichtigung der Reibungsglieder aus

12 (12): o Vg +sVp—sdive=0,

wo wir den Spannungstensor in der Form —pé& 4 2 geschrieben

haben Diese Form ist deshalb vorzuziehen, weil 2 = 0 auf den Fall

einer idealen Fliissigkeit zuriickfithrt. Die skalare Multiplikation dieser

Gleichung mit der Geschwindigkeit v ergibt die skalare Gleichung:
votovVep+svVp—sv-dive=0.

Hierin ist das erste Glied die individuelle Zeitableitung von 3v?, d.h.

die kinetische Energie pro Masseneinheit. Das zweite Glied kénnen wir
als' die individuelle Zeitableitung von ¢ nach der Zeit schreiben, weil
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d(p g 'P ;v g =v- V¢, wegen der lokalen Unverinderlichkeit des
Schwerepotentlals. Wir erhalten dann die rein dynamische Energie-
gleichung:

(1) ;t{ vz+(p}—|—sv Vp —sv-dive=0.

Denkt man sich die beiden letzten Glieder auf die rechte Seite ge-
bracht, so sagt diese Gleichung folgendes iiber eine bewegte Massen-
einheit der Fliissigkeit aus: die Zunahme der Summe von Fkinetischer
und potentieller Energie pro Zeiteinheit ist gleich der Summe der Arbeit
sv* (—Vp) des Druckgradienten und der Arbeit sv - div P der Reibungs-
kraft.

Wir merken uns einen wichtigen Spezialfall dieser Gleichung. Die
Fliissigkeit sei reibungslos, so daB das letzte Glied wegfillt. Ist sie
dann zugleich homogen und inkompressibel, also s eine Konstante, so
14Bt sich die Gleichung in der Form

Gz ¥ e b= s =0
schreiben. Ist der Zustand jetzt stationir, und folglich die lokale Zeit-
ableitung des Druckes p gleich Null, so filit das letzte Glied fort.
Dann 148t sich aber die Gleichung individuell nach der Zeit integrieren.
Wir finden, daB bei der stationiren Bewegung Geschwindigkeit, Druck
und Potential eines Teilchens wihrend stationirer Bewegung durch

die Relation
(2) 302 4 @ + sp = konst,

verkniipft sind. Beim stationdren Zustand gibt aber die zeitliche
Reihenfolge der Zustinde eines Teilchens zugleich die riumliche Reihen-
folge der Zustinde von Teilchen zu Teilchen lings einer Stromlinie.
Losen wir z. B. nach dem Drucke p auf, so gibt (2) die bekannte BER-
NOULLIsche Gleichung fiir die Druckverteilung lings einer Stromlinie bei
der stationdren Bewegung einer homogenen inkompressiblen Fliissigkeit.

In der allgemeinen Gleichung (1) sind alle Glieder auf die Massen-
einheit bezogen. Um sie auf ein konkretes Massenelement d# mit dem
Volumen dt zu beziehen, multiplizieren wir die Gleichung mit dm=qdz.
Man kann dabei die von der Zeit unabhingige Masse unter das
Differentiationszeichen d/d¢ setzen. Wegen sq = 1 erhilt man dann:
3) jt( v2dm+<pdm)+v Vpdr — v+ divPdr — 0.

Diese Gleichung kénnen wir jetzt zu einer bestimmten Zeit fiir alle
Massenelemente in der endlichen Masse integrieren. Dabei treten die
beiden GroBen
(4) T=[yvdm, &= [pdm
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auf, wo T die totale kinetische und @ die totale potentielle Energie der
Masse ist. Wenn man gleichzeitig das Volumenintegral des vorletzten
Gliedes der Gleichung (3) nach 6 (3) und das Volumenintegral desletzten
Gliedes nach 11 (15) transformiert, so ergibt sich:

(5) 2(T+@) —[pdivode+ [pv-d6 4 [V -vdr —[v- 2 d6 = 0.

Nachdem wir die dynamische Energiegleichung auf diese Integral-
form gebracht haben, kénnen wir sie zweckmiBig mit der thermo-
dynamischen Energiegleichung

dw de ds
(6) T=nTPtn
in Verbindung bringen. Diese Gleichung bezieht sich, genau wie (1), auf
die Masseneinheit des bewegten Teilchens. Wir beziehen sie auf ein
konkretes Massenelement, indem wir mit dm = gdv multiplizieren.
Das von der Zeit unabhingige dm setzen wir wieder unter das Diffe-
rentiationszeichen d/d¢. Gleichzeitig kann man unter Anwendung der

Kontinuitatsgleichung q% = %fid_i

wegte Massenelement dm bezogene thermodynamische Energiegleichung
wird dann:

= divu schreiben. Die auf das be-

) 2 wam) = L (edm) + pdivods,
entsprechend der Form (3) der dynamischen.

Die Gleichung (7) kénnen wir jetzt fiir eine endliche Masse inte-
grieren. Dabei treten die beiden GréBen
(8) W= [wdm, E = [edm
auf, wo W die der Masse zugefiihrte totale Wiarmemenge ist und E
die totale innere Energie der Masse. Die thermodynamische Energie-
gleichung in Integralform wird dann:
© = +[pdiveds,
entsprechend der dynamischen Gleichung (5).

Diese beiden Gleichungen haben nun ein gemeinsames Glied, das
Integral von pdivu, welches die Arbeit ausdriickt, welche die einzelnen
Teilchen durch ihre Expansion gegen den Druck p ausfilhren. Die
Elimination dieses Gliedes fiihrt dann zu der folgenden Kombination
beider Energiegleichungen in Integralform:

(10) W = (T 1 & 1E) +[2-V-vic+ [pv-do —[v-?-do.
Auf der linken Seite steht die der ganzen Masse zugefiihrte Wirme-
menge. Auf der rechten hat man erstens die Zunahme der ganzen

Masse an kinetischer, potentieller und innerer Energie, und zweitens
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drei ArbeitsgroBen: die innere Reibungsarbeit der ganzen Masse, die
Arbeit, welche der Druck p der Umgebung gegen die Grenzfliche
leistet, und die Arbeit, welche die Reibungskraft an der Grenzfliche
ausfithrt. Wir werden ein paar Spezialfille betrachten.

Zunichst nehmen wir die Grenzfliche als unbeweglich an, aber ge-
statten ein Gleiten der Fliissigkeit lings der Fliche. Die gegen den
Druck p der Umgebungen ausgefiihrte Arbeit verschwindet dann, und
die Gleichung (10) wird:

W) LTy DL E) [PV vdi—[v P do.

Die zugefithrte Wiarme entspricht dann, auBer der Vergréferung der
kinetischen, potentiellen und inneren Energie, nur noch der im Inneren
und an der Grenzfliche geleisteten Reibungsarbeit.

Lassen wir die Reibungsarbeit auBer Betracht, so 1dBt sich die
Gleichung integrieren:

(12) W—Wy=(T+P+E)— (Ty+ D, + E,) .

Die gesamte zugefithrte Wirmemenge entspricht der Zunahme der
kinetischen, potentiellen und inneren Energie. Wenn keine Wirme zu-
gefiihrt wird, hat man:

(13) T + @ + E = konst.,

d.h. in einem mechanisch wie thermisch vollstindig isolierten, reibungs-
losen System hat man Erhaltung der Summe von kinetischer, poten-
tieller und innerer Energie.

Andererseits konnen wir annehmen, dafl der Zustand des innerhalb
der festen Grenzflichen enthaltenen Systems stationir ist. Fiir dieses
System muB dann die Zeitableitung der Gesamtenergie gleich Null
sein, und die Gleichung (11) wird:

(14) %:]?-V-vdr—fv-?-da.

Die ganze zugefiihrte Warmemenge entspricht dann der Ausfithrung
von Reibungsarbeit im Inneren und an der Grenzfliche des Systems.
Macht man die sehr plausible Hypothese, dall die Fliissigkeit an der
Grenzfliche vollstindig haftet (34), so wird die Geschwindigkeit an der
Grenzfliche Null, und man hat es nur mit der Reibungsarbeit im
Inneren der Fliissigkeit zu tun:

(15) %’:/?-V-vdz.

Diese Gleichungen kann man dem Studium der Reibungsverhiltnisse
der grolen in erster Linie stationdr sich bewegenden Weltmedien wie
Atmosphédre und Meer zugrunde legen. Dabei kann man fiir die Span-
nungen Ausdriicke wie 34 (1) oder allgemeinere Ausdriicke mit beliebig
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rdumlich und zeitlich veranderlichem Koeffizienten % der Turbulenz-
reibung versuchsweise einfiihren.

Solange man die klassische Form 84 (1) der Spannungskomponenten
beibehalten kann, findet man fiir die auf die Zeit- und Volumeneinheit
bezogene durch Reibung verlorene Arbeit den bekannten Ausdruck:

ey 2 N 0v,)\2 dv,\2 0v,\2
PV 0= — 2y (dive) +’7{2(ax) +2(’a’,}‘) +2(‘az
, (Ov, , dv\2 | (Ov, . Ov,\2 0v, | 0v,\2
+Ho N+ G5+ G 5
Dieser Ausdruck der Dissipationsfunktion ist fiir konstantes wie va-

riables # giiltig, ist aber zu verallgemeinern, wenn die Symmetrie-
bedingungen 12 (5) nicht mehr giiltig sind.

50. Spezialfall eines idealen Gases. Oben sind noch keine speziellen
Korpereigenschaften angenommen worden, abgesehen von dem Spezial-
fall der Inkompressibilitit, der zur BERNOULLIschen Gleichung 49 (2)
fiihrte. Die iibrigen Gleichungen sind ganz allgemein brauchbar, z. B.
auch fiir ein Gemisch von Luft und Wasserdampf, wie man es in der
Atmosphire hat.

Jetzt werden wir aber den Spezialfall eines idealen Gases betrachten
und wollen dabei in die Bezeichnung ideal die Reibungslosigkeit mit ein-
beziehen. Sind dann ¢, und ¢, die spez. Warmen bei konstantem Volumen
und bei konstantem Druck, im M.T.S.-System: ¢, = 712, ¢, = 999, so
ist die innere Energie einer Masseneinheit des Gases:

(1) e ==c,0,
und die Zustandsgleichung ist:
(2) ps=RO=1(c,—c)0.

Wenn man mittels dieser Gleichungen die Energie ¢ und das spez.
Volumen s aus der thermodynamischen Energiegleichung 49 (6) elimi-
niert, so nimmt sie die folgende Form an:

dw _d0 RO dp
6) AW w T
Die Formel nimmt eine bemerkenswert einfache Form an, wenn wir die
potentielle Temperatur 25 (8a) einfithren, nimlich:

®=1
” dw P\ % dd
(3)) GF =% (W)) 77
Der erste Ausdruck zeigt, wie bei gegebenem Druck p die zugefiihrte
Wirmemenge die potentielle Temperatur erhéht, die zweite, wie bei
gegebener gewohnlicher Temperatur 6 dieselbe Wirmemenge die von
log? linear abhingige Eniropie erhoht.

— ¢, 0 log®.
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Die Gleichung (3) werden wir zunichst benutzen, um die Tempera-
turiinderungen eines bewegten Luftteilchens zu untersuchen. Durch Auf-
losung nach der individuellen Zeitableitung der Temperatur ergibt sich:
(4) ay 1 dw R 0 dp

dt ¢, at c, p dt’
Die Temperatur des Teilchens dndert sich also erstens durch Wirme-
zufuhr bzw. Wiarmeverlust dw/d¢ und zweitens adiabatisch bei Volumen-
inderung als Folge der Druckanderung dp/dt.

Wenn die Temperaturidnderungen rein adiabatisch verlaufen, so fallt
das erste Glied rechts fort. Entwickeln wir gleichzeitig die individuelle
Zeitableitung von p, so ergibt sich die folgende Gleichung, wo z die
Vertikalkoordinate, ¥ und y horizontale Koordinaten sind:

6 _R 60 R 6 (0
) =g pla o) =gyt ughtui tus)
Bei rein horizontaler Bewegung des Teilchens reduziert sich die adiabati-
sche Temperaturinderung auf:

i R 0(617

(6) ai T, p\o +an + vy )

Der Klammerausdruck, der die Druckidnderung des horizontal bewegten
Teilchens angibt, hat in der Atmosphire die GroBenordnung 105 cbar
pro Sekunde.

Bei rein vertikaler Bewegung des Teilchens in stationdrem Druck-
felde, wo 0p/0¢ = 0, wird die adiabatische Temperaturinderung des

Teilchens: i9 R 6 _op

(7) Et————c:?vzgz—.
vz%é ist in der freien Atmosphire von der GréBenordnung 10-* cbar
pro sec, also im Mittel etwa 10mal gréBer als die individuelle Druck-
dnderung eines horizontal bewegten Teilchens. Die schnellsten adia-
batischen Temperaturinderungen kommen also durch die Vertikal-
bewegung des Teilchens zustande, bei allen genauen Berechnungen muBl
aber der ganze Klammerausdruck der Gleichung (5) benutzt werden.
Um die adiabatische Temperaturinderung pro Einheitsniveau-

dnderung des Teilchens zu berechnen, dividieren wir die linke Seite
der Gleichung (7) mit d¢/d: und die rechte Seite mit der gleich groBen
GroBe gv, und erhalten:

40 _R 6 19p R O p

dp ¢ P g0z o po
Wennwir annihernd statische Verhéltnisse annebmen, ist Z—Z =—g=-
und es ergibt sich:
(8) —‘% — L = 0,001001°C pro dyn. dm.

D

P
R6’

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 12
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Derselbe vertikale Temperaturgradient kennzeichnet, wie wir 28 (16),
(16') gesehen haben, das indifferente Gleichgewicht in der Atmosphire.
Ein adiabatisch aufsteigendes Teilchen wiirde also, wenn es zu Anfang
mit der umgebenden adiabatisch geschichteten Luft gleichtemperiert
war, auch stindig mit der neuen Umgebung in anderer Hdohenlage
gleichtemperiert bleiben.

Ist dagegen die umgebende Atmosphire entweder iiberadiabatisch
oder unteradiabatisch geschichtet, so werden Vertikalverschiebungen
der Luftteilchen zur Folge haben, daB ihre Temperatur von der der
neuen Umgebung abweicht, und zwar um so mehr, je groBer die Vertikal-
verschiebung. Wirmeiibertragung von oder zu der Umgebung setzt dann
ein, und die Bedingungen des adiabatischen Aufsteigens liegen nicht mehr
vor. Unter solchen Verhiltnissen darf man das Gesetz nur fiir hinlinglich
kleine und schnellverlaufende Vertikalverschiebungen benutzen.

Alle trockenadiabatischen Zustandsinderungen sind reversibel: Luft-
massen, die zu ihrem Anfangsniveau zuriickkehren, haben auch wieder
ihre Anfangstemperatur angenommen.

Wenn die Luftmasse Wasserdampf enthilt und durch geniigende
Abkithlung die Sittigung eintritt, so da Wassertropfchen sich aus-
scheiden, so wird die latente Kondensationswirme des Wasserdampfes
freigemacht und kommt dem Gemisch von Luft, Wasserdampf und
Wasser zugute. Die Kondensation und die Freimachung von Wirme
dauert, solange die Luftmasse sich abkiihlt. Die Temperaturdnderung
der Luftmasse wird in diesem Falle gemi8 der Gleichung (4) verlaufen,
wo die pro Zeiteinheit freigemachte Kondensationswiarme in dw/d¢ ent-
halten ist. Wenn der Wirmegewinn bzw. -verlust der Luftmasse nur
durch Kondensation bzw. Verdampfung verursacht ist und keine Kon-
densationsprodukte herunterfallen, nennt man den Vorgang eine pseudo-
adiabatische oder auch feuchtadiabatische Zustandsinderung, und dw/d¢
ist dann gleich der pro Zeiteinheit freigemachten Kondensationswirme.
Wenn wir die aus der Experimentalphysik bekannten Werte in die
Gleichung (4) einfithren, konnen wir ausrechnen, wie die Temperatur-
abnahme d6/d¢ eines gesittigten Luftteilchens von der gegebenen
Druckabnahme dp/d¢ abhingt. Fiir die vollstindige Theorie dieser
Vorginge miissen wir auf die Spezialarbeiten verweisen, die auch fiir
die Praxis geeignete graphische Darstellungen der feuchtadiabatischen
Temperaturinderungen als Funktion der Druckinderungen enthalten?.

Fir unsere Darstellung geniigen die folgenden Hauptresultate der
Theorie der feuchtadiabatischen Zustandsinderungen: Die Konden-

1 Hertz, H.: Met. Zeitschr. Bd. I, S.421 (1884). — NEUHOFF: Abh. d. Preu8.
Met. Inst. 1, Nr. 6 (1901). — FyeLDsTAD: Geofysiske Publikationer, Oslo, Vol.III,

No 13 (1925).
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sationswiarme wirkt durchweg verzogernd auf die adiabatische Ex-
pansionsabkiihlung, und zwar am stdrksten bei hohen Temperaturen.
Die Temperaturabnahme eines feuchtadiabatisch aufsteigenden Luft-
teilchens ist also immer langsamer als diejenige eines trockenadiabatisch
aufsteigenden Teilchens. Nahe am Erdboden und bei tropischen Tem-
peraturen ist der feuchtadiabatische Temperaturgradient etwas kleiner
als die Haélfte des trockenadiabatischen Gradienten und bei polaren
Temperaturen etwa %/;, desselben. Mit zunehmender Hohe wird der
feuchtadiabatische Temperaturgradient immer gréBer und nihert sich
asymptotisch an den in allen Hohen gleichbleibenden trockenadiabati-
schen Gradienten 1°C pro 100 dyn. m.

Die feuchtadiabatischen Zustandsidnderungen sind reversibel, voraus-
gesetzt, daB alle Kondensationsprodukte in der Luftmasse suspendiert
bleiben. Eine Kompressionserwdrmung der Luftmasse bringt dann das
kondensierte Wasser nach und nach zum Verdampfen, und die dadurch
gebundene Verdampfungswarme verzogert die Kompressionserwidrmung,
quantitativ genau so wie die freiwerdende Kondensationswirme die
Expansionsabkithlung verzogert. Die gesittigte Luftmasse durchlauft
also in diesem Falle genau dieselbe Zustandsidnderung wie bei Expansion,
nur in umgekehrter Richtung. Wenn aber die Kondensationsprodukte
als Niederschlag aus der Luftmasse, in der sie gebildet wurden, teilweise
herausfallen, ist der Vorgang nicht mehr reversibel. Bei Kompression
kehrt die Luftmasse dann eher zum Trockenstadium zuriick, als wenn
alle Kondensationsprodukte noch zu verdampfen wiren, und sie er-
warmt sich dann trockenadiabatisch. Auf den Luftdruck zuriickgebracht,
wo die Kondensation urspriinglich anfing, ist dann die Luftmasse wirmer
als urspriinglich geworden. Eine urspriinglich ungesattigte Luftmasse,
in der bei pseudoadiabatischer Zustandsinderung Niederschlag gebildet
wird, hat, wenn die Wolke wieder verdampft ist, eine héhere potentielle
Temperatur als im Anfangszustand.

Um die Temperaturinderungen eines bewegten Luftteilchens zu
studieren, haben wir in (5) die individuelle Zeitableitung der Temperatur
beibehalten und nur diejenige des Druckes p entwickelt. Um jetzt die
an Ort und Stelle verlanfenden Temperaturinderungen zu untersuchen,
entwickeln wir in (4) beide Zeitableitungen und behalten auf der linken
Seite nur die lokale Zeitableitung von 6. Dies gibt:

o0 1 dw R 00 R 6
2 amgartarate oy
Die lokale Temperaturanderung ist also gleich die Summe der Tempera-
turdnderungen durch:

1. Warmezufuhr: - %% .

c, dt
12*
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2. Adiabatische Erwdrmung und Abkiihlung vermoge der lokalen
R 6 0p
o p O

3. Horizontale Konvektion oder, nach meteorologischem Sprach-
gebrauch, Advektion anderstemperierter Luftteilchen, die unterwegs
adiabatisch erwirmt oder abgekiihlt werden:

v'IﬂiV;b— VH}.

Druckinderung:

le, ®
Das Advektionsglied kann durch die Einfithrung der potentiellen
Temperatur = 0(?)13/% auf eine etwas kiirzere Form gebracht

werden. Es ist namlich:
ve _vo _ Ryp
& 0 ¢ p’
wodurch sich:
R 6 0
v (Z }—Vp— VH): —5v Vo
ergibt. Fithrt man dies in (9) ein, so erhélt man:
60 1dw , R 0 dp 6 .
(10) si= at vt paav
Man sieht hieraus, daB die Luftbewegung dort eine lokale Temperatur-
erhdhung erzeugt, wo sie von einer Gegend héherer potentieller Tempe-
ratur kommt, dagegen eine Temperaturerniedrigung, wo sie von einer
Gegend niedrigerer potentieller Temperatur kommt. Fiir die rein hori-
zontale Bewegung gilt ebenfalls mit einiger Genauigkeit die Regel, daB
die Temperatur steigt, wenn der Wind aus einer warmen, und fillt,
wenn der Wind aus einer kalten Gegend kommt, denn die Kompressions-
erwdrmung bzw. Expansionsabkithlung ist bei rein horizontaler Be-
wegung gering.

Fiir den Fall reiner Vertikalbewegung unter adiabatischen Bedin-

gungen in stationdrem Druckfeld ist:
00 0 89
ot T g Ve
In unteradiabatisch (stabil) geschichteter Atmosphire ist 3—0 >0,
und es ergibt sich deshalb, e

(10a)

wenn 1, > 0: %%<0,
a0
und wenn v, << 0: 57> 0.

In der unteradiabatischen Atmosphire tritt also lokale Abkiihlung
beim Aufsteigen und lokale Erwirmung beim Absteigen der Luft ein.
In der iiberadiabatischen (labilen) Atmosphire tritt dementsprechend
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lokale Erwdrmung beim Aufsteigen und lokale Abkiihlung beim Ab-
steigen der Luft ein.

Mit denselben Vereinfachungen, die von der Gleichung (10) zu (10a)
fithren, ergibt sich aus (9) der Ausdruck:

30 R 00p 00
(11a) o= z( P )

Ve\e, 0z 0z
Unter der Voraussetzung, daB die Gleichgewichtsgleichung 27 (7) fiir
die Vertikale angenihert erfiillt ist, hat man: %% =—gg=— gRié'

Durch Einfiihrung dieser Werte in (11a) ergibt sich:
00 g a0
(11b) ‘a*—t———ﬂz<6—p+a‘;)

Da gemiB (8) 1/c, der adiabatische vertikale Temperaturgradient im
dynamischen MaB ist, wird g/c, derselbe Gradient im geometrischen
MaB. Fiir diese viel benutzte HilfsgroBe wollen wir die Bezeichnung &,

und fir _ 96 die entsprechende Bezeichnung ¢ einfithren, wodurch die

dz
Formel in
06
(11¢) g = T (0s — 9)
iibergeht.

Fiir die unteradiabatische Atmosphire ist d, — & > 0 und fiir die
iiberadiabatische d, — 0 < 0, so daB natiirlich dieselben Regeln wie
aus der Gleichung (10a) sich ergeben.

Dieselbe Form der Gleichung 1i8t sich auch fiir den Fall pseudo-
adiabatischer Zustandsinderungen benutzen, indem man statt des
adiabatischen Temperaturgradienten &, den aus den Tabellen fiir
pseudoadiabatische Zustandsinderungen entnommenen pseudoadiabati-
schen Gradienten J,, eintrigt:

(11d) 96

"(5}* =
Entscheidend fiirr das Vorzeichen der lokalen Temperaturinderung bei

Auf- bzw. Absteigen ist dann die Differenz des pseudoadiabatischen
Gradienten 6, , und des vorhandenen vertikalen Temperaturgradienten &.

—0,(0pq — O) .

51. Die Arbeit bei einem Kreisproze. Wenn ein beliebiger Korper
im thermodynamischen Sinne des Wortes einen KreisprozeB durchliuft,
ist die dem Korper zugefilhrte Warme gleich der von dem Korper ge-
leisteten Arbeit. Dies gilt auch fiir jedes Teilchen der bewegten Fliissig-
keit. Bei der Anwendung auf ein solches bewegtes Teilchen der Fliissig-
keit tritt, wie J. W. SANDSTROM zuerst bemerkt hat, und wie wir es jetzt
zeigen werden, eine sehr niitzliche Analogie mit dem thermodynamischen
Zirkulationstheorem auf, Eben wegen der formalen Analogie der beiden
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Theoreme ist es wichtig, auf die verschiedenen Voraussetzungen ihrer
Verwendbarkeit zu achten. Um dieses klarzulegen, werden wir neben-
einander eine Neuableitung des Zirkulationstheorems und die parallele
Ableitung des Arbeitstheorems geben.

Den Ausgangspunkt fiir die Ableitung des Zirkulationstheorems
bildet die Bewegungsgleichung und fiir die Ableitung des Arbeits-
theorems die thermodynamische Energiegleichung, also bzw.:

(1A) v=—Vp—sbhp, (1B) w=¢+ ps.
Wir multiplizieren die Vektorgleichung (1A) skalar mit dem Linien-

elemente Or einer materiellen Kurve und die Skalargleichung (1B)
mit dem Zeitelemente df. Es ergibt sich dann:

v or=—90p —sép, dw =de -+ pds.
® p

Wir integrieren dann die erste Gleichung rein geometrisch zur Zeit ¢
vom Anfangspunkt 0 bis zum Endpunkt I der materiellen Kurve;
die zweite integrieren wir nach der Zeit fiir das bewegte Teilchen von
ty bis 4

1 1 21
o787 = —(@,— po) — [s08, wh= e — e+ [pds.
0 0 to

Jetzt fithren wir zwei parallele, aber inhaltlich wesentlich verschie-
dene Voraussetzungen ein: daB die materielle Kurve, auf die sich die
erste Gleichung bezieht, geschlossen ist, und daBl das bewegte Teilchen,
auf das sich die zweite Gleichung bezieht, im thermodynamischen Sinne
einen Kreisproze8 durchgemacht und also zur Zeit ¢ wieder seinen
Zustand zur Zeit ¢, angenommen hat. Man hat dann in der ersten
Gleichung ¢, = ¢,, in der zweiten ¢, = ¢,. Die linke Seite der ersten
Gleichung wird nach 19 (12) die Zirkulationsbeschleunigung der Kurve
und die linke Seite der zweiten Gleichung wird die dem Teilchen wihrend
des Kreisprozesses zugefithrte Wirme w. Die auf diese GroBen be-
ziiglichen Gleichungen reduzieren sich dann auf:

(24)  2C— _[sop, (2B) wzf;bds.

SchlieBlich kénnen wir das rechtsstehende Integral in der einen oder
in der anderen Gleichung durch partielle Integration umformen. Da-
durch ergibt sich:

acC i )
(3A) G5 = [pos. (3B) wz—/sd;b.

Die Gleichungen (2A) oder (3A) driicken das dynamische Zirku-
lationstheorem aus,; die Gleichungen (2B) oder (3B) sind nichts anderes
als das klassische thermodynamische Theorem vom Kreisprozesse, das
fiir ein bewegtes Teilchen der Fliissigkeit ebenso giiltig ist, als wenn
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sich dasselbe Teilchen unter dem Kolben eines Zylinders befindet. Die
formelle Ubereinstimmung der beiden Theoreme ist aber eine frappante,
besonders wenn wir (2A) mit (3B) oder (3A) mit (2B) zusammen-
stellen. Dann unterscheiden sich die linken Seiten der Gleichungen nur
durch die zwei verschiedenen in Anwendung gebrachten Differentiations-
zeichen J und d. Sie geben an, daB in den Gleichungen (A) die Inte-
gration eine raumliche ist, die zur festen Zeit £ vorgenommen wird, und
in den Gleichungen (B) eine reine Zeitintegration. Allerdings kann man
diese Integration auch auf eine Kurve im Raume beziehen, ndmlich
auf die Bahn, die das Teilchen im Raume durchlduft. Diese Bahn steht
aber gewdhnlich in keiner einfachen Beziehung zu den thermodynami-
schen Prozessen, auf die sich die Gleichung bezieht. Selbst wenn die
Bahn geschlossen ist, gelangt das Teilchen meistens nicht wieder in
seinen Anfangszustand, wenn es in seine Anfangslage zuriickgekehrt ist.

Statt auf die Bahn des Teilchens kénnen wir aber die Gleichungen (B)
bildlich auf eine andere Kurve beziehen, nidmlich auf diejenige Kurve,
welche der vertretende Punkt im CLAPEYRONschen thermodynamischen
Diagramm durchliuft, deren Gebrauch in der physikalischen Thermo-
dynamik wir schon einleitend besprochen haben (28, S.83). Dann beziehen
sich die Gleichungen (2B) oder (3B) auf den Fall, in dem die Kurve
tm Diagramm geschlossen ist. Das Integral wird dann durch den von
der Kurve begrenzten Flicheninhalt dargestellt mit von der Umlaufs-
richtung abhédngigem Vorzeichen.

Zwischen diesem Diagramm mit Geraden ¢ = konst. parallel der
Abszissenachse und Geraden s = konst. parallel der Ordinatenachse und
den Feldern des Druckes und des spez. Volumens im Raume besteht
nun eine einfache Beziehung. Jeder Geraden p = konst. im Diagramm
entspricht eine Fliche p = konst.im Raume; und jeder Geraden s = konst.
im Diagramm entspricht einer Fliche s = konst. im Raume. Jeder
Flacheneinheit im Diagramm entspricht in dieser Weise eindeutig ein
bestimmtes isobar-isosteres Solenoid im Raume. Jedesmal, wenn das
bewegte Teilchen eine Isobarfliche $ = konst. im Raume passiert,
passiert der vertretende Punkt im Diagramm die entsprechende Gerade
$p = konst., und wenn das Teilchen eine isostere Fliche im Raume pas-
siert, passiert der vertretende Punkt die entsprechende Linie s = konst.
im Diagramm. Der gro8e Unterschied ist, daB, wihrend diese Linien
im Diagramm still liegen, die entsprechenden Flichen im Raume
meistens in stetiger Bewegung sind, und aus diesem Grunde entsprechen
geschlossenen Kurven im Diagramm meistens nicht geschlossene Bahnen
im Raume.

Aber nichts hindert uns, das Diagramm in jeder anderen Beziehung
so abzudndern, daB es ein moglichst anschauliches Durchschnittsbild
des Flichensystems im Raume gibt. Wir kénnen die isobaren Linien
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horizontal wihlen, aber mit nach aufwirts abnehmendem Druck, und
wir kénnen die isosteren Kurven mit einer Neigung zeichnen, die der
Neigung der Isosterenflichen im Raume entspricht. Das Diagramm
hat dann das Aussehen eines Schnittes durch das Solenoidsystem.
Jedem Solenoid im Raume entspricht eindeutig ein elementares Parallelo-
gramm im Diagramm, dem wieder ein ganz bestimmtes elementares
Quadrat im urspriinglichen rechtwinkligen Diagramm entspricht. Wir
konnen jetzt unsere Terminologie so wihlen, daB sie sich jedem solchen
Diagramm anpaflt. Die vertretende Kurve fiihrt man eindeutig von einem
Diagramm zum anderen iiber. Was man im rechtwinkligen Diagramm
als den Flacheninhalt der Kurve bezeichnet, kann man ebensogut die
Anzahl der innerhalb der Kurve befindlichen Einheitsquadrate nennen.
Diese Anzahl ist aber identisch mit der Anzahl der entsprechenden
Einheitsparallelogramme innerhalb der entsprechenden Kurve im beliebig
schiefwinkligen und krummlinigen Diagramm. Diese Parallelogramme
entsprechen wieder eindeutig den Solenoiden im Raume. Wir kénnen
deshalb ganz allgemein von Solenoiden reden, auch im Diagramm, nur mit
dem Unterschied, da wir im Diagramm immer festliegende, im Raume
dagegen meistens bewegte Solenoide vor uns haben. Wir kénnen das
Integral in der Gleichung (3B) als die Anzahl von Solenoiden innerhalb
der geschlossenen Kurve im Diagramm deuten, ganz wie wir im dynami-
schen Zirkulationssatz das dhnliche Integral als die Anzahl von Sole-
noiden im Raume deuteten, welche die materielle Kurve zu einer be-
stimmten Zeit umfaBt. Zuletzt ist nur noch das Vorzeichen der Zahl zu
untersuchen, die das Integral ausdriickt. Die Arbeit des Teilchens ist
positiv, wenn es sich unter hohem Druck ausdehnt und unter niedrigem
Druck zusammenzieht. Die dadurch gegebene Umlaufsrichtung im Dia-
gramm ist aber die Umlaufsrichtung vom Volumenaszendenten zum
Druckgradienten. Die Vorzeichenregel ist deshalb dieselbe wie beim
dynamischen Zirkulationssatz.

Wir kénnen deshalb die Gleichungen (2) oder (3) schlieBlich in der
folgenden Form schreiben, bei der die Analogie voll hervortritt:

(44) 2T =N —p), 4B)  w=N(s, —p).
Der fundamentale Unterschied ist aber nicht zu vergessen. In Glei-
chung (4A), die das dynamische Zirkulationstheorem 40 (7 A) ausdriickt,
stellt N(s; —p) die Zahl der Solenoide dar, welche die materielle Kurve
in der Fliissigkeit umschlieSt, im Arbeitstheorem (4B) dagegen die Zahl
der Solenoide, welche der vertretende Punkt im CLAPEYRONschen Dia-
gramm umkreist hat. Also:

(I) Far jeden vollen Umlaunf des vertretenden Punktes im thermo-
dynamischen Diagramm ist pro Masseneinheit des bewegten Tetlchens im
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Raume eine Warmemenge in Arbeit umgesetzt worden, die gleich dér Anzahl
N(s, —p) der im Diagramm umkreisten isobar-isosteren Solenoide mit
posttivem oder megativem Vorzeichen ist, je nachdem, ob die Solenoide
wn der positiven Richtung, vom Volumenaszendenten zum Druckgradienten
oder in der entgegengesetzten Richtung umkreist worden sind.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Umsetzung von Wirme in
Arbeit bei den Flissigkeitsbewegungen verfolgen, indem man neben der
wirklichen Bewegung des Teilchens im Raume die Bewegung der zu-
geordneten Punkte im thermodynamischen Diagramm verfolgt.

In einem Falle tritt aber eine auBerordentliche Vereinfachung ein,
ndmlich wenn sich das Solenoidsystem im Raume in Ruhe befindet.
Das bewegte Teilchen im Raume umkreist dann genau dieselbe Solenoid-
zahl wie der vertretende Punkt im Diagramm, und man erhilt:

(II) Wenn das Solenoidsystem riumlich unverdnderlich ist, werden bei
einem vollen Umlauf eimer Masseneinheit, ebenso viele Wirmeeinheiten
wn Arbeit umgesetzt, als die geschlossene Bahn Solenoiden uwmschlieft.

In dieser Form ist der Satz spezieller als der entsprechende dynami-
sche Zirkulationssatz, der nichts iiber festliegende Solenoidsysteme
voraussetzt. Dennoch ist aber auch dieser thermodynamische Satz sehr
brauchbar, weil die Solenoidsysteme der groBen planetarischen Zirku-
lationen anndhernd festliegend sind. In noch bequemere Form 148t er
sich bringen, wenn man annimmt, dafl nicht nur die Solenoide, sondern
auch die Stromlinien unverinderlich und geschlossen sind, so daB man
eine Stromung in einem festliegenden geschlossenen Rohrensystem hat.
Wir betrachten in diesem Stromfelde eine geschlossene Rohre von
elementarem Querschnitt, die M Masseneinheiten enthilt. Wenn in
einer solchen Rohre eine Masseneinheit einen vollen Umlauf vollfithrt
hat, haben sidmtliche Masseneinheiten den vollen Umlauf vollfithrt,
mit dem Erfolg, daB M N Wirmeeinheiten in Arbeit umgesetzt worden
sind, vorausgesetzt, dafl die Réhre IV isobar-isostere Solenoide umschlieBt.
Man braucht aber dann nicht mehr mit vollen Umliufen zu rechnen,
sondern hat sogleich:

(ITI) Bei der Stromung in einer festliegenden geschlossenen Stromréhre,
die N (s, —p) isobar-isostere Solenoide im unverinderlichen Solenoidfelde
umschlieft, werden fiir jede Masseneinhet, die einen Querschnitt der Rohre
passiert, N(s, —p) Wirmeeinheiten in Arbeit uwmgesetzt.

Der Satz ist sehr bequem fiir das Studium der Warmeumsetzung
bei den groflen annihernd stationiren atmosphirischen Bewegungen.

Diese Sitze, durch die man die Arbeitsleistung bei den atmosphéri-
schen Zirkulationsbewegungen mit Hilfe der riumlichen Solenoidsysteme
bestimmt, haben eine wichtige Folge, auf die ebenfalls J. W. SanD-
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STROM aufmerksam gemacht hat. Eine thermodynamische Maschine
leistet nur dann Arbeit, wenn die Wirmezufuhr bei héherem Druck
als die Warmeabgabe stattfindet. Verbindet man dies mit der all-
gemeinen Abnahme des Druckes nach oben in der Atmosphire, so
schlieBt man:

Zur Unterhaltung einer stationdren Zivkulationsbewegung in der
Atmosphire muf die Kdltequelle hiher als die Wirmequelle liegen.

Die Richtigkeit dieses Schlusses, den SANDSTROM anfinglich gegen
heftige Angriffe seitens der Meteorologen verteidigen muBte, wird im
folgenden vollig evident.

52. Arbeitsweise und Leistung einer einfachen thermodynamischen
Zirkulationsmaschine. Die Bewegung in der eben betrachteten Rohre
wird nicht im geringsten verindert, wenn wir uns die Wand der Rohre

als solidifiiert denken. Wir kénnen uns dann,
wenn es fiir die Vorstellung bequem ist, die
. umgebende Fliissigkeit entfernt denken, so
dall wir es nur mit einer einzigen Réhre als
4 7 einer isolierten Zirkulationsmaschine zu tun
* haben. Wir werden die thermischen Be-
dingungen fir die Arbeit dieser Maschine

etwas genauer analysieren.
Wir denken uns die Rohrenwand fiir

L

Wirme vollkommen undurchdringlich, auBer
an zwei Stellen, wo eine Wiarmequelle W bzw.

’ eine Kiltequelle K sich befinden. Diese Quel-
* len sind an horizontalen Réhrenstiicken an-
gebracht (Abb. 26), damit die Warmezufuhr
bzw. Wirmeentziehung bei konstantem
Druck py bzw. pg stattfinde. Die Fliissigkeit

im Rohrensystem ist zu Anfang im adiaba-
A o enmodynamische  tischen  (indifferenten) Gleichgewicht, und

bei eventuellen Bewegungen werden die indi-
viduellen Teilchen auch adiabatische Zustandsinderungen durchlaufen,
d. h. konstante potentielle Temperatur haben, auSer im Moment, wo
sie entweder die Warme- oder die Kiltequelle passieren. Ferner setzen
wir voraus, daB die Fliissigkeit beim Passieren der Wirmequelle nur
eine sehr kleine Temperaturerhéhung 46y und beim Passieren der
Kaltequelle eine entsprechend kleine Temperaturerniedrigung 46g er-
fahrt. Damit das Temperaturfeld stationir bleibe, darf nach einem
vollen Umlauf die Temperatur eines Teilchens sich nicht verdndert
haben, d. h. seine potentielle Temperatur muB bei der Warmequelle um
denselben Betrag erhoht, wie bei der Kiltequelle erniedrigt werden.
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Wir betrachten zunichst den Fall, wo Wirme- und Kiltequelle sich
in demselben Réhrenast befinden. Je nachdem, ob die Wirmequelle
bei héherem oder bei niedrigerem Druck liegt als die Kiltequelle, und
je nachdem, ob die Fliissigkeit von der Wiarmequelle direkt zur Kailte-
quelle oder von der Kiltequelle direkt zur Wiarmequelle zirkuliert, hat
man vier Fille zu unter-
scheiden, die durch die
vier schematischen Abb.27
illustriert sind.

Um eine moglichst ein-
fache Bewegung zu erzielen,
nehmen wir an, daB3 an-
fangs die Kiltequelle die
Temperatur der Fliissigkeit
hat, wenn die Bewegung
von der Wirmequelle zur
Kiltequelle geht, und die
Wirmequelle anfangs die
Temperatur der Fliissigkeit
hat, wenn die Bewegung
von der Kiltequelle zur
Wirmequelle geht.

Es gentigt, den Fall
Abb. 27 IA4 zu betrachten.
Gibt man durch einen dulle-
ren Impuls der Fliissigkeit
die angegebene Zirkulation
(von der Warme- direkt zur
Kiltequelle), so entwickelt %
sich oberhalb der Wirme-
quelle eine erwarmte Fliis-
sigkeitssdule, die von Null
anwichst und den ganzen ] ) i i i )

. Abb. 27. Zirkulationsmaschinen: Wirme- und Kiltequelle in
Raum zwischen Wirme- demselben Ast. i
und Kiltequelle erfiillt.
Wegen dieser erwdrmten Siule ist die mittlere potentielle Temperatur im
rechten Ast gréBer als im linken, und es stellt sich schlieBlich eine statio-
nire Temperaturverteilung ein, wo im Mittel die potentielle Temperatur
im rechten Ast hoher ist als im linken. D.h. an der gleichen Isobar-
fliche ist im rechten Ast die Temperatur und folglich auch das spez.
Volumen gréfler als im linken. Im entsprechenden Solenoidsystem ist
folglich der Volumenaszendent relativ zum Druckgradienten wie in T4
geneigt. Dies hat eine Zirkulationsbeschleunigung zur Folge, deren
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Richtung durch den gekriimmten Pfeil angegeben ist. Dieses Solenoid-
feld braucht kein reelles zu sein, sein Zweck ist ja hier nur ein anschau-
liches Bild von dem Wert des entsprechenden Linienintegrales lings der
Rohre zu geben.

Hitte man die Anfangsbedingungen anders gewihlt, wiirde man
im Mittel dasselbe Resultat erhalten, mit dem einzigen Unterschied,
daB ein gewisser Rhythmus in die immer gleichgerichtete Beschleuni-
gung hineinkommt.

Die Fille IB, IIA, IIB kann man in ganz entsprechender Weise
behandeln. Es ergibt sich dann das folgende Resultat:

1A und IB. Liegt die Wirmequelle unter hoherem Druck als die Kdilte-
quelle, so werden die Solenoide bei beiden Umlaufsrichiungen der arbeitenden
Substanz in der Rohre positiv umkreist: Wirme wird stetig in Arbeit ver-
wandelt, und die vorliegende Zirkulation wird immer weiter beschleunigt.

IIA und IIB. Liegt die
Warmequelle unter niedrige-
rem Druck als die Kilte-
quelle, so werden die Sole-
& % notde bei beiden Umlaufs-

l [ ] § ’ richtungen der arbeitenden

X

il

Substanz in der Réhre
in megativer Richtung um-
kreist.  Arbeit wird in
Warme umgesetzt, und die
vorliegende Anfangszirkula-
tion wivd verzigert, bis alle
i dieser Zirkulation vor-
handene Fkinetische Energie
verbraucht ist.

Die Unabhingigkeit des Energieumsatzes von der Umlaufsrichtung
ist bemerkenswert. Trotzdem ist diese doch nicht in jeder Beziehung
belanglos. Man erkennt dies sofort, wenn sich die beiden Quellen nicht
mehr in demselben Réhrenast befinden, sondern die Wirmequelle in
dem einen und die Kiltequelle in dem anderen (Abb. 28). Es besteht
dann immer eine bevorzugte Umlaufsrichtung. Von dem Gleichgewicht
aus setzt die Bewegung aufwirts durch die Warmequelle und abwiirts
durch die Kéltequelle von selbst ein, unabhingig davon, welche Quelle
sich unter hohem und welche sich unter tiefem Druck befindet. Wenn
die Kiltequelle sich unter dem tieferen Druck befindet, bildet sich ein
Dauerzustand aus, bei dem die eingeleitete Bewegung unter stetigem
Umsatz von Warme in Bewegungsenergie immer mehr beschleunigt wird.
Wenn die Warmequelle unter dem tieferen Druck liegt, ergeben sich
Schwingungen um einen Gleichgewichtszustand, ndmlich den Zustand,

T
§%

Abb. 28. Zirkulationsmaschinen: Wirme- und Kiltequellen
in verschiedenen Asten.
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wobei die Rohre oberhalb der Isobarfliche py mit erwidrmter und die
Rohre unterhalb der Isobarfliche g mit abgekiihlter Substanz gefiillt ist.

An Stelle der von selbst einsetzenden Bewegung aufwirts durch die
Wirmequelle und abwérts durch die Kiltequelle kénnen wir aber kiinst-
lich durch einen Impuls die entgegengesetzte Bewegung erzeugen. Liegt
dabei die Kiltequelle am niedrigsten, so wird diesem Riickwirtslauf
ebenso entgegengewirkt wie dem Vorwirtslauf, und der Endzustand
wird in Schwingungen um eine Gleichgewichtslage genau wie im vorigen
Fall bestehen.

Besonders interessant ist aber der Riicklauf der Maschine, wenn die
Kiltequelle oben liegt und dadurch die einmal eingeleitete Bewegung
unter Umsatz von Wirme in kinetische Energie immer weiter be-
schleunigt wird. Der Unterschied zwischen dem arbeitleistenden Vor-
wirts- und Riickwirtslauf zeigt sich dann darin, daB sich beim Vor-
wirtslauf die erwdrmten Massen oberhalb und die abgekithlten unter-
halb der beiden Quellen befinden, wihrend es beim Riickwirtslauf
umgekehrt ist. Dies gibt dem Vorwirtslauf in bezug auf Stabilitat
einen Vorzug vor dem Riickwirtslauf. Solange die Rohre hinlidnglich
eng ist und solidifilerte Winde hat, macht sich die Instabilitit des
Riicklaufes nicht bemerkbar; sehr listige retrograde Umldufe der Luft
in den Kanilen eines Ventilationssystems sind in der Tat wohl bekannt.
Ist die Rohre aber eine der unendlich biegsamen Stromrdhren in der
Flissigkeit, so konnen sich die potentiell wirmeren Massen nicht dauernd
unterhalb der potentiell kilteren und schwereren halten. Die biegsame
Stromréhre kann sich nicht unverindert erhalten. Eine Riickwirts-
zirkulation in der freien Fliissigkeit ist deshalb nicht als ein Dauer-
zustand denkbar.

Da jedes Teilchen einen reversiblen Kreisproze3 zwischen den
Temperaturen 6y und 6y durchliuft, wird der thermodynamische
Wirkungsgrad der Maschine:

—

(1) n=

d. h. der Bruchteil # der zugefiihrten Wirme wird in mechanische
Arbeit verwandelt. Statt durch die Temperaturen der Quellen kénnen
wir diesen Wirkungsgrad durch die Drucke pp und pg ausdriicken, die
in den Niveaus der Quellen herrschen, oder schlieBlich durch die dynami-
schen Hohen @y und @x der Quellen. Zunichst hat man:

%~—1 #—1

O — ﬂ(ﬂ) R F (&)T.

100 100
Ferner ergibt sich nach 28 (5) und (12):

—1 -1 1
0=00— "%y ¢ =gy @a— ) =1 (Pa—9),
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wo @4 die dynamische Hohe der adiabatischen Atmosphére ist. Durch
Anwendung dieser Gleichungen findet man:

x—1
B b %
(2) n=1-— (ﬁ) :
und:
__ P — 9w
(3) = Y4 —Pw’

Diese Formeln geben die miteinander iibereinstimmenden Resultate, da8
der Wirkungsgrad zunimmt mit abnehmender Temperatur 6z, mit
abnehmendem Druck pz und mit zunehmender dynamischer Héhe ¢g
der Kiltequelle. Und zwar wird der Wirkungsgrad 1 erreicht, wenn die
Kiltequelle an der Grenze der adiabatischen Atmosphire angebracht
wird, wo g =0, pg =0, ¢g=¢@4. Eine Maschine mit der Kiltequelle
an der Grenze der adiabatischen Atmosphire setzt also alle unten auf-
genommene Wirme in Kkinetische Zirkulationsenergie um und gibt
keine Warme an die Kiltequelle ab.

AuBer der Verhiltniszahl #, nach der die Maschine die ihr zugefiihrte
Wirmemenge in einen mechanischen und einen thermisch bleibenden
Teil zerlegt, haben wir noch die absoluten Warmemengen zu betrachten,
welche die Maschine von der Wirmequelle aufnimmt, welche sie an die
Kiltequelle abgibt, und ihre Differenz, welche die gelieferte Arbeits-
menge darstellt.

Betrachten wir die Sache erst ganz allgemein, so sehen wir folgendes.
Nach dem dynamischen Zirkulationssatz nimmt die Zirkulation einer
beliebigen geschlossenen Kurve pro Zeiteinheit um die Zahl N (s, —p)
zu, welche die Anzahl der von der Kurve umfa3ten Solenoide darstellt.
Verldauft dann die Zirkulation ldngs geschlossener Kurven und wird
das Solenoidfeld unveridndert aufrechterhalten, so nimmt die Zirkulation
mit der Zeit linear zu und wird also nach unendlich langer Zeit unendliche
Geschwindigkeiten geben. Betrachten wir dann die Umlédufe der einzel-
nen Teilchen, so wird die Zeit eines Umlaufes gegen Null konvergieren.
Nach dem thermischen Umlaufstheorem (51) wird aber fiir jeden Umlauf
dieselbe konstante Wiarmemenge in kinetische Energie umgesetzt. Das
heiBt aber, daB die Wirmemenge, welche die Warmequelle pro Zeit-
einheit zu liefern hat, gegen unendlich konvergiert.

Um uns den Bedingungen der konkreten Wirklichkeit anzupassen,
miissen wir vor allem mit Wirmequellen begrenzter Ergiebigkeit rechnen.
Damit dies méglich ist, fithren wir die Warmemengen AWy ein, die
die Wirmequelle pro Sekunde an die zirkulierende Substanz abgibt,
und die Wiarmemenge AWy, welche die zirkulierende Substanz pro
Sekunde an die Kiltequelle abgibt. Der Massentransport pro Zeit-
einheit ¥ durch einen beliebigen Querschnitt der Rohre ist das iiber
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einen Querschnitt der Rohre berechnete Integral der spez. Bewegungs-
groBe v = quv:

(4) V= f qu-do.

Zu einer beliebigen Zeit ist dieser Massentransport durch jeden Quer-
schnitt der Réhre der gleiche, wie verschieden auch diese Querschnitte
sein mégen. An den beiden Quellen findet die Zufuhr oder die Abgabe
der Wiarme unter konstantem Druck statt, und deshalb gelten die
folgenden Beziehungen zwischen den Wirmemengen AWy und AWk
und der Temperaturerhéhung 460y, welche die Substanz an der Wéarme-
quelle erhilt, und der Temperaturerniedrigung 46g, welche sie bei der
Kiltequelle erleidet:

(5) AWW: chABW, AWK: VCpAOK.
Die Temperaturerhohung 460y und die Temperaturerniedrigung 46

sind es, die das Solenoidfeld aufrechterhalten. Verlangt man, daB diese
GroBen konstant bleiben sollen, so hat man den Fall, wo der Massen-

transport ¥ in der Réhre linear mit der Zeit zunimmt und die pro Zeit-
einheit aufgenommenen und abgegebenen Wirmemengen AW g und AW g
entsprechend unbegrenzt anwachsen miissen. Verlangt man dagegen,
daB diese Warmemengen konstant sein sollen, so werden bei dem immer

anwachsenden Massentransport V in der Réhre die Temperaturerhshung
40y an der Wirmequelle und die Temperaturerniedrigung 46 an
der Kiltequelle gegen Null konvergieren, d.h. die Intensitit des
Solenoidfeldes konvergiert gegen Null. Dabei wird aber fortfahrend
der konstante Warmebetrag AWy — AW pro Zeiteinheit in kinetische
Energie iibergefithrt. Diese kinetische Energie nimmt jetzt linear mit
der Zeit zu, wobei die Umlaufsgeschwindigkeit iiber alle Grenzen wichst,
allerdings schwicher, als wenn das Solenoidfeld unverindert aufrecht-
erhalten wiirde.

Im reibungslosen Medium kann eine stationdre Zirkulation nur
unter der Bedingung bestehen, daBl Wirmezufuhr an der Wirme-
quelle und Wirmeabgabe an der Kiltequelle gleich sind:

(6) AWy = AWy,

was nach dem Gesetz iiber die Leistung nur dann eintreten kann, wenn
die beiden Quellen in dem gleichen Niveau liegen. Die Maschine lduft
dann wie ein reibungsloses Rad mit der ihr anfinglich an erteilten
Zirkulationsgeschwindigkeit und fithrt dabei alle von der Warmequelle
aufgenommene Wirme an die Kiltequelle iiber. Sobald man aber die
Kiltequelle hoher als die Wirmequelle anbringt, erhilt man bei der
betrachteten einfachen Zirkulationsmaschine eine immer wachsende
Zirkulationsgeschwindigkeit. Natiirlich wird die Reibung, wenn man
sie einfithrt, dieser Zirkulationsgeschwindigkeit eine Grenze setzen.
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Wir halten aber an der Reibungslosigkeit fest, um bei Maschinen, die
den Maschinen der Natur &dhnlich sind, eine von der Reibung un-
abhingige thermische Regulierung in voller Reinheit kennenzulernen.

53. Thermisch gebundene Zirkulation. Wir haben oben die ein-
fachsten Bedingungen fiir die Uberfithrung von Wirme in kinetische
Energie einer Zirkulationsbewegung untersucht, indem wir eine elemen-
tare Warmequelle und eine elementare Kiltequelle einfiithrten und sonst
nur adiabatische Vorginge voraussetzten. Wir werden jetzt die Wir-
kung beliebig lings der ganzen Rohre verteilter elementarer Warme-
und Kiltequellen untersuchen und geben damit auch die Bedingung
der indifferenten Schichtung der zirkulierenden Luft auf.

Wir beginnen mit dem Fall, wo die Luftmasse in der Réhre in
stabilem Gleichgewicht ist. Bei einer kleinen Stoérung des Gleich-
gewichtes ist dann die unmittelbare Wirkung die, daB sich die auf-
steigende Luft adiabatisch abkiihlt und die absteigende adiabatisch er-
wirmt, die aufsteigende
Kolonne wird schwerer und
die absteigende leichter,
und die Bewegung kehrt
schlieBlich um. Jetzt wer-

78,3 ; den wir aber lings der
Abb. 29. Thermisch gebundene Zirkulation ohne Arbeitsleistung, ganzen Réhre ein SyStem
von Wirme- oder Kilte-
quellen verteilen, die das im Gleichgewicht bestehende Temperatur-
feld aufrechterhalten sollen. Wo die Luft aufsteigt, wirken also diese
Quellen als Warmequellen, wo sie absteigt, als Kiltequellen (Abb. 29).
Die Massenverteilung bleibt wihrend der Bewegung unverindert er-
halten, und die durch den stérenden Impuls erzeugte Zirkulation
setzt unverdndert fort. Hat der stérende Impuls die entgegengesetzte
Richtung, so verwandeln sich die fritheren Wirmequellen von selbst
in Kiltequellen und umgekehrt. Die Zirkulation verliduft also ebenso
leicht in der einen wie in der anderen Richtung.

Es bilden sich in diesem Falle keine Solenoide, welche die Zirkulation
beschleunigen oder retardieren oder deren Umkreisung mit Arbeits-
leistung verbunden ist. Es wird keine Wirme in kinetische Energie
umgesetzt, und die ganze von den Wirmequellen aufgenommene
Wirmemenge wird zu den Kiltequellen transportiert und dort abge-
geben. Diese ,,stabilisierenden Wirme- und Kiltequellen* treten nur
langs der vertikalen Teile der Réhre in Wirksamkeit, wo sich die Luft-
massen gegen abnehmenden oder gegen zunehmenden Druck bewegen.
Die vertikalen Rohrenteile kénnen durch beliebig lange, horizontal oder
richtiger isobar verlaufende Réhren verbunden sein, lings deren die

e —" 3]
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Bewegung adiabatisch, d. h. in diesem Falle auch isotherm, vor sich
geht. Die Differenz der Wiarmetransporte in der oberen und der unteren
isobaren Roéhre mul gleich der am System der Warmequellen pro Zeit-
einheit empfangenen Wiarmemenge AWy und ebenfalls gleich der pro
Zeiteinheit an das System von Kéltequellen abgegebene Wirmemenge
AWk sein.

Wir werden diesen Wirmetransport quantitativ untersuchen. Eine
Masseneinheit der Luft strémt mit der wirklichen Temperatur 6, und
der potentiellen Temperatur ¥, unten ins System der Wirmequellen
hinein und mit der wirklichen Temperatur 6; und der potentiellen
&, oben heraus. Um zu sehen Wieviel Warme sie dabei aufgenommen
hat, brauchen wir nur diese Masseneinheit adiabatisch nach dem Aus-
gangsniveau zuriickgebracht zu denken. Dort kdme sie mit der un-
verdnderten potentiellen Temperatur 4; und einer noch unbekannten
wirklichen Temperatur 6’ an. Nach der Definition der potentiellen
Temperatur hitten wir dann:

%—1 x—1

100\ * 100\ *
d=0("2)", =0
0= "0 bo 1 Do
Man wiirde hieraus als Temperaturanstieg der in der Warmequelle er-
wirmten und zur Anfangslage zuriickgefithrten Masseneinheit
x-1
0'— 6y =(Le) " (3, — 99
finden. Folglich wiirde sie zu ihrem thermischen Anfangszustand
zuriickkommen, wenn wir ihr jetzt noch bei konstantem Druck die
Wirmemenge c, (0’ — 6,) entzogen. Diese Wirmemenge hat also die
Masseneinheit im System der Wirmequellen tatsichlich aufgenom-

men. Die V Masseneinheiten, die in der Zeiteinheit durchstrémen,

nehmen folglich V¢, (6" — 6;) Warmeeinheiten auf. Und wenn wir hier
wieder die potentiellen Temperaturen einfithren, erhalten wir fiir den
Wirmetransport pro Zeiteinheit vom System der Wirmequellen zum
System der Kiltequellen:

x—1

(1) AWy = AW g — ch(i%) (O — 9y .
Der Wirmetransport AWy = AWyg ist also durch den Massentrans-

port V gegeben und umgekehrt der Massentransport durch den Warme-
transport:

-1 x—1

o =) s ()

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 13

AW i

Cp (91 — o)
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Der Massentransport in der Rohre ist also der zu iberfithrenden
Wirmemenge direkt proportional und umgekehrt proportional der
Differenz der potentiellen Temperatur @, — ¥, die, wenn sie positiv ist,
die innere statische Stabilitit der Schichtung sichert. Diese keine Arbeit
vervichtende, bei umverinderlichem Temperaturfeld 06/0t =0 laufende
Maschine hat deshalb bei gegebener Wirmezufuhr bzw. Wirmeentziehung
um so langsamere Umlaufsgeschwindigkeit, je stabiler die zirkulierende
Substanz geschichtet ist.

Dies Resultat ist um so wichtiger, als diese thermisch bestimmte
Umlaufsgeschwindigkeit stabil ist. Denn liuft die Maschine schneller,
als es der Formel (2) entspricht, wird in der aufsteigenden Luftsdule
%Z < 0 und in der absteigenden Luftsiule g—? > 0, und es bildet sich
ein Solenoidfeld, das die Bewegung retardiert. Liuft dagegen die Maschine
langsamer als nach der Formel (2), wird in der aufsteigenden Luftsiule

~

% > 0 und in der absteigenden % < 0, und es bildet sich ein Sole-

Abb. 30. Thermisch gebundene Zirkulationen: A arbeitsleistend, B arbeitsverbrauchend.

noidfeld, das den Umlauf beschleunigt. Stérungen der durch (2) ge-
gebenen Umlaufsgeschwindigkeit fithren also zu Schwingungen um den
stabilen Wert der Umlaufsgeschwindigkeit.

Die Betrachtung der entsprechenden instabil geschichteten Maschine
hat nur theoretisches Interesse. Man findet auch deren Umlaufs-
geschwindigkeit in dhnlicher Weise thermisch gebunden. Solche Umliufe
der instabil geschichteten Maschine lassen sich aber nur in hinlinglich
engen festwandigen Rohren verwirklichen, und kénnen in der freien
Atmosphdre nur zu Turbulenz fithren. Die frither betrachtete Maschine
mit statisch indifferenter innerer Schichtung bildet das Ubergangsglied
zwischen diesen stabil und instabil geschichteten Maschinen.

Die Umlaufsmaschinen ohne Arbeitsleistung sind durch volle Sym-
metrie des Systems von Wirme- und Kiltequellen gekennzeichnet,
wodurch die Bildung eines Solenoidsystems ausgeschlossen ist. Er-
gdnzen wir aber dieselbe Maschine mit einer Fortsetzung der Kilte-
quelle langs der oberen Roéhre bis zum oberen Ende der Wirmequelle
und einer Fortsetzung der Wiarmequelle lings der unteren Réhre bis zur
Basis der Kiltequelle (Abb. 30A), so bekommen wir eine arbeitsleistende
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Umlaufsmaschine. Verlingern wir dagegen die Wirmequelle ldngs der
oberen und die Kéltequelle lings der unteren Rohre (Abb. 30B), so
bekommen wir eine arbeitsverbrauchende Maschine. Die ,,stabilisieren-
den‘ Teile der Warme- und Kaltequellen lings der vertikalen Rohren-
teile leisten nidmlich zusammen keine Arbeit, und es bleiben also die
nur horizontalen Stiicke der beiden Quellen iibrig, die im Falle A eine
hochliegende Kiltequelle und tiefliegende Wiarmequelle mit positiver
Arbeitsleistung und'im Falle B eine hochliegende Warmequelle und eine
tiefliegende Kiltequelle mit negativer Arbeitsleistung darstellen.

Wenn die Warmetransportformel (1) auf diese Maschinen angewandt
werden soll, muB3 natiirlich AWy, die Warmeabgabe der gesamten Wirme-
quelle und AW g die Warmeaufnahme der gesamten Kéltequelle bedeuten.
Ebenso muB} unter ¢, bzw. 4, die potentielle Temperatur am oberen bzw.
unteren Beriithrungspunkt der gesamten Warmequelle und der gesamten
Kaltequelle verstanden werden. Die arbeitsleistende Maschine A trans-
portiert eine Warmemenge, die kleiner als die pro Zeiteinheit aufgenom-
mene, aber grofler als die pro Zeiteinheit abgegebene ist:

x-1

3) AWy > ch(%(’—)) (9, — 9y > AW,
so daB der aufgenommene WairmetiberschuB iiber die ganze Substanz
verteilt und in kinetische Energie verwandelt wird. Die Zirkulations-
geschwindigkeit nimmt also zu, aber unendliche Geschwindigkeit wird
nicht erreicht, ohne da AWy = oo, d.h. ohne daB unendlich viel Warme
pro Zeiteinheit zugefithrt wird.

Die arbeitsverbrauchende Maschine B transportiert entsprechend
nach der Formel: %=1
(4) AWy < Vc,,(%‘;)) "9, — 9,) < AW
Thre Zirkulationsgeschwindigkeit nimmt ab, aber sie wird nicht Null,
ohne dal AWy auch Null wird.

Die ,,Wiarmequellen* der Atmosphire sind identisch mit den rdum-
lichen Gebieten, wo % >0, die ,,Kiltequellen mit den rdumlichen

Gebieten, wo VI < 0. Nur an den Grenzflichen dieser Gebiete sind

rein adiabatische Zustandsinderungen moglich. Vollstdndige Analogie
mit der Atmosphire bekommt man deshalb nur mit der zuletzt be-
sprochenen Zirkulationsmaschine, bei der Wirme- und Kiltequellen
aneinandergrenzen und keine endliche Strecken der Rohre fiir adia-
batische Zustandsinderungen freilassen.

Fiir den Betrieb der Zirkulationsmaschine ist es gleichgiiltig, in
welcher Form die Wirmezufuhr bzw. die Wirmeentziehung vor sich

13*
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geht. Die Wirmezufuhr kann auBer dem Netto von zugestrahlter und
zugeleiteter Wiarme auch Kondensationswirme sein, und die Wirme-
entziehung kann auBler dem Netto von ausgestrahlter und weggeleiteter
Wirme auch Verdampfungswirme sein. Eine Betrachtung des Kreis-
laufes des Wassers in der stationidr laufenden Zirkulationsmaschine
feuchter Luft zeigt, wo die Kondensationswirme bzw. die Verdampfungs-
wirme wirksam sind. Wenn wir mit f, die spezifische Feuchtigkeit,
d. h. die Anzahl der Masseneinheiten Wasserdampf pro Masseneinheit
feuchter Luft, bezeichnen, ist voraussetzungsgemif iberall df,/0¢=0.
af,

In Luftmassen, wo Wasserdampf aufgenommen wird, ist it >0, in
solchen, die Wasserdampf ausscheiden, (2];‘ << 0. Die Aufnahme der

Menge 4, f, von Wasserdampf in der Masseneinheit Luft lings des Erd-
bodens geht ohne EinbuBle von atmosphirischer Wiarme vor sich. Denn
die Verdampfungswirme wird von einem Reservoir fliissigen Wassers (Meer
oder nasser Erdboden) gespendet, und die Weiterverteilung des Wassers
innerhalb der Luft durch Diffusion oder turbulente Mischung fordert
keinen Wiarmeaufwand. Das Ausscheiden der Menge 4, f, von Wasser-
dampf durch Kondensation in der aufsteigenden Luftsiule geht unter
Gewinn kalorischer Wiarme vor sich, indem die vom Erdboden seinerzeit
gespendete Verdampfungswiarme als Kondensationswirme zum Vor-
schein kommt. In der Zwischenzeit hat das Luftteilchen diese Warme
in Form von latenter Wirme des Wasserdampfes mittransportiert.
Innerhalb der absteigenden Luftsiule geschieht ein Verdampfen der
Menge 4;f, mitgetragener Wassertropfchen, die zu klein waren, um
herauszufallen, und dies entzieht dem Gemisch von Luft und Wasser
kalorische Wirme.

Da nach einem vollen Umlauf des Luftteilchens seine spez. Feuchtig-
keit wieder auf den Anfangswert zuriickgekommen sein soll, haben wir:

(5) Alfs_A2fs+A3fs:0-

Wenn Wy die Verdampfungswirme einer Masseneinheit Wasser bedeutet,
so wird der Masseneinheit feuchter Luft pro Umlauf die Warmemenge

(A2fs - A3fs)WV

zugefiihrt, die natiirlich der Warmemenge 4, f, Wy gleich ist, die der Erd-
boden oder das Meer durch Verdampfung von Wasser verloren hat.
Die Wirkung des Wasserkreislaufes in der atmosphétischen Maschine
ist also eine groBe zusitzliche Warmezufuhr vom Betrage 4,f, Wy von
der ,,Wirmequelle”, wihrend die kleine zusitzliche Wirmeentziehung
der , Kiltequelle den Betrag 4sf, Wy hat.

Um die Formeln (1) und (2) fiir die stationdr laufende Maschine
feuchter Luft verwendbar zu machen, mul man im Wéirmetransport
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auch den Transport der latenten Warme des Wasserdampfes mitrechnen.
Also: x—1

(6) AWy = AWg = ff—[%(%)T(’% — D) + Wy l(fs1 — st)‘ ,

wo f,; und £, die spez. Feuchtigkeiten bedeuten, bzw. oben beim Uber-
tritt aus dem Gebiet der Warme- in das der Kéltequellen und unten beim
Ubertritt aus dem Gebiet der Kilte- in das der Wirmequellen. Der
Massentransport in der nichtarbeitenden stationir laufenden Maschine
feuchter Luft wird entsprechend:

7 V- [

%—1

c,,<1%;)) " (=00 + Wy (for— )

Die Formeln (1), (2) und die verallgemeinerten (6), (7) werden sich
als niitzlich erweisen, wenn wir im empirischen Teil des Buches zu
der Diskussion der atmosphirischen Zirkulationsbewegungen, wie See-
und Landbrise, Monsunsysteme, Berg- und Talwind, und der all-
gemeinen Meridionalzirkulation der Atmosphire kommen.

Finftes Kapitel

Hydroelektrische und hydromagnetische Erscheinungen,
erste Reihe.

Nichistationdre Bewegung.

54. Analogien des hydrodynamischen Stromfeldes mit dem elektro-
statischen oder magnetischen Kraftfelde. Zu den interessantesten
Eigentlimlichkeiten des hydrodynamischen Stromfeldes gehéren gewisse
weitgehende Analogien mit dem elektrostatischen oder magnetischen
Kraftfelde. Durch den auf die spez. BewegungsgroBle bezogenen Zir-
kulationssatz haben wir schon einige hierher gehorige Erscheinungen ab-
geleitet (vgl. Abb. 15, 16, S.142). Jetzt werden wir diese hydroelektrischen
oder hydromagnetischen Erscheinungen in voller Allgemeinheit ab-
leiten. Dabei werden zwei wesentlich verschiedene Analogien auftreten.
Die erste, die wir in diesem Kapitel behandeln werden, bezieht sich auf
ganz allgemeine, wichistationdre Bewegungen der Fliissigkeit, wahrend
die zweite, die uns im néchsten Kapitel beschiftigen wird, ausdriicklich
die stationdre Bewegungsform voraussetzt.

Auf die mogliche physikalische oder naturphilosophische Bedeutung
dieser Analogien werden wir nicht eingehen. Wir nehmen sie lediglich
als objektive Tatsachen hin, die als solche nicht ohne praktische Be-
deutung sind. Denn sie gestatten uns Resultate, Methoden und An-
schauungsformen, die in einem Gebiete der Physik entwickelt worden
sind, in ganz anderen Gebieten zur Anwendung zu bringen.
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55. Das elektrostatische und das magnetische Feld. Unser Wissen
iiber die elektrischen und magnetischen Felder ist in den MAXWELLschen
Gleichungen niedergelegt. Wenn statische Verhéltnisse vorliegen, 148t
sich das MaxwEeLLsche Gleichungssystem in zwei getrennte Gleichungs-
systeme zerlegen, eins fiir elektrostatische Felder und ein ganz dhnlich
gebautes fiir magnetostatische Felder. Mit den iiblichen Bezeichnungen
konnen diese folgendermaBlen geschrieben werden:

(1A) D =¢E + D*, (1B) B =y H -+ B*,
(2A) divD=ce, (2B) divB=m,
(3A) curlE=0, (3B) curlH=0.

Ersetzt man die Null der Gleichung (3A) durch die negative Zeitableitung
von B und die Null der Gleichung (3B) durch die positive Zeitableitung
von D, so hat man das vollstindige MaxwEgLLsche Gleichungssystem
fiir ein beliebiges Dielektricum, in dem leitende Kérper nicht vorkommen.
Wir werden in jedem der beiden Systeme die Gleichung (1) als die
Verbindungsgleichung, (2) als die Divergenzgleichung und (3) als die
Wirbelgleichung bezeichnen. Wenn man (1A) mit ¢! und (1B) mit g~*
multipliziert, so nehmen die Verbindungsgleichungen die Form

(1'A) &-'D = E + ¢! D*, ('B) u'B=H-+ yu'B*

an. In (1A) ist jedes Glied eine elektrische Verschiebung, in (1'A) eine
elektrische Feldstirke, in (1B) ist jedes Glied eine magnetische Induktion,
in (1'B) eine magnetische Feldstirke. Die Namen samtlicher in den
Gleichungen auftretenden Vektoren und Skalaren ersieht man aus dem
folgenden Schema:

Totale Freie Erzwungene

Elektrische Verschiebung . . . . . D ¢E D*
Magnetische Induktion . . . . . . B wH B*
Elektrische Feldstarke. . . . . . . e 1D E e~ 1 D*
Magnetische Feldstirke . . . . . . uw B H w1 B*
Dielektrizitatskonstante . . . . . . 3

Magnetische Permeabilitat . . . . . u

Wahre elektrische Dichte . . . . . e

Wahre magnetische Dichte . . . . m

Nach diesem Schema stehen im ganzen sechs elektrische Vektoren zur
Verfiigung, eine totale und zwei partielle Verschiebungen und eine totale
und zwei partielle Feldstirken. Ganz dhnlich hat man sechs magneti-
sche Vektoren, eine totale und zwei partielle Induktionen und eine
totale und zwei partielle Feldstirken. Von diesen Viktoren zeichnen
sich die totale Verschiebung bzw. Induktion und die freie elektrische
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bzw. magnetische Feldstiarke durch einfache Feldeigenschaften aus und
werden deshalb in den Feldgleichungen verwertet. Die Divergenz der
totalen Feldstirke definiert die elektrische Ladung pro Volumeneinheit
oder — in der HERTzschen Terminologie, der wir folgen® — die wahre
elektrische Dichte e. Die Divergenz der totalen magnetischen Induktion
definiert die entsprechende wahre magnetische Dichte m, eine GroBe, die
in der Tat immer Null ist, aber dennoch aus Symmetriegriinden zweck-
maéBigerweise in den Gleichungen beibehalten wird. Eine Sonderstellung
nehmen die erzwungene Verschiebung D* und die erzwungene Induk-
tion B* ein Die letztere vertritt den Zustand der inneren Polarisation,
den man dem Stahl durch einen Magnetisierungsproze3 aufzwingen kann,
ein ProzeB, {iber dessen Wesen die MaxwELLschen Feldgleichungen keine
Auskunft geben. D* vertritt den entsprechenden inneren Polarisations-
zustand, der z. B. in den pyroelektrischen Krystallen vorliegt, die, wie
man glaubt, elektrostatische Analoga zu den permanenten Magneten
sind.

Ihre Verbindung mit der physikalischen Wirklichkeit bekommen die
Feldgleichungen durch die erginzende Aussage, daB die Ausdriicke

(4A) w, = e E?, (4B) w, = tuH?

die elektrische bzw. die magnetische Energie pro Volumeneinheit des
freien Feldes darstellen. Die expliziten Folgen dieser Aussage kann man
in der folgenden Weise ziehen. Man erteilt den Volumenelementen des
ganzen Systems kleine Verschiebungen, berechnet die entsprechende
Energievariation und setzt den elementaren Energieverlust gleich der
von den Kriften des Systems ausgefithrten elementaren Arbeit. Dadurch
findet man die von dem elektrischen bzw. magnetischen System aus-
geiibte Feldkraft f, bzw. fu:

(SA) f,=¢E—VD* E—}E*Ve, (5B)f,=mH—VB* H—L1HVp.

Es treten in beiden Fillen drei Krafte auf, die siamtlich auf die
Volumeneinheit des Koérpers bezogen sind.

¢E ist die Kraft, die an einem elektrisch geladenen Kérper angreift,
mH ist die Kraft, die an einem magnetisch geladenen angreift, wenn
man eine solche Vorstellung nicht ausschlieBt.

—VD* - E bzw. —VB* - H ist die Kraft, die an einem Koérper mit
erzwungener innerer Polarisation angreift, also z. B. an einem pyro-
elektrischen Krystall oder einem permanenten Magneten.

— 3 E?Ve bzw. — § H2V  ist eine auf Heterogenitat beruhende Kraft,
die im elektrischen und magnetischen Felde an Korper angreift, die

1 Hertz, H.: Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fir ruhende
Korper. Gottinger Nachr. 1890; Ann. Physik Bd. 40 (1890); Gesammelte Werke
Bd. 2 (1895).
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eine andere Dielektrizititskonstante bzw. eine andere magnetische
Permeabilitit besitzen als das umgebende Medium. Sie gibt im
Magnetfelde die Kraftwirkungen des Para- und des Diamagnetismus
und die entsprechenden Kraftwirkungen im elektrischen Felde.

Diese Krifte wiirden die Kérper des elektrischen oder des magneti-
schen Systems in Bewegung setzen, wenn nicht gleich groBe und ent-
gegengesetzte dulBlere Krifte die Bewegung verhinderten. Diese duBBeren
Krifte sind folglich:

(6A) f,=—¢E+VD* E+}E*Ve, (6B)f,=—mH+VB* H+}H2V .

Durch, geeignete Anordnungen kann man diese Krifte messen. Sonst
werden sie automatisch geleistet von den Spannungen in den festen
Korpern, die das System tragen und es in Ruhe halten.

In einer Hinsicht unterscheiden sich die von uns aufgeschriebenen
Formeln von den gewdhnlich benutzten. Denn die Verbindungsglei-
chungen schreibt man gewShnlich: D = ¢E + 472 D*, B =uH + 47 B*,
die Divergenzgleichungen: divD = 47e, divB = 47m und die Energie-

ausdriicke: w, = ¢~ E?, w,, == H? Das Auftreten des numerischen

Faktors 47 an Stellen, wo er aus geometrischen Griinden keine Be-
rechtigung hat, ist aber nur die Folge einer unzweckmiBigen Wahl der
Einheiten. Wenn man sidmtliche GréBen in den rationellen HEAVISIDE-
schen Einheiten ausdriickt!, fallt der Zahlenfaktor 47 aus den Grund-
gleichungen fort und tritt nur in Formeln auf, in denen er aus geo-
metrischen Griinden berechtigt ist, ndmlich in Spezialformeln, wo
Potenzen des Radiusvektors » vorkommen und die Vorstellung von
einer kugelférmigen Wirkung von einem Zentrum aus zugrunde liegt.

Mit der Frage nach den Einheiten ist die nach den Dimensionen der
elektrischen oder magnetischen GroBen nahe verwandt. Es ist wichtig,
zu betonen, daB wir iiber die Dimensionen der elektrischen oder magneti-
schen FeldgroBen nichts wissen. Zur Darstellung der elektromagnetischen
Felderscheinungen sind unter den einfachsten Verhiltnissen vier Gré8en
unentbehrlich, sagen wir ¢, E, #, H. Wir kennen aber nur drei Rela-
tionen, die diese physikalisch und dimensionsmiBig unbekannten GroBen
mit GroBen bekannter Natur verbinden: die beiden Relationen (4A) und
(4B), welche die Energie pro Volumeneinheit definieren und die bekannte
Relation ¢ = I/VJ, wo ¢ eine Geschwindigkeit, die Lichtgeschwin-
digkeit, darstellt. Diese drei Aussagen sind die Umformungen, durch
welche die Feldtheorie die drei primdren Erfahrungstatsachen iiber
die elektrischen und magnetischen Fernwirkungen ersetzt hat, nidm-
lich die beiden CouromBschen Gesetze und das OERSTEDsche Gesetz.

! Heavisipg, O.: Electromagnetic Theory I. London 1893.
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Sollte spiter noch ein viertes Naturgesetz gefunden werden, welches
die elektromagnetischen FeldgréBen mit GréBen bekannter Natur ver-
bindet, ohne gleichzeitig physikalisch neue Unbekannte einzufiihren,
so wiirden sich die mechanischen Definitionen und damit die Dimen-
sionen simtlicher GroBen des elektromagnetischen Feldes ergeben. Bis
auf weiteres miissen wir aber die Frage nach den Dimensionen der
elektromagnetischen GroBen, ja selbst die Frage nach dem Sinne einer
solchen Frage, offen lassen.

56. Hydrod§¥namische Feldgleichungen, erste Reihe. Aus Dimen-
sionsbetrachtungen 148t sich nach dem Vorhergehenden nichts Be-
stimmtes dariiber aussagen, wie die GroBen des hydrodynamischen
Feldes mit denen des elektrischen oder des magnetischen Feldes ge-
gebenenfalls zusammenzustellen wiren. In allen drei Feldern arbeitet
man mit paarweise zusammengehorigen Vektoren, die sich dimensions-
miBig um einen Faktor unterscheiden, der eine stoffliche Eigenschaft
des materiellen Trigers des Feldes darstellt: elektrische Verschiebung
und Feldstirke, die um einen Faktor &, magnetische Induktion und
Feldstiarke, die um einen Faktor g, Geschwindigkeit und spez. Be-
wegungsgroBe, die um einen Faktor ¢ oder s verschieden sind. Dabei
ergeben sich zwei Moglichkeiten der Zusammenstellung. Wir wihlen als
erste diejenige, wo wiv der Geschwindigkeit die elekivische Verschiebung
oder die magnetische Induktion und der spez. Bewegungsgrofe die elektrische
oder die magnetische Feldstirke zuordnen. Auf die zweite Moglichkeit, wo
Geschwindigkeit und spez. BewegungsgréBe ihre Rollen vertauschen,
werden wir im ndchsten Kapitel kommen.

Nichts hindert uns, nachdem diese Wahl getroffen ist, die totale Ge-
schwindigkeit v der Verbindungsgleichung 55 (1A} oder (1B) ent-
sprechend zu zerlegen:

(1) v =50+ v*

und entsprechend v als fotale, sv als freie und v* als erzwungene Ge-
schwindigkeit zu bezeichnen. Die letztere Bezeichnung wird spiter da-
durch ihre Berechtigung finden, daB wir v* dynamisch als eine von
auBen her durch fremde Krifte regulierte Geschwindigkeit definieren
werden. Denken wir uns die Gleichung (1) mit der Dichte ¢ multipliziert,
also:

(1) qu =10 + qu*,

so wird qv die totale, v die freie und gu* die erzwungene spez. Bewegungs-
groBe sein. Die totale Geschwindigkeit v und die freie spez. Bewegungs-
gréBe U betrachten wir als die typischen FeldgréBen, fiir die wir Feld-
gleichungen zu suchen haben.
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Die Kontinuitéitsgleichung in der Form 17(9’) gibt unmittelbar die
Divergenzeigenschaften der totalen Geschwindigkeit v:

. 1 ds
(2 divo=——-.

Den Gleichungen 55 (2A) und (2B) entsprechend kénnen wir diese
Gleichung in der Form

2) divv=¢

schreiben, wo e die Ausdehnungsgeschwindigkeit pro Volumeneinheit des
bewegten Teilchens ist oder die spezifische Ausdehnungsgeschwindigkeit,
wie wir sie kurz nennen werden.

Diese GroBe e entspricht also der wahren elektrischen bzw. magne-
tischen Dichte, und wie in einer evtl. sich ergebenden Analogie die
hydrodynamischen Gréfen denen des elektrischen oder magnetischen
Feldes zuzuordnen sind, ist damit gegeben. Man findet es in dem bei-
gefiigten Schema zusammengestellt.

Hydrodynamische, elektrische und magnetische GréBen nach der
ersten Analogie.

Totale Erzwungene Freie
(1) Geschwindigkeit. . . . . . .
(2) Elektrische Verschiebung. . . v v* Y
(3) Magnetische Induktion. . . .
(1) Spez. BewegungsgréBe . . . . 1 1
(2) Elektrische Feldstarke . . . . SV N v* v
(3) Magnetische Feldstarke

(1) Spez. Volumen . . . . . . .
(2) Dielektrizitatskonstante . . . s
(3) Magnetische Permeabilitat . .

(1) Spez. Ausdehnungsgeschwindig-
keit . . . ... 0oL,

(2) Wahre elektrische Dichte

(3) Wahre magnetische Dichte . .

Soll nun diese Analogie weiter ausgebaut werden, so muBl man ver-
langen, daB die Feldgleichung

(3) curlo = 0

erfillt ist. Solange wir nun frei iiber die duBeren Krifte verfiigen, die
an dem fliissigen System angreifen, hindert uns nichts, diese Krifte so
zu bestimmen, dal} diese Gleichung erfiillt wird. Daraus folgt aber nur
dann eine tiefere Analogie, wenn die verfiighare duBere Kraft, die zu£3)
fiihrt, gleichzeitig Identitit oder wenigstens Verwandtschaft mit der
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Kraft 55 (6A) oder (6B) zeigt, die an dem elektrischen oder magnetischen
Feld von auBlen angreifen muf3, um dessen statische Natur zu sichern.

Statt nach den Kriften zu fragen, die von aullen her an dem elektro-
statischen, dem magnetostatischen oder dem hydrodynamischen System
angreifen, kénnen wir auch umgekehrt nach den Kraften fragen, welche
die Felder nach auBen ausiiben. Das elektrische bzw. das magnetische
Feld iibt die Kraft 55 (5A) bzw. (5B) aus, und es erhebt sich die Frage,
ob oder unter welchen Verhiltnissen das hydrodynamische Feld ver-
wandte Krifte ausiiben kann. Die Krifte, die ein bewegtes fliissiges
System nach aulen ausiibt, kénnen nur Triagheitskrifte sein. Sie miissen
im Tragheitsgliede der hydrodynamischen Bewegungsgleichung ihren
Ursprung haben. Dadurch eréffnet sich ein bequemer Weg zur Durch-
filhrung der Untersuchung. Denn aus dem Trégheitsgliede der hydro-
dynamischen Bewegungsgleichung lassen sich zwanglos Glieder aus-
scheiden, die genau so gebaut sind wie die elektrischen oder magnetischen
Feldkrafte. Diese Trdgheitsglieder lassen sich, mit dem entgegen-
gesetzten Vorzeichen versehen, als Trdgheitskrifte ausscheiden und
stellen die hydrodynamischen Feldkrifte dar. Diese hydrodynamischen
Feldkrifte erweisen sich bis auf das Vorzeichen, welches entgegengesetzt
ist, mit den elektrischen oder magnetischen Feldkraften identisch. Man
hat also keine Identitdt, wohl aber eine Verwandtschaft auffalligster
Natur, entsprechend der Verwandtschaft zwischen einem Gegenstand
und seinem Spiegelbild. Nachdem diese Feldkraft gefunden ist, kann
man sich ihrer bedienen, um die beiden Partialfelder, das durch v ge-
kennzeichnete freie Feld und das durch v* gekennzeichnete erzwungene
Feld, dynamisch zu definieren. Wie wir sehen werden, kann man die
Definitionen derart wihlen, da3 die Gleichung (3) zwanglos folgt: die
Analogie ist dann vorhanden, und zwar eine direkte Analogie in bezug
auf die Geometrie der Felder und eine inverse in bezug auf die aus-
geiibten Feldkrifte.

In der hydrodynamischen Bewegungsgleichung miissen wir mit
Riicksicht auf diese Untersuchung die duBlere Kraft auf die Einheit
des Volumens beziehen. Wihrend nun eine auf die Masseneinheit be-
zogene konservative Kraft als Gradient eines Potentiales darstellbar
ist, gilt das fiir die auf die Volumeneinheit bezogene Kraft nicht mehr,
sofern das Medium heterogen ist. Wir kdénnen aber immer aus der nicht-
potentiellen Kraft einen potentiellen Anteil ausscheiden und die Gesamt-
kraft in der Form

—Vy+F

darstellen. Den nichtpotentiellen Anteil f’ denken wir uns hier als eine
ganz beliebige Kraft, iiber die wir volles Verfiigungsrecht haben.
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Wir schreiben somit die Bewegungsgleichung:

d ,
(@) g =F—Vy—Vp.
Wenn man hier (1) einsetzt und sich gs = 1 erinnert, ergibt sich:

duv* do —1ds ,
Q‘de—i"d—t"[—U;E:f—'VZ“‘VP-

Oder unter Anwendung der Kontinuitédtsgleichung (2'), indem wir gleich-
zeitig die individuelle Zeitableitung im zweiten Gliede entwickeln:

" _

q%—l—i—j—l—v‘Vﬁ—]—eE:f’— Ve —Vp.

Hier ist schon ein Tragheitsglied der erwiinschten Form ausgeschieden,
niamlich ep, welches, auf die andere Seite des Gleichheitszeichens gebracht,
die Tragheitskraft —ev darstellen wiirde und — bis auf das Vor-
zeichen — der elektrischen Feldkraft ¢E oder der magnetischen Feld-
kraft m H entspricht.

Soll man weitere dhnliche Glieder ausscheiden, so muB} dies aus dem
Gliede v ' V0 geschehen. Dies 148t sich zunidchst nach der Formel 11 (4)
in der Form V¥ v 4 (curlv) X v schreiben, wo das letzte Glied ge-
gebenenfalls kiinftig nach (3) wegfallen wird. Wir behalten es aber
vorldufig bei und schreiben die obige Gleichung:

q%‘*‘%‘i—Vﬁ'v—i—(curl_ﬁ)Xv—{—ez?:f’_Vx__Vp'

Dann konnen wir das Glied V0 - v nach (1) zerlegen und durch einfache
Umformungen zwei weitere Glieder der erwiinschten Form ausscheiden:
Vorv=Vo v*+ Vo sv= Vo v* 4 sV(}v?)

= V(@ v*4 }sv?) — Vo* v — 302ls.

Dies konnen wir jetzt einsetzen, wodurch sich die folgende entwickelte
Form der Bewegungsgleichung (4) ergibt:

SO LV +p vkt §sTY

—I—Q%DT*Jr-eE—Vv*-B—%BzVs+(Cur15) Xv—[=0.

7

Hier kommen alle die drei erwiinschten Tragheitsglieder vor, alle eigen-
tiimlicherweise mit solchen Vorzeichen, dal die vom fliissigen System
ausgeiibte Tragheitskraft nicht gleich, sondern entgegengesetzt gleich
der von dem elektrischen oder von dem magnetischen Felde ausgeiibten
‘Kraft wird. AuBerdem kommt noch ein viertes Trigheitsglied (curlv) X v
vor, das verschwinden wird, wenn die Feldgleichung (3) erfiillt wird,
aber welches durch seine Form an die gegen den elektrischen oder magneti-
schen Strom ausgeiibte Feldkraft erinnert und somit auf weitere Fort-
setzungen der Analogie hindeutet.
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Die Gleichung (4') hat immer noch die volle Allgemeinheit der ur-
spriinglichen Bewegungsgleichung (4), hat aber jetzt die entwickelte
Form, aus der wir gleichzeitig Schliisse iiber die Feldeigenschaften
des Vektors v und iiber die ausgeiibte Trigheitskraft ziehen kénnen.
Die Aligemeinheit der betrachteten Bewegung wird nicht im geringsten
beschrankt, wenn wir fiir die eine der beiden Partialbewegungen, die
nach (1) die Gesamtbewegung darstellen, eine beschrinkende Bedingung
einfithren. Wir verlangen deshalb, daB ¢ die Gleichung erfiillen soll:
(5) P Pyt Tvk 4§,
die jetzt die Feldeigenschaften des Vektors v, d.h. des freien Feldes
enthilt. Gleichzeitig muBl die erzwungene Partialgeschwindigkeit v*
der Gleichung

(6) 9%Zf’—e6+ Vo* o + 302Vs — (curld) X v
geniigen. Auf der rechten Seite dieser Gleichung kommt jetzt die be-
sonders ausgeschiedene Trigheitskraft vor, die das bewegte System

neben der Trigheitskraft ——q% nach aulen ausiibt. Wir haben die
Eigenschaften der beiden Partialbewegungen (5) und (6) zu untersuchen.

Durch Wirbelableitung der Gleichung (5) und darauf folgende Zeit-
integration ergibt sich:

(7) 661: curlv=0, dh  culv=c,

wo ¢ ein von den Koordinaten abhéngiger, aber von der Zeit unab-
hingiger Vektor ist. Im Felde der freien spez. BewegungsgroSe wird
also nach (5) das Wirbein curlv lokal erhalten. Wir kénnen deshalb
mit Hilfe von Anfangsbedingungen zwanglos erreichen, daf3 die Feld-
gleichung (3) befriedigt wird. Wir fithren dazu die folgende Anfangs-
bedingung ein, die einzige Bedingung, die in irgendwelcher Weise die
Allgemeinheit der betrachteten Fliissigkeitsbewegung beschrinkt:

(I) Zur Anfangszeit t =0 sollen sowohl die totale Geschwindigkeit v
wie die beiden Parbialgeschwindigkeiten sU und v* gleich Null sein.

In der zweiten Gleichung (7) ist dann  zur Anfangszeit und damit
zu jeder Zeit Null. D.h. die freie spez. Bewegungsgrofle muf} die ver-
langte Gleichung (3) befriedigen.

Gleichzeitig vereinfacht sich die Gleichung (6) zu:

(8) A T RN O RS T
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wo die drei letzten Glieder rechts die besonders ausgeschiedene nach
auBen ausgeiibte Tragheitskraft oder die hydrodynamische Feldkraft dar-
stellen. Wenn wir diese mit f bezeichnen, haben wir:

do* ,
9) 95 =f+f,

WO

(10) f=—ev+Vo*-v+ Lo2ls

die hydrodynamische Feldkraft darstellt und bis auf das Vorzeichen
mit der vom elektrostatischen oder vom magnetischen Felde aus-
gelibten Feldkraft identisch ist.

Macht man jetzt die spezielle Voraussetzung, daB im betrachteten
Zeitpunkt die erzwungene Partialbewegung unbeschleunigt verliuft, so
verschwindet die linke Seite der Gleichung (9), man bekommt f'= —f,
und die duBlere Kraft, welche der von der bewegten Fliissigkeit aus-
gefibten Tragheitskraft entgegenwirkt, wird:

(11) f=ev—Vv* v— jv2ls,

also entgegengesetzt gleich der duBleren Kraft, die an dem elektrischen
oder magnetischen Feld angreift. Alle sonst im fliissigen System auf-
tretenden Tragheitskrifte gehoren der Bildung des freien Feldes nach
der Gleichung (5) an und machen sich nach aulen nicht geltend: in
einem solchen Moment ist die Analogie so vollstindig wie iiberhaupt
zwischen einem bewegten und einem unbewegten System moglich.

Mehr als dieses momentane Auftauchen der Analogie interessiert uns
aber das dahinterliegende dynamische Prinzip, das in der vollstan-
digen Gleichung (9) enthalten ist. Wenn hier f' und f eine von Null ver-
schiedene Resultierende haben, die das Teilchen in seiner erzwungenen
Partialbewegung beschleunigt, so hat man noch mit dem von Null ver-

schiedenen Tragheitsgliede q%’i; zu tun oder auBler mit der Tréagheits-

*
kraft f noch mit der Trigheitskraft —g % Indem wir auf die Anfangs-

bedingung (I) Riicksicht nehmen, erhalten wir dann die folgende ein-
deutige Definition der erzwungenen Partialgeschwindigkeit v*:
¢

t
(12) v*:fsf’dt+/sfdt,
0 0

wo sf’ und sf die Betrage der dulleren verfiigbaren Kraft und der hydro-
dynamischen Feldkraft sind, wenn man sie auf die Masseneinheit des
bewegten Teilchens bezieht. Oder in Worten:

(II) Die erzwungene Partialgeschwindigkeit eines Teilchens 1st die
Geschwindigkeit, die das Teilchen angenommen haben wiirde, wenn es
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sich im leeven Raume unter dem Einflufs der Summe der verfiigbaren
auBeren Kraft f' und der hydrodynamischen Feldkvaft f bewegt hdtte.

Es ist vollig berechtigt, diese Partialgeschwindigkeit als eine er-
zwungene zu bezeichnen, weil wir sie durch die verfiigbare duflere Kraft
[’ vollkommen regulieren kénnen. Mit Hinblick auf die gegebene De-
finition konnen wir diese erzwungene Geschwindigkeit auch die Leer-
raumgeschwindigkeit des Teilchens nennen.

Wenn man diese Definition der erzwungenen Geschwindigkeit zu-
grunde legt, kann man die Analogie wéihrend einer beliebigen Bewegung
im Sinne des folgenden Satzes als immer bestehend betrachten:

(III) Wenn man eine beliebige Bewegung eines beliebigen {liissigen
Systems von deren Beginn aus der Ruhe heraus verfolgt, so lift sich das Be-
wegungsfeld zu jeder Zeit eindeutig in ein | freies' und ein ,erzwungenes'’
Partialfeld zerlegen, fiir welche Feldgleichungen (1), (2'), (3) entsprechend
denen des elektrostatischen oder magnetischen Feldes gelten. Wihrend dieser
Bewegung bt das fliissige System nach auflen eine aus zwei Teilen bestehende

du* . .
T die bei

Intensititsinderung des eingeprigten Feldes auftritt, der zweite Teil ist
eine Trigheitskraft (10) entgegengesetzt gleich der vom entsprechenden elek-
trischen oder magnetischen Felde ausgeiibten Feldkraft.

Traghestskraft aus: der erste Teil 1st die Trigheitskraft —q

Wie aus diesem Satze in Spezialfillen eine sehr anschauliche und
experimentell verifizierbare Analogie hervorgeht, werden wir spiter
sehen. Das Interessanteste an diesem Satze ist aber dessen grofe All-
gemeinheit. Er ist anwendbar auf jede beliebige Fliissigkeitsbewegung,
unter der Bedingung, daB wir die Gelegenheit gehabt haben, sie von dem
Anfangszustand der Ruhe aus zu verfolgen und dadurch die erzwungene
Partialbewegung eindeutig zu definieren. Eine einzige Bewegungsform
scheidet aber dabei aus, die stationdre, die keinen Anfang hat, so daB
man keine Gelegenheit hat, sie in der verlangten Weise in Partial-
bewegungen zu zerlegen. Die Bedeutung der dadurch bleibenden Liicke
wird im ndchsten Kapitel hervortreten.

Die Tatsache, daB man die Fundamentalformeln der Elektrostatik
oder des Magnetismus als der Hydrodynamik organisch angehorig
wiederfindet, kann zu vielerlei Betrachtungen Anla geben. Die groBe
Liicke der MaxweLLschen Theorie — von MAXWELL selbst stark hervor-
gehoben! — ist, daB} man nicht wei}, wie ein Feld eine Kraft erzeugen
kann, Um diese Liicke auszufiillen, hat MAXWELL seine bekannte Span-
nungstheorie ersonnen, die er aber ausdriicklich nur als esnen ersten Schritt
bezeichnet. Es gelang ihm nicht und es ist spiter auch niemand gelungen,

1 MaxweLL: Electricity and Magnetism, I,art. 110, p. 153—154 (1881).
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den ndchsten Schritt zu tun, namlich die Spannungen organisch mit den
Feldgleichungen zu verbinden. Diese ad hoc ersonnenen recht kompli-
zierten Spannungen leisten nur das eine, fiir welches sie ersonnen sind,
namlich rein formal die Feldkrifte auf Spannungen zuriickzufiihren,
ohne uns sonst irgendwelchen tieferen Einblick in die innere Dynamik
der Felder zu geben. Es ist nicht ohne Interesse, zu sehen, mit welcher
Einfachheit die Natur, wenn nicht dieselbe, so doch eine nahe ver-
wandte Aufgabe zu 16sen versteht: im hydrodynamischen Felde erzeugt
der einfache isotrope Fliissigkeitsdruck sowohl das Feld wie die Krifte
des Feldes. Diesen Druck kénnen wir explizite bestimmen. Da v
wirbelfrei ist, kénnen wir diesen Vektor durch ein Potential darstellen:

(13) v=—Vp.

Setzt man dies in (5) ein, so wird die Gleichung integrabel, und nach
Integration und darauf folgender Auflésung nach dem Druck p ergibt
sich:

(14) p=tot+ L —y—5v*— st

Wenn wir die beiden Feldvektoren v und v* kennen, ist also dieser Druck
bekannt, der gleichzeitig das Feld bildet und die Feldkraft erzeugt.

Wenn man deshalb die hydrodynamische Feldtheorie mit der elektro-
magnetischen vergleicht, so liegt eine Vermutung nahe. Hinter den
hydrodynamischen Feldgleichungen (1), (2'), (3), (10) steckt ein tieferes
Gleichungssystem, die Kontinuitdtsgleichung (2) und die Bewegungs-
gleichung (4), das in vollstindigster Form alles enthdlt. Ist es nicht
berechtigt, nach Analogie zu schlieBen, daB auch hinter den MAXWELL-
schen Feldgleichungen ein tieferes, und zwar nicht lineares Gleichungs-
system stecken konnte, in dem die Feldgeometrie und die Felddynamik
vollig miteinander verschmolzen sind?

Eine Vermutung dieser Art verliert nicht im geringsten an Wahr-
scheinlichkeit durch den Umstand, daB die Feldkrifte des elektrischen
oder des magnetischen Systems das Vorzeichen der Trigheitsglieder,
nicht der Trdgheitskrifte des hydrodynamischen Systems haben. Ein
solcher Gegensatz braucht nicht ein wesentlicher Unterschied zu sein.
Denn wo eine Kraft f wirkt, tritt auch eine Gegenkraft —f auf, und
in einem zusammengesetzten System treten bei jeder Koppelung beide
Krifte auf, und es hingt von dem Bau des Systems ab, welche Kraft
als die nach auBen wirkende auftritt. Die Umkehrung von Kréiften
ist deshalb auch eine alltigliche Erscheinung, man erzielt sie in
elementaren Konstruktionen durch Hebel, Flaschenziige oder Zahn-
rdder, und durch das Archimedische Prinzip entsteht eine Auftriebs-
kraft, die der Schwerkraft entgegengesetzt gerichtet ist usf.
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Es ist jedoch nicht hier unser Ziel, die Konsequenzen solcher Analo-
gien fiir die Theorie des Elektromagnetismus zu verfolgen. Aber nach-
dem die Analogie einmal erkannt ist, werden wir untersuchen, was uns
der Formelapparat und die Methoden der Elektrostatik und des Magnetis-
mus iber die Bewegung fliissiger Systeme aussagen kénnen. Da hierbei
alles auf der Zerlegung des Feldes in das freie und das eingeprigte
Partialfeld beruht, werden wir noch auf einige wichtige Punkte im
Zusammenhang mit dieser Zerlegung aufmerksam machen.

Diese zwei Partialbewegungen, die wir vollkommen eindeutig von-
einander trennen konnen, wenn wir die Geschichte des Systems vom
Beginn der Bewegung aus der Ruhe heraus kennen, riihren beide teils
von der duBeren Kraft, teils von dem Drucke her. In einem Grenzfall
tritt aber eine scharfe Trennung ein, nimlich wenn die Bewegung im-
pulsiv, d.h. in unendlich kurzer Zeit durch unendlich groBe Krifte
erzeugt wird. In diesem Falle bleibt die durch immer endliche Ge-
schwindigkeiten definierte hydrodynamische Feldkraft endlich. Das
zweite Integral in (12) verschwindet und diese Gleichung wird:

t
(15) v* = [sfas.
0
Abnlich bleiben in der Gleichung (14) alle Glieder auf der rechten Seite
auBler der Zeitableitung des Potentiales ¢ endlich. Diese Gleichung
gibt deshalb nach lokaler Zeitintegration und Auflésung nach ¢:

¢

(16) o= [pat.
0

Wir schlieBen also:

(IV) Bes der impulsiv aus der Ruhe heraus erzeugten Bewegung ist das
erzwungene Feld das durch den Impuls der duBeren Kraft f' und das freie
Feld das durch den Impuls des Druckes erzeugte Pariialfeld.

Diese groBe Vereinfachung macht es oft bequem, zur Veranschau-
lichung oder mit Riicksicht auf elementar-induktive Ableitungen auf
die impulsive Bewegung zuriickzugreifen.

Aus der allgemeinen Definition (12) der erzwungenen Geschwindigkeit
folgt unmittelbar, da ausschlieBlich solche Teilchen diese Partial-
geschwindigkeit besitzen koénnen, auf die entweder die verfiigbare
duBere Kraft f’' oder die hydrodynamische Feldkraft f eingewirkt
hat. Nun kann aber eine hydrodynamische Feldkraft (10) nur dort
auftreten, wo entweder eine Volumeninderung divuv vor sich geht oder
eine Heterogenitit J's vorliegt, oder an Teilchen, die schon eine er-

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 14
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zwungene Geschwindigkeit v* besitzen, d. h. auf die frither schon die
Feldkraft f oder die verfiigbare duBere Kraft f’ eingewirkt hat. Hier-
aus folgt unmittelbar:

(V) Homogene inkompressible Fliissigkeitsmassen, an denen nie die
verfiigbare dufere Kraft angegriffen hat, besitzen keine erzwungene Ge-
schwindigkeit v*.

57. Ein System von f{liissigen Korpern in einer homogenen und
inkompressiblen Fliissigkeit. Der letztere Satz gestattet uns jetzt, ein
hydrodynamisches System zu definieren, dessen Bewegung wir bequem
nach den Methoden und unter Anwendung des Formelapparates der
Elektrizitdtslehre diskutieren kénnen. Das fliissige System soll bestehen
aus einer nach auflen unbegrenzten homogenen inkompressiblen Fliissig-
keit des spez. Volumens s, in der eine Anzahl begrenzter fliissiger Kérper
von beliebigem variablen spez. Volumen s und mit beliebigen Fliissig-
keitseigenschaften schwimmen. Die verfiigbare duBlere Kraft darf nur
an den Teilchen der fliissigen Korper, nicht aber an den Teilchen der
Grundflissigkeit angreifen. Es folgt hieraus, daB nur die Teilchen der
fliissigen Korper und nicht die der Grundfliissigkeit eine erzwungene
Partialgeschwindigkeit haben kénnen, und daB die hydrodynamische
Feldkraft nur an den Teilchen der Kérper, nicht an der Grundfliissig-
keit angreift.

Da die duBlere Kraft, welche an den Kérpern angreift, ganz be-
liebig gewihlt werden kann, hat das betrachtete System eine grofie
Allgemeinheit. Bestimmt man diese Kréfte so, daB sich die Kérper
ohne Forminderung bewegen, so hat man das klassische Problem der
Bewegung fester Korper in einer homogenen inkompressiblen Fliissig-
keit. Andererseits bildet die Atmosphédre mit ihren Wolken ein System
von fliissigen Kérpern, die sich in einer Fliissigkeit mit einfacheren Eigen-
schaften bewegen, wenn auch nicht mit so einfachen Eigenschaften wie
Homogenitidt und Inkompressibilitit. Die Diskussion unseres Problems
kann deshalb als Vorbereitung dienen fiir die Behandlung der grofien
meteorologischen Probleme von der Bewegung von Luftmassen ver-
schiedener Eigenschaften durcheinander.

Fiir das definierte System kénnen wir gleich das System von Feld-
gleichungen aufschreiben, das die Bewegung des Systems eindeutig
bestimmt, wenn die GroBen s, e, v* gegeben sind. Fir die Grund-
fliissigkeit, wo v* = 0, e = 0, s = s,, haben wir nach 56 (1), (2'), (3):
(1) v=s,D,

(2) divv =0,
(3) curlv = 0.
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Fiir das Innere der Korper werden diese Gleichungen:

(4) v=1v*+sU,
(5) divo = ¢,
(6) curlv = 0.

Und schlieBlich greift in diesem System nach 56 (10) eine hydrodynami-
sche Feldkraft

(7 f=—ev + Vvt v+ Lv2ls

an den Teilchen der Korper an.

Das Ziel der weiteren Entwicklungen dieses Kapitels ist, zu sehen,
was wir mit Hilfe dieser Gleichungen {iber die Bewegung des definierten
Systems aussagen kénnen, indem wir die Methoden und die Formeln
der Elektrizitdtslehre in Anwendung bringen.

Zur Vereinfachung der Diskussion werden wir dabei ausdriicklich
annehmen, daB in den betrachteten Systemen keine Diskontinuitiiten
vorkommen. Dies besagt im hydrodynamischen Fall, daB man keinen
plotzlichen Ubergang zwischen Kérper und Grundfliissigkeit hat. In
einer diinnen Grenzschicht sollen die Kérpereigenschaften stetig, aber
beliebig schnell in die Eigenschaften der Grundfliissigkeit iibergehen.
In dieser Grenzschicht konvergiert s gegen s, und v* gegen Null. Diese
Grenzschicht wird zu dem Korper gerechnet, und an der Grenzfliche
des Korpers haben deshalb alle Parameter die Grenzwerte erreicht, die
der Grundflissigkeit eigen sind. Die in dieser Weise formulierte Stetig-
keitseigenschaft hat zur Folge, daB einerseits die Differentialformeln
iberall ihre Giiltigkeit behalten, und daB andererseits bei Integraltrans-
formationen die Oberflichenintegrale fortfallen.

58. Divergenz- und Wirbeleigenschaften des Bewegungsfeldes.
Wenn man Divergenz und Wirbel eines Vektors kennt, so kann man sich,
wie wir in 6 gesehen haben, ein anschauliches Bild des Vektorfeldes
machen. Das Feld ist gekennzeichnet durch ausgehenden Vektorfluf3
von den Stellen positiver Divergenz, durch eingehenden VektorfluBl zu
den Stellen negativer Divergenz und durch zirkulierenden Vektorfluf3
um die Wirbelréhren. Im unbegrenzten Felde kann man durch Quadra-
turen ein skalares Potential fiir das divergierende und ein Vektor-
potential fiir das zirkulierende Partialfeld berechnen.

Nach den Grundgleichungen kennen wir jetzt die Divergenz des
einen und das Wirbeln des anderen von den beiden linear verbundenen
Vektoren v und v, niamlich divo und curlv, welch letzteres immer Null

ist. Wir untersuchen jetzt die noch unbekannten GréBen divv und
curlv.

14%
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Die Divergenz der freien Feldstirke, divv (freie elektrische oder
magnetische Dichte), entspricht hydrodynamisch dem spez. Massen-
ausfluB vom ruhenden Volumenelemente im freien Partialfelde. Als
dem Partialfelde angehérig ist dieser ,,freie MassenausfluB‘* wohl von
dem wirklichen MassenausfluB (divqu = — @¢/0f) im Gesamtfelde zu
unterscheiden. Wo der totale Massenausflu3 Null ist, kénnen das ein-
gepriagte und das freie Partialfeld mit von Null verschiedenem entgegen-
gesetztemn Massenausflul auftreten.

Das Wirbeln curlov (der freie elektrische Strom im Magnetfelde) stellt
hydrodynamisch das Wirbeln im eigentlichen Sinne dieses Wortes, nim-
lich die doppelte Winkelgeschwindigkeit der kleinsten Teile der Fliissig-
keit, dar.

Um zunidchst den freien Massenausflull zu studieren, bilden wir die
Divergenz der Verbindungsgleichung 57 (4):

(1) dive = dive* + sdivo + - Vs.

Oder durch Auflosung nach divv:
2) dive = L dive — L dive¥ — L5 Vs,

Nach der rechten Seite dieser Gleichung hat der freie Massenausflufl
einen dreifachen Ursprung.

(I) Vereinfachen wir erst durch die Annahme v* =0. Das totale
Feld und das freie Feld sind dann unter sich identisch. Weiter setzen
wir Vs == 0, d. h. das elektrische oder magnetische System ist dauernd
homogen und das hydrodynamische ist homogen im betrachteten
Moment. Die Gleichung (2) reduziert sich dann auf:

(3) divii = -divw,

welche aussagt, dal man in diesem einfachen Fall Proportionalitit hat,
einerseits zwischen freier und wahrer elektrischer Dichte und andererseits
zwischen dem spez. MassenausfluB aus einem unbewegten geometrischen
Volumenelemente und der spez. Expansionsgeschwindigkeit der bewegten
Substanz, die im betrachteten Zeitpunkt dieses Volumenelement fiillt.

(IT) Vereinfachen wir jetzt durch die Annahme divov=0. Die
Fliissigkeit ist dann inkompressibel, und es existiert keine wahre elek-
trische oder magnetische Dichte im elektrischen oder magnetischen
System. Da diese Bedingung immer im Falle des Magnetismus erfiillt
ist, kénnen wir das fliissige System mit einem magnetischen vergleichen.
Weiter nehmen wir vollkommene Homogenitit der beiden Systeme
an, Vs =0, und setzen das spez. Volumen bzw. die magnetische
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Permeabilitat beide gleich Eins, s = s = 1. Die Gleichung (2) redu-
ziert sich dann auf:

(4) divo = —divu*.

Die Interpretation dieser magnetischen Formel ist wohl bekannt.
Die primire Ursache des magnetischen Feldes ist die permanente
Magnetisierungsintensitit v*, die in der N&dhe der Oberfliche des
Magnets eine Schicht von freiem Magnetismus dive definiert, die gleich
der negativen Divergenz der Magnetisierungsintensitit, —divuv*, ist.
Wenn diese Schicht ganz diinn ist, wird die negative Divergenz von v*
identisch mit der Normalkomponente von v* an der Oberfliche. Die
Kraftlinien des freien Feldes gehen vom positiven zum negativen Teil
der freien Schicht, teils direkt riickwirts durch den Magneten, teils
durch den umgebenden Raum, wo man ihren Verlauf durch den Versuch
mit Eisenfeilspinen sichtbar macht. Im &duBleren Raume ist dieses
freie Feld gleichzeitig das totale Feld. Im inneren Raume dagegen hat
man zwei Partialfelder, das freie Feld v und das erzwungene oder
eingeprigte Feld, das durch die Magnetisierungsintensitit v* gegeben
ist. Indem man sie addiert, erhilt man die magnetische Induktion
v =10 +} v* (oder in den irrationellen Einheiten v = v -+ 47v*) im
Inneren des Magneten. Im #ufleren Raume hat man infolge der Vor-
aussetzung s, =1 Identitat der Feldstirke und der Induktion v = v,
und die Induktion ist ein im ganzen Raume solenoidaler Vektor.

Wir gehen zu der parallelen hydrodynamischen Interpretation der
Formel (4) tiber. Die Bewegung der homogenen und inkompressiblen
Fliissigkeit rithrt von den Impulsen pro Masseneinheit v* her, die einem
begrenzten Teil der Fliissigkeit, dem fliissigen Kérper oder dem ,,Hydro-
magnet®, erteilt werden. Jedes Element, betrachtet als freies Teilchen
im leeren Raume, wiirde dann die Geschwindigkeit v* erhalten haben.
Das ist die partielle erzwungene oder eingeprigte Geschwindigkeit des
Teilchens des fliissigen Korpers. Diese erzwungene Geschwindigkeit
entspricht der permanenten Magnetisierungsintensitdt. Man kann des-.
halb sagen: die , hydromagnetische Magnetisierungsintensitat® v* defi-
niert, besonders in der Nihe der Oberfliche des Hydromagneten, eine
Schicht von ,freiem Hydromagnetismus* divv, gleich der negativen
Divergenz der ,,Hydro-Magnetisierungsintensitiat’* —divo* und gleich
der Normalkomponente von v* im Falle einer Diskontinuitdt an der
Oberfliche. Die Kraftlinien des hydromagnetischen Feldes gehen vom
positiven zum negativen Teil der Schicht, teils von vorn riickwirts
direkt durch den Hydromagneten, teils lings der krummen Kraftlinien
im umgebenden Medium. Man kann in analoger Weise wie oben im
magnetischen Falle fortsetzen und bekommt eine vollstindige Beschrei-
bung des hydrodynamischen Feldes in der Sprache des Magnetismus,
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was eine unmittelbare Folge davon ist, daB die Gleichungen 57 (1) bis (7)
sowohl die Gleichungen des einen Feldes wie die des anderen sind.
Besonders interessiert uns aber die dynamische Bedeutung der
Begriffe, die man von der Lehre von Elektrizitdit und Magnetismus
in die Hydrodynamik {iberfiihrt, und zwar im vorliegenden Fall be-
sonders die Vorstellung von der freien hydromagnetischen Schicht (4).
Wir kehren dann zu dem fliissigen Korper zuriick, deren Teilchen die
Leerraumgeschwindigkeit v* haben. Diese
Bewegung, fiir sich allein betrachtet, hat
zur Folge, daB wihrend einer unendlich
kurzen Zeit ein unendlich kleiner Raum an
der Vorderseite des Korpers von Masse ge-
fiillt wird, wahrend sich gleichzeitig ein
entsprechender Raum auf der Hinterseite
entleert (Abb. 31A). Wir stellen uns vor,
daBl der Korper nicht durch eine Unstetig-
keitsfliche begrenzt ist, sondern durch eine
Ubergangsschicht, in der der Vektor v*
schnell, aber stetig gegen Null konvergiert.
Dann wird die Divergenz der Ileerraum-
geschwindigkeit den Massenzuflu3 zu den
geometrisch unbewegten Volumenelementen
auf der Vorderseite und den Massenausflufl
aus den unbewegten geometrischen Volumen-
elementen auf der Hinterseite geben. Hier-
aus folgt aber im freien Partialfelde ein
MassenausfluB von der Vorderseite des
Korpers, wo die Leerraumbewegung des
Kérpers Massenanfillung gab, und Massen-
zufluf zu der Hinterseite des Kérpers, wo
die Leerraumbewegung des Kérpers Massen-
entleerung gab. Der allgemeine Massenflufl
Abb. 3}1iydlr>§‘rn£ge;l;?neme im freien Partialfelde geht deshalb von
den Quellstellen mit positivem divo auf
der Vorderseite zu den Senkstellen mit negativem divo auf der Hinter-
seite des Korpers, und zwar teils lings der krummen Feldlinien in der
umgebenden Fliissigkeit, teils direkt riickwérts durch den Kérper selbst
(Abb.31B). Uberlagert man nun die beiden Partialfelder, das Leerraum-
feld des Korpers und das im ganzen Raume bestehende freie Feld, so
entsteht ein resultierendes Feld (Abb.31C), welches solenoidal ist, weil
die Massenausfliisse und die Massenzufliisse der beiden Partialfelder sich
aufheben. Dabei hat man in der umgebenden Fliissigkeit nur mit dem
freien Felde zu tun. Das resultierende innere Feld ist dagegen doppelten
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Ursprunges: es setzt sich zusammen aus der Leerraumgeschwindigkeit v*,
die identisch ist mit dem Impulse pro Masseneinheit, der die ganze Be-
wegung erzeugt hat, und der Riickwirtsgeschwindigkeit v, die die Riick-
wirkung der umgebenden Fliissigkeit auf die Bewegung des Korpers ver-
tritt. Dieses Feld der Riickwirtsgeschwindigkeit gibt die bekannte schein-
bare Trigheitsvergroferung, die man bei der Bewegung eines Kérpers in
einer Flissigkeit beobachtet.

(III) SchlieBlich vereinfachen wir durch die Annahmen divo=0
und v* = 0, wiahrend wir gleichzeitig voraussetzen, dal} ein Kérper vor-
handen ist, dessen spez. Volumen bzw. magnetische Permeabilitidt s von
dem Wert s, derselben GréBe im um-
gebenden Medium verschieden ist. In der
Ubergangsschicht ist dann der Vektor V's
von Null verschieden, und in dieser Uber-
gangsschicht reduziert sich die Glei-
chung (2) auf:

(5) divo = 10" (—Fs).

Entsprechend dieser Formel bildet sich
im magnetischen Fall eine freie magne-
tische Schicht, die auf dem induzierten
Magnetismus beruht, und im hydrodyna-
mischen Fall eine entsprechende hydro-
magnetische Schicht, die von dem indu-
zierten Hydromagnetismus herrithrt. Ist
das spez. Volumen oder die magnetische
Permeabilitit des Korpers grofler als im
umgebenden Medium, s > s,, so hat man  Abb. 32. Hydroparamagnetismus (A)
den Fall des Paramagnetismus. Die Schicht vnd Hydrodiamagnetismus (B
ist negativ dort, wo die Feldlinien von auBen her in den Koérper
eindringen, positiv dort, wo sie den Korper verlassen. Hinter dem
paramagnetischen oder dem leichten Kérper sammeln sich die Feld-
linien, um ihn in groBerer Zahl zu durchsetzen (Abb. 32A). Wenn
der Korper Kkleineres spez. Volumen oder kleinere magnetische Per-
meabilitit als das umgebende Medium hat, s <<'s,, so hat man den
Fall des Diamagnetismus. Die von dem induzierten Magnetismus oder
Hydromagnetismus herrithrende Schicht hat ihr Zeichen gewechselt.
Sie ist positiv, wo die Feldlinien in den Korper eintreten, und negativ,
wo sie aus dem Korper heraustreten. Daraus folgt, daB die von
hinten kommenden Feldlinien auseinanderweichen und in verklei-
nerter Anzahl durch den diamagnetischen oder schweren Korper hin-
durchgehen (Abb. 32B).
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Man erkennt unmittelbar die Ursache dieser Erscheinungen im
hydrodynamischen Fall: sie rithren von dem Trigheitsunterschied des
Korpers und der Fliissigkeit her, der den leichteren Korper mehr be-
weglich und den schwereren weniger beweglich als die Fliissigkeit macht.
Darauf beruht der Ursprung der freien hydromagnetischen Schicht auf
der Oberflache des leichten oder des schweren Korpers. Wenn der
leichte Korper sich vorwartsbewegt, verliert ein kleiner Raum auf der
Vorderseite des Kérpers Masse, wiahrend ein entsprechender Raum auf
der Hinterseite Masse gewinnt. Wenn der schwere Kérper sich vorwarts-
bewegt, befindet sich der Raum, der Masse gewinnt, vorn, und der
Raum, der Masse verliert, hinten.

Ehe wir die Divergenzen verlassen, betrachten wir noch die iber
einen ganzen Korper ausgedehnten Volumenintegrale der Expansions-
geschwindigkeiten divv und der freien Massenausfliisse divv. Das
erste Integral gibt, wie wir wissen, 5 (5), die kubische Expansions-
geschwindigkeit E des ganzen Kérpers (wahre hydroelektrische Ladung).
Das zweite gibt den gesamten MassenausfluB E aus dem Kérper (freie
hydroelektrische Ladung):

(6) [divod: = E,
(7) [divBdr = gE = —E=E.
So

Man verifiziert die letzte Formel leicht, indem man nach der Gaussschen
Identitit das Volumenintegral in ein Flichenintegral des Vektors v trans-
formiert, fiir den an der Grenzfliche v = gyv gilt.

Wir haben zuletzt den freien elektrischen Strom im Magnetfelde und
das ihm entsprechende Wirbeln curlv im hydrodynamischen Felde zu
betrachten. Durch Wirbelableitung der Verbindungsgleichung 57 (4)
ergibt sich:

(8) curlv = curlv* + Vs X U.

Wihrend die Gleichung (2) drei Ursachen fiir den freien Massenausfluf3
angab, gibt diese Gleichung nur zwei Ursachen fiir das Wirbeln, ndmlich
eingepriagte Geschwindigkeit und Heterogenitit.

(I) Wir setzen das System homogen voraus: V's =0. Die Gleichung
(8) reduziert sich dann auf:

(9) curlv = curlv*.

Sie definiert eine freie hydroelektrische Stromverteilung, die der ge-
gebenen Verteilung hydromagnetischer Magnetisierungsintensitat dqui-
valent ist. Wenn man im magnetischen Fall die freien Stréme durch
wahre Strome ersetzt, kommt man zu der AMPEREschen Theorie des
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Magnetismus. Die Wirbelréhren, die den freien elektrischen Strémen
entsprechen, befinden sich an der Oberfliche des bewegten Kérpers
und umkreisen den Korper dquatorial mit der gréBten Intensitit dort,
wo das Gleiten des Korpers relativ zu der umgebenden Fliissigkeit am
starksten ist. Die wirkliche Geschwindigkeit v der Fliissigkeitsteilchen
bildet ein zirkulierendes Feld um diese Wirbelréhren.

(II) Wir setzen die erzwungene Geschwindigkeit v*=0. Die Glei-
chung (8) reduziert sich dann auf:

(10) curlv=Vs x v.

Diese Gleichung definiert die freien elektrischen Stréme, durch die man
die Erscheinungen des induzierten Magnetismus beschreiben kann, und
die entsprechende Wirbelbildung in der an der Fliissigkeit grenzenden
Schicht leichter oder schwerer Korper. Die Wirbelbildung setzt in der
Richtung von dem Volumenaszendenten Vs zu der spez. Bewegungs-
groBe v oder der entsprechenden Geschwindigkeit v ein. Dies entspricht
dem Vorwirtsgleiten (Abb. 32A) des leichteren Kérpers durch die Fliissig-
keit und dem Riickwirtsgleiten (Abb. 32B) des schwereren Kérpers
relativ zur Fliissigkeit.

59. Die Einfiihrung eines homogenen Vergleichssystems. Wenn
das System homogen ist, d. h. wenn s = s, und F's = 0, verschwinden
die von der Heterogenitit herrithrenden Glieder in den Gleichungen
58 (2) und (8). Dies ist eine wesentliche Vereinfachung. Denn die in
diesen Gleichungen zuriickbleibenden Glieder kann man dann direkt mit
Hilfe der gegebenen FundamentalgréBen ¢ = divv und v* berechnen;
man kennt die Divergenz und das Wirbeln eines jeden Feldvektors, und
das Feld ist vollstindig bekannt.

Gehen wir dagegen zu den allgemeinen heterogenen Systemen iiber,
so komplizieren die von der Heterogenitit herriihrenden Glieder die
Aufgabe, weil der gesuchte Feldvektor v selbst in der Definition dieser
Glieder vorkommt. Um so wichtiger ist es aber, daB wir die Eigen-
schaften des heterogenen Systems wenigstens diskutieren kénnen, indem
wir sie auf diejenigen eines gewissen homogenen Systems zuriickfiihren.

Um dieses homogene Vergleichssystem zu definieren, behalten wir
samtliche Feldgleichungen 57 (1) bis (6) bei mit Ausnahme der Ver-
bindungsgleichung (4), die wir durch die neue

(1) U = §,0 + v¥*
ersetzen. Das heiBit, in beiden Systemen haben wir identisch dasselbe
Feld des Vektors v (Geschwindigkeit, elektrische Verschiebung magneti-

sche Induktion) und identisch dasselbe Feld des Vektors v (freie spez.
Bewegungsgrofle, freie elektrische oder magnetische Feldstirke). Der
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Unterschied reduziert sich darauf, da3 die Kérper im homogenen System
die stoffliche Konstante s, statt s und den eingeprigten Vektor uv**
statt v* erhalten.

Bildet man die Divergenz der Gleichung (1), so ergibt sich:
(2) dive = sydivu + divo**,

oder durch Aufldsung nach divv:

3) divo = ' dive 4 ~ (—divo*),
So So
eine Gleichung, die wir auch abgekiirzt
, B e o
3) e = S + N

schreiben werden. Ahnlich findet man durch Wirbelableitung:
(4) curlv = curlv**.

Fiir das homogene System treten also diese einfacheren Gleichungen an
Stelle der {friiheren allgemeinen 58 (1), (2) und (8).

Will man aber jetzt diese einfacheren Formeln auf das heterogene
System anwenden, so muB3 man die Relation benutzen, die zufolge der
beiden Verbindungsgleichungen (1) und 57 (4) zwischen den Vektoren
v** und v* besteht, nimlich:

(5) UFF = p¥ - (s — So) V.

Im magnetischen Falle nennt man diesen Vektor v** die Magneti-
sterungsintensitit, die im heterogenen System eine von der erzwungenen
oder eingeprigten Induktion v* vollig verschiedene GréBe ist. Nur
im homogenen System hat man die Identitit v** = v* zwischen
Magnetisierungsintensitit und erzwungener Induktion. Im hydro-
dynamischen System wollen wir v** die Aktionsgeschwindigkest nennen.
Das Volumenintegral dieses Vektors iiber einen ganzen Korper

(6) Vix = [v**dy
heiB8t das magnetische Moment bzw. das Aktionsmoment des Korpers.
Die Aktionsgeschwindigkeit v** besteht nach (5) aus einem ein-

gepragten Anteil, der eingepragten Geschwindigkeit v*, und einem indu-
zierten Anteil, der induzierten Aktionsgeschwindigkeit:

(7) UFF = (s — s o =" (sD).

Der Faktor (s — sy)/s heiBt in der Theorie des Magnetismus die Magneti-
sterungszahl oder die magnetische Suszeptibilitit, und v¥* ist die indu-
zierte Magnetisierungsintensitit. Je nachdem, ob s 2 s, d. h. ob
der Korper leichter bzw. schwerer beweglich als die umgebende Fliissig-
keit ist, ist die induzierte Aktionsgeschwindigkeit der induzierenden
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freien Feldstirke v gleich oder entgegengesetzt gerichtet: der leicht
bewegliche Korper verhilt sich wie das Eisen mit seiner direkten Polari-
tat, der schwere Korper wie das Wismut mit seiner inversen Polaritat.

Wir kehren von der spezielleren Formel (7) zu der allgemeinen (5)
zuriick. Kommt dann nur der eine betrachtete Korper vor, so ist v
die freie spez. BewegungsgroBe des eigenen Feldes des Kérpers, und man
hat die Erscheinung der Selbstinduktion im statisch magnetischen Sinne
dieses Wortes. Das freie Feld v im Inneren des Kérpers ist, wie schon
frither entwickelt, der eingeprigten Geschwindigkeit v* entgegengesetzt
gerichtet. Das auf der Selbstinduktion beruhende Zusatzglied, das in (5)
auftritt, ist also beim schwereren Koérper (s <Cs,) der eingeprigten
Geschwindigkeit gleichgerichtet und beim leichteren Kérper (s > s,)
der eingepriagten Geschwindigkeit entgegengesetzt gerichtet.

Die reine Selbstinduktion tritt nur dann auf, wenn ein einziger Korper
in der Fliissigkeit vorhanden ist. Sind mehrere Kérper vorhanden, so
hat man es gewohnlich mit gleichzeitiger Selbst- und Fremdinduktion zu
tun. Das induzierend wirkende Feld v 148t sich in zwei Teile zerlegen:

(8) U=uv;+ vy,
wo v; von dem betrachteten Korper selbst, vy von den fremden Kérpern
herrithrt. Die Aktionsgeschwindigkeit zerlegt sich entsprechend:

Uk = [U* - (s — s50) U] + (s — $o) Uy

9)

= U}* 4 vF*
Wenn wir die Terminologie des Magnetismus iibernehmen, kénnen wir
(10) ¥ = v* + (s — s50) U
die permanente und
(11) v}* = (s — o) Uy

die temporire Aktionsgeschwindigkeit nennen. Die permanente Aktions-
geschwindigkeit gehért dem Kérper ebenso untrennbar an wie die ein-
geprigte Geschwindigkeit, wihrend die temporire nur voriibergehend
auftritt, wenn sich fremde Koérper in der Nahe befinden. Die Zerlegung
ist im hydrodynamischen wie im magnetischen Fall wichtig, wenn wir
zu den Kriften kommen, welche die Koérper aufeinander ausiiben.

60. Integraldarstellungen des Feldes. Nachdem wir die Divergenz
und das Wirbeln der beiden Feldvektoren v und v kennengelernt
haben, kénnen wir die in Abschnitt 6 gegebenen Integraldarstellungen
der Felder zur Anwendung bringen.

Der immer wirbelfreie Vektor v 148t sich als Funktion seiner Diver-
genz divo = ¢ durch ein skalares Potential ¢ darstellen:

‘edr’

4ar

(1) v=—1g, wo = |



220 Physikalische Hydrodynamik.

Hier ist e als Funktion der Integrationsvariablen #%’,%’, 2" gegeben,
wahrend sich die Operation V' auf die Koordinaten x, v,z bezieht.
Die Integration ist iiber alle Volumenelemente zu erstrecken, bei denen
freie Massenausfliisse (freie Elektrizitit, freler Magnetismus) e vor-
kommen. 7 ist der Abstand des Punktes x’, y’, 2, wo das gegebene ¢
auftritt, vom Punkte %, y, z, wo man den Wert von ¢ sucht. (1) gibt
das anschauliche Bild des freien Feldes: es ist durch Zusammensetzung
der elementaren Radialstrome von allen Divergenzstellen entstanden.

Fithren wir in das Integral (1) den Ausdruck 59 (3') der Divergenz e
ein, so zerfillt das Potential in die Summe:

(2) Eﬁ = 51 + @2 ’
wo die einzelnen Glieder durch die Integrale

— 1 (edt’ — 1 [e**dz’
(3) (Plz?o 4ay’ ¢2:5_0f 4y

dargestellt werden. Das erste hingt von der als gegeben angesehenen
GroBe e ab (Expansionsgeschwindigkeit, wahre Elektrizitit oder Magne-
tismus) und kann ohne weiteres berechnet werden. Im zweiten Integral
konnen wir e** = —divv** einfilhren und die Transformationsformel
6 (3’) benutzen. Wir finden es dann durch die HilfsgroBe v** (Aktions-
geschwindigkeit, Magnetisierungsintensitiat) ausgedriickt:
P S

2 4y ’

TS So) 4mr®

Im Falle der Homogenitat ist die HilfsgroBe v** mit der Fundamental-
gréBe v* identisch, und das Integral 148t sich ermitteln. Im allgemeinen
Falle behilt aber die GroBe v** ihre zusammengesetzte Natur und ist
weiter in seinen eingeprigten und induzierten oder in seinen permanen-
ten und tempordren Teil zerlegbar. Das von der Heterogenitit Ab-
hidngige bleibt aber dabei unbekannt. Da aber das Integral dieselbe
Form behilt wie im Falle der Homogenitit, bleiben uns die dargestellten
Felderscheinungen implizite bekannt.

Der Vektor v hat sowohl Divergenzen als Wirbel und wird in der Form
(5) v=—Vg+ curlyp
durch ein skalares und ein vektorielles Potential dargestellt. Hier 146t
sich das skalare Potential ¢ als Funktion der Fundamentalgr6Be divv
berechnen. Da dies Integral sich nur um den konstanten Faktor s,
von dem ersten Integral (3) unterscheidet, brauchen wir uns nicht
weiter mit demselben zu befassen. Wir denken uns dieses divergierende,
von den Volumenidnderungen abhéngige Partialfeld v, = —V ¢ abgeschie-
den oder nicht existierend und betrachten nur das solenoidale Partialfeld:

cdv’

(6) v=culyp, wo 1,,2/4_”;,
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und wo ¢ = curlv hydrodynamisch das Wirbeln in der urspriinglichen
kinematischen Bedeutung dieses Wortes ist und magnetisch die freie
elektrische Stromdichte darstellt. Gleichung (6) gibt, wie in Abschnitt 6
entwickelt, die Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes als Resultat der
zirkulierenden Bewegungen um alle elementaren Wirbelréhren des Feldes
und das Feld der magnetischen Induktion als Resultat der Elementar-
felder, die den elementaren freien elektrischen Strémen angehéren.
Denkt man sich diese freien Strome durch die entsprechenden wahren
ersetzt, so hat man ein magnetisches System nach der AMPEREschen
Theorie.

Die im Integral (6) enthaltene Groéfle ¢ = curlv 1aBt sich aber
nach 58 (8) nur im Homogenitatsfall durch die gegebene Fundamental-
groBe v* darstellen, so dal man das Integral auswerten kann. Weil
aber das Integral im Heterogenitatsfall dieselbe Form behilt, kann es
zur qualitativen Diskussion dienen. Es ist deshalb in diesem wie in
dem vorhergehenden Fall notwendig, zu unterscheiden zwischen dem
Fall der Heterogenitit, wo wir zwar die Integraldarstellungen des Feldes
aufschreiben und diskutieren, nicht aber die fraglichen Integrale ex-
plizite berechnen konnen, und dem Fall der Homogenitit, wo auch die
explizite Berechnung gelingt.

Um schlieBlich auf die hydrodynamischen Probleme hinzuweisen, die
durch unsere Formeln unmittelbar 16sbar sind, sehen wir von dem Fall
der nur momentanen Homogenitéit ab, der wihrend einer mit Volumen-
dnderung verbundenen Bewegung als voriibergehender Momentan-
zustand auftreten kann, und beschrinken uns auf die dauernde Homo-
genitit, die mit Inkompressibilitit

(7) divo =0

verbunden ist. Auf diesen Fall bezieht sich dann das Integral (4), wo
wir jetzt den konstanten Faktor s, fortmultiplizieren und von dem Poten-
tial der spez. BewegungsgroBe @ zu dem der Geschwindigkeit ¢ = s,@
iibergehen konnen. Dieses Geschwindigkeitspotential

pr 1 ,

gibt dann die Losung des folgenden Problems: Die Geschwindigkerts-
vertetlung zu bestimmen, die in eimer homogenen und inkompressiblen
Fliissigkeit entsteht, wenn man den Teilchen beliebig begrenzter Massen
der Fliissigkeit die beliebigen Momentanimpulse v* pro Masseneinheit
erterlt. Die Losung findet man, indem man mit Hilfe des gegebenen
Vektors v* das Potential (8) berechnet. Der Potentialgradient v = — V¢
gibt dann die Geschwindigkeit auBerhalb der begrenzten Massen, die
die Impulse erhalten haben, und v = v* — V¢ gibt die Geschwindigkeit
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innerhalb dieser Massen. Das Feld ist identisch mit dem Felde der
magnetischen Induktion, das in einem magnetisch homogenen System
durch die Magnetisierungsintensititen (erzwungenen Magnetisierungen)
v* erzeugt wird. Das geloste Problem hat groBe Allgemeinheit, weil die
Anzahl, die Form und die Verteilung der begrenzten Massen ebenso
wie die Verteilung der Impulse v* auf diese Massen ganz beliebig
sind. Wie aber die Bewegung nach dem Ablauf der Impulsperiode
weiter verlauft, ist eine Aufgabe fiir sich, die wir nur in speziellen
Fillen 1osen koénnen.

Eine andere Losung desselben Problems gibt das Integral (6).
Denn im Homogenititsfall hat man ¢ = curlv*. Wenn die Impulse
pro Masseneinheit v* gegeben sind, ist also die GréBe unter dem
Integralzeichen (6) bekannt und das Integral 1iBt sich berechnen,
wonach v = curl® die erzeugte Geschwindigkeit gibt, sowohl in der
umgebenden Fliissigkeit wie innerhalb der fliissigen Kérper, deren
Teilchen die Impulse erhalten haben.

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo man dem flissigen Kérper
die Form einer diinnen Schicht der Dicke d# gibt und diese Schicht in
Bewegung setzt durch Impulse v*, die langs der Normalen der Schicht
gerichtet und deren Dicke umgekehrt proportional sind. Der Korper
entspricht dann einer magnetischen Lamelle oder Doppelschicht der
Stirke ¢ = v* - dn und das Volumenintegral (8) 148t sich als ein Flichen-
integral schreiben:

(9) — r'dd__./'cos(}do_z._!)_
Y= dx® dar: T T 4a

Im zweiten Ausdruck bedeutet § den Winkel, den der Radiusvektor
von x,%,z mit der Normalen der Doppelschicht bildet, und £ den
Raumwinkel, unter dem man vom Punkte %, ¥, z aus die Kontur der
Schicht sieht. Dieser Raumwinkel hingt nur von der Randkurve ab
und ist von dem iibrigen Verlaufe der Schicht unabhingig. Im doppelt
zusammenhingenden Raum, der diese Randkurve umgibt, ist dieser
Raumwinkel ein mehrdeutiger Skalar mit der zyklischen Konstanten 4.
Das Linienintegral des Vektors v lings einer Kurve in der Grund-
fliissigkeit von der positiven zur negativen Seite der Schicht genommen,
ergibt den Wert ¢ der Intensitdt der Schicht:

(10) [vrdr=1.

Der Wert dieses Integrales dndert sich nicht, wenn die Dicke der Schicht
verschwindet, so daf} die Schicht in eine Fliche der Fliissigkeit iibergeht,
die Momentanimpulse des Betrages ¢ pro Flicheneinheit erhalten hat.
(9) stellt dann das mehrdeutige skalare Potential des zirkulierenden Ge-
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schwindigkeitsfeldes um die am Rande der Fliche gebildete infinitesi-
male Wirbelréhre der Wirbelstiarke ¢ dar.

Von der Vektorpotentialdarstellung (6) des Feldes ausgehend kann
man denselben Ubergang zu einem schichtférmigen Kérper vornehmen
und schlieBlich die Dicke der Schicht verschwinden lassen. Man ge-
langt dann zu dem Vektorpotential:

(11) Pp=1[—,

wo 1 die Wirbelstirke einer elementaren Wirbelrchre ist, welche der
Randkurve der Fliache folgt, und dr das Vektorlinienelement dieser
Randkurve. Hat man der Fliche den Impuls pro Flicheneinheit 2
gegeben, so stellt v = curlp das erzeugte zirkulierende Geschwindig-
keitsfeld um die am Rande der Fliche gebildete elementare Wirbel-
réhre dar:
. 1

(12) v = curlyp = 1”/dr X Vm.
(11) ist gleichzeitig das Vektorpotential und (12) das magnetische Feld,
das einen linearen elektrischen Strom der Stromstirke ¢ umgibt.

Das oben Entwickelte gibt — mit einigem Vorbehalt — die Theorie
eines bekannten einfachen Versuches: man steckt das Blatt eines Loffels
zur Halfte in die Flissigkeit, macht einen Ruck und zieht den Loffel
heraus, wonach man an der Oberfliche zwei wandernde Vertiefungen
sieht, die Wirbeltrichter, die sich dort bilden, wo der am Rande des
Loffels gebildete Halbwirbel an der Oberfliche endet.

61. Die Felder im groBen Abstand von den wirkenden Kérpern.
Es ist von Wichtigkeit, daB die Integrale, welche die Potentiale dar-
stellen, in hinldnglich groBen Abstinden von den Korpern ausgefiihrt
werden koénnen. Wenn der Abstand des Punktes %, y, z vom Kt’)rper
grof} ist im Vergleich zu den Dimensionen des Korpers, so ist nidmlich
der Radiusvektor r wihrend der Integration nach ', y’, 2’ eine schwach
verdnderliche GréBe, von der ein Mittelwert vor das Integralzeichen treten
kann. Das Integral 60 (1) wird dann unter Berticksichtigung von 58 (7):

(1) ‘?’1:1 2

So 4av’

Hier ist E im elektrischen Falle die totale Ladung des ganzen Kérpers
oder des gesamten Systems von Kérpern und hydrodynamisch die totale
Volumendnderungsgeschwindigkeit des Koérpers oder des Systems von
Koérpern. In gentigend groBem Abstande geht folglich das Feld in ein
reines umgekehrt quadratisch abnehmendes Radialfeld {iiber, sofern
iiberhaupt eine Ladung oder eine Volumenanderungsgeschwindigkeit des
Gesamtsystems vorhanden ist.
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Ahnlich findet man von dem Integral 60 (4) aus, unter Beachtung
von 59 (6):

(2) Gr— eyt L VT

4ms, v 4ms, 3
(1] 1]

Das Feld in geniigend grofem Abstand hangt hier nur vom Aktions-
moment bzw. vom magnetischen Moment des Korpers oder des Systems
von Korpern ab. Da dieses Potential schneller mit dem Abstande ab-
nimmt als das von der Volumeninderung oder der Ladung abhingige, muf
es gegeniiber dem letzteren in hinlinglich grolem Abstande verschwin-
den, wenn iiberhaupt eine Ladung oder eine Volumenanderung vorliegt.
Die auf der Volumenanderung beruhenden Radialfelder erweisen sich
also als besonders wichtig, und zwar um so mehr, als wir auch die
auf Aktionsmomenten beruhenden Felder auf elementare Radialfelder
zuriickfilhren konnen. Mathematisch geschieht es durch
die Transformation des Integrales 60 (4) in das zweite
Integral 60 (3). Die physikalische Bedeutung dieser
Transformation erkennt man folgendermaBen: Es seien
nur zwei Kérper 1 und 2 vorhanden, von denen der
erste sich ebenso schnell ausdehnt, wie sich der zweite
zusammenzieht. Das Feld hat dann den Charakter eines
allgemeinen Uberstrémens von dem expandierenden
A"b-ggc-h‘;‘jgﬂ;‘;‘fgne' zu dem kontrahierenden Korper, und zwar lings
Kurven, die man durch den bekannten Versuch mit
Eisenfeilspidnen zwischen einem positiven und einem negativen Magnet-
pol sichtbar machen kann. Das Potential dieses Feldes ist:

(3) Py = E (1—1)-

4msg\7y ¥y

Sind nun die Abstinde 7, und 7, groB3 im Verhiltnis zu dem gegenseitigen
Abstand ! = 7,, der Kérper und ist § der Winkel, den die angendhert
parallelen Geraden 7, oder #, mit I bilden (Abb. 33), so hat man, wenn man
nur GréBen erster Ordnung beriicksichtigt, 7, = 7, 4+ lcos@. Dies setzt
man in (3) ein, entwickelt und vernachlissigt GroBen hoherer Ordnung.
Fiihrt man dann die Bezeichnung

(4) V** = El

ein, so nimmt das Potential (3) die Form
— 1 V*x

(5) 2= s cosf)

an. Ist V** ein Vektor vom Zahlenwert (4) und mit der Richtung vom
kontrahierenden zum expandierenden Koérper, so kénnen wir (5) auch
in der Form

I Al T T L I T 7
(6) o= =7V V7_ | 4 Vy

4nsy, 7 4azms, 4ms,
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schreiben. In bezug auf das erzeugte dullere Feld besteht also volle
Aquivalenz zwischen einem hydrodynamischen Dipol, bestehend aus
einem expandierenden und einem kontrahierenden Korper und einem
Korper, der sein Volumen nicht indert, sondern dafiir ein Aktions-
moment besitzt. Die Ausdriicke (6) haben genau die Form des Inte-
granden in 60 (4).

Wir kénnen aber noch einen Schritt weiter gehen, um den vollstén-
digen Zusammenhang zwischen Aktionsmomentvorstellung und Dipol-
vorstellung zu erkennen. Wir geben dazu den beiden volumendndernden
Korpern die Form unendlich diinner paralleler Schei-
ben (Abb. 34), welche die Endflichen eines flach-
zylindrischen Volumenelementes von der Grund-
fliche G und der Hohe L bilden. Die Dicke der
einen Endscheibe nimmt mit der Geschwindigkeit
v** zu, die Dicke der anderen nimmt mit der-
selben Geschwindigkeit ab. Die vordere Scheibe
hat dann die Expansionsgeschwindigkeit E = Guv**,
die hintere hat die gleiche Kontraktionsgeschwin- T (_——I
digkeit. Das Aktionsmoment dieses Dipolsystems : |
wird dann entsprechend der Definition (4):
(7) V** = G Lu**. >

Die Verbindung dieser Definition des Aktions- ~ AP3% Dybamik der
momentes mit der fritheren Impulsdefinition 148t
sich leicht herstellen. Wir kénnen das ganze Volumenelement zwischen
den beiden Scheiben alseinen Kérperauffassen, und zwar vomVolumenGL,
indem wir die Volumina der beiden Scheiben als verschwindend ver-
nachldssigen. Die Gesamtmasse des Volumenelementes hat relativ zur
Vorderfliche der vorderen Scheibe und der Hinterfliche der hinteren
Scheibe die Geschwindigkeit v**. Nehmen wir aber jetzt die Volumen-
anderungsgeschwindigkeiten der beiden Scheiben als verschwindend an
und geben wir dafiir der Masse des Volumenelementes einen Vorwarts-
impuls vom Betrage v** pro Masseneinheit, so ist v** die Aktions-
geschwindigkeit und (7) das Aktionsmoment nach der alten Impuls-
definition. Die Bedeutung des inneren riickwirts gerichteten freien
Feldes — hier urspriinglich durch Volumenidnderung erzeugt — tritt
gleichzeitig klar zutage.

An die hier gegebenen Entwicklungen kniipft sich ein spezielles Inter-
esse insofern an, als sie einen Weg zeigen, die Theorie hydrodynamischer
Felder durch elementare Uberlegungen aufzubauen, dhnlich denen,
durch die man die Theorie der elektrostatischen oder magnetischen
Felder entwickelt. Dies ist sehr bemerkenswert, wenn man sich der

groBen Schwierigkeit der Losung der hydrodynamischen Gleichungen
erinnert.

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 15
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62. Die Feldkraft. In den hydrodynamischen Feldern wirkt pro
Volumeneinheit die Feldkraft 57 (7):
(1) f= —vdive +Vv* v+ {02Fs.
Durch Integration dieses Ausdruckes iiber das ganze Volumen eines
Korpers ergibt sich die resultierende Kraft auf den ganzen Korper.
Die Integrale kann man in verschiedener Weise transformieren. In
den transformierten Integralen stellt dann die GréBe unter dem Integral-
zeichen eine Elementarkraft dar, die, was die resultierende Wirkung
betrifft, mit der Elementarkraft (1) dquivalent ist. In dieser Weise
kann man unendlich viele verschiedene Verteilungen der Krifte auf
die Volumenelemente geben, welche in ihrer Wirkung auf den ganzen
Korper dieselbe Resultierende ergeben. Wir werden die wichtigsten
dieser dquivalenten Systeme von Elementarkriften entwickeln.

Zunichst kénnenwir das letzte Glied (1) auch in der Form 92V (s — s,)
schreiben, und aus diesem Glied und dem vorletzten kénnen wir dann ein
potentielles Glied ausscheiden, sodaB die beiden letzten Glieder (1) die Form

Vio* 0+ (s —s)02) — Vo-v*—Vo-v(s — s,

annehmen. Das potentielle Glied hat aber an der Oberflache des Korpers
den konstanten Wert Null, weil hier v* =0 und s — s, = 0. Das
Integral dieses potentiellen Vektors wird deshalb nach 6 (5") fir die
resultierende Kraft belanglos. Die beiden nichtpotentiellen Glieder

lassen sich nach der Definition 59 (5) der Aktionsgeschwindigkeit v**
zu dem einen Gliede — Vv * v** zusammenziehen, und man findet
(2) f=—vdivo — Vu-ov+*
als eine neue Elementarkraft, die, iiber das ganze Volumen des Kérpers
integriert, dieselbe Resultierende wie (1) liefert und die jetzt durch die-
selben beiden GréBen divo und v** dargestellt ist, die wir oben zur
Darstellung des von einem Korper erzeugten Feldes benutzt haben.
Wegen der potentiellen Natur von v 148t sich nach 11 (5) das letzte
Glied von (2) auch —uv** - Py schreiben, und da hier v** ein Vektor
ist, der an der Grenzfliche verschwindet, kénnen wir nach 11 (19)
das Integral von —uv** - F'p durch das Integral von Udivv** ersetzen.
Es ist folglich
(3) f=—vdivv + v divo**

ein weiterer dquivalenter Ausdruck fiir die Elementarkraft.

Aus der Gleichung 59 (1) folgt aber dive** = divo — s,divv. Dies
gibt, in (3) eingefithrt, die einfache Form:
(4) f=—s,0divo = —s,0¢,
wo die Elementarkraft einheitlich durch die GréBe divv = ¢ ausgedriickt
ist, durch die wir auch das Feld darstellen kénnen.
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Im AnschluB an (2) 148t sich noch eine interessante Form ableiten.
Aus dem letzten Gliede —F p - v** konnen wir den potentiellen Anteil
—V (v - v**) als belanglos fortlassen, weil an der Grenzfliche v** gleich
Nullist. Im iibrigbleibenden Glied Fv** - v kénnen wir v = ¢,v — g,v**
einfithren, wodurch wir die zwei Glieder g,Vv** : v — gV v** - v** er-
halten. Das letztere dieser beiden Glieder ist jedoch potentiell mit dem
Potential Null an der Oberfliche und kann fortgelassen werden, so daf3
man (2) durch die dquivalente Elementarkraft

f= —vdive + g,V v**-v

ersetzen kann. Das Integral des letzten Gliedes kénnen wir aber nach dem
Integralsatz 11 (20) durch das Integral von —gu** divu + g, X curl v**
ersetzen, so daB} sich

f=—(v + gyu**)divv 4 g,v X curlv**
ergibt oder durch Anwendung von 59 (1) und (4):
(5) f=—gyvdivv + g,v X curlv,

wo die dquivalente Elementarkraft durch dieselben GréBen dive und
curlv ausgedriickt ist, mit denen wir in 60 (5) und (6) das Feld dar-
gestellt haben.

Der Vergleich dieser letzten Formel mit irgendeiner der vorher-
gehenden zeigt deutlich, wie verschieden die Elementarkrafte sein
konnen, welche in ihrer Wirkung auf einen ganzen Korper dieselbe
Resultierende ergeben. Im Inneren eines Korpers ist die Kraft auf ein
volumendnderndes Teilchen nach (5) —gyvdivv, und nach (1) —vdivo,
welches Krifte entgegengesetzter Richtung sind in dem gewdohnlich
vorliegenden Falle, wo v und v im Inneren des Korpers entgegen-
gesetzte Richtungen haben. Dennoch ergibt sich aber bei der Integra-
tion iiber den ganzen Korper dieselbe Resultierende.

63. Scheinbare Fernkrifte. Gegenwirkungsprinzip. Die Tatsache,
daB man die resultierenden Krifte durch dieselben charakteristischen
GroBen ausdriicken kann, durch die man auch die Felder darstellt, hat
eine wichtige Folge. Nach 62 (4) driickt sich z. B. die Resultierende
auf einen ganzen Korper durch das Integral

(1) f=—s [0edr

aus, wo die Integration nach den Variablen x, y, z iiber alle Elemente
des Korpers zu erstrecken ist, von denen ein MassenausfluB divo = e
stattfindet. Fiir v haben wir aber nach 60 (1):

= — ", 1 ’
v = -—V(p_ —‘//e de'[ )

15*
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wo die Integration auf alle Stellen des Massenausflusses im ganzen Felde
e’ (%', v, 2') auszudehnen ist, wobei jetzt die Koordinaten ', y’, z’ die
Integrationsvariablen sind. Durch Einsetzen in (1) ergibt sich:

2) f:sofEE’VI;t—ydtdz’,

wo die Integration nach den Koordinaten %', y’, 2’ iiber alle Stellen des
Feldes zu erstrecken ist, wo felderzeugende Massenausfliisse ¢’ vor-
kommen und die Integration nach den Koordinaten «x, vy, z iiber alle
Teilchen desjenigen Korpers, auf den die Kraft wirkt.

Ist jetzt nur ein einziger Kérper vorhanden, so stellt (2) die resul-
tierende Kraft dar, welche der Korper auf sich selbst ausiibt. Dabei
tritt jedes Element des Kérpers einmal als d7 und einmal als dt’ auf.
Die Formel (2) ist nun, wie man sieht, vollstindig symmetrisch in
bezug auf die felderzeugenden und die der Feldkraft unterworfenen
Massenausfliisse. Vertauscht man ¢ und ¢’ miteinander, so ist der einzige
Unterschied der, daB man gleichzeitig V' mit V' zu vertauschen hat.
Dies gibt aber nach 6 (14) nur eine Anderung des Vorzeichens der
Kraft. Die Resultierende des Koérpers auf sich selbst 1iBt sich mit
anderen Worten durch ein System wvon scheinbaren Fernwirkungen
unter den Elementen der Korper darstellen, fiir die das Gegenwirkungs-
prinzip giiltig ist. Die resultierende Kraft eines Korpers auf sich selbst
ist also Null.

Sodann koénnen wir das System als aus mehreren getrennten Kérpern
bestehend ansehen. Das Integral (2) fiir die Resultierende, die das ganze
System auf sich selbst ausiibt, verschwindet und 148t sich in eine Anzahl
von Integralen auflsen, die in zwei Klassen zerfallen:

1. Integrale, welche die Wirkung jedes einzelnen Korpers auf sich
selbst darstellen und deren jedes fiir sich Null ist, und

2. je zwei einander entsprechende Integrale, welche die Wirkung
eines Koérpers A auf einen Kérper B und die Riickwirkung des Kor-
pers b auf den Korper A ausdriicken und die eine entgegengesetzt
gleiche Resultierende fiir diese Wirkung ergeben. Wir finden das funda-
mentale Resultat:

Fiiy die aus dey hydrodynamischen Feldkraft hervorgehenden scheinbaren
Fernkrifte zwischen den Korpern des Systems 1st das Prinzip von der
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung giiltig.

Dies darf keineswegs als a priori einleuchtend angesehen werden.
Das Prinzip von der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung gilt er-
fahrungsgemiB bei der unmittelbaren Berithrung zweier Korper, und
es wird axiomatisch auf die Krifte der NEwTonschen Fernwirkungs-
mechanik {ibertragen. Fiir die durch Zwischenglieder iibertragenen
scheinbaren Fernwirkungen von einem Kérper 4 auf einen Korper B
gilt es dagegen im allgemeinen nicht. Man erkennt dies sofort, wenn man
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die vollstindige Wirkung betrachtet, die durch die Fliissigkeit von dem
einen dieser Korper auf den anderen {ibertragen wird. Diese vollstindige
Wirkung haben wir in zwei Teile zerlegt. Der erste ist die induzierende
oder feldbildende Wirkung: das Feld, mit dem sich der Kérper 4 um-
gibt, erstreckt sich auch in das Innere des Korpers B; und das Feld,
mit dem sich der Kérper B umgibt, erstreckt sich auch in das Innere
des Korpers A. Bei dieser induzierenden oder feldbildenden Fern-
wirkung haben Wirkung und Gegenwirkung iiberhaupt nichts mitein-
ander zu tun. Diese induzierende Wirkung ist gewdhnlich die {iber-
wiegende, aber nicht die vollstindige Fernwirkung. Es ist noch eine
Restwirkung da, welche die hydrodynamische Feldkraft darstellt, und fiir
diese Restwirkung gilt, wie wir gesehen haben, das Gegenwirkungsprinzip.

64.Die einfachsten Fernwirkungsformeln. Die Giiltigkeit des Gegen-
wirkungsprinzips ist nicht nur prinzipiell, sondern auch praktisch wichtig.
Es gestattet uns, die Berechnung der resultierenden Krifte auf einen
Korper erheblich zu vereinfachen, da wir von den scheinbaren Wechsel-
wirkungen der Teilchen des Korpers selbst absehen konnen. Wir werden
dies in Verbindung mit der Formel 62 (2) durchfiihren. Durch An-
wendung der Gleichung 11 (5) konnen wir diese Formel

f=—vdive —v**Vp

schreiben. Indem wir die Aktionsgeschwindigkeit v** nach 59 (9) in
ihren permanenten und temporiren Teil zerlegen, ergibt sich:

(1) f=—vdivo —v}* Vv — (s —sp)vp V.

Wenn wir diese Formel iiber das ganze Volumen des Kérpers inte-
grieren, kénnen wir von demjenigen Anteil der freien spez. Bewegungs-
groBe v absehen, der von den freien Massenausfliissen des Koérpers selbst
herrithrt. Das gelingt ohne weiteres in den beiden ersten Gliedern: das
hier explizite auftretende v brauchen wir nur als das v des duBleren Feldes
zu interpretieren, das vorhanden war, ehe der Kérper hineingebracht
wurde. Denn hier ist der andere Faktor, nimlich divv und v;)‘*, von
diesem v des dufleren Feldes unabhidngig. Im dritten Gliede ist dagegen
v; von diesem duBeren Felde v erzeugt. Es besteht zwischen v, und v
eine Proportionalitdt mit einem Proportionalitdtsfaktor, den man nur in
jedem einzelnen Fall als Funktion der gegebenen geometrischen Ver-
héiltnisse bestimmen kann. Vorldufig setzen wir in (1) mit einem un-
bestimmten Proportionalitdtsfaktor: v, = kv. Die Elementarkraft f
nimmt dadurch die Form

(2) f=—0divo — v}* Vo — (s — s)) kV (38?)

an, wo jetzt in allen Gliedern v die freie spez. BewegungsgroBe des
duBleren Feldes bedeutet.



230 Physikalische Hydrodynamik.

Um uns iiber die entsprechenden resultierenden Kréfte unter den
einfachsten Verhiltnissen zu orientieren, machen wir jetzt einfache
Voraussetzungen iiber das duBere Feld: wir nehmen an, daB die GréBen
v und Vv, und damit auch V (3v?), innerhalb des von dem Korper
eingenommenen Raumes schwach verinderliche Gréen sind, so daB
passende Mittelwerte dieser GroBen vor das Integralzeichen treten.
Unter Berticksichtigung von 58 (6) und 59 (6) ergibt sich dann fiir die
resultierende Kraft auf den ganzen Korper:

(3) F=—Ev— Vi Vi — (s— s) kSV(}?),

wo S das Volumen des Korpers bedeutet. Indem wir v durch —FV g
ersetzen, finden wir:

(4) F=_VVY%,
wo das Potential den Wert
(5) V= —Ep+ V¥* 04 (s — s, O°kS

hat. Wir wollen die wichtigsten Spezialfille dieser Kraft betrachten.

1. Auf Volumendinderung beruhende resultierende Kraft. Ist das dubere
Feld eine reine Parallelstrémung mit der rdumlich konstanten spez.
BewegungsgréBle v, so verschwinden die beiden von der Veranderlich-
keit des Feldes abhingigen Glieder, und die Kraft (3) reduziert sich auf:

(6) F=—Ev=—_-Ev,
)
die vom Potential
_ 1
0

abhingt. Also:

Ein Korper mit der Expansionsgeschwindigkeit E in einer Stromung
der spez. Bewegungsgrife v erfihrt eime Kraft, die gleich dem megativen
Produkt von Expansionsgeschwindigkeit und spez. Bewegungsgrofe ist.

Entsprechend erleidet ein Koérper der elektrischen Ladung E in
einem Felde der Feldstirke v eine Kraft gleich dem positiven Produkt
von Ladung und Feldstarke. Der positiv geladene Koérper erfihrt also
eine Kraft sn, der negativ geladene entgegen der Feldrichtung, der ex-
pandierende Korper erleidet eine Kraft emigegen, der kontrahierende
eine Kraft sn der Stromrichtung.

Setzen wir in (7) den Ausdruck 61 (1) des Potentiales @ ein, so
ergibt sich fiir die gegenseitige Wechselwirkung zweier volumenandern-
der Korper das Potential:

(8) 1 EFE

Wenn man solche Anordnungen trifft, da E und E’ den trigen Massen
der beiden Korper proportional sind, so stellt (8) eine Massenanziehung
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analog der NEwToNschen dar. Kommen beide Vorzeichen der GréBen
E und E’ vor, so entspricht (8), abgesehen vom Vorzeichen, dem
CouroMBschen Gesetze fiir die Anziehung oder AbstoBung elektrisch
geladener Korper oder magnetischer Pole.

2. Auf erzwungener Bewegung beruhende Kraft. Hat der Korper
unverdnderliches Volumen, jedoch ein Aktionsmoment, so verschwindet
das erste Glied (5), wahrend das zweite bestehen bleibt. Das dritte
Glied verschwindet bei Homogenitit und ist auch im Falle der Hetero-
genitdt meistens klein im Vergleich mit einem von einem permanenten
Aktionsmoment herrithrenden Glied. Auf den Kérper mit dem per-
manenten Aktionsmoment V,** wirkt dann die Kraft:

9) F=—-V¥*Vp,
die entgegengesetzt gleich ist der Kraft, die ein Magnet mit dem per-
manenten magnetischen Moment V,* im magnetischen Vergleichsfelde
erfihrt.

Riihrt v von einem volumenindernden Kérper her, so findet man als
Potential der Wechselwirkung der beiden Kérper:
(10) W _EVE*- V(——L)

4mv)”

Dasselbe Potential mit dem entgegengesetzten Vorzeichen gibt die ent-
sprechende Wechselwirkung zwischen einem Magnetpol und einem
Magneten.

Riihrt das Feld v von einem anderen Kérper mit eingeprigter Be-
wegung und folglich von einem Aktionsmoment V:; * her, so findet man
fiir die Wechselwirkung dieser beiden Koérper das Potential:

1
(11) ‘I’:—V;f-V(V;};*'Vm).

Bis auf das Vorzeichen ist dies das bekannte Potential fiir die Wechsel-
wirkung zweier Elementarmagnete oder zweier elektrischer Dipole.

3. Auf Heterogenitit beruhende Krifte. Hat der Korper weder ein
verdnderliches Volumen noch eine Eigenbewegung, die ihm ein per-
manentes Aktionsmoment verleiht, so verschwinden die beiden ersten
Glieder der Formel (5). Es bleibt nur das letzte Glied iibrig, welches
auf der Heterogenitdt und dem dadurch bedingten temporiren Aktions-
moment beruht. Die Kraft wird mit der Unbestimmtheit, die der un-
bestimmte Faktor & hineinbringt:

(12) F=—1(s—s)kSV (2.

Es werden also leichte Korper (s > so) in der Richtung abnehmender,
schwere Korper (s << s,) in der Richtung zunehmender Feldenergie bewegt.
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Das Gesetz entspricht, bis auf das Vorzeichen, dem FarapAyschen,
daB8 paramagnetische Kérper (s > s,) in der Richtung zunehmender,
diamagnetische Korper (s < sp) in der Richtung abnehmender Energie
getrieben werden.

4. Die Wechselwirkung von Doppelschichten und freie Wirbel. Wie
man die Fernkrifte des Magnetismus durch die freien elektrischen Stréme
ausdriicken kann, so kann man die des Hydromagnetismus durch die
entsprechenden freien Wirbel ausdriicken. Wir wollen dies der Voll-
stindigkeit halber zeigen, beschrinken uns jedoch dabei der Einfachheit
halber auf die Betrachtung homogener Systeme, wobei wir s, =s =1 setzen.

Im Potential (7) sei ¢ das Geschwindigkeitspotential 60 (9) einer
Doppelschicht, dann wird (7):

.o 0
V= —tEL -,

wo 0Q/(47) den Raumwinkel darstellt, unter dem man von dem volumen-
dndernden Korper aus den Randwirbel der Doppelschicht sieht. Dieser
mit F multiplizierte Raumwinkel gibt dann den von dem volumenéndern-
den Korper ausgehenden Flufl durch die Fliche innerhalb des Rand-
wirbels. Kommen mehrere volumenindernde Kérper vor, so findet man
das Potential fiir deren Wechselwirkung mit der Doppelschicht, indem
man den totalen Fluf} bildet, der von allen diesen Kérpern durch die
Offnung des Randwirbels flieBt, und nachher mit der Intensitit ¢ des
Randwirbels multipliziert. Das Potential fiir die Wechselwirkung der
Doppelschicht mit einer beliebigen Kombination von volumendndernden
Korpern 148t sich deshalb ausdriicken durch das negative Produkt von ¢
mit dem Fliachenintegral, das diesen Flul durch eine Fliche darstellt, die
den Randwirbel als Kontur hat. Wenn also v’ die von den volumenandern-
den Korper herriihrende Geschwindigkeit ist, so wird das Potential:
(13) !I’:~—ifv"d6.

Die volumenandernden Korper seien nun ihrerseits so gruppiert, da$3
sie eine Doppelschicht der Stirke ¢’ darstellen. Wir kénnen dann v’
durch dasVektorpotential ¥’ dieser Doppelschicht darstellen, v’=curl’.
Wenn wir dies in (13) einsetzen und nach der StokEsschen Identitit
das Fliachenintegral in ein Linienintegral lings der Randkurve trans-
formieren, so ergibt sich:
(14) V= —ify dr.
Hier koénnen wir aber jetzt den Ausdruck 60 (11) des Vektorpotentiales ¥’
einer Doppelschicht mit einem Randwirbel der Starke ¢’ einfithren. Man
erhalt dann das NEUMaNNsche Potential mit negativem Vorzeichen

(15) w— ([ 4T

4y
fiir die Wechselwirkung zweier Doppelschichten oder deren Randwirbel.
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Andererseits kann man auch von der Elementarkraft 62 (5) aus-
gehen, und mit divo = 0 hat man

(16) f=v X curlv

fir die Kraft pro Volumeneinheit dort, wo ein Wirbeln curlv auftritt.
Esseinun do der Querschnitt einer elementaren Wirbelrshre und folglich
1 = curlv - d 6 deren Wirbelstirke. Die Kraft, die an einem Element dr
einer elementaren Wirbelréhre angreift, kénnen wir dann durch

(17) dF = iv x dr

ausdriicken, und die resultierende Kraft gegen die geschlossene Wirbel-
réhre wird:
(18) F=i[vxdr.

Rithrt nun v von einer Wirbelrshre der Wirbelstarke +* und mit dem
Linienelemente 47’ her, so kénnen wir v durch die Formel 60 (12) dar-
stellen. Die resultierende Kraft driickt sich dann durch das folgende
Doppelintegral aus:

(19) F— z'i’//(dr’ XV’ 11;—7) % dr.

Durch Auflésung des doppelten Vektorproduktes ergibt sich eine Summe
von zwei Integralen:

Fe—ii [[(ar- v L)ar +iv [[ar-arv L.
J 4y 4y
Das erste Integral verschwindet bei der Integration lings einer ge-

schlossenen Kontur, weil V' Zin; ein potentieller Vektor mit eindeutigem

Potential ist. Die Kraft wird also:
] . rpr 1
(20) F:w//dr drVXE'

Da die Linienelemente dr und dr’ unabhingig von den Koordinaten
sind, auf die sich die Operation V'’ bezieht, kénnen wir diese Operation
vor das Integralzeichen setzen, was wieder zu dem NEUMANNschen
Potential (15) fiihrt, und zwar mit dem negativen Vorzeichen, wenn
man von V'’ zu V ibergeht.

Mit Riicksicht auf die ausgefiihrten Integraltransformationen heben
wir hervor, wie wichtig es ist, nachzusehen, daf§ die durch mathematische
Umformungen erhaltenen Formeln nicht {iber die Grenzen ihrer physi-
kalischen Giiltigkeit hinaus benutzt werden. Die Wirbel ¢ und ', die
in den Formeln (15) oder (20) auftreten, sind die Randwirbel von schicht-
formigen, flissigen Korpern, denen man durch duBlere Krifte eine er-
zwungene oder eingeprigte Geschwindigkeit v* erteilt hat. Im Anschlufl
an die Formeln 60 (9) bis (12) oben machten wir das Gedankenexperi-
ment, die Dicke der Schicht verschwinden zu lassen, um nur den zuriick-
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bleibenden Randwirbel mit dessen zirkulierendem Feld zu betrachten.
Wir haben allen Grund, dies als eine erlaubte Extrapolation anzusehen.
Wollte man aber dann noch einen Schritt weiter gehen und den Schluf3
ziehen, daB das NEuMmaNNsche Potential die ponderomotorische Wechsel-
wirkung ganz beliebiger Wirbel ¢ und ¢’ in der Fliissigkeit darstellt,
gleichviel, ob sie als Randwirbel an einen bewegten Fliissigkeitskorper
gebunden sind oder nicht, so macht man einen Fehler. Denn die in
der Fliissigkeit frei beweglichen Helmholtz-Wirbel z. B. verhalten sich
ganz passiv zueinander. Die Wechselwirkung von Wirbeln nach dem
NEuMANNschen Potential blejbt immer an ganz bestimmte dynamische
Voraussetzungen gebunden, eine Tatsache, die wir im nichsten Kapitel
von anderer Seite beleuchtet sehen werden.

Auch dient das NEuMaNNsche Potential in der Hydrodynamik nur
der Berechnung der scheinbaren Fernkrifte. Eine der elektrodyna-
mischen Induktion entsprechende Erscheinung existiert in einem mate-
riellen Medium mit so einfachen Eigenschaften wie die der idealen
Fliissigkeit nicht, sondern erst wenn man zu Medien mit allgemeineren
Eigenschaften iibergeht.

65. Formandernde Wirkung der Feldkrifte. AuBBer translatorischen
Bewegungen iiben die hydrodynamischen Feldkrifte gewohnlich auch
deformierende Wirkungen auf die fliissigen Korper aus. Um diese De-
formationen abzuleiten, miissen wir immer auf die fundamentale Form
62 (1) der hydrodynamischen Feldkraft zuriickgreifen. Die ausschlie3-
lich mit Riicksicht auf bequeme Berechnung der resultierenden Kraft
transformierten Formen dieser Gleichung kénnen hier zu ganz falschen
Resultaten fiihren.

Wir wollen die wichtigsten Beispiele dieser formindernden Wir-
kungen betrachten und beginnen mit dem letzten Glied von 62 (1),
mit der an Heterogenititsstellen auftretenden Kraft:

(1) f=13i0%Vs.

Sie hat die Richtung des Volumenaszendenten und tritt folglich be-
sonders in der Grenzschicht eines Korpers auf, dessen Dichte von der-
jenigen der Grundfliissigkeit verschieden ist: in der Grenzschicht eines
leichten Korpers ist die Kraft lings der Normalen nach innen, in der
Grenzschicht eines schweren Korpers lings der Normalen nach auflen
gerichtet. Die deformierende Wirkung hingt dann von dem Faktor }v?
ab, und dieser Faktor hat bei dem leichten schnell bewegten Kérper in
einem Strome sein Maximum an den Polen und sein Minimum in der
iquatorialen Gegend, wihrend es bei dem schweren und langsam be-
wegten Koérper umgekehrt ist (Abb. 32A und B). Das Resultat ist
aber dabei in beiden Fillen dasselbe: der Kérper wird quer zur Strom-
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richtung flachgedriickt. Eine Kugel nimmt deshalb die Form eines
flachgedriickten Ellipsoids an mit der kleineren Achse in der Strom-
richtung. Diese formidndernde Wirkung ist verbunden mit einer all-
gemeinen Tendenz zur Kompression des leichten und zur Expansion
des schweren Korpers.

Wir betrachten sodann die Kraft:

(2) f=Vuv*v,

die in der Grenzschicht eines Korpers mit eingepriagter Geschwindigkeit
auftritt. Die Anwendung der Formel ist insofern etwas unbequem, als
man in dieser Grenzschicht schnelle Verdnderlichkeit nicht nur von v¥*,
sondern auch von v hat. Unter Anwendung der geometrischen Deutung
11 (II) der konjugierten Vektorliniendifferentiation findet man jedoch
eine zusammenpressende Kraft in den polaren Gegenden und eine aus-
dehnende in den Aquatorialen: der Kérper wird quer zu der Richtung
seiner Bewegung flachgedriickt. Setzt man also eine fliissige Kugel in
der urspriinglich ruhenden Fliissigkeit durch gleiche gleichgerichtete
Impulse gegen die einzelnen Volumenelemente in Bewegung, so wird sie
allméhlich eine Ellipsoidform mit der kiirzeren Achse in der Bewegungs-
richtung annehmen.
Die von der Volumeninderung abhingige Kraft

(3) f= —ovdivy

gibt eine Tendenz zum Zusammenhalten der expandierenden Massen
und ebenfalls zum Zusammenhalten der kontrahierenden Massen, aber
zu einer Trennung der expandierenden und der kontrahierenden Massen
voneinander. Ein expandierender Kérper strebt deshalb, bei gleicher
Expansionsgeschwindigkeit simtlicher Teilchen, der Kugelform zu und
ebenso ein kontrahierender Korper. Ein Kérper, der sowohl expan-
dierende wie kontrahierende Massen enthilt, hat dagegen die Tendenz,
sich in einen nur expandierenden und einen nur kontrahierenden Kérper
zu teilen: ein scharfer Gegensatz zu dem elektrischen Fall, wo die all-
gemeine Tendenz gegen eine neutrale Mischung geht.

66. Vollstindige Integration der hydrodynamischen Gleichungen
bei synchron schwingender Bewegung. Wir haben im Vorhergehenden
gezeigt, wie man den ganzen Formelapparat der Elektrostatik und des
Magnetismus in der Hydrodynamik zur Anwendung bringen kann. Die
Formeln, welche Integraldarstellungen des elektrostatischen oder des
magnetischen Feldes geben, stellen gleichzeitig ganz beliebige Momen-
tanzustinde des bewegten fliissigen Systems dar. Die in den elek-
trischen oder magnetischen Feldern wirkenden Feldkrifte treten mit
dem entgegengesetzten Vorzeichen in diesen hydrodynamischen Momen-
tanfeldern auf und vermitteln, zusammen mit den evtl. auch ein-
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greifenden AuBeren Kriften, den Ubergang zu dem nichsten Be-
wegungszustand, der wieder durch die Formeln der Elektrostatik und
des Magnetismus in Integralform darstellbar ist. Mit der Kenntnis der
formandernden Wirkungen der Feldkrifte sowie ihrer Resultierenden
in bezug auf ganze Korper kénnen wir uns wenigstens qualitativ ein
Bild des aus einem Momentanzustand hervorgehenden folgenden
Momentanzustandes machen, und wenn es gelingt, dies streng rech-
nerisch durchzufithren, so daBl man aus der Integraldarstellung des einen
Momentanzustandes den des ndchstfolgenden ableiten kann, so wiirde
sich dadurch eine Methode ergeben, die hydrodynamischen Gleichungen
allgemein zu integrieren. Da es sich hierbei um einen von der Natur
selbst, unter teilweiser Enthiilllung tiefer Naturgeheimnisse, angewie-
senen Weg handelt, ist hier ein Erfolg nicht ausgeschlossen.

Denn als ein solches Naturgeheimnis, dessen Tragweite zu iiber-
blicken wir zur Zeit gar nicht imstande sind, mufl man die tiefliegenden
Analogien des hydrodynamischen Feldes mit dem elektrischen oder
magnetischen ansehen. Es mufl auf einer zur Zeit noch nicht zu
verstehenden Verwandtschaft der beiden Erscheinungsreihen beruhen,
wenn sich ein so allgemeines fliissiges System wie das, welches wir be-
trachtet haben, iiberhaupt nicht anders als nach den Formeln der
Elektrostatik und des Magnetismus bewegen kann. Aber ebenso iiber-
raschend wie diese Tatsache an sich ist, ebenso eigentiimlich ist es,
daB sie sich uns nicht unmittelbar bei der Beobachtung der Fliissigkeits-
bewegungen aufdringt. Dies hat aber in Wirklichkeit einfache Griinde.
Erstens ist das Bewegungsfeld immer wechselnd. Man hat in jedem
Moment ' ein neues elektrisches oder magnetisches Vergleichssystem
heranzuziehen, und bei dem kaleidoskopartigen Wechsel wird man
nicht leicht auf die Ubereinstimmung aufmerksam. Der Hauptgrund liegt
aber tiefer. Bei den hydrodynamischen Erscheinungen vertritt ein und
derselbe Vektor, nimlich eine Geschwindigkeit, sowohl das in einem
Koérper bestehende Feld wie auch die Bewegung des Korpers, wiahrend
der entsprechende elektrische oder magnetische Feldvektor etwas ganz
Anderes ist — oder zu sein scheint — als die Geschwindigkeit, mit der
sich der Korper sichtbar bewegt. In dieser doppelten Rolle der kine-
matischen Vektoren liegt die Schwierigkeit des Vergleiches. Deshalb
muBte die Entdeckung der Analogie durch die eigentiimliche Zerlegung
der Geschwindigkeit in zwei Partialgeschwindigkeiten geschehen. In
den mathematischen Formeln ist dies ziemlich einfach, jedoch eine mit
den Augen beobachtete Geschwindigkeit ist nicht so leicht als aus zwei
Partialgeschwindigkeiten bestehend zu erkennen.

Wenn auch die Analogie nach dem Vorhergehenden in den mathe-
matischen Formeln sehr gut hervortritt, nachdem man erst die richtige
Zeérlegung der kinematischen Vektoren gefunden hat, so entgeht sie
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einem bei der unmittelbaren Beobachtung einer beliebigen Bewegung
eines beliebigen fliissigen Systems jedoch vollkommen. Von den durch
die Formeln 64 (6) bis (12) dargestellten hydrodynamischen Fern-
wirkungserscheinungen wird man schwerlich die geringsten Spuren
entdecken. Da eine absolute Inkompressibilitit nie vorkommt, treten
bei den Flissigkeitsbewegungen immer volumendndernde Teilchen auf,
und diese werden -der Kraft 64 (6) ausgesetzt, zwei volumendndernde
Teilchen werden die durch das Potential 64 (8) ausgedriickte Fern-
wirkung aufeinander ausiiben. Die auf diesen Kréften beruhende ,,ein-
gepragte’ Zusatzbewegung kommt zu der das Feld darstellenden
allgemeinen Bewegung hinzu, ist jedoch so klein, da3 sie gegeniiber
der allgemeinen Bewegung verschwindet. Ganz &hnlich verhilt es sich
mit der durch die Formel 64 (9) dargestellten Kraft, die an einer fliissigen
Masse angreift, welche durch eine AuBere Kraft oder eine hydrodynamische
Feldkraft eine ,eingepriagte’ Geschwindigkeit erhalten hat, und ebenso
mit den durch die Formeln 64 (10) und (11) dargestellten Fernwirkungen
zwischen zwei Massen, von denen die eine eine Volumenidnderungs- und
die andere eine eingepriagte Geschwindigkeit besitzt oder schlieBlich
beide eingeprigte Geschwindigkeit haben. Die von diesen Kraften her-
rithrenden Zusatzbewegungen verschwinden gegeniiber der allgemeinen
Feldbewegung. Nicht wesentlich anders ist es auch meist mit der auf der
Heterogenitat beruhenden hydrodynamischen Feldkraft 64 (12). Die
mathematisch immer nachweisbare Analogie bleibt im allgemeinen phy-
sikalisch schwer beobachtbar.

Um so lehrreicher ist die Betrachtung einer speziellen Bewegungsform,
bei der die sonst so tief verborgene Analogie klar hervortritt. Dieser Fall
ist gleichzeitig insofern mathematisch interessant, als man unter An-
wendung der Formeln der Elektrostatik und des Magnetismus Integrale
der hydrodynamischen Gleichungen bilden kann, die nicht nur einen
momentanen, sondern einen dauernden Bewegungszustand darstellen.

Diese Bewegung ist dadurch gekennzeichnet, daB die Stromlinien
ein im Raume festliegendes Kurvensystem bilden und die FliissigReitsteilchen
synchron mit unendlich kleinen Amplituden lings Elementen dieses Strom-
liniensystems schwingen.

In diesem Falle hat man es, raumlich betrachtet, nur mit esnem Felde
zu tun, welches periodischen Intensitidtsschwankungen und Vorzeichen-
wechseln unterworfen ist. Man kommt mit einer einzigen Integral-
darstellung des Feldes und einem periodischen Zeitfaktor aus. Zu
jeder Zeit verhilt sich das schwingende Feld wie ein elektrisches oder
ein magnetisches Feld mit entsprechenden Feldkraften. Wéhrend aber
die FeldgroBen periodisch ihre Vorzeichen wechseln, behalten die Feld-
kriafte unveridnderliches Vorzeichen. Denn als Produkt zweier peri-
odisch verdnderlicher FeldgroBen ist jedes Glied dem Quadrat der
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periodischen Funktion proportional und somit von unverinderlichem
Vorzeichen. Man hat dann ein wegen der Kleinheit der Amplituden un-
sichtbares, im Mittel unveranderliches Feld, das im Mittel konstante
Krifte ausiibt, die denen eines unverinderlichen elektrischen oder
magnetischen Feldes entgegengesetzt gleich sind.

Um den schwingenden Bewegungszustand zweckmiBig darzustellen,
wollen wir mit %(f) eine beliebige periodische Funktion bezeichnen,
der wir nur zwei Bedingungen auferlegen. Sie soll symmetrisch sein,
so daf} sie in der Periode T den Mittelwert Null hat; und sie soll nume-
risch so normiert sein, dafl ihr Quadrat in der Periode den Mittelwert 1
hat. Sie hat mit anderen Worten die beiden Eigenschaften:

T 7
(1) %/h(t)dtzo, %/hz(t)dt=1.
0 0

Ein Beispiel einer solchen Funktion ist:
h(t) = V2sin2m .

Setzen wir in unseren Grundgleichungen die beiden Geschwindig-
keiten v und v* proportional dieser Funktion, so ist nach der Ver-
bindungsgleichung auch s dieser Funktion proportional. Da s wahrend
der Schwingungen nach unseren Voraussetzungen sich nur sehr wenig
andert, ist auch v derselben periodischen Funktion proportional. Wir
konnen deshalb widerspruchsfrei simtliche Gréen, die in die funda-
mentalen Feldgleichungen 57 (1) bis (6) eingehen, der Funktion ()
proportional setzen:

5 v=uv,h{t), e=e,h(t),
@ v =0Xh(t), U=0,k().

Die von der Zeit unabhingigen GréBen v,,, v¥, v,,, ¢, haben dann
relativ zueinander dieselben Richtungen oder Vorzeichen wie die ent-
sprechenden periodisch verdnderlichen GroBen zu einer beliebigen Zeit.
Ohne Widerspruch koénnen wir deshalb festsetzen, daf die Grofen v,,,
vy, U, ¢, die Richtungen oder die Vorzeichen haben sollen, welche die
periodisch verinderlichen Griflen v, U*, v, € zu einer festgesetzten Anfangs-
zett t = t, haben.

Die Ausdriicke (2) substituieren wir jetzt in den allgemeinen Feld-
gleichungen 57 (1) bis (6). Der Zeitfaktor fallt dann fort, und wir be-
kommen fiir die reinen Raumfunktionen v,,, vk, v,,, ¢, das folgende
System von Feldgleichungen fiir die Grundflissigkeit:

() Uy = SoUn ,
(11) divy,, = 0,
(ITI) curlv, =0,
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und fiir das Innere der Kérper:

(IV) vm: U,‘,:—l—si},
V) divu,, = e,
(VD) curly,, = 0.

Weiter gibt die Substitution (2) in 57 (7) fiir die Feldkraft:
(VIIa)  f={— enUn + VUL 0n + 305V} B2(t) = fuh?(t) .
Diese hat, trotz des stindigen Zeichenwechsels der GréBen (2), ein
unverdnderliches Zeichen. Nach (1) ergibt sich als Mittelwert dieser

Feldkraft:
(VIIb) fm:_emﬁm_l"erﬁ'am—I"%l—’%nVs:

und diese mittlere Feldkraft steht in genau derselben Beziehung zu den
von der Zeit unabhingigen Feldgleichungen (I) bis (VI) wie die momen-
tane Feldkraft 57 (7) zu den von der Zeit abhingigen Feldgleichungen
57 (1) bis (6).

Um die dynamischen Bedingungen zu finden, unter denen das
Gleichungssystem (I) bis (VIIb) in Verbindung mit (2) giiltig ist, suchen
wir die duBere Kraft f’, die einwirken muf3, um diesen Bewegungszustand
kleiner synchroner Schwingungen aufrechtzuerhalten. Die Gleichung 56 (9)
gibt, wenn man sie nach der verfiigbaren duBeren Kraft f’ auflést:

, _duo*

f=e%r -1,
oder, wenn man den Wert von v* nach (2) und den Wert von f nach
(VIIa) einfiihrt, findet man fiir die gesuchte Kraft:

(VIIIa) "= qui' () — fuh(2).
Hier hat 4’ (¢) als Ableitung der periodischen Funktion % (¢) den Mittel-

wert Null in der Periode, und unter Benutzung von (1) findet man fiir
den Mittelwert der Kraft (VIIIa):

(VIIIDb) frn=—Fn-

Die erforderliche Kraft besteht also aus zwei Teilen: aus einem rein
periodischen Teil gyvj 4’ (£), der die kleinen Schwingungen des Systems
unterhalt, und einer stets gleichgerichteten Kraft f,, 42(f), die einwirken
muf}, um progressive Konfigurationsverinderungen des Systems zu
verhindern. Schlieflich ist der Mittelwert der duBeren Kraft (VIIIa)
dem Mittelwert der hydrodynamischen Feldkraft entgegengesetzt gleich.
Das heiit, die mittlere dulere Kraft, die einwirken muf}, um Konfigura-
tionsverdnderungen des hydrodynamischen Systems zu verhindern, ist
derjenigen duBeren Kraft entgegengesetzt gleich, die einwirken muB,
um Konfigurationsverinderungen des elektrostatischen oder magneti-
schen Vergleichssystems zu verhindern. Das hydrodynamische System
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hat also, abgesehen von der Richtung der auftretenden Feldkrifte,
im Mittel genau die gleichen dynamischen Eigenschaften wie das elek-
trische oder magnetische Vergleichssystem.

Die vollstindige Ubereinstimmung des Gleichungssystems (I) bis
(VIIb) fir den Durchschnittszustand eines schwingenden Systems mit
dem Gleichungssystem 57 (1) bis (7) fiir einen beliebigen Momentan-
zustand eines beliebig bewegten Systems hat eine wichtige Folge. Alle
Formeln fir Feld- und Kriftedarstellungen, die wir aus dem Gleichungs-
system [fiir Momentanzustinde entwickelt haben, sind unmittelbar auch
Jir die mattleren Dauerzustinde des schwingenden Systems brauchbay,
wenn wir die in den Formeln auftretenden Symbole genau so umdeuten
wie bei dem Ubergang von dem System 57 (1) bis (7) zu dem System
(I) bis (VIIb). Als Beispiele fiir diese neue Deutung werden wir die
Formeln 64 (6) bis (12) heranziehen. Sie beziehen sich, wie wir oben
sahen, unter gewohnlichen Umstdnden auf schwer beobachtbare oder
nicht beobachtbare Krifte. Jetzt werden diese Krifte jedoch als sehr
auffallige, ja sogar als die einzig beobachtbaren Erscheinungen hervor-
treten, wenn bei den verschwindend kleinen Amplituden die Felder
sich der Beobachtung entziehen.

Die Formel 64 (6) stellt dann die mittlere Kraft dar, die ein periodisch
volumenindernder oder pulsierender Korper erleidet, wenn er sich in einer
oszillierenden Stromung befindet und die Schwingungen synchron sind,
so daB sich der Korper ausdehnt, wihrend die Strémung in der einen
Richtung verlduft, und sich zusammenzieht, wihrend die Strémung die
entgegengesetzte Richtung hat. Die Durchschnittskraft bewegt dann
den pulsierenden Kérper in der Richtung, welche die Strémung zu der
Zeit hat, wenn sich der Kérper zusammenzieht.

Die Formel 64 (8) ist das Potential der Anziehung oder AbstoBung
zweier pulsierender Korper. Bei gleicher Phase, d. h. wenn sich beide
Korper gleichzeitig ausdehnen und gleichzeitig zusammenziehen, hat
man Anziehung nach dem NEwToNschen Gesetze. Denkt man sich eine
Welt gebaut aus lauter gleichen Atomen, die sich in einer raumerfiillen-
den, homogenen, inkompressiblen Fliissigkeit befinden, und welche alle
in gleicher Phase mit gleichen Amplituden pulsieren, so hat man eine
Welt, in der sich alle Kérper nach dem NEwTONschen Gravitations-
gesetz anziehen. Kommen beide Phasen vor, so hat man gegenseitige
Anziehung der gleich pulsierenden und gegenseitige Abstofung der
entgegengesetzt pulsierenden Korper. Das Gesetz entspricht dem
CouromBsschen fiir die Anziehung und die AbstoBung elektrisch ge-
ladener Korper oder magnetischer Pole, nur daB im hydrodynamischen
Falle gleiches Vorzeichen Anziehung und entgegengesetztes Vorzeichen
Abstofung gibt.
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Die Formel 64 (9) stellt die Durchschnittskraft dar, die im TFalle
der synchronen Schwingungen ein oszillierender Korper in einer os-
zillierenden Stromung erfihrt, eine Kraft, die entgegengesetzt gleich
ist derjenigen, die der entsprechende Magnet in dem entsprechenden
Magnetfelde erfihrt. Das Aktionsmoment V** des oszillierenden Kérpers
ist das mittlere MaB§ der Oszillationsgeschwindigkeit, die der Korper im
leeren Raume annehmen wiirde unter dem EinfluB der duBeren periodi-
schen Kraft, welche die Schwingungen unterhalt.

Die Formel 64 (10) gibt die Fernwirkung zwischen einem Korper
mit dem oszillierenden Aktionsmoment V** und einem Korper mit
der Pulsationsintensitit E. Von dem Vorzeichen der Kraft abgesehen,
gibt sie gleiche Kraftwirkungen wie zwischen einem Magneten mit dem
Moment V** und einem isolierten Magnetpol der Polstirke E.

Die Formel 64 (11) gibt die Fernwirkung zwischen zwei synchron
oszillierenden Kérpern mit den permanenten Aktionsmomenten V)*
und V3*, die bis auf das Vorzeichen identisch ist mit der Kraft, die
zwei Magnete mit den permanenten magnetischen Momenten V,*
und V3* aufeinander ausiiben.

Die Formel 84 (12) schlielich gibt die Kraft, die beliebige pulsierende
oder oszillierende Korper auf solche Kérper ausiiben, die sie in induzierte
Schwingungen versetzen, entsprechend deninduzierten Magnetisierungen,
die Magnetpole oder Magnete in ihnen erzeugen wiirden. Korper, die ein
groBeres spez. Volumen als die Fliissigkeit haben und deshalb stirker
schwingen als die umgebende Fliissigkeit, werden von den pulsierenden
oder' oszillierenden Kérpern abgestoBen; das entspricht der Anziehung
durch Magnetpole oder Magnete, die ein paramagnetischer Korper er-
fihrt, der mehr induzierten Magnetismus als das umgebende Medium
annimmt. Korper, die ein kleineres spez. Volumen als die Fliissigkeit
haben und deshalb kleinere induzierte Schwingungen als die umgebende
Fliissigkeit ausfithren, werden angezogen; das entspricht der Abstofung
der diamagnetischen Korper, die weniger induzierten Magnetismus als
das umgebende Medium annehmen.

Alle diese Resultate lassen sich in gréBter Vollstindigkeit durch sehr
iiberzeugende Versuche bestitigen. Da bei den synchronen Schwin-
gungen die fliissigen Kérper keine merkbaren Konfigurationsverdnde-
rungen erleiden, konnen wir sie ohne weiteres durch feste Korper er-
setzen, die durch innere Mechanismen die verlangten synchronen
Pulsationen oder Oszillationen ausfithren. Die Wirkungen dieser
Korper aufeinander und auf neutrale leichtere oder schwerere Korper
konnen wir dann unter allen méglichen Verhiltnissen untersuchen. Um
diese Versuche in streng richtiger Weise auszufiihren, hitte man durch
eine duflere Kraft F' die progressiven Bewegungstendenzen aufzuheben

Bjerknes-Solberg-Bergeron, Hydrodynamik. 16
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und die dazu erforderliche duBere Kraft zu messen. Die auffilligsten
Erscheinungen erhilt man jedoch, wenn man keine solche &dufere
Kraft einfithrt, sondern die erzeugten Bewegungen der Kérper be-
trachtet. In Wirklichkeit wiren dann die erzeugten progressiven Ge-
schwindigkeiten als neue eingepridgte Geschwindigkeiten in Rech-
nung zu bringen. Die Vernachlissigung dieser Korrektion macht aber
nichts aus.

Diese Versuche an sich darf man jedoch nicht als das Hauptergebnis
der ganzen Untersuchung der hydroelektrischen und hydromagnetischen
Erscheinungen betrachten. Das fundamental Wichtige bleibt die Er-
kenntnis einer immer vorhandenen, tief verborgenen Analogie zwischen
scheinbar sehr verschiedenen Gebieten physikalischer Erscheinungen.
Der Spezialfall der synchronen Schwingungen mit den zugehorigen
Versuchen weist jedoch mit groBer Deutlichkeit auf die sonst so ver-
borgene Analogie hin.

67. Bewegung einer Kugel oder eines Zylinders in der Fliissigkeit.
Die Analogie wurde zuerst an Hand der expliziten Losung fiir die
Bewegung kugelférmiger Kérper in der Fliissigkeit gefunden. Teils als
Beispiel zu dem Vorhergehenden, teils mit Riicksicht auf spéitere An-
wendungen wollen wir einige auf Kugeln beziigliche Formeln entwickeln.
Nach 61 (1) und (2) driickt die Summe

— E V** - p
(1) so¢=—_+ 43.[73*

das Geschwindigkeitsfeld in groBem Abstande von einem Kérper be-
liebiger Form aus, der sich unter Volumeninderung bewegt. Ist der
Korper eine Kugel vom Radius R, also vom Volumen 47 R% und nimmt
man eine innerhalb des Kugelvolumens konstante Aktionsgeschwindig-
keit v** an, so findet man fiir die Expansionsgeschwindigkeit und
das Aktionsmoment der Kugel:

() E = 4aRR, V**= 4 R3v**
Das Potential (1) 1aBt sich dann in der Form

2 K 3
(3) SoP = I—Q—;}E + %%v** cosf

schreiben, wo @ der Winkel zwischen Radiusvektor und Aktionsgeschwin-
digkeit ist.

Im Abstande » = R vom Mittelpunkte der Kugel hat dieses Feld
die Radialgeschwindigkeit:

aa — 2 * %k
_30(0_;>7:R =R+ 3? cosf,
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die identisch ist mit der Radialgeschwindigkeit eines Teilchens der
Kugeloberfliche selbst, das infolge der Expansion die Radialgeschwin-
digkeit R und infolge der Translationsgeschwindigkeit
) v=3u*
noch eine zusitzliche Radialgeschwindigkeit v cos8 = $v**cos8 besitzt.
Das Potential (3) ist also bis zur Oberfliche der Kugel giiltig, wenn
diese neben ihrer Expansionsgeschwindigkeit noch, die Translations-
geschwindigkeit v besitzt. Wir finden, daB die Aktionsgeschwindigkeit
einer Kugel das Dreieinhalbfache ihrer Translationsgeschwindigkeit ist:
(5) v =3up.
Nach Einsetzen von (5) in (3) ergibt sich das Potential:

2 7 3
©) g=itEE L Ll %

Sy 7 2 sy 73

welches die Bewegung darstellt, die eine Kugel erzeugt, die sich unter
Expansion mit der Geschwindigkeit v durch die Fliissigkeit bewegt.

Zur Berechnung der Felder innerhalb der Kugel haben wir die beiden
Gleichungen:

(7) v=v*+sﬁ=v*+%i)’,
(7) v=v**+sol_)=v**+qiﬁ.
0

Die letztere gibt uns, zusammen mit (5), die riickwirts gerichtete
selbstinduzierte freie spez. BewegungsgréBe im inneren Raume:

— 1 1
® e Y

Sie setzt, wie man leicht verifiziert, das duBere Feld (6) der spez. Be-
wegungsgrofe mit stetiger Tangentialkomponente fort.
Aus (7) und (8) folgert man:

(9) v*=(1+%%9)v.

Diese Formel gibt den Impuls pro Masseneinheit — oder die Leer-
raumgeschwindigkeit —, die man der Kugel erteilen muf, damit sie
in der Fliissigkeit die Geschwindigkeit v annimmt. In dieser Formel
kann man das Verhiltnis der Dichten g,/¢ durch das Verhiltnis zweier
Massen m/M ersetzen, wo M die Masse der Kugel selbst ist und m die
Masse des von der Kugel verdringten Fliissigkeitsvolumens. Damit
1Bt sich die Formel auch in der Form

(10) Mv* = (M + im)v

schreiben, die ein bekanntes Resultat enthilt: esne Kugel, die sich in
einer Flissigkeit bewegt, zeigt eine scheinbare Trigheit, als wire ihre

16¥*
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Masse um die halbe Masse des von der Kugel verdrvingten Fliissigkeits-
volumens vergrofert worden.

Denken wir uns das Gesamtsystem von Kugel und Flissigkeit mit
der Translationsgeschwindigkeit ©’ bewegt, so dndern sich dadurch
die inneren Verhiltnisse des Systems nicht. Das heiBt, wir kénnen
das Potential — r* v’ der allgemeinen Translationsbewegung hinzufiigen
und gleichzeitig im Ausdruck von ¢ die Absolutgeschwindigkeit v durch
die relative v — v’ ersetzen. Somit ergibt sich

2 3
(11) <p=g—(—r'v’—{—R’,R+%1§—3r'(v—v’))

]

als Potential einer Kugel, die sich unter Volumeninderung in einer
Stromung der Geschwindigkeit v’ bewegt. Die Aktionsgeschwindigkeit,
die den EinfluB} der Kugel auf die Bewegung darstellt, wird:

(12) vt =3 (v — V),

und dies ergibt durch Einsetzen in die Gleichung (7) fiir die induzierte
spez. BewegungsgroBe den Ausdruck:

(13) U= go(§0" — $v).

Dies ist die unmittelbare Verallgemeinerung von (8): die selbstinduzierte
spez. Bewegungsgrole —}gov ist durch die fremdinduzierte §gqv’ er-
ginzt worden.

Ist keine eingepragte Geschwindigkeit vorhanden, ist also v* = 0,
so haben wir reine Fremdinduktion. Die Gleichungen (7) und (13) er-
geben dann

3 _ 34 ;%S ’

14 Tt in T et

fiir die Geschwindigkeit, die eine Stromung der Geschwindigkeit v' in
einer Kugel induziert. Bei unendlicher Dichte, ¢ = 00, bleibt die Kugel
unbewegt, v =0, bei einer Dichte gleich der der Flissigkeit, ¢ =g,
nimmt sie die Geschwindigkeit des Stromes an, v = v’, und wenn die
Kugel massenlos ist, ¢ = 0, s = oo, lauft sie dreimal so schnell als der
Strom, v = 3v'.

Wie wir die gleichzeitige Expansions- und Translationsbewegung
einer Kugel behandelt haben, kénnen wir auch die entsprechende Be-
wegung eines unendlich langen Kreiszylinders behandeln. Allerdings
sind die fiir den dreidimensionalen Raum entwickelten allgemeinen
Integralausdriicke nicht ohne weiteres auf den unendlich langen
Zylinder anwendbar. Die Bewegung, die der Zylinder in der Fliissigkeit
erzeugt, ist eine zweidimensionale, die in Ebenen senkrecht zu der
Achse des Zylinders verlauft. Das Problem ist als ein zweidimensionales
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leicht 16sbar und fithrt zu Formeln, die den fiir die Kugel entwickelten
nahe verwandt sind.

Hier soll deshalb nur eine einzige Formel hingeschrieben werden.
Entsprechend dem Potential (11) fiir die Kugel erhilt man als Potential
fiir einen Zylinder vom Radius g,, der sich unter Expansion mit der
Radialgeschwindigkeit @ quer zu seiner Achse mit der Geschwindigkeit v
in einer ebenfalls senkrecht zur Achse gerichteten Strémung der Ge-
schwindigkeit v’ bewegt:

(15) =0 v—edlogo+ Lo —v).
Die nihere Diskussion 148t sich in ganz dhnlicher Weise wie im Falle
der Kugel durchfiihren.

68. Makrometeorologische Anwendungen. Wir wollen jetzt einige
Beispiele fiir die Anwendung der oben entwickelten Methoden und
Resultate auf meteorologische Er-

scheinungen geben. '//s
1. Luftbewegung quer iiber einen /\

Gebirgsriicken. Das Potential 87 (15)
mit @ =0 und v = 0 nimmt in

skalarer Schreibweise die Form \/—'
\/

(1) = —v'<1 + 52;)90050

an. Es stellt die stationdre Stré- Abb. 35. Luftbewegung iiber einen Gebirgsriicken.
mung um einen ruhenden Zylinder
dar. Die Gleichung der Stromlinien ist in Polarkoordinaten:

(2) 1/’:*”,(1 —e%g)gsina.

Denken wir uns sowohl den Zylinder wie die Stromung im groBen Ab-
stande horizontal, so hat man in der Vertikalebene das Strombild der
Abb. 35. Jede Stromlinie in der Figur vertritt eine Stromfliche, die
sich in der Ndhe des Zylinders bis zu einer gewissen Hohe erhebt.
Jede der Flichen kann man solidifiieren und die Bewegung nur ober-
halb der erstarrten Fliche betrachten. Die Losung gibt dann ein an-
gendhertes Bild, wie die Luft tiber einen Bergriicken des Profils der
Stromlinien hiniiberstrémt. Eine bessere Anniherung erhilt man, wenn
man, unter Beibehaltung der Piezotropie, den Einflul der Volumenénde-
rungen der Luft wihrend des Hiniiberstromens beriicksichtigt. Dabei
kann man auch, wenn die Luft feucht ist, die Stellen, wo Kondensation
stattfindet, und die Form und Ausdehnung der Hinderniswolke {iber
dem Berg bestimmen.
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2. Zur Cumulusbildung. Die erbrachten Losungen gestatten uns,
einige mit der Cumulusbildung zusammenhingende Fragen zu disku-
tieren.

Wenn von einer erwirmten Bodenschicht eine zylindrische Luft-
kolonne aufsteigt, so verhilt sich die Seitenfliche der Kolonne gegen-
iiber der umgebenden Luft neutral. Der aufsteigende Kolonnenkopf
verdrangt aber die umgebende Luft und verhilt sich insofern wie ein
expandierender Koérper mit einer Expansionsgeschwindigkeit E, die
gleich dem Produkte von Aufsteiggeschwindigkeit und Querschnitt
der Kolonne ist. Steigen nun zwei solche Kolonnen auf, so fragt es
sich, welche Wirkung sie aufeinander ausiiben, sowohl wahrend des
Auisteigens, als auch spiter, wenn das Gleichgewichtsniveau erreicht
ist und di<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>