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Vorwort zur ersten Auflage. 

Das vorliegende Werk ist verfafst worden zur Benutzung beim 

Studium und in der Praxis. Es solI den Studirenden die theoretischen 

Entwickelungen. in klarer iibersichtlicher Fassung iibermitteln und ihnen 

an zahlreichen Beispielen zeigen, wie das durch die theoretischen Ent

wickelungen gewonnene praktisch anzuwenden ist und zwar in grOfserem 

U mfange, als dies allein durch Vorlesungen geschehen kann. Es solI 

aber auch als Fiihrer in der Praxis dienen, und deshalb ist das Ver

fahren, wo es nur moglich und niitzlich war, bis zur Aufstellung mecha

nischer Rechenregeln und einfacher Formulare entwickelt. Die Fassung des 

Werkes ist so einfach gehalten, dafs es jedem Fachmanne ohne weitere 

Anleitung gelingen dtirfte, daraus das fUr ihn brauchbare zu gewinnen. 

Das Werk enthalt, neben manchem anderen, die theoretischen 

Grundlagen der weit verbreiteten Preufsischen Anweisung IX yom 

25. Oktober 188 I fUr die trigonometrischen und polygonometrischen 

Arbeiten bei Erneuerung der Karten und Bucher des Grundsteuer

kat asters und ahnlicher Anweisungen, sowie der bei Landestriangulationen 

und Landes-Nivellements vorkommenden wichtigsten Ausgleichungsrech

nungen. Es sind deshalb auch in den Formeln Bezeichnungen gewahlt, 

die sich an die in der Anweisung IX und in den Veroffentlichungen 

iiber Landesaufnahmen vorkommenden anschliefsen, soweit es bei einer 

einheitlichen DurchfUhrung der Bezeichnungen in dem ganzen Werke 

moglich war. 

Die Entwickelung des Verfahrens bis zur Aufstellung mechanischer 

Regeln und einfacher Formulare und die dadurch in vielen Fallen erzielte 
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bedeutende Vereinfachung der gesamten Rechnungen wird es ermog

lichen, auch oft nach der Methode der kleinsten Quadrate zu rechnen, 

wo dies bisher nicht geschah. Es wird dadurch die Anwendung von 

Naherungsverfahren weiter beschrankt werden konnen, die meistens 

ebenso viel Rechenarbeit erfordert, wie das zweckmafsig geordnete Ver

fahren nach der Methode der kleinsten Quadrate und wobei iiberdies 

nur dann unter allen Umstanden brauchbare Ergebnisse gewonnen 

werden, wenn der Rechner welt mehr Erfahrung und Geschick hat, als 

die Amyendung der Methode der kleinsten Quadrate erfordert. 

Dafs durch die Aufstellung mechanischer Regeln und von For

mularen das verstandnislose Arbeiten auch bei solchen befordert werde, 

bei denen die Kenntnis des theoretischen Zusammenhanges des Verfahrens 

erwartet werden mufs, ist nicht zu befUrchten; denn man kann in der 

Praxis sehr oft die Erfahrung machen, dafs gerade die, die zunachst nur 

die mechanische Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate kennen 

lernen, nachher das regste Interesse zeigen, sie eingehend zu studiren. 

Auch wird es nur vortheilhaft sein, dafs der in der Praxis stehende 

Geodat nach den mechanischen Regeln und Formularen in vereinzelt 

vorkommenden Fallen arbeiten kann, ohne erst alle zu benutzenden 

Formeln zu entwickeln, und dafs er bei umfangreichen Arbeiten leicht 

Gehiilfen nach dem angegebenen Verfahren zur mechanischen AusfUhrung 

mancher Rechnungen ausbilden kann. 

Fiir die Wassermessungen ist in den Beispielen des 1. Teiles eine 

Berechnung der mittleren Fehler durchgefUhrt, um zu zeigen, wie bei diesen 

Messungen ein Anhalt fUr die Genauigkeit der Ergebnisse gewonnen werden 

kann. Wenn in der Praxis haufiger die mittleren Fehler der einzelnen 

Messungen festgestellt und danach die mittleren Fehler der Endergeb

nisse berechnet wiirden, wiirde sehr oft ein ganz anderes Urteil tiber 

die Zuverlassigkeit der berechneten Geschwindigkeiten und Wassermengen 

erlangt werden, als es jetzt geschieht. Die im iibrigen bei den Wasser

messungen vorkommenden und zur Behandlung nach der Methode der 

kleinsten Quadrate geeigneten Rechnungen werden nach ahnlichen im 

II. Teile behandelten Beispielen ohne weiteres durchgefiihrt werden 

konnen. 

Fiir das Studium der geschichtlichen Entwickelung der Theorie der 

Beobachtungsfehler und der Methode der kleinsten Quadrate, sowie der 

vielen zu ihrer tiefergehenden Begriindung gemachten Versuche, die 

nicht aufgenommen werden konnten, sei auf die Theorie der Beobach-
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tungsfehler von Emanuel Czuber und die in dies em 'vVerke nachgewiesene 

umfangreiche Original-Litteratur verwiesen. 

Die Hauptformeln sind in den Druckbogen a und b ubersichtlich 

zusammengestellt. Beim Binden des Werkes werden diese beiden Bogen 

zweckmafsig fUr sich geheftet. 

Bonn, Februar I893. 

Otto Koll. 

Vorwort zur zweiten A uflage. 

Nachdem die I. Auflage dieses Werkes in 7 Jahren vergriffen ist, 

kann die 2. Auflage im wesentlichen unverandert erscheinen, da sich 

die I. Auflage beim praktischen Gebrauch gut bewahrt hat. Die 

Beispiele zum I. Teil (§ II) sind den gemachten Erfahrungen ent

sprechend erheblich vermehrt worden. Bei den direkten Beobachtungen 

(§ I6 und § I 7) ist nicht, wie in der 1. Auflage, yom arithmetischen 

Mittel als gegebenen Satz ausgegangen, sondern die Formeln sind nach 

der Methode der kleinsten Quadrate wie in allen anderen Fallen ent

wickelt. Die Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen (§ 32) 

und die Berechnung von Liniennetzen (§ 58) *) sind wesentlich vereinfacht. 

Endlich ist in den geeigneten Fallen (bei dem Beispiel im I. Kapitel und 

in den §§ 3I, 36 bis 38 des IV. Abschnittes) das Rechnungsverfahren flir 

die Anwendung der Rechenmaschinen eingerichtet, da das Rechnen mit 

Logarithmen auch bei den geodatischen Rechnungen zweifellos in grofsem 

Umfange durch das Maschinenrechnen verdrangt werden wird. Hierbei 

wird ganz erheblich an Zeitaufwand gespart, und namentlich die am 

meisten vorkommenden Rechnungen konnen einfacher und eleganter 

gestaltet werden. Die Verfolgung der Rechnungen ist durch die Ein

stellung der fUr das Maschinenrechnen geeigneten Formeln nicht wesent-

*) N ach Gau[s, Die trig. und polyg. Rechnungen in der Feldme[skunst. 2. Aufl. 

I. Teil. S. 538 u. f, 
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lich erschwert, da nach diesen Formeln auch sehr gut logarithmisch 

gerechnet werden kann und in den gegebenen Rechnungen noch manche 

Zwischenzahlen aufgeschrieben sind, die bei der praktischen Durchfiihrung 

der Rechnungen weggelassen werden konnen. 

Auf die Korrektur des Satzes ist alle mogliche Sorgfalt verwendet 

worden, wobei mein KoUege Hill mer mir wertvolle Hiilfe geleistet hat. 

Ich danke ihm auch hier dafiir und danke ferner der Druckerei fiir die 

aufserordentlich sorgfliltige Ausfiihrung des schwierigen Satzes, wodurch 

die Korrektur sehr erleichtert worden ist. 

Endlich danke ich auch dem Herm Verleger dafiir, dafs er die 

2. Auflage ebenso wie die I. Auflage vorzuglich ausgestattet hat. 

B e rl in, J uni 1901. 

Otto Koll. 
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1. TElL. 

Theorie der Beobachtungsfehler. 

§ 1. Einleitung. 

1. Die Ergebnisse aller unserer Messungen sind, wenn wir die Messungen 
auch mit aller erforderlichen Sorgfalt ausfiihren, stets mit Me s sun g::;- oder 
Beobachtungsfehlern behaftet. Diese Fehler sind im allgemeinen mehr oder 
minder gro[s, je nachdem bei der Messung grobete oder feinere Instrumente 
verwendet werden und je nachdem dies oder jenes Messungsverfahren ein
geschlagen wird. 

Die Messungs- oder Beobachtungsfehler gehen iiber auf alle Griifsen, die aus 
den Messungsergebnissen abgeleitet werden; demnach sind auch diese Gro[sen im 
allgemeinen mit mehr oder minder gro[sen Fehlern behaftet. Damit die aus den 
Messungsergebnissen abgeleiteten Griifsen aber dennoch fiir einen bestimmten Zweck 
verwendet werden konnen, miissen die Fehler innerhalb gewisser Grenzen liegen, 
die fUr verschiedene Zwecke in der Regel verschieden sein werden. 

So11 beispielsweise die Karte eines hochwertigen stadtischen Grundstiickes 
benutzt werden, urn danach die Plane fiir die Bebauung des Grundstiickes zu fertigen 
und so11 die Flachengriifse des Grundstiickes benutzt werden, um danach und nach 
dem vereinbarten Preise fUr die Flacheneinheit den Kaufpreis zu bestimmen, so 
miissen die Grenzen, zwischen denen die Fehler a11er Ma[se liegen miissen, we it 
er.ger sein, als wenn die Karte von einem Wiesengrundstiicke und dessen Flachen
griifse lediglich benutzt werden so11, urn einen Plan fiir die Bewasserung des Grund
stiickes zu entwerfen und den Preis fiir die Ausfiihrung der geplanten Anlage zu 
ermitteln. 

Deshalb ist nach dem Zweck, der durch die Messungen erreicht werden soli, 
zu bestimmen, wie gro[s die Fehler sein diirfen, womit die zu bestimmenden Griifsen 
behaftet sein konnen und wie gro[s dementsprechend auch die Beobachtungsfehler 
sein diirfen, oder kiirzer ausgedriickt, welcher G r a d von G en a u i g k e it erreicht 
werden mu[s. 

2. Von dem Grade der Genauigkeit ist weiter 
erforderliche Arbeits- und Kostenaufwand abhangig. 

KolI. 2. Ann. 

auch der zu dessen Erreichung 
Je genauer die Arbeiten aus-

1 
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gefiihrt werden, desto grofser wird im aIlgemeinen auch der Arbeits- und Kosten
aufwand sein. Nun wird aber stets verlangt, diesen Aufwand auf ein Minimum zu 
beschranken; und so mit ist in jedem FaIle die Aufgabe zu losen, fur die aus
zufiihrendeMessung die lnstrumenteund dasVerfahren so zuwahlen, 
dafs mit einem moglichst geringen Arbeits- und Kostenaufwande der 
Genauigkeitsgrad erreicht wird, der fur den Zweck der Arbeit 
erforderlich ist. 

Urn diese Aufgabe losen zu konnen, miissen wir uns eingehend mit den Be
obachtungsfehlern beschaftigen und Regeln zu gewinnen such en, denen diese schein
bar ganz regeIlos auftretenden Fehler folgen. 

§ 2. Verschiedene Arten der Beobachtungsfehler. 

1. Wir unterscheiden drei verschiedene Arten der Beobachtungsfehler, namlich 
grobe Fehler, konstante Fehler und zufallige Fehler. 

Ais grobe Fehler bezeichnen wir solcheFehler, die in Folge eines groben 
Versehens' auftreten, also, beispielsweise bei Langenmessungen, Fehler von 1 m, 

2 m, 5 10 , 10 m, 20m u. s. w., die durch unrichtige Ablesung oder in Folge unrichtigen 
Zahlens der ganzen Latten- oder Mefsbandlangen entstehen. 

Unsere Messungen miissen stets so angeordnet werden, dafs die auftretenden 
groben Fehler als solche erkannt werden k6nnen; die mit groben Fehlern be
hafteten Messungsergebnisse miissen verworfen und durch andere, durch Nach
messung gewonnene, nicht mit groben Fehlern behaftete Messungsergebnisse ersetzt 
werden. Die Erorterung dariiber, wie die Messungen zweckmafsig anzuordnen sind, 
damit die auftretenden groben Fehler als solche erkannt werden konnen, und wie 
die Messungsergebnisse herausgefunden werden konnen, die mit groben Fehlern 
behaftet sind, gehort in das Gebiet der Landmefskunde und bleibt im folgenden 
unberiicksichtigt. 

2. Ais konstante Fehler bezeichnen wir solche Fehler, die die Messungs
ergebnisse stets in demselben Sinne beeinflussen oder durch die die Messungs
ergebnisse entweder stets zu grofs oder stets zu klein werden. Die konstanten 
Fehler entstehen meistens durch UnvoIlkommenheiten der von uns bei den Messungen 
benutzten lnstrumente und dadurch, dafs wir einzelne Messungsoperationen regel
mafsig in gleicher Weise unvollkommen ausfiihren. Beispielsweise entstehen bei 
Langenmessungen konstante Fehler dadurch, dafs die benutzten Mefslatten u. s. w. 
nicht genau ihre richtige Lange haben,' dafs sie nicht genau in die zu messende 
Linie gelegt werden u. s. w.. J e nachdem die Latten zu lang oder zu kurz sind, 
wird sich ein zu kleines oder ein zu grofses Langenmafs ergeben, und in Folge 
des Ausweichens aus der zu messenden Linie wird das Langenmafs jedesmal 
zu grofs. 

Die konstanten Messungsfehler miissen in ihrer GrOfse durch moglichst ge
naue Berichtigung der Instrnmente beschrankt werden. Ferner miissen die Messungen, 
wenn irgend thunlich, so angeordnet werden, dafs die konstanten Fehler unschad
lich gemacht werden, indem solche Messungsergebnisse, die die konstanten Messungs
fehler im entgegengesetzten Sinne enthalten, zu einem von den konstanten Fehlern 
freien Endergebnis vereinigt werden. Endlich miissen solche Messungsergebnisse, 
die nicht von konstanten Fehlern befreit werden konnen, bei der Berechnpng der 
daraus abzuleitenden Grofsen thunlichst derart verwertet werden, dafs diese Grofsen 
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so wenig wie moglich dadurch beeinflufst werden. Wie dies alles auszufiihren ist, 
ist ebenfalls nicht im folgenden, sondern in der Landmefskunde zu erortern. 

3. Die zufalligen Fehler sind die unvermeidlichen, das Messungsergebnis 
rein zufallig bald im positiven, bald im negativen Sitme beeinflussenden, nach Aus
scheidung der groben und konstanten Fehler iibrigbleibenden Beobachtungsfehler. 
Die zufalligen Fehler setzen sich zusammen aus sehr vielen Einzelfehlern. 
Wenn wir beispielsweise mit einem Theodoliten einen Winkel mess en, so setzt sich 
der zufallige Beobachtungsfehler zusammen aus den klein en Fehlern, die bei der 
Aufstellung des Instrumentes iiber dem Winkelpunkte, bei der Centrirung der anzu
visirenden Signale, bei der Horizontalstellung des Teilkreises, bei der Einstellung 
der Signale zwischen den Faden des Fadenkreuzes, bei der Ablesung am Teil
kreise u. s. w. entstehen. Aile die angefiihrten Fehler sind wieder zusammengesetzt 
aus sehr vielen kleineren Fehlern; und wenn uns unsere Sinne erlaubten, auch die 
kleinsten Fehler wahrzunehmen und festzustellen, so wiirden wir erkennen, dafs 
der bei einer Winkelmessung vorkommende und auch jeder andere vorkommende 
Beobachtungsfehler zusammengesetzt ist aus sehr vielen sehr kleinen Einzelfehlern. 

Da nun, wie wir bereits besprochen haben, unsere Messungen so angeordnet 
werden miissen, dafs etwa auftretende konstante oder einseitig wirkende Fehler 
nicht in das Endergebnis der Messung iibergehen, der hier allein zu betrachtende 
zufallige Beobachtungsfehler des Endergebnisses also nur die zufalligen Einzel
fehler umfafst, die bald positiv, bald negativ sind, so konnen wir, wenn wir noch 
die Annahme machen, dafs aile sehr kleinen Einzelfehler gleich grofs sind, die 
Hypothese aufstellen: 

Der zufallige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses 
ist gleich der algebraischen Summe der in sehr grofser Zahl auf
tretenden, sehr kleinen, gleich grofsen, positiven und negativen 
zufalligen Einzelfehler.¥) 

Urn, von dieser Hypothese ausgehend, weitere Regeln zu gewinnen, miissen 
wir zunachst einige allgemeine Satze iiber zufallige Ereignisse entwickeln. 

§ 3. Wahrscheinlichkeit zufalliger Ereignisse. 

1. Als zufallige Ereignisse bezeichnen wir solche, die durch Ursachen 
herbeigeflihrt werden, deren Zusammenhang oder deren Wirkung wir nicht in 
solcher Weise zu erkennen vermogen, dafs wir das durch sie bedingte Ereignis 
voraus bestimmen konnen. 

Werfen wir z. B. einen richtig konstruirten Wiirfel auf eine Platte, so sagen 
wir, dafs es zufallig ist, welche Seite des Wlirfels oben erscheint. Die Ursachen, 
die es bedingen, dafs eine bestimmte Seite des Wiirfels nach oben kommt, sind: 
die Lage des Wlirfels in unserer Hand, die Kraft, mit der wir den Wlirfel werfen, 
die Entfernung der Hand von der Platte, die Richtung des Wiirfels gegen die 
Platte, die Beschaffenheit der Platte u. s. w.. Die Wirkung aller dieser Ursachen 
ist aber so wenig sicher voraus bestimmbar, dafs wir nicht sagen konnen, welches 
das durch sie bedingte Ereignis sein wird, welche Seite nach oben kommen wird. 
Ebenso werden wir es als zufallig gelten lassen miissen, welche Karte gezogen wird, 
wenn wir jemand aus einer Reihe von Karten eine ziehen lassen. 

*) Vergleiche die Grundziige der Wahrscheinlichkeits·Rechnung von G. Hagen, Berlin, 
Ernst & Korn. 

1* 
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2. \Venn wir nun eine Reihe gleichartiger zufalliger Ereignisse und das V or
kommen eines der zufalligen Ereignisse aus dieser Reihe ins Auge fassen, so 
werden wir weiter sagen konnen, da[s es gleich wahrscheinlich ist, ob dies oder 
jenes Ereignis vorkommt. 

Wenn wir also einen Wiirfel einmal aufwerfen, dessen Seiten 1, 2, 3, 4, 5, 
6 Augen aufweisen, so werden wir sagen konnen, dafs es gleich wahrscheinlich ist, 
ob wir 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 werfen. 

Werfen wir zwei soIcher Wiirfel zusammen auf, so konnen die folgenden 
Wiirfe vorkommen: 

Es z e i g t: 

Wiirfel I iWiirfelU\ W. I' w.n IW. I I W. n IW. I I w. I1\W. I I w.n \ W.I I w.n 
I I 

, 

1 Auge 11 Auge 2 A. 11 A. 3 A.! 1 A. 4 A.I 1 A. 5 A.! 1 A. 6 A'I 1 A. 
1 

" 
i 2 Augen 2 

" I ~ " 
3 • 1 2 " 

4 
" ! 2 " 

5 
" i 2 " 6 " 2 

" 1 
" 1 3 " 

2 
" " 

3 
" 

3 
" 

4 
" I 

3 
" 

5 
" 

' 3 
" 

6 
" i 

3 
" 1 ' 4 2 !4 3 4 4 

" i 
4 5 14 6 4 

" 15 " " " " I " " " " " " 1 2 5 3 I 5 4 5 5 5 6 , 5 
" " " " " " " " " " " I " 1 

1

6 2 I 6 3 I 6 4 ! 6 5 6 6 6 
" " " " " " " " " " " I " I I 

, 
, 

Auch in diesem Falle werden wir sagen konnen, da[s das Vorkommen eines 
jeden dieser Wiirfe beim einmaligen Aufwerfen der beiden Wiirfel gleich wahr
scheinlich ist. 

3. Betrachten wir aber weiter das Ergebnis, das aus dem Zusammentreffen 
mehrerer zufalligen und gleich wahrscheinlichen Ereignisse folgt, so erkennen wir 
leicht, dafs das Vorkommen der verschiedenen moglichen Ergebnisse nicht gleich 
wahrscheinlich ist, weil unter den iiberhaupt moglichen Ergebnissen die verschiedenen 
Ergebnisse nicht in gleicher Anzahl vorkommen. 

Betrachten wir beispielsweise die vorstehend aufgefiihrten Wiirfe, die aus 
dem Zusammentreffen aller mit zwei einzelnen Wiirfeln moglichen Wiirfe folgen 
und stellen die Augenzahlen fest, die diese Wtirfe ergeben, so finden wir, da[s 
unter den tiberhaupt moglichen 36 Wiirfen sich 

ergiebt. 

1 Wurf befindet, der die Augenzahl 2, 
2 Wiirfe befinden, die die Augenzahl 3, 

3 " " "" " 4J 

4 
" " " " 

5, 

5 
" " " " 

., 6, 
6 

" " 
., 

" " 
7, 

5 
" " " " " 

S, 

4 
" " " " " 

9, 
3 

" " " ,. " 
10, 

2 
" " " " " 

11, 
1 Wurf befindet, del' die Augenzahl 12 

Hiernach sehen wir, da[s unter den uberhaupt moglichen die die verschiedenen 
Augenzahlen ergebenden Wiirfe nicht gleich oft vorkommen und wir konnen 
daraus schlie[sen, da[s es nicht gleich wahrscheinlich ist, beim Werfen mit zwei 
Wtirfeln diese oder jene Augenzahl zu erhalten. Wir finden, da[s es am wahr-



§ 4. Hauptsatze der Wahrscheinlichkeitsrec1mung. 5 

scheinlichsten ist, die Augenzahl 7 Zll werfen, schon weniger wahrscheinlich, die 
Augenzahlen 6 und 8, noch weniger wahrscheinlich, die Augenzahlen 5 und 9, 
4 und 10, 3 und 11 zu werfen, und dafs es am unwahrscheinlichsten ist, die Augenzahlen 
2 nnd 12 zu werfen. vVir erinnern uns auch daran, dafs bei den kindlichen Wurfel
spielen dies em Verhaltnis Rechnung get rag en wird, indem die Gewinne fur die 
verschiedenen Wurfe abgestuft und namentlich auf die Wurfe 2 und 12 immer die 
hochsten Gewinne gesetzt werden. 

Wenn wir in ahnlicher Weise die Ergebnisse betrachten, die wir beim Werfen 
mit 3 oder mehr Wurfeln erhalten, so finden wir, dafs sich bei Hinzunahme eines 
weiteren \Vurfels die Zahl der moglichen Wurfe jedesmal auf die 6fache Zahl 
erhoht, so dafs flir n Wurfel die Zahl der moglichen Wurfe gleich 6 n ist. 
Ferner finden wir, dafs in jedem Falle die am meisten vorkommende Augen
zahl gleich 31/2 n ist, wenn die durchschnittliche Zahl der Augen eines Wurfels 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 311 d d' A hi d W"!' I . B h . d -----6 ....... _-= 2, un n Ie nza er urle 1St. eac ten wir ann 

noch, dafs es fUr die Erlangung einer bestimmten Augenzahl ganz gleich ist, ob 
n Wurfel einmal, oder ob 1 Wurfel n mal aufgeworfen wird, so konnen wir weiter 
schliefsen, dafs es am wahrscheinlichsten ist, bei n maligem Aufwerfen eines Wurfels 
31/2 n Augen zu werfen. 

In ahnlicher Weise, wie wir hier fur das Wurfelspiel schon einigen Anhalt 
fur das Vorkommen bestimmter zufalliger Ereignisse gewonnen haben, konnen wir 
auch fur andere Faile solchen Anhalt gewinnen. Wir erkennen also schon, dafs 
sich in der That fUr das V orkommen zufalliger Ereignisse gewisse Regeln auf
stellen lassen. Damit wir diese aber in bestimmtere Form fassen konnen, muss en 
wir uns zunachst einige Hauptsatze del' Wahrscheinlichkeitsrechnung aneignen. 

§ 4. Hauptsatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Hauptsatz I: Die Wahrscheinlichkeit Wfur das Eintreffen eines 
Ereignisses ist, wenn aile in Betracht kommenden Falle gleich wahr
scheinlich sind, das Verhaltnis der Anzahl n derjenigen Falle, die 
fur das Ereignis gunstig sind, zur Anzahl N aller moglichen Falle; 
es ist also. 

(1) 

Die Wahrscheinlichkeit TV" dafur, dafs das Ereignis nicht ein
trifft, ist: 

(2) 
N-n 

TV" =--. 
N 

Die Summe del' Wahrscheinlichkeiten W und TV" ist: 

W+Wn=;+NN!!=~=I= del' Gewifsheit. 

Wenn ein Wurfel aufgeworfen wird, so sind die 6 Falle moglich, 1, 2, 3, 4, 
5 oder 6 Augen zu werfen, und alle diese Falle sind gleich wahrscheinlich. Fur 
das Ereignis, mit dem Wurfel z. B. 2 Augen zu werfen, ist einer dieser 6 Falle 
giinstig. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafUr, mit einem Wurfel 2 Augen 

1 
zu werfen: W = 6' ferner die Wahrscheinlichkeit dafiir, nicht 2 Augen zu werfen: 
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Wn = 6 ~1 = !_ und endlich die Wahrscheinlichkeit dafilr, entweder 2 oder nicht 

·2 zu werfen: 

TV + W n = -{- + : = {- = 1 = der Gewifsheit. 

Hauptsatz II: Die Wahrscheinlichkeit WfUr das Eintreffen eines 
Ereignisses ist, wenn die in Betracht kommenden Falle nicht gleich 
wahrscheinlich sind, gleich der Sum me der Wahrscheinlichkeiten 
W" W 2 , Wa, ••••• der ffir das Ereignis gfinstigen F1ilIe; es ist also: 

(4) 

Sind in einem Haufen Karten 5 Treffs, 4 Piques, 8 Coeurs und 7 Carreaus, 
also zusammen 24 Karten gemischt, so ist nach Formel (1) die Wahrscheinlichkeit 

dafilr, aus diesem Haufen Treff zu ziehen: W1 = :4' die Wahrscheinlichkeit daffir, 

Pique zu ziehen: W2 =;4 und demnach die Wahrscheinlichkeit dafilr, aus dem 

Haufen eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (4): 

Diese Wahrscheinlichkeit erhalten wir auch nach dem Hauptsatz I; denn unter 
den 24 Karten sind im ganzen 9 schwarze Karten und demnach ist die Wahrschein
lichkeit dafilr, eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (1): 

Hauptsatz III: Die Wahrscheinlichkeit Wz fUr das Zusammen
treffen mehrerer von einander unabhangigen Ereignisse ist gleich 
dem Produkte der Wahrscheinlichkeiten w" t02, Wa, ..... ffir das Ein
treffen dieser Ereignisse; es ist also: 

(5) TV. = W 1 • W2 • 'II'a. • ••. 

Sind in einer Urne 13 weifse und 3 schwarze Kugeln, in einer zweiten Urne 
7 weifse und 5 schwarze Kugeln, so ist nach Formel (1) die Wahrscheinlichkeit 

daffir, aus der ersten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen: Wi = 136' und die Wahr

scheinlichkeit dafilr, aus der zweiten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen: W2 = f2' 
Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei je einem Zuge aus beiden Urnen 
nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (5): 

Denken wir uns die Kugeln in der Urne I mit den Nummern 1, 2, 3, .... 16, 
in der Urne II mit den Nummern 1, 2, 3, '" 12 so bezeichnet, dafs die schwarzen 
Kugeln in beiden Urnen die ersten Nummern haben, so sind folgende FaIle mag
lich, worin aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln gezogen werden: 
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I 

I Kugel 1 I Kugel 1 
I ,,2 ,,1 

I , I ! Urne I i Urne II 
I I 

I ,,3 ,,1 

Es wird gezogen aus: 

U. I I u. II I u. I I u. II I u. I I u. II I u. I I u. II 

K.11K.2 

" 2 I " 2 
,,3 ,,2 

I K.l K.3 

" 2 
" 3 

" 3 
" 3 

K.l 

" 2 
" 3 

K.4 

" 4 
" 4 

K.l 

" 2 
" 3 

K.5 

" 5 
" 5 

Die Anzahl dieser filr das Ereignis, nur schwarze Kugeln zu ziehen, giinstigen 
Faile ist: 'It = 3·5 = 15, und die Anzahl ailer iiberhaupt moglichen Ziige ist, wie 
leicht zu iibersehen ist, : N = 16 . 12 = 192. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, 
bei je einem Zuge aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (1): 

15 5 
1V=192=64' iibereinstimmend mit der oben nach Formel (5) erhaltenen Wahr· 

scheinlichkeit Wz • 

Hauptsatz IV: Die Wahrscheinlichkeit W. fiir das Zusammen· 
treffen zweier von einander abhangigen Ereignisse ist gleich der 
Wahrscheinlichkeit w fiir das Eintreffen des ersten Ereignisses mal 
der Wahrscheinlichkeit w dafiir, dafs nach dem Eintreffen des ersten 
Ereignisses das zweite Ereignis eintreffen wird, es ist also: 

(6) W.=w·w. 
Liegen in 2 von 3 Urnen nur weifse Kugeln, in der dritten Urne nur schwarze 

Kugeln, und ist es unbekannt, in welchen von den drei Urnen die weifsen oder 
schwarzen Kugeln liegen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus Urne I eine weifse 

Kugel zu ziehen, nach Formel (1): w={-. 1st dies Ereignis eingetreten, ist also 

thatsachlich aus Urne I eine weifse Kugel gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, nun ebenfalls aus Urne II eine weifse Kugel zu ziehen, nach Formel (1): 

w = -~. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs die Urnen I und II die 

weifsen Kugeln enthalten, nach Formel (6): 

2 1 1 
Wz=w. w=-S''2=S' 

Diese Wahrscheinlichkeit erhalten wir auch direkt nach Formel (1); denn es 
sind iiberhaupt nur die 3 Fane moglich, dafs Urne I und II, dafs Urne I und III 
oder dafs Urne II und III die weifsen Kugeln enthalten, und unter diesen 3 Fallen 
ist nur der erste Fall fiir das von uns ins Auge gefafste Ereignis, dafs die Urnen I 

1 
und II die weifsen Kugeln enthalten, giinstig; somit ist nach Formel (1): W=:r' 

§ 5. Beziehung zwischen der GrMse der Beobachtungsfebler 
und der Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens. 

1. Kehren wir nun zur Betrachtung der Beobachtungsfehler zuriick, so konnen 
wir die am Schlusse des § 2 aufgestellte Hypothese noch durch den Zusatz er
weitern, dafs die Wahrscheinlichkeit flir das Vorkommen positiver und negativer 
Einzelfehler gleich ist, was unmittelbar aus dem Charakter der zufalligen Einzel· 
fehler folgt. Hiernach lautet die Hypothese: 
(7) Der zufallige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses 
ist gleich der algebraischen Summe der in sehr grofser Anzahl auf-
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Die Zahlen, die angeben, in. wie vielen Fallen der Beobachtungsfehler auf 
e, 2 e, 3 e, . . . . . anwachst, sind Binomialkoeffizienten, also ist: 

(2 v) = ~_~"J2 _1:'."~ 1 ) 
2 1· 2 ' .... , ( 2 v) = 2 v ( 2 v-I) (2 v - 2) .... ( v + 1) . 

v 1·2·3· .... v 

Die Gesamtzahl aller moglichen FaIle ist allgemein 22V; denn beim Auf
treten eines Einzelfehlers sind 2 FaIle moglich und mit jedem neu auftretenden 
Einzelfehler ergeben sich aus jedem moglichen FaIle immer zwei neue mogliche FaIle. 

3. Die Wahr5cheinlichkeit dafur, dafs sich aus einer Reihe von zufalligen 
Einzelfehlern ein bestimmter Beobachtungsfehler bildet, ist nach dem Hauptsatz I 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich der Anzahl der fur dies Ereignis gUnstigen 
FaIle dividirt durch die Anzahl aIler moglichen FaIle. 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit Wo, W~" W4, daffir, dafs sic-h beim 
Auftreten von 4 zufalligen Einzelfehlern die Beobachtungsfehler 0, ± 2 e, ± 4 e bilden, 
nach der vorstehenden Tabelle: 

Ferner istaIlgemeindieWahrscheinlichkeitlVo, W2', W4E, ..•• W2(,', W2«(l+1)" 
W 2 (v - 2) E, W 2 (v -1) " W 2 v, dafUr, dafs sich beim Auftreten von 2 v zuftilligen Einzel
fehlern die Beobachtungsfehler 0, ±2e, ± 4e, .... ±2I?e, ± 2 (I? + l)e, .... ± 2 (v-2)e, 
2(v-l)e, 2ve bilden: 

I Wo= (2;) 2- 2v , 

(1') W 2 (' , = ( 2 v ) 2 - 2 v , I v-I? 

W2(v-2). = (22v) 2- 2v , 

W ( 2v )2- 2V W ( 2v )2- 2V 2.= v-I ,4,= v-2 , ..... , 

W ( 2v )2- 2V ' 
2«,+1)8= V-(I?+I) , ...... , 

Der Zahlenwerth von 2"-2v nimmt sehr rasch ab mit "zunehmendem v. Er ist 

: fUr v=l, 1~24 ffir v=5, 164~5n;fUrv=10u.s.w .. SomitwirdbeimAuftreten 

einer grOfseren Zahl zufalliger Einzelfehler auch die Wahrscheinlichkeit W 2 v,, 
JV2\v-1)', W2(v-2)', .... fUr das Vorkommen der sehr grofsen Beobachtungs
fehler ± 2 v e, ± 2 (v - 1) e, ± 2 (v- 2) e, .... sehr gering, wodurch es zu erklaren 
ist, dafs bei Beobachtungen, wo sehr viele Einzelfehler auftreten, doch sehr grofse, 
ans der Anhaufung sehr vieler positiver oder sehr vieler negativer Einzelfehler 
entstehende Beobachtungsfehler nicht vorkommen, obwohl ihr Vorkommen denk
bar ist. 

t. Aus der Betrachtung der unter Nr. 2 und 3 gewonnenen Ergebnisse konnen 
wir bereits folgendes entnehmen: 
(8) Es ist am wahrscheinlichsten, dafs der Beobachtungsfehler 
Null vorkommt. 

Die Wahrscheinlichkeit fUr das Vorkommen der verschiedenen 
Beobachtungsfehler ist verhaltnismafsig sehr viel kleiner ffir 
grofsere als fUr kleinere Beobachtungsfehler, sie ist verschwindend 
klein fUr sehr grofse Beobachtungsfehler. 

Das Vorkommen gleich grofser positiver und negativer Be
obachtungsfehler ist gleich wahrscheinlich. 

5. Aus den in (1 *) gewonnenen Ausdrucken ffir die Wahrscheinlichkeit Wo 
und W2(lE daffir, dafs der Beobachtungsfehler ° oder 2 I? e vorkommt, konnen wir 
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eine einfache allgemeine Gleichung entwickeln, die die Beziehung darstellt zwischen 
der GrOfse eines Beobachtungsfehlers und der Wahrscheinlichkeit seines Vor· 
kommens. 

Wir benutzen hierbei die folgenden Formeln: 

1 1 1 1 - "+-9- -"'+---36(j8+ ---.... 
xl=1.2.3 ..... (z-I).x=v 2 n;.x ~'e 12.: J: 1260",' 

worin 11' = 3,141592 ..... der halbe Umfang des Kreises fur den Radius r = 1 und e 

die Grundzahl der naturlichen Logarithmen ist. 
Nun ist nach (1 *): 

(5") 

2v.(2v-l) ...... {v+2).{v+l) 
1 . 2 ...... (v-I)· v 

_ 2 v· (2 '11- 1 )'" ... ( '11+2). ( '11+ 1) . v· (v - 1) .... . 2·1 
- 1 2· ..... ('11-1). v .'11·('11-1) ..... 2·1 

1 1 1 
(2 '11)1 V~· (2 v) 2v + '2-. e -2v+ 12.2V-~+"'" 

=-v! v! = 

danach ist: 

1 ( 1 1 5 ) 
Wo= vvn; 1- 8 '11+128'11 2 +1024'11 3 - ..... 

oder, wenn v sehr grofs ist,: 

(8") 

(9") 

Sodann ist nach (1*): 

W2(l8=( 2'11 )2- 2V , und darin: 
v-(! 

2v.(2v-l) ..... (v+(!+2)·(v+(!+1) 
1 2· (v-.«(!-I». (v-(!) 

_ 2 v· (2 v -1) ..... ('11+ (! + 2)· ('11+ (! + 1) . (v + (!) . (v + (! -1) ...•. 2 ·1 
-1 . 2· (v-«(!+I»)· (v-(!) ·(v+(!)·(v+(!-I) ..... 2·1 

(2 v)! 
= (v-(!)!(v+(!)!' 

Wahrend nach W) und W) Wo=(2v)! 2- 2v ist,' ist nach (9") und (10") 
v! v! 

W (2v)! 2- 2v 1 
2(J8= (v-(!)! (v+(!)! ' aso: 
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wonach 

(14') (v-{J+{)lgC v (J)+(v+{J+})lgC-t{J) 
= - 2 {J~ + (2 v + 1 ) i (~ ) 2 - 2 {J -~ (-~r + (2 v + 1 ) {- (-~ t - .... 
= -(v- i) (-~r - (-~ v-i) (~r - (isv-jJ (-~t - (;8 v-{) (_~_)8 - ..... 

oder da -~, }, -}, i, ..... gegenuber v, iv, 1~ v, 2~ v, ..... verschwindend 

klein ist, 

wird, und somit 
1 1 (>' 1 (>4 1 (>6 1 (l8 

(15.) C v (J) v-(> + 2. C-t (J) V+(l+ 2 =e - v --6- j)s-15v'-2g ;;7- .. · .. 

wird. Endlich ist: 

Wird nun fur Wo der in (S·) erhaltene Ausdruck eingesetzt und die Potenz 
von e nach (3 *) in eine Reihe verwandelt, so ergiebt sich: 

(20·) W2(l8=-~ (1- e_§l +1 (H)2 (1-~) __ ~ ({J-.R) 3 (1--~+-~;) vvn v 2! v . 3v 31 v v 5v· 
+ I! ({J!t (1- ~+i::2-7 ~3-"")' 

oder wenn wieder beachtet wird, dafs ~ sehr klein ist: 
v 

(21') W 2 (l • = 17! -;; (1 - {Jv {J + 21! ( (J;" (J) 2 - i! (g!) 3 + i-i ( (Jv (J) 4 - ••••• ) • 
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Wie eine Vergleichung dieser Reihe mit (3") zeigt, ist hiernach auch: 

(22") 

Bezeichnen wir nun den Beobachtungsfehler 2 (! e mit x, die \'Vahrscheinlichkeit 
II' 2 ~ • dafur, dafs dieser Beobachtungsfehler vorkommt mit y und setzen v (2 e) 2 = N 

so wird 

(23") 
2e 

y=--_--cc e 
v'Nn 

Da die \Verte von y Verhaltniszahlen sind, wofur eine bestimmte Einheit 
noch nicht festgesetzt worden ist, so konnen wir den Ausdruck fur y durch 2 e divi
diren und erhalten: 

(10) 

oder nach (3") : 

1 
y=-- __ ce 

v'Nn 
xx 
N 

(11) y = v' L~~ (1-:; +2\ (:;)2 - 3\ (:~)3 +4~! (:;t - ..... ) . 
6. Die \Vahrscheinlichkeit dafur, dafs ein Beo bachtungsfehler vorkommt, der 

zwischen x und x + dx liegt, ist nach unserm Hauptsatz II gleich der Sum me der 
Wahrscheinlichkeiten fur das V orkommen der zwischen x und x + d x liegenden 
Beobachtungsfehler. Wenn dx eine sehr kleine GrOfse vorstellt, so konnen wir 
annehmen, dafs diese Wahrscheinlichkeiten samtlich gleich sind der Wahrschein
lichkeit y fur das V orkommen des F ehlers x und konnen die Summe der Wahr
scheinlichkeiten fur das Vorkommen der zwischen x und x + d x liegenden Beobacht
ungsfehler darstellen durch das Produkt y. d x . Dies Produkt wird veranschaulicht 
durch einen Flachenstreifen von der Hohe y und der Breite d x . 

Weiter ist auch die Wahrscheinlichkeit W ~ dafur, dafs ein Beobachtungs
fehler vorkommt, der zwischen x = a und x = b liegt, nach unserm Hauptsatz II gleich 
der Summe der Wahrscheinlichkeiten fLlr das V orkommen der zwischen a und b 

liegenden Beobachtungsfehler, und diese konnen wir darstellen durch die Summe 
der Produkte y. d x, die sich mit den Werten von y ergeben, die zu allen zwischen 
a und b liegenden Wert en von x gehoren, so dafs 

TV ~ = J y d x fUr x = a bis x = b (24") 

wird. 
Wird die Beziehung zwischen den Beobachtungsfehlern und der Wahrschein

lichkeit ihres Vorkommens veranschaulicht durch eine Kurve, deren Abscissen 
gleich x und deren Ordinaten gleich y sind, so wird die Wahrscheinlichkeit TV;; 
dafUr, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der zwischen a und b liegt, veran
schaulicht durch die FJache, die zwischen der Kurve, der Abscissenaxe und den 
beiden zu x = a und x = b gehorigen Ordinaten liegt. 

§ 6. Der durchschnittliche, mittlere und wahrscheinliche Fehler. 

1. Wir haben bisher als Einheitsmafs fUr die Beobachtungsfehler den zu
falligen Einzelfehler genommen, wir konnen aber die GrOfse der zufalligen Einzel
fehler nicht bestimmen und deshalb auch die bei den Beobachtungen auftretenden 
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Fehler praktiseh nieht naeh diesem Einheitsmafs messen. Wir konnen aber wohl 
fur die versehiedenen Beobaehtungsarten und fur die versehiedenen Instrumente 
aus Beobaehtungsergebnissen Mittelwerte der Beobaehtungsfehler ableiten und 
dann diese Mittelwerte aueh als Einheitsmafs fiir die Beobaehtungsfehler benutzen. 

Denn wenn wir eine GrOfse, deren wahren Wert (x) wir kennen, wiederholt 
in gleieher Weise beobaehten und dadureh die Beobaehtungsergebnisse AI, Ai' 
A3, ... An erlangen, so Iiefern uns die Untersehiede (x) - A" (x) - A., (x) - A3, •... , 

(x) - An die wahren Beobaehtungsfehler (v/), (v 2 ), (va), .... (v n ). Bilden wir nun 
beispielsweise aus diesen einen Mittelwert d, indem wir die absolute Summe 
[ ± (v)] der F ehler dureh ihre Anzahl n dividiren, so konnen wir dies en Mittel
wert dais Einheitsmafs fiir die Fehler gleiehartiger Beobaehtungen benutzen und 
feststellen, dem wievielten Betrage des Mittelwertes sie gleiehkommen. 

2. Die als Einheitsmafse der Beobaehtungsfehler gebrauehliehen Mittelwerte 
sind der durehsehnittliehe, der mittlere und der wahrseheinliehe Fehler. 

Der durehsehnittliehe Fehler d ergiebt sieh, indem die absolute, d. h. 
die ohne Beriieksiehtigung der V orzeichen gebildete Summe [± (v)] der wahren 
Beobachtungsfehler (v,), (v,), (v 3 ), ••• (v n) durch ihre Anzahl n dividirt wird, 
also nach: 

(12) 
[±(v) ] 

d=--· --- . 
n 

Der mittlere Fehler m ergiebt sieh, indem die Summe [(v) (v)] der 
Quadrate der wahren Beobaehtungsfehler (v/), (v,), (va), .•. (v n ) gebildet, diese 
dureh ihre Anzahl n dividirt und aus dem so erhaltenen Mittelwerte der Quadrate 
die Wurzel gezogen wird, also nach: 

m = + 1 /[(v) ( v ) t 
~ V n 

Der wahrscheinliche Fehler ist der Fehler, der in einer Reihe absolut 
genommener wahrer Beobachtungsfehler ebenso oft ubersehritten, wie nieht er
reicht wird. Er kann bestimmt werden, indem die Fehler ihrer GrOfse nach ge
ordnet werden, und dann ermittelt wird, welcher Fehler in der Mitte der Fehler
reihe liegt. Zweckmafsiger ist es indefs, zunaehst den mittleren Fehler zu bilden, 
und den wahrscheinlichen Fehler naeh einer spater zu bildenden Formel aus dem 
mittleren Fehler zu bereehnen, weil hierbei sam t lie he Fehler ihrer GrOfse 
nach zur Anrechnung kommen, wahrend bei dem zuerst erwahnten Verfahren 
hauptsaehIich die GrOfse der in del' Mitte der Reihe stehenden Fehler bestim
mend ist. 

3. Die vorbezeichneten Mittelwerte del' Beobaehtungsfehler sind abhangig 
von den bei den Beobachtungen benutzten Instrumenten und der Beobaehtungsart; 
denn je naehdem ein mehr odeI' minder feines Instrument, oder je naehdem ein 
mehr oder minder gut durehgebildetes Beobaehtungsverfahren eingeschlagen wird, 
werden sich auch kleinere oder grOfsere Beobaehtungsfehler und dementsprechend 
aueh klein ere odeI' grOfsere Mittelwerte der Beobachtungsfehler ergeben. 

Ferner ist aueh die in den Formeln (10) und (11) vorkommende noch un
bestimmte GrOfse N abhangig von den bei den Beobaehtungen benutzten Instru
menten und der Beobachtungsart. Denn wenn wir beispielsweise Winkel be
obachten mit einem feinen Mikroskoptheodoliten, so wird. die Wahrscheinlichkeit 

1 xx 
y = ~- ---c. e - -j{, einen Fehter x von bestimmter GrOfse zu machen, eine ganz vNn 
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andere sein, als wenn wir den Winkel mit einem einfachen Nonientheodoliten be
obachten. Ebenso wird die vVahrscheinlichkeit y, einen bestimmten Fehler x zu 
machen, verschieden sein, je nachdem dies oder jenes Beobachtungsverfahren ein
geschlagen wird. Diese verschiedenen Werte der Wahrscheinliehkeit y werden 
sich naeh Formel (10) oder (11) aber nur dann ergeben, wenn die GrOfse N den 
versehiedenen Instrumenten und Beobachtungsarten entsprechend verschieden be
stimmt wird. 

J. Weil nun sowohl die Mittelwerte der Beobaehtungsfehler, als aueh die 
GrOfse N von den bei den Beobaehtungen benutzten Instrumenten und der Beob
aehtungsart abhangig sind, so werden diese GrOfsen aueh unter sieh in bestimmter 
Beziehung stehen. Diese Beziehung wollen wir jetzt dureh einfaehe Formeln aus
zudrueken suehen und dann in die Formeln (10) und (11) statt der Grofse N die 
Mittelwerte einfuhren, die aus den Beobaehtungsfehlern immer einfaeh aj:Jgeleitet 
werden konnen. 

Bei der Entwicklung dieser Formeln setzen wir voraus, dafs die Mittelwerte 
der Beobaehtungsfehler aus unendlieh vielen Beobaehtungsergebnissen abgeleitet 
werden. Letzteres trifft zwar in praktischen Fallen nieht zu, wo immer nur Be
{)baehtungsergebnisse in endlieher Anzahl vorliegen; wir werden aber die unter 
Voraussetzung des idealen Falles gewonnenen theoretiseh riehtigen Formeln aueh 
praktisch anwenden konnen, da sie das Verhaltnis der betreffenden GrOfsen zu 
einander so gut wie moglich darstellen werden. 

1m § 5, Nr. 5 batten wir bereits angefnhrt, dafs die Werte von y Verhaltnis
zahlen sind, fur die eine bestimmte Einheit noch nicht festgesetzt ist. Da nun 

nach § 5, Nr. 6 J y d x fur x = - :xl bis x = +:xl die Wahrscheinlichkeit dafur dar

stellt, dafs ein Fehler vorkommt, der zwischen -X) und + CX' liegt, und es gewifs 
ist, dafs bei einer Beobachtung ein Fehler vorkommt, der in dies en Grenzen liegt, 
so setzen wir naeh Formel (3): 

(1') J y d x = 1 flir x = - 'Xl. bis x = + (Xl • 

5. Wenn Beobachtungsergebnisse in unendlich grofser Anzahl voriiegen, so 
kommen bei dies en auch aile Beobaehtungsfehler von x = -Xl bis x = +Xl vor 
und die Fehlerreihe enthalt die einzelnen Fehler in einer Anzahl, die proportional 
ist der Wahrscheinlichkeit dafur, dafs die betreffenden Fehler bei den Beobachtungen 
auftreten. Wenn demnach y dx die Wahrscheinlichkeit dafUr ist, dafs ein Be· 
obachtungsfehler vorkommt, der zwischen x und x + dx liegt, und k eine Konstante 
ist, so stellt k y dx die Anzahl der in der Fehlerreihe vorkommenden Fehler, die 
zwischen x und x + dx liegen, dar und 

(2') n = J k Y d x = k J Y d x fUr x = -Xl bis x = +:x, 
die Anzahl der uberhaupt vorkommenden Fehler. 

6. Weiter erhalten wir dann die Summe aller Fehler, indem wir die Anzahl 
k y dx, in der die einzelnen Fehler vorkommen, mit den betreffenden Fehlern multi
pliziren, und alles addiren, indem wir also in der berechtigten Annahme, dafs alle 
Fehler zwischen x und x + dx gleich x sind, 

[ ± ( v) ] = J k Y x d x = k.f Y x d x fUr x = -:xl bis x = :xl (3') 

hilden. 
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Demnaeh wird naeh Formel (12) der durehsehnittliehe Fehler: 

[+(v)] kfyxdx . 
(4") d=----=- --- fUr x=-oo blS x=+"'" 

n kfYdx 

oder, da naeh (I"): j Y dX=l fur x=--oo bis x=+ooist,: 

(5") d= jYXdX fUr x=- 00 bis x=+oo. 

Fuhren wir hier fur Y den in Formel (10) erhaltenen Ausdruek ein und 
integriren, so erhalten wir: 

1 f _x; -(N- _x~ 
(6") d= {Ii;; e .x.dx=-2Vn-· e fur x=-oo bis x=+oo. 

Der Wert dieses Integrals ist 

VN 
fUr ,c = 0 gleich - 2 V ~ , 
fUr x = 00 gleieh 0, 

VN 
also fur x = 0 bis x = 00 gleieh 2 V;-' 

VN 
und fur x = - DO bis x = + 00 gleieh V;;. 

Somit ist de r d ur ehseh ni t tlie h e F ehler: 

(14) 
VN ,r-

d=-_=0,564190 vN. vn 
't. Die Quadratsumme aller Fehler erhalten wir, indem wir die Anzahl k y d x, 

in der die einzelnen Fehler vorkommen, mit dem Quadrat der betreffenden Fehler 
multipliziren, und alles addiren, indem wir also 

(7") [ ( v) (v)] = j k y X 2 d x = k j y X 2 d x fUr x = - 00 bis x = + 00 

bilden. 
Demnaeh wird naeh Formel (13) das Quadrat des mittleren Fehlers: 

m 2= [(v) (v)) 
n 

fUr x=-oo bis x=+oo 

oder, da naeh (1"): jy d x = 1 fur x = - 00 bis x = + 00 ist,: 

(9") 

Setzen wir hier fur y den in Formel (10) erhaltenen Ausdruek ein und 
integriren partiel, so erhalten wir: 

(10") m2=-1-fe -~; -x 2dx 
{Nn 

VN -- --,r-- xx f xx =2vn (e N. x+ e N. dX) fur x = - 00 bis x = + 00 • 
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Das erste Glied in der Klammer wird fiir x = 0 und fiir x = 00 gleich Null, 

falit also fiir x = - 00 bis x = + 00 fort, wahrend das zweite Glied gleich V N 11' ! Y d x, 

oder da nach (1°) das Integral! Y d x = 1 fiir x = - DC bis x = + 00 ist, gleich {N 11' , 

womit: 
{if ,r -- 1 

(11°) m 2 = - -= V N 11' = 2 N, 
21"11' 

und der mittlere Fehler: 

(15) 
,/f - ,/-

m= V 2 ·VN=0,707107 vN 

wird. 

8. Der wahrscheinliche Fehler wist der Fehler, der in einer Reihe von Be· 
obachtungsfehlern ebenso oft iiberschritten, wie nicht erreicht wird. Es liegen also 
ebenso viele Beobachtungsfehler innerhalb der Grenzen x = - w bis x = + w, wie 
aufserhalb dieser Grenzen; demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafllr, dafs ein Be-

obachtungsfehler vorkommt, der zwischen x = - w und x = + w liegt, gleich ;, 

oder es ist: 

!YdX=-; fiir x=-w bis x=+w, 

= V\~ (;N-{-(~V)3 +5Ai1(~vf -7.131 ($Nf +9.141 (;R)9 - ..... ) 
fiir x=-w bis x=+w. 

Der Wert dieses Integrals ist 
fiir x = 0 gleich 0, 

fiir x=w gleich /; (;N-} (;N)3 + 5 \-1 (~N)5 -7-.13! (;N)7 +9~4! (;lv)9_ ... ) 
also fUr x = - w bis x = + w gleich dem zweifachen Betrage dieses Ausdrucks, 
so dafs: 

(14·) i=l~ (;N--} (;N)3 +5 .12! (0vt -7 .13! (!{Nf +9~(0,l-····)' 
oder 

_. 1 ,/- w 1 ( w )3 1 (W)5 1 (W)7 1 (W)9 (Ii) - vn=0443113= - ---- - +- - - -- -- - +------- -- -
4 ' VN 3 VN 5·2! VN 7·3! VN 9·4! iN .... 

ist. 
Durch Auswertung dieser Gleichung ergiebt sich: 

(16°) -:vir = 0,4769363 = w , w = 0,476 9363 VR = w VN 

und somit fur den wahrscheinlichen Fehler: 

(16) 

(17) 
(18) 

w = 0,476 9363 VN = w VN. 
Aus den Formeln (14), (15). (16) folgt weiter: 

d = 0,797 885 m, 

w = 0,674490 m, 
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wonach der durchschnittliche Fehler d und der wahrscheinliche Fehler w aus dem 
mittleren Fehler m berechnet werden konnen:) 

9. Sobald fur ein Instrument und erne Beobachtungsart ein Mittelwert der 
Beobachtungsfehler bestimmt worden ist, kann jeder Beobachtungsfehler x als ein 
Vielfaches von einem der Mittelwerte d, m, oder w dargestellt werden, indem r d, 

A 0,5 

Fig. 1. 

x J": x 
r m oder r w fur x gesetzt wird, wo r erhalten wird nach: d = r, m = r oder W = r . 

Setzen wir dementsprechend in den Formeln (10) und (11) r d, r m, r w fur x und 

nach den Formeln (14), (15) und (16): d-Y;:;;, mv2, ~ for vN, so erhalten wir als 
OJ 

Wahrscheinlichkeit W r d, W r m, W r w dafor, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, 
der gleich dem r fachen Betrage des durchschnittlichen, des mittleren oder des 
wahrscheinlichen Fehlers ist,: 

,.2 

(17") 
1 ---,r 

Wrci=--·e 
d n ' 

(IS") 

(19") 
OJ _(wr)2 

Wrw=-:;-/=·e , 
wV n 

oder indem wir durch dIn' m :2;" w;n; dividiren: 

') Ein Beispiel siehe S eite 21. 

Koll. 2. Aufl. 2 
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(19) 

(20) 

Wrd=e 

1'~ 

Wrm=e -2 

Theorie der Beobachtungsfehler. 

r2 
=1-

n 
.... } 

1 (r 2) 2 1 (r 2) 3 1 (r 2) 4 
+21 2 -31 2 +41 2 - .... , 

(21) W rw = e - (wr) 2= 1 - (ill j') 2+ i! (ill r) 4 - it (ill r) 6 + i! (ill 1') 8 - ..... 

1. T. 

Fur r = 0 werden TV,· d, W. "" lV,· VJ gleich Eins, wonach durch die letzte 
Division den Werten der Wahrscheinlichkeit dafur, dafs ein F ehler j' d, r m, r tv 

vorkommt, als Einheit die Wahrscheinlichkeit Wo dafur zu Grunde gelegt ist, dafs 
der Beobachtungsfehler Null vorkommt. 

Die sich nach Formel (20) ergebenden Zahlenwerte von TV. m fUr r=O,OO 
bis r = 4,00 k6nnen aus der vorstehenden graphischen Tabelle (Fig. 1) entnommen 
werden und zwar als Ordinaten der vier Kurvenstucke fur die Abscissen r von 
0.00 bis 1,00, von 1,00 bis 2,00, von 2,00 bis 3,00, und von 3,00 bis 4,00. 

10. Die Wahrscheinlichkeit lV~~ dafiir, dafs ein Beobachtungsfehler vor· 
kommt, der zwischen x = - a und x = + a liegt, ist nach (24*) im § 5 : 

(.O') W~~= !YdX fur x=-a bis x=+a. 

Den Wert dieses Integrals erhalten wir, indem wir in dem in (14*) rechts 
stehenden Ausdruck a fUr tv setzen. Damit wird: 

(21') W ~ ~ = l~ C/~ -~ (v:vf + 5 .12! (v:Vf - /3! (v:vf + 9.14! (17Nf - ... } 
, 1'-00 

0,0 

0,5 

/ 
/ 

1,0 
r-o,o 

1,0 

/ 
j 

/ 
1/ 

/ 
/ 

1,0 

/' 

z,o 

......-~ 

2,0 

Fig. 2. 

3,0 

3,0 

Lf,o 
1,0 

0,5 

0,0 
If,0 

Setzen wir nun, wie oben, r d, j' m, j' w an Stelle von a, und d V;, m V 2-, ~. an 
ill 

Stelle von VN, so erhalten wir als Wahrscheinlichkeit W~~~, W~;~, W~;::~,da· 

fur, dafs ein Beobachtungsfehler den r fachen Betrag des durchschnittlichen, mittieren 
oder wahrscheinlichen Fehlers nicht uberschreitet: 

worin n = 3,141 592 ... , ill = 0,476936 ... ist. 
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Die in den Formeln (19) bis (24) vorkommenden Reihen konvergiren 

samtlich. Sie haben wechselndes Vorzeichen und der Quotient G ~ ~ 1 der beiden 

aufeinanderfolgenden Glieder mit (n- 1 )! und n!, der fur die ersten 3 Reihen 

= ~ ( a ,. ) 2, fur die letzten 3 Reihen = ~ ; : + ~ (a r) 2 ist, wird fUr endliche 

Werte yom ,. jedenfalls < 1, wenn die Reihen genugend weit fortgesetzt werden. 
In der nebenstehenden Figur 2 stellen die zu den Abscissen r = 0,0 bis r = 4,0 

gehorigen Ordinaten der Kurve, wenn sie von der unteren Abscissenlinie gezahlt 
werden, die Wahrscheinlichkeit W:: ~~: dafUr dar, dafs der rfache mittlere F ehler 
ni cht uberschritten wird, dagegen, wenn sie von der oberen Abscissenlinie gezahlt 
werden, die Wahrscheinlichkeit dafur dar, dafs der r fache mittlere F ehler uber
schritten wird. 

§ 7. Untersuchung von Fehlerreihen. 
Nach dem bisher Gewonnenen konnen wir vorliegende Beobachtungsergeb

nisse prufen, indem wir die Beobachtungsfehler bilden und untersuchen, ob sie in 
genugender Weise den Regeln fur das Auftreten der Beobachtungsfehler folgen. 

Aus dem Satze, dafs gleich grofse positive und negative Beobachtungsfehler 
gleich wahrscheinlich sind, folgt erstens, dafs in einer Reihe zufalliger Beobachtungs
fehler gleich viel positive und negative Fehler vorkommen mussen, und dafs die 
Summe der positiven Fehler gleich der Summe der negativen Fehler sein mufs. 
Wenn diese Gleichheit der Anzahl und der Sum men der positiven und negativen Fehler 
in einer Fehlerreihe nicht genugend ist, die Ungleichheiten also nicht als zufallige 
angesehen werden konnen, so kann dar auf geschlossen werden, dafs die vorliegenden 
Becibachtungsfehler nicht frei von konstanten Fehlern sind. 

Alsdann ist nachzuforschen, aus we1chen Fehlerquellen die konstanten Fehler 
herruhren und auf Grund des Ergebnisses der Nachforschung ist durch Aenderung 
der Beobachtungsart, Berichtigung der verwendeten Instrumente u. s. w. das fernere 
Auftreten der konstanten Fehler in den Beobachtungsergebnissen wenn moglich zu 
verhindern. 

In manchen Fallen wird auch die Grofse der konstanten Fehler ermittelt 
werden konnen, und dann werden die Beobachtungsergebnisse davon durch An
bringung entsprechender Verbesserungen befreit werden konnen, wonach die ubrig
bleibenden Fehler sich als zufallige. Beobachtungsfehler kennzeichnen mussen. 

Ferner kann untersucht werderi, ob in einer Fehlerreihe die einzelnen Be
obachtungsfehler auch wirklich in einer der Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens 
,entsprechenden Anzahl auftreten. Wird fur alle Fehler, deren Wahrscheinlichkeit 
nicht verschwindend klein ist, die Wahrscheinlichkeit W"m nach dem im § 6, Nr. 9 
angegebenen Verfahren ermittelt, so wird aus [IV ~ m] und der Anzahl n der vor-

liegenden Fehler nach: k = P;rm] ein Faktor erhalten, womit die einzelnen IV r '" 
zu multipliziren sind, urn die Zahlen zu erhalten, die angeben, wie oft die Fehler 
in der vorliegenden Reihe nach dem Fehlergesetze vorkommen sollen. 

B e is pie I: Bei der Haupttriangulation des Konigreichs Sachsen sind nach 
Seite 484 und 485 des ihre Ergebnisse enthaltenden Druckwerkes die in der nach
folgenden Tabelle in Spalte 1 und 3 angegebenen Dreiecksschlufsfehler so oft vor
gekommen, wie in Spalte 2 und 4 angegeben ist. 

Der Fehler 0,0 ist 13 mal vorgekommen, aufserdem sind 86 positive und 98 
negative Fehler vorgekommen. Die Gesamtzahl der Fehler ist also n = 13 + 86 
+ 98 = 197. Nach Spalte 5 und 6 ist die Summe der positiven Fehler: +45,9 und 

2* 
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die Summe der negativen Fehler: - 46,2; demnach ist die Anzahl und die Summe 
der positiven Fehler nahezu gleich der Anzahl und der Summe der negativen 
Fehler, wie es sein mufs.·) 

Es kommt vor der I r=(v) 2kWrm Fehler +ql(V) - q2 (v) W"m kW"m . 
Iql malll (v) Iq2 mal 

(ql + q2) (v)( v) m -(ql+q2) 
(v) 

1. I 2. II 3. I 4. I 5. I 6. II 7. I 8. I 9. I 10. il 11. 

0,0 13 0,0 0,00 0,00 11,000 12,9 -0,1 
+0,1 -To- -0,1 16 1,0 1,6 0,26 0,16 -o.9~- --i2)- :--:':0,6'--
+0,2 18 -0,2 14 3,6 2,8 1,28 0,33 0,946 12,2 -7,6 
+0,3 9 -0,3 17 2,7 5,1 2,34 0,49 0,886 11,4 -3,2 
+0,4 8 -0,4 9 3,2 3,6 2,72 0,66 0,804 10,4 +3,8 

+0,5 9 -0,5 9 4,5 4,5 4,50 0,82 0,715 9,2 +0,4 
+0,6 7 -0,6 8 4,2 4,8 5,40 0,98 0,619 8,0 +1,0 
+0,7 4 -0,7 8 2,8 5,6 5.88 1,15 0,515 6,6 +1,2 
+0,8 5 -0,8 4 4,0 3,2 5,76 1,31 0,422 5,4 +1.8 
+0,9 2 -0,9 6 1,8 5,4 6,48 1,48 0,334 4,3 +0,6 

+1,0 3 -1,0 3 3,0 3,0 6,00 1,64 0,262 3,4 +0,8 
+1,1 2 -1,1 2,2 2,42 1,80 0,198 2,6 +3,2 
+1,2 1 -1,2 1,2 1,44 1,97 0,141 1,8 +2,6 
+1,3 2 -1,3 2,6 3,38 2,13 0,102 1,3 +0,6 
+1,4 1 -1,4 1 1,4 . 1,4 3,92 2,30 0,071 0,9 -0,2 

+1,5 3 1- 1,5 4,5 6,75 2,46 0,048 0,6 -1,8 
+1,6 2 -1,6 1 3,2 1,6 7,68 2,62 0,032 0,4 -2,2 
+1,7 -1,7 1 1,7 2,89 2,79 0,021 0,3 -0,4 
+1,8 -1:S 2,95 0,013 0,2 +0,4 
+1,9 -1,9 1 1,9 3,61 3,11 0,007 0,1 -0,8 

+2,0 -2,0 I 3,28 0,004 0,1 +0,2 
+2,1 -2.1 

I 
3,44 0.003\ 0,0 0,0 

+2,2 -2,2 3,61 0,001 0,0 0,0 
1-

45,9 I 46,2 91,91 86 98 72,71 7,131 -0,3 
'"---r---' 

n= 13+86+98 =197 ± 92,1 m 2 =0,369 [Wrm] = 15,262 196,7, 

I II I 
d= ± 0,47 m= ± 0,61 k=12,9 [kWrm] 

I I 
Die absolute Summe der Fehler ist: [± ( v )] = 45,9 + 46,2 = ± 92,1, womit sich 

nach Formel (12) der durchschnittliche Fehler d = [± ~ v)] = ±1~;,1 = ± 0,47" ergiebt. 

In SpaIte 7 ist die Quadratsumme der Fehler [( v) (v)] = 72,71 gebildet und 

nach Formel (13) der mittlere Fehler m=±1/rTV1TVTI=±V72,7~=+061" be-V n 197 -, 
rechnet. 

') Die DreieckswinkeI sind aus den Werten der Richtungen abgeleitet, die sich nach. 
der Stationsausgleichung ergeben haben. DeshaIb gelangt in ihrer aIgebraischen Summe + 45,9 
0_0 46,2 = - 0,3 nur die aIgebraische Summe der FehIer der Aufsenwinkel des Dreiecksnetzes. 
zum Ausdruck. 
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N ach Spalte 1 bis 4 der Tabelle kommen 97 F ehler vor, die kleiner als 
± 0,35" und 100 Fehler, die grOfser als ± 0,35" sind, wonach w = ± 0,35" als wahr
scheinlicher Fehler angenommen werden kann. 

Nach den Formeln (17) und (18) ergiebt sich fur den durchschnittlichen 
Fehler: d = 0,8 m = 0,8 (± 0,(1) = ± 0,49" und fUr den wahrscheinlichen Fehler: 
1V = 0,67 m = 0,67 (± 0,61 ) = ± 0,41 ", gegenuber den vorher gewonnenen Werten 
d = ± 0,47" und w = ± 0,35" . 

In Spalte 8 sind die Verhaltniszahlen r = ('t1j nachgewiesen, denen in Spalte 9 
m 

die aus der graphischen Tabelle im § 6, Nr.9 entnommenen Zahlen fur die Wahr-
scheinlichkeit IF,· m dafur beigefugt sind, dafs die in Spalte 1 und 3 aufgefUhrten 
F ehler (v) = r m vorkommen. Die Zahlenwerte von Wr m fur F ehler, die grOfser 
sind als ± 2,2 ", sind bereits so klein, dafs sie hier nicht mehr in Betracht kommen. 
Die Sum me [Wrm] fUr aIle Fehler zwischen +2,2/1 und -2,2/1 ergiebt sich aus 
der Wahrscheinlichkeit 1,000 fUr (v) = 0,0 und der doppelten Summe 2·7,131 aller 
\Verte von Wrm fur (v) = 0,1 bis (v) = 2,2, sie ist also [W"m] = 1,000 + 2 . 7,131 

n 197 . 
= 15,262, wonach k = [ Wrm] = 15i62 = 12,9 wlrd. 

Die Produkte k W"m in Spalte 10 der Tabelle sind dann die Zahlen, die an
zeigen, wie oft die in Spalte 1 und 3 nachgewiesenen Fehler nach dem Fehlergesetze 
vorkommen sollen. Die in ahnlicher Weise wie [Wrm] gebildete Sum me [kW"m] 
mufs mit n ubereinstimmen, was auch der Fall ist. Die Vergleichung der Zahlenwerte 
in den Spalten 2, 4 und 10 und die Betrachtung der in Spalte 11 aufgefUhrten 
Summen der Differenzen (kWrm-Q,)+(kWrm-Q2)=2kWrm-(q,+q2) giebt 
einen Anhalt dafur, inwieweit die thatsachlich aufgetretenen Fehler dem Fehlergesetze 
entsprechen. Wie ersichtlich, kommt nur die eine grOfsere Abweichung vor, dafs die 
Fehler + 0,2 und - 0,2 8 mal mehr vorkommen, als nach der Wahrscheinlichkeit fUr ihr 
V orkommen zu erwarten ist; im ganzen entspricht aber das Auftreten der verschie
denen Fehler in der vorliegenden Fehlerreihe ganz gut den dafur gewonnenen Regeln. 

§ 8. Fehlergrenzen. *) 
1. N ach den F ormeln (22), (23) oder (2,1) erhalten wir die Wahrscheinlichkeit 

dafiir, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen Betrag des durch
schnittlichen, des mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers nicht u b ers ch r ei te t. 
Indem wir die erhaltenen Zahlenwerte subtrahiren von der Wahrscheinlichkeit IF = 1 
dafur, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der diesen Betrag entweder uber
schreitet oder nicht uberschreitet, erhalten wir die Wahrscheinlichkeit dafur, dafs 
ein Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen Betrag des durchschnittlichen, 
des mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers uberschreitet. 

(2f» 

Danach ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dafs ein 
Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen mitt

leren F ehler 

fur l' = 1,0 : 
" r=2,0: 
" 1'=3,0: 
" r=3,5: 
" 1'=4,0: 
" 1'=5,0: 

! nicht uberschreitet i 
I 0,6827, ! 

0,9545, 
0,997278, 
0,9995338, 
0,999 936 62, 
0,999 999 427 , 

uberschreitet 

0,3173, 
0,0455, 
0,002722, 
0,0004662, 
0,000 063 38 , 
0,000000573 . 

0) Vergleiche: Ueber den Maximalfehler einer Beobachtung von Helmert in der Zeit
schrift fiir Vermessungswesen, 1877, Seite 131 u. f. 
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2. Multipliziren wir die Wahrscheinlichkeit W, dafs der 1'fache mittlere Fehler 
uberschritten wird, mit n, so geben uns die Produkte n Wan, in wie vielen Fallen 
unter n Fallen der l' fache mittlere Fehler wahrscheinlich uberschritten wird oder 
wie viele Fehler in einer Reihe von n Fehlern grofser sein werden, als der r fache 
mittlere Fehler. 

Dividiren wir ferner die Anzahl n aUer Faile durch die Anzahl n W der FaUe, 

in denen der l' fache mittlere FeWer uberschritten wird, bilden wir also n ~¥ = -lv ' 
so erhalten wir die:Anzahl der FaUe, unter denen der Fall, dafs der l' fache mittlere 
Fehler uberschritten wird, wahrscheinlich einmal vorkommt. Dies ergiebt folgendes: 

Unter n= 1000 Fehlern wird Dafs der 1'fache mittlere Fehler 
der l' fache mittlere F ehler wahr- uberschritten wird, kommt wahr· 

scheinlich uberschritten scheinlich e i n mal vor 

(26) filr 1'= 1,0: bei 317,3 Fehlern, fur 1'= 1,0: bei je 3,1 FeWern, 

" 
1'=2,0: 

" 
45,5 

" " 
1'=2,0: 

" " 
22,0 

" 
" 

r=3,0: 
" 

2,7 
" " 

r=3,0: 
" " 

368 
" 

" 
r=3,5: 

" 
0,47 

" " 
r=3,5: 

" " 
2150 

" 
" 

r=4,0: 
" 

0,063 
" " 

r=4,0: 
" " 

15800 
" 

" 
r=5,0: 

" 0,0006 " " 
r=5,0: 

" " 
1750000 

" 

3. Die vorstehend angefuhrten Zahlen geben einen genugenden Anhalt filr 
die Festsetzung von Fehlergrenzen, die die Beobachtungsfehler nicht uberschreiten 
durfen, wenn die Beobachtungsergebnisse weiter verwendet werden sollen. 

Nach dem Vorangegangenen mussen wir zwar zugeben, dafs sehr grofse 
Beobachtungsfehler entstehen konnen durch eine ungunstige Anhaufung einer grofsen 
Ueberzahl positiver oder negativer Einzelfehler, und dafs wir dem Beobachter fur 
das Eintreffen dieser ungunstigen Falle kein Verschulden zur Last legen konnen. 
Dennoch ist es aber berechtigt, die Beobachtungsergebnisse, bei denen die hervor
tretenden Fehler eine gewisse Grenze uberschreiten, von der weiteren Verwendung 
auszuschliefsen und durch andere, durch Nachmessung zu gewinnende Beobachtungs
ergebnisse zu ersetzen; denn das Auftreten der sehr grofsen Fehler ist sehr wenig 
wahrscheinlich, und es kann mit grofser Wahrscheinlichkeit erwartet werden, dafs 
das Nachmessungsergebnis nur mit einem innerhalb der bestimmten Grenzen liegenden 
Fehler behaftet sein werde, falls diese Grenzen zweckentsprechend gewahlt sind. 

Wir entnehmen nun aus TabeUe (26), dafs der 3 fache mittlere Fehler 
wahrscheinlich in 1000 Fallen nur 2,7 mal oder in 368 Fallen einmal uberschritten 
wird. Wenn wir demnach festsetzen, dafs nur solche Beobachtungsergebnisse weiter 
verwendet werden soUen, deren Fehler hochstens gleich dem 3 fachen mittleren 
Fehler ist, so werden wir zwar wahrscheinlich in 368 Fallen einmal von dem Be
obachter eine von ihm nicht direkt verschuldete Nachmessung fordern mussen; wir 
werden die Berechtigung filr diese Forderung aber aus dem Umstande entnehmen, 
dafs die Wahrscheinlichkeit filr die Erlangung eines Beobachtungsergebnisses, dessen 
Fehler < 3 mist, sehr grofs, namlich nach Tabelle (25) gleich 0,9973 ist. Das 
Gleiche triffi: nach Tabelle (26) einmal zu in 2150 Fallen, wenn wir den 3,5 fachen 
mittleren Fehler, und einmal in 15800 Filllen, wenn wir den 4 fachen mittleren 
Fehler als hochstens zulassigen Fehler festsetzen. 
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(27) D e m n a e h k ann a I s Reg e 1 g e It en, d a f s n u r sol e h e Be 0 b
aehtungsergebnisse weiter verwendet werden diirfen, deren Be
o b ae htung sfe h 1 er, je nach dem me h r 0 der mi n der strenge Anfor de
rung en gestellt werden, den 3 bis 3,.5fachen mittleren Fehler nieht 
iibersehreiten und dafs nur dann, wenn besondere Umstande dies 
bedingen, noeh solehe Beobaehtungsergebnisse angenommen zu 
werden brauchen, deren Fehler den 3,5 bis 4faehen mittleren Fehler 
e rre ieh en. 

§ 9. Fortpfianzung der Beobachtungsfehler. 

1_ Die Beobaehtungsfehler gehen, wie bereits im § 1 erwahnt ist, iiber auf 
aIle Grofsen, die aus den Beobaehtungsergebnissen abgeleitet werden. Wir mussen 
deshalb auch feststellen, wie dieser U ebergang erfolgt, oder wie sich die Be
obachtungsfehler fortpfianzen, damit wir in der Lage sind, anzugeben, mit welch en 
Fehlern die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Grofsen wahrscheinlich 
behaftet sein werden. 

Wenn solche Angaben aber geniigend zuverlassig sein sollen, werden wir 
ihnen in der Regel nicht die zufallig bei den grade vorliegenden Beobachtungs
ergebnissen hervortretenden einzelnen Fehler zu Grunde legen konnen. Vielmehr 
werden wir hierfur Mittelwerte der Beobachtungsfehler benutzen miissen, die fiir 
die betreffenden Beobachtungsarten und Instrumente aus einer grofseren Reihe von 
Beobachtungsergebnissen abgeleitet sind. 

Wenn beispielsweise in einem Dreieck die drei Winkel und eine Seite ge
messen sind und verlangt wird, dafs hiernach nieht nur die Langen der beiden 
andern Seiten, sondern auch die Fehler angegeben werden, womit diese Langen 
wahrscheinlich behaftet sein werden, so konnten wir zwar fiir die Fehler der 
\iVinkel einen Wert aus dem zufalligen vViderspruche der Summe der drei Winkel 
gegen den Sollbetrag von 180 0 ableiten; es ware aber vollig verfehlt, den aus dieser 
Ableitung folgenden Fehler den Fehlerangaben fiir die berechneten Seiten zu 
Grunde zu legen. Denn, wie wir gesehen haben, ist es am wahrscheinlichsten, dafs 
die kleinen Beobachtungsfehler vorkommen und ist es somit auch am wahrschein
lichsten, dafs in dem einzelnen Dreiecksschlufsfehler nur ein kleiner Teil der 
wirklich vorhandenen Winkelfehler zum Ausdruck gelangt. Fiir den Fehler der 
gemessenen Dreiecksseite fehlte es, wenn diese nur einmal gemessen ware, vollends 
an jedem Anhalte fiir die GrOfse des Beobachtungsfehlers; und selbst wenn die 
Seite etwa 2 - oder 3 mal gem essen ware, gaben die hervortretenden Untersehiede 
der Messungsergebnisse nur einen wenig zuverlassigen Anhalt fiir die Feststellung 
der wahrscheinlich vorliegenden Fehler. Wenn dagegen aus einer grOfseren Zahl 
anderweiter Beobachtungsergebnisse Mittelwerte der Beobachtungsfehler fiir die in 
gleicher Art ausgefiihrte Dreieckswinkel- und Seitenmessung abgeleitet sind, so 
wird mit Bellutzung dieser Mittelwerte auch eine zuverlassige Angabe der Fehler 
gemacht werden konnen, womit die berechneten Dreiecksseitcn wahrscheinlich be
haftet sein werden. 

2. Ais Mittelwerte von Beobachtungsfehlern haben wir bereits den durch
schnittlichen, den mittleren und den wahrscheinlichen F ehler kennen gelernt. Von 
diesen drei Mittelwerten eignet sich der mittlere Fehler am besten zur Angabe 
der den Beobachtungsergebnissen wahrscheinlich anhaftenden Fehler, weil darin die 
Beobachtungsfehler, woraus der Mittelwert gebildet wird, mit ihrem quadratischen 
Betrage, also sehr scharf zum Ausdruck gelangen, wahrend in dem durchschnitt-



24 Theorie der Beobachtungsfehler. 1. T. 

lichen und wahrscheinlichen Fehler nur die einfachen Betrage der Beobachtungs
fehler zum Ausdruck kommen. Ferner fallt fur die Wahl des mittleren Fehlers 
noch ins Gewicht, da[s er bereits in sehr grofsem Umfange als Genauigkeitsmafs 
benutzt wird und bei seiner Annahme aIle theoretischen Entwickelungen und aIle 
praktischen Rechnungen in einfacher Weise erledigt werden konnen. 

Die selbstverstandliche Folge hiervon ist, dafs wir auch fur aIle aus den Be
obachtungsergebilissen abgeleiteten GrOfsen den mittleren Fehler angeben, womit 
sie wahrscheinlich behaftet sind. U m dies ausfuhren zu konnen, entwickeln wir im 
folgenden Formeln, wonach der mittlere Fehler einer solchen GrOfse berechnet 
werden kann, die aus anderen GrOfsen abgeleitet ist, deren mittlerer Fehler be
kannt ist. 

3. Der mittlere F ehler rn £ einer GrOfse x kann gefunden werden, indem 
diese Grofse wiederholt beobachtet wird, indem sodann aus den Beobachtungs
ergebnissen A I, A 2, A 3, .... A n und dem wahren Werte (x) der GrOfse die 
wahren Beobachtungsfehler (v I ), (v 2 ), (v 3 ), •••• (v n ) nach 

f 
(VI)=(X)-AI, 
(V2)=(X)-A2' 

(I") 

1 
(va)=(X)-A3, 
........... , 
(Vn)=(X)-An 

gebildet werden und der mittlere F ehler rn" berechnet wird nach: 

Multipliziren wir nun die Gleichungen (1*) mit einer Konstanten a und setzen 
(X) fur a(x), womit 

(2") 
J (~( V. I) = ( X) - a AI, 

a (v 2 ) - (X) - a A 2, 

) a(v3)=(X)- aA 3, 

l ~(t:,:)'~(X')~~2n' 
erhalten wird, SO konnen wir a A I, a A 2, a A 3, •••• a An als Beobachtungsergeb
nisse zur Bestimmung des mittleren Fehlers 1I1 einer GrOfse X = ax und a (v I), 

a ( v 2 ), a ( v 3), ..•• a ( V n) als die aus dies en Beobachtungsergebnissen folgenden 
wahren Beobachtungsfehler ansehen, womit wir nach Formel (13) fur 1II erhalten: 

(3") 1I1 = ± .. /[ a ( v ) . a ( v ) ] = ± a .. /[1 v ) (';')j 
v: n V n ' 

oder da .. /[j~J(1J)] = rn" ist,: V n 

(28) 

1st demnach eine Grofse X aus einer andern Grofse x durch 
Multiplikation mit einer Konstanten a abgeleitet, so wird der mitt
lere Fehler 111 von X erhalten, indem der mittlere Fehler rn" von x 

ebenfalls mit der l{onstanten a multiplizirt wird. 

Beispiel 1: Behufs Bestimmung der Entfernung E zweier Punkte P und PI 

wird mit einem auf P befindlichen Distanzmesser an einer auf PI stehenden Latte 
die Ablesung 1=0,642 111 gemacht. 
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Die Entfernung E wird aus der Lattenablesung I gewonnen durch Multi· 
plikation mit einer Konstanten k = 99,5, so dafs wir 

E= k 1= 99,5·0,642 ill = 63,9 m 

erhalten. Der mittlere Fehler m I von list nach den Ergebnissen wiederhalter 
Beabachtungen bekannter Lattenstucke bestimmt zu: m Z = ± 1,0 mm '). Hiernach 
ist der mittlere Fehler M der Entfernung E nach Formel (28): 

.M= ± km z= ± 99,5·1,Omm= ± 100mm= ± O,lm. 

4. Fur die zwei Grofsen x und y ergeben sich die mittleren Fehler m x und 
my aus den zu ihrer Bestimmung erlangten Beobachtungsergebnissen x,, X 2 , 

X 3 , .... Xn und A 1, A 2, ..1. 3 , .... An und den wahren Werten (x) und (y) der 
Grofsen x und y nach: 

{4') 

(5') 

1 
(1!,J:(~:)-~1' 
(U2)-(X)-X2' 
(U3)=(X)-X3' 
........... ) 

(Un)=(X)-xn, 

m x = ± v(( U ):[u)] , 

(6') 

(7') 

1 
(v,J=(Y)-Al' 
(vd=(Y)-A2' 
(va)=(y)-Aa, 

( ~ ,: )' . (~)' ~ J.·n ; 
my=± l;nVj(~n. 

V n 

Addiren wir die Gleichungen (4*) und (6*) und setzen wir (X) fur (x) + (y) , 

womit wir 

(8') 

(W,)=(U,)+(V , )=(X)-(Xl ..1,), 
(W2)=(u 2l+(v 2 )=(X)-(X2+ A 2), 
(w3)=(u3)+(v3)=(X)-(x3+ A a), 
••••••••••••••••••• • ," ••••• OJ 

(1On)=(Un)+(Vn)=(X)-(h+An) 

erhalten, so konnen wir (x 1 + A,), (x 2 + A 2 ), (x 3 + A 3 ), ••• ( X nAn) als Be· 
obachtungsergebnisse zur Bestimmung des mittleren Fehlers Meiner Grofse X = x + y 

und (w 1 ), (10 2 ), (10 3 ), •••• (w 'II) als die aus diesen Beobachtungsergebnissen fal· 
genden wahren Beobachtungsfehler ansehen. Danach erhalten wir nach Forme! (13) 
und nach (8*): 

(9') 1J[ = ± V[L1V_~~_U = ± V[J~1~~ + (v ~U( 1!1±~~))J, 
oder 

(10') lJf 2 = [( IV) (10 )] = [( u) tu)] + [~JvlJ + 2 [( u) (v) ]. 
71 71 71 71 

Nun ist nach (5') und (7') [( U ) ( U ) ] = m; und [ ( v ) ( v ) ] 
71 71 

2 [(u)(v)] 
my, wahrend 2 "--'--'-71-'-----'--" 

gleich Null gesetzt werden kann j denn das Auftreten gleich grofser positiver und 
negativer Beabachtungsfehler und demnach auch das Auftreten gleich gro[ser posi· 

0) Die Konstante k wird hier als fehlerfrei eingefiihrt in der Voraussetzung, dafs ihr 
Fehler verhaltnismafsig sehr klein ist, und keinen in Betracht kommenden Beitrag zu dem 
mittleren Fehler M der Entfernung E liefert. (Vergl. § 40, Nr. 5, wonach der mit Beriick· 
sichtigung des mittleren F ehlers m k von k berechnete Wert des mittleren F ehlers der Entfernung 

sich zu dem ohne Berucksichtigung von m k berechneten Werte verhalt, wie V 1 + ~ : 1 , 

worin n die Anzahl der Bestimmungen ist, die bei Berechnung von k benutzt sind.) 
Ganz ebenso sind auch in den folgenden Beispielen Konstanten oder Mafse als fehlerfrei 

eingefiihrt worden, deren Fehler nach vorheriger Feststellung im vorliegenden Faile ohne 
Einflufs auf das Endergebnis sind. 
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tiver und negativer Produkte (11) ( v) ist gleich wahrscheinlich, und deshalb ist die 
algebraische Summe [( u) (v)] dieser Produkte humer nahezu gleich Null, also im 
Verhaltnis zu [( t! ) (u)] und [( v) (v)] urn so weniger bedeutend, je grOfser die 
Anzahl n der Summanden oder der Fehler l1!) und (v) ist. Hiernach wird: 

(11') 1W 2 =m,,2+ my2,oder: JJI=±Vm2 + m2 . 
~ x y 

Zu demselben Ergebnisse gelangen wir fur X = x - y . Auch konnen wir 
unsere Formel erweitern fUr den Fall, dafs X aus mehr als zwei GrOfsen zusammen
gesetzt ist, so dafs allgemein fUr X = x ± y ± z ± .... ist: 

(29) JJI= ± Vm;+m;+m~+~.~ 

1st demnach eine Grofse X die Summe oder Differenz der Grofsen 
~;, y, z, .... , so ist der mittlere Fehler jJ[ von X gleich der Quadrat
wurzel aus der Summe der Quadrate der mittleren Fehler m", my, 
m z, .... von x, y, z, .... 

1st X=X1 ± X2 ± X3 ± .... xn und sind die mittleren Fehler m 1 , m2, m a , 

•••• m n von Xl, ~; 2, X 3, •••• X n sammtlich gleich m, so wird aus Formel (29) einfach: 

(30) 11[= ± m/;;:-: 
1st demnach eine Grofse X die Summe oder Differenz von n 

gleich genauen Grofsen x, so erhalten wir den mittleren Fehler l}[ 

von X, indem wir dep mittleren Fehler m der Grofsen x mit der 
Quadratwurzel aus der Anzahl n der Grofsen multipliziren. 

Be i s p ie I 2: In einem Nivellementszuge mit den Fixpunkten P 1, P 2, P a, 

p 4 sind die Hohenunterschiede 

zwischen P 1 und P 2 : LI hi = 2,857 m, 

" 
P 2 " 

1'3: Llh~=x6,214, 

PaP 4 : LI h ~ = 0;580 

und die mittleren Fehler der Hohenunterschiede LI hi, LI h ~, LI h ~ : m 1 = ± 4,2 mm 

m 2 = ± 2,8 mm, m 3 = ± 5,7 mm • 

Hiernach ist der Gesamthohenunterschied zwischen P 1 und P 4 : 

LI hi = LI hi + LI h ~ + LI h ~ = 2,807 + X6,214 + 0,580 = x9,651m , 

und nach Formel (29) dessen mittlerer Fehler: 

jJ[ - ..L , / m 2 +--';;';-2-';; of=-- + ' / 42 2 + ~.+... 5 72 - .L 7 6 mlll - ..:... V 1 2 3 - - V, ~, ,-...L, . 

Be i s pie I 3: In einem Dreieck sind die beiden Winkel a und ,3 durch Messung 
gefunden zu: a = 59 0 34' 25", (3 = 61 0 07' 00". Hiermit ist der dritte Winkel y be
rechnet zu: y=1800-(a+(3)=180o-120041'25''=59°18'35''. Die Winkel 
a und (3 sind gleich genau gemessen worden und ihr mittlerer F ehler ist: m = ± 8,0" . 
Dann ist nach Formel (ZlO) der mittlere Fehler my des \Vinkels y: 

my= ± m/1t=±8,0{2= ± 11,3". 

5. Wenn X = a x ± b y ± c z ± .... ist, worin a, b, c, .... Konstanten sind, so 
erhalten wir den mittleren F ehler JJI von X aus den mittleren F ehlern m x, my, 
In z, .... von x, y, z, .... nach den Formeln (28) und (29) aus: 
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1st ferner X = a ( x 1 ± x 2 ± x 3 ± ..... x " ), worin a wieder eine Konstante ist, 
so erhalten wir den mittleren Fehler 1I-f von X aus dem fUr aile n GrOfsen X" X2, 

X3, •• ••• x" gleichen mittleren Fehler m nach den Formeln (28) und (30) aus: 

(32) 

Beispiel 4: Zur Bestimmung der Querprofilflache eines Flusses sind die in 
nebenstehender Tabelle nachgewiesenen 
Mafse aufgenommen. Die Abscissen x und 
die daraus als Unterschiede je zweier 
aufeinanderfolgenden Abscissen erhaltenen 
Breiten b sind so genau bestimmt wor· 
den, dafs sie als fehlerfrei gelten konnen, 
wahrend der mittlere Fehler der Tiefen 
m= ± 5cm ist. 

Die Flache F wird mit b 1 = 3,6, b = 2,5, 
b,Z = 3,2: 

1 
F="2 (b 1 + b) t 1 + b (t 2 + t 3 + .... t 10) 

1 
+"2(b+b 12 )t ll 

1 1 = 2. 6,1. 0,40+ 2,5,6,26+"2,5,7.0,26 

= 17,61 qm. 

Hiernach ergiebt sich der mittlere Fehler 

Nr. I Abscisse I 
x. I 

° 0,0 
1 3,6 
2 6,1 
3 8,6 
4 11,1 
5 13,6 
6 16,1 
7 18,6 
8 21,1 
9 23,6 

10 26,1 
11 28,6 
12 31,8 

11-[ der Querprofilflache F nach Formel (31) und (32) zu: 

Breit-! 
b. 

3,6 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2.5 
2,5 
2,5 
2,5 
3,2 

I 31,8 

][ = ± V ({ ( b 1 + b ) m) 2 + (b . m VI}) 2 + (i ( b + b 12 ) m) 2 

= ± m i-! (b 1 + b) 2 + 9 b 2 +} ( b + b 12 ) 2 

= ± 0,05 vi· 6,12 +9.2,5 2+{-5,72= ± 0,43 qm. 

II 
Tiefe 

t. 

0,00 
0,40 
0,57 
0,72 
0,82 
0,85 
0,85 
0,78 
0,67 
0,55 
0,45 
0,26 

I 
0,00 

6. Die Grofsen x, y, z, .... , deren mittlere F ehler m." m 11, m., .... sind, 
konnen wir zerlegen in bestimmte genau bekannte GrOfsen ~, 1), 5, ..... und in 
die verhaltnismafsig sehr kleinen GrOfsen d ~, d 1), d 5, .... , denen dieselben 
mittleren Fehler zukommen, wie den GrOfsen x, y, z, . . . . •. Dementsprechend 
konnen wirX=f(x, y, z, ..... ) zerlegen inf(~, 1), 5, ..... ) und in die kleinen 
GrOfsen, urn die sich f ( ~, 1), a, ..... ) iindert, wenll sich ~, 1), 5, ..... urn die 
kleinen GrOfsen d 6, d 1), d 5, ..... andern und zwar nach: 

of of of 
X = f (~, 1),5, ..... ) + Bx d ~ + 0 y d 1) + Fi d a + •.... 

Und wenn wir nun auf diesen Ausdruck die Formel (31) anwenden, so erhalten 
wir fUr den mittleren Fehler .111 von X =f (x, y, z, ••... ): 

(33) 1 1(0 f ) 2 (0 f ) 2 (0 f ) 2 M=± V ox mx + Bymll + B~m. + ..... 

Be i s pie 1 5: Zur Bestimmung des Hohenunterschiedes Ll h zweier Punkte 
und des mittleren Fehlers M dieses Hohenunterschiedes sind die folgenden Messungs
ergebnisse und deren mittlere Fehler gegeben: 
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Entfernung der beiden 
Punkte e = 225,85 , me= ± 4 em , 

Htihenwinkel a=+ 1 °16'25", ma" = ± 6", m a = ! ma" = ± 0,000 029 , 
(! 

Instrumentenhtihe i = 0,875 m , '/It i = ± 0,5 em , 

Zielhtihe z = 1,480 m , m z = ± 0,8 (1m • 

Hiernach ist der Htihenunterschied der beiden Punkte: 

Ll h= e tg a+i - z = 225,85· tg (+ 1 ° 16'25" )+0,875 -1,480= +4,416 m, 

und der mittlere Fehler des Htihenunterschiedes nach Formel (SS): 

JI=± V(~mer +(~mar + (¥;m;r + (OoLlzhm.r 

=± ,/(tga.me)2+ (-;-ma) 2 +m i 2 +m z 2 V COB a 

= ± V ( 0,0223 . 0,04 ) 2 + (D!o . 0,000 029) 2 + 0,005 2 + 0,008 2 

= ± V( 0,000 001 + 0,000 043 + 0,000 025 + 0,000 064 

= ± 0,012 m = ± 1,2 em • 

§ 10. Gewichte und- Fortpfianzung der Gewichte. 

1. Der Genauigkeitswert der Beobachtungsergebnisse und der aus den 
Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Grtifsen wird vielfach auch dadurch aus
gedriickt, dafs angegeben wird, welches Gewich t den Beobachtungsergebnissen 
und den daraus abgeleiteten Grtifsen zukommt. Das Gewicht p einer Grtifse steht 
zu ihrem mittleren Fehler m in der Beziehung, dafs 

(1*) 
k 

p=-mm 
ist, worin k eine Konstante ist, die G e w i c h t s k 0 n s tan t e genannt wird. 

Die Gewichte sind Verhaltniszahlen, die angeben, wie oft die 
betreffenden Grtifsen in Rechnungen anzusetzen sind, urn die Ge
nauigkeit der Grtifsen richtig zu beriicksichtigen. 

Wie dies aufzufassen ist, wollen wir uns durch ein einfaches Beispiel klarlegen. 
Ein Winkel sei dreimal mit demselben Theodoliten gleich genau beob

achtet worden und es seien dabei die Beobachtungsergebnisse a 1 = 16 ° 27' 36 ", 
a2 = 16° 27' 24", aa = 16° 27' 12" gewonnen. 

Dann werden wir das arithmetische Mittel dieser drei Beobachtungsergebnisse 

als den wahrscheinlichsten Wert des Winkels annehmen. 
Wenn uns aber nicht die drei einzelnen Beobachtungsergebnisse, sondern 

die Angaben vorlagen, da[s der Winkel zuerst einmal gemessen worden sei und 
dabei Xl = a 1 = 16 ° 27' 36 II erhalten sei, da[s der Winkel dann noch zweimal mit 
gleicher Genauigkeit gemessen worden sei und sich als arithmetisches Mittel der 

..L 
Ergebnisse dieser beiden Messungenx2 = ~2~= 16°27'18" ergeben habe, so 

hatten wir mit 

x = X 1 +~ = 16 ° 27 ' 36 II + 18 II = 16 ° 27 ' 27 II 

2 2 
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nieht den wahrseheinliehsten Wert des Winkels und zwar deshalb nieht, wei! wir 
die versehiedene Genauigkeit der Werte x I und x 2 nieht berUeksiehtigt hatten. 
Den hierin liegenden Fehler vermeiden wir aber, in-dem wir aus den mittleren 
Fehlern rn lund rn 2 der Werte Xl und x 2 ihre Gewiehte ableiten, und dann Xl und 
x 2 so oft ansetzen, wie die Gewiehtszahlen anzeigen. Wenn rn der mittlere Fehler 
einer einmaligen Beobaehtung des Winkels list, so ist rn 1 = rn der mittlere Fehler 

1 ,r- 1 
von Xl = a lund naeh Formel (32): rn 2 = -2- rn V 2 = ~-2 m der mittlere Fehler von 

x 2 = -~ (a 2 + a 3)' Dementspreehend sind die Gewichte von Xl und x 2 naeh (1*): 

PI = --.!!.- = ~ und p 2 = _k_ = ~ oder, wenn die Gewiehtskonstante k = m m 
mimi mm mom. mm 

genommen wird, P 1 = 1 und P 2 = 2. Somit ist der wahrseheinliehste Wert des 
Winkels 

X=~ Xl +P2~= 16027,36/1t~---.: 18/1 = 1602-7'24/1, 
Pl+P. 1+2 

was auch genau Ubereinstimmt mit dem Werte, den wir oben aus den einze1nen 
Beobaehtungsergebnissen a 1 , a 2 und a 8 erhalten haben. 

2. Die Gewiehtskonstante k kann im allgemeinen belie big angenommen 
werden, da, wie bereits gesagt ist, die Gewiehte Verhaltniszahlen sind. 

k 
Wir hatten in unserem Beispiele aueh P 1 = m m = 24, also k = 24 m rn setzen 

konnen, womit P 2 = -~~- = 48 geworden, x aber unverandert geblieben ware. 
mm 

In der Praxis ist aber meistens die Wahl einer bestimmten Gewiehtskonstanten 
dureh besondere U mstande bedingt. 

Erstens kann fUr die Wahl der Gewichtskonstanten k entseheidend sein, fUr 
die Gewiehte P mogliehst einfaehe, die Reehnungen erleiehternde Zahlen zu erhalten. 

Wir hatten in unserm Beispie1e k = m m gesetzt und damit P 1 = 1, P 2 = 2 
erhalten, also Gewiehtszahlen, womit wir die Bereehnung von x einfaeh durehflihren 
konnten. Hatten wir k = 24 m m gesetzt und damit P 1 = 24, P. = 48, so ware 
dadureh die Reehnung unnotig ersehwert worden. 

Aehnlieh kann aueh in verwiekelteren praktischen Fallen die Reehnung ein
faeher und Ubersichtlieher gestaltet werden, indem flir die Gewichtskonstante k 

passende Werte gewahlt werden. 
Wichtiger ist sodann aber noeh folgendes: Es ist allgemeiner Brauch, die 

Genauigkeit von versehiedenen Beobaehtungen dureh Angabe des mittleren Fehlers 
der Gewiehtseinheit zu bezeiehnen, wobei unter dem mittleren Fehler der 
Gewiehtseinheit der mittlere Fehler einer Beobaehtung verstanden wird, deren 
Gewicht gleieh Eins ist. Ferner wird aueh vielfaeh der Genauigkeitswert der 
Beobaehtungsergebnisse oder der daraus abgeleiteten GrOfsen einfaeh dureh Angabe 
ihres Gewiehtes bezeichnet. AIle solehe Angaben haben aber nur dann einen 
allgemeineren Wert, wenn sie sieh auf eine allgemein gebrauehliehe Gewiehts
einheit beziehen. 

Wenn beispielsweise von einem Theodoliten gesagt wird, sein mittlerer 
Fehler sei ± 4/1, so hat diese Angabe nur dann allgemeinen Wert, wenn sie sieh 
auf die gebrauehliehe Gewichtseinheit bezieht, wenn also ± 4/1 der mittlere Fehler 
einer einmal in beiden FernrohrlageI} beobaehteten Riehtung ist, deren Gewieht 
gewohnlieh als Gewiehtseinheit genommen wird. 

Wenn femer gesagt wird, die in einem bestimmten FaIle ausgefUhrten Beob
aehtungen seien noeh nieht geniigend, wei! dadureh erst das Gewieht 5 erreicht 
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sei, wahrend bei solchen Arbeiten das Gewicht 8 erreicht werden mfisse, so hat 
diese Anffihrung auch nur dann eine bestimmte Bedeutung, wenn den Gewichts· 
angaben eine allgemein gebrauchliche Gewichtseinheit zu Grunde liegt. 

Allgemein gebrauchliche Gewichtseinheiten sind beispielsweise: 
ftir Langenmessungen das Gewicht einer einmaligen Messung einer 

Linie von 100 m Lange, 
fur Richtun gsmessu n gen das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 

einer Richtung in beiden Lagen des Fernrohrs, 
fur Win k elm e s 5 u n g e n das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 

eines Winkels in beiden Lagen des Fernrohrs, 
ffir N i v e 11 em e n t 5 das Gewicht eines einmaligen Nivellements einer 

Strecke von 1 Kilometer Lange. 
Durch Festsetzung der Gewichtseinheit wird auch die Gewichtskonstante k 

bestimmt, denn wenn.mit p = 1 das Gewicht, mit m der mittlere FeWer der Gewichts
einheit bezeichnet wird, so ist nach (1*): 

(2*) 
k 

p=-=l und k=mm, 
mm 

mithin die Gewichtskonstante k gleich dem Quadrate des mittleren Fehlers m der 
Gewichtseinheit. 

3. Sind die mittleren F ehler m 1 , m 2, m 3, •••• m" der Grossen XI, X 2, X 3 , 

.... X n bekannt, so ergeben sich die Gewichte PI, P 2 , P 3, •••• P n von XI, X 2, X 3 , 

•••• Xn, na:ch (1*) wie folgt: 

k k 
Pl=mlm~' P2=m2 m 2' 

(34) 

Umgekehrt ergeben sich die mittleren Fehler m 1 , m 2, m 3' •••• m" aus dem 
mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten PI, P 2, P 3, •••• pn, 
weil nach (2*) k = m mist, wie folgt: 

(3a) m 1 =±mVY , m2=±mVr, ma=±mVf, ..... mn=±mV=-:c. 
PI P2 Pa P n 

Bilden wir nach (2'k ) und den Formeln (34) und (35) Proportionen, so er
halten wir: 

(36) (p=1):Pl:P2:Pa 
1 1 

--: ... ----, 
mama mnmn 

und 

m : m 1 : m 2 : m 3 : ••• m n = V~-l ~ 

Die Gewichte verhalten sich also zu einander wie die Quadrate der reziproken 
Werte der mittleren Fehler, wahrend sich die mittleren Fehler zu einander ver· 
halten wie die Quadratwurzeln aus den reziproken Werten der Gewichte. 

Beispiel 1: Es sind die Streckenlangen 81 = 85,6, 82= 115,7, 8 3 = 97,0 ge> 
messen worden. Der mittlere Fehler dieser Langen kann berechnet werden nach 
m = ± 0,006 V 8 -: Nehmen wir nun das Gewicht einer Messung einer Strecke von 
100 m Lange als Gewichtseinheit, so ist der mittlere Fehler der Gewichtseinheit 
m = ± 0,006 V100 und die Gewichtskonstante k = 0,006 2. 100. Somit sind die Ge· 
wichte PI, P 2, P 3 der Streckenlangen 81, 82, 83 nach Formel (34): 

0,006 2 • 100 100 ' 100 
Pl= 0,0062'81 =85,6=1,17, I P2=ri6=0,86, 

100 
Pa=w=1,03. 
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Be i s pie I 2: Die Winkel a, fJ, r eines Dreiecks sind derart beobachtet 
worden, da[s ihre Gewichte P a = 4,5, P{i = 3,0, P y = 6,0 sind. Der mittlere Fehler 
der Gewichtseinheit ist m = ± 8,0 n. Dann sind die mittleren Fehler m a' m {i' my der 
\\Tinkel a, fJ, r nach Formel (35): 

ma=±m 1f1==±8,0 ~=± 3,8", 
Pa ' 

m {i= ± 8,0 V310= ± 4,6/1, , 

my= ± 8,0 V6~= ± 3,3". , 
4. In manchen Fallen ist es einfacher oder allein ausfiihrbar, die Gewichte 

nach gegebenen Verhaltniszahlen zu berechnen, anstatt sie aus den mittleren 
F ehlern abzuleiten. Bezeichnen wir diese Verhaltniszahlen fur die Gewichtseinheit 
mit 5, fur die Grossen Xl, X 2, X a, .•.. X n mit z 1 , Z 2, Z a, .... Z n' so haben wir: 

(V=I): Pl : P2: Pa: .... P,,=3: Z,: Z2: Za: .... zn 

und daraus: 

21 22 23 zn 
(38) P 1 = 5' P 2 = 3- , P a = ~' .... P n = ~. 

Beispiel 3: Behufs Bestimmung der Hohe eines Punktes P sind mit einem 
Barometer die Hohenunterschiede Ll h, =20,8 m, Ll h2 = 35,Om, Ll ha = 28,Om zwischen 
dem Punkte P und den Punkten P 1, P 2, P a, deren Hohen gegeben sind, beobachtet 
worden. Die Zeitunterschiede zwischen den Beobachtungen der Bohen auf dem 
Punkte P und den Punkten P, , P 2, P a sind t', = 38', t 2 = 16', t 3 = 50 '. Die Gewichte 
P 1, P 2, P 3 der Hohenunterschiede Ll h 1, Ll h 2, Ll ha sollen proportional den reziproken 
Werten del' Zeitunterschiede genommen werden und dabei soil als Gewichts
einheit das Gewicht einer Beobachtung eines Hohenunterschiedes in einer Zeit 
t = 1 h = 60' gelten. Dann ist nach Formel (38): 

1 
Z 1 t 1 

Pl=~= ---
o 1 

t 60 
t~=il8= 1,6, 

t 60 
P 2 = ~ =._- = 3,8 , 

t 2 16 
t 60 

P 3 = t;; = 50 = 1,2 . 

5. Die Verhaltniszahlen z 1, Z 2, Z a, .... Z n konnen auch ohne weiteres als 
Gewichte genom men werden. Es wird damit nul' vorlaufig eine andere Gewichts
einheit zu Grunde gelegt und an dem ganzen Rechnungsergebnis nul' insoweit etwas 
geandert, als der sich ergebende mittlere Fehler del' Gewichtseinheit del' mittlere 
Fehler model' vorlaufig angenommenen Gewichtseinheit ist. Aus mound dem zu 
den Gewichten P 1 = Z , , P 2 = Z 2 , P 3 = Z 3, •••• P n = Z n gehorigen Gewichte V 0 = 5 
<leI' Gewichtseinheit, folgt dann der mittlere Fehler 1lt der letzteren nach: 

(39) llt=±1lto lr 1_:. 
V Vo = 5 

B e i s pie I 3: Wenn in dem unter N r. 4 behan delten Beispiel€! die Verhaltnis-
1 1 1 1 1 1 

zahlen X, = -I ~ = 38 = 0,026, Z 2 = t 2 = 16 = 0,062, Z a = t; = 50 = 0,020 ohne wei-

teres als Gewichte genommen waren und sich damit ein mittlerer Fehler der vorlau
figen Gewichtseinheit llt 0 = ± 0,12 m ergeben hatte, so ware der mittlere Fehler der 

in dem Beispiele festgesetzten Gewichtseinheit, wofiir 5 = + = 610 = 0,017 ist, nach 

Formel (39): 

llt= ± llto Vp~I---i=±0'12V60= ± 0,93 m . 
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6. Die Formeln fUr die Fortpflanzung der Gewichte erhalten wir aus den 
Formeln (28) bis (33) fur die Fortpflanzung der mittleren Fehler, indem wir die 

in diesen Formeln vorkommenden Ausdrucke quadriren, dann nach (1*): ~ fUr m m 
P 

setzen und auf beiden Seiten der sich damit ergebenden Gleichungen durch k 

dividiren, 
Hierdurch erhalten wir fUr das Gewicht P einer GrOfse X, die aus einer 

andern GrOfse x vom Gewichte Px durch Multiplikation mit einer Konstanten a abo 
geleitet ist, wo also X = a x ist: 

(40) 2=a2~ . 
P P x 

Beispiel 4: Ein Winkel ist mit einem Repetitionstheodoliten beobachtet 
worden und nach 5 maliger Repetition ist dafur der Wert w 5 = 435 0 18 I 25" er
halten. Hieraus ergiebt sich fur den Winkel: 

w = -~ W 5 = } ( 435 0 18' 25" ) = 87 003' 41 " . 

Das Gewicht des beobachteten Wertes w 5 ist festgestellt zu p 5 = 0,24, woraus 
nach Formel (40) fur das Gewicht P des Winkels W folgt: 

i>=a 2 p
I

5 =(}r'o,k=i- und P=6. 
7. Fur das Gewicht P einer Grofse X, die die Summe oder Differenz der 

GrOfsen r., y, z, .... vom Gewichte p x, PN' P z, .... ist, die also gebildet ist "nach 
X=x ± y ± z ± .... , folgt aus Formel (29): 

(41) }=~+~+~+ .... 
P Px P y P. 

Ebenso folgt fUr das Gewicht P einer GrOfse X, wenn X = x 1 ± X2 ± x 3 ± ... X n 

ist, und die Gewichte p 1 , P 2 , P 3, •••• P Il von x 1, X 2, X 3, •••• X n samtlich gleich 
P sind, aus Formel (30): 

(42) 
1 1 
-=n-· 
P p 

Be i s pie 1 5: Eine Messungslinie durchschneidet drei verschiedenartige Ge
andeabschnitte. Die Verhaltnisse, unter denen die Messung der Linie ausgefiihrt 
ist, sind im ersten Abschnitte, worin eine Strecke von 1, = 120,52 ill Lange liegt, 
ungunstige, im zweiten Teile, worin eine Strecke von 12 = 247,80 ill Lange liegt, 
gunstige und im dritten Teile, worin eine Strecke von 13 = 84,75 ill Lange liegt, mittlere. 
Die Gewichte der Streckenlangen 1" 12 , 13 sind P 1 = 0,62, P 2 = 0,60, P 3 = 1,18 *). 

Dann erhalten wir fUr die ganze Lange L der Linie zu: 

L = 1, + 12 + 13 = 120,52 + 247,80 + 84,75 = 453,07 , 

und nach Formel (41) fur das Gewicht P der ganzen Lange L: 

1111111 
P=P1 + P2 +p~=o,62+0,60+1,i8=4,13 oder P=0,24. 

Beispiel 6: Das Gewicht der mit einem Nivellirinstrumente ausgeftihrten 
Bestimmung des Hohenunterschiedes Ll h zwischen zwei je 50 ill von dem Instrumente 
entfernten Punkten sei P = 10. Dann ergiebt sich fUr das Gewicht P des Hohen-

¥) Die Gewichte entsprechen den zufalligen Fehlern der Langenmessung, die regelmafsigen 
F ehler sind hier nicht beriicksichtigt. 
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unterschiedes L! h = L! ~ 1 + L! ~ 2 + ... L! ~ 10 einer mit Zielweiten von 50 m nivellirten 
Strecke von 1 Kilometer La.nge nach Formel (42): 

111 
p=np=10T6=1 oder P=I. 

8. Wenn X = a x ± b y ± c z ± ...... ist, worin a, b, c, .... Konstanten sind, 
se erhalten wir das Gewicht P von X aus den Gewichten p"" P y' P z, .... von 
x, y, z, ••.• nach der aus Formel (31) folgenden Formel: 

(43) _pl_=a2~+b2~+c2~+ ..... 
p", Py P. 

1st femer X = a ( x 1 ± x 2 ± x 3 ± .... X n ), worin a wieder eine Konstante ist, 
so erhalten wir das Gewicht P von X aus dem ftir aIle n Grofsen Xl, X 2, X 8 , ••• X n 

gleichen Gewichte P nach der aus Formel (32) folgenden Formel: 
1 1 

(44) P =a 2 n p' 
B e i s pie I 7: In einer Rechnung wird die halbe Summe zweier Winkel 

(1 = 1/2 ( a + (J) gebraucht. Das Gewicht der beiden Winkelwerte ist P = 5. Dann 
ergiebt sich fUr das Gewicht P der halben Winkelsumme (1 nach Formel (44): 

1 . 1 (1) 2 1 1 p=a 2 np="2 ~'5=10 oder P=10. 

9. FUr X = f (x, y, z, •.... ) folgt aus Formel (33) fUr die· Berechnung des 
Gewichtes P von X aus den Gewichten PIX' P y' P z, .... von x, y, z, •••• : 

(45) ~=(~fr ~+(~f)2 ~+(~f)2 ~+ ....... 
x PIX Y P y z P. 

Be i s pie I 8: Die drei Seiten eines Dreiecks sind gemessen zu a = 123,62 m , 
b=86,80 m , c=108,05 m. Die Gewichte P a , Ph' Pc 
dieser Seitenla.ngen sind proportional den reziproken 
Werten der Seitenlangen und als Gewichtseinheit ist 
das Gewicht einer Seitenlange von 100 m zu nehmen, 

1 1 1 1 
so dafs (1' = 1 ) : P a : Ph: Pc = 100 : a: : b : c und 

1 alb 1 c • 
- = lOO = 1,24, - = 100 = 0,87, - = 100= 1,08, 1St. 
P a Ph Pc 

h 

Jl 
a 

Fig. 3. 

Hiemach ergiebt sich fUr die Hohe und den Hohenfufspunkt: 
a 2 +b 2 _c 2 

P = 2 a 45,06 m , 

h = Vb 2 - P 2 = V C 2 - q 2 = 74,19 m . 

c 

q 

Die zur Berechnung der Gewichte P p' P!l' Ph der StUcke p, q, h zu bildenden 
Differenzialquotienten sind: 

o P = 1. _ ~ + ~ = +1. (a 2 - b 2 + C 2) = +!l = + 78,6 = + 0 63 o a 2 2 a 2 2 a 2 a 2 a a 124 " 

o P = + ~ = + 86,8 = + 0 70 0 P = _ ~ = _ 108 = _ 0 87 o b a 124 " 0 c a 124 " 

o q _1.+~_ ~_1.(a2+b2-c2)_+'!!.._+45,1_+036 o a - 2 2 a 2 2 a 2 - a 2 a - a - 124 - " 

oq b oq c 
Bb=-a:=-0,70, a(j=+a:=+0,87, 

Koll. 2. Auf!. 3 
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a~ = _ ~ a p = ~ 2' = _ .g;, ~ ° 63 = _ ° 38 a a h 0 a h a 74,2 ' " 
a h b pap q b 78,6 
a 6=+h:-h: fT6 =h:a: =+-74,2 0,70 =+0,74, 

oh pap pc 
a c = - h: 17 0 =,,- a: = + 0,61 . 0,87 = + 0,53. 

Hiermit ergeben sich die reziproken Werte der Gewichte p p , p q' Ph nach 
Formel (45) zu: . 

1 (a p) 2 1 (0 p) 2 1 (0 p) 2 1 
pp=aa Pa+ob Pb+ aO Pc 

= 0,63 2·1,24 + 0,70 2 .0,87 + 0,87 2.1,08 = 1,75 , 

~ = (a q) 2 ~ + (~~) 2 J_ + (~ q) 2 ~_ 
P q aa P a ob Pb 00 Pc 

= 0,36 2 . 1,24 + 0,70 2 • 0,87 + 0,87 2 . 1,08 = 1,41 , 

1 (a h) 2 1 (a h) 2 1 (0 h) 2 1 
p,,= oa Pa + ab Pb + Be Pc 

= 0,38 2·1,24 + 0,74 2·0,87 + 0,~3 2·1,08 = 0,95, 
und die Gewichte zu: 

pp=0,57, P q =0,71, 

§ 11. Beispiele zum I. Teile. 

Bei der Bestimmung der Genauigkeitsmafse fur die Beobachtungsergebnisse 
und fur die aus diesen abgeleiteten GrOfsen wird namentlich von Anfangern sehr 
viel gefehlt und zwar meistens, weil nicht beachtet wird, dafs diese Bestimmung in 
der Regel auf mathematischer Grundlage nach gegebenen Formeln und nicht 
nach allgemeinen, haufig nicht zutreffenden Erwagungen auszufuhren ist. Die Folge 
hiervon ist, dafs nicht nur ganz unrichtige Genauigkeitsangaben gemacht werden 
und dafs die Beobachtungen unzweckmafsig angeordnet werden, sondern dafs auch 
aus richtigen Beobachtungsergebnissen ganz unrichtige GrOfsen abgeleitet werden. 

Deshalb soll hier noch eine Reihe von Beispielen folgen zur Erlauterung des 
einzuschlagenden Verfahrens und wird als die wichtigste zu beachtende Regel voran
gestellt: 

Wenn nach bekannten Genauigkeitsmafsen von Grofsenx,y, z ••• 
die Genauigkeitsmafse einer anderen Grofse X bestimmt werden 
sollen, so ist in erster Linie festzustellen, in welcher Beziehung 
die Grofsen x, y, z, .... zu der Grofse X stehen, und dieseBeziehung 
durch mathematische Formeln a usz u drucken. N ac h die sen grund
legenden mathematischen Formeln ist weiter zu rechnen nach den in 
der Theorie der Beobachtungsfehler gegebenen Formeln. 

Nur in solchen Ausnahmefallen, wo eine zutreffende mathematische Grundlage 
fUr die Bestimmung der Genauigkeitsmafse nicht gewonnen werden kann, durfen 
Genauigkeitsmafse nach allgemeinen sachverstandigenErwagungen angegeben werden. 

Be i s pie I 1: Der mittlere F ehler einer Lattenablesung an einer in Centimeter 
geteilten Nivellirlatte sei bei Zielweiten von 50 m m I = ± 0,85 mm. Wie grofs ist 
hiernach der mittlere Fehler mil!) eines einzelnen mit solchen Latten und derselben 
Zielweite bestimmten Hohenunterschiedes .1 ~ ? 

Der Hohenunterschied .1 ~ ergiebt sich aus zwei Lattenablesungen 11 und 12 nach 
.19=1 2 -1 1 , 
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Somit ist nach Formel (30): 

mA~= ±mlv2-= ± 0,85V2-= ± 1,2mm. 

Beispiel 2: Der Hohenunterschied Llk zwischen zwei L=1600m von 
einander entfernten Punkten P 1 und P 2 ist durch geometrisches Nivellement mit 

. L 1600 
gleichma.fsigen Zielweiten von z = 50 m bel n = 2z = 100 = 16 Aufstellungen des 

Instrumentes bestimmt. Der mittlere Fehler eines einzelnen Hohenunterschiedes sei 
mA~= ± 1,2mm. 

a) Wie grofs ist hiernach der mittlere Fehler m des Hohenunterschiedes Llk 
zwischen den beiden Punkten P 1 und P 2 ? 

Der durch geometrisches Nivellement bestimmte Gesamthohenunterschied .1h 
zwischen zwei Punkten P 1 und P 2 wird aus den n Einzelhohenunterschieden LI ~ 1 , 

LI § 2, ••• LI § n gewonnen nach : 

W) Llh=LI~1+LI§2+ .... LI§n· 

Demnach ist der mittlere FeWer m dieses Hohenunterschiedes nach Formel (30): 

(2') m = ± m A ~ vn 
und in unserem Beispiele: 

m= ± 1,2V16=±4,8 mm • 

b) Welcher F ehler Fist hochstens zulassig fUr den durch einmaliges Nivellement 
einer Strecke von L = 1600 m Lange bei Zielweiten von z = 50 m gewonnenen Hohen
unterschied Llk, dessen mittlerer Fehler m = ± 4,8 mm ist? 

Nach Regel (27) ist der zulassige Fehler: 

F=±3m bis ±3,5m, 

also hier F= ± 3·4,8 bis 3,5·4,8 = 14,4 bis 16,8 oder rund ± 16 mm. 

c) Wie grofs ist hiernach die hochstens zulassige Differenz D zweier solcher 
Hohenunterschiede ? 

Die Differenz d zweier Hohenunterschiede LI h 1, und LI h 2 ergiebt sich nach: 

d=Llh 1 -Llh 2 , 

somit ihr mittlerer Fehler m a nach Formel (30): 

m a=±7Rv2 

und der hochstens zulassige Fehler oder die hochstens zulassige Differenz D nach 
Regel (27): 

W) D=± 3ma bis 3,5m a= ± 3mv2 bis 3,5mv2 = ± FV2, 

also hier D = ± 16 V2 = ± 23 mm . 

d) Wie grofs ist das Gewicht p des Hohenunterschiedes Llh, wenn das 
Gewicht der Einzelhohenunterschiede = p A~ ist? 

Nach (1") und Formel (4:2) ist: 

1 1 L 1 W) --n---
p - PA~ - 2 z PA~ 

und in unserem Beispiele: 

1 1 1 
-=16·- oder P=16 PA~' 
P PA~ 

3* 
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e) Wie grofs wird dies Gewicht, wenn als Gewichtseinheit das Gewicht eines 
einmaligen Nivellements eine Strecke von L = 1 Kilometer Ul.nge bei Zielweiten von 
z = 50 m genommen wird? 

Wird dieser Festsetzung- der Gewichtseinheit entsprechend in (5*) p = 1, 
L = 100'0 m, Z = 50 m eingesetzt, so foIgt: 

1 1000 1 
T = 100 'Pt1~ oder Pt1~= 10, 

womit (5*) ubergeht in: 
1 L 1 L 
p= 100 '10= 1000' 

oder wenn L in Kilometem genommen wird : 

1 1 (6·) p=Lkm oder-p= Lkm' 

wonach in unserem Beispiele ist: 
1 

P=16=0,62, , 
f) Welcher mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder eines einmaligen 

Nivellements einer Strecke von 1 km Lange bei Zielweiten von z = 50 m ergiebt sich 
aus dem mittleren Fehler m = ± 4,8 mm und dem Gewichte p = 0,62 eines ebensolchen 
Nivellements der Strecke von L = 1,6 km Lange? 

Aus Formel (Sa) folgt: 

m=±mvp, 

m = ± 4,811'0,62 = ± 3,8 mm 

wird, 

g) Die Strecke von L = 1,6 km Lange zwischen den Punkten P 1 und P 2 ist 
dreimal gleich genau mit Zielweiten von 50 m nivellirt worden, so dafs fUr jedes. 
dieser Nivellements der mittlere Fehler m = ± 4,8 mm und das Gewicht p = 0,62 ist. 
Die erhaltenen Hohenunterschiede sind LI h 1 = 5,632, LI h 2 = 5,625, LI h 3 = 5,627, 
Wie grofs sind der mittlere Fehler M und das Gewicht P des sich hiemach ergebenden 
endgultigen Wertes LlH des Hohenunterschiedes? 

Aus n gleich genauen Hohenunterschieden LI h 1, LI h 2, '" LI h" mit dem mitt
leren Fehler m und dem Gewichte p ergiebt sich der endgiiltige Wert LlH des. 
Hohenunterschiedes nach: 

LlH = _Ll_h 1_+_Ll_h_2_+_' ,_,_Ll_h-,-,,, 
n 

dementsprechend der mittlere Fehler M von LlH nach Formel (32): 

(8·) M=+.!.m·tn=+~ -n V" -Vn 
und das Gewicht P nach Formel (44): 

wonach in unserm Beispiel wird: 

LI H = 5,632 + 5,625 + 5,627 
i3 5,628, Jf= ± ~;=±2,8mm, P = 3 . 0,62 = 1,86 ~ 
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Der Fehler, womit der Hohenunterschied JH = 5,628 hochstens behaftet sein 
wird, ist nach Regel (27) gleich ± 3 M bis ± 3,5 jl,f, also gleich ± 8,4 bis ± 9,8 oder 
rund ± 10mm. 

Beispiel 3: Die 670m lange Strecke zwischen zwei Punkten P 1 und P 2 ist 
mit 12 Instrumentenaufstellungen nivellirt worden und zwar die Einzelhohenunter
schiede J~l' J~2' J~11' J~12 bei Zielweiten von 50 m, J~a, J~4' J~5 bei Ziel
weiten von 25 m und J ~ 6, J ~ 7, •••• J ~ 10 bei Zielweiten von 12 m. Der mittlere 
Fehler eines Einzelhohenunterschiedes sei bei 50 m Zielweite m 50 = ± 1,2 mm, bei 
25 m Zielweite m 25 = ± 0,9 mm, bei 12 m Zielweite m 12 = ± 0,6 rum. Wie grofs sind 
hiernach der mittlere Fehler und das Gewicht des Gesamthohenunterschiedes J h, 
wenn als Gewichtseinheit das Gewicht einer einmal bei Zielweiten von 50 m nivellirten 
Strecke von 1 km Lange genommen wird? 

Der Gesamthohenunterschied ist: 

J h = J ~ 1 + J ~ 2 + J ~ a + J ~ 4 + J ~ 5 + J ~ 6 + ..... J ~ 10 + J ~ 11 + J ~ 12 , 

und somit nach Formel (29): 

m = ± -ym502 +m502 +m.52 +m25 2 +m252 +m12 2 + m12 2 +m 12 2 +m 12 2 +m 12 2 +m502 +m502 

m= ± -y4m502+3m252+5m122 

= ± V4·1,44+3.0,81+5.0,36=± 3,2mm. 

Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird nach (2*): 

m = ± m 50 vn ± m50 1 IE = ± 1,2 VlOOO - + 3 8 mm V 2 z 100 - - , 

und somit das Gewicht p des Gesamthohenunterschiedes nach Formel (34): 

k mm 3,8 2 

p = - = - = 3 22= 1,4. mm mm , 

Dasselbe Gewicht ergiebt sich auch nach den Formeln (34) und (41) wie folgt: 

1 m 50 m 50 1,2 2 1 0,9 2 0 0 2 1 0,6 2 
-=---=S82=0,100, -=S8 2 = ,6 , -=S8 2 =0,025, 
p 50 m m, p 25, P 12 , 

1 1 1 1 
-=4·-+3-+5-=0,71, p=I,4. 
p P 50 P 25 P 12 

Beispiel 4: Die Strecken zwischen den Punkten P 1, P 2 , P a , P 4 , deren 
Langen L 1 = 1,2 km, L 2 = 1,0 km, La = 1,4 km sind, sind mit gleichen Zielweiten 
nivellirt worden, wobei sich die Hohenunterschiede J h 1 = 3,723, J h 2 = X4,505, 
J h a = X2,072 ergeben haben. Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit sei ± S,8 rum. 
Wie grofs ist hiernach das Gewicht P und der mittlere Fehler M des Gesamthohen
unterschiedes J H zwischen den Punkten P 1 und P 4 ? 

JH= J hl +J h2+ J h a= S,72S + X4,505 + X2,072 = XO,SOOm, 

ferner nach (6*): 

und nach Formel (41): 

1 
-=La 
Pa 

1 1 1 1 
-p-=-+-+-=L l +L 2+L a=S,6, P= 0,26 , 

Pl P2 Pa 

endlich nach Formel (35): 

VT -
M=±m p=±S,8V3,6=±7,2rum. 
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Beispiel 5: Die Stadte Bonn und Godesberg werden durch ein gemein
schaftliches Pumpwerk mit Wasser versehen. Zu dem in Bonn vorhandenen 
Hochreservoir der Wasserleitung solI ein zweites Hochreservoir in Godesberg 
moglichst genau in gleicher Hohe erbaut werden. Es solI angegeben werden, wie 
gro[s der Fehler des durch geometrisches Nivellement zu bestimmenden Hohen
unterschiedes zwischen dem an dem Bonner Hochreservoir angebrachten Nivelle
mentsbolzen und dem auf dem Grundstiicke fUr das Godesberger Hochreservoir 
gesetzten Bolzenstein voraussichtlich hochstens sein wird. 

1. Der Bolzen @ 1 an dem Bonner Hochreservoir ist durch zwei Nivellements 
an die beiden 1 km von einander entfemten Bolzensteine 5477 und 5478 der Landes
aufnahme angeschlossen worden. 

Der Hohenunterschied zwischen @ 5478 und @ 1 ist bei dem ersten NiveIle
ment erhalten aus 55 Einzelhohenunterschieden, die bei verschiedenen Zielweiten 
beobachtet worden sind. Die durchschnittlichen Zielweiten z und die aus ander
weitigen umfangreichen Ermittlungen bekannten mittleren Fehler m eines Einzel
hohenunterschiedes bei den betreffenden Zielweiten sind 

fUr 29 Unterschiede: z = 50 m, m = ± 1,2 mm , 
9 " z = 25 m, m = ± 0,9 mm , 

" 17 z = 12 m, m = ± 0,6 mm. 

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m 1 des aus dem ersten Nivellement 
folgenden Hohenunterschiedes LI h 1 zwischen @ 5478 und @ 1 nach den Formeln (29) 
und (30) wie im Beispiele 3 zu: 

Bei dem zweiten Nivellement ist der Hohenunterschied zwischen @ 5478 und 
@ 1 erhalten aus dem Hohenunterschied der 1 km langen Strecke zwischen @ 5478 
und @ 5477, dessen mittlerer Fehler nach der Veroffentlichung der Landesaufnahme 
zu ± 2,0 mm angenommen werden kmID, und 46 Einzelhohenunterschieden, deren 
Zielweiten z und mittlere Fehler m sind 

fUr. 22 Unterschiede: z = 50 m, m = ± 1,2 mm , 
5 z = 25 ill, m = ± 0,9 mm , 

" 19 " 
z=12 m , m=±0,6mm , 

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m 2 des aus dem zweiten Nivellement 
folgenden Hohenunterschiedes LI h 2 zwischen @ 5478 und @ 1 wie oben: 

m 2 = ± V2,0 2 + (1,2 V22) 2 + (0,9 V 5-) 2 + (0,6 V19) 2 = ± 6,8 mm. 

Der endgiiltige Hohenunterschied LI H ist aus LI h 1 und LI h 2 gerechnet nach 

LIB = LI h 1 + LI h 2 = 1 LI h + '/ LI h 2 /2 1 2 2 , 

so da[s sich der mittlere Fehler M 1 dieses Hohenunterschiedes nach Formel (31) 
ergiebt zu: 

2. Der Bolzen © 5478 ist mit der Hohenmarke 0 G. B. der Europaischen 
Gradmessung auf dem Godesberger Bahnhofe, wovon bei der EinniveIIirung des 
Bolzens @ 2 beim Godesberger Hochreservoir am zweckma[sigsten ausgegangen 
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wird, durch eine L = 6,5 km lange Strecke des mit gleichmafsigen Zielweiten von 
z = 50 m durchgefuhrten Nivellements der Landesaufnahme verbunden. 

Hiernach folgt der mittlere Fehler M 2 der L = 6,5 km langen Strecke zwischen 
@ 5478 und 0 G. B. mit dem nach den Veroffentlichungen der Landesaufnahme 
angenommenen mittleren Fehler 'In = ± 2,0 mm fUr 1 Kilometer nach (6*) und 

Forme! (35) zu: 

]1 2 = ± 'In '{1= ± 2,0 V6,5 = ± 5,1 mm . 

3. Der Hohenunterschied zwischen G G. B. und @ 2 beim Godesberger I-Ioch
reservoir kann nach angestellten Ermittlungen nivellirt werden 

in 3 Aufstellungen mit Zielweiten von 50 m , 

" 6 " 2tj ill 
und " 20 " " 12m. 

Es konnen dasselbe Nivellirinstrument und diesel ben Latten benutzt werden, 
wie bei den Nivellements zwischen ((:}; 5478 und @ 1, so' dafs dieselben mittleren 
Fehler angesetzt werden konnen, wie unter Nr. 1 und ein konstanter Langenfehler 
der Latten nicht berucksichtigt zu werden braucht. 

Demnach ergiebt sich der mittlere Fehler 'In des aus einem einmaligen Nivelle
ment folgenden Hohenunterschiedes zwischen 0 G. B. und '@ 2 wie unter Nr. 1 zu 

'In = ± VW {S ) 2 -+ ( 0,9 V 6 ) 2 + ( 0,6 V20 ) 2 = ± 4,0 mm • 

Das Nivellement wird, urn grobe Fehler auszuschliefsen, zweimal in gleicher 
Weise durchgefUhrt. Das arithmetische Mitte! der Ergebnisse beider Messungen 
wird als endgultiger Hohenunterschied genommen, wonach dessen mittlerer Fehler 
ilI3 nach Formel (32) sein wird: 

ill 3 = ± -~ 'In v2 ± ~ 4,0 {Il = ± 2,8 mm . 

J. Aus den mittleren Fehlern M 1 = ± 5,0 mm, M 2 = ± 5,1 mm, M 3 = ± 2,8 mm 

del' Hohenunterschiede zwischen @ 1 und @ 5478, @ 5478 und 0 G. B., 0 G. B. 
und @ 2 wird der mittlere Fehler ]I des Gesamthohenunterschiedes zwischen @ 1 
und (Q) 2 nach Formel (29) erhalten zu; 

JJI - + ,1M 2 + M~ 2 --L 1I-1 2 - + 5 ° 2 -+-- 51 2 + 2 8 2 - + 7 7 mm ---~- V------
~ - V 1 2 I 3 - - , I' ',- -, . 

Wird del' voraussichtlich hochstens vorkommende Fehler nach der im § 8 
gewonnenen Regel (27) gleich dem 4 fachen Betrage des mittleren Fehlers an
genommen, so ergiebt er sich zu: 41'.[= ± 4·7,7 = ± 30,8 mm oder rund zu; 
± 3 Centimeter. 

Beispiel 6: Zur Berechnung des Hohenunterschiedes Llh zweier trigono
metrischen Punkte, des mittleren Fehlers m und des Gewichtes p des Hohenunter
schiedes sind die folgenden Bestimmungen gegeben: 

e = 4536,5 m , me= ± O,l m, Entfernung 

Hohenwinke! a = + 0 0 57 I 35 /I , m " "= ± 4" , 

Instrumentenhohe i = 0,743 m, 

Zielhohe z = 1,260 m , 

mi= ± O,Olm, 

m.= ± O,OIm. 

m" = l m,,/I = 0,000 019, 
C! 

Als Gewichtseinheit ist das Gewicht der Bestimmung eines Hohenunterschiedes 
fUr eine Entfernung e = 1 km zu nehmen. 
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Wie im Beispiele 5, Seite 28 folgt 

Llh = e tg a +i- z =4536,5. tg 0°57 ' 35" +0,743 -1,260 = + 75,47 In, 

= ± -V (0,0168·0,1 ) " + Cfior~~r+-~,01 "+ 0,01 ; 

= ± VO,OO 00 03 + 0,007430 + 0,00 01 00 +o~666iOo 

= ± VO,OO 7633'= ± 0,087 ill. 

1. T. 

Nach den Zahlenwerten liefern die mittleren Fehler me' mil m z > obgleich 
sie hier aufsergewohnlich hoch angesetzt sind, so geringe Beitrage zu JJi", dafs sie 
vernachlassigt oder gleich Null gesetzt werden konnen. Ferner kann cos a fUr die 
im trigonometrischen Netze in der Regel nur vorkommenden kleinen Hohenwinkel 
gleich 1,0 gesetzt und demnach 

1If = ± V( e m a )2 = ± e ma = ± 4536 . 0,000 019 = ± 0,086 m 

genom men werden. Hiernach ergiebt sich fUr das Gewicht P nach Formel (34), 
wenn die Entfernungen in Kilometern genom men werden: 

Beispiel 7: 

(I.m a )" 1 -1 
P = ~( e . m ) 2 = e" = -i'g.{i = 0,049 . 

a , 

FUr den Hohenunterschied Llh zweier Punkte P und PI ergiebt 
sich aus dem Hohenwinkel a = + 2 0 16 1 30 II der 

~ 

,F, 

Ziellinie nach dem Nullpunkte einer auf P 1 stehen
den Latte und dem Hohenwinkel a 1 = + 3 ° 35 1 15 II 

der Ziellinie nach einer im Abstande 1= 4,000 m 

yom Nullpunkte an der Latte angebrachten Ziel-
scheibe: 

a, , Ll h = D tg a , Ll h + I = D tg aI, 
p _~J= ______ j) _________ ~ 

Llh 
Fig. 4. Ll h + I = tg a cotg aI, 

A h= I 4,000 
Ll _ - 6,919 m • 

cotgatgal-1 cotg(+2°16 ' 30") tg(+3°35 ' 15")-1-

Aus dem mittleren F ehler m a" = ± 8" oder ma = ..!. m a" = ± 0,000 039 der 
(! 

beiden Hohenwinkel a und dem mittleren Fehler mz = ± 0,2 mill = ± 0,0002 m des 
LattenstUcks I ergiebt sich dann der mittlere Fehler ]VI des Hohenunterschiedes Llh 

mit den partiellen Differenzialquotienten des Ausdruckes fUr Llh nach a, a 1 und I: 

aLlh =+ 1 ,=+~_h_=+173 
o I cotg a tg a 1 - 1 I " 

~~~_=+ I .!.g-(.I~=+Llh2. tga~=+4761 
a a ( cotg a tg a 1 - 1 ) 2 sin 2 a I sin" Ct ' , 

oLlh I. cotga =_Llh2.~tg!!..,=_3024 
a a 1 ( cotg a tg a 1 - 1 )" cos 2 a 1 I cos 2 aI' , 

nach F ormel (33) zu: 

1If = ± V ( 1,73 . 0,0002) 2 + ( 476·0,000039) 2 + (302·0,000039)2= ± 0,022 ill. 
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Beispiel 8: Bei einer Dreieckswinkelmessung werden zwei verschiedene 
Theodolite I und II verwendet. Der mittlere Fehler einer einmal in beiden Lagen 
des Fernrohrs beobachteten Richtung ist fiir den Theodoliten I: rnI = ± 1,5", fUr 
den Theodoliten II: rnn =±2,4". Es soli angegeben werden, wie oft die Beob
achtungen der Winkel mit dem Theodoliten II wiederholt werden miissen, damit 
die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, wie bei einer 8 maligen Beob
achtung der \\Tinkel mit dem Theodoliten I, und wie gro[" das Gewicht und der 
mittlere Fehler der als arithmetisches Mittel aus samtlichen Beobachtungsergebnissen 
gebildeten endg(iltigen Winkelwerte sind. Hierbei ist das Gewicht einer einmaligen, 
in beiden Lagen des Fernrohrs ausgefiihrten Beobachtung eines Winkels mit dem 
Theodoliten I als Gewichtseinheit zu nehmen. 

1. Ein Winkel w wird aus den beobachteten Richtungen r lund r ,. fiir den 
linken und den rechten Winkelschenkel erhalten nach: 

Somit wird der mittlere Fehler 1nw eines Winkels aus dem mittleren Fehler 
rn ,. einer Richtung nach Formel (30) erhalten zu: 

mw= ± '1n 7• 11'2. 
Hiernach finden wir als mittleren Fehler llt der Gewichtseinheit oder eines einmal 
mit dem Theodoliten I in beiden Fernrohrlagen beobachteten Winkels: 

llt = ± rnI Vi = ± 1,5 V2 = ± 2,1 " 

und als mittleren Fehler rn wII eines einmal mit dem Theodoliten II in beiden 

Fernrohrlagen beobachteten Winkels: 

rn wII= ± rnIIV2-= ± 2,4-J/2 = ± 3,4". 

Die Gewichtskonstante k = llt llt ist: 

k = llt llt = 1,5 2 • 2 = 4,5 

und das Gewicht Pn eines mit dem Theodoliten II beobachteten Winkels nach 
F ormel (34): 

1,5 2 .2 2,25 
242 . 2 = 5 76 = 0,39 . , , 

2. Der endgiiltige Wert W eines Winkels ergiebt sich als arithmetisches 
Mittel aus n Beobachtungsergebnissen w 1, W 2 I Wa I •••• W n zu: 

W 1+W2+ W a+ .•. W" 
W= n ' 

und das Gewicht P des endgiiltigen Wertes W aus dem Gewichte p der Beob
achtungsergebnisse nach Formel (44) zu: 

~=(*r·n·~=n~ oder P=np. 
Hiernach wird das Gewicht PI der endgiiltigen Werte WI> die aus nI = 8 

mit dem Theodoliten I gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte 1l = 1 
abgeleitet werden: 
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und das Gewicht PII der endgultigen Werte Wn , die aus nn mit dem Theodo· 
liten II gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte Pn = 0,39 abgeleitet 
werden: 

PII=nIIPII=nII · 0,39. 

SolI nun, wie verlangt, die Genauigkeit der mit dem Theodoliten I und II 
gewonnenen Endergebnisse WI und WII gleich sein, so mussen auch die Gewichte 
PI = 8 und PII = nii ·0,39 gleich sein, oder es mufs sein: 

8 
nII ·O,39=8 und nII =039=20,5 oder rund =21, , 

wonach die Winkel 21 mal mit dem Theodoliten II beobachtet werden mussen, 
damit die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, wie bei einer 8 maligen 
Beobachtung der Winkel mit dem Theodoliten I. 

Der mittlere Fehler M der endgultigen Werte WI und lVn ergiebt sich aus 
dem mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten P]=PLI =nI =8 
nach Formel (35) zu: 

M=±m~=±2,1 liI---:-±0,7411 

oder aus dem mittleren FeWer mwn = ± 3,4/1, wenn wir den Beobachtungen mit 

dem Theodoliten II das Gewicht = 1 beilegen und demnach das Gewicht von 
WLI mit nII =21 einsetzen, zu: 

Beispiel 9: 

Fa 
,/\ 

I I 
I I 

I I 

/ \ 
/ I 

I I 
/ I 

I • 

M = ± m WII -V n~I = ± 3,411 11= ± 0,74/1. 

Die Entfernung b eines auf dem rechten Rheinufer liegenden 
Punktes Pa von einem auf dem linken Rheinufer liegenden 
Punkte Pb soli durch Messungen am linken Rheinufer derart 
bestimmt werden, dafs der mittlere Fehler m b nicht grOfser 
als ± 0,04 m wird. 

I 'b 
Der Punkt Pa kann von dem Punkte Ph und von einem 

rund 350 m von Ph entfernten Punkte Pc anvisiert werden. 
Zur Messung der Entfernung a zwischen P b und Pc stehen 
Latten zur Verfugung, deren Lange nach N ormalmafsstaben 
gepruft ist und mit denen die Entfernung a auf dem 
nahezu horizontalen Leinpfad so genau gemessen werden 
kann, dafs der mittlere Fehler einer einmaligen Messung 

a 

Fig. 5. 

ma = ± 0,004 -Va = ± 0,004 -V1f50 = ± 0,075 m sein wird. Zur Messung der Winkel 
{J und r auf Pc und P b steht ein Theodolit zur Verfugung, fur den der mittlere 
Fehler einer einmaligen Messung eines Winkels in beiden Fernrohrlagen festgestellt 

ist zu: m" = ± 8" oder m = .!. m II = ± 0,000 039. Die Winkel fJ und r sind ungefahr 
(! 

bestimmt zu: fJ = 52 ° 20', r = 83 ° 00' . 
Es solI angegeben, werden, wie oft die Messung der Entfernung und der 

Winkel zu wiederholen ist, damit die verlangte Genauigkeit erreicht wird. 
Die Entfernung b wird erhalten zu: 

b=a . sinfJ =350. sin 52 0 20' 350. 0,792=350.113=396m 
Stn(fJ+r) sin 135 0 20' 0,703 ' 

Die zur Anwendung der Formel (33) fur die Berechnung des mittleren 
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Fehlers m b der Entfernung b erforderlichen Zahlenwerte der Differenzialquotienten 
ergeben sich wie folgt: 

o b = _~~n {3 __ = sin 52 0 _2~ = (),792 = 1 13 
(j [~ sin ( (3 + y ) sin 135 0 20' 0,703 " 
o b sin (.8 + y ) cos {3 -- sin {3 cos ( (3 + y ) 
-=a'--- ----
(; ,8 sin 2 ( (3 + y ) 

sin y sin 83 0 00' 0,993 
= a Sin 2 ({3 +y) = a si/n-2135 "-20' = 350 0,703 2 = 704, 

(j b sin {3 
- - - a ----- cos ( (3 y ) = - b cotg ( (3 + y ) = 
(j r - sin 2 ( (3 + y ) 

= -396· cotg 135 0 20' =+396 ·1,012 =401. 

vVird die Messung der Entfernung a n a mal ausgefUhrt und wird das arithme
tische Mittel der n a Messungsergebnisse als endgultiger Wert von a angenommen, 
so wird der mittlere Fehler dieses Wertes nach Formel (32): 

1 - 'Y lR: + - m V n = + m V - = + 0075 -- na a a - a na -, na 

sein. Ebenso wird, wenn die Winkel (3 und y n mal gemessen werden und die 
arithmetischen Mittel der n Messungsergebnisse als endgiiltige Werte der Winkel 

angenommen werden, der mittlere Fehler dieser Werte ± m V~ = ± 0,000 039 V~ 
sein. Danach ergiebt sich der mittlere Fehler m b der Entfernung b nach Formel 
(13) wie folgt: 

mb =± V~~,075 V~) 2 + (704. 0,000039 -V~) 2 + (401. 0,000 039 V~) 2 

=± 1/0,007 18~+0,001 00 1-. V na n 

Der mittlere Fehler m b soll nicht grOfser als ± 0,04 ill sein. Setzen wir den 
VI! ert 0,04 fur m b in die obige Gleichung ein und quadriren, so erhalten wir: 

0,0016 = 0,007 18 ~ + 0,001 00 !. 
na n 

Nach dieser Gleichung k6nnen net und n festgesetzt werden. Wird bestimmt, 
dafs die Entfernung a und die Winkel {3 und y gleich oft gemessen werden sollen, 
dafs also n a = n sein soli, so folgt aus obiger Gleichung, dafs die Messungen 

0,007 18 + 0,00100 'I ["h . d n a =n=---0}i016---=vma auszu u ren sm . 

Wurde bestimmt, dafs die Entfernung a n a = 4 mal gemessen werden salle, 
so wurde der aus dem mittleren Fehler des endgultigen Wertes von a herriihrende 

Teilbetrag 0,007 18 ~ des Quadrates des mittleren Fehlers m b der Entfernung b 
na 

gleich 0,00718 ~ = 0,0018, also bereits grOfser als der fUr m ~ festgesetzte Betrag 

0,0016. Demnach wird also m b nur dann nicht grOfser als ± 0,04 ill, wenn die Ent
fernung a mindestens 5 mal gem essen wird. 

Beispiel 10: 1. Die Geschwindigkeit v des Wassers in einer Sekuude wird 
aus der Anzahl t der Touren, die ein Woltmannscher Fliigel in der Zeit z macht 
und aus den Konstanten IX und {3 des Fliigels erhalten nach: 

t 
V=IX {3-;' 
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Hieraus folgt fUr den mittleren Fehler 711 v der Gesehwindigkeit v nach Formel (33): 

711 v = ± V 711 a 2 (~ 711 f» 2 + (~ 711 t) 2 + (~ : 2 711 z) 2 • 

1st a = + 0,025, ~ = + 0,278 , t = 100, z = 22,2", also 
100 

v = + 0,025 + 0,278 22,2 = 1,277 m. 

und 711 a = ± 0,0047, 711fl= ± 0,00108, 711/=0, 711 z = ± 1,3/1, so wird: 

~ 
I 

I 
I 
I 

Tn- 1 

mv = ± Vo,oo 47 2 + (~g,~ 0,00 108) 2 + (02~~2~' 0,0) 2 + (0,278 2~~~2 1,3 j-
= ± yO,OO 00 22 + 0,000024 + 0,0 + 0,00 53 73 = ± 0,074 m • 

2. Werden die in einer Vertikalen bei den Tiefen To = ° , T 1, T 2 , •••• Tn' T s 

U. 

Uz 

I 

/.J jun -1 

ermittelten Wassergesehwindigkeiten v 0 , V 1, V 2 , •••• 

V n , V s als Ordinaten zu den als Abscissen genom
menen Tiefen T aufgetragen, so stellt die durch die 
Abscissenlinie, dureh die Ordinaten Vo der Oberflache 
und v s der Sohle sowie dureh die Verbindungslinien 
der Endpunkte der Ordinaten v 0 , V 1, V 2, •••• V n , v. 
begrenzte Flaehe die Vertikalgeschwindigkeitsflache 
dar. Del' 1nhalt F diF-ser Flache wird erhalten nach: 

1 
F = 2 (vo Tl +v1 T2 v2 (Ta -T1 ) + .... vn_ I ('l~ - Tn _ 2 ) 

+v n (Ts- Tn_I) +vs(Ts- Tn))' 

Die Tiefen T konnen so genau ermittelt werden, 
jvn 
V.I Ts dafs deren Fehler hier nieht berucksichtigt zu werden 

Fig. 6. brauchen. Wird dann als mittlerer Fehler .711 v der 
Geschwindigkeiten ein den Geschwindigkeiten v 0, V 1 , V 2, •••• V n' V 8 entsprechender 
Mittelwert genommen, so ergiebt sich fur den mittleren Fehler 711 F der Vertikal
geschwindigkeit nach Formel (31): 

711 F=±~711V yTI 2+ T2 2+ (Ta -1'1) 2+ .... (Tn - Tn _ 2 ) 2+( T.- Tn_I) 2+ (Ts - Tn) 2 
Die Vertikalgeschwindigkeitsflache F ergiebt sich fur: 

vo=0,786, T , =0,10, v,=0,781, T 2 =0,20, v 2 =0,739, Ta=0,30, 1'3=0,719, 
T 4 = 0,45, v • = 0,581, v s = 0,305 , Ts = 0,63 zu: 

F = ~. (0,786·0,1 + 0,781'0,2 + 0,739·0,2 + 0,719·0,25 + 0,581·0,33 + 0,305·0,18 ) 

=0,405 qm 

und ihr mittlerer Fehler 711F mit 711 v = ± 0,066 m zu: 

711F = ± -~ 0,066 yO,1 2 + 0,2 2 + 0,2 2 + 0,25 2 + 0,33 2 + 0,18" = ± 0,018 qm. 

3. Aus der Vertikalgeschwindigkeitsflache Fund der Sohlentiefe T 8 ergiebt 
sich die mittlere Vertikalgeschwindigkeit V nach: 

V=~ 
Ts 

und somit der mittlere F ehler 711 v der mittleren Vertikalgeschwindigkeit nach 
Formel (28): 

1 
711 v = T 711F · 

s 



§ 11. Beispiele zum 1. Teile. 45 

Fiir obiges Beispiel wird: 
0,405 1 

V = 0,63- = 0,643 m und m v = ± 0,63 0,018 = ± 0,029 m • 

J. Der Flacheninhalt f n eines einzelnen Streifens des Querprofils, in dessen 
vertikaler Mittellinie die Geschwindigkeitsmessung ausgefiihrt wird, ergiebt sich aus 
der Breite b" des Streifens und aus den Tiefen Tn _ 1 und Tn an den Grenzen des 
Streifens nach: 

1 
In = 2" b" ( Tn _ 1 + Tn) . 

Die Breite b" des Streifens kann so genau ermittelt werden, dafs ihr mittlerer 
Fehler m b = ° genommen werden kann. Dann ergiebt sich fUr den mittleren Fehler 
mj der Flache aus dem mittleren Fehler m T der Tiefen T nach Formel (32): 

1 b - 1 b 
mj =±2" "mTy 2=±y2 nmT' 

Ferner wird die Wassermenge q", die in der Seknnde durch einen einzelnen 
Querprofilstreifen fliefst, aus der Flache In des Streifens und aus der mittleren 
Vertikalgeschwindigkeit V" erhalten nach: 

qn=l" V" 
und der mittlere F ehler m q der Wassermenge q.. aus dem mittleren F ehler m f der 
FHiche In und dem mittleren Fehler m v der Geschwindigkeit V nach Formel (33) zu: 

mq = ± Y(V .. mf ) 2+ (I .. mv) 2. 
Die Gesamtwassermenge Q, die in einer Sekunde durch das ganze Quer

profil fliefst, ist gleich der Summe der durch die einzelnen Querprofilstreifen 
fliefsenden Wassermengen q" und demnach der mittlere Fehler mQ der Gesamt
wassermenge Q nach Formel (29) gleich der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate der mittleren Fehler m q der einzelnen Wassermengen q n' 

Hiernach werden die Wassermenge Q, die in einer Sekunde durch das, bereits 
im § 9, Nr 5 behandelte Querprofil fliefst I und ihr mittlerer Fehler mQ wie folgt 
erhalten: 

I Ge- Wasser- Mittlerer 
Breite

l 
Tie'e Flache schwindig- Fehler (Vmf )"· (Im v )"' Nr. menge 

b. T. I. keit I my. V. q. mf' 

° 0,00 I 
± ± 

1 3,6 0,40 0,72 0,182 0,131 0,090 0,040 0,00027 0,00083 

2 2,5 0,57 1,21 0,438 0,530 0,089 0,035 152 180 

3 2,5 0,72 1,61 0,643 1,035 0,089 0,029 327 218 

4 2,5 0,82 1,92 0,810 1,555 0,089 0,027 520 268 

5 
2,5 0,85 2,09 1,036 2,165 0,089 0.024 850 252 

6 2,5 0,85 2,12 1,157 2,453 0,089 0,023 0,Q1 061 238 

7 2,5 0,78 2,04 1,019 2,079 0,089 0,025 0,00823 260 

8 2,5 0,67 1,81 0,794 1,437 0,089 0,028 500 257 

9 2,5 0,55 1,52 0,779 1,184 0,089 0,030 480 208 

10 2,5 0,45 1,25 0,550 0,688 0,089 0,032 240 160 

11 2,5 0,26 0,89 0,400 0,356 0,089 0,036 127 102 

12 3,2 0,00 0,42 0,140 0,059 0,080 0,045 012 036 

F= 17,60 qm I Q = 13,672 chm \ mQ = 0,07 381 

I I mQ = ± 0,272 chm 
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Der mittlere Fehler m T der Sohlentiefe T ist, wie im § 9, Nr. 5, zu: ± 0,05 m 
genommen. Die mittleren Fehler m .. ergeben sich, wie unter Nr. 2 und 3 durch 
ein Beispiel erlautert ist. 

Be is pie I 11: 1. Der mittlere Profilradius I' eines Durchflufsprofils ergiebt 
sich aus der Querprofilflache und dem benetzten Umfange p nach: 

F 
r=p' 

woraus fUr die Berechnung des mittleren Fehlers mr des Profilradius I' aus dem 
mittleren Fehler mIlder Flache Fund dem mittleren Fehler mp des benetzten 
Umfanges p nach Formel (33) folgt: 

In dem im § 9, Nr.5 behandelten Beispiele ist F= 17,61 qm, p = 31,8, also: 

17,61 
r = sI1f = 0,554 . , 

Ferner ist: m If' = ± 0,43 qm, m p = ± 0,05 m und somit 

1 I( 1 ) 2 ( 17,6 ) 2 
m r = ± V 31,8 0,43 + 31,8 20,05 = ± 0,0135 . 

2. Nach den Formeln von Ganguillet und Kutter wird die mittlere Wasser
geschwindigkeit V erhalten aus den Konstanten a und p, dem Profilradius I' und 
dem relativen Gefalle 'f nach: 

Fur a = 100, P = 2,44 , I' = 0,554, 'f = 0,000 231 wird: 

V = (100 - v' 100·2,44 ) 1"0,554.0,000231 = 0,263 m. 
0,554 +2,44 

Differenziren wir den Ausdruck fUr V nach a, p, I' und 7: und setzen in die 
sich ergebenden Differenzialquotienten gleich die Zahlenwerte ein, so erhalten wir: 

o V ( (J) - V 0,263 
a-a= 1-1"r+p 1"r'f="=-100=0,00263, 

(3V 1 -",=afi 1"--a P1"7: 
vI' 2 I' 

1 - ( 1";:-+2 P) 1 ( 1"0,554+4,88 ) 
=2" a 1"'f (1"r+p)2 =2"1001"0,000231 (1"0,554+2,44)2 =0,421, 

(3 V = (a--!!L) __ 1_=£.=~~=569 
(3 'f 1"r + p 1"1' 2 fi 2 7: 0,000462 . 

Mit diesen Zahlenwerten der Differenzialquotienten ergiebt sich der mittlere 
Fehler mv der mittleren Geschwindigkeit aus den mittleren Fehlern m a = 0,0 , 
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m (l = ± 0,25 der Konstanten a und f3, m ,. = ± 0,0135 des mittleren Profilradius r 

und m'C = ± 0,00005 des relativen Gefalles 'C nach Formel (33) zu: 

my = ± -y( 0,002 63 . m a) 2 + ( 0,0830 . m (l ) 2 + ( 0,421 . m r ) 2 + (569 . m r ) 2 

= ± -y( 0,002 63· 0,0) 2 + (0,0830· 0,25 ) 2 + ( 0,421·0,0135) 2 + (569.0,00005) 2 

= ± -yO,O + 0,00 04 31 + 0,00 00 32 + 0,00 08 09 = ± 0,036 m • 

3. Die in einer Sekunde durch das Profil fliefsende Wassermenge Q ergiebt 
sich nach: 

Q=FV, 

und der mittlere Fehler mQ nach: 

mQ= ± -y(Vm F )2+(Fm v )2, 

wonach sich mit den bisher erhaltenen Zahlenwerten ergiebt: 

Q = 17,61 ·0,263 = 4,631 chm , 

mQ = ± -y (0,263.0,43) 2 + ( 17,6 . 0,036) 2 = ± 0,644 chm. 



II. TElL. 

Methode der kleinsten Quadrate. 

I. Abschnitt. 

Einleitung. 

§ 12. Die zu 16senden Aufgaben. 
1. 1m I. T eiIe haben wir uns mit der Theorie der Beobachtungsfehler be

sch1iftigt und haben auf Grund einer aIlgemeinen Hypothese Regeln und Formeln 
aufgestellt filr die Beobachtungsfehler. Wir haben insbesondere einfache Mafse filr 
die Genauigkeit unserer Beobachtungsergebnisse und der durch Rechnung aus den 
Beobachtungsergebnissen abgeleiteten GrOfsen unter der Bezeichnung des wahr
scheinlichen, des mittleren und des durchschnittlichen Fehlers festgestellt und haben 
sodann gezeigt, wie diese Genauigkeitsmafse aus vorliegenden Beobachtungsfehlern 
abzuleiten sind. Ferner haben wir noch durch Einfiihrung der Gewichte einen 
weiteren Ausdruck fiir die Wertschatzung unserer Beobachtungsergebnisse gewonnen. 
Endlich haben wir gezeigt, wie nach Bestimmung der Genauigkeit bestimmter Be
obachtungen fiir weitere unter gleichen Verhaltnissen zur Ausfuhrung gelangende 
Beobachtungen eine Grenze festgesetzt werden kann, die die Beobachtungsfehler 
nicht iiberschreiten soIlen. 

2. Unsere Beobachtungen haben nun aber in der Regel nicht den Zweck, 
nur ein Mafs fiir die Genauigkeit der Beobachtungsergebnisse zu lief ern oder danach 
Fehlergrenzen fiir weitere Beobachtungen zu bestimmen. Vielmehr haben sie meistens 
in erster Lillie den Zweck, moglichst zuverlassige und genaue Werte fiir die be
obachteten Grofsen oder andere mit den beobachteten GrOfsen in bestimmter Be
ziehung stehende GrOfsen zu erlangen. Dementsprechend haben wir nun die Aufgabe 
zu losen, aus den Ergebnissen unserer Beobachtungen moglichst zuverlassige und 
genaue Werte filr die zu bestimmenden Grofsen abzuleiten. 

Wie bereits besprochen, sind die Beobachtungsergebnisse immer mit unver
meidlichen Fehlern behaftet, auch wenn wir unsere Beobachtungen so sorgfaltig 
ausfiihren wie nur moglich. Diese Fehler iibertragen sich auch auf aIle Werte, 
die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleitet werden. Deshalb konnen wir die 
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fehlerfreien wahren Werte fur die zu bestimmenden GrOfsen nicht erlangen, 
vielmehr mussen wir uns damit begnugen, aus den vorliegenden mit unvermeidlichen 
Fehlern behafteten Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden GrOfsen abzuleiten. 

Demnach ist die erste von uns zu losende Aufgabe, nach den 
vorliegenden Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten 
Werte der beobachteten Grofsen oder anderer mit den beobachteten 
Grofsen in bestimmter Beziehung stehender Grofsen zu ermitteln. 

S. Durch Vergleichung der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
GrOfsen, oder der diesen entsprechenden Werte der beobachteten GrOfsen mit 
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen erhalten wir dann aber auch nicht die 
wahren Werte der Beobachtungsfehler, sondern die wahrscheinlichsten 
Werte der Beobachtungsfehler. 

Die bis jetzt aufgestellten Formeln fur die Berechnung der als Genauigkeits
mafse dienenden GrOfsen gelten aber nur fUr die wahren Werte der Beob
achtungsfehler. 

Daher ist die zweite von uns zu losende Aufgabe, aus den wahr
scheinlichsten Werten der Beobachtungsfehler ein Mafs fur die 
Genauigkeit der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und der aus 
den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Grofsen zu bestimmen. 

Als Genauigkeitsmafs nehmen wir im folgenden ausschliefslich 
den mi t t1 ere n F e hIe r, weil er in einfachster Beziehung zu den in den Rech
nungen vielfach zu benutzenden Gewichten steht und weil wir, wenn es notig sein 
soUte, den durchschnittlichen Fehler d und den wahrscheinlichen Fehler w am besten 
nach den Formeln (17) und (18) aus dem mittleren Fehler berechnen konnen. 

4. Die sich durch die Losung unserer Aufgaben ergebenden Rechnungs
verfahren finden nur Anwendung, wenn mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen, 
als zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gesuchten GrOfsen notwendig 
sind, wenn also uberschussige Beobachtungsergebnisse vorliegen. 

Liegen weniger Beobachtungsergebnisse vor, als zur einfachen, nicht ver
sicherten Bestimmung der gesuchten Grofsen notwendig sind, so ergeben sich aus den 
Beobachtungsergebnissen uberhaupt keine bestimmten Werte der gesuchten GrOfsen. 

Liegen grade so viele Beobachtungsergebnisse vor, wie zur einfachen nicht 
versicherten Bestimmung der gesuchten Grofsen notwendig sind, so ergeben sich 
aus den Beobachtungsergebnissen zwar bestimmte Werte der gesuchten GrOfsen; 
diese Werthe konnen dann aber ohne Anwendung des im folgenden entwickelten 
Verfahrens gefunden werden. 

§ 13. Grundsa.tze fur die L6sung der ersten Aufgabe. 

1. Bei der Losung der im § 12 bezeichneten erst en Aufgabe, aus 
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten 
Werte der beobachteten Grofsen oder anderer mit den beobachteten 
Grofsen in bestimmter Beziehung stehenden Grofsen zu ermitteln, 
gehen wir von den Grundsatzen aus: 

1. die gesuchten GrOfsen als einheitliches Endergebnis aus si:l.mt
lichen vorliegenden Bestimmungen derart zu gewinnen, dafs jedes 
Beobachtungsergebnis seinem Gewichte entsprechend beriicksichtigt 
wird, und 

Koll. 2. Auf!. 4 
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2. die gesuchten Grofsen so zu bestimmen oder die Fehler der 
Beobachtungsergebnisse so auszugleichen. dars die Quadratsumme 
der auf die Gewichtseinheit zuriickgefiihrten wahrscheinlichsten Be
obachtungsfehler ein Minimum wird. 

2. Flir den ersten der beiden aufgestellten Grundsatze sei angefuhrt: 
Wir wollen solche Werte flir die zu bestimmenden Grofsen ermitteln, die 

den wahren Werten moglichst nahe kommen; wir wollen also mit dem End
ergebnis unserer Arbeiten der Wahrheit so gut wie moglich entsprechen. AIle 
Beobachtungsergebnisse und alle sonstigen Bestimmungen sind nun Zeugnisse fUr 
die Wahrheit; und deshalb werden wir der Wahrheit urn so besser entsprechen, 
je mehr Zeugnisse wir einheitlich zusammenfassen und je richtiger wir ungleich 
zuverlassige Zeugnisse in dem einheitliehen Endergebnisse ihrem Gewichte nach 
berUcksichtigen. 

Die Aufserachtlassung unseres ersten Grundsatzes ist vielfach die Hauptursache 
davon, dafs aus den Beobachtungsergebnissen kein befriedigendes Endergebnis 
gewonnen wird. Besonders ist dies der Fall bei dem in der Praxis frUher liblichen 
Verfahren, von einer Reihe vorliegender Beobachtungsergebnisse eine Anzahl 
moglichst gut libereinstimmender Beobachtungsergebnisse auszuwahlen und nur 
diese zur Feststellung des Endergebnisses zu benutzen. Dies Verfahren beruht 
auf der Annahme, dafs die zufaIlige Ubereinstimmung einiger Beobachtungsergebnisse 
ein so sieheres Kennzeichen fUr ihre Zuverlassigkeit ist, dafs demgegenUber aIle 
mehr abweichenden Beobachtungsergebnisse unberlicksichtigt bleiben konnen. Diese 
Annahme kann aber weder durch die Theorie noch durch glinstigen praktischen 
Erfolg begrUndet werden; vielmehr haben grade die mit dieser Annahme gemachten 
schlechten Erfahrungen in erster Linie dazu gefiihrt, das nachfolgend darzustellende 
Rechnungsverfahren immer mehr in die Praxis einzufUhren. Auch das Vorgehen, 
unseren ersten Grundsati zwar anzuerkennen, aber n ach dem Erfolge diejenigen 
Beobachtungsergebnisse ganz auszuschliefsen oder mit vermindertem Gewichte an
zusetzen, die bei der rechnerischen Verwertung der Beobachtungsergebnisse unge
wohnlich grofse Fehler aufweisen, ist in der Regel von den verderblichsten Folgen 
begleitet; denn durch die Ausschliefsung oder Gewichtsverminderung wird in der 
Regel nur eine Verschlechterung des Endergebnisses erzielt. Nur wenn bestimmte 
Thatsachen voraus bekannt sind, die einen Verdacht gegen ein Beobachtungsergebnis 
sieher begriinden, oder wenn durch sorgfaltige Naehmessung die Unrichtigkeit eines 
Beobachtungsergebllisses sicher erwiesen ist, darf die Ausschliefsung des Beob
achtungsergebnisses oder die Verminderung seines Gewichtes erfolgen. "Jede 
Beobachtung, die nicht einen protokoIlarischen Verdachtsgrund gegen sich hat, habe 
ich als einen Zeugen flir die Wahrheit zu betrachten, und ebenso wenig wie ich 
einen Zeugen torquieren darf, bis er sagt, was ich gesagt haben will, ebenso wenig 
darf ich auch ohne weiteres sein Zeugnis verwerfen, weil es von den iibrigen 
hedeutend abweicht." *) 

Zur weiteren Erlauterung des vorstehenden seien noch zwei Beispiele an
gefiihrt: 

Bei der Berechnung der geographischen Koordination der trigonometrischen 
Punkte III. Ordnung einer weit ausgedehnten Triangulation wurden im Anschlufs 
an das Dreiecksnetz I. und II. Ordnung zunachst fiir die Dreiecksseiten die Azi 
mute und Langen in der Weise bestimmt, dafs dafUr zwei moglichst gut liber
einstimmende Ergebnisse gesucht, und das arithmetische Mittel aus diesen beiden 

0) Gerling, "Die Ausgleichungs.Rechnungen der praktischen Geometrie." Seite 68. 
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Ergebnissen als Endergebnis genommen wurde. Sodann wurden aus den so erlangten 
Azimuten und Langen zwei Werte fur die geographischen Koordinaten eines jeden 
Punktes berechnet. Stimmten diese beiden Werte genugend uberein, so wurde 
das arithmetische Mittel aus beiden Werten als Endergebnis genommenj stimmten 
sie nieht genugend uberein, so wurden weitere Werte der Koordinaten aus anderen 
Azimuten und Langen berechnet, bis sieh zwei genugend ubereinstimmende Werte 
fan den , deren Mittel das Endergebnis bilden konnte. Als spater aus den geogra
phischen Koordinaten rechtwinklig spharische Koordinaten abgeleitet, dann zur 
Kontrole aus diesen Koordinaten die Richtungen und Langen der Dreiecksseiten 
berechnet und mit den direkt aus den Beobachtungsergebnissen gewonnenen Rich
tungen und Langen verglichen wurden, ergaben sich viele Abweichungen, die weit 
uber das zulassige Mafs hinausgingen. Durch eine unseren Grundsatzen entsprechende 
N euberechnung der rechtwinkligen Koordinaten wurde ein durchaus befriedigender 
Anschlufs an die Beobachtungsergebnisse erzielt und damit zugleich erwiesen, dafs 
nur das unzweckmafsige Verfahren bei der erst en Berechnung die Ursache der 
Unbrauchbarkeit der Endergebnisse war. 

Bei einer zweiten umfangreichen Triangulation wurden die Winkel im Drei
ecksnetze I. und II. Ordnung mit einem alten, grofsen, aber wenig zuverlassigen 
Theodoliten nach der Repetitionsmethode beobachtet. Die jedenfalls fur das be
nutzte Instrument nicht geeignete Winkelmessungsmethode, vielleicht auch nieht 
genugende Sorgfalt bei der fur den Erfolg einer jeden Triangulation in erster 
Linie mitbestimmenden Festlegung der Signale und Beobachtungsstandpunkte gegen 
das Centrum der Stationen fuhrten dazu, dafs bereits bei der Berechnung des Drei
ecksnetzes 1. Ordnung Fehler hervortraten, die weit uber die bei den Dreiecksnetzen 
IV. Ordnung zulassigen Fehler hinausgingen. Nun wurden aile die Riehtungen 
ausgeschlossen, bei denen die grofsen Fehler hervortraten und es wurde eine zweite 
Berechnung durchgefuhrt, die ein scheinbar gutes Endergebnis lieferte. Je weiter 
aber die Rechnung durch das Dreiecksnetz II., III. und IV. Ordnung fortgefuhrt 
wurde, desto grOfser wurden die hervortretenden Fehler und desto mehr Richtungen 
mufsten ausgeschlossen werden, urn zu einem leidlichen Abschlufs zu gelangen. In 
der Revisionsinstanz wurde darauf die ganze Rechnung verworfen und eine neue 
Berechnung mit Benutzung samtlicher Beobachtungsergebnisse angeordnet. Der 
Erfolg rechtfertigte diese Mafsregel vollstandig j wahrend in dem Dreiecksnetze 
I. Ordnung die grofsen Fehler bestehen blieben, nahmen die Fehler bei der fort
schreitenden Rechnung immer mehr ab, so dafs sie im Dreiecksnetze IV. Ordnung 
durchweg innerhalb der zulassigen Grenzen blieben und somit die fUr die anzu
schliefsenden Detailmessungen in erster Linie wichtige gegenseitig richtige Lage der 
benachbarten trigonometrischen Punkte gewahrleistet war. 

3. Die uneingeschrankte Durchfuhrung unseres ersten Grund
satzes kann nun aber unter Umstanden doch unzweckmafsig sein, 
einmal weil der dadurch bedingte Arbeitsaufwand in keinem rich
tigen Verhaltnisse zu dem Nutzen stehen kann, und s odann a uch, weil 
sachliche in der Art der vorliegenden Aufgabe liegende Bedenken 
dagegen obwalten konnen. 

Wenn beispielsweise ein trigonometrisches Netz niederer Ordnung von einiger 
Ausdehnung zu berechnen ist, so wurde es einen ganz ungerechtfertigt hohen 
Arbeitsaufwand verursachen, wenn die zusammenhangenden Teile des Netzes in 
ihrem ganzen Umfange einheitlich behandelt wurden. Vielmehr ist es in diesem 
Faile und in ahnlichen Fallen durchaus berechtigt, unseren Grundsatz mit der Ein-

4* 
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schrankung anzuwenden, dafs eine Zerlegung des Netzes in kleinere einfach zu 
berechnende Teile ausgefUhrt wird und dafs nur die zur Bestimmung dieser kleinen
Netzteile I bezw. einzelner trigonometrischen Punkte vorliegenden Beobachtungs
ergebnisse je fUr sich zu einem einheitlichen Endergebnisse zusammengefafst werden. 

Wenn ferner beispielsweise die Beobachtungsergebnisse vorliegen zur Be
stirn mung der Verbesserungen, die den Ablesungen an einem Federbarometer bei
zufiigen sind, urn daraus brauchbare Werte ffir die GrMse des Luftdrucks zu 
erhalten, so wird es in der Regel sachlich nicht gerechtfertigt sein, samtliche vor
liegenden Bcobachtungsergebnisse zusammenzufassen und sie als ein einheitliches 
Ganzes zur Berechnung der gesuchten Verbesserungen zu benutzen; denn die
Beobachtungen, die zur Bestimmung der einzelnen Verbesserungen vorgenommen 
werden, finden in der Regel unter ganz verschiedenartigen U mstanden statt, so 
dafs nur die getrennte Behandlung der verschiedenen Beobachtungsreihen ein 
brauchbares Endergebnis erwarten lafst. 

4. Die nach unserem ersten Grundsatze zu beriicksichtigenden Gewichte der 
Beobachtungsergebnisse miissen nach den dafiir im I. Teile gegebenen Satzen und 
Formeln ermittelt werden. Die A.nderung der so' ermittelten Gewichte behufs 
schatzungsweiser Beriicksichtigung aller Nebenumstande, die die Beobachtungs
ergebnisse allenfalls beeinflufst haben konnten, ist in der Regel weit mehr schadlich 
als niitzlich. Geringere Gewichtsunterschiede konnen bei den Aufgaben, die wir 
hier vorzugsweise ins Auge fassen, ganz unbedenklich vernachlassigt werden. Das
Bestreben, alle unbedeutenden Nebenumstande in den Gewichten zum Ausdruck zu 
bringen, fiihrt, wie oft beobachtet werden kann, zu einer sich meistens sehr rasch 
steigernden krankhaften Sucht, alles weniger gut erscheinende durch Gewichts
annahmen gut zu machen und zu einer durchaus nutzlosen Erschwerung aller 
Rechnungen. 

5. Nach dem zweiten Grundsatze, die gesuchten GrMsen so zu bestimmen 
oder die hervortretenden Fehler so auszugleichen, dafs die Quadratsumme der auf 
die Gewichtseinheit zuriickgefiihrten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Mini
mum wird, fiihrt das nachfolgend darzustellende Rechnungsverfahren die Bezeichnung 
Methode der kleinsten Quadrate oder Ausgleichungsrechnung nach der Me
thode der kleinsten Quadrate. 

Dieser Grundsatz ist gewissermafsen willkUrlich gewa.hlt, aber er ist zweck
mafsig gewahlt. Wir mUssen ohne weiteres anerkennen, dafs die Werte der 
gesuchten GrMsen die besten sind, denen solche Werte der beobachteten GrMsen 
entsprechen, die moglichst wenig von den thatsachlich vorliegenden Beobachtungs
ergebnissen abweichen, die also moglichst kleine Werte der wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler liefern. Solche Werte der gesuchten Grofsen konnen wir auf 
verschiedene Weise finden, z. B. indem wir davon ausgehen, die Summe der ab~ 
soluten Werte der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler moglichst klein zu 
machen, oder die Summe der zweiten, vierten oder irgend einer andern Poten~ 
der Beobachtungsfehler moglichst klein zu machen. Wir konnen auch keinen 
strengen Beweis dafUr fiihren, dafs wir nicht auf eine andere Weise im gegebenen 
FaIle etwas besseres erreichen, als dadurch, dafs wir die Quadratsumme der wahr
scheinlichsten Beobachtungsfehler moglichst klein machen. Wir konnen aber wohl 
behaupten, dafs wir auf letztere Weise Ergebnisse erhalten, die sich den Beob
achtungsergebnissen gut anpassen und dafs wir diese Ergebnisse in einfachster und, 
elegantester Weise erhalten. Ferner konnen wir noch ffir unsern zweiten Grundsatz 
anfiihren, dafs das Prinzip der kleinsten Quadratsumme auch dem alten Grundsatze 
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entspricht, das einfache arithmetische Mittel der vorliegenden Beobachtungsergebnisse 
als den wahrscheinlichsten Wert der gesuchten Grofse anzunehmen, wenn die zur 
Bestimmung der letzteren ausgefiihrten Beobachtungen gleich genau und unabhangig 
von einander sind. 

6. Bei Besprechung der Gewichte im § 10 haben wir klargelegt, dafs die 
Gewichtszahlen uns anzeigen, wie oft wir die Grofsen, fUr die die Gewichte gel ten, 
in der Rechnung zu berucksichtigen haben, urn sie ihrem Genauigkeitswerte ent
sprechend richtig zu verwerten. Demgemafs miissen wir bei Bildung der Quadrat
summe auch die Quadrate der wahrscheinlichsten Fehler v 1, V 2, V 3, •••• v" der 
Beo bachtungsergebnisse i/. 1 , i/. z, i/. a, .... i/. " so oft ansetzen, wie die Gewichtszahlen 
P 1, P 2 , P a, .... p" anzeigen, wonach wir also auch die Quadratsumme P 1 V 1 V 1 + 
P2V2V2+PaVaVa+ •••• P"v"v,,=[pvv] zu einem Minimum machen miissen. 
Diese Quadratsumme erhalten wir aber auch, indem wir die wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler v 1 , V 2 , Va, •••• v" durch Multiplikation mit V~ , V P 2 , V P a, .... 

Vp" auf die Gewichtseinheit zuriickfiihren und danach die Quadratsumme der aut 

die Gewichtseinheit zuriickgefiihrten Beobachtungsfehler v 1 VP. , v 2 V P 2, va V P a , 

- ••• V n V P n bilden. Fiir den zweiten Grundsatz haben wir demnach allgemein die 
Formel: 

0,6) P 1 v 1 V 1 + p 2 V 2 V 2 + P a v 3 v 3 + .... P n v" v" = [p v v ] = Minimum. 

§ 14. Grundsatz fUr die L6sung der zweiten Aufgabe. 

1. Bei der Losung unserer zweiten Aufgabe, aus den wahrscheinlichsten 
Werten der Beobachtungsfehler ein Mafs fiir die Genauigkeit der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse und der daraus abgeleiteten GrOfsen zu bestimmen, gehen 
wir von dem folgenden, ebenfalls nicht streng zu beweisenden Grundsatze aus: 

Wir nehmen als Mittelwert der Quadrate der wahrschein· 
lichsten Beobachtungsfehler, oder als Quadrat des mittleren Fehlers 
der Gewichtseinheit den Wert an, der sich ergiebt, wenn wir die 
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch 
die Anzahl der iiberschussigen Beobachtungsergebnisse dividiren. 

Hierbei gelten als uberschussige Beobachtungsergebnisse die, die ubrig bleiben, 
wenn wir aus den uberhaupt vorhandenen n Beobachtungsergebnissen die q Beob
achtungsergebnisse ausscheiden, die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung 
der gesuchten Grofsen erforderlich sind. Demnach rechnen wir den mittleren 
Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel: 

(47) m = ± 1 /Cp v v J . 
V n-q . 

2. Zur Erlauterung dieses Grundsatzes diene: 
Wenn nur so viele Beobachtungsergebnisse vorliegen, wie zur einfachen 

nicht versicherten Bestimmung der gesuchten GrOfsen erforderlich sind, so stimmen 
die Werte der beobachteten GrOfsen, die riickwarts aus den danach gefundenen 
GrOfsen abgeleitet werden, genau uberein mit den vorliegenden Beobachtungs· 
ergebnissen und wir erhaIten als Werte der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 
Null. Mithin lief em in diesem Faile die Beobachtungsergebnisse keinen Beitrag 
zu der Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler. Erst wenn ein 
oder mehrere weitere uberschussige Beobachtungsergebnisse hinzukommen, erhalten 
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wir Beitrage zur Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler und 
zwar Beitrage, worin nur die Widerspruche der neu hinzutretenden Beobachtungs
ergebnisse gegen die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung genugenden 
Stucke zum Ausdruck gelangen. Deshalb dividiren wir, um das Quadrat des 
mittleren Fehlers zu erhalten, die Quadratsumme auch nicht durch die Anzahl aller 
vorhandenen Beobachtungsergebnisse, sondern durch die AI).zahl der uberschussigen 
Beobachtungsergebnisse. 

Wenn z. B. die rechtwinkligen Koordinaten eines Puuktes aus den gemessenen 
Abstanden dieses Punktes von gegebenen Punkten bestimmt werden sollen, so sind 
zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Koordinaten zwei soIche Abstande 
notig. Leiten wir dann aus den Koordinaten, die aus diesen notwendigen zwei 
Abstanden gefunden worden sind, ruckwarts wieder Werte fiir diese Abstande 
ab, so stimmen sie mit den Messungsergebnissen genau uberein. Kommt indefs 
noch ein dritter iiberschussiger Abstand hinzu und bestimmen wir nun aus den drei 
Abstanden die wahrscheinlichsten Werte der Koordinaten, so zeigen auch die 
ruckwarts aus den erhaltenen Koordinaten abgeleiteten Werte der Abstande 
Abweichungen von den Messungsergebnissen und Hefern damit einen Beitrag zur 
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler, der der Verscharfung 
der Bestimmung der Koordinaten durch das eine weitere Beobachtungsergebnis 
entspricht. Ganz ebenso verhalt es sich mit jedem noch weiter hinzukommenden 
uberschussigen Abstande. 

3. Beziehen sich unsere Beobachtungen auf eine GrOfse, deren wahrer Wert 
uns voraus bekannt ist, so sind samtliche vorliegenden Beobachtungsergebnisse als 
uberschiissige anzusehen, womit die Formel (47) ubergeht in: 

m=± v [p-:V1 . 

Diese Formel entspricht der Formel (13) m=±'V~10j, wie es auch 

sein mufsj denn in diesem FaIle erhalten wir durch Vergleichung der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse mit dem wahren Werte der beobachteten Grofse die 
wah'ren Werte der Beobachtungsfehler, fur die die Formel (13) gilt. 

Wenn wir also beispielsweise aus vorliegenden Dreieckswinkelbeobachtungen 
den mittleren Fehler der Dreieckswinkelsumme ermitteln wollen, so ist uns voraus 
bekannt, dafs der wahre Wert der Dreieckswinkelsumme 180 0 ist '). Durch Ver
gleichung der beobachteten Dreieckswinke1summe mit diesem wahren Werte 
erhalten wir also die wahren Beobachtungsfehler, und jede beobachtete Dreiecks
winkelsumme liefert einen vollen Beitrag zur Fehlerquadratsummej deshalb mussen 
wir letztere dann auch durch die Anzahl aller beobachteten Dreieckswinkelsummen 
dividiren, um das Quadrat des mittleren Fehlers zu erhalten. 

§ 15. Aufstellung besonderer Rechnungsverfahren fur besondere 
Fa.lle der zu 15senden Aufgabe. 

1. Bei den vorkommenden praktischen Aufgaben konnen wir verschienene 
besondere FaIle unterscheiden, fur die zweckmafsig auch besondere Rechnungs
verfahren aufgestellt werden, um das Endergebnis moglichst einfach gewinnen 
zu konnen. Zur Unterscheidung der verschiedenen Verfahren fuhren wir kurze 
Bezeichnungen dafur ein. 

·t Abgesehen von dem event. zu berilcksichtigenden spharischen Excefs. 



§ 15. Aufstellung besond. Rechnungsverfahren fiir besondere Fiille der zu Iosenden Aufgabe. 55 

In erster Linie unterscheiden wir die beiden Falle, wo als Endergebnis unserer 
Rechnung entweder die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten GrOfsen selbst 
oder aber die wahrscheinlichsten Werte anderer, mit den beobachteten GrOfsen 
in bestimmter Beziehung stehender Gr5fsen gewonnen werden. 

1m ersten Falle, wo sich die Beobachtungen direkt auf die gesuchten Gr5fsen 
selbst beziehen, bezeichnen wir die Beobachtungen als direkte Be 0 bach tungen, 
wahrend wir sie als vermittelnde Beobachtungen bezeichnen, wenn, wie im 
zweiten FaIle, sich die Beobachtungen auf GrOfsen beziehen, die uns die Kenntnis 
der gesuchten GrOfsen vermitteln. 

Sodann unterscheiden wir die beiden Falle, wo entweder die beobachteten 
GrOfsen von einander unabhangig sind, oder wo sie von einander abhangig sind 
dadurch, dafs sie bestimmte Bedingungen erftillen mussen. 

Dementsprechend bezeichnen wir die Beobachtungenim ersteren Falle als unab
hangige Beobachtungen, im zweiten Falle als bedingte Beobachtungen. 

Somit ergeben sich die folgenden Hauptfalle, fur die wir besondere Rech
nungsverfahren aufstellen: 

1. direkte unabhangige Beobachtungen oder kurz direkte Beo bach tung en, 
2. vermittelnde unabhangige Beobachtungen oder kurz v e r mit tel n d e 

Beobachtungen, 
3. bedingte direkte Beobachtungen oder kurz bed in g t e Be 0 b a c h tun g en, 
4. bedingte vermittelnde Beobachtungen. 
Ferner behandeln wir noch den Fall besonders, wo der mittlere Fehler 

aus den Differenzen zwischen den Ergebnissen ausgefuhrter Doppel
beobachtungen verschiedener Gr5fsen ermittelt werden solI. 

Endlich sondern wir von den bedingten Beobachtungen noch den einfachen 
Fall ab, wo nur die eine Bedingung vorliegt, dafs die Summe der beob
achteten Gr5fsen einen bestimmten Sollbetrag erfullen mufs. 

2. Die L5sung einer vorliegenden Aufgabe kann in der Regel nicht nur nach 
einem, sondern nach mehreren der aufzustellenden Rechnungsverfahren erfolgen ¥). 
Die Auswahl unter den anwendbaren Verfahren kann dann lediglich nach dem 
praktischen Gesichtspunkte erfolgen, dafs das Verfahren eingeschlagen wird, das 
am einfachsten zum Ziele filhrt. 

3. Was wir im folgenden als Beobachtungsergebnisse in die Rechnungen 
einfilhren, sind in der Regel nicht die unmittelbaren Beobachtungsergebnisse, sondern 
GrMsen, die aus letzteren durch mehr oder minder weitlaufige Rechnungen derart 
abgeleitet worden sind, dafs die abgeleiteten GrMsen von einander unabhangig 
geblieben sind. 

Wenn beispielsweise die H5he eines Punktes im Anschlufs an gegebene 
Punkte nach den Ergebnissen eines geometrischen Nivellements berechnet werden 
5011, so fuhren wir in die Ausgleichungsrechnung nicht die unmittelbaren Latten
ablesungen ein; sondern wir bilden zuerst aus den Lattenablesungen die H5hen
unterschiede zwischen je zwei Aufstellungspunkten der Latten, addiren diese sodann 
zugweise, womit wir die H5henunterschiede zwischen den gegebenen Punkten und 
dem neu zu bestimmenden Punkte erhalten, addiren ferner diese H5henunterschiede 
zu den gegebenen H5hen und filhren endlich erst die so erhaltenen Einzelwerte 
fUr die H5he des zu bestimmenden Punktes als Beobachtungsergebnisse in die Aus
gleichungsrechnung ein. 

'j Vergleiche z. B. die drei verschiedenen LOsungen derselben Aufgabe in den §§ 21, 31', 
52 und 53. 
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II. Abschni tt. 

Direkte Beobachtungen. 

§ 16. Direkte gleich gena ue Beobachtungen. 

1. Ist zur Bestimmung einer Grofse eine Reihe von n unabhangigen, gleich 
genauen Beobachtungen ausgefiihrt worden und haben diese die Beobachtungs
ergebnisse A 1 I A 2 I A a, •••• An geliefert I so haben wir nach den im § 13 aufge
stellten Grundsiitzen den wahrscheinlichsten Wert x der beobachteten Grofse derart 
aus allen n Beobachtungsergebnissen zu bestimmen, dafs die Quadratsumme der 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v 1, V 2 I V 3, •••• V n ein Minimum wird. Die 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ergeben sich als Abweichungen des wahr
scheinlichsten Wertes x von den einzelnen Beobachtungsergebnissen nach 

Vl=X- Al, 
V 2 =X- A 2, 

va=x-Aa, 
........ , 
Vn=X-An. 

Hiernach ergiebt sich fUr die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beob
achtungsfehler [~, v ] : 

Vl vl=xx-2xAl+Al Al, 
V2 V2 =xx-2x A 2 +A 2 A 2, 
Va v a =xx- 2x Aa+ Aa A 3, 

................ . 0' 
V"Vn =xx-2x An+ An An, 

Aus diesem Ausdruck fUr die Quadratsumme [v v] erhalten wir den Wert 
von x, wofilr r v v] ein Minimum wird, indem wir den Ausdruck nach x differen
ziren, den Differenzialquotienten gleich Null setzen und die damit erhaltene Gleichung 
nach x auflosen. Es wird 

(.18) 

d [v v] 
-- = 2 n x - 2 [ A] und demnach 

dx 

2 n x - 2 [A ] = 0 oder 

x=~=Al+A2+Aa .... An. 
n n 

Der wahrscheinlichste Wert x einer mehrfach gleich genau beobachteteri 
Grofse ergiebt sich also als einfa ch e sari th m etis ch es Mi tt el der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse A 1, A 2, A 3, •••• A ... 

Nach diesem Satze ist auch schon gerechnet worden, lange bevor theoretische 
Gesetze fUr die Beobachtungsfehler aufgestellt waren. 

Die Berechnung von x kann meistens vereinfacht werden, indem die Werte 
A 1, A 2, A 3, •••• A n in einen Naherungswert I und die kleinen GrOfsen d / 1 , d 12 
d la, •..• din zerlegt werden, indem also gesetzt wird: 



§ 16. 

·(49) 

(50) 

(51) 

-oder, 
(52) 

Direkte gleich genaue Beobachtungen. 

Dann wird: 
. (I + d 11) + ( 1+ d 12 ) + (l + d 13 ) + .... (l + dIn) 

J~:::=- n ' 

X = I + ~ 11 + d 12 + d 13 + .... d In 1+ LclJJ. 
n n 

Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind: 

J 
V1=X-A1, 

V2 ~-A2' 

1 ~ ~ .. x .. ~ ~ ~; 
Vn-X-An. 

Die Summe dieser Fehler ist: 
[v]=n:c-[A]' 

da nach Formel (48): nx=[A], also: nx-[A]=O ist,: 
[v]=O. 
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oder: 

Demnach ist die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler gleieh 
Null, wenn das einfache arithmetische Mittel mehrerer gleichgenauen und unab· 
hangigen Beobachtungsergebnisse als wahrscheinlichster Wert der beobachteten 
GrOfse angenommen wird. Dureh Benutzung dieses Satzes erhalten wir eine Probe 
fUr die richtige Berechnung von x aus den Beobachtungsergebnissen A 1, A 2, A 3 , 

.... An' 

Be is pie I: Ein Winkel ist mit demselben Instrumente unter gleichen U m· 
standen 12 mal in beiden Lagen des Fernrohrs beobachtet worden. Das Gewicht 
einer jeden Beobachtung ist p = 1. Die Beobachtungsergebnisse sind: 

A 1 = 289 ° 26' 19,6 " , A 7 = 289 ° 26 ' 18,9 " , 
A 2 =289 26 18,0 , As =289 26 18,0 , 
A3=289 26 20,3 , A 9 =289 26 20,4 , 
A, =289 26 19,2 , A 10 = 289 26 20,0 , 
A5 =289 26 18,8 , A 11 =289 26 19,9 , 
Ao =289 26 19,7 , A 12 =289 26 18,7 , 

[ d I] = 231,5 " . 

Aus diesen gleichgenauen Beobachtungsergebnissen ergiebt sich der wahr· 
scheinlichste Wert x des Winkels nach den Formeln (49) und (50), indem 
I = 2S9 0 26' gesetzt wird, mit: 

x= 1+ [~bl] = 289°26' + 23~: " =289°26'19,3/1. 

Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind nach Formel (51): 
v 1 =x- A 1 =-0,3", 
V2 =x- A2 =+ 1,3 , 
V3=X- A3 =-1,0 , 
v,=x-A.=+O,l , 
V5=X- A 5=+0,5 , 
V6 =;;;-A6 =-0,4 , 

V 7 =~; - A 7 = + 0,4" , 
v 8 = X - A 8 = + 1,3 , 

V9 =x- Ao =-1,1 , 
VlO=X-A10=-0,7 , 
Vll =x- A 11 =-0,6 , 
v 12 = X - A 12 = + 0,6 
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Die Summe dieser Fehler ist: 

[v] =+4,2/1- 4,1/1 =+0,1". 

Diese Summe solI nach Formel (52) gleich Null sein. Die kleine Abweichung 
+ 0,1/1 der Summe von Null erkl~rt sich durch die Abrundung des Wertes von 

x bezw. von ~] j sie mufs gleich sein der Abweichung des n fachen Quotienten 
n 

~] von [d I ], oder es mufs genau sein: [v] = n . (t~~l) - [ d I], also im vor-
n . n 

liegenden FaIle: [ v ] = 12 . 19,3 - 231,5 = 231,6 - 231,5 = + 0,1 oder gleich dem Reste, 

b . A fi h d D··· [ d I] 231,5 bl· b . D· Ab d d der el us U rung er IVlSJOn -n = ~ ge Ie en 1St. Ie run ung es 

Wertes von x kann hochstens 0,5 Einheiten der letzten Stelle dieses Wertes 
betragen und demnach darf auch [v] um hochstens 0,5· n Einheiten der letzten 
Stelle des Wertes von x von Null abweichen, im vorliegenden FaIle also hochstens 
um 12·0,05/1 =0,6/1. 

2. Aufser dem wahrscheinlichsten Werte x der beobachteten GrOfse haben 
wir nun weiter aus den wahrscheinlichsten Werten VI, V 2, V 3, •••• v" der Beob
achtungsfehler den mittleren Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs
ergebnisse, sowie den mittleren Fehler und das Gewicht von x zu bestimmen. 

Zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten GrOfse genugt 
ein Beobachtungsergebnis j demnach sind, wenn n Beobachtungsergebnisse vorliegen, 
n - 1 Beobachtungsergebnisse uberschussig. Mithin erhalten wir nach dem im § 14 
aufgestellten Grundsatze den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel: 

m=±'/[~v.v] 
V n-1' 

oder, da die Gewichte p der gleichgenauen Bcobachtungsergebnisse s~mtlich einander 
gleich sind, nach: 

(53) m= ±fPVJvv1 . n-1 

Ferner erhalten wir fur den mittleren Fehler m der Beobachtungsergebnisse 
nach Formel (35): 

(54) m= ± m ,/!=± -!lTV-v]. Vp V;="1 

Das Gewicht P des arithmetischen Mittels 

1 
x=n-( Al + .1 2 + A 3+···· All) 

ergiebt sich nach Formel (44) aus: 

.!.=(!)2. n .!=..!.. zu: 
P n p np 

(55) P=np, 

und damit der mittlere Fehler M von x wieder nach Formel (35) zu: 

(56) M = ± m ' (f = ± m' IT =±' I [v v ] ± m ' Cnf . Vp Vnp Vn(n-1) V 

Beispiel: In dem von uns bereits benutzten Beispiele der Berechnung des 
wahrscheinlichsten Wertes eines Winkels ergiebt sich die Quadratsumme der 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu: 
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V1 VI = 0,09, 
V 2 V 2 = 1,69, 
V 3 V 3 = 1,00, 
v, V, = 0,01, 
V 5 V 5 = 0,25, 
V 6 t' 6 = 0,16 , 

V 7 V 7 = 0,16, 
V 8 V8 = 1,69, 
V9 V 9 = 1,21, 
V 10 V 10 = 0,49 , 
V 11 V 11 = 0,36 , 
V 12 V 12 = 0,36 , 

[vv]=7,47. 
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Das Gewicht einer einmaligen Beobachtung des Winkels in beiden Lagen 
des Fernrohrs ist p = 1, demnach ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichts
einheit zu: 

(53) 

sodann der mittlere Fehler m der Beobachtungsergebnisse zu: 

(M) m=±m V~=±0,82Vi = ±0,82". 

Ferner ergiebt sich das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes .r des 
Winkels zu: 
(55) P=np = 12·1 = 12, 

und endlich der mittlere Fehler M von .r zu: 

(56) M = ± m V~ = ± 0,82 V l2 = ± 0,24" . 

3. Die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler [v v] kann 
in geeigneten Fa.llen auch direkt aus den Beobachtungsergebnissen AI, A 2, A 3 , 

.... An oder aus den GrOfsen d 11, d l2' d 13 , •••• d In berechnet werden. Wird in 
den unter Nr. 1 fUr [v v] erhaltenen Ausdruck 

[vv] =nxx-2.r[A] +[ A A] 

nach Formel (48) L~J fur x eingesetzt, so folgt: 
'11. 

[ V V ] = '11. [ ~ ] [ : ] - 2 [ : ] [ A ] + [ A A ], oder: 

[VV]=[AA]_[A][A] 
'11. 

und wenn hierin: A 1 = 1+ d 11, A 2 = 1+ d 12 , A 3 = 1+ d 13, ..•. An = l + d In , 
also: [A A 1 = 'II. II + 2 I [ d I ] + [ did I] und [A] = '11. I + [ d I] gesetzt wird, so wird : 

[vv] =nll+21[ d l]+[ d I dl] _ '11. In 1+2'11. l[ d 1]+[ d I] [d I] 
'11. 

=[dl dl]_[dl][dl]. 
'II. 

Demnach ist: 

(57) [v v] = [A A] _ [ A] [A] = [d l d I] _ [d I] [d I] . 
'II. 'II. 

Be i s pie I: Eine Mefslatte ist 10 mal mit N ormalmafsstaben verglichen worden, 
und dabei haben sich folgende Abweichungen von der Solllange ergeben: 

A 1 =+ 1,8 mm , 

A2=+2,0 
A3=+1,5 
A,=+1,8 
A5=+1,9 

A6 =+2,3 mm , 

A7 =+2,2 
A8 =+1,7 
A9 =+1,9 
A10=+2,4 
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Hiernach 5011 der mittlere Fehler einer Lattenvergleichung festgestellt werden. 
Hierzu bilden wir die Quadrate der einzelnen A" A 2, A 3, •••• A 10 und danach [ A ] , 
sowie [ A A], wodurch wir erhalten: [A] = + 19,5, [A A] = 38,73. Dann ergiebt sich 

(57) [v v] = [A A] _ [AJ} A] = 38,73 _ ~,5;019,5 = 0,71, 

und damit der mittlere Fehler einer Lattenvergleichung zu: 

{54) m=±-V[vvr=±l/-o~71 =±0,28mm. 
n-1 10-1 

§ 17. Direkte ungleich genaue Beobachtungen. 
1. Sind die unabhangigen Beobachtungsergebnisse A" A 2, A 3, •••• An' die 

zur Bestimmung einer GrOfse vorliegen, nicht gleich genau, mussen ihnen vielmehr 
die Gewichte PI, P 2 , P 3, •••• P n zugeschrieben werden, so mussen nach den im 
§ 13 aufgestellten Grundsatzen diese Gewichte in der Rechnung berucksichtigt 
werden, und der wahrscheinlichste Wert x der beobachteten GrOfse mufs aus allen 
n Beobachtungsergebnissen derart bestimmt werden, dafs die unter Berucksichtigung 
der Gewichte gebildete Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 
v" V 2, V 3, •••• V n ein Minimum wird. Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 
ergeben sich auch in dies em F alle als Abweichungen des wahrscheinlichsten Wertes .r 
von den einzelnen Beobachtungsergebnissen nach 

V,=x-A " 
V2=X- A 2, 
Va=X- A 3, 
........ , 
Vn=X-An, 

und danach ergiebt sich als Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungs· 
fehler [p v v ] : 

PIV,V,=P,XX-2xPIA,+P,A,A" 
P2 V2 V2=P2 X1:-2xP2 A2+P2 A2 A2, 
P3 VaVa =Pa xx - 2X P3 A 3+P3 A3 A 3, 
......................... , 
pnVn Vn= pn X:G- 2 ;epn An +pn An An, 

[p V v] = [p] X X - 2 X [p A] + [p A A] . 

Wenn wir diesen Ausdruck fur die Quadratsumme [p v v J nach:G differenziren, 
den Differenzialquotienten gleich Null setzen und die damit erhaltene Gleichung nach 
x auflosen, so erhalten wir als wahrscheinlichsten Wert von ~:, wofiir die Quadrat· 
summe [p v v] ein Minimum wird: 

d[~:v]=2[p]X_2[PA], 
2[p]x-2[pA]=0, 

(58) x=[P~J=P1A1+P2A2+P3A3+ .... pnAn. 
[p] P,+P2+P3+ .... pn 

Diese Formel ergiebt sich auch ohne weiteres aus der Formel (48), wenn 
wir uns des sen erinnern, dafs wir die Gewichte erklart haben als Verhaltniszahlen, 
die angeben, wie oft wir die betreffenden Beobachtungsergebnisse in der Rechnung 
berucksichtigen sollen. 

Wir bezeichnen den sich nach Formel (58) ergebenden Wert von x als das 
allgemeine arithmetische Mittel der Beobachtungsergebnisse. 
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Ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel kann auch hier die Berech
nung von x meistens vereinfacht werden J indem die Werte It" It 2, It 3, •••• A. n 

in einen Naherungswert I und die kleinen GrOfsen d I" d 12, d ls, .... d In zerlegt 
werden, indem also wieder gesetzt wird: 

(59) 

(GO) 

Dann wird: 

1 A.,=l+dl" 
A.2=I+dI 2, 

1 ~.3 ~ l.~ ~ ~ a.: 
A.n=l+cZl n . 

P ell +p2elI2+PadI3+····Pnelln [pell] 
x=l+' , .. =1+-- . 

P'+P2+P 3···· Pn p 

oder: 

Die Abweichungen v" V 2, va, .... V n des wahrscheinlichsten Wertes x der 
beobachteten GrOfse von den einzelnen Beobachtungsergebnissen, oder die wahr
scheinlichsten Beobachtungsfehler sind wieder wie beim einfachen arithmetischen 
Mittel: 

(61) { 

V,=X-A." 

V2 ~-A.2' 
va-.0-Ita, 
........ , 
Vn=x-A.n. 

Multipliziren wir diese Gleichungen mit den Gewichten P" P 2 , P 3, •••• p " 
und addiren die erhaltenen Gleichungen, so folgt: 

P, V,=P,X-P , A." 
P2 V2=P2 X -P2 lt 2, 

Pava=Pa.0-Palta, 
............. , 
pnVn=pn.0-pnltn, 

[p v] = [p ].0- [p It], 

oder, da nach Forme! (58): [p] ct = [p It], also: [p] J; - [p It] = 0 ist,: 

(62) [pv]=O. 

Demnach ist die Summe der mit den Gewichten multiplizirten wahrschein
lichsten Beobachtungsfehler gleich Null, wenn das allgemeine arithmetische Mittel 
mehrerer ungleich genauen und unabhangigen Beobachtungsergebnisse als wahr
scheinlichster Wert der beobachteten GrOfse angenommen wird, was wir wiederum 
zur Probe fur die richtige Berechnung von x benutzen. 

Be is pie I 1: Bei der Triangulation eines Teiles des Regierungsbezirkes 
Dusseldorf ist auf dem Standpunkte Wermelskirchen die Richtung nach Radevorm
wald als einfaches arithmetisches Mittel aus 

16 Einzelbeobachtungen erhalten zu: It, = 150 0 45'36,47", dann aus 
4 
4 

J) J) • It 2 = 150 45 36,16 ,endlich aus 
J) • It 3 = 150 45 36,68 . 
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Urn aus diesen 3 Werten den wahrscheinlichsten Wert x der Richtung zu 
finden, nehmen wir als Gewichtseinheit das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 
der Richtung, womit wir nach Formel (55) fUr die Werte 2 " 2 2, 2 a, die Gewichte 
p 1 = 16, p 2 = 4, p 3 = 4 erhalten. Mit dem Naherungswerthe 1= 150 0 45' 36,00" 
ergiebt sich sodann: 

und: 

p 1 = 16, 
P2= 4, 
Pa= 4, 

[p]=24, 

d 1, = + 0,47" , 
dI 2 =+0,16 , 
dI 3 =+0,68 , 

P 1 d 1, = + 7,52, 
p 2 d 12 = + 0,64, 
Pad1a=+ 2,72, 

[p d I ] = + 10,88 , 

LE~lJ = + ° 453/1 
[p] " 

(60) x = 1+ [ [:_]lJ = 150 0 45' 36,00" + 0,453" = 150 0 45' 36,453" . 

Ferner ergiebt sich nach Formel (61): 
v,=x-2,=-0,017", und: P,V,=-0,272, 
v2=x-2 2 =+0,293 , P2 v 2=+1,172, 
v 3 = l' - 2 3 = - 0,227 , p 3 V 3 = - 0,908 , 

[p v ] = - 0,008 . 

[p v] soli nach Formel (62) gleich Null sein. Die Abweichung - 0,008 erklart 

sich durch die Abrundung des Wertes von x bezw. von [[: {]; sie mufs gleich 

sein der Abweichung des [p] fachen Quotienten [f:;] von [p d I], oder es mufs 

genau sein: [pv]=[p] (it:?) -[pdl], also im vorliegenden Fane: [pv]= 

24 . 0,453 - 10,88 = 10,872 - 10,880 = - 0,008 oder gleich dem Reste, der bei Aus

fuhrung der Division [-f: ]lJ = t ~~,§8 geblieben ist. Die Abrundung von J: kann 

hoch'3tens 0,5 Einheiten der letzten Stelle dieses Wertes betragen und demnach 
darf auch [p v] hOchstens 0,5· [p] Einheiten der letzten Stelle des Wertes von:r von 
Null abweichen, im vorliegenden Fane also hochstens urn: 24· 0,0005" = 0,012 /I • 

Be is pie I 2: In demselben trigonometrischen N etze sind auf dem excentrischen 
Standpunkte s 3 des Punktes Dusseldorf zur Bestimmung der Richtungen nach 
Metzkausen, Hohscheid und Koln folgende Winkel beobachtet: 

Metzkausen-Hohscheid 12 mal zu: 46 0 17 ' 36,70 /I , 

Hohscheid-Koln 8 mal zu: 43 13 23,50 , 
Metzkausen-Hulfspunkt 22 mal zu: 57 04 44,11 , 
Hulfspunkt-Koln 22 mal zu: 32 26 11,36 . 

Ih1sseldorf '«2 rr;;hsdl£~ 
1Z"'~ 

$., -' ~ 
If ,a-; -- 7f~ltS;iiuJii - - - -

Fig. 7. 

Aus diesen Beobachtungsergebnissen soli 
der wahrscheinlichste Wert des Winkels Metz-
kausen-Koln abgeleitet werden. 

Wir nehmen als Gewichtseinheit das Gewicht 
einer einmaligen Beobachtung eines Winkels. Dann 
erhalten wir nach Formel (55) als Gewicht der vor
liegenden Beobachtungsergebnisse: 12,8,22 und 22. 
Aus den Beobachtungsergebnissen erhalten wir 
zwei Werte des Winkels Metzkausen-Koln und 
zwar den einen Wert als Summe der Winkel 
Metzkausen-Hohscheid und Hohscheid-Koln 2, = 

89 0 31' 00,20", den andern Wert als Summe der 
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Winkel Metzkausen·Hiilfspunkt und Hiilfspunkt-Koln: A 2 = 89° 30' 55,47". Nach 
1 1 1 5 

Formel (41) ergiebt sich das Gewicht p 1 des ersten Wertes A1 aus P 1 = 12 + 8 = 24 

zu: P 1 = 4,8 und das Gewicht P 2 des zweiten Wertes A 2 aus: p12 = 212 + 12 = A 
zu: P 2 = 11. Mit dem Naherungswerte l = 89 ° 30' 55" erhalten wir dann nach 
Formel (60): 

P1= 4,8, 
P2 = 11,0 , 

[p]=15,8, 

d l1 = 5,20" , 
d l2 =0,47", 

P 1 d l1 = 24,96 , 
P2dl2= 5,17, 

[pdl] =30,13, 

[pdl] _ 191" 
[p] -, , 

x = l+ [[:Jl ] = 89° 30' 55" + 1,91" = 89 0 30' 56,91", 

und femer nach Formel (61): 
V 1 = X - A 1 = - 3,29" , 
V 2 =x- A2 =+ 1,44", 

P 1 V 1 = - 15,79 , 
p 2 V 2 = + 15,84 , 

[pv]=+ 0,05. 
[p v] 5011 gleich Null sein, wird aber wegen der Abrundung von x bezw. von 

l1[t-]LJ hier [p v] = [p] Uf-:]l ]) - [p d I] = 30,18 - 30,13 = + 0,05. [p] darf hier 

hochstens 15,8 . 0,005" = 0,08" sein. el 

Beispiel 3: Aus den An-
fangsneigungen un'd den Winkeln 
der vier in dem Knotenpunkte 172 
zusammentreffenden Polygonziige 
ergeben sich fiir die Neigung der 
Polygonseite 172-194 gegen die 
Abscissenlinie 4 Werte und zwar 

aus Zug 38 mit 5 Winkeln: 
A 38 = 92 0 20 ' 25 II , 

aus Zug 39 mit 3 Winkeln: 
A. 39 = 92° 20'11", 

aus Zug 40 mit 5 Winkeln: 
A. ~o = 92 0 21' 26 II , 

aus Zug 41 mit 6 Winkeln: 
A. H = 92 0 21' 00 II • 

Fig, 8. 
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Die Polygonwinkel sind samtlich mit gleicher Genauigkeit beobachtet worden, 
und wenn wir das Gewicht der Beobachtung eines Polygonwinkels als Gewichts
einheit nehmen, erhalten wir nach Formel (4:2) fUr die Gewichte der Neigungen 

_1_ = 5, ~ = 3, ~ = 5, ~ = 6 . Damit ergiebt sich der wahrscheinlichste 
P. p~ p~ PH 
Wert x der Neigung 172-194 nach Formel (60), wenn wir den Naherungswert 
1= 92 0 20' 00" nehmen,: 

P38=0,20, 
P39 = 0,33 , 
p~o=0,20 , 
P41=0,17, 

[p]=0,90, 

dl 38 =25" , 
dl 39 =11", 
dl~o=86", 

d lH = 60", 

P 38 d l88 = 5,0, 
PS9dl89= 3,6, 
p4odl~o=17,2, 

p 41 d 141 = 10,2, 

[p d l] = 36,0, 

[pdq =40" 
[p] , 
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x = 1+ [r:]~] = 92 0 20 I 00 II + 40 II = 92 0 20 I 40 II • 

Ferner erhalten wir nach Formel (61): 
V 38 = X - A. 38 = + 15/1, 
V 39 = ); - A. 39 = + 29 II , 
v 40 = .G - A. 40 = - 46 /I , 

v it = ); - A. 41 = - 20 II , 

I P 38 V 38 = + 3,0, 
P 39 V 39 = + 9,6, 
P40V40=- 9,2, 
P 41 V 41 = - 3,4, 

II. T. II. A. 

[p v ] = + 12,6 - 12,6 = 0,0 . 

2. Der mittlere Fehler m einer Beobachtung vom Gewichte p = 1, oder der 
Gewichtseinheit, ergiebt sich aus den wahrscheinlichsten Beobachtungsfehlern 
v " V2, V3, .... vn nach Formel (47) zu: 

(63) m =±' /[p v ~I] 
V n-l' 

da hier ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel q = 1 Beobachtungsergebnis 
zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Grofse geniigt, mithin 
n - 1 iiberschiissige Beobachtungen ausgefiihrt worden sind, wenn n Beobachtungs
ergebnisse vorliegen. 

Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m 1, m 2, m 3, •••• m n der Beob
achtungsergebnisse A. 1, A. 2, A. 3, •••• A. n' deren Gewichte P 1 , P 2 , P 3, •••• p n sind. 
nach Formel (35) zu: 

(64) 

I m,=±m Vp1" 

m>=+m,/T - - V P2' 

jm3 =±mv-!-, 

m:,' ~~0: 
Fiir das Gewicht P des allgemeinen arithmetischen Mittels 

. _ P 1 , + P 2 , + P 3 '+ pn, X-[p]Al [pjA2 [p]AB ..... [pjAn 

ergiebt sich ferner nach Formel (43): 

} = ({pl]) 2ih + ({p2]) 2 }; + ({p3]) 2 p13 + ..... ({pn]) 2 pIn 
= p 1 + p 2 + P 3 ±.~ = .~ .. und damit: 

[p p r p] 
(65) P= [p]. 

Hiermit folgt dann endlich fiir den mittleren Fehler M des allgemeinen arith
metischen Mittels x nach Formel (35): 

(66) M= ± m V~ =±m -V~1~=± -V[p1~:V1Il' 
Beispiel 1: In unserm Beispiele 1 ergiebt sich die Quadratsumme [pvv] del 

auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu: 
P 1 V 1 V 1 = 0,005 , 
p 2 V 2 V 2 = 0,343 , 
p 3 V 3 V 3 = 0,206, 

[p v v] = 0,554, 
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und hiermit der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder einer einmaligen 
Beobachtung einer Richtung zu: 

(6") - ±' /Cp v v j _ ±' /O,55f - 053/1 
" m- Vn-1- V3-1-±'" 

Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m 1, m 2, m 3 . der Beobachtungs
ergebnisse A 1, A 2, A 3 zu: 

(6-l) 

I m, ~ ± m 11 f.~± 0,53 11116~± 0,13", 

1 m 2 = ± m 11 ~ = ± 0,53 11 ! = ± 0,26" , 

m 3 = ± m -Vi; = ± 0,53 -V! = ± 0,26 " , 

ferner das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes x der Richtung WermeIs-
kirchen-Radevormwald zu: 
(65) P=[p]=24. 

und damit endlich der mittlere Fehler III des wahrscheinlichsten Wertes x der 
Richtung zu: 

(66) III = ± m -V ~ = ± 0,53 ~ = ± 0,11" . 

Beispiel fl'): 1m Beispiele3 erhalten wir die Quadratsumme [pvv] der auf 
die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu: 

P 38 V 38 V 38 = 45, 
p "" V 39 V 39 = 278 , 
p 40 V 40 V .0 = 423 , 
p 41 V 41 V 41 = 68 , 

[p vv] = 814. 
Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit, oder einer 

Beobachtung eines PolygonwinkeIs zu: 

(63) m=± ,/[pvvJ_.± ,/814 =± 16/1. 
V n-1 V4-1 

Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m 38, m 39, m 40, m 41 der Bestimmung 
der Neigung 172-194 in den einzelnen Polygonziigen 38, 39, 40, 41 zu: 

(64) 

m 38 = ± m ' rr- = ± 16 v'.5 = ± 35/1, V P38 

m 39 = ± m ' rC = ± 16 f3 = ± 27" , V Pa9 

m 40 = ± m ' / 1 = ± 16 15 = ± 35/1 , V P40 

m 41 = ± m ' / _1 = ± 16 16 = ± 3E /I , V P41 

ferner das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes J; der Neigung 172-194 zu: 
(65) P= [p] = 0,90, 
und endlich der mittlere Fehler 111 des wahrscheinlichsten Wertes x der Neigung 
172-194 zu: 

0) Beim Beispiele 2 sehen wir von der Berechnung der mittleren Fehler und Gewichte 
ab, da nur zwei Beobachtungsergebnisse vorliegen, die keinen auch nur einigermafsen zuver
Hissigen Wert des mittleren Fehlers liefern. 

K all. 2. Auil. 5 
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(66) M = ± lit Vi~ = ± 16 V~~O = ± 17 u. 

3. Die Rechnung nach den Forme!n (58) bis (66) wird in der Regel einfacher 
und iibersichtlicher durch schematische Anordnung, wie die folgende Darstellung 
unseres Beispieles 3 zeigt: 

Nr. der 
Beob

achtung. 

I 

1 Ge-
l Iwichte 
p' ! 

i p. 

Beob- Ii 
achtnngs- i! d I = v = 

ergebnissellA _ l. ;p d l. x _ A . 

I A. II 1 

pv. 

_I m=± 
Ipvv. 1/}. 1/1 

V p lit V p' 

i o 1 • 1 .. II .. 

R8 5 0,20 1192: 20! 2511 25 II 5,0 + 15 
39 3 0,33 92 1 20 : 111 11 3,6 + 29 
40 5 0,20 92 I 21 12611 86 117,2 46 
41 6 0,17 9212110011 60 110,2 - 20 

I I 
1+13,0 
1+19,6 
-1 9,2 
-1 3,4 

I 45 1 2,2 i 
1278 1,7 1 

1

423 2,2 I 
68 2,4 1 

± 35 
± 27 
± 35 
± 38 

l'=[p] 0,90 I I 192120100\[Pdl]:36,0 

V~111'05" [~:? I : 40 1 . 

+1 12,6[pvv 

l-i12,6 [p vI! 
814

11. i 8,5 

271 1 . I n-1 

M~ ,mVrPJI ±J7 • Ittoll I 
[pJF m 

i I 
±

16ul 

4. Die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrschein
lichsten Beobachtungsfehler r p v v] kann ebenso wie fiir gleich genaue auch fiir 
ungleich genaue Beobachtungsergebnisse in geeigneten Fallen direkt aus den Beob
achtungsergebnissen A 1, A 2, A 3, .... An oder den \Verten d / 1 , d 12 , d 13, .... d In 
berechnet werden; denn wenn in den unter Nr. 1 fiir [p v v] erhaltenen Ausdruck 

[p ~I v] = [p).ex - 2 [p A)ot + [p A A) 

fiir x nach Forme! (58) [fi]) eingesetzt wird, so folgt: 

[ p v v ] = [p ) [pAJ [p J-J _ 2 [p A ] lp ~~J + [p A A] oder: 
[p] [p) [p] , 

[p v v] = [p A A] _lJl~U~AJ 
lp] 

und wenn hierin: A 1 =l+dl 1 , A2=l+dl 2, A3=I+dl a, .... A,,=l+dln , 
also: [pAA]=[p]ll+21[pdl]+[pdldl] und [pA]=[p]l+[pdl] gesetzt 
wird, so wird: 

[p v v] = [p] Il + 2 l r p d l] + [p did l] _ [p] l [p J l + 2 [ p ] I [p d l] + [p d l] [p d I] 
[p] 

= [pdl d I] _ [pd lHp~l. 
[p] 

Demnach ist: 

(67) [p v v] = [p A A) _ Lp~Hp A 1 = [pd l d l] _ [p d l] [p dl] . 
[p] [p] 

Be i s pie I: Es liegen die Ergebnisse wiederholter Messungen einer Linie von 
nahezu 200 m Lange und die Gewichte dieser Ergebnisse vor wie folgt: 

135 
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A 1 =200,45, 
A2 =200,78, 
As =200,32, 
A ~=200,63, 
A5 = 200.81, 

P,= 5,6, 

P2= 8,4, 

ps= 2,8, 
p.= 7,0, 

P5= 4,2, 

[p]=28,0. 

67 

Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer einmaligen Messung einer Linie 
von ioo ill Lange. Es soil der mittlere Fehler der Gewichtseinheit festgestellt 
werden. Wir nehmen I = 200, so dafs wird: 

d 1, = 0,45 , p 1 d 1, = 2,52, 
d 12 = 0,78, p 2 d 12 = 6,55, 
dis = 0,32 , p 3 d 13 = 0,90, 
d 14 = 0,63 , p • d I. = 4,41, 
d 15 = 0,81 , p 5 d 15 = 3,40 , 

[pdl] =17,78, 

Hiermit erhalten wir: 

p, dl , dl ,= 

P2 d1 2 d1 2= 
Pad1ad1a= 

P4 d1 4 d1 4= 

1,134, 
5,109, 
0,288, 
2,778, 

P5d15d15= 2,754, 

[pdl dl]=12,063. 

(67) [p v v] = [p dId I] _ [p dl[]p[r d I] = 12,063 _17,7~~,~7,78 = 0,773. 

und den mittleren Fehler In der Gewichtseinheit: 

(61l) In = ± I /[pv--;)j = ± I /O~773~ = ± 0,44 ill. 
Vn-1 V5-1 

§ 18. Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungs
differenzen. 

1. Wir konnen oft in einfacher Weise eine grOfsere Anzahl Differenzen 
zwischen den Ergebnissen zweier gleich genauen Beobachtungen gleichartiger 
GrOfsen erlangen, die einen wertvollen Anhalt fUr die Genauigkeit der Beobachtungen 
geben, und deshalb wollen wir noch feststellen, wie aus solchen Beobachtungs
differenzen der mittlere Fehler abzuleiten ist. 

2- Wenn uns die Beobachtung einer Reihe gleichartiger GrOfsen die Ergeb
nisse A', ' A ~, A ~ , .... A;, geliefert hat und wir dann bei einer zweiten Beobachtung 
-derselben Reihe von GrOfsen. die Ergebnisse A ~, A ~ , A ~ , .... A';: erhalten haben, 
so werden die Difterenzen dieser Beobachtungsergebnisse 

f 
,1, = A: - A:' , 
,1 2 = A ~ - A~' , 

.(68) ,1 - A' A" 1 ~.s .. ~: .. ';:,: 
n n n 

am allgemeinen zusammengesetzt sein aus einer regelmafsigen Differenz und aus 
·den zufalligen Differenzen d 1, d 2, d 3, •••• d n . 

Die regelmafsige Differenz ist entweder fUr alle Beobachtungsergebnisse gleich, 
·oder sie ist fur die verschiedenen Beobachtungsergebnisse A 1, A 2, A 3, ••.• An pro
portional bestimmten bekannten GrOfsen 1" 12 , 13 , •••• In' 1m erstern Falle be
zeichnen wir die regelmafsige Differenz mit k, im zweiten FaIle mit k 1" k 12 , k I 3! 

.... kin' 
Die GrOfse k mufs im ailgemeinen aus den Beobachtungsdifferenzen ,1" ,12, 

,13, •... ,1 n abgeleitet werden und wir betrachten daher. die Beobachtl,mgsdifferenzen 
als Ergebnisse direkter Beobachtungen von k, oder k 1" k 12 , k 13 , •••• k in' 

5* 
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3. Wir behandeln zunachst den einfacheren Fall, dafs die regelmafsige Differenz 
fur aIle Beobachtungsergebnisse gleich ist. 

In diesem FaIle erhalten wir fur den wahrscheinlichsten Wert von k, wenn alle 
Beobachtungsergebnisse 2 " 2 2, 2 a , •••. 2" gleiches Gewicht haben, nach F ormel (48): 

(69) k = [ LI ] , 
n 

oder wenn die Beobachtungsergebnisse 2" 2 2, 2 a, .... 2 n' verschiedene Gewichte 
p" P 2, P a, ... . p" haben, nach Formel (58): 

(0) k=[~. 
[p] 

Dann ergeben sich die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler oder hier die 
wahrscheinlichsten Werte 0" 0 2, 0 3, •••• 0 n der zufalligen Differenzen nach den 
Formeln (51) und (61) ubereinstimmend zu: 

(1) 

f 
o,=k-Ll" 
o2=k-Ll2' 

I ~ ~ .. k.~ .LI.3: 

°n=k-Ll n • 

Die Quadratsumme dieser zufalligen Differenzen kann direkt aus den Beob
achtungsdifferenzen LI" Ll2' Lla, ••.. LI n berechnet werden und zwar bei gleich 
genauen Beobachtungen nach Forme! (57) aus: 

(2) [00] = [LI LI ] - [~[ LI ] = [LI LI ] - n k k, 
n 

oder bei ungleich genauen Beobachtungen nach Formel (67) aus: 

(3) [p 0 0 ] = [p LI LI ] - [t p ~ ] [p LI ] = [p LI LI ] - [p ] k k • 

B ei s pie 1 1: Bei der Aufnahme eines Polygonzuges mit dreifsig 20 ill langen 
Strecken sind die Hohenwinkel jedesmal auf dem Anfangspunkte und dem Endpunkte 
der Strecke mit einem Freihandhohenwinke!messer gleich genau beobachtet worden. 
Die Ergebnisse der beiden Beobachtungen 2' und 2", die Unterschiede beider Er
gebnisse LI = 2' - 2" , sowie die Quadrate der U nterschiede Ll LI sind in nachfolgender 
Tabelle enthaIten: 

2:.1 2:. II I LI LI., 2:. I 2~' ·11 I LI LI., 2 I. I 2" .11 
r 

4. LI. LI. 

I 
LI LI . 

0 0 I 0 I 0 0 

1 ! I 

+0,2 +1,0 -0,8 0,64 +1,3 +1,9 1- 0,6 0,36 +3,41 +3,8 -0,41 0,16 
+0,5 +1,0 -0,5 0,25 +1,0 +1,7 -0,7 0,49 +3,5. +4,1 -0,61 0,36 
+1,1 +1,8 -0,7 0,49 +0,8 +1,5 -0,7 0,49 +3,31 +3,91 

-0,6'. 0,36 
+0,9 +1,611- 0,7 0,49 +1,4 +2,1 -0,7 0,49 +3,1, +3,6

1 
-0,5

1 

0,25 
+0,7 +1,3 -0,6 0,36 +1,5 +2,1 -0,6 0,36 +3,21 +3,8

1 
-0,6 0,36 

+1,3 +2,0 -0,7 0,49 +1,7 +2,4 -0,7 0,49 +2,71 +3,6 -0,91 0,81 
+1,8 +2,3 -0,5 0,25 +2,3 +2,8 -0,5 0,25 +2,6 +3,21 -0,6 0,36 
+2,0 +2,7 -0,7 0,49 +2,8 +3,3 -0,5 0,25 +2,11 +2,8

1 
-071 0,49 , 1 

+1,9 +2,4 -0,5 0,25 +2,9 +3,6 -0,7 0,49 +2,0[ +2,51 -0,51 0,25 
+1,5 +1,9 -0,4 0,16 +3,0 +3,3 -0,3 0,09 + 1,91 +2,61 

-0,7 0,49 
I I[ 1 + 58,41+ 76,6r 18,2; 11,52 
1 I=[LI]I=[LI LI]: 

Hieraus ergiebt sich zunachst als wahrscheinlichster Wert der regelmafsigen 
Abweichung zwischen den auf dem Anfangspunkte und den auf dem Endpunkte 
jeder Strecke beobachteten Hohenwinkeln: 
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(69) k -~- -18,2=_061° 
-n-30 " 

was der aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen folgende wahrseheinliehste 
Wert des doppeJten Indexfehlers des bemitzten Hohenwinkelmessers ist. 

Ferner ergiebt sich ffir die Quadratsumme der zunilligen Differenzen der 
Hohenwinkel: 

(72) [ & & ] = [,1 ,1 ] - [ ! ] [,1 ] = 11,52 - ~o~ 18,2 = 0,48 . 

4. In dem zweiten FaIle, wo die regelmafsigen Differenzen nieht fUr aIle 
Beobaehtungsergebnisse gleich sind, sondern wo sie proportional den bekannten 
Grofsen 11, t 2 , la, .... I", also gleieh kl" k12' kIa, .... kl" sind, lief em uns die 
Beobaehtungsdifferenzen 

{ 

,11=A:-A;', 
,1~=A~-A~' , 

(74) ~.3 • • ~~~.Ay: 
,1 =A'-A" 
" " " keine unmittelbaren Bestimmungen des Faktors k, sondem direkte Bestimmungen 

der Grofsen k t 1, k 12 , k I a, .... k I", und wir erhalten k als arithmetisehes Mittel 

d W ,11 k 2 -_ ~ ,1 a k ,1 n D' W h b aus en erten k 1 = 1- , I' k a = -c ' .... n = T' lese erte a en 
123 n 

versehiedene Gewiehte p k 1 ' P k.' P k., •••. P k n ' die wir, da 

k =!!:=~(A'-AII) 
1 11 11 ' , 

k 2 = ,1t 2 = -l~ (A ~ - A ~' ) 
2 2 • • 

................ , 
k = ,1"=~(A' -A") 

n t I " n .. " 
ist, aus den Gewiehten PI, P 2, P 3, •••• P n der Beobaehtungsergebnisse AI, A" , A 3 , 

•... A" naeh Formel (44) erhalten zu: 
1 1 1 
-=--·2·- oder 
Pk, 1111 PI 

1 1 1 
--=----·2·- " 
Pk. 1212 P2 

1 
Pk,="2-P11111, 

1 
Pk. ="2P21212' 

~=_1_.2.2.. 1 I I 
Pk. lala Pa " Pk.="2 Pa a, a, 

.......... , 
1 1 1 
-=-·2·-
Pk" In In Pn 

Diese Gewiehte vereinfaehen sieh, wenn die Gewiehte PI' P 2 , P 3, •••• P n der 
Beobaehtungsergebnisse AI, A 2, A a, .... An samtlieh = P sind zu: 

1 
Pk, ="2-P 11 11, 

1 
Pk 2 ="2 P 12 12 , 

1 
Pk. ="2P lala, 

......... , 
1 

Pk n ="2P In In' 
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Damit erhalten wir als wahrscheinlichsten Wert von k nach Formel (58) bei 
gleich genauen Beobachtungen: 

[ k] !dll~] 
k = __ ~k_ = 2 I oder: 

[pd l_p [II] 
2 

[ ILl] 
(7;;) k = [iT] , 

und bei ungleich genauen Beobachtungen : 

k = [P"-'=J = _~-[p 1141 
[Pkl ~[pll] 

2 

oder: 

(76) k=[P ~. 
[p II] 

Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler oder der zufalligen 
Differenzen 0" 0 2, 0 3 , ..•• ,) n ergeben sich sodann nach: 

f o,=kl,-Ll" 
o2=kI 2 -Ll 2 , 

I ~~ .. k.I.3:-:~~: 
°n=kln-Lln' 

Aus den hiernach fUr 0" 0 2, 03, .... 0 n folgenden Zahlenwerten ist dann die 
Quadratsumme [,),)] oder [p,),)] zu bilden. 

Be is pie I 2: Bei der Aufnahme einiger Polygonzuge mit 20 Strecken sind 
die Streckenlangen zweimal von verschiedenen Landmessern mit verschiedenen 
Langenmefswerkzeugen gemessen worden. Behufs Ermittlung des mittleren Fehlers 
der Streckenmessung soli die Quadratsumme [p 00] der zufalligen Differenzen 
o 1, ° 2, 0 3, •••• ° n beider Messungen berechnet werden. 

Die Langenmessungen sind, aufser mit zufalligen Fehlern, mit regelmafsigen, 
aus der Ungenauigkeit und der Handhabung der verwendeten Langenmefswerkzeuge 
entspringenden Fehlern behaftet, die sich proportional den gemessenen Langen fort
pflanzen. 

Diese regelmafsigen Fehler sind verschieden fur Messungen, die von verschie
denen Landmessern mit verschiedenen Mefswerkzeugen ausgefuhrt werden. Dem
nach besteht auch zwischen zwei in solcher Weise verschieden ausgefUhrten 
Messungen ein regelmafsiger Unterschied, der fUr die einzelnen gemessenen Strecken 
proportional ihrer Lange ist. Sind also A 1, A 2, A 3, •••• An die Streckenlangen, so 
sind k A 1, k A 2, k A 3, .... k An die regelmafsigen Unterschiede zweier Messungen 
derselben. Dann erhalten wir fUr k: 

(76) 

und fur die zufalligen Differenzen ,) 1, ° 2, 0 a, •.•• 0 n beider Messungen: 

f
Ol_kAl-Lll, 
o2-kA2-Ll2' 

1 ~ ~ -:-.k.~ 3 •• • LI.3: 

lOn-kAn LIn' 

Dementsprechend ist in den folgenden Tabellen [p 0 0] aus den Ergebnissen 
A I und A II beider Messungen der Polygonstrecken und aus den Gewichten p be
rechnet worden: 
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N ' I 1 , II II p ILl = )1 'II ,,! " k' I'd",. " 
r. A. I A ': . I-A"., PA. , PAA'I PA"'. A, !-Ll.\ vv. pvu. 

1.1 2. ! 3. i 4. II 5. II 6. I 7. : 8. II 9. i 10. II 11. I 12. 

1 157,80 1157,9211 8,6~1- 0,12 11
1

1360 I 2150001- 163,211- 0,031
1+ 0,09 1

1
°,0081 0,070 

2 123,60 '1123,70 11,9\,- 0,10j 1480 18400°1- 148,011-- 0,021+ 0,080,0064 0,076 
3 127,96 127.84111,1\1+ 0,12111420 18200°

1
+ 170,41

1

1- 0,02 - 0,140,0196 0,218 
4 130,7°1130,70 11,1\ 0,001 1450 190000 0,0 - 0,02 - 0,02 ~,oo 04 0,004 
5 115,24 115,40 12,811- 0,16; 1470 16900°

1
- 235,21'- 0,02 + 0,14 ,0196 0,251 

6 79,361 79,32 18,91 + 0,04! 1490 118000 + 59,61- 0,01 - 0,05 0,0025 0,047 
7 77,82 77,98 18,91\-0,161 1470 115000- 235,21-0,01,+0,150,0225 0,425 
8 114,901114,70 12,8,+ 0,20, 1470 169000 + 294,0 - 0,021- 0,22 0,0484 0,620 
9 112,881112,84 12,811+ 0,04\ 1450 164000 + 58'01- 0,02 - 0,06 :0,00 36 0,046 

10 204,4°1204,68 6,6\1- 0,281 1350 277 000 - 378'0'1- 0,041 + 0,24
1
°,0576 0,380 

11 84,14 84,14 17,41 0,00 1460 123000 0,0 - 0,021- 0,02 0,0004 0,007 
12 76,76 1 76,88 20,7\1- 0,121 1590 12<l0001- 190,81- 0,011+ 0,111°,0121 0,250 
13 112.261112,32 12,811\- 0,0611430 16000°1- 85,8 - 0,02

1 
+ 0,04

11
°,0016 0,020 

14 195,40 195,26 6,91 + 0,14 1350 263000 + 189,0 - 0,04 - 0,18
11
0,03 24 0,224 

15 82,00 1 82,02 18,9:- 0,021 1550 12700°1- 31'01- 0,01 + 0,01 f,oOOI 0,002 

16 150,88\150,90 9,211- 0,02! 1390 210 000 - 27,8 - 0,031- 0,01110,0001 0,001 
17 112,72 112,60 12,8'1+ 0,121 1450 I 1640001+ 174,01- 0,02' - 0,14 1°,0196 0,251 
18 151,36 151,60 9,2 - 0,24 1400 I 21300°

1

- 336,oir- 0,03 + 0,21 p,04 41 0,406 
19 96,18 96,12116,°' + 0,06\ 1540 148000 + 92,41- 0,02 - 0,0811°,00 64 0,010 
20 122,63 122,52, 11,9Ii+ 0,111 1460 1 18000°1+ 16Q,611- 0,021- 0,13f'0169 0,201 

2428,99 9,44 ,+ °'''11 [p H] 34930001+ 1198'°11- 0,43\ + 1,07: [p 00] 3,509 
,- 1,28 1 I - 1831,0 ,- 1,051 

[ LI ]11- 0,451 [p ALI]!- 633,0~ 1 + 0,02\ 
I \ _ [p ALI] _ - 633,0 _ : 

II k_ [-rAJ -34930UO --0,000181 1 
1 I. P 

Die in del' Spalte 6 unserer TabeIIe erhaltenen Produkte P A sind verhaltnis
mafsig wenig von einander verschieden und wir erhalten daher einen durchaus 
genligend genauen Wert von k, wenn wir diese Produkte als gleich annehmen. 
Dann vereinfacht sich die Formel ((6) auf: 

_ [LI] 
k-[Al' 

wonach wir den konstanten Unterschied del' beiden Langenmessungen in einfachster 
Weise erhalten. Mit den in Spalte 2, 3 und 5 unserer Tabelle erhaltenen Zahlen
werten wird 

[LI J - 0,45 
k=[A"j= 2429 =-0,000185, 

also nur urn 4 Einheiten del' sechsten DecimalsteIIe abweichend von dem nach 
Formel (76) erhaltenen Werte, was fur die Berechnung del' regelmafsigen Diffe
l'enzen k A von keinel' praktischen Bedeutung ist, 

Die Anwendung del' einfachen Formel k = ~ 1 ~ ermoglicht es auch, flir die 

Bel'echnung von k ohne Mehraufwand an Arbeit ein weit umfangreichel'es Beob
achtungsmatel'ial zu benutzen, als zur Berechnung des mittleren Fehlel'S in 'del' 
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Regel benutzt wird. Beispielsweise sind die in unserer Tabelle mitgeteilten Strecken
langen aus den Polygonstreckentabellen eines Bezirkes von 5 Gemarkungen ent
nommen, worin die erste undzweite Streckenmessungje von demselben Landmesser mit 
denselben Mefswerkzeugen und denselben Arbeitern durchgefuhrt ist. Die Gesamtlange 
der Strecken betragt nach der ersten Messung 96 023,67 m, nach der zweiten Messung 
96038,93 ill, also der Gesamtunterschied [.1] = 96 023,67 - 96 038,93 = - 15,26 ill • 
Danach wird: [.1 ] - 15,26 

k = [Il = 96 030- = - 0,000 159 ill 

Benutzen wir diesen Wert von k, so gestaltet sich die Berechnung der 
Quadratsumme [p 0 0 j wie folgt: 

Nr., I 

11.1=2'=2"·1 k 2. 110 = k 2 - .1.1 I I 
I 2'. A" 00. p. po o. 
I I 

' . 
I 

1.1 2. 
I 

3. II 4. 5. II 6. I 7. 
, 

8. I 9. i I 
'I 

1-0,02 1 1 1 0,0100 I 

I 

: 

1 157,80 
157,92 1' 

-0,12 +0,10 8,6 0,086 
2 123,60 123,70 1 -0,10 1- 0

,021
1 

+0,08 I 0,0064 11,9 0,076 
3 127,96 127,84 I +0,12 -0,02, --0,14 0,0196 11,1 0,218 
4 130,70 130,70 I 0,00 'I -0,02 0,0004 11,1 0,004 , -0,02

1

, 

5 115,24 115,40 -0,16 1- 0,02
1 

+0,14 0,0196 12,8 0,251 

6 7\1,36 79,32 +0,04 -0,01 1: -0,05 0,0025 18,9 0,047 
7 77,82 77,98 i -0,16 1- 001 I 

+0,15 0,0225 18,9 0,425 
8 114,90 114,70 I +0,20 -0:02

1 

-0,22 0,0484 12,8 0,620 
9 112,88 112,84 +0,04 [-002 -0,06 0,0036 12,8 0,046 

10 204,40 204,68 , -0,28 -0:031 +0,25 0,0625 6,6 0,412 

11 84,14
1 84,14 1 

0,00 ' -0,011 -0,01 0,0001 17,4 0,002 
12 76,76 i 76,88 -0,12 -0,01 +0,11 0,0121 20,7 0,250 
13 112,26 112,321 -0,06 -0,02 +0,04 0,0016 12,8 0,020 
14 195,40 195,26 0,14 -0,03 -0,17 0,0289 6,9 0,199 
15 82,00 82,02, -0,02 , -0,01 +0,01 0,0001 18,9 0,002 

16 150,~8 150,90 I -0,02 -0,02, 0,00 0,0000 9,2 0,000 
17 112,12, 112,60 I +0,12 -0,02

1 
-0,14 0,0196 12,8 0,251 

18 151,361 151,60 1 -0,24 -0,02 +0,22 0,0484 9,2 0,445 
19 96,18 96,12 +0,06 , -0,02 1 

-0,08 0,0064 16,0 0,102 
122,631122,52 II 20 +0,11 1- 0,02 1 -0,13 0,0169 11,9 0,201 

2428,99 1 9,44 I! +0,83 1- 0,37 11 +1,10 [p 0 0] 3,657 

1 I 

-1,28 
• :1 

-1,02 

-0,45 
1 II 

+0,08 
I I 

5. Das Gewicht der Beobachtungsdifferenzen .1 ergiebt sich aus dem Gewichtep 
der gleich genauen Beobachtungsergebnisse 2, da .1 = 2' - 2" ist, nach Formel (42) 

zu :} p. Da wir nun k als arithmetisches Mittel aus .1" .1 2 , .1 3 ; •••• .1" gefunden 

haben, und 0 " 0 2, 0 3, •••• 0" die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind, so 
ergiebt sich fur den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach Formel (53): 

m = ± -V.~~ -VS, oder: 

(78) m = ± -vp -V~j[~oj.U , 
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und hiernach fUr den mittleren Fehler m eines Beobachtungsergebnisses vom Ge
wichte p nach Formel (54): 

(79) m=±mW=±V2([:n~, 
endlich fur den mittleren Fehler m k von k, dessen Gewicht p k' wenn die regel
mafsige Differenz fUr aIle Beobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (55) 

Pk=n· ~ p=}np ist, nach Formel (56): 

m =±m,/l =±m d T =±,/i p ,/LtJ6f,/T oder: 
k VPk Vnp V2 Vn-1Vnp' 

(80) mk=±my1 =±m ,/ 2 =± '/_LtJ_~_t_ 
Pk V np V n(n-1)' 

oder wenn die regelmafsige Differenz proportional den GrOfsen ll' l 2, ls, ..•. l" 

ist, wo nach Formel (65) das Gewicht P k = -} P [ ll] ist, nach Forme! (66): 

(S1) 

Be i s pie I 1: Aus der unter Nr. 3 erhaltenen Quadratsumme r tJ tJ 1 = 0,48 der 
zufalligen Differenzen fUr n = 30 gleich genaue Doppelbeobachtungen von Hohen
winkeln mit den Gewichten P = 1 ergiebt sich der mittlere Fehler m = m einer 
Beobachtung eines Hohenwinkels fUr 20 ill lange Strecken nach Formel (7S) und 
(79) zu: 

± ,/- (ftJ(- ±,/-o~ 009 0 

m = m = V 2 (n -1) = V 2T30 - n = ±, , 

ferner der mittlere Fehler m k des rege!mafsigen Unterschiedes k = - 0,61 0 zwischen 
2 Beobachtungen eines Hohenwinkels zu: 

(SO) m k= ± m V:p = ± 0,09 v;~= ± 0,02 0 , 

endlich der mittlere Fehler M des arithmetischen Mittels aus den zwei fUr jede Strecke 
vorliegenden HOhenwinkeln, dessen Gewicht nach Formel (55) p= 2 ist, zu: 

(56) M=± m 11; = ±0,09 V-fr=±0,06 0 • 

6. In ganz ahnlicher Weise ergeben sich flir ungleich genaue Beobachtungen 
mit den Gewichten PI' P 2 , P 3, .•.. P n die Gewichte der Beobachtungsdifferenzen 

Ll Ll Ll Ll 1 1 lId d 't [I" d . I 
1, 2, a' .... n zu: -2-P1, "2P2' -lfPa, .... "2- P " un ami ur enmitteren 

Fehler der Gewichtseinheit nach Formel (63): 

(S2) ,/ [p tJ tJ I 
m=± V 2 (n-l)' 

ferner fUr die mittleren Fehler der Beobachtungsergebnisse A 1, A 2, A 3, •••• An nach 
Forme! (64): 
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(83) 

endlich fUr den mittleren Fehler m" von k, dessen Gewicht p", wenn die regel
mafsige Differenz fUr aIle Beobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (65) 

P" = ~ [p] ist, nach Formel (66): 

(84) m = + m ,/1 = + m-V 2 =±-V_lP 06] __ . " - V p" - [p] r P ]( n - 1 ) 

oder wenn die regelmafsige Differenz proportional den Grofsen 11 , I 2, l3' •... l .. 

.ist, wo nach Formel (65) das Gewicht p" = -~ [p ll] ist, nach Formel (66): 

(85) ,/T -V-2- -V [poo]-
m,.=±m Vp,,=±m [pll]=± [1Jil](n-IT 

Be i s pie I 2: Mit der unter Nr. 4 erhaltenen Quadratsumme [p 0 0] = 3,509 
der zuOOligen Differenzen erhalten wir den mittleren Fehler der Gewichtseinheit zu: 

(82) 

femer nach Formel (83) den mittleren Fehler der kiirzesten Strecke 212 = 76,8 m , 

deren Gewicht p 12 = 20,7 ist,: 

m 12 = ± m ~ = ± 0,30 -V 2~,-7 = ± 0,07 m , 

einer mittleren Strecke 2 20 = 122,6 m, deren Gewicht P 20 = 11,9 ist,: 

m20= ± m v.~~ = ± 0,30 -Vri,9= ± 0,09 m, 

der langsten Strecke 2 10 = 204,5 m, deren Gewicht p 10 = 6,6 ist,: 

mlO= ± m -V p~o = ± 0,30 -V6~= ± 0,12m, 

und endlich den mittleren Fehler m" von k zu: 

(85) -V-~- -V 2 
m k = ± m [p"Cl/. ] = ± 0,30 lf493-000 = ± 0,000227 m • 

Die in die Rechnung eiIigefiihrten Gewichte p 1, P 2, P 3, •••• P 20 sind aus der
fUr mittlere Verhaltnisse geltenden Abteilung II der Tafel 3 der Kataster-Anwei
sung IX vom 25. Oktober 1881 entnommen worden. An dieser Stelle findet sich 
das Gewicht 1 fUr die einmalige Messung einer Lange von 822 m. Demnach ist 
m= ±0,30 m der mittlere Fehler der unter mittleren VerhaItnissen ausgefUhrten 
Messung einer solchen Lange. Das filr Langenmessungen gebrauchliche Genauig
keitsmafs, der mittlere Fehler einer einmaligen Messung einer Lange von 100 m, 
ergiebt sich mit dem sich in der bezeichneten Tafel findenden Gewicht V 100 = 14,8 zu: 
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(39) m 100 = ± m -V v~oo = ± 0,30 -V 1~;8 = ± 0,078 m ~) . 
7. We=, wie es oft vorkommt, der wahre Wert von k voraus bekannt ist 

oder an Stelle dessen ein so genauer Wert von k, dafs er als wahrer Wert ange
nommen werden ka=, der wahrscheinlichste Wert von k also nicht erst aus den 
Beobachtungsdifferenzen .1 " .1 2, .1 3, .••• .1 n zu berechnen ist, so ist die Anzahl 
der uberschussigen Beobachtungsergebnisse nicht gleich n - 1, sondern gleich '11. 

Dann gehen die Formeln (78), (79), (82) und (83) fUr die Berechnung des 
mittleren Fehlers der Gewichtseinheit und der Beobachtungsergebnisse <0) uber in 
folgende Formeln: 

(86) 

(88) 

fur gleich genaue Beobachtungen mit dem Gewichte p: 

- "1/[6 a ] 
m=±VPVTn' (87) 

"1/T I[oa] 
m=±mV:p=±V2n' 

fur ungleich genaue Beobachtungen mit den Gewichten p 1 , P 2 , P a, .... Jl " : 

m =±"1/[po6] 
V 2n ' 

(89) 

ml=±m"1/1, 
V Pl 

m2=,l::m"1/ 1_, 
V P2 

ma=+m"1(( . - V Pa' 
.......... , 

Beispiel 3: In einem Polygonnetze sind 12 Polygonwinkel mit einem 
Theodoliten unabhangig von einander mit besonderer Aufstellung des Instrumentes 
und der Signale zur Bezeichnung der Punkte je zweimal beobachtet worden. Die 
Beobachtungsergebnisse A' und A", die Differenzen .1 = A' - A", ihre Quadrate .1 .1 , 
sowie die Quadratsumme [.1 .1] sind in nachstehender Tabelle enthalten: 

1190 II· 26 1135 '1190127 I 08 - 33 1089 150 119 I 45 150 I 20 I 0311- 18 1 324 

1
76 18 19 I 76. 18 'I· 36 - 17 289 136. 42 . 26 136. 42 . 32 ,- 6, 36 
60 38 22 60137 58 +24 576 189104\ 04 189 04 114 - 101 100 

~~~ ~~ II ~~ I ~~~ I ~~ ~~ t ii I ~;: 1~~ I !; I ~~ Ill~~ !~ I ~~ i + 2~1 78~ 
189 23 24 1189123 32 - 8 64 154 ! 58 1\ I 54 i 40 II + 1101 4416 
84 24 38184 24 18 + 20 400 I I ! 1 I, - 921= [ .1 .1 ] 

I i I II I[ I IPSi 
') Wir sehen mer davon ab, zu erortern, wie die Rechnung zu andern ist, wenn berUck· 

sichtigt wird, dafs die in Tafel 3 der Kataster.Anweisung IX enthaltenen Gewichte unter 
Berucksichtigung der regelmafsigen F ehler der Langenmessungen gebildet sind, da dies fUr das 
vorliegende Beispiel nicht von wesentlicber Bedeutung ist . 

.. ) Der mittlere Fehler m k von kist in dem hier betrachteten FalJe = 0 oder nahezu = 0. 
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1m vorliegenden FaIle ist k = 0, denn die Beobachtungen der Polygonwinkel 
werden derart ausgefUhrt, dafs die Beobachtungsergebnisse mit keinen in Betracht 
kommenden regelmiifsigen Fehlern behaftet sind, so dafs also auch keine in Betracht 
kommende regelmiifsige Differenz zwischen den Ergebnissen einer Reihe unabhangiger 
Doppelbeobachtungen vorhanden ist. Somit wird nach Formel (71): 

o 1 = - ,1 1, und: 0 1 0 1 = ,1 1 ,1 1 , 

02=-,12, 02 0 2=,12,12, 

....... , ......... , 
°n=-Lln, °n on=L1 n Ll n , 

[00]=[,1,11 

und der mittlere Fehler m = m einer einmaligen Messung eines Polygonwinkels vom 
Gewichte 1 wird nach Formel (86) oder (87): 

m-m-±-tlr 0 oJ_±,I_4416 - + 1411 
-- V2n- V2.12-- . 

Beispiel 2: Bei der unter Nr.4 durchgefUhrten zweiten Behandlung unsers 
Beispieles 2, wo wir k berechnet haben aus Doppelmessungen von 96 000 m Strecken
l1!.ngen kann der fUr k erhaltene Wert als wahrer Wert angesehen werden. Dann 
erhalten wir als mittleren Fehler der Gewichtseinheit: 

(88) m - ±' /[ p 0 0] - ± ' 1~657 - + 0 30 m 
- V 2n - V2·20--' . 

III. A b s c h nit t. 

Direkte Beobachtungen mehrerer Grofsen, deren 
Summe einen bestimmten Sollbetrag erfiillen mufs. 

§ 19. Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer GrOfsen, 
deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfiillen mufs. 

1. Haben wir fur eine Reihe von Gr5fsen aus direkten Beobachtungen die Werte 
aI, a 2, a 3, •••• an erlangt, so kommt es vielfach vor, dafs wir diese Beobachtungs
ergebnisse noch nicht als die wahrscheinlichsten Werte Xl, X 2 , X 3 , •••• X n der Gr5fsen 
anerkennen durfen, well die Summe der letzteren einen bestimmten SoIlbetrag S 
erfUIlen mufs, wei! also 
(90) Xl+X2+ X a+ .... xn=S 

sein mufs. 
Dann erhalten wir aus den Beobachtungsergebnissen a 1, a 2, a a, .... an far 

jede der Gr()fsen zwei Werte, namlich erstens das Ergebnis der direkten Beob
achtung der betreflenden Gr()fse und zweitens den Wert, der sich ergiebt, wenn 
wir von dem SoIlbetrage die Summe alIer ubrigen Beobachtungsergebnisse sub
trahiren. Zuerst erhalten wir also zur Bestimmung des wahrscheinlichsten Wertes Xl 

die beiden Werte: 
).,' =al, 

).,11= S-(a2+ a a+ .... +anl. 
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Bezeichnen wir nun die Summe der Beobachtungsergebnisse mit 2. und die 
Abweichung dieser Summe von dem Sollbetrage mit f, setzen also: 

(91) 

(92) 

so wird: 

al+a2+aa+····a,,=~, 

f=S-~, 

2"= S- (a2+aa+ .... an) 
= S- (al +a2+aa+ .... an )+al 
=S-~+al 

=f+al' 

Sind die Beobachtungsergebnisse a 1, a 2, a 3, •••• an sltmtlich gleich genau 
und haben sie das Gewicht p, SO ergiebt sich fUr die Gewichte p' und p" derWerte 
i1! und 2" nach Formel (42): 

p' =p, 
II 1 

p =n:"':"i P • 

Hiermit und mit den fur 2' und 2" gefundenen Werten erhalten wir den 
wahrscheinlichsten Wert x, der ersten GrOfse nach Formel (58) zu: 

1 
p'2'+p"2" pa1+n=Tp(f+a 1) npal-pal+pf+pal 

X 1 = p'+p" = f np-p+p 

oder: 
P+n-I P 

1 
xl=a 1+ n/' 

Bezeichnen wir die Verbesserung, die wir dem Beobachtungsergebnis a 1 bei
fOgen mussen, urn den wahrscheinlichsten Wert x 1 zu erhalten, mit v, so wird: 

V=~f, I xl=al+v. 

Machen wir dieselbe Entwicklung, die wir fUr Xl gemacht haben, auch fur 
x 2 , X a, .... x,,, So erhalten wir immer denselben Wert der Verbesserung v, So 
dafs allgemein ist: 

(93) 
1 

v=;,f, (94) 

wonach wir den Widerspruch f gleichmafsig auf die gleich genauen Beobachtungs
ergebnisse a 1, a 2, a 3, •••• an zu verteilen haben, urn die wahrscheinlichsten Werte 
Xl, X 2, X 3, •••• x" der beobachteten Grofsen zu erhalten. 

Beispiel: In einem Dreieck ist jeder der drei Winkel viermal in beiden 
Lagen des Fernrohrs mit gleicher Genauigkeit gemessen worden. Die Ergebnisse 
der Messungen sind: 

76°24'35" , 
59 18 28 , 
44 16 49 , 

~ = 179 ° 59' 52" . 
Der Sollbetrag der Summe der drei Winkel ist 180 0, die Summe der Beob

achtungsergebnisse ~ = a 1 + a 2 + a 3 = 179 ° 59' 52", demnach der Widerspruch f: 

(92) f=S-~= 180°-179°59'52"=+8", 

und die Verbesserung v, die jedem Beobachtungsergebnis beizufUgen ist: 
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(93) 

(94) 
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v = l_ f =! ( + 8 ) = + 2,7" . 
n 3 

Damit ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte W" Wz , W3 der Winkel zu: 

J W, =a,+v=76°24'35"+2,7=76°24'37,7", 

l W2=az+v=59 18 28 +2,7=59 18 30,7 , 
W3=a3+v=44 16 49 +2,7=44 16 51,7 , 

180 0 00' 00,1". 

Die Summe der fur W" Wz , W3 erhaltenen Werte ist 180 ° 00' 00,1"; sie erfullt 
also den Sollbetrag bis auf 0,1 " . Diese kleine Abweichung vom Sollbetrage ruhrt aus 
der Abrundung des Wertes von v her, und sie mufs genau gleich sein der Abweichung 
der n fachen Verbesserung v von f, also hier gleich nt' - f = 3 . 2,7" - 8,0" = + 0,1" . 
Die Abrundung des Wertes von v kann hochstens 0,5 Einheiten seiner letzten 
Stelle betragen und demnach darf auch die Sum me der wahrscheinlichsten Werte 
x" X 2, X 3, •••• X n hochstens urn 0,5· n Einheiten der letzten Stelle des Wertes v 

von Null abweichen, hier also hochstens urn 3·0,05" = 0,15". 

2. Aufser den wahrscheinlichsten Werten x" X 2, X 3, •••• X n der zu bestim
menden Grofsen haben wir nun auch noch die als Genauigkeitsma[se erforderlichen 
mittleren Fehler und Gewichte zu ermitteln. 

Urn diese zu finden, haben wir zu beachten, dafs hier nur ein einziger Beob
achtungsfehler f hervortritt und da[s dies der Fehler des Beobachtungsergebnisses 
;S = a 1 + a 2 + a 3 + .... an ist, der bei der Beobachtung des Sollbetrages S gemacht 
worden ist. Fur das Gewicht P:s des Beobachtungsergebnisses ;S ergiebt sich, wenn 
jede der Grofsen a 1, a 2, a 3, •••• an das gleiche Gewicht p hat, nach Formel (.12): 

1 
P:s=r;:p. 

Da uns nun der Sollbetrag von vornherein bekannt ist, also die einzige fur 
denselben vorliegende Beobachtung eine uberschussige ist, so erhalten wir das 
Quadrat des mittleren Fehler der Gewichtseinheit, indem wir das mit dem 
Gewichte P:s multiplizirte Quadrat des Beobachtungsfehlers f durch Eins dividiren. 
Demnach wird: 

2 p:sff 1 
m =----I-=;pff, oder: 

(95) m= ±fV~-; 
Ferner wird der mittlere Fehler ma eines jeden der Werte a " a 2, a 3, •••• an' 

deren Gewicht gleich p ist, nach Formel (35): 

m = ± m l/X= ± fl/!p l/f oder: c, Vp Vn Vp' 

(96) ma= ± m V~= ± fvf· 
Urn auch das Gewicht Px und den mittleren Fehler M,,, eines jeden der 

wahrscheinlichsten Werte x" X 2, X 3, .... x" der beobachteten Grofsen zu finden, 
greifen wir zuruck auf die Berechnung dieser Werte. Wir hatten die Grofsen x 

gefunden als arithmetisches Mittel aus den beiden Werten A' und A", deren Gewichte 

p' = p und P" = ~l P sind, fUr die also [p J = p' + p II = P + ~l P = P ~l- ist. n- ' n- n-

Hiermit wird das Gewicht Px des arithmetischen Mittels x nach Formel (65): 
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(97) 

P =p--~oder 
x n-l 

1_=!(1_!) 
P", p n 

und der mittlere Fehler M", desselben nach Formel (66): 

(98) Mx=±mV~x=±mVi-(l-~)=±fvt(l n· 
Be is pie I: In unserm Beispiele ist f = + 8 und p = 4, wenn wir das Gewicht 

einer einmaligen Beobachtung eines Dreieckswinkels in beiden Lagen des Femrohrs 
als Gewichtseinheit nehmen. Demnach erhalten wir den mittleren Fehler m der 
Gewichtseinheit oder einer einmaligen Beobachtung eines Dreieckswinkels in beiden 
Lagen des Femrohrs zu: 

(95) m= ±fV~P= ± 8~= ± 9,2", 

sodann den mittleren Fehler ma einesjeden derBeobachtungsergebnisse a 1, a 2, a 3 zu: 

(96) Vf VT m = + f = + 8 -- = + 46" -a- n - 3 -" 

femer fUr das Gewicht Px eines jeden der wahrscheinlichsten Werte Xl, X 2, X 3 

der Winkel; 

(97) 

endlich den mittleren FeWer Mx derselben: 

(98) 

Wenn das Gewicht eines jeden der Dreieckswinkel p = 1 ist, so wird: 

m=ma=±fVi, I P",=1,5, i M",=±mVl~5' 

§ 20. Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer 
GrOfsen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfiillen mufs. 

1. Wenn zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte x, y, z, .... einer 
Reihe von GrOfsen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag S erfiillen mufs, 
fUr die also 
(99) 
sein mufs, die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a, fJ, r, .... vorliegen, 
deren Summe 
(100) a+P+r+ .... =A' 
ist, so erhalten wir den Widerspruch f dieser Summe gegen den Sollbetrag 
wieder nach: 
(l01) f=S-A'. 

Weiter ergeben sich auch aus den Beobachtungsergebnissen zur Bestimmung 
eines jeden der wahrscheinlichsten Werte x, y, IS, •••• der zu bestimmenden Grofsen 
wieder -zwei Werte und zwar in erster Linie fUr x die beiden Werte 

A' =a, 
A"=S- (P+r+ .... )=f+a. 
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Raben nun die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a, fJ, r, .... die 
Gewichte Pa , PfJ' P" •••• 50 erhalten wir fUr die Gewichte pi und p" der beiden 
Werte A I und A II nach F ormeJ (41): 

1 1 
pi - Pa' 

~ii= :fJ + :" + .... = [~-] - :a' 
-:'+J}II=p~+ [~] - :a = [~]. 

Damit ergiebt sich der wahrscheinlichste Wert x der ersten GrOfse als arith
metisches Mittel der beiden Werte A I und A II nach F ormel (a8) zu: 

1 

Pa 
x=a+nr· 

oder: 

Bezeichnen wir die Verbesserung, die wir dem Beobachtungsergebnis a bei
fUgen mussen, urn den wahrscheinlichsten Wert x zu erhalten, mit va' so wird: 

1 

In gleicher Weise erhalten wir die Verbesserungen v fJ' v", .... der Beob
achtungsergebnisse fJ, r .... , so dafs wird: 

(102) 

1 I 

Pa 

Va= [if' 
1 

PfJ 

VfJ=Hf' 
1 

P" 
v,,= [~r' 
....... , 

(lOS) 

....... , 
wonach wir den Widerspruch f proportional den reziproken Werten der Ge· 
wichte P a ,p fJ ' P", ...• auf die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a, fJ, r, ... 
zu verteilen haben, urn die wahrscheinlichsten Werte x, y, II, •••• der beobachteten 
Grofsen zu erhalten. 

Beispiel: Bei der Triangulation im Regierungsbezirke Do.sseldorf haben 
sich auf dem Punkte Do.sseldorf nach Centrirung der auf 4 excentrischen Stand
punkten gewonnenen Beobachtungsergebnisse die foigenden 4 Winkel ergeben: 
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Beo bachtungs- I Reziproke 
Zielpunkte. ergebnisse 

\ 

Gewichte. Werte der 

I 0 i ' I " 
Gewichte. 

I Duisburg II il03i08i21,79ipa 

I 

Gladbach 12,0 
1 0,083 a ~ 

Pa 
I 

P I "I"! 09,'1 ,I p , 
1 Dillsburg Metzkausen 6,0 ~ 0,167 
P~ 

Metzkausen Koln 89 I 29\42,00 P y 
1 0,063 r 15,8 I Pl, 

Koln Gladbach I 101 24\44,96 12,0 I 1 0,083 e P E 
I P E 

, I I 
I [~] I Z 1359159 58,06 0,396 

, 

Den \Vinkeln a, {J, r, e sind die Gewichte, P a J P ~, P y' P E und die reziproken 

Werte der Gewichte J_ J ~-, ~, ~ beigesetzt, denen als Gewichtseinheit das 
Pa p~ Py PE 

Gewicht einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in beiden Fernrohrlagen zu 
Grunde liegt. 

Die beobachteten 4 Winkel schliefsen den Horizont; ihre Summe mufs dem
nach S = 360 0 sein. Die Summe der vorliegenden Beobachtungsergebnisse ist: 

(100) Z = a + {J + r + e = 359 0 59' 58,06" , 

und somit der Widerspruch f: 

(101) f= S - Z= 360 0 00' 00,00" - 359 0 59' 58,06" =+ 1,94" . 

Hiernach erhalten wir die Verbesserungen 'll a' v ~, v Y J 'll E der Beobachtungs
ergebnisse und die wahrscheinlichsten Werte x, y, z, w der Winkel zu: 

(102) 

(103) 

1 
Pa 0,083 

va =Ir]f=O~3lf6 (+ 1,94) =+0,41, 

1 

P~ 0,167 
v ~ = HI f = 6:396 ( + 1,94) = + 0,82 , 

1 
P y 0,063 

vy = [~r=6;396 (+ 1,94) =+0,31, 

1 

PE 0,083 
ve = [1] f= 0,396 (+ 1,94) =+0,41 , 

P [ v ] = + 1,95 . 

J x = a + va = 103 0 08' 21,79" + 0,41" = 103 0 08'22,20", 

Y = {J + V ~ = 65 57 09,31 + 0,82 = 65 57 10,13 , 

1 z=r+Vy= 89 2942,00 +0,31 = 89 2942,31 , 

w = e + V E = 101 24 44,96 + 0,41 = 101 24 45,37 , 
360 0 00' 00,01/1, 

Koll. 2. Aufl. 6 
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Far die richtige Berechnung der Verbesserungen va' v fJ' v y' •.•• und die 
richtige Bildung der wahrscheinlichsten Werte x, y, z, .•.• ergeben sich die 
Proben, dafs die Summe der Verbesserungen [v] gleich dem Widerspruch f sein 
mufs, und dafs die wahrscheinlichsten Werte x, y, z .... den Sollbetrag S erfallen 
massen. Wenn die Verbesserungen va' v fJ' v y' • . .. in der Weise berechnet werden, 

dafs zunil.chst der Quotient [~] gebildet und dieser dann mit den reziproken 

Werten der Gewichte -.!.-, -.!.-, -.!.-, .... multiplizirt wird, so wird der Zahlen· 
Pa PfJ Py 

wert von [v] genau gleich dem [i] fachen Zahlenwert des Quotienten [~] und 

dieser Betrag kann in Folge der Abrundung des Zahlenwertes von [~] urn 0,5 [~] 

Einheiten der letzten Stelle dieses Zahlenwertes von f abweichen. Dieselbe Abo 
weichung wird sich dann auch bei Vergleichung der Summe der Werte von 
x, y, z, ..•. mit dem Sollbetrage ergeben. 

2. Far das Quadrat des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit erhalten wir 
ebenso wie im § 19: 

(104) 

Da hier :2 = a + fl + r + .... ist, so wird nach Forme! (1) 

-.!.- = -.!.-+ -.!.-+ -.!.- + .... = [!1 und demnach: 
PJ) P a P{l Py _P 

m=±fV~r 
Far die mittleren Fehler ma' m{l' my, .... der Beobachtungsergebnisse a, fl, 

r, .... ergiebt sich nach Formel (35): 

I ma=±mVp1a' 

m{l=±mV:fJ' 

1 ~~ .. ±.~v.t.: 
(105) 

Den wahrscheinlichsten Wert x der ersten beobachteten GrOfse haben wir 
als arithmetisches Mittel aus den beiden Werten A' und A" erhalten, und fOr 

die Gewichte dieser Werte haben wir'; = -.!.- und -!" = [!] - -.!.- gefunden. 
P P a P P Pa 

Demnach erhalten wir fUr das Gewicht P", von x nach Formel (65): 

1 
P", =p'+pl/=pa + [!]_-.!.

P Pa 

P a [i] . 1 _ 1 ( p
1
a ) 

[~] _ p~' oder. P x - Pa 1- [H 
und far den mittleren Fehler Mx von x nach Formel (35): 

M.~±mW:~±m VP1.(-~1} 
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B e i s pie l: Der mittlere F ehler der Gewichtseinheit oder der mittlere F ehler 
einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in beiden Fernrohrlagen ergiebt sich zu: 

(104) m~ ±fVrfl~ ± I." V.~6~ ±B.08" , 

ferner ergeben sich die mittleren Fehler mop m{I' my, me der votliegenden Beob· 
achtungsergebnisse IX, {J, r, e zu: 

(lOa) 

j m",= ± m 11;", = ± 3,08 yO,083 = ± 0,89", 

m{I= ± m1l ;{I = ± 3,08yO,167= ± 1,26", 

I my _ ± m V7 _ ± ' •• Sy •.• '" _ ± •• 77::, 
me - ± m 1 / - - ± 3,081"0,083 - ± 0,89 , V Pe 

und die Gewichte P"" Py , p., P w der wahrscheinlichsten Werte x, y, z, w der 
Winkel zu: 

1 1 ( ; '" ) (0,083) -P--;' = p", 1- H~J = 0,083 1 - 0,396 = 0,066 , P x =15,2, 

1 1 ( ; (I ) (0,167) -P; = P {I 1 -l~- = 0,167 1-0,39ti = 0,097 , 

1 _ 1 ( ;y) (0,063) 
p. - Py 1 - HI = 0,063 1 - 0,396 = 0,053, 

(106) 

P y =10,3, 

P z =18,9, 

1 1 ( pIe) (0,083) 
P w = p e 1 - R-l = 0,083 1 - 0,396 = 0,066 , Pw= 15,2, 

endlich die mittleren Fehler M , M , M ,M zu: x II Z 19 

6* 
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(107) 

M",--: ± m ~= ± 3,08io,066= ± 0,79", 

jly= ± m ~= ± 3,08io,097= ± 0,96", 

1 
Mz= ± m -V ~. = ± 3,08iO,053= ± 0,71", 

llfw= ± m -v;t= ± 3,08io,066= ± 0,79". 

3. Ebenso wie die Rechnung nach den Formeln (58) bis (66) wird auch 
die Rechnung nach den Formeln (99) bis (107) in der Regel wesentlich einfacher 
und iibersichtlicher durch schematische Anordnung, wie die nachfolgende Anordnung 
unseres Beispieles 1 zeigt: 

Beob- ~ 
achtungs- v .... 

..<:l 
ergebnisse u 

.~ 

a. v 
t!) 

P. 

103;08121,791
1

12,0 0,083 1
1
°,21°1+ 0,411103:°8122,200,2881 ±0,89i 0,790 0,066 10,2571 ±0,79115,2 

651571°9,31 6,0 0,167 0,422 + 0,82165 57
1
10,130,409 ± 1,26i 0,578 0,097 10,311 ±0,9610,~ 

892942,00 15,8 0,063 0,159:+ 0,31 89129,42,31 0,2511 ±0,77
1 

0,841 0,053 0,2301 ±0,7118,ll 
101124144,961 12,0 0,083 !0,2101+0,41101124:45,37 0,2881±0,8~ 0,790 0,066 10,257 ±0,7915,2 

359159i58,06C.2'. 0,396 11,0011+ 1,951:36°:°°:°°,01 1,2361 3,8111 2,999 1,05511 3,25 

36010°1°0,0( [ S. = [!] . 1 + 1,94 V-I _ _" 
I - P -[ 1]- = 0396 = + 4,90 , m = ± 1 -[ 1 ] - ± 1,94 i 2,53 - ± 3,08 . 
+ 1,94

1
- 1. --' -

P P 

§ 21. Beispiel zum II. und III. Abschnitt. 
1m Anschlufs an die Punkte 1, 5i', 58, 59, deren H5hen gegeben sind mit: 

HI =58,725, 
H 67 = 61,142 , 
H 68 = 61,128, 
H 69 = 60,325 , 

sind behufs Bestimmung 
der H5hen der Punkte 
2 bis 7 die Ziige IiIl bis llU 

zweimal nivellirt worden. 
Die beobachteten Hohen-
unterschiede sind in Abo .i1l. 

a 

Fig. 9. 

teilung 1 der nachfolgenden Tabelle (Seite 85) in den Spalten 1 bis 3 nachgewiesen. 
Den Beobachtungsergebnissen sind in Spalte 4 der Abteilung 1 der Tabelle 

ihre Gewichte p beigefiigt. Sie sind empirisch gebildet nach der Anzahl der Auf. 
stellungen des Nivellirinstrumentes und nach den Zielweiten. Ihnen liegt als Ge
wichtseinheit das Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 250 m 

mit Zielweiten von 50 m zu Grunde. 
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Es sollen die wahrscheinlichsten Werte B 2 , H a , H 4 , H 5 , B 6 , H7 der Hohen 
der Punkte 2, 3, 4, 5, 6, 7 und der mittlere F ehler mIlan eines einmaligen Nivelle
ments einer 5trecke von 1 Kilometer Lange mit Zielweiten von 50 m berechnet werden. 

1. Die Berechnung der gesuchten Hohen und der mittleren Fehler ist in den 
Abteilungen 1 bis 5 der nachfoJgenden Tabellen (5. 85-88) in schematischer Anord
nung nach den in den §§ 16 bis 20 entwickelten Formeln durchgefiihrt. Zur weiteren 
Erlauterung diene folgendes: 

1. Beobachtungsergebnisse und deren Gewichte. 
2. Mittlerer Fehler 
aus Beobachtungs

differenzen. 

Beo~.achtete 1 Ge- II G~~~~~~te II G I I' I 
Der Ziige 

pAA. i Anfangs- Hohen- wichte I unterschiede wic~~e~. A . A A . I 
~r.! und unterschiede.!, p. Ah. i Pilh' ilPilh 'I I 

: Endpunkt. I I 
II __ ':---___ -}--=m=--~'___'ill=--_I:---_ __!+-.::ffi'--~i _-=ill,__+-_-",--+-=ffi=ill=-;,_,_", ____ _ 

1. I 2. I 3. i 4. II 5. I 6. I 7. I 1. I 2. I 
I 1 'I I I 11 1- 2 2,9791 X7,020 0,41 
i 2,970 x7,030 0,41 2,9748 X7,0252

1 

0,82 1,22 + 9,51 90,2 

21 57 - 2 0,566 X9,433 0,22 
! 0,558 X9,441 0,22 0,5625 X9,4375

1 

0,44 2,27 + 8,0 64,0 

3 i 57 - 4 x9,507 0,493 0,56 I I 
X9,504i 0,497 0,56 X9,5052 0,4948

1 
1,12 0,89 + 3,5 12,2 

4 4-58 

5 58-5 

6 5-59 

7 2-3 

8 4-3 

9 5-6 

10 6-7 

11 7-~ 

0,483 X9,517! 0,51 I 
0,479 X9,5191 0,51 0,4815 X9,5185

1 1,02 0,98 + 3,0 9,0 

0,306 X9,6941 0,28 
0,301 X9,6981 0,28 0,3038 X9,6962 0,56 1,79 + 4,5 20,2 

X8,906 1,094 0,25 
X8,896 1,1041 0,25 I X8,9010 

X5,661 4,3:::91 0,32 
X5,664 4,337 0,32 

x6,703 3,297 0,49 
X6,704 3,295 0,49 

X5,6622 

X6,7038 

0,50 12,00 + 10,0 100,0 1,09901 

I 

4,3378
1 

3,2962; 

0,64 1,56 - 2,5 6,2 

0,98 1,02 - 1,5 2,2 

X8,2371 1,761 0,35 
X8,234, 1,765

1 

0,35 X8,2362 1,7638 0,70 1,43 + 3,5 12,2 

X7,338 2,662 0,46 
X7,338 2,662: 0,46 X7,3380 2,6620 0,92 1,09 0,0 0,0 

3. 

37,0 

14,1 

6,8 

4,6 

5,7 

25,0 

2,0 

1,1 

4,3 

0,0 

0,358 X9,6421 0,55 
0,351 X9,649 0,55 0,3545 X9,6455 1 1,10 :0,91 + 7,0 49,0 27,0 

,044\ ,952\ 8,80 ,02351 ,97651 8,80 + 49,0 [p A A] = 127,6 

,999'1' ,997 1 - 4 ° [p A~l = 58 
, 2n ' 

: --
i,l 1 +45,0 m=± 2,4 mill 

ttl 1 km = ± m V~7k~ = ± 2,4 V~~ = ± 4,8 mm • 
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3. Berecbnung der genttberten Roben der Nebenknotenpunkte, des wahrscbein· 
lichsten Wertes der Robe des Rauptknotenpunktes und ibrer Gewicbte. 

Der Anfangs-
Der Zilge ~i~ punkte 

"I=H + 

[ '<"', 
Robe Robenunter· ~l: P'¥J" 1!. Pt]1!· 1 1 +.1h. 

~r. H. PHfr. schied Li h. 
_. 

" P ilk 
m m , m m -l.f mm 

1.1 2. 1 3.11 4.1 5. I 6. II 7. I 8. I 9.11 10.1 11. II 12. I 13. 

a) Berechnung der Robe h2 des Punktes 2 aus den Zilgen 1 und 2. 

L 58,725°1°,00 I 1 . 2,9748 X7,025211,22 1'61,699811,22IO,82i 0,8 0,66 :+1,6 +1,31 
57 61,14200,00 2 0,5625 x9,4375 2,27 ~1,7045 2,27 0,44 5,5 2,42 -3,1 -1,36 

,462713,4911 ,40431 3,49 Il,26! 
--

,867O O,OC 3,08 -0,05 

[p d h] 
11 2 = ij 2 + [~t]] = 61,6990 m + 2,4 mm = 61,7014 m. 

1 
P2=[Pt]]=1,26. -=0,79. 

P2 

b) Berechnung der Robe h, des Punktes 4 aus den Zilgen 3 und 4. 
57 61,142°1°,00 ' 3 x9,5052 0,49481 0,891160,6472\ 0,89 11,12 1,2 1,34 fO

" 

-0,34 
58 61,1280,0,OC 4 x9,5185 0,4815 0,98 60,6465 0,98 1,021 0,5 0,51 0,4 +0,41 

,270010,OC ,976311,8711 ,293711,8712,14 
1-

1,85 +0,07 

[pt]dh] 
h,=ij,+ [p] =60,6460m+O,9mm=60,6469m. 

II 
. t] 1 

P4= [Pt]] =2,14. -=0,47. 
P4 

c) Berecbnung der Robe hs des Punktes 5 aus den Zfigen 5 und 6. 
58 61>1280lo,00i 5 0,3038 X9,696211,79Ii61.431811,79Io,56j 7,8 4,37 

f'" 
-2,07 

59 60,325°,°,0°
1 

6 1,0990 X8,9010 2,00 161,4240 2,00 ,0,50 0,0 0,00 4,1 +2,05 

,597213,7911 ,S55813,7911,06 
,-

,45300,00 4,37 -0,02 

[p t] d h] 

I 

k 5 = ij 5 + [P-;.I = 61,4240 m + 4,1 mm = 61,4281 m . 

P5 = [Pt]] = 1,06. 
1 
-=0,94. 
Ps 

d) Berecbnung der Robe Ha des Punktes 3 aus allen Zfigen. 
2 61,7014Io,79i 7 X5,6622 

4,337811,56 ['''''I ~" 0,"'"',6 
5,85 11-7,7 --3,31 

4 60,64690.47 8 X6,7038 3,2962 1,02 57,3507 1,49 0,67 0,7 0,47 f+ 5,2 +3,48 
5 61,4281 0.94 9 XS,2362 

1,76381 1,." 10 X7,3380 2,6620 1,09 
11 0,3545 x9,6455 0,91 7,3568 4,3710,23 6,8 1,56 -0,9 -0,21 

,705316,01 II ,071118,21 11,33 
-,7764 2,20 7,88 -0,04 

[Pt] d k] 
H a=ij8+ [Pt]] =57,3500 m+5,9 mm =57,3559 m• 

1 
P a=[pt]]=1,33. P a =0,75. 
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4. Ausgleichung der Fehler in den einzelnen Netzteilen. 

Nr. der 

II 

V= 
Hohen- 1 1 

1 
-- -

unterschiede p p x=a+v. a.i a.i I 
-. 

fi]' [~r'l j;; bn a. p 

'" ::;3 I :;3 N 
I p... 

m I m mm I m I m 

1. I 2. I 3. II 4. I 5. I 6. II 7. 

N.N·I I I I I 
61,6988 1.2 61,7014 I 0,79 1°,336 - 2,6 

©2 
71 X5,6622! 4,3378 1,56 I 0,664 , - 5,1 X5,6571 4,3429 

@3 

:2 57,3636 1 2,35 1 1,0001- 7,7 II 57,3559 
I S 57,3559 

f -7,7 mm ! 1 I 1 
N.N. II I 

3.4 60,6469 0,47 
@4 

0,315 +1,6 60,6485 

+3,6 X6,7074 3,2926 8 X6,7038 3,2962 1,02 0,685 
@3 I 

:2 57,3507 I I 1,49 1 1,000 I + 5,2 57,3559 
S 57,3559 i 

f +5,2 mm i I I 
I I ' 

I 61,4279 
N.N. 

I 0,94 . 0,2151- 0,2 5.6 61,4281 
@5 

9 X8,2362 1,7638 1,43 0,327 1-0,3 x8,2359 1,7641 
06 

X7,3378 2,6622 10 X7,3380 2,6620 1,09 0,249 - 0,2 
07 

0,2081- 0,2 0,3543 X9,6457 11 0,3545 X9,6455 0,91 
@3 

I i I I ! I 
I 

:2 57,3568 I 4,37 ,0,9991- 0,9 57,3559 
S I ! 57,3559

1 

I ! I f -0,9 mm 
I 

2. In Abteilung 1 ist zuerst das einfache arithmetische Mittel der beobachteten 
gleich genauen Hohenunterschiede gebildet. Die erhaltenen Werte sind als gemittelte 
Hohenunterschiede Ll h in Spalte 5 eingetragen. Die Mittelbildung ist durch Zu
sammenfassung der Zahlenwerte der Hohenunterschiede und ihrer dekadischen 
Erganzungen zu einem Gesamtergebnis in der Weise erfolgt, dafs beispielsweise fur 
den Zug 1 zu den Zahlenwerten 2,979 und 2,970 des Hohenunterschiedes die den 
dekadischen Erganzungen X7,020 und X7,030 entsprechenden Zahlenwerte 2,980 und 
2.970 hinzugenommen sind und aus allen 4 Zahlenwerten das einfache arithmetische 
Mittel Ll h = 2,9748 gebildet ist, dem dann wieder die dekadische Erganzung x7,0252 
beigesetzt ist zur Benutzung fur die Sicherung der folgenden Rechnungen. 

3. In Spalte 6 und 7 der Abteilung 1 sind weiter die Gewichte P LIlt der ge-

mittelten Hohenunterschiede Ll h, sowie ihre reziproken W erte -~ gebildet. Die 
P Llk 
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5. Die wahrscheinlichsten Werte der Hohen, Hohenunterschiede und 
Beobachtungsfehler, sowie der mittlere Fehler. 

I 

Nr. der Wahrscheinlichste 
Gemittelte Werte der < 

Hohen- II "'1 t::-
cU Hohen 

Hohen-
t::- I VV. PLlh t::-

.:t;; cU unterschiede unterschiede 
~ '" bJl H. 

I 

<:! >:: ::::S 
JR. Jh. "'1 R, ::l N p.. 

m m I m m I m mm 
1. I 2. I 3. I 4. II 5. I 6. II 7. , 8. I 9. 

10[1 58,7250 II i 
1 2,9738 x7,0262 I 2,9748 X7,0252 - 1,0 1,0 0,82 0,8 

@2 61,6988 
2 0,5568 X9,4432 0,5625 X9,4375 - 5,7 32,5 0,44 14,3 

10157 61,1420 
3 X9,5065 0,4935 X9,5052 0,4948 + 1,3 1,7 1,12 1,9 

@4 60,6485 
4 0,4795 x9,5205 0,4815 X9,5185 - 2,0 4,0 1,02 4,1 

10158 61,1280 
5 0,2999 X9,7001 0,3038 x9,6962 - 3,9 15,2 0,56 8,5 

@5 61,4279 
6 x8,8971 1,1029 X8,9010 1,0990 - 3,9 15,2 0,50 7,6 

10159 60,3250 
7 X5,6571 4,3429 X5,6622 4,3378 - 5,1 26,0 0,64 16,6 

@3 57,3559 
8 X6,7074 3,2926 X6,7038 3,2962 + 3,6 13,0 0,98 12,7 

9 X8,2359 1,7641 . X8,2362 1,7638 - 0,3 0,1 0,70 0,1 
@6 59,6638 I 

10 X7,3378 2,6622 i x7,3380 2,6620 - 0,2 0,0 0,92 0,0 
@7 57,0016 

11 0,3543 )(9,6457 i 0,3545 x9.6455 - 0,2 0,0 1,10,~ 

9939 i ,9765 + 4,9 [PLlh VVl =66,6 
I 

-223 I 

1---'- l?Llh VVl =13 3 -17,4 
! 

11-6 ' 

II 
m + = V l? Llh V V 1 + 3 6 mm. - 5 - , 

m1km=±m -V 1==± 3,6~=±7,2mm. 
Plkm , 

Gewichte P in Spalte 4 gelten fur den durch den Zahlenwert un d seine eben
falls unmittelbar von der Latte abgelesene dekadische Erganzung bestimmten 
Hohenunterschied, so dafs in dem arithmetischen Mittel J h nur 2 Beobachtungsergeb
nisse vom Gewichte P vereinigt sind, womit das Gewicht p Llk nach Formel (55) 
erhalten wird zu: P Ll k = 2 p. 

4. In Abteilung 2 der Tabellen folgt die Bildung der Differenzen J zwischen 
den Ergebnissen der ersten und der zweiten Beobachtung der Hohenunterschiede 
und der Quadratsumme [p J J] dieser Differenzen. 

Die beiden Nivellements sind mit Latten ausgefuhrt, deren Teilungen so genau 
ubereinstimmen, dafs eine in Betracht kommende konstante Abweichung k zwischen 
den Ergebnissen beider Nivellements nicht vorhanden ist. Demnach ergiebt sich der 
mittlere Fehler m einer Beobachtung der Gewichtseinheit zu: 
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(88) m = ± 1 If p Ll Ll J = ± 1 1127,6 = + 24 mm 
V 2n V2·11 -, . 

Hieraus folgt der mittlere Fehler m 1 km eines einmaligen Nivellements einer 
Strecke von 1 Kilometer Lange mit Zielweiten von 50 m, dessen Gewicht p 1 km = 0,25 
ist, mit: 

(39) m 1 km = ± m 1 / 1_ = ± 2,4 1 /~~~ = ± 4,8 mm. VPlkm V ' 
5. In Abteilung 3 foIgt zunachst unter a, b, c die Berechnung der genaherten 

Hohen h 2, h., h 5, der Nebenknotenpunkte 2, 4, 5 und der Gewichte P 2, P 4, P 5 

dieser Hohen aus den Hohen der gegebenen Punkte und den Hohenunterschieden 
Ll h, sowie den Gewichten P LI h der die Punkte 2, 4, 5 unmittelbar mit den gegebenen 
Punkten verbindenden Zuge. 

Die genaherten Hohen und die Gewichte sind beispielsweise fur Punkt 2 er
halten, wie folgt: 

Fur die Hohe des Punktes 2 sind zuerst 2 Werte 11 ~, 11 ~ aus den gegebenen 
Hohen HI und H 57 und den Hohenunterschieden Ll h" Ll h 2 der Zuge 1 u. 2 berechnet: 

1); = HI + Llh 1 = 58,7250 + 2,9748 = 61,6998, 
11~' = H57 + Llh 2 = 61,1420 + 0,5625 = 61,7045. 

Die Gewichte P;I' p;; dieser beiden Werte sind erhalten aus den Gewichten 
p Ii, = =, PH 57 = = der unveranderlichen Hohen HI' H;;7 und den Gewichten 
P Ll h 1 = 0,82, p Ll It 2 = 0,44: 

(41) 

(59) 

(60) 

1 1 1 1 1 1 
J P~ = PH: + p Llh 1 = CXJ + 0,82 = 0,82 ' P;1 = 0,82, 

l p~' = /--+/-=L + 0,~4 = o,h, 
'1 Ii" Llh2 

p~=O,44. 

Damit folgt der genaherte Wert der Hohe h 2 : 

J 1)~=~2+dh' =61,6990 m+O,8 mm , 

\11;' = ~ 2 + d h" = 61,6990 m +5,5 mm, 

p'dh'+p"dh" 082.08+044.55 
h 2 = Ii 2 + ~P' -+----p-;,--- = 61,6990 + --'-- ° 82 +-lI4-~ 

'I '1 " 
= 61,6990 m + 2,4 mm = 61,7014 m. 

und das Gewicht p 2 der genaherten Hohe h 2 : 

(65) p 2 = [P'1 J = 0.82 + 0,44 = 1,26. 

6. Unter d der Abteilung 3 folgt dann die Berechnung des wahrscheinlichsten 
Wertes H 3 der Hohe des Hauptknotenpunktes 3 aus den unter a, b, c erhaltenen 
H ohen h 2, h., h 5 der N ebenknotenpunkte 2, 4, 5 und den gemittelten Hohen
unterschieden Ll h 7, Ll h 8, Ll h 9, Ll h 10, Ll h 11 der den Punkt 3 mit den Punkten 2 , 4 , 5 
verbindenden Zuge 7 bis 11 unter Berucksichtigung der zugehorigen Gewichte. Die 
Berechnung ist in gleicher Weise erfolgt, wie unter Nr.5 erlautert ist, nur mit dem 
Unterschiede, dafs die Hohen h 2, h 4, h 5 mit den unter a, b, c erhaltenen Gewichten 
p 2 = 1,26, P 4 = 2,14, P 5 = 1,06 und nicht, wie die gegebenen, als fehlerlos zu be
trachtenden Hohen, mit unendlich grofsem Gewichte eingefUhrt sind. 

Der fUr die Hohe des Punktes 3 erhaltene Wert Ha = 57,3559 mist der wahr
scheinlichste Wert dieser Hohe, denn er ist unseren im § 13 aufgestellten Grund
satzen entsprechend als einheitliches Endergebnis aus samtlichen Beobachtungs
ergebnissen unter Berucksichtigung ihrer Gewichte derart gewonnen, dafs die Quadrat
summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Minimum ist. 
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7. Dagegen sind die Werte h 2, h 4, h 5 nicht die wahrscheinlichsten Werte 
der Hohen der Punkte 2, 4, 5, weil sie nur je aus zwei der vorliegenden Beob
achtungsergebnisse abgeleitet worden sind. Wir konnen jetzt aber die wahrschein
lichsten Werte der Hohen dieser Punkte in sehr einfacher Weise erhalten; denn 
nach Feststellung der Hohe H a des Hauptknotenpunktes 3 kann das Nivellements
netz in drei von einander ganz unabhangige Teile zerlegt werden, die fur sich aus
geglichen werden konnen, namlich in den die Zuge z 1, Z 2, Z 7 umfassenden T eil 
mit dem Punkte 2, den die Zuge z 8, Z 4, 28 umfassenden Teil mit dem Punkte 4 
und den die Zuge 25, Z6, Z9, Z10, 211 umfassenden Teil mit den Punkten 5, 6, 7. 
Die Ausgleichung der Fehler in dies en einzelnen Teilen des Netzes erfolgt am ein
fachsten nach dem im § 20 behandelten Verfahren fUr direkte ungleich genaue 
Beobachtungen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfUllen mufs. 

8. Diese Ausgleichung ist in Abteilung 4 der Tabellen durchgefUhrt. 
1m ersten Teile des Netzes mufs der wahrscheinlichste Wert der Hohe des 

Punktes 2 und der wahrscheinlichste Wert des Hohenunterschiedes im Zuge Z7 

zusammen gleich sein der feststehenden Hohe H 8 des Hauptknotenpunktes 3. Der 
zu erfiillende Sollbetrag ist also S = Ha = 57,3559. Die vorliegenden Beobachtungs-· 
ergebnisse ergeben: 

h2 + I1h7 = 61,7014+ X5,6622 = 57,3636 = Z. 

Der vorhandene Widerspruch ist demnach: 

(101) 1= S - Z= 57,3559 - 57,3636 = -7,7 mm. 

Dieser Widerspruch ist nach § 20 Nr. 1 proportional den reziproken Werten 
der Gewichte pz = 1,26 der Hohe h z und p Ll"7 = 0,64 des Hohenunterschiedes 11 h 7, 

verteilt, indem die Verbesserungen v k 2 und v Ll k 7 berechnet sind zu: 

1 

(102) 

P2 0,79 
vh'=H] 1=2,35 (-7,7) =- 2,6, 

1 

Hiermit sind die wahrscheinlichsten Werte der Hohe H 2 und des Hohen
unterschiedes I1H 7 erhalten zu: 

(l03) 
J H 2 = h 2 +V h • = 61,7014m-2,6 mm = 61,6988 m , 

1 I1H 7 = I1h 7 + V Llh, = X5,6622 m - 5,1 mm = X5,6571 m . 

Die Summe dieser beiden Werte 
H 2 + I1H 7 = 61,6988 + X5,6571 = 57,3559 III 

ergiebt nunmehr die Hohe H 8, erfullt also den Sollbetrag. 
In gleicher Weise ist auch die Ausgleichung der Fehler fUr den zweiten und 

dritten Teil des Nivellementsnetzes durchgefuhrt. 

9. In Abteilung 5 der Tabellen sind endlich in den Spalten 3, 4, 5 die wahr
scheinlichsten Werte der Hohen H und der Hohenunterschiede I1H mit den aus 
Abteilung 1, Spalte ,') ubernommenen gemittelten Hohenunterschieden 11 h zusammen
gestellt, wonach in Spalte 6 die wahrscheinlichsten Werte der Beopachtungsfehler 
V = I1H - 11 h und in den Spalten 7 bis 9 die Quadratsumme [p Ll h V V 1 = 66,6 der 
Beobachtungsfehler gebildet sind. 
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Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Hl>hen der 6 Punkte 2 bis 7 im 
Anschlufs an die gegebenen Punkte sind q = 6 Hl>henunterschiede erforderlich. 1m 
Ganzen sind n = 11 Hl>henunterschiede bestimmt, und demnach n - q = 11 - 6 = 5 
uberschussige Bestimmungen vorhanden. Somit ergiebt sich der mittJere Fehler der 
Gewichtseinheit nach der Grundformel (47) zu: 

V[P<lh VV] m=± n-q ± li¥= ± 3,6 mm • 

Den Gewichten P <1 h liegt als Gewichtseinheit das Gewicht eines einmaligen 
Nivellements einer Strecke von 250 m Lllnge mit Zielweiten von 50 m zu Grunde, 
wllhrend das Gewicht eines solchen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer 
Lllnge PI km = 0,25 ist. Hiernach ergiebt sich der mittlere Fehler m 1 km einer 
Strecke von 1 Kilometer Lllnge mit Zielweiten von 50 m aus der Gesamtnetz· 
ausgleichung zu: 

(39) m lkm = ± m Vp I1km = ± 3,6 VO,15 = ± 7,2 mm, 

wllhrend derselbe unter Nr. 4, und in Abteilung 2 der Tabellen aus den Beobach· 
tungsdifferenzen zu ± 4,8 mm erhalten ist. 

IV. Abschnitt. 

Vermittelnde Beobachtungen. 

1. Kapitel. Allgemeine Entwicklung des Verfahrens. 

§ 22. Gleichungen fUr die Beziehungen zwischen den wahren 
Werten der beobachteten und der zu bestimmenden Gr6fsen. 

1. In den vielfach vorkommenden Fll11en, wo die zu bestimmenden Gr()[sen 
nicht direkt beobachtet werden konnen, wo vielmehr andere Gr()[sen beobachtet 
werden mussen, die die Kenntnis der zu bestimmenden Gr()[sen vermitteln, mussen 
zuerst die Beziehungen zwischen den beobachteten und den zu bestimmenden 
Gr()[sen durch Gleichungen ausgedruckt werden, wenn aus den vorliegenden Beob· 
achtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Grl>fsen 
abgeleitet werden sollen. Die Gleichungen, wodurch diese Beziehungen ausgedruckt 
werden, ergeben sich meistens aus dem bekannten matlIematischen Zusammenhang 
zwischen den wahren Werten der beobachteten Gr()[sen (A. 1 ), ( A. 2 ), (A. 8), •.•. ( A." ) 

und den wahren Werten der zu bestimmenden Grl>fsen (x), (y), (z), .••. ; sie 
werden zweckmMsig auf die allgemeine Form: 

(A.d=Ft{(x), (y), (z), .... ), 

(A.d=Fd(x), (y), (z), .... ), 

(108) (A.a)=F3 (x), (y), (z), .... ), 
...................... , 
(A.,,)=Fn(x), (y), (z), .... ) 
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gebracht, so da[s also die wahren Werte der beobachteten GrOfsen (A 1 ), (A 2) . 

(A 3), .... (An) als entwickelte Funktionen der wahren Werte der zu bestimmenden 
GrOfsen (x), (y), (z), .... erscheinen. 

2. Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der Anzahl der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse. Wenn 'weniger Beobachtungsergebnisse vorliegen als zu 
bestimmende GrOfsen, so ergeben sich keine bestimmten Werte der letzteren. 
Liegen ebensoviele Beobachtungsergebnisse vor wie zu bestimmende GrOfsen, so 
konnen ihre den Beobachtungsergebnissen entsprechenden Werte gefunden werden, 
indem die Gleichungen (108) nach (x), (y), (z), .... aufgelost und in die dadurch 
erhaltenen Ausdrucke die vorliegenden Beobachtungsergebnisse eingesetzt werden' 
Die erhaltenen Werte der zu bestimmenden Grofsen und die Beobachtungsergebnisse 
entsprechen einander dann genau, und die den Beobachtungsergebnissen anhaftenden 
Fehler treten nicht hervor, von einer Ausgleichung der letzteren kann demnach 
dann auch keine Rede sein. Nur wenn mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen als 
zu bestimmende Grofsen, treten bei Vergleichung der Beobachtungsergebnisse mit 
den ihnen entsprechenden Werten der zu bestimmenden Gro[sen die Beobachtungs
fehler hervor und nur in diesem Falle kalm auch eine Ausgleichung der Beobach
tungsfehler erfolgen. Wenn das nachfolgend zu entwickelnde Rechnungsverfahren 
fur die Ausgleichung der Beobachtungsfehler daher Anwendung finden soU, so mufs 
die Anzahl der vorliegenden Beohachtungsergebnisse und damit auch die Anzahl n 

der Gleichungen (108) grOfser sein als die Anzahl q der zu bestimmenden GrOfsen. 

P, 

s, 

P,; 

Beispiel 1: Fur die Punkte P"~ P2, P 3 , I'., 
r 5 sind die rechtwinkligen Koordinaten gegeben 
wie folgt: 

P 1 : x, = 6 548,30 , Y 1 = 2 061,99 , 
P 2 : x2=6570.58, Y2=2420,30, 

P 3 : ';3=6297,72, Y3=2552,03, 
P 4 : x 4 = 6 056,29 , Y 4 = 2 276,00 , 
P 5 : x 5 = 6 246,43 , I Y 5 = 1 896,99 . 

Diese gegebenen Koordinaten sind als fehler
freie wahre Werte anzusehen. Zur Bestimmung 
des Punktes P sind die Streckenlangen zwischen 

diesem Punkte und den Punkten r " P 2, r 3, P 4, P 5 gemessen worden. Die Er
gebnisse 8 " 8 2, 8 3, 8 4, 8 5 der Messung dieser Streck en und die Gewichte 
P 1 , P 2 , P 3, P 4, P 5, der Messungsergebnisse sind: 

If. 
Fig. 10. 

P P 1 : 8 , = 331,60 " P 1 = 5,43 , Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer 
P P 2 : 8 2 = 272,00 , p 2 = 6,92 , unter mittleren Verhaltnissen gemessenen Strecke 
P P 3 : 83 = 247,10, P 3 = 5,15, von 822m Lange. Das Gewicht einer unter gleichen 
P P 4 : 84= 269,50, P 4 = 6,92 , Verhaltnissen gemessenen Streckenlange von 100 ill 
PP5 : 8 5 =416,70, I P5=2,59. I Lange ist jJ,oo=14,8'). 

Es soUen hiernach die wahrscheinlichsten Werte der rechtwinkligen Koordi
naten x Y des Punktes P bestimmt werden. 

OJ Die Gewichte sind aus Tafel 3 der Kataster-Anweisung IX entnommen und zwar die 
Gewichte P"~ P2, P4 nach Spalte I, die Gewichte P3, P5 nach Spalte II dieser Tafel, 
entsprechend den Verhaltnissen, die bei Messung der betreffenden Strecken vorlagen. In dieser 
Tafel ist das Gewicht einer unter mittleren Verhaltnissen gemessenen Lange von 822 m gleich Eins. 
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Die Beobachtungsergebnisse 8" S 2, Sa, s 4, S 5 sollen tillS die Kenntnis der 
Koordinaten x Y vermitteln. Die Beziehungen zwischen den beobachteten und den 
zu bestimmenden Grofsen ergeben sich allgemein nach dem pythagoraischen 
Lehrsatze so, dafs das Quadrat der wahren Werte der Streckenlangen (s n) 

gleich sein mufs der Summe der Quadrate der wahren p 

Werte der Koordinatenunterschiede (x) - X n' (y) - Y n der .---9 
I 

Punkte P und P n . Die sich hieraus ergebende allgemeine (s,,1 : 

Gleichung (sn)2=(x)-x n )2+(y)-yn )2 105 en wir nach (x)-x,,: 
lh I (sn) auf und wenden sie fUr jedes einzelne vorliegende Beob- ___ j(fL-_Y!' __ J 

achtungsergebnis an, womit wir die Gleichungen (108) erhalten, 
die die Beziehtillgen zwischen den wahren Werten der beob

Fig. 11. 

achteten und der zu bestimmenden GrOfsen in der fUr das folgende pass end en Form 
darstellen: 

(108) 

j 

I 
(S,)=V(X)-X , )2+(y)-y,)2, 

(S2)=V((X)-Xe)2+((Y)-Y2)2, 

(sa)=V(x)-x a)2+(Y)-Ya)2, 

(S 4) = f((:~)=---~) 2 + ( y) - y-.:)2, 

(8 5 )=V(X)-1'5)2-t(Y)-Y5)2. 

Die Anzahl n = 5 dieser Gleichungen ist grofser als die Anzahl q = 2 der zu 
bestimmenden Grofsen, so dafs wir also das nun zu entwickelnde Rechnungs
verfahren auf dies Beispiel anwenden konnen. 

§ 23. Fehlergleichungen. 

Wie wir bereits besprochen haben, konnen wir die wahren Werte der beob
achteten GrOfsen nicht ermitteln, und wenn wir auch bei Ausfuhrung unserer 
Beobachtungen aile mogliche Sorgfalt anwenden, werden unsere Beobachtungs
ergebnisse immer mit Beobachtungsfehlern behaftet sein. Demnach konnen wir 
aus den Beobachtungsergebnissen auch nicht die wahren Werte (x), (Y), (z), ... 
der zu bestimmenden Grofsen ableiten, sondern mUss en uns begnUgen, die den 
fehlerhaften Beobachtungsergebnissen moglichst gut entsprechenden wahrschein
lichsten Werte x, y, z, ... der zu bestimmenden Grofsen zu ermitteln. 
Diesen wahrscheinlichsten Werten der zu bestimmenden Grofsen entsprechen die 
wahrscheinlichsten Werte L " L 2 , La, _ .. Ln der beo bachteten Grofsen. 
Die wahrscheinlichsten Werte x, y, z, ... und L 1, L 2, La, ... L n stehen zu ein
ander in derselben Beziehung, wie die wahren Werte (x), (y), (z), .,. und (A 1 ) , 

(A2), (Aa), ... (A'n), wonach aus den Gleichungen (108) folgt: 

(109) 

Die wahrscheinlichsten Werte L 1, L 2, L 3, ••• L n der beobachteten Grofsen 
weichen von den thatsachlich vorliegenden Beobachtungsergebnissen A 1, Az, Aa, ... An 
in der Regel urn kleine Grofsen ab, die die wahrscheinlichsten Beobach
tung 5 f e hie rv 1 ,v 2, Va, ••. V n darstellen, so dafs ist: 
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{ :: ~:=~:: 
(110) ~: .. ~ 3.~ ~.3: 

ll,.-Ln -A n , 

Die Gleichungen (109) und (110) bezeichnen wir als Fehlergleichungen. 
B e i s pie 1 1: Aus den wahrscheinlichsten Werten x Y der rechtwinkligen 

Koordinaten des Punktes P und der gegebenen Koordinaten der Punkte P 1, P 2, 

P 3, P"" P ij erhalten wir fUr die wahrscheinlichsten Werte der Streckenlangen S 1 , 

S2, Sa, S"" Sij: 

(109) 

j Sl=V(X-Xl)2+(Y-Yl)2, 

S 2 = V( x - x 2) 2 + (y - Y 2) 2, 

Is 8 = V( x - x a) 2 + (y - Y 3) 2, 

S",=V(x-x",) 2+ (X-X4)2, 

Sij=V(X-Xij) 2+ (X-X5) 2, 
und danach fUr die w'ahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v 1 , V 2, l' 3, v"" V 5 : 

(110) 1 :: !: :: : 
V4=S4- 8 "" 

V5=S5- 8 5' 

§ 24. Naherungswerte. 
1. Nach unseren aUgemeinen Ausgleichungsgrundsatzen erhalten wir die wahr

scheinlichsten Werte x, y, z, .... der zu bestimmenden GrOfsen, indem wir die 
Werte bestimmen, fur die die Quadratsumme [p v v] der auf die Gewichtseinheit 
zuriickgefiihrten wahrscheinlichsten Werte v 1 V P 1, V 2 V P 2, V 3 V P 3, •••• V n V P n der 
Beobachtungsfehler ein Minimum wird. Die Entwickelung der sich hiernach ergebenden 
Formeln gestaltet sich jedoch in der Regel einfacher und iibersichtlicher, schliefst 
sich auch meistens dem bei der praktischen Anwendung einzuschlagenden Rechnungs
verfahren besser an, wenn wir die zu ermittelnden Werte x, y, z, .... zunachst in 
Naherungswertel: , 1:1, 3, .... und in kleine, diesen Naherungswerten beizufUgende 
Werte dl:, d1:1, d3, .... zerlegen und diese Teilwerte getrennt von einander ermitteln. 
Die Zusammenfiigung der getrennt von einander ermittelten Teilwerte mufs uns dann 
die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden GrOfsen lief ern, so dafs ist: 

(111) 
I x=l:+dl:, 

l Y=1:1+d1:1, 
z=a+da, 
......... 

Be i s pie 1 1: In unserm Beispiele zerlegen wir die gesuchten wahrschein
lichsten Werte der Koordinaten x Y in die genaherten Koordinaten I: 1:1 und in dil; 
diesen beizufiigenden Koordinatenverbesserungen d I: d 1:1, so dafs ist: 

(111) { x=l:+dl:, 
Y=1:1+ d 1:1. 

2. Die Naherungswertel: , 1:1, 3, .... mussen derart bestimmt werden, dafs 
die funen beizufugenden Werte d 1:, d 1:1, d 3, .... verhiiltnismafsig kleine GrOfsen 
werden, fUr die die weiterhin anzuwendenden Differenzialformeln mit genugender 
Scharfe zutreffen. 1m ubrigen ist die Art und Weise, wie diese Naherungswerte 



§ 24. Nliherungswerte. 95 

bestimmt werden, fur das Endergebnis ganz bedeutungslos. In manchen Fallen 
werden bereits bei Beginn der Ausgleichungsrechnung aus irgend weIch en vorher
gegangenen Ermittelungen brauchbare Naherungswerte bekannt sein. In anderen 
Fallen werden sie zweckmafsig in einfacher Weise durch graphische Konstruktionen 
bestimmt werden konnen. In .iedem FaIle konnen aber aus den vorliegenden Beob
achtungsergebnissen A" A 2, A 3, •••• A n so viele ausgewahlt werden, wie zu be
stimmende GrOfsen );, I), ~, •••• vorhanden sind, und letztere aus ersteren berechnet 
werden. Diese Berechnung kann nach bekannten oder fur den vorliegenden Fall zu 
bildenden einfachen Formeln oder derart ausgefuhrt werden, dafs die ausgewahlten 
Beobachtungsergebnisse und die Naherungswerte in die Gleichungen (108) an Stelle 
der wahren Werte der beobachteten und der zu bestimmenden Grofsen eingeftihrt, 
und die damit erhaltenen Gleichungen nach den Naherungswerten aufgelost werden. 

Be i 5 pie 1 1: In unserem Beispiele konnen wir die genaherten Koordinaten 
); I) des Punktes Pinder Weise ermitteln, dafs wir z. B. die Punkte P, und P 2 , 

nach ihren gegebenen Koordinaten etwa im Mafsstabe 1: 1000 auftragen, den Punkt 
P durch Bogenschnitt mit den Langen 8 1 und 82 bestimmen und danach die Nahe
rungswerte 1; I) der Koordinaten aus dieser graphischen Konstruktion entnehmen. 
Ferner konnen wir auch die Naherungswerte 1; I) z. B. aus den Koordinaten x 1 VI, 

X 2 V 2 der Punkte P" P 2 und aus den Streckenlangen 8, und 82 nach den bekannten 
fur logarithmische Rechnung geeigneten Formeln fur den Bogenschnitt gemessener 
Langen~) oder nach den in der foIgenden Tabelle angewandten, fur die Rechnung 
mit der Rechenmaschine geeigneten Formeln berechnen. 

Endlich konnen wir z. B. die Streckenlangen 331,6 und 272,0 fur (8 1) und (82), 
die Naherungswerte1: I) fur (x) (V) und die Zahlenwerte der gegebenen Koordinaten 

I X 2 - Xl I 82=(V,-Vl)2 + (X 2 -X d2 .\ cotg 'V = --- . 

~. 
V2 -VI 1 

82+812 -82 2 

I 

A 2 - "1 2 

SZ 
A=-----. 1;-Xl= 

2(Y2-Vl) Acotg'V =+ -VB2_A2~) 

B=~~l_. 
I 

1:=a'l + (1:- Xl) 

.p Y2 -Yl I) = V 1 - ( 6 - Xl) cotg 'V + A . 

,<:J- S, 

I 
Probe: (I) - Y 2) 2 + 0: - x 2) 2 = 822 • J} ") v'B" - J2- bekommt dasselbe Vorzeichen wie A cotg 'V . 

Y 1 II 
I 

2061,99 x, ! 6548,30 82 1\ 128882 

V2 2420,30 X2 I 6570,58 8 I 359,00 

V2 -VI I!I 358,31 X2- Xl +1 22,28 :: II 331,60 

2(V2-Vr) 716,62 cotg'V +1 0,062181 272,00 

II I '-', 11- 224,54 82+812-82211 164857 

[ 

I 

I) I 2306,00 ); I 6323,76 A i+ 230,048 

[ 

I ~-x211 
A2 1 52922 

I) -Y2 I 114,30 246,82 A2 -81 2 11-1 57036 

B I 332,239 11 A cotg 'V 
1+1 

14,304 
B2 11 03 83 I Acotg'V =+ -VB2 - A 2 +1 254,015 

B2_A2 57461 (I)-Y2)2+(1;-X 2)2
1 

I 73984 
-VB 2 _A2 239,710 I 82 2 I 73984 

.) Farmeln (23) bis (32), Seite 37, der Formelsammlung von Vel tmann ynd KalI-
3. Auflage. 
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in die ersten beiden der Gleichungen (108) einfiihren, also die Gleichungen 

331,6 = V( ~ - 6 548,3 ) 2 + ( ~ - 2 062,0 ) 2, 

272,0 = V( ~ - 6 570,6 ) 2 + ( ~ - 2 420,3 ) 2, 

bilden, und diese Gleichungen nach ~ und ~ auflosen. 

3. Den Naherungswerten der zu bestimmenden GrOfsen ~, ~, a, .... ent
sprechen Naherungswerte 11, 12 , la, .... In der beobachteten Grofsen, ffir die aus 
den Formeln (108) folgt: 

{ 

11=Fd~, t), 3, .... ), 
12=F2(~'~' a, .... ), 
ls=Fa(!;, t), 5, .... ), 
............... , 
1" = F n (6' ~, a, .... ) . 

(112) 

Wahrend die Naherungswerte der zu bestimmenden GrOfsen, wie unter Nr. 2 
ausgefuhrt ist, nur mit geringer Scharfe ermittelt zu werden brauchen, mfissen die 
N1l.herungswerte der beobachteten GrOfsen aus den N1l.herungswerten der zu be
stimmenden GrOfsen mit aller fUr die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der 
zu bestimmenden GrOfsen im fibrigen erforderlichen Sch1l.rfe berechnet werden. 

Aus den Naherungswerten 11, 12 , 13 , •••• In der beobachteten GrOfsen werden 
ihre wahrscheinlichsten Werte L 1, L 2 J L 3, •••• L n erhalten, indem ihnen kleine 
GrOfsen d 11, d 12 , d 13 , •••• dIn hinzugefUgt werden, die die Aenderungen darstellen, 
die die N1l.herungswerte 11, 12 , la, .... In erleiden, wenn die N1l.herungswerte ~, ~, 
3, .... der zu bestimmenden GrOfsen urn die kleinen Betr1l.ge d ~, d ~, d 3, .... ge
andert werden. Demnach ist, entsprechend den Formeln (111): I Ll=11 +d11, 

L2=12 + d1 2 , 

(113) La = la + dl a, 

l ~~ . . 1~ + ~ 1~ : 
Beispiel 1: Die den Naherungswerten ~=6323,76, ~=2306,OO der zu be

stimmenden Koordinaten entsprechenden N1l.herungswerte s 1, S 2, S 3, s" S 5 der 
Streckenlangen ergeben sich nach: 

(112) 

j S 1 = vC~---x 1-;-) -'---2 +-'------'-( ~---y-l~-) -'-2, 

S2 =V(~ -X2 )2+ (~-Y2) 2, 

Is a =Vrf=X-;y2+ (t) -y a) 2, 
S 4 = V( ~ - X 4) 2 + (~- Y.) 2, 

SS =V(~ -X5 p+( t) -Y5) 2. 

Ferner erhalten wir ffir die Bildung der wahrscheinlichsten Werte S 1, S 2, S 3, 

S 4, S 5 der Streckenla.ngen aus den N1l.herungswerten S 1, S 2, S 3, S" S 5 und den 
den kleinen Aenderungen d~ dt) der gen1l.herten Koordinaten entsprechenden kleinen 
Aenderungen ds 1, ds 2, ds s , ds" ds 5 : 

(113) 

Die Zahlenwerte von S 1 , 

wie folgt: 

f Sl=Sl+ ds l, 
J S2=S2+ ds 2, 

1 Sa=sa+dss, 
S.=s,+ds 4 , 

S5=S5+ ds 5. 

s 2, Sa, s,' S 5 ergeben sich nach den Formeln (112) 



§ 25. 

±I 
6323,76 
6548,30 

224,54 

6323,76 
6570,58 

246,82 

Umgeformte F ehlergleichungen. 

+ 

I 
-I 

! 

1). 

Yn • 

2306,00 
2061,99 

244,01 

2306,00 
2420,30 

114,30 

50418 
59541 

109959 

60920 
13064-
73984 

6297,72 2552,03 60531 
6323,76 I 2306,00 678 

+ 26,04 - 246,03 6 1209 

9. 

331,60 

272,00 

247,40 

269,15 

! 6323,76 III 2306,00 71540 
p 4 I 6 056,29' 2 276,00 9 00 

+ 267,47 1+ 30,00 72440 
'~l------~I~------+-------~---

6323,76 I 2306,00 5980 
p 5 I 6 246,43 I 1 896,99 16 72 89 

+: 77,33 i+i 409,01 173269 416,26 

I II I 

§ 25. Umgeformte Fehlergleichungen. 

97 

1. Die Fehlergleichungen (109) und (110) konnen nun durch Einsetzen der in 
den Formeln (111) und (11S) fUr die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
und der beobachteten Grofsen angesetzten Teilwerte und durch einige weitere Ent· 
wickelungen in jedem FaIle in einfache lineare Gleichungen umgeformt werden: 

Zuerst wird aus den Formeln (109): 
11+dl,=Fd~+d~, l)+dl), a+da, .... ), 
12 + d 1 • = F2 ( ~ + d ~, 1) + d 1), a + d a, .... ), 
[3+dI3=F3(~+d~, 1)+dl), a+d~, .... ), 
.............................. , 
In+d(n=Fn(~+d6' t)+d1), a+da, .... ). 

und nach den Formeln (112) 

.......................... , 
oFn of,, oFn 

d(n=BTd~+o~-d1)+ oada+ ..... 

Koll. 2. Aufl. 7 
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Fuhren wir femer zur Vereinfachung fur die partiellen Differenzialquotienten 
die foIgenden Bezeichnungen ein: 

(11-1) 

of, I of, 
a, = ~ , b 1 = atj- , 

a _oF2 bo-~~2 
2- 0 1:' .-(1)' 

of. of. 
a.=--- b.=-----a I: ' (1) , 

. . . .... , 
of,, 

an=~' 
of,, 

b =----
n (1)' 

of, 
c'=-a-3 ' 

of. 
C 2 = -03-' 

oF3 
c 3=iJT' 

..... . 0' 
a Jt"n 

Cn=iJT' 

.. 0., 

.... , 

... 0' 

... 0' 

... 0' 
so erhalten wir endlich: 

(1un 
f d[,=a,dl: b,d1)+c,d~ .... , 

d(2 =a2d1;+b 2 d1)+C 2 d~+ .... , 

1 ~:~ ~.a .• ~:~~s.d.1).~~~~3 .. ::.:; 
l d(n-a"dl:+bnd1)+cnd3+····. 

Die Formeln (110) gehen sodann zuerst tiber in: 
l',=I,+dI 1 -A" 
1'2=(2 d[2-A2, 
V3=1.+d(3- A a, 

Vn = In+ d[,. - An' 
und, wenn die Unterschiede zwischen den Naherungswerten I" (2, la, .... In 
der beobachteten GrOfsen und den vorliegenden Beobachtungsergebnissen AI, A 2, 

A 3, •••• A n mit f, , f 2 , f 3, ••• .f" bezeichnet werden, also 

f fl = [, - A, , 
h=(2- A 2, 

(115) l' ~ 3. -:- .( ~ ~. ~ ".', gesetzt wird, tiber in: (117) 

t~=ln-An' 
......... , 
vn=fn+dl n • 

Die Gleichungen (116) und (117) bezeichnen wir als umgeformte Fehler-
g leich ungen. 

Be i s pie I 1: Zur Aufstellung der umgeformten F ehlergleichungen bilden wir 
zuerst die partiellen Differenzialquotienten von 

5 n = Fn ( !:, 1)) = V( 1) - Y-n') °2 '+--;-( 1:--.'-' ,~, )"'2 , 

nach 1: und 1), womit wir erhalten: 
of, !:-Xl of, 1)-Yl 

a, = ~ = -£l--;:-- = - 0,677 , b, = -Ef~ = -~-,- = + 0,736 , 

(io=~",.li'2=!:--:-2j=-0907 b =oF2=1)-Y2=_0420 
• o!: 52 " 2 (1) 52 ., 

oFa !:-2'3 of. 1)-Y3 
as = ~- =-13 3 - =+0,105, b 3 = art =-5--; -=- 0,996, 

oF4 !:-x 4 of 1)-Y4 
a4=~ = ~-; =+0,994, b4=---a:=-~-=+0,112, 

- oF5_1:-:t5 -+0 186 b 5 = 0.li'~ = 1) -Y_5 =+0,983. 
(i5-B!;-~-- " (1) 5,; 

Sodann bilden wir die Unterschiede f, , f 2 , f 3, f 4, f 5 zwischen den genaherten 
Werten der beobachteten Grofsen und den Beobachtungsergebnissen wie folgt: 

(115) 

f f,=!31-81=3~1,60-331,60= 0,00, 
J f2=52- 8 2=212,00-272,00= 0,00, 

1 f3 5.-8 3 247,40-~47,10 +0,30, 
f4 - 5 4 - 8 4 - 269,15 - 269,50 - - 0,35, 
f5 = 5 5 -8 5 = 416,26 -416,70 = - 0,44 , 

Probe: 6,41 - 6,90 = - 0,49 . 
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(116) 

(117) 

Endgleichungen. 

Damit ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 

f 
d 5 I :: (~ I d!: + bid 1) :: - 0,677 d); + 0,736 d 1) , 

d 5 " - «( 2 d! + b 2 d 1) - - 0,907 d ! - 0,420 d 1) , 

. d 5 3 = (( 3 d!: + b 3 d 1) = + 0,105 d!: - 0,996 d 1), Ids 4 = n, d!: + b 4 d 1) = + 0,994 d!: + 0,112 d 1) , 

d 5 5 = n5d!:+ b 5 d1) =+0,186d!+0,983d1), 

f VI=fl+ d II=+0,00+ d5 1, 

IV 2 =f2 + d I, = + 0,00+ d!3 2, 

1 
v 3 = fa + d r a = + 0,3~ + d 5 a , 

1'. =f. + d r 4 = - 0,30 + d 5" 
v5=fo dI 5 =-0,44+ d5 5' 

99 

2. Die Zahlenwerte der partiellen Differenzialquotienten n I, n 2, a a, •.. an; 

b l , b 2 , ba , ... bn ; C l , C 2 , Ca, ... C n ; ...... konnenje nach Lage des Falles in ver
schiedenartigster Weise ermittelt werden: Wenn die Gleichungen (112) linear sind, 
konnen die Zahlenwerte der Differenzialquotienten ohne weiteres aus dies en Gleich
ungen entnommen werden, da sie gleich den Faktoren sind, womit die Naherungs
werte J; J 1), 5, ... in dies en Gleichungen auftreten; im ilbrigen konnen die bezeich
neten Zahlenwerte mit ere 11 e' schen oder anderen Rechentafeln, aus graphischen 
Tafeln, mit vier- oder filnfstelligen Logarithmen, logarithmischen Rechenschiebern 
u. s. w. ermittelt werden. 

Mit welcher Genauigkeit die Zahlenwerte der Differenzialquoiienten bestimmt 
werden milssen, ist, wenn hierfiir die Erfahrung nicht bereits genilgenden Anhalt 
gewahrt hat, am einfachsten durch die praktische Probe zu entscheiden, indem 
festgestellt wird, ob die nach den Formeln (116) berechneten Zahlenwerte von 
dr"~ dr"~ d[., ... dIn in genilgender Weise mit den Unterschieden ilbereinstimmen 
zwischen den nach den Formeln (109) und (112) berechneten Werten von L 1 , L 2 , 

La, ... Ln und [1, [2, [a, ... [n' 

3. Die Zahlenwerte der nach den Formeln (115) erhaltenen Unterschiede 
f" f2' f3, .. . f" zwischen den genaherten Werten der beobachteten Grofsen und 
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen gewahren einen Anhalt einerseits dafilr, 
ob die genaherten Werte !, 1), 3, ...... der zu bestimmenden Grofsen genilgend 
genal! sind, und ob die daraus abgeleiteten Naherungswerte [1, 12, [a, ... [n mit 
groben Fehlern behaftet sind, andererseits dafilr, ob die Beobachtungsergebnisse 
AI, A2, A3, ... An mit groben Fehlern behaftet sind. Wenn auffallig grofse Zahlen
werte von f" f 2, fa, ... tn vorkommen, d. h. wenn solche Werte vorkommen, die 
etwa den dreifachen Betrag der filr die Beobachtungsergebnisse zulassigen Maximal
fehler ilbersteigen, empfiehlt es sich, die vorhergegangenen Rechnungen und notigen
falls die Messungsergebnisse sorgfaltig zu prilfen. Falls es sich hierbei herausstellt, 
dafs die auffallende Grofse der Zahlenwerte von fl' f2' fa, ... fn nur von Messungs
fehlern herrilhren kann, so kann es, wenn nicht ganz augenscheinlich ein grober 
Fehler vorliegt, zweckmafsig sein, zunachst die Rechnung doch zu Ende zu filhren 
und erst nach Abschlufs der Rechnung zu entscheiden, ob und wie die Nachmessungen 
auszufilhren sind. 

§ 26. Endgleichungen. 
1. Nachdem die Naherungswerte der zu bestimmenden Grofsen ermittelt und 

die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch die umgeformten Fehleq?;leichungen 
(116) und (11,) als lineare Funktionen der den Naherungswerten !, 1), 5, .... noch 
beizufilgenden kleinen Grofsen d!:, d 1), d 3, .... dargestellt sind, miissen wir die 
Grofsen d!:, d 1), d 3, .... nunmehr so bestimmen, dafs unsern Grundsatzen gemafs 
die Quadratsumme der auf die ·Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beob
achtungsfehler v I ~, V 2 ~, Va VP-a, .... vn VP~' also 

7* 
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(46) P 1 " , " 1 + Jl 2 " 2 " 2 + P a " " l' :: + .... + p " v" " >, = [p v v 1 
ein Minimum wird. 

Urn flies auszufiihren, vereinigen wir zunachst die Gleirhungen (116) und (117) 
je zu einer Gleichung: 

v, =a, d1:+b, dt) +c , d o+··· .+f" 

l' 2 = a 2 d 1: + b 2 d t) + c 2 d 3 + .... + f2 , 

"a=aadl:+badt)+cad3 .... +fa' 
••••••••••••••••••••••••• J 

"n = an d!:+b ll dt) +c" do + .... +fll • 

und bilden die Quadratsumme [p" v] wie folgt: 
PI" 1 " I = P , (/ , a , d ~ d ~ + 2 p , (/ , b 1 d 1: d t) + 2 p , (/ , C , d 1: d 5 + .... + 2 p , (/ ,f, d 1: 

+ p,b,b,dt)dt)+2p,b,C,dt)d3+·· .. +2p,bd,dt) 
+ p,c,c,d3d3+ .... +2p,C,f,d3 

+ ................. . 
+ pdd" 

P , " 2 " " = P 2 (/ 2 a 2 d I: d 1: + 2 p 2 a 2 b 2 d 1: d t) + 2 P 2 (/ 2 C 2 d 1: d 3 + .... + 2 p 2 a 2 f 2 d 1: 
+ P2b2b2dt)dt)+2p2b2C2dt)d3+····+2p2b.t2dt) 

+ P2C2C.d3d3+ .... +2p2C.!2d3 
+ ................. . 

]l2f.f2, 

P :: " :: ":: ~ P 3 (~ 3 a 3 d 1: d 1: + 2 P a (( 3 bad 1: d t) + 2 P a (( a cod 1: d 3 + .... + 2 P 3 a, a fad 1: 
+ Paba b a dt) dt) +2p:: b acodt) d3+ .... +2Pa b .fadt) 

+ PaC 3 cad J d 3 + .... + 2 p :: C da d 3 
+ ................. . 

+ ]lafafa, 

P n"" "n = jJ n a" an d !: d I: + 2 P nan b n d 1: d t) + 2 P nan cn d 1: d 3 + .... + 2 P n a,fa d 1: 

+ Pnb"bndt)dl)+2P"b"cndt)d3+····+2P"b,.!ndt) 

+ Pncncnd3d3+····+2Pnc',fnd3 
+ ................. . 

+ p,,fnfn , 

[pl'1'J = [paald!:d!: + 2[pabJd!:dt) + 2[pac]d!:d3 .... +2[paf]d); 
+ [pbb]dt)dt) + 2Lpbc]dt)d3 + .... +2rpbf]dt) 

+ [pcc]d3 d 3 + .... +2[pcf] d 3 
+ ................ . 

+ [pff]· 
Diese Quadratsumme wird zu einem Minimum fur die Werte von d;t; , d t) , d 3 , ... , 

die wir erhalten, wenn wir ihre partiellen Differenzialquotienten nach d 1: , d t) , d 3 , ... . 
bilden, diese Differenzialquotienten gleich Null setzen und die sich damit ergebenden 
Gleichungen nach d;t;, d t), d 3, .... auflosen. 

Die partiellen Differenzialquotienten nach d;t;, d t), d 3, .... sind: 
(1 Lp v t'] 
a~=2 [p an Jd;t;+2[p a b ]dt)+2 [p ac]d3+ .... +2[paf], 

a ~Pd vl)v J = 2 [ p a b 1 d 1: + 2 r p b b J d t) + 2 [p be] d 3 + .... + 2 [p b f 1 , 
o[pv·v] 
-a~ = 2 [p a c 1 d!: + 2 [p bel d t) + 2 [p c c J d 3 + .... + 2 [p c f], 

Setzen wir diese Differenzialquotienten gleich Null und dividiren durch 2, so 
erhalten wir: 

f [p a a] d Ii + [p a b 1 d t) + [p a c J d 3 + .... + [p af 1 = 0, 
(118)' [pabJdli+[pbb]dt)+ [pbcJ d 3+ .... +[pbf] =0, 

l ~~ ~ ~ J.d.!:.~~ ~ ~ ~ l.d.t). :.[:.c ~ ~ ~~:::.: ~ ~p. c.f? ~ ~: 
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Diese Gleichungen, durch deren Auflosung d);, dt), do, .... erhalten werden, 
bezeichnen wir als End g 1 e i c hun gen. Ihre Anzahl ist immer gleich der Anzahl q 
der GrOfsen dr, d t), d 3, .... , und es ergeben sich daraus immer bestimmte Werte 
der GrOfsen d ~, d t), d 3, .... , wenn die vorliegenden Beobachtungsergebnisse uber-
haupt zur Bestimmung der gesuchten GrOfsen geniigen. 

2. Die Berechnung der Zahlenwerte der Faktoren der Endgleichungen [p a, a J , 
[pabl, [pac], .... , [pall; [pbb], [pbe], .... [pb!]; [pcc], .... [pe/]; .... 
erfolgt meistens am zweckmafsigsten und geniigend genau mit ere 11 e 'schen Rechen
tafeln, mit logarithmischen Rechenschiebern oder Quadrattafeln. N ur in aufser
gewohnlichen Fallen kaun es geboten sein, ihre Berechnung mit Logarithmen oder 
der Tho mas 'schen Rechenmaschine mit grOfserer Genauigkeit auszufiihren. Ob 
die Berechnung geniigend genau ist, ist zu erkennen durch eine spater (im § 29, 
Nr. 11) zu besprechende Probe dafiir, dafs [p v~' ] direkt aus den Abweichungen 
1, , 12, I a, ..•. In und aus den wahrscheinlichsten Werten j) 1, V 2, V 3, .... 1'" der 
Beobachtungsfehler geniigend iibereinstimmend erhalten wird. 

;~. In den Endgleichungen kommen die Faktoren [p a bJ, [p a c J, .... r f' bel, .... 

doppelt VOr. Urn in grOfseren Rechnungen diese doppelte Anfiihrung der bezeich
neten Faktoren zu ersparen, kann die folgende schematische Schreibweise der 
Endgleichlmgen angewendet werden: 

[pda~a ] I dt) dry · . 
--- ------" 

[p ([ b ] [p a c 1 · .. dl:+[pcc!]=O, 

(119) I [p b b J r p b c J · . , dt)+[pb/J=O, I 

1 

[p c c] ... d3+[pcf]=0, 

. . , . . .. . . 

Hieraus ergeben sich die Endgleichungen in der Weise, dafs die stark dar
gestellten Linien verfolgt und zu den rechts von diesen Linien stehenden Faktoren 
die in derselben Zeile rechts der feinen Vertikallinie stehenden Grofsen d ~ , d t) , d 3 , ... 
zu den oberhalb der starken Linien stehenden Faktoren die in derselben Spalte a'uf 
der feineri Horizontallinie stehenden GrOfsen d ~, d t), d 3, .... genommen wetderr. 

Beispiel 1: Die gegebenen Gewichte Pn und die im § 25 erhaltenen Faktoren 
a "' b n , In der umgeformten F ehlergleichungen sind: 

J!1=5,43, ([1=-0,677, b , =+0,736,! (,= 0,00, 
p2=6,92, ! ((2=-0,907, b 2 =-O,420, 12= 0,00, 
Pa=5,15, ([3=+0,105, b 3 =-0,996, la=+0,30, 
P4=6,92, ((4=+0,994, b,=+O,112, 14=-0,35, 
P 5 = 2,59 , (( 5 = + 0,186, b 5 = + 0,983, 15= - 0,44. 

Hiermit erhalten wir die F aktoren der Endgleichungen wie folgt: 

1\ 2,33 -1 1,58 + 11,71 0,00 2,50 I _ I 2,70 III I 0,00 2,92 'I 0,00 I 
0,00 5,71 I + 12,63 0,00 1,21 I 0,00 P 2 2,63 

P a 2,27 
P 4 2,63 
P 5 1,61 

- 2,39 

+ 
+ 
+ 

0,24 
2,61 
0,30 

-.1,10 
-1 2,26 + 
+,0,29 -
+,1,58 -

I 

0,68 0,061- I 0,54 + 0,16 5,11-1 1..54 i 
0,92 6,81 1+ 1

0,76 1- 2,40 0,081-~ I 0,27 1 

0,71 0,09 I + 1 0,47 - 0,21 2,50 11- I 1,12 

15,17 II + ! 0,62 !I-I 2,45111,82 II .- 1 2,9'" I 

Die Endgleichungen sind demnach: 

(118) { + 15,17 d I: + 0,62 d t) - 2,45 = 0, 
+ 0,62 d ~ + 11,82 d t) - 2,93 = 0 , 
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oder nach Schema (119): 

(119) I + ::,17 + d :,62\ d ~ - 2,45 ':'" 0 , 
+11,82 I dt)-2,93=O. 

I ______ ~---------

§ 27. AuflOsung der Endgleichungen und Berechnung der wahr· 
scheinlichsten Werte der zu bestimmenden GrOfsen. 

1. Die Auflosung der Endgleichungen erfolgt zweckmafsig in allen Fa.llen 
nach einem einheitlichen fest geregelten Verfahren. Behufs Entwickelung dieses 
Verfahrens fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 

b,=[pab], cI=[pac], I •••• 

b 2 =[pbb], C2= [pbc], \ ... . 
Ca= [pee], ... . 

58 2 =b 2 --b l , <&2=C2--- CI, 
al al 

f, =[paf], 
f2=[p bf]' 
fa=[pcf], 
........... , 

1 b, I' b , 

(120 b) C I <& 2 C 1 <& 2 
<&S=CS--C1-))j <&2, .... ~s=fs--f'-~~2' 

l a l 
2 I .... , ........... ~~ ....... ~ .. *) 

Mit Einfllhrung der Bezeichnungen (120 a) wird zuerst aus den Endgleichungen 
(118), die wir fortlaufend mit (1*), (2*), (3*), .... numeriren: I (1*): aid ~ + bid t) + C I d 3 + .... f 1 = 0 , 
(121) (2*): bid ~ + b 2 d t) + C 2 d 3 + .... f 2 = 0 , 

(3*) : C 1 d ~ + c 2 d t) + C s d 3 + .... fa = 0 , ........................... 
Wir verfahren nun wie folgt: 
1. Wir eliminiren die erste Unbekannte d~ aus den Gleichungen (1*) und (2*), 

indem wir Gleichung (1*) mit - ~ multipliziren und dann zu Gleichung (2*) addiren, 
. a l 

womit wir nach (120.b) erhalten: 

l2~) : bid ~ + b 2 d t) + C 2 d 3 + .... + f 2 = 0 l 
b 1 1* bib d bid b 1 f 0 ---( ): -b,d~--- 1 t)--CI 3- .... -- 1= , 
al a l a l a l 

(II) : 

2. Sodann eliminiren wir die zweite Unbekannte, indem wir zuerst zu 

Gleichung (3*) die mit - ~ multiplizirte Gleichung (1*) hinzufO.gen, womit d ~ 
a I 

herausfa.llt und der Faktor von d t) gleich C 2 - ~ b t = <& 2 wird, und indem wir dann 
al 

lloch die mit - ~ llluitiplizirte Gleichung (II) hinzufO.gen, womit auch d t) heraus

fa.llt, so dafs wir nach (120 b) erhalten: 

.) Ans den hier eingefilhrten einfachen Bezeichnungen ergeben sich die ilblichen Gaufs· 
schen Bezeichnungen folgendermafsen: 

Den Buchstaben unserer Bezeichnung wird als zweiter Buchstabe derjenige vorgesetzt, 
welcher in der Reihenfolge des Alphabets die Stelle einnirnrnt, die durch den Index unserer Bezeich. 
nung angezeigt wird; wo in unseren Bezeichnungen grofse Buchstaben stehen, wird !loch eine 
Zahl beigesetzt, die urn Eins kleiner ist als der Index, sodann werden die Surnrnenklarnrnem 
hinzugefilgt. Dernnach ist z. B.: a\=[aa], b,=[ab], .... , f,=[af]; b2=[bb], .... , 
h=[bf]; 58 2=lbb. 1], <&2=[bc .1], .... , ~2=[bf·l]; <&a=[cc, 2] ..... , ~a=[cf· 2], ... . 
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3. In dieser Weise fahren wir fort, indem wir zu den Gleichungen (4*), 
(5*) , .... solche aus den Gleichungen (1*), (II), (III), (IV), .... folgende Gleichungen 
hinzufiigen, die bei Aufsummirung aller Gleichungen die Faktoren der Unbekannten 
d ~, d 1), d 3, .... nacheinander zu Null machen, womit wir schliefslich eine Gleichung 
erhalten, die nur noch eine Unbekannte enthtUt. 

4. Zur Gewinnung eines bessern Ueberblicks stellen wir das bisher entwickelte 
hier zusammen: 

(122) 

=0, 

(2*) : b 1 d ~ + b 2 d 1) + C 2 d 3 + .... + f 2 = 0 , 

-.!!. (1*): - b 1 d ~ - E~ b 1 d 1) -.!!. C 1 d a - .... -.!!. f 1 = 0 , 
al al al al 

(II) : 

(3*): Cl d~ + 
- ~ (1*): - C 1 d ~ 

al 
_ ~2 (II): 

~2' 

(III) : 

=0, 

.............................. ·1· ......... . 
Die Gleichungen (1*), (II), (III), .... : 

{ 
ald~+ b l d1)+ clda+ .... fl=O, 

~ 2 d1)+~2da+ .... ~h=O, 
~8da+""~3=O, 

.............. 
bezeichnen wir als reduzirte Endgleichungen. 

5. Aus den reduzirten Endgleichungen ergeben sich die Unbekannten d~, dt), 

da, .... nach: 

(123) 

I .. · ...... ii~' 
da= .... -~3' 

1 d1)=-~~da .... -~:. 
d ~ = - !J-.!. d t) - ~ d a .... - h . 

al al al 

6. Die praktische Durchfuhrq.ng der Auflosung nach den entwickeiten Formeln 
erfolgt zweckmafsig in einem fUr aIle Hille in gleicher Anordnung brauchbaren 
Rechenschema. Ein solches Rechenschema ergiebt sich ohne weiteres, indem wir 
die einzelnen in Nr. 4 untereinander stehenden Teile nebeneinander stellen, das 
links von den eingetragenen Vertikallinien stehende, fUr die Erlangung der Rech· 
nungsergebnisse unnOtige' ~egiassen und die Berechnung der Unbekannten nach 
den Formeln (123) in vertikaler Anordnung 'hinzufiigen. Wir erhalten damit:' 
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[p a a] 
I 

[p a b J I [p a IJ] 1 .... 1 
[patl 

II 
[p b b 1 I , 

i I 

a1 I-I 1i1 I-I C 1 1--1 .... 1 f 1 1-- - 1i2 ---

Ii 1 - ~: 1--- f 1 1--- -~1i1 ---- ~~- .... 
a1 a1 a1 --

(124.) ........ .... =~. --

Be i s pie I 1: Die Auflosung der im § 26 erhaltenen Endgleichungen gestaltet 
sich nach Nr. 4 wie folgt: 

(1"): a1 d !;+ 1i 1 d lJ+ L =+15,17d!;+ 0,62dlJ-2,45=0, 

(2·): 1i1d~+ 1i2dlJ+ f2 =+ 0,62d!;+1l,82dlJ-2,93=0, 

- ~ (1") =-0,041 W):-1i 1 d!;_1i11i 1 dlJ _~1 h =- 0,62d!;- 0,03dlJ+O,10=0, 
a1 a1 a 1 

(122) 

(123) 

(II) : + 1l,79dlJ - 2,83=0. 

Demnach sind die reduzirten Endgleichungen: 

{ a 1 d!; + Ii 1 d lJ + f 1 = + 15,17 d!; + 0,62 d l) - 2,45 _ 0, 
~. dlJ+'tY. - + 1l,79dlJ -2,83 -0. 

Hieraus ergeben sich die Unbekannten d!; und dlJ wie folgt: 

f dlJ=-g:=+0.240, 

t d!;=-~dlJ_f1 =-0,010+0,161=+0,151. 
a1 a 1 

Nach dem Schema (124) ist die Auflosung: 

2. Aus den durch Auflosung der Endgleichungen gewonnenen Werten von 
d 1;, d lJ, d 3, .... und den Nll.herungswerten !;, lJ, 3, .... erhalten wir nunmehr die 
wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden GrOfsen nach: 

(111) \

,r=!;+d1:, 
Y=l)+dlJ, 
z=a+da, ........ 

Be i s pie 1 1: In unserem Beispiele erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden Koordinaten x Y des Punktes P zu : 
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i [pb,] :··1 [.btl II [pool 1····1 [p'f] II·· 

I C2 '11--1 .... 1 f2 :~ Ca \----1·· .. \ fa ij ... . 
I-~:c, I=-=I····I-~:f, I~ -~c, -1 ... 1-::1'1 -.. . 
=~2 -1 .... 1 =lY2 1==:J-~~~2==-11 ···I-~~lY2-"" 

~ 2 i_I I lY 2 _! _ -, , _ - I 
-~~ 1 I····!I ~~~. iii -oc, : - -I:::! =i; i~----I :::: 

, - ~ 2 d 51~ ........ \ .. " ... . 
~2 --- I' I =d9 1-- -I =da 1- .... 

(111) { x=~+ d~ = 6 323,76+0,15 = 6 323.91, 
Y =9+ d9= 2 306,00+ 0,24 = 2 306,24. 

S. Urn die Entwickelung des Rechenschemas ffir die Auflosung der End
gleichungen ffir eine grOfsere Zahl von Unbekannten weiter zu erliiutem, fiihren 
wir noch die Auflosung von 5 Endgleichungen mit 5 Unbekannten: 

(1·): a, d ~ + 6 , d 9 + c, d a + b , d tJ + e , d ttl + f , = 0 , 
(2"): 6 , d ~ + 6 2 d 1) + c 2 d a + b 2 d tJ + e 2 d ttl + f 2 = 0 , 
(3") : c, d ~ + c 2 d 9 + cad a + b 3 d tJ + e 3 d ttl + f 3 = 0 , 
W): b , d ~ + b 2 d 1) + b 3 d a + b 4 d tJ + e 4 d ttl + f 4 = 0 , 
W) : e, d ~ + e 2 d 9 + e 3 d a + e 4 d tJ + e 5 d ttl + f 5 = 0 

nach den unter Nr. 1 entwickelten Regeln durch und ffigen das sich danach ergebende 
Rechenschema mit Weglassung der Spalten fur die Eintragung der Zahlen bei: 

a) Auflosung der Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 
(1") : a, d 1< + 6 1 d 9 + c, d a + b , d tJ + e, d ttl + f , = 0 , 

(3"): c, d~ + f3=0, 

--~~-W): -c,d!; 
a, 

C, d c, d c, - -- b, tJ----- e, ttl--- f,=O, a, a, a, 

- ~: (II): 
~2", d ~2 d cr: 2 --""2 tJ--®2 ttl--lY2=0, 
~2 ~2 ~2 

(III): I ~3d3 + ~adtJ+ ®a dttl + lYa=O. 
----------------------~------~----------------------, 

(4"): b, d!; 

_b ,_ (1"): - b , d ~ 
a, 

-~-: (II): 

-~: (III): 

+ b4dtJ+ e4 dttl + f4=0, 

-~ b,dtJ-~ e,dttl-~!- f,=O, a, a, a, 

_ ~2~2dtJ _~_2 ®2 dttl - ~2lY2=0, 
~2 ~2 ~2 

-~~~3dtJ -~3®adttl- ~3lYa=0, 
cr: 3 cr: a ~3 

--------------------~------------------------
(IV): 
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b) Rechenschema fur die Auflosung der 

§ 28. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Beob· 
achtungsfehler sowie der mittleren Fehler der Gewichtseinheit 

und der Beobachtungsergebnisse. *) 

1. Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler VI, V 2 , V 3, •••• V n 

erhalten wir nach den Fehlergleichungen 

f 
L 1 = F, (.r, y, z, .... ), f 1'1 = L 1 - AI, 

L 2 _ ~:2 (;~, Y J z, . . . .), V 2 = L 2 - A 2 , 

'l ~.3~~,~ :~,.~,.z., ... . :; (110) I ~~~.~3.~~.3; 
Ln-Fn(J,y,z, .... ), ltn-Ln An' 

(109) 

indem \vir zuerst mit den nach den Formeln (111) erlangten wahrscheinlichsten 
\Verten x, Y J z, .... der zu bestimmenden GrOfsen die wahrscheinlichsten Werte 
L I, L 2, L 3, " .. L n der beobachteten GrOfsen nach den Formeln (109) berechnen 
und dann nach den Formeln (110) die Unterschiede zwischen diesen Werten und 
den Beobachtungsergebnissen Al J A 2, A 3 J •••• An bilden. 

') Die mittleren Fehler und Gewichte der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmen
den Grofsen nnd der Fnnktionen von solchen werden im VII. Abschnitt behandelt. 
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Aus (V): 

aus (IV) : 

aus (III) : 

aus (II) : 

aus (1·) : 

Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 

[p c c 1 I [p cd J 
I 

[p c e J I lpcfl 
II 

[pdd] 
I 

[p de] I [pdf] 
II 

[p e e] 
I 

[pef] 
I 

(a Ds ea fa D, e, f, e5 f5 

(1 -~D1 Cl Cl 1-::" Dl Dl el e 
--C1 --el --ft --e1 - --fl 

\ - a1 e1 
---'-f1 

a1 a 1 a1 a1 a1 al a1 

_@:2@:2 _ @:2~2 @:2 @:2 _~2~2 -~~2 -~2~h ~2 _~2g:2 --~2 ---~g:2 --~2 
~2 ~2 ~2 ~2 ~2 ~2 ~2 ~2 ~h 

=@:s 
I =~3 I =~3 I 

=g:s _~3~3 -~..II~3 _~3g:3 ~3 _ ~3g:3 --~3 
@:3 @:3 I @:3 @:3 @:3 

~a ~8 g:a 
=~4 I 

=~, 
I 

=g:, 
~, _ ~'g:, 

- @:s - @:~ - @:s --~, 
~, ~, 

-~.J!dn> I ~, iY, ' 
=~5 =g:5 @:a -i5~ -~, Ii 

I 
-~adu ' 

@:3 -~!dn>: 

4 =du 
I 

dn>= 
g:5 

i 
-~5 

Beispiel 1: Unsere im § 23 gewonnenen Fehlergleichungen sind: 

I Sl=V(X-X1)2+(Y-Yl)2, V l =Sl- 8" 

S2=V(X-X2f2+Cy-::"'-~~ V2=S2- 82, 

1 
Ss=V(X-X3)2~+(y_y.:2.~ (110) V a=Ss-83, 

S, =v(x-x,) 2+(y_y,) 2, V, = S,-8 4 , 

S 5 = V( x-x 5) 2+ (y:':" Y ~p-; V 5= S 5 - 85' 

(109) 

Hiernach erhalten wir zuerst mit den im § 27 erlangten wahrscheinlichsten 
Werten x = 6 323.91, Y = 2 306,24 der Koordinaten des Punktes P die wahrschein
lichsten Werte S 1, S" S 3, S 4, S 5 der StreckenHl.ngen: (Siehe Seite 108.) 

Mit diesen wahrscheinlichsten Werten der Streckenlangen ergeben sich die 
wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler zu: 

{

VI = S 1 - 8 1 = 331,67 - 331,60 = + 0,07 , 
Vi = S 2 -82 = 271,76 - 272,00 =- 0,24, 

(110) v a= S a-8s =247,18 - 247,10 = +0,08, 
v ,= S,- 8, =269,32 - 269,50 = - 0,18, 
v 5 = S 5 - 85 =416,52 -416,70 = -0,18 , 

6,45 - 6,90 = - 0,45 . 
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x. I y. .!.\;~ LI x • Ii 
I 

I I 
~(;n • I 

Y". LlyLly. 8. 

I 
!I LI;r=x-x n • Lly=y-Yn' 8 2 = LI.t LI :t+ LI y LI y. 
I. 

I 6323,91 
!1 

2306,24 50350 II 
P, 6548,30 2061,99 59658 

II 
I 224,39 I' 244,2.5 11 0008 331,67 

.1 

6323,91 II 2306.24 60846 

II 
p. 6570,58 

II 
2420,30 13010 

246,67 114,06 73856 271,76 

6323.91 2306.24 686 
II P a 6297,72 25.52,03 60413 
II 26,19 245,79 61099 I 247,18 

6323,91 2306,24 71621 II 
Pi 6056,29 2276,00 914 :1 

267,62 30,24 72535 II 269,32 

6323,91 

I 

2306,24 6003 
II P5 6246,43 1896.99 167485 

77.48 I 409,2.5 173488 II 416,.52 

II I il 
2. Ferner erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler 

auch mit den durch Auflosung der Endgleichungen erhaltenen Werten von dr, dt), 

dS, .... nach den umgeformten Fehlergleichungen: 

f 
dl,=a,d/;+b,dt)+c,d~+ .... , r 1',=f, dl" 

dl.=a.d/;+b 2d lJ+ c • d 3+ .... , I v.=f2+ d I2, 

(116) 1 ~~~~.a.3~: .. b.a.d.t).~~~~3 .. ..... :: (117) 1 ~~~:~:.d.l.a: 
l dl"=a"d!:+b,,dt) cndj v,,=f,,+dln , 

indem wir zuerst mit den Aenderungen d!:, dt), dj, .... der Naherungswerte der 
zu bestimmenden GrOfsen nach den Formeln (116) die ihnen entsprechenden Aen· 
derungen dl" dl., dla, .... dIn der Naherungswerte der beobachteten GrOfsen 
berechnen und diese zu den nach den Formeln (115) erhaltenen Abweichungen 
zwischen den Naherungswerten der beobachteten Grofsen und den Beobachtungs
ergebnissen addiren. 

Beispiel1: Un sere im § 12 gewonnenen umgeformten Fehlergleichungen sind: 

f d i3 1 = - 0,677 d I: + 0,736 d t) , f 1', = 0,00 + d i3 , , 

d i3 2 = - 0,907 d 1: - 0,420 d t) , v. = 0,00 + d i3 • , 

(116) t d i3 a = + 0,105 d I: - 0,996 d t), (117) t V 3 = + 0,30+ d i3 a, 
d i3. =+0,994dl:+O,112 dt), v.=-0,35+di3 4, 

d i3 5 =+0,186 dl:+ 0,983 dt) ,v 5 = - 0,44+ d i3 5' 

- 0,299 + 0,415 I - 0,49 
Hiernach erhalten wir mit den durch die Auflosung der Endgleichungen 

gewonnenen Aenderungen d 1: = + 0,15, d t) = + 0,24 der genaherten Koordinaten 
die ihnen entsprechenden Aenderungen d i3 , , d i3 2, d i3 3, d i3 4, d i3 5 der genaherten 
Streckenlangen und damit die wahrscheinlichsten Werte v " v 2, Va, v 4 ,V 5 der 
Beobachtungsfehler: 
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ad 6 + bdt) = d s. 

_I 0,102!\+ i O,I77r+ \ 0,075 
- 0,136 -' 0,101 \- 0,237 
+ 0,016' -I 0~39' - 0,,,", 
+ 0,149 + 0,027! + 0,176 
+ 0,028 + 0,236 1+ 0,264 

-1 0,045\\+ \ 0,10°\1+. 0,055 

f + ds v. 

: 0,000 + 0,075 + II 0,075 
0,000 - 0,237 - 0,237 

+ I 0,300 - 0,223 + i 0,077 

-·0,350 '1+ 0,176 1-1°,174 
- I 0,440 + I 0,264 1- 0,176 

- : 0,490 II + I 0,055 11-\ 0,435 

Die richtige Bildung der Zahlenwerte ist durch die Summenprobe gesichert. 
Die unter No. 1 fUr v" V 2, V 3, V 4, V s erhaltenen Werte stimmen mit den hier 
erhaltenen bis auf die durch die unvermeidlichen Rechnungsungenauigkeiten bedingten 
Abweichungen in der letzten Dezimalstelle iiberein. 

S. Mit den nach den Formeln (10!) und (110) oder (116) und (117) erhaltenen 
Werten l' 1, V 2, l' 3 •••• t'll und den Gewichten PI, P 2 , P 3 •• , • P n der Beobachtungs
ergebnisse erhalten wir ferner die Quadratsumme [p v v] der auf die Gewichtseinheit 
zuriickgefUhrten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler und damit den 
mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach der Grundformel (47): 

(125) m=±,/[pV1J -V n-q' 
worin n die Anzahl der vorliegenden Beobachtungsergebnisse, q die Anzahl der zu 
bestimmenden GrOfsen, n - q also die Anzahl der iiberschiissigen Bestimmungen 
bezeichnen. 

Endlich ergeben sich die mittleren Fehler m 1, m 2, m 3, •••• m" der Beob
achtungsergebnisse A" A 2 J A 3, •••• An nach Formel (35) zu: 

(126) m 1 = ± m ' 11, m 2 = ± m ' ;-1, m 3 = ± m ' II , .... mn = _1: m ' (1 . V P, V P2 V Pa V P" 

Be i s pie 1 1: Die Quadratsumme [p v v J der auf die Gewichtseinheit zuriick
gefiihrten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler ergiebt sich wie folgt: 

Hiermit wird der mittlere Fehler m der 
Gewichtseinheit oder einer unter mittleren 
Verhaltnissen gemessenen Strecke von 822 m 
Lange: ~) 

(125) m=±,IL.p~v]=±,lo,7~_= ± 050m V n-q V 5-2 " 
woraus sich der mittlere Fehler m 100 einer 
unter mittleren Verhaltnissen gemessenen 
Strecke von 100 m Lange, deren Gewicht 
p 100 = 14,8 ist,·) ergiebt zu: 

1,1- 11 ',1- I I v p . II v . !I v v p . p v v . 

'I' il I 
P, 2,33\ + I 0,0751'1 + : 0,175 0,031 
P 2 2,631-1 0,237 -I 0,623 0,388 
P a 2,27; + . 0,077 + 0,175 0,031 
Pi 2,63 : - II 0,174 - i 0,458 0,210 
P s 1,611- 0,176 -.1°,283 0,080 

, [pvv] 0,740 
! I • 

(39) m 100 = ± m V;~: = ± 0,50 V~~ = ± 0,13 m , 

wahrend sich die mittleren Fehler m 1, m 2, m 3, m 4, m 5 der Streckenlangen 
8 " 8 2 , S 3, 8 4, 85 ergeben zu: 

(126) m 1 = ± tis = ± 0,21 m , i m 2 = ± ~~~ = ± 0,19 m, 1m3 = ± ~1~ = ± 0,22 m , 

m 4 = ± ~~~ = ± 0,19 m , m s = ± ~::~ = ± 0,31 m 

OJ Vergl. § 22, Seite 92. 
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§ 29. Rechenproben. 

1. Zur Vermeidung von Rechenfehlern, die bei der praktischen purchfiihrung 
der Rechnungen nach den in den §§ 23 bis 28 entwickelten Formeln leicht unter
laufen, ist es notwendig, die Richtigkeit der Rechnungen Schritt fiir Schritt durch 
Ziehung von Rechenproben sicherzusteIlen so weit dies ohne einen unverhaltnis
mafsig grofsen Arbeitsaufwand thunlich ist. Die Teile der Rechnungen, woffir keine 
geniigelld einfachen Proben zu beschaffen sind, miissen doppelt gerechnet werden. 

1m folgenden werden die Rechenproben in der Reihenfolge besprochen, in 
der sie zur Anwendung kommen. 

2. Fiir die Naherungswerte 1;, 1), ~, •••• der zu bestimmenden GrOfsen ist 
eine Probe nur insofern erforderlich, als festgesteIlt wird, dafs die ihnen nach den 
Formeln (111) beizufiigenden Werte d 1;, d 1), d 5, .... verMltnismafsig kleine Grofsen 
sein werden. Das wird in der Regel der Fall sein, wenn die sich nach den 
Formeln (115) ergebenden Abweichungenfl' f2 ,fa, .... fn zwischen den genaherten 
Werten It, (2, (a, .... (n der beobachteten Grofsen und den Beobachtungsergeb· 
nissen A. I, A. 2, A. a, .... A. n verhiiltnismafsig kleine GrOfsen sind, oder wenn diese 
Abweichungen etwa nicht fiber den 3 fachen Betrag des ffir die Beobachtungsergeb
nisse hochstens zulitssigen Fehlers hinausgehen. 

Kommen erheblich grOfsere Abweichungen vor, so kann dies herrfihren erstens 
von groberen Unrichtigkeiten in der Ermittelung der Naherungswerte 1;, 1), 3, .... , 
zweitens von groben Fehlern in den bei Ermittelung der Naherungswerte benutzten 
Beobachtungsergebnissen, drittens von groben Fehlern in den iibrigen Beobachtungs
ergebnissen oder viertens von Rechenfehlern, die bei Berechnung der Abweichungen 
fl ,f2 ,fa, .... fn' oder der hierbei zu benutzenden Naherungswerte [I, (2, (3, •.•• 1" 
der beobachteten GrOfsen untergelaufen sind. Welcher dieser vier FaIle vorliegt, 
lafst sich in der Regel nam den Zahlenwerten der Abweichungen fl' f2' fa, .... fn 

feststeIlen. Denn die grOfseren Zahlenwerte der Abweichungen treten auf im ersten 
Falle sowohl bei den zur Ermittelung der Naherungswerte 1;, 1), 3, .... benutzten 
Beobachtungsergebnissen als auch bei den fibrigen Beobachtungsergebnissen, im 
zweiten FaIle nur bei den letzteren, im dritten FaIle nur. bei demjenigen nicht bei 
Ermittelung der Naherungswerte 1;, 1), 3, .... benutzten Beobachtungsergebnis, 
welches mit dem groben Fehler behaftet ist, und im vierten Falle nur bei demjenigen 
Beobachtungsergebnis, wofiir die Abweichung f oder der Naherungswert ( unrichtig 
berechnet ist. 

Beispiel 1: In unserem Beispiele haben wir im § 25 nach den Formeln (115) 
die Abweichungen zwischen den Naherungswerten der beobachteten GrOfsen und 
den Beobachtungsergebnissen gefunden zu f I = 0,00, f 2 = 0,00, f~ = + 0,30 , 
f4 = - 0,35, f5 = - 0,44. Die ffir die Beobachtungsergebnisse hochstens zulassigen 
Fehler betragen etwa 0,4 m bis 0,6 m, es geht also keine der Abweichungen f fiber 
den 3 fachen Betrag der hochstens zulassigen Fehler hinaus, woraus wir entnehmen, 
dafs die Naherungswerte ;I; 1) der Koordinaten geniigend sind und dafs weder in 
den Messungen noch in den Rechnungen ein groberer Fehler steckt. 

Ware ein Fehler gemacht worden 
1. bei Ermittelung der Naherungswerte 1; 1) der Koordinaten, so dafs beispiels

weise unrichtig 1; = 6 313,76 statt 6323,76 erhalten ware, oder 
2. bei Messung der zur Berechnung von 1; 1) benutzten Streckenlangen, so 

dafs beispielsweise unrichtig 8 I = 321,6 statt .331,6 erhalten ware, oder 
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3. bei Messung der nicht zur Berechnung von ~ lJ benutzten StreckenIiingen, 
so dafs beispieIsweise unrichtig 83 = 267,10 statt 247,10 erhalten wiire, oder 

4. bei Berechnung der Na.herungswerte ill 1, ill 2, •••• ill 5 der StreckenIiingen, 
so dafs beispie!sweise unrichtig 5 1 = 338,49 statt 331,60 erhaIten wiire, 

so wiirden sich die foIgenden Zahlenwerte flir die Abweichungen 1,,12, .... 15 
zwischen den Naherungswerten 5" 5 2, •••• ill 5, und den Messungsergebnissen 
S " 8 2, •••• 8 5 ergeben haben: 

im 1. Falle I im 2. Falle I im 3. Falle I im 4. Falle 

1,=5,-8,= I + 6,85 + 0,02 0,00 I +6,85 
12=52- 82= + 9,11 + 0,03 0,00 0,00 
13=53- 8 3= - 0,56 + 10,15 -19,70 +0,30 
14=54- 8 4= -10,41 + 3,29 - 0,35 -0,35 
15- 54- 8 5= - 2,21 - 8,79 - 0,44 -0,44 

Aus diesen ZahIenwerten hatte dann in jedem Falle, wie Ieicht zu erkennen 
ist, auf die Quelle der zu grofsen Abweichungen geschIossen werden kOnnen. 

3. FUr die Richtigkeit der nach den FormeIn (112) zu berechnenden Na.herungs
werte [" [2, 13 , •••• In der beobachteten GrMsen wird nach Berechnung der 
wahrscheinIichsten Werte x, y, Z, •••• der zu bestimmenden GrMsen eine durch
greifende Probe gewonnen, indem die wahrscheinIichsten Werte L, , L 2 , L 3 , •••• L n 

der beobachteten GrMsen einmaI nach den Formeln (109) rind zum zweitenmaI nach 
den FormeIn (113) berechnet werden. Diese Probe kann aber erst am SchIusse 
der Rechnung gezogen werden, so dafs ein FehIer in der Berechnung der Niiherungs
werte [" [2, [3, •••• [n durch diese Probe erst entdeckt wird, nachdem durch 
den FehIer ein grofser TeiI der folgenden Rechnungen unrichtig geworden ist. Es 
empfiehIt sich daher, namentlich bei umfangreicheren und schwierigeren Rechnungen 
eine Probe einzuflihren, die die richtige Berechnung der Naherungswerte [" [2, [3, 

•... In sogIeich sicherstellt. Wie diese Probe zu gewinnen ist, mufs in jedem einze!nen 
Falle besonders festgestelIt werden. 

B e i s pie II: In unserem Beispiele ist keine Probe fUr die Richtigkeit der 
Niiherungswerte 5,,52,53,54,55 eingefUhrt, weiI keine durchgreifende einfache 
Probe gewonnen werden konnte, und der Arbeitsaufwand flir eine weitliiufigere 
Probe bei der Einfachheit der ganzen foIgenden Rechnung nicht in richtigem Ver
ha.Itnis zu dem Nutzen gestanden hiitte. 

Es kann jedoch eine durchgreifende Probe gewonnen werden, indem die 
Richtigkeit der BiIdung der Koordinatenunterschiede ~ - x, lJ - y durch die Summen
probe sichergestellt wird, und indem die Naherungswerte 5 der StreckenIiingen 

aufser nach der Forme!: ill = V (1: - x ) 2 + ( lJ-=-- y)2 noch einmal Iogarithmisch nach 
den FormeIn: 

~-x 
tgn=--, 

lJ-y 

tgn= 1?::- y 
~-x' 

ilI=lJ-y oder: 
c08n' 
~-x 

5=---
cosn 

berechnet werden, wobei die einen oder andern FormeIn benutzt werden, je nach
dem lJ - yoder 1: - ~ den grMsern ZahIenwert hat. 

Die Rechnung hiernach ist: 
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~ . I x. ~-x. log (~-x). log tg n. log 5. 

I). I y. I)-y. log (I) -y}. log cos n. 5. 
I 

P1 6 323,76 1 6 548.30 1\ - 224,54 2.35 130 I 9.96 389 J 2.52 062 
~2 306,00 I 2 061''l1 + 244,01 2.38741 I 9.86 679 ~"61 

Pa 6323,76 6570,58 1- 246,82 2.39238 -:- 9.66567 2.43457 
2306,00 I 2420,30 11- 114,30 2.05805 ' 9.95781 272,00 --- --1-- --- ----~-

Pa 6323,76 6297,72 + 26,04 1.41564 9.02465 2.39341 
2 306,00 1~~2,03 _ - 246,~~ 239099 9.99758 I 247,41 

----

6323,76 I 6056,29 + 267,47 
----- -----r--

P~ 2.42727 9.04985 I 2.42999 
2 306,00 I 2 276,00 + 30,00 1.47712 9.99728 ~269,1~ ____ 1 ____ ' ---- -----

P5 6323.7616246,43 1+ 77,33 1.88835 9.27662 2.61936 
2306,00 , 1 896,99 II + 409,01 2.61173 9.99237 416,25 

148,80 I 926,63 !I + 222,17 
4. Das unter Nr. 3 gesagte gilt auch fur die Berechnung der Differenzial· 

quotienten nach den Formeln (114), wahrend die richtige Bildung der Abweichungen 
f 1 , f 2 , fa, •••• f" der Niiherungswerte 11 , (2, (3, •••• (" der beobachteten Grofsen 
von den Beobachtungsergebnissen A 1 , A 2, A 3, •••• An nach den F ormeln (115) 
durch Ziehung der Summenprobe [f] = [ 11 - [ A 1 in einfachster Weise sichergestellt 
werden kann. 

Beispiel 1: Wir haben fur die Differenzialquotienten im § 25 nach den 
Formeln (114) erhalten: 

~-x" 
an=-~--- , 

n 

I)-Y n 
b n = -5 -, so da[s: 

" 
an ~-x" ~-x" I) -Yn 
b - , a,,= --b", b =-- -a 

n I) -Y" I)-Y" n ~-xn" 

, ist, wonach wir die folgende Probe fUr die richtige Berechnung der Zahlenwerte 
der Differenzialquotienten gewinnen konnen: 

a 1 =J:-X 1 b 1 = - 0,920 (+0,736) = - 0,677, 
I)-Yl 

b 2 = ~_-Ya aa =+0,462 (- 0,907) = -0,419, 
~-Xa 

~-Xa 
a 3 = -- - b 3 = - 0,106 (- 0,996) =+0,106, 

l)-Ya 

l)-Y4 1 + b 4 = -~ a4=+0,1 2( 0,994} =+0,111 , 
~-X4 

);-Xs 
a,=- ---b 5 =+0,189( +0,983} =+0,186. 

l)-Ys 
Die Summenprobe [f] = [5] -[s Jist bereits im § 25, Seite 98 gezogen worden. 

5. Bei Bildung der Produkte p a b , pac, pad, .... p a f; p b c , P b d , .... P b f; 
pc d, .••• p c f; pdf .•.• wird zuerst eine einfache Probe fUr den richtigen Ansatz 
der Vorzeichen gewonnen, wenn beachtet wird, dafs bei Multiplikation von 

p a b und pac das Produkt das Vorzeichen von p be, 

p a b und pad" " " " " p b d, 
................................. . 0' 
p a b und p af" " " " " p bf, 
pc d und p c f" " " " " pdf, 
................................. . 0' 
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erhalten wurde, und danach durch Vergleichung der Vorzeiehen von p a b und pac, 

p a b und pad, .... p a b und p a f, p cd und p e f, .... mit den Vorzeiehen von 
p b c , p b d, .... p b f, .... pdf, .... die Riehtigkeit der Vorzeiehen geprtift wird. 

6. Sodann wird eine Probe fUr die Richtigkeit der Produkte p a a , p a b , pac, 

.... p a f; p b b , p b c, .... P b f; pc c, .... pc f; .... gewonnen, indem die Summen 

8, =- (Ci, +b, +c, + ... .fd, oder 8, ~ =- (Ci, V]J;" +b, vi~ +c, vp, + ... . f,~), 
82 =- (Ci 2 +b 2 +C2 + ... . f2), 82 vp~ = - (Ci 2 VPz +b 2 VP-; +e2vp2 + ... ·f2 Vpz), 

8 3 = - (Ci3+ b 3 + Ca + ... .fa), 8 3 5~ = - (Cia VPa + b 3 VPa+ e 3 5; + ... .fa VPa), 

.... ;, ............... , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 
8n VP ~= - (Ci n Vp~ b" VP n + Cn VPn +···.fn Vp~) 

gebildet,unddieSummens,,8 z,s3, .... Sn oder 8,VP" S2VP;, 8 a VPa, .... snVPn 
dureh die ganze Reehnung in gleieher Weise mitgefiihrt werden wie die GrOfsen 
f"f2,fa, .... fnoderf,vi~,f21iJJ;,faVPa' .... fnVP n . Denn es mufs dann ~uf 
jeder Zeile 

P aa+p Ci b +p Cie+ .... p Cif+p (~s =0, 
P Ci b + p b b +p be+ .... p bf +p b s = 0, 
pCie +pbe +pee+ .... pcf+pcs=o, 

und ebenfalls naeh Bildung der Spaltensummen 
[p CiCi]+[p Cib ]+[p CiC 1+ .... [p Cif]+ [p as] =0, 
lpCib]+[p b b]+[p be] + .... [p bf] +[p bsl=O, 
[p ae] +[p be J +[p ee] + .... [p ef] [p cs J =0, 

sein. 
Diese Summenprobe ist namentlieh bei umfangreiehen Reehnungen em

pfehlenswert. Sie kann aueh bei Auflosung der Endgleichungen weiter dureh
gefuhrt werden. *) 

Be is pie 1 1: In unserem Beispiele gestaltet sich die Bildung von [p a a ], 
[p a b ], [p a f); [p b b 1 , [p b f] mit Anwendung der vorbezeiehneten Probe wie folgt: 

a5: I bVp~ I fVp: I 8V~ IpaCi.[ PCib.j PCif·1 PCi8:l p bb.j pbf· i pbs. 

-1,58 +1,71 0,00 -0,13 2,50 ! X7,30 I 0,00 0,21 2,92 0,00 X,78 
-2,39 -1,10 0,00 +3,49 5,71 2,63 0,00 x1,66 1,21 0,00 X6,16 
+0,24 -2,26 +0,68 +1,34 0,06 x,46 0,16 0,32 5,11 X8,46 X6,97 
+2,61 +0,29 -0,92 -1,98 6,81 0,76 x7,60 I X4,83\ 0,08 x,73 x,43 
+0,30 + 1,58 -0,71 -1,17 0,09 0,47 X,79 i x,65 2,50 x8.88 X8,15 

i - 0,82 : + 0,221- 0,95 I + 1,551 15,17 1 0,62 I X7,55 IX86,67 1 11,82 I X7,07 I XO,49 

Die negativen Produkte sind des bequemeren Addirens wegen als dekadisehe 
Erganzungen gesehrieben. 

Die Proben ergeben sieh dann in der Weise, dafs beispielsweise ist: 
p 2 Ci Z Ci 2 + p 2 Ci 2 b 2 + p 2 Ci dz + P 2 Ci 282 = 5,71 + 2,63 + 0,00 + x1,66 = 0,00 , 
P 2 a 2 b z + p 2 b 2 b 2 + p 2 b d2 + p 2 b'2 8 2 = 2,63 + 1,21 + 0,00 + X6,16 = 0,00 , 

und am Sehlusse: 
[p CiCi]+ [p ab]+ [p Cif] +[p as] = 15,17 + 0.62+ X7,55+ X86,67 =0,01, 
[p ab] +[p b b] +[p bf] +[p bs]= 0,62+ 11,82 + X7,07 + XO,49 =0,00. 

7. Ferner kann aueh eine Probe fUr die richtige Bildung von r p a a], [p a b ] , 
[p a e], .... [p Cit]; [p b b], p b c], .... [p b f J; [p e e], .... [p et]; .... in folgender 
Weise gewonnen werden: 

') Vergleiche Nr. 9 dieses Paragraphen. 

K 0 11. 2. Allfl. 8 
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Eswerden dieSummen a+b, a+c, .... a+f; b+e, .... b+f; .... e+(; .... und 
a + b + e + .... f oder a V p' + b Vp, a Vp + e Vp, .... a Vi + f Vi;; b Vi + c Vi, .... 

bVp+fVp; .... eVp+fVJ), .... und aVp+bV1J+CVp+····fVp und danach 
[pew], [p(a+b) (a+b)], Lp(c~+e) (a+e)], .... [p(a+fl (~+fl]' 

gebildet. 

[pbb], [p(b+c) (b+e)], .... [p(b+fl (b+f)], 
[pee], .... [p(e+fl (c+f)], 

[pff]' 
[p((+b+e+ .... fl (a+b+e+ .... f)l 

Dannwerden [pab], [pac], .... [pa(]; [pbc], .... [pb(]; .... [pr(]; .... 
berechnet nach: 

[p a b] = ~ ([p ( a + b ) ( a + b ) ] - ( [p a a ] + r p b b ]) ) , 

1 
[p (( e] = 2 (Lp (c( + c) ( a + c) ] - ( Lp a ((] + [p e e]») , 

· .................................. , 
1 

[pa(]=2([p(a+fl (a+f)] -([paa]+[pf(])); 

1 
rpbe]=-\1 ([p(b+e) (b+e)]-([pbbl+[peeJ)), 

. '" 
· .................................. , 

· .................................. , 
1 

[pe(]=2([p(e+fl (c+f)]- ([pee] +[pf(]»); 

· .................................. , 
worauf sich die Probe ergiebt, dafs sein mufs: 

1 
[P(~b]+[p(lel+ .... [paf]+ [pbc] + .... [p bfJ+· ... [pef] + .... = 2 ([p (,,+ b 

+ e+ .... fl (,,+ b + c+ .... f)] - ([paa] + [p b b] + [pee] + .... [pffJ)) . 

Beispiel 1: Diese Berechnung von [paa], [p"b], [paf); [pbb], [pbf] 
gestaltet sich fUr unser Beispiel folgendermafsen: 

"Vp'· i bVp.! fvp· l!nVp+bVP.i((VP+fVp. !bVP+fVP. iC,vp+bVp+fvp.! 

- 1,.58 I + 1,71 : 0,00 il + 0,13 I - 1,.58 I + 1,71: + 0,13 I 
- 2,39 I - 1,10 I 0,00 II - 3,49 - 2,39 I - 1,10 1 - 3,49 
+ 0,24 1 - 2,26 ! + 0,68 - 2,02 1 + 0,92 1 - 1,.58 I - 1,34 
+ 2,61 ~ + 0,29 I - 0,921 + 2,90 I + 1,69 I - 0,63 I + 1,98 
+0,30: + 1,581 - 0,7111 + 1,88 1 - 0,41 I +0,87 I + 1.17 

- 0,821 + 0,221- 0,9.5\1 - 0,60 : - 1,77 1 - 0,73 1 - 1,.55 

paa. i pbb.\ pff. \lp«((+b)2.1 p(((+f)2. 1 p(b+fl 2 .\ p«((+b+fl 2 • 

2,.50 I 2,92 0,00 II 0,02 2,50 2,92 I 0,02 
.5,71 1 1,21 0,00 II 12,18 5,71 1,21 12,18 
0,06

1 
5,11 0.46. 4,08 ~,8.5 2,50 1,80 

6,81 I 0,08 0,~.511 8,41 2,86 0,40 I 3,92 
0,09 i 2,50 O,uO 3,.53 0,17 0,76 1,37 

15,171 11,821 1,8111 28,22 I 12,09 I 7,79 I 19,29 
i -15,17 I -15,17 -11,82 1 -15,17 

- 11,82 1 - 1,81 I - 1,81 I - 11,82 
- 1,81 

+ 1,23 II - 4,89 I - 5,84 1 
+ 0,62 - 2,44 - 2,92 I 

- 9,51 
- 4,76 
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Die Probe ist, dafs sein soil: 
1 

[pa b J [p at] + [p btJ =+0,62 - 2,44 - 2,92 = 2 (lp (u+ b +f) (a + b +f)] 

-( [pew] + [p b b 1 + lpttll) = -4,76, 
was bis auf zwei Einheiten der letzten Stelle zutrifft. 

8. Fur die richtige Auflosung der Endgleichungen erhalten wir zuerst eine 
Probe aus den Gleichungen (123), indem wir diese mit h, iY 2, iY 3, •••• multi
pliziren, teilweise fUr iY 2, iY a, .... die in den Gleichungen (120 b) gegebenen Aus
drucke einfUhren und alles addiren: 

12i' ) 

_h f,= f,cl);+~ f,clt)+c, f,cl5+ .... =f,cl);+~f,clt)+_c-"- f,d5+ .... 
u, U, U, U , U , 

iY2q" _'" d +~2q" cl- I-f d 6, f d +~2q" d + -fB-;02-0". t) ~-;02 ~I···· - 2 t)-a, 1 t) fB 2 02 J ... . 

-iY~iY3=iYad5+.... =f3d5-~f,d5-~2iY2cl5+ ... . 
~3 U , iU2 

................................................... .. 

_h f 1 - g~ iY 2 - ~ 3 iY 3 - • • • • = f, cl); + f 2 d t) + f 3 d 5 + .... = .2 . 
U , iU2 '"'3 

Wir bezeichnen diese beiden Werte, die einander gleich sind, mit.2. Ihre Zahlen
werte werden zweckmafsig gleich bei Auflosung der Endgleichungen mit gebildet. 

B e i 5 pie I 1: In unserem Beispiele erh alten wir: 

-1"11 
U, 

-10,394 f 1 d); -10,370 

iY2 0,679 f? cl t) -1°,703 -lS;iY2 -

.2= 11-11,073 FTW-- i 1,073 

9. Die vorstehend behandelte Probe kommt erst zur Wirkung am Schlusse 
der Auflosung, so dafs ein bei Beginn der Rechnung begangener Fehler die ganze 
folgende Rechnung unrichtig mach en kann, bevor er entdeckt wird. Namentlich 
bei grofseren Rechnungen empfiehlt es sich daher, die unter Nr. 6 behandelten 
Summen [p a 8]' [p b s], [p C S]' •.•. durch die Auflosungsrechnung mitzufuhren 
wie die Summen [p at], [p b t]' [p c fJ, .... und danach die Rechnung Schritt fur 
Schritt zu kontroliren. Fuhren wir die Bezeichnungen: 

s,=[pas], I s2=[pbs], I sa=[Pcs], .... , 

15 2 =s2-.fJ1 s" I 153=s3-~s,-~2152' .... , 
at ~ at "-'2 

ein, so erhalten wir bei der Auflosung der Endgleichungen nach dem vorbezeich
net en Verfahren: *) 

1 U, 
I li , 1 c, I f 1 I s 1 ! I ..... 

li, 
I 

li 2 C2 1 ..... f 2 I s 2 
li· li, li li, b, !J 1 

- '1-- 1 --c, ..... --u,f'j-a, S 1 u , a, 

I fB2 I (£2 I 0:2 1 15 2 
I 

..... 
c, I C 2 

I Ca ..... fa S3 

1-~6, 1- _c-,- C 1 C, I C, -C, ..... --f, --S, 

I ~~2 
U, 

1 
a, U 1 

, ~ ~~ iY 2 i - ~~ 15 2 1-~:(£21 ..... i 
-

fB2 I fB2 

1 1 (£a 1 ..... 1 iYa I 15 3 

1 ....... ·1········1 j I ..... .... . • ••••••• ! •••••••• 

') Vergleiche § 27, Nr. 1, 4. 
8* 
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Dann mufs, wie leicht zu iibersehen ist, die Summe aller auf einer Zeile 
stehenden GrOfsen immer gleich Null sein. 

Auch die in der Rechnung vorkommenden Quotienten - ~, - ~, .... 
al al 

fl. G: 2 ~ 2 • ~ 3 k h' b' k I' d . d - n-;-' - }82' .... - ~-;' .... G:~;"'" Onnen ler el ontro lrt wer en, m em 

-~-~ .... _1~_~=+1, 
a l al al al 

-~: .... -~:-:!=+1, 
.... -g-;-::=+1, 

sein mufs, da beispielsweise 
.......... , 

al+lil+cl .... +fl+51=0' also 

_1_~_s .... _h_!!=0, oder 
al al al al 

_~l_S .... _.h_ 51 =+1 ist. 
al a l a l .al 

Beispiel 1: Mit Einfiihrung der Summenproben gestaltet sich die Auf)Osung 
der Endgleichungen in unserem Beispiele wie folgt: 

Die Proben sind in der Reihenfolge, wie sie bei der Rechnung vorkommen 

- ~ - h _ !! = -0,041 + 0,161 + 0,877 =+0,997, 
al al al 

- 01- ~: lil - ~: fl-tSI = -0,62 - 0,03+0,10+0,55= 0,00, 

}82+ ~2 + (52 =+ 11,79 - 2,83 8,96= 0,00, 

- ~-! - :: =+0,240+0,760 =+1,000. 

10. Nachdem die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 'V 1, 'V 2, t' a, •••• 'V" , 

wie im § 28 gezeigt ist, zweimal unabhiingig von einander nach den Fehler· 
gleichungen (109) und (110), sowie nach den umgeformten Fehlergleichungen 
(116) und (117) berechnet und verglichen sind, ergeben sich noch einige weitere 
Proben. Multipliziren wir die umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117), 
nachpem sie zusammengefafst sind, mit PIa 1 , P 2 0,2, P a a a, •... P,. an , und addiren 
alles, so erhalten wir: 

PIa 1 'V 1 = PIa Itl +p 10,10,1 d!;+p 1 0,1 b 1 dt) +p 10,1 C 1 dcr + .... , 
P 20,2 V 2 =P 2 a2t2 +p 20,20,2 d!;+p 2 0,2 b 2 dt) +p 20,2 C2 do + .... , 
P a aa v a =P 3 aa!a+P a a3 a a d!;+p a 0,3 badt) +p a aacadcr+·.··, ......................................... , 
Pn a" 'lin =Pn ant" +p" a" a" d!;+P n an b" dt) +p" an cn d3+ .•.. , 

[pav] = [pat] + [paa]d~ + [pab]dt) + [pae]dcr+ ..... 
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Die reehte Seite der Gleiehung ist, wie eine Vergleiehung mit der ersten 
Endgleiehung (118) ergiebt, gleieh Null und demnaeh ist also aueh [p a v] = 0. 
Indem wir die umgeformten Fehlergleiehungen (116) und (117) ferner mit p 1 b 1 , 

P 2 b 2 , P 3 b 3, •••• P n b n' dann mit P 1 C 1 , P 2 C 2, 'P 3 C" •••• 'P n C n' .... multipliziren 
und im iibrigen in gleieher Weise verfahren, erhalten wir aueh [p b v ] = 0, [p C v ] = ° , 
.... , so dafs also sein mufs: 

(128) ( 
[pav,J=o, 
[pbl'l=O, 
[pC1,'J=0, 
........ 

Be i s pie 1 1: In unserem Beispiele ergeben sieh die 'vVerte von r p a v ], [p b v ] 
wie folgt: 

II av~ II bVp· II vvp: 

P , 1-11,581 + i 1,7111+ 0,175 
P 2 -12,39 I - 1,10 1- 0,623 
P a + 10,24 - 2,26+ 0,175 
p. + '2,61 + I' 0,29 1- 0,458 
Po 1+ 1°,30 + 1

1,58 1,,-; 0;283 

I, i I!! 

Es ist also [p a v ] = - 0,025, [p b v ] = + 0,008, wahrend diese Summen gleieh 
Null sein sollen. Die Abweiehungen von Null ruhren von den Abrundungen der 
letzten Stellen der Zahlenwerte her. 

11. Multipliziren wir die umgeformten Fehlergleiehungen (116) und (117), 
naehdem sie zusammengefugt sind, zuerst mit p 1 V 1 , P 2 V 2 , P 3 V 3, •••• P n V n' sodann 
mit P 11, , P 2 12 , P. la, .... p" In und' addiren, SO erhalten wir: 

P, 1', 1', = pd,l, +P1 a , 1', d1:+P1 b, 1', dl) +P1 C, 1', d& + ... ,P1 ad, d!;+P1 bd, dl) +P1 Cd, d5 + .... , 
P2 1'2 "2 = p21212 +P2 a2 V2 d1:+P2 b2 1'2 dl) +P2 C2 V 2 d5 + ... ,P2 ad2 d!;+ P2 bd2 dl) +P2 cd2 d5 + .... , 
P3 1'3 '''3 = pal aI 3 + P3 as Va d);+ P3 ba Va dl) + P3 Ca Va do + ... . P3 aala d); + P3 bal. dl) +Pa cala do + .... , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... , 
Pn 'Un 'Un = PH In In + Pn an vn d); + Pn bn vn dl) + PI< cn vn d5 + .... p" an In d); + p" bnln dl) + Pn cnln d5 + .... , 

]pvvj = [plfJ+[pav]d1: +[pbv]dl)+LpC1!Jd5+ .... [pafJd);+fpbfJdl) + [pcf]d3+ .... , 

Nun ist naeh den Formeln (128) [pav]=[pbV]=[pCl']= .... =O, so dafs 
wird: 

[pvv] = [plfJ +[p afJ d);+[p bfJ dl)+ [p cfJ d5+ .•. ·, 

oder wenn wir die einfaeheren Bezeiehnungen naeh den Formeln (120 a) einfUhren 

[pvv]=[pffJ+I, d 1:+f2 d l)+f. d 3+···· 

und wenn wir .2 naeh Nr. 8 Formel (127) fur f 1 dt + f 2 dl) + f 3 d& + .... setzen: 

(129) [pvv]=[pIIJ+.2. 

Naeh Formel (127) ist aueh .2=-hf1-~2g:2-~3g:3-"" 
a, '<>2 . "" 3 

N . d f 1 f g: 2'1: g: a '" .. I' h d . h G" r. h Ib '" un sm - 1, m- U 2, 'ti- lY a, .... samt Ie qua ratlse e rOlsen, wes a ""' 
a l ;.02 ~3 

immer negativ und demnaeh [p V ,,] immer kleiner als [p f fJ wird, wie es aueh 
sein mufs, wenn [p'v v 1 ein Minimum sein solI. 
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In der Probe nach Formel (129) ist die Probe nach Formel (128) mit ent
halten, denn die erstere stimmt nur dann, wenn letztere stimmt, wie nach obiger 
Entwickelung leicht zu erkennen ist. 

Die zweite Berechnung von [p t' V 1 nach Formel (129) ist ganz besonders 
wichtig, wei! dadurch namentlich auch aIle Fehler oder zu grofse Ungenauigkeiten 
in der Bildung der Faktoren und Absolutglieder der. Endgleichungen erkennbar 
werden, denn die Quadratsumme [p v v j wird einmal direkt aus den Werten 
v 1 = L 1 - ), 1, V 2 = L 2 - ), 2, V 3 = L 3 - ), 3, •••• V n = L n - ), n ohne Benutzung 
der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen und dann nach Formel (129) mit Benutzung 
dieser Faktoren u. s. w. erhalten. 

Beispiel 1: Fitr die Probe nach Formel (129) haben wir bereits im § 28, 
Nr.3 und im § 29, Nr.8 die Zahlenwerte [pvv]=0,740, 04'=-1,073 erhalten. 
Ferner erhalten WIT: 

r pff] =pdd, +pdd2 +pafaf3+p.f,f, +pdd5 = 0,000 + 0,000 + 0,462 
+ 0,846 + 0,504 = 1,811 . 

Demnach wird: 

(129) [pvv] = [pff] + 04'= 1,812 -1,073 = 0,739. 

Der hier erhaltene Wert weicht von dem frither erhaltenen also urn 1 Ein
heit der letzten Stelle ab, was auf die bei Durchfiihrung der Reclmungen vorge
nommenen Abrundungen der letzten Stellen der Zahlenwerte zurilckzufilhren ist. 

§ 30. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten 
F ehlergleichungen. 

1_ In manchen Fallen kann die Bi!dung und Auflosung der Endgleichungen 
wesentlich vereinfacht werden, indem die reduzirten Endgleichungen direkt aus 
reduzirten Fehlergleichungen gebi!det werden. Wie dies auszufithren ist, wollen 
wir an einigen besonderen, haufiger vorkommenden Fallen darlegen. 

2. Wenn in den umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117), die wir 
im folgenden immer zusammenfassen, die Faktoren einer der zu bestimmenden 
GrOfsen d);, d t), d J, .... samtlich gleich + 1 sind, wenn also beispielsweise die 
umgeformten F ehlergleichungen 

J
,Vl=fl+dl;1bldt)+Cld5+ .... , Gewicht=Pl, 
v 2 -f2+ d !: I b 2 dt)+c 2 d 5+ .... , " -P2, 

1 ~~ . . f~:.d.I;.~~~~~~f-.C.3~~: .. : ... ; ... " ... ~:."; 
l vn=f,,+d!:+bndt)+cnd3+·· .. , " =P n , 

(1') 

vorliegen, so ergeben sich hieraus die folgenden Endgleichungen: 

f [p ]d!:+[ pb ldt)+[ pc ]d3+······[ pf ]=0, 
[p b] d!:+ [p b b] dt) + [p bel d3 + ...... [p b f J = ° , 

t ~1~ ~ ]. d.!: . . ~ ~ ~ ~ 1. d.1J.-J:- : ~ ~ ~ J. d.J.~ : .: ' .. : ~~ c.f.l.~~ ~ : 
(2*) 

Aus der ersten dieser Endgleichungen folgt dann: 

[pb] Ipc] [pf] 
d);=--[p-] dl)-C1J1 d5-······TpT· 

Wird dieser Wert von d); in die letzten Endgleichungen eingesetzt, so ergeben 
sich die reduzirten, nur noch d I), d 5, .... enthaltenden Endgleichungen: 
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f ([Pbb] - (&J] [pb J) dt) + ([P be] -1[ij] [peJ) d J + ... ([Pbfl - [[pb]] r pn) =0, 

(4') 1.( ~P.b~]. ~.[fo~i.[~J~]! ~~ ~ ~ [.p.e~ ].~: ~)~ ~1~ c.] ~ ~~ ~.' : '. \[~~f.J ~ r.0e]~ [.p~~). ~.o: 
3. Diese reduzirten Endgleiehungen konnen wir aueh erlangen, indem wir 

an Stelle der obigen Fehlergleiehungen die reduzirten, d 1: nieht enthaltenden Fehler-
gleiehungen 

f 
1', f, + b,dt)+ e,d J+ .... , 

1)2 f2 + b 2 dt)+ C2 d 3+ .... , 
/1)3 fa + badt)+ C3d~+ .... , I ~ ~. = . in' + .. b'n 'd ~ + .. c'n'd'3 -+ .'. : . : 
l1'''+1=[pfJ+[pbJ d lJ+[pe]d 3 .... , 

(0') 

Gewieht = p , , 

=P2, 

" =P3, .... , 
" 
" 

setzen und aus den Faktoren, Absolutgliedem und Gewiehten dieser Fehlergleieh
ungen die Faktoren und Absolutglieder der Endgleiehungen bilden. Denn, wie leieht 
zu libersehen ist, lief em uns die ersten n reduzirten Fehlergleiehungen die Beitrage 
[pbb], [pbe], .... [pbf]' [pee], .... [pefJ, .... und die letzte n+1te Fehler-

I . h d' B'" [p b 1 [ P b ] [' [p b ] [ '1 [p c ] [ 1 g ele ung Ie eltrage·- [p T [p b J, - -[1) j pc j, .... - Tp] PI , - T1J-] pc, 

[~)c/ [p f] .... zu den Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleiehungen, womit 

wir also aus samtliehen n + 1 reduzirten Fehlergleiehungen die in obigen reduzirten 
Endgleiehungen vorkommenden Faktoren u. s. w. erhalten. 

Die wahrseheinliehsten Werte VI, V 2, V 3, •••• V n der Beobaehtungsfehler 
erhalten wir dann mit den sieh naeh (5*) ergebenden Werten 1'" l' 2, l' 3, ..•• 1) n 

naeh: 

(6') 
f t"=1',+d1:' 

V 2 =1'2+ d );, 

I ~':~.1'.3.~~~: 
l l' n = l' n + d t , 

Die Probe naeh den F ormeln (128) vereinfaeht sieh, da (1, = n 2 = n 3 = .... a" = + 1 
ist, dahin, dafs sein mu[s: 

(7') 

J. Dasselbe Ergebnis erzielen wir, wenn wir 

P, =f,- [p f J lp b 1 [p c J 
[p] 

, B, =b'-(pT' C,=Cl- [p]' '" ., 

1'2=/2- r p / J [p b] [p c] 
[1J-] 

, B,,=b 9 -- --- C 2 = C 2 - (p-r ' .... , • . [p]' 
(8') F -f [pfJ B -b _U~] [p c] 

3-a-[jJ]' 3 - 3 [p]' C 3 =C3- (pr , ••• 'J 

, . , , •••• J 

[ pf] 
B,,=b n -

[p b) 
Cn=c n -

[p C J 
Fn =fn - LiJ ]., lp J 

, 
[p r , ... 0' 

bilden und an Stelle der unter Nr. 2 angeflihrten Fehlergleiehungen (1*) die folgenden 
reduzirten Fehlergleiehungen setzen: 
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........................................ , 
[pb] [pel [pb] [pel 

p"B"On=Pnbnen-1P]-Pnen- [ifPnbn+Pn [FT TPT' 

[p B 0] = [p b e] - L{pb]] [p c], 

u. s. w. 

Fur die richtige Bildung der Werte F, B, 0, .... ergiebt sich die Probe, 
dafs [pF]=[pB]=[pO]= .... =O sein mufs, was ohne weiteres aus (8*) folgt, 
indem die einzelnen Werte mit den Gewichten multiplizirt und dann [p F], [p B 1, 
[p 0], .... gebildet werden. 

5. Wenn die Faktoren einer der zu bestimmenden GrOfsen d!;, d 1), d ~, .... 
in den umgeformten Fehlergleichungen samtlich gleich - 1 sind, wenn also beispiels
weise die Gleichungen 

f 1'1=f,-d!:+b,d1)+C,d5+····,· Gewicht =P" 
v2=f2-d!;+b2d1)+C2d~+ .... , " =P2, 

1 ~',~ . :~ -:-.d.!;~ ~ 3.d.1).~ ~ ~ ~~.~:.::; ... " .... . P.3; 

1n-fn-d!;+bnd1)+cnd5+ .. ·., " =Pn 
vorliegen, so ergeben sich hieraus die folgenden Endgleichungen: 

1 
[p]d!;- [pb]dt)- [pc]du-.· .. [pf]=O, 

(13.) -Ip b]d!;+[p b b ]d1)+lp be] da+ .... [p bf] =0, 
- [.pc] d!;+ [p be] dt)+ [p ec]da+ .... fpefl =0, .................................. 

Aus der ersten Endgleichung folgt dann: 

(14·) dt'-+[pb]dt)+[pe]d'+ Ipf]. 
,,- [p] [pJ 0 •••• fp] 
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Setzen wir diesen Wert von d ~ in die beiden letzten Endgleichungen ein, so 
erhalten wir die reduzirten Endgleichungen: 

J (lP b b] - [fpb/ [p b J) d t) + ([p be] -If :]l [p c J) d cr + .... ([ p b fl - Lf-:1J [p f j) -' 0 , 

(15") l.( ~p. b.C ~ ~.[~p~.[~~ l! ~~ ~ ~ [~~c.] ~ [.t~]: ~p.c} ~ ~cr.:-: '.' : ~[.P.c~l.~ ~~;/ ~~~l ~ .. ~: 
Diese Endgleichungen stimmen mit den reduzirten Endgleichungen (4*) uber' 

ein, so dafs wir auch in dem FaIle, wo die Faktoren a 1 = a 2 = a 3 = .... a" = - 1 
sind, die reduzirten Endgleichungen in gleicher Weise aus reduzirten Fehler
gleichungen bilden konnen, wie dies unter Nr. 3 und 4 fur den Fall gezeigt ist, wo 
a 1 = [[ 2 = a 3 = .... ([ n = + 1 ist. 

6. Bei der Auflosung der aus den reduzirten Fehlergleichungen erhaltenen 
reduzirten Endgleichungen wird in der Rechenprobe nach Formel (H7) fUr ;S der 

Betrag - ~ 2 3' 2 - ~2l5' 3 - •••• erhalten. Urn demnach den vollen Betrag von ;S 
'<.}2 ~ 3 

nach Formel (127) zu erhalten, der in Formel (129) einzusetzen ist, urn [pvvl 

gauz zu erhalten, mufs dem erstangefuhrten Betrage von ;S noch der Betrag _11 f 1 
u , 

hinzugesetzt werden, der hier gleich - [~:J] [p f] ist. 

Dieser Zusatz kann indes wegfallen, wenn bei Benutzung der Formeln (5*) 

der aus der n + lten F ehlergleichung entspringende Betrag -- [t :ll 11 f] mit in 

[p ff] aufgenommen oder wenn bei Benutzung der Formeln (8*) und (9*) [p F F J 
statt [pff] gebildet und in die Formel (129) eingefuhrt wird, da [pFF]=[pffJ - [r;/ [p f] ist, was sich ohne weiteres ergiebt, indem nach (8*) die Ausdrucke fur 

P, F, F, , P 2 F2 F2 , P 3 Fa Fa, .... P n F" }<~, gebildet und ad dirt werden. 

7. Liegen also die umgeformten Fehlergleichungen 

v,=f,±d~+b,dt)+C,d3+····, Gewicht =P" 
V2 =f2 ± d!:+ b 2 dt)+C2 d~ + .... , =p 2, 

v3=f3±d~+b3dt)+C3d3+····, =P3, 
...................... , .... , 
l'n =f" ± d!:+ bn dt) +~n el3+····, =P n 

vor, so erhalten wir allgemein die reduzirten, nur noch d t), d 3, .... enthaltenden 
Endgleichungen aus den reduzirten Fehlergleichungen: 

(130) 

11, f, + b 1 elt) + c 1 do + .... , Gewicht = p " 
112 f2+ b 2 dt)+ C2 d3+· .. ·, P2, 
113 f3+ b 3 dt)+ C 3 d3+····, P3, 

............... , 
11n f,,+ b"dt)+ c"d5+····, 

11 n + 1 =[pf]+[pbjdt)+[pc]d3+ ... ·, 

......... .. , 
B =b -[p~ 

n n [p]' 

.......... , 
[p c] o =c _ .. -

n n [p 1 ' 

... , 
P n , 

1 
-[pj' 

..... , 

..... , 

..... , 

..... , 

..... , 
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gebildet wird, wobei [p F] = [p B] = r pO] = .... = 0 werden mufs, aus den FehIer
gieichungen : 

" =Pn' 

(132) 
f 1,,=F,+B,dt)+01d3+····, 

1'2 =F2+B 2 dt)+ O 2 da+ ... ·, 

1 ~'~ .. ~a.~~.a.d:~~~~3.:: ... :; 'IIi.=Fn +Bndt)+ (In da+····, 

Gewicht = PI, 

" 
......... , 

Nachdem d t), d 3, .... aus den reduzirten Endgieichungen bestimmt sind, 
erhalten wir d I; nach: 

(133) dl;=+-fr:]] +- [rpb]]dt) +- [rpc]]dH .... , 

worin das f\ obere } Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von d 1; in den umge-
untere 

fi F hI I · f positiv }. ormten e erg e1chungen l t' 1st. nega1v 
Urn nach F ormel (129) den richtigen Wert von [p 'V 'V 1 zu erhalten, kann 

erstens dem sich bei Aufl5sung der reduzirten Endgieichungen nach Formel (127) 

fUr Z ergebenden Betrage - g: \h - ~: lJ 3 - .... noch - f r: 1 [p f1 hinzugesetzt 

werden, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (130) der aus der n + 1 ten 

Fehiergieichung entspringende Betrag _lr/]l[pfJ mit in [pft] aufgenommen 

werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (131) und (132) [p F F] 
statt [pft] gebildet und in Formel (129) eingesetzt werden. 

Wenn p , = P 2 = P a = .... P" = 1 ist, so vereinfachen sich die Formein (130) 
bis (133) wie foIgt: I tl, = f, + b,dt)+ c,d3+ .... , 

tl2 = f2 + b 2dt)+ c2 d3+ .... , 
tla = fa + badt)+ cada+·· .. , 

I ::+, " "/;l:;:";:::l:;:::::::: 
(134) 

r 
F,=f,-r~], B,=b,_[!l, 

Jt"=f2-[~]' B 2=b 2 -[!], 

Gewicht = + 1 , 
" =+1, 
" =+1, 

.......... , 
" =+1, 

1 

" 

l135) '[fJ [b] 

1 
Fa=fa---, Ba=b a - n , [ C ] 

0 3 =ca-r;,-' 
... ~ .. _. i;]' .......... , 
F,,-f,. n' B -b _r~ I u- n 11.' 

........ . 0' 
[c] 

On=c n - n , 
WO [F] = [ B ] = [ 0] = .... = 0 sein mufs; 

f 1', = F, + B , dt) + 0, da + .... , Gewicht = + 1, 
'112=F2+B2dt)+02d3+ .... , " =+1, 

1 ~~ .. ~a.~~.a~:~~~~a.~:.::; ... " ..... :.1; 
1,,,=F,,+B,,dt)+0,,d3+ .... , " =+1. 

(136) 

.... , 

.... , 

.... , 

.... , 

.... , 

Nachdem d t), d 5, .... aus den reduzirten Endgieichungen bestimmt sind, 
erhalten wir d 1; nach: 

(137) d1;=+-VJ +- ~dt) +- ~d3 +- ...• , 
n n n 

. d {obere \ V . h'l d V . h d' d wonn as J~ orze1C en gl t, wenn as orze1C en von 1; m en urn· 
untere . 

fi F hI I · h r positiv \. 
ge ormten e erg e1C ungen l .~, 1St. 

negat1v 
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Urn nach Formel (129) in diesem Fane den richtigen Wert von [pvv] zu 
erhalten, kann erstens dem sich bei Auflosung der reduzirten Endgleichungen 

nach Formel (127) fur :2 ergebenden Betrage - ~ 2 & 2 - ~ a & 3 - • • •• noeh 
:(,]2 ~3 

- [t J [f J hinzugesetzt, oder es kann zweitens bei Benutzung der F ormeln (13!) 
n 

der aus der n+1tenFehlergleiehung entspringendeBetrag -[~J[f] mit in [ptt] 
aufgenommen werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (135) 
und (136) [F F] statt r ff) gebildet und in Formel (129) eingesetzt werden. 

Mit den naeh den Formeln (130) oder (134) erhaltenen Werten Ill' 1l2' Il 8 , 

•••• Il n ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte VI, V 2, Va, .... V n der Beob
aehtungsfehler naeh: 

(138) 

(139) 

r V1=1l, ± d);, 
V2=1l2 ± d);, 

l ~ ~ .. Il.a.~ ~6.; 
!'n=Dn ± d);. 

Die Proben nach den Formeln (128) sind: 

( [1' v] = 0, oder wenn samt-
, [1' b v] = 0 , liehe Gewiehte 

1 ~ p. c. t'.J.-: .0" gleieh 1 sind: 
(1J.O) 

B e i s pie 1 : Bei der Berechnung der wahrseheinliehsten Werte der Koor
dinaten .~ y eines durch Ruckwartseinschneiden bestimmten trigonometrischen Punktes 
haben sich die folgenden umgeformten Fehlergleiehungen ergeben: *) 

v 1 = 0-1l0,7d);+ 95,Odt)+d5, Gewicht =1, 
1'2 = 0-255,4d);- 97,Odt)+d5, " = 1, 
v a=+10- 14,3d);-202,2dt)+d5, " =1, 
v.=-20+167,ldr+ 82,ldt)+d3, " =1, 
V5=+ 8- 60,9 d);+ 267,0 dt)+d3 , ,,=1. 

Diese Gleichungen konnen naeh den Formeln (134) reduzirt werden auf: 
D1= 0-1l0,7d);+ 95,Odt), Gewicht =1, 
D2= 0-255,4d);- 97,Odt), " =1, 
D3=+10- 14,~d);-202,2dt), " =1, 
D .=-20+ 167,1 d!;+ 82,1 dt), = 1, 
D5=+ 8- 60,9 d); + 267,0 dt) , ,,=1, 

1 
1l6=- 2-274,2d);+144,9dt), " =- 5 . 

Hiermit ergeben sich die Faktoren der reduzirten Endgleiehungen wie folgt: 

p·1 Ct. II b·11 f. paa·ll pab·11 pat. pbb. II pbt. 

I II I 'i I i 'I I II I I II 
1 -1111 1+: 95 :111 0 +: 12321 1:-: 10545 II! 0 +1 9025 0 
1 -i 25511-1 971 0 +: 65 025Ii+: 24735 I I 0 +11 940911 0 
1 - W- 202 1,+ 10 +1 1961~1 2828 -I 140 + 408041- 2020 
1 + 167 +1 821:_120 +: 27889 1 13694 - 3340 +1 6724 11- 1640 

1 - 61 r126711+11 8 +1 3721 11-1 16287 -I 488 +1 71 28911~ 21~6 
1 II I 'I I I I I 

- - - 274 + 14511- 2 __ I 15015 1,+1 794611-1 110 -I 4205 58 
5 II I I_+-I __ -li+-' +1 ---i'+-'!--+-;----H--+--I 

, Ii I +i 94 137 i~122 371 IH 4 0781+i 13304611-1 1466 

.) Vergleiche § 36. 
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(135) 
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Die reduzirten Endgleichungen sind demnach: 

+ 94 137 d!; + 22 371 d t) - 4 078 = ° , 
+ 22 371 d!; + 133 046 d t) - 1 466 = ° , 

woraus sich nach den Formeln (122) und (123) ergiebt: 

d!; = + 0,042 , d t) = + 0,004 

und nach Formel (137): 

II. T. IV. A. 

d 5 = - ~ d!; - ~ d t) - r t] = + 54,8 ( + 0,042) - 29,0 ( + 0,004 ) + 0,4 = + 2,6, 
n n n 

endlich nach den Formeln (13!) und (13S): 

tJ1=fl+a,d!;+b,dt)= 0,0- 4,7+0,4=- 4,3, 
tJ2 =f2+a 2 d!;+b 2 dt) = 0,0-10,7 -0,4=-11,1, 
tJa=fa+aa d!;+b adt)=+10,0- 0,6-0,8=+ 8,6, 
tJ4=f4+a4 d!;+ b4 dt) =-20,0+ 7.0+0,3=-12,7, 
tJs=fs+asd!;+bsdl)=+ 8,0- 2,6+1,1=+ 6,5, 

- 2,0 - 11,6 + 0,6 -13,0. 

Ferner folgt aus den gegebenen umgeformten Fehlergleichungen nach den 
Formeln (135) und (136): 

_ rfJ 
0,4, [a1 55,9, 

[b] 
66,0, F,-fl--=+ A,=a1--=- B,=b'-n=+ n n 

[t] 
0,4, [a] [b1 F2=fo- -=+ A2 = a 2 - - = - 200,6 , B2 = b2 - n =-126,0, . n n 

_ rfl [a] 
40,5, 

[b] 
Fa-fa-·· . =+10,4, Aa=aa--=+ Ba=ba- -=-231,2, 

n n n 
[t] [a] [b] 

53,1, F 4=f4--=-19,6, A4 = a 4 - n = + 221,9 , B 4 =b4 - n =+ n 

_ lfJ 8,4, 
fa] 

6,1, 
[b] . 

Fs-fs--=+ As=as-·-=- Bs=bs - n=+238,0, n n 

[F]= 0,0, [AJ= 0,2, [B]= 

{ 

1',=Ji\+A,d!;+B,dl)=+ 0,4- 55,9d!;+ 66,Odl) , Gewicht =1, 
1'2=F2+A 2d!;+B2dt)=+ 0,4-200,6d!;-126,Odt), " =1, 

(136) Va = Fa +Aa d!;+Ba dt) =+ 10,4+ 40,5 d!;- 231,2 dt), " = 1, 
1'4 =F4 +A 4 d!;+B4 dt) =-19,6+221,9 d!:+ 53,1 dt), ,,= 1, 
vs=Fs+Asd!:+Bsdt)=+ 8,4- 6,1 d!;+238,Odt) , . " =1, 

wonach sich die Faktoren und Absolutglieder der reduzirten Endgleichungen wie 
folgt ergeben: 

I p·1 A. II B. II F. I pAA. II pAB. I! pAF. I pBB. pBF. I 

1 J 5611r='1 66\ +1 0,4 I 3 13611-1 36961i-1 22 4 356 ~'I 26 
1 -12011- 126 ~II 0,4 40 401 ~125 326 1- 80 15876 - 50 
1 + 40 -, 231 H-110,4 1 600 \ - 9 240 ~I 416 53361 -12402 
1 + 222 R-\ 53 -j 19,6 49284 1+111 766 1~14 351 2809 -, 1 039 
1 -I 61rl238 H-I 8,4 i 36 1-- 1 428- 50 56 644 +1 1 999 

1 
I +1 94 457 \~122 728 11-[ 4087 1+'\' 133046 \!-\ 1466 

I Iii II! II I. I 

0,1, 



§ 30. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Fehlergleichungen. 

Die reduzirten Endgleichungen sind demnach: 

+ 94 457 d ~ + 22 728 d 1) - 4 087 = ° , *) 

+ 22 728 d ~ + 133 046 d l) - 1 466 = ° , 
woraus sich nach den Formeln (122), (123) und (137) wie oben ergiebt: 

d~=+0,042, dl)=+0,004, dcr=+2,6. 

Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler werden nach den 
reduzirten Fehlergleichungen (136): 

v 1 =+ 0,4- 55,9d~+ 66,Odl)=+ 0,4-2,3+0,3=- 1,6, 
V2 =+ 0,4-200,6d~-126,Odl) =+ 0,4 -8,4-0,5=- 8,5, 
v s =+ 10,4+ 40,5d~-231,2dl)=+ 10,4+ 1,7 -0,9=+ 11,2, 
v4=-19,6+221,9d~+ 53,1 dl)=-19,6+9,3+0,2=-10,1, 
v 5 =+ 8,4- 6,ld~+238,Odl)=+ 8,4-0,3+1,0=+ 9,1, 

[v] = 0,0+0,0+0,1 =+ 0,1. 

S. Wenn die Faktoren ((, b, c, .... der umgeformten Fehlergleichungen unter 
sich einander gleich sind, wenn also die umgeformten Fehlergleichungen 

VI =fl +ad!;+bdl)+cdcr + .... , Gewicht = PI, 
V2 =f2+ad!;+ bdl)+cd5+ .... , 

" vs=fs+ad!;+ b dl)+cd5+ .... , 
" ...................... , ......... , 

Vn =fn+ad~+ bdl)+cdS+··.·, 

vorliegen, so konnen diese reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung 

(141) [pf] 
1) =1P].+ad~+ bdl)+ cd5+····, Gewicht = [p ] . 

Denn die obigen n Fehlergleichungen lief em die folgenden Endgleichungen: 

[p] a ad~+ [p] a b dl) + [p] acd5+ .... + r pI] a= 0, 
[p] abd~+ [p] b bdl) +[p] bcdlf + ... . +[pl] b=O, 
[p]acd~ +[p] bedt)+[p] ccd3+ .... +[PI] e=O, 
................................... , 

und ganz dieselben Endgleichungen ergeben sich aus der einen reduzirten Fehler
gleichung (141). 

9. Die Fehlergleichung 

v=f+ad!;+ b dl)+ed3+. 0 0" Gewicht=p 

kann ersetzt werden durch die Fehlergleichung 

(142) qv = qf+qad!;+ q bdl)+qcd5+.o. 0' Gewicht =:L . q2> 

denn, wie leicht zu iibersehen ist, lief em beide Fehlergleichungen dieselben Beitriige 
zu den Endgleichungen. 

10. Die n Fehlergleichungen 

vl=fl±d~, 
v2=f2 ± d!;+bdl)+cdlf+ .... , 
vs=fs ± d!;, 
........ , 
vn=fn±d!;, 

Gewicht = PI, 

" =P2, 
" =Ps, ......... , 
" =Pn , 

') Die Abweichungen der Zahlenwerte in den nach den Formeln (1M) erhaltenen 
Endgleichungen von den hier erhaltenen erklaren sich durch die Abrundungen der Zahlen· 
werte der Faktoren ((, b und A, B. 
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konnen nach den Formeln (130) zuerst reduzirt werden auf die Fehlergleichungen: 

Vl fl Gewicht = Pl, 
V2 f2+ bdt)+ cd3+ . ... ," P2, 
Va fa "P3, 
.......................... , ........... , 
Vn fn " 
Vn + 1 = [pf] +P2 b dt)+P2 c d3+.··., " 

Pn , 

1 
=-[p] . 

Von diesen reduzirten Fehlergleichungen Hefem nur die zweite und die letzte 
Beitrage zu den Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen, da in allen ubrigen 
Fehlergleichungen die Faktoren b, c, .... samtlich gleich Null sind. Demnach 
konnen diese n + 1 Gleichungen fur die Bildung der reduzirten Endgleichungen ersetzt 
werden durch die beiden Fehlergleichungen: 

, V2 f2+ bdt)+ cd3+ .... , Gewicht = 
Vn + 1 = [pf] +p 2 bdt) +P2 cda + .... , " 

oder, unter Berucksichtigung der unter Nr. 9 aufgestellten Formel (142), 
beiden F ehlergleichungen: 

V 2 f2 + bdt)+cd3+ .... , Gewicht = P 2, 

p.2 ~Vn+1 = lpf] +bdt)+cd3+ .... , 
P 2 P 2 " =-Lrl· 

durch die 

Diese beiden Fehlergleichungen konnen sodann nach Formel (141) weiter 
reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung: 

. P2 2 

Gewlcht =P2 - [p]' 

oder da der erste Teil des Ausdrucks, oben und unten mit [p] multiplizirt, uber 
P2 

geht in: 

[P]f2-[Pf] 
-[p ]-P2 

auf die Fehlergleichung: 

(143) V=f2- [r\-P2f2 + bdt) +cd5 + .... , Gewicht =P2_P[_2~] = uP] [ p] 2)P2 .. 
P -P2 P P 

Fur d 1: ergiebt sich nach Formel (133): 

(1 ".) d -[Pf]- P2 bd ..,-P2 d-
- 1: = + 1FT + [p] t) T [p] c 5 + .... , 

worin das {obere } Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von d 1: in den urn· 
untere 

geformten Fehlergleichungen J positi~ \J ist. 
\ negatlv 

Ebenso wie bei Anwendung der Formeln (130) bis (133) mufs auch bei 
Anwendung der Formeln (143) und (144) dem sich bei Auflosung der reduzirten 

Endgleichungen nach Formel (127) fur :2 ergebenden Betrage - ~ 2 ~ 2 -~..! ~ 3 - •••• 
;02 ~3 

noch - [r:1] [p fJ hinzugesetzt werden, urn nach Formel (129) den richtigen Wert 

von [p '11'11] zu erhalten. 
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In dem F alle , dafs P 1 = P 2 = P a = .... P " = 1 ist, vereinfachen sich die 
Formeln (143) und (1«) wie folgt: 

[1]-f2 . 1 '11.-1 
(145) n=f2---1 +bdt)+cd3+ .... , Gewlcht =1--=--, 

'11.- 'II. 'II. 

(146) d - [I] - 1 b d - 1 d -1;= + - + - t) + -c il + .... , 
'II. 'II. 'II. 

worin bezuglich der Vorzeichen das zu Formel (144) gesagte gilt. 

lJ lJ Der erforderliche Zusatz zu dem :2 Betrage - j8: lJ 2 - ~~ lJ a - .... ist bier 

-[1][1]. 
'II. 

B e i s pie 1: Bei Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Koordinaten 
x y eines durch Vorwartseinschneiden bestimmten trigonometrischen Punktes haben 
sich fur die auf einem Punkte Pa beobachteten Richtungen die folgenden umge
formten Fehlergleichungen ergeben:*) 

(143) 

(144) 

'I) 1 = + 0,8 + dil a , 

'1)2=+4,2 +dOa ' 
va= + 0,2 + 35,6d); + 23,Odt) + dOa ' 
t'4=+2,0 +dOa ' 

Gewicht P 1 = 8,0 , 
" P2=6,5, 
" Pa=9,0, 
" P4=8,0. 

Diese Fehlergleichungen werden reduzirt auf die eine Fehlergleichung: 

1'=f _IEI]-Pafa+ ad1;+bdt) Gewicht =([P]-Pa)Pa 
a [P]-Pa ' [p]' 

= +0,2 - -I;:~7 +35,6 d);+23,0 dt), Gewicht = 22;1·;,°, , , 
= - 2,0 + 35,6 d1; + 23,0 dt), Gewicht = 6,4 . 

Fur die Berechnung von do a ergiebt sich: 

do =--~ad);-hbdt)-[pn 
a [p] [p] [p] 

= - it5 ( + 35,6) d); - it5 ( + 23,0) dt) - ~t;~5 
=-10,2d!;-6,6 dt)-1,63. 

2. Kapitel. Beispiele zu dem im 1. Kapitel entwickelten 
Verfahren. 

§ 31. Bogenschnitt gemessener Liingen. 
1. Zur weiteren Erlauterung des im 1. Kapitel entwickelten Verfahrens fUr 

die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der durch vermittelnde Beob
achtungen bestimmten Grofsen und der mittleren Fehler der Beobachtungsergeb
nisse wollen wir hier noch eine Reihe von Beispielen folgen lassen und zwar 
in der Weise, dafs wir fUr jedes Beispiel zuerst die Formeln entwickeln und dann 
die Rechnungen nach den entwickelten Formeln in schematischer Anordnung durch
fuhren. 

2. Das in den §§ 22 bis 29 benutzte Beispiel ist im Anschlufs an die 
theoretischen Formelentwicklungen bereits in seinen einzelnen Teilen vollstandig 
behandelt worden. Weil aber die zerstreute Behandlung der einzelnen T eile nicht 

'j Vergleiche § 37. 
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I 
I Gegebene Koordinaten. I P-

5, 

Yl = 2 061,99 PI Xl =6548,30 
-"' P 2 x 2=6570,58 Y2 = 2420,30 

~ --3 
P a xa=6297,72 Ya=2552,03 P, 5 

S,. P~ x4=6056,29 I Y4=2276,00 

~ 
P s Xs =6246,43 

I 
Ys= 1896,99 

Naherungswerte der gesuchten 
Fig. 10. 

Koordinaten 

Gemessene 

I 
Gewichte der 

P I ~=6 323,76 I I} =2306,00 Streckenlangen. Streckenldngen. 
I I 

81 = 331,60 
I 

Pl =5,43 Ffir 8 = 100 ist das Gewicht P 100 = 14,8. 
82 = 272,00 P2=6,92 

Gesucht: Die wahrscheinlichsten Werte der 8 a = 247,10 
I 

P 3 = 5,15 
Koordinaten x Y des Punktes P und die 84= 269,50 , P 4 = 6,92 

mittleren Fehler. 8 s =416,70 I Ps=2,59 

Formeln. 

Beziehungen zwischen den wahren Ndherungswerte 5 der Strecken· 
Werten der Streckenldngen (8) und der langen. 

Koordinaten (x) (y). 

1 (") ~v'«<) -<,) '+ «y) -y,)', I" ~y'(' -<,!,+(, -yd'; 

(108) :8.2: . . ~(.(~).~~2!~:y~).~~2.)~', (112) 52=v'(~-x2)2+(I}-Y2)2, 
..................... , 

(8 s )=v'((x) _XS)2+ (yj -ysP, 55 =11'(" - XS)2 + (I} _YS)2, 

Abweichungen 1 zwischen den 
Differenzialquotienten a, b. Ndherungswerten 5 und den ge· 

messenen Streckenldngen 8. 

I '-', I}-Yl 
11=51- 8 1, al=~--' b 1=--, 

51 

I ~: .. \ .. :': I}-Y2 
12=52- 8 2, (114,) b 2=--, 

(11l) 52 I 

........... , .......... , 

I ~-X5 I}-Ys 
Is=55- 8 5' a5=~, b 5=---, 

55 

den erwiinschten Ueberblick fiber die ganze Rechnung gewdhrt, und weil einzelne 
T eile auch mit Rucksicht auf die vorhergegangenen Entwicklungen umfangreicher 
behandelt werden mufsten, aIs es bei einer lediglich auf das praktische Ziel ge. 
richteten Durchftihrung notwendig ist, lassen wir hier das ganze Beispiel nochmals 
im Zusammenhange folgen in einer fur die praktische Anwendung zweckmMsigen 
Anordnung. 
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I 
Endgleichungen. 

I Reduzirte Endgleichungen und I 
I Aenderungen dl; dl) der Naherungs-
I werte 1: lJ der Koordinaten. 

(118) f.[paa] d1;+ Cpa b] dlJ [1' at] = 0, 
< l[pab]d"l;+[pbbjdlJ+fpbfl=O. 

(122) { u,d1;+Ii,dlJ+f, =0, 
~2dlJ+3'2=0. 

{O' ~lp"" I, b, ~ [1' ,bJ, f, ~[P"n, 
J 

3'2 dlJ=---, 
(120) b2=[pbbJ,h=[p bl]' (123) ~2 

ii, ii, t b I f I ~2=1i2--b" IT2=f 2--f" d~= - . dl)-. 
U , U , U , U I 

Probe. 
II 

Wahrscheinlichste Werte J: y der 
Koordinaten des Punktes P. 

(12,) --tfl-~:3'2=f,d1-:+f2dl)=2'·11 (111) { x=!:+cl!:, 
Y=lJ+dlJ· 

Wahrscheinlichste Werte 8 der 

il 
Wahrscheinlichste Werte ,. der 

Streckenlangen. Beobachtungsfehler. 

f -.~-----------

I 8 , =V(x-x , ) 2+(Y-YI)~ fV, =8 1 -S " 

(109) 8 2 = V( x - X 2 ) 2 + ( Y - Y 2 ) 2 , 

I 
(110) v 2 =8 2 -S 2, 

l ~'5~iix'~~~)'2'+(~~'y'5~~: t· ........ , 
I 

V.r5=S5- S S' 

, 

II 
Aenderungen d S der N aherungswerte s 

Probe. 
der Streckenlangen. 

I 

f ds,=c(ldr+b,dlJ, II fVI=II ds " 
(116) ds 2 =a2 d ); b 2 d lJ, 

II 

(11,) 1)2=12+ ds 2, 

t d~:~' ~ 5 'd '); + b .~ d lJ : l ~~ . "r~+ds'/ 
Schlufsprobe. 

[pIt] =pll,11 +pdd2+ .... +pdd5' 
[1' v v] = P I VI V, + l' 2 '1'2 "2 + .... + p 5 " 5 ' ) 5, 

(129) [p'Jv]=[plfJ+2'. 

Mittlere Fehler. 

(125) m = ± VIIJ..:',JJj . 
n-q i 

(39) m 100 = ± V:J:... . 
p 100 

IT I 

m?=+lltVl 
I 

.... m., = ± m V T . (126) ml=±mv--
I PI' 

. - , 
P2 1'5 

3. Oben sind zuerst die gegebenen Koordinaten, die gemessenen Strecken
langen mit ihren Gewichten und die genaherten Koordinaten *) zusammengestellt. 
Sodann folgen die Rechenformeln in der Ordnung wie sie zur Anwendung gelangen. 

Auf Seite 130 und 131 folgt dann die nach diesen Formeln durchgefiihrte 
Rechnung, zu deren Erlauterung nichts mehr zu sagen ist. 

') Die Berechnung der genaherten Koordinaten ist hier, aIs fiir das ganze Verfahren 
bedeutungslos, weggelassen. 

Koll. 2. Altff. 9 
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~BereChnUng der Naherungswerte 15 der I 2. Differenzial- 3. Abweichungen f. 
Streckenlangen. quotienten a, b. 

I 'i 

1;, t). 
LI!;L1 I; • I! 

x n · y". 
Lit} Lit} . LI!; b= LIt), 15. a. [f=i5-8. a=-· 

i5 2 =LlI; Ll 6 S 15 
JI;=!;-xn· Llt)=t}-Yn' 

+ Lit} LIt}. ! 
6323,76 I 2306,00 

1 

50418 
331,60 I P, 6548,30 .1 2061,99 59541 - 0,677 + 0,736 331,60 0,00 

- 224,54 + 244,01 I 109959 

6323,76 2306,00 60920 
P2 6570,58 2420,30 13064 - 0,907 - 0,420 272,00 272,00 0,00 

- 246,82 - 114,30 73984 

I 
6323,76 2306,00 678 I P a 

+1 
6297,72 2552,03 60531 + 0,105 - 0,996 247,40 247,10 

1+ 
0,30 

26,Q4 - 246,03 61209 
1 

I 
6 323,76 i~ 2306,00 1 71540 

P4 6056,29 I; 2276,00 

I 
900 + 0,994 + 0,112 269,15 269,50 - 0,35 

+1 267,47 1;+ 30,00 72440 
I 1 

6323,76 

+1 
2306,00 5980 

+ I 0,186 
! 

_10,44 Ps 6246,43 1896,99 167289 + I 0,983 416.26 416,70 

+ 77,33 409,01 173269 
- 1 0,299 II +; 0.415 I 6,41 1 6,90 11-1 0,49 

4. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 

I p lyF.: av'P: 1\ byi)~ 11\ fyF: I paa. II pab. 1\ paf. I pbb. II pbf. I pff. 

P, 5,4312,33 ;-: 1,581~11,71[1 : 0,00 \ 2,50 1 - i 2,70 Ii I 0,00 1 2,92 i: i 0,00 1\ I 0,00 
P2 6,9212,631-12,3911"':"11,10 [I i 0,00 I 5,71 I + I 2,63 0,00 1,21 II 1 0,00 0,00 
P a 5,15 2,27 1+ 0.24 1-12,261+1°,68 1 0,06 1 -I 0,54 + I 0,16 5,11 I-I 1,54 I 0,46 

P s 2,59 1,61 !+I 0,30 \1,581- 0,71 I 0,09 II + I 0,47 - I 0,21 2,50 1-, 1,12 0,50 
P4 6,92 2,63 +1 2,61 1+1°'29 i -1°,92 I 6,81 11+1 0,76 -I 2,40 1 0,08\-: 0,27 \ 1°,85 

I I " + i 15,17 \1+ 1 0,62.1\-1 2,45 1+ 111,82 11 -I 2,93 'I+i 1,81 
I II! I [paa1=a'i[pab]=6,li[paf1=f, [pbb]=b 211[pbf]=f 2 [pll] 

5. Auflosung der Endgleichungen und wahrscheinlichste 
Werte x y der Koordinaten. 6. Probe. 

I 
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10. 11. Qua- 12. Mittlere 
7. Wahrscheinlichste Werte 8 8. 9. Aenderungen ds 

dratsumme Fehler 
der Fehler der Naherungs- Pro-

derFehler 
m=+mVI. Streckenlangen. v. werte 5. be. 

[p v v]. - p 

Llx=x-x n • Llx .1x. 8 2 = Llx Llx 

mV~' v= 
ad~ + bdl) =ds. v= 

vvP. 
Lly=y-y n • LlyLly. 

+.1y.1y. 
8-8. f+ds. 

pvv. 
8. 

224,39 
1150350:1 

11 0008 

+io,,,, -lo"J I I I )0,16 244,25 5 96 581 331,67 +10,177 +0,07 +0,07 0,03 ± 0,21 

246,67 
1160846il 

73856 

-1"'24_[0,'" 114,06 13010 271,76 - 0,101 - 0,24 - 0,24 -0,63 0,40 ± 0,19 

26,19 
II 68611 

61099 
245,79 60413\ 247,18 +10,08 + 0,016 - 0,239 - 0,22 + 0,08 +0,18 0,03 ± 0,22 

267,62 117162111 72535 
30,24 914,1 269,32 -1°,181+ 0,149 Ift IO,027 ftl"'18 T17 -0,45 0,20 ± 0,19 

77,48 
1116 ~~~:!I 173488 

409,25 416,52 -;0,181+!0,028 11+;0,236,1+ ,0,261-1°,18 -0,29 0,08 ± 0,31 

II II 6,45 1-lo,451-io,04~1H--10,1001H--:0,051-10,44 [pvv] 0,74 

13. Schlufsprobe und mittlere Fehler. 

[pvv] = [pffJ+.2= 1,81-1,07 =0,74. 

m=± V[PVV] =± V Q,7_4,= ± 0,50 m • 
n-q 5-2 m 100 = ± m V p ~oo = ± 0,50 V~}8 ='± 0,13 m • 

§ 32. Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen. 

Auf dem Punkte P = Redemoissel der Elbkette sind seitens der trigono· 
metrischen Abteilung der Landesaufnahme zur Bestimmung der Richtungen nach 
den Punkten P1=Glienitz, P 2=Hohbeck, Pa=Pugelatz, P 4 =Hohen-Bunstorf 
die nachstehend mitgeteilten Winkelwerte bestimmt worden: 

PI I P 2 I P a 
I' 

II I 
P2 W1.2 [82 47 60,833 

W2.a[!112 54 

1 

Pa WI ' S 195: 42 46,425 45,450 
73125 P4 W1.4 269: 07 57,858 W 2 ' 4 i186 19 57,942 Wa· 4 12,558 

Die Winkelwerte sind als einfaches arithmetisches Mittel aus den Ergebnissen 
von je 6 Doppelbeobachtungen eines Winkels gewonnen, so dafs, wenn das Ge
wicht einer Doppelbeobachtung eines Winkels oder einer Beobachtung einer 
Richtung als Gewichtseinheit genommen wird, das Gewicht der mitgeteilten Winkel-
werte p = 6 wird. . 

Es sollen die wahrscheinlichsten Werte R 1, R 2, R a, B 4 der Richtungen, 
sowie der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit und der' mittlere Fehler m der 
Beobachtungsergebnisse berechnet werden. 

9* 
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1. Der wahre Wert (w I • r) eines vVinkels steht zu den wahren Werten 
( R l) unci (R r) der Ric:;htungen des linken und rechten Winkelschenkels in der 
Beziehiing, dafs (wZ.r)='-(RZ)+(Rr ) jst. Demnach erhalten wir fUr die Be
ziehungen zwischen den wahren Werten der beobachteten Winkel und der zu 
bestimmenden Richtungen die folgenden Gleichungen: 

(108) 
P2 (W'.2)=-(B,)+(B2)"11 I 
Pa (w"3)=-(Btl+(Ba), (w •.• )=-(R.)+(B.), 
p. (w, .• ) =- (B,) + (R.), (W204) =- (R;) + (B.), I (w •. ,) =- (R.) + (B,). 

2. Hieraus folgt ffir die wahrscheinlichsten Werte W der Winkel und die 
wahrscheinlichsten Werte R der Richtungen: 

PI I P 2 I p. 

(109) 
P 2 W,.2=-R1 +R2 , 

p. W1 .• =-R,+R., W •.• =-B2 +B., 
p. W1 •• =-R1+R., W2 .• =-B2+R" W •. ,=-R.+B" 

sowie fur die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v: 

PI I p. i P a 

(110) 
P 2 V1'2=W1. 2 -W1'2, 
P 3 '11 1'3 = WI'. -W1'3, 1'2"= W •. 3 -W2 .• , 
P, 1', .• = W1 .• -W1 .• , 1'2"= W2.,-W2'" '113"= W •.• -w •. 4. 

S. Werden die Gleichungen (109) und (110) zusammengefafst und quadrirt, 
so folgt ffir die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler: 

'11 12 l' 12 = R 1 R 1 - 2 R 1 R 2 + 2 R 1 W 12 + R. R 2 - 2 R 2 W 12 + W 12 W 12 , 

V 13 V I. = R 1 R 1 - 2 R iRs + 2 R 1 W 13 + R • R 3 - 2 R 3 W 13 + W 13 W ,. , 
'1114 1'14= Rl RI-2Rl R. + 2Rl W14 + R.R,-2R,1014 + WH'tI.'14, 

l' 23 V 23 = R 2 R 2 - 2 R 2 R 3 + 2 R 2 W 23 + R a R • - 2 R 3 W 23 + W 23 W 2. , 

1' •• V 2. = R2 R2 - 2 R2 R. + 2 R2 W 2. + R. R.- 2 R. W24 + w 2.W 2', 

[ v v ] = 3 R 1 R 1 - 2 R 1 ( R 2 + R 3 + R. ) + 2 R 1 ( + w 12 + w '3 + w 14 ) 

+ 3 R 2 R 2 - 2 R 2 ( R 3 + R. ) + 2 R 2 ( - W 12 + W 2. + w 2. ) 

+ 3 R s B. - 2 R. R • + 2 R 3 ( - W '3 - W 23 + w S4 ) 

+3R,R. +2R.(-W14-W24-W3.) +[ww]. 
Hiernach ergeben sich die Endgleichungen, indem der Ausdruck ffir [v v J 

nach den zu bestimmenden GrOfsen R 1, R 2, R '., R. dift'erenzirt und die dadurch 
erhaltenen Ausdrficke fUr die Differenzialquotienten gleich Null gesetzt werden, also: 

1
0['11'11] o R----; = 6 R , - 2 ( R 2 + R 3 + R 4 ) + 2 ( + W 12 + W 13 + w H ) , 

o lv'll] 
fji:f2 - = 6 R 2 - 2 ( R 1 + R 8 + R. ) + 2 ( - W 12 + w 2. + w 2. ) , I 0 [v'll] -BR;- = 6 R 3 - 2 ( R 1 + R 2 + R. ) + 2 ( - W 13 - W 2. + W 34 ) , 

0[1'1'] 
-r R - = 6 R 4 - 2 ( R 1 + R 2 + R 3 ) + 2 ( - W 14 - W 2. - w • .) , 

C1 4 
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r 3 R 1 - R 2 - R s - R 4 + ( + 10 12 + 10 13 + 10 14 ) = 0 , 
. -Rl+3R~- Ra- R 4 +(-W12+ 10 2S+ 10 24)=0, 

l -R 1 - R2+3Ra- R4+(-101S-1023+1OS4)=0, 
-Rl- R 2 - Rs+3R4+(-1014-1024-1OS4l=0. 
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Diese Gleichungen liefem keine bestimmten Werte der Richtungen R 1 , R 2 , 

R 3, R 4, weil bis jetzt fUr diese keine Anfangsrichtung festgesetzt ist. Nehmen wir 
letztere nun so an, da[s 
WJ Rl +R 2 + R a+R 4 =O 
wird und verbinden wir Gleichung (4*) mit den Gleichungen (3*) durch Addition' 
so ergeben sich die Endgleichungen: 

f 4 R 1 = - 10 12 - 10 13 - 10 14 , 

(5-) 4 R 2 = + W 12 - 10 23 - 10 24 , 

l 4R~=+1h13+1023-1Oa4' 
4R 4 =+10 14 +1Ou+ 10 34' 

4. Diese Gleichungen konnen veraIIgemeinert werden und sodann kann die 
Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der JQch~ngen einfach angeordnet 
werden, indem die beobachteten Winkel 10 wie folgt in ein Schema eingetragen 
und danach die Zeilensummen [ w. 1 und die Spaltensummen [10 $1' J gebildet werden: 

Nr. der 
Punkte 

1. 
2. 
3. 
4. 

v. 

vR 
R 

1. 2. 3. 4. \ .. · .. IV-1.\ v. I [ w.] 

[10:] 
[w:] 
[w:1 
[10:] 

Proben. 
[10:1'] [[w,pll = [[10.1]. 

[w:] 

vR" [vR}=v.m. 360°. 
R" [R]= m·3.60°. 

Dann sind die allgemeinen Endgleichungen: 

vB1 = [10;] -[10;1'], 

VR2=[1O~}-[1O~}, 

VR3=[W!]-[1O~1'], 

1 ~~.4 •• ~~;?~[.~!~].: 
v R,,= [10:] -[10:1']' 

a. Die Anzahl der Kombinationen zu zweien ist fUr v Elemente gleich 

-~. '/J ( V - 1 ) . Demnach werden bei dem hier behandelten Verfahren zur Bestim· 

mung von v Richtungen n = -} v ( '/J -1) Winkel beobachtet. Zur einfachen, nicht 

versicherten Bestimmung von '" Richtungen sind q = v - 1 Winkel erforderlich, 
1 

wonach die Anzahl der Uberschussigen Winkel n - q = 2' '/J ( V - 1 ) - ( v-I ) 
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= ~ (v - 2) ( v -1) ist. Demnach erhalten wir fiir den mittleren Fehler m der 

G~wichtseinheit, da aile Winkel das gleiche Gewicht p haben: 

(125) m=± V~vv~=±Vl p[vv] " 
2(v-2) (v-I) 

oder in unserem FaIle, wo p = 6, v = 4, also ~ (v - 2) ( v-I) = -~ . 2 ·3 = 3 ist: 

m=± V6 [;0= ± Y2[vV]. 

Der mittlere Fehler m der Beobachtungsergebnisse, deren Gewicht p ist, wird: 

(126) m=±mW=±Vl [vv] , 
2(v-2) (v-I) 

oder in unserem Faile: 

m = ± m Vi = ± V[ V3V ] • 

6. Hiernach gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 

Nr.der 
Punk- 1. 2. 3. 4. Summen 

te 
o I ' I " o I ' I " o I' I " o I' I " 0 i'l " 

1. Gemessene Winkel w und wahrscheinlichste Werte der Richtungen 
1 

R=;([w.]-[wsp ])· 

1. ! 1 

I II 1 I I 
1 I 'I 

2. 82[47 1 60,833 I 

82147160,833 
3. 195142146,425 112154 45,450 II : I 

I I 1308137131,875 
4. 269 07 I 57,858 186 19 57,942 73125112.558 1 528,53 08,358 

[ wsp] 547138,45,11611299114143,39211 73 i 25i 12,558 11 i I \920 118i 41,066 
[ wzl ! 82 47 60,833 308 37 31.8751528153; 08,358 i 

vR 892121114,884111223 i 33117,44111235 i 12119,3171152853108,35812880 1°0: 00,000 
R 223,05 18,721 305 53 19,360 58 48: 04,829 132j13; 17,090 720 00100,000 

2. Wahrscheinlichste Werte W der Winkel (Formel 109). 
2. 

82147160,63911 II II II II I 3. 195 42146,108 112 54145,469 
4. 2691 07 : 58,3691 186 19 I 57,7301 73125, 12,26111 I 

[W] 547 138145,11611 299114[43,19911 73 125112,26111 I 
3. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v = W - w (FormeI110). 

2. - 0,194 II 
II 

il 
I 

-0,194 
3. -0,317 

II 
+0,019 -0,298 

4. +0,511 -0,212 -0,297 II +0,002 

[t' ] 0,000 II -0,193 II -0,297 II I -0,490 

4. Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v. 
2. 0,038 

II 
II II I 

0,038 
3. 0,100 

II 
0,000 0,100 

4. 0,261 0,045 0,088 0,394 

[vvJ 0,399 II 0,045 II 0,088 II I 0,532 

5. Mittlere Fehler. 

(125) m= ± y2[vv]= ± yl,064 = ± 1,03". 

(126) 11t = ± vrv;] = ± yO;i77 = ± 0,42". 
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Bei Bildung der U nterschiede r w z ] - [ w "P J = v R sind v' 360 0 zu erganzen, 
wenn [w z 1 < r w sp 1 ist, um negative Werte der Richtungen zu vermeiden. 

Fur die Richtigkeit der Rechnung ergeben sich noch die Proben, 'tiafs 
[ 10 t, 1 = [ 1V '] und r v 1 J = 0 sein mufs und dafs die Spalten- und Zeilensummen 
der wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler einander gleich sein mussen. 

Die wahrscheinlichsten Werte W ,2 ' W ,3 , WH der Winkel geben auch die 
Zahlenwerte der auf R 1 als Anfangsrichtung bezogenen wahrscheinlichsten Werte 
der Richtungen, so dafs auch ist: 

R , = 0 0 00'00,000", 
R 2 = 82 47 60,939 , 
R 3 = 195 42 46,108 , 
R 4 = 269 07 58,369 

7. In den Rechnungen der trigonometrischen Abteilung der Landesaufnahme 
wird nicht, wie es hier geschehen ist, das arithmetische Mittel 10 aller aus den 
Beobachtungen gewonnenen Winkelwerte . als Beobachtungsergebnis eingefUhrt, 
sondern die Summe der Satzmittel (= p w ), unter Satzmittel das Mittel aus dem 
Ergebnis einer im Hingang und einer im Ruckgang gemachten Beobachtung vel'
standen. Ferner wird in diesen Rechnungen die Quadratsumme der wahrschein
lichsten Werte der Beobachtungsfehler gebildet aus den Abweichungen der wahr
scheinlichsten Werte der Winkel W von den einzelnen Satzmitteln. 

8. Wenn nicht samtliche Winkel beobachtet worden sind, die sich aus den 

~ v ( v-I) Kombinationen der Richtungen ergeben, sondern irgend welche Winkel, 

so werden diese zweckmafsig ebenso behandelt, wie im folgenden § 35 die Hohen
unterschiede im Nivellementsnetze. Die dort unter Nr. 8 gegebenen mechanischen 
Regeln zur Bildung der Faktoren und Absolutglieder der Endgleichungen gelten 
fur Winkel 10 a . h' wa. c' wa. d' •••• , die zur Bestimmung der Richtungen R a' R h , 

R c' .... nach den Punkten P a' Pb , Pc, .... beobachtet worden sind, in folgender 
assung: 

a) r p a a], [p b b], r pee], [p d d j, .... sind gleich der Summe der Ge
wichte derjenigen Winkel, deren einer Schenkel die Richtung nach einem 
der Punkte Pa , P b , Pc, P d , •••• ist; 

b) [p ([ b J, l pac], [p ad], .... 1 sind gleich J W (l • b' wa . c' wa· d' ...• 

[p be], [p b d], . . . . den negativen tvb . c , W b . d' •.. 

r p cd], .... J Gewichten 1 10 c . d' .. .. 

. . . . der Winkel ... , 

c) fUr [p ([ f], [p b f], [p c t], [p dfl, _ ." sind die Produkte p f fur samt
liche Winkel anzusetzen, deren einer Schenkel die Richtung nach einem 
der Punkte Pa , P b , Pc, P:Z, .... ist, lInd zwar mit dem Vorzeichen 
von f, wenn die betreffende Richtung der l' e c h t e Winkelschenkel ist, 
dagegen mit dem entgegengesetzten Vorzeichen von f, wenn die be
treffende Richtung der 1 ink e Winkelschenkel ist. 'f.) 

OJ Vergleiche G a u fs, Die trig. und polyg. Rechnungen u. s. w. 2. Aufl. I. Teil, 
S. 214 u. f. 
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§ 33. Richtungsbestimmungen aus Richtungssatzen. 
I. Verfahren. 

Bei einer Triangulation sind auf dem 8 37 die Richtungen nach den 
88 40, 51, 35, 46, 42~ 52 in 4 Richtungssatzen mit gleicher Genauigkeit beobachtet 
worden, so dafs das Gewicht der Beobachtung einer jeden Richtung in einem 
Satze = 1 ist. Die aus den Ablesungen abgeleiteten Satzmittel sind: 

Satz I. I Satz II. Satz m. " I Satz IV. 
II 0 I I I " II 0 I I I " II 0 I I I II 0 I ' I £I 

28i 30 42 73125 130 \ I !163\28! 30 .p, = 840 ~I sII • • I . sIV 
1 

·1 . 
1 1 

P 2'=851 811 ill 11' 142
1

28 22 187 35' 20 82 r32' 31 45 2 2 

121211912a Pa=835 sI 122: 17 40 sil 167 12 07 sill 
3 

1~! 3~ 4; 
3 3 2~1! 1~ 5~ P~=846 sII 20116 02. ill IT' . 4, 

230129: 47 
4 ~~:I:~ I ~~ s4 

P 5= 842 I sil sIll >, 

3~6: 1~ 
a a 

·1 ·1 . 
1) 

P6 = 852 1>1 r'i15l ," 
sIll 311 16; 53 .IT 38 6 (\ I I I ' (\. 

[ sI] 
1 39 i 59 

f sII] 151 i 48 [sIll] I 111119 [iF] 
! 32 151 

I I I 

Es solIen die wahrscheinlichsten Werte r" r 2, r a, r ~, ,. 5, r 11 der Richtungen 
und der mittlere Fehler. m = In einer einmal beobachteten Richtung berechnet 
werden. 

1. Die einzelnen Richtungssatze sind in verschiedenen Lagen des Teil
kreises beobachtet worden, so dafs also die NuIlrichtung des Teilkreises far aIle 
Satze verschieden ist. Urn aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen zuerst 
Richtungen zu erhalten, die sich auf eine gemeinschaftliche Nullrichtung beziehen, 
miissen von den Beobachtungsergebnissen die Orientirungswinkel subtrahirt werden, 
die die NuIlrichtung des Teilkreises bei den verschiedenen Lagen des Teilkreises 
mit der Richtung nach irgend einem far aIle Satze gleichen Punkte bildet. 
Diese Orientirungswinkel sind uns unbekannt. ihre wahrscheinlichsten Werte 
01 , oIl, oIlI, oIF miissen daher aus den 'Beobacl1tungsergebriissen mit abgeleitet 
werden, 

2. Zwischen den wahren Werten der Beobachtimgsergebnisse (s) und den 
wahren Werten der zu bestimmenden GrOfsen (r) und (0) , besteht also aIlgemein 
die Beziehung, dafs (s) - ( 0 ) = ( I' ), oder ( 8 ) =-= ( 1") + ( 0) ist. 

Demnach erhalten wir fiir unser Beispiel die foJgenden Gleichungen fiir die 
Beziehungen zwischen den wahren Werten der beobachteten und der zu be· 
stimmenden GrOfsen: 

Satz I. Satz II. Satz m. Satz IV. 
I 

P, (.~i) = (r,) + (01). (sy)=(rd + (011), 
1 

fsi") = (I',) + (OIV) , 

p. (sf) = (r2) + (011), (8~II) = (I'.) + (01II) , (,~r) = (r2) + (OIV) , 

Pa (s~) = (ra) + (01), (sf) = (l'a) + (011), (sf I) = (ral + (alII), 

P4 (s!I) = (r 4 ) + (if I) , (8!II)=(r~) + (01II) , (s!") = h) + (OIV) , 

P5 (8~) = (r5) + (oI), (sf) = (r5) + (oIl), (sf I) = (rs) + (01II) , 

Pa (s~)"=(r~)+(oI),i . 1(8~II)=(r6)+(olII), U~T') = (r6J + (oW). 
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3. Hieraus folgen die Fehlergleichungen: 

Satz I. 
I 

Satz II. 
I 

Satz III. 
I 

Satz IV. 

P t S[=Tt +01, SY=Tt + oIl, SiT' =Tt + oIT', 

(l09) 
P2 Sf=T2+oII , S~Il = T2 + olII, S~V =T2 + olT', 

P a S~=T3 + oI, Sf =Ta + oIl, ' Sf I = Ta + oIlI, 

P~ Sf=T~+oII, S!II = T~ + OIl I, IT' IT" 
S4 =T4+ 0 , 

Ps 
. I I 
S5=T s +O, SrI = Ts + oIl, Sf I = Ts + oIlI, 

Ps S£=Ts +01 , I S£Il = Ts + oIlI, S£V = TS + olT'. 

I Satz I. I Satz II. 
I 

Satz III. I Satz IV. 
I I 

Pt t{=S[-s[' t{I = Sf I - 8Y, II' IT' IT' VI = 81 -sl , 

(110) 
P2 vf=Sf-8f, t,~Il = S~Il _ 8~II, t,~r = S~V _ 8~f' , 

Pa v~=S~-8L tf=Sf-8~l, tfl = Sf I - sf I, 
p~ vf = Sf - sf, v!II = S!Il _ s!Il, vii' = S!I' - srr, 

Ps I SI I t'5= 5- 85' tf=S~I-sf, tfl = srIl ~ 8fI, 

Ps v£=S£-s£, t,fl = Sf I _ 8~Il, t,~f' = S~f' _ s~f'. 

4. Wir zerlegen nun die wahrscheinlichsten Werte r und 0 der zu bestim
menden Grofsen in. die Ndherungswerte t und 0 und in die diesen beizufugenden 
kleinen Aenderungen d t und do, setzen also: 

(111) 

Tt=tt+dtt, 
T2 = t2 + dt2, 
Ta=ra + dra, 
T4 =t4 + dr 4 , 

rs=rs+dx s , 
Ts=rs+dr a, 

OI = 0 1 + dOl, 
oIl = OIl + dOll , 

oIlI = OIlI + dOIlI, 
oIf' = OIl' + dolT". 

5. Mit diesen Ndherungswerten der zu bestimmenden Richtungen ergeben 
sich die Na.herungswerte s der beobachteten Satzmittel nach: 

I Satz I. 
I 

Satz II. Satz III. 
I 

Satz IV. 

PI s[-=rl+oI, 5Y=rt + OIl, s[V =tt +oIr, 

(112) 
P2 5~I = r2 + OIl, sf I = t2 + OIlI, IV II' 

52 =t2+ 0 , 

Pa S~=ta+oI, 5~I = r3 + OIl, sf I = ra + oIlI, 

p~ sf=r4 + OIl, I5!Il = t4 + OIlI, s!V = r ~ + OIl' , 

Ps sr=rs+oI , sf =t5 + OIl, 5rII = r5 + OIII, 

Pa s£=ts + OI, 5£11 = ts + OIlI, s£V = ts + olT" 
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6. Differenziren wir diese Ausdrucke fUr die Nilht;rungswerte s nach t und 0, 

so erhalten wir folgende Differenzialquotienten: 

I Satz I. I Satz II. Satz III. I Satz IV. 

"FIll III u 2 
b2 = -.- - = + 1 , 

Ot2 

"FIll III u S 
Cs =-,,-=+1, 

uts 

"'FII "'FIll II u 4 III u 4 
d4 = .,-=+1,:d4 = ",-=+1, 

Ot 4 I ut4 

oFII : o FIll 
I II 5 I III 5 1 e5 =-,,-=+I, e5 =-,,--=+, 

ut5 ' ut5 

II I III III oFu 196 =--~=+ 1, i t6 

o FIll 
kIll 2 

2 = --IIi = + 1 , 
00 
"FIll III u 3 

ks = -'Iii = + 1 , 
00 
"FIll III u 4 

k4 =--IIi=+ 1, 
00 I 
fJF!II 

,III" 11 "5 =--Uj= + , 
00 

III oFf I 
k6 = III=+ 1, ! 00 

7. Die Abweichungen f zwischen den Nilherungswerten 1\ der beobachteten 
GrOfsen und den Beobachtungsergebnissen .~ sind: 

I Satz I. Satz II. Satz III. I Satz IV. 

Pl fi=si- s1, fY=sY-sY, I fIV _ SIV _ sIV 
1 -: 1 l' 

P2 f~I=s~I -sf, f~II = sf I _ s~II, fIV _ sIV sIV 
2-2-2' 

Pa f~=s~-sL ff{=sf-s;I, f~II = S~II _' sf I > 
(115) 

P~ til = siI - s!I, fill = sf I - sill, fIV - sIV _ sIV 
4 - 4 4' 

Ps fi= si -4" fiI = siI - 8iI , ffI = sill - 8iIl , . 

P6 fl=sl-8l, I fIll - SIll 8III j flV _ sIV _ sIV 
6-6-6' 6-6 6' 

8. Hiermit ergeben sich die, der nachfolgenden Reduktion wegen, gleich 
zusammengefafsten umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117): 
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I Satz·1 P, . I P a • I P5 • I 
! I l"i =fi + dr, + dOl ,i. 1.'I =fI + dr g + dOl ,Il'~ =f~ + dr5 + dOl ,I 
I, II l{I =fY + dr, + dOll ,!v~I =f;I + d'g + dOll ,lv~I =ff + drs + dOll , 

(116) 
und 
(tl7) 

III 
\ 
l,III - fIll + dr + d OIII l.lII - fIll -l- d r + d OIII ! • 3-3 g '[5-5,5 , 

I IV IY IV 
I IV vI =fl +dr,+do " . i- • 

I I P2 • I p. . I Pa• 1- -- I -~----II 

(134) 

, I _ . I . Ivi =fi + dr6 + dOl , 

! II 1,~I =f[,I + dr. + dOll, 'vf =ff + dr, + dOll, I • 

1:1.,' IIIv~II =f~II + dr, + d OIII, \t,!II =ffI + dr, + doIII , 11J~Il = ffl + drs + dOIII , 

IV l'~V =f~v + dr2 + doIV , iv!V =f.[v + dr, + do IV , ivir =fiv + drs + doIV . 

9. Diese umgeformten Fehlergleichungen konnen nach den Formeln (134) 
reduzirt werden auf die folgenden nur noch dOl, dOll, d OIII, d OlV enthaltenden 
Fehlergleichungen: 

I Satz·1 P,. 

1 

" -~-na' 

1 

" 
1 

\)6=[/6] +dol 

worin n 1, n 2, n 3, .•.. die Zahlen sind, die angeben Wle oft die Richtungen 
l' 1, r., r 3, •••• beobachtet worden sind. 

10. Die in den letzten Fehlergleichungen vorkommenden Werte [f] werden 
-samtlich = 0 , wenn fUr die Naherungswerte r 1 , r 2 , •••• r 6 das arithmetische Mittel der 
durch Subtraktion der Naherungswerte der Orientirungswinkel Ol, OIl, oIn, OIV 

orientirten Satzmittels genom men wird, wenn also beispielsweise r, berechnet wird nach : 
_ (/ _ oI) + ( siI _ OIl) + (s{V _ OIV ) 

r, - ----------3'-----------

=1 , 
=1, 
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Denn dann wird nach den Formein (112) und (115): 

f[ =} ( ( sf - OI) + ( sf - OIl) + (siv _ OIl' ») + oi - 8[ , 

ff = ! « s[ - (1 ) + ( sf - OIl) + ( s['" - OW ») + OIl - sf , 

ff" = f ( ( si ~ OI) + (8f - OIl) + ( s[T" - oIr ») + OIl' _ 8[T" , 

II. T. IV. A. 

[t, J = « s[ - OI) + ( BY - (11 ) + (sir - OIr») - (( s[ - OI) + ( sf _ OIl) 

+ (si!' ~oIV» =0. 

11. Hiernach ergeben sich aus den Faktoren u. s. w. der reduzirten Fehler. 
gleichungen die Faktoren a s. w. der reduzirten Endgleichungen wie folgt: 

INr. p·11 11,·1 i. : k·11.1 f. Iphh.!Phi·lphk·lphl·lphf·lpii.!pik.!pil. pif. pkk.lpkl·1 pkf·lpll.! plf. 

II 1 + I[ . i :. Ifi + 111 • I ! II+ f [ j i. I 
III 1 ,+1 1 .• 'fIll. . +1 ; + fIll 

I ii 
I • I i + Vir ,+ 1 + fir 

2P 11 
2IIIlI 
2lfT 1 

1+ Ii I· HI 1 + 1 l+f~I 
i+ 1 . iff I 1 + 1 

I I .1+ V~v 1 I 
+ f~II . I' 

+ 1 +;n' 2 , 

gI 1 1+ 11 . 1 .! Ifi + I, 
gIL 1 1.1+111

• I 'ff 1 +fiI 

gIII 1 I . 1 • + I' IfiIl, 1 + 1 

4Il 1 1+ 1. IfiI I I l+fiI 

4III 1 I 1+ 1 fiII I I . + 1 

4IV 1 : i+ lirirr 
! I 

51 1 + Ii' I If; + 11 I I' 

5II 1 . + 1, ' ,if I+ff I 

[ 

I 
I ! 

, I . I 
+l+fr"! 

5III 1 i !+1! ffI +1 l+ffI 

61 I 1 11+. I!, : : :rf + + ff I I .j II 

6IIIIl + 1 , If£lI + 1 1'+ f,~II , 
6IV 1 I 1 I, I+l:f£v I +1+f£r! 

11 I I I I 1 1 1 1 1 I 1 I 
1 -~I+ 11+1 , [+ 11 0 -3[-3 1'---3 -3 -13 . --3' I 
2 -Y.I"I+ 1h+r I _1 _1_~ _~_ll _{ 
3 -3+ 1,+ 11+ 11 " I 0 ~i-: -:1 I-I -}I -i 3 

4 -~:II ' 1
1
+ li+ 11+ III' 0 '11'1 1 -t -tl- j -_.~ I-i -j II 

5 -13+11+1+1.0 - ___ , 

6 -31 +11. +111+ 110 =ll 3 'i 1 3
1 

3 _II_'!\ --31 I 
~ 0 3, g I 3 



§ 33. Richtungsbestimmungen aus Richtungssatzen. 141 

,2. Die reduzirten Endgleichungen sind hiernach: 

dOI+l~doIl_~dOIII_ doli" +[/11] =0, 
3 3 

[ 4 II 10 III lOT III do- 3 do+-3 do -- do'+[t ]=0, 

- idol - dOll - dOIIl +~- do1V + [tIl"] = 0. 

Die Summe dieser Endgleichungen giebt ° = 0, die Gleichungen liefern also 
keine bestimmten Werte fiir dO l , dOlI, d OIl1, dow, was hier ebenso wie im § 32 
darauf zuriickzufiihren ist, dafs wir bis jetzt keine Bestimmung dariiber getroffen 
haben, auf welche Richtung als Anfangsrichtung die Richtungen bezogen werden 
sollen. Wir treffen diese Bestimmung jetzt und zwar in der Weise, dafs wir die 
Anfangsrichtung nehmen, die sich ergiebt, wenn 

d 0 1 + d oII + d 0111 + d 01F = ° 
wird. 

13. Addiren wir diese Gleichung zu allen reduzirten Endgleichungen, so 
erhalten wir: 

+ 131 dOl +~dolV+[fI] =0, 

+ 13 do 1I_l_doIII +[tI1] =0, 
3 3 

woraus d \/, d OII, d 011I, dOli" in einfachster Weise erhalten werden. 

14. Fur d r I, d r 2, .... d r 6 erhalten wir nach Formel (137): 
1 I II IV dr,=----(do +do +do ), 

n 1 

drz=-~( . +doII+doIII + doll') , 
nz 

dr3=--~(doI+dol1+doIII ), 
n3 

dr 4 = - ~ ( . + dol1 + do III + do1V ) , 
n 4 

drfi=-~(doI+dol1+doIII ), 
n5 
1 1 dr6=---(do 

ns 

oder, wenn wir von den in den Klammern stehenden Ausdriicken dO l + d 0 11 + d OIll 

+ d oJV = ° subtrahiren,: 

dr, = + ~do1II 
n ' I 

1 1 
drz =+-do , 

n2 

1 IV 
dr3= + ---do 

n3 ' 

1 1 
dr4=+-do , 

n. 
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15. Bei der praktischen Anwendung des dargelegten Verfahrens kann jede 
Formelentwicklung vermieden werden, indem wie folgt verfahren wird: 

a) Aus den Beobachtungsergebnissen 8 werden durch Subtraktion der Nahe
rungswerte 0 der Orientirungswinkel die orientirten Satzmittel 8 - 0 gebildet. 
Diese werden gemittelt, womit die Naherungswerte r der Richtungen erhalten 
werden. 

b) Hiermit werden die Abweichungen der Naherungswerte von den Beob
achtungsergebnissen [= r - ( 8 - 0) gebildet. Die Summe dieser Ab
weichungen soIl fUr jede einzelne Richtung gleich Null sein. Die kleinen 
durch Abrundung der Zahlenwerte von r entstehenden Abweichungen der 
Summen von Null werden vemachlassigt. Die Sllmme der Abweichungen [ 
fur jeden Satz liefert die Werte [[11, [[II], [[III 1, .... , die die Absolut
glieder f 1, f 2, f 3, .:.. der reduzirten Endgleichungen sind. 

c) Sodann wird fUr die Bildung der Faktoren der reduzirten Endgleichungen 
eine Tabelle nach folgendem Schema hergestellt: 

I .1 I' I I I I I; 
'[I I. . . ;; ..; I 

p. ,Ia. b. c. d·I···· ~ III ~II'" ~ ~ ~I"" ~ II···· 
I: I I i I 

I I I 
In diese Tabelle wird in die mit Satz I, Satz II, Satz III, Satz IV, .... 

uberschriebenen Spalten + 1 eingetragen fUr jede Richtung, die in dem 
betreffenden Satze vorkommt. Fur nI , nIl, nIlI, nIl', .... wird die Anzahl 
der Richtungen eingesetzt, die in den'Satzen I, II, III, IV, .... vorkommen 
und fur n 1 , .n 2, n 3, •••• die Zahl, die angiebt, wie oft die Richtungen 
1 , 2, 3, .... beobachtet worden sind, wonach sogleich die Bildung der 
Faktoren der Endgleichungen in dieser Tabelle in gewohnter Weise erfolgen 
kann. Die in den Spalten fur p a a , p a b , pac, .... vorgetragenen Beitrage 
nl + 1, + 1, + 1, .... zu den Summen [p a a J, I p a b], [p a C 1, .... sind, 
wie eine Betrachtung der Tabelle auf Seite 140 zeigt, die Beitrage, die die 
in dem Schema unberucksichtigt gelassenen Fehlergleichungen und die 
Gleichung dO l + d OII + d o III + d OIV + .... = 0 zu den Faktoren der redu
zirten Endgleichungen liefem. 

d) Durch Auflosung der reduzirten Endgleichungen werden die Zahlen
werte von d 01 , d OIl, d OIII, d 01;-, •..• erhalten, und danach die Zahlen
werte von d r 1, d r 2, d r a, .... , indem richtungsweise die Summen der 
d 01 , d oII, d OIII, d oIT-, •.•• derjenigen Satze, worin die Richtungen 
1,2, 3, .... nichtvorkommen, gebildet unddurchn " n 2 , n a , •••• dividirt 
werden, so dafs also beispielsweise, wenn die Richtung 2 im Satze I, 
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III und V beobachtet worden ist, wahrend sie in den Satzen II und IV 

nicht beobachtet worden ist, d r 2 = 1 3 ( d OIl + d OIl") ist. 
n2-

Wenn in allen Satzen alle Richtungen vorkommen, weun also alle 
Satze voll sind, so werden hiemach die Aenderungen d r 1, d r 2, d r 3, •••• 

samtlich gleich Null, und die wahrscheinlichsten Werte r der Richtungen 
sind _dann gleich den Naherungswerten r. 

e) Nachdem die wahrscheinlichsten Werte 0 = 0 + d q. der Orientirungswinkel 
und l' = r + d r der Richtungen gebildet sind, werden zur Probe fUr die 
gesamte Rechnung und behufs Berechnung des mittleren Fehlers die 
wahrscheinlichsten Werte S = r + 0 der Satzmittel und die wahrschein· 
lichsten Beobachtungsfehler ~'= S - 8 gebildet. Die Summe der wahr· 
scheinlichsten Beobachtungsfehler mufs nach den Formeln (128) sowohl 
fiir jede einzelne Richtung, als auch fiir jeden Satz gleich Null sein. 

f) Der mittlere Fehler m = m einer Richtung vom Gewichte 1 ergiebt sich 

Nr. der 
Ziel· 

punkte. 

840 
51 
35 
46 
42 
52 

[8] 

840 
51 
35 
46 
42 
52 

nach Formel (125) m=m=± ,/Cvv], worin, wenn nr die Anzahl der V n- q 
zu bestimmenden Richtungen und n" die Anzahl der beobachteten Satze 
bezeichnet, die Anzahl der zur einfachen nicht versicherten Bestimmung 

II Satz IlL Satz IV. 

I 0 ! I I " o I I I " o 

1. Satzmittel 8. 

28 30 I 42 '\1 73 25 I 30 1\ . 'I . 1 . Ii 163 I 28 I 30 
• I • I ' 1142 28 1 22 187, 35 20 232 31 145 

1l:!2117 40
1
167 12' 07 212119 23 I. • • 

• I . I . 1, 201 16 1 02 246 I 22 40 1291 18 1 58 
185' 35 47 '11230 29147 275137 03 I. • -. 

221 115 I 50; . I _ . 311 I 16 ! 5311 356, 13 I 38 

I 39 I 5911 I 51 ! 48 II I 11 1 19 Ii I 32 I 51 

2. Naherungswerte 0 der Orientirungswinkel. 

281 30 1 40 il 73 1 25 i 30 1[ 118 1 3l:l : 20 1: 163 1 28 1 30, 4. Nahe~ungswerte 
der Rlchtungen 

_[8-0] 
3. Genahert orientirte Satzmittel 8 - 0 • r - --n-- . 

0,001 02 0 00 ' 00 II . ' . ' . II 0' 00 I 00 0 00 00,7 

. I - , . 69 02 I 52 II 69 03 1 00 69! 03 15 69 03 02,3 
93,47 00 93 46 1 37 II 93 47' 03 - I - - 93 46 53,3 
. 1 . 127 50 1 32

1
1127 50 I 20 1271 50 28 127 50 26,7 

157 05 07 157 04 17 1157 04, 43 . _ 157 04 142,3 
192\45 10 _ I . 192 1 44 1 33 1921 45 08 192 44 ,57,0 

[8 -0] 137119\1 I 44 I 18 II 
i 071301 1 29 i 39 II 

I 38 I 51 

1541 00 
} I 30 I02,b['1 +n-o 1 02 I 40 I i 41 40 Probe. 

=[ 8] 
I 39 i 59

11 151 '1
48

11 111 1
19

11 
I 32 1 51 

1 I , , I ,I I I 
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Nr. der 
Ziel· 

punkte. 

(340 
51 
35 
46 
42 
52 
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o I I I· II 

I 

II 
1 

Satz 1. Satz II. 
I 

Satz III. Satz IV. 

I I 
, 

0 I r II 0 I I II 0 ! 
, 

I 
II i 0 I I II 

5. Abweichungen f = c - ( .~ - 0 ) • Summe. 

1-1 1: 3 
,. 

: + 1 0.71 H I 1 + 07 + 0,11 
+ ·10,3 2,3 - 112:7 - 0,1 

1-- 6,7 I + 16,3 9,7i I I. - 0,1 
!- 5,3 1+ 6,71 - I 1,3 + 0,1 

1- 247 (+ 25,3 1- ! 0,7: ' I -1°,1 
1-113:0 1 i + ; 24,0" i-i1i,0 0,0 

[[I]=_ 45,7il[fII] = + 47,3!I[fIII] = + 22,611 [[IV] _ 24,3 
-1°,1\ 

6. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 

, 1 d I 
'T 0 

7. Endgleichungen. 

1 IV +-a-do -45,7=0, 

+47,3=0, 

_1 dOII+ 1~ dOIII + 226 ° 3 3 . ,= , 

11 IV + 3-do -24,3=0. 
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8. Auflosung der Endgleichungen. 

120 I 1 -3-do -502,7+24,3=0, dOl =+12,0", 

~~~ doII + 614,9 + 22,6 = 0, I dOll = -11,4 , 

l:~ doIII+ 293,8 + 47,3 = 0, d,oIII = - 6,1 , 

dOll' =+ 5,5, 

9. Wahrscheinlichste Werte 0 

der Orientirungswinkel. 

0 1 =01 +do1 _ 28°30'52~0", 

OIl = OIl + doII = 73 25 18,6 , 

oIII = o III + dOIII = 118 32 13,9 , 

on- = on- +do IT- = 163 28 35,5 , 
!~O dOll' _ 267,3 + 45,7 = 0 , 

LdoJ = 
[oJ=[o] 

0,0 . 
57 00,0 . 

I ______ .-______________ ~i ____________ ~ ____________________ . ___ ____ 

840 

51 

35 

46 

42 

52 

Nr. der 
Ziel

punkte. 

340 
51 
35 
46 
42 
52 

10. Wahrscheinlichste Werte " der Richtungen. 

dt, = _1 dOIII = _ 2,0", 
3 

r, = t, + dr, = 359 a 59' 58,7", 

1 I 
dt2 =-S-do =+4,0, ;' 2 = r 2 + dr 2 = 69 

dr3 = 
1 IT-
3-do =+1,8, ;'s=t3+ dt 3= 93 

1 dr. = - dOl =+4,0, r. = t. + dr. =127 
3 
1 IT-

dro =-~-do =+1,8, ;' 5 = r 5 + dr 5 = 157 

1 II dr,; = a-do =- 3,8, "6 = r 6 + dr 6 = 192 

[dtJ = +5,8, [r J = [r J + [dr J = 

11. Wahrscheinlichste Werte 8 = r + 0 der Satzmittel. 

Satz 1. ~; Satz II. Satz III. 

il',1 °i'l" O!'III 0[/1" 

Ii 
I Satz IV. 

I o , , , I " 

I I I I' I! I i 
2.8 I 30. 150.,71, 147321 ~58 i 2147',39 , ! 163 I 28 34,2 

I I 
- 187 I 35 I' 20,2 232 31 41,8 

122' 17 47,1 1167 i 12 13,7 212 i 19 09,0 

03 06,3 , 

46 55,1 , 

50 30,7 , 

04 44,1 , 

44 53,2 , 

30 08,1 . 

• I 201 1 15 49,3 246122 ,44,6 291 19 06,2 
185 35 '136,11230 30,02,71 275 36! 58,0 . I 
221 15 45,2. I. 11311, 17 107,1 356 13 28,7 Probe. 

139 :59,111 1
51

1
47,911 ! 11 118,911 1

32
1
50,9 [8J=[8J. 

Koll. 2. Auf!. 10 
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Nr. der 
Ziel· 

punkte. 

840 
51 
35 
46 
42 
52 

840 
51 
35 
46 
42 
52 
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II 

II Satz I. Satz II. Satz III. Satz IV. 

II o I I I II o I I I II o I I I II o I ' I II 

12. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v = S - s . Summe. 

+ 8,7 - 12,7 I 
+ 4,2 +0,2 

+ 2,9 + 0.2\ - 3,2 -0.1 
+ 7,1 + 6,7 - 14,0 -0,2 

I • - 12,7 + 4,6,1 + 8.2 +0,1 
- 1 10•9 + 15,7 -

5,011 
-0,2 

-I 4,8 + 14,l - 9,3 0,0 

!+I 

! I 0,111 \-1 0,1\1 I-I 0,1\1 1-\ 0,1 -0,2 

13. Quadratsumme [v t' 1 . Summe. I 

I ~61 1161 I 18! 255 I 

8 I 0 10 18 

50 \ 
45 I 196 291 , 

161
1 

I 
21 

\ 

67 249 
119 1~6! 25 

86 1 

I 390 
I 23 1 

I 199 308 
I , 

1
268 

\ II 
\621 i 

Ii 
\ 441\ 

II 
1
181 1 11511 = [ t't' J 

I , I i -V-[vV1-- -V- 1511- II 

1 m=m=± n-(nr +'/t.-1)=± 18-9= ± 13,0 . 

I 
der n,. Richtungen q = nr + n 8 - 1 ist. Dafs die Anzahl dcr zu bestim
menden GrOfsen in unserer Rechnung = n ,. + n. ist, widerspricht dieser 
Bestimmung von q nur scheinbar, denn eine von den in der Rechnung 
vorkommenden zu bestimmenden GrMsen mufs willkurlich angenommen 
werden, um fur die fibrigen bestimmte Werte zu erlangen. 

16. Nach dem vorstehend dargelegten Verfahren ist die Rechnung ffir unser 
Beispiel in den vorstehendell Tabellen (Seite 143 bis 146) durchgeffihrt. 

17. Nach den Formeln (128) soIl hier, wo die Gewichte p = 1 sind, 
[ a v ] = [ b v ] = [ e v] = .... = 0 .sein. Bilden wir nun die Summen [a v], [b v ] , 
[ e v] , .... mit den unter Nr. 6 erhaltenen Werten der Differenzialquotienten a , b , e , .•.. 
und mit den unter Nr. 3 in den Fehlergleichungen (109) und (110) erhaltenen 
Ausdrficken ffir die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v, so erhalten wir 
folgende Gleichungen: 

[av]=(rl+ol-s{)+(rl+oll-sfl+ +(r1 +ol T' -sf")=O, 

[bvl = (r2 +oll_8~I) + (r2 +olIl_8~lT) + (r2 +olT' _ s~r) = 0, 

.................................................. . 0, 
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[hv]=(rl+oI -sf )+ +(r3+01-8~)+ 
+(rs+oI -s~ )+(r6+oI -s~ )=0, 

[iv J = (rl + oIl - 8iI )+ (r2 +°11 -sf) + (r3+ 011 -Sf) + (r" + oIl -8iV ) 

+ (r5+ oII _8~I)+ =0, 
............................................................................................ '" ...... ... , 
[lv]=(r1+oIV -srv)+(r2+ oIV _s~V)+ 

+ 
+(r,,+oIV -si'") 
+(ra+ OIV _srr)=O. 

Hiemach mufs, wie leicht zu iibersehen ist und wie unter Nr. 15 e bereits 
angefiihrt ist, die Summe der Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten 
Werten r der Richtungen und den orientirten Satzmitteln 8 - 0, oder, was dasselbe 
ist, die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sowohl fur jede einzelne 
Richtung, als auch fur jeden Satz gleich Null sein. 

18. Aus den obigen Gleichungen folgt: 

rl= i (8i-oI)+(8{l-oIl)+ +(8fv _oIV»), 

r 2 = {- ( + ( 8~I - oIl) + ( 8~1I _ oIll) + ( s~V _ aIV» 
.................................................. , 

.......... , 

Hiemach sind die wahrscheinlichsten Werte der Richtungen r je gleich dem 
arithmetischen Mittel der orientirten Satzmittel 8 - a fur die betreffende Richtung 
und die wahrscheinlichsten Werte der ~rientirungswinkel a je gleich dem arith· 
metischen Mittel der Unterschiede s - r der Satzmittel und der wahrscheinlichsten 
Werte der Richtungen in dem betreffenden Satze. 

Auf diesen Regeln beruht das folgende vielfach angewendete Naherungs· 
verfahren: *) 

Es werden in irgend einer Weise moglichst gute erste Naherungswerte 0' 

der Orientirungswinkel gesucht, damit die Satzmittel s orientirt und die orientirten 
Satzmittel 8 - 0' richtungsweise gemittelt, womit erste N aherungswerte t' der 
Richtungen gewonnen werden. Diese werden von den onentirten Satzmitteln 
subtrahirt und die erhaltenen Unterschiede (8 - 0') - t' werden richtungsweise 
und satzweise addirt. Die Summe der U nterschiede (8 - 0' ) - t' mufs richtungs
weise gleich Null sein, da die Werte r' das arithmetische Mittel der fur jede 
Richtung vorliegenden orientirten Satzmittel 8 - 0' sind. Das arithmetische Mittel 
der Unterschiede (8 - 0') - t' in jedem Satze liefert zweite Naherungswerte 0 II 

der Orientirungswinkel, die, den einmal onentirten Satzmitteln 8 - 0' beigefiigt, 
die besser orientirten Satzmittel (8 - 0 I ) - 0 1/ lief em , die nun weiter behandelt 
werden, wie die einmal onentirten Satzmittel. Hiermit wird fortgefahren bis 

0) Vergl. Helmert, Ausgleichungsrechnung, S. 154 If., Jordan, Handbuch der Ver. 
messungskunde, 2. Aufl., 1. Band, S. 341 If., 3. Aufl., 1. Band, S. 228 If., Kataster.An. 
weisung IX v. 25.10.81, S. 93 If., Gaufs, Trig. und polyg. Rechnungen, 2. Aufl., I. Teil, 
S. 192 If. 

10* 
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die Summen der Unterschiede zwischen den ori~ntirten Satzmitteln und den Mittel· 
werten der Richtungen sowohl rlchtungs. als satzwelse gleich Null, oder so nahe 
gleich Null sind, . dafs die Abweichungen von Null vernachlassigt werden konnen. 
Wenn dies' erreicht ist, stimmen die zuletzt erhaltenen MittelWerte der Richtungen i: 
so genau mit den sich 'bei dem direkten Verfahren ergebenden wahrscheinlichsten 
Werten r der Richtungen uberein', dafs die ersteren fur die letztereh' genommell 
werden konnen. 

Anstatt zuerst Naherungswerte 0 I der Orientirungswinkel zu ermitteln, konnen 
auch zuerst . .Naherungswertet ' der Richtungen bestimmt werden. Dann andert 
sich das ganze Verfahren nur in sofern als die ·obigen Formeln oder Regeln fur r 

und 0 in ·umgekehrt.er ReihenfoIge angewendet werden. 

Das Naherungsverfahren fnhrt urn so schneller zum ZieI, je lllehr die ersten 
Naherungswerte bereits den wahrscheinlichsten Werten nahekommen. 

§ 34. Richtungsbestimmungen aus Richtungssatzen. 

2. Verfahren. 

Auf 816 sind die Richtungen nach den 8813, 17, 18, 20 in 16 Satzen mit 
gIeicher Genauigkeit beobachtet worden. Die Beobachtungsergebnisse sind so weit 
wie thunlich in der Weise zusammengefafst worden, dafs fur die Satze, worin 
dieselben Richtungen vorkommen, das Mittel aus allen Beobachtungsergebnissen 
gebildet worden ist. Diese gemittelten Beobachtungsergebnisse sind: 

Satz· Satz· Satz· Satz· Satz· Satz· 
gruppe I. gruppell. gruppe III. gruppe IV. gruppeV. gruppe VI. 

Mittel aus 3 Satzen. 2 Satzen. 3 Satzen. 4 Satzen. 2 Satzen. 2 Satzen. 

o 1 I 1 II 01 I 1 " o I ' i " o I I 1 II' o 1 I 
, 

II . 0 1 I 1 II , 

01 00 1 00 .1 .1 . 

, 

00 I 00 I 1 P1 =813 0 00 00 0 0 00 00 
P2 = 17 12 04 38 01 00 ,00 12 04 13 I ~lo~lo~ 12 04 37 
Pa= 18 37110 1 03 2505\40 37 10 \ 20 
P4 = 20 55 147 138 43 i 42 45 55 I 47 20 I • 18137 i 50 

1021191 
I 1 

\48\ 25 1 i 51 133 1 
I I 

: 10 i 20 1 \37\ 50 1 \ 04\37 

Es sollen die wahrscheinlichsten Werte r 1, r 2 , r 3, r, der Richtungen und 
der mittlere Fehler m einer einmal beobachteten Richtung berechnet werden. 

Wir nehmen aIs Gewichtseinheit das Gewicht des Mittels aus 2 Satzen, so 
dafs das Gewicht des Mittels aus 3 Satzen = 1,5, aus 4 Satzen = 2,0 ist, wahrend 
das Gewicht einer einmal beobachteten Richtung = 0,5 ist. 

1. Wenn, wie im vorliegenden Beispiele, die Anzahl der Richtungen kleiner 
ist als die Anzahl der Satze, empfiehlt es sich, das im § 33 behandelte Verfahren 
derart zu andern, dafs in den reduzirten Fehlergleichungen und demnach auch in 
den reduzirten Endgleichungen nur die Aenderungen d t 1, d r 2, d t 3, • " der 
Richtungen vorkommen. 

Mit Beibehaltung der im Beispiele 3 gewahlten Bezeichnungen ergeben sich 
fUr das vorliegende Beispiel die foIgenden umgeformten Fehlergleichungen: 



(116) 
und 
(117) 

P, 

P2 
Pa 
p. 

P, 

P2 
Pa 
p. 

P, 

P2 
Pa 
p. 

I 

I 

I 
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Satzgruppe I. I Satzgruppe IV. 

t{=ff+dr,+doI , Gew. =pf, I IV IV IV n r 
VI =fI +dr,+do ,Ge~'=PI' 

t'~=f~+dt2+doI, 
" =p~, 

v:=f:+dra+ dOI , =pL I v:l' =fr +drs+doIV , n r 

" 
,. =Ps' 

vi=fi+dr.+doI , " =pL I ----

Satzgruppe II. I- Satzgruppe V. 

vf = f~I + dr2 + doII , Gew. = p~I, 
vf =f~I +dra +dOII , =pf, V V - V V 

" 
I 

1'S =f3 +dra+ do ,Gew. =Ps , 
t,!I =ff+ dr.+doII , =p!I, vr =ft +dr.+doV , V 

" " =P4 , 

Satzgruppe III. ! .Satzgruppe VI. 

viII =ffII +dr, +doIII , Gew. =pfI~ v[I=f[I+dr,+do VI , Gew.=p[I, 
v~II =f~II + dr2 + doIII_, 

" 
=p~II, vfI =f"[I +dr2+doVI, 

" 
=p"[I, 

viII =ffI + dr. + dOIII , 
" 

=pfI, I 
2. Diese umgeformten Fehlergleichungen konnen nach den Formeln (130) 

reduzirt werden auf die folgenden nur noch dr" d r 2, d r 8, dr. enthaltenden 
Fehlergleichungen: (130) 

I Satzgruppe I. I Satzgruppe IV. 
1---

uf=ff+dr" Gew. =pf, i ufv =ffv +dr" Gew. =pfl' , P, 

P2 u~=f~+dr2' " =p~, 
Pa u:=f:+dra, =p~, IV IV =p~l', 

" 
u3 =fs +dra, " 

p. ui=fi+dr., " =pi, 

I Satzgruppe II. I Satzgruppe V. 
I 

-----
P, I 

P2 u~I=f~I+dr2' Gew. =pf, 
P a uf=f~I+dra, " 

=p~I, ur =fi: + l1ra, Gew. =pr, 
p. uiI=fiI+dr., =pf, V v =pr, 

" 
u4 =f4 +dr., " 

I Satzgruppe III. 
1 

Satzgruppe VI. 
-- ---

P, UfII = ffII+ dr, , Gew. =pfII, I u[I=ffI+dr" Gew. =p[I, 

P2 U~II =f~II + dr2, III urI =f[I + dr., VI 
" =P2 , " =P2 , 

Pa 
p. UfI =fiII + dr., 

" =piII, 

S. G.I uI =pI[l] + pIdr, + pI dr2+ pIdra+ I 1 
p dr., Gew. = ------.r-T' 

np 

S.G.II uII = pII [fII] +pII dr2+pII drs+pII dr., 1 

" 
=----, nII pII 

S. G.lII UIII = pIII[lII] +pIII dr, +pIII dr. +pIIIdr" 1 

" = - nIII pIII 

S.G.IV un" =pn"ffIv]+pIl' dr, +pIV drs 1 , 
" - - nIl' pIT' 

S.G.V DV =pT'[l"] +pv dra +pv dr" 
1 

" - - nVpV . 
S.G.VI UVI =pT"I[fVI] +pVI dr, +pVI dr. 

1 , 
" =- T"I VI' n p 
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worin n I , nIl, n III , .•.• die Anzahl der Richtungen in den Satzen I, II, III, .... 
bezeichnet. 

3. Die in den letzten 6 Fehlergleichungen vorkommenden Werte [I] werden 
samtlich = 0, wenn fUr die Naherungswerte 0 1 , oIl, .... 0 VI das arithmetische 
Mittel der Differenzen 8 - r in den einzelnen Satzen genommen wird, wenn also 

beispielsweise 0 1 berechnet wird nach: 

Nr. 

I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

I (8; --- r ,) + ( 8; - r 2 ) + ( 8; - r 3) + ( si - r 4 ) 
o =--- n I =4 ___ . 

Dehn dann wird nach den Formeln (112) und (115): 

::: 'Hi:.1 j ! ;1 
I p. II a. I b·1 c. Ipaa·1 pc/b. i pac. I pad. I paf. I 

1,5 I 1+1 i Iff 
I I i +11 fI 1,5 

I 
1 I 

1 

1 

2 II +11 
2 I • I 

1 

1 

311 · · -8 +1:+1+1 

-! II . 1 + 1 

-{ 1+11+1 
-1 1+1 . +1 

I 

I III 
fl 

ffI 

ffl 

V 
f3 

,+ 1 1 fr 

+1 

+ 1 + 1 

o 
o 

o 

+1 o 

+ 1,5 I 

+ 1,5 

+2 

+1 

11 
- J2 

-1 

I 

I 

1 

31 

I - 8 

I 

I _, 2 I 

I . 
I 1 

I l' I I - 12 

-1 

+ 29j. 11/ I 11/1 I _ 7/S 
Si- 8,- 81 

i : . 
+ [ptf,] I 
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ff = r 1 - Sf + -:1- (( sf - r 1) + ( 8~ - r 2 ) + ( s~ - r 3) + ( 8£- r .») , 

f§ = r 2 - 8§ + {- ( ( Sf - r 1 ) + ( Si - t 2 ) + ( 8~ - r 3 ) + ( 8i - r 4 ) ) , 

I I 1 ( I I), I I)) f 3 = r 3 - 83 +4 (81 - t 1 ) + ( 82 - r 2 -j- ( '<3 - r 3 ) + ( 84 - r 4 , 

fi = r 4 - 8i + i- ({ Sf - r 1 ) + ( 8§ - r 2) + ( 8~ - r 3) + ( 8i - r 4») , 

[l] = r r - SI] + [SI - r] = O. 

4. Ferner konnen die letzten 6 Fehlergleichungen nach Formel (142) noch 
vereinfacht werden, indem dafiir gesetzt wird: 

-, pbb. ! pbc. I pbd.1 pbf· I pee. ped. 
iii 

I 
I I I 

+ 1,5 , + 1,5fi I 

I 
+ 1,5 

I 
+ 1,5f~ 

+ 1,5 + 1,5fi 
I 

; I 

f~I I I +1 , + ! +1 + I~[ , 

pef· I pdd. P~l. II 

I +1 + IiI 

I 
I 

+ 1,5 I + 1,5f~J[ 
I 

I + 1,5 + 1,51iII 

+2 + 2fr 

+1 + IX 
+1 I + v 

1.1 

+1 + VI 
f2 I I I 

3 ' 3 ' _3/s - S!s 

I 
3.1 

: 
3' 

I 
- /s ~ is - I" I - ,8 

Ii _1/3 - 1/ 1/3 - 11 I 
-\~ - f3 13 

, - I 13 

I i I i 

_1/2 1, 
I _1/2 - 12 I 

I 
I 

-1 ! I 

-112 

I 
_1/2 

• 

- 1 I I 2 
I 

I i I 
I 

, 
1 , 

I I - {2 I I I I I 
I I 

I ! 291 I I + 791 I 171 I 291 I [pd2 ] + 791 I [p sial + 79!2J [pd.] . ;24: - /24 I - i2<:l 1 124 1- J24 ! I I i 
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Il =dr,+dr2+dra+dr., Gew. =-Y~-, 
n 

llII = +dr2 +dra+ dr" 
pIl 

" - nli' 

llIlI=dr,+ dr 2 + dr" 
pIlI 

" - nIlI' 

IJ" 
+dra 

pIV 
II =dr, 

" -nIV ' 
v 

I" +dra+ dr ., 
p 

II = 
" --~V' 

VI 
VI -_L II =dr, + dr2 

" - n VI ' 

II. T. IV.A. 

5. Hiernach ergeben sich die Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen 
aus den Faktoren u. s. w. der reduzirten Fehlergleichungen wie folgt: (Siehe die 
Tabelle auf Seite 150 und 151.) 

6. Die reduzirten und behufs Vereinfachung mit 24 multiplizirten Endgleichungen 
sind hiernach: 

+ 87 dr,-33 dr2 -33dra-21 dr. + 24[p,[, ].=0, 
-33 dr, + 79 dr2 -17 dra-29dr. + 24[pd2] =0, 
-33 dr, -17 dr2 + 79 dr a- 29 dr. + 24[p ala] =0, 
-21 dr,-29 dr2 -29dra + 79 dr. + 24rp .1.] =0. 

Die Summe dieser Endgleichungen giebt 0 = 0, die Gleichungen lief ern also 
keine bestimmten Werte fUr dr" d r 2, d r a, dr.. Setzen wir nun aber die bis 
dahin noch unbestimmte Anfangsrichtung derart fest, dafs 'wir die Anfangsrichtung 
nehmen, die sich ergiebt, wenn 

dr,+dr2+ dr a+ dr .=0 

wird, und addiren wir diese Gleichung, nachdem sie mit 24 multiplizirt ist, zu den 
reduzirten Endgleichungen, so erhalten wir:, 

I11dr,- 9dr2- 9dra+ 3dr.+24[p,[,]=0, 
-9 dr, + 103dr2 + 7 dra- 5dr. + 24[pd2] =0, 
-9dr,+ 7dr2+103dra- 5dt.+24[pala]=0, 
+3dr,- 5dr2- 5dra+ 103dr.+24[p.I.]=0. 

7. FUr dOl, dOll , .••• don erhalten wir nach Forme1 (133): 
I 1 

do =--y( dr, + dr'2 +dra + dr,), 
n 

II 1 do = -Ii ( . + dr 2 + dr 3 + dr.), 
n 

oder, wenn wir von den in Klammern stehenden Ausdrucken dr, + d r 2 + d r a 
t dr. = 0 subtrahiren,: 



§ 84. Richtungsbestimmungen aus Richtungssatzen. 

11 1 
do = + -Ii dt " 

n 

n- 1 
do =+--yr(dt,+dt.), 

n 

dol" =++(dt , +dt 2 ), 

n 
III 1 n 1 

do =+ IIIdta, do =+--r_j(dr 3 +dt 4 ). 

n i n 
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S. Die Bildung der Faktoren der reduzirten Endgleichungen kann nach 
folgendem Schema erfolgen: 

p. 

:;,:iR.l. R. 2.!R. 3.IR.4.I
I
.··. [p,] + 1: +11 +11+11 .... [P2] + 11

1+1 +1 .... [Pal + 11+11 .... [P4] + 1\1 .... 
J _ pI ! I : I ' , I 1 

-;:~ I' I • I I I I 

II nI~ I. I I ' i 

III P~~j I I i j ! I I I 

··~···I I I I I I I I I. I J ! I 

I I ! iii I I I I I I I I 
n. Diepraktische Durchfiihrung des hier entwickelten 2. Verfahrens ist' ganz 

ahnlich wie beim 1. Verfahren (§ 33), so dafs es zur weiteren Erlauterung nur noch 
der Durchrechnung unseres Beispieles bedarf, die hier folgt: (Siehe die Tabellen 
auf Seite 154, 155 und 156.) 

10. Das im § 33, Nr. 17 und 18 dargestellte Naherungsverfahren kann auch 
im vorliegenden Falle, wo die in die Rechnung eingefiihrten Beobachtungsergebnisse 
verschiedenes Gewicht haben, angewendet werden, wenn die Gewichte entsprechend 
beriicksichtigt werden. N ach den F ormeln (128) solI hier [p a v ] , [p b v ] , t p c v ] , .... 

gleich Null sein. Bilden wir diese Summen in gleicher Weise, wie im § 33, Nr.17, 
so erhalten wir: 

I 
I 

[p a l' ] = pi ( r 1 + 01 - si ) + + pill ( I' 1 + oIll - sf I ) + pi'- ( r 1 + olT- - sr ) 
+ VI l"I VI + PI (r 1 + 0 - SI ) = 0 , 

[p b l' ] = p~ ( r 2 + 0 1 - s~) + p~I ( 1', + oIl _ s~I) + p~II ( r 2 + oIll _ s;Il) + 

--1-. + p? (r, +oV1 -srI)=O, 

... , 
[p d l' ] = p! ( r 4 + 0 1 - s! ) + pf ( r 4 + oIl - sf) + pfI ( r 4 +oIll - ~f1) + 

+pl' (1'4 + 01' -I'n + =0, 

[p e v] = pi (j 1 + 0' - si ) + p~ (r 2 + J '- s~ ) + p' (r a + oI - ,., ) + p! (r 4 + 0 1 - s! ) = 0 > 

[p g v ] = + p~I ( r, + oIl _ s~l) + p~I ( r a + 0 11 _ sf) + pi] ( r 4 + oIl - s!I) = 0, 

17 T'I n I-I T"I 17 l p I v] = PI (r 1 + 0 - SI ) + P2 (r, + 0 - 82 ) + + 
Hiernach mufs die Summe der mit den Gewichten multiplizirten 

Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten Wert en r der Richtungen und 
den orientirten Satzmitteln H - 0, oder die Summe der mit den G e w i c h ten 
m ul tip 1 i zirte n wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sowohl fur jede einzelne 
Richtung., als auch fiir jeden Satz gleich Null sein. Dasselbe mufs in jedem Satze 

... , 
=0. 



154 Vermittelnde Beobachtungen. II. T. IV. A. 

der Fall sein fur die nicht mit den Gewichten multiplizirten Abweichungen oder 
Beobachtungsfehler, da die Gewichte der einzelnen Richtungen in jedem Satze 
einander gleich sind. 

11. Aus den obigen Gleichungen folgt: 

r 1 = d;] (pi ( si - 01 ) + + pill ( sfl - OW) + pi" (sf'" - 01 v) + 
+ pi'l (srI - on) ) , 

+ 

.......................................................... , 
r 4 = d"J (pi (si - 01 ) + pr1 (sf - all) + pfI (sf1 - alII) + + pt (st - 0 V) 

+ ) , 

Nr. der Satz 1. Satz IV. 1 Satz V. 
II 

Satz II. Satz III. II Satz VI. 
Ziel- Gewicht Gewicht Gewicht Gewicht Gewicht 1 Gewicht 

punkte. = 1,5. =1. = 1,5. =2. =1. 1 =1. 
° 1 I 1 " ° 1 I 1 " c I ,I " o 1 I I " 0 I I I "i 0 I ' I If 

1. Satzmittel s. 

313 ° I 00 I 00 II 1'1'11°1°°1°°11 °1°°1°°1 
'1"11 °100 

00 17 121°41 38 ° 1 00 1 00 1204113 I • 1 '1 . I' . 1204 37 
18 37 110, 03 11 25 

I 
05 140 II'i' . 11 37 10. 20 I ° 00 00 1[.1. . 

20 551471 38 43 142 45 55471 20 . I .: . 18 [37150 I .j. . 
[ s ] i 02 1 19 II 1481 25 11 151, 3311 110 12o II 1

37150 II 1041 37 

2. Naherungswerte t der Richtungen. Summe. 

<1=0°00'00", t 2 =12°04'40", t 3 =37°l0'20", t4=55°47'40". 02' 4O" 

3. Naherungswerte 0 = ~-=-~J der Orientirungswinkel. 
n 

813 I-I ~ 1'-12 +0 II 1- 2~!1 
I 

I ~ 1 : I: i : I[ 
I ° 17 I 

I-I 
3 1 18 - 171-12 04 40 II . I[ 

1 
1 ° i- 37110120 [I 20 -I 2 - 12 041 55 i 'I-1 20 '. . -- 371°91 50 1 

[s-t] 

1=1 ;~211-121 041415~~11 1-14711 I \ ° \1 '
2°1 10 II [-' 3 Summe. 

0 -115,7 1 0,0 1- 37110
1
°5,°1 1-1 1,5 - 15' 12,4" 

4. Genahert orientirte Satzmittel s - 0 . 

813 0 ' 00 052'1 . i . I . il 0:°°115,711 °\°0100,°11 . I. 1 . II 0100]01,5 17 121 04 \ 43:21 121 04 ,45,0 112 04 2ll,7 " "j" "I" I " ,,12104 38,5 
18 37 I lo,08,21[ 37 , 1025,0 '1. 1 ·1 . [[37

1
10 20,011 37 1101°5'°11 '1 '1 . 

20 55147,43,2 55i47i30,015547135,7 ... 1 55 :47155,°:1 ... 
[8 -0] 

! 
02 139,811 1°2140,0 11 152 ;20,111 110 120,011 i58100,011 i04]40,0 

+n·o -I . 20,8 - i 14 115,0 - . 147,1 1 . 1°0,°1 - 12011°'°1- . 1°3,0 . , 

= [8] 102 119,0 II 148 125,°11 151:33,0 II 11°120,°11 137 i5O,Oll 104137,0 

5. Abweichungen t= t - (s - 0). Summe [pt]. 

813 I-I 5,21 . I[ 1- 15,711 
I ' 001 

1+ 

i-I 1,5 - 32,8 = [pd,] 
5,01 1 

I 0:0 
17 - 32 1 - 1+ 11,3, 

I 
i+ ~,5 + 8,6 = [P2!2] 

18 ,+ 1
11:81 - 5°11 +,4,3[1 

15,0 + 27,7 = [P3ta] 
20 ]-1 3,2 1 + 110:0 1 I . 1-115,0 I - 3,3= [pd4] 

I + I 0,211 I I 0,°11 :-1 0,111 I I 0,°11 I I O,Oil I I 0,0 + 0,2 
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6. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 

1 p ·11 a. lb. Ie. I d·1 ~ ! iii 111 l I i I I 1 ~ I III 
1 

Satz I. 
S 13 S 1718 18 1820 

- 3/s + 1 + 1 + 1 + 1 
+ 6,51 + 1 
- 3/S - 3/S 

-'/8 + 1 + 1 + 1 - 1/3 -'/3 " II. 
" III. 

I " IV. 
, " v. 

" VI. 

_1/2 + 1 + 1 + 1 
-1 +1 +1 
_1/2 + 1 + 1 
_1/2 -I- 1 + 1 

7. Endgleichungen. 

-I-l11dr , -- 9dr2- 9dra+ 3dr,-787,2=0, 
- 9dr,+103dr2+ 7drg- 5dr,+206,4=0, 
- 9 dr, + 7 dr 2 + 103 dr 3 - 5 dt , + 664,8 = 0 , 
+ 3dr,- 5dr2- 5dra+103dr.- 79,2=0. 

8. Auflosung der Endgleichungen. 

Probe. 

+1111 - 9 1 - 9 1 + 3 1-787,2 +1031 +7 I -5 \+206,4 +103 1
\ -5 +664,8 +1031-79,2 

1+0,081 +0,081-0,027 +7,09 - Ii -1 1 0;- 63,7 - 1 0 - 63,7 0+21,2 -5580 -51331 

-0,01 +1021 +6 I -5 1+142,7 01 0 - 8,4 01+ 7,0 - 200

1

- 217 

II 

--0,47 \-0,059 +0,049 1 -1,40 +1021 -5 1+592,7 0,+29,1 -3444 -3856 
-0,09 1+0,01 1+0,0491

1
-5,81 +103'-21,9 - 5 -. 17 

+0,34 1 , +0,01\ -9229\-9223 
dr, +6,52 1 ; dr 21-1,05 1 dral-5,80 dr. +0,21 

9. Wahrscheinlichste Werte r 
der Richtungen. 

10. Wahrscheinlichste Werte 0 der Orientirungswinkel. 

dOl = 0 _ 0,0" 0 1 =01 -I-doI = - 5,2" 

doII =~(+6,52) =+2,2 oII =011 +dOII =-12°04'42,8 

dOIII }(-5,80) =-1,9 oIII OIII+doIII -17,6 
S13 rl=r,+dr,= 0°00'06,5" 

17 r2=r2+dr2=12 0439,0 doIV ~(-1,05+0,21)=-0,4 oIV oIT-+doIV - 0,4 
18 r 8 = r 3 + dr 3 = 37 10 14,2 
20 r,=t.+dr.=55 4740.2 do'- =~(+6,52-1,05)=+2,7 oV =0'- +dov =-37°10'02,3 

[r] = [r] - 02 39,9 
- 4,3 
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b j;; Satz I. Satz II. Satz III. Satz IV. ' Satz V. I Satz VI. <ti I I Ii /' ; ,I Ge~~tt ! Gew~c~t G~\~~~~t Gew~c.ht, Gew~c.ht II Gewtht 

N 0 1 ,I " I 0 I ,I" 0 I 'i " II 0 1 " ,. I o! ,I " :1 0 I ,I " 1 
Ir-~--~--~~-~~~~--~~~~~~~~~~~------

II 11. Wahrscheinlichste Werte S = r + 0 der Satzmittel. 

813 000'OI,311'! 'I' . r 359 
1
59 ,'1 48,911 °1°°1°6,,111,"1, .[ . II, °1°°1°2,2 

17 12104 i, 33,8 11 359 ,59 56,2, 12 04,,21,4
11

, . 'I:'" . I' . 111210434,7 
18 37110 I 09,0 251 05

1

' 31,4 . I' . 37 • 10 113,8: ° 1 00 11,9, . 1 . 1 . 
20 55 47 I 35,0 I 43 42 5741 55 47: 22,6 ,I ,I . i 18 i 37 j 37,91 . , " . 

102119,111 148 125,011 151 132,9 I, 110 i 19,911 137149,::)11 1°4136,9 
12. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler l' = S - s , Summe Lpv J. 

8 ~~ I + i !:~ 1111 i -I 38 11 1 + 11~:! Ii I + : 6,1 II 1 I . II i +' ~:; + ~:; 
18 I + : 6,0 I 1- 8:6 11

1
1 ' II 'I: 1-1 6:2 II 'I + i 1i,91 I - 0,1 I 

201 __ +I-+I~3'~07--+,~+~1_12~,4~-+i~+~2~,6~1~,-~, ~.~' -+-+1~12~,1~1~ __ ~~1 ____ ~0,~3 ___ ! 
1+10,111: I 1°,°11 I-i 0,111 1-1 0,111 1-1 0,21) I-I 0,11 -0,4 

13. Quadratsumme [pV1'], Summe. 

8 1~387 : I 2~ III I I iJ I i~,~ IIII I ~41 1 I . II ~ i:~ I 

20 I I~! I I : 1~! II 1 1 10 i ~7 I i I i!~ II I :!1 1 

'---:-j---1-I-96-i:II-i:---tI-24---2jif-) ~I -'!-30--1*"'))-+-1 -+1-15---1 if-II -+I--+i 2=88=-\111-_ +1--'-11---0-l1-_-1':":08---8-1 

I m=± 1/_-__ [pvvJ-===± 1/_1988 = + 12,5". m= ± m 11 _pI = ± 12,5 1/0},-5= ± 17,6".1 V n-(nr +ns-l) V 16- 9 - V V 

+ (8~I - r 2 ) + ( Sf - r 3 ) + ( srI - r 4 ) ) , 

17 1 n n 
o = 2- ( (81 - I' 1 ) + (82 - r 2 ) + + ) . 

Hiernach sind die wahrscheinlichsten Werte der Richtungen r je gleich dem 
unter Berucksichtigung der Gewichte gebildeten allgemeinen arithmetischen Mittel 
der orientirten Satzmittel 8 - 0 fUr die betreffertde Richtung und die wahrschein
Iichsten Werte der Orientirungswinkel 0 je gleich dem einfachen arithmetischen 
Mittel der Unterschiede 8 - r der Satzmittel und der wahrscheinlichsten Werte der 
Richtungen in dem betreffenden Satze. 

Aus den vorstehenden Formeln und Regeln ergiebt sich ohne weiteres wie 
bei dem im § 33, Nr. 18 dargestellten Naherungsverfahren notigenfalls die Gewichte 
zu berucksichtigen sind. *) 

§ 35. Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 
Wir benutzen hier nochmals das bereits im § 21 nach dem Verfahren ffir 

direkte Beobachtungen behandelte Beispiel und losen die dort gestellte Aufgabe 
nunmehr nach dem Verfahren fur vermittelnde Beobachtungen . 

• ) Beispiele sind an den in der Note zu § 33, Nr. 18 angegebenen Stellen gegeben. 



§ 31). Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 

Wir setzen die das 
Nivellementsnetz darstel
lende Figur wieder hier
her und stellen die ge
gebenen Hohen, die ge
mittelten Hohenunter
schiede (Spalte 5, Seite 85) 
und deren Gewichte 
(Spalte 6, Seite 85) hier 
nochmals zusammen: 

Gegebene I 

I Hohen. 
I 

I H, = 58,"'~5 
H57 = 61,1!2 
H5S = 61,128 
HS9=60,S25 

I , 

I 

1 

I 

Der Ziige 
I Anfangs-

Nr. lund 
. Endpunkte. 

1 I 1-2 
2 57-2 
3 57-4 
4 4-08 
5 58-5 
6 5-09 
'j 2-3 
8 4-3 
9 5-6 

10 6-7 
11 7-3 

I 

6 

z .. 

Gemittelte 
Hohen- Gewichte. 

unterschiede . 

.dh, = 2,97481 P, =0,82 

.d h 2 = 0,5625 \ P 2 = 0,44 

.d h a = x9,5052 P a = 1,12 
A h 4 = 0,4815

1 

P. = 1,02 
.d h 5 = 0,3038 P 5 = 0,56 
.d h 6 = X8,9010 I P 6 = 0,50 
.d h 7 = x5,6622 P 7 = 0,64 
.dh s =x6,7038 Ps =0,98 

H, ~X~23621IP' ~O.70 
.d h 10 = X7,3380 P 10 = 0,92 
.d h 11 = 0,35451 p 11 = 1,10 

[.d h] = Xl,0235il [p] = 8,80 
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Unsere Aufgabe ist wieder, die wahrscheinlichsten Werte H 2, H a, H., H 5, 

H 6, H 7 der Hohen der Punkte 2, 3, 4, 5; 6, 7 und den mittleren Fehler m 1 km 

eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Lange mit Zielweiten 
von 50 m, dessen Gewicht l> J km = 0,25 ist, zu berechnen. 

1. Zwischen den wahren Werten (.d h) der beobachteten Hohenunterschiede 
und den wahren Werten (H) der zu bestimmenden Hohen besteht allgemein 
die Beziehung, dafs der Hohenunterschied gleich sein mufs dem Unterschiede 
zwischen der Hohe des Anfangspunktes und der Hohe des Endpunktes des 
betreft'enden Zuges. Hiernach ergeben sich fiir diese Beziehungen die folgenden 
Gleichungen: 

I 
(.dh,)=(H 2 )- H, , (.dh, )=(H a)-(H2 ), 

(.dh.)=(H 2 )- H 57, (.dh s )=(Ha)-(H4 ), 

(108) (.dha)=(H.)- H 57, (.dh. )=(H 6)-(H5 ), 

l (.dh.)= H5s -(H.), (.dh lO )=(H7 )-(H6 ), 

(.dh5)=(H5)- H 58, (.Hn) = (H 3) -(H 7 l. 
(.dh6)= H59 -(H5 ), 

2. Daraus folgen fiir die wahrscheinlichsten Werte .d H der Hohenunterschiede 
und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v die Fehlergleichungen: 

f 
.doff 1 = H 2 - H" .dH 7 = H 3 - H 2 , 

.dH 2 = H 2 - H 57 , .dH s = H 3 - H 4, 

.dH 3 = H 4 - H 57 , .dH 9 = H 6 - H 5 , l.dH.= H58-H. , .dH ,0 =H 7-H6, 

.dH 5 = H 5 - H 5S , .dH n = H 3 - H 7 ; 

.dH 6 = H 59 - H 5 , 

(109) 
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(110) 

I vI=L1HI-L1hll 

l' " = L1H 2 - .1 h 2 1 

V3= L1H a- L1h al 

\

1', = L1H. -- LI h. 1 

t' 5 = LlH 5 - .1 h 5 1 

I' 0 = LIlT 6 - .1 h 6 1 

V 7 = LlH 7 - Llh 7 1 

1'8 =LlHs -L1hs 

v 9 = .11£" - LI h 9 1 

V 10 = LIB 10 - .1 h 10 1 

V 11 = LlH 11 - .1 h 11 • 

3. Die wahrscheinlichsten Werte H der zu bestimmenden Hohen zerlegen 
wir in die Naherungswerte ~ und die ihnen beizufiigenden Aenderungen d l) : 

I H2=~2+d~2! I H5=~5+d~51 

I H3,=1)3+df)al I H6=~o+d~61 
H.=~.+df)" H 7 =f),+df)7' 

(111) 

4. Mit den Naherungswerten ~ der zu bestimmenden Hohen ergeben sich die 
Naherungswerte .1 f) der beobachteten Hohenunterschiede nach: 

(112) 

I LIlil=~2 -HI 1 
LI f) 2 = Ii 2 - H 57 1 

LI f) a = lj. - H 57 1 I Llf).=H5S-~' 1 

LI f) 5 = f)'5 - H 58 I 

LI £) 6 = H 5" - f) 5 1 

LIli7 =£)3-£)21 

LI~8 =~3-~" 
Llf)" =~6-lj51 
Lllj 10 = lj ,- ~ 6 1 
LI£)l1=£)a- fJ7. 

Ferner ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte LI H der Hohenunterschiede 
aus den Naherungswerten .1 £) derselben und den diesen beizufugenden 1 

derungen d £) entsprechenden Aenderungen d LI f) nach: 

(11:1) 

f 
LlH 1= L1lj 1 + dLl f) II L1H, = LI £) 7 + d LI £) 7 1 

LlH2=LI£)2+dLl~21 L1Hs =.11)8 +dLl~8 1 

, LlHa=Lllj3+clLlf)31 LlH" =LI~" +dLl~9 1 

I 
LlH. = LI ~. + cl .1 f) 4 I 

LlH 5 =' LI f) 5 + cl .1 [) 5 1 

LlH 6 = LI f) 6 + d LI f) 6 1 

LlH 10 = LI £) 10 + d LI £) 10 I 

LlH I! = .1 £) 11 + cl LI f) 11 • 

den Aen-

5. Differenziren wir die Ausdrucke (112) fur die Naherungswerte .1 £) nach 
f) 2 1 f) 3 1 '" . f) 7 1 so erhalten wir folgende Differenzialquotienten a, b 1 .... g: 

(Tabelle zu 

1 ])111+11 Iii.: -I ! Iitl +pJ 
2 P2 II+t . [ '[ 12 + ])2i 

3 P3 , . I 1+11' fa., I 
4 P. I -11. f. 
5 P5 . . 1+11 f5' I . 'I 

6 Po .j '1-1' 1 f6 

7 P7 ,-1,+1 . I' I f7 + ])7- P7'I' 
8 psi 1+1 - 1 . 1 f8 
9 P 9 • I . -1 + 1[ f" 

10 PIO, I' [-I +1 flO I I [ [ 
11 P11 +11 '1' 1-1 fl! I I I -+ Pl1 I - P11 

-+-P -'-I' ---1-) 7+-1 -il---l.--'--+i +-P-d-illf-+-P-7 +---p"":'8I' ---:-1-. +[--P--:"l11 ' 

IIII II I II i !I I ++ pP 721"", I' 1 [ 1[, l+pd2 +P8 I II I i 
I 'l+p7f71+pll. 

+ pd7 +P7 
+Ps -Ps 
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Nr. la=oo!;' 
oLl~ 1 oLl~ I oLl~ 1 oLl~ I oLl~ 

b= o~a' \ c=-oT;' I d= O~5'1 e= o~a'l g= O~7' 

1 a , =+l I 2 a2=+1 
3 cs =+ 1 

(114) 4 c.=-l 
5 d5=+ 1 
6 da=-l 
7 a7=-1 b7 =+1 
8 ba =+1 ca=-1 
9 d 9=-1 e 9 =+1 

10 I elO=-11 glO=+1 
11 1 bl1 = + 1 1 .' gu=-1 

Die Abweichungen f der Naherungswerte LI ~ von den beobachteten Hohen
unterschieden LI h ergeben sich nach: 

(115) fa=LI~s-Llha, I
fl=LI~I-Llhl' 
f2=LI~2-Llh2' 

f.=LI~.-Llh., 
fs=LI~5-Llhs, 

fa=LI~a-Llha, 

f 7 == LI ~ 7 - LI h 7 , 

fa =LI~a -Llh s , 
f9 =LI~9 - Llh 9 " 
flO=Ll~'0-LlhlO' 
fu=LI~11-Llhu. 

6. Hiernach erhalten wir folgende umgeformte Fehlergleichungen: 

dLl~,=+d~2' 1 v,=f,+dLl~" 
dLl~2 =+d~2' V2 =f2 +dLl~2' 
dLl~a =+d~., Va =fa +dLl~a , 
dLl~. =-d~., v. =f. +dLl~., 
dLl~s =+d~5, Vs =fs +dLl~s, 

(116) dLl~a =-d~5, (117) Va =fa +dLl~a, 
dLl~7 =-d~2 +d~a, V7 =f7 +dLl~7 , 
dLl~s =+d~s-d~4' Va =fs +dLl~s, 
dLl~9 =-d~5+d~a, V9 =f9 +dLl~9 , 
dLl~1O=-d~a+d~7' vlo=f'O+dLl~'0' 
dLl~11=+d~a-d~7; VU =fl1 +dLl~u. 

Nr. 7, Seite 162.) 

..... .; 1..;\.;1.;,\ ...:. l\ {l~\ ...:. .; 

I 
"" 

\ 

...:. "" "'" ~ II:,) e.;:, 1 (,;) '" ~ ., 
" 

., 
"" R. R.1R.1"" R.: R. R. R. R. R. R. 

I 1 I I I ! 

: \ I 
I 

: I 
i 

! I 
+'pa\ 'I+psfa 
+P'I : I-~.t· +'P5! 

I + Psfs 

i 
+Pa -pala 

+P7 f7 
+ Ps fa +Pa -pala 

: 1-;sf9 
. . 

: I 
+:Pf:P' + P9 1 . 

+P9 f9 

· I 
: I : I . + FlO - P'0 -PlOflO + P'0 

+ PUfl1 · I I +Pu 

+p,f, \+ p'l · I ·1+ psfs +tp'! ·1+ Psf5 + P9 -PlOi+P9 f9 tplO 
+Ps fa +P. · I . \- p.f. +Pa I-pafa + P'0 1-PlOf'0 +Pu 
+ Pufu + Pal • 1 

. I-pals +P9, -Paf9 

\ 

...:. "' . R. 

+p,of,0 
-Pufu 

+ p,of'0 
-Pufu 
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1. Niiherungswerte fJ 

der Hohen. 

2. Niiherungswerte LI f) der 

Hohenunterschiede. 

3. Ab· 4. 

weichungen Produkte 

t· pt· 

I z 'I ZU be·, <l.>!1 I 'I' ~.:. ,I ;.. I' 

Anfangs· ; ug I stimmen. ,~IJ I, An, fangs· ", E d kt 1,1 11 d .... CJ.) ""'" ""'" 

I
, 'I N ' n pun '._' <l.>.... ""1 <l.> punkt Bohen·, der Punkt' punkt! ' ~ -5 I 1: § ""1 , II I .... [' 
" '""I I l.e rn ~ Ui::'"ClI"-- -5 Pt· N I unter'I, I Hohe ~ '[" " '0 ~ =- 2 <l.> .~, .o'-

N I Hohe I' r'l schied INr I h - ,'N' Hohe 'N i, Hohe l'll::r:: -;:; II 9. fo -5, ""1 ~' 
r. I 'I" - '""' r.' : r' l ~ =- ~::r:: rn ' 0 I i h. I Llh. Ih+.1h Z,I I fJ a · j , fJ e · il ""1 CQ I mm I 

, I I I I "II I 1 158,73 l' 2,97 2, 61,70 1 [1 5,8,725' 2 61,700 2,9750 2,9748 i + 0,2 0,82 ,+ 0,16 
2 I 61,70 7 i X5,66 3' 57,36 2 57 61,142 2 61,700 I 0,5580 0,5625 '1- 4,5 0,44- 1,98 
3 '157,36 11, X9,65 7 157,01 357 61,142 4 60,650 I X9,5080 X9,5052 ,+ 2,8 1,121+ 3,14 
7 ,57,01 10 I 2,66 1 6 I 59,67 4114 60,650 58 61,128,1 0,4780 0,4815 1'- 3,5 1,02 - 3,57 
6 ! 59,67 9 'I 1,76 11 5 : 61,43 5 ;58 61,128 5 61,430 I 0,3020 0,3038,- 1,8 0,56 1- 1,01 
5 1 61,43 I 6, x8,90 1591(60,33) 6 ill 5 61,430 59 60,3251 x8,8950 x8,9010 1- 6,0 0,50 - 3,00 

I I JI, I - 7 '12 61,700 3 57,360 I' x5,6600 X5,66221- 2,2 0,64 1- 1,41 
57'1 61,14:. 3 X9,51 I' ~4, I 60,6., 8! 4 60,650 3 57,360 I' x6,7100 x6,7038 + 6,2 0,98 + 6,08 
4 60,6514 1 0,48 1,,8 1(61,13) 91,5,61,430 6 59,670 Ix8,2400 x8,2362 '+3,8 0,701+2,66 

I ', I, II' I 10 II 6 ' 59,670 'I 7 57,010 II x7,3400 x7,3380 1+ 2,°1°,921+ 1,84 
I ,I 11 I 7 I 57,010 3 I 57,360 I 0,3500 0.35451- 4,15 1,10 - 4,95 

1 ! I !I I II' ,677 i I ,693 II ,0160 \ ,0235 :, - 7,5\8,80 
1 I I, j I, I I I I, 

5. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen, Auflosung der Endgleichungen 

1~ 1I11 0,1'21 I I ! I 1+ 0,16 7 0,641 I I i '- 1 41 3 II 1,121 
0,44: i I I I 1- 1,98 8 0,98!- 0,981 'I 1+ 6:08 4 il 1,02' 
0,641- 0,6411 I I + 1,41 11 1,101 : 1-1,10!- 4,95 8 I 0,981 

1

'11[1+ 1,90-+ °0',6
3
4
4

1

1 

'. III, . : . I • 1- 0,41 11+ 2,721- 0,98' . ; -1,10'- 0,28 11+ 3,121 
, 1'1+ 0,22 1- 0,22. I 1-0,14 i . ! 

'1', I 11,+2,501-0,981 -1,1°1- 0,42 11-.0,381 

I 
I, I I I + 0,391 + 0,44+ 0,17 1+ 2,741 . 

> I I! ill' ,-3,70 1-' -, 
i I I 1-1,40 I I, 

I

II I 1- I [- 0,59 
dlj,=-1,18 dlj3=-4,12 

IfJ2 =61,7000 lja=57,3600 

I (' ~ 61,6988 

, I 

I I! 
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7. 
6. Wahrscheinlichste Werte LlH 

Fehler 

8. Aenderungen d Lll) der 

Naherungswerte der Hohen

unterschiede und Fehler v. 

9. Quadrat-

der Hohenunterschiede. summen. 

! : dLlf)1 I 

Anfangs- , 
punkt ! Endpunkt. 

"'" Anfangs- I End- = v = I ' 
II ""1 

I punkt punkt dlj , 

, Hohe 
Nr.1 H 

I a' 

1 58,7250 2 
57 61,1420 2 
57 61.1420 4 
4 60,6485 \58 

58 61,1280 5 
5 61,4279 59 
2 
4 
5 
6 
7 

61,6988 3 
60,6485 3 
61,4279 6 
59,6638 7 
57,0016 3 

,6540 

I 

Hohe 

" e + pv. pil. !pvv. 

~ Nr·l dn;~' Nr·1 ::n:' d~~. d:,~' I \ 

61,6988 2,9738 - 1,0 1 . 2 I - 1,2'1-1,2 - 1,0 - 0,82 0,03 0,82 
1 

'II I I 
61,6988 0,5568 - 5,7 57,. 21-1,211- 1,21- 5,7 - 2,51 8,9114,31 
60,6485 x9,5065 + 1,3 57 . _4, -1,5

1
- 1,5 + 1,3 + 1,46 8,79 1,90 

61,1280 \ 0,4795 - 2,0 4 - 1,5 as . + 1,5\\ - 2,0 - 2,04 12,50 4,08 
61,4279 0,2999 - 3,9 58 5 - 2,1 - 2,11- 3,9 - 2,18 1,82 8,50 

60,3250 x8,8971 - 3,9 5 - 2,1 59 . 1 + ~,1 - 3,9 -1,95 18,00 7,60 
57,3559 X5,6571 - 5,1 2 - 1,2 3 - 4,11- 2,9

1

- 5,1 - 3,26 3,1016,63 
57,3559 X6,7074 + 3,6 4 -1,5 3 - 4,1 - 2,6 + 3,6 + 3,53 37,7012,71 
59,6638 X8,2359 - 0,3 5 - 2,1 6 - 6,2,- 4,1 - 0,3 - 0,21 10,11 0,06 
57,0016 x7,3378 - 0,2 6 - 6,21' 7 - 8'~1- 2,21 - 0,2 - 0,18 3,681 0,04 
57,3559 0,3543 - 0,2 7 - 8,4 3 - 4,11 + 4,31 - 0,2 - 0,22 22,28 0,04 

,6601 il ,0061 - 17,4 -- 23,01 - 32,911- 9,9il- 17,4 126,92 1 66,69 

und Berechnung der wahrscheinlichsten Werte H der Hohen. 
10. Mittlere 

Fehler. 

04. I Pd :0 5 . I Pe :0 6 . I Pg:0 7 . m=±VrpvvI= 
�---:----~"'l1"1 ----r--:---:--~,,~-~---:----1i-:,,~-~--1 n - q 

I bJJ -;:::- 1-=1
1

' ~ N"eP 
1 bJJ tl ~ I' ~~z':11 :;,~ ~ ~ I ~ ~ ~ ~ ~ ± ~-I~-~-'~=±3,7mm 

I~ ~ ~ I ~ ~ ~ ..:::..::: V-1-
1--'11---'1'-+-3-,14-:-:=5'*"""-0,-56-+---+-;-1--1-,0-1;':;9"""1""'-0-,7-':0---'1-+-2-,6""'6':::10''''1

1

- 0,-92++-1-,-84 mlkm=±m P~;111 

+3,57 6 0,50 1+ 3,0010 0,92 -0,92
1

-1,8411 1,10 +4,95 =. 371/_1_= 74-
I + , V 0,25 ± , . 

! -6,08 9, 0,70 -0,70 -2,66 

: II . 11+~'63 1 +1,76 ,-0,70
1 • -0,67 :i

l 

+~,62 -~'9211+~.'82 il+2,021+6,79 Probe. 
ii' . - 0,09 + 0,48 

.-0,43:-0,16 1 . i ,-0,48 -0,18 - 0,07 + 1,16 

. :-0,43\+0,47 . i I' :-0,071+0,08 - 0,08 - 0,96 
'1-1-0,16 -0,17 \+1,76 -0,701 .1-0,67 -0,28 -0,27 I . I' - 0,25 + 1,41 

-1,35 +0,40! '11+0,38 +1,341-0,921+0,55 1-0,63+0,38 - 0,23 - 5,10 

1 
• II 1+0,691-0,41 i

l

l+0,84
1

1+7,07 -59,53 I -57,17 
__ ,-2,49 II I -5,81 -60,25 1 -60,18 

dlj.=-1,52 

9. = 60,6500 
H. = 60,6485 

Kol!. 2. Anfl. 

dl)5=-2,11 dlj6=-6,22 dl)7=-8,42, ___ -_Z_._._ 

lj 5 = 61,4300 lj 6 = 59,6700 

H 5 =61,4279 
11. Schlufsprobe. 

[pvvl = [pill + Z 
= 126,9 - 60,2 
- 66,7. 

11 
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7. Mit den Faktoren a, b, •.•. g der umgeformten Fehlergleichungen, den 
Abweichungen fund den Gewichten P" P 2 , P 3, •••• P 11 ergeben sich die Faktoren 
und Absolutglieder der Endgleichungen in vorstehender Tabelle (Seite 158 und 159) 
in gewohnter Weise. 

8. Die Faktoren u. s. w. der Endgleichungen konnen aber auch in einfacherer 
Weise nach mechanischen Regeln gebildet werden. 

Bezeichnen wir in unserer Figur die neu zu bestimmenden Puukte mit 

1 

Fig. 13. 

Pa , Pb , Pc, Pd , Pe , Pg ent
sprechend der Bezeichnung 
a, b, e, d', e , g der Differen· 
zialquotienten nach ~ 2, ~ 3 , 

~ ., ~ 5, ~ 6, ~ 7, so ergeben 
sich durch Vergleichung der 
vorstehenden Tabelle (Seite 
158 und 159) mit der Figur 
die folgenden Regeln: 

1. [p a a ], [p b b ], [p c c ], [p d d ], •.•• sind gleich der Summe der Gewichte 
der Zuge, die die Punkte P a' Pb , Pc, Pd , •••• treffen. 

2. [pab], [pac], [pad], .... 'I sind gleich den rPaPb ' PaPc' PaPa, .... , 
[p be], [p bd], .... , l negativen ~ Pb Pc, Ph Pd , .... , 

[p cd], .... , J Gewic~ten der l Pc Pa , .... , 
.... , Zuge .... . 

3. [p af]' [p bt], [p c f], [p df], .... setzen sich zusammen aus den Pro· 
dukten p f der Zuge, die die Punkte Pa , Pb , Pc' Pd' •• " treffen und zwar so, dafs 
bei Bildung der Summe die Produkte p f fur die Zuge, die auf den betreffenden 
Punkten endigen, im posi tiven Sinne und fUr die Zuge, die auf dem betreffenden 
Punkte anfangen, im negativen Sinne zu nehmen sind. . . 

9. Die Auflosung der Endgleichungen, die Berechnung des mittleren Fehlers 
und die Ziehung der Rechenproben erfolgt nach den Formeln (120a) bis (129) in 
gewohnter Weise. 

10. Die Rechnung gestaltet sich fur unser Beispiel in schematischer Anord· 
nung wie folgt: (Siehe Seite 160 und 161.) 

11. Die vorliegende Aufgabe 'kann auch in folgender Weise behandelt werden: 
Aus den im Felde erhaltenen Lattenablesungen konnen Hohen ha und he des 

Anfangs· und Endpunktes des Zuges gebildet werden, die sich auf einen beliebigen 

Fig. 12. 

Punkt Pals Anfangspunkt 
beziehen. Ausdenwahren 
\Verten (ha ) und (he) 
dieser Hohen werden 
dann die wahren Werte 
(Ha) und (He) der sieh 
auf den Normal·Hohen· 
punkt ( N N ) beziehenden 
Hohen gewonnen durch 
Zulegung des wahren 
Wertes (0) des Hohen· 

unterschiedes zwischen dem fur die Hohen ha und he gewahlten Anfangspunkte und 
dem Normal·Hohenpunkte, so dafs wird: 

( Ha ) = ( h a) + ( 0 ) , oder 
(H. ) = ( he) + (0) , 

(ha)=(Ha)-(o), 
(h.)=(H.)-(o). 
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Hiernach ergeben sich fUr unser Beispiel die folgenden Gleichungen fur die 
Beziehungen zwischen den wahren Werten ( h) der beobachteten Hohen, den wahren 
Werten (H) der zu bestimmenden Hohen und den wahren Werten (0) der Orien
tirungshohen unterschie de: 

Zug1: (ht )=H1 -(0 1), Zug5: (h~8)=H5S _(0 5), Zug 9: (h~ )=(HS)_(09), 

(h~ )=(HS)_(09), 

Zug10: (h~0)=(Hs)-(010), 
(h~o) = (H7) _ (0 10 ), 

Zug 11: (h~l) = (H7) - (0 11 ), 

(h~l) = (Ha) - (0 11 ). 

(h~ )=(H2)-(01), (h~ )=(H5)-(05), 

Zug2: (h~7)=H57 _(0 2), Zug6: (hg )=(H5)-(OS), 

(108) (h~ ) = (H2) - (0 2 ), \ (hg9 ) =H59 - (OS)~ 

/

zug 3: (h~7)=H57 -(0 3 ), Zug7: (h~ )=(H2)-(07), 

(h! ) = (H4) - (OB), (h~ ) = (Ha) - (0 7), 

Zug 4: (h! ) = (H4) - (0 4), Zug 8: (h: ) = (H4) - (OS), 

(h~8)=H5S -(04), (h~ )=(Hs)-(oS), 

Hieraus ergeben sich 
gleich zusammenfassen: 

Zug1: vt =H1 -ol-~i , 
v~ =H2-01_'h~ , 

Zug 2: 1'~7 = H57 - 02 - h~7' 
(109) v2 -H 02_h2 

und / ~ - 2 - a ~' (110) Zug 3: vS7 = H57 - 0 - hS7' 

t'! =H4 - 0 3_h! , 

Zug4: v! =H4 - 04_h! , 

t'~ = H5s - 0 4 _ h~8' 

folgende Fehlergleichungen (109) und (110), die wir 

Zug5: V~8=H58-05_h~8'IZug 9: v~ =H5- 09 -h~ , 

v~ =H5-05_h~ , v: =HS-09 -h~ , 

Zug6: vg =H5- os-hg, Zug10: V~0=H6-01O_hiO, 
6 H S h6 10 H 10 hlO 

V59 = 59 - 0 - 59' v7 = 7 - 0 - 7 , 

Zug7: t'~ =H2-07_h~ , Zug11: v~1=H7_011_h~l, 
v~ =H3-07_h~, v~1=H3_011_h~1. 

Zug8: v: =H 4 - 0 s--h: , 
vg =Ha- 08_hg , 

Wie sich die Gleichungen zwischen den Naherungswerten ~ der beobachteten 
Hohen, den Naherungswerten ~ der zu bestimmenden Hohen und den Naherungs
werten 0 der ebenfalls zu bestimmenden Orientirungshohenunterschiede gestalten, 
ist nach den Gleichungen (108) leicht zu Ubersehen. Da jene Gleichungen fur das 
folgende aber bedeutungslos sind, schreiben wir hier ohne weiteres die Differenzial
quotienten nach den Gleichungen (108) an: 

o~~ o~~ 
a 1 =0" =+1, a,2 =ac;-=+l, 

-W2 ~"d2 

0~7 0~8 
b 7 = -~=+1 bS = _a=+l 

o~a' O~3' 
........... , 

(1l!) 

........... , ........... , 
o~~l 

U 7 =00 11 =-1, 
0~~1 

U B =00 11 =-1. 

o~~ 
a,7 =O~2 =+1, 

or.ll 
bl1=~=+l 

O~B ' 
........... , 

Bilden wir nun die Summen [p a, v], [p b v], [p c v], .... und beachten wiT, 

dafs diese Summen nach den Formeln (128) gleich Null sein mUssen, so erhalten 
wir folgende Gleichungen: 

11* 
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[pCL1']=P~ (B 2 - 0' -h§ )+p~ (H2 - 02 -h~ )+P~ (H2 - 07 -h~ )=0, 

[pbv]=p~ (B 3 - 0 7 -h~ )+p~ (Ha- 08 -h~ )+p~1(H3-011_hP)=0, 
.............................................................. , 
[pgv] =p~o (B7 - 0'0_ h~O)+p~l (1-17 - ol1_h~l) =0, 

Lpiv]=-pi (H, _0' -h~ )-p~ (H 2 - 0' -h§ )=0, 

[pkv]=-P~7(H57-02 -h~7)-P~ (H2- 02 -h~ )=0, 

....................... "' ......................... , 
[pM'] = _p~l (H7 - 0"_ hF) _p~l (H3 - 0"_ h~l) = 0. 

Nach der ersten Gruppe dieser Gleichungen mu[s die Summe der mit den 
Gewichten multiplizirten Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten Werten H 
der Hohen und den durch Zulegung des Orientirungshohenunterschiedes 0 orientirten 
Beobachtungsergebnissen h oder die Summe der mit den Gewichten multiplizirten 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler fur jede Rohe oder fur jeden Punkt gleich 
Null sein, und nach der zweiten Gruppe der Gleichungen mu[s, da die Gewichte 
fur die beiden Hohen eines jeden Zuges einander gleich sind, die einfache Summe der 
bezeichneten Abweichungen oder Beobachtungsfehler fur jeden Zug gleich Null sein. 

Aus obigen Gleichungen folgt: 

H 2 =-[L](p§ (h§ +0' )+p~ (h~ +0 2 )+p~ (h~ +0 7 )), 
P2 

B3=[:aj(p~ (h~ +0 7 )+p~ (h~ +0 8 )+p~1(h~1+011)), 
............ J 

B 7 = _L (p 10 ( h 10 + 0 '0 ) + P 11 ( h 11 + 0 11 )) • 
[P7] 7· 7 7 7 

. . .. . . . . . .. . . . . . . . . . . . ., 
0" =! ((l'I7 - h~l) + (Ha _ h~l)) . 

Hiernach sind die wahrscheinlichsten Werte B der Hohen je gleich dem mit 
Beriicksichtigung der Gewichte gebildeten allgemeinen arithmetischen Mittel der durch 
Zulegung des Orientirungshohenunterschiedes 0 orientirten Beobachtungsergebnisse h 

eines jeden Punktes, und die wahrscheinlichsten Werte der Orientirungshohenunter
schiede 0 sind je gleich dem einfachen arithmetischen Mittel der beiden Unterschiede 
zwischen den wahrscheinlichsten Werten H a und He und den aus den Lattenab
lesungen gewonnenen Werten h a und he der Hohen des Anfangs- und Endpunktes 
eines jeden Zuges. 

Die hier gewonnenen Formeln und Regeln stimmen im wesentlichen uberein 
mit den im § 33, Nr. 17 und 18 und im § 34, Nr. 10 und 11 gewonnenen Formeln 
und Regeln, so da[s das dort behandelte Naherungsverfahren auch hier eingeschlagen 
werden kann. 

Ais Beobachtungsergebnis fur den Anfangspunkt eines jeden Zuges wird 
h a = 0,000 und dementsprechend als Beobachtungsergebnis fUr den Endpunkt eines 
jeden Zuges he = L1 h, oder der beobachtete Hohenunterschied genommen. 

Da in der Regel viele Hohen H und Orientirungshohenunterschiede 0 zu be
stimmen sind, so ist es, um moglichst rasch zum Ziele zu gelangen, wichtig, da[s die 
ersten Naherungswerte bereits den wahrscheinlichsten Werten nahe kommen. Dies 



§ 35. Bestimmung der Hauptpnnkte eines Polygonnetzes. 165 

wird auch in einfacher Weise erreicht, indem das Netz erstens in Berechnungszuge 
zerlegt wird, die eine moglichst gunstige Bestimmung der Hohen der einzelnen 
Punkte erwarten lassen, dafs dann zweitens die ersten Naherungswerte Ij 1 der 
Hohen in den Berechnungszugen durch Addition der beobachteten Hohenunterschiede 
gebildet werden, wobei von den Hohen der gegebenen Punkte oder, wenn solche 
fehlen, von einer beliebig angenommenen Hohe eines passend gewahlten Punktes 
ausgegangen wird, dafs hiernach drittens die Verbesserungen lJ 1 der einzelnen 
Hohen Ij l' berechnet werden, die aus den Abschlussen der Berechnungszuge auf 
die Hohen der Endpunkte dieser Zuge folgen, und dafs endlich viertens das einfache 
arithmetische Mittel der Verbesserungen lJ 1 fur die Hohen Ii 1 des Anfangs- und 
Endpunktes eines jeden Einzelzuges als erster Naherungswert 0 1 der Orientirungs
bohenunterschiede genommen wird. Die Hohen der Endpunkte der Berechnungszuge, 
auf die abgeschlossen wird, sind, wenn der Endpunkt ein gegebener Punkt ist, die 
gegebene Hohe dieses Punktes, oder wenn der Endpunkt ein Knotenpunkt ist, das 
allgemeine arithmetische Mittel der Hohen f) 1, die sich fur den Knotenpunkt in den 
einzelnen auf dies em endigenden Berechnungszugen ergeben haben, oder wenn der 
Berechnungszug ein geschlossenes Polygon bildet, die Hobe des Ausgangspunktes. 

13 

6 

Fig. 14. 

Zur weiteren Erlauterung des Verfahrens ist auf Seite 166 und 167 die im 
Jahre 1885 ausgefuhrte Berechnung der Hohen der Knotenpunkte des von den 
Studirenden der Geodasie an der Landwirtschaftlichen Akademie Poppelsdorf nivel
lirten Hohennetzes von Bonn und Umgebung wiedergegeben. Das Hohennetz, wovon 
das vorstehend unter Nr. 1 bis 10 und im § 21 behandelte Netz ein Teil ist, ist 
angeschlossen an 4 Punkte der Landesaufnahme und an die Hohenmarke der Euro
paischen Gradmessung an dem alten mittlerweile abgebrochenen Bahnhofsgebaude 
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in Bonn. Es enthalt 15 Knotenpunkte, die durch 29 ZUge mit den gegebenen Punkten 
und untereinander verbunden sind. 

Die Berechnung der ersten Naherungswerte der Hohen ~ 1 und der ersten 
Verbesserungen tI 1 ist im wesentlichen nach dem im § 21 behandelten Verfahren 
durchgefuhrt mit den Vereinfachungen, dafs die durch die Ausgleichung cler Fehler 
in den einzelnen Netzteilen bedingte Erhohung qer Gewichte unberUcksichtigt gelassen 
ist und dafs die Ausgleichung der Fehler nicht jedesmaI auf die samtlichen bereits 
berechneten Netzteile ausgedehnt, sondem auf die den betreffenden Knotenpunkten 
nachstgelegenen Netzteile beschrankt ist. Die BerechnungszUge und deren Nummem, 
denen die Berechnung der Hohen ~ 1 und der Verbesserungen til gefolgt ist, sind 
in der auf Seite 165 beigegebenen l1ebersichtskarte dargestellt. 

N achdem sich fUr die den Hohen ~ 3 = ~ 0 + d ~ 3 entsprechenden Orientirungs
hohenunterschiede 0 3 nur noch sehr kleine Zahlenwerte ergeben hatten, ist das 
Verfahren abgebrochen. 

Den Mittelwerten ij 0 + r p tp~] 3] aus den Hohen ij s ist jedoch noch eine im 

Kopfe berechnete Verbesserung + ['[; f hinzugefiigt, deren Berechtigung aus den 

im § 33, Nr.14 erhaltenen Formeln (137) folgt, wenn diese Formeln durch EinfUhrung 
der Gewichte verallgemeinert werden und wenn beachtet wird, dafs dort die 0 in 
den der Entwickelung zu Grunde liegenden Formeln (108) mit anderem Vorzeichen 
vorkommen wie hier. 

§ 36. Riickwartseinschneiden. 

Zur Bestimmung des 89 durch R uckwarts einschneiden sind auf diesem 
Punkte die Richtllngen nach den gegebenen Punkten 88 3, 7, 8, 6 in 4 vollen Rich
tungssatzen beobachtet worden. Die rechtwinkligen Koordinaten x" Y n der gegebenen 
Punkte und die arithmetischen Mittel T" der vier fUr jede Richtung erhaltenen Be
obachtungsergebnisse sind: 

Nr. der I Abscissen. 
II 

Ordinaten. I Richtllngen. 
Punkte. I 0 I I " 

83 Xl = 5432,42 
I 

y 1 = x8 013,62 I 23 I 38 45 Tl 

87 X2 = 2125,96 Y 2 = x6 036,88 T2 154 45 05 
88 2's = 5 086,94 Y s = x4 914,53 Ts 241 52 52 
86 x 4 = 6122,25 Y 4 = x5 990,33 T4 ' 294 

I 
17 05 

Es sollen die wahrscheinlichsten Werte x y der rechtwinkligen Koordinaten 
des 8 9 und der mittlere Fehler m 1 einer einmaligen Beobachtung einer Richtung 
in einem Richtungssatze bestimmt werden. 

1. Die beobachteten Richtungen r" beziehen sich auf eine beliebige, nicht 
genau bekannte Anfangsrichtung. Um aus ihren wahren Werten (r,,) zunachst die 
wahren Werte (v,,) der N eigungen der einzelnen Strahlen gegen die Abscissen 
axe zu erhalten, mufs ihnen der wahre Wert (0) eines aus den Beobachtungs· 
ergebnissen mit zu bestimmenden Orientirungswinkeis hinzugefUgt werden, so dafs 
also wird: 

( V II ) = ( r" ) + ( 0), oder 
(r,,)=(v,,)-(o). 
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Der wahre Wert (v n) der Neigungen steht nun zu den wahren Wert en der 
zu bestimmenden Koordinaten (x) (y) des 8 9 und den gegebenen, als wahre Werte 
anzunehmenden Koordinaten xn Y n in der Beziehung, dafs ist 

Yn-(Y) 
tg (v ) = ~--- oder 

n ;e,,-(x)' 

Yn-(Y) u 
(v n ) = arc tg --(--) Q • 

~tn - X 

Somit ergeben sich fur die Beziehungen zwischen den wahren Werten (i' n ) 

der beobachteten Richtungen und den wahren \Verten der zu bestimmenden 
GrOfsen (x) , (Y), (0) fUr unser Beispiel die folgenden Gleichungen: 

If (r,}=(v,l-(o), 

(r2)=(V2)-(O), 

I I (i'3)=(Va)-(O), 

(lOS) 

l (r.)=(v.)-(o), 

2. Hiernach erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte R 1, R 2, R a, R 4 der 
beobachteten Richtungen und die wahrscheinlichsten Werte v" V 2, V 3, v. der 
N eigungen aus den wahrscheinlichsten Werten :c, Y, 0 nach: 

(109) 

R 1 = V 1 - 0 , I v 1 = (crc tg Y 1 - Y ()II 
Xl-X .... , 

t Y2-Y " 
V2=arC gx~--=xQ , 
v = nrc tg Y 3 - Y Q" 

3 Xa- X ' 

3. Die wahrscheinlichsten Werte x, y, 0 der zu bestimmenden GrOfsen zero 
legen wir in die Naherungswerte1: , lJ, ° und die den letzteren beizufiigenden 
Aenderungen d);, d t), do, setzen also: 

(111) 
jX=1:+ d!:, 

) Y=lJ+dlJ, 
t o=o+do. 

Den Naherungswerten );, lJ , ° der zu bestimmenden GrOfsen entsprechen die 
Naherungswerte t, , r 2, r a, r 4 der beobachteten Richtungen fUr die sich nach den 
Gleichungen (LOS) ergiebt: 

[::-::=:: 
'Ir s=1t a-o, 

t.=1t.-o, 

(112) 

t Y,-lJ " It = nrc g --~ --- () 
1 x, _);" , 

Y2 -t) 
It =arctg~--~ Q" 

2 X 2 _); , 

t Y3-lJ " It 3 = arc g --~--- Q 
• Xa '-6 ' 

Y.-l) 
It 4 = nrc tg --- ~ Q" . 

x'-6 
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Aus diesen Naherungswerten werden die wahrscheinlichsten Werte der beob
achteten Richtungen durch Beifugung der den Aenderungen d);, d 9, d 0 ent
sprechenden Aenderungen d t 1 , d t 2, d t 3, d t 4 erhalten nach: 

(113) 

f R1=tl+dtl, 
,R 2 =t 2 +dt 2, 

(' R3=t3+dt3, 

R.=ta+ dt 4' 

4. Differenziren wir die in den Gleichungen (112) fi1r die Naherungswerte t" 

erhaltenen Ausdriicke nach ;i;, I), 0, so erg eben sich die Differenzialquotienten zu
nachst in allgemeiner Form wie folgt: 

o 
a = ~tn = + 1 , __ (y _ 9 ) ( _ 1 ) (x _ x) - 2 ( - 1 ) (!" 

n d /; (Y n - I)) 2 " n 1+ ----
X n -);, 

yn-tJ " 
= + (c n -);) 2 + (y n --tJ) 2 (I 

Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks fuhren wir die Naherungswerte 5 n der 
Strahlenlange ein nach: 

womit wird: 

Ebenso wird: 

b" = C~t~, =+ 1 + (Y: tJ)2 xn l~ ( -1 ) (I" = - (:0" _); )x2n;(~n _ 9) 2 (I" , 

);n-1;, 

oder mit Einfuhrung von 5 n : 

Endlich ist: 

Damit ergeben sich fur unser Beispiel die folgenden Ausdrucke fi1r die 
Differenzialquotienten: 

I al=+YI--Jl (I" , b 1 = _ ~,-=-); (I" , c1=-l, 
51 51 

a =+Y2-1) (I" x. --1: 
c 2=-l, b 2 = - -"- ---- (I" , 

(114) 
2 52 J 52 

I a 3 = + Y 353 1) (I" , b xa-;i; " c 3 =-l, 3=---- (I , 
53 

a4=+Y'5-~12 (I", b4=-:~'_-6 (lu, c 4 =-1. 
5,! 

Die Abweichungen zwischen den Naherungswerten der beobachteten GrOfsen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 

(115) 
f fl=t,-r 1 , 

f2=t2- r 2, 

Il f3=t a - r a, 
f4=t 4 -r 4 • 



§ 36. 

(116) 

Riickwiirtseinschneiden. 

5. Hiernach ergeben sich die umgeformten F ehlergleichungen wie folgt: 

f dt,=a,d1;+b,dt)-do, 

dt2=a2d1;+b2dt)-do, t dta = as d1;+ b s dt) - do, 

dt,l=a,ld1;+b,ldt) -do. 

(117) 
f v,=f,+dtl, 

v2=f2+ dt 2, 1 va=fa+dts, 

V,l=f,l+ dt 4' 

171 

Wenn wir das Gewicht der gleich genauen Beobachtungsergebnisse r gleich 
Eins nehmen, konnen diese umgeformten Fehlergleichungen, indem nach den 
Formeln (135) 

(135) 

ffJ 
F,=f'-T' 

[fJ 
F 2 =f2- 4' 

f f J 
Fa=fa-T' 

[fl 
F,l=f4-~4 

gebildet wird, nach den Formeln (136) reduzirt werden auf: 

(136) 

(118) 

f dt, =A, d1;+B, dt), 

dt2 =A2 d1;+B 2 dt), t drs=Aad1;+Badt), 

dt.=A,ld1;+B,ldt) , 

v,=F,+dr" 
v2=F2 + dr 2, 

vs=Fs+drs, 
v,l=F.+dr •. 

Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergeben sich die Endgleichungen: 

( [AA]d1;+[AB]dt)+[AF1=0, 

l [AB]d!:+lBB]dt)+[BFJ=O. 

N achdem durch Auflosung dieser Endgleichungen die Zahlenwerte von d 1; 
und d t) erhalten sind, ergiebt sich d 0 nach: 

(13t) 

6. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
aus den vier fUr eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen ergiebt 
sich zu: 

(125) 

und danach der mittlere Fehler m 1 einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in 
einem Richtungssatze, deren Gewicht p 1 = 0,25 ist, nach: 

't. Die Rechnung nach den entwickelten Formeln gestaltet sich wie folgt: 
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1. Berechnung der genaherten Koordinaten !; t). 

Collin' scher Hulfspunkt Q. Gesuchter Punkt P. 

t b Yb-Y a m Ym-YQ gv =-_. tgv ----. 

r~ 
a xb -x,. Q-xm-xQ 

A1=Lly!-Llx~tgvf· 
1\ 

A2=Lly~-Llx~tgvb' 

B1=Lly!-Llx!tgv~. 

II 
B2=Lly!-Llx~tgva' .a 

~ 
01=tgV~-tgvr 

Po ./ \\ Fa 
Oz=tgva-tgvb' 

Q_A1 Q B1 A2 B., 
Llxa - 0 1' LlXb = 0 1' Llxa = O2' LlXb = O~' 

P 7J 
Lly~ = Llx~ tg v~. Llyf = Ll xf tg V~ • LlYa = Llxa tg Va' Ll Yb = Ll Xb tg Vb • 

YQ=Ya + Lly~ 1 xQ=xa+Llx~ II t) =Ya + LlYa 

I 
!;=Xa + Llxa 1 

=Yb + Llyf· 
1 

=Xb + Llx~. =Yb + LlYb' =Xb + Llxb· 

Pa: 88. Pm: 87. Pb : 8 3. P: 89. 

Y .. I x4 914,5~ I T I" II xa 5086,94 a 87 07 47 tg v! + 8,97039 

Yb I ~8 013,621 "J,b 5432,42 t1 ;~:~L~~_~~ tg vQ + 10,24600 

xb - xa +1 345,48 v!1 831 3~~ vQi 13;49 I IS Yb - Y .. +j3 099,091 

Lly2 +\2867,93\ Llx2 +\4134,91 v~ = v: - t1 214[44\41 va = vQ + a 1100157100 
Ll y~ - 231,16

1 
Llx~ +13789,44 vf=v~ - a ± 180° 1176130 34 11 Vb = VQ + t1 242142153 

Y Q x7 782,46
1 xQ 9221,85 tg v2 +10,69359 1 tg Va \-15,16863 

Ym x6 036,88
1 

Xm 2125.96 tg vf -10,061 00 tgVbl+ll'~ 
Ym -YQ ,-11745,581 Xm - xQ -17095,89 0 1 +1°,75459 O2 -17,10732 

1 LlYa +\1766,641 Llxa I-I 341,80 Lly! +13099,09 Lly! +13099,09 

LlYb - 1332,42 Llxb - 687,28 Llx! tg v~ =-r-21~oi Ll x~ tg Vb 
-1------+1 669,78 

X6681,17 4745,14 .1 x! tg v~ Ll x! tg Va -'1785,66 t) !; +1 239,62 
I 

A1 1 1 

I 
+13120,161 A2 + 2429,31 

B1 + 2859,47 Bzl+!4884,75 

2. Berechnung der Neigungen n, V und der Differenzialquotienten a, b. 

Pn• 1 Llt)=Yn-t)· Ll t) 2. [ q" 
Yn· l). a=+ vA)j. Yn - y. 

\ 

Ll!;=xn -!;. Ll!; 2 • 
q" 

Xn' !;. I b=-iO A •• Xn-X, 

I 
y. tgn. 52. cOlgn=-~ . tg v. 

x. n. 
q" 

I n. v. i"' 

83 x8013,62 
\ 

X6681,20 II + 1 332,42 1 17753431 + 122,264 + 1332,35 
5432,42 4745,10 + 687,32 472409 63,069 + 687,26 

1 
X6681,27 II + 1,93857 I 22477521 + 0,51584 + 1,93864 

4745,16 62°42'48" 0,091761 62°42'49" 62°42' 51" 

87 X6036,88 1 li= 644,32 41 51 4811- 18,268 I-I "~39 , 
2125,96 2 619,14 6 85 98 94

11 

+ 74,258 - 2619,20 

11+ 0,24600 7 27 50 42 + 4,064 92 1+ 0,24603 
193 ° 49' 13" 0,028 352 193 ° 49' 15" 193°49'19" 

8 8 X4914,53 - 1766,67 3121123 - 112,540 -1 1766,74 5086,94 -t 341,84 116855 - 21,776 + 341,78 
- 5,16812 3237978 - 0,19350 - 5,16923 
280° 57' 04" 0,063702 280°57'05" 280°56'56" 
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Pn • 

86 

r~] 
n 

Yn • 
II 1). Li1)=Yn-1)· Li1) 2 • e" a=+~<1~. Yn-Y· 

Xn • ~. Li~=x,. -~. Li~ 2. b=-~.:1~ IS' • Xn-X. 

tg n. 52. 
b 

tg v. y. cOIglI=-,,' 

• 1' • n. e" n . v. II • 
£Ii 2 • II I 

X5990,33 
\1 

'1-1 690,87 477301 II-I 60,030 -I 690,94 
6122,25 II + I 1377,15 1 896542 --I 119,662 

+[ 
1377,09 

II 
\1- 0,50167 2 37 38431- 1,993 37 0,50174 

333°21'30' 0,086891 333°21'32" 333°21'19" 

I 3722,93 
II 

5705,20 II + I 3738,731 1 II I {+ i 3738,48 
5705,72 - i 5721,00 f -I 1982,27 - 1982,79 - 5721,27 

3. Bildung der Faktoren A und B. 4. Bildung der Abweichungen P. 

I I I I! I I 0= 

+ 1 122,31 + 139,4 -I 63,1 1- 30,5 
-I 18,3 1- 1,2 + I 74,3, + 106,9 
- 112,5 - 95,4 - 21,8 I + 10,8 
-[ 60,01- 42,9 -1 119,7 i-I 87,1 

-I 68,51- ~I [~jl -11130,3 i + i 0,1 

-I 17,1! ' n - 32,6: 1 

t=u-o. 

39! 041 00 

23138148 
1M 45 13 
241153104 
294\ 17 i 30 

! 
34

1
35 

I I 

P= 1= 
t-r. 1-[0. r. 

I 
23 38 '145 + 

154 45 05 + 
241 52 I 52 + 
294 I 17 1 05 + 

331' 47 + 
[fJ + 

I n 

n 

3 =1 9,0 
8 ,4,0 

12 I 0,0 
25 + 13,0 

48 I 1 0,0 
I ' 

12,0 'I 

I 

5. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 

Ip·1 A. i B. ; P. I 
I 1 I I 

1 + I' 139 - 'I 31. - 9,0 
1 - 1 I + 107 1- 4,0 
1 -' 95 +: 11, 0,0 
1 -[ 43 1 -I 87 I + I 13,0 

; ° I I ° I I 0,0 

pAA. I pAB. I pAP. I 
I 193211-1 430911-111251 

11- 107 + 4 
9 025 -I 1 045 i 'I' ° 

I 1849 1 + : 3741 i - 559 

+ [ 30196[-: 1720 i -1 1806 

pBB. I pBP. 

1 961 [+ 'I 27~ 
111 449 1-' 428 

121 1 ° 
1 7569 I -, 1131 

+ I 20 100 I-! 1280 

6. Auflosung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werte x, y, o. 

[pAA]'I[pAB].j[pAP].1 [pBB].\[pBP]·1 Probe. I 
[a] I + ---d~ - 1,1 
n +1 'OI96(-i 17201-1 1806I+i 'OI00!-11280 1 

!+10,057 +1 0,060 -! ,,1-1 10. - 109 - 116 +[!ld, - ';2 

I + 1 0,004 + I 200021' - 1383._r-9_5-+--+-_8_8 .• _+_(~_J--r-I +_:-11_2'°_11 

I d~ + I 0,064 d1) + 0,069 -I 204 i-I 204 do I + 1 8,7 

~ 4745,10 1) IX6 68],20 = Z. 0 = 39° 04' 00" 

x 14745,16 Y IX6 681,27 

I----~----~----~-----~--~------~--------

0= 39° 04' 09" 

7. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte v der Neigungen siehe Abteilung 2. 
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8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 
9. Quadrat· 

summen., 

p;.. I R='II-o. 
II 

V= I Ad!: + Bdt) dr. 
II 

V= pFF.1 pvv. R-r. -
F+dt. I 

0= 39 I 04 I 091 
83 23 38 142 - 3 + 8,9 - 2,1 + 6,8 - 2,2 81 5 
87 154 

45
1

10 + 5 - 0,1 + 7,4 + 7,3 + 3,3 16 11 
88 241 52 471 5 

=1 
6,1 

+1 
0,8 

1=1 
5,3 - 5,3 0 

I 
28 

86 294 17 I 10 + 5 2,8 6,0 8,8 + 4,2 169 I 18 

I 33 I 49 11 + I 2 -I 0,1 I + I 0,1 I I 0,0 II 1 0,0 266 1 62 

10. Schlufsprobe und mittlerer Fehler. 

[pvv] = [p F F] + :2=266 - 204= 62. 

m=± V LPVV ]=± V 62 =±7,9". n-q 4-3 ml= ± m V~ = ± 7,9V~,~5= ± 15,8". 

§ 37. Vorwartseinschneiden. 
Zur Bestimmung des <5 9 durch Vorwa.rtseinschneiden sind auf den 

gegebenen Punkten 88 7, 8, 6 die Richtungen nach 8 9 und nach mehreren gegebenen 
Punkten je in 4 vollen Richtungssa.tzen beobachtet worden. Die Koordinaten xn Y n 

der 88 7, 8, 6, die arithmetischen Mittel r n der vier fUr jede Richtung erhaltenen 
Beobachtungsergebnisse und die aus den gegebenen rechtwinkeligen Koorrlinaten 
abgeleiteten Neigungen 'lin der gegebenen Strahlen gegen die Abscissenlinie sind: 

Ziel
punkte. Richtungen. II Neigungen. 

Standpunkt: 8 7 . 
X 7 = 2 125,96, Y 7 = X6 036,88 • 

8 8 r 5 I 73 I 39 I 4511 'II 5 339114 28 
8 9 j' 6 108114133 i 
8 3 r 7 12511714211 '117 30 : 52 23 
8 5 r 8 36 i 37 ,40 I 'II 8 302 i 12 I 13 

Standpunkt: 8 8 . 
X 8 = 5 086,94, Y 8 = X4 914,53. 

86 r9 108110 00 '119 4605155 
83 riO 145 42 30 '1110 83 38 20 
89 r 11 163 01 05 I 
87 r12 221118301'11121591428 
85 r 13 305 4756 '1113124343451 

Ziel- I' II punkte. Rlchtungen. Neigungen. 

Standpunkt: <5 6 . 
:r 6 = 6 122,25, Y 6 = x5 990,33 . 

<53 r14 124158 551 '1114 108 49 35 
8 9 r 15 169 30 42 
<57 r16 195 29 101 '1116 179 19 58 
<58 r17 242 15 08 '1117 226,05 55 
<5 5 r 181252 50. 38 '1118 236 i 41 13 

Es sollen die wahrscheinlichsten Werte 
x Y der rechtwinkligen Koordinaten des 
8 9 und der mittlere Fehler m 1 einer 
einmaligen Beobachtung einer Richtung 
in einem Richtungssatze lediglich aus den 

auf den gegebenen Punkten erhaltenen Beobachtungsergebnissen bestimmt werden. 

1. Wir fUhren die Entwickelung der Formeln zuna.chst nur fur die auf 8 7 
beobachteten Richtungen durch. 

Diese Richtungen r n beziehen sich auf eine nicht genau bekannte Anfangs· 
richtung. U m aus ihren wahren Werten (r n) die wahren Werte ( 'lin) der N eigungen 
der einzelnen Strahl en gegen die Abscissenaxe zu erhalten, mufs ihnen daher, ebenso 
wie in dem im § 36 behandelten Beispiele, der wahre Wert (0 7) eines aus den 
Beobachtungsergebnissen mit zu bestimmenden Orientirungswinkels hinzugefugt 
werden, so dafs also ist 

l 
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(1 *) 

(2*) 

V orwartseinschneiden. 

( V n ) = ( r n ) + ( 0 7) oder 
(r n )=(Vn )-(07)' 
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Der wahre Wert (v 6) der Neigung des Strahles 87 -- 8 9 steht zu den wahren 
Werten der Koordinaten (x) (y) des 8 9 und den gegebenen als wahre Werte 
anzunehmenden Koordinaten x 7 Y 7 des 8 7 in der Beziehung, dafs ist: 

(3*) tg ( v ) + 180 0 ) = Y --"-=" ( Y ) oder: 
6 - X7-(X) 

(4*) ( ) 180 0 t Y 7 - (y) " 
V 6 ± = arc 9 x 7 _ ( X ) (! • 

Hiernach erhalten wir fUr die Beziehungen zwischen den wahren Werten ( r n ) 

der auf ~ 7 beobachteten Richtungen und den wahren Werten (x), (y), (0 7) der 
zu bestimmenden Grofsen die folgenden Gleichungen: 

f (r5)=(v5)-(07), 
W) ( r 6 ) = ( V 6) - ( 0 7 ) , (6') ( v 6) ± 180 0 = arc tg ~: --gi (!" • 

l (r7)=(v7)-(07), 
(rs)=(vS)-(07); 

Fur die wahren \iVerte (v 5), (v 7), (v s) der Neigungen der Strahlen nach 
gegebenen Punkten haben wir die aus den gegebenen Koordinaten abgeleiteten 
Neigungen v 5, V 7, V s anzunehmen. 

2. Danach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte R 5, R 6, R 7, R 8 der 
beobachteten Richtungen und der wahrscheinlichste vVert v 6 der Neigung fUr den 
Strahl 8 7 - 8 9 aus den wahrscheinlichsten Werten x, y, 0 7 der zu bestimmenden 
GrOfsen nach: 

(7") 
f R5=V5-07' 

R 6 =V6- 0 7' 

t R7=V7-07, 
R 8 =vs-07; 

(8') + 180 0 t y 7 - Y " V 6 _ = arc 9 -------- £I 
X 7 -X' , 

und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach: 

(9") 

3. Die wahrscheinlichsten Werte x, y, 0 7 der zu bestimmenden GrOfsen zer
legen wir in die Niiherungswerte 1;, 1) , 0 7 und die diesen beizufugenden Aenderungen 
d 1:, d 1), d 0 7 , setzen also: 

(10') {

X =1; +d1; , 
Y =1) +d1) , 
07=07+ d0 7' 

Den Naherungswerten 1:, 1), 0 7 der zu bestimmenden Grofsen entsprechen 
die Naherungswerte r 5, r 6, r 7, r 8 der beobachteten Richtungen, wofUr sich ergiebt: 

(11') I t5=V5-07, 

t 6 =n 6 -0 7 , 

t 7 =V7- 0 7, 

t 8 =VS-07; 

(12') 

Aus diesen Niiherungswerten werden die wahrscheinlichsten Werte der 
Richtungen durch BeifUgung der den Aenderungen d 1:, d 1), d 0 7 entsprechenden 
Aenderungen d r 5, d r 6, d r 7, drs erhalten nach: 

(13") 
f R5=r.,+dr5, 
, R 6 =r 6+ dr 6, 

l R 7 = r 7 + dr 7, 

R 8 =r8+ dr 8' 
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4. Differenziren wir die in den Gleichungen (11") und (12") fUr die Naherungs
werte tn erhaltenen Ausdrucke nach 1:, 1), 0 7 , so ergeben sich die foIgenden 
Differenzialquotienten: ") 

(W) 

c5=-I, 

cs=-1, 

Die Abweichungen zwischen den Naherungswerten der beobachteten GrOfsen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 

(15") 

(16") 

J 15=t5-r5, 
Is=ts-rs, 

l I7=t 7-r 7, 
18=t8- 1"8' 

5. Hiernach ergeben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen: 

f dt5= -do 7 , j1'5=15+ dt 5' 

dt6=CLSd12+b6d1)-do7, (17") t.'6=16+ dt S' 

I dt7= -do 7 , tJ 7=17+ dt 7, 
ldr s = -do 7, vs=ls+dts. 

Nehmen wir die Gewichte p 5 , P s , P 7 , P 8 der gleich genauen Beobachtungs
ergebnisse gleich Eins, so konnen diese umgeformten Fehlergleichungen nach 
Formel (145) reduzirt werden auf: 

(IS") dn s=a s d12 +b s d1),1 (19") 11 6 =ls-[1-- (6+dns,: Gewicht =4 4 1 

Wenn wir nun als Naherungswert JJ 7 des Orientirungswinkels fUr die auf fJ 7 
beobachteten Richtungen das arithmetische Mittel der Differenzen v - r, also 

[v-r] 
(20") 07=-3-

nehmen, so wird [t] - 16 = 0 und damit aus den Gleichungen (IS") und (19"): 

(21") dns=asdi:+bsdt), I (22") 11 s =ls+dn s I Gewicht = !, 
was sich wie folgt ergiebt: 

Zunachst ist: [I] - 16 = 15 + 17 + 18' Fur diese Summe erhalten wir, indem 
wir in die Formehl (15") fur t5, t7, '8 die in den Formeln (11") erhaltenen Werte 
setzen: 

15=V5- r S- 0 7, 
17=V7- r 7- 0 7, 
Is=vS-rS-07, 

[t]-IS=[V-I"]-3JJ 7 , 

d d· . d I' h N II f" [ v - I" ] • bIt t . t un les wlr g elc u ur JJ 7 = ·-3---- ,w!e e laup e IS. 

6. Die Formeln, die wir hier fur die auf fJ 7 beobachteten Richtungen ent
wickelt haben, gelten allgemein, so da[s, wenn wir als Naherungswert JJ der Orien
tirungswinkel fUr die auf einem gegebenen Punkte beobachteten Richtungen allgemein: 

(23") JJ n = [ : _ ~ 1 
nehmen, immer 

(24") 
[t] -lea _ o 
n-l - , 

0) Vergl. die Entwickelung der Differenzialquetienten im § 36, Nr. 4. 
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und damit fUr diese Richtungen nur die eine reduzirte Fehlergleichung: 

Gewicht = n - 1 
n 

erhalten wird. 

Wenden wir dies auf unser Beispiel an, so erhalten wir zuerst die Naherungs 
werte 07, 08, O. ffir die auf 88 7, 8, 6 beobachteten Richtungen nach: 

(27.) - [ 'V - r ] I (28.) _ [ 'V - r ] (29") [ 'V - r ] 
o 7 - 3 'I 0 8 - 4 ' 0 • = --4-- , 

und dann die reduzirten Fehlergleichungen: 

(30·) 

f dn, ~a. d,+b, d" f U. =1. +dn., 

(31·) I dnn~.nd,+bnd" I·n~f"+dn", 

dn '5 = a'5 dl;+ b '5dt), u'5=I'5+ dn '5, 

Hieraus ergeben sich die reduzirten Endgleichungen: 

[p aa] dl;+ [p ab] dt)+ [p at] =0, 
[pn b] dl;+[P bb] dt) +[p bt]=O, 

Gewicht -.!I. - 4' 

4 

" 5' 
4 

" =5' 

woraus die Zahlenwerte von d I; und d t) durch Aufl5sung erhalten werden, wahrend 
sich allgemein ffir dOn' wenn beachtet wird, dafs [[]=In ist, nach Formel (146) 
ergiebt: 

(33·) 

Demnach ist in unserem Beispiele : 

(34·) (35·) 

Nach den Bemerkungen zu den Formeln (143) bis (146) im § 30, Nr. 10 ist 
dem Betrage 2" der sich bei Aufl5sung der reduzirten Endgleichungen nach 
Formel (127) ergiebt, noch der Betrag 

(37·) 22 = - ~. 1.- f~' 111-155 1,5 

hinzuzusetzen, urn nach Formel (129) den richtigen Wert von [pvv] zu erhalten. 

7. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
aus den vier ffir eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen ergiebt 
sich nach Formel (125) zu: 

(38") m=± ,/[t;t' ]=± ,IJvvT , 
V n-q V 14-5 

und danach der mittlere Fehler m, einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in 
einem Richtungssatze, deren Gewicht p , = 0,25 ist, nach: 

(39") 

8. Die Rechnung nach den entwickelten Formeln gestaltet sich wie folgt: 

K all. 2_ Auf!. 12 
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1. Berechnung- der genii.herten Koordinaten ~ 1). 

P: 89. 

I 
'I 

Ya X4914,53 I a' I 5086,94 

Yb I X5990,33 II 

Yb - Ya .[ + 11 075,80 II 
LlYa + 1 1766,73\1 
Ll Yb i + i 690,90 1 

1) I X6681,26 II 

X: I 6122,25 

xb - xa I + i 1 035,31 

Llxa I-I 341,80 

Llxbl .. -11377,10 I 
r I 4745,14 

Pa \ 1~0 15~! 58\'1' Lly~ I + I 1075,80 

Pb! 153121\24 Llx~tgPb 1.=-1--519,43-
I' 1 I.b tg Pa i -I 5,1689°

11 Ll ~'a tg Pa - 5351,41 

tg Pb i -\ 0,501 71:i A + 11 595,23 

C 1-\4,667 19
1

11, B + I 6427,21 

I I i I! 
2. Berechnung der Nii.herungswerte 0 3. Abweichungen 

___ :-_d .... e~r~O .... n~· e.,;;.nt .... ir;.,;u .... n;Eg~sw.:..;,.;,;:in:;;k~e .... I. ____ I __ -!.f .... ·.....,. __ 1 4. N aherungswerte n 

- Ziel- I NeigungenlllRichtungenl1 v -r. I: f= der Neigungen. 
punkte. v. II r. I t = v - 0 'l:t-1' .1---------1 
--·--;--·--~~----~------~------~-I 

Standpunkt: 87. Aus Abteilung 2 der 

30 I 52 I 23 1125 I 17 , 42 ,265 341 41 1251 17 ,44.01,+ 2.0 
339 I 14128 \1 73 i 39 i 45 \1 265 'I 34 \ 43 73139 149,°11+ 4,0 Rechnung im § 36 folgt: 

302 112 'I 13,1 56! 37 : 40 1265 I 341 33 36137 134;0:1- 6;0 n 7 = 13 ° 49' 13/1 

1, 19 104 II : 35 I 0711 143 1
.
1 

57 135070'11 00 n -100° 57' 04" 
I I ' 11," 8-

t, [v-r]' I I '" ns=153°21'30" 
: 1 07 = ---3- = 265134139,0 I I II 

Standpunkt: 8 8 . 

83 138 I 20' 145 I 42 I 30 297, 55 I 50 145 42 127,°'1- 3,0 a b. 
46 I 05 1 55 '11 108 '1 10 'I' 00 297 \ 55 I 55 108

1

' 10 '1'.°2,01,\' + 2,0 5. Difterenzialquotienten 

159 1

1
141 28\1221 11811 30 2971 55 II' 58 221 18 135,01 + 5,0 ' 

243 143\451 305 I 47 56 297\55 49 305,47152,0\1- 4,01---------1 

[
42 'I' 28 II i 58[56 II '\43 i 32 158156'°'['1' 0,0 Nach Abteilung 2 der-

[v-r] .• 1 I o 8 = -- = 297 I DD 'I 53,0 selben Rechnung ist: 11 ____ +-____ .... , ____ 4 ______ , __ ,_-!._~I __ ~i __ ...... __ _ 
S d k a7=- 18,3 b7=+ 74,3 tan pun t: 86. 

108 49! 3511124 \ 58 I 5511343 i 50 I 40 124i 58 :52,5\1- 2,5 as=-112,5 bs=- 21,8 
17919158\11951291101343\50148 195\291'15,51'11+5,5 a6=- 60,0 b6=-119,7 
226 1°5 !, 55 1.242 1115 1 .. 08 1' 3431 50 I 47 2421 15 ,12,51+ 4,? 
236 I 41 i 13 1252 50138,1343 i 50 i 35 252j 50 130,5il- 7,D 

1
5614111 i 33 ! 5111 ! 22 I 50 \33 i51,0'1 0,0 

[v-r] I ,I, 
I I 0 6 = -4- = 343 i 50 ; 42,5 i I il 

II---~--~~----------~~~--~~~--~-------------
6. Abweichungen l fUr die reduzirten Fehlergleichungen. 

Pn I N eigungen n. II t=n-o. 1\ Richtungen r. I f=r-?'o 

I I 
Ii 

I I 
II 

I 
, : 

II 
, 

f)7 13 49 13 108 14 34,0 108 14 I 33 + 1,0 
I 

1 

I I 88 100 57 
I 

04 163 
I 

01 11,0 163 
I 

01 05 + i 6,0 
86 153 I 21 30 Ii 169 30 47,5 Ii 169 30 I 42 + I 5,5 

I 
1 , 

I Ii I 46 I 32,5 II I 46 I 20 1+ I 12,5 

7. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 

a. : b. I f. I paa. I pab. I paf· I pbb. I pbf· 

Iii ii' 1 I I 'I I -, 18 I + I 74 \ +1 1.0 I 243 - 999 - 14 'I 4107 + I 56 
-11121- 22 I + 6;0 110035 + i 1971. - 538 3871- 106 
-I 60 I - I 120 I + i 5,5 2880 I + I 5760 I - 264 11 520 I - 528 

87 0,75 
88 0,80 
86 0,80 

-11901:-1 68 I + 112,51 + 1131581 + I 67321- 8161 + 1160141 -I 578 
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-
8. Auflosung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werte ~, y. 

[pace]. [p a b]. 
, 

[p at] . I [p b b]. I [pbt]. 1 Probe. I I 

+1 13158 i + I 6732 I-I 816 + [16014 \ - ! 578 

I ::: I I-I 0,512 i + I 0,062 - i 3447 + I 418 54 - 48 

I-I 0,007 + i 12567 I - I 160 2 i -- 8 

d~ I + I 0,059 dt) I + 1 0,013 -I 56 I-I 56 
1;=4745,10 t) = Xfi 681,20 =.2 , . 
20=4745,16 Y = X6 681,21 

o 9. Bildung der wahrscheinlichsten Werte 0 der Orientirungswinkel. 13. Zusatz.22 • 

Pn • I a d~ + bdt) = dn·11 f· If~dn.ldo =~.\\ 0=0 + do. ff·l-f: . 

-I 1,1 I + 11,0 !-I tl 
I . 

265 1 34 139,2 
1 1--1 0 

87 0,11 1,0 I + I 0,9 -\- 0,2 
88 - : 6,6 1 - 0,3 i- 6,9 6,0 -. 0,9 - 0,2 297 55 52,8 36 - 7 
8 6 - 1 3,5 ,- 1,6 i-I 5,1 5,5 + I 0,4 + 0,1 343 5°142,6 30 1- 6 

- !11,2 I-I 0,9 1- - 112,111 + 112,51 + 1 0,4 .2 2 =! -I 13 

10. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte v der 14. Schlufsprobe und 
Neigungen. mittlere Fehler. 

Pn • Yn · y. I Yn- Y · II ~(" U80'), 
[vv]=[ft] +.2 , + .2 2 = 

I 1 v ± 180°. 
289 - 56 -13 =220. 

xn - x. xn- x . 

VS X6 036,88 II X6 681,21 1- i 644,33 II 
0,24600 

m=±-- -
87 n-q 

2125,96 4745,16 -I 2619,20 193°49'13" -V 222 = + 50" 

II 
-

I-I 
- 14 - 5 -, 

8 8 X4914, 53 11 1 766,68 5,16906 
5086,94 -\-, 341,78 280 ° 56' 57" 

m1=±m~ 
86 X5990,3311 I-I 690,88 

II 
0,501 70 V, 

6122,25 +1 1377,09 333°21'25" 
= ± 5,0 -V 0,~5 = ± 10,0". 

276,89 11 4 279,111-1 4 002,22 II 

11. W ahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 
12. Quadrat-

summen. 

Ziel- I Neigungen II B = v - o. \\Richtungenllv =01 dt; = I 
punkte. v. r. 1 B-1. dn-do.! 

f. 1 t ' -
f+dr. 

ff. I 'v 'v. 

Standpunkt: 8 7. 

8 8 33911412811 73 39 i 48,811 73
1
39 ' 45 11+ 1 3,8 - 0,2 +14,0 + 3,8 16 14 

89 13 49 13 i 108 14 33.8.108 14 33 + 0,8 0,3 +1 1,0 + 0,7 1 ° 
its 30 1521231: 125 17143;8 il125 1714211+11,8 0,2 + 2,0 + 1,8 4 3 
85 302 12 13 I 36 37 33,811 36 37 40 -, 6,2 - 0,2 - 6,0 - 6,2 36 38 

108 117 11 149 140,2 II 1491 40 :1+ 0,2 1-1°,91+1 1,0 I + 10,1 

Standpunkt: 8 8 . 

8 6 46105! 55 108 10 I 02,2 108: 10: 00 1 +1 2,21 + I 0,21+i 2,0 + 2,2 4 5 
83 83.38 20 145 42 i 27,2 145142 301 -I 2,8 + 0,2 - 3,0 2,8 9 8 
89 10°156 57 163 01 1°4,2 163 1 01 05. - O,S '0-.6,71+[6,0 0,7 36 ° 
87 159 14 28 221 18 35,2 221 118 30 I + 5,2 + 1°,21+ 5,0 + 5,2 25 27 
8 5 243143 45 305 47 52,2 305 47 i 561 -I 3,8 + 0,2 - 4,0 3,8 16 14 

139 125 11 I 00 I 01,0 II 1°° I 01 11 I 0,0 1-1 5,91+1 6,0 I + 1°,1 I Standpunkt: 8 6. 

8 3 108 1 49 \ 351124 I 581 52,41' 12415815511-12,6 - 0,1 - 2,5 - 2,6 6 7 
8 9 153' 21 25 169 30 42,4 169 30 42 + 0,4 - 5,2 + 5,5 + 0,3 30 ° 
87 179119 58 195 29 15,41195 29 10 + 5,4 - 0,1 + 5,5 + 5,4 30 29 
8 8 226 051551242 15 12,411 242 , 151 0811+ 14,4 - 0,1 + 4,5 + 4,4 20 19 
£', - 236. 41 13 252 50 30,4 2521 50 ! 381- 7,6 -1°,1 - 7,5 -- 7,6 56 58 OD 

118 106 11 104 133,0 II 10413311 I 0,0 \-1 5,6 i+15,51-1 0,1 289 I 222 

12* 
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§ 38. Kombinirtes Vorwarts- und Riickwartseinschneiden. 
N achdem die Koordinaten des i5 9 im § 36 lediglich aus den auf dem zu 

bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen und im § 37 lediglich aus den auf 
den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen abgeleitet worden sind, sollen 
jetzt die Koordinaten des i5 9 nochmals aus allen fUr die Bestimmung dieses Punktes 
durch kombinirtes Vorwarts· und Riickwartseinschneiden vorliegenden 
Beobachtungsergebnissen bestimmt werden. Hierbei soil en einige Vereinfachungen 
des im § 37 und einige Aenderungen des im § 36 eingeschlagenen Verfahrens durch· 
gefiihrt werden, die zweckmafsig sind, wenn es sich darum handelt, die wahr· 
scheinlichsten Werte der Koordinaten eines trigonometrischen Punktes moglichst 
einfach zu erhalten und darauf verzichtet werden kann, die Berechnung der wahr· 
scheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler und der mittleren Fehler in vol\em 
Umfange durchzufiihren. 

1. Aus den Richtungen 1', die auf den gegebenen Punkten beobachtet sind, 

konnen zuerst durch Hinzufiigung des Orientirungswinkels 0 n = [ v - ~1] 0 ri e n
n-

tirte Richtungen 
(1') p=r+ on 
abgeleitet werden und zwar in unserem Beispiele wie folgt: 

Ziel-

punkte. 

I II V-I' 
Endgiiltige ! Beobachtete 

II 

II und Orientirte' 
Richtungen 
p=r+o. 

Neigungen Richtungen 

II 
[ll -r] 

339 

30 
302 

46 

v. r. 0= n-l' 

Standpunkt: 8 7. 

14 I 28 II 73! 39 I 45 1',1
1 

265 34 43 1 
' 1108 I 14 I 33 I 

52 I 23 , 125 i 17 I 42 'II 265 I 34 I 41 
12 : 13 II 36 I 37 I 40 i 265 I 34 33 I 

i [r] 'I " 49 : 40 II I I' 117 
+ no 7 1, I 18 ! 36,0 Ii 265 I 34 ,39,0 

= [p],1 108116,01\ , I 
Standpunkt: i5 8. 

339 14 1240 
13 i 49 112:0 

,30 I 52 ! 21,0 
302 , 12 i 19,0 

I 08 116,0 

= 0 7
1 I 
I I 

05 55 108' 10 I 00 ;1 297 '55 55 46 I', 05 : 53,0 
38 20 145 'I 42 I 30 11297 55' 50 83 38 II 2fl,0 

163 01 i 05 I 100 56 58,0 
221 i 18 30 1'1297 55 I 58 159 114 I 23,0 

83
1 159 14 28 

305 I 47 I .56 297 55 49 243 43 I 49,0 243 I 43 45 
, I [r] i 001 01 II I i 212 i 39 : 26,0 I 

1
108 

179 
226 
236 

I + nos! 
=[p]: 

I 39 1 25,0 1 297 ! 55 ! 53,0 = 0 8 I I 
: 39 i 26,0 II l l I I I 

Standpunkt: (5 6. 
49 351124 I 58 ,55 !I 343 50 40 108 I 49 37,5 

169 I 30 I 42 I 153 I 21 I' 24,5 
19 58 195' 29 '10 343 50 48 179 I 19 52,5 
05 55 I 242 '115 I 08 343 50 I 47 226 'I 051' 50,5 
41 I' 13 II 252 , 50 I 38 343 I 50 35 236 41, 20,5 

[r] I I 04 II 33 III I 1170 I I 18 : 05,51 
+ no 61 I 13 , 32,5 I 343 ! 50 I 42,51 = { 6 I I 
= [p] I I 18 i 05,5 II I! I I I 

tl= 

V-po 

+4,0 

+ 2,0 
-6,0 

0,0 

+2,0 
-3,0 

+5,0 
-4,0 

0,0 

-2,5 

+ 5,5 
+ 4,5 
-7,5 

0,0 
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Hierbei ergeben sich die beiden Proben, dafs [ r ] + no = [ rp ] und 
[ u ] = ( v - rp] = ° sein mufs. 

2. Sodann k6nnen aHein die orientirten Richtungen rp fUr die Strahlen von den 
gegebenen Punkten nach dem neu zu bestimmenden Punkte als Beobachtungsergebnisse 

mit dem Gewichte:"'--=--! in die weitere Rechnung eingefiihrt werden, wahrend alle 
n 

ubrigen orientirten Richtungen in der weiteren Rechnung unberiicksichtigt bleiben. 
Demnach k6nnen in unserem Beispiele allein die orientirten Richtungen 

I fUr den Strahl c5 7 - 8 9: rp 2 = 13 0 49' 12,0" , Gewicht p 2 = :-' 

" " 88- 8 9: P a = 100 56 58,0 , "P a = -5' 
4 

" " " c5 6 - 8 9: rp 4 = 153 21 24,5 , "P • = -5 . 
als Beobachtungsergebnisse in die weitere Rechnung eingefiihrt werden. 

3. Die Richtungen rp k6nnen als end g u I t i g orientirte Richtungen angesehen 
werden, weil damit ohne weitere Aenderung der Orientirung die wahrscheinlichsten 
Werte der gesuchten Koordinaten x y des 8 9 erhalten werden, was spater (unter 
Nr. 6) bewiesen werden wird. 

Danach ergeben sich fur die Beziehungen zwischen den wahren Werten (p) 

der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und den wahren Werten (x) (y) der 
gesuchten Koordinaten die Gleichungen: 

f (P2)=(V2), 

l (Pa)=(va), 

(rpd=(v.), 

4. Weiter ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte iP 2, iP a 1 iP 4 der orien· 
tirten Richtungen aus den wahrscheinlichsten Werten x y der zu bestimmenden 
Koordinaten wie folgt: 

11 ::=::: 
iP 4=1'., 

I V2 ± 1800=arctg'!!!.~y f/' 

t 
X7-X ' 

Va ± 180 0 = aI'C tg '!L s..-::-JI £III 
l'a- X ' , 

v. ± 180 0 = arc tg'!Lo-=1t. £I" 
xo-x' , 

und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach den Formeln (110): 

I V2=iP 2-rp2=V2-P2, 
) va=iPa-rpa=va-Pa, 
l V4=iP 4-P.=V4-P,' 

l). Wir zerlegen nun die wahrscheinlichsten Werte x y der zu bestimmenden 
Koordinaten in die Naherungswerte ~ t) und die diesen beizufiigenden Aenderungen 
d~ dt), setzen also: 

Dann ergeben sich die den Naherungswerten ~ 1) der Koordinaten entsprechenden 
Naherungswerte t = n der orientirten Richtungen nach: I t2=n2, ! 

r 3 = n a, I (10·) 
I 

r -n . I 4- 4, I , 
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1. Na.herungswerte 1; 1) der Koordinaten. 

Die Berechnung erfolgt I wenn nicht bereits brauchbare Na.herungswerte bekannt 
sind, wie im § 36 und 37 angegeben ist. Wir nehmen wie im § 36: 

1;=4745,10 I 1) = X6 681,20. 

2. Na.herungswerte n der Neigungen. I 3. Differenzialquotienten a lb. 

Nach Abteil. 2 n 8 = 62 0 42' 48" I Nach Abteil. 2 a s = + 122,3 I b a=- 63,1 
der Rechnung n7=193 49 13 der Rechnung a7=- 18,3 b7=+ 74,3 
im § 36 ist: n8=280 57 04 I im § 36 ist: a8=-112,5 b 8=- 21,8 

na=333 21 30 aa=- 60,0 b 6 =-119,7 

4. Bildung der Faktoren A, B. I 5. Bildung der Abweichungen F. 

a) fUr die auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen. 
P". a. I A=a·1 b. I B=b. I II II 

n. I / 9?1 
F=f· 

1 
9? 

I 
74,3\ I! 131 49112,0 \ 49 113 

1 
87 - 18,3 + +1 1,0 
88 - 112,5 - 21,8 100 1 56i58,0 I 57

1
04 + 1 6,0 

86 - 60,0 - 119,71 153 21124,5 21 30 + 1 5,5 

-1 190,81 -I 67,2 I 07134,511071471 + 112,5 I 

b) fUr die auf dem neu zu bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen. 
! A= 

! b B [b] I 9'=r+o·1 

F= 

la_[aJ. b. t= 
t=[fJ. a. r. n. n-9? , n 1 n . n 

I 

I I I I 0 II 39 I 041 00 I 1 
- 63,11-83 + 122,3 + 139,4 30,5 23 \ 38 45 62 j 42 i 45 42 48 + 3 -, 9,0 

87 - 18,3 - 1,2 + 74,31+ 106,9 154 45 05 193 49 05 49 13 + 8 -\ 4,0 
88 - 112,5 - 95,4 - 21,8 + 10,8 241152 52 280 156\52 57 i 04 + 12 0,0 
86 - 60,0 - 42,9 -1119,7 - 87,1 294 ,17 05 333 21, 05 21 30 + 25 +1 13,0 

-I 68,51_' 331 47 

1

49147 
I -I 0,1 - 130,3 + 0,1 150 35 + 1 48 0,0 

[a] -I 17,1 ~ - 32,6 -40 16 100 
[f] 

+ 112,0 n n n I 
=[r] 133 :'47 I i 1 I I I 

6. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 

p,,·1 p. 1 A. I B. I F. 1 pAA. I pAB. : PAF·I IJBB . 
1 

pBF. 
1 --I , 

+1 ~~ it\ 
I _I -I 1 4107 1+1 -I 18 
I 

87 0,75 1,0 243 999 14 56 
88 0,8 

-1 112 
-1120 i + I 

6,0 10035 + 1971 - 538 I 387- 1 106 
86 0,8 - 60 5,5 2880 + 5760 - 264 11520 -! 528 

----
+1 83 1,0 + 139 - 31 I_I 9,0 19321 - 4309 - 1251 961 279 

87 1,0 - 1 + 107 - 4,0 1 - 107 +, 4 11449 -I 428 
88 1,0 - 95 + 11 0,0 9025 - 1045 I 0 121 I 0 
86 1,0 - 43 - 87 + 13,0 1849 + 3741 1- 559 1 7569 -1 1131 

I + I 43 354 I + I 5 0121- ! 2 622 + I 36 114 1-11 858 
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6. Auflosung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten W erte ,~, Y, o. 

[p AA]. i [pAB]·1 [pAF]·1 [pBB]. I [lJBF].1 Probe. 1 

+ 1433541 + i 5012: -I 2622 + I 36 114 - 1\1 858 \1_1 + [:] a.~ -I 0,9 

I-I 0,116 1 + I 0,060 -\ 581 1+' 304 - 157 144 + [!] d~ - 1,4 

I 1- i 0,005 + ! "'".. -1 ,5M - 68 i - 82 + [~l + 12,0 

i d,~ I + I 0,055 d,~ + I 0,.,..1-1i-2-2-5 +1---i-1-22-6-1--d-o--+I-+-+1-9-,7-1' 

~= I 4745,10 ~= 'X6681,20 =:2. 0=39° U4'OO" 
i J'= 4745,16 y= IX6681,24 0=39 0410 1 ___ -"--_ 

\11. Schlufsprobe und mittlere 7, Berechnung der wahrscheinlichsten Werte v der 

P n · 

~3 

~7 

~8 

~6 

Neigungen. 

\ 
Yn · 

II 

y. I Yn- Y · 

II 
tg V. 

In' X Xn- X • V. 

1\ 
I X8 013,62 11 X6 681,24\ + 1 

1332,38 1,93868 
5432,42 4745,16 + 687,26 6l!°42'53" 

1 x6 036,88 il 1=: jl 
644,36 0,24601 

2125,96 I 2619,20 193 49 15 

\ X4914,53 11 

1 +: 1766,71 
II 

5,16914 
5086,94 I 341,78 280 56 56 

I X5 990,3311 
1 + i 

690,91 
II 

0,50172 
6122,25 1377,09 333 21 22 

I 3722,93 11 5705,60 I - I 1982,67 II 
8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 

Fehler. 

[pVt'] = [pF F] +:2 
=326 - 225 = 101. 

tn=± V[PVV] =± V-97-:= 
n-q 7-3 

=4,9". 

tni = ± tn fv~ 

= ± 4,9 VO,~5= ± 9,8". 

1
9. Quadrat

summen. 

a) fur die auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen. 'I 
p. II v. Ilv=v-p.1 Ad~ + Bd~ = dn.IIF~dn. PFF'

I 
pvv. 

~ 7 I 13 I 49 , 12 \'149 115 + \' 3 - 1,0 I + 3,3 1 + 2,3 + 13,3 1 I 11 
~ 8 1100 I 56 1 58 I, 56 1 56 - 2 - 6,2 '1- 1,0, - 7,2 - 1,2 29 I 1 
86 153, 2l 24!i 21 22 - I 2 - 3,3 -, 5,3 1-, 8,6 -I 3,1 30 10 

I 07 I 34 II 07 I 3311- I 1 -1 10,5 1-: 3,0 1-1 13,511- I 1,0 

b) fUr die auf dem neu zu bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen. 
'I W=r + o. II v. !!v=v-w·1 Ad~ + Bd~ = dn·IIF:dn. 

_39_1 __ °4 -I~ 
42153 'I_I 

I 1 
0 

+ 1 7,7 ~3 62 ' 42 ; 55 2 - 1,3 + 6,4 - 2,6 81 

1 

7 
~7 193 I 49 115 49 1151 I ° -1 0,1 + 4,7 + 4,6 + 0,6 16 0 
~8 280 I 57 i 02 56 156 1- 6 - 5,2 + 0,5 - 47 11-

4,7 0 22 
~6 333 21 I 15 21 22 i + 7 -: 2,4 -13,8 - 6:2 + 6,8 169 I 46 

[w] I 50 ! 2711 50 i 27 + 0 I 0,0 + 0,1 \ + I 0,1 + 0,1 326 1 97 
-40 : 16 1 40 I 

I 
1 =[r] I 33 I 47 i I 

' 1 1 I 



184 Vermittelnde Beobachtungen. II. T. IV. A. 

Aus diesen Naherungswerten werden die wahrscheinlichsten Werte der orien' 
tirten Richtungen durch BeifUgung der den Aenderungen d I; d l) entsprecherrden 
Aenderungen d u erhalten nach 

(11~) 
f !P2=V2=U2+ du 2, 
, !Ps=vs=us+dua, 
l !p.=v.=u.+du •. 

Durch Differenzirung der fUr die Naherungswerte r = u erhaltenen Ausdrucke 
nach r. und l) ergeben sich wie im § 36, Nr. 4 die Differenzialquotienten: 

(12") (13") 

a. = + ~ 6 -l) nil b. = _ ~ --=-~ nil • 
52 ~, ~2 ~ 

4 ~4 

Die Abweichungen zwischen den Naherungswerten der orientirten Richtungen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 

{
f2=r2-P2=u2-P2, 
fs=ra-Pa=ua-Ps, 
f.=r.-p.=u.-P.· 

6. Hiemach ergeben sich die umgeformtell Fehlergleichungen (116) und (117) 
wie folgt: 

{
du2=a'2dr.+b.dl), I {112 =f2+ dU 2' I Gewichtp2=a/., 

(15·) dus=asdl;+bsdl), (16") vs=fa+dua, "Pa='/s, 
du.=a.dr.+b.dl), v.=f.+du., ,, p.=4/s. 

Diese Fehlergleichungen stimmen uberein mit den reduzirten Fenler· 
gleichungen (30") und (31") im § 37, Nr. 6, lief em also aueh, da die Gewichte 
gleich angenommen sind, diesel ben Beitrage zu den Endgleichungen wie die 
Gleichungen (30·) und (31·) a. a. 0.; denn die Differenzialquotienten a, b in den 
Gleiehungen (15") sind dieselben wie die in (30·) im § 37 und nach (1·) und (14") 
stimmen die Werte 

f=n-p=u-r-o" 
uberein mit den Werten von f naeh (U") und (15") im § 37, denn diese sind: 

f=r-r=u-on-r. 

7. Das im § 36 dargelegte Rechnungsverfahren fur die auf dem neu zu 
bestimmenden Punkte beobachteten Riehtungen wird nur soweit formell geandert, 
als die wunschenswerte Uebereinstimmung mit dem vorstehend dargelegten Ver· 
ahren fUr die auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen dies bedingt. 

Demnach werden die Abweichungen f gebildet nach: 

(17") f :: ~: t ~ : I (IS") { ~: ~: = :: : t ps=rs+o, I fa=na-Ps, 
p.=r 4 +o, I f.=n.-p., 

und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler t' nach: I !P,=r,+o, I {V'=v,-!P" 
(19") !P2=r2+ o , 1(20") V2=V2-!P2, 

!Pa=ra+o, va=Va-!P3' 
!P.=r.+o, v.=v.-!P., 

was, wie ohne weiteres zu ubersehen ist, zu denselben Ergebnissen fiihrt, wie die 
Rechnung nach den Formeln (112) und (115), (109) und (110) im § 36. 
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8. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
aus den vier fUr eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen kann 
dann berechnet werden nach: 

m=± ,/[pvv]=± ,/[pvv] 
Vn-q V7-3 

und der mittlere Fehler m 1 eiller einmaligen Beobachtung einer Richtung in einem 
Richtungssatze, deren Gewicht V 1 = 0,25 ist, nach: 

(22·) m 1 = ± m -V v11 = ± m -V 0,;5 . 

9. Die Rechnung nach dem entwickelten Verfahren gestaltet sich wie folgt: 
(Siehe die Tabellen auf Seite 182 und 183.) 

§ 39. Bestimmung einer geraden Grenzstrecke. 

In einem Walde sind an einer verdunkelten geraden Grenzstrecke 5 Punkte 
P 1 , P 2 , P s , P 4 , P s aufgefunden worden, die Punkte der Grenzlinie sein sollen. 
Die Interessenten haben sich dahin geeinigt, dafs die gerade Linie, die sich moglichst 
gut an die aufgefundenen Punkte anschliefst, als Besitzgrenze festgesetzt werden soll. 

Zur Lasung der sich hieraus ergebenden Aufgabe ist an der Grenze im Anschlufs 
an bereits bestimmte Polygonpunkte ein Polygonzug gelegt worden und die Punkte P 1 

bis P s sind von diesem Polygonzuge aus eingemessen worden, wonach die Koor
dinaten fUr samtliche Punkte im allgemeinen Koordinatensystem berechnet worden 
sind. Diese Koordinaten sind dann auf eine Abscissenaxe transformirt worden, die 
ungef:ihr parallel der zu bestimmenden Grenzlinie liegt, wodurch die folgenden 
Koordinaten erhalten sind: 

Pr.' Abscisse. I Ordinate. 

P 1 a 1 = 0,00 I 0 1 =-1,10 
P 2 u 2 = 712,53 I 02=-0,24 
P s as = 1318,42 

I 

0 3 =+2,95 
P 4 u, = 1 731,04 0,=+2,18 
P s u s =2026,50 I os=+4,63 

[ ({] = 5 788,49 ; [0] =+8,42 

X 75000 

X7JHJOO 

Fig. 15. 
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1. Die zu suchende gerade Linie ist bestimmt, sobald aus diesen Mafsen der 
wahrscheinlichste Wert x der Richtungstangente der Linie und der wahrscheinlichste 
Wert Y der Ordinate 'im Anfangspunkte der Linie ermittelt ist. Bei Ermittelung 
dieser Werte kiinnen die gegebenen Abscissen a als fehlerfreie wahre Werte ange
sehen werden, da bei der gewahlten Lage der Abscissenaxe ein in den zulassigen 
Grenzen liegender Fehler der Abscissen die Lage der zu bestimmenden Geraden 
nicht wesentlich beeinflussen kann. Demnach kiinnen die Zahlenwerte der Ordinaten 0 

als die einzigen vorliegenden Beobachtungsergebnisse angesehen werden. 

2. Fur die Beziehungen zwischen den wahren Werten (0 n) der beobachteten 

Pn 
I 
I 

(tJYn) 1 
n . n) : 

LO - - - - - - - - - - - -;(On) 

:M (Ii): 

Grofsen und den wahren Werten (x), (y) 

der zu bestimmenden Grofsen ergeben sich 
nach Figur 16 die Gleichungen: 

(LlYn) 
tg ( n ) = ( x) = ~-, oder 

----6- _______ - - - - _1.._ - --_ an 
o an (LlY,,)=a,,(x), und demnach: 

oder auf 

(108) 

Fig. 16, ( 0,,) = (y) + ( Ll Y n) = (y) + an (x), 

das vorliegende Beispiel angewendet: 

1 
(o,)=(~,(x)+(y), 

(02)=a 2 (x)+(y), 
............. , 
(05)=a5(X)+(Y)· 

3. Hiernach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte 0 der beobachteten 
Ordinaten aus den wahrscheinlichsten Werten x y der zu bestimmenden Griifsen 
und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v nach: 

(109) 
f O,=a,x+y, 

02=a2 x +y, 

t .0.5 • • ~:x·+~; 
(110) 

J. Die zu bestimmenden Griifsen x y werden zerlegt in die Naherungswerte ~ If 
und in die diesen beizufugenden kleinen Aenderungen d~ dlJ, so dafs ist: 

{ x =~+d~, 
(111) y=lJ+dlJ. 

Die den Naherungswerten ~ lJ der zu bestimmenden Grofsen entsprechenden 
Naherungswerte 0 der beobachteten Ordinaten ergeben sich nach: 

(112) 
f o,=a,~+lJ, 
02=a2~ lJ, 

l ,~~ .. ((:5.6+1;: 
womit die wahrscheinlichsten Werte 0 der Ordinaten durch BeifUgung der den 
Aenderungen d!2 d lJ entsprechenden Aenderungen d 0 erhalten werden nach: 

(113) 
f O,=O,+dOl, 

02=02+ do 2, 
I 
l ·0·5~~~+·d~~: 

Die Naherungswerte r lJ werden hier am einfachsten gefunden, indem fur lJ 
ein abgerundeter Wert von 0, genom men und 1,; nach einer der Gleichungen (112), 
beispielsweise der letzten dieser Gleichungen gerechnet wird aus: 
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5. Differenziren wir die in den Gleichungen (112) fUr die Niiherungswerte 11 

erhaltenen Ausdriicke nach ~ und l), so ergiebt sich fUr die Differenzialquotienten 
Oil Oil 

((=o~' b=a~: 

(114) ...... , 
b 5 =+1. 

Die Abweichungen 1 zwischen den Niiherungswerten 11 der beobachteten 
GrOfsen und den Beobachtungsergebnissen 0 sind: 

(115) 

(116) 

(135) 

J / 1=1l 1 -0 1 ' 

12=02- 0 2, 

1 i ~ ~'1l'5 ~ ~ 5': 

6. Hiernach ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 

J d01=a1dl:+dl), I f !',=/1+ dIl 1, 
dIl 2 =a 2 dl:+dl), (117) 'V2=/2+ d0 2, 

1 d~~~'a'5d~+'d'l): t ~~~'/~+dll'5: 
Diese umgeformten Fehlergleichungen konnen, indem 

r A, ~ ., - : ~~ , I I"~ ccr, - ~~ , 

l A, . ~: ~::] :F'~f'~ ;;J: 
A5=a5-~5-' F5=/5=-5~ 

gebildet wird, reduzirt werden auf: 

(136) 
f dOl=A1d!, 

do 2 = A2 dl:, 

1 . . . . . . . . , 
do 5 ==A5 dt , 

v 1=F1+dIl 1, 
'V.=F 2 +dIl 2 , 

......... , 
'V5=F 5 +dIl 5. 

7. Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergiebt sich die Endgleichung: 
[AA]dt+[AF]=O, 

wonach 

und weiter: 

(137) 
ist. 

dt=-[~~] 
[AA] 

[a] [t] 
dl)=-5-- dl:-g-

8. Der mittlere Fehler m = m der als gleichgewichtig angenommenen Beob
achtungsergebnisse wird erhalten nach: 

(125) m = m = ± 1 /[~_v]= ± 1/ !tI~]. 
Vn-q ViJ-2 

9. Die Zahlenwerte der Abscissen a, die in den Formeln (109), (112), (116) 
als Faktoren von x, l:, d! auftreten, sind fiir die auszufiihrenden Rechnungen 

unbequem. Es empfiehlt sich daher, dafiir in die Rechnung die Werte a = 10~6 
einzufiihren, wonach statt x, t, d l: in den angefiihrten Formeln 1000 x, 10001:, 1000 d l: 

zu setzen und auch in den Formeln (135) bis (137) a und 1000 dl: statt a und d t 
zu nehmen ist. Hiernach gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 



188 Vermittelnde Beobachtungen. II. T. IV. A. 

1. Niiherungswerte );, 1) der zu bestimmenden Griifsen. I 

1)=-1,0. 1000);= ~5-=_t,l= +4,6 - ( --:-J,Ql =+2 8 
. a 5 2,03 ' . 

2. Niiherungswerte 0 der beobachteten 3. Ab- 4. Bildung der Faktoren u. s. w. 
Ordinaten. weichungen f. der Endgleichungen. 

I aa- '["II a ·1000); + 1) _ o. o. 1'1' :=0. a A [a] .if F [fJ. AA. 1 AF. I 
I 1000' , n: n 

I--~--~~--+-~--~~--II 

10,000 III 0,0001-1 1,0 H 1,000 J 1,100 ,+1 0,100 _11,15811-10,457,1,3411+10,529 
+'1 0.7131 +'[1,996 - 1,01+ 0,996 - 0,24°1+,1,236 -1 0,445 + 0,679 1

0,1981-'.0.302 1 
+ 1,318 1H- 3,690 I-! 1,0 +, 2,690 +12,950 -10.260 +,0,160 -' 0,817 0,026 - 0,131 
+,1,731 '1 1+1. 4,847-11,0 +1 3,847 + 2,180 + 1,667 + 0,573 +1 1,110 ! 0,328+1· 0,636 
+1 2,026 j+ 5,6731- 1,01+ 4,673 +: 4,630 1+, 0,043 + 0,868 -- 0,514 0,753]- 0,446 

P I 

[[_=,]] +! 5,788111+116,206 - 5,01+111,206 +1 8,42,,0 1+ 12,786 -1°,002 !+j 0,001 1+1 2,646 +' 0,286! 

n +[1,158 11 I I I [{] 0,557 I I! I I I 

5. Wahrscheinlichste Werte x, y der zu bestimmenden Griifsen. 

[A P] + 0,286 I [a] (f] _ _" 
1000d"=- --- =--- =-0108'd1)=-- 1000dr--=+012v-ODv7=-0432 

, [A A] + 2,646 ' I n '- n ' , , 
1000); = + 2,800 1) = -1,000 , 

1000 x = + 2,692 , y = -1,432. 

Gleichung der geraden Linie: 0 = - 1,432 + lrlbO 2,692 • 

6. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 
7. Quadrat

summen. 

I a ·1000;0 + 

I 0,000 I_I 
ti ~:~!~ : =1 
+1 4,660 -, 
+1 5,454 i-
+! 15,.581 I - i 

y 

1,482 
1,432 
1,482 
1,4:52 
1,432 

7,160 i + 

I' I 1 II 

~:!~~ :1 .. 
1 
+1 ~:;~~ 1 t[' ~:~!~ 'I + ~:~~~ ~:!~~ I ~:;~~ 

2,116 '1-· 0,834 - 0,017 - 0,834 0,667 I 0,696 
3,228 1 +! 1,048 -, 0,062 1,048 1,232 1,098 
4,022 Ii -I 0,608 - 0,094 1- 0,608 0.264 1 0,370 

8,421 II + I 0,001 I ,0,000 Ii + 0,001 I 2,833 I 2,l::03 I 

8. Schlufsprobe und mittlerer Fehler In. 

[AF] 0,286 
2= - [AA] [AF] = -2,6460,286=- 0,031. 

[V1'] = [F F] + 2= 2,833 - 0,031 = 2,802. 

In = m= 1 /[~~I= ±' /:-,80~ = ± 0,97m. 
Vn-q Vv-2 
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§ 40. Bestimmung der Multiplikationskonstanten eines Distanz. 
messers. 

Behufs Bestimmung der Multiplikationskonstanten k eines Reichenbach'schen 
Distanzmessers, dessen Additionskonstante a = 0,408 mist, sind in einer nahezu 
horizontalen Linie 16 Punkte in Entfernungen von ungefahr 15 m bis 100 m vom 
Instrument scharf bezeichnet worden. Sodann ist die Entfernung D der Punkte von 
der Vertikalaxe des Instrumentes durch zwei sorgfaltige in verschiedener Richtung 
ausgefuhrte direkte Messungen bestimmt worden. Ferner sind die Lattenstucke A., 
die die distanzmessenden Faden auf einer in Centimeter eingeteilten auf den einzelnen 
Punkten lotrecht aufgestellten Nivellirlatte abschneiden, durch zwei unabhangige Beob
achtungen bestimmt worden. Die durch Abzug der Additionskonstanten erhaltenen 
Entfernungen D - a, sowie die arithmetischen Mittel A. der Lattenablesungen sind: 

Nr., D-a. ! A. INr·ID-a.[ A. INr·ID-a·1 A. INr·ID-a.! A. 

1 
I 

5 
I 

60,0571 0,6025 14,847 0,1490 37,3321 0,3750 9 13 83,5621 0,8395 
2 20,742 0,2080 6 43,262 0,4335 10 66,312 0,6665 14 88,977 0,8940 
3 26,292 0,2640 7 49,452 0,4960 11 71,0121 0,7140 15 94,1521 0,9480 
4 31,422 0,3160 8 54,372 I 0,5465 12 76,872 0,7720 16 99,412 0,9995 

1. Die Entfernung D ergiebt sich mit den Konstanten a und k aus den Latten 
ablesungen A. nach der Formel 

Demnach sind die Gleichungen fUr die Beziehungen zwischen den wahren 
Werten (A.) der beobachteten GrOfsen und dem wahren Werte (k) der zu be
stimmenden Muitiplikationskonstanten unter der V oraussetzung, dafs die ermittelten 
Werte von D und a als die fehlerfreien wahren Werte dieser Gr()fsen angesehen 
werden konnen,: 

(108) 

2. Hiernach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte L der beobachteten 
Grofsen und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v mit dem wahrscheinlichsten 
Werte k der Multiplikationskonstanten nach: 

I 
1 L,=(D,-a)/i' 

I L' .. (D:~.a).:.: 
Ln=(Dn-a)/i; 

(109) 

S. Die mittleren Fehler der Beobachtungsergebnisse A. konnen proportional 
den Entfernungen D - a, also zu m = ( D - a ) m angenommen werden. 
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Wird dann als Gewichtseinheit das Gewicht eines Wertes A fUr D - a = 1,000 m 

genommen, so sind nach Formel (34) die Gewichte p -'- (D -=- a) 2' .) 

und: 

Mit dies en Gewichten folgt weiter: 

PI V 1 V I= 

P2 V 2 V 2= 

,/- 1 Al 
'VI vP'=k- D,-n' 

V2~=~-~ 
" k D 2 -ec' 

.............. , 
,/- 1 An 

Vn VP"=k- D -a' 
n 

1 1 A, + ( Al ) 2 
k 2 - 2 k D1 -a D,-a 
~-2~ A2 + (D:~ar k2 k D2----':a 

........ , 

[pV11] =n 12-2~ [D~a] + [(n-Za-) 2], 
woraus sich durch Differentiation nach k ergiebt: 

~~~v]=_2n 13+ 2 l. bT~-a]' 
Wird dieser Ausdruck gleich Null gesetzt, so folgt daraus fUr den Wert von k, 

wofur die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler 
ein Minimum wird, also fUr den wahrscheinlichsten "Vert von k: 

-t=~[DA a]' 
Indem dieser Ausdruck fUr ~ in die obigen Formeln fur vV"P eingesetzt und 

alles addirt wird, folgt, da[s: 
[ vV"P] = 0 

sein mu[s, womit eine Probe fur die richtige Berechnung von ~ gewonnen wird. 

Der mittlere Fehler nt der Gewichtseinheit wird erhalten nach: 

m= l/[pV"J. 
V n-1 

4. Die Rechnung kann logarithmisch in der \Veise durchgefiihrt werden, da[s 
gerechnet wird nach: 

log 1_ = ~_ [log _A_] 
k n D-a 

und: 

~ 1 Al 
V I P = log -- - log ---

1 k D,-ec' 

,/- 1 A2 v 2 V P 2 = log -- - log ---- , 
k D2 -- n 

.................. , 
- 1 An 

V VP = log - - - log - --n n k D,,-n 

.) Dafs die in die Rechnung eingefiihrten Zahlenwerte von A als arithmetisches Mittel 
aus zwei Ablesungen erhalten worden sind, ist hier und im folgenden nieht weiter beriiek· 
siehtigt, weil beide Ablesungen fast immer genau iibereinstimmen und die zweite Ablesung 
kaum anders als Kontrolablesung anzusehen ist. 
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Werden die Zahlenwerte von v Vp dann in Einheiten der letzten Stelle der 

Logarithmen von -- A. -- oder _1_ angesetzt und damit die Zahlenwerte von p t't· 
. D-a k 

gebildet, so wird auch der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit in Einheiten der 
letzten Stelle dieser Logarithmen erhalten, woraus sich m in Metern nach den 
Tafeldifferenzen der Logarithmen oder durch Division mit 0.434 k ergiebt, wo 0.434 
der Modul der gemeinen Logarithmen ist. Aus dem Werte von m in Metern 
ergiebt sich dann weiter der Wert von m in Sekunden durch Multiplikation mit 
{,l" =206 000. -

Die mittleren Fehler m der Beobachtungsergebnisse A. ergeben sich nach 

m = ± m V-~- mit den Gewichten p = ( D 2 a ) 2 zu: 

m 1 = ± (Dl-a)m, 
m2= ± (D 2-a)m, 
............. , 
m,,= ± (D,,-a)m. 

,r- 1 A. 5. Nach den ffir v V p und k erhaltenen Formeln konnen die Werte D _ a 

als direkte gleich genaue Beobachtungsergebnisse mit dem Gewichte Eins angesehen 

werden, woraus der wahrscheinlichste Wert von i als einfaches arithmetisches 

1 
Mittel erhalten wird. Demnach kann noch gleich der mittlere F ehler M 1 von -k 

k 
nach Formel (55) und (56) berechnet werden nach: 

Ml=±m~, 
k 

womit sich der mittlere Fehler M k der Multiplikationskonstanten k = k 2 ( i) nach 

Formel (28) ergiebt zu: 

Weiter ergiebt sich dann ffir den mittleren Fehler M D einer mit dem benutzten 
Distanzmesser bestimmten Distanz D = a + k l nach Formel (33): 

oder da l M k = ± l k 2 m v1 und m = ± ( D - a ) m = ± k l m, demnach l M k = 

± km V~ ist: 

MD =± -v (km V~r +(km)2 

=±mklh+~. 
6. Hiernach gestaltet sich die Berechnung des wahrscheinlichsten vVertes k 

der Multiplikationskonstanten und der mittleren Fehler wie folgt: 
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Nr. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

Vermittelnde Beo bachtungen. ' II. T. IV. A. 

Ent- I Latten-
fernun- ab-

gen lesun- log (D-a). 

D:a. ge: 2. I 
loy 2. 

vvp = 

2 1 
loy D-a. IOYk-

2 
lOYD_a 

pvv. 

14,847 0,1490 1.17164 9.17319 ~ 8.00155 ++1 36 1296 
20,742 0,2080 1.31685 9.31806 8.00121 70 4900 
26,292 0,2640 1.41982 9.42160 8.00178 + 13 169 
31.422 0,3160 1.49724 9.49969 I 8.00245 - 54 2916 
37,332 0,3750 1.57208 I 9.57403 i 8.00195 - 4 16 
43,262 0,4335 1.63611 I 9.63699 • 8.00088 + 103 10609 
49,452 0,4960 1.69 419 9.69 548 8.00 129 + 62 3844 
54,372 0,5465 1.73538 9.73759 8.00221 - 30 900 
60,057 0,6025 1.77857 9.77 996 8.00 139 + 52 2704 
66,312 0,6665 1.82 159 9.82380 8.00221 - 30 I 900 
71,012 0,7140 1.85133 9.85370 8.00237 - 46 I 2116 
76,872 0,7720 1.88577 9.88762 8.00185 + 6 36 
83,562 0,8395 1.92201 9.92402 8.00201 - 10 100 
88,977 0,8940 1.94928 9.95 134 8.00 206 - 15 I 2 25 
94,152 0,94-80 1.97 383 9.97 681 8.00298 - 107 11449 
99,412 0,9995 1.99744 9.99 978 8.00234 - 43 I 1849 

m=± 
(D-a}m. 

mm 

± 0,19 
± 0,26 
± 0,33 
± 0,39 
± 0,47 
± 0,54 
± 0,62 
± 0,68 
± 0,75 
± 0,83 
± 0,89 
± 0,96 
± 1,05 
± 1,11 
± 1,18 
± 1,24 

918,077 I 9,2240 2 313! 5366! 3 053 + i 3 I 440 29 

! loy{-=~ [lay D2 a] =8.00191. m=± V[P1v5V
] = ± 54,2 

I loy k = 1.99809. = ± 0,000012 5m 
I k = 99,56. = ± 2,6". 

lIfk = ± r 2m V~ = ± 99,62 2.0,0000125. V11~ = ± 0,031. 

MD = ± mk Vl+! = ± m·99,6· Vl+f6= ± 103m, 

oder rund = ± 100 m • 

§ 41. Bestimmung einer Distanzteilung fiir den Okularauszug 
eines Fernrohrs. 

1. Bekanntlich ergiebt sich in einem Fernrohr nur dann ein v511ig scharfes 
und bei Bewegung des Auges vor dem Okular gegen das Fadenkreuz feststehendes 
Bild von einem in der Entfernung D von der Objektivlinse befindlichen Objekte, 
wenn die Fadenkreuzebene einen Abstand d von der Objektivlinse hat, der mit der 
Entfemung D des Objektes von der Objektivlinse und der Brennweite f der Objektiv-

linse in der Beziehung steht, dafs 1-+ ~ = ~ ist. Da die Brennweite f der 

Objektivlinse nun fur jedes Fernrohr eine feststehende konstante Gr5fse ist, so kann 
aus dem Abstande d der Fadenkreuzebene von der Objektivlinse die Entfemung D 

des Objektes von der Objektivlinse bestimmt werden, das Fernrohr also durch 
Anbringung einer entsprechenden Teilung an dem Okularkopfe zu einem Distanz
messer eingerichtet werden oder es kann umgekehrt eine solche Teilung benutzt 
werden, urn den Okularkopf fUr ein in bekannter Entfernung befindliches Objekt 
ohne weiteres richtig einzustellen. Die Bestimmung der T eilung erfolgt in der Weise, 
dafs der Okularkopf zunachst mit einer empirischen Teilung, beispielsweise einer 



§ 4~. Bestimmung einer Distanzteilung ffir den Okularauszug eines Fernrohrs. 193 

Millimeterteilung versehen wird, dafs dann fiir eine Reihe verschiedener bekannter 
Entfernungen der Okularkopf auf ein Objekt scharf eingesteIIt und -die SteIIung des 
Okularkopfes durch Ablesung an der empirischen Teilung bestimmt wird, hie~ach 
aUi) den so gewonnenen Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten EinsteIIungen 
fUr verschiedene Entfernungen berechnet und endIich nach den erhaltenen wahr· 
scheinlichsten Werten die Distanzteilung ausgeflihrt wird; 

2. Bei den Ablesungen zur Bestimmung des Abstandes d der Bild· und 
Fadenkreuzebene B B von der Objek. 
tivIinse 0 0 wird am einfachsten der 
Rand R R des Hauptrohrs als Marke 
genommen, so dafs durch die Ab· 
lesungen an dieser Marke ein Mafs A, 
fiir den Abstand der Bildebene B B 

~ ~ ~ 
.. ----------- d -- --- ------r 

Fig._ 17. 
von dem Rande R R gewonnen wird, 
das mit dem zu berechnenden Mafse x fUr den Abstand des Randes R R von der 
Objektivlinse 0 0 zusammen dem Abstande d der Bildebene B B von der Objektiv· 

Iinse 0 0 gleichkommt. Fiihren wir demgemafs in die Formel 1 + i = ~- fUr d den_ 

wahren Wert (x) des zu bestimmenden Abstandes 0 R sowie den wahren Wert ( A ) 
der beobachteten Gri.)fsen ein und bezeichnen wir den wahren Wert der Breriri.·
weite f, deren wahrscheinlichster Wert ebenfalls zu berechnen ist, mit (y), so wird: 

1+ 1 1~) 
jj (x)+(A,j=(Yj' 

woraus sich nach einigen einfachen Umformungen die folgenden Gleichungen fUr die 
Beziehungen zwischen den wahren Werten der beobachteten Gri.)fsen und der zu 
bestimmenden Gri.)fsen ergeben: 

1 
(A,d=-{x)+ D~~~~)' 
( )+ D2(Y) 
A,2)=-(X D 2 -(y)' 

(108) I ~ ~ ~) ... ~ ~ x.).~ ~ ~ ~ ~ ~) : 
Dn (y) 

(An)=-(X)+ Dn -(y)" 

S. Hieraus folgt fUr die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte L 1, L 2 , 

L 3, •••• , L n der beobachteten Gri.)fsen aus den wahrscheinlichsten Werten x, y' 

der zu bestimmenden Grofsen, sowie fiir die wahrscheinlichsten BeobachtungsfehIer 
'Vi' 'V2, 'Va, .... Vn: 

(109) (110) 

0) Wir beschranken uns auf die Behandlung eines Fernrohrs mit Ramsden 'schem 
Okular und bemerken, dafs fUr ein Fernrohr mit H u y g hen s 'schem Okular nur die Formel· 
entwickelung etwas weniger einfach ist, die Ausgleichungsrechnung aber dieselbe ist. 

K 0 11. 2. Aua_ 13 
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4. Die zu bestimmenden GrOfsen x, y werden zerlegt in die Nllherungswerte 
t, lJ und in die diesen beizufugenden kleinen Aenderungen d t, d lJ, so dafs ist: 

{ x=t+d~, (111) 
Y=lJ+dlJ· 

Aus der Formel ~ + ! = ~ wird ffir ein sehr weit entferntes Objekt, woflir 

D = 00, also ~ = 0 gesetzt werden kann,: i = 7- oder d =f. Wenn wir daher 

den Okularkopf fur ein sehr weit entfemtes Objekt richtig einstellen, so erhalten 
wir durch Abmessung der Entfemung der Objektivlinse, von der Fadenkreuzebene 
ein Mafs fur die Brennweite f, das ein genugender Nllherungswert lJ ist. Da nun 
weiter x + A. = Y ist, so erhalten wir auch einen genugenden N llherungswert t, 
indem wir fur die bezeichnete Einstellung des Okularkopfes den entsprechenden 
Wert von A. an der Teilung des Okularkopfes ablesen und von lJ subtrahiren. 

a. Werden die nach (111) fur x, y gesetzten Werte in die Gleichungen (109) 
eingesetzt und die dadurch entstehenden Ausdrucke fur die wahrscheinlichsten 

of of 
\-Verte L zerlegt nach F(t+dt, lJ +d lJ)= F(!;, lJ) +a-dt +a-dlJ ,so ergeben 

. t lJ 
. h h di D'&t': . I' 'iJ F b 0 F SIC zunllc st e lllerenzia quotienten a = Bi ' = if j zu: 

a,=-l, b,_i.Pl-lJ)Dl+D~= (~~)2 
- (D,-t))2 D,-lJ' 

a 2 =-1, b2=(D~2lJr, 
(114) aa=-l, ba=(-.P a _)2, 

Da-lJ 
...... , ......... . 0' 

bn = (D~" lJ) 2, 

wllhrend sich fur die Nllherungswerte 1 = F ( !;, lJ) der beobachteten Grofsen 
ergiebt: 

(112) 

............ , 
DnlJ 

l,.=-t+ D .. -lJ' 

woraus die wahrscheinlichsten Werte L der beobachteten GrOfsen durch Beiffigung 
der den Aenderungen d t und d lJ entsprechenden Aenderungen d! erhalten werden 
nach: 

(113) { 

L, =1, +d1" 
L2 =[2 +d1 2 , 

~.a .. ~a.-1:~~3: 
Ln-l .. +dln · 

Die Abweichungen f zwischen den Nllherungswerten l der beobachteten 
GrOfsen und den Beobachtungsergebnissen A. werden erhalten nach: 
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(115) 

(116) 

Bestimmung einer Distanzteilung fiir den Okularauszug eines Femrohrs. 

Hiermit ergeben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen: 

(117) { 

v1=f1+d(1, 
v 2 =f2+ d(2, 
va=fa+dI s , ......... , 
v"=fn+dI,,. 
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6. Die Gewichte der Beobachtungsergebnisse nehmen wir sa.mtlich gleich Eins, 
wonach die umgeformten Fehlergleichungen reduzirt werden konnen auf: 

til =f1 +b 1 dt}, Gewicht = 1, 
tl2 =f2 +b 2 dt}, " 1, 
tis =f3 +b a dt}, " 1, 

(t3!) ............. , ... ',' .... .. , 
.tln =fn +b" dt}, " 
tI,,+l =[fJ+[b]dt}, " 

Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergiebt sich, indem 

'iY2=[bll-[b][fL 
n 

gesetzt wird, die reduzirte Endgleichung: 

~2dt}+'iY2=O, 
wonach 

und weiter nach Formel (137) 

ist. 
Die Rechenproben ergeben sich bier dadurch, dafs nach den Formeln (127) 

und (129) 

und dafs nach den Formeln (140) 

[v ] = 0 und r b v ] = 0 
sein mufs. 

7. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird erhalten nach 

Wenn, wie im vorliegenden Falle, das Gewicht der in die Rechnung eingeffihrten 
Beobachtungsergebnisse it als Gewichtseinheit genommen worden ist, und diese 
Beobachtungsergebnisse it als einfaches arithmetisches Mittel atls r Lattenablesungen 

13* 
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gewonnen sind, so ist das Gewicht einer Lattenablesung P 1 =.! und demnach der 
r 

mittlere Fehler einer Lattenablesung 

m 1 = ± in V pl1 = ± m yr. 

8. Die Zahlenrechnung wird wesentlich vereinfacht, wenn an Stelle der oben 
entwickelten Formeln andere Formeln benutzt werden, die sich wie folgt ergeben: 

An Stelle der Differenzialquotienten b = (D ~ l)) 2, deren Zahlenwerte wenig 

von Eins verschieden sind, wird gerechnet mit: 

(b-l)= -- -1= 1+-- -1=2--+ ---- . ( D)2 ( l))2 l) (l))2 
D-l) D-l) D-l) D-l) 

Mit den Zahlenwerten von b - 1 werden ohne weiteres in gewohnlicher Weise 

der Faktor ~ 2 = [ b b ] - ~ [ b] und das Absolutglied lY 2 = [ b t] - ~ [t] der 
n n 

reduzirten Endgleichungen erhalten, denn es ist: 

[ b-l] 
[p (b - 1 ) (b -1)] = l< b -1) ( b - 1)] - -- [b -1 J 

n 

[bJ-n 
=[1-2 b+bb]--- ([b1-n) 

n 

= n - 2 [ b ] + [ b b ] - ([: ] - 1) ([ b J - n ) 

=n-2 [bJ+[bb J- [b J[b J+[ b l+lb J-n 
n 

und femer: 

[p ( b -1 )fJ = [( b -1)t] - [b -11 [fJ 
n 

=[bfJ_[t]_[bJ-n[fJ -
n 

Weiter ergiebt'sich fUr die Naherungswerte I der beobachteten GrOfsen 

und ebenso fur die wahrscheinlichsten Werte L der beobachteten GrOfsen: 

Dy y2 
L=-x+-D =(y-x)+-D . -y -y 

Endlich ergeben sich mit den Zahlenwerten von b - 1 die wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler v nach: 

v=f- dl=f- dl;+bdl) _ 
=f- dl;+dt). +(b-l)dl) 
=f+( dl)-dl;)+( b-l )dl). 

9. Hiernach gestaltet sich die Rechnung in einem Faile, wo die in Abteilung 1 
der folgenden Tahelle mitgeteilten Beobachtungsergebnisse -erlangt sind, wie folgt: 
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l. Beobachtungsergebnisse. 

Ent· I II Abweichungen v yom II 
[,muug Abl"ungen I Mittel Mittel 

Nr. 
D . I I. I II. I III. 1 IV. A . A-I.I A-II. lA-miA-Iv. [v] . [v v 1. 
m mm mm mm mm mm mm mm 1 mm I mm mm 

1 5 
1 1 I -I 0,22i+ o,,,H 0,,,1+ o,ot 0,02 0,248 26,2
1

25,6 26,2 25,9 25,98 
2 10 I 1 17,9, 18,1 17,51 17,5

1 
17,75 -1°,15,- 0,351+ 0,25

1

+ 0,2' 0,00 0,270 
3 15 14,6i 15,0 14,9114,9. 14,85 + 0,25-- 0,15 - 0,05 - 0,051 0,00 0,090 

, 4 20 13,5.14,0 13,3 13,9
1 

13,68 +1 0,18'- 0,32 + 0,38 - 0,22 ~ 0,02 0,328 
5 30 12,2112,1 12,1112,2 12,15 - 0,051+ 0,05 + 0,05

1
- 0,051 0,00 0,010 

6 40 11,9 11,8 11,9
1
11,5

1 

11,78 - 0,12 - 0,02 - 0,12 + 0,28. 0,02 0,108 
7 50 11,6111,3 11,5 11,21 11,40 - 0,2°1+ 0,10 - 0,101+, 0,20: 0,00 0,100 
8 60 11,4 11,2 11,111,2; 11,22 - 0,18

1
+1 0,02 + 0,12 1+1 0,02[ - 0,02 0,048 

9 80 11,1111,0 10,9 10,9, 10,98 - 0,12 1- 0,02 +, 0,081+ 0,08( 0,02 0,028 
10 100 10,9110,9 10,7 10,7: 10,80 - 0,10 =1 0,10 +' 0,10 +, 0,10

1 
1 0,00 0,040 

11 120 
'°'8

1

'°"1
10

" '°'1':::: 
-I 0,12 - 0,02 + 0,08 +[ 0,08

11
+1 0,02 0,028 

I I ',298 

I 
1)98 

I II 1 

nt, =± 11-33-= ± 0,20=. 

2. Naherungswerte 1:, I). 

F>ern'W'it' i,t durm Abm",ung am F'CMOhr g~iih"t b"timmt '" 
267 mm und das zugehorige A ist = 11 mm, so dafs genommen werden kann: 

I) = 270 mm, 1: = 270 - 10 = 260 mm • 

3. Berechnung der Differenzialquotienten b. 4. Abweichungen f. 

i 1\ 1 b~l= 1=10+ 
I Nr. D. D-I). t) 

I(DI)~)2. '2~+ 
1)2 

:~ I 

f=l-A. 

1 
D-I) I -I) D-~ 

( __ I)_y. 
n11n I mm I I D-I) mm mm 

I 

5000 I 0,057 081 0,003 2611 25,98 11-1 1 4730 0,11742 25,41 0,57 
2 10000 973O 0,02775 0,00077 0,05627 17,49 ""T' 0,26 
3 15000 14730 0,01833 0,00034 0,03700 14,95 14,85, + 0,10 

I 
4 20000 19730 0,01368 0,00019 0,02755 13,69 13,68 + 0,01 
5 30000 29730 0,00908 0,00008 0,01824 12,45 12,15 + 0,30 
6 40000 39730 0,00680 0,00005 0,01365 11,84 11,78 + 0,06 
7 50000 49730 0,00543 0,00003 0,01089 11,47 11,40 + 0,07 
8 60000 597::10 0,00452 0,00002 0,00906 11,22 11,22 0,00 
9 80000 79730 0,00339 0,00001 0,00679 10,92 

10,98 1- 0,06 
10 100000 • 99730 0,00271 I 0,00001 0,00543 10,73 10,80 - 0,07 

1 

11 120000 119730 0,00226 0,00001 0,00453 10,61 110,68\- . 0,07 

0,15103 0,0047711 0,30683 0,78 
I 1,27 11- 0,49 

I 
0,302061 

II . 0,306831 
I II 
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P. 6. Wahrscheinlichste 5. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 
Werte x, y. 

iNr., P., b-l. I f. k(b-1)2·ip(b-l)f.\ pff. 

I 1 1 1+:°,117 42!-! 0,57 +[0,013 79:-io,066 93'+1 0,3~5 
II' 

d1)=_~2 ,+511 }S' , 

~ II 270,00 

2 10,056271-10,26 +[0,003 17i-iO,014 63 +1 0,068 y=1)+d1) II 275,11 

3 1 1°,037 001+1~ 0,10 +10,001 37i+lo,003 70 +1 0,010 
4 1 1°,027551+ 0,01 +10,000 76;+1°,000 28 +1', 0,000 

i 5 1 0,01824

1

+ 0,30 +;0,000 33:+1°,005 47 + 0,090 
6 1 1°,01365 + 0,06 +;0,000 19i+io,000 82 +'

1 

0,004 
7 1 1°,01089 + 0,07 +10,000 121+ 1

°,000 76 + 0,005 
8 1 1°,009061 0,00 +10,000 0~1 ,0,00000 +: 0,000 

+L~1d\J II +5,25 

+ [fJ 11_ 0,04 
n ,I 

d 6 ii:-+-5-,2-1 

6!~~ 
x=r.+dr. !I 265,21 

9 1 ,0,006791- 0,06 +10,000 001- 1°,000 41 +1 0,004 

10 1 1,,°,00543,1-.1°,07 +10,000 031-1°,000 38 +1 0,005 
.!1 _11 ;0,004 (j3_=;9,07 +10,000 02

1
-

1
°,000 32 + 0,005 7. Proben. 

12 - IT '0,306 83U 0,49 -:0,008 56+1°,013 67 -I 0,022 'I I II 

I I II +:0,01135'1'-io'05~ 97 +'1 0,494 (ffl- L~ (fJ 1+[ 0,494
1 I I. 1 =}S2 =0"2 =[ffJ ~2 II 

! II I Ii -[t]lfJ -}S2~211-IO'2961 
I I , [ n [ v v ] II I 0,198, 

8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. [ft}+1 0,5161 

- [f] dld l+ 2,553 
IL=9,901 ,_ f 010 +[(b-1)f]d1)ii-i o,366'1 

D-y.! y" 'I t,- -, (b-1)d1) vv. +[fJdt)I:-!2,50~ 1+ D-y' L-2. =V. [vv]11 .0,199 

9. Mittlere Fehler. 

I : 
3 

I i 
I 

IJ 
ill 

I 

47251 25,92 H 0,061-1 o,dl+i 0,60i.H 0,07 0,005 
9725: 17,68 1- 0,07 -1°,36 +1 0,291

1
-1 0,07 0,005 1---------11 

147251 15,04 + 0,19+ 0,°°1+1°,19
1
+ 0,19 0,036 nl=±,/[vvT 

19725 I 13'74~ H- 0,06 - 0,09 +1 0.141~+' 0,05 0,002 V n _ q 
2399 7722551, 12,45 0,30 + 0,20 + 0'09\'. +j 0,2~ 0,084 

11,81 0,03 - 0,04 + 0,07 10,0i) 0,001 = ± V 0,195~ 
49725 i 11,42 I 1 0,02 - 0,03 +1 0,06!1 . O,O~ 0,001 11 - 2 
59725 '[ 11,17 1- 0,05 - 0,10 +: 0,05 1-, 0,00 0,002 = ± 0,15 mm, 

79725 10,85 1- 0,13 - 0,16 +1 0,0311- 0,13 0,017 , r-
99725 10,66 1- 0, 141-1°,171+: 0,03:;-1 0,141 0,02~ III 1 = ± III V ii\ 

119 7251·_1_0':....53_~1+-1 -'-0,:.:.15~,-i-0...:.,_17+1++1 0..:..,0.;;.2'f+-' -;,..;.0:....,1~5 ..,;0.:..;,,0.;;.2~_1 
1,27 111°,00 -I, 1,59i.+11,5711-i 0,02 0,195 = ± 0,15 11 O,~5 

II '. 1 Iii 'I 

1 II Iii i II, = ± 0,30 mm . 
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1m III. Abschnitte haben wir uns bereits mit bedingten Beobachtungen be
schaftigt. Die dort gewonnenen Formeln sind anwendbar in dem einfachen Faile, 
wo nur die eine Bedingung vorliegt, dafs die Summe der direkt beobachteten 
GrOfsen einen bestimmten Sollbetrag erfiillen mufs. Es kommen nun aber vielfach 
Falle vor, wo die direkt beobachteten GrOfsen mehr als eine Bedingung erfiillen 
mussen und wo die Bedingungen auch nicht so einfach sind, wie in dem besonders 
behandelten Faile. Nach unserem im § 13 aufgestellten ersten Grundsatze, die 
gesuchten GrOfsen als einheitliches Endergebnis aus samtlichen vorliegenden Be
stimmungen zu gewinnen, miissen wir daher fur diese Faile ein weiteres Rechnungs
verfahren aufstellen, wonach wir solche Werte der beobachteten Grofsen finden 
konnen, die gleichzeitig allen Bedingungen genugen und zwar auch dann, wenn die 
Bedingungen nicht mehr ganz einfacher Art sind. Diese Werte der beobachteten 
GrOfsen miissen dann weiter auch unserem im § 13 aufgestellten zweiten Grundsatze 
entsprechen, dafs zugleich die Quadratsumme der sich ergebenden, auf die Ge
wichtseinheit zuriickgefiihrten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler ein 
Minimum wird. 

Be i s pie 1 1: Auf den Punkten P a' P b' Pc, P d sind samtliche Winkel direkt 
und unabhangig von einander mit gleicher Genauigkeit Pa 
beobachtet worden. Das Ergebnis dieser Beobachtungen 
ist: 

Standpunkt P a • 

L P b Pc: 39 0 48' 55" , 
LPcPa : 33 37 34 
L PaP b: 286 3:3 15 

Standpunkt P b • 

L PcP d: 52 0 04' 30" , 
L PdP a: 58 52 04 , 
L PaP c: 249 03 13 . 

-------------7--------

Standpunkt Pc' 

L PdP a: 34 0 04' 07" , 
L PaP b: 29 14 02 , 
LPbPa: 296 42 15 . 

Standpunkt P a • 

LPaPb : 47° 41'12", 
L P b Pc: 64 37 15 , 
LPcPa: 247 4114. 

Die beobachteten Winkel sollen die Bedingungen erfii11en, 

Pc 
Fig. 18. 

1. dafs auf jedem der 4 Punkte P u' PI,' Pc, P d die Summe der Winkel 
gleich 360 0 ist, 

2. dafs in jedem Dreieck oder Viereck die Summe der Winkel gleich 180 0 

oder 360 0 ist, 
3. dafs die Dreiecksseitenberechnung ohne Fehler abschliefst, wenn dabei von 

einer der Seiten ausgegangen und auf dieselbe Seite abgeschlossen wird. 
Demgemafs haben wir nun die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten 

Winkel so zu bestimmen, dafs allen dies en Bedingungen geniigt und dafs zugleich 
die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Becbachtungsfehler ein Minimum wird. 
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§ 43. Anzahl der zu erfUllenden Bedingungen. 
Bei Anwendung des Rechnungsverfahrens fUr< die Ausgleichung bedingter 

Beobachtungen werden uns in der Regel die zu erfullenden Bedingungen nicht von 
vornherein bekannt s$!. Auch wird meistens nicht ohne weiteres angegeben werden 
konnen, wie viele und welche Bedingungen zu erfUllen sind. Wir mussen dies aber 
bei Beginn iuiserer Arbeit in erster Linie feststellen, da wir sonst sogleich Fehler 
begehen konnen, indem wir zu wenig oder zu viel, oder indem wir uberflussige 
Bedingungen aufstellen, dagegen aber notwendig zu erfiillende Bedingungen aufser 
Acht lassen. 

Fur die Feststellung der Anzahl der zu erfUllenden Bedingungen gelangen 
wir zu einer allgemeinen Regel wie folgt: Die Beobachtungsergebnisse, die wir als 
bedingte Beobachtungen behandeln, lief em in erster Linie direkte Bestimmungen der 
beobachteten GrOfsen, in zweiter Linie Bestimmungen fUr andere gesuchte Grofsen, 
die aus den beobachteten Grofsen abzuleiten sind. Die beobachteten GrOfsen sind 
en~weder unabhangig von einander, oder sie sind abhangig von einander, so dafs 
sie in einem bestimmten mathematischen Zusammenhange stehen. Wenn die Anzahl 
der von einander unabhangigen GrOfsen, wofUr Beobachtungsergebnisse vorliegen, 
gleich der Anzahl der gesuchten GrOfsen ist, so wird nur eine einfache nicht ver
sicherte Bestimmung cler gesuchten GrOfsen erreicht und demnach sind dann auch 
keine Bedingungen zu erfUllen. Erst wenn noch Beobachtungsergebnisse fUr weitere 
Grofsen hinzutreten, die uberschussige Bestimmungen lief em, ergeben sich aus dem 
Zusammenhange der beobachteten GrOfsen unter sich und aus dem Zusammenhange 
der anderen gesuchten und der beobachteten Grofsen Zwangsbedingungen fur die 
beobachteten GrOfsen, und zwar ergiebt sich aus jeder uberschussigen Bestimmung 
eine zu erfullende Bedingung. Hiemach gelangen wir zu der allgemeinen Regel: 

(147). Die Anzahl der zu erfullenden Bedingungen ist gleich der 

, , , 
Pdci _ - - - - -~--,,-*,-OC 

, , , , , 
(1/ '4 

Fig. 19. 

Anzahl der vorliegenden uberschussigen Be
stimmungen der beobachteten und der an
deren gesuchten Grofsen. 

B e i s pie I 1: Die mitgeteilten 12 Winkel sind be
obachtet zur Bestimmung der gegenseitigen Lage der 
4 Punkte P a' P b' Pc, Pd' Zur einfachen nicht ver
sicherten Bestimmung der Punkte genugen 4 von einander 
unabhangige Winkel, beispielsweise die in Figur 19 mit 
A, B<, C und D bezeichneten Winkel. Jeder der ubrigen 
8 Winkel liefert' eine weitere uberschiissige Bestimmung 
fur die Lage der Punkte und damit auch cine zu erful
lende Bedingung. 

§ 44. Aufsuchung der zu erfiillenden Bedingungen. 
1. Nach Bestimmung der Anzahl der zu erfullenden Bedingungen sind die 

Bedingungen selbst festzustellen. Meistens konnen mehr Bedingungen aufgestellt 
werden, als notwendig sind. Dann kommt es darauf an, unter den uberhaupt 
moglichen Bedingungen die richtigen und die besten auszuwahlen. 

Fur die Auswahl der ric h t i g e n Bedingungen ist als Richtschnur der Grund 
satz festzuhalten: 

(148). Die zu erfullenden Bedingungen mussen von einander 
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unabhangig sein, so dafs ein und dieselbe Bedingung nicht mehrfach 
in ve rschie dene r Form vo rk omm en k ann. 

(149). Die diesem Grundsatze entsprechenden Bedingungen konnen wir in 
jedem Falle feststellen, indem wir zuerst die beobachteten GrOfsen auswahlen, die 
zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten GrOfsen notwendig sind, 
und indem wir dann fur jede der ubrigen beobachteten GrOfsen nacheinander fest· 
stellen, welche unabhangige Bedingung durch Hinzutritt derselben zu den bereits 
betrachteten beobachteten GrOfsen entsteht. 

2. Bei diesem Verfahren werden sich in manchen Fallen verschiedene Be· 
dingungen erg eben, je nach der Auswahl der beobachteten GrOfsen, die die einfache 
nicht versicherte Bestimmung der gesuchten GrOfsen liefern sollen. Diese verschie· 
denen Bedingungen konnen in Bezug auf das zu erreichende Endergebnis mehr oder 
minder gut sein, indem sie die zu stellenden Forderungen mehr oder minder zuver· 
lassig zum Ausdruck bringen. Die besten Bedingungen werden dann gefunden, 
wenn die Bedingungen aufgestellt werden fur die beobachteten Grofsen, die die 
gunstigsten Bestimmungen der gesuchten GrOfsen lief ern ; denn die Elemente, die 
die zuverlassigsten Werte der gesuchten GrOfsen liefern, werden auch den zuver· 
lassigsten Ausdruck fur die zu erfullenden Bedingungen liefern. 

Be i s pie I 1: Nehmen wir wieder die Winkel A, B, 0, Dais die Winkel, 
die uns die einfache nicht versicherte Bestimmung der 
gegenseitigen Lage der Funkte P a' P b' Pc, P d liefern, 
so erhalten wir durch Hinzutritt 

1. des Winkels e die Bedingung, dafs die Summe 
der Winkel auf P a gleich 360 0 sein mufs, 

2. des Winkels f dieselbe Bedingung fur Funkt P b , 

3. des \Vinkels g die Bedingung, dafs die Summe 
der Winkel im Dreieck PaP b Pc gleich 180 0 

sein mufs, 
4. des Winkels f) dieselbe Bedingung fur Dreieck 

PaPbPd ; 

ferner erhalten wir durch Hinzutritt der beiden 
Winkel i und f 

5. dieselbe Bedingung wie zu 3 fur Dreieck PaP c P d und 

Fig. 20. 

6. die Bedingung, dafs im Dreieck PaPcPd die aus der Seite PaPb berech· 
neten Seiten PaP c und PaP d sich verhalten mussen wie die Sinus der 
gegenuberliegenden \Vinkel, 

7. des Winkels I dieselbe Bedingung wie zu 1 fur Funkt Pc, 
8. des Winkels m dieselbe Bedingung wie zu 1 fur Funkt Pd' 

3. Zu diesen 8 Bedingungen konnen wir auch ohne Benutzung der auf· 
gestellten allgemeinen Regeln in folgender, aber weniger eillfacher und sicherer 
Weise gelangen: 

Fur die beobachteten Winkel konnen im Ganzen 16 verschiedene Bedingungen 
aufgestellt werden, namlich: 

a) die 4 Bedingungen, dafs die Summe der Winkel in jedem der 4 Dreiecke 
PaPbPc' PaPcPd , PaPbPd , PbPcPd gleich 180 0 sein mufs, 

b) die 4 Bedingungen, dafs die Summe der Winkel auf jedem der 4 Funkte 
P a' P b' Pc, P d gleich 360 0 sein mufs, 
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c) die 2 Bedingungen, dafs die Summe der Innenwinkel und die Sum.me 
der Aufsenwinkel des Vierecks P a P b Pc P d gleich 360 0 bezw. 1080" 
sein mufs, 

d) die 6 Bedingungen, dafs, wenn wir von einer der 6 Seiten oder Diagonalen 
ausgehend dieselbe Seite oder Diagonale aus den anschliefsenden Dreiecken 
berechnen, die Berechnung ohne F ehIer abschliefsen mufs. 

Diese 16 Bedingungen sind aber nicht unabhangig von einander und ein Teil 
derselben ist uberflussig, was sich wie folgt ergiebt: 

Durch Erfiillung zweier del' unter a angefiihrten 4 Bedingungen, dafs die 
Summe der Winkel in den vorhandenen Dreiecken 180 0 sein mufs, fiir 2 an einer 
Diagonale liegende Dreiecke, z. B. fUr die Dreiecke PaP h Pc und PaP c P d' wird 
auch die eine der unter c angefiihrten 2 Bedingungen erfiillt, dafs die Summe der 
Innenwinkel des Vierecks PaP /, PcP d gleich 360 0 sein mufs, da die Winkel der 
beiden Dreiecke die Innenwinkel des Vierecks bilden. 

Sodann wird durch Erfiillung einer weiteren der unter a angefUhrten 4 Be
dingungen auch die letzte erfUllt; denn wenn in einem dritten Dreieck, z. B. im 
Dreieck PaP b P d , die Summe der Winkel 180 0 wird, mufs, nachdem die Erfiillung 
der Bedingung sichergestellt ist, dafs die Summe der Winkel in dem Viereck 
PaPbPcPd gleich 360 0 wird, auch die Summe der Winkel in dem vierten Dreieck 
P b Pc P d gleich 180 0 werden. 

Ferner wird durch die Erfiillung der unter b angefUhrten 4 Bedingungen, dafs 
die Summe der auf einem jeden Punkte beobachteten Winkel gleich 360 0 sein mufs 
auch die zweite der unter c aufgestellten Bedingungen erfiillt, dafs die Summe der 
Aufsenwinkel des Vierecks gleich 1080 0 sein mufs; denn wenn es sichergestellt ist, 
dafs die Sum me der Innenwinkel des Vierecks gleich 360 0 wird, und die Summe 
der Winkel auf jedem Punkte ebenfalls 360 0 wird, mufs auch die Summe der 
Aufsenwinkel 4.360 0 - 360 0 = 1080 0 werden. 

Endlich werden durch Erfiillung einer der unter d angefUhrten 6 Bedingungen 
auch die iibrigen 5 Bedingungen erfiillt; denn durch Erfiillung der emen Bedingung 
werden die Dreiecksseiten in dreien von den vorhandenen 4 Dreiecken einheitlich 
festgestellt und in den betreffenden 3 Dreiecken sind die samtlichen uberhaupt vor
handenen Dreiecksseiten enthalteri, so dafs diese also samtlich nach der einen 
Bedingung einheitlich erhalten werden. 

Von den 16 iiberhaupt moglichen Bedingungen fallen also als uberfliissig und 
in den iibrigen Bedingungen mit enthalten aus: 

eine von den unter a angefUhrten, die 
zwei unter c angefiihrten und 
fUnf von den unter d angefUhrten, im 

ganzen also 8, so dafs 8 notwendig zu erfiillende Bedingungen iibrig bleiben, die mit 
den vorher von uns unter 1 bis 8 bezeichneten iibereinstimmen. 

§ 45. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. 

1. Nachdem festgestellt ist, wie viele und welche Bedingungen zu erfiillen 
sind, miissen diese Bedingungen durch Gleichungen ausgedriickt werden. Da wir 
es nun aber im folgenden in der Regel mit einer grOfseren Anzahl beobachteter 
Grofsen zu thun haben werden, so fiihren wir fiir die in diesen Gleichungen und 
in den weiteren Entwickelungen haufig vorkommendell Grofsen statt der bisher 
angewendeten Bezeichnungen einfachere ein, die uns den Ueberblick erleichtern. 
Wir bezeichnen mit: 
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I, II III t IV, .... die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten GrOfsen, 
I, 2, 3, 4, die vorJiegenden Beobachtungsergebnisse, 

(I), (2), (3), (4), .... die Verbesserungen, die wir den Beobachtungsergebnissen 
I , 2, 3, 4, .... beilegen miissen, urn ihre wahrschein· 
lichsten Werte I, II, III, IV, .... zu erhalten. 

2. Die Gleichungen, durch die die zu erfiillenden Bedingungen ausgedriickt 
werden miissen, werden zweckmafsig in der Form angesetzt, dafs bestimmte aus 
den Bedingungen sich ergebende Funktionen der wahrscheinlichsten Werte der 
beobachteten GrOfsen gleich den Sollbetragen Sa' S b' S c' .... gesetzt werden, die 
Sle erfiillen miissen, wonach wir allgemein erhalten: 

f Fa(I,II,IlI,IV, .... )=Sa' 
(150) F b (I, II, III, IV, .... ) = S b , 

1 ~ ~ . ( ~ ~ ~I: .II~ '. ~~ '. '.' : '.). . ~ ~ : 
Wir bezeichnen diese Gleichungen als Bed in gun g s g lei c hun gen. 
Die Anzahl der Bedingungsgleichungen ist immer gleich der Anzahl der zu 

erfiillenden Bedingungen und somit nach § 43 auch immer gleich der Anzahl der 
vorliegenden iiberschiissigen Bestimmungen der gesuchten Grofsen oder der vor
liegenden iiberschi.issigen Beobachtungsergebnisse. Demnach ist die Anzahl q der 
zuerst zu suchenden wahrscheinlichsten Werte I, II, III, IV, .... der beobachteten 
GrOfsen immer grofser als die Anzahl r der Bedingungsgleichungen. 

Be i s pi ell: Wir nummeriren die vorliegenden Beobachtungsergebnisse nach 
der unter Nr. 1 eingefiihrten Bezeichnung fortlaufend 
mit I, 2, 3, .... 12 und schreiben diese Nummern als 
Bezeichnung der betreffenden Winkel in unsere Figur 
ein zum Anhalt fiir die Aufstellung der Bedingungs
gleichungen. 

Dann erhalten wir nach den im § 44 unter 1 bis 8 
aufgestellten Bedingungen, fiir die wahrscheinlichsten 
Werte I, II, III, .... XII der beobachteten Winkel die 
folgenden Bedingungsgleichungen: 

a) nach den Bedingungen unter Nr. 1, 2, 7, 8, 
dafs die Sum me der Winkel -auf den Punk ten 
P a, Ph' Pc, P,l die Sollbetrage Sa=8 b =Sc 
= S d = 360 0 erfiillen mufs: 

I + II + III = 360 0 , 

IV + V VI = 360 0 , 

VII + VIII + IX =360 0 , 

X + XI + XII = 360 0 , 

Fig. 21. 

b) nach den Bedingungen unter 3, 4, 5, dafs die Summe der Winkel in 
den Dreiecken PaP b Pc, PaP c P d , PaP b P d die Sollbetrage S e = S g = S h 

= 180 0 erfiillen mufs: 

I + IV + V + VIII = 180 0 , 

II+ VII + X+ XI = 180 0 , 

I + II +V + X ='= 180 0 , 

c) nach der Bedingung unter 6, dafs im Dreieck P a Pc Pd die aus der Seite 
PaP b berechneten Seiten PaP c und P a Pd sich verhalten miissen wie die 
Sinus der gegeniiberliegenden WinkeL: 
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ain(IV+V)p p 
Pa Pe sin VIII a b 

Pa Pa = --sin V P P 
-,-X·· a b 
8'1'11. 

sin (IV + V) sin VII sin X = 1 
sin VIII sin (X + XI) sin V ' 

oder in logarith~scher Form: 

log sin (IV + V ) - log sin VIII + log sin VII - log sin ( X + XI) 
+ log sin X -logsinV=O, 

wonach der Sollbetrag fUr die letzte Bedingungsgleichung S i = 0 ist. 

(150) 

Stellen wir samtliche Gleichungen zusammen, so haben wir: 

I +II +III =360°, 

IV +V 

VII + VIII + IX =360°, 

X +XI +XII=3600, 

I +IV + V + VIII = 180°, 

II+ VII+X+XI = 180°, 

= 180 0 , 

log sin (IV + V) - log sin VIII + log sin VII - log sin ( X + XI) 
+ log sin X -logsinV=O. 

II. T. V.A. 

Die Anzahl q. 12 der beobachteten Grofsen ist grOfser als die Anzahl r = 8 
der Bedingungsgleichungen, wie es J;ein mufs. 

§ 46. Widerspruche zwischen den Sollbetragen und den 
Beobachtungsergebnissen. 

Die Bedingungsgleichungen (150) werden in der Regel durch die vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse nicht streng erflillt werden, und wenn wir in die Be
dingungsgleichungen statt der wahrsGheinlichsten Werte der beobachteten GrOfsen 
I, II, III, IV, .... die wirklich vorliegenden Beobachtungsergebnisse I , 2, 3, 4, ... 
einfiihren, so werden wir auf der rechten Seite der Gleichungen statt der Sollbetrage 
Sa' S b' S e •.•. andere Betr1l.ge 2 a' 2 b' 2 e' •••• erhalten, so dafs sein wird: 

(151) 
J Fa(I, 2, 3, 4,··· .)=2a, 

Fb (1,2,3,4, .... ) =2b' 

1 ~< I.' .2.' .3.' .4.' .. : ' .. ! . . ~ ~ : 
Die Betrage 2 a , 2 b , 2 e , .... bezeichnen wir als die B eoba chtungs

ergebnisse ffir die Sollbetrage. Zwischen diesen BeobachtUI1gsergebnissen 
der Sollbetrage und den Sollbetragen bestehen Widersprfiche fa, fb' fe' ...• 
die wir berechnen nach: 

(152) 
r fa="Sa-2a' 

f b =Sb- 2 b' l fe = Se -2e' 

B eispie 11: Nach unseren Bedingungsgleichungen (150) erhalten wir folgende 
Formeln zur Berechnung der Beobachtungsergebnisse Za' 2 b , 2 e , .... 2; ffir die 
Sollbetrage : 
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(151) 

(152) 

Hiernach ergeben sich die Zahlenwerte von Z a' Z b' Z c' . . . Z i wie folgt: 

I 
I 

2 

3 
Za 

39' 48! 55 
33 37 1 34 
~?3115 
359 1

59 1 44 

I 
I 

I 

4+5 
8 

Z. 

2 

4 I 52 04.30 7 34104107 IO 47 i 41 12 

5 1 58 52,04 8 29. 14 102 II 64,37 15 
6 03! 13 9 296 i 42 15 I2 247 41 14 

1 249 
Zb 1359 59

1
47 Ze 1360 I 00 124 Zd 1359159141 

39 48 55 
110 56 34 

29 14 02 

179 I 59 1 31 

33 : 37 34 
34 I 04 07 

112 ! 18 27 

180 I 00 I 08 

73 I 26 29 
471.41 12 
58 52 04 

1179 159 1 45 

log Bin (4 + 5) 
epilog Bin 8 

9.97032 
0.31124 

log Bin 7 9.74833 
epilog Bin (IO + II) 0.03 378 

log Bin 10 

epIlog Bin 5 
I
I ~:~~ ~:! 

O.QO 013 

'vVeiter ergeben sich die Zahlenwerte der Widerspruche la' 10 , Ie' . . . Ii zu: 

r f =8 -Z =360°00'00"-359°59'44"=+16" a a a ., 

Ib=8b-Zb =360 0000 -359 5947 =+13, 

Ie = 8e - Ze = 360 00 00 - 360 00 24 = - 24 , 

Id = 8d - Zd = 360 00 00 - 359 59 41 = + 19 • 

I. = 8e - Ze = 180 00 00 - 179 59 31 = + 29 , 

19 = 8 g - Z9 = 180 00 00 - 180 00 08 = - 8 • 

I" = Sh - Zh = 180 00 00 - 179 59 45 = + 15 , 
Ii = 8 i .- Zi = 0.00000 - 0.00 013 = - 0.00 013. 

§ 47. Umformung der Bedingungsgleichungen. 
Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsergebnisse I, II, III , IV , .... 

erhalten wir aus den Beobachtungsergebnissen I, 2, 3, 4, ., .. durch Hinzulegung 
der Verbesserungen (I). (2), (3), (4), .... Demnach ist: 

(153) 
f I=I+(I), 

II=2+(2), 

1 III=3+(3), 
IV =4+(4), 
......... , 
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Fuhren wir diese Ausdrucke fur die wahrscheinlichsten Werte der Beob-
achtungsergebnisse in die Bedingungsgleichungen (150) ein, so gehen diese tiber in: 

Fa(I+(I), 2+(2), 3+(3), 4+(4), .... )=Sa' 

Fb (I + (I), 2 + (2), 3 + (3), 4 + (4), .... ) = Sb' 

Fe ( I + ( I ), 2 + (2), 3 + ( 3), 4 + (4), .... ) = Sc , 

Die Verbesserungen (1), (2), (3), (4), .... sind immer verhaltnisITiafsig 
kleine GrOfsen, so dafs allgemein: 

. of 
F(I+(I), 2+(2), 3+(3), 4+(4), .... ) =F(I, 2, 3, 4, .... )+a-r(I) 

of of of 
+~(2)+~(3)+~(4)+·· .. 

v2 l!3 lJ4 
ist, womit obige Gleichungen tibergehen in: 

o~ o~ o~ o~ 
Fa(I, 2, 3, 4, .... )+-~-(I)+~(2)+~(3)+~(4)+····=Sa' 

01 v2 v3 V4 

oFb oFb oFb oFb , 
Fb(I, 2, 3, 4, .... )+ ·"-(I)+~(2)+;c-(3)+-~(4)+,,,,=Sb' 

vI v2 03 . v4 

of of of of 
}i~ (1,2,3, 4, .... )+..,,--"(I)+~c(2)+-~:--"(3)+..,,--"(4)+ .... =Sc, 

Or v2 03 04 

Fur die partiellen Differenzialquotienten fGhren wir die foIgenden einfacheren 
Bezeichnungen ein: I of 

a, = 0 la, 

oFb 

(154) 1:: ::,: 
.... ~~ , 

oFa 
a 2 =if2' 

oFb 
b 2 = (j-2- , 

. . . . . . , ...... , 

· ... , 

· . . 0' 

· . . 0' 
. . . . . . , · . . 0' 

Beachten wir nun, dafs allgemeinnach den Formeln (151): F (1,2,3.4, .... ) = Z 
und nach den Formeln (152): f = S - Z ist, so gehen damit unsere obigen Gleichungen 
tiber in: 

(155) 
J a,(I)+a2(2)+as(3)+a.(4)+ .. ··=fa' 

1 b 1 ( 1 ) + b 2 (2) + b 3 (3) + b • (4) + .... = fb , 
C 1 ( r ) + c d 2) + C 3 (3) + c • (4) + .... = fc , 
.............................. 

Diese Gleichungen bezeichnen wir als u m g e for m t e Bed i n gun g s -
glei c h unge n. 

Beispiel 1: Zur Aufstellung der umgeformten Bedingungsgleichungen haben 
wir nur noch die partiellen Differenzialquotienten a, b, c, .... i zu bilden. Wir erhalten : 

a 1 = + 1, a 2 = + 1, as = + 1 , a 4 = (~ 5 = a 6 = a 7 = (~ 8 = a 9 = a 10 = a 11 = (t 12 = 0 , 
b 1 = b 2 = b 3 = 0, b 4 = + 1, b 5 = + 1 , b 6 = 1 , b 7 = b 8 = b 9 = b 10 = b 11 = b 12 = 0., 
C 1 = C 2 = C 3 = C • = C 5 = C 6 = 0, C 7 = + 1, c 8 = -+- 1, c 9 = + 1, c 10 = C 11 = C 12 = 0 , 
d 1 = d 2 = d 3 = d • = d 5 = d 6 = d 7 = d 8 = d 9 = 0, d 10 = + 1 , d 11 = + 1, d 12 = + 1 , 
e 1 = + 1, e 2 = e 3 = 0, e 4 = + 1, e 5 = + 1, e 6 = e 7 = 0, e 8 = + 1, e 9 = e 10 = ell = e 12 = 0, 
g, =0, g2 =+1, g3 =g4=g5=g6=0, g7=+ 1, g8=g.=0, glO=+ 1, gl1 =+1, g,2=0, 
1£, =+ 1,1£2=+ 1,1£3=1£.=0,1£5=+ 1,1£6=1£7 = 1£8= h. =0,1£10=+ 1,1£11 = 1£'2=0, 
i 1 = i 2 = i 3 = 0 , i. = + 1II co'tg ( 4 + 5 ), ·i 5 = + M cotg ( 4 + 5 ) - ]If cotg 5, i 6 = ° , 
i 7 = + M cotg 7, i 8 = - M wtg 8, i. = 0, ·i 10 = - }1 cotg ( 10 + II ) + l1f cotg 10, 

ill = -1II cotg (10 + II) , i 12 = O. 
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Unter Heranziehung der im § 46 berechneten Zahlenwerte fUr die Wider
spruche t a , t b , t e , •••• ti ergeben sich hiernach die folgenden umgeformten Be
dingungsgleichungen : 

(I) + (2) + (3) = + 16/1, 

(4)+ (5)+ (6)=+13", 

( IO ) + ( II ) + ( 12 ) = + 19/1 , 

(2) + (7) + (10) + (II) = - 8", 

(I) + (2) + (5) + (10) =+ 15", 

1 111 + M cotg (4 + 5) - (4) + (+ M cotg (4 + 5) - M cotg 5) - (5) + M cotg 7 - (7) - M eotg 8 - (8) 
(! (! (! (! 

1 1 + (-Meotg (IO+II) + Mcotg IO) - (IO) - Meotg (10+ II) -(II) =- 0,00013. 
(! (! 

In die letzte Bedingungsgleichung mass en wir noch die Zahlenwerte fur .M, 

fur die Cotangenten und fur } ¥) einfUhren. Die Zahlenwerte sind: 
(! 

M = 0.434 294 , 
1 1 

(! " - 206 265 ' 
cotg (4 + 5) = - 0,383 , 

cotg 5 =+0,604, 

cotg 7 =+ 1,479, 

cotg 8 =+ 1,787, 

cotg (IO + II) = - 0,410 , 

cotg 10 =+0,910, 

M J" = 0,000 002 1055 
(! 

1 
M --,; cotg (4 + 5) = - 0,000 000 806 , 

(! 
1 

11{ - "cotg 5 
(! 

Ml .. cotg 7 
(!/I 

1 
]If -- cotg 8 

(!/I 

= + 0,000 001 272 , 

= + 0,000 003 114, 

= + 0,000 003 763 , 

1 
M -,; cotg (10 + II) = - 0,000000863, 

(! 
1 

M -" cotg 10 = + 0,000001916. 
(! 

Da die Zahlenwerte der Differenzialquotienten fUr die weiteren Rechnungen 
unbequem sind, multipliziren wir die ganze letzte Gleichung mit 100000, wonach 
wir aile darin vorkommenden GrOfsen in Einheiten der funften Stelle der Logarithmen 
erhalten. Hiernach sind unsere umgeformten Bedingungsgleichungen: I (1)+ (2)+ (3)= 16/1, 

(1)+(4)+ (5)+ (8)=+29", 
(4)+ (5)+ (6)=+13/1, 

(155) 
Il (7)+ (8)+ (9)=-24", 

( IO ) + ( II ) + ( 12) = + 19/1 , 

- 0,081 (4) - 0,208 (5) + 0,311 (7) - 0,376 (8) +0,278 (IO) +0,086 (II) = -13. 

§ 48. Korrelatengleichungen und Endgleichungen. 
1. N ach den umgeformten Bedingungsgleichungen 

1 a, (I)+a2(2J+a 3 (3J+a4(4)+···.{al 
b 1 (I ) + b 2 (2) + b 3 (3 ) + b 4 (4) + .... fb , 
C 1 ( I ) + c 2 (2) + c 3 (3) + c 4 (4) + .... te , 
........................... ... 

(155) 

¥) Die Differenzialquotienten M cotg n stellen die Aenderungen dar, die die log sin n 
fiir eine Einheit des Bogens n erleiden und 211 cotg n . ( n) die Aenderungen, die die log sin n 
erleiden, wenn dem Bogen n die Verbesserung (n) in Bogenmafs hinzugefugt wird. Da wir 
nun unsere Rechnung im iibrigen nicht in Bogenmafs, sondern in Winkelmafs durchfiihren, 

so mufs der Faktor -i zur Umwandlung der Verbesserungen (n) VOll Winkelmafs in Bogen

mafs hinzugefiigt werden. 



Nr. 

1 
2 
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mussen wir nun die Verbesserungen (I), (2), (3), (4), .... , die zugleich die 
wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler darstellen, derart bestimmen, 
dafs erstens diesen Bedingungsgleichungen genugt wird und dafs zweitens die 
Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Werte 

der Beobachtungsfehler (I) vF;", (2) VP-';, (3) VP ~, (4) Vp~, .... , also 

[p (n)( n)] = PI (I) (I) + p 2 (2) (2) + p 8 (3) (3) + p 4 (4) (4) + .... 
ein Minimum wird. 

2. U m diese Werte der Verbesserungen (I), (2), (3), (4), .... zu finden, 
nehmen wir fa' f b, f e • .. .. auf die linke Seite der Gleichungen (155) und multi-
pliziren die Gleichungen dann mit den vorlaufig noch unbestimmten Koeffizienten 
-2ka' -2kb' -2ke' .... , womit wir erhalten: 

- 2 a 1 ka (I) - 2 a 2 ka (2) - 2 a 3 k" (3) - 2 a4 ka (4) - .... + 2 kafa = 0, 
-2b , k" {I)-2b 2k" (2)~2b8kb (3)-2b 4 k" (4)-· .. ·+2kb h=O, 
- 2 c 1 k e (I) - 2 c 2 k e (2) - 2 c 3 k e (3) - 2 c 4 k e (4) - .... + 2 k c fe = 0 , 

Addiren wir diese Gleichungen zu 
[p (n) (n) 1 = PI (I) (I) + P 2 (2) (2) + P 3 (3) (3) + P 4 (4) (4) + .... , 

so erhalten wir: 
lp (n) (n)] = P, (I) (I) - 2 a 1 k a (I) - 2 b 1 kb (I) - 2 c 1 ke (I) - ... . 

. +P2 (2) (2)-2(~2ka(2)-2b2kb(2)-2c2ke(2)- ... . 
+p 8 (3) (3) - 2 a 3 ka (3) - 2 b 3 kb (3) - 2 c 8 ke (3) - .. .. 
+p 4 (4) (4) - 2 a4 ka (4) - 2 b 4 kb (4) - 2 c 4 ke (4) - .. .. 

3. Differenziren wir dies en Ausdruck nach (I), (2), (3), (4), .... so 
ergeben sich die folgenden partiellen Differenzialquotienten: 

o [p (n ) (n 11 ---a--rr)- = 2 p, ( I ) - 2 a 1 k a - 2 b 1 k b - 2 e,k. - .... , 

o[p(n)(n)] - , 
- 6(:2)-- =2pz (2) -2 a 2 ka -2 b 2 k,,- 2cz ke- ... ·, 

o [p (n)(n) 1 -----a (3)-- = 2 p 8 (3) - 2 a 3 k a - 2 b 8 k b - 2 c 3 k e - •••• , 

0[p(r0JElJ_ 2 ___ 9 _ 
0(4) - P4(4) 2a.ka 2b.k b ~c4ke .... , 

a·1 b·1 e·1 d·l e. i g·1 h·1 i. I ~·I ~.I ~Jad.l!:".I~·I~~·i~.I~·I~·I~·!~~·I~·I-"-~·: !.i. 
p P: PIP I pip P PIP 1 PP i P P I' P 

+11 
1 1 ! 1 I 1 +11 1 +1 

1 

I 
I i +11 1 +1, +1 ' 1 

+li 
I 

3 +1 I '+r" 
! + 11 1-0.081 

+11 
+1

1 

I 
I 

1+11 +1 
+J 

I 
+11 [ -0,081 4 +1 I 

+11 '+1 -0,208 
I 

I 

I 

1 +1' 5 +1 
I 

+1 +11-0,208 
6 +11 

1+1 ' +0,311 
+1 

I 7 1+1 
1 8 +1 +'1 

_0,376 
I 9 +1 

I 

I 

10 +1 +1 +1 +0,278 

I I I 
11 +1 

1+
1

1 

+0,086 
12 +1 1 

1 1 
+31 I I 1+11 +11 +21 11+ 31 I 1+21 1 + 11-0,2891 
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Setzen wir diese partiellen Differenzialquotienten gleich Null, so erhalten wir 
n Ausdrucke fOr die n Verbesserungen (I), (2), (3), (4), .... , die der Minimums
bedingung genugen: 

r 
a, b, C , 

(I) =-ka+-kb+-kc+ .... , 
P, PI P, 
a2 b 2 C2 

(2) =- ka+-kb+-kc+ .... , 
P2 po P2 I (3)=a8ka+~kb+~kc+ .... ' Pa Pa P3 
a'k b. c. 

~~) .. ~~ .a.~~~~b.~: .. ~~~.':''': 
(156) 

Die Koeffizienten k", k b' k c' .... , wodurch in diesen Gleichungen die Ver 
besserungen (I), (2), (3), (4), .... ausgedruckt sind, bezeichnen wir als K 0 r -
relaten und die Gleichungen (156) als Korrelatengleichungen, 

4, Setzen wir die in den Korrelatengleichungen (156) erhaItenen Werte von 
( 1 ), (2), (3), (4), "'. in die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ein, so 
erhalten wir: 

(157) 

Die Anzahl dieser Gleichungen, die wir als Endgleichungen bezeichnen, 
ist gleich der Anzahl r der Bedingungsgleichungen und gleich der Anzahl der 
Korrelaten k a' k b, k c ,.,' Durch Auflosung der Endgleichungen erhalten wir 
demnach bestimmte Werte der Korrelaten k a' k b' k c , . , .. , und zwar solche, die den 
Bedingungsgleichungen (155) entsprechen, 

Berechnen wir dann mit diesen den Bedingungsgleichungen entsprechenden 
Werten der Korrelaten k a , k b , k c , •• " nach den in den Korrelatengleichungen (156) 
erhaltenen, der Minimumsbedingung genugenden Ausdrucken der Verbesserungen 
( I ), (2), (3), (4), ,',' die Zahlenwerte dieser Verbesserungen, so erhalten wir 
solche Zahlenwerte, die sowohl den umgeformten Bedingungsgleichungen (155) als 
auch der Minimumsbedingung genugen, 

~·I~·I~· CgJCk I ci II dpd, I ~"l~/i-I tli II'" eg 10k I ei 11~'17'1 gi Ilk:·1 hi 

II 
ii 

p P P p':p'i p p ,F'IF'IF' p p p p 

! 
; , 

: II 
I +li 

II 
i I ! , :+1 +1' I I 

, 

I , +1 +1 +1 , I i I I 
i 

I +1 I i -0081 +0,0066 
i +1 +1' -0:208 +1 -0,208 +0,0433 
, , 

1 +1, +1 +0,311 I +1, +0,311 i +0,0967 
+li +1 -0,376 +11 -0,376 i +0,1414 

+'1 +1 +1 +1 +0,278 i 1+':+' +0,278 I +0,0773 I + 1: +0,278
1 +1 +1 ! +0,036 I +1, +0,086 +0,0074 

+1, , 

H! 1+11 +11 1-0,065 1 +31 1 + 21 + 11 +0,364 11 HI 1 +21--0,665 11 HI + 21 +0,675 11 HI +0,07°11+ 0,3727 

Koll, 2. Aufl. 14 
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Die Faktoren der Endgleichungen (157) werden ganz in gleicher Weise ge
bildet wie di~ Faktoren der Endgleichungen (118) fiir vermittelnde Beobachtungen. 

Be is pie 1 1: Wie im § 42 angegeben ist, sind samtliche Winkel mit gleicher 
Genauigkeit beobachtet worden. Wir setzen daher fUr die folgende Rechnung die 
Gewichte samtlicher Winkel = 1. Hiermit und mit den im § 47 erhaltenen Faktoren 
an' b n' c", .... in der umgeformten Bedingungsgleichungen, ergeben sich die fol· 
genden Korrelatengleichungen: 

(156) 

(7) =+ kc + kg+O,311 k;, 
(8) =+ k" + k. -0.376 k;, 
(9)=+k e, 

( 10 ) = + k a + kg + kit + 0,278 k i , 

(II) =+ ka+ kg + 0,086 k;, 
(12) =+ka' 

Die Faktoren der Endgleichungen erg eben sich wie folgt: (Siehe die Tabellen 
auf Seite 208 und 209.) 

(157) 

Damit erhalten wir die Endgleichungen: l+3ka . . . + k.+ kg+2k" =+16, 
· +3k b • 2k. + kh -O,289k i =+13, 
· . +3ke + k.+ kg -0,065k i =-24, 
· +3k d +2kg+ k,,+0,364k i =+19, 

+ k a +2kb + kc +4ke +2kh -O,665ki =+29, 

1 
+ ka + kc +2k d +4kg+2k,,+0,675ki =- 8, 
+2ka + k/, + ka+2k,+2kg +4k,,+0,070k i =+15, 

- 0,289 k b - 0,06.j k e + 0,364 k d - 0,665 k e + 0,675 kg + 0,070 k h 

l + 0,373 ki = - 13. 

§ 49. Auflosung der Endgleichungen, Rechenproben und 
mittlere Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs. 

ergebnisse. *) 

1. Fiihren wir fiir die Faktoren der Endgleichungen und die Widerspriiche 
einfachere Bezeichnungen ein, indem wir setzen: 

.. , 

(158) 

. , 

. , ...... , 
so gehen die Endgleichungen iiber in: 

( a,ka+b,kb+c,ke+ .... L=O, 
) li,ka+li2kb+C2kc+ .... f2=0' 

1 ~'.~a.~.C·~~~~.C~~e.~ .. : ... ~~ .. 0: 

(159) 

Diese Gleichungen haben genau dieselbe Form wie die Endgleichungen (121); 
wir losen sie daher auch auf nach den Formeln (120 b), (122), (123) oder nach 
dem Schema (124). 

0) Die Gewichte und mittleren Fehler der wahrscheinlichsten Werte der beobachteten 
Grofsen und der Funktionen von diesen werden im VII. Abschnitte besonders behandelt. 
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2. Hierzu ergeben sieh Reehenproben dureh dreifaehe Bereehnung des 
Wertes von [p (n) (n)]. Zuerst erhalten wir, indem wir die Ausdrueke fUr die 
Verbesserungen ( I ), (2), (3), (4), .... in den Korrelatengleiehungen (156) 
quadriren, mit den Gewiehten p" P 2 , P a , P 4, •••• multipliziren und dann alles 
addiren: 

'J (I)(I)=~-~k k +~"k k +c,c'k k + .... 2 a ,b,k k +2~~k k 1, p, a a p, b b p, c C p, a b p, a C 

+ .... 2~'~kbkc+.··· 
p, 

_ll~k k +?2_~~k k + C 2 C2 k k + 2 a2b2 k k +2n2~k k P2 (2) (2) - a a b b C c • ••• a b a c 
P2 P2 P2 P2 P2 

b 9 C 9 

.... 2 -"--"kbkc+ .... 
P2 

) ( )( )=~3~'~k k +b 3 bak k +c.ac3 k k + .... 2 a3b3 k k +2("-~k k 
133 3 P3 a a Pa b b P3 c c P3 a b Pa a c 

b 3 C 3 
+ .... 2 ---kbkc+ .... 

Pa 

J (=n~k k +b 4 b4k k +C 4 c4k k + .... 2~Ji.4k k +2 n4c--"k k 
14(4) 4) P4 a a P4 b b P4 c C P4 a b P4 a c 

b 4 C 4 
+ .... 2 ~kbkc+ .... 

P4 
................................................... .. 

[1' ( n) ( n )] = [np a] k a k a [ b:] k b k b + [~c] k eke + .... 2 [~] k a k b + 2 [llpC] k a k c 

+ .... 2 [~c] kbkc+ .... 

Multipliziren wir sodann die Endgleiehungen (157) mit den Korrelaten 
k a' Ie b' k c' •••• und addiren alles, so erhalten wir: 

[a~((] kak a + [~p~] kbkb+ [~c] kc kc+ .... 2 [C~b] ka k b+ 2 [apc] kak c+ .... 

2 [~c] kbkc+ .... =[kf]. 

Der oben fUr [p (n) (n)] erhaltene Ausdruek stimmt uberein mit dem hier 
fUr [k f] erhaltenen Ausdruekund demnaeh folgt: 

(160) [p (n)(n) 1 = [kf] =-r kf]. 

Berueksiehtigen wir nun ferner, dafs naeh (158) 

[kf] = - f, ka - f 2 kb - fs kc - .... 

ist und dafs naeh Formel (127) 

-f, ka -fz kb -fa k c-.· .. =h f, +~2lY2+~~lYa+ .... 
U, '<12 ""3 

sein mufs, so ist aueh: 

(161) [p(n)(n)J=Lf,+~2lY2+~3lY3+"" 
u, '<12 ""a 

14* 
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Zu diesen beiden Werten von [p (n ) ( n )], die wir gleich bei AufJosung der 
Endgleichungen bilden, und die uns zugleich eine Probe fiir die richtige Durch
fiihrung der Auflosung liefem, erhalten wir endlich einen dritten Wert, indem 
wir nach den Korrelatengleichungen (156) die Zahlenwerte der Verbesserungen 
( I ), (2), (3), (4), .... berechnen und mit diesen Werten 
(162) [p (n) (n)] = P, (I) (I) + p 2 (2) (2) + P 3 (3) (3) + P.( 4) (4) + .... 

[~"l i [~:ll [~'ll ["pdlll~'] I [ill [~k] I [~ill-f". ['p' j i l~' 11 ['pd j : [i]· 
I . . I I '. , 

I 
I 1 

I II! I I 1 

+3,000, ,+ 1,000 ,+ 1,000 ,+ 2,000 1- 16,000 +3,000' 

I 

1+ 2,000 I 

! 

I 
-0,333 

I i 

1+ 5,333 ! -0.333

1

- 0,667 
i i I 

+3,0001 1 1+ 2,000 

+ 3,327 1 -- 0,667 

I I 1- 1,789 

1- 1,176 
I 

I 

I 

1 i 

1 
1 1 

I 

I 1 I I 

I 
I 

I 

I 

1 1 

1 
1 1 1 

I 
I k =1+ i I I a I 

5,695 
I 

I 

[dpd]. [~el [dpg]. [dph]. [~)i]'I-fd' 
1 1 1 

[~e].1 [7]. \ [e;]. [~i]. 'I -fe • [g;]. 

+3,0001 1+ 2,0001+ 1,000:+ 0,364 

I 

I 
- 19,000 + 4,000[ . + 2,000 - 0,665 - 29,000 + 4,000 

- 0,333- 0,333 - 0,667 + 5,333 - 0,333 

1 

1 

I 
- 1,333 - 0,667 + 0,193

1
+ 8,667 

I ;. I -0333-0333 +0022:- 8,000-0,333 

1 . : 1 ' I' I' I H-- 3,000: + 2,0001+ 1,0001+ 0,364 - 19,000. . . . I, . -1,333 
~ I. I 1 

[- 0,667 - 0,333 - 0,1213i+ 6,333 + 2,0001- 0,6671+ 0,667 i- 0,450:- 23,000 - 0,222 

1+ 6,159 + 0,3331- 0,333 + 0,2251+ 11,500 + 1,778 

I i- 11,425 + 1,663 

1- 3,577 

1 __ 1 

kd =!+10,578 

I 1+ 1,663 

+ 1,789 

1 k e =,+ 3,527 
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bilden, wodurch wir eine Probe fur die richtige Bildung der Faktoren der End
gleichungen erhalten. 

(163). Weiter erhalten wir dann eine Probe fur die richtige Bildung und 
Umformung der Bedingungsgleichungen, indem wir zuerst feststellen, ob die 
erhaltenen Verbesserungen (I), (2), (3), (4), .... den umgeformten Bedingungs
gleichungen (155) genugen, indem wir sodann nach den Formeln (153) durch 

1 II + 1,000 ! - 0,289 ! - 13,000 I + 3,000 II 1+ 1,000 I + 1,000 ! 

I i 'I :. I ':1 i' I . I 

1 

I + 2~,000 

I 
I + 1,000 - 0,289 I - 13,000 i' 

1- 0,3331 + 0,0963' + 4,333 1_+_3,_00_0-:-! _--:-1 +_I_,o_00-+1_+_I_,0_oo~I:-_~I-_o,0_6_5_:I_+_2_4_,0_001 
I 1 I, - 4,890 1 I' - 0,3331- 0,333 I + 0,0217 - 8,000 

1,663 1 I ' ! I - 1,102 

- 2,351 
! 

I 

- 1,789 

- 1.176 

1 
1 

I 
I 

I kb=l- 1,245 

I 

i 

I 

I 

[~J'I -fg • 

+ 2,000'+ 0,675 
1 

8,000 

-0,667 1 
+ 5,333 

I '. I 
. 1+ 0,022 - 8,000 

- 0,667
1

- O,24S! + 12,667 

+ 0,222
1

- 0,1501 - 7,667 

+ 0,889i+ 0,3041 + 10,333 

I I 

- 0,500- 0,171, - 5,812 

I 1+ 8,683 

I + 2,495 

I kg = I + 5,366 

[. 'J 1 f;. I -fi' Probe. 

+ 4,000 I + 0,070 1- 15,000 I + 0,3727
1
+ 13,0000 

- 1,333 + 10,667 + 85,333+ 91,120 

I I 
- 0,333 + 0,096 1+ 4,333 - 0,0278 - 1,2519 + 56,3331- 16,185 

. . 1 - 0,0014( 0,5208 + 192,000\+ 289,608 

- 0,3331- 0,121 'I' + 6,333 - 0,0442
1

+ 2,3053 + 120,333:+ 200,982 

- 0,2221 + 0,150 1 7,667 -, 0,1012
1
- 5,1750 -1- 2M,500!+ 102,28ll 

- 0,444 i - 0,152 1- 5,167 - 0,05201- 1,7668 -1- W,055i - 42,928 

+ 1,3331 + 0,043 1+ 8,8:33 - 0,00141- 0,2849 + 58,521\- 74,850 

1- 0,03221 - 6,625 + 0,1447[+ 7,3475 + 373,084
1

+ 660,101 

: i + 1.635 II + 1210,159I+ 1210,131 

I k h = 1- 4,990 k i = [- 50,777 1 
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Hinzufugung der Verbesserungen (I), (2), (3), (4), .... zu den Beobachtungs
ergebnissen I, 2, 3, 4, .... die verbesserten Werte I, II, III, IV , .... bilden und 
danach feststellen, ob diese verbesserten Werte den Bedingungsgleichungen (150) 
genugen. 

3. Die Anzahl der uberschussigen Beobachtungen, wodurch wir die Quadrat
summe der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler zu dividiren. 
haben, um das Quadrat des mittleren Fehlers m der Gewichtseinheit zu erhalten, 
ist gleich der Anzahl r der Bedingungsgleichungen, so dafs also ist: 

(164) 

Hiermit erhalten wir die mittleren Fehler m 1, m 2, m 3, m 4, •••• der Beot
achtungsergebnisse 1, 2, 3, 4, .... nach: 

(165) m, =±m'/X, m2 =±m,/I, ma=±m,/l, m.=±m'/I, .... V Pi V P~ VPa V P. 
Beispiel 1: Die Auflosung der Endgleichungen (157) gestaltet sich nach 

dem Schema (12,1,) wie folgt; (Siehe die Tabellen auf Seite 212 und 213.) 

Die Berechnung von [p (n)( n)] nach den Formeln (160) und (161) ist in 
den beiden letzten Spalten des Schemas ausgefiihrt und hat ergeben: 

(161) 

(160) 

[p (n) (n) J=D.t, +~-.!~2 + ~a~a+ .... = 1210,16, 
a, '<12 "" 3 

[p (n) (n)J =[ kfJ = [- kfJ .... = 1210,13, 

welche beiden Werte genugend ubereinstimmen und somit die richtige Auflosung 
der Endgleichungen sicherstellen. 

Mit den erh'altenen Zahlenwert'en der Korrelaten k a' k b, lee' .... k i ergeben 
sich nach den Korrelatengleichungen (156) die folgenden Zahlenwerte der Ver
besserungen (I), (2), (3), .... (12): 

(I) =+ ka + k.+ kh =+ 5,70+ 3,53 -4,99 =+4,24", 
(2) =+ ka + kg+ kh =+ 5,70+5,37 -4,99 =+ 6,08", 
(3) =+ ka =+ 5,70", 
(4) =+ kb + k.-O,081 k;=-1,24+3,53 - 0,081 (- 50,78) =+ 6,40", 
(5) =+ k b + ke+ kh -0,208 ki =-1,24+3,53-4,99 - 0,208 (-·50,78) =+7,86", 
(6)=+k b =-1,24", 
(7) =+kc +kg +O.311 k;=-12,07 +5,37 +0,311 (-50,78 )=-22,49", 
(8) =+ kc + k. - 0,376 k;=-12,07 + 3,53 -0,376 (- 50,78) =+ 10,55", 
(9) = + k c = - 12,07" , 

(10) =+ k",+ kg + kit +0,278 k i =+ 10,58+5,~7 -4,99 +0,278 (- 50,78) =-3,16", 
(II) =+k",+kg +O,086 k i =+ 10,58+5,37 +0,086 (-50,78 )=+ 11,58", 
(12) =+k",=+ 10,58". 

Die Quadratsumme dieser Verbesserungen ergiebt sich zu: 

welcher Betrag mit den nach den Formeln (160) und (161) erhaltenen Betragen 
genugend ubereinstimmt. Setzen wir die Zahlenwerte der Verbesserungen in die 
umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ein, so erhalten wir: 
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(+ 4.2+ 6,1+ 5,7=+16,0", 

I . +4,2+ 6,4+7,9+10,6=+29,1", 
+ 6,4 7,9- 1,2=+1:3,1", 

+6,1- 22,5 - 3,2+ 11,6=- 8,0", 
(155) ) - 22,5 + 10,6 - 12,1 = - 24,0 ", 

+4,2 + 6,1 + 7,9 - 3,2=+ 15,0", 
- 3,2 + 11,6 + 10,6 = + 19,0 ", 

315 

- 0,081 (+ 6,4) - 0,208 (+ 7.9) + 0,311 (- 22,5) - 0,376 (+ 10,6) + 0,278 (- 3,2) 
+ 0,086 (+ 11,6) = - 0,5 - 1,6 -" 7,0 - 4,0 - 0,9 + 1,0 = - 13,0. 

Die erhaltenen Betrage stimmen bis auf eine Einheit der Dezimalsrelle mit 
den WidersprLichen fa' Ib , fc, •... Ii Uberein, die umgeformten Bedingungs
gleichungen werden also genUgend scharf erfiillt. 

Fugen wir nach den Formeln (t5:l) den Beobachtungsergebnissen 1,2, 3, . _ . 12 
die Verbesserungen (I), (2), (3), ... (12) hinzu, so erhalten wir die wahrschein
lichsten Werte I, II, III, .... XII der beobachteten Winkel wie folgt: 

1= 1+ (1)= 39°48' 55" + 4,2"= 39 0 48' 59,2", 
II= 2+ (2)= 33 37 34 + 6,1 = 33 37 40,1, 

III = 3+ (3) = 286 33 15 + 5,7 =286 33 20,7 , 
IV= 4+ (4)= 52 04 30 + 6,4 - 52 04 36,4 , 
V= 5+ (5)= 58 52 04 + 7,9 - .58 52 11,9 , 

(15:1) 
VI= 6+ (6) =249 03 13 1,2 =249 03 11,8 , 
VII= 7+ (7)= 34 04 07 --- 22,5 = 34 03 44,5 , 

VIII= 8+ (8)= 29 14 02 +10,6 = 29 14 12,6 , 
IX= 9+ (9)=296 42 15 -12,1 =296 42 02,9 , 
X=10 (10) = 47 41 12 - 3,2 = 47 41 08,8 , 

XI = II + ( II ) = 64 37 Hi + 11,6 - 64 37 26,6 , 
XII = 12 + ( 12) = 247 41 14 +10,6 =247 41 24,6 . 

Wie nachstehende Zusammenstellung zeigt, erfUllen diese verbesserten Winkel 
nunmehr auch die Bedingungsgleichungen (150) genUgend scharf: 

I I . 
II "! I 1 VII II 341 03 ' 44,51 

II I 
I Ii 39 i 48159,2 IV Ii 02 I 04 . 36,4 X i 47 i 411 08,8 

II II 331"1 40,1 
V I' 58 I 52111,9 VIII I 29 114 ! 12,6 XI II 64' 37 1 26,6 

III 1286. 33 i 20,7 VI 1249 I 03 i 11.8 
! ' r 

360! 00 I 00,0 11360 1 00 1 00,1 
I I I. 

I II 39148 I 59,2 I 
IV + V II 110 56 I 48,3 

VIII II 29 I 14 I 12,6 

II 180 j 00 : 00,1 

II! 33 I' 37 I 40,1 
VII 34 03 144,5 

X+ XI 112 j 18 35,4 

180 ~ 00 i 00,0 

I 
! I 

I+II 73126 i. 39,3 
X 'I 47 41 I 08,8 
V .58 I 52 I 11,9 

i 180 I 00 : 00,0 

IX .1296 : 42 j 02.9 
I 360 . 00 1 00,0 

xrr 11''' 41, 24,6 
11360 00 I 00,0 I II I . 

log sin (IV + V) 
epllog sin VIII 

log sin VII 
epllog sin (X + Xl) 

log sin X 
epilog sin V 

I 

9.97031 
0.31 120 

I
, 9.74826 

0.03279 

1 

:1 
II I 9.86892 
I: 0.06753 

:1 0.00001 
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Die Richtigkeit der Rechnung ist hiermit nach allen Seiten sichergestellt. 
Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ergiebt sich zu: 

(164) m=± -VfP(~j=± -V~8!Q= ± 12,3". 

Da samtliche Beobachtungsergebnisse das Gewicht 1 haben, stimmt der mittlere 
Fehler m derselben mit dem mittleren Fehler m der Gewichtseinheit iiberein. 

~ 50. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten 
Bedingungs- und Korrelatengleichungen. *) 

1. Die Faktoren der Endgleichungen ergeben sich bei dem Verfahren fUr 
bedingte Beobachtungen aus den Faktoren der Bedingungs- und Korrelatengleichungen 

b dd ' k W 1 1 lId G 'h . a, ,c, .. " un en rezlpro en erten -, -, -, - -, .... er eWlC te m 
PI P2 P3 P4 

ganz ahnlicher Weise wie sich diese Faktoren bei dem Verfahren fUr vermittelnde 
Beobachtungen aus den Faktoren a, b, c, .... der Fehlergleichungen und den 
Gewichten PI, P 2 , P 3, •••• ergeben. Daher konnen wir auch in ahnlicher Weise, 
wie wir bei dem letzteren Verfahren die reduzirten Endgleichungen in geeigneten 
Fa.lIen direkt aus reduzirten Fehlergleichungen gebildet haben, bei dem Verfahren 
fUr bedingte Beobachtungen die reduzirten Endgleichungen direkt aus reduzirten 
Bedingungs- und Korrelatengleichungen bilden. 

2. Sind die Faktoren a 1, a 2, a 3, a 4, •••• der ersten Bedingungsgleichung 
sa.mtlich gleich + 1, liegen also die Gleichungen 

(155) 
f (1)+ (2)+ (3)+ (4)+ .... =!a' 

b 1 ( I ) + b 2 (2 ) + b 3 (3 ) + b 4 (4 ) + .... =!b , 

l ~1. (.I.):~2.(.2!~C.3.(:~:.C.4.(:~~":'''~~c: 

0) Vergleiche: S chi e i e r mac her's Methode der Winkelausgleichung in einem Drei. 
ecksnetze von Professor Nell in Darmstadt. Zeitschrift ffir Vermessungswesen, 1881, Heft 1 
und ii, 1883, Heft 12. 
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Wird dieser Ausdruck fUr k a in die beiden letzten Gleichungen eingesetzt, so 
ergeben sich die folgenden reduzirten Endgleichungen: 

([~]_ [%] .. [%])k +(·[b._C]_[%] .. [*])k.L =f _[1.~] f 
p [~] b P [1~ ] c I .... b [~] a , 

( [~]_HIH])k .L([c_c]_[*J .. [*J)k + =f _H.J f 
p [~_] b I P [~] c· . . . c [~] a' 

3. Dieselben reduzirten Endgleichungen ergeben sich aus den folgenden 
reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 

(16(i) 

I .L [b] -' [1~ J bd(rJ)+bd(2))+ba((3)) b,,((4))+···· I .P ((n+l))-fb-[f,(a, 

I W I c 1 (( I)) + C 2 (( 2)) + c?, (( 3)) + c" (( 4)) .... + [~] (( n 1)) = fc - [1~] fa' 

l . _ .. _ .............................................. .. 

(167) 

.................. , 

[t] [*] 
( (n + 1 )) = - [~ ] k {, - [T] k c 

Denn wenn die in denreduzirten Korrelatengleichungenfiir (( I l), (( 2 J), ((3)), 

< (4) ) , . . .. gegebenen Ausdriicke in die reduzirten Bedingungsgleichungen eingesetzt 

werden, so liefern sie die Beitrage [bpb] , [~)c], .... [~)c], .... zu den Faktoren 

der reduzirten Endgleichungen und wenn der Ausdruck fUr (( n + 1)) in dieselben 

Gleichungen einge,,'" wi,d, '0 liefert e' die Bei"",e -~I;ll, -[WJ~l , ... . 
[~1 [~J so da[s also die Ausdriicke fUr (( r ) ), (( 2) ), (( 3) ), (( 4)), .. .. --[}1 , .... , 

{( n + 1)) zusammen die Faktoren der obigen reduzirten Endgleichungen liefern. 

Nachdem kb I kc1 .... durch Aufl6sung· der reduzirten Endgleichungen be
rechnet sind, ergiebt sich ka nach der bereits angefiihrten Formel: 

(168) 
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Ferner ergiebt sich fur die wahrscheinlichsten Werte der Verbesserungen 
( I ), (z), (3), (4), .... aus den Korrelatengleichungen (156) und (167): 

(169) 

1 
(I)=((I))+~ka, 

Pl 
1 

(z)=((z))+-k a , 
P2 

( 3 ) = ( ( 3 ) ) + 1~" k a , 

1 
(4)=((4 1)+p/a, 

Dem sich bei Auflosung del' reduzirten Endgleichungen ergebenden Betrage 

'6 2 '" + 1S' 3 '" I • I F I (161) d B f I f' d d h' ro- is 2 ~ tl' 3 I . . .. 1St nac 1 orme er etrag --- I, 0 er a Ier 
~2 ~3 a l 

"oc [}] , f, -- - fo i,t, dec Be"'g TIt hinwftlgen, urn I p (n II n) } ,u ech,lte~ 

4. Die Formeln (166) bis (169) vereinfachen sich, wenn die Gewichte P 1, 

P 2, P 3 , P 4, •••• samtlich gleich 1 sind, wie folgt: 

f bi (( I I) + b2 ((z)) + b3 ((3)) b4 ((4)) + .... + [b] ((n+ 1)) =fb-~] fa' 

(170) J . _ [ c 1 l ~ ~ :(.1 ~). :.C ~ : (.z.) ~ ~.C.3.( ~ 3.): ~ C,4.( ~~): ~ '.': '.~ ~ ~ J. (.(~~ 1.): ~~c ~.n. ~~: 

(170 

(172) 

(17S) 

j ((I))=bIkb+CIkc+· .. ·, 

((z))=b 2 kb+C2 kc+····, 
((3))=b 3 k,,+C3 kc+ .. ··, 

I ((4J)=b 4 k b+c 4 kc+ .... , 

[ ....... ~ .. [b l' ... 'l c']' ..... , 
(( n + 1 )) - - - k b - -- k c - .... , 

n 11 

Dem sich bei Auflosung der reduzirten Endgleichungen ergebenden Betrage 

" 1S' f ~1S'2+0.::1S'3+"" istindiesemFallederBetrag: fa hinzuzufi'Igen, urn [(n)(n)] 

zu erhalten. 

5. Bei Anwendung der Formeln (166) bis (169) oder der Formeln' (170) 

bis (l73) ist zu beachten, dafs bei Bildung der Zahlenwerte von [~], [~], 

f*] , .... und von n 1 [b 1, [c l, .... nur diejenigen ZiJ.h1~n:wer~e von b, c, .... p 

anzurechnen sind, die in Korrelatengleichungen stehen, worin die Faktoren 
a = + 1 vorkommen und dafs hierbei aIle Korrelatengleichungen unberiicksichtigt 
bleiben, worin die Faktoren a = 0 sind oder nicht vorkommen, da diese letzteren 
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Korrelatengleichungen keine Beitrage zu den F aktoren [ ~ a], [c;Jb ] , [~)c], 

der Endgleichungen, woraus die Griifsen [~], [%], U-], .. , ., n, [b], [c], 

in der vorstehenden Formelentwickelung hervorgegangen sind, liefern. 

6 D· W'd " h f [%] f f [;] f . d d' t B 
, Ie I erspruc e b - [~] a' C - [~] a' .". III en re uZlr en e-

dingungsgleichungen (166) konnen in der Weise gebildet werden, da[s den Beob
achtungsergebnissen I, 2, 3, 4, .... zunachst Verbesserungen v 1, V 2, Va, V", •••• 

beigefiigt werden, die nach dem Verfahren fiir direkte Beobachtungen mehrerer 
Griifsen, deren Summe einen bekannten Sollbetrag erfiillen mufs, aus der ersten 
Bedingungsgleichung berechnet werden und da[s dann die Widerspriiche mit den 
so verbesserten Beobachtungsergebnissen I + 'v " 2 + V 2, 3 + 'Va, 4 + v", •... 
berechnet werden. Die Verbesserungen 1'" V 2, V 3, Vol, •••• ergeben sich nach 
den Formeln (102) wie folgt: 

1 1 1 

(102) Fa f 
v 3 = [~] a' 

Mit diesen Verbesserungen ergeben sich die Widerspriiche nach den Formeln 
(151) und (152) zu: 

F. ((+(~(). ('I (ly} (3+(fJ') (4+ (£J'}) 

wird. 
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Die Verbesserungen (1 ) = ( 1) - V " (2) = ( 2 ) - V 2, (3) = ( a ) - v s , ( ,., ) = 
( 4 ) - V 4, •••• die an den bereits durch Zusatz von v " V 2, V 3, v" verbesserten 
Beobachtungsergebnissen noch anzubringen sind, ergeben sich nach den unver
anderten Korrelatengleichungen, wenn ka nach der Formel berechnet wird, die 
sich aus der Formel (168) durch Weglassung des letzten Gliedes ergiebt, wenn 
k a also gerechnet wird nach: 

_ [tl. [~] _ 
ka --lf] kb-r~l k c -···· - (n+ 1»). 

Sind die Gewichte PI, P 2 , P 3, P 4, •••• samtlich = 1, so ergiebt sich die den 
Beobachtungsergebnissen beizufiigende Verbesserung v nach Formel (93) zu: 

1 v=n fa' 

wonach mit den verbesserten Beobachtungsergebnissen I + ~ fa' 2 + ~ fa , 
n n 

1 1 .... [b] [c] 
3 + - fa' 4 + - fa' •••• die Wlderspruche fo - - faJ fe - - fa' .... der redu-n n n n 

zirten Bedingungsgleichungen (170) erhalten werden. 

Zur Erlangung der Verbesserungen (l)=(l)-v, (2)=(2)-v, (3)= 
( 3 ) - v, (,.,) = ( 4 ) - v, .... ist k a dann zu rechnen nach: 

Be i s pie 1 1: Die in unserem Beispiele erhaltenen Bedingungs- und 
Korrelatengleichungen sind, wenn wir zur Gewinnung einer besseren Uebersicht, 
fiir alle Faktoren, die nicht = 0 sind, die Bezeichnungen a, b, c, .... wieder 
einfUhren: 

(155) 

(156) 

(I) = a, k a + e, k. + h, kh , 
(2) =a2 ka +92 kg+h 2 k h , 
(3) = as ka , 

(4)=b.k b +e.k.+i 4 k i , \' 

(5) = b s kb+es k. + h5 kh+ is kif 
(6)=b s k b , i 

(7) =C7 kc +97 kg+i7 kiJ 
(8) =C8 kc+cs ke+i8 kiJ 
(9) = 0 9 kc , 

(10) = d IO ka+9 10 kg + hlO kh+i lO kiJ 
(II) . duka+911kg+iukiJ 
( 12 ) = d 12 k d • 

In diesen Gleichungen ist a 1 = a 2 = a s = + 1 und samtliche Gewichte sind 
ebenfalls = 1. Wir konnen die Gleichungen also nach den Formeln (170) und 
(171) reduziren. Zu diesem Zwecke bilden wir zuerst n, [b], [c], .... , wobei wir 
nach Nr. 5 nur die drei ersten Korrelatengleichungen beriicksichtigen, da nur in 
diesen die Faktoren a vorkommen. Wir erhalten: 

n = 3, [b] = 0, [c] = 0, [d] = 0, [c] =+ e " [9] = + 92' [h] = h 1 + h2 I [i] =0, 

und damit die reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 
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j
b~ (4)+bs (S)+b 6 (6)=fb, e1((1»)+e~(4)+e5(s)+es(8) 

+e 1 (13») =fe- e~ fa' 

c 7 (7) + c s (8) + c 9 (9) = fc' 9 d (2) ) + 9 d 7) + 910 ( 10) + 911 (II) 

(170) I +92 (13») =ff/_932 fa' 

dlO (1O)+d l1 (II)+d 12 (12) =fa, h1 (I») +h2 (2») +hs (S)+hlQ(lo) 

• +(h1+h2)(13»)=fh-h1th2fa, 

i ~ ( 4 ) + i 5 ( 5 ) + i 7 ( 7 ) + i s ( 8 ) + i 10 ( 10 ) + i 11 ( II ) = fi , 

!(I»)=e1ke+h1kh, ( 7) =C7 kc +97 kg+i7 kit 
(2»)=9gkg+hgk", (8) =/)s kc+es ke+·i s ki' 
(3»)=0, ( 9) =/)9 k c • 

(171) (4) =b~kb+e.k.+i.ki> (10) =d10ka+910kg+hlOkh+ilOku 

1 (5) =b5kb+esk.+h5k,,+i5ku (II) =d11ka+911kg+il1ku 
(6) =bskb' I (12) =d 12 k a , 

. (13»)=-:!k _ 9g k _~~1_+h2k 
I 3' 3 II 3 h' 

1 (1)=((I»)=ka, 

(173) (2) = ( 2») = k a' 
(3)=k a • 

(172) 

In diesen reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen ist nun weiter 
b ~ = b s = b 6 = + 1, w1ihrend die iibrigen Faktoren b s1imtlich gleich Null sind, so 
dafs wir diese Gleichungen nach den Formeln (170) und (171) weiter reduziren 
konnen. Die Faktoren b kommen nur in der 4., 5. und 6. Korrelatengleichung vor, 
und wir erhalten: 

n=3, [c]=O, [d]=O, [e]=e~+e5' [9]=0, [h]=hs, [i]=i.+i s . 
Nach Ausfiihrung dieser Reduktion erhalten wir Gleichungen, worin die nur 

in der 7., 8. und 9. Korrelatengleichung vorkommenden Faktoren IJ ebenfal1s 
gleich + 1 sind, so dafs wir weiter reduziren konnen. Wir erhalten hierfiir: 

n=3, [d]=O, [e]=es, [9]=97' [h]=O, [i]=i 7+i s . 

Auch nach Ausfiihrung dieser Reduktion konnen wir noch weiter reduziren, 
da in den reduzirten Gleichungen d 10 = d 11 = d 12 = + 1 ist, und weitere Faktoren d 
nicht vorkommen. Wir erhalten hierfiir aus der 10., 11. und 12. Korrelatengleichung: 

n = 3, [e] = 0, [9] = 9 10 + 911, [h] = h 10, [i] = i 10 + i 11 . 
Fiihren wir die vorbezeichneten 3 Reduktionen gemeinschaftlich aus, so ergeben 

sich die folgenden reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 

e 1 ( I ) ) + e ~ ( 4 ) ) + e s ( ( 5 ) ) + e s ( ( 8 ) ) + e 1 ( ( 13 ) ) + ( e 4 + e s) ( ( 14) ) 

() e1 e.+es es 
+es (IS) =fe-Tfa---3-fb-Tfc' 

9 2 (\ 2 ) ) + 9 7 ( ( 7 ) ) + 9 10 ( ( 10) ) + 9 11 (( II ) ) + 9 2 ( ( 13) ) + 9 7 (( IS) ) 

+ (910 + 9 11 ) (( 16») = fg - 932 fa - 937 fc - 910 t 911 fa, 

(170) h 1 ( 1 ) ) + h 2 (( 2) ) + h s (( 5) ) + h 10 ( ( 10) ) + (h 1 + h 2) (( 13) ) + h 5 ( ( 14) ) 

+ () h1+hg hs hlO 
hlO (16) =fh--3-fa-Tfb-sfa, 

i ~ (( 4») + i 5 ( 5») + i 7 ( 7) ) + i s ( 8») + i 10 (( 10») + i 11 ( II ») 

+ ( i 4 + is) ( ( 14) ) + ( i 7 + is) ( IS) ) + ( i 10 + i 11 ) ( 16) ) 

_[._ i~+is [ __ i7+ i S [ _ i 10 +il1 fa 
-, 3 b 3 c 3 ' 
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((I»)=e 1k.+h 1k/t. 

((2») =g2 kg +h 2 kh' 

((3»)=0, 

((4») =e4 k.+ i • k;, 
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((10») =g10 kg+ hlO kk +i lO ki , 

((II») =g11 k g +i11 ki' 

(( 12») =0, 

(til) ( (5) ) = e s k. + h 5 k I, + i s k i1 

((6)) =0, 

( ) e1 92 h1+h 2 
(13) =-Sk.-gkg--S-kh , 

( ( 14») - .-~+ e 5 k _ h s k _ i 4 + i 5 k 
:- 3 • 3 h 3 " 

((7») =g7 kg+i7 k;, 

((8») =esk.+isk" 

((9») =0, 

((Is»)-_e Sk _g7k _i7+ i sk 
- 3' 3 0 3 i> 

( (I6»)-_glO+911k _~l~kh_ilO+illk 
- 3 9 3 3 i' 

oder wenn fiir e, g, h, i, 1 die im § 47 erhaltenen Zahlenwerte eingefuhrt werden: 

r (( I ») + ( ( 4 ) ) + ( ( 5 ) ) + ( ( 8 ) ) + ( ( 13) ) + 2 ( ( 14 ») + (( IS ) ) 
121 

=+29 -3 (+ 16)--3 (+ 13) --3 (-24)=+23, 

( (2) ) + ( ( 7 ) ) + ( ( 10) ) + ( ( II ) ) + ( ( 13) ) + ( ( IS) ) + 2 (( 16) ) 
1 1 2 

=- 8- 3 (+16)-3-(-24) --3 (+ 19)=-18, 

(170) ( ( I ) ) + ( (2) ) + (( 5 ) ) + ( ( 10 ») + 2 (( 13) ) + ( (14)) + (( 16») 
2 1 1 

=+ 15--S (+ 16) --3 (+ 13) --3 (+ 19) =-6,333, 

- 0,081 (( 4) ) - 0,208 ( (5) ) + 0,311 (( 7) ) - 0,376 ( (8) ) + 0,278 ( ( 10) ) 

+- 0,086 ( ( II ) ) - 0,289 (( 14) ) - 0,065 ( ( IS) ) + 0,364 ( ( 16) ) = - 13 

_:-~289 (+ 13) _ --~065 (-24)- +0336~ (+ 19) =-14,573, 

Nr. : Ii! 
I ~p~ .1 e; ·I~;·I ei el p. I e. : g. h' l 

i. I. -
p p r' .I+'j +11 

I 
1 U 1 =+1 1 +11 
2 U 2 =+1 1 · +1i+ 1 
3 as =+1 1 · . I . 

. 1 . 

4 
b4 =+11 1 1~li i . 1-0,0811 +1 . 1- 0,081 

5 bs =+1 1 +1 I~ 11- °:2081 +1! + 1 -0,208 
6 b6 = + 11 1 .1 . I 

7 C 7 =+1 1 ~ 1+1 . 1+0,3111 
8 C s =+1 1 11 . 

: 1-°:376
1 

+1 -0,376 
9 C 9 =+1 1 · I . 

10 d10 =+1 1 I I I I 
· 1+ 1,+ 1

1

+ 0,278 
11 d l1 =+1 1 · + 11 . +0,086! 
12 d 12 =+1 1 · I. " . I 

1- 31 
1 

13 +1+1 +2 la=+16 _1/3 _l/s _2/3 _16/S 

14 -3 +2 . +1 -0,289 Ib=+13 _4/3 _2/3 +0,193 _26/S 

15 -3 H-l +1 -0,065 1.=-24 _1/3 _1/3 +0,022 +24/3 
16 -3 + 21+ 1 + 0,364 la=+19 

. I. = + 29,0001 

1+ 2/- 2/8/+ 2/8/- o,450[+ 23,QOOj 
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((2))=k g+kh , (( 8))=k e -O,376k u ((J3J)=--a ke -p,kg-p,k h , 

( ( )) ° (( )) ° 2 1 - 0,289 ! (( I l) = ke + kit, (( 7)) = kg + O,3IU;, 1 1 2 

3 = , 9 - , (( 14) ) = - P, k e - 3 k" - --;'3 - k;, 

(1m ((4l)=k e -O,081k i , (CIO))=kg+kh () 1 1 -0.065 I ((s))=ke+kh I +O,278k i , (IS) =-p,ke--sk l1 --S-k;, 

-0,208k,,: ((IIJ)=k g+O,086k;, 2 1 +0364 
( (16)) = -- k - -k ---~- k. 

(( 6)) = 0, I (( 12)) = ° , 3 II 3 It 3 " 

Weiter erhalten wir nach den Formeln (172) und (17:l): 
. 1 I 1 1 l' 1 

(172) k a =((13))+-3 fa' Ilkb=((I4))+3 (b, k c =((ls))+3 f e ,: k d =((16))+-Sfdl 

f (I) = ( ( I )) + k a' (4) = ( (4)) + k b , ( 7) = (( 7) ) = k c , (IO) = ( (10) ) + k d , 

(173) t (2) = (( 2 ) ) k a , ( 5 ) = ( ( 5 ) ) + k b , ( 8) = ( ( 8) ) = k c , ( II) = ( ( II ) ) + l~ d , 

(3) = k a , ( 6 ) = k b , ( 9) = k c , (12) = k d • 

Aus den Faktoren der reduzirten Korrelatengleichungen (171) ergeben sich 
die Faktoren der reduzirten Endgleichungen in gewohnter Weise, wie die nacho 
folgende Tabelle zeigt. 

In diese Tabelle ist alles mit aufgenommen, was erfol'derlich ist, urn ohne 
weiteres die samtlichen Faktoren der reduzirten Endgleichungen aus den Faktoren 
der Kol'relatengleichungen (156) zu bilden. Letztere sind in die 2. bis 7. Spalte 
der Tabelle unter' Nr. 1 bis 12 eingetragen. Daraus ergeben sich die Faktoren der 
13., 14., 15. und 16. reduzirten Korrelatengleichung als Summe der Faktoren e, g I h, i 

in den die Faktoren a, b , c, d enthaltenden Korrelatengleichungen 1 bis 3, 4 bis 6. 
7 bis 9, 10 bis 12 mit dem Gewichte, welches gleich ist der negativen Anzahl 
del' betl'effenden Korrelatengleichungen. In die 8. Spalte sind die Widerspruche 

I g g'l g h·1 gi i gf II~h·1 hi I hf 

II 
ii I if II-~t. 1 

-
I 

-- - - -
p p p p p p p 

I 
p 

I I I. 

I 
I 11+ 1 I I 1 

+11 I 

I 
+1 1+1 I 

I I 
I 

I 
I I 

+ 0,0066 I I I 
I +1 - 0,208 + 0,0433 

+1 +0,311 
I + 0,0967 

+ 0,1414 

+1 +1 + 0.278

1 

+1 + 0,278 + 0,0773 II 
+1 + 0,086 + 0,0074 

II 
-liz -- 2/3 _16/3 _4/3 - 32/a 

II 
236/3 

- l/a + 0,096 _ 13h - 0,0278 + 1,2523 169/3 

1-'/3 + 0,022 + 24/3 - 0,0014 - 0,5200 576/3 

:-'Is 2 , -0,243 _ 38/a -'/3 - 0,121 _19/3 - 0,04421- 2,3053 361/a - /3 

f= - 8,000 I f h = + 15,000 f, = 1- 13,0000 II 

+ 21+ 2/31 + 0,454 1- 18,000 II + 21 + 0,045 1- 6,33311 + 0,29931-14,5730 Ii 454,000 

.' . I I I II 
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fa, fb' fc, fd eingetragen, die mit den Faktoren und reziproken Werten der Gewichte 
der 13., 14., 15., 16. reduzirten Korre1atengleichung multiplizirt die Betrlige liefern~ 
die zusammen mit den Widerspruchen fe , fg , fh , fi die Widerspruche der reduzirten 
Endgleichungen lief ern. Wie danach aus den in der 3. bis 8. Spalte eingetragenen 
Zahlenwerten die Faktoren der reduzirten Endgleichungen gebildet sind, ist ohne 
weiteres ersichtlich. 

In die letzte Spalte sind die Betrlige 

['fl, II [~l'll [il, II [~l' 11- [~~, [~l'll [~l'll [n 
. II' II' II II +1 2,000 I -: 0,667 +1 0,667 I-! 0,450 I-I 23,000 

i' +, 0,33311-1 0,33311 +1 0,225 :1 +1 11,500 

i II' I ii' I I +I'::~:: 
+ 12,000 II + I 0,667 11 + 1 0,454 , 
- 0,222 II +,0,222 1- 0,150 

+1 1,77811 +10,88911 +10,304 
I _ 0,500 -\ 0,171 

I I 
". I 1+: 1,788 

il I! III "~H ',528 I 
I 

k = 
9 1 

Mit den fur k e , kg, k h' k i erhaltenen Zahlenwerten ergeben si,ch nach den redu
zirten Korrelatengleichungen (171) die Zahlenwerte fUr (( I ) ) , (( 2) ) , (( 3) ) , ... (( I6) ) 
wie folgt: 

(( I»)=k e+kh=-1,46, 

(( 2))=kg+kh=+0,38, 

(( 3)) = 0,00, 
(( 4)) = Me -0,08lk i =+ 7,64, 
(( 5)) =ke+ kh -0,208 k; = +9,11, 
(( 6») = 0,00 , 
(( 7))=kg+O,311ki =--10,44, 

(( 8») =ke-O,376 k i =+22,63, 

(( 9») = 0,00 , 
((IO») = kg+ kh+ 0,278 k i =-13,75, 

((II)) = kg + 0,086 k i = + 0,99, 
((I2)) =0,00, 

1 1 2 
((I3») =-'3 ke- S kg -'3' kh=+ 0,362, 

2 1 -0,289 
((I4))=-3 ke-skh-~3~ki=-5,583, 

1 1 -0,065 
((IS») =- 'i.\ke - Skg--3~ki=-4,064, 

2 1 +0,364 ((I6») =-Skg-Skh--3-ki=+4,251. 

Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (172): 
1 

ka= ((I3)) +'3' fa=+·'i,695 , 

1 
kb = ((I4») +S fb =-1,250, 

1 
kc = ((IS») +s fc = -12,064, 

1 
kd= (( I6») + 3' fd=+ 10,584. 
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h f +lY2'l:: +lY3<;1;: +!y~<;1;: _fat.+fbt.+fct.+fdt. __ [ff] 
a l 1 ){loU2 (£3 U3 :tl 4 !H-3 a 3 b 3 c 3 d- P 

aufgenommen, die die durch die Reduktion weggefallenen 4 ersten reduzirten 
Endgleichungen zu der nach Formel (161) zu berechnenden Fehlerquadratsumme 
liefern. 

Die Auflosung der reduzirte~ Endgleichungen ist in der folgenden Tabelle 
durchgefiihrt. 

--

-[~] ·1 [hph]. il [~il il- [':J ·1 [ii] II [if] I 
p '1\- p'l Probe. 

II' r I + 10,29931 + 14,5730 ,+\18,000 + 2,000 +1 0,045 '+ 6,333 + 454,000 + 454,000 
,- 7,667 - 0,222

11
+ 1 0,1501\+1 7,667 -: 0,1012 - 5,1750 + 264,500 + 81,144 

,!+llo,333 -j 0,445 ,-I 0,152 -, 5,167 
: 1 + 60,055 -: 0,0520:-1 1,7668 96,534 

+ll,33311+i 0,043 li+1 8,833 -; 0,0014:- 0,2849 + 58,521 +, 31,591 r-\ 5812 
1+ 8:681 
1+1 2,494 

'1-: 0,032211-1 6,625 +10,144711+1 7,346:3 +1372,967 +! 739,857 

I + : +1 1,637 

1 k i =! 
+ 11210,043\ 1210,058

1 [+1 5,363 
, 

k h = -' 4,988 
I , -150,769 

! I I 1 ' , I , I , 

Endlich ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte der Verbesserungen 
I), (2), (3), .... (12) nach den Formeln (113) mit: 

( I ) = ( ( I ) ) + k a = + 4,24, (7) = « 7)) + k c = - 22,50 , 

(2)=(2»)+k a =+6,08, (8)=( 8»)+kc =+10,57, 

(3)= +ka =+5,70, ( 9)= +kc=-12,06, 

(4) = ((4)) + kb =+ 6,39, (10) = ( 10)) + k a=- 3,17, 

(5) = (5)) + kb =+ 7,86, (II) = (Ill) + ka =+ 11,57, 

(6) = +kb =-1,25, (12) = +ka=+ 10,58, 

Die Zahlenwerte stimmen mit den im § 49 erhaltenen Zahlenwerten bis auf 
kleine Abweichungen in der letzten Stelle iiberein. 

Nach dem unter Nr. 6 geschilderten Verfahren ergeben sich die in die redu
zirten Endgleichungen einzusetzenden Widerspriiche wie folgt: 

[ I n. !j t· • 1 n=n+v·1 II n. :1 v. II n=n+v. ; -
II 

! I 
49100,3 7 11 34 i 04 07 i - 8,0 34' 03 I 39: 48' 55 + 5,3, 39 59,0 

2 I! 33' 37 : 34 : + 5,31 38 37, 39,3 8 29114 02! - 8,0 29 '13 54,0 
3 ! 286 I 33 ! 15 i + 5,3 286 33 20,3 

9 F' 42 "I - 8,0 
296' 42 07,0 

:s 1359 59! 441: + 15,91 359 59: 59,9 ~ c I 360 i 00 '24 - 24,0 360 I 00 : 00,0 a 
Sa ,360 00 i 00 ! 1 

, 
S c 1360 1 00 00 

fa I -1- 1
16 11 , , fc -1 24 : I 

52104! 301 :11 i I 47 4t211+ ",I 4714'1"" 4 , + 4,3! 52 04: 34,3 10 
58152104 

' , I 64 37 21,3 5 , + 4,31 58 I 52
1 
08,3 II 64 37 15 I + 6,3 

6 249 03113' + 4,3 249 i 03 17,3 I2 247 41 14 1+ 6,31 247' 41 20,3 

~b 359 ' 591471 + 12,9 359! 59 59,9 ~a 

'
59

1

59141 
+18,9 359 59 59,9 

Sb 136000:0°1 

I 
Sa 360 00 lOO 

fb + 113 , fa + 19 

Kol!. 2. A.lIH. 15 
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1 II 39 \ 49 00,' 
4+5 11110 56 42,7 logsin(4+5) 9.97031 

8 I 29 13 54,0 epIlog sin 8 0.31127 I 

:S. 
11179 "1"'0 S. 11180 00 00,0 

f. I + 23,0 

2 33 37 139,3 
'( 34 03\59,0 log sin 7 9.74831 

10+11 112118 39,7 epilog sin (10 + 11) 0.03379 

II :So 180 00 i 18,0 
Sg 180 00,00,0 

fo -1 18,0 

1+2 73 126 39,7 
10 47141 18,3 log sin 10 9.86894 
5 58 1 52 08,3 epIlog sin 5 0.06753 

:Sk 180 ! 00 I 06,3 :Si I 0.00015 
Sk 180 I 00 , 00,0 Si 0.00000 
fk -i 6,3 f; I -15 

Die Faktoren der reduzirten Endgleichungen werden im ilbrigen ebenso 
gebildet, wie auf Seite 222 und 223 gezeigt ist. Die Aufl5sung der reduzirten 
Endgleichungen ergiebt: 

k.=+2,97, kg =+5,81, k h =-4,87, k;=-53,73. 
Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (171): 

( I») = - 1,90, i « 7») = - 10,90, 

(2») =+0,94, : ( 8») =+23,17, 

((3))= 0,00, . ( 9»)= 0,00, 

(4») =+7,32, ( 10») = -14,00, 

(5»)=+9,28, : ((n»)=+ 1,19, 

(( 6) ) = 0,00, I ( ( 12) ) = 0,00 , 

(13») =+0,32= k a , 

(14») =-5,53=kb, 
(( 15) ) = - 4,09 = k c , 

(16») =+4,27 =kd , 

Sodann ergeben sich die Verbesserungen (1), (2), (3), .... ( 12 ), die den 
bereits einmal durch Zulegung von Vi, t' 2, V 3, •••• V 12 verbesserten Winkeln 1, 2, 
3, .. , .12 noch beizufilgen sind, nach den Formeln (173) zu: 

( 1 ) = - 1,6 , ( 4 ) = + 1,8 , ( 7) = - 15,0 , 
(2)=+1,3, (5)=+3,8, (8)=+19,1, 
(3)=+0,3, (6)=-5,5, (9)=- 4,1, 

(10)=-9,7, 
(11)=+5,5, 
(12)=+4,3. 

Durch Zulegung dieser Verbesserungen ergeben sich die wahrscheinlichsten 
Werte I, II, III, .... XII der Winkel zu: 

I = 1+ (1)= 39° 49'00,3"- 1,6"= 39° 48'58,7", 
II = 2 + (2) = 33 37 39,3 + 1,3 = 33 37 40,6 , 
III = S + (3) = 286 33 20,3 + 0,3 = 286 33 20,6 , 
IV = 4+ (4)= 52 0434,3 + 1,8 = 52 0436,1, 
V = 5+ (5)= 58 5208,3 + 3,8 = 58 52 12,1 , 
VI = 6+ (6)=249 03 17,3 - 5,5 =249 03 11,8, 
VII = 7 + (7) = 34 03 59,0 -15,0 = 34 03 44,0 , 
VIII= 8+ (8)= 29 13 54,0 + 19,1 = 29 14 13,1 , 
IX = 9+ (9)=296 4207,0 - 4,1 =296 4202,9, 
X =10+(10) = 47 41 18,3 - 9,7 = 47 41 08,6 , 
XI = 11 + (11) = 64 37 21,3 + 5,5 = 64 37 26,8 , 
XII = 12 + (12) = 2'47 41 20,3 + 4,3 = 247 41 24,6 , 
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die mit den im § 49 erhaltenen Werten bis auf 0,5" ubereinstimmen. Diese im 
Verhaltnis zu den Beobaehtungsfehlern bedeutungslose Abweichung ruhrt davon 
her, dafs sieh bei dem hier eingesehlagenen Verfahren Ih = - 6,3 und Ii = - 15 
ergeben hat, wahrend sich im § 49 hierfur - 6,333 und - 14,5742 ergeben hat. 

§ 51. Systematische Anordnung der Rechnungen. 

1. Bei der praktischen Anwendllng des Verfahrens fur bedingte Beobach
tungen kann die Aufstellllng des Formelapparates in der Regel auf die Aufstellung 
der Bedingungsgleichungen (150) eingesehrankt werden, wenn die ganze Rechnung 
in zweekmafsiger Weise systematisch geordnet wird. Nur in einzelnen Fallen kann 
allenfalls noeh die Aufstellung der Formeln (154) fur die Differenzialquotienten 
erforderlieh werden. Dabei gewinnen die Rechnungen meistens noeh an Ueber
sichtlichkeit und auch an Sicherheit, da mehr Proben in einfaehster Weise gezogen 
werden konnen. U m zu zeigen, wie dies zu ermoglichen ist, ist das Beispiel 1 in 
solcher Weise geordnet auf Seite 228 bis 231 nochmals mitgeteilt. Zur Erlauterung 
diene folgendes: 

2. Zllerst werden die Beobachtungsergebnisse durch arabische Ziffern fort
laufend nummerirt und die Nummern in die sich auf die vorliegende Aufgabe 
beziehende Figur ubersiehtlieh eingetragen. 

!J. Sodann wird nach dem in den §§ 43 und 44 dargelegten Verfahren oder 
nach speziellen spater zu entwickelnden Regeln die Anzahl der zu erfullenden 
Bedingungen festgestellt und die Aufsuchung der zu erfullenden Bedingungen 
durehgefuhrt. 

4. Hiernaeh werden die Objekte, worauf sich die zu erfullenden Bedingungen 
beziehen, in geregelter Ordnung durch Buehstaben bezeichnet. Diese Buehstaben 
werden dureh die ganze Rechnung beibehalten zur Bezeiehnung der Faktoren der 
betreffenden umgeformten Bedingungsgleichungen und als Indices aller Gro[sen, die 
zu den Bedingungsgleichungen gehoren. Deshalb werden Buehstaben, die in den 
allgemeinen Formeln eine besondere Bedeutung haben, hierbei nicht verwendet. 

Wenn ein Teil der Bedingungsgleichungen spater durch Reduktion der Be
dingungs- und Korrelatengleichungen nach dem im § 50 dargelegten Verfahren 
wegfallen kann, werden die Objekte, wofur diese Bedingungsgleiehungen gelten, 
zweekmafsig dureh die erst en oder durch die letzten Buehstaben bezeiehnet. 

Die Buchstaben zur Bezeiehnung der Objekte werden ebenfalls in die Haupt
figur oder in Nebenfiguren fur die einzelnen Objekte eingetragen. 

1m vorliegenden Beispiele sind die 4 Punkte 3 1, 3 2, 3 3, 3 4, deren Winkel 
die Bedingungen erfullen mussen, dafs die Winkelsumme 360 0 ist, mit Pa , Po, 
Pc, Pd bezeichnet. Es sind fUr diese Objekte die ersten Buehstaben gewahlt, weil 
die zugehorigen Bedingungsgleiehungen spater durch Reduktion der Bedingungs· 
und Korrelatengleichungen wegfallen. Sodann sind die Dreieeke 33123, 33314, 
334 1 2, deren Winkel die Bedingung erfUllen mussen, da[s die Winkelsumme 
180 0 ist, in der Reihenf61ge, wie sie in der folgenden Seitenberechnung vorkommen, 
mit e, g , h bezeichnet, unter Vermeidung des Buchstabens I, der in den allgemeinen 
Formeln zur Bezeichnung der Widerspruche dient. Die Bezeiehnungen sind in 
kleine in die Hauptfigur eingezeiehnete Dreieeke eingetragen. Endlich ist das 
Viereck 38 1 23 4, worin die Bedingung erfullt werden mufs, da[s die Seiten· 
bereehnung ohne Fehler abschlie[st, mit i bezeiehnet. Ferner ist auch in den kleinen 
Dreieeken, worin die Bezeiehnungen e, g, h eingetragen sind, die Grundlinie dureh 

15* 
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Z 1 1. Bedingungsgleichungen. 

5 Ft:QZ 

10 .il--- e 'f 6 

11\ 

Pa: I + II + III =360°, 

Ph: IV + V + VI = 360 0 , 

Pe: VII + VIII -"- IX = 360 0 , 

Pd : X + XI + XII = 360 0 , 

7 8 

Fig. 22. 

LIe: I + IV + V + VIII = 180 0 , 

L1g : II + VII + X + XI =180°, 

L1 h : I + II + V + X = 180 0 , 

41 i· si'i1,( IV + V) sin VII sin ~ - 1 
. sin VIII sin (X + XI) sin V - . 

2. Berechnung der Widerspruche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 

Bezeichnung der 

Punkte. I Winkel. 

1. I 2. 

2 

3 

4 
5 
6 

Pc: t 3 7 
8 

9 

-Ec 
Sc 

i fc 

Pd:64 IO 

II 

12 

Beobachtete II 
Winkel I 

:1 I !I Verbesserungen 
v. :1 n = 11 + 1). I (n). 

o ,n: i " II " II 0 I'" ' " 

3. II 4·!1 5. I 6. I 
39 ' 48 I 5511 + I 5,3 II 39 I' 49 I 00,3 (1) II' -- II 11 I 
33 , 37 , 34 II + I 5,3, 33 37, 39,3 (2) + l' 0 I 

286 I 33 1 15 I + I 5,311 286 1 33 I 20,3 (3) l~iU 
359 ! 59 I 4411 + I' 15,9 111359-1', 59 I 59,9 i 0,0 I' 

360 ! 00 , 00 I I I' I 
1+1 16

11 I ii' 
52 i 04 I' 30 I + I' 4,3 I 52 I 04 I 34,3 ( !) I + I 2,0 
58 ! 52 04 + 4,3 'I 58 52: 08,3 (5) II' + I 3,~ 

249 03, 13 , + i 4,3 249 I 03 I 17,3 ((;) - 5,u , 

359 I 59 I 47 II + I 12,9 I,i 359 i,' 59 'I' 59,9 1--1
1
0,0j 

360 I, 00 I 00 'I I II I, 

I + 13 I I : :' I I , I , I, ' , 

34 I, 04 I 07 11-:1 8,0 'III 34 I. 03 il 59,0 (7') I I' 148 
29 114 i 02 '1'1 - 8,0 29 Ii 13 54,0 (( 89')) II + 148:,80 I 296 ' 42 I 15 '" -' 8,0' 296 42 I, 07,0 

II I I 

360 I, 00 1 24 1,1- ! 24,0 :1 360 , 00 I 00,0 I II 0,0 I 
360 ! 00 I 00 I I !I I i I I .J! 

1- i 2411 I II I 

47 I ;1 1121 + I 6,3 II 47 'I' 41 118,3 
64 'u7 15

1 
+ I 6,3 I 64 37 1, 21,3 

247 I 41 : 14 + 6,3 :1 247 I 41 20,3 

359 I 59 I 41 II +- 1118,911359 I 59 59,9 
360 , 00 I 00 I 

1+ 1 19 !I il I I 

(10) - 9,4 
(11) + ~,4 
(12) + 4,0 

I 0,0 

I 
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r--
2a. Berechnung der Widerspruche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 

Bezeichnung der 
Verbesserungen (n) 

.epllog 
Verbesserungen i (n) der 

Drei· 1 Punk·' Winkel n. sina. 
ecke. te.! Winkel. der Winkel. 

log sin fl. 
Logarithmen. 

o 1 ' 1 " I " 
1. 1 2. I 3. I 4. I 5. I 6. I 7. , 

, 
8 3 1 a: 8 29 113 154,0 (8) 1 + 18,810.31127 -0,38(8) 1 7,1 e. 

! 
-

82 . fJ: ... +5 110 156142,6 (4)+(5) + 5,5 9.97031 -0,08 (4)+(5» - 0,4 

I 
81 r:l 39[ 49 100,3 (1) 1- 1,1 

:Se 179159 i 36,9 + 23,2 

I 8 180 00 00,0 • 
1+1 23,1 i fe 

g. 

I 
84 I a: 10+11 112118139,6 (10)+(11)\-1 4,0 0.03379 +0,08 (10)+(11» - 0,3 
83 fJ:7 34103159,0 (7) 1-114,8 9.74831 +0,32 (7) - 4,7 , 
81 r: 2 (2) + 1,0 

1 

33 37,39,3 

:Sg 180! 00 117,9 
'1 17,8 

I 
8 g 180 1 00 1 00,0 

i fg ,- 17,9 I ~ 
! 

I 

58! 52 i 08,3 h. 82 a:5 (5) 
~I 

3,5 0.06753 - 0,12 (5) - 0,4 

i 

84 fJ: 10 47 141 118,3 (10) 9,4 9.86894 + 0;20 (10) -I 1,9 
81 r: 1+2 73 126 ,39,6 (1)+(2) ! 0,1 

, 

1 
:Sk 180 ; 00 [ 06,2 -I 6,0 0.00015 =:Si 

1-
14,8 

I 8 h 180 I 00 i 00,0 0.00000 =8i 

1 
fh _I 62 I 1 

-15 =fi 
. I ' 

3. Faktoren der Korrelaten· I 4. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. gleichungen. 

Nr·1 I II :' I~~ I~~ leh! e_ i .11 g g .1 g h .1 gi Ilhh 1 
hI, r ii 

p. il e. i g'l h. i i. 
11' 11', P .: p' p'l p'll 

-
11 I PIP P 

+ 11 . 1+ 11 
I 

+.11 
1 +1 1 

I 
1 a l =+1 1 +1, 
2 Uz =+1 1 . 1+1 + 11 · 1 +1 ~11 + 11 
3 as =+ 1 1 . , . I . 1 

: 1_~,08' 
. I 

4-p-4 =+1 1 11+ I' . I • '-0,08 +1 + 11_0,20 
+ 0,0064 

5
1
bs =+1 1 + I! . i+ 11-0,20 +1 1 ~ 11- 0,201 + 0,040{] 

6 bG = + 1 1 I . I " " • I I, 

'I" ~+, 'I' '+'-.-+0,32 
+1! 

, 
+1 +0,32 + 0,1024 

1 . -
811ls = + 1 1 + 1 . I . - 0,38 -0,38' + 0,1444 

. I 

: . I. . + 1 + 1 + 0,281 + 1 + 0,28 + 0,0784 

9 C9 = + 1 1 ',' 1 . i • 
10 IdlO = + I-1j-.-+"1I+1+0,28 

111 du = + 1 1 1 . ,+ 11 . ,+ 0,08 · .'. . + 1 . + 0,08. . 1 + 0,0064 
12 d12 - + 1 1 I • ; • I. . · . . . . . . I· . , 
-iSI -3'1+11+1+2'---, - '1,-'1,-'" . -'1,-'1, . I-'!' . ~I . 
14 - 31

1

+ 2[ . 1+ 11- 0.28 - 4/a . - 2/3 + 0,191 , . ,-l/S + 0,09 - 0,0261 
15 - 3 + 1 + 1 , - 0,06 - 'I, - 'I'j . 1+ O,O'I-;t· " + O,Ol " I . -0,0012 
16 

I , . 
~-31: ; 1+21+11+0,36 · . , . ~ /8- 13 -0,241- /s-O,1 1-0,0432 

+ 21- 2/31+ 2/3:- 0,45!1 + 21+ 2/31+0,46:1+21.+ 0,()1'I11+ 0,3075 
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5. Auf los u n g d e r 

[~i]. II 

+ 12,0011- I 0,6711 + II 0,6711- I 0,45 11- 123,10 

+ 0,33 - 1 0,3311 + 0,225! + 1 11,55 

I I -1 11,46 

+ 2,00 + 0,67 + \ 0,46 \ 

- 0,22 + 0,22 - 1 0,15 

+ II 1,7811 + 1°,89 11 + 1°,31 

+ [1,55 

:1 + 1 1,82 

I 11- 10,50 - 10,174 

I[ I 

1----
ke=i! + I 3,46 1 

6. Berechnung der Verbesserungen (n) . 

N,. ik• + ~k, + ik, + ;,k, ~ Inl. II In). IlnJln). 

1 + 1 3,46 [ i . 1-- 4,661 1 . 1-11,201 ((1)) +ka -11,06111 1,1 

2 .' +: 5,47 - 4,661 1 . 1 + I. 0,81 1 ( (2) ) + k a + 1 0,951 0,9 

3 . 1 I· i· .. . •. II ((3))+k a +'[ 0,14\ 0,0 

4 + 3,461 I . I I . 1+14,081+\ 7,54 11 ((4))+k b 1+1 2,02 1 4,1 

5 + 3,461, .! - 1 4,66 \ + 110.19'[ + I 8,99
1
1 ((5)) +kb 1 + I 3,:7 12,0 

6 .: I . I 1 . I • 1 I (( 6 ) ) + k b 1-[ 5,<>2 30,51 

7 . I + I 5,471 I 1- 1116,301- i 10,83 1 (( 7)) + kc 1--=--114,82
1 

219,6 

l:l + 3,46 I· 1 I i+ 19,36
1
1 +1

1

22,82 ((8))+k c 1+1118,83 354,6 
9 . I ., 1 II! ((9))+k c 1- 3,991 15,9 

10 I. 1+15,471-14,661-1114,27il-li13,46!1((10))+kdl-19,4511 89,3 
11 I· II +., 5,47

1 
1 . 1- 4,08, + I 1,39

11 
((11)) +kd 1 + 5,40 29,2 

12 . I I· . I· II I . I ((12))+k a + I 4,01, 16,1 -·--r- I I 

13 - 1,15 -! 1,82 + 3,11 . [+ 1 0,14 = ~a 
14 = 2,31 -I . + 1,55.- 4,76i =1 5,52. =~b 
15 1,15 1,82 . [- I 1,02\ . 3,99[- k . 

16 I-I 3,65 + 1,55. + 1 6,11 + i 4,01 = k: 

I 
[p (n)(n)] 773,3 

85,3 

56,3 

+ 9,23 + 114,59 -112,43 - 0,69 + ! 10,70 

, I 

192,0 

fd 
3 fd 120,3 

[p(n) (n)JI1227,2 
1 
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----

End g lei c hun gen. 

-f~. I [h h1. [II [~i1· il\ -f". [~i1· 
I 

-1:. Probe. 
I P II I, 

I +! 17,90 + 1 2,00!1 + 1 0,05 II +! 6,20 
I I' I I 

I + ! 0,30811 + I 15,000 I 

-17,70 -10,2211+10,1'1+17,70 -126680 I 79,93 -I 0,101 I, - 5,198 -I 

. . I 1 I 'I -I 5g:45 
I 

+ I 10,20 -1 0,4511-1 0,15 \- I 5,10 -I 0,05411- 1,775 + 1 97,91 

-! 5,731 + i 1,3311 + I 0,05 II + 18,80 -I 0,002 Ii - 0,334 -I 58,08 -I 28,89. 

II +: 8,87 i -I 0,03811;1"'° + 0,151 + I 7,693 -I 391,96 -1 764,25 1 

~ 2,33 I + II,,, 
1 1 

- i 775,29 1-[775,16 

+ i 5,47 1 i kh = 11-1 4,66 I k i = 1- i 50,95 I 1 II I 

7. Zusammenstellung der ausgeglichenen Winkel und Logarithmen. 

Bezeichnung der 
Ausgeglichene Bezeichnung der Ausgeglicheneli epllog 

Winkel 
I ' Winkel I sin a . 

n+(n). Drei- I 
Winkel. n + ( n ) . [lOg sin fJ . k IPunkte. Punkte. I Winkel. 0 I ' I " 

ec e. I 
o I ' I " . I 

1. ! 2. I 3. I 4. I 5. I 6. I 7. II 8. . I 
I I 

, I I I 

29 114112,811 0.31120 
, 

Pa: is 1 
I 

I 39 48 59,2 e iS3 a: VIII 
II 33 37 40,3 82 . fJ: IV + V 110 56 <S,1 II 9.97031 

I III 286 33 20,4 81 I r: I 39 48 59,2 

I 359 159159,9 
! 

180 I 00 I 00,1 I j I I I 

Ph: is 2 I IV 521041 36,3 g 
1 iS4 · a: X+XI 112118135,6 I 0.03379 

, 
V 58152111,8 83 {J: VII 9.74826 i 34 03.44,21 

I ' I 
VI 249 I 03 I 11,8 ! ;31 y: II 33 1 37 i 40,3 

I 
359159159,9 I 180 i 00 1 00,1 

I 
I 

341 03 1
, 44,2 1 58152! 11,8 Pc : is 3 VII h 82 I a: V 0.06753 

VIII 
, 

is 4- {J: X 47 i 41 j 08,9 9.86892 I 29 ,14! 12,8 

296 142 I 03,0 I 
, 

I IX iSl iy:I+II 73 ; 26 I 39,5 

360 i 00 ; 00,0 I 
I 

180 : 00 I 00,211 0.00001 I ! 

1 I ! 

I Pd : 84 1 X 47 : 41 I Og,9 1 
I 
I 

[ 

XI 64 137126,7 

I 

I 
I 

XII 247 ! 41 i 24,3 

I 

, 

1 

I 
359 i 59 59,9 

I 

I 

I 
I i 

I I 
I 

ii i I .= 
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eine starker gezogene Linie und die aus der Grundlinie zu berechnende Seite durch 
eme Doppellinie bezeichnet. 

5. N ach diesen V orbereitungen konnen die Bedingungsgleichungen (150) 
ohne weiteres nach der Figur hingeschrieben werden. Fur die Aufstellung der 
Seitengleichungen kann noch die Regel gemerkt werden, dafs in den Nenner die 
Sinus der Winkel kommen, die der Grundlinie gegenuber liegen und in den 
Zahler die Sinus der Winkel, die der aus der Grundlinie zu berechnenden Seite 
gegenuber lie gen. 

Fur das vorliegende Beispiel sind die Bedingungsgleichungen auf Seite 228 in 
Abteilung 1 der Tabelle aufgestellt. 

6. Die Bedingungsgleichungen (150) geben allen erforderlichen Anhalt, urn 
die Rechnung nach den allgemeinen Formeln (151) bis (173) durchfiihren zu 
konnen. 

Zunachst werden fur die Objekte, wofur die Bedingungsgleichungen reduzirt 
werden sollen, die Widerspruche f nach den Formeln (151) und (152) berechnet 
und die Beobachtungsergebnisse nach den Formeln (93) und (94) oder (102) und 
(10;1) verbessert. 

Fiir das vorliegende Beispiel ist dies auf Seite 228, Abteilung 2 der Tabellen 
in den Spalten 1 bis 5 durchgefuhrt. 

Mit den verbesserten Beobachtungsergebnissen werden die iibrigen Wider· 
spriiche f ebenfalls nach den Formeln (151) und (152) berechnet. 

Dies ist auf Seite 229, Abteihing 2 a , in den Spalten 1 bis 4 und 6 durch
gefuhrt. Hierbei sind die vVinkel in den Dreiecken so angesetzt worden, dafs als 
L a immer der Winkel genommen worden ist, der der Grundlinie des Dreiecks 
gegenuber liegt, wofiir in der Seitenberechnung also epilog sin a anzusetzen ist, 
wahrend als L (3 der Winkel genommen worden ist, der der aus der Grundlinie 
zu berechnenden Seite gegeniiber liegt, wofiir also in der Dreiecksberechnung 
log sin fl anzusetzen ist. 

7. Den in der Berechnung der Widerspruche vorkommenden GrOfsen werden 
sogleich die Ausdriicke fur die Verbesserungen beigeschrieben, die sie erhalten 
mussen, damit die Bedingungsgleichungen (150) erfullt werden. Die allgemeine 

Form fiir diese Ausdriicke ist ~ F (n). Fur den Differenzialquotienten ~ F brauchen 
dn on 

nur in seltenen Fallen die Formeln aufgestellt und die Zahlenwerte nach dies en 
Formeln berechnet zu werden, vielmehr kann in den meisten Fallen der Diffe
renzialquotient ohne weiteres hingeschrieben werden. Am haufigsten ist er + 1 
oder - 1. Wenn der Widerspruch f logarithmisch berechnet und in Einheiten 

der letzten Stelle der Logarithmen ausgedriickt wird, ist ~ F gleich der meistens 
on 

geniigend genau aus der Logarithmentafel zu entnehmenden logarithmischen 
Differenz fUr eine Einheit der Verbesserung (n). Beispielsweise ist, wenn 
n = + 225,23 ist und die Verbesserungen in Centimeter ausgedruckt werden, 

o log n 
log 225,23 = 2.35 263 und -6n'- = + 1,9, denn wie ohne :weiteres aus der Loga-

rithmentafel zu entnehmen ist, andert sich log 225,23 urn 1,9 Einheiten der letzten 
Stelle des Logarithmus, wenn die Verbesserung (n) sich urn einen Centimeter 
andert. Ferner ist, wenn n = + 36 0 28' 20" ist und (n) in Sekunden ausgedriickt 

wird, log sin 36 c 28' 20" = 9.77 411 und 0 10~..!n0' n = + 0,28 , oder wenn n = + 132 0 28,7' 
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ist und (n) in Minuten ausgedriickt wird, log sin 132 0 28,7'=9.86778·und i7lo~~n~ 
= - 11, oder wenn n = 58 0 32' ist und (n) in Minuten ausgedriickt wird, epilog sin 58 0 32' 

= 0.06 91 und (I cpl. ~~ sin n = _ 0,8. 

1m vorliegenden Beispiele sind die Ausdriicke fiir die Verbesserungen ~ ~' ( n) 

auf Seite 228, Abteilung 2, im ersten Teile der Spalte 6 und auf Seite 229, Ab
teilung 2a, im ersten TeiIe der SpaIten 5 und 7 zusammengesteIIt. 

8. Die Sum me der Verbesserungen mufs gIeich sein den vorhandenen 
Widerspriichen, wonach die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ohne weiteres 
nach der Zusammenstellung der Ausdriicke fiir die Verbesserungen hingeschrieben 
werden konnen. 

Beispielsweise ergeben sich aus Abteilung 2a, Spalte 4 und 5, sowie 6 und 7 
die umgeformten Bedingungsgleichungen fiir Dreieck 9 und Viereck i wie folgt: 

(2) + (7) + (10) + (11) = -17,9, 
- 0,08 (.:1) + ( - 0,08 - 0,12 = - 0,20 ) (5) + 0,32 (7) - 0,38 ( 8 ) 

+ (+ 0,08 + 0,20= + 0,28) (10) + 0,08 (11) =-15. 
Es ist aber gar nicht notig, diese umgeformten Bedingungsgleichungen erst 

aufzusteIlen, vielmehr konnen nach der Zusammenstellung der Ausdriicke fUr die 
Verbesserungen sogleich die Faktoren der Korrelatengleichungen zusammengestellt 
werden, wie es auf Seite 229 in Abteilung 3 der Tabelle geschehen ist. Zu dieser 
Zusammenstellung und zu den folgenden ganz schematischen Rechnungen sind 
weitere Erlauterungen kaum noch notig. Es sei nur noch darauf hingewiesen, dafs 
nach Berechnung der Verbesserungen (n) in Abteilung 6 der Tabelle in Abteilung 2 
und 2a den im ersten Teile der Spalten 6, 5 und 7 stehenden Ausdriicken der 
Verbesserungen im zweiten Teile der Spalten ihre Zahlenwerte beigefUgt sind und 
dafs durch ihre Aufsummirung festgestellt ist, dafs ihre Summe in der That gIeich 
den vorhandenen Widerspriichen ist. 

2. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Bestimmung 
von Knotenpunkten in Polygonnetzen. 

§ 52. SpezieUe Regeln fur die Feststellung der zu erfullenden 
Bedingungen. 

1. In einem Polygonnetze ergiebt sich die AnzahI r der zu erfiilIenden Be
dingungen aus der Anzahl n,. der zu bestimmenden Knotenpunkte und aus der 
Anzahl n z der gemessenen Ziige. O) 

Ein Zug geniigt zur gegenseitigen nicht versicherten FestIegung zweier Knoten
punkte. Urn die weiteren Knotenpunkte gegen die beiden ersten Knotenpunkte 
einfach unversichert festzuIegen, geniigt fiir jeden weiteren Knotenpunkt ein Zug. 
Demnach sind fUr die einfache, nicht versicherte gegenseitige Festlegung von np 

Knotenpunkten np -1 Ziige erforderlich, wah rend aile weiteren Ziige je eine 
iiberschiissige Bestimmung und somit auch nach Regel (147) je eine zu erfiillende 
Bedingung Hefem. 

*) Wenn in einem Polygonnetze die rechtwinkligen Koordinaten der Knotenpunkte aus 
den gemessenen Winkeln und Strecken der Polygonseiten bestimmt werden sollen, so ergeben 
sich 3 Gruppen von Bedingungsgleichungen und zwar je eine Gruppe fiir die Winkel, fiir 
die Ordinatenunterschiede und fiir die Abscissenunterschiede. Jede Gruppe wird aus bekannten 
Griinden fiir sich behandelt und das hier und im folgenden Gesagte gilt dann fiir die einzelne~ 
Gruppen von Bedingungsgleichungen. . 
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(174). Wenn demnach np neu zu bestimmende Knotenpunkte eines 
Polygonnetzes durch n z Zi.\ge mit einander verbunden sind, so ist 
die Anzahl r der zu erfUllenden Bedingungen: 

r=n z-(np -1) =nz-np + 1. 

Beispiel1: In dem nebenstehend dargestellten Netze sind behufs Bestimmung 
der Hohen der np =5Punkte Pi' P 2 , P a , 

P 4, P 5 die Hohenunterschiede zwischen 
diesen Punkten in den dargestellten n z = 9 
ZUgen oder Strahlen durch 6 malige gegen
seitige Beobachtung der Zenithdistanzen 
bestimmt. Bei Berechnung der Hohen nach 
dem Verfahren fUr bedingte Beobachtungen 
erg eben sich demnach 

(1n) r=nz -np +1=9-5+1=5 

zu erfilllende Bedingungen. 

2. Wenn das Polygonnetz an gegebene 
~ Punkte angeschlossen ist, so genUgt ein 

Fig. 23. Anschlufszug, urn das Netz einfach, nicht 
versichert gegen die gegebenen Punkte festzulegen. Alle weiteren AnschlufszUge 
liefem je eine UberschUssige Bestimmung und somit auch je eine zu erfUllende 
Bedingung, so dafs durch n a AnschlufszUge n a-I Bedingungen hinzukommen. 

(l'(a). Wenn demnach np neu zu bestimmende Knotenpunkte eines 
Polygonnetzes durch n z Zuge mit einander und durch na Ziige mit 
gegebenen Anschlufspunkten verbunden sind, so dafs im ganzen 
Nz=nz+n a ZUge vorhanden sind, so ist die Anzahl r der zu erfUI
lenden Bedingungen: 

r=nz-np+ 1 + (na -1) =Nz - np. 

Die Regeln (1'74) und (l'(a) gelten auch fUr den Fall, dafs fUr je eine, an 
einen neu zu bestimmenden Knotenpunkt anschliefsende Polygonseite die Neigung 
gegen die Abscissenlinie des Koordinatensystems aus den Winkeln des Polygon
netzes zu bestimmen ist und femer auch fUr den Fall, dafs n p Strahlen, deren 
Richtungen neu zu bestimmen sind, durch n z Winkel gegenseitig festgelegt und 
durch n a Winkel an Strahlen angeschlossen sind, deren Richtungen gegeben und 
unverandert beizubehalten sind. 

Be is pie 1 2: In dem bereits im § 21 und im § 35 behandelten Nivellements

dingte Beobachtungen ergeben sich demnach 

netze sind die np = 6 neu 
zu bestimmenden Knoten
punkte 0 0 2, 3, 4, 5, 
6, 7 durch N z = 11 Ziige 
untereinander und mit 
den gegebenen Punkten 

IOI ~Ol 1, a7) a8 J a9 J 

verb un den. ~) Bei Behand
lung dieses Netzes nach 
dem Verfahren fUr be-

'J Die Ziige 9, 10 und 11 konnen auch als ein Zug behandelt werden, womit die 
00 6 und 7 als Knotenpunkte ausscheiden. Damit vermindert sich die Anzahl der Ziige 
und der neu zu bestimmenden Knotenpunkte um 2, wahrend die Anzahl der zu erfiillenden 
Bedingungen unverandert bleibt. 
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(175) l' = N z - np = 11- 6 = 5 

zu erfullende Bedingungen. 

iJ. In Nivellements· und anderen Polygonnetzen, wo keme sich uberschnei
denden Zuge vorkommen, und die nicht an mehrere gegebene Punkte angeschlossen 
sind, ist die Anzahl der zu erfUllenden Bedingungen gleich der Anzahl der vorhan
denen geschlossenen Polygone. Die zu erfUllenden Bedingungen ergeben sich dann 
ohne weiteres daraus, dafs in jedem geschlossenen Polygon die Summe der wahr
scheinlichsten Werte der beobachteten GrOfsen ihren Sollbetrag erfUllen mufs. 

In so1chen Fallen, wo sich uberschneidende Zuge vorkommen, konnen die zu 
erfullenden Bedingungen auch immer in einfacher Weise festgestellt werden, indem 
zunachst die Beobachtungsergebnisse ausgewahlt werden, die zur einfachen, nicht 
versicherten Bestimmung der gesuchten Grofsen ausreichen, und indem dann nach 
einander fUr jedes uberschussige Beobachtungsergebnis nach der Figur festgestellt 
wird. we1che Bedingung sich durch seinen Hinzutritt ergiebt. 

Be i s pie I 1: Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Hohenlage der Punkte P" P 2, P 3, p., Po reichen die Hohenunterschiede der 
Strahlen 1, 2, 3, 4 aus. 

Durch Hinzutritt des 
Hohenunterschiedes 

des Strahles 5 

" " 
6 
7 

" 
8 

" " 
9 

ergiebt sich die Bedingung, dafs die Summe der in em
heitlicher Richtung genommenen Hohenunterschiede 

im Dreieck P, P 2 P a gleich Null sein mufs, 

" 
P, P a p. 

" " " 
, 

P, p. Po 
" " " " 

, 

" " 
P a p. Po 

" 
, 

" 
P, P 2 P 5 " " " 

Hiermit smd die zu erfUllenden 5 Bedingungen festgestellt und zwar derart, 
dafs die Bedingungen samtlich von einander unabhangig sind, wie es sein mufs. ') 

4. Wenn Nivellements- oder andere Polygonnetze, worin keine sich uber
schneidenden Zuge vorkommen, an gegebene Punkte angeschlossen sind, so ergiebt 
sich eine bildliche Darstellung der samtlichen geschlossenen Polygone, wofUr je eine 
Bedingung aufzustellen ist, indem die gegebenen Punkte in der Netzskizze durch 
einen Polygonzug mit emander verbunden werden, dabei aber aus dem Polygonzuge 
kein geschlossenes Polygon gebildet wird, indem die das Polygon vollends schliefsende 
Verbindungslinie weggelassen wird. 

In anderen Fallen wird zweckmafsig in der Weise vorgegangen, dafs zuerst 
so, wie unter Nr. 3 erlautert ist, die Bedingungen festgestellt werden, die ohne 
Berucksichtigung der gegebenen Stucke zu erfiillen sind, dafs dann ein gegebenes 
Stuck ausgewahlt wird, das zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs genugt, und 
dafs nunmehr fur jedes weitere gegebene Stuck nacheinander festgestellt wird, welche 
Bedingung sich durch semen Hinzutritt ergiebt . 

• ) Das hier dargestellte Verfahren kann auch eingeschlagen werden, wenn die Be
dingungen festzustellen sind, die die behufs Bestimmung von Strahlen-Richtungen unabhangig 
von einander beobachteten Winkel erfiillen miissen. Man braucht nur die Strahlen als Punkte 
und die Winkel als Verbindungslinien der betreffenden Punkte darzustellen, um nach der sich 
ergebenden Figur die zu erfiillenden Bedingungen einfach und sicher festzustellen. Fiir die 
Bestimmung der Anzahl r der zu erfiillenden Bedingungen k6nnen die Formeln (174) und (US) 
angewendet werden, wenn unter n z und N z die Anzahl der beobachteten Winkel, unter n 
die Anzahl der n e u z u be s tim men den Richtungen verstanden wird. P 

Auch die weitere Durchfiihrung der Rechnung kann ebenso erfolgen, wie im folgenden 
fiir die Beispiele 1 und 2 gezeigt wird. 
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Be i s pie I 2: In untenstehender Figur ist das Nivellementsnetz durch Hinzu
fiigung des die gegebenen Punkte verbindenden Polygonzuges:Oll-IUl57 -Ie )158 
-lUi 59 erganzt, womit eine Darstellung der 5 geschlossenen Polygone a, b, c, 
d, e gewonnen ist, worin die Bedingung zu erfiillen ist, dafs die Summe der H6hen
unterschiede gleich Null sein mufs. 

§ 53. Aufstellung der Bedingungsgleichungen und weitere 
Durchfiihrung der Rechnung. 

Nachdem ?ie zu erfullenden Bedingungen festgestellt sind, k6nnen die Be
dingungsgleichungen hingeschrieben werden und kann die weitere Rechnung in der 
im § 51 dargelegten Weise durchgefuhrt w~rden. Es kann' aber fur Polygonnetze 
hoch eine weitere Vereinfachung erreicht werden, indem ffir die Bildung der Faktoren 
der Endgleichungen mechanische Regeln aufgestellt werden, wonach diese Faktoren 
direkt aus den Gewichten der Beobachtungsergebnisse gewonnen werden konnen. 
Diese Regeln k6nnen besser fur das Beispiel 2 entwickelt werden als fur das 
;Beispiel 1, weshalb wir das Beispiel 2 hier zuerst behandeln. 

Beispiel 2: Die Polygone, wofur die Bedingungsgleichungen aufzustellen 
sind, sind bereits in obenstehender Figur mit a , b, c , d, e bezeichnet. Die "Polygon
richtung", die wir bei Zusammenstellung der H6henunterschiede in den einzelnen 
Polygonen innehalten, ist durch die die Buchstaben umschliefsellden Pfeile bezeichnet, 
wahrend die Richtung, worin die beobachteten H6henunterschiede genommen sind, 
durch die neben den Zuglinien eingetragenen preile bezeichnet ist. Stimmt Polygon· 
richtung und Zugrichtung uberein, so ist der H6henunterschied in den Bedingungs· 
gleichungen im positiven Sinne, im anderen Faile im negativen Sinne zu nehmen. 
Sind I, II, III, .... XI nun die wahrscheinlichsten Werte der H6henunterschiede 
in den Zugen 1, 2, 3, .... 11, so ergeben sich nach' unserer Figur folgende Be· 
dingungsgleichungen: 

Polygon a: + IV + V + IX + X + XI - VIII = 0 = Sa, 

- II+III+VIII-VII=O=Sb, 
" 

b: 

" c: + II- I+L1H~7=O=Sc' 

" d: + III + IV + LI H~~ = 0 = S d, . 

" e: + V + VI + LI H~~ = 0 = S e. 

Hiernach ergeben sich die Faktoren der Endgleichungen wie. folgt: 
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\~p·l:a.:b·IJd.le·1 ~~ 
r--T I' I I 

I ~ ·1 ~c. ~ apd·1 ~e tr I b;·1 b1- I b;·ll~· c:. i c~·ll~d.li d;-·Il ~.\ 

I : 1::.1 -,1::
1

:, 

3 1+ +11 

4 ,+ 1 
+ 

!I· I. I 11+ :1 1 I![ 
I 1 I l' I' 
'11+ P p 2 •• 1+ P; ',I r ~ + 7~': i·! + ~,Ii I' 

~JI 
L~l . 6 

8 

9 

10 

1~ 41 
1 + I p, 

1 

+ l' 8 

+-~ 
I' 9 

+ 1 
PtD ! 

+ 1 I 
PlI 

Ps 

: P71 

\
+1! 

p" 
, 

I: 

'I 

~'I 
1 

! 

Vergleichen wlr die 111 den einzelnen Spalten stehenden Summanden mit 
Figur 24, so ergiebt sich folgendes: 

[~)(!I] ist gleich der Summe der reziproken Werte der Gewichte der Ziige, 

die in dem Polygon ([ vorkommen, und ebenso sind [bpb] , [cpC] , [~)d] , [~e] 
gleich der Summe der reziproken Vv'"erte der Gewichte der Ziige, die in den 
Polygonen b, c, d, e vorkommen. 

Ferner ist [~Jb 1 gleich dem reziproken vVerte des Gewichtes des Zuges, den 

die Polygone a und b gemeinschaftlich haben, und ebenso sind ['if] , [al] , [~c] , 

[bpd] gleich den reziproken vVerten der Gewichte der Ziige, die die Polygone a 

[a c] [bpe.] , und d, a und e, b und c, b und d gemeinschaftlich haben, wahrend Ip , 

[C'pd] , [c'pe] , [dpe] - - gleich Null sind, entsprechend dem, dafs die Polygone a und 

c, b und e, c und d, c und e, d und e keinen Zug gellleinschaftlich haben. Das 

Vorzeichen der Produktensummen [(~b], [~pd] , [c'pe] , [j)c] , [bp~] ist positiv, 

wo der gemeinschaftliche Zug in den beiden benachbarten Polygonen in gleicher 
Polygonrichtung, dagegen negativ, wo der gemeinschaftliche Zug in den beiden 
benachbarten Polygonen in entgegengesetzter Polygonrichtung genom men ist und 
deshalb der wahrscheinlichste Wert fiir den gemeinschaftlichen Zug in den beiden 
betreffenden Bedingungsgleichungen gleiches oder entgegengesetztes V orzeichen hat. 

Hiernach . ergeben sich folgende Regeln fiir die Bildung der Faktoren der 
Endgleichungen : 

1. [apa] , [~i'] , [cpc] I [d/]. .... sind gleich der Summe der reziproken 

Werte der Gewichte . der Ziige, die den Polygonen a, b, c, d, .... an
gehOren. 

1 

Po 



238 Bedingte Beobachtungen. II. T. V. A. 

2. Berechnung der Widerspriiche, Zusammenstellung der reziproken 'vVerte der II 
Gewichte, sowie der Verbesserungen. 

Der Ziige Hohen-
11 

Der Ziige Hohen- I I Verb esser-
An- lEd unter- Verbesser-

An- I End- unter- 1 1 
, n-

schiede. Ip' ungen. schiede. Ip' ungen. 
fangs-, kt fangs. I unkt. ,pun. I 

1 

1 

punkt.! m 1 
mm punktl 

1 m I I mm 

Polygon a. Polygon c. 
4 i 58 + 41 0,4815iO,98,1+ (4)1- 2,0 5~ I 2 1+ 2 ' 0,5625[2,27jl+ (2)'-5,7 

5S 1 5 + 51 0,303811,791 + (5)- 3,9 2 I 1 I - I IX7,02521.1,22'11- (1)+ 1'°1· 
5 6 + 9: X8,2362:1,43il + (9)1- 0,3 1 57 + LlHI 2,4170:.1 i 
6 I 7 +IOIX7,338011,0911+(IO)- 0,2 -lc=Ac=1 0,0047;3,491 1-4,7 
7 ! 3 + II 0,35450,911 + (II)- 0,2 ----~-...;;",,---'---...:.--'"""""------II 
3 j 4 - 8'1 3,296211,0211- (8) i - 3,6 Polygon d. 

I 1 1 57 1 .4 I + 3 iX9,50521·.O,891"I+ (3)+ 1,3 - la = Aa = i 0,0102?,22i! ,- 10,2 4 I 1 
58 I +4 , 0,4~150,981+ (4)'-2,0 

Polygon b. 5S 5~ + LlHI, 0,0140: ill 1 __ 

2 I, 57 - 2',.X9,437512,271 - (2), + 5,7 f ~ 00007 1 8~ 07 - d=~d= I' I' I i- , 57 i 4 + 3jX9,5052 0,89, + (3)+ 1,31 ___ ~_~ _____ -'---" ___ '--'_ 

4 ' ~ + 8IX6,7038i1,021 + (8)1+ 3,6 Polygon e. 

3 2 - 7 4,3378,1,56,- (7)1+ 5,1 58 I 5 1+ 5 \ 0,30381,79'1+ (5)1- 3,9 
- Ib = Au = Ix9,9843i5,74' ,+ 15,7 5 i 59 + 6 X8,9010;2,001' + (6 )1- 3,9 

I : 1 I 59 , 58 + LlH 0,8030' 
" I II· I I-I -Ie = Ae = I 0,0078\3,79, -7,8 

3. Auflosung der Endgleichungen. 

["pa]: [a:] : [~l : l~d] i l"fJ i -::, l'p'] Il¥J i [Y]·1 [i'J.i-:;, 
II--~I---+I---+I----:-,--"""!"""";;;~-l 1 I I ' 

1,....:.+_7-,-,2_2+, _1-,-,0_2-+-1 ___ ,,;,_+~0,_98--;-1 +,,--1.:...,7_9 +1 +,,--1....;0,_20, + 5,74 1- 2,27 i + 0,89 I . 1- 15,70 
i + 0,141 i ! - 0,1361- 0,248\ - 1,41 - 0,14 I . 1+0,14 1+ 0,25 1+ 1,44 

! I 1+ 0,48 + 5,60 1- 2,27 1+ 1,03 i+ 0,25 1-14,26 

1 i 1+0,25 1+ 0,405 1
- 0,184 1

- 0,045!+ 2,55 

1 I I : 11++ 0,09 
I I + 0,47 I I 0,34 

I I I I I + 0.32 
I I i I ka =!-0,21, ! kb=l+ 3,30 

[~']I [~J I [~J : -:,~ [dpdJ.[ [dp' ]1-:;,· [~' ]·1-:::· Probe. 

+ 3,49 1 I i + 4,70 + 1,87' + 0,70 + 3,791 + 7,80 

I I" I - 0,13 - 0,24 - 1,39 - 0,44 - 2,53 -14,38 - 2,14 

- 0,921 + 0,42 + 0:10 I - 5,78 - 0,19 - 0,05 + 2,62 - 0,01 + 0,64 - 36,36 - 51,81 

+ 2,57\ + 0,42 I + 0,10 I - 1,08 - 0,07 - 0,02 + 0,18 - 0,00 + 0,04 - 0,45 + 3,76 

- 0,163 - 0,039 + 0,42 + 1,481- 0,31 \ + 2,11 - 0.06 + 0,44 - 3,02 - 1,29 

+ 0,08 + 0,209 - 1,43 + 3,28\ + 6,39 - 12,46 -.: 15,21 
+ 0,30 - 0,41 - 66,671- 66,69 

kr,= +0,80 kd= -1,84 k p =I-1,95 I 
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.A._3 -- ~ 
~ZID Ztt~ z., 

6 @. 11Zs CF Za~ 
Z~ Z.=- z.. Z:. ~ j ...- -

-~? -'.§! 
2:" 5 ,!J ~ -- Fig. 24. 

1. Bedingungsgleichungen. 

Polygon a: + IV + V + IX+ X + XI- VIII=O=Sal 
- II + III + VIII- VII=O= Sbl 1/ b: 

" c: + II - I + LiB~7 = ° = Se I 

" d: + III + IV + LiHg~ = ° = Sd I 

" e: + V + VI + LiBgg = ° = S •• 

4. Berechnung der Verbesserungen (n 1. 5. Mittlere Fehler. 

~r·ll . I!':.. ka + !!.- kb + ~ ke + ~ ka + ~ ke = (n)JI(n)(nl.1 p. Ip (n)(n). VCp (n) (n)] 
p p p p p p I 1 I m=± 

I I i I 1\ II I I _ r 1 1,22 . I . - 0,98,. . 1- 0,981 0,96 0,82[ 0,79 = V66,62 
2 2,27 '- 7,491 -I- 1,82 . 1 . jl- 5,67 32,15 0,441 14,15 ± 5 
3 0,89 + 2,94 . -1,64 . 1+ 1,301 1,69 1,12 1,89 = ± 3,7mm. 
4 0,98 - 0,21 . I . - 1,80 . [- 2,01 4,04 1,02 4,12 _ 
5 1,79 - 0,38 . - 3,4 1- 3,871 14,98 0,56 8,39 m 1 km = ± m V_l-
6 2,00 . 1 - 3,90 - 3'90~' 15,21 0,50 7,60 P lkm 
7 1,56 - 5,15 1- 5,15 26,52 0,64 16,97 V-1-
8 1,02 + 0,21 + 3,371 1+ 3,5 12,82 0,98 12,56 = ± 3,7 0',25 
9 1,43 - 0,30 . - 0,30 0,09 0,70 0,06 = ± 7,4mm. 

10 1,09 - 0,23 . I· . I . 1- 0,231 0,051°,92 0,05 
11 0,91 - 0,19! . " . , . I . ,- 0,1~ 0,0411,10 _0,04 

I --1,101- 6,33[+ 0,841- 3,44!-7,39il-17,4~ I 66,62 

6. Zusammenstellung der verbesserten Hohenunterscbiede. 

Der Zage Der Zage Der Zage 
An- I 

fangs- i End
punkt.!punkt. 

Hoben- An- I E Hoben- An- I Hohen-
unterscbiede. fangs-, u:i!; unterschiede. fangs.- En~; unterschiede. 

punkt.iP . . punkt·IPun . 

Polygon a. 

4 1 58 +IV 1 
58 5 +V 
5 6 +IX 
6 7 +X 
7 3 +XI 
3 4 -VIII 

0,4795 
0,2999 

X8,2359 
X7,3378 

0,3543 
3,2926 

0,0000 

2 
57 
4 
3 

57 
2 
1 

Polygon b. Polygon d. 

57 - II ~9'4432 57 4 + III I x9,5065 
4 + III X9,5065 4 58 + IV 0,4795 
3 + VIII x6,7074 58 57 + LiH 0,0140 
2 - VII 4,3429 

0,0000 0,0000 

Polygon c. 
2 +II 
1 -I 
37 + LiH 

0,5568 
X7,0262 

2,4170 

0,0000 

58 
5 
59 

Polygon e. 
5 + V 0,2999 
59 + VI x8,8971 
58 + LiB 0,8030 

0,0000 
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2. [apb] , [~C], 

[bpC] , 

[apd] , .... \ sind gleich fit U. b, au. c, au. d, .... 
[b d] denreziproken\ 
. p ,.. .. Werten des ~ b u. c, bu. d, .... 

ge
mein

schaft

lichen 

Ziige, 
[~] , .... j Gewichtes dert 

P denPolygonen 
cu:d, .... 

und zwar mit positivem Vorzeichen, wenn die Hohenunterschiede des gemein
schaftlichen Zuges in beiden Polygonen in gleicher Richtung, mit negativem Vor
zeichen, wenn sie in beiden Polygonen in entgegengesetzter Richtung genommen 
sind und deshalb der wahrscheinlichste Wert fUr den gemeinschaftlichen Zug in 
den beiden betreft"enden Bedingungsgleichungen gleiches oder entgegengesetztes 
Vorzeichen hat. 

Diese Regeln gelten allgemein fUr aIle Polygonnetze, einerlei ob sie an 
gegebene Punkte angeschlossen sind oder nicht. 

Werden demnach bei Berechnung der Widerspriiche f gleich die Summen 
der reziproken Werte der Gewichte der in dieser Berechnung vorkommenden 
Beobachtungsergebnisse mit gebildet, so konnen danach die Faktoren der End
gleichungen ohne weiteres hingeschrieben werden. 

Mit Benutzung dieser Regeln fiir die Bildung der Faktoren der Endgleichungen 
kann die Rechnung durchgefiihrt werden wie folgt: (Siehe die Tabellen auf 
Seite 238 und 239.) 

Be i s pie 1 1: FUr das im § 52 behandelte trigonometrische Hohennetz sind 
die Beobachtungsergebnisse und deren Gewichte in folgender Tabelle zusammen
gestellt: 

Strahl. 

P'P2 

P,Pa 
P 4 P, 
PsP, 
PaPa 

I' ,I I' • 
Strahlen-' Hohen- I' Gewlcht 

lange ! unterschied., '1 
': 1 p. p 

km m I I 

17,0 
21,7 
16.9 
11,8 
16,7 

I I + 17,582 \38 0,72 
2 + 8,821 0,85 1,18 
3 + 16.911 1,40 I 0,71 

: 4 - 11.205 2,E6 0,35 
ii 5 + 8,931 1,44 0,69 

~ 

Fig. 25. 

Strahl. 

PaP41 
P 5 P 4 

PaPs 
P S P 2 

Strahlen· 

lange. 

km 

13.9 
6,9 

18.6 
23,6 

Hohen- Gewicht 

unterschied. 11 
ImP. p' 

: 61' -- 25,71112,071 0,48 

1

7 -28,104'8,35:0,12' 
8 I + 2,471 1,1.15 1°,87 

['91 + 6,272 11°,72,1,39 

I , ,I I 

Fig. 26. 
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Die Gewichtseinheit ist das Gewicht eines Hohenunterschiedes fur einen Strahl 
von 20 km Lange in nahezu horizontaler Richtung. 

Die Dreiecke, wofur nach § 52, Nr. 3 die Bedingungsgleichungen aufzustellen 
sind, zeichnen wir uns nochmals getrennt auf, bezeichnen sie mit a, b, (J, d, e und 
kennzeichnen die Richtung, die wir bei Zusammenstellung der Hohenunterschiede 
innehalten wollen, durch urn die Buchstaben gezogene ~fei1e. Dann ergeben sich 
rue Bedingungsgleichungen wie folgt: 

Lla: + 1- V- Il=O=Sa, 
LI b: + II+ VI+ I1I=O=Sb, 
Lie: --III-Vn+ IV=O=Se, 
Lid: +VI-VII-VIII=O=Sd' 
LI e: + I - IX + IV = 0 = S •. 

Die weitere Rechnung gestaltet sich ganz ebenso wie beim Beispiele 2, wes
halb wir ihre Durchflihrung unterlassen. 

3. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung 
von Dreiecksnetzen. 

§ 54:. Spezielle Regeln fUr die Feststellung der Gesamtanzahl 
der zu erfiillenden Bedingungen. 

1. Bei der Berechnung von Dreiecksnetzen ist in erster Linie daruber zu 
entscheiden, wie die auf den einzelnen Standpunkten erlangten Beobachtungsergeb. 
nisse behandelt und in die weiteren Rechnungen eingeflihrt werden sollen. 

Bei Dreiecksnetzen niederer Ordnung und auch bei Dreiecksnetzen hoherer 
Ordnung, die lediglich gelegt werden, urn den Dreiecksnetzen niederer Ordnung als 
Grundlage zu dienen und die nicht fUr weitergehende wissenschaftliche Zwecke 
benutzt werden sollen,~) konnen die auf den einzelnen Standpunkten erlangten 
Beobachtungsergebnisse fur sich ausgeglichen werden und konnen die hierdurch 
gewonnenen wahrscheinlichsten Werte der Winkel oder Richtungen in der Regel 
ohne weiteres als unabhangige Beobachtungsergebnisse") in die Berechnung des 
Dreiecksnetzes eingefuhrt werden. 

Wenn aber eine moglichst gro[se Genauigkeit der Rechnungsergebnisse ge
fordert werden mu[s, so mussen entweder die Bedingungen, die sich flir die auf 
den einzelnen Standpunkten beobachteten Winkel oder Richtungen ergeben, den 
sich im ubrigen fiir das Dreiecksnetz ergebenden Bedingungen hinzugefiigt werden 
und die sich daraus ergebenden Rechnungen im Zusammenhange durchgeflihrt 
werden, wie es im 1. Kapitel dieses Abschnittes flir ein einfaches Beispiel gezeigt 
ist, oder es mu[s das im folgenden Abschnitte behandelte Verfahren flir bedingte 

0) Vergleiche: Die Verbindungs.Triangulation zwischen dem Rheinischen Dreiecksnetze 
der Europaischen Gradmessung und der Triangulation des Dortmunder Kohlenreviers der 
Landesaufnahme von Dr. phil. C. Rei n her t z, Stuttgart, Karl Wittwer, 1889, worin aus
fiihrlich iiber die bezeichnete, von der Preufsischen Katasterverwaltung lediglich fiir die 
Neumessung gri\fserer Komplexe ausgefiihrte Triangulation I. Ordnung berichtet ist . 

.. ) Vergleiche die Einleitung zum II. Teile, § 15, Nr. 3, Seite 55. 

){ 0)). 2. Aufi. 16 
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vermittelnde Beobachtungen eingeschlagen werden. Welches dieser beiden Ver
fahren zu wahlen ist, wird in der Regel danach zu entscheiden sein, ob das eine 
oder das andere einfacher zum Ziele fiihrt. 

Da nun im vorhergehenden bereits in geniigendem Umfange eriautert ist, wie 
die Ausgleichung der auf einem Standpunkte beobachteten Winkel oder Richtungen 
durchzufiihren ist, oder wie die sich dafiir ergebenden Bedingungen festzustellen 
sind,.) so wird im folgenden nur behandelt, wie die sich im iibrigen fiir ein Drei
ecksnetz ergebenden Bedingungen festzustellen sind und wie danach die Rechnungen 
weiter zu fuhren sind, wenn die aus den Beobachtungen auf den einzelnen Stand
punkten folgenden wahrscheinlichsten Werte der Winkel oder Richtungen in die 
Dreiecksnetzberechnung eingefiihrt werden ohne Riicksicht darauf, wie diese Werte 
gewonnen sind. 

Wir machen in dieser Beziehung nur eine Ausnahme fiir die einfachen Fane, 
wo auf einem Punkte entweder die samtlichen den Horizont schliefsenden Winkel 
oder wo neben den Einzelwinkeln einzelne Winkelsummen unabhangig von einander 
beobachtet sind und die Beobachtungsergebnisse als unabhangige Winkel in die 
Dreiecksberechnung eingefiihrt werden, urn diese einfachen Falle gleich in ihrem 
ganzen Umfange im Zusammenhange zu behandeln und urn fiir Dreiecksnetze mit 
unabhangigen Winkeln allgemein giiltige Formeln zur Berechnung der Anzahl der 
zu erfiillenden Bedingungen aufstellen zu konnen. 

2. In Dreiecksnetzen ergiebt sich die Anzahl der zu erfiillenden Bedingungen 
verschieden je nachdem Winkel oder Richtungen in die Rechnung eingefiihrt werden. 

Werden Winkel eingefiihrt, so sind zur einfachen, nicht versicherten Bestim
mung der gegenseitigen Lage der ersten 3 Punkte 2 Winkel in einem Dreieck 
und fiir jeden weiteren Punkt ebenfalls 2 Winkel genligend. Wenn n p Punkte 
vorhanden sind, so sind zur einfachen nicht versicherten Bestimmung ihrer gegen
seitigen Lage 2 + 2 ( n p - 3 ) = 2 n p - 4 Winkel geniigend. Alle iibrigen Winkel 
sind iiberschiissig und liefern je eine Bedingung, so dafs, wenn nw Winkel vor
liegen, die Anzahl der zu erfiillenden Bedingungen n w - ( 2 n p - 4 ) = n w - 2 n p + 4 ist. 

Werden Richtungen in die Dreiecksnetzberechnung eingefiihrt, so sind zuerst 
die auf den einzelnen Standpunkten beobachteten Richtungen gegenseitig zu orien
tiren. Zur einfachen, nicht versicherten gegenseitigen Orientirung der Richtungen 
ist fiir jeden Standpunkt eine Richtung geniigend, so dafs also zur einfachen, nicht 
versicherten gegenseitigen Orientirung der auf n 8 t Standpunkten beobachteten 
Richtungen nat Richtungen geniigen. Ferner sind zur einfachen, nicht versicherten 
Bestimmung der gegenseitigen Lage der ersten 3 Punkte 2 orientirte Richtungen 
und fiir jeden weiteren Punkt ebenfalls 2 orientirte Richtungen geniigend, so dafs 
also flir n p Punkte 2 + 2 ( n p - 3 ) = 2 n p - 4 orientirte Richtungen geniigen. 1m 
Ganzen geniigen also zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Lage von np Punkten aus Richtungen, die auf nat Standpunkten beobachtet sind, 
nat + 2 n p - 4 Richtungen. Alle weiteren Richtungen sind iiberschiissig und liefern 

OJ Vergl. das Beispiel im § 20 und die §§ 32-34, sowie die §§ 52 und 53, insbesondere 
die Note zu § 52, Nr. 3, Seite 235. 

Die Ausgleichung von Richtungsbeobachtungen in unvollstandigen Satzen nach dem 
Verfahren fnr bedingte Beobachtungen ist nicht behandelt, well fUr solche Beobachtungen in 
der Regel bei der Berechnung des Dreiecksnetzes zweckmafsiger das Verfahren fnr bedingte 
vermittelnde Beobachtungen eingeschlagen wird. 

Siehe femer G auf s, Die trigonometrischen und polygonometrischen Rechnungen 
u. s. w. 2. Auflage, 1. TeiI. Abschnitt V. 
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je eine Bedingung. Demnach ist die Anzahl der zu erfUllenden Bedingungen, wenn 
nr Richtungen vorliegen, gleich nr-(nst+2np-4)=nr-nst-2'np +4. 

1st das Netz angeschlossen an 'n a Dreiecksseiten, deren Neigungen oder 
Richtungen gegeben und unverandert beizubehalten sind, so geniigt eine Anschlufs
seite zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs, so dafs 'n a-I Anschliisse iibet
schiissig sind und demnach in diesem Falle zu der oben berechneten Anzahl von 
Bedingungen noch n a-I Bedingungen hinzukommen. Bei der Abzahlung der 
im Dreiecksnetze beobachteten Winkel oder Richtungen· ist in diesem Falle zu 
beachten, dafs die Anschlufswinkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitzuzahlen 
sind, wenn die betreffenden Anschlufsseiten nicht dem eigentlichen Dreiecksnetze 
angehoren .• ) 

Ebenso ist, wenn das Dreiecksnetz an 8 a Dreiecksseiten angeschlossen ist, 
deren Langen gegeben und unverandert beizubehaIten sind, eine Dreiecksseite 
zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs geniigend. Die iiberschiissigen 8 a -1 
Anschlufsdreiecksseiten liefem demnach noch weitere 8 a-I Bedingungen zu dell 
iibrigen. 

Fiir lediglich durch Riickwartseinschneiden bestimmte Dreieckspunkte erhalten 
die Bedingungsgleichungen eine so komplizirte Form, dafs solche Dreieckspunkte 
zweckmafsig aus dem nach dem Verfahren fUr bedingte Beobachtungen aus
zugleichenden Netze ausgeschieden werden und besonders nach dem Verfahren 
fUr vermitteInde Beobachtungen berechnet werden. Bei Abzahlung der Punkte 
und Richtungen werden diese Punkte und die darauf beobachteten Winkel oder 
Richtungen daher ausgeschlossen. 

Hiemach ergeben sich die folgenden Regeln: 

In Dreiecksnetzen, woraus riickwarts eingeschnittene Punkte 
und die auf diesen beobachteten Winkel oder Richtungen aus
geschieden sind, ist die Gesamtanzahl 1· der zu erfiillenden Be
dingungen, 

(176) wenn zur gegenseitigen Festlegung von 'n p Punkten nw 

Winkel vorliegen,: 
r=nw -2np +4, 

(171) wenn zur gegen sei tigen F estIegung von 'n p Punk ten nr 

Richtungen auf nat Standpunkten vorliegen,: 

(178) wenn das Netz aufserdem noch an na Dreiecksseiten an
geschlossen ist, deren Neigung oder Richtung gegeben und unver
andert beizubehalten ist, gleich der sich nach (176) oder (171) erge
benden Anzahl plus 'n a-l, 

(179) wenn das Netz aufserdem noch an 8 a Dreiecksseiten an
geschlossen ist, deren Lange gegeben ist, gleich der sich nach (176) 
oder (171) und (178) ergebenden Anzahl plus 8 a -1. 

Bei Abzahlung der beobach teten Winkel oder Richtungen werden 
Anschlufswinkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitgezahlt, wenn 

'j Siehe Beispiel 4, Seite 244. 

16* 
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die betreffenden Anschlufsseiten nicht clem eigentlichenDreiecks· 
netze angeh.oren. 

Be is pie Ie: In den Zeichnungen zu den nachfolgenden Beispielen sind die 
Punkte, Winkel oder Richtungen fUr sich fortlaufend nummerirt, so dafs die letzte 
Nummer, die durch Unterstreichen gekennzeichnet ist, die Anzahl der Punkte, 
Winkel oder Richtungen angiebt. 

Gegebene Punkte sind durch Doppelkreise, gegebene Dreiecksseiten durch 
dicke Linien hervorgehoben. 

Beispiel I .. 

1 

Fig. 27. 

(176) r=n w - 2np + 4 

= 13 - 2 . 5 + 4 = 7 

Beispiel 3. 

Fig. 29. 

(176) 1'=(n w-2np+4=9-2.5+4=3) 

(178) + (na - 1 = 2 -1 = 1) 

+(sa- 1 =2-1=1)=5. 

Beispiel 2. 

2. 

5 

Fig. 28. 

(176) r=nw-2np +4 

=19 -2.6+4=11. 

B eispie I 4. 

" 

Fig. 30. 

(176) 1'=(n lO -2np+4=12-2.6+4=4) 

+ (na-1 =2-1=1)=5. 
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Beispiel 5. 
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Fig. 31. 

Beispiel 7. 

Fig. 33. 

(177) r=nr -2np -n. t +4 

=27-2.7-6+4=11. 

Fig. 32. 

r=nr -2np -n.t + 4 

=20-2.6-6 +4 
=6. 
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§ 55. Einteilung der BedingungeI). in Klassen und spezielle 
Regeln fiir die Feststellung der Anzahl der zu erfiillenden Be

dingungen einer jeden Klasse. 

1. Fiir die sichere Feststellung del" richtigen zu erfullenden Bedingungen in 
Dreiecksnetzen ist es zweckmafsig, die Bedingungen in 3 Klassen einzuteilen und 
festzustellen, wie viel von den iiberhaupt zu erfiillenden Bedingungen auf die ver
schiedenen Klassen entfallen. 

Wir teilen die zu erfiillenden Bedingungen demnach ein in 

a) Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, 
b) Bedingungen II. Klasse oder Netzwinkelbedingungen und 
c) Bedingungen III. Klasse oder Seitenbedingungen. 

2. Die Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen 
ergeben sich aus den iiberschiissigen Winkeln, die zur gegenseitigen Festlegung 
der Strahlen-Richtungen auf den einzelnen Stationspunkten vorliegen. 

Zur einfachen, nicht versicherten gegenseitigen F estlegung der auf e i n em 
Standpunkte zu bestimmenden Richtungen geniigen 'n -1 Winkel, wenn 'n die 
Anzahl der Richtungen ist. Sind nun in einem Dreiecksnetze 'n 81 Standpunkte 
vorhanden und auf diesen 'n r Richtungen zu bestimmen, so geniigen demnach zur 
einfachen, nicht versicherten gegenseitigen Festlegung der Richtungen auf den 
einzelnen Standpunkten 'n r - 'nat Winkel, so dafs, wenn iiberhaupt 'nw Winkel vor
liegen, IJ, w - ( 'n ,. - 'n at) = 'n w - 'n r + 'nat Winkel iiberschiissig sind und ebensoviele 
Bedingungen I. Klasse zu erfiillen sind. 

Wir erhalten daher als Regel: 

(180). In Dreiecksnetzen ist die Anzahl rr der zu erfiillenden 
Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, wenn 'nw 

Winkel zur Bestimmung von 'n r Richtungen auf 'nat Standpunkten 
vorliegen,: 

Falls keine Winkel sondern Richtungen vorliegen, so kommen keine Be
dingungen I. Klasse vor, denn, wie bereits angefiihrt ist,") werden entweder die 
endgiiltigen Werte der Richtungen ohne Riicksicht auf ihre Ableitung aus den 
unmittelbaren Beobachtungsergebnissen in die Rechnung eingefiihrt 'oder es wird 
das Verfahren fiir bedingte vermittelnde Beobachtungen angewendet. 

Beispiel 1: 
Beispiel 2: 
Beispiel 3: 
Beispiel4: 
Beispiel 5: 

(180) rr='n w - 'n r + 'n 8t = 13-18 + 5= 0, 
= 19 - 21 + 5 = 3 , 
= 9-14+5=0, 
=14-20 +6=0, 
= 27 - 32 + 6 = 1 . 

3. Die Bedingungen II. Klasse oder N etzwinkelbedingungen ergeben 
sich aus den iiberschiissigen Winkelbestimmungen, die in den einzelnen , ge
s<;hlossene Dreiecke oder Polygone. bildenden Teilen des Dreiecksnetzes vor
handen sind. 

0) Vergleiche § 54, Nr. 1. 
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In einem geschlossenen Polygone mit 11 8 t Punkten ist) wenn samtliche Winkel 
bestimmt sind, ein Winkel uberschiissig, die Anzahl der zu -erfiilIenden Bedingungen 
also gleich eins, oder gleich 11 8 t - ( 11 s t - 1 ). Tritt nun eine weitere irgend zwei 
Punkte des Polygons verbindende Linie hinzu, an deren be ide n Enden die 
Winkel bestimmt sind, die die neue Linie mit den vorhandenen Linien bildet, so 
entstehen zwei geschlossene Polygone und in jedem dieser Polygone ist ein \iVinkel 
iiberschiissig. Damit kommt auch eine neue Bedingung 2 J 

hinzu, so dafs die Anzahl (11 st + 1) - (11 8t - 1 ) wird. 
Treten we it ere neue Linien hinzu, an deren beiden 
Enden die Winkel bestimmt sind, so kommt mit jeder 
neuen Linie allch eine neue Bedingllng hinzu llnd wenn 
11" neue Linien hinzugekommen sind, so ist die Gesamt
anzahl der Bedingungen (11st + 11,,) - (118t - 1). Da 
nun in dem urspriinglichen Polygone 118t Linien vor
handen sind, so stellt 118t + 1171 die Anzahl alIer uberhaupt 
vorhandenen Linien dar, an deren be ide n Enden die Fig-. 34. 

Winkel bestimmt sind, und wenn wir diese Anzahl mit n l bezeichnen, so erhalten 
wir fur die Anzahll'II der Bedingungsgleichllngen II. Klasse: T II =11 t -nst + 1. 

Dureh Linien, wofiir nur an e i n e m Ende die Winkel bestimmt sind, die sie 
mit anderen Linien bilden, entstehen keine neuen gesehlossenen Polygone, worin 
ein Winkel ubersehussig ist; es kommt dadureh also 2- J 

aueh keine neue Bedingllng hinzu. Bei Bestimmung der 
Anzahl n 1 der Linien mussen daher aueh aIle solche 
Linien ausgeschlossen werden. Ebenso mussen auch 
bei Bestimmllng der Anzahl n st der Pllnkte aIle die 
Punkte allsgesehlossen werden, die n u r dureh einseitig 
bestimmte Linien festgelegt, also vorwarts eingesehnitten 
und keine Standpunkte sind, worauf Winkel beob-
aehtet sind. 

Wenn das Dreieeksnetz an Dreieeksseiten an-

, 

Fig. 35. 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

gesehlossen ist, deren Neigungen gegen eine Abseissenaxe gegeben und unver
andert beizubehalten sind, so genugt die Neigung einer gegebenen Dreieeksseite 
zur einfaehen, nicht versicherten Bestimmung der Neigungen der neu Zll bestim
menden Dreieeksseiten. Die Neigungen alIer iibrigen gegebenen Dreieeksseiten 
sind uberschussig llnd liefern je eine Zll erfiillende Bedingung. Wenn also die 
Neigllngen von 11 a Dreiecksseiten Zllm Ansehillfs gegeben sind, so liefern sie n a-I 

Bedingungen, womit die Gesamtzahl aller Bedingllngen II. Klasse TIl = n 1 - n s t 

+ 1 + ( n a-I) = n t + n a - n 8 t wird. 

Demnaeh erhalten wir als Regel: 

In Dreiecksnetzen ist die Anzahl TIl der Bedingungen II. Klasse 
oder der Netzwinkelbedingungen, 

(181) wenn n s , Standpunkte dureh n l Linien verbunden sind, an 
deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind,: 

T II=n z-ns,+l, 

(182) wen n d a s Net z auf s e r d e man n a D rei e c k sse i ten a n -
gesehlossen ist, deren Neigungen gegeben und unverandert bei
zubehalten sind,: 

rrr=nz-n st + na' 
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Be i s pie I 1: (181) r II = n 1- n. t + 1 = 9 - 5 + 1 = 5 , 
Beispiel 2: - 9-5+1=5, 
Beispiel 3: (182) r II= n! -nst+na = 7 - 5+ 2 =4, 
B.eispieI4: - 9.-6+2=5, 
Beispiel 5: (181) r II=nl -n.t +1 =12-6+1=7, 
Beispiel6: -:10-6+1=5, 
Beispiel7: =12- 6 + 1=7. 

II. T. V. A. 

4. Die Bedingungen III. Klasse oder Seitenbedingungen in Dreiecks· 
netzen ergeben sich aus den uberschussigen Dreiecksseiten, die zur Bestimmung 
der Dreieckspunkte vorhanden sind. 

Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen Lage der 
ersten beiden Dreieckspunkte geniigt eine Dreiecksseite, wahrend fiir den einfachen, 
nicht versicherten Anschlufs dnes jeden weiteren Punktes zwei Dreiecksseiten 
erforderlich sind. Sind also n p Dreieckspunkte ihrer Lage nach gegenseitig fest. 
zulegen, so geniigen hierzu 1 + 2 ( n p - 2 ) = 2 n p - 3 Dreiecksseiten. AIle weiteren 
Dreiecksseiten sind iiberschussig und liefem je eine Bedingung, so dafs, wenn 
iiberhaupt n. Dreiecksseiten bestimmt sind, die Anzahl rIll der Bedingungen 
III. Klasse r III= n. - 2 np + 3 ist. 

Hierbei ist es einerlei, wie die Dreiecksseiten bestimmt sind, also auch, 
ob die Winkel an beiden Enden oder nur an einem Ende der Dreiecksseite be
stimmt sind. 

Wenn in dem Dreiecksnetze Dreiecksseiten vorhanden sind, deren Lange 
gegeben ist, so geniigt eine solche Dreiecksseite, urn daraus die Lange alIer neu 
zu bestimmenden Dreiecksseiten einfach, nicht versichert abzuleiten. Jede weitere 
gegebene Anschlufsseite liefert eine uberschiissige Bestimmung des Langenmafses 
der neu zu bestimmenden Dreiecksseiten und somit auch eine zu erfiiIlende Be
dingung. Wenn daher 8 a Dreiecksseiten vorhanden sind, deren Lange gegeben 
ist, so wird die Anzahl der Bedingungen III. Klasse rIll = n s - 2 n p + 3 + ( 8 a - 1 ) 
=n.-2np +8a +2. 

Demnach ergiebt sich die Regel: 

Die Anzahl r III der Bedingungen III. Klasse oder der Seiten
b edingungen in Dreiecksnetzen ist, 

(18S) wen n n p D rei e c k s pun k ted u r c h n. Dr e i e c k sse it en v e r ;; 
bunden sind,: 

(184) wenn aufserdem die Langen fur 8 a Dreiecksseiten des 
Dreieck.snetzes geg eben sind,: 

Beispiel 1: 
Beispiel 2: 
Beispiel3: 
Beispie14: 
Beispiel5: 
Beispiel 6: 
Beispiel7: 

rIIl=n.-2np + 8 a+2. 

(18S) r III = n s - 2 np + 3 = 9 - 2 ·5+ 3 = 2, 
= 12 - 2 . 6 + 3 = 3 , 

(184) j'III=n.-2n p + 8 a+2=7 - 2,5 + 2 + 2= 1, 
(18S) r III=n.-2np+3= 9-2,6+3=0, 

=20-2·7+3=9, 
= 10 - 2 . 6 + 3 = 1, 
= 15 - 2 . 7 + 3 = 4 . 
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5. Die Summe r I + r II + r III der sich nach den Regeln (180) bis (184,) 
ergebenden Bedingungen I., II. und III. Klasse mufs fibereinstimmen mit der sich nach 
den Regeln (176) bis (179) ergebenden Gesamtanzahl r aller in einem Dreiecksnetze 
zu erfiillenden Bedingungen, womit eine Sicherung ffir die richtige Bestimmung der 
Anzahl der Bedingungen gewonnen wird. 

§ 56. Aufsuchung der zu erfUllenden Bedingungen. 

1. Die Bedingungen I. Klasse konnen in jedem Falle gefunden werden, indem 
zuerst ffir jeden einzelnen Standpunkt festgesteIlt wird, wie viel Bedingungen 
die vorliegenden Winkel nach Regel (180) erfiillen mfissen, und indem diese Be
dingungen nach der im § 52, Nr. 3 gegebenen Anleitung aufgesucht werden. Viel
fach werden die Bedingungen I. Klasse aber ohne weiteres nach der Figur, worin 
die vorliegenden Winkel bezeichnet sind, gefunden und hingeschrieben werden 
konnen. 

Beispiele: Nach § 55, Nr.2 sind im Beispiele 2: j'I= 3 und im Beispiele 5: 
r I = 1 Bedingungen I. Klasse zu erfiillen, in allen iibrigen Beispielen keine. Nach 
Figur 28 sind die 3 Bedingungen des Beispieles 2: 

1. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel 4 und 5 gleich 
sein mufs dem wahrscheinlichsten Werte des Winkels 7, 

2. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel IO und II gleicti 
sein mufs dem wahrscheinlichsten Werte des Winkels I2 und 

3. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel auf Punkt 6 
gleich 360 0 sein mu[s. 

Ebenso ist die eine Bedingung des Beispieles 5 nach Figur 31 die, dafs 
die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel auf Punkt 7 gleich 360 0 

sein mufs. 

2. Die Bedingungen II. Klasse werden am einfachsten und sichersten in der 
Weise festgesteIlt, dafs, wenn das N etz nicht sehr einfach ist, zuerst aile ge
schlossenen Dreiecke und Polygone, worin samtliche Winkel bestimmt sind und 
die einfach ohne Diagonalverbindungen aneinander hangen, besonders aufgezeichnet 
werden. Ffir jedes dieser geschlossenen Dreiecke und Polygone ergiebt sich dann 
die eine Bedingung II. Klasse, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der 
Winkel den SoIlbetrag 180 0 oder (n - 2).180 0 erfiillen mufs. Werden dann 
die fibrigen Diagonallinien, an deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind, 
einzeln nach einander hinzugenommen und jedesmal ffir eines der beiden Drejecke 
oder Polygone, die durch Hinzutritt einer Diagonallinie entstehen, die Bedingung 
angesetzt, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel' den Soll
betrag 180 0 oder (n - 2 ) . 180 0 erflillen mufs, so werden damit aIle Beding
ungen II. Klasse gefunden bis auf die, die sich aus dem Anschlufs des Netzes an 
Dreiecksseiten ergeben, deren Neigungen gegeben und unverandert beizubehalten 
sind. Letztere werden dann gefunden, indem zuerst eine gegebene, Dreiecksseite 
aufgenommen und dann einzeln festgestellt wird, welche Bedingung sich durch 
Hinzutritt jeder einzelnen der weiteren gegebenen Dreiecksseiten ergiebt. 
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Be i s pie I 1: Fur die einfach aneinanderhangenden Dreiecke a, b, c ergeben 
sich zunachst die 3 Bedingungen, dafs 
in jedem dieser Dreiecke die Summe 
der wahrscheinlichstell Werte der Win
kel 180 0 sein mufs. Durch Hinzutritt 
der Diagonallinie 5-3 ergiebt sich dann 
weiter die Bedingung, dafs dies auch der 
Fall sein mufs fur das Dreieck d und 

Fig. 36. 
durch Hinzutritt der Diagonallinie 1-3 

fur das Dreieck e, womit die aufzusuchenden 5 Bedingungen II. Klasse bestimmt sind. 

Be i s pie I 2: In gleicher Weise ergiebt 
sich fur lias Beispiel 2, dafs die 5 Bedingungen 
II. Kla~se aufzustellen sind fUr die in den Fi
guren 37 dargesteIIten Dreicke (', b , c , d und e. 

Be i s pie I 3: Die ersten 3 Bedingungen 
II. Klasse sind aufzusteJlen fur die 3 einfach 

Fig. 37. 
aneinallderhangenden Dreiecke, woraus das 
Netz besteht, und die vierte Bedingung ergiebt 

sich daraus, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel auf 
Punkt 2 gleich sein mufs dem Unterschiede der gegebenell Neigungen der Drei
ecksseiten 2-1 und 2-3. 

Be i s pie I 4: Ebenso ergeben sich die ersten 4 Bedingungen fUr die 4 Drei
ecke des Netzes und die funfte daraus, dafs die Summe der Winkel an dem 
Polygonzuge 1 - 3 - 4 - 6 gleich sein mufs dem Unterschiede der gegebenen 
Neigungen fur die beiden Anschlufsseiten plus n. 180 2 • 

Be i s pie I [): Wie beim Beispiele 1 und 2 ergeben sich hier die in den 
Figurell 38 dargestellten Dreiecke (t, b , c, d, e, g , h, wofUr die 7 Bedingungen 
II. Klasse anzusetzen sind. 

a 
1Q-------o. 

e 9 

6C?-------O 
6 

Fig. 38. 

B e i s pie I 6: Die .s Bedingungen II. Klasse sind anzusetzen fur die 5 einfach 
6 aneinanderhangenden Drei

7 Fig. 39. 

ecke, woraus das Netz be
steht. 

Be i s pie 1 7: Die 7 Drei
ecke, wofur die Bedingungen 
II. Klasse anzusetzen sind, 
sind in den nebenstehenden 
Figuren 39 dargestellt. 
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3. Behufs Aufsuchung der Bedingungen III. Klasse zerlegen wir das Dreiecks· 
netz notigenfalls inkleinere Teile und zwar so, dafs in jedem Teile nur eine einzige 
Linie iiberschiissig ist, also nur eine Bedingung zu erfiillen ist un d dafs in jedem 
Teile mind est ens ein Punkt vorhanden ist, der mit allen iibrigen Punkten des Teiles 
durch Dreiecksseiten verbunden ist. Wir bezeichnen diese einzelnen Teile als 
C en tr al 5 ys t e m e und den Punkt eines jeden Centralsystems, der mit allen iibrigen 
Punkten des Systems durch Dreiecksseiten verbimden ist, als C en t r a I pun k t. 

Die einfachsten Formen der Centralsysteme sind Vierecke mit 2 Diagonalen 
oder Polygone, deren Eckpunkte samtlich durch Dreiecksseiten mit einem anderen 
Punkte, dem Centralpunkte, verbunden sind. 

In der Regel wird die Anzahl der· Centralsysteme mit der Anzahl der zu 
erfiillenden Bedingungen III. Klasse iibereinstimmen (abgesehen von den Be· 
dingungsgleichungen III. Klasse, die aus dem Anschlufs an ihrer Lange nach 
gegebene Dreiecksseiten folgen), so dafs mit Aufsuchung aller Centralsysteme auch 
der erforderliche Anhalt fiir die Aufstellung der Bedingungen III. Klasse gewonnen 
wird. Fiir die abweichenden Ausnahmefalle konnen keine allgemeinen Regeln 
gegeben werden; es wird aber meistens leicht sein, in dies en aufsergewohnlichen 
Fallen die noch zu erfiillenden Bedingungen aufzufinden. 

Die einzelnen Centralsysteme werden einfach und sicher gefunden wie folgt; 
Es wird ein Centralsystem aus dem Dreiecksnetze herausgezeichnet und dann 
untersucht, ob noch weitere Dreiecksseiten vorhanden sind, die die Punkte dieses 
Centralsystems mit einander verbinden. 1st dies der Fall, so werden zuerst die 
Centralsysteme festgestellt, die sich durch Hinzunahme jeder einzelnen dieser Ver
bindungsdreiecksseiten ergeben. Sodann wird ein neuer Punkt mit den Dreiecks· 
seiten hinzugenommen, die diesen Punkt mit den Punkten des erst en Centralsystems 
verbinden. Zwei der hinzugenommenen Dreiecksseiten sind dann erforderlich zur 
einfachen, nicht versicherten Bestimmung des neuen Punktes, aile iibrigen hinzu· 
genommenen Dreiecksseiten liefern je eine neue Bedingung und demnach auch je 
ein neues Centralsystem_ Nachdem diese neuen Centralsysteme festgestellt sind, 
werden die weiteren Punkte samt den sie mit den vorher aufgenommenen Punkten 
verbindenden Dreiecksseiten nacheinander einzeln hinzugenommen und wird weiter 
verfahren wie nach Hinzunahme des ersten Punktes. 

Die Bedingungen III. Klasse, die sich ergeben aus dem Anschlusse des Netzes 
an Dreiecksseiten, deren Langen gegeben sind, werden gefunden, indem zuerst eine 
gegebene Dreiecksseite in das Netz aufgenommen wird und dann fiir jede einzelne 
der weiter gegebenen Dreiecksseiten festgestellt wird, welche Bedingung sich durch 
ihren Hinzutritt ergiebt. 

Be i s pie I 1; Wir nehmen zuerst das in Figur 40 dargestellte Centralsystem 
heraus. Dann ist nur noch Punkt 4 ubrig, der mit den Punkten des ersten Central
systems durch 3 Dreiecksseiten ver· 
bun den ist, so dafs sich durch Hinzu· ,~, ,~ 
tralsystem ergiebt und zwar das in C.P ~ 
nahme dieses Punktes mit seinen 
Dreiecksseiten 3 - 2 = 1 neues Cen· 

Figur 41 dargestellte. Hiermit sind Fig. 40. Fig. 41. 
die Centralsysteme festgestellt, wofur die 2 zu erfiillenden Bedingungen III. Klasse 
aufzustellen sind. 



262 Bedingte Beobachtungen. II. T. V. A. 

Beis piel 2: Zuerst ist das in Figur 42 dargestellte Centralsystem heraus
:? genommen. Durch die die 

" ,~ 
5 Fig. 43. 

:I 

~ , \ 
\ 

6 ~ .R 

Fig. 44. 

Punkte 1 und 4 dieses Central
systems verbindende Dreiecks
seite ergiebt sich das in Figur43 
und durch die Hinzunahme des 
Punktes 3 mit seinen 3 Drei
ecksseiten das in Figur 44 dar-

Fig. 42. gestellte Centralsystem. 

Be i s pie I 3: Es ist kein Centralsystem vorhanden, worin eine Bedingung 
III. Klasse zu erfullen ist. Die einzige Bedingung dieser Art ergiebt sich daraus, 
<lafs die Dreiecksseitenberechnung, von der ihrer Lange nach gegebenen und unver
andert beizubehaltenden Seite 2 - 1 ausgehend, auf die ebenfalls ihrer Lange nach 
gegebene und unverandert beizubehaltende Dreiecksseite 2 - 3 ohne Abweichung 
abschliefsen mufs. 

Im Be i s pie 1 e 4 ist keine Bedingungsgleichung III. Klasse zu erfullen. 
Be is pie 1 5: Zuerst ist das in Figur 45 dargestellte Centralsystem heraus· 

genommen, wonach sich die beiden in Figur 46 und 47 dargestellten Centralsysteme 
3 1~P. 3 

Q--------Q Q--------P 

(j If 

Fig. 45. Fig. 46. Fig. 47. 

<lurch Hinzunahme der die Punkte 3 und 6, 1 und 4 verbindenden Dreiecksseiten 
ergeben. Die drei weiteren, in den Figuren 48 bis 50 dargestellten Centralsysteme 
folgen durch Hinzutritt des Punktes 2 mit seinen 5 - 2 = 3 uberschussigen Drei
ecksseiten und die drei letzten, in den Figuren 51 bis 53 dargestellten Centralsysteme 
<lurch Hinzutritt des Punktes 5 ebenfalls mit 5 - 2 = 3 uberschussigen Dreiecksseiten. 

2. 

r;F--+-----=:p3 

I 
I 

(l C.P. 

Fig. 48. 

\ , 
\ 
\ 

6~--~~\------~~ 
\ , \ / -... ..... --0.-,;/ 
5 

Fig. 51. 

2. 

W 1 \ 3 

G . . ' 

Fig. 49. 

5 

Fig. 52. 

2. 

Fig. 50. 

, 
I ' ........ ,--J"'''/ 

5 

Fig. 53. 
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Beispiel 6: Das Netz bildet ein Centralsystem. 

4. Die sieh fUr jedes Centralsystem ergebende Bedingung III. Klasse ist die, 
dafs die Dreieeksseitenbereehnung, von einer Seite als Anfangsseite ausgehend und 
auf dieselbe Seite als Sehlufsseite zurUekfuhrend, fUr Anfangs- und Sehlufsseite 
dasselbe Mafs ergeben mufs. Die Dreieeke, deren Winkel in die aus dieser Be
dingung folgenden Bedingungsgleiehung eingefiihrt werden, haben eine gemeinsehaft
liehe Spitze, den Centralpunkt. 

In den Diagonal-Viereeken, die Centralsysteme bilden, kann jeder Eekpunkt 
als Centralpunkt gewahlt werden ¥) und dureh die Wahl des Centralpunktes werden 
die Dreieeke bestimmt, deren Winkel in die Bedingungsgleiehung eingefiihrt werden 
miissen. 

Beispielsweise ergiebt sieh fiir das in Figur 54 dargestellte Centralsystem naeh 
§ 45, Seite 203 und 204, wenn der Punkt 2 als Central- 2 

punkt genommen wird, die Bedingungsgleiehung: 

8in (V+VI) Bin VII sin I =1 
sin VIII sin (I + II) sin VI ' 

dagegen, wenn der Punkt 4 als Centralpunkt genommen 
wird, die Bedingungsgleiehung: 

sin (I + II) Bin III Bin V 
sin IV- Bin (\7 + VI) sin II 1. Fig. 54. 

Wahrend die Winkel der drei am Centralpunkte liegenden Dreiecke in der 
Bedingungsgleiehung erseheinen, fehlen die Winkel des vierten, nieht am Central
punkte liegenden Dreieeks. 

Wir nehmen fiir die in den Figuren 40 bis 53 dargestellten Centralsysteme 
die Punkte aIs Centralpunkte, die in den Figuren dureh O. P. bezeichnet sind. 

§ 57. Aufstellung der Bedingungsgleichungen und weitere 
Durchfiihrung der Rechnungen. 

Die Aufstellung der Bedingungsgleiehungen und die weitere Durchflihrung 
der Reehnungen fiir Dreieeksnetze ist bereits im 1. Kapitel dieses Absehnittes aus
fiihrlieh an einem einfaehen Beispiele eriautert worden. Es folgt daher hier nur 
noeh die vollstandige Reehnung fiir Beispiel 1, worin mehrere Centralsysteme vor
kommen und in dem unabhangige Winkel in die Reehnung eingefiihrt sind, sowie 
fUr Beispiel 6, worin Riehtungen in die Rechnung eingefUbrt sind. Weitere ErIau
terungen zu diesen Rechnungen werden nieht erforderlieh sein. 

-') Als Centralpunkt kann auch der Durchschnittspunkt der beiden Diagonalen oder 
,der Durchsc~ittspunkt der Verliingerungen zweier gegenilber liegender Seiten des Vierecks 
genommen werden. Hierbei ergeben sich aber achtgliedrige Bedingungsgleichungen, wahrend 
bei Annahme eines Eckpunktes aIs Centralpunkt sich nur sechsgJiedrige Bedingungsgleichungen 
ergeben. 
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Beispiel 1. 

Dreiecke a, b, c. 
Dreiecke d, e. 
1 

5~ '+2. 1. Bedingungsgleichungen. 
a; 

"3 

" 5 '18+13 h 6+7'#"8 

C 
Fig. 56. 

Ll a : I + II + V + XI = 180 '0, 
Ll b: IV + IX + XII + XIII = 180 0 , 

9 

" 
Fig. 55. 

Fig. 57. 

Ll c: III + VI + VII + VIII + X = 180 0 , 

Lld:VI+ IX+ X + XIII = 180°, 

Ll e : II + VII + XI + XII = 180 0 , 

Centralsystem g. Centralsystem h. C S . Bin (I + II) 8in (III + IV) s-in VII_l 
. .g. sin V sin (VII + VIII) s-inII - , 

C S h. _ B.in (XlIlXIII) sin III sin VI 1 
• . • sin IV sin (VI + VII + VIII) sin XIII . ~

z, 

S 7+ 3 
S 6 

a.p. " 

Fig. 58. Fig. 59. 

2. Berechnung der WidersprOche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 

Bezeichnung der Beobachtete 1\1 1'1 Verbesserungen 
Drei- 1 1 Winkel n. I l' • n = n + t' • ( n) . 
ecke. ! Punkte. ! Winkel. 0 ' , I" I" I 0 1 ,I " 1 " 

a ! 82 I a: 5 34119; 18,9\1-1 0,951 34119117,951 (5) \+: 0,24 
81 p: 1 3 1 21 1 34,9\1- 1 0,95 3121 i 33,95 (1) 1+,1,92 

+ 2 74 I 18 i !8,0 I-I 0,95 1 74 \18 I 47,05 ((121))" _-I, 1,09 85 y: II 68, 00 ,~2,O -I 0,95 68, 00 I 21,05 1,03 

I 
Z a 180 ; 00 I 03,8 1

1
,-: 3,80 \,1180 ) 00 :, 00,00 I +: 0,04 

fa 1-3,8 I : I 1 

b 32 II a: 4 82' 12 : 44,7 11-1 1,27 82 112 1 43,43 (4) I + II 1,24 
(5 Ii {J: 12 16 I 19 50,0 11- 1 1,28 16 119 I 48,72 (12) 1+ 0,23 

1 + 13 30! 04 I 53,2 )-1 1,27 30 I 04 I 51,93 (13) -I 0,97 
84 y: 9 51122137,2,-11,28 51122135,92 (9) ,-1 0,51 

1\ Zb 180 i 00 I 0~,1 Ii -! 5,10 il 180 I 00 f 00,00 i-I 0,01 
fb ,1-0,1 II I ,I ,I , I 

c (53 1 a'+' 6
7 

55 159 I 55,4 ii_I 0,84 55: 59 I 54,56 (6): -: 0,49 
21 I 21 ! 06,1 -I 0,84 21 21 I 05,26 (i) 0,17 

+8 5 102146,6 -I 0,84 5102 i 45.76 (8) i +' 0,01 
82 {J: 3 551 03 34,9 -1 0,84 55 103 134;06 (3) !+: 1,43 
(54 y: 10 42 32, 41,2 -I 0,84 42 I 32 i 40,36 (10) 1-' 0,81 

I Zc 180 I 00 I 04,2 11-: 4,20 il 180 ; 00 I 00,00 i_I 0,03 
I f. I ~-4,2 II 1 ,I I ! 1 

d i i ~ 1 ~~ Ig I: I): II;g : g~ i ;!:;~ \111 I=! 
84 j y: 9 I I I 151122 35,92 (9) I-I' I + 10 42 I 32 ! 40,36 (10) 

! Iii II I:: 1
180 i 00 i~g~ ! = i 

0,97 
0,49 
0,51 
0,81 

e 

I 

a: 2 

{J: 7 
y: II 
+12 

2,78 

I I I II ~i ~~''':'i-~-;~:~-~+--~""-~j-I''''--+-i -~-:~-~-II 
I, I 68 00 I 21,05 (11) I-I 1,03 

16 ,19 48,72 (12), + 0,23 

Ze 180,' 00 i 02,08 1- I 2,06 
I I f. 1-2,08 I, 
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2. Berechnung der Widerspriiche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 

Bezeichnung der I Winkel n. II cpllog .sin a'l Verbesserungen 9 (n) und h (n) 
Dreiecke.1 Punkte. ! Winkel. 0 I ' 1 " 

log 8m (1. der log. 

Centralsystem g. 

a 82 a: 5 34 I 19 17,95 0.2488455 -30,8 ((5) = + 0,24) - 7,4 

<iJ 1 (1:I+2 77 40 21,00 9.9898694 + 4,6 ( (1) + (2) = + 0,83) + 3,8 

83 a: 7+8 26 23 51,02 0.3520343 -42,4 ((7) + (8) =-0,16) + 6,8 

82 (1:3+4 137 16 17,49 9.8315657 - 22,8 ( (3) + (4,) = + 2,67) - 60,9 
I 

e 8 1 a:2 74 I 18 47,05 0.0164849 - 5,9 ((2) =-1,09) + 6,4 

83 (1:7 21 121 05,26 9.5612063 + 53,9 ((7) =-0,17) - 9,2 

2g 0.0000061 -\60,5 
I f.q -61 

Centralsystem h. 

b 82 a:4 8~ 12' 43,43\\ 0.0040243 - 2,8 ( (4:) = + 1,24) - i 3,5 
85 (1: I2 + I3 46 24 40,65 9.8599231 + 20,1 ((12)+(13) =-0,74) -114,9 

C 83. a: 6+7+8 82 23 45,58 I 0.003 8359 - 2,8 ((6)+(7)+(8) = - 0,65) + 1,8 
(5 2 (1: 3 55 03 34,06 ' 9.9136798 + 14,7 ((3) ~ + 1,,",) + 121,0 

d 85 a: I3 30 04 51,93 0.2999671 -36,3 ((13) =-0,97)' + 35,2 

83 (1: 6 55 59 54,56 9.9185665 + 14,2 ((6) =-0,49) -=~ 

\ 

2h 9.9999967 + \32,6 
flo +33 

3. Faktoren der Korrelaten- I 4. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 
gleichungen. 

Nr·1 Ip.ll d.: e.\ I d d . ; de. i d 9 . I d h .11 e e. i ~. I ~ ·11 
, 

gh. 1\ 

\ 

h. gg. I 
hh 

g. 
p Ip PiP P P P P I P II p 

5 a 5 =+ 1 Ii I' 1 
[ II I I + 948,61 1 I· . 1-30,8 

1 a, =+ 1 1 \ .1 . + 4,6~ 
1+; 

I . I +- 21,21 
2 a2 = + 1 1 . +\- 1,31 1- 1,31 + 1,7 

11 au =+ 1 1 1 .1+1i . . +1 

\' 1 \ 

+ 63,8 4 b! =+ 1 1 .;. :-22,81- 2,8 + 519,8 + 7,8 

12 b12 = + 1 1 . 1+1 . 1+20,1 +1 +20,1 +404,0 
13 b,S = + 1 1\+1

1
'1 . -16,2 +1 -16,2 +262,4 

9 bg = + 1 1 +1. . I . +1 

6 c. =+ 111 +11 . I . \+11,4 +1 +11,4 +130,0 
7 C7 =+1 1 . +1,+11,51- 2,8 +1 +11,5 - 2,8 + 132,2 - 32,2 + 7,8 

8 C8 =+ 1 1 . I . '-42,41- 2,8 +1797,8 +118,7 + 7,8 
3 Ca =+ 1 1 . 1 . \-22,81+14,7 + 519,8 -335,2 +216,1 

10 c 'O =+ 1 11+1,. . I . +1 

14 
I[ . : . 

, . . . -1 -+13"1 . - 189,1. , -4 . +2 -27,5 . 
15 -41 +2 +11~22,8 + 1,1 -1 -0,5 +11,4- 0,6 -0,25+ 5,7 - 0,3 - 130,01+ 6,31- 0,3

1 
16 -1;i+2(1-53,7 +20~ -0,8 -0,4 +21,51- 8,~ -0,20 +10,7 - 4,11- 576,7 1+220,2;- 84,0 

+2,21-0,91 +32,9\-13,6:1+2,551 +40,4[ + 12,911+3045,31 + 41,6:1+951,6 
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5. Auf los u n g d e r 

[dpd] . [~e]. II [i]· [d/] . -fa' [e:] . [e:] . -f •. 

+ \ 2,2 11-1 0,9 II + I 32,9 11-113,6 II + \ 2,77 + 12,550 11+ \ 40,400 'IiI + \12,900 \1 + \2,080 
11-=-+-"':"-*"+-+"":0,-40-9"*""'"_-+' -1-'4,9-5-5+-+-:-'-6-'-,1-82-1+-'-:1-1-'-,2-59-1- 0,368 + \13,459 -\5,564\ + \1,133 

+ 0,174 + \2,182\\ + \ 53,859 II + \ 7,336\\ + i 3,213 -I 0,707 -' 24,683 3,36211- 1
1

1,472 
- 1,118 - 0,094 

-11,168 

ka=-\2,910 1 k'=-1 2,734 

6. Berechnung der Verbesserungen (n). 7. Zusammenstellung 

d e g h I I. Aus-
Nr'pka+pk.+pkg+pkk=(n»)·1 (n). (n}{n). Bezelchnung der geglichene 

Winkel 

. ! I . 1
1
-11,461' 1 . 1-1 1,46\ ((s») + ka + \ 0,24 0,058 DZ:i-l!p~nk-\Winkel. n + (n). 

I I I () ec e. e. I 0 I" " 
1 " I . 1+ 0,22\ . +1 0,2~ (I) + ka + 1,92 3,686 1 
2 . \- ,2,73

1
-

1
°,06 I. 1-\ 2,791 (2») + ka -\1,09 ],188 a 82 a: V 34i19118,]9 

11 \. 1-12,731 I 1 . i-I 2,73\ «II») + ka - 1,03\1,061 81 p: I 3:21135,~7 

I 
'I 'I 1 1 1 I 1 1 'I \ \ 1 + II 74

1
18!45,96 4 . 1 . - 1,08 -0,08i- l l,16 (4») + kb + 1 1,24 1,538 I 85 . XI 6800'2002 

12 . -1'2,73\ I 1+10,561- 2,17 (12») + kb + 0,23 0,053 r· : : ' 
. 1 " 1 'I' 180 00 00 04 13 -12,91, I' 1 i-io,461-1 3,37\ (13») + kb - 0,97 1 0,941 I I ' 
9 -1'2,911 I . ! I' I I' 1-' 2,91\ (9») + kb l -\ 0,51 II' 0,260 I I 'I i 

I, I, 1 , b 8 2 a: IV 82 124467 

6 -12,911 I. \. 1+:0,32;_1 2,59
1

: (6») + kcl-I 0,4911°,240 85 'p: XII 1619148:95 
7 - 2,73 + 0,54 -1°,081-1 2,27 (7») + kC\- 0,17, 0,029 I + XIII 30\04:50,96 

8 \ I . 1'-:2,01[-,0,08
1

-,2,091 (8») + k. + 0,01 11°,000 I 8 4 r: IX 51,22\35,41 
3 \ [ . - 1,08 + 10,41 -\ 0,671 «3») + kc + 1,43 2,045 . 179~59 59,99 

10 - 2,911 I I [i 1-; 2,9111 «!OJ) + k.l- 0,81 1 0,656 1 i 1 

f-- I 1 I 1 I I' 11_ -- e 83 fa: VI 55'59!54,07 
14 '\' .\+ 11,3~1 +[0,331 . ,+! 1,7a

l 
= ka [p jn)(n)] 11,755 r + VII 211121;05,09 

15 + 1,461+ 10,~ 1+1°,271--1°,011+1 2,40 = kb ; fa 3,610 r + VIII 5102\45,77 
16 +:1,16,+:°,,,)) +,0,51:-1°,12,+: 2,10, _kc 82 p: III 551°335,49 

-19,02-18,321-13,821+0,46!-,20,701 ~ fb 6,502 84 r: X 42132139,55 

I I i I I I!' ~ f. 3,528 179
1
59'159,97 

,I I : II! 1 I [p (n) (n)] \25,395 I I 

5 

m=± 1ILP (n:(n)]=± 1125,;95 = ± 1,9" 
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End g 1 e i c hun gen. 

[~] . [~h] . -fg • [~] . 
II 

-fh • Probe. 

+ 1 3045,30 I 
+ [951,60 I 

I 

+ I 41,60 + 61,000 - 33,000 

--I 492,00 I + 203,38 - 41,424 - 84,07 + 17,124 - 3,488 - 8,061 

-I 1329,42 -1181,08 - 79,307 - 24,66 - 10,802 - 4,731 - 5,687 

+ I 1 223,88 II + I 63,90 11-159,731 - 3,34 + 3,119 -
! 

2,915 + 2,885 

i - 0,0522 ~'~~ + 1 839,53 -1 23,559 - 0,661 - 0,927 
i - 0,0015 -I 11,795 - 11,790 

I 
k = + I 0,0473 k h = + /0,0281 

I g 
i 

der ausgeglichenen Winkel und log. 

Bezeichnung der 
Aus· 

Bezeichnung der 
Aus· 

geglichene geglichene (pllog sin 0: . 
Winkel Winkel log sin {J. 

Drei./punk·/Winkel. n+(n). Drei.1punk./ n+(n). 
ecke.1 teo 

Winkel. ecke. teo 
o 1 I 1 " o 1 I 1 " I 

! I I 
d ! S5 ,0:: XIII 3°i04150,96 Centralsystem g. 

S3 1 {J: VI 55

1
59154,07 

82 0:: V 34)19118,19 0.2488448 r: IX 
a 

84 5122\35,41 
81 {J:I+U 774021,83 9.9898697 

+X 4232:39,55 
S3 0:: VII + VIII 2612350,86 0.3520350 

179159159,99 S2 {J: III + IV 1371620,16 9.8315596 

1 
7+8 

e 81 0:: II 74 18 45,96 0.0164856 
e 

I 

81 0:: II 45,96 
S3 {J: VII 21 21 05,09 9.5612053 

S3 {J: VII 21121 05,09 

85 r: XI 68
1

00 20,02 O.OO(JOOOO 

+ XII 16,19 48,95 

180'00100,02 Centralsystem h. 
b S2 0:: IV 82 12'44,671 0.0040240 

i 85 {J: XII + XIII 462439,91, 9.8599216 

c S3 0:: VI + VII + VIII 822344,931 0.0038361 

S2 {J: III 550335,49\ 9.9136819 

d S5 10::XIII 300450,96
1 

0.2999706 

S3 {J: VI 555954,07 9.9185658 

0.0000000 

Kol!. 2. Aufl. 17 
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Be is pie 1 6. 

2. 

/~lf 
1~: \ "" 1. Bedingungsgleichungen. 

3 ~ b "" Ll a: - V + VI - I + II - XVI + XVII = 180 ° , 
I e "\6 17 b 9 Ll b: - VIII + IX - IV + V - XVII + XVIII = 180 0 , 

13 a";i;t18-8~ Ll c: - XI + XII - VII + VIII - XVIII + XIX = 180 ° , 
5~1lf~/t9/7 Lld: -XIV+XV- X-t XI- XIX+ XX=1800, 

15 Ll e: - II + III - XIII + XIV - XX + XVI = 180" , 

"'-'1{ J'/'2 C S • sin(--I+II)sin( -IV + V) sin (-VII+ VIII) sin ( -X+XI) sin (-XIII+XIV) =1 
'cY . . g. sine - V + VI)sin(-VIII+JX)sin(-XI+XII) sin ( -XIV + XV) sin(-II+III) . 
If 

Fig. 60. 

2. Berechnung der Widerspriiche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 

Beobachtete II Verbesserungen I c~llog II Verbesserungen g (n) 
Drei-IPunk-: W' k I Winkel n. , ( ) 8tn a. 1 der log. 
ecke. teo i me. II n . log sin {l'11 

Bezeichnung der 

I 0 ! 'i, " I' I II 

a 82 la:-· 5+ 6 65 1 081 50,6:!- (5)+ (6)'1-10,470042205 -1,0(- (5)+ 
'I" I· 81 {l:- 1+ 271,47142,311- (1)+ (2)1-

1
°,899.977699 +0,7(- (1)+ 

8 6 1': - 16 + I7 43,03! 29.~1: - (16) + (17) :-,0,82 
Za 180 I 00: 02,2:i 1_12,18 
f I I '-22 11 I I a ," I, , 

b 83Ia:- 8+ 9 46131i 26,111- (8)+ (9)1+:1,020.139266 1
1

-2,0(- (8)+ 
82 {l:- 4+ 5 331401 11,21!- (4)+ (5)1+ 1°,099.743828 +3,1(- (4)+ 

861':-17+18 99 148!.21,011-(I7)+(I8)11+IO,58 

Zb 179: 591 58,3\1 ,+ 11 ,69 
I fo ! + 1,7 'i I I 

(6») i+\0,5 
(2») 1-;0,6 

1 

1 

(9» J2,0 

(5») + 0,3 

c '84 la:-II+I2 38:12\ 31,4Ii-(II) + (I2)\+i1,33 0.208640 -2,6(-(II) +(12») -3,5 
83 i{l:- 7+ 8 39129153,61[- (7)+ (8)1-1°,369.803494 +2,6(- (7)+ (8») -0,9 
86 II': - 18 + 19 102! 17! 33,811- (18) + (19) +10,25 

1 Z. 179:59i 58,8\'\ \+i1,22 

! f. I 1+ 1,2 II! 

d 8 5 I a: - 14+ IS 58 11\22,0 il- (14) + (IS) + 1,37 0.070685 - 1,3 (- (14) + (IS») -1,8 
8 4 I {l: - 10 + II 67 14

1
23,9 1: - (10) + (II) - 0,38 9.964794 + 0,9 (- (10) + (II») -JO,3 

86 1':-19+20 54 34 12,6 -(19)+(20) +0,49 

Za 179 1 59 'I 58,5 +1
1
1,48 

fa 1 + 1,5 , 

e 81 a:- 2+ 3 54 16 28,°11 - (2)+ (3)1+0,280.090539 -1,5(- (2) + (3») -0,4 
1 8 5 {l: - 13 + 14 65 27 10,2 - (13) + (14) 1-1,31 9.958860 + 0,9 (- (r3) + (14») -1,2 

8 6 1':-20 + 16 60 16 23,3 -(20) + (16) 1-0.50 

I Z. 180 00 01,5 -11,53 0.000010 = Z D 

f. -1,5 1 -10 =fg 
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5. Auf los u n g d e r 

I 1 I I - I I I I i r I I I 1 [(~a].l [abJ. ,[a,e]. [(~d].) [ae]. [ag]. 1 -fa' [bbl. I [be]. l[bd].1 [be]. [bg]. -fb • [ee]. [cd]. 
! I I I I. . I 
: I 

1 1-2 1-2,2 1+2,2 I 1 1 +0,6001-1,700 I 
+6 1-2 1 +6,00°1-2,0°°1 +6,000.-2,000 -r-0,333 1 +0,3331+0,367 -0,367 -0,667 1 • I 1-0,667 -0,7331+0,733 . i . 

! -0,047 +5,3331-2,00°1 1-0,6671-0,1331-0,967 -0,750: 

-0,098 1+0,375 1+0,125 1+0,025 +0,181 +5,2501-2,000 

i 
I 

-0,003 1+ 0,381 
1 

I -0,037 

+0,1°°1 I 
I 

1 

i 

I 
I-I 

I . +0,161 

1 
1 --

I k a = 1-0,412 I 
kb= +0,302 

I I 1 

6. Berechnung der Verbesserungen (n). 7. Zusammenstellung 

iln) In). 

Nummer der Beobachtete 
Nr. (~ka + b kb + eke + dka + eke + gkg =(n). Richtungen 

I Rich-Punkte. t 
1'. 

ungen. 
0 I I 1 " 

. i + 0,091 + 0,50 
1 

10 1 00 1 000 1 + 0,41 0,250 81 
1 

i I I 71 I 47 ! 42:3 2 -0,41 + 0,30 - 0,28 - 0,39 0,152 I 2 
3 - 0,30 i + 0,19 -0,11 0,012 

I 
126 t 04 [10;3 ! 3 

I 
----- -

1 
1 81 1 34 103,1 4 -0,30 +0,40 + 0,10 0,010 82 4 

5 + 0,41 + 0,30 -0,52 + 0,19 0,036 5 1115 I 14114,3 
6 -0,41 + 0,13 -0,28 0,078 I 6 180 123 04,9 

7 -0,43 +0,33 -0,10 0,010 83 I 7 1 78 1 18 I 00,2 
8 -0,30 + 0,43 -0,59 -0,46 0,212 

I 
8 1117147153,8 

9 +0,30 +0,26 +0,56 0,314 9 164 19 19,9 
--

I 02 118,8 10 - 0,31 + 0,12 -0,19 0,036 84 10 89 
11 -0,48 

I 

+ 0,31 -0,45 -0,57 0,325 

I 
II 156 16 142,7 

12 + 0,43 +0,33 +0,76 0,578 12 194 29 114,1 

I 
I 1--13 + 0,30 + 0,12 + 0,42 0,176 85 13 ° 00 00,0 

14 -0,31 -0,30 -0,28 -0,89 0,792 1 14 65127 10,2 
15 + 0,31 + 0,17 + 0,48 0,230 I IS l23138 132,2 

---

° 00 100,°1 16 + 0,41 · I . -0,30 . +0,11 0,012 86 16 
17 -0,41 -0,30 · I . 1- 0,71 0,504 17 43 03129,3 
18 1 + 0,30 -0,43 1 . 

-0,13 0,017 18 142 ';i 1 50,3 
19 I + 0,43 -- 0,31 1+ 0,12 0,014 

1 
19 245 09124,1 

20 1 · +0,31 + 0,30 1+ 0,61 0,372 20 299 1 43 1 36,7 1 I 

0,00 I 0,00 I 0,00 I 0,0°1 0,00 I + 0,02\ + 0,02111 4,130 = [(n) (n) J 147,2 
,1 i 

m=± lI[(n)}il)J=± 1I4,~3Q= ± 0,83" 

I I 



§ 57. Aufstellung d. Bedingungsgleichungen und weitere Durchfiihrung der Rechnungen. :d61 

End g lei c hun gen. I 
~----;----;------;--;----;---.--.----;----:-----r---;------;---

I [eel. i [cg]·I-rc.! [dd]. i [de]. i [d 9J .: -rd·1 [ee]·1 [eg].\-re.! Lgg]· i -r".! Probe. 

iii : I. 'i ' I 

i i +1,100,-1,200 +6,00°.-2,00°
1

+0,90°1'-1,500 +6,000~-0,600i. + 1,500 +94,080\+ 10,000 II 
I 1 . I I 

1 • ! . 'I. .!. 1 . ' . --0,6671-0,733
1

+0,733 - 0,8071+ 0,807 -0,807
1

-0,906 

1-0,2501-0,05°.-0,362 . , . I . I' . -0,083,.-0,017 1.-0,121- 0,003- 0,024-0,1751-0,513 
I I, I 1 I . 1-0,25°1+1,050-1,562 -0,762:-0,095 +0,400,-0,595 -0,0121+0,05°1-0,075 - 0,210 + 0,312 -0,465,-0,516 

1+0,048'-0,2°°, +0,298 +5,2381-2,0951 +1,300,-2,095 -0,838[ +0,520 -0,838 - 0,3231+ 0,520 -0,8381-0,471 

I ' '+0,026 1+0,400 -0,2481+0,400 +4,40°1-0,780' 1-1,199 - 0,1381+ 0,212 -0,326i-O,442 

I
i. I', 1-0,014 i 1+0,032 I+O,177i-o,272 +92,599+11,827 -1,5111-1,277 

. +0,1201 1 1.-0,118 i 1-0,023 I -4,122-4,125 

II i l.'c= +0,430 I I kd= \+0,314 k e = 1-0,295 k g = 1-0,1277 

der ausgeglichenen Richtungen, Winkel und log. 

Ausgeglichene Bezeichnung der Ausgeglichene I cpl iog sin a. Richtungen I log sin (1. l·+(n). 
Dreiecke. 1 Punkte. I 

Winkel. 

I 
, 

" 
Winkel. 

o I ' : II 0 

I 
1 1 

65 i 08 i 50,1 ° 00 i 00,5 a i 82 
I 

a: -V+VI 0.042206 
I 

71 I 47 '. 41,9 

I 

81 (1:-I+1I 71 47
1

41,4 9.977 698 
1 126 i 04 10,2 86 y: - XVI + XVII 43 03 28,5 

- _.-

180 I 00 I 00,0 I I 81 34 I 03,2 i 
1 

115 14' 14,5 1 I I 1 180 1 23 1 04,6 b 1 83 ! a: -VIII+IX· 0.139264 , ' I 46 i 31 1 27,2 

78 ! 181°°,1 
82 I (1: -IV+V 33 I 40 11,3 9.743828 

1 

i 
86 y: - XVII + XVIII 99 : 48 1 21,6 

117 47 . 53,3 
! 

, 
1 1 164 19 I 20,5 , 180 I 00 1 00,1 1 

I 

89 . 02 118.6 
e I 84 i a: - XI + XII 38112132,8 0.208637 

156116 42:1 , 
83 (1: - VII + VIII 39 29153,2 9.803493 

194 29 14,9 
1 

86 y: - XVIII + XIX 102117 34,0 I 

° I 00 I 00,4 1 
i 180 I 00 I 00,0 I 

65 27. 09,3 I 1 

123 381 32,_~_ I 
1 

_. d 85 a: -XIV+XV 58 11 : 23,4 0.070684 , 
84 (1: -X+XI 67 141 23,5 9.964793 

° 00 00,1 1 ! 
43: 03 1 28,6 I 86 y: - XIX + XX 54 34 13,1 , 

142 i 51 . 50,2 i 

180 I 00 I 00,0 I 
245 i 09 24,2 I I 

I 
I 299 143 37,3 I 54116 0.090539 e 81 a:-II+III 28,31 

II 1 ' 47,2 85 {J: - XIII + XIV 65
1

27 0~,91 9.958859 

I 
1 86 y: -XX+XVI 60 , 16 22,7 

179159 59,9 0.000001 

I Ii 
! I 

1 
I : 
1 I , 

I 
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4. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung 
von Liniennetzen. 

§ 58. Entwickelung der Formeln und Durchfiihrung der Rech· 
nungen. 

1. In Liniennetzen, deren einzelne Strecken gemessen sind, sind zur einfachen, 
nicht versicherten gegenseitigen Festlegung der ersten drei Punkte auch drei Strecken 
erforderlich. Zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs eines jeden weiteren 
Punktes sind 2' weitere Strecken erforderlich. Demnach sind zur einfachen, nicht 
versicherten gegenseitigen Festlegung von np Punkten 3 + 2 (np - 3) gemessene 
Strecken erforderlich, und wenn das Liniennetz n s gemessene Strecken umfafst, so 
sind n 8 - 3 - 2 ( n p - 3 ) = n s - 2 n!, + 3 Strecken iiberschiissig und ebenso viele 
Bedingungen zu erfiillen. 

In der Regel wird verlangt, dafs die einzelnen Strecken der im Felde aus
gerichteten Linien des Netzes, wovon andere Linien des Netzes abgehen, auch nach 
der Ausgleichung wieder in gleicher Richtung liegen, also wieder eine gerade 
Linie bilden sollen. Dann geniigt zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung 
der Richtung einer jeden geraden Linie eine Strecke, wahrend sich aus der an
gefiihrten Zwangsbedingung fUr aIle weiteren Strecken der geraden Linien je eine 
iiberschiissige Bestimmung ihrer Richtung und damit auch je eine zu erfUllende 
Bedingung ergiebt. Wenn demnach n g gerade Linien mit n sg Strecken, die auch 
nach der Ausgleichung wieder eine Gerade bilden sollen, vorhanden sind, so treten 
zu den im iibrigen zu erfiillenden Bedingungen noch n sg - n g Bedingungen hinzu, 
so dafs im ganzen n. - 2 np + 3 + n.g - nfl Bedingungen zu erfiillen sind. 

Wir erhalten damit die Regel: 
(185) Wenn in einem Liniennetze zur Bestimmung von np Punkten 

n. Strecken gemessen sind und n.g von diesen Strecken in ng geraden 
Linien liegen, die gerade bleiben sollen, so ist die Anzahl r der zu 

Fig. 61. 

erfiillenden Bedingungen: 

r=ns-2np + 3 + ndg-ng' 

Beispiel: Zur Bestimmung der gegenseitigen Lage 
der n p = 5 Punkte 1 bis 5 sind die n 8 = 8 Strecken 
Ibis 8 gemessen worden. Die n au = 4 Strecken 5 bis 8 
der ng = 2 geraden Linien 1-3 und 2-4 sollen auch 
nach der Ausgleichung wieder gerade Linien bilden. 
Dann ist die Anzahl der zu erfiillenden Bedingungen: 

(185) r=n.-2n,,+3+n sg -nU 

=8-2·5+3+4 -2=3. 

2. Die Aufsuchung der zu erfUllenden Bedingungen erfolgt wieder am ein
fachsten und sichersten, indem zuerst die zur einfachen, nicht versicherten Be
stimmung der Punkte geniigenden Strecken aufgezeichnet werden und dann fest
gestellt wird, welche Bedingungen sich durch Hinzunahme der iibrigen Strecken 
und der Zwangsbedingungen der Geradlinigkeit der davon betroffenen Strecken 
ergeben. 

Beispiel: Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Lage der Punkte 1 bis 5 geniigen die Langen der in Figur 62 dargestellten Strecken 
Ibis 3 und 5 bis 8. 

Die gegenseitige Lage der Punkte kann festgestellt werden, indem entweder 
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die Polarkoordinaten oder die rechtwinkeligen Koordinaten der Punkte in einem 
oder wenn notig in mehreren zusammenhangenden Systemen bestimmt werden. 

Wir wahlen die erstere Form 4) und konnen dann die Bedingungen fur die 
Geradheit der Linien in zwei verschiedenen Formen aufstellen. Bezeichnen wir die 
aus den ausgeglichenen Langen I, II, III, '" . hervor
gehenden Winkel, wie in Figur 63 mit "1, "2, "3, .... 
und ,B 1, ,B 2, (J 3, ...• , so ergeben sich die Bedingungen: 

a) dafs die Sum men der an einem Schnittpunkte 
zweier Geraden an einer Seite einer der 
Geraden zusammenliegenden Winkel 

a 1 + "2 = 180 0, " 2 + a 3 = 180 0 , •••• 

sein mussen, oder 

b) dafs die Winkel pl und ,Bi2 , t1~ und t1~3, 
aus den Dreiecken 1 und 1 + 2 , 2 und 2 + 3 , .... 
ubereinstimmend erhalten werden mussen. 

In gleicher Weise konnen auch die durch den Hinzutritt 
stehenden Bedingungen angesetzt werden, indem z. B. 
fUr die durch den Hinzutritt der Seite 1-4 zu den in 
Figur 62 enthaltenen Seiten entstehende Bedingung an-
gesetzt wird : 

Fig. 62. 

neuer Seiten ent 

;t, 
a) a3+a,=1&00, oder 
b) "2 =" 4. 

Aus den Bedingungen a folgt: 

14) ) 2 1 2 1 _ 1 2 1 2 1 -1 ( a tg 2~"1' tg -If"2 -, tg 2-a2' tg 2-a3- , .... 

1I 3~ I; 2 '" a !'IlI7/ ~ 
~, Vl1 

2 ~ 
1 N 

I~ und aus den Bedingungen b: 
4 b 2 1 1 2 1 10 1 2 1 2 2 1 23_1 (2) ) tg -2-P1cot92-pt= , tg ~2P2cotg 2 P2 - , .... 

Gehen wir jetzt von den Winkeln auf die Seiten 

I 

Fig. 63. 

uber und bezeichnen dabei mit AI, A 2, A 3 , • • •• die den Winkeln aI, " 2 , " 3 , .••• 

gegenuberliegenden Seiten, mit B 1 , B 2 , B 3, ~... die den Winkeln PI, P 2, P 3 , •••• 

gegenuberliegenden Seiten, mit C" C 2, C 3, .••. die dritten Seiten der Dreiecke, 
endlich mit S" S 2, S 3, •.•• , S ,2, S 23, •• •• die halbe Summe der Seiten in 
den Dreiecken 1, 2, 3, .... , 1 + 2, 2 + 3, .... , so folgt weiter: 

S,(S,-A,) SdS2-A2) , f ~ S, -B,) (S ,-=-~922. ~2 -p 2lJ_S 2 - O2) = 1 

(3·) a) 1 ~ ~ 2 - B ill,g 2 - () 21. ( S 3 - B 3) (S 3 _. C 3 ) = 1 

.. . ~2.(.S.2~~~~~ ..... . S.3.(~~~.~~). : .... : 

S,(SI-Bd (S12-Ad(SI2-(CI+B2}) l
L~l-=--~'}(S'-~J. S'2(SI2-~42) =1, 

W) b) LS2-~2)(~2-C21. S23(S23- A a} ~~=l, 

.. . ~2.(.S"~~.2~ ... :~2~~.~2? ~~2.3~(.~2.~~~~) .... 
Die Bedingungsgleichungen a sind etwas einfacher als die Bedingungs

gleichungen b und wir benutzen daher auch im folgenden nur die ersteren. 

3. Die weitere Entwickelung wird lediglich fur unser Beispiel durchgefuhrt, 
weil sowohl die theoretische Entwickelung, wie auch die praktische Anwendung in 
anderen Fallen ganz ahnlich ist. 

0) Nach Gaufs, Die trig. und polyg. Rechnungen u. s. w. 2. Auflage, 1. Teil. 
Seite 538 u. f. 
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Die 3 aufzustellenden Bedingungsgleichungen ergeben sich nach Figur 63 fur 
die Geradheit der beiden Linien 1:-3 und 2-4, sowie fur den Hinzutritt der 
Linie 1-4 zu den in Figur 62 dargestellten Linien mit: 

(5*) 

I (8, - VII) ( 8, - V) . t 8 2_~_"y!) ( 8 2 - VII) - 1 
8,(8,-1) 8d82-II) -, 

(8 2 - VI) (82 -:- VII) . ( 8 3 - VIII) ( 8 3_-:- VI) _ 1 

1 8d82-II) 8 3 (8 3 -III) -, 

( 8 3 - VIII) ( 8 3 -::- VI) . ( 8, - V) ( 8 , __ -:::VIII l- 1 
8 a( 8 3 .- III ) 8 ~ ( 8 • - IV ) -, 

oder in logarithmischer Form: 

l (8,-VII)(~1.-V) +1 (8 2 -VI)(82-VII)_O_8 
og 8,(8,-1) og 8 2 (8 2 -II) - - a' 

(150) log (8 2 - VI) (8 2- VII) + log~ - VII!Jt§s-VI1_o_ 8 
8d8 2 -II) 8 3 (8 3 -111) - - h' 

I ( 8 3 - VIII) ( 8 3 =-VI) + I ( 8,\ -=-_V 1 (8, ____ VIII) _ 0 - 8 
og 8 3 ( 8 s - III) ,og 8, ( 8 4 - IV) - - e' 

Bezeichnen wir nun die halben Summen der bei den Messungen erhaltenen 
Langen in den Dreiecken 1, 2, 3, .... mit 8 1 , 8 2, 8 3, " .. , so ergiebt sich fUr die 
Beobachtungsergebnisse der Sollbetrage: 

log (8'-=-.?t~ ~+ log (82 - 6) (S2 -7) 
8.(81-1) 8d 82- 2 ) :2a , 

(151) l (8 2 -6)(8 2 -7)+l (8 3 -8)(8 3 -6)_:2 
og 82(82- 2 ) og 83(83- 3 )-- h' 

log ~ 3 =8 ) ( 83 - JU. + log ~ 8 4 - 5 ) (~4 =!2 - :2 
83(S3- 3 ) 8,(s~-4) - e' 

oder indem wir 

setzen: 

f :2 1 +:2 2 =:2a , 

'l :2 2 +:2 3 =:2b , 
:2 3 +:2·=:2c • 

Danach sind die Widerspruche zwischen den Sollbetragen und den Beob
achtungsergebnissen der Sollbetrage: 

(152) 
ff a =8a -:2a =-:2a, 

fb = Sb-:2b =- :2b, 1 fe = 8 e - :2 e = - :2", 

Die wahrscheinlichsten Werte der Langen I, II, III, .. .. und der halbert 
Summen der Seitenlangen 8 1, 8 2 , 8 3, • • •• ergeben sich aus den Messungs
ergebnissen 1, 2, 3,.... und S 1, S 2, 83, •••• durch Hinzufugung der Ver
besserungen (1), (2), (3), .... und (8 1 ), (82), (s 3 ), •••. nach: 

J 1=1+(1), 8,=8,+{S,), 
11=2+(2), 8 2 =S2+(S2), 

1 III=3+(3), 8 3=83+(83), 

VIii ~ 8 + '( ;, i : 8. = 8, + ( S d . 

(153) 
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Die Zahlenwerte der fur die Bildung der umgeformten Bedingungsgleichungen 
erforderlichen Differenzialquotienten konnen ohne weiteres aus der Logarithmentafel 
entnommen werden. Sie sind gleich den Differenzen Lilog (8 m - n) der Loga
rithmen log (8 m - n) fur je 1 Centimeter von (8 m - n), wenn die Verbesserungen 
( 8 m) und (n) in Centimetern genommen werden. 

(8") 

Hiernach liefert 

log ( 8 1 - 7 ) ( 8 1;) 5 ) = log ( 8 1 _ 7 ) + log ( 8 1 - 5) + epilog ( 8 1 - 1) + epilog 8 , 
8,(8 , -

folgenden Beitrag zu den umgeformten Bedingungsgleichungen: 

(9") { Li log ( 8 1 - 7 ) + Li log ( S 1 - 5 ) + Li epilog (8 1 - 1 ) + Li epilog 8 , } ( 8 1 ) 

- Li log ( 8 1 - 7 ) ( 7 ) - Li log ( 8 , - 5 ) ( 5 ) - Li epilog ( 8 , - 1 ) ( 1 ) , 

oder wenn 

(10") Li log ( 8 1 - 7 ) + Li log ( 8 1 - 5 ) + Li epilog ( 8 1 - 1 ) + Li epilog 8 1 = [ Lilog 8,] 

gesetzt wird: 

(11") [ Li log 8 ,] ( 8 ,) - Li log ( .. 1 - 7) ( 7 ) - Li log ( 8 , - 5) ( 5 ) - Li epllog ( s 1 - 1 ) ( 1 ). 

Wird nun beachtet, dafs 8 , = -~. ( 1 + 5 + 7) und 

( 1 ) + (5) + 7») ist, so wird aus letzterem Ausdruck: 

1 
demnach auch (8 , ) = -2 

( {- r Lilog 8,] .- Lilog ( 8 1 - 7 )) ( 7 ) + G [Li log 8,] - LI log (81 - 5») ( 5 ) 

oder wenn wir 

(12") 

setzen: 

(13") 

Somit ergeben sich die folgenden umgeformten Bedingungsgleichungen: 

(14°) a 2 2 ( 2) + 0"2 6 ( 6 ) + a 2 7 ( 7 ) + (J 3 3 ( 3 ) + 0"3 6 ( 6 ) + (J 3 8 ( 8 ) = fb , {
a 1 1 ( 1 ) + 0"1 5 ( 5 ) + 0"1 7 ( 7 ) + (J 2 2 ( 2 ) + 0"2 6 ( 6 ) + 0"2 7 ( 7 ) = fa' 

0"3 3 ( 3 ) + (J 3 6 ( 6 ) + (J 3 8 ( 8) + (J 4 4 ( 4 ) + 0"4 5 ( 5 ) + 0"4 8 ( 8) = fc , 

welche, wenn wir die Faktoren von (1), (2), (3), .... def ersten Gleichung mit 
a 1, a 2, a 3, ••.• , die der zweiten mit b " b ~, b 3, •••• , die der dritten mit 
c 1, e 2, e 3, •.•• bezeichnen, in die allgemeine Form der umgeformten Bedingungs
gleichungen 

(155) 

ubergehen. 

J a 1 ( ~ ) + a 2 (2) + a 5 ( 5 ) + a 6 ( ~ ) + a 7 ( 7 ) = fa' 

l b 2 ( 2 ) + b 3 ( 3 ) + b 6 ( 6 ) + b 7 ( , ) + b 8 ( 8 ) = fb' 

C 3 ( 3) + c 4 ( 4 ) + c 5 ( 5 ) + c 6 ( 6 ) + e 8 ( 8 ) = fo , 

Hiernach braucht die Entwickelung nicht weiter gefuhrt zu werden, da sich 
alles weitere in gewohnlicher Weise ergiebt. 

Die Rechnung kann schematisch geordnet werden, so dafs bei derselben 
kaum auf die Formeln zuruckgegriffen werden braucht, wie das folgende Beispiel 
zeigt: 
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3 

;}. 1. Bedingungsgleiehungen. , , '1 log_(8 1 ~ VII) (S 1 - V) + log~2 -:::YI) (f.i~. - \T..!~)._O 
2 of 8d81-I) 8d 8 2- II ) -, 

ct. (1..1 YfJ[ . 
log ~ -:- VI) (8 2_~ VII)+ log (8 3~ V~:g)( ~3 __ VI) - 0 ~.->-1t:' 2 ~ 8d8 2-II) 8a(8 a -III) -, 

1 N 
log (8 3 - VIII) (~a· __ VI) + log ~4 __ V) (8 4 - V.!!I) = 0 

l~ 8a(8 a-III) 8.c 8 4- IV)· 

I 

Fig. 63. 

6. 
2. Bereehnung der Widerspriiehe und Zusammenstellung der Verbesserungen. Ausgegliehene 

Langen. 

Ii " Verbesserungen II 
Ii : I, 
II Bezeiehnung iGemes·!1 Ver- log (s - c). a= 

der I 
der " sene I' besserungen log (8 - b). Logarithmen I 1 N-nll 2 [Lllog] LogN. 
. I,Langen 

(n). 
epilog (8 - a). t, = Lllog +(n)., 

Drei- 'I n. I epIlog 8. .((8)-(n))·1 - Lllog. 

II 
'Langen. 1 I 

i Lllog. 1 i (n). eeke. i em v. a. 

II II ' I ' , i III I 1 s- c, I 43,900 (81) - (5) 1+ 3,0 1.64246 + 10,0 i + 1 30 - 10,2 (5) 43,930
1

1.64276 , ,I ' , 
1.52930 +! 13,0 : +' 25 L- 13,2 ! 8-b 133,8301 (8 1) - (7) +: 1,9 (7) 33,849 1.52 955 

! S-((, 1123,0501\(81) - (1) ,- 2,2 8.63733
1
- ! 19,0 : +: 42!~ 18,8 (1) 23,028 8.63775 

, 
8 1100,780, (81) !+I 2,6 7.99663 - I 4,3, -, 111 100,806!i7.99651 

, 5 ii 56,88 II (5) -1 0,4 .21 
1 
9.80657 i c 9.80572 -, 0,3' + 86/ 56,876

1 
1 i , 

b 71 66,95
1 

(7) +,0,7 .22 0.19729 -
, 

0,2' - i 384, 66,957 0.19344 

; 11 77,73 II 
I --, a (1) + 4,8 .2a 0.00301 ;-, 298 i 77,778 0.00001 i I 1 

28 ' !201,56 I 2 (81) '+1 5,1 fa -301 i 1 I I 201,611 

2 18-C I 61,675 1 (82) - (7) !+, 2,3 1.79010 +: 7,0 ' + I 16 '/-115,21 (7) 

6l'''l 
1.79027 

; I ' 1 
I I 'I 1 

: 8-b \ 51,325, (82) - (6) - 10,3 1.71 033 + 8,0 -1 82/:-,16,2 (6) 51,222 1.70946 
i 

15,6251\ (82) - (2) '+111,0 8.80618 -128,01- i 308[1+119,8' (2) 15,735 8.80314 : s-a' 
1 , , 

8 11128,625" (S2) :+ 3,0 7.89068 -, 34 - 10\ 128,65 7.89057 

c i 71; 66,95 1 (7) [+1 0,7 .22 0.19729 -116'4 1- 1384 ! 66,9571 0.19344 
b 6 '177,30 (6) +13,3 .2a 9.81 105 - i 8:21-14481 / 77,433 9.80650 

121,u3,~ 1 ' 

! llii 112,920\ a (2) :-j 8,0 .26 0.00834 9.99994 
, 

2 (S2) /+16,0 -834 28 , :~25 fb ,I I 257,310, 

3 ! \ 30,635\\ (8 a) - (6) '-110,5\ 11.48622 + 114,0 I-I 1471-i14,0\ (6) 
1 1.4;8473 S-C' 30,5301 

8-b 53,7351 (s a) - (8) i-I 2,0 1.73026 + I 8,0, - I 16 - 8,01 (8) 53,715 1.73010 , 
-118,01-! 2741+!18,01 (3J s-a' . 123,5651 (88) - (3):+ 15,21 8.62773 23,7171 

8.62494 

8 107,935, (sa) 1+1 2,8 7.96684 - i 4,0 1- I 111 \ I 107,963 7.96673 

77,30 \ i+113,3 .28 9.81105 
1 , c '6 (6) I 0,0 1-14481 I I 77,433i 9.80650 

b ,8 54,20 1 (8) 1+/ 4,8 .24 0.19 498 0,0 1- 1154
1/ 

\ 
54,248

1 
0.19342 

1 
a ,3 84,37 (3) 1~12'4 .20 0.00603 

1 1-1
602

11 I I 

84,246 ' 9.99992 
1 1--'--1 

215,927\ I 2s I 215,87 I 2 (sa) 1 5,7 fo -603 
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I " 1'1 1,,1 l :1 II Verbesserungen, 
Bezeiehnung 'Gemes·"1 Ver- log (8 - c) . d I a-

,I i. er i-II I 
I! sene ii' besserungen log (8 - b) . Logarithrilen 'II 21 r.d log] N = nil L N I 
II Langen: "pllog(s-a). [.=.:.1 log I +(n)., og ' . 

• ,[ I (n). .((.o)-(n)). 1"1 - .1 109. I1I1 I Drel- L" I, (n). I rpllog 8.' 

eeke .• angen' ll II ! em .d log. I e. !i a. ,en). I I 

4 's - C I I! 44,74°1 (8 4) _ (8) '-I 4,0 1.65070 + 9,01_! 3611-120,01 (8) 44,700111.65031 1 

: s - b ! 42,060, (8}) - (5) +: 1,2 1.62387 +. 10,0 ! +! 1211- 21,01 (5) 42,07~li 1.62 3991 

r S - I! i,l 12.140"1 (8 4,) - (4)+: 3,5 8.91578
1
- ; 36,0 ! - i 126Ij+25,01 (4) 12.17:Ji 8.91453 

's I 98.940! (8 4) ,+' 0,8 8.00463 -! 5,0 i -1 4111 I 98,948,\8.00459 

; e I 8 Ii 54.20:1 (8) 4,8 24 0.19498 - : 22,0 1- 1541 I 'Ii 54,24810.19342 1 

I b ,5 '"ii' 56,88 i,l', (5) - 0,4 - ,11,0, ,I ' 56,876,1 

I! ! 4 ii 86,80 :1 (4) ,- 2,7 ! i ! ii I' I ~,773,\ 1 

2 8j ,1197,88 j 2 (8 4) +., 1,7 i!" 197,897: I 

3. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. I 

'N--r.I'p-·-,i -I!-·-I~b-. """:-e-'-"-Il-;---'I-~--'-'!-p-~-:-I ((pI! I Tf i ~ II ~~ \ ~ ;'1 jC I 

II I I \1 · I I! II 1 'i I 1 1,29i+ 18,8 . : . + 14,61 .! + 274,5: ' " .:. I 

1 93~ 0,88i + 19,8+ 19,8: . + 22,5~+ 22,5 445,5+ 445,5 li+ 445,5! .' '. 
1,18 . ~+ 18,0,+ 18,01 . 1.+ 15,3,+ 15,3 ' ! II 275,41 + 275,4 ,+ 27:J,4 

4 1.15 . ' . 1+25'°1 . : . +21,7 . :. . 'I . I .r 542,51 
5 1,761 - 10,2 , . - 21,0 - 5,8 . :- 11,9 59.2! . + 121,41'1' ·:i 249,91 
6 1.29:1-16.2,- 30,21-14,0 - 12.6'- 23.4 - 10,9 204,1:+ 379,1: + 176.6; 706,7

1

' + 329.2, 152,6 
7 1.491'1- 28.4,,-15,2,' . [-19,1 1,-10.2,. 542,4:+ 289,71 . [, 155,0 . il 
8 1,85' . 1- 8,0 - 28'01 . 1- 4,S'- 15,1 . I . 1 . I 34,41 + 120,8'1 422,8 

" ~ I I i ,- Q,4!- 0,11- 0,91+1525,7,+1114,31 + 298,0:]+1617,0: + 725.~!+1643,2 

cler 

4. Auflosung der Endgleiehungen. 

[~7]·1 [~1· I [~]. : -ta·1 [b}]. : [~]. l-tb·1 [i~]' I -tc.\ Probe. 

+1.526'+ 11141+ 298 1 + 301 +16171+ 7251+ 8341 +16431+ 6031 

,-0,730 i --0,196! -0,197 - 813\- 2181-- 220 - 58\- 59 

: 1+°,024 + 804 i + 507] + 614 - 320 i - 387 

i • + 0,501 i - 0,631 ! - 0,764 1_+-'--1_2_65....,1_+"--_15_7.1 ___ +-__ -11 

ill ! 1 + 0,078 1 
1 ka' 1+0,328 I kb=I- 0,686 kc=i- O,124 

- 59 + 99 
-469 

I 
- 572 

- 19 - 75 

-547 

\ 

-548 

5. Verbesserungen (n) und Quadratsumme [1' (n) (n) ] . 

Nr·l~ka': ~kb.l~kc·11 (n). i(n)(n)·lp(n)(n)·INr·l~ka.i ~kb·likc·ll (n)·I(n)(n),\p(l1)(n). 

1 + 4,8 ! • I • ill + 4,81 23 ,I 30 5 1- 1,9 I 1+ 1,51- 0,41 ° i 0 
2 + 7,4 ! - 15,4 '" - 8,0 64 56 6 -- 4,1 , + 16,0 + 1,4 + 13,S] 177 i 228 
3-10,5 -1,9!-12,! 154 182 7 -6,31+ :,0 + 0,71 0 I ° 
4 i -2,71- 2,1 7 8 8 .+ 2,9,+1,9 + 4,8 23! 43 II 
,!I -0,11 0,0]+0,211+ 0,11 i 547 
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VI. A b s chni tt. 

Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

§ 59. Aufstellung der allgemeinen Formeln. 
1. Wenn n Beobachtungsergebnisse A 1, A 2, A 3, •••• An zur Bestimmung 

der wahrscheinlichsten Werte x, Y. 2, •••• von q GrOfsen vorliegen und diese 
wahrscheinlichsten Werte x, Y, 2 •••• zugleich r Bedingungen erfullen sollen, so konnen 
zuerst nach dem im IV. Abschnitte dargestellten Verfahren fUr die Zusa.tze d ~ , 
d t), d 5, .... zu den Naherungswerten ~, t) , 3, .... der zu bestimmenden GrOfsen 
die folgenden n umgeformten Fehlergleichungen nach den Formeln (116) und (117) 
aufgestellt werden: 

f v 1 = a 1 d! + b 1 dt) + c 1 d3 + .... + fl' 
t'2 =a2 d!+ b 2 dl)+C2 d3+ .... +f2' 

t va=a3d~+b3dl)+cad5+.··.+f3' 
t'" = an d!+ bn dt) +cnd~ + .... + f". 

(lS6) 

Ferner konnen nach dem im V. Abschnitte dargestellten Verfahren, indem 
in die Bedingungsgleichungen (150) die wahrscheinlichsten Werte x, Y, 2, •••• und 
in die Gleichungen (101) die Naherungswerte ~, lJ, 5, .... eingefuhrt werden, die 
folgenden r umgeformten Bedingungsgleichungen nach den Formeln (155) aufgestellt 
werden: 

{ 
Ald~+A2dl)+Aad5+····-fA=O, 

~.l.d.!.~ ~.2~: ~.~~~~~: ... :~.f~ .. ~: 
Nach den in· den §§ 22 und 43 gegebenen Erlauterungen mu[s dann die 

Anzahl n der vorliegenden Beobachtungsergebnisse grOfser sein als die Anzahl q 
der zu bestimmenden GrOfsen, und diese Anzahl q mu[s grOfser sein, als die Anzahl r 
der zu erfiillenden Bedingungen; es mu[s also n > q > r sein. 

2. Nach unseren allgemeinen Grundsatzen (§ 13) mussen wir nun die wahr
scheinlichsten Werte x, Y, 2, •••• , oder die' Zusa.tze' d 1;, d lJ', d 5, .... zu den 
Naherungswerten !, lJ, ij, .... der zu bestimmenden GrOfsen derart bestimmen, 
da[s die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten 
Werte der Beobachtungsfehler 
(I') [ p t' V ] = P 1 V 1 V 1 + p 2 t· 2 v 2 + P 8 V 8 V 3 + .... p n V n V n 

ein Minimum wird und da[s zugleich die Bedingungsgleichungen erfUllt werden. 
Dies erreichen wir in folgender Weise: 
Wir setzen in (I') fur v 1, V 2, V 3, •••• V n die Ausdriicke nach den Formeln 

(186) und addiren dazu die mit - 2 k A' - 2 k B' •••• multiplizirten Bedingungs
gleichungen (187), deren Summe gleich Null ist, womit wir erhalten: 
W) [pVt'] = rp a a] d!d!+2 [p a b J d~dl) +2 [p ae] d!d3 + .... 2 [p afJ d! 

+ [p bb Jdt)dlJ+2 [pbe]dt)d3+.; .. 2[p bfJdt) 
+ [pee]d5 d3+·· .. 2 [pcfJd:\ 

-2Alk,.4d! -- 2A2kA dt) - 2Aak,.4d5 
-2BlkB d):. - 2B2kB dt) - 2BakBd3 

Dann. differenziren wir [p v v] nach d!, d t), d 3, .. ;. , setzen die Differenzial
quotienten -o-gl~ich Null, dividiren durch 2 und 'fugen die· mit c....l muitiplizirten 
Bedingungsgleichungen (187) hinzu, womit wir erhalten: 
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f [pnn]d!+[pnb]dt)+[pnc]d5+ .... -...1lkA-Blkn-····+[pnf]=O, 
(188 a) [p (tb Jd~+rp b b ]dt) +rp be]d~ + .... -...12 k4 -B2 kB- .... +[p bfJ=O, 

1 ~~(:~].d.~:r.~b.c.]~: .~:~e.e?~~ ~ ....... ~~.a~~~.~~~B.~:.:::.[~.e~~ . . O~ 
J -...1ld~ - A 2 dt)- Aa d3-.· .... ····· ... ·· .... · ... · ...... +f.1=O, 

(188b) t ~~~ ~~ .~ ... ~ 2. ~t).~ . .. ~a.~5.~ ......................... : ... : ... : ... :.:: ... '.::~ ~~: 

Die Anzahl dieser Gleichungen (188a) und (188b), die wir wiederum als 
Endgleichungen bezeichnen, ist gleich der Anzahl der zu bestimmenden GrOfsen 
d ~, d t) , d 3, ... und der K 0 r reI ate n k A, k R' ••• , so dafs wir die Zahlenwerte 
dieser s}l.mtlichen GrOfsen durch Auflosung der Endgleichungen nach dem im § 27 
behandelten Verfahren erhalten konnen. Diese Zahlenwerte sind dann auch die, 
wofur [p v v] ein Minimum wird und die zugleich die Bedingungsgleichungen erfullen. 

Die wahrscheinlichsten Werte x, y, z, .... der zu bestimmenden GrOfsen 
ergeben sich dann aus den Nil.herungswerten ~, t), 5, ...• und den Aenderungen 
d~, dt), d5, .... nach: 

(189) 

3. Fur die Quadratsumme [p v v] kann ein einfacher Ausdruck gewonnen 
werden: Schreiben wir die Gleichung (2·) wie folgt: 

[p vvj = [p a a] d!;d!;+ [p n b] d!;dt)+[p (tc J d~d3 + ... . 
+[p ab ]dt)d~+[p b b ]dt) dt)+[p beJdt) da+ ... . 
+[pneJdad!; +[pbc]d3dt) +[pcc]dada + ... . 
- ...1lkA d~- ...1 2kA dt)- ...1 ak4 da- ... . 
- B1kE d~- B2kB dt)- BakB da- ... . 

+ [p nfl d~+ [p bt] dt)+ [pet] da+···· 
.A 1 d~ kA - B 1 d~ kB-···· 
.A 2 dt) kA - B 2 dt) kR -···· 
.A 8 da kA - B ada kR -···· ........................ 

+ fA kA+ fB kB+···· 
+ [patl d~+ [pbfJ dt)+ [pet] da+.···+[pftl 

+ k.J, fA + kE fB+··························· 

und vergleichen wir die untereinanderstehenden Summanden mit (188 a) und (188 b) 
so folgt, dafs ist: 

(190) [p v v J = [p ftl + [p nfJ d ~ + r p b t] cl t) + [p c t] cl a + .... 
+kAfA+kBfB+ .... 

4. Die Anzahl der uberschussigen Bestimmungen ist gleich der Anzahl n + r 
der vorliegenden Bestimmungen weniger der Anzahl q der zu bestimmenden Grofsen. 
so dafs sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit ergiebt nach: 

(191) m=±'/ [pvv] . 
V n-q + r 
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§ 60. Getrennte Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden GrOfsen nach dem Verfahren fur ver
mittelnde Beobachtungen und der diesen Werten noch beizu
fugenden Verbesserungen nach dem Verfahren fur bedingte 

Beobachtungen. 
1. In den Hillen, wo das Verfahren fUr bedingte vermittelnde Beobachtungen 

Anwendung findet, ist es in der Regel zweckmafsig, in der Weise vorzugehen, 
dafs zuerst, ohne Rucksicht auf die Bedingungsgleichungen, nach dem im IV. Ab
schnitte dargelegten Verfahren fUr vermittelnde Beobachtungen diejenigen Zusatze 
cl!; 0, d I) 0, d 5 0, •••• zu den Naherungswerten :t:, t), cr, •••• der zu bestimmenden 
Grofsen ermittelt werden, wofUr die Quadratsumme [p l' 0 V 0] der bei diesem Ver
fahren ubrigbleibenden, auf die Gewichtseinheit reduzirten Fehler zu einem Minimum 
wird, und dafs danach diejenigen Zusatze (I), (2), (3), .... ermittelt werden, 
die weiter erforderlich sind, damit die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
GrOfsen auch den Bedingungsgleichungen genugen und wofur zugleich die Quadrat
summe [p v v] der aus der Gesamtausgleichung folgenden wahrscheinlichsten Werte 
der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler ein Minimum wird. Dann 
erhalten wir die Aenderungen d 1:, d I), d 3, .... nach: 

(192) 

(193) 

r d1:=d!;o+(I), 
, dl)=dl)o+(2), 

l ~~ .. ~5.o.~.(~): 
~. Bei diesem Verfahren ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 

f vOI=ald:t:o+bldl)o+Clcl5o+.· .• fl. 
v02=a2d:t:o+b2dl)o+C2cl~o+ .... f2' 

1 ~ ~ a. • ~ ~ ~ : o •. : .b ~ ~ : ~ :- .c ~ ~ ~ o. ~ .- ' •• .- ~ 3 ~ 
l vo"=a"d1:o+b,,dl)o+cnd5o+ .... fn' 

und die Endgleichungen fur d:t: 0, d I) 0, d 0 0, •••• 

f [p a a J d!: ° + [p a bId I) 0 + [p a c I d 5 ° + ... , [p at] = 0, 
J [p a bId 1: ° + r p b bId t) 0 + [p b c I d 5 0 + .... [p b f1 = 0, 

l ~~ ~ ~ I.d.!:.o.~ [.p. b.c?d.1) ~~. [.p. c. c.] ~ ~ ~:::.: ~~ ~ ~J .. ?: 
(19J) 

wonach wir 

(195) 

erhalten. 
Bei Auflosung dieser Endgleichungen ergiebt sich nach den Formeln (127) 

und (129): 

(196) [pvovoJ = [pff I_l!f 1 -~..! ~2 - ~3 ~3 - •••• 

, a 1 '<>2 "" 3 

= r pft]+ftd:t:o + f2 dl) ° + faclo ° + .... , 
und damit nach Formel (125) der lediglich aus dem Verfahren fur vermittelnde 
Beobachtungen folgende mittlere Fehler m 1 der Gewichtseinheit nach: 

(197) 

3. Die Bedingungsgleichungen, woraus die umgeformten Bedingungsgleich-
ungen (187) folgen, sind: . 
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(198) {
FA ( ,~, y, :' .... ) = 's. A ' 
FB(x, y,~, .... )-Sll' 
................. 

Nun benutzen wir bei Bereehnung der Widerspriiehe nach den Formeln (1M) 
und (152) nieht die Naherungswerte 1-:, t), 5, .... der zu bestimmenden GrOfsen, 
sondern die bereits durch die Aenderungen d ~ 0, d t) 0, cl5 0, •••• verbesserten Werte 
x 0 = 1; + d 1: 0' Y 0 = t) + cl t) 0, Z 0 = 3 + d 3 0, •••• , reehnen also nach den F ormeln : 

(199) 
f F,j(xo, Yo, zo, ····)=:sa' 

\ ~~<.~o.'.Y.o.' .z~: :''':).~.~b: 

(200) {
la=/).A-:Sa, 

~ b. • .8. Il. ~.~ b : 

Die wahrscheinlichsten Werte x, Y, z, .... del' zu bestimmenden Grofsen 
erhalten wir dann nach: 

(202) 

r >;=xo+(r), 
, Y=Yo+(2), 

l ~~z ... ~~~): 
Die sich nach den Formeln (Hu) und (200) ergebenden Widerspriiche 

miissen allein durch die noeh anzubringenden Verbesserungen (I), (2), (3), .... 
vernichtet werden und somit mussen, wenn wir f(ir die Differenzialquotienten von 
F.A (x 0, Yo, z 0' •..• ), F B (x 0, 11 0, z 0, •.•• ) , nach x 0, Yo, z 0, .•.• die Be
zeiehnungen : 

f A ='b!A 
1 Ci X 0 ' 

1 0 F 1J 
B 2 = . , 

••••. ~ o •• 

(201) 

.... , 

. , 

., 
nehmen, die umgeformten Bedingungsgleichungen sein: 

(203) { 
Al(I)+A2(2)+Ag(3)+····=la' 
B 1 (I) + B d 2) + B 3 (3) + .... = lb , 

..................... 

4. Setzen wir in die Endgleichungen (188 a) fur d!;, dt), d5, ..•• nach den 
Formeln (192) die Ausdrucke d!:o-l- (I), dt)o+(Z), d3o+(3), .... und sub
trahiren von den sich dadurch ergebenden Gleiehungen die Gleichungen (194), so 
erhalten wir mit Hinzuziehung del' Gleichungen (203) die folgenden Gleichungen 
zur Bestimmung del' Verbesserungen (I), (2), (3), .... 

(1 a*) 

(1 b*) 

f [paa](I)+[pab](z)+[pac](3)+····-AlkA-BlkB-····=0, 
[p a b] (I) + [p b b] (2) + [p be] (3) + .... - A 2 k A - B 2 k B - .•.• = 0 , 

l.[~ ~(~]. (.I? ~.[~).b ~:~ :~).~ :1~ c. c.] . (~~ ~.- : '.' ~ ~ ~ ~ ~ ~. ~ ~ ~ B. ~ : '.': • ,0: 
{ 

Adr)+ 
BdI)+ 

.......... 

A 3 (3) + ........................... = fa' 
B 3 (3) + ........................... = lb' 

5. Diese Gleichungen losen wir auf wie folgt: 
Wir drucken die Verbessertmgen (I), (z), (3), .... dureh die Korrelaten 

k A, k B, .", aus mittelst der Koeffizienten Q 11 , Q 12, Q 13 , ' , , .; Q 21 , Q 22, Q 23, • 

Q 31, Q 32, Q 33, , ••• ; •••• , und diese Koeffizienten setzen wir derart fest, dafs sie 
den folgenden Gleichungen genugen: 



272 

(20-la) 

(2040 b) 

(20!c) 

Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

f [p a a] Q 11 + [p a b] Q 12 + [p a c] Q 13 -+ .... = 1 , 
[p a b .I Q 11 + [ P b b 1 Q 12 + [p be] Q 13 + .. , . = 0 , 

1 ~~ i~~]. ~~1.~ ~~b.c.], ~1.2:. [.p.c.c~ .Q.,~ -::'.': ~.O; 
f [p a it ] Q 21 + r p a b J Q 22 + [p a c] Q 23 + .... = 0 , 

[pab] Q21+[pbbJ Q22+[pbc] Q23+ .... =I, 

l : ~ ~ ~ ]. ~ ~' .~ [. ~ b. c? . ~ 2~ :-. [ :.c ~ ~ ~ .28. -: : ' •• : ~ .0 ; 

f [paa]Q31+[pab]Q82+ [pac]Q33+ .... =0' 
[pab1Q81+[pbb] Q32+[pbc]Q33+ .... =0' 

l ~ ~ ~ ~ 1. ~ ~' .~ ~~ ~ c.]. ~ 8.2 :. [.p. c.c ~ .Q.8~ -:: : .: ~? ; 
u, S. w. 

II. T. VI. A. 

Nun multipliziren wir zuerst die Gleichungen (I a·) mit den Koeffizienten 
Q 11, Q 12, Q 13, •••• , addiren danach aIle Gleichungen und beachten die Gleichungen 
(20( a), womit folgt: 
(2 a*) ( I ) = + A 1 Q 11 k A + B 1 Q 11 k B + ... . 

+ A 2 Q 12 k A + B 2 Q 12 k B + ... . 
+A8Q'8 kA +B3Q13 k B+ .. .. 

Sodann multipliziren wir die Gleichungen (1 a·) mit den Koeffizienten 
Q 21, Q 22, Q 23' •••• , addiren danach aIle Gleichungen und beachten die Gleich
ungen (204 b) , womit folgt: 
(2 b·) (2) = + A, Q 21 k A + B 1 Q 21 k JJ + ... . 

+ A 2 Q 22 k A + B 2 Q 22 k B + ... . 
+ A 3 Q 23 k.[ + B 8 Q 28 k 1/ + ... . 

Ferner multipliziren wir die Gleichungen (1 a·) mit den Koeffizienten Q 31, Q 32, 

Q 33, •••• , addiren danach aIle Gleichungen und beachten die Gleichungen (2040 c) , 
womit folgt: 
2 c·) (3) = + A, Q 81 k A -1- B 1 Q 31 k B + ... -

+ A 2 Q 32 k A + B 2 Q 32 k lJ + ... . 
+ A 8 Q 83 k A + B 3 Q 33 k B + ... . 

u. s. w. 
Wird dann zur Vereinfachung der Ausdrlicke fUr (I), (2), (3), .... noch 

gesetzt: 

(205 a) 

(205 b) 

r (2l 1 ) = + A, Q 11 + A 2 Q 12 + A 3 Q 13 + .' ... , 
, (2l d = + A 1 Q 21 + A 2 Q 22 + A 3 Q 23 + .... , 
1 ~ ~~ ~ ~.~ ~.,.Q.3~ :.~2. ~~2.~ ~.8 .Q.33.~: '::. 
J (fB 1 ) = + B, Q 11 + B 2 Q '2 + B 8 Q '3 + .. , . , 

( fB 2 ) = + B, Q 21 + B 2 Q 22 + B 3 Q 28 + .... , 
\ ~ ~~~ ~.~ ~.' .Q.81.:- .~2.~3~ :.~~ ~~8.~':',': 

so wird aus den Gleichungen (2 a·), (2 b·), (2 c·), .... : 

(206) 
f (I)=(2ldk.!+(fBdkll+ .... ' 

(2)=(2l 2 )kA + (fB 2 ) k B +· .. ·, 
1.(~). ~.( ~.8 ~ ~.I. -:.( ~.8! ~ ~~.''''.': 

Diese Gleichungen haben die Form der Korrelatengleichungen (156) und wlr 
bezeichnen sie auch als Korrelatengleichungen. 

Eine zweite Form dieser Gleichung ergiebt sich durch Einflihrung der HliUsgrOfsen 
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{ 
[I]=+.AlkA +BlkB + .... , 
[2] = +.A 2 k A + B 2 kn + .... , 

~~].~ ~~.3 ~~ :.~~~B.~:.:": 
(207) 

wofiir nach (1 a¥) auch gilt: 

{
[I] = [p a a ]( I) + [p a b ]( 2) + [p a c j( 3) + .... , 

(3*) [2] = [p a b ]( I) + [p b b J (2) + [p b c ]( 3) + .... , 
[3]=[pac] (I)+[pbc] (2)+[pCC] (3)+ •... , ................................. 

Mit diesen HulfsgrOfsen folgt fur (I), (2), (3), .... aus (2 a¥), (2 b¥) , 
(2c·), ..... 

(208) {
(I)=[IJQU+[2]Q12+[3]Q13+ .... , 
(2) = [I} Q 21 + [2] Q 22 + [3 J Q 23 + .... , 
(3)=[1] Q31 + [2] Q32 + [3] Q33+ .••• , ........................... 

6. Durch Einsetzen der in den Korrelatengleichungen (206) fur (I), (2). 
(3), .... erhaltenen Ausdrucke in die Bedingungsgleichungen (1 b·) erhalten wir 
die reduzirten Endgleichungen: 

J r.A(~)]kA+[.A(~)]kB+····=fa' 
(209) 1 ~~.(~'>~~~:.[~.(~.)? ~~:":.:.~~b: 

Wie nach den Gleichungen (205) ohne weiteres zu ubersehen ist. ist: 
[.A(~)]=[B(~)J, .... , 

Wird nun gesetzt: 

J tl1=[.A(~)], I 
(210) 1 

.... , 

li1=[.A(~)]=[B(~)], 

li2=[B(~)], , I .... , I f 1 = - fa' 
.... , f2=-fb , 

.............. , 
so gehen die Endgleichungen uber in : 

(211) 
, tltkA+litkB+····ft=O, 

l ~~~A.:.li.2~~: .. :: .. f:~.0: 
welche Gleichungen, nach dem im § 27 dargelegten Verfahren aufgelost, uns die 
Zahlenwerte der Korrelaten k A, k B, •••• und somit auch nach den Korrelaten
gleichungen (206) die Zahlenwerte der gesuchten Verbesserungen (I), (2) , (3), .... 
lief ern, wozu sich die Probe ergiebt, dafs 
(212) [ k fl = - [ k f] 

=hft+~2lJ2+".' a 1 ;u 2 

= (1)[1] + (2)[2] + (3)[3] + .... 
sein mufs. Die Gleichheit der ersten beiden Summen folgt aus den Formeln (12'1) 
und (129), und dafs diesen Summen auch die letzte Summe gleich sein mufs, 
ergiebt sich aus der Uebereinstimmung der Ausdrucke, die sich nach den Formeln (2·) 
und (207) fur (1)[1] + (2)[2] + (3)[3] + .... und nach den Formeln (205) 
und (209) fUr [ k fJ ergeben. 

Aus [kfJ ergiebt sich, wie nach Formel (164) ein lediglich aus der Netz
ausgleichung folgender zweiter Wert m 2 des mittleren, Fehlers der Gewichts
einheit nach: 

(213) 

7. Die Quadratsumme [p v v] der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahr
scheinlichsten Beobachtungsfehler ist nach Formel (190): 

K 0 Ii. 2. Auf!. 18 
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[pv v] = [pft] + [p af] dr + [p b fJ dt) + [p et] d3 + .... 
+kAfA+kBf1J+ .... 

Nun ist nach den Bedingungsgleichungen (187): 

f A =.A.dr+.A 2dt)+.A ad3+···:-, 
fB= B1dr+ B 2 dt) + Ba d3+ .. ·• I 

II. T. VI. A. 

Wird dies in (190) eingesetzt, und werden zugleich fUr dr, dt), d3, .... nach 
(192) dr 0 + (1), dt) 0 + (2), d30 + (3), .... gesetit, so wird: 

[p vv] = [pff]+[p at] dro+ [p bf] dt) o+r p ef] d3o+ .•.. 
+[p af] (I) + [p bf](2) + [p cf](3) + .. .. 

+.A1kAdro +.A 2 kA dt)o +.A akA d5o + ... . 
+B1kJJdro +B2kB dt)o +Ba kB d3o + ... . 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • "0 ••••• 

+.A1k,A(I) +.A 2 kA (2) +.A akA (3) + .. .. 
+B 1k1J (I) +B2kn(2) +B akB (3) + .. .. 

Werden hierin fUr.[ p a f], [p b f], [p e f], .... auf der zweiten Zelle die 
sich aus den Endgleichungen (194) ergebenden Werte und fur .A 1 (1) + A 2 (2) 

+.A a (3)+ .... , B..(I)+B 2 (2)+B s (3)+ .... , .... nach den Bedingungs
gleichungen (203) die Widerspruche fa' f b , •••• eingefuhrt, so wird: 

[pt'v]=[pff]+[paf] dro+[pbf] d~o+[pef] d5o+ .. .. 
- [p a a] (1) dr 0 - [p a b] (1) dt) 0 - [p a c] (I) d3 0 - ... . 
- [p ab] (2)dro-[pbb] (2) dt)o -[p lie] (2) d3o- ... . 
- [p a e-] (3) d r 0 -'- [p be] (3) d t) 0 - [p e c ]( 3 ) d 3 0 - .. .. 

+ 
+ 

.A 2 kA dt)o+ 
BltkBdt)o+ 

.AakAdao+ .... 
B s kn d3o+.·· . 

+kAfa+kBfb+ ..•......•........•............••...... 

Durch Vergleichung der untereinariderstehenden Summanden mit den Gleich
ungen (1 a·) folgt hieraus: 

(4*) [pvv] = [pfll + r p af 1 dro + [p bfJ dt)o + [pefJ d30 + .... 
+ k A fa + k B fb + .... 

Der auf der ersten Zelle stehende Teil dieses Ausdruckes ist nach den 
Formeln (127) und (129) gleich der Quadratsumme [p v 0 tl 0]' die sich bei Auf
losung der Endgleichungen (194) ergiebt, und der auf der zweiten Zeile stehende 
Tell [k f] des Ausdruckes ist der durch die N etzausgleichung hinzukommende 
Beitrag zur Fehlerquadratsumme, so dafs also 

(214) [p vv] = [pvo vo] + [kf] 

ist, womit sich der mittlere Fehl!:~r m der Gewichtseinheit aus der Gesamtaus
gleichung ergiebt nach: 

'(215) m=± V [pvv] 
n-q+r 

8. Ueberblicken wir das entwickelte Verfahren nochmals, so ergiebt sich der 
folgende Rechnungsgang: 

a) Aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen werden ohne Rucksicht 
auf die zu erfUllenden Bedingungen nach dem im IV. Abschnitte dargelegten 
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Verfahren fUr vermittelnde Beobachtungen Ullter Beriicksichtigung der 
F ormeln (192) bis (197) die Zahlenwerte von d); o. d 1) 0, d J 0, •••• , 

x 0, Yo, z 0, •••• , [p v 0 v 0 J und m 1 berechnet. 
b) Hierbei werden die aus den Gleichungen (204) foIgenden Zahlenwerte 

der Koeffizienten Q 11, Q 12, Q 13, •••• ; Q 21, Q 22, Q 23, •••• ; Q 31, Q 32 , 

Q 33, .... ; .... berechnet 0), und falls die HUlfsgrOfsen [1], [2], [3], .... 
benutzt werden sollen, die Gleichungen (208) mit den erhaltenen Zahlen
werten angesetzt. 

c) Dann werden die Bedingungsgleichungen nach dem im V. Abschnitte 
dargelegten Verfahren aufgestellt und umgeformt, wobei nach den 
Formeln (198) bis (202) die erhaltenen Zahlenwerte von x 0, Yo, z 0, •••• 

aIs Beobachtungsergebnisse eingefiihrt werden. 
d) Hiernach werden die Koeffizienten (m: 1 ), (m: 2 ), (m: 3 ) , .... ; (~1)' ( ~ 2 ) , 

(~ 3), .... ; .... nach den Formeln (205) gebildet und die Korrelaten
gleichungen (206) angesetzt, oder es werden die Gleichungen (207) fUr die 
HiilfsgrOfsen [1], [2], [3], .... angesetzt und die Korrelatengleichungen 
(206) durch Substitution der fUr [1 ], [2], [3], .... erhaltenen AusdrUcke 
in die Gleichungen (208) gewonnen. 

e) Mit den Zahlenwerten der Differenzialquotienten A 1, A 2, A 3, •••• 

B 1, B 2, B 3, ••.• ; ••.• und der Koeffizienten (m: 1 ), (m: 2 ), (m: 3 ), •••• ; 

( ~ 1 ), (~2)' (~3)' .... ; .... ergeben sich dann die Faktoren [A (m:)], 
[ A ( ~ ) ] = [ B ( m: )], .... ; [B ( ~ )], .... ; .... der Endgleichungen, die 
nach dem im § 27 dargelegten Verfahren aufgelost, die Zahlenwerte der 
Korrelaten k A' k II' ..•• liefern, womit nach den F ormeln (206) die Ver-
besserungen (I), (2), (3), .... und nach den Formeln (202) die wahr-
scheinlichsten Werte x, Y, z, .... der zu bestimmenden GrOfsen erhalten 
werden. 

Hierbei werden auch die Zahlenwerte von [k f] und m 2, sowie endlich 
von [pvv]=[pvovo]+[kf) und m erhalten. 

9. Das vorstehend behandelte Verfahren wird in der Regel bei der Aus
gleichung von Hauptdreiecksnetzen angewandt. Aus den Ergebnissen der Stations
beobachtungen werden nach dem Verfahren fUr vermittelnde Beobachtungen die 
wahrscheinlichsten Werte x 0, Yo, z 0, •••• der Richtungen abgeleitet, und diese 
werden dann in die Bedingungsgleichungen eingefUhrt. 

In den Publikationen der Preufsischen Landesaufnahme und im wesentlichen 
hiermit iibereinstimmend in allen ahnlichen Publikationen werden im Anschlufs 
an die Ergebnisse der Stationsbeobachtungen die daraus folgenden Endgleichungen 
(194), die reduzirten Endgleichungen, die Naherungswerte );, 1), 5, .... (An
nahme) ¥O), die denselben beizufUgenden Aenderungen d); 0, d1) 0, d5o, .••• 

( A, B, C, .... ), die Werte x 0 =); + d); 0, Y 0 = 1) + d 1) 0, Z 0 = 5 + d 5 0 , .. •• (N ach 
Anbringung der Reduktionen auf das Centrum der Stationen: Ergebnis mit Ein
schlufs samtlicher Reduktionen), die Gleichungen (208), [p v 0 v 0] ( (V V)) und 
n - q (Divisor) alles in Zahlenwerten mitgeteilt. Hiernach foIgen die Bedingungs
gIeichungen (198) und die umgeformten Bedingungsgleichungen (203), letztere mit 
den Zahlenwerten der Faktoren und der Widerspriiche, sodann die Gleichungen 
(207) (AusdrUcke der GrOfsen [1], [2 J, [3], .... durch die Faktoren oder 

0) Wie dies zweckmii[sig geschehen kann, ist im folgenden § 62 dargelegt . 
.. ) Das in Klammern beigefiigte sind die von den unserigen abweichenden Bezeich· 

nungen der Landesaufnahme. 

18* 
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Korrelate I, II, III, .... ), die Korrelatengleichungen (206) (Darstellung der Ver
besserungen (I), (2), (3),.... durch die Faktoren oder Korrelate I, II, III, .... ), 
die Endgleichungen (209), die bei Auflosung der letzteren sich ergebenden redu
zirten Endgleichungen, die Korrelaten k A.' k B' ko , .... (F aktoren oder Korrelate 
1, II, III, .... ), [k f] ( ~ ~ ) ), die Verbesserungen (I), (2), (3), .... , 
[pi" v] = [[p v 0 v 0]] + [k f] (Sum me der mit den Gewichten multiplizirten Fehler-

quadrate), [n-q]+r (Beitrag zum Divisor), m2=[ [pv]~ (ee), m(e). 
n-q r 

§ 61. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung von 
Dreiecksnetzen. 

1. Urn ein einfaches, ubersichtliches Beispiel fur die Anwendung des ent
wickelten Verfahrens zu erhalten, nehmen wir aus den Hauptdreiecken der Landes
aufnahme den in Figur 64 dargestellten Teil der Elbkette heraus und behandeln 
diesen Tell als selbstsUlndiges Dreiecksnetz. 

Fig. 64. 

Fur den Punkt P= Redemoissel haben wir bereits im § 32 aus den auf 
diesem Punkte beobachteten Winkeln die wahrscheinlichsten Werte R 1, R 2, R 3 , 

R 4 der Richtungen nach den Punkten P t = Glienitz, P 2 = Hohbeck, P 3 = Pugelatz, 
P 4 = Hohen-Bunstorf nach dem Verfahren fur vermittelnde Beobachtungen abgeleitet. 
Bei den uber dem Centrum des Punktes P ausgefiihrten Winkelbeobachtungen sind 
die Lichter von excentrisch stehenden Heliotropen ejngestellt worden, so dafs die 
im § 32 erhaltenen wahrscheinlichsten Werte der Richtungen noch auf das Centrum 
der Punkte P 1, P 2, P 3, P 4 zu reduziren sind wie folgt: 

I 

Reduktion I Reduzirte Ziel- Richtungen R:) auf das 
I punkte. 

I, 
Centrum. Richtungen. 

0 I " I " " I 0 I " I " 
I 

I I I 
I 59 I P 1 0 

I 
00 00.000 - 8,320 "") , 359 51,680 

P", 82 I 48 00,639 + 0,755 

I 

82 i 48 01,394 
1'3 195 ' 42 46,108 + 11,163 195 I 42 57,271 
P, 269 07 58,369 + 7,262 

I 

269 I 08 05,631 

I I 

II I I 45,116 + 10,860 55,976 
II 

") Vergleiche § 32, Seite 134. 
"") Nach: Die Koniglich Preufsische Landes.Triangulation, Hauptdreiecke, 

Vierter Teil, zweite Abteilung, Seite 87. 
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Diese reduzirten Richtungen fUhren wir als die nach den F ormeln (192) bis 
(195) erhaltenen Richtungen R 01 , R 02, R 03, R 04 in die weiteren Rechnungen ein. 

Ferner Ubernehmen wir aus der Veroffentlichung der Landes·Aufnahme noch: 

(196) [P'V0'V0]=76,10, 'n-q=33, 

wonach ist: 

(197) 

Die ubrigen in die Rechnungen einzufUhrenden Richtungen u. s. w. sind: 

Ziel· PI: Glienitz. (S. 86.)") Ziel· Pa: Pugelatz. (S. 90.) punkte. punkte. 

P 2 ROll 0 00 00,000 I P 4 ROil 296 17 57,200 
P ROG 68 22 57,457 P ROl2 0 00 00,000 
P 4 R07 125 12 31,950 P 2 R ola 42 29 18,595 

[p 'Vo 'V o] = 15,22, [p 'V o 'Vo] =42,72 

'n-q=22, ml=0,83". 'n - q = 22, mt = 1,98". 

P2 : Hohbeck. (S. 92.) P4: H. BUnstor£ (S. 83.) 

P a ROB 190 37 08,596 PI ROl4 55 06 49,095 
P R09 215 12 55,478 P R Ol5 87 25 30,469 
PI R olo 244 01 50,220 P a ROl6 130 18 20,303 

I 
[p'Vo'llo] =29,48, [p '110 '110] = 26,23, 

I 'n-q=22, ml=I,16". 'n- q=22, m I =1,09". 

2. Zur weiteren Fortflihrung der Berechnung mUssen wir nun die Bedingungs· 
gleichungen (198) aufstellen. Die Gesamtanzahl r der zu erfUllenden Bedingungen 
ist in dem vorliegenden Dreiecksnetze, worin zur gegenseitigen Festlegung von 
'np = 5 Punkten 'nr = 16 Richtungen auf 'n8t = 5 Standpunkten bestimmt worden. sind, 
nach Regel (177): . 

I' = 'nr - 2'np - 'n.t + 4 = 16 - 2 . 5 - 5 + 4 = 5. 

Diese Bedingungen zerfallen in Bedingungen II. Klasse und Bedingungen 
III. Klasse und zwar. da hier 'n.,t = 5 Standpunkte durch 'nt = 8 Linien verbunden 
sind, an deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind, nach Regel (181) in 

rJI='nI-'n.t + 1=8-5 + 1=4 

Bedingungen II. Klasse, und da hier ferner 'np = 5 Dreieckspunkte durch 'n. = 8 Drei· 
ecksseiten verbunden sind, nach Regel (183) in 

0) Wir benutzen hier nicht die im § 32, Seite 134 erhaltenen Werte [p '110 Vol = P ['II 'Ill 
=3,192, 'n-q=3, ml=1,03", sondern die einen besserenAnhalt ffirdieBeurteilungder 
Messungsergebnisse gebenden, aus den Unterschieden zwischen den wahrscheinlichsten Werten 
der Winkel und den einzelnen Satzmitteln abgeleiteten Werte der Landes·Aufnahme • 

.. ) Die beigesetzten Seitenzahlen weisen auf die Seiten des angeflihrten Bandes der 
Hauptdreiecke bin, wovon die Richtungen entnommen sind. 
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j'III = n 8 - 2 n p + 3 = 8 - 2 . 5 + 3 = 1 

Bedingung III. Klasse. 
Nach Figur 65, worin die Nummern der Richtungen enthalten sind, ergeben 

sich die den 5 Bedingungen entsprechenden Bedingungsgleichungen (198) in ein· 
fachster Weise wie folgt: 

(198) 

Fig. 65. 

Lla: -R9 +RIO-R5 +R6 -R 1+R 2=SA=180000'01,669'',·) 

LIb: -R12+R1a-Rs +R9 -R 2+R a=SJj=180 0001,841, 

Lie: -R15+R16-Rl1+R12-Ra+R4=Sa=180 0001,556, 

Lid: -R6 +R7 -R 14 +R 15 -R.+R 1=SD=180 0001,365, 

C. S. c: - log sin ( - R 9 + R 10) + log sin (- R 5 + R 6) - log sin (- R 12 + R 1a) 

+ log sin ( - R s + R 9) - log sin (- R 15 + R 16) + log sin (- R 11 + R 12) 

-logsin(-R6+R7) +logsin(- R14+R15)=SE-T0. 

3. Werden in diese Gleichungen die Werte R 01, R 02, R oa, •••• der Rich· 
tungen eingefUhrt, die nach dem Verfahren ffir vermittelnde Beobachtungen aus 
den Beobachtungsergebnissen gewonnen sind, so ergiebt sich ffir die diesen Richtungs· 
werten entsprechenden Betrage Z a' Z 6' Z c' .... : 

(199) 

-R09 +R OlO -R05 +R06 -R01 +.B02 = Za> 

- R 012 + R 01a - R 08 + R 09 - R 02 + R 03 = Zu, 

-R015+Ro16 -ROl1 +R 012 -R oa + R04 = Zc, 

-R06 +R07 -R014+Ro15 -R 04 +R ol = Zd' 
--log sin (- R 09 + R 010) + log sin (- R 00 + R 06) -log sin (- R 012 +R 013) 

+ log sin (- R 08 + R 09) -log sin (- R 015 +R 016) + log sin (- ROl1 + R 012) 

-log sin (- Ros +R 07) + log sin (- R 014 +R 01.,) = Ze' 

wonach ffir die Abweichungen 10 , Iv , Ie' .... zwischen den Sollbetragen SA' S B 1 

So, .... und den Betragen Za' Zb' Ze, .... folgt: 

(200) 
I la_~A-Za, Ib-SB - Zb, 

l lc=Sa-ze, 

Id=SD-Zd, 

Ie =SE-Ze' 

4. Differenziren wir die Gleichungen (199) nach R 01, R 02, R 03, •••• , so 
erhalten wir folgende Differenzialquotienten: 

¥) Die Sollbetrage 180 ° + spharischer Excefs sind entnommen von Seite 130 und 131 
des angefiihrten Bandes der Hauptdreiecke. 
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.A 1 = - 1 , A 2 = + 1, A 5 = - 1, A 6 = + 1, A 9 = - 1 , A 10 = + 1 , 
B2 =-1, B 3 =+I, Bs =-1, Bg =+1, B12=-l, B I3 =+1, 
C 3 = - 1, C 4 = + 1, ell = - 1, C 12 = + 1, C 15 = - 1, C 16. = + 1 , 
Dl =+1, D4=-I, D6 =-1, D7 =+1, Du=-l, D Is =+I, 
E 5 = -lllcotg (-R05 +R 06 ) , 
E 6 = + 1I-l cotg ( - R 05 + R 06) + 1J[ cotg (- R 06 + R 07) , 

(200 E7 =-Mcotg(-R 06 +R 07 ) , Es=-11lcotg(-Ros+Rog), 
E 9 =+lJlcotg (-Ros +Roo) + Mcotg (-R09+Rolo), 
E 10 = - J[ cotg ( - R 09 + R 010) , E 11 = - M cotg ( - R 011 + R 012) , 
E 12 = +lJf cotg (- ROll +R 012) +lJf cotg (-ROI2 +R 013 ), 
EI3 =-M cotg (-ROI2+RoIS), E 14=-Mcotg (-ROI4+RoI5), 
E 15 = +lJf cotg (-R 014 +R 015) +M cotg (-R 015 +R OI6 ), 
E 16 = - 1J[ cotg ( - R 015 + R 016) . 

5. Aus den nach dem Vetfahren fUr vermittelnde Beobachtungen erhaItenen 
Werten R 01 , R 02, R 03, .... R 016 der Richtungen werden die wahrscheinlichsten 
Werte R 1 , R 2, R s, .... R 16 der Richtungen erhalten durch BeifUgung der Ver· 
besserungen (I), (2) I (3) I •••• (16), so dafs wird: 

R2 =R 02 + (2), 1 
RI =R ol + (I), 

(202) Rs =Ros + (3), 

ill; . 'R 0:6'+ (;6'): 

6. Behufs Bildung der umgeformten Bedingungsgleichungen (203) setzen 
wir hier zuerst die Zahlenwerte an , die den Differenzialquotienten E 5, E 6 , 

E 7, •••• E 16 entsprechend in die funfte umgeformte Bedingungsgleichung ein· 
zufilhren sind:·) 

1 
ill ----;; cotg (- R 05 +R 06 ) =+ 0,083, 

(! 
1 

III ?,cotg (- R 06 +R 07 ) =+0,138, 

1 
il[ ----;; cotg ( - R os + R 09) = + 0,460 , 

(! 
1 

11[ ----;; cotg ( - R 09 + R 010 ) = + 0,383 , 
(! 

1 
M ----;;cotg (-ROll +R OI2 ) =+0,104, 

(! 

1 
M ----;;cotg (-ROI2 +R OI3 ) =+0,230, 

(! 

1 
M ----;; cotg ( - R 014 + R 015) = + 0,333, 

(! 

1 
M ----;; cotg ( - R 015 + R 016) = + 0,227 , 

(! 

Die Zahlenwerte sind mit 100 000 multiplizirt angesetzt, wonach wir den 
Widerspruch te in Einheiten der fft n ft en Dezimalstelle der Logarithmen zu 
nehmen haben. 

Mit diesen Zahlenwerten und mit den unter Nr. 4 erhaltenen Zahlenwerten 
der Differenzialquotienten A, B, C, D ergeben sicq die folgenden umgeformten 
Fehlergleichungen: 

(203) 

r 
-(1)+(2)- (5)+ (6)- (9)+\IO)=ta• 

-(2)+(3)- (8)+ (9)-(I2)+(I3)=tb, 

- (3) + ( 4) - ( II ) + ( 12) - ( IS ) + ( 16) = te , 

1 + ( I ) - (4 ) - (6 ) + (7 ) - ( 14) + (IS) = t d , 

- 0,083 (5) +0,221 (6) - 0,138 (7) - 0,460 (8) + 0,843 (9) - 0,383 (10) 

- 0,104 (II) + 0,334 (12) - 0,230 (13) - 0,333 (14) + 0,560 (IS) -0,227 (16) -:-fe • 

OJ Vergleiche § 47, Seite 207. 
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7. Nach §32, Nr. 4, Seite 133 sind die Endgleichungen (194), woraus sich 
die Aenderungen d r 01, d r 02, d r 03, d r 04 fUr die N aherungswerte der Richtungen 
auf dem Punkte P ergeben, : 

if p a a ] = 'v p ) d r 01 + ( [p a f] = - p ( S 1 - a 1 ) ) = 0 , 

([p b b] == v p) dr 02 + ([p b f] = -p (8 2 - (2») = 0, 

( [p c c] = v p ) d r 03 + ([ p c f] = - 'p ( 8 3 - a 3 )) = ° , 
( [p d d ] =v p ) d r 04 + ( [p d f] = -p ( 8 4 - a 4 ) ) = ° . 

. Die Endgleichungen (194), woraus sich die Aenderungen d r 05, d r 06 , •••• d r 016 

fUr die Naherungswerte der Richtungen auf den Punkten P 1, P 2, P s, P 4 ergeben, 
stehen mit diesen Endgleichungen in keiner Verbindung I so dafs wir zunachst zur 
Bestimmung der Koeffizienten Q 11 I Q 12, Q 13, Q 14; Q 22, Q 23, Q 24; Q 33, Q 34; (l H 

die folgenden Gleichungen (204) erhalten; 
vpQ11=I, 
v p Q 12 = 0, 
vp Q'3= 0, 
vp Q14=O, 

Hieraus folgt, dafs 
1 

Qll =-'-, vp 

vp Q21 =0, 
vp Q22 = 1, 
vp Q23=0 I 
'vp Q24=0, 

ist, wahrend aile iibrigen Koeffizienten 

also l.. = "I" = ° 0417. vp 24 I 

VpQS1=0, 
VpQS2=0, 
vpQ33=1, 
VpQ34=0, 

Q33= Ip' I 
v ! 

gleich Null sind. 

vp Q41 =0, 
VpQ42=0, 
VpQ43=0, 
VpQ44=1. 

1 
Q44=~ 

vp 
Hierin ist v = 4, p = 6 , 

Wenn wir nun annehmen, dafs auf den Punkten P 1, P 2, P 3, P 4 die Winkel 
zur Bestimmung der je v = 3 Richtungen ebenso beobachtet seien, wie auf dem 
Punkte P und zur Erreichung des gleichen Gewichtes fUr alle Richtungen die Winkel 
so oft beobachtet seien, dafs p = 8 i!3t·), so erhalten wir weiter auch 

Q 55 = Q 66 = Q 77 = .... Q 16 16 = .~ = 214 = 0,0417 

und fur aile iibrigen Koeffizienten Null .•• ) 

S. Hiernach ergeben sich mit den unter Nr. 6 in den umgeformten Fehler· 
gleichungen gegebenen Zahlenwerten der Differenzialquotienten A, B, .... E die 
folgenden Koeffizienten (l1r), (~), .... (®): 

1
(l1r1 )=-0,0417, '(~2 )=-0,0417'(~3 )=-0,0417,1 (:n , )=+0,0417, 
(l1r2 )=+0,0417, !(~s )=+0,0417,1(~4 )=+0,0417'1 (:n 4 )=-0,0417, 
(l1r o )=-0,0417,(~8 )=-0,0417'[(~11)=-0,0417, (:no )=-0,0417, 
(l1r6 )=+0,0417, 1(~9 )=+0,0417'(~'2)=+0,0417,. (:n, )=+0,0417, 
(l1r9 )=-0,0417, ·(~12)=-0,0417,1(~15)=-0,0417'1 (:n 14 ) =-0,0417, 

(205) (l1r 10) = + 0,0417, ,( ~ 13) = + 0,0417, i ( ~ 1el = + 0,0417, ! (:n 15) = + 0,0417, 

( ® 5 ) = - 0,003 46 , 
( ® 6) = + 0,009 22 , 
(G: 7 ) =- 0,00575, 
( G: 8) = - 0,019 18, 

und die Korrelatengleichungen: ... ) 

( G: 9 ) = + 0,035 15 , 
(G: 10) = - 0,015 97 , 
( ® 11 ) = - 0,004 34 , 
( ® 12) = + 0,013 93 , 

( ® 13 ) = - 0,009 59 , 
( ® 14 ) = - 0,013 89 , 
( G: 15 ) = + 0,023 35 , 
(G: ,6 )= 0,00947, 

'j In Wirklichkeit sind die Winkel anders beobachtet worden, insofern als auf den 
Punkten nicht nur die je 3 Richtungen, die wir in unscrem Beispiele benutzen, bestimmt 
worden sind. 

""j In den Veroffentlichungen der Landesaufnahme sind die Zahlenwerte der Koeffi
zienten Q in den im Winkelregister bei jedem Standpunkte angesetzten Gewichtsgleichungen 
eI)thalten. 

"'j Bei der Landesaufnahme: "Darstellung der Verbesserungen (I), (2), (3 j, .... 
durch die Korrelate I, II, III, .... 
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Fig. 65. 

2. Berechnung der Widerspruche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 

Bezeichnung der Verbessel'ungen epilog 81:n a. 
Winkel. Verbesserungen der log. 

Drei~IPunk·i del' Winkel. log sinf!. 
Winkel. 

ecke., teo o : ' : " i " 
1. 

1 
2. I 3. I 4. I 5. I 6. I 7. 

I I"'-R"" +R,," 
28

1
48154,,, 

i : 

0.3169653\- 0,383(- ( 9) + (IO))I+ a P 2 - ( 9) + (IO)I-IO,233 0,089 
Pi f!: - Roo + ROB 68 22~57,46 - ( 5) + ( 6) + 0,060 9.9683264 + 0,083(-( 5) + (6)) + 0,005 
P r:- R 01+R o2 82:48,09,71 - ( I) + ( 2)1-:0,067 

[ Za 18°1°°1°1,91 ,-10240 , I' 
! SA 18°1°001,67 

I I I I fa 1-1 0,24 
I 

la: - R012+Rola I I - (,,) + ('3)1+ 10,047 b I Pa 42,2918,60 0.1704118 - 0,230 (- (12) + (13))- 0,011 
P 2 ~f!:-R08 +R09 24135146,88 - ( 8) + ( 9) + 0,325 9.6193261 + 0,460(- ( 8) + ( 9)) + 0,150 
P Ir:-Ro2 +R03 112i5455,88 -( 2) + ( 3)(10,109 

: Zb 180'0°1 01 ,36 + 0,481 

I I 

S 18000 01,84 
[ 

B 

fb I+i 0,48 

I la: - R015 +.R016 1 ! I 
c y 42;52149,83 - (IS) + (16)!+(,226 0.167190"0 - 0,227 (- (IS) + (I6))1~0,051 • 

P3 (3: - ROll + B012 63 142,02,80 - (II) + (12) + 0,155 9.9525466 + 0,104 (- (II) + (12)) + 0,016 
F ;1': -Roa +Ro± 7325'08,36 - ( 3) + ( 4)1+ 0,187 I 

! 

I 
Zc 18°:°°1°°,99 i+ 0,568 

I 
I 

Sa 180100m,56 

I .Ie +10,57 I 

-0,138(-( 6) + ( 7)+10,020 I 
la: - R06 + R07 56149134,49 

i 
d Pi -( 6) + (7)-0,147 0.077 2667 

p. If!: - R014 + R015 32)841,37 -(14) + (15);-0,173 9.7279655 + 0,333 (- (14) + (15))1_
1

°,058 
P II': - Ro! + ROl 90:51146,05 -( 4) + ( I) - 0,229 

I Z{j 
I ! 

1-1°,549 
I 18000;01,91 9.9999984 =Ze +0,160 

I SD 18°1001°1,36 0.0000000 =SE I , 

II II 
- 0,55 + 0,16 =fe i , fd 

I 1 
I I 

I i 
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(206) 

Nr·1 A. I B. I o. I D. I 
1 -1 +1 
2 +1 -1 . 
3 +1 -1 
4 . +1 -1 
5 -1 . 
6 +1 -1 
7 +1 
8 -1 
9 -1 +1 

10 +1 
11 -1 
12 -1 +1 
13 +1 
14 .-1 
15 --1 +1 
16 

1+ 1 ' . 

Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

( I) = - 0,0417 kA +0,0417 kD • 

( 2) =+0,0417 k...t - 0,0417 kB , 

( 3) =+0,0417 kB - 0,0417 ka, 
( 4) =+0,0417 ka-0.0417 kp, 
( 5) =- 0,0417 k,A -0,00346 kE , 

( 6) =+0,0417 kA -0,0417 kD+0,009 22 k E , 

( 7)=+0,0417 kD-O,005 75 kE , 

( 8) = - 0,0417 klJ c..- 0,01918 kE , 

( 9) =-0,0417 kA +O,0417 kn +O.03515 kE , 

(10) =+0,0417 k,1 -0,015 97kE , 

(II) = -0,0417 ko - 0,00434kE , 
(I2) =-0,0417 klJ +O,0417 ka +O,01393 kE , 

(I3) =+0,0417 kB --O,009 59 kE , 

(I4) =- 0,0417 kD -0,Q1389 kE , 

(IS) = -0,0417 ka +O,0417 kD+O,02335 kE , 

(I6) =+0,0411 ka - 0,00947 kE • 

II. T. VI. A. 

3. Bildung der FaktoreI/ 

E. II (~) .• ) I (!8) •• ) I (€). ¥) I ( 1) ) •• ) I (€) .• ) 1 A (~). I A (!8 ). I A ( €). ' 
-4,17 +4,17 + 4,17 I 
+4,17 -4,17 + 4,17 -4,]7 

+4,17 -4,17 

-0:083\ 
+4,17 -4,17 

-4,17 : -0,346 + 4,17 
+ 0,221 +4,17 -4,17 + 0,922 + 4,17 
-0,138 +4,17 - 0,575 
-0,460 -4,17 -1,918 . 
+ 0,843 -4,17 + 4,17 + 3,515 + 4,17 -4,17 
-0,383 +4,17 -1,597 + 4,17 
-0,104 -4,17 -0,434 
+ 0,334 -4,17 +4,17 + 1,393 
-0,230 + 4,17 -0,959 
-0,333 ' . -4.17 -1,389 
+ 0,560 -4,171 + 4,17 + 2,335 
-0,227 +4,17 . -0,947 

I + 25,021 - 8,34 1 

4. Auflosung der 

[A (~)]·I [A (!8 )]·I\[A (€)]·II[A (i)] .11 [A (€) ].11 -fa' ¥) I[B US )]'il[B (€)] ·II[B (:l)] ·11 [B (@)]·II - fb··) 

+ 125,0211-18,34 II I 11-18,34 11-13,844 11+124,0 +125,0211-18,34111 . 11+1 3,081 1[-1 48,0 
+ 0,333\ + 0,333 + 0,1536 - 0,959 - 2,78 I . -12,78:- 1,281 + 8,0 

+ 0,297 +122,2411-18,34 IH 2,78 11+11,800 IH 40,0 
- 0,536 

I 
+ 1 0,375 +1 0,125 

1- 0,0809 ~ 1,799 
0,156 

: 0,814 0,201 

\ 

+1 

I ! I + 1,001 1 
k H 0,3!l4 I k +1 2,443 1 1 A 1 I 1 B 

.) Die Koeffizienten (~), (!8), .... (€) und die Widersprliche fa' f b, ... . f. sind 
hier mit 100 multiplizirt angesetzt. 
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Dieselben Korrelatengleichungen erhalten wir, wenn wir nach den Formeln 
(207) die Ausdrucke 

[I]=-kA+kD , 

[2]=+kA -kB , 

[3]=+kB -ko, 
[4]=+ko-kD, 
[ 5 J = - k A - 0,083 k E , 

[ 6] = + k A - k D + 0,221 k E , 
[7] = + kD - 0,138 kE' 
[8] =- kB -O,460 kE' 

[ 9]=-kA +kB +O,843kE , 
[10] =+kA -0,383 kE' 
[II] = - ko - 0,104 kE' 
[12] = - kB+ ko+0,334 kE' 
L 13] = + k B - 0,230 k E , 

[T4 J = - kD- 0,333 kE' 
[IS] = - ko+ kD+O,560 kE' 
[16] =+ ko- 0,227 kE 

bilden 'J und diese zusammen mit den unter Nr. 7 erhaltenen Zahlenwerten der 
Koeffizienten Q in die Gleichungen (208) einsetzen. 

9. Die weiteren Rechnungen konnen ohne weiteres nach den allgemeinen 
Formeln (209) bis (215) ausgefiihr~ werden. Wir lassen daher hier sogleich die 
gesamte Zahlenrechnung folgen: (Siehe die Tabellen auf Seite 281 bis 284.) 

der Endgleichungen. 

IA(~).I A(~).II B UB)·I B (~) ·IB(~).1 B (~)·II O(~). O(~)·I O(~). II D(~)·I D(~)·11 E(~). 

-4,17 1 4,17 1 

I I II ! + 4,17· 
I 

I 1 
1 + i ! , 

I 

I + 4,17 -4,17 1 + 4,17 

I 

+ 4,17 -4,17. + 417 ; , , , 

+ 0,346 : 
i + 0,02b7 

-4,17 + 0,922 

I 

! :+ 4,17 ! - 0,922 + 0,2038 

i 1+ 4,17 -0,575 + 0,0794 

+ 4,17 
1 

1+ 1,918 I + 0,8823 
- 3,515 + 4,17 + 3,515 

I 
\- 2,9631 

-1,597 : + 0,6117 

+ 4,17 + 0,434 + 0,0451 

+ 4,17. -4,17 . -1,393 + 4,17 1+ 1,393 + 0,4653 

+ 4,17 i - 0,959 

: i : 1+ ! 
+ 0,2206 

1 4,17 I + 1,389 +0,4625 
1 + 4,17 - 4,17. - 2,33511 + 4,17 • + 2,335 + 1,3076 , 
1 1 + 4,17 . 1-0,94711 1 + 0,2150 

- 8,341- 3,84411 + 25,021- 8,34 1 1 + 3,081 11 + 25,02 - 8,341- 1,45511 + 25,021 + 2,22711 + 7,4851 

Endgleichungen. 

[O(~)]·II[O(~)]·il [O(~)]·II-fc.') I [D(~)]·II [D(~)]·II -fa:) I[E(~)]·II-f •. ') I Probe. 

25,02 -1 8,34 1 II I 
II 1 I + 7,48511-116,00 

I 
+ 1,455 1-157,0 +1 25,02 + 2,227 ! +. 55,0 1 

- 2,78 - 0,591 + 0,2301 + 0,092' 
- 3,13 1 -11,~5 1+ 

. I 1 . 
0,675 1,- 15,0 -! 0,35 

1-",28' 1+1 8,0 
+10 225- 5 ° 

-I 0:335 11-: 30:9 

-I 0,146 
+1 3,69 
+ 3,24 +,°,719

1 
+ 1,173 

I 

+121,8911-19,39 11-10,780 11-172,0 --I 4,03 -1°,028 --I 2,57 + :.2,368 + 1,521 

+ 10,4111 + 1°,884 I 1+[ 0,4291 + 0,0356 +1 3,289 +1 17,8611+10,836 1!+127,1 -1 0,0391 - 1,27 

I 1 I ~. 0,069 I 11-10,04681-11,517 +1 6,681 
- 12,91 \- ,0,249:1+ 10,309 

• I II' I 0,689 I I ,-, 0,090 +1 3,97711+13,979 
1 I II I ka +1 I 

I kD,H 1,607 2,669 I TeE + 1,932 

0) Bei der Landesaufnahme: Ausdriicke der Grofsen [I], [2], [3], .... durch die 
Korrelate I, II, III, .... 
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10. Wenn, wie im vorliegenden Beispiele, aile nicht quadratischen F aktoren 
der Endgleichungen (19,1) gleich Null sind, so werden nach den Gleichungen (204) 
auch aile die Koeffizienten Q 12 J Q 13, •••• , Q 21, Q 23, •••• , Q 31, Q 32, •••• gleich 

Null, wahrend Q II = [p ~(Z]' Q 22 = [p~ b]' Q 33 = [ph], .... wird, womit sich 

dann nach den Formeln (205) ffir die Koeffizienten (Ill), (fB), ..•• ergiebt: 
Al A2 As 

( 12( ,) = [p a (( ] , ( 12( 2 ) = rpbb] , ( 12( 3 ) = Tpcc]' .... , 
BI B2 Bs 

( fB I ) = -[ - ]-, ( fB el = -[ b-b-] J ( fB 3 ) = -[ -]' .... , pew p pee 

wahrend die Korrelatengleichungen (206), wenn wir noch die Bezeichnungen 
PI=[paa], P 2 =[pbb], P 3 =[pec], ...• einffihren, fibergehen in: 

_AI. BI .-L 
(I)-PIkA+PIkB I .... , 

. A2 B2 
(2)=p- kA+-p kB+ .... , 

2 . 2 

Aa B3 
(3) = P 3 kA + P a kB +····, 
................ , 

und die Endgleichungen (209) in: 

[A:l kA + [~}l kB+···· =f", 

[~Jl k A + [BI~l k B + .... = fb , 

Diese Korrelaten- und Endgleichungen stimmen fiberein mit den im V. Ab
schnitte aufgestellten Korrelatengleichungen (156) und Endgleichungen (157), woraus 
folgt, da[s wir in dem vorbezeichneten Faile den zweiten Teil der Ausgleichung 
auch ohne weiteres ganz nach dem im V. Abschnitte behandelten Verfahren ffir 
bedingte Beobachtungen durchfUhren konnen, wenn wir die nach dem Verfahren 
fUr vermittelnde Beobachtungen erhaltenen Werte ;t 0, Yo, z 0, .... als unabhangige 
Beobachtungsergebnisse mit den Gewichten PI, P 2 J P 3 , •••• einffihren. 

VII. A b s c h nit t. 
Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten 
Werte der zu bestimmenden Gr6fsen und von Funk

tionen derselben. 
1. Kapitel. Fur vermittelnde Beobachtungen. 

§ 62. Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten 
Werte der zu bestimmenden Gr5fsen. 

1. Die Gewichte Px , P y ' Pz ' _... der wahrscheinlichsten Werte .t, 11, Z, •••• 

der zu bestimmenden Grofsen erg eben sich mit den bekannten Gewichten PI, P 2 , 

P a, .... p n der Beobachtungsergebnisse )., I , A 2 J A 3 , •••• An nach den F ormeln (40) 
bis (45), sobald wir die wahrscheinlichsten Werte 3;, 11 , Z, •••• als Funktionen der 
nnabhangigen Beobachtungsergebnisse A" A 2, A a, .... A,. dargestellt haben. Aus 
den F ormeln (111) 
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x=~ + d~, 
y=t)+dt), 
z=5+ d a, 

folgt nun, dafs die Gewichte der wahrscheinlichsten Werte x, y, z, •... gleich den 
Gewichten der Aenderungen d~, dt), da, .... der Nliherungswerte ~, t), 3, '" . 
sind; denn die Gewichte p~, PI)' Pa, •••• der fest bestimmten Nliherungswerte 

I I I 
sind = 00 und demnach ist - - .... = 0 , womit nach Formel (41) 

p. PQ Pa 
folgt, dafs 

I I I I I I 
P" - Pd.' Pu = P dU ' p. - Pda' 

ist. Ebel'lso sind auch die Gewichte der Beobachtungsergebnisse AI, A 2 , A 3 , •••• A. '11 

gleich den Gewichten der Abweichungen fl' f2' fa, •••• fn zwischen den Beob· 
achtungsergebnissen AI, A 2, A 3, •••• A" und ihren Niiherungswerten ll' l2' 

l3, ••.• 1", da letztere aus den Nliherungswerten ~, t), 3, .... der zu bestimmenden 
Gr5fsen immer mit solcher Genauigkeit berechnet werden k5nnen, dafs ihnen 
auch das Gewicht 00 zugeschrieben werden kann. Demnach k5nnen wir auch die 
Gewichte Px , Pu' p., .... der wahrscheinlichsten Werte x, y, z, .. .. nach den 
Formeln (40) bis (45) erhalten, wenn wir die Aenderungen d~, dt), da, .... als 
Funktionen der Abweichungen f 1 , f 2 , f 3, •••• f n darstellen. 

2. Urn die Aenderungen d~, dt), da, •... als Funktionen der Abweichungen 
fl' f2' f3, •••• fn darzusteIlen, l5sen wir zuerst die Endgleichungen 

(216) I [paa]d~+[pab]dt)+[pac]d3+· ... [paf]=0, 
[p ab 1 d~+[pb b ]dt)+[p bc]da+ .••. [p bf) =0, 
[p ac] d~+ [p be] dt)+ [p ee] da+ •... [p of) =0, 
...................................... 

allgemein nach d~, dt), da, .... auf und zwar mit Hulfe der Koeffizienten Q 11, 

Q 12, Q 13, •••• ; Q 21, Q 22, Q 23, •••• ; Q 31, Q 32, Q 33 , •••• ; •••• , die wir wiederum, 
wie im § 60 derart festsetzen, dafs sie den folgenden Gleichungen genugen: 

(21'1 a) 

(217 b) 

(21'1 c) 

{
' [p a a] Q 11 + [p a b] Q 12 + [p a 0] Q 18 + .... = I , 
[p a b] Q 11 + [p b b] Q 12 + [p b 0] Q 18 + .... = 0 , 
[pac] Q11+[pbo] Q12+Lpcc] QI3+ ••.. =0, 
.............................. . "' 

f [p a a] Q 21 + [p a b] Q 22 + [p a 0] Q 23 + .... = 0, 
[p a b] Q 21 + [p b b] Q 22 + [p b c] Q 23 +. " . = I, 

l ~~ ~~]. ~~1.~ ~~ ~ c.]. ~2.2 ~ [.p.c.o.] .Q.2~:::': • . ~; 

I [paa] Q31+[pab] Q32+[pac] Q83+ •... =0, 
[p a b] Q 81 + [p b b] Q 32 + [p be] Q 33 + .... = 0 , 
[pac] Q31+[pbe] QS2+[pee] Q83+ .... =I, 
••••••••••••••••••••••• 0, •••••• •• , 

Wir multipliziren die Endgleichungen (216) zuerst mit den Koeffizienten 
Q 11, Q 12, Q 13, •••• , addiren danach aIle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 
der Gleichungen (21'1 a) : 

(1 a") d~=-[paf) Q11-[pbf) QI2-[pCf) QI3- •• ·• 

Sodann multipliziren wir die Endgleichungen (216) mit den Koeffizienten 
Q 21, Q 22, Q 23, •••• , addiren danach aIle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 
der Gleichungen (21'1 b) : 

(Ib") dt) = - [p af) Q21 - [p bf) Q22 - [p ef) Q23 - ...• 
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Ferner multipliziren wir die Endgleichungen (216) auch mit den Koeffizienten 
Q 31, Q 82, Q 33, .... , addiren danach aIle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 
der Gleichungen (217 c) : 
{I C·) dj =-[p at] Q31- [p bt] Q82 - [p ct] Q38-.· .• 

U. s. w. 
S. Die Gleichungen (1·) konnen wir auch schreiben wie folgt: 

d'&=-Pl a lfl Q11-Pl b lfl Q12-PI C lfl Q13- .... 
- P 2 a 2 f 2 Q 11 - P 2 b 2 f 2 Q 12 - P 2 C 2 f2 Q 13 - •... 
- P 3 a afa Q 11 - P a b 3f3 Q 12 - P 3 c 3fa Q 13 - •... 

-p .. anf .. Q11-P .. b .. fn Q12 -Pn c • .i .. Q13- .... ' 

d t) = - P 1 a 1 f 1 Q 21 - P 1 b 1 f 1 Q 22 - P 1 C d 1 Q 28 - ... . 
- P. a d. Q 21 - P. b 2f2 Q 22 -P 2 c 2f2 Q 28 - •... 
- P 3 a sf 8 Q 21 - P 3 b af 8 Q 22 - PaC 8f 8 Q 2a - •... 

- P nan f n Q 21 - P n b n f" Q 22 - p .. c" f .. Q 28 - •... , 

dj =-P 1 alfl Qal -P 1 b l fl Q32 -Pl C Ifl Q88-.··· 
-P2 a2f2 Qal-P2 b.f. Q82-P2 C 2f2 Q3S-· .. · 
-P a asfa Q31 -P s bafa Qa2 -P s csfs Q8a-···· 

Setzen wir nun: 

a 1 = Vp-;: a 1 Q 11 + 5t b 1 Q 12 + 5t c 1 Q 18 + .... , 

a 2 = vF; a 2 Q 11 + VP 2 b 2 Q 12 + VP 2 c 2 Q lS + •... , 

aa=VP3 as Qll +VPs b s Q12 +VP3 Ca Q1S + .... , 
· ............................... , 
an =Vi.>n Qll +VP .. b .. Q12 +VP .. cn Q13+ •... ; 

fli =VPl al Q21 +VPl b l Q22 +5t C l Q2S+ .... ' 

fl 2 = VP 2 a 2 Q 21 + -y'1J; b 2 Q 22 + vF; C 2 Q 2S + .... , 

fla =V.P;; as Q21 +-y'1i:;b a Q22+VPa C a Q2S+" ... , 
· ............................... , 
fl n = vi;. a" Q 21 + vi: b n Q 22 + vi;. c .. Q 2a + .... ; 

rl=Vpl a l Qal+VPl b l QS2+VPI C l Qaa+ .... ' 

r2=Vp2 a2 QSl +VP. b 2 Qa2+VP2 C 2 Qa3+ ... ·' 

r3 =VP3 as Qal +VPs b S Qa2 +VPaca Q3S+ ... ·' · ............................... , 
rn=VP>ll QS1+Vp~b" Q32+VP:e" Qaa+ .... ' · ................................ , 

so gehen die F ormeln (1·) aber in: 

{ 

d,& = a t.VPtfl + a 2 -y'1J;f. + a a Vpsfa + .... an Vp'n fn = [a V~t], 
w) dt) = fl 1 Vpdl + fl2 VP.f2 + flaVpsfs+ .... fln Vp" fn = [flVP l], 

,dj = r 1 Vpdl + r. -y'1J;f2 + r a -y'1J;fs + .... rn VP n fn = [rVP' t], 
............................................ 

womit die ,Aenderungen d,&, dt) , dj, •.•• als lineare Funktionen der Abweichungen 
fl' f. , fa, ..•. fn' deren Gewichte P 1, P" P 3, •••• P 11 sind, dargestellt sind. 
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4. Unter Beachtung der Ausfuhrungen unter Nr. 1 ergiebt sich hiernach und 
nach Formel (43) fur die Gewichte Px , Py ' p., .... der wahrscheinlichsten vVerte 
x, y , z, .... der zu bestimmenden GrOfsen: 

(4') 

1
1' 
~"_a1a1+a2a2+a3aa+ ...• a"a,, [aa], 

l p; - [3, [3, + [32 [32 + [3 3 [33+ .... [3n [3" - [[3 [3] , 

1 
p=l'l 1'1 +1'2 1'2 + 1'3 1'3+ .... "In "In = [1'1'], 

z ................................. 
und danach fUr die mittleren Fehler Me' JJIy , 11Iz ' ..•. der wahrscheinlichsten 
Werte x, y, z, .... der zu bestimmenden GrOfsen nach Formel (35): 

(5') 1.1I" = ± m 1 / ;" My = ± m 1/ ;" M. = ± m 1 / -} .... V x y V z 

5. Wenn nun auch im Vorstehenden samtliche Formeln gegeben sind, wonach 
die Gewichte P~, Py , p., .... erhalten werden konnen, so sind doch noch weitere 
Entwickelungen notwendig, urn zu F ormeln zu gelangen, wonach die Zahlenwerte 
dieser Gewichte einfacher erhalten werden konnen, wie nach den bisher entwickelten 
Formeln. 

Multipliziren wir zu dem Zwecke die Gleichungen (2*) zuerst mit yp;: a 1 , 

vp-;;a2, VP aa 3 , ...• VPnu", sodannmitVP,b" VP2 b 2, VP3 b 3, .... Vp"b", ferner 

mit VP 1 c 1, vz;-; C 2, VP a c 3, •••• vp: ell U. s. w. und addiren wir danach die einzelnen 
GleichungsgruppeD, so erhalten wir unter Beachtung der Gleichungen (217): 

(6 a') 

(6b¥) 

(6c) 

f [v~aa]=[pau] Q11+[pab] Q'2+[pac] Q,3+ .... =1, 

[ V P b a ] = [p u b] Q 11 + [p b b] Q 12 + [p be] Q 13 +. . .. = ° , 
1 ~~~~~] .. . [~.a.c~ .Q.,~:.[~.b~~ ~.'2.:.[~~~]. ~~3.~:''':~.O: 

'tf 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ., 

[via[3]=[po,a] Q21+[pab] Q22+[pac] Q23+ .... =O, 

[ vi b [3] = [p a b] Q 21 + [p b b ] Q 22 + [p be] Q 23 + .... = 1, 

[ vpc [3] = [p a c] Q 21 + [p b c] Q 22 + [p c c] Q 23 + .... = 0, 

f [Vp-al']=[pa{!] Q31+[pab] Q32+[pac] Q33+ .... =O' 

J [vp b I' ] = [p a b] Q 31 + [p b b] Q 32 + l p b c ] Q 33 + .... = 0 , 

t ~~~~~] .. . [~.a.c~ ~.31.:.[~~~]. ~~2.~~~C.C?~3~:.':'''.,~: 
Multipliziren wir nun weiter die Gleichungen (2') zuerst mit a 1 , a 2, a 3 , •••• an ; 

sodann mit [3 1, [32, [3 3, .... [3,,; ferner mi~ A 1, A 2 , A 3 , .... An u. s. w. und addiren 
wir danach aile Gleichungsgruppen unter Beachtung der Gleichungen (6') , so folgt: 

[ a a ] = [vp-a a] Q 11 + [vib a] Q 12 + [Vpc a] Q 13 + .... = Q 11 , 

[a [3] = [VPC! [3] Q 11 + [vib [3] Q 12 + [Vp-c [3] Q 13 + .... = Q 12 = Q 21, 

[a 1'] = [vpa 1'] Q11 + [VPb 1'] Q,2+[VPC 1'] Q,3+ .... = Q'3= Qal, 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • J 

(7*) [[3 [3] = [vpa [3] Q21 +[vib [3] Q22 + [Vp-c [3] Qn+ .... = Q22, 

[ [3 I' ] = [Vp a I' ] Q 21 + [VPb I' ] Q 22 + [Vpc r] Q 2a + .... = Q 23 = Q 32; 

[ r r] = [Vp a r] Q 31 + [VPb r 1 Q 32 + [Vp'c r] Q 33 + .... = Q 33, 
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Hiernach und nach den Formeln (4') und (5') 

(220) 1 1 
P = [a a] = Q 11, P = [p p] = Q22, 

x y 

ist dann: 
1 

7' = [ r r ] = Q33 , 
z 

...... , 

(221) ]If", = ± In 1 r~_, ]lfy = ± In 1 / j-, 
V x V y 

...... , 

Die Koeffizienten Q 11, Q 22, Q 33, . . .. sind bestimmt durch die Gleichungen 
(217) und so mit erhalten wir die reziproken Werte der Gewichte p.~, Py , P z , •••• 

durch Auflosung der Gleichungen (217) nach diesen Koeffizienten. 

6. Die Gleichungen (211) haben die Form der Endgleichungen (118), so dafs 
wir sie nach dem im § 27 behandelten Verfahren auflosen konnen. Die Faktoren 
[paa], [pccb], [pac], .... ; [pbb], [pbc] ••.. ; [pcc]; .... ; ...• der Koeffi-
zienten Q 11, Q 12, Q 13, .... ; Q 21, Q 22, Q 23, .... ; Q 31, Q 32, Q 33, .... ; .... 
stimmen uberein mit den Faktoren der Aenderungen d);, dt), d5, .... in den End
gIeichungen (U8), wonach, wenn die Auflosung dieser Endgleichungen vorIiegt, 
es bei Auflosung der Gleichungen (217) entbehrlich ist, die Faktoren m 2, <E 2, •••• ; 

<E 3 , •••• ; •••• der reduzirten Endgleichungen nach den Formeln (120 b) neu zu 
bilden und die Auflosung der Gleichungen (217) beschrankt werden kann auf die 
nach den Formeln (120 b) erfoIgende Bildung der Werte lY 2, lY 3, .... und auf 
die Berechnung der Koeffizienten Q 11, Q 12, Q 13, .... ; Q 21, Q 22, Q 23, .... ; Q 31 , 
Q 32, Q 33, .... ; .... , oder da nach den Gleichungen (7') Q 12 = Q 21 , Q 13 = Q 31, .... ; 
Q 23 = Q 32, .... ; .... ist, auf die Berechnung der Koeffizienten Q 11, Q 12, Q 13 , .... ; 
Q 22, Q 23, .... ; Q 33, .... ; .... 

Zuerst ist nun fUr die Gleichungen (217 a) : 

fl=-I, h=O, f3=O, 
und somit nach den Formeln (120b). 

6, 
lY2=--f" a, 

C, <E 2 q; 
lY3=-a,f'-m2u2, 

.,. 0' 

und nach den Formeln (123) fUr die aus diesen Gleichungen zu be-
rechnenden Koeffizienten Q 11, Q 12, Q 13, .... ,: 

(218 a) ... , 
QI3=···· - t, 

Q'2= -~: QI3-.··· - ~:, 
Qll =-~ Q'2 _-'i Q13 - .... _h. 

a1 a, a, 

Sodann ist fur die Gleichungen (217 b) : 

f,=O, f2=-I, .... , 
und somit nach den Formeln (120b): 

lY2=-I, I lY a =-::lY2 .• 0. , 

und nach den Formeln (123) fur die aus diesen Gleichungen zu be-
(21Sb) rechnenden Koeffizienten Q 22, Q 23, •••• ,: 

.... , 
Q23=····-i~, 

Q22=-~: Q23- .... -~> 
Koll. 2. Ana. 19 
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Ferner ist fur die Gleichungen (217 c): 

f,=O, I h=O, L=-l, .... i 

und somit nach den Formeln (120 b) : 
\Y2=O, I \)'3=-1, .... , 

und nach den Formeln (123) fur die aus diesen Gleichungen zu be-
(21Sc) rechnenden Koeffizienten Q 33 , 

... "' 
~3 Q 33 = .... - 7<-- , 
"'3 

u. s. w. 
Mit den in den Gleichungen (218) fur f" f 2, f", .... , B 2 , \y 3, •••• ange-

fuhrten Werten erg eben sich nach Formel (127) die Rechenproben: 

§ 63. Gewichte und mittlere Fehler einer Funktion der wahr
scheinlichsten Werte der zu bestimmenden GrOfsen. 

1. Wenn das Gewicht P [, und der mittlere Fehler llfL einer Funktion 
(222) L=cp(x,y,z, .... ) 

der wahrscheinlichsten Werte x, 11, Z, •.•• der zu bestimmenden GrOfsen, die in 
ein und derselben Au_sgleichungsrechnung vorkommen, ermittelt werden solI, so 
durfen wir dies nicht ohne wei teres nach den Formeln (4;'») und (m1) ausfuhren, 
weil die Werte x, 11 , Z, •••• nicht unabhangig von einander sind, sondern samt
lich Funktionen' der von einander unabhangigen Beobachtungsergebnisse A" A 2, 

A 3, •••. An oder der Abweichungen I I, 12, 13, .... In sind. Deshalb mussen 
wir, urn das Gewicht oder den mittleren Fehler von L zu finden, L zuerst als 
Funktion von A ,. A 2, A 3, ••.• An oder 1,,12, fa, .... In darstellen. 

Fuhren wir fUr die partiellen, Differenzialquotienten von cp (x, y, z, .... ) 

= p (6 + d~, t) + dt), cr + do, .... ) nach 6, t), 0, .... die Bezeichnungen 

(223) 1, = ;~ , 12 = ~ ~ , 13 = ~~ , 
ein, so wird: 
(1*) L=p(x, y, z, .... )=cp(!;, t), cr, .... )+I,d~+12dt)+13d3+ .... 
und wenn hierin fur d ~, d t), d3, .... die Werte in (3') des § 62 eingesetzt werden 
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(218 a) 

(218b) 

(218 c) 

Nach diesen Formeln ist fUr einen Fall, wo die Gewichte fUr 5 zu be
stimmende GrOfsen zu berechnen sind, das folgende Schema zur Berechnung von 
Q 11, Q 12, •••• Q 15; Q 22, Q 23, •• •. Q 25; Q 33, Q a4, Q 35; Q 44, Q 45; Q 55 aufgestellt, 
wonach das Rechenschema auch fur jeden anderen Fall ohne weiteres angeordnet 
werden kann: 

(2*) L=rp(~, t), 3, .... )+(aI 11+,81 12+yl 1a+ .... )-VP,[, 
+ (a 211 +,8 2 l2 + y 2 1a + .... ) YP;f2 

+ ( a all +,8 a l 2 + y ala + .... ) ~fa 

+ (an II +,8 n 12 + y n la + .... ) -VF;.fn • 

Hiermit erhalten wir dann nach Formel (43) fUr das Gewicht P L von L: 

(3·) ) = ( a I II + ,3 I 1 2 + y I I a + .... ) 2, 

L+(a2 11+,82 12+y2 1a+ .... )2, 

+( aall +,8a I 2+ra 1a+ .... p, 

oder: 

W) 1 
p=[aa]llll+2[a,8]lll2 2[ay]I,la+ .. .. 

L + [,8,8]1212+2[,8y]12 1a+ ... . 

+ [yy]la1a+ ... . 

oder nach den Gleichungen (7·) des § 62: 
+ .... , 

(224) 1 
p- = II II Q 11 + 211 12 Q 12 211 13 Q 13 + ... . 

L + 1212Q22+21213Q2a+ ... . 

+ la 1aQ33+"" 
+ .... 

19* 
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2. Fuhren wir noch die Hulfsgrofsen Q" Q 2, Q 3, • • •• ein und setzen diese 
derart fest, dafs 

f [paa]Q,-f[pab]Q2+[paclQ3+ .... =I" 
[p a b 1 Q, + [p b b] Q 2 + [p bel Q a + .... = 12 , 

t ~~~~]. ~~:.[.p.b.c~ .Q::~~c.c.l.~a.:: ... : .. I.a: 
(225) 

und damit nach (I') und (7') des § 62: 

(5*) Q 2 = l, Q 12 + 12 Q 22 + la Q 23 + .... , ( 
Q, = I, Q 11 + l2 Q '2 + la Q ,a + .... , 

.Q.a .. ~'.~1.a~l.2.Q."~:.I~ ~.aa.:: ... :: 
wird, so wird: 

(227a) 

Indem wir dann weiter die Bezeichnungen der Formeln (120 a) einfuhren 
jedoch fur f 1, f 2, fa, .... die Differenzialquotienten I, , l2' la, .... nehmen, dann 
die Grofsen ~ 2, ~ 2, •••• ; ~ a, .... ; .... nach den Formeln (120 b) und dazu: 

(226) £ 2 = l 2 - ~ l, , [I £ a = I a - ~ I, - ~ ~ £ 2 , I 
a, a , ~2 

bilden, erhalten wir nach Formel (127) noch einen zweiten Ausdruck fur -~ 
P D ' 

namlich: 

(227b) 
1 l, £2 £a + 

1:'=-l, +W£2 +«-£a .... 
L a, "-'2 ""3 

Hiernach folgt nach Formel (35) fUr den mittleren Fehler ML von L: 

(228) 

1 
S. Die Zahlenwerte von Q" Q 2, Q 3, •••• und von p konnen zweckmafsig 

[. 

nach dem folgenden Schema (229) fUr die Auflosung der Gleichungen (225) berechnet 
werden, das dem Schema fur die Auflosung der Endgleichungen (118) nachgebildet 
ist, mit Weglassung der Berechnung der Grofsen ~ 2, G: 2, •••• ; G: a, .... ; .... 1 

deren Zahlenwerte ebenso wie die der Grofsen a" Ii" c" .... unverandert aus 
der Auflosung der Endgleichungen im Schema (124) zu ubernehmen sind. Das 
Schema ist eingerichtet fUr den Fall, dafs q = 5 Endgleichungen vorliegen; fur jeden 
anderen Fall kann es leicht vereinfacht oder erweitert werden. 

i ! 
I I, 12 la I. i l5 Gewicht PL' 

Ii, 0, 
I 

+~l, --I, -~l, --1, -~l, +l, Q, a, a, a, a, a, 

+~ =£2 . G:2£ ~2 -~~22 +~22 +1 2 Q2 1-- 2 
--22 a, ~2 ~2 ~2 ~2 

(229) 
+~ 

I 
~a ~a +~:2a -~Q5 

I 
=2a - --- 2a --2a +la Qa a, ~2 

[ 
(£a (£a 

_ 0, Q. -~Q5 +~ =2. 
~4 + 2'2. +1. Q. ---2. a, ~2 ~a ~. ~. 

-~Qa 
a, 

_~2 Q. I 

~2 
- ~a Q5 

~a 
+ 2. 

~. 
=25 + 2525 

~s 
+15 Q5 

Ii, I -~--"-Qa _~a Q. 
I 

_ ~. Qs +~ 1 
--Q2 

I 
=PL 

-a, ~2 ~a ~. ~s 

=Q, I =Q2 I =Qa I =Q. =Qs 
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§ 64:. Beispiele zu dem in den §§ 62 und 63 entwickelten 
Verfahren. 

293 

Die entwicke1ten Formeln u. s. w. wollen wir jetzt auf die im IV. Abschnitte 
behandelten Beispie1e anwenden, soweit dies von Interesse ist. 

1. Zu § 31. Bogenschnitt gemessener Langen. 

Zur Berechnung der Gewichte P"" Pg und der mittleren Fehler M"" ]Jfg der 
wahrscheinlichsten Werte x, y der Koordinaten des Punktes P haben wir: 

ft =-1, 1 

lY2 =+ !> (220) { ; = Q1l, 

(218 a) Q12=-~> p-;=Q22; 

Q1l =-~ Q12+~; 
a1 a1 

f lY2 =-li 1 Q22=+?H 2; 

(221) 
(218 b) 

Die vier Formeln zur Berechnung von Q 11 konnen zusammengefafst werden zu: 

Q11 =+ iiI ~~+~=+~~ (iiI iiI +?H2) 
a1 a1?H 2 a1 ?H2 a1 a1 

= + ~ ~ (~Ii 1 + Ii 2 - ~ Ii 1) = + ~ Ii 2, 
?H2 a1 a1 a1 ?H2 a1 

so dafs wir flir den Fall, dafs nur 2 zu bestimmende GrOfsen x, y vorliegen, die 
einfachen Formeln haben: 

Q11=+}_1i 2, 
?H2 a1 

Hiernach gestaltet sich die Auflosung der Endgleichungen und die Berechnung 
der wahrscheinlichsten Werte x, y der Koordinaten, sowie der Gewichte P." Pg und 
der mittleren Fehler M"" My in unserem Beispie1e wie folgt: 

[[+[15,171 iiI +\0,62 1 f1 11-\2,45 1i2 14- 11,82 f2 - 2,93 Probe. 

1i1 

1- 0,041 _h !+lo,161 -~1i1~ 0,03 iiI H- 0,10 _hf1 0,394 --f1 -
a1 

a1 I 
a1 a1 al 

1i1 I 
?H2 r+- 11,79 lY2 2,83 - ~-~ lY2 0,679 --dt) -0010 - -

a1 I ' ?H2 
Ii, 

0,78 d"& Ho,151 dt)=-~...! r 0,240 Z -1 1,073 --
a1 ?H, 

Q 1 1i2 1 0,0661 1 1 
0,0848 f1 d"& 0,370 11 =--=---- Q22=-=-- -

Pro a1 ?H, P g ?H, 

It 

I I 
Pa; 15,1 

II 

I 

I 
Py 11,8 hdt) - 0,703 

II 1 z -1 1,073 

x ="& +d"& =6 323,76+0,15=632~,91m, Moo = ± m V ~'" = ± 0,50 . 0,26 = ± 0,13 m , 

y = t)+dt) = 2 306,00 +0,24= 2 3oo,24 m, My=±mV ~g =±0,50·0,29=±0,14m, 
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2. Zu § 32. Richtungsbestimmungen aus vVinkelbeobachtungen. 

1. Den im § 32, Nr. 4 entwickelten allgemeinen Endgleichungen entsprechen 
auch die Endgleichungen: 

(118) 

(120 a) 

(120 b) 

f vpdr,=-[pa{L 
{ v p dr 2 = - [p b f] , 

l ~:~~~ .. ~~1~~~]: 
Demnach sind die hier zu benutzenden Faktoren der Endgleichungen: 

{ ,,~~+.p, 

{ ~2=li2=+VP, 

C,=O, ........ , 
C2=0, ........ , 
C3=+VP, .... , 

<:£2=0, 
<:£3=C3=+VP, 

.... , 

...... , 

Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (218) 

(218 a) 

(218 b) 

(218 c) 

{
fl ~.1' 
Qll- Vp ' 

L =0, fa =0, .... , 
lJ2 =0, lJ3 =0, .... , 

Q'2=O, 

f2 =-1, 
lY2 =-1, 

Q'3 =0, ..... 

f3 =0, ..... , 
lY3=O, ..... , If 1 0; 

Q 22 - ~ , Q 23 = 0, .... , 
vp I f, =°1' f2 =0, fa =-1, .... , 

lJ2=0, lJ3=-1, .... , 

Qa3= .. 
vp' 

......................... 

Hiernach ist Q 11 = Q 22 = Q 3a = .... = ~1~, ferner das fUr alle ausgeglichenen 
vp 

Richtungen gleiche Gewicht P nach Formel (220): 

P=vp, 

und der ebenfalls fUr alle Richtungen gleiche mittlere Fehler Jl[ nach Formel (221): 

llI=±ml/l. V vp 

In unserem Beispiele sind zur Bestimmung von v = 4 Richtungen die Winkel 
derart beobachtet worden, dafs das Gewicht der Beobachtungsergebnisse p = 6 ist. 
Somit ist das Gewicht der ausgeglichenen Richtungen 

P=vp=4· 6=24 

und ihr mittlerer F ehler 

Jl[ = ± m V:~~ = ± 1,03 V2~ = ± 0,21". 

2. Der wahrscheinlichste Wert TV". '" eines Winkels wird aus den aus
geglichenen Richtungen R n und R", erhalten nach: 

lV".m=-R,,+Rm· 

Somit ist nach Formel (223): 
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oW".", oW".", 
l .. =-r-R =-1, l"'=TR-=+I, 
on'" 

.$Odann, da nach Nr. 1: Q,w=Qmm= vIp' Q"m=O ist, nach Formel (~2i): 
1 1 1 2 1 

---=--+-=-oder Piv=--vp P w vp vp vp 2' 

ferner nach Formel (228): 

llIw= ± m -V~~ = ± m -V~p' 
wonach in unserem Beispiele das Gewicht der wahrscheinlichsten Werte W der 
Winkel 

und ihr mittlerer Fehler: 

ist. 

.lJ.Iw = ± m -V v2p = ± 1,03 -V i2 = ± 0,30" 

3. Zu § 33. Richtungsbestimmungen aus Richtungsstltzen. 

1. Verfahren. 

1m § 33 haben wir zur Bestimmung der Richtungstlnderungen d r 1 , d r 2 , •••• d r 6 

unter Nr. 14 die Endgleichungen 

3dr 1 _dOIII =0, 

3dr.-doI =0, 
3dra-doIV =0, 

und zur Bestimmung der Aenderungen 
winkel unter Nr. 13 die Endgleichungen 

+ !-.!. dOl 
3 

3dr.-doI =0, 
3drs-doIV =0, 
3drs-doII =0, 

1 IV +adO -45,7=0, 

+ 13 d II - 1 d III + 47 3 0 a O a O ,=, 

_}_doII+13 doIII +226-0 3 3 ' - , 
1 I 11 +a do +-3 doIV - 24,3=0. 

Von den diesen En::lgleichungen entsprechenden reduzirten Endgleichungen 
(122) stimmen die ersten acht uberein mit den angefuhrten Gleichungen und die 
beiden letzten sind 

+ 4,30 d OIII+ 26,2 = 0 , 

+ 3,64 doIV - 20,2 = O. 
Demnach sind die Faktoren der reduzirten Endgleichungen mit den Bezeich· 

nungen der Formeln (120a) und (120b): 

Ql=+3, I {I,=o, I c,=o, 1 11 ,=0, 
lB.=+3, It.=o, 1).=0, 

Ilt.= + 3, I 1).=0, 
11).=+3, 

'1=0, 
Q;.=O 
Q;o= 0, 
Q;.=o, 
Q;.=+3, 

9,=0, 
QS,=o, 
QS.=o, 
QS.=o, 
QS.=o, 
QS.=+ 3, 

~,=o, 

.fi.=-l, 

.fi. =0, 

.fi.=-1, 

.fi.=o, 

.fi.=o, 

.fi7=+M7, 

11=0, 
.3',=0, 
.3'.=0, 
.3'.=0, 
.3'.=0, 
.3'6=-1, 
.3'7=0, 
.3'.=+4,33, 

f,=-l, 
.It.=o, 
.It.=o, 
oIt.=o, 
oIt.=o, 
R6=0, 
Si',=o, 
Si'8=-0,33, 

1.!f 9 =+4,SO, 

1,=0, 
l!.=o, 
~.=---1 , 
t'.=o, 
1\=--1, 
1'.=0, 
\!7=+0,33, 
1'.=0, 
1'.=0, 
t',o= + 3,64. 
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Damit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Q 11, Q 22, •••• Q 66 nach den 
Formeln (218) wie folgt: 

fl=-I, ~2=~3=~4=~5=~6=~7=~8=0, ~9=-~fl=---31, ~1O=O, 
al 

ft + ~ 9 1 + 0,33 ° Q 11 = a;- f 1 st 9 ~ 9 = "3 4,30 ,33 = 0,36 ; 

~ 2 = - 1 , ~ 3 = ~ <I = ~ 5 = ~ 6 = 0, ~ 7 = - ~: ~ 2 = - -}, ~ 8 = ~ 9 = 0 , 

~ 10 = - : : ~ 7 = + 0,03 , 

Q _~2 +~7 +~10C!: _1 +°,33033+°,03003-036' 
22 - }8 2 ~ 2 ~ 7 ~ 7 210 V 10 - "3 3,67' 3,64' -, , 

~3=-1, ~<I=~5=~6=~ 7 =~8=~9=0, ~10=- ::~3=--}' 
Q _ ~ 3 + ~ 10 _ 1 + 0,33 ° 33 - ° 36 . 

33 - (£ 3 ~ 3 2 10 ~ 10 - "3 3,64' -, , 

~4=-1, ~5=~6=0, ~7=-~:~<I=-i, ~8=~9=0, ~10=::~7=+0,03, 

1 + ml 

1- 24 

Q _ ~ <I + ~ 7 . + ~ 10 C!: _ 1 + 0,33 ° 33 + 0,03 ° 03 - 0 36 . 
44 - i) <I ~ <I ~ 7 ~ 7 2--;:~ v 10 - "3 3-;-67' 3,64' -, , 

~ 5 = - 1, ~ 6 = ~ 7 = ~ 8 = ~ 9 = 0, ~ 10 = - ~ : ~ 5 = - 0,33 , 

_ ~ 5 '" ~ 10 _ 1 + 0,33 ° 33 - ° 36 . Q55-G;50'5+210~1O-"3 3,64' -.' , 

c, 

_.!'.! 
al 

+ 0,081 _.!'.! - 0,027 
a, 

-~ 
a, + 0,081 

I 

0,00 I 0,00 Probe. 

0000 _ il'. , :r-. 24 Qll + 5,25 

+ 0,018 = Q14 + 0,219 

AuflOsung der 

b. ~103 c. 
b, b, 

--b, - 1 --c, 
01 Ot 

lB. + 102 <1:. 

Berechnung der 

f. 24 

+ 0,237 
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3' 6 = - 1, 3' 7 = 0, 3' 8 = - i~ lY 6 =. - i, lY 9 = - : : lY 8 = - 0,03, lY 10 = ° , 

Q lY 6 + lY 8 + lY 9 1 + 0,33 + 0,03 3 3 
66 = ®6 lY 6 ~ 8 lY 8 .It 9 lY 9 = 3 4,33°,33 4,30 0,0 = 0, 6. 

Hiernach sind die Gewichte P 1 , p" ...• P 6 und die mittleren Fehler ]}f 1, 

]}l. , M 6 der wahrscheinlichsten Werte R 1, R., .... R 6 der Richtungen 
sltmtlich: 

(220) 
1 1 

P= Q = 0,36 = 2,8 , (221) M = ± m VQ = ± 13,0·0,6 = ± 7,8" . 

Wenn in allen Slttzen aIle Richtungen vorkommen, wird a 1 = ~ 2 = ~ 8 = .... = n 
und werden aIle ubrigen Faktoren der reduzirten Endgleichungen = 0, so dafs 
dann P=n wird. ¥) 

4. Zu § 34. Richtungsbestimmungen aus Richtungsslttzen. 

2. Verfahr en. 

In dem im § 34 behandelten Beispiele sind die wahrscheinlichsten Werte 
R 1 , R 2, R 3, R 4 der Richtungen, deren Gewichte P 1 , P 2, P 8, P 4 und mittleren 
Fehler Jll 1 , M 2 , M 3, lJl 4 uns aHein interessiren, vollstitndig bestimmt durch die 
aus den reduzirten Fehlergleichungen abgeleiteten Endgleichungen .. Wir konnen 
.deshalb auch die Gewichtsberechnung ohne weiteres an die Auflosung dieser 
Endgleichungen anschliefsen. Da wir sltmtliche Endgleichungen mit 24 multiplizirt 
haben, mussen wir in der Gewichtsberechnung auch die Werte f = - 1 mit 24 
multiplizirt ansetzen und in den Proben erhalten wir als Summe den 24 fachen 
Betrag der Koeffizienten Q 11, Q 2., Q 33, •••• Hiernach gestaltet sich die Gewichts
berechnung, der wir die Auflosung der Endgleichungen nach § 34, so weit es der 
besseren Uebersicht wegen nothig ist, voranstellen, wie folgt: 

En dgl ei ch ung en. 

+ lOS 

o 

o 

o 

+ lOS 

Gewichtskoeffizienten Q. 

o f, o Probe. f. 24 f. 0 Probe. 24 

24 +1,42 -~:ff. -1,18 +~:3'. +5,64 3'. - 24-~:\h -1,18 +~:3'. +5,64 

..l- 1"'~ I ~. '" 1\'. '" I\' 1- 3' 1-1\'--+---1. 
~-T.0' ~ +T.0' +0,02 -(t: +0,23511-_3'_,_+-_1_,1_8-11+:t>:3" _+_0_,0_1_- :t>: 

- 0,014 I\' • - 1,11 + ~ '. If. + 0,01 _ :t>. Q.. + 0,001 - I\' • "-' (t. :t> • 
+5,65 = Q •• + 0,283 

. -
+ 0,235 + 0001 _.!h , :t>. 24 Q •• + 5,67 + 0,236 = Q •• + 0,011 

-0,013 1 =Q •• + 0,011 + 0,236 

II 

.) Es liegt dann auch der im § 61, Nr. 10, Seite 285, bezeichnete Fall vor. 



298 Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte. II. T. VII. A. 

(220) 

Mit den fUr Q 11, Q 22, Q 3a , 
1 1 

P 1 = Qu = 0,218 = 4,6 , 
. 1 1 

P 2 = Q22 = 0,1l37 =4,2, 

1 1 
Pa= Qaa =O~236=4,2, 

1 1 
p.= Qu =0,233=4,3, 

Q 44 erhaltenen Zahlenwerten wird: 

(221) { 

]1 1 = ± m VQ~ = ± 12,5·0,47 = ± 5,9", 

1112 _ ±mVQ~ _ ±12,~:0,49 _ ±6,1 , 

![a-±mvQ3a-±12,<> 0,49~±6,1 

][ 4 = ± In VQu = ± 12,5 . 0,48 = ± 6,0 

. Das Gewicht einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in beiden Fern
rohrlagen, das gewohnlich gleich Eins genommen wird, ist im vorliegenden Beispiele 
nach § 34 gleich 0,5 genommen. Um die Gewichte P 1 , P 2 , P a., P 4 daher auf die 
gebrauchliche Gewichtseinheit zu beziehen, mUssen die fUr diese Gewichte erhaltenen 
Zahlenwerte noch mit 2 multiplizirt werden, womit sich fUr die wahrscheinlichsten 
Werte der Richtungen R 1, R 2, R a, R 4 die Gewichte 9,2, 8,4, 8,4, 8,6 ergeben. 

5. Zu § 35. Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 

Die zur Berechnung der Gewichte P 2 , P a , •••• P 7 und der mittleren Fehler 
!I 2 , lJI 3 , •••• JJ[ 7 der wahrscheinlichsten Werte H 2, H a, ...• H 7 der Hohen der 
Hauptpunkte 2, 3, .... 7 des Nivellementsnetzes zu benutzenden Faktoren der 
reduzirten Endgleichungen und die zu benutzenden aus solchen gebildeten Quotienten 
sind nach § 35, Nr. 10: 

a1=+190 1'_~~=+0341-~=0 "a1 "a1 ' 

. ~ 2 = + 2,50 , 1- ~: = + 0,39 , 

~3=+2,74, 

~4=+1,76, 

-~-O - , 
a1 

_<%2-0 
~2 - , 

_ <%a-O 
~a - , 

-~:=+0,40, 
<% 5 =+ 1,34, 

-~-O a1 - , 

- :: =+0,44, 

-~~=+0,16, 
~3 

-~:=o, 
_~5=+0,69, 

'"'5 

&6=+0,84. 

Damit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Q 11, Q 22, •••• Q 6~ wie folgt: 

I -1 
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h 1-1 f 3 I . II f 4 I . II f 5 • I f 6 1 • I Probe. 
g: . I 1 <£''''' I 039 ~2g: G;2g: ®2g: I 044+g: 2g: I ~o 2 - --1Y2'~-- 21 . -- 2 -- .-, -- .+0,4 

~. I ~2 1 ~2 ~2 I I ~2 

-::Qu+o,"'-t 1+0.14 ~, ! . II::~'---'-I-::~,l . +~~w, . 
®2 ®aQ 1 old g:. I I g: I I ®'g: I g:5 -~-;Q2S . -<£a 26+, I-~ i I 5 ·-®s 5 . +~5g:5 . 

-~:Qu . r~:Q,.I~-::Q .. 1 I:-~; I. ~. l-o,50+b·+O,30 
r~:Q,'+O'l~:Q,'1 . 1-::Q,'i+O+::Q,"I~ -g: I I 

+0,751 Q22 + 0,751 Q2a 1+ 0,24, Q24 1+ 0,1611 Q25 1+ 0,41 = Q26 1+ 0,60; Q22 

Hiemach wird: 

Po = Qll = 0,61 = 1,64, P a = Q22 = 0,75 = 1,33, P 4 = Qa3 = 0,39 = 2,56, {
II 11 11 

(220) 1 1 1 1 1 1 
P 5 = Q44 = 0,78 = 1,28, P 6 = QS5 = 1,32 = 0,76, P 7 = Q66 = 1,19 =0,84, 

{
H2 = ± mvQl1 = ± 3,7·0,78= ± 2,9 mm , I 2~I 5= ± m VQ44 = ± 3,7.0,88= ± 3,3mm, 

(221) 11£8= ± m~= ± 3,7.0,87 = ± 3,2mm, I.JI 6= ± mvQs,= ± 3,7 ·1,15= ±4,3mm , 

lJI 4= ± mvQ8a= ± 3,7·0,62= ± 2,3 mm , 1I11 = ± m VQ66= ± 3,7 ·1,09= ±4,Omm, 

Die Gewichte sind nach § 35 in unserer Rechnung derart angesetzt, da[s das 
Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Lange mit 



(220) 

300 Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte. II. T. VII. A. 

Zielweiten von 50 Meter PI km = 0,25 ist. Daher mussen wir die erhaltenen Zahlen· 
werte der Gewiehte P 2 , P a , •••• P 6 mit 4 multipliziren, urn sie auf die gebrauch· 
liehe Gewichtseinheit zu beziehen, womit wir 6,6, 5,3, 10,2, 5,1, 3,0, 3,4 als 
Gewiehte der wahrseheinlichsten Werte H 2, H 3, ••• , H 7 der Hohen der Punkte 
2, 3, .... 7 erhalten. 

6. Zu § 36. Ruekwartseinsehneiden. 

1. Zur Bestimrnung der wahrscheinliehsten Werte x, y, 0 der Koordinaten 
des Punktes P und des Orientirungswinkels haben wir nach § 36, Nr. 5 und 7 die 
reduzirten Endgleiehungen: 

+4do+ 68,5d!;+ 130,3d1)- 48=0, 
+30196d!;- 1720d1) -1806 . 0, 

+ 20 002 d1) -1383 = 0, 

wonaeh die bei Bereehnung der Gewiehtskoeffizienten Q zu benutzenden Faktoren 
der Endgleichungen und die sich aus diesen ergebenden Quotienten sind: 

b , =+ 68,5, c1 =+ 130,3, _b 1 =_17,1, 
18 2 =+30196, ~2=- 1720, al 

~a=+20002, 

-~=- 32,6, 
al 

-~:=+0,057 . 
Hiermit ergeben sieh die Gewiehtskoeffizienten Q 11, Q 22, Q aa wie folgt: 

0,0 

+32,6 

+ 1,0 

Probe. 

+hft I +0,25 al 

+~~\'Y2 +0,01 

\'Y3 I +33,6 + \'Ya \'Y8 +0,06 
Ir-"';;'~-+-;"""-""'I ~ u 1-"";"---11 

0,000 f2 = I -1 II fa 
I I ~2 \'Y 2 - 1 - ~--; \'Y 2 - 0,057 

- \'Y 2 ! + 0,000 033 \'Y 8 - 0,057 
)S 2 I 11-...::...;;.--1----:;--1 

-~: Q2al+O,000000 -t I 
Q22 + 0,000 033 1 = Q23 1+ 0,000003 I 

\'Ya -G;--;; 
= Qla I - 0,001 68 

I I fa 

\'Ya 

+0,32 

-1 

-1 

+0,000050 

Die Gewiehte und mittleren Fehler Po, Mo des wahrscheinliehsten Wertes 0 

des Orientirungswinkels und PI:' PI" IIf"" lily der wahrscheinliehsten Werte x, y 
der Koordinaten des Punktes P ergeben sieh hiernaeh zu: 

1 1 
Po= Qll =0,31=3,2, 

1 1 
P"'=Q;=o,ooo 03S= 30 300 , 

1 1 
P y = Qua = 0,000050=20 000; 

{

MO= ± myQ11 = ± 7,9·0,56 = ±4,4", 

(221) M", = ± m yQ22 = ± 7,9·0,0057 = ± 0,045 m = ± 4,5 em, 

My = ± m yQaa = ± 7,9·0,0071 = ± 0,056 m = ± 5,6 em, 
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2. Indem wir die im § 36, Nr. 3 und 5 entwickelten Gleichungen (113) und 
(116) zusammenfassen und in den sich ergebenden Gleichungen fUr an und b" ihre 
Zahlenwerte nach § 36, Nr. 7 setzen, erhalten wir fUr die wahrscheinlich.sten Werte 
R 1, R 2, R 3, R. der Richtungen: 

Rl =1: 1 - do+ 122,3 d!;- 63,1 dt), 
R2=1:2-do- 18,3d!;+ 74,3dt), 
R s=1:s-do-112,5d!;- 21,8 dt) , 
R. =1:. - do - 60,0 d!; -119,7 dt), 

Hiernach sind zundchst fUr die Richtung R 1 die Differenzialquotienten 11, 12 , 

13 nach Formel (223): 

11=-1, 12 =+122,3, 13=-63,1, 

womit sich das Gewicht PI von R 1 nach den Formeln (226) bis (228) ergiebt wie folgt: 

1-1 
Gewicht PI und mittlerer 

11 12 +122 l3 -63 F ehler lIf 1 • 

-~ll + 17 
Cl +33 +.!..!.11 +0,25 +ll Ql +0,29 --ll 

al al al 

+.!..!. -0,25 22 +139 _ @:2 22 + 8 +~22 +O,IH +1 2 Q2 +0,55 
al )82 

I 
~2 

-~Q8 +0,04 +22 +0,0046 28 -22 +23(1 +0,02 +l3 Q3 +0,Q7 
al ~2 @:a-"'3 

-~Q2 -0,08 _ @:2 Q3 -0,0001 +-~~ 1 
+0,91 

1 
+0,91 

al ~2 @:a PI PI 
Ql -0,29, Q2 +0,0045 =Qa -0,0011 PI 1,1 lIIl ± 7,4" 

In derselben Weise erhalten wir auch die Gewichte P 2 , P a , p. und die 
mittleren F ehler M 2, M ~, lII. der wahrscheinlichsten Werte R 2, R a, R. der 
Richtungen nach den Punkten P 2 , P 3, p.. Die Zahlenwerte sind: 

PI = 1,1, 
P 2 = 1,2, 
P 3=1,8, 
P.=1,4, 

lIfl = ± 7,4", 
M 2 = ± 7,1", 
Ms= ± 5,8", 
]J.I.= ± 6,6". 

7. Zu § 37. Vorwartseinschneiden. 

1. Nach Gleichung (33") im § 37, Nr. 6 und nach § 37, Nr. 8 sind die redu· 
zirten Endgleichungen (122) zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte 07, 

o 8, 0 0 der Orientirungswinkel fUr die auf den Punkten P 7, P 8, Po beobachteten 
Richtungen und der wahrscheinlichsten Werte a;, y der Koordinaten des Punktes P: 

4do 7 + 18d!;- 74dt)+ 1,0=0, 
5do 8 + 112d!;+ 22dt)- 6,0=0, 
5do o+ 60d!;+ 120dt)- 5,5=0, 

+13158d!;+ 6732dt)-816=0, 
+ 12567 dt)-160=0, 

und hiernach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden 
Faktoren der Endgleichungen, sowie die sich aus diesen ergebenden Quotienten: 

al=+4, I b 1= 0, I Cl= 0, b 1 =+ 18, el=- 74, 
~2=+5, @:2= 0, ~2=+ 112, <%2=+ 22, 

@:s=+5, ~8=+ 60, <%3=+ 120, 
~ 4 = + 13 158, <% • = + 6,732, 

<%5=+12567, 
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+4 -~=O, Ill= ,. 
! III 

-~-o - , 
al 

01 _ .. _=- 45 at J , 
-~=+18,5, 

al 
_{[2_0 

)8.- , 
~2 2 

- )82 =- 2,4, 

-~...:!=-12,0, 
{[3 

SD, =+ 13158, 

_~2=_44' 
)8. ' , 

- @s=-240 
C& 3 ' , 

-::=- 0,512, 

~5=+12562 . 

Damit ergeben sich die Zahlenwerte von Q 11, Q 22, •• Q 55 wie folgt: 

+0,24 
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r f. 
I 

-1 II f5 I 
II f 5 ! -1 

1 

-1 6;."" +0,512 Ii \Y 5 i -1 \Y. ---i)'. , 

I 
;V4 

11_ \Y~ I 
\Y \ \Y5 + 0,512 - m~ + 0,000076 I 6; 5 
6;, \Y 5 I i= Q55 1 + 0,000080 - ~ Q.51 + 0,000021 - 6;5 I 
Q.. 1 + 0,000 097 1 = Q'5 - 0,000 041 I 

I 

Hiernach wird: 
1 

P 07 Qu 0,29 =3,4, ]Jlo7 = ± m v'(l~ = ± 5,0·0,54 = ± 2,6/1, 

1 1 
Pos= Q"2 =0,23-=4,3, illo8 = ± III v' Q2; = ± 5,0 . 0,48 = ± 2,4/1, 

pOG = Q~ =O,~-~=4,3, (221) M06 = ± m v'Q~ = ± 5,0·0,48 = ± 2,4/1, 

1 1 
P x Q:~ 0,000 10 = 10000, 

.ill" = ± m v'Q .. = ± 5,0·0,010 = ± 0,050 m = ± 5,Ocm, 

1 1 
I'y = Q-;;;; = 0,000 08 = 12500. 

l My = ± m v'Q;';; = ± 5,0·0,009 = ± 0,045 m = ± 4,5 cm . 

2. 'Die wahrscheinlichsten Werte R 5, R 6, R 7, R" der Richtungen auf 8 7 
ergeben sich nach (13') und (16') im § 37, Nr. 3 und 5 mit den Zahlenwerten im 
§ 37, Nr. 8 nach: 

B 5 = t 5 -'- do 7, 

R6 = t6 - do 7 -18 d1:+ 74dt), 
R 7=t7- do 7' 
Rs=ts-do s . 

Demnach sind die Gewichte P 5, P 7, P s und die mittleren F ehler ill 5 , lll7 , 

M s der Richtungen R 5, R 7, R 8 gleich dem Gewichte P 07 = 3,4 und dem mittleren 
F ehler Mo 7 = ± 2,6/1 des Orientirungswinkels 0 7, wahrend sich das Gewicht P 6 

und der mittlere Fehler j)iI6 der Richtung R 6 wie folgt ergiebt: 

+~ (1, 

-!..!Q5 
a, 

_~1 Q4 
a" 
Q, 

I 
1-1 

-0,25 

-18 
I Gewicht P 6 und mittlerer 

l5 + 74 Fehler ]lI 6 • 

f 
I I I i_+ __ 4_~I- :: I, -18 + (1: 1, + 0,25 1 + I, Q, + 0,14 

2, ! -14 -~-~24! + '/ +;'2.1+0,02 ' +1,Q. +0,07 
--.:.....-+----1 ;V. I----i ~. 

+0,09 +;-4' 1- 0,0011 25 I +63 +~"25 ,+0,32 +15Q5 +0,37 
,v 1----;-----1 ~ 5 

6;. 25 I 1 ' 
+0,02 -;v. Q5 -0,0026

1 

-@-; I P~ 

-0,14 Q. -0,00371 =Q5 [+0,0050 P 6 

I , 
1+ 0,59 : 

I 1,7 i 

1 
=0,58 

±3,8/1 

Die Gewichte und mittleren Fehler der wahrscheinlichsten Werte derubrige_n 
Richtungen ergeben sich in ahnlicher Weise. 

8. Zu § 38. Kombinirtes Vorwarts· und Ruckwartseinschneiden. 

Die Berechnung der Gewichte Pc J Py und der mittleren Fehler M,o My der 
Koordinaten x J y des neu bestimmten Punktes P kann in Verbindung mit der 
Auflosung der Endgleichungen u. s.w. ebenso durchgefiihrt werden wie es unter 
Nr. 1 dieses Paragraph en geschehen ist: 
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x = I; + dl; = 4745,10 + 0,06 = 4745,16 21Ix = ± m'/ p~= ±4,9 ·0,0048= ±0,024m V x 

y = t) + dt) = x6 681,20 + 0,04 = x6 681,24 2lI = + m , /~= = + 4 9 • ° 0053 = + ° 026 m y - V P y -" - , 

9. Zu § 39. Bestimmung einer geraden Grenzstrecke. 

1. Die reduzirten Endgleichungen zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 
Werte x undy der Richtungstangente und der Anfangsordinate der Geraden sind 
nach § 39, Nr. 7 und 9: 

+ 5 dt) + 5788 dl; + 2,786 = 0, 
+2646000dl;+286 =0, 

wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden Faktoren 
der Endgleichungen sind: 

a 1 =+5, 6 1 =+5788, 
~2=+2646000, 

Damit ergiebt sich nach den Formeln (218a) und (218 b): 
b l5' 0 l5'2 =+_ .. ! =+ 1158, Q12 =---"=- 0,000437 1 
al ~2 

1 
Q22=+~2 =+0,000000378. Qll =+~ Q12+~=-i--O,707, 

al a, 
Hiernach ergeben sich die Gewichte Py , P", und die mittleren Fehler 2lIy , 11:£", 

der wahrscheinlichsten Werte y , x der Anfangsordinate und der Richtungstangente 
der Geraden zu: 

l pY=~"'=1'41' {My= ± m~=±0,97 ·0,84=±0,81m , 
(220) t (221) 

P x = Q;; = 2 650 00 ; j~I x = ± m ~ = ± 0,97 . 0,000 61 = ± 0,000 59 • 

2. Nach den im § 39, Nr. 4 und 6 gewonnenen Gleichungen (113) und (lUJ) 
ergiebt sich der wahrscheinlichste Wert 0,. der Ordinate eines Punktes P,. nach: 

0,. =011 +dt)+·a n dl; 

und somit fUr das Gewicht P,. von 0 .. nach den Formeln (223) und (224): 

00,. I 00,. 
11'-=~=+1, 12=~=+an' 

1 
p = 11 1, Q 11 + 2 1, l2 Q 12 + l2 l2 Q 22 

n= Qll+2an Q'2+a,.an Q22 
= 0,707 - 0,000 87· an + 0,000 000 378· an an' 
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Hiernach erhalten wir fUr die Gewichte PI, P 2 , •••• P 5 und die mittleren 
F ehler 1I1 I, M 2, •••• ill 5 der wahrscheinlichsten Werte 0 I, 0 2, •••• 0 5 der 
Ordinaten der eingemessenen Punkte PI, P 2, •••• P 5 der Geraden: 

Nr. der 
I I 

-V~. 
11[= 

a. I QII . 2aQ12' a a Q22' 
1 

P. 
Punkte. 

a,a, . p' ± m -V~. 

I II 1 I 1 ° ' ° + 0,707 - 0,000 + 0,000 + 0,707 1,4 0,84 ± 0,81 
2 7131 508000 + 0,707 - 0,620 + 0,1921 + 0,279 3,6 0,53 ± 0,51 
3 1318 ' 1737000 + 0,707 - 1,1481 + 0,657 + 0,216 4,6 0,46 ± 0,45 
4 1731 2996000 + 0,707 - 1,505 + 1,132 + 0,334 3,0 0,58 ± 0,56 
5 20261,105000 + 0,7071-1,766 + 1,55211+0,49'12,0 0,70 ± 0,68 

5 788 19 il46 000 Ii + 3,535 1- 5,0391 + 3,53311 + 2,029 
I 
I 

I 

10. Zu § 41. Bestimmung einer Distanzteilung fUr den Okular· 
auszug eines Fernrohrs. 

1. Die reduzirten Endgleichungen zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 
Werte x und y des Abstandes der Einstellmarke fUr den Okularauszug von der 
Objektivlinse nnd der Brennweite der Objektivlinse sind nach § 41, Nr. 6 und 9: 

+ 11 d!2 - 11,307 dt) + 0,49 = ° , 
+ 0,01135 dt) - 0,05797 = 0, 

wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q 
der Endgleichungen sind: 

zu benutzenden Faktoren 

1l,=+l1, 6, =-11,307 
58 2 = + 0,011 35 . 

Damit ergiebt sich nach den Formeln (21S a) und (21S b): 

l);2 =+~:=-1,028, Q12=-~:=+90,57, 
6 1 + 1 1 + QII = -- Q'2 - =+93,20, Q22=+m~_ = 88,11 
ll,' ll, '<J.-

und fUr die Gewichte Px , P y und die mittleren Fehler 1I1 x' ]}[ y der wahrschein
lichsten Werte x, y: 

(220) 
f P" = (};;. = 0,001 07 , 

lp =J-=0,00114j 
Y QJ2 

(221) 
f lIIx = ± m v'Qn = ± 0,15·9,6 = ± 1,4mm , 

lllly = ± m ~ = ± 0,15 . 9,4 = ± 1,4mm . 

2. Nach den im § 41, Nr. 5 gewonnenen Gleichungen (113) und (116) ergiebt 
sich der wahrscheinlichste Wert L n der Ablesung am Okularauszuge nach: 

Ln =In - d!2+ bn dt) 

und somit fUr das Gewicht Pn von Ln nach den Formeln (223), (226) und (227): 

(223) 
oL oLn 

1'=-7Ji!=-I, 12=~=+bn' 

(226) 22 = 12 -~: I, = b n - 1,027 89 j 

(227) 1 11 22 001+2222 
PL =11,['+58 222 = ,9 0,01135' 

n 

KoIl. 2. Aua. 20 
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Hiernach erhalten wir fiir die Gewichte PI, P 6, P 11 und die mittleren Fehler 
ill I , ill 6, Milder wahrscheinlichsten Werte L I, L 6, L 11 : 

221 = 1,117 42 -1,027 89 = + 0,08953, 
2 26 = 1,01365 - 1,027 89 = - 0,01424, 
22 11 = 1,00453 - 1,027 89 = - 0,023 36 ; 

p~=0,091+0,706=0,797, PI =1,2, 

j- = 0,091 + 0,018 = 0,109, P 6 = 9,2, 
6 

; = 0,091 + 0,048 = 0,139 , 
11 

P 11 = 7,2; 

illl = ± 111 -V p~ = ± 0,15·0,89 = ± 0,13 mm, 

.I.1l6 = + 111 1 (!.-= = + ° 15 . ° 33 = + ° 05 mm - V Pfl -, , -, , 

1II1l = ± 111 -V l}~ = ± 0,15·0,37 = ± 0,06 mm • 

2. KapiteI. Fur bedingte Beobachtungen. 

§ 65. Gewicht nnd mittlerer Fehler einer Funktion der wahr· 
scheinlichsten Werte der beobachteten Gr5fsen. 

1. Das Gewicht PI, und der mittlere Fehler 1II Leiner Funktion 

(230) L = p ( I, II, III, IV , .... ) 

der wahrscheinlichsten Werte I, II, IU , IV , . . .. der beobachteten GrOfsen kann 
angegeben werden, sobald L als Funktion der unabhangigen Beobachtungsergebnisse 
I , 2, 3, 4, .... , deren Gewichte PI, P 2 , P a , P 4, .•.• wil' kennen, dal'gestellt ist. 
Demnach zerlegen wir die wahrscheinlichsten Werte I, II, III, IV, .... del' beob
achteten GrOfsen in die Beobachtungsergebnisse I, 2, 3, 4, . . .. und in die diesen 
zukommenden Verbesserungen (I), (2), (3), (4), .... , so dafs 

(1 *) L = p (I + (I), 2 + (2), 3 + (3), 4 + (4), ." .) 

wird. Bezeichnen wil' nun die pal'tiellen Differenzialquotienten von p ( I , 2 , 3, 4, .... ) 
nach I, 2, 3, 4, . . .. mit I 1, I 2, I 3, 1 4, ...• , so dafs also 

I _~pJ~~,3-, ___ 4, .... 1 
1- 01 ' 

12=~~' 2'0:y--±,·-,-·---2, 
(231) I _ 0 P ( I , 2, 3, 4, .... ) 

3--- - -~3--- -----, 
I _Op(I, 2, 3, 4, .... ) 
4-- ----1i4 - - -, 
................ .. , 

ist, so geht die Gleichung (1~) liber in: 

(2*) L = P ( I , 2, 3, 4, .... ) + I, (I ) + l2 (2) + I 3 ( 3) + I 4 (4) + .... 
Setzen wir in diese Gleichung fUr (I), (2), (3), (4), .... die dafiil' in den Korre
latengleichungen (156) gegebenen Ausdrlicke, so fo)gt: 

(3*) L=P(I,2,3,4, .... )+l(~I]ka+[~]kb+[~]kc+ .... 
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2. Die Korrelaten k a' k h' k e' .. " konnen wir nun nach den Endgleichungen 
(157) zuerst als Funktionen der Widerspriiche fa , fb , te .... und dann nach den 
Gleichungen (151) und (152) als Funktionen der Beobachtungsergebnisse I, 2, 3, 
4, .... darstellen. Zu diesem Zwecke fiihren wir die Koeffizienten q 11, q 12, q 13, 

... ; q 21 , P 22, q 23, •••• ; q 31 , q 32, q 33, •••• ; ., •• ein, und setzen sie derart fest, 
dafs wird: 

(4*) 

(5*) 

[apa] q 11 + [a:] q 12 + [~C] q 13 +., ,. = 1, 

[apb] qll + (b:] q12 + [bpC] qI3+'" .=0, 

[ape] q 11 + [_~c] q 12 + [~~] q 13 + .. , , = 0 , 

· .......................... , 

[~a] q21 + [~] q22 + [ape] qn+ .... =O, 

[~pb] q 21 + [bpb] q 22 + [~c] q 23 + ' , , . = I, 

[ af] q 21 + (~e] q 22 + [ ~c] q 23 + ' , , , = 0 , 

· ............ :. ............. ; 

[~a] q31 +tpb] q32+ [apc] q33+., ,.=0, 

[apb] q 31 + [b:] q 32 + (~c] q 33 + .. , . = 0, 

[ape] q 31 + [bpC] q 32 + [~C] q 33 + ' . , . = I, 

· ......................... . 
u, s. w. 

Dann erhalten wir ahnlich wie im § 62, Nr. 2: 

J k" _faq11+tbq12+f~qI3+"'" 
kb -fa q21 +fb q 22+f. q23+"", 

l ~~, ,f~~3.1~~b~~2,~~.~~3,~:''':: 
Beachten wir nun, dafs nach den Gleichungen (151) und (152) 

1 
fa = Sa - Fa ( 1 , 2, 3, 4, .... ), 
to = S b .- Fb ( I, 2, 3, 4, ., .. ) , 

~c, , ,S~ ~ ~c, (,I.' .2.' ,3.' .4.' ,': ' .. ~: 
ist, so erhalten wir: 

(7·) 

k a = ( Sa - Fa ( I, 2, 3, 4, , , .. » q 11 + ( Sb - Fh (I, 2, 3, 4, .... ) ) q 12 

+(So-Fc(l, 2, 3, 4, .... ))q13+ .... ' 
kb=(Sa-Fa(I, 2, 3,4, .... ))q21+(Sb- Fb(I, 2, 3,4, .... ))q22 

+ ( S. - Fe ( I , 2, 3, 4, , , , , ) ) q 23 + .... , 
kc = (Sa - Fa (I, 2, 3, 4, ",.)) q 31 + (Sb - Fb (I, 2, 3, 4, .... )) q 32 

+ (So - Fe ( I, 2, 3, 4, "',» q 33 + : ' .. , 
............................................... 

3. Die Ausdriicke fUr k a' k h' k c' .',. setzen wir nun in die Gleichung (3· 
ein und erhalten damit L als Funktion von I, 2, 3, 4, .," wie folgt: 

20* 
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(8') L=p(r, 2, 3, 4, .... ) 

+(Sa-Fa(r, 2,3,4, .... J) ([(~I]q11+[~I]qI2+[Cpl]q'3+"") 

+ ( So - Fb ( I, 2, 3, 4, .... ») ([ ;1] q 21 + [~] q 22 + [Cj:] q 23 + .... ) 
+ ( S c - Fe ( I, 2, 3, 4, .... ») ([ (~I] q 31 + [~ l] q 32 + [~] q 33 + .... ) 
+ ........................................... . 

Diesen Ausdruck vereinfachen wir noch durch Einfiihrung der Koeffizienten 
'J' a ,1'0' 1'e, ..•• , die wir so festsetzen, dafs sie den folgenden Gleichnngen geniigen: 

(232) 

Indem wir diese Gleichungen ebenso aufltisen, wie wir unter Nr. 2 die End
gleichnngen (157) aufgeltist haben, erhalten wir: 

(9') 

/

"a = - [ ;1] q 11 - [~}] q 12 - [~~] q 13 - • :r\' , 

\ 

I'/> = - [_;1] q 21 - [ ~Jl ] q 22 _ [ c; ] q 23 - •••• , 

I'e = - [(~l] q 31 - [~}] h _ [c;] q 33 - .... , 

.............................. , 
womit clie Gleichung (8') ilbergeht in: 

(10') L = P ( I , 2, 3, 4, .... ) - (S a - Fa ( I , 2, 3, 4, .... ») j'a 

- ( 8 b - P/> ( I , 2, 3, 4, .... ») I'b 

- ( S c - Fe ( I, 2, 3, 4, .... ) ) I'e 

4. Um nun das Gewicht PL von L nach Formel (4.5) zu erhalten, bilclen wir 
zuerst clie partiellen Differenzialquotienten 

'CL 'CL oL L _oL 
(11') L 1 = 'C I ' I, 2 = (; 2 ' L 3 = B3' , 4 - 'C 4 ' .... 

unter Beachtung cler durch clie Formeln (154) unci (2:U) eingefUhrten Bezeich

nungen an' b n' e", ... , unci I", unci erhalten: 

(2:J3) 

(12') 

oL 
L 1 = 'C I = 1, + (1 1 I'a + b 1 '1'0 + C 1 'j'e + .... I 

oL 
L 2 = '62 = I 2 + (f 2 'I'a + b 2 j'b + c 2 j'e + .... , 

oL 
L 3 = -r - = 13 + a 3 Ta + b 3 j'b + C 3 l'e + .... , 

°3 
oL 

L 4 = 'C 4 = 1 4 + a 4 j'a + b 4 Tb + C 4 j'e + .... , 
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5. Aufser dieser Forme! konnen wir nun noch zwei weitere Formeln fur die 

Berechnung des Gewichtes ~L = [~~] gewinnen. Quadriren wir namlich die 

letzten Ausdrucke fUr L 1, L 2, La, L", .... , dividiren die Quadrate durch die 
Gewichte p 1 , P 2 , P 3 , P '" .... und addiren alles, so erhalten wir: 

(IS') _~ = [L L] = [i~] + [~] /. + [b-.i] I' [cl ] + .... P L P P pap 0 + 1) I'e 

+ [ :J £] I'a + [ ~,a-] I'a f" + [~J~] I'b I'a + [jJ~] 1'0 I'a + ... . 

+ [~i] 1'0+ [O~Jb] I'al'b + [~;?-] 1'0 I'b + [~c] /·el'b+ ... . 

+ [ ~/] /'e + [ ~~] /'a I'e + [~~] 1'0 I'e + [~JC] /'e I'e + ... . 
+ ................................ . 

Beachten wir nun, dafs wir in diesem Ausdrucke in den auf die erste Vertikal
reihe folgenden Vertikalreihen /'a' /'0' I'e' •••• als Faktor herausziehen konnen und 
dafs die dann ubrigbleibenden Werte nach den Gleichungen (232) gleich Null sind, 
so folgt: 

(W) _~=[~[,]=[1~]+[0_.1]/. + [bi ] I' +[~i]I' + .... 
PL l' l' p" l' 0 P e 

Indern wir dann noch nach den Formeln (120 a) fUr die Faktoren der 
Gleichungen (4') die einfacheren Bezeichnungen 

.... , I a 1 = [Cjp] , r 6 1 = [ ~~] , C 1 = [~~] , 

(234a) 6 2 = [~], c2 = [~], 

1 l' "~[~'l' 
.... , 

.... , 

.... , 

.... , 

bilden, erhalten wir weiter unter Beachtung der auch hier anwendbaren Formel (127) : 

(235) _1_= [£I:.] =Ll~1+£2!~+~aJ:~+ L4~+ .... 
P L P i P, P2 P3 P. 

= [- ~: ] + (, I'a + (2 I'b + (3 I'e + .... 

= [~)l] _ i~~ (, - ~;2 2 -.~~ 23 - .... 

Damit ergiebt sich dann auch der mittlere Fehler 1ffL von L nach Forme! 
(35) zu: 

(236) IfIL = ± III -V p~. 
6. Die praktische DurchfUhrung der Gewichtsberechnung wird zweckmafsig 

Wle fo!gt angeordnet: 
Es werden die Differenzialquotienten 1" 12 , 13 , 14 , •••• nach F ormel (231) 

[01] [bl] [ez] [lZ]. und danach p' p' p' .... p geblldet. 
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Sodann wird weiter gerechnet nach dem folgenden Schema, das ffir den 
Fall eingerichtet ist, wo 'I" = [, Endgleichungen vorliegen und das ffir jeden anderen 
Fall leicht vereinfacht oder erweitert werden kann: 

(237) 

[;1] . 

( 1 

al 
e 1 

- all"· 

b 1 
- it;: I"d 

Cl 
--I' 

ale 

[~l]. I [~]. I [~l]. I [~] . 

= I"a I = I'b I = 1". I = r d = j'e 

Gewicht PL' 

[¥] 

1 
=PL = 

Wie leicht zu ersehen ist, ist dies Schema zur Auflosung der Gleichungen (232) 
ebenso gebildet wie das Schema (229) zur Auflosung der Gleichungen (225). 

Die Zahlenwerte der Grofsen ~ 2, IE 2, ~ 2, ® 2 j IE 3, ~ 3, ® 3; ~" ®,; @; 5 

sind auch hier unverandert aus der Auflosung der Endgleichungen (157) zu fiber
nehmen. 

In den beiden letzten mit Gewicht PL fiberschriebenen Spalten werden die 

nach den beiden letzten Ausdrficken der Formel (235) folgenden Werte ffir~
L 

erhalten. 

Ein dritter Wert ffir ~ - kann dann noch erhalten werden, indem nach den 
L 

F ormeln (233) die einzelnen Werte von L l, L 2, L 3, L 4, • • .• und danach 

P~= [LpL] gebildet wird. 

7. Wenn die Gewichte Pl> PIl> PIll> PIV , .... und die mittleren Fehler 
Ml> ltIIl> ltflIl> llIIV ' .... fUr die wahrscheinlichsten Werte I, II, III, IV, .... der 
beobachteten Grofsen, also fur die einfachen Funktionen 

L1=1, LIl= II , LIIl = III , LIV=IV, 

anzugeben sind, so wird nach den Formeln (231) 

{ 

ffir LI = I: l1 = 1, 
" LII = II: 11 =0, 

(238) "LIII= III: 11 = 0, 
" L1V=IV: l1 =0, 
........ t: .... , 

Dementsprechend wird dann 

12 =0, 
12 = 1, 
l2=0, 
12 =0, 
.... , 

l3=0, 
l3=0, 
l3=1, 
13 =0, 
.... , 

l4=0, 
14 =0, 
1.=0, 
1,= 1, 
.... , 

.... , 

.... , 
'0 ." 

.... , 
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fiir LI - I: .... , 

" LIJ = II: .... , 
(239) 

" L11I = III: [~] =([3 

P P3' 
... " 

" L1V=IV: [ a I] = 11, 

P P4' .... , ....... , ....... , 
1m Uebrigen finden die vorentwiekelten Formeln unverandert Anwendung 

§ 66. Beispiele zu dem im § 65 entwickelten Verfahren. 

Zur weiteren Erlauterung des Verfahrens wenden wir die im § 65 entwiekelten 
Formeln u. s. w. auf einige der im V. Absehnitte behandelten Beispiele an. 

1. Zu §§ 52 und 53. Bestimmung von Knotenpunkten In 
Po lyg onnetze n. 

Die wahrseheinliehsten Werte der Hohen II", II 3, •••• H 7 der Punkte 2, 
:3, .... 7 konnen aus den gegebenen Hohen und den wahrseheinliehsten vVerten 
1, II, .... XI der Hohenuntersehiede bereehnet werden naeh: 

{
II2=Hl +1, I H 5 =H s8 +V, 

(230) H3=H, +I+VII, I II 6 =H 58 +V+IX, 
II 4 = H 57 + III, I II 7 = H, + 1 + VII - XI. 

Die sieh hieraus naeh den Formeln (231) ergebenden Differenzialquotienten , 

sind in naehfolgender Tabelle mit den reziproken Werten ~ der Gewiehte und 
p 

den Differcnzialquoticnten ([, b, c, d, c (naeh § 53) zusammengestellt. 

1 1,22 
2 2,27 
3 0,89 
4 0,98 
i'i 1,79 
6 2,00 
7 1,56 

I 8 1,02 
9 1,43 

10 1,09 
11 0,91 

Hiernaeh ergiebt sieh 

fiir II,: [ ~p~] =0, 

I·~]=o . p , 

" Hg: [~i-]=o, 

[~]=o, 

d. I 
i 

c. 11--- DifferenZialqU,.otient~, 11 I fiir 
Ii" I rI3' Ill" : H 5 ,: Ho, I II7. 

, • I 

1+1 ; 

I 

[ ~)l] = 0, [~)l] = _ 1,22 , 

[-"p'] = 0, [ II] = + 1,22 , 
p 

[_b~] = _ 1.56 p ., [!J_] = __ 1,22 
p , 

[!.!-..] = 0 p , [ ~l] = + 2,78, 

+1 i 

1+1 
I 

+1 1 
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fUr H. : [1~]=0, [~Jq =+0,89, [~]=O p , 

[1L] = + 0,89 , [~I]=O, [~l] =+0,89, 

" 
1'15: [;1]=+1,79, [~l] = 0, [~] =0 p , 

[~]=O p , [~~] =+ 1,79, [ ~)I]=+1,79, 

" 
H6: l~] =+3,22, 

P 
[~]=O l' , [~I]=O, 

l' 

[~]=O p , [~] =+ 1,79, 
l' 

[-~{] ~+3,22, 

" 
1'1 7 : [~] =- 0,91, [~]=-U)6 [j)i) = - 1,22, 

l' P , 

[~/]=O, [~)l_] = ° , [-¥-l = + 3,69. 

Die bei der Gewichtsberechnung zu benutzenden, bei der 
Endgleichungen im § 53 gebildeten Zahlenwerte sind: 

6, + c, h, a,=+7,22, -~= 0,141, -n-;=O,OOO, -u,-=--0,136, 

)Bz=+5,60, -!Z2=+0,405, -~2=-0,184, 
'" )B 2 

(l;3 = + 2,57, - S£)~= - 0,163, 
(l;3 

;r,. = + 1,48 , 

II. T. VII. A. 

Auflosung der 

-~==-0248, a, ' 
lEe 

- -- = - 0,045 , 
)Be 
(\;., 

_ --" = - 0,039, 
(l;3 

1E4 
- ~ 4 = + 0,209 , 

lED = +3,28. 
Mit diesen Zahlenwerten ergiebt sich das Gewicht P 2 fUr den wahrschein

lichsten Wert 1'1 2 der Hohe des Punktes 2 nach den Formeln (232) bis (235) im 
Schema (237) wie folgt: 

Gewicht F 2 • 
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(236) 1112 = ± In -V;~ = ± 3,7 -V D>4 = ± 2,9 mm , ,113 = ± 3,7 -V1-,~~ = ± 3,2 mm , 

1lI4,= ± 3,7-V;;~= ± 2,3 mm , lIIs= ± 3'7-V~fo= ± 3,2 mm , 

111.= ± 3,7-VO,~7= ± 4.2 mm, 11[7= ± 3,7-V~,~3= ± 4.1mm. 

Die Gewichte sind nach § 35 in unserer Rechnung derart angesetzt, dafs das 
Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Lange mit 
Zielweiten von 50 Meter p 1 km = 0,25 ist. Daher miissen wir die erhaltenen Zahlen· 
werte der Gewichte P 2, P 3, •• " P 6 mit 4 multipliziren, um sie auf die gebrauch· 
liche Gewichtseinheit zu beziehen, womit wir 6,6, 5,3, 10,1, 5,2, 3,1, 3,3 aIs 
Gewichte der wahrscheinlichsten \Verte H 2, H 3, •••• H 7 der Hohen der Punkte 
2, 3, .... 7 erhalten. 0) 

2. Zu §§ 54 bis 57. Berechnung von Dreiecksnetzen. 

a) Wir berechnen zuerst fUr das als Beispiel 1 gegebene Dreiecksnetz das 
Gewicht und den mittleren Fehler eines der ausgeglichenen Winkel und zwar 
des Winkels 

(230) 

hierfUr ist: 

(238) /1 = + 1, /2 = 0, 13 = 0, .... /13 = ° . 
Sodann ergiebt sich mit den im § 57, Abteilung 3 der Tabelle auf Seite 255 

nachgewiesenen Zahlenwerten der Differenzialquotienten: 

a 1 = + 1, b 1 = C 1 = d 1 = C 1 = 0, Y 1 = + 4,6, h 1 = ° 
und den Gewichten p = 1 : 

(239) 
[Yl] p- =+4,6, 

Die bei der Gewichtsberechnung zu benutzenden, bei der Auflosung der 
Endgleichungen im § 57, Seite 256 und 257 gebildeten Zahlenwerte sind: 

-::=+0,409, -::= -14,955, 

(Es = + 2.182, -@~=-24,683, 
(E5 

@&=+ 1223,88, 

-~:=+6,182, 
_ ~ 5 = _ 3,362 , 

(E5 

_ S) 6 = _ 0,0522 , 
@6 

~ 7 = + 839,53 , 

und die aus der Zusammenstellung der Faktoren der Korrelatengleichungen im 
§ 57, Seite 255, Abteilung 3, folgenden Zahlenwerte sind: 

'j Vergleiche § 64, Seite 298 u. f. 
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+4 -~-O a ,=, - , a, 
~~-o 

01 - , 
_ e'_=~0,5, 

a, 

-~=+ 6,88, a, 
~2 

~a 
-~~ 0,4, 

Gi 3 --=+10,74, 
(£3 

~h=o, 
a, 

~ ~--' = - 0,25 , 
"-'2 

-5)2=-028 
)8., " 

@:3 - I, =- 0,20, 
"'-a 

_ ~ 3= --4,10. 
"'-3 

Mit diesen Zahlenwerten ergeben sich das Gewicht PI und der mittlere 
Fehler l'1II fUr den wahrscheinlichsten Wert I des Winkels 2 1 3 nach den 
Formeln (232) bis (236) im Schema (237) wic folgt: (Siehe die Tabelle auf 
Seite 314.) 

b) Der wahrscheinlichste Wert S 5-3 der Dreiecksseite 5-3 ergiebt sich aus 
dem wahrscheinlichsten Wert S 5-1 der Dreiecksseite 5-1 nach: 

S ~ sinII S 
5 - 3 ~ .,in VII 5 - 1 , 

oder es ist: 

(230) L = log S 5 _ 3 = log sin II - log sin VII + log S.5 _ 1 • 

U m hiernach den mittleren F ehler JJl 53 von L = log S 5-3 zu erhalten, 
differenziren wir nach I, 2, 3, .... I3 und erhalten: 

(231) 
1 

1, = 0, 12 = 10000000 1lI "i/' cotg 2 = + 5,9, I a = 14 = 15 = 16 = ° , 
1 

17 = 10000000 i1I-ii cotg 7 = - 53,9, I 8 = I v = .... 1'3 = ° . 
(! 

Nach § 57, Seite 255, Abteilung 3, ist ferner: 

p 2 = 1, a 2 = + 1 , b 2 = 0, C 2 = ° , d 2 = 0, e 2 = + 1 , .'J 2 = ~ 1,3, h 2 = ° , 
P 7 = 1, a 7 = ° , b 7 = 0, C 7 = + 1, d 7 = 0, e 7 = + 1 , .'J 7 = + 11,5, h 7 = - 2,8 , 

womit sich ergiebt: 

[~] =+59 [~] =0 p "p , [~.z..] =-539 p , , [!.!..] = ° p , [0..] = -48,0 p , 

--- = -627 5 [ g I J ' p , , [J'..i] = + 1509 P , , [~l] =+2940,0. 

Mit diesen Zahlenwerten ergeben sich das Gewicht p 5-3 und der mittlere 
Fehler 111- 5- 3 , die fUr die Dreiecksseite 5-1 aus der vorliegenden Dreiecksnetz
ausgleichung entspringen, wie folgt: (Siehe die Tabelle auf Seite 316.) 

FUr den wahrscheinlichsten Wert l~g S 5-1 der Dreiecksseite 5-1 ist in del' 
Ausgleichung eines anschliefsenden Dreiecksnetzes der mittlere Fehler JJI5_ 1 = ± 18,9 
erhalten, womit sich 

der siebenten Dezimalstelle der Logarithmen ergiebt. 



[;1
]. 

II 
[~'l 

I
-
I
I
 [~l 

i 
[~'l 

i 
[~l 

III
 

[!~I],
 

III 
[¥l

 
G,w

ich
t P

H 
I 

II 
,
I
 

I
!
 

! 

1 
II 

I, 
, 

1 
I 

I 
I 

1 
1 

' 

I 
" 
i
i
i
 M 

Ii 
II

. 
I
I
'
 

(,
 

+
5,

9 
(2

 
,
I
 

(a
 

l-
u

3
,9

1
 

(.
 
!
,
 

(~
1-

48 ,
0 1 

(6
 

1
-6

21
,5

1, 
17

 
1+

15
0 ,

9 
[
-
]
 

+
2

9
4

0
1 

[-
-]

 
1+

29
40

 
" 

I 
I 

I 
1 

1 
1 

I 
P

I
P

 

6
, 
-:j

 c, (
I 

I 
b

, 
I 

e
,
l
 

I 
g

, 
40

 
II 

f) 
I 

( 
I 

I,
 

1 
I
'
 

12
 

-
-
(
,
 

' 
-
-

'1
 

' 
1

-
-
(
1

 I
 

' 
,
-
-
(
1

,
-

3,
0 

-
-
(
,
 
+

 
,6

1-
-

I 
' 

-
-
(
,
 
1-

9 
+

 
I
t
a

 
+

 
a,

 
I 

a,
 

a
, 

1 
I 

a,
 

a
, 

a,
 

I 
a,

 
1 

I 
I 

I,
 

_ 
G:

2 
I 

;D
2 

I 
! 

<l
:z 

I 
@

2 
1 

5,)
2 

£2
 

, 
-
-

-1
,4

8
 

-
£

2
 

I 
• 

-
-
-
£

2
 

' 
--

-£
2

1
 

' 
-

-£
2

 
' 

-
-£

2
 

' 
-
-
£

2
 

' 
--

-£
2

1
 

' 
+

1
2

1
0 

' 
a

, 
~2
 
'--

I 
~2
 

I 
~2
 

1 
~2
 

1 
1 ~2

 
~2
 

~, 
£2

 
;
D

a
:
 

(5
;3 

I 
@~
 

! 
5)

3 
£

3
 

" 
-
-
1

'"
 
,
-
-

, 
=

£
a
l-

5
3

,9
 

--
-£

a
+

2
1

,6
 
,-

-£
3

+
1

0
,8

 
--

£
3

-.
5

7
8

,9
1

--
£

J
+

2
2

1
,0

--
£

3
1

-5
8

1
1

+
1

3
1

'c
l-

1
.)

9
6

 
a

, 
~2
 

I 
<

ia
 

1
--

-"
1

1
 

G:
3 

i 
~3
 

1 
II 

~3
 

~a
 

i 

-!
:l

2
.1

'{
J
 

+
4,

29
 _~

21'
h +

 
0,

22
-2

..
3.

 
[1

+ 1
0,

78
 

=
£

4
 
+21

,61
1_~

±£4
 + 

8,
S 

1-~
4£4

1-3
23'

01-
~·£

.I+
133

'5 
_

;4
£

4
 -

21
21

 +
1

4
1' d

 
• 

Ii 

a
, 

;{
)2

 
' 

""
a 

RT
:- 1 "

"
4

 
-I

 ""4 
"'

" 
I 

"
"
4

 
! 

-~1
' 

-0
8

0
 _

@
2

1,
 

+
 
355

-~~
1'h

'T'
 31

7-
~~
 

-
98

21 1 ' 
=

£
5

 
-3

1
4

1
--

@
ii

\l
'1

+
7

7
5

0
1

-.
D

5
£

5
+

1
0

5
6

 -~
-"£

" -
45

2 
+

15
1'

 
-

77
 

a,
 

e 
' 

~2
 

g 
, 

G:
3 

' 
;D

. 
' 

I' 
' 

<
l
:
5
~
"
-
-
"
1
 

<l:
5 

' 
<

l:
5"

 
e 

i 

_
b

,1
, 

_<
l:

21
' 
-04

0-~
~1'

 +
6

6
9

_
5

)4
1

' 
-
4

7
7

11 _
£

5
 

1,
+1

43
91 1

 =
£

6
 

1
[-

7
1

3
sl

'_
5

,)
6

\l
.!

+
3

7
2

-£
6

£
6

1
_

4
1

6
1

+
1

6
J'

 
1

-3
9

1
 

a
d

'
 

<
xl

 
e 

, 
ft

' 
g 

, 
"
'
'
'
 I 

, 
{~

 
I 

'I 
' I 

'"
 
~u

 
, 

fU
 

I 
g 

1 
i<

J
2

 
I 

\.:
!-

a 
,.:

,t
/4

 
I 

\:
;!

I 
5 

,
\
V

a
 
-
-

"'
-'

6
 

-S
1

'c
 

. 
-~21

'd +
1~'6

21-~
a1'e

 -
0,32

-~'t
g -

9'321·
',,-~5

1,'hl'
+ 2'6

011[-
~tl 

1+
0 ,

58
31 

=
£

7
1

+
6

4
8

,2
 _~

7£7
1_ 

50
0 

+
1

7 1
'h

l-
11

6 
a,

 
"-

'2
 

""
a 

"
"
4

 
1 

"
'5

 
"'

-'
6

 
1 

1 
v
d

7
 
f 

--
, 

I' 

6
, 

(£
 2

 
[ 

;D
 3

 
G;

 4
 

1 
@

 5 
I 

5)
 6

 
I 

04
0 

£ 
7 

1 
1 

7 
1 

I 
7"

2 
-
-
-
-
-
1

' 
-
-
1

' 
1'-

-1
' +

 
9

3
0

--
-1

' 
+

 
0

6
6

-
-
1

 
-1

5
3

8
'-

--
1

' 
1-

1-
0 

-
-
,
'
 

=
-
-

+
 

7
0

=
-
-

+
 

, 
b 

' 
<

xl
 

C
 

• 
{s 

d 
' 

'"
 
e
~
'
 

{
~
{
J
 

'
I
 

tV
. 

h 
~
 

'"
 

a
, 
1

-
"-

'2
 

-
, 

"
"
3

 
-
-

"
"
4

 
~n
~J
' 

"
'5

 
1

--
'"

)6
 

I 
I 

'1
,'

7
, 

P
5

-
3

 
P

5
-
3

 

=
1

'a
 

1+
2,

01
 

=
1

'0
 

1,
+1

4'9
91

1 
~'>, 

+""
~ ~

>'>, 
-2

3
,2

5 1,1 
=

t
e

+
 11'
6~ 

~'>, 
1+

0,6
23

1 
~'>, 

1-
0,7

72
 

>
 

_
.
 

P
" 

10
,0

01
30

 

I 
' 

'I 
HI 

I 
I 

1
/ 

1 
,
/
-

1 

I 
[
I
i
i
 

Ii 
I
i
i
 

1
n

5
_

3
=

±
m

 V
 P~
--

3 =
 

±
 1

,9
 v

77
0

=
 ±

 .5
2,

6 
I 

C
Jj

 
.....

 
0

>
 

C'
l " ~ :=;
' 
~
 " " ::! ~ ~,
 

r:::
. " .., " ""1 " ~ " .., ~
 " ., ~
 g. ;;l g.. " 2: :=;
' 
~
 '" " ::!

 ~
 " .., l' .... r-
' ~
 

<!
 

~
 
~
 



§ 67. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrscheinlichsten Werte. 317 

3. Kapitel. Fur bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

§ 67. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahr· 
scheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gr5fsen. 

(2-10) 

1. Sollen wir das Gewicht PL und den mittleren Fehler ML einer Funktion 

L=rp(x, y, z, .... ) 

del' nach dem Verfahren fur bedingte vermittelnde Beobachtungen erhaltenen 
wahrscheinlichsten Werte "', y, z, .... der zu bestimmenden Gr6fsen ermitteln, 
so k6nnen wir die Werte .r, y, z, .... zuerst zerlegen in die Naherungswerte 
~, 1), 3, .... , die dies en nach dem Verfahren fur vermittelnde Beobachtungen 
beizufiigenden Aendel'ungen d I: 0, d 1) 0, d 3 0, •.•• und die nach dem Verfahren 
filr bedingte Beobachtungen noch hinzukommenden Vel'besserungen (I), (2), 

( 3), .... , so dafs wird: 

W) L=rp(1:+ dl:o+(I), 1)+dt)o+(2), 5+ d3o+(3), .... ) 

oder, wenn 

(2.:11) 

gesetzt wird,: 

orp 
13 =---

05 ' 

(2') L=rp(1:, t), 3, .... )+l,dl: o+1 2 dt)o+la d30+ ... . 

+1, (I) +ld2) +l a (3) + .. .. 
Wenn wir dann die Verbesserungen (I), (2), (3), .... durch die Aende-

rungen d 1: 0, d t) 0, d 3 0, • • •• ausdrucken, so dafs L als Funktion dieser nach dem 
Verfahren filr vermittelnde Beobachtungen erhaltenen Werte erscheint, so k6nnen 

wir das Gewicht ~ .. nach den im § 63 erhaltenen Formeln angeben. 
L 

2. Setzen wir demnach in Gleichung (2":) fUr (I), (2), (3), .... die dafur 
in den Korrelatengleichungen (206) gegebenen Ausdriicke, so wird 

(3') L = rp (1:, t), 3, .... ) + l, dl; 0 + 12 dt) 0 + 13 d5 0 + .... 
+ [('ll) l] kA + [US) I] kn+ ........ . 

Aehnlich wie im § 65, Nr. 2 stellen wir nun k A, k Jj, •••• zunachst als 
Funktion del' Widerspruche fa , f~ , .... und dann als Funktion der d I: 0 , II t) 0 , d 30, •••• 

dar, indem wir zuerst die Endgleichungen 

(209) 

mit H ulfe del' Koeffizienten q 11, q 12, •••• ; q 21, q 22, •••• ; •••• aufl6sen. 

(4") 

Diese Koeffiziellten setzen wir del'art fest, dafs wird: 

I [A ( 'll ) ] q 11 + [ .A ( ~ ) ]. '1'2 + .... = 1 , 
[.A (~ ) ] q 11 + [B ( ~ ) ] q 12 + .... , = 0 , 
••••••••••••••••••••••••• J 

l [A l 'll ) ] q 21 + [ A ( ~ ) ] q 22 + .... = 0 , 
[ A ( ~ ) 1 q 21 + [ B ( ~ ) 1 q 22 + .. , . = 1 , 
......................... ) 

u. s. w. 
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Dann erhalten wir ahnlich wie im § 62, Nr. 2: 

{ 
kA=faq11+fbq'2+ .... ' 

(5") kn =fa qil+f"q22+ .... ' 
................... .... 

Nun ist nach den Gleichungen (199) und (200) 

{ 
fa=SA-FA (!;+d1;o , t)+dt)o, 3+ d 5o, .... ), 

(6') ~b •• ~~~~~(.1;.~~~o.'.t).~~:~'.3.:.d~~, .... : .. ): 

oder mit Einflihrung der Differenzialquotienten AI, A2 , A 3 , •••• ; B, , B 2 , B a, .... ; .... 

nach den Formeln (201): I fa = ( SA - FA (1;, t), 3, .... ) - A 1 d1; ° - A 2 dt) ° - A a d D ° - .... ) 

W) 1 ~b .• ~~~~.~'B.(.!::~: ~' . .... ".).~~.I~~~-:-.~2.d.t).o~~.a~~o.~ ....... ~: 
Hiermit wird: 

kA=(SA-FA(!:' t), 3, .... )-A,d!:o-A 2dt)o--A a d3o- .... )qll 

+(SB- FB('6, 1), 3, .... )-Bld'6o-B2d1)o-Bad30- .... )q12 

+ .......................................... , 
~ ) kB=(SA-FA();' 1), it, .... )-A,d60 -A 2dt)o-Aa d3o- .... q21 

+ ( S n - F n ('6, t), 3, .... ) - Bid); 0- B 2 d1) 0 - B a d3 ° - .... ) q 22 

+ ................................. , ........ , 
u. s. w. 

Diese Ausdriicke fiir k A' k B' •••• in (3') eingesetzt, giebt: 

(9') L = P ();, 1), 3, ",,) + 11 d!: 0+ 12 d1) ° + la d3 0 +. " . 
+(S.1-FA(!:' t), 3, .... )-A 1d1;o-A 2 d1)o-A a d30-"") ([(~)I]q1L 

+ [ ( ~ ) I] q 12 + .... ) 
+(SB-FB(/'?' 1), 3, .... )-B,d1;o-B 2d1)o-B adiJo- .... ) ([(~)I]q2' 

+ [ ( ~ ) I] q 22 + .... ) 
+ ................... . 

Dieser Ausdruck fiir L kann noch vereinfacht werden durch Einfiihrung der 
Koeffizienten }' A' l'B , •••• Wir setzen; 

(2-12) {
[A ( ~) ]1'.1 + [A ( ~ ) ]1'B + .... [ ( ~ ) I] = 0 , 

~ ~ .( ~ ~ ]. l'~ .~ ~ ~ ~ ~ ~ ]? ~ ... : '.[ ~ ~ ~ I? . ~ : 
und erhalten daraus ebenso wie wir oben die Ausdriicke (5*) fiir k A' k B' •.•. aus 
den Endgleichungen (209) erhalten haben: 

{ 

l' A = - [ (2() I] q 11 - [ ( ~ ) I] q 12 - .... , 

(10') TB = - [ (~) I] q 21 - [ ( ~ ) I] q 22 - .... , 

........................................... , 
womit Gleichung (9') iibergeht in: 

(11') L=p(!:, t), 3, .... ) + 1I d!:O+ 12dt)o+ lad3o+ ... . 

+(-SA+FA(!:, t), 3, .... )+A 1d!:o+A 2dt)o+A a d3o+ .... )I'A 

+(-SB+FB(!:' t), 3, .... )+B,d!:o+B 2dt)o+B ad 3o+····)I'B 
+ ......................................... . 

3. Hiernach sind die partiellen Differenzialquotienten von L nach d!: 0, d t) ° 
diJo, .... : 
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(243) 

womit, nachdem die Zahlenwerte von '1".1' 1"n, .... durch Auflosung der Gleichungen 
(242) erlangt sind, nach den Formeln (224) bis (228) weiter gerechnet werden 
kann, indem fur die hierin vorkommenden Differenzialquotienten I" 12 , ls, .... 

die sich nach den Formeln (243) ergebenden Differenzialquotienten L 1, L 2, L 3, •••• 

gesetzt werden. 

4. Ebenso wie wir aber die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte 
x, y, z, .... der zu bestimmenden GrOfsen nach dem Verfahren fUr bedingte 
vermittelnde Beobachtungen in zwei Teile getrennt haben, konnen wir nun auch 
zweckmafsig die Gewichtsberechnung in zwei Teile derart trennen, dafs der eine 
Teil nach dem Verfahren fur vermittelnde Beobachtungen, del' andere Teil nach 
dem Verfahren fUr bedingte Beobachtungen durchgefiihrt wird. -

Setzen wir die in den Formeln (243) gegebenen AusdrUcke fUr L 1 , L 2 , L 3 , •••• 

in die aus den Formeln (225) folgenden Formeln 

J [pan] Ql+[pab] Q2+[pnc] Qa+ .... =L 1, 
[pab] Ql+[pbb] Q2+[pbc] Qa+ .... =L 2, 

l ~~~(~]. (~~!.r:.b.c~ :2.2~[.p.C.C.].Q.a.~:.:: . . ~3: 
(12") 

ein und beachten die Formeln (205), so erhalten wir nach den Formeln (1") im § 62: 

f Q 1 = II Q 11 + 12 Q 12 + la Q 13 + .... + (m 1) 1'A + ( ~ tl1'n + . " . , 
(13") Q 2 = 11 Q '2 + 12 Q 22 + Is Q 23 + .... + (m 2 ) 1'.1 + (~2) j'n + .... , 

l.Q.a .. 1.1 .Q.l~ ~.'~ ~.23.:.1 ~ ~ ~3:' ...... :.(~~). j·:4.~: ~ ~)?~.::.: 
Fiihren wir nun die HiilfsgrOfsen q 1, q 2, q 3, •••• ein und setzen sie derart 

fest, dafs 

(2-14) 
J [paa]ql+[pab]q2+[pac]q3+.· .. =II' 

[pab]ql+[pbb]q2+[pbc]q3+ .... =12' 

1 ~ 1~ ~ ~ ]. q. 1 .~ ~ 1~ ~ c. ]. q. 2 .~ ~ ~ ~ c.] . q. 3.~ : .:: • .1 ~ : 
wird, so wird wieder nach den Formeln (I") im § 62: 

(14") 

und damit: 

(15") 

I q 1 = 11 Q 11 + 12 Q 12 + 13 Q 13 + .... I 

q2=11 Q12+ 12 Q22+ ' a Q2a+ .... , 
q 3 = 11 Q 13 + I 2 F 23 + I 3 Q 33 + .... , ........................ 

f Ql=ql+(ml)1"A+(~I)l'R+"'" Q 2 = q 2 + ( m 2 ) 1'A + ( ~ 2 ) l' n + .... , 1 Q3=q3+(m3)1'A+(~3)1'B+'"'' 
........................ 

Setzen wir diese Ausdriicke fUr Q 1, Q 2, Q a I' ••• und die in den Formeln (243) 
gegebenen Ausdriicke fUr L 1, L 2, La, .... in die aus Formel (227) folgende 
Formel 

(16") 

ein, so ergiebt sich: 
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1 
[lg] +WH)I] T,.+WB)I] 1'B+ ... · 

+ [ A g ] i'A + [A ( 2l) ] I'A I'A + [A ( 58 ) ] 1',. T B + ... . 
+ [B g ] I'IJ + [B ( 2l) ]rJJ 1',. + [B (58 ) ) i' III'B + ... . 
+ ............................... , 

woraus mit Beachtung der Gleichungen (242) wird: 
1 

(IS·) P = [ I g ] + [ A g ] l'A + [ B g ] I'B + .... 
L 

Nun ist nach den Gleichungen (14·): 
(19·) [ A g ] = A , I, Q 11 + A 1 l2 Q '2 + A , I 3 Q 13 + ... . 

+ A 21, Q 12 + A 212 Q 22 + A 21 3 (123 + .. . 
+ A 3 l, Q '3 + A 3 12 Q 23 + A 3 I 3 Q 33 + .. . + .......................... , 

woraus nach den Formeln (205) wird: 
(20 a 0) [ A g ] = + (2l, ) I, + ( 2{ 2 ) 1 2 + ( 2{ 3 ) I 3 + .... = + [ ( 2l) I] . 

Ebenso ist: 
(20 b·) [B g] =+ 08,) I, + (58 2) 12 +( 58 3)la+ .... =+ [(58) I], 

u. s. w. 
Damit wird: 

1 p- = [ I g ] + [ ( 2l ) I] I'A + [ ( 58 ) I] l' B + .. 
D 

Hierin ist [I g] der Wert, den wir bei Auflosung der Gleichungen (244) nach 
dem im § 63 dargelegten Verfahren mit 

fa,=[paa], I 6 1 =[pab], I c,=[pac], .... , l" 

C3=[pCC], .... , la, 
.. 0.' '0 '0' 

I I 62 =[pbb], c2=[pbc], .... , l2, 

(245) 1582=62-~6"1(£2=c2_6'c" I .... , 122=12-~-'I" 
a, a, I a, 

I 
c, (£2 C, (£2 

(£a=C a--'C,- m -(£2, .... , '123=13-, ·1,- ",2 2 , a, '<J2 a, '<J2 

.. 0.' I •••••••••••••••• 

nach den Formeln (227) und (22(0 im § 63 erhalten, namlich: 
(246) [l g] = l,q, + 12 q 2 + 13 q 3 + .... 

-!..!l +222 + 23Q + -a,' 58 2 2 (£3- 3 • 

Die Auflosung . der Gleichungen (243) und die Berecfmung von [l q] wird 
zweckmafsig nach folgendem Schema ausgefiihrt: 

I, 
I 

12 i3 •• 0 ••••• [I q] . 

6, -~l, +!..!l, 1+ l, q, --I, ........ a, a, a, 

+!..! -'2 2 
(£2 +~£2 + l2 q2 1--(£2 . , •.• 0'. a, 58 2 58 2 

(247) £2 .=£3 + £3£3 + l3gs ........ + --- I· .. ··· .. (£2 (£3 

C, +!3 --g3 ....... . .... .... •• 0·.0 •• '0' •••• a, (£3 

6, (£2 
[lg] --g2 - 582ga l········ I·· ...... - -a, 

=q, ! =g2 I =ga I ..... ·.· 
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lndem wir dann die Gleichungen (242) nach dem im § 65, Nr. 6 dargelegten 
Verfahren auflosen mit: 

(248) 

I al=[A(m)], I lil=[A(~)], 
I 62=[B(~)], 

.... , 
••• 'J 

.... , 
I 

(l=[(m)l], 
(2=[(~) I], 
...... .. , 

l .... , 
.... , 

erhalten wir weiter fur ~- nach Formel (21·) und (2:J5): 
[, 

(249) 
1 

P = [ I q ] + ( 1 j'A + ( 2 j'.8 + .. , . , 
L 

=[lq]- (1(1_ .2 2 .2 2 _ 
al ~2 

· .. , 

Sod ann ergiebt sich auch der mittlere Fehler ].[/, von L nach 

(250) lJI1, = ± tn -V -f,-;, 
Die Auflosung der Gleichungen (242) und die Berechnung des Gewichtes PL 

wird zweckmiifsig nach folgendem Schema ausgefiihrt: 

\ [( m) l] 
I 

: ........ \ I 1 

[( ~) l] Gewicht PL' 

I 
, I 

(1 I ( 2 •• 0 ••••• [lq] [ 1 q ] 

I 
I -~(1 (1 + (1 1'A I ••••• 0 •• --(1 

al at 
I 

(251) ( 1 
=.22 I -~.22 + (2 1'B ---- ........ 

al ~2 

I .2. 
I ........ ........ -~; •••••••• I •••••••• 

61 i 1 
--rB , ........ 1 ........ - p-;, --

a, 

I I 
I 

=j'A =1'j) : ........ 
I 

5. Wenn die Gewichte Px , Py , p,. . . .. und die mittleren Fehler lJI x' lJI y 

llf z' .... fur die wahrscheinlichsten Werte x, y, z, .... der zu bestimmenden 
Griifsen, also fur die einfachen Funktionen 

Lx=x, Ly=Y, Lz=z, .... 

anzugeben sind, so wird nach den Formeln (241): 

(252) 

J fur L",=l': / 1 =1, 12 =0, 13 =0, 1 " Ly = Y : 11 = 0, l2 = 1, l3 = 0 , 

': .~z., ~:. ,1.1 •• ~' • . l~, ,~', .l: .. 1.'. 

Dementsprechend wird dann: 

.... , 
· ... , 
· ... , 

(253) 
I fUr L",=x: [(m)l]=(mtl, [(~)l]=(\Btl, .... , 

" Ly=Y: [(m)I]=(m 2 ), [(\B)ll=(~9), .... , 

l.i: ,~' .. . z~. [.(~?~l .. ~~~).', ,[~~~l? . (.~3.)~. '.':': 
Koll. 2. Aua. 21 
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und ferneI': 

'12= Q 12, '13= Q'3, .... , [I'1]=Qll' J fur L;c=;~: '1,=Qll, 

(254) "Ly=Y: '1,=Q,2, 

t . ': .~z • • : ~ • ~' •• • Q.,~,. 
'12= Q22, '13=Qn, .... , [1'1]= Q22, 

'12= Q23' '13= Q"3, [1'1]= Q33, ... 0' 

1m Uebrigen finden die vorentwickelten Formeln unverandert Anwendung. 

§ 68. Beispiel zu dern im § 67 entwickelten Verfahren. 

1. Wir wenden das im § 67 entwickelte Verfahren auf das im § 61 behandelte 
Dreiecksnetz an, indem wir das Gewicht P w und den mittleren Fehler Jll w des 
wahrscheinlichsten Wertes des Winkels P , P P 2 berechnen. 

Der wahrscheinlichste Wert W dieses Winkels ergiebt sich aus den wahr
scheinlichsten Werten R der Richtungen nach: 

(240) 

h d· D'ff, . I . lOW. d wonac Ie I erenzla quotIenten = b 11- sm : 

(241) l, = - 1, 12 = + 1, I a = I. = .... 1'6 = 0. 

Nach § 61, Nr. 7 sind die quadratischen Faktoren [p a a], [p b b], [p c c], .... 
der Endgleichungen (19·1) samtlich gleich v p = 24, wahrend aIle ubrigen Faktoren = ° 
sind. Demnach erhalten wir zur Bestimmung der Koeffizienten '1 1 , '12 , '13 , '14 , .... q t6 

die Gleichungen: 

(244) 

r 
(vp=24)q, =-1, 
(vp=24)q2 =+1, 
(vp=24)'1a =0, I (vp=24)Q4 =0, 

( ;,; . . 2~i') ~ :6' . (; : 
Somit'ist 

und demnach: '1 1 = - 0,0417 , 
Q 2 = + 0,0417 , 
'13 =0,0, 
Q 4 =0,0, 
...... , 
'116 =0,0. 

(246) [ I '1 ] = 1, '1 1 + 12 Q 2 + 13 '1 3 + I 4 '1 4 + .... 1'6 '1 16 = + 0,0834 . 

2. Weiter ergeben sich mit den im § 61, Nr. 8 zusammengestellten Zahlen
werten der Koeffizienten (m), ()8), ((\;), (;I)), (®) die folgenden Absolutglieder 
der Gleichungen (241): 

[( 2() I] = + 0,0834 , (()8 ) I] = - 0,0417 , [ ( (\;) I] = 0,0 , 
[ ( ;I) ) I] = - 0,0417 , [ ( ® ) 1= 0,0 . 

Die ubrigen zur Berechnung des Gewichtes P w nach den Formeln (248) und 
(24!) erforderlichen Zahlenwerte sind nach § 61, Nr. 9, Abteilung 4 del' Tabelle 
auf Seite 282 und 283: 

tt, =+0,250, - ~ =+0,333, a, 

)82 = + 0,222, 

c, 
--·=0,0, 

ll, 

(\;2 
--~2 =+0,375, 

(E 3 = + 0,219 , 

_ b, =+0,333, 
ll, 

-~:=+0,125, 

- ~: = + 0,429 , 

;I). = + 0,]79, 

-!.! =+ ° 1536 at " 

- ~: = - 0,0809, 

-~: =+ 0,0356, 

-~:=-O,0468 , 
®5 =+0,0668. 
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Hiermit ergeben sich das Gewicht P w und der mittlere Fehler J1Iw des wahr· 
scheinlichsten Wertes W des Winkels P 1 P P 2 im Schema (251) wie folgt: 

[(Ill ll] [(ill) I] Wl:)l] [( '!I) I] [(~) I] Gewicht P w' 

I, 1+ 0,083 12 - 0,041~ I> I. [1-o,0417[ I, I . [lq] + O,083~ [lq] 1+ 0,0834 

_ !! I, '1 c, b , e ,[ I, 01 
+ 0,0271- - I, . - - I, ,+ 0,0278 - - I, ,+ 0,0128 - - I, - 0,0278

1 

+ I, r A - 0,0243 

1 
_
nt n, a, I at I a, 

_ !.l. (!: > "" ll'. ~. 1 ~ • - 0,0336! - ~ • - 0,0139 - i!l l' 2 -- 0,005. - l!)- ~ 2 - 0,0017 -l!) ~. + 0,001l - lB ~ 2 - 0,0009 + r. "B - 0,0049 
a, , I • -. • -. 

e, I ~. I "I \D, (l:, l', , 
-a,"E-O,3333-i!l2 1+0,06261 =c, -0,0052-(!:,~' -0,00221-(!:'I', --0,0002-(!:, \,-0,0001+ 1,rO 

- :: TV + 0,0366jl - ~: rE +0,0176
1

- ~: 1[+ 0,0237 =l'. - 0,0178
1

- ~: ~'l'~ -~! ~4 -0,0018 + f. "V -0,0046 

" \tl. [ ~, l'. '[ ~, 
- a,rO . 1-l!lsrD + 0,0138

1

- (5;, "EI- 0,0077 - \D. 1+ 0,0991 =~, +0,0145 - ~, ?, I~ + r, "E __ _ 

- !!r.e 1+ 0,039 'I" !.", 1+ 0,"'" - ~'"n + ",om - ~'"EI+O'"'"1 '-'I 1 + 0,0497 _1_ + 0,0496 a, ---, '<'. i~ "'> 1- "-'. 1 @, Pw PJV 

=rA °'29111

11 

="B 1.+ O,lmi
l 

="0 1+ 0,0632 ="D 1
1

+o,1096' ="E 1- 0,217 : P w I 20,2 

M .... =+m V_l~=+1'24 VO 0496 =+0,27" 
[' I I ,,- PJV - . -

I [ i I 
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I. Teil. Theorie der Beobachtungsfehler. 

Hauptsa.tze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

I. Samtliche FaIle sind g lei c h wahrscheinlich: 
W = Wahrscheinlichkeit ffir das Eintreffen eines Ereignisses, 
W,. = Wahrscheinlichkeit ffir das N i c h t eintreffen des Ereignisses, 
n = Anzahl der fUr das Eintreffen des Ereignisses gfinstigen FaIle, 
N = Anzahl aller m5glichen FaIle. 

(1) w=;.. I 
(3) W + W,. = ;. + N N n = ~ = 1 = der Gewifsheit. 

II. Die FaIle sind nicht gieich wahrscheinlich: 
W :...... Wahrscheinlichkeit fUr das Eintreffen eines Ereignisses. 
'W 1 1 'W 2, W 3, •••• = Wahrscheinlichkeiten der ffir das Eintreffen des Er· 

eignisses gfin stigs te n FaIle. 

(4) W=Wl+ W2+ WS+ ..... 
III. Die Ereignisse sind von einander una b h a 11 gig. 

W. = Wahrscheinlichkeit ffir das Zusammentreffen mehrerer Ereignisse, 
tIll, tV 2 , W 3, •••• = Wahrscheinlichkeiten ffir das Eintreffen der Ereignisse. 

(5) W.=Wl·W2·1/)S' .... 

IV. Die Ereignisse sind von einander abhangig. 
w = Wahrscheinlichkeit ffir das Eintreffen des ersten Ereignisses, 
Cd = Wahrscheinlichkeit dafUr, dafs nach dem Eintreffen des ersten Ereig· 

nisses auc;h das zweite eintrifft. 

(6) W.=w. Cd. 

Theorie der Beobachtungsfehler. 

y = Wahrscheinlichkeit daffir, dafs ein Beobachtungsfehler x vorkommt, 
W 0 = Wahrscheinlichkeit dafUr, dafs der Beobachtungsfehler Null vor· 

kommt, 
W! = Wabrscheinlichkeit dafUr, dafs der Beobachtungsfehier zwiSl-hen 

a und b fiilIt, 
c = 2,718 281 .... = Grundzahl der natiirlichen Logarithmen, 
n: = 3,141 592 .... = halber Umfang des Kreises vom Radius ,. = 1 , 

a* 



4 Fonneln. 

d = durchschnittlicher Fehler, 
m = mittlerer Fehler, 
w = wahrscheinlicher Fehler, 

(v 1), (v 2), (v 8), ..•• (v n ) = wahre Beobachtungsfehler. 
(7) Der zufallige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses ist gleich der 

algebraischen Summe der in sehr grofser Anzahl auftretenden, sehr kleinen, gleich 
grofsen, positiven und negativen zufaIligen Einzelfehler, und die Wahrscheinlichkeit 
fUr das Vorkommen positiver und negativer Einzelfehler ist gleich. 

(8) Es ist am wahrscheinlichsten, dafs der Beobachtungsfehler Null vorkommt. 
Die Wahrscheinlichkeit fUr das Vorkommen der verschiedenen Beoba~htungs. 

fehler ist verhaltnismafsig sehr viel kleiner fUr grOfsere als fUr klein ere Beob
achtungsfehler, sie ist verschwindend klein fUr sehr grofse Beobachtungsfehler. 

Das Vorkommen gleich grofser positiver und negativer Beobachtungsfehler 
ist gleich wahrscheinlich. 

xx 
1 -}j 

(10) Y= yNn; e 
xx 
N 

1 ( xx 1 (XX)2 1 (xx)3 1 (XX)4 ) 
(11) Y = l! N n; 1 - N + in N - 31 N + 4! N - . . . .. . 

(12) d = LH~. I (13) m = ± ' /« v) ~ v)] -
n I V 

(14) d= ~~=0,564190YN. ! (t5) m= Vi--·f.N=0,707107YLV. 

(16) w = 0,476 9363 yit = w {it. 
(17) d = 0,797 885 m, I (18) w = 0,674490 m , 

r 2 

(19) Wra=e 1< 
=1-

r" + ~ e' ") 2 _ ~ (r ") 3 1 (r 2f 
n; 2! n; 3! n; +4i ~ - .... 

, .. 
(20) Wrm=e 

-2 
=1-

r" 1 (r2r 1 (r2r 1 (r 2f 
2 +2! 2 -3! 2 +:ri If - .... 

-(6)7)2 1 1 1 
(21) W rw= e = 1- (wr) 2 +2 i (w r) 4 -31 (wr) 6+ 4! (w ,.) 8_ •••• 

(22) W~;~= /n (~~-i (;-;J 3 +5.12! (ff~) 5 -7 \! (;;) 7 +9 .14! (;;) 9 - ••• -), 

(23) W~~: = y~n (;2 - i (;2r + 5.\! (;2-) 5 - ;/3! ({2-) 7 +9 \1 (;2) 9 -- •••• ) , 

(24) W~;:= y~( wr -i (wr)3+~--:12!(wr)5 -7~31(wr)7+9.\,1 (wr)9 - .... ), 

Es ist die Wahrscheinlichkeit dafUr, dafs ein 
Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen mitt

leren Fehler 

I nicht Uberschreitet i Uberschreitet 

(25) fUr " = 1,0: I 0,6827, I 0,3173, 
" r = 2,0 : I 0,954 5 , 0,045 5 , 
" r = 3,0 : 0,997 278 , 0,002 722 , 
" r = 3,5 : 0,999 53::! 8 , 0,0004662, 
" ,r = 4,0 : 0,999 936 62 , 0,000 063 38 , 
" " = 5.0 : 0,999 999 427 , 0,000000573 • 
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Unter n = 1000 .Fehiern wird Dafs der r fache mittlere Fehier 
der r fache mittIere Fehier wahr- iiberscbritten wird, kommt wahr-

scheinlich iiberschri~ten scheinlich e i n mal vor 

(26) fUr r= 1,0: bei 317,3 Fehiern, fUr r= 1,0: bei je 3,1 Fehlern, 

" 
r=2,0: 

" 
45,5 

" " 
r=2,0: 

" " 
22,0 

" 
" 

r=3,O: 
" 

2,7 
" " 

r=3,0: 
" " 

368 
" 

" 
r=3,5: 

" 
0,47 

" " 
r=3,5: 

" " 
2150 

" 
" 

r=4,0: 
" 

0,063 
" " 

r=4,0: 
" " 

15800 
" 

" 
r=5,0: 

" 0,0006 " " 
r=5,0: 

" " 
1750000 

" 
(27) Der hOchstens zulassige Beobachtungsfehier ist gleich ± 3 m bis ± 3,5 m , 

ausnahmsweise ± 3,5 m bis ± 4 m • 

Fortpflanzung der Beobachtungsfehler . 
..ill = mittlerer Fehler von X, 
m"" my, m., .••• =mittlere Fehier von x, y, z, .•.. , 
m = mittlerer Fehler von Xl, X 2, X a, .... X n , 

a, b, c, .... = Konstante. 
(28) X=ax, M= ± am.c , 

(29) X=x±y±z± .... , 11[= ± Vm~+m;+m;+ ... --:-
(SO)X=X 1 ±X2±Xa± .... x", M=±mvn~ 

(31) x= ax ± by ± cz ± .... , M = ± V(am x )2+ (b my) 2+ (cn~.)2--f .... 
(32) X=a(x i ± X2 ± .fa ± .... x,,}, M = ± a mVn. 

(S3) X = f (x, y, z, .... ), 

Berechnung der Gewichte und mittleren Fehler. 
ml, m2, m a , •... mn=mittiere FeWer 1 

der GrOfsen 
P 1, P 2, }J a, •.•. P n = Gewichte f 

G . ht hAlt' hI A I, A 2, A a, .... An' 
Z 1, Z 2, Z a, .• ,. Z n = eWlc sver a msza en 
m = mittlerer Fehier t 
p = 1 = Gewicht I cler Gewichtseinheit, 
5 = Gewichtsverhaitniszahl 
mo = mittlerer Fehler \ 

_ G . bt J einer vorlaufig angenommenen Gewichtseinheit, 
Po - ewlC 
k = tit 2 = Gewichtskonstante, 

k k 
(34:) }J 1 = m 1 ~, P 2 = m 2 m 2 ' 

(36) ( P = 1) : PI: P 2 : P a : •.•• P" = 1. 
tltm 

1 1 

.... mn=±m~' 
P" 

1 1 
mama mn m" 
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(l}S) 
Z.) Z 3 

P 2 = -t ' p 3 = 3 ' 

(!J9) m=±lIlo ,Ci. _. 
Vp;;-=3 

Fortpfianzung der Gewichte. 
P= Gewicht von X, 

p x' P 11' P z, .... = Gewichte von x, y, z, 

p = Gewicht von XI, X 2 , X 3, •••• X n , 

a, b, c, .... = Konstante. 

.... , 

(to) X = C~ C", 

(4,1) X = x ± y ± z ± .... , 

(!2) X=Xl±X2±·l"a± .... .l'", 

(43) X = ct x ± b y ± c z ± .... , 

(45) X=I(x,y,z, .... ), 

IJ. Teil. Theorie der Beobachtungsfehler. 
( .r ) , ( y ) , ( z ) , 

x, y, z, 

!:, I) , 5 , 
q 

d);, dt), d5, 

AI, A 2, Aa, 
(Atl, (A 2 ), (Ad, 

L 1 , L 2, I.1 3, 

II, I 2 , I 3 , 

n 

d! 1, d 12 , rll 3 , 

(v tl, (V2), (Va), 

'v 1 J t) 2 , V 3, 

11, 12, 13, 

. . . . . . = wahre Werte 
der zu 

w,", 1 . . . . = wahrscheinlichste 
bestimmenden . = Naherungswerte 

.= Anzahl 
Grofsen, 

• =.: Aenderungen der Niiherungswerte 6, 1),3, .•. , 
wodurch diese in x, y, z, .. ' 

. A" = Beobachtungsergebnisse, 

. (An) = wahre Werte I 
. . . Ln = w~hrscheinlichste Werte 

.... In = Naherungswerte 
.... = Anzahl 

ubergehen, 

der beob· 
achteten 
Grofsen, 

dIn = Aenderllngen der Niiherungswerte II, !2, 
I a .... In' wodurch diese in L 1, L 2, L 3, .... L" 
ubergehen, 

.(v,,)= wahre Werte \ der Beob· 
v n = wahrscheinlichste Werte { achtungsfehler, 
In = Abweichungen der Beobachtungsergebnisse 

AI, A 2, A3 , •••• An von den Niiherungs
werten r 1 , I 2, I 3, •••• In' 



p=l 
m 

PI, P2, P a, 

m 1 , nt 2, m 3 , 

Px , PY ' Pz ' 

ill." ' lrly' 111z ' 

Formeln. 

· ..... = Gewicht l 
'ttl F hI f der Gewiehtseinheit, · . . . . . = m! erer e er 

· . . . P n = Gewiehte \ der Beobaehtungsergeb· 
... . mu= mittlere Fehler f nisseAl,AQ,Aa' .... A", 

) der wahrseheinliehsten · . . . . . = Gewiehte ~ W d 
f erte x, y, z, ... er zu 

· ..... = mittlere Fehler bestimmenden GrOfsen. 

7 

W 0 in einzelnen Absehnitten abweiehende Bezeiehmmgen gebraueht werden, 
werden sie besonders am Anfange des betreffenden Absehnittes angefiihrt. 

Grundformeln. 

(47) m=± ,/rpv·vJ. 
V n-q 

Direkte Beobachtungen. 
Direkte g 1 e i c h g e n a u e Beobachtungen. 

(.lSI ~,=~=AI+A2+~~ .. An. 
n n 

Direkte ungleich genaue Beobachtungen . 

. _ [p A] _PI A I +P2 A2+Pa ..1,3+" .. PnAn x-·· __ ·_ . . 
[p] Pl+P2+Pa+ .... P" 

(58) 

1 
Al=l+dll, 
A2=I+dI 2 , 

(59) A 3 = 1+ d l3 , 

....... .. , 
An=l+dln . 
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(60) 

(62) [pv]=O. 
(61) 

VS'=X- A2, 

V3=X- A3, I VI=X-AI, 

• , j[pv vj (64-) 
........ , (63) m =± V "n=--- 1 ' 
V"=X-An. 

(6il) P=[p]. (66) M= ± m V; = ± m V[ ~] =± Vrp~~:V\y 
(67) [pvv] = [pAA] - [Ll~[t A] = [pdl d I] _ [Pdl(p[f'! I]. 

Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungsdifferenzen. 

A:. A~. A; ..... A~ 1 B b ht b . 
A'/. A" A·'..... A" J = eo ac ungserge russe. 

1 2 '3 '1l 

..1 1• ..1 2. L1a ••••• ..1 " = Beobachtungsdifferenzen A' - )." • 

kilO k~2' kl a • : : : 'k'l' } =regelmafsiger l Tell der Beobachtungs· 

o I, 0 2. 0 3 • • • • _ 0: = zuflilliger f differenzen 

Die nachstehend mit .. bezeichneten Formeln gelten fUr den Fall. dafs die 
Beobachtungsergebnisse AI. A 2 , A a •• , •• An gleich genau sind: die ubrigen F ormeln 
gelten allgemein. 

al) Der regelmafsige Teil der Beobachtungsdifferenzen ist fur 
aIle Beobachtungsergebnisse gleich: 

f ..11 = A: - A ~' , 
k=L~J. 

01=k-.1 1 , 

L12=A~-A~', (69)* 02=k-L12' l j.,. :;-:-'.~: n 
(71) oa=k-L1 3 , (68) 

k-[P.:!J. (70) - [p] ........ , 
..1 = A' - A" o,,=k-L1 n • 

Jl, n n 

(72)* [00] = [..1 ..1 J - L~J [..1 ] = [..1 ..1 ] - n kk, 
n 

(73) [p 00] = [p ..1 ..1] _~~J [p ..1] = [p ..1 ..1] -[p] H. 

ad Der regelmafsige Teil derBeobachtungsdifferenzen ..1 1 • ..1,. 
L1a ..... .1" ist proportional den Grofsen II. 72 • la ..... I,,: 

f 
.1)=A;-A;', f 0)=kl 1 -.1 1 , 

.12=A~-A;', (75)* k=[[ll~l, 02=kI 2 -.::1 2 , 

(74-) 1:.3 ~:~. ..:.~ ~ (76) k = r[~ II ~ r (77) 1 ~ ~ . , k,1.3 • • ~ ~ : 
11 " .. on-kin .::1". 

btl Der regelmafsige Teil der Beobachtungsdifferenzen .wird 
aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen berechnet: 

(78)* m=±.lp,(J6'J] -. I (79)* m=±ml/I=±l/~cnr~ 
V V2(n-l) I V p V2(n-l)' 
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(85) Ink = ± 11l vI = ± lit v~~~ = ± v~p~H-~~L-l)' 
be) Der regelmafsige Teil der Beobachtungsdifferenzen ist 

voraus bekannt: 

(88) III = ± ' /LEooJ . V 2n 

.......... , 

In" = ± l1l' (r. V Pit 

Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer GrMsen, deren 
Summe einen bekannten Sol1betrag erfiillen mufs . 

. ~ 1, X 2, X 3, .••• x" = wahrscheinlichste Werte der beobachteten Grofsen, 
a}, a 2, a 3, •••• an = Beobachtungsergebnisse, 
v . . . . . • . . . . . . • = wahrscheinlichster Wert der Verbesserungen der 

Beobachtungsergebnisse, 
S . . . . . . . . . . . . . = Sollbetrag, 
.:2 .•..........• = Beobachtungsergebnis fUr den Sollbetrag, 
f . . . . . . . . . . . . . = Widerspruch zwischen Sollbetrag und Beobachtungs

ergebnis. 

(90) X1+·C2+ X3+ .... X,,=S. 

(!)1) a 1 + a2 +a 3+ .... a,,=.:2. 

(92) f = S - .:2 • (91) 

(93) v=~f. 
n 
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(96) 

(98) 

Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer GrOfsen, 
deren Sum me einen bestimmten Sollbetrag erfiillen mufs. 

x, y, z, . . . . . . .. = wahrscheinlichste Werte der beobachteten GrOfsen, 
a, fJ, r, ........ = Beobachtungsergebnisse, 
va' v {1' 'v y' . . . . . . = wahrscheinlichste Werte der Verbesserungen der 

Beobachtungsergebnisse, 
8, :3, f, . . . . . . .. = wie vorstehend. 

1 
Pa 

Va=Ulfl 

1 

Pp . 
(100) a+fJ+r+ ... ·=:3. (102) vp= [r(' 

(101) f=8-:3. 

(104) 

(106) (107) 

1 

Py 

vY=[~r' 



Formeln. 11 

Vermittelnde Beobach tungen. 

Gleichungen fUr die Beziehungen zwischen den wahren Werten 
der beobachteten Gr5fsen und der zu bestimmenden GrOfsen. 

(Atl=F,((x), (y), (z), .... ), 

(Az)=Fe((l'), (y), (z), .... ), 

(lOS) (Aa)=Fa((x), (y), (z), .... ), 

Die Anzahl '1 der zu 

bestimmenden GrOfsen 

ist kleiner als die An-

( A " ) = F n ( ( .r ) ,( y ), (z), .... ) . 

........................ , 
zahl n der Gleichungen. 

Fehlergleichungen. 

(109) 1 
v1=L,-AI, 
Vz=Lz-A" 

(110) ~ ~ ~.~ a.~ .A.3: 
v"-L,, An' 

Wahrscheinlichste Werte der zu bestimmenden GrOfsen. 

(111) 
J :~=~+d6' y=l)+dl), 

1 ~~.5.~~~: 
Faktoren und Absolutglieder der umgeformten Fehlergleichungen. 

(112) 

(lll) 

of, 
(/,1='17i' 

oFz 
(/'2=-0);-' 

" oFa 
([3=a~' 

oF1 
C 1 = -if5- , 

of, 
c 2 = -a "5 , 

oFa 
c 3 =-(15' 

••••• • OJ ••••••• , •••••• 0' 
oFn of oE~n 

a,,= i:j"£' bn=-o-?' c,,= 05' 

f I,=F,(!;, I), 5, .... ), I I L1=I, +dI" 
I2:~'z(6.' I),~, .... ),: . L z _Iz+dl z, 

"I :". = .~3.( ~ '. I: '.:.'.' ...... ): ! (1t;}) ~~ ~ 1.3 ~. dI~; 
In - F n (~, I), J, .•.. ). i Ln = In + dIn' 

Umgeformte Fehlergleichungen. 

I f dI1=a1d1; b , dl)+c , d 5+ ... , 
• dI2=a2d~+b2dl)+c2d5+ .... , 

(116») ~~~ . . a.3~~::~3.d.I).~~~(~~ . ::.:; 

l dln-and~+bndl)+cnd5+ ..... 
(117) 

.... , 

.... , 

.... , 
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Endgleich ungen. 

1 
[p aa] d1i+[p ab]dt)+[p ae]da+ .. · .+[p af] =0, 
[p ab]d1i+[p b b]dt)+ [p be 1 d3+ .... +[p bfJ =0, 
[p ae]d1i+[p be Jdt) + [peel da+ .... + [pefl =0, 
..................................... 

(118) 

d); dl) da .... 
---- - ~---. --- ------------ --

[p aa] [p a b] [p ae 1 · .... d1i+[paf]=O, 

(119) [p b b] [p be] · .... dl)+[pbfJ=O, 

[p e e] · .... da+[pefl=O, 

· .... . ........ ... 

f uI=[paa], i bl=[pabl,1 Cl=[pae],: .... 1

1 

fl=[pafl, 
(120 a) I b 2 =[pbb],! cz=[pbe], I···· f2=[pbf], l I Ca= [pee], . .... i fa=[pcfL 

1 I···· ........... , 

{ 
uld1;+bldl)+clda+···.fl=O, 

(t21) bId ~ + b 2 d I) + C 2 d 3 + .... f 2 = 0 , 
C1 d!i+ Cz dl)+ cada+ .. ·. fa= 0, ........................ 

Rechenschema (L24:) fUr die Auf16sung 

[paa] Ilpab] i [pac] : •... : [pafl [PbbJ: [pbc] ! .... I 

Mittlere Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs
ergebnisse. 

(126) m 1 = ± III ,/~ 
V PI' 

(1"-) _±,/[iv-v~j 
... a m-. V n-q' 

V·l~ iT VT m2 =±m -, ma=±111 -, .... m,,=±m -~-. 
P2 Pa PIt 
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Faktoren und Absolutglieder der reduzirten Endgleichungen. 

Reduzirte Endgleichungen. 

/
. a,d~+ b,dt)+ c, d3+ .... f,=O, 

~2dt)+~2dj+ .... l}2=O, 

t ~ 3 d 5:::::.~ :.-:--: ~: 
(t22) 

(123) 
r d, ~.~~: 
I d t) = - ~.! d 3 ...• - ~ ~ , 

,;()2 "-'2 

dt:=-~-dl) -~d5 .... _11_. 
a, a 1 a 1 

der Endgleichungen mit Probe (127). 

Rec;henproben. 

(127) _h f, - ~ 2l}Z= ~ al}a- ...• = f, d!;+ f2 dt) + fa dil + .... =.2. 
al ~2 ~a 

(l27 a) L 1, L 2, L 3, .... Ln ubereinstimmend nach den Formeln (109) und (113). 

(127 b) VI, 'V 2, l' a, .... v" ubereinstimmend nach den FormeIn (110) und (117). 

( 
[pavJ=O, 

(128) r p b l' 1 = 0 1 

[p C1') = 0, 
........ 

(129) [pl'l'l=[pffJ+.2. 
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Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Fehler· 
gleichungen. 

1. Die n umgeformten FehIergIeichungen 
1'1 =11 ± dl:+b , dl) +C 1 d~+ .... , Gewicht = P 1 , 

V 2 =12 ± dl:+b 2 dl) +C2 da+ .... , 
~'3 =13 ± d~+b3 dt)+c 3 d3+ .... , 
...................... , ......... , 
vn=ln±dl;+b"dl)+cnd3+ .... , " =P". 

worin a 1 = a 2 = a 3 = .... (( n = + 1 oder = - 1 ist, konnen reduzirt 
die ell: nicht enthaItenden FehIergIeichungen: 

lJ1 11+ b1dt)+ c 1 d3+ .... , Gewicht= 
lJ2 12+ b 2 dt)+ c 2 d5 .... , " 
lJ3 la b 3 dt)+ c 3 d3+ .... , 

werden auf 

(130) . . . . . . . . ............... , . . . . . . . . ... , 
1)n In bndt)+ cnd5+ .... , 

Vn+l=[pfJ+[pb]dt) [pc]cl3+ .... , 

. . . . . . . . . . , 
[pfJ 

Fn=ln - Tp]' 

B -b _[J~bJ 
1 - 1 [p J ' 

r p b J 
B 2 =b 2 - 1pl' 

[p bJ B3=b a- .. _--
, [p]' 

......... . 0' 
B =b _[p~J 

" n [p]' 

" 
" 

..... , 

..... , 

..... , 
•• " •• J 

•••• OJ 

gebildet wird, wobei [p F] = [p B] = r pO] = .... = 0 werden mufs, auf die Fehler-
gJeichungen : 

J VI = ~1 + B 1 dt) + ° 1 cla + .... , Gewicht =1) 1, 

1J 2 =P2+ B 2 cl t)+02 d 3+ .... , " =P2, 

(132) 1 ~~ . . ~3.~~.3~:~?~~3.~: ... :; ... " ... ~.1~3; 
v"=Fn +B,,clt)+ Cn d5+ .... , " =P,,· 

Nachdem cl t), d 3, ... ,. aus den reduzirten EndgIeichungen bestimmt sind, 
erhalten wir d ~ nach: 

(133) dl:=+Lrf]1 + CGNdt) + [~Vdn .... , 
worin das {obere } Vorzeichen gilt, wenn das V orzeichen von d!; in den umge

untere 
. f positiv }. 

formten Fehlerglelchungen l t' 1st. nega IV 

Urn nach FormeI (129) den richtigen Wert von [p v v 1 zu erhaIten, kann 
erstens dem sich bei Auflosung der reduzirten EndgIeichungen nach FormeI (127) 

fur ~ 'ergebenden Betrage -~! il> 2 - &~. il> 3' - •••• noch - [{ii [p I] hinzugesetzt 

werden, oder es kann zweitens bei Benutzung der FormeIn (130) der aus der n +.1 ten 

FehIergleichung entspringende Betrag - ~f]l [p n mit in r p If] auf~enommen 
werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (1lU) und (132) [p F F] 
statt [pill gebildet und in FormeI (12!) eingesetzt werden. 

Wenn P 1 =p 2 = P 3 = ... . Pn = 1 ist, so vereinfachen sich die Formeln (130) 
bis (13!}) wie foIgt: 



Fonneln., 

. . . . . . . .. , .......... , 
F =f _[f] B =b -~ 

n n n' n n n' 

wo [F]=[B]=[O]= .... =O sein mufs; 

{ 

v1=F1 +B 1 dt)+ 01 d3+ .. ", 
V2 =F2 + B2 dt)+ O2 da+"", 

(136) ~~ , ,~3,~~,3~:~ ~~~a,~: '::; 
v,. = F,. +Bndt)+ 0nda+"", 

Gewieht = + I, 
" =+1, 
" =+1, 

.......... , 
" =+1, 

1 

" n 

•....... . 0' 
[c] 

O,.=c n --, 
n 

Gewicht = + 1 , 
" =+1, 
" =+1, .......... , 
" 

15 

.... , 

.... , 

.... , 

.... , 

.... , 

Naehdem dt), d5, 
erhalten wir d 6 naeh: 

aus den reduzirten Endgleiehungen bestimmt sind, 

(137) 

worin das {obere \J Vorzeiehen gilt, wenn das Vorzeichen von d 6 in den um· 
untere 

geformten Fehlergleiehungen \f pOSitti: } ist. 
negalv 

Urn naeh Formel (129) in diesem Faile den riehtigen Wert von [p v v] zu 
erhalten, kann erstens dem sieh bei Auflosung der reduzirten Endgleiehungen 

naeh Formel (127) fiir 2 ergebenden Betrage -1; lY 2 - ~: lY 3 - , , " noeh 

- [f ] [f] hinzugesetzt, oder es kann zweitens bei Benutzung der F ormeln (134) 
n 

der aus der n+ 1 ten Fehlergleiehung entspringende Betrag - [~J [f] mit in [pff] 

aufgenommen werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (135) 
und (136) [F F] statt r ff] gebildet und in Formel (129) eingesetzt werden, 

Mit den naeh den Forme1n (130) oder (134) erhaltenen Werten u 1, U 2, Us, 

, , , • Un ergeben sieh die wahrseheinliehsten Werte v 1 , V 2 , ,v 3, ' , •• V n der Beob, 
aehtungsfehler naeh: 

(139) 

I Vi =U1 ± d~, 
V 2 =U2 ± d6 , 

~ ~ , ,U,8,~ ~6,; 
vn -u lI ±d6• 

(138) 

Die Proben naeh den Formeln (128) sind: 

oder wenn samt· 
liehe Gewiehte 
gleieh 1 sind: 

(140) I [v]=O, 
[bv]=O, 
[cv]=O, 
..... " 
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2. Die'll umgeformten Fehlergleichungen 

v, =[, +ad!2+bdt) +cd5+ .... , Gewicht = p , , 
1'2=[2+ad~+bdt)+cd5+ .... , " =P2, 
1'3=[3+ad~+bd1)+cd3 + .... , " =P3, ....................... , ......... , 
1'" =f" + a d~+ b dt) + c d5 + .... , " =P'f' 

worin a 1 = a 2 = a 3 = .... an = a, b 1 = b 2 = b 3 = .... b n = b, c 1 = C 2 = C 3 = .... 
c" = C, •••• ist, konnen reduzirt werden auf die eine F ehlergleichung 

[pfJ 
(141) u=-[pr+ad~+bd1)+cd3+ .... , Gewicht =[p]. 

:J. Die Fehlergleichung 

v = [ + a d ~ + b d 1) + c d 3 + .... , Gewicht = p 

kann ersetzt werden durch die Fehlergleichung 

(142) q v=q[ + q ad~+ q b d1) + q cd3+ .... , Gewicht= ~2; 
q 

4. Die 'n F ehlergleichungen 

V'=[l ± d~, 
V 2 =[2 ± d~+bd1)+cd3+····, 
Va=[3 ± d~, 
........ , 
l',,=fn±d~, 

Gewicht = PI, 

" =P2 
" =Pa, 

••••••• .o.o , 

konnen reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung 

(14-'1) U=[2_ llJ[l=.E 2 b + bd1) +cd3 +.... Gewicht =P2_P2~ = Up] -P2)P2 . 
[P]-P2 ' [p]. [p] 

Alsdann ist: 

(1 4.f) d - [pfJ - P2 bd' - P2 d --- ~ = + [p] + [p 1 1) + [p] c 3 + .... , 

. d {obere} V . h'l d V . h d' d worm as orzelC en gI t, wenn as orzelc en von ~ m en um-
untere 

geformten Fehlergleichungen {POSittii~ } ist. 
nega v 

Ebenso wie bei Anwendung der Forme!n (130) bis (133) mufs auch bei 
Anwendung der Formeln (143) und (144) dem sich bei Auflosung der reduzirten 

Endgleichungen nach Forme! (127) fur Z ergebenden Betrage - ~: ~ 2 - ~: ~ 3 - •••• 

noch _~!]l[pf] hinzugesetzt werden, urn nach Formel (129) den richtigenWert 

von [p v v] zu erhalten. 
In dem Fane, dafs p 1 = P 2 = P 3 = .... p .. = 1 ist, vereinfachen sich die 

Forme!n (143) und (144) wie folgt: 

(U5) u=f2-([l-::-:::lh+bd1)·+cd3+ .... , Gewicht =1_!='II-1, 
'11- 'II 'II 

(1461 d ,([]_lbd' _1 d-
~=T-'+- 1)+-c 3+ .. ·., 

'11'11'11 

worin bezuglich der Vorzeichen das zu Formel (144) gesagte gilt. 

Der erforderliche Zusatz zu dem Z Betrage - ~...! ~ 2 - ~::.! is: a - • • •• ist hier 
r<J2 ""3 

_[f][fJ. 
'II 
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Bedingte Beobachtungen. 

I, II, III, IV, .... = wahrscheinlichste Werte der beobachteten 
GrOfsen. 

I, 2, 3, 4, .. . 
(I), (2), (3), (4), .. . 

· = Beobachtungsergebnisse. 
· = Verbesserungen der Beobachtungsergebnisse 

I, 2, 3, 4, .... und wahrscheinlichste Beob· 
achtungsfehler. 

· = durch die wahrscheinlichsten Werte der beob
achteten Grofsen zu erfiillende Sollbetra.ge. 

· = Beobachtungsergebnisse fiir die Sollbetra.ge. 

(147) Die Anzahl r der zu erfiillenden Bedingungen ist gleich der Anzahl der 
vorliegenden iiberschiissigen Bestimmungen der gesuchten GrOfsen. 

(14S) Die zu erfiiIlenden Bedingungen miissen von einander unabha.ngig 
sein, so dafs ein und dieselbe Bedingung nicht mehrfach in verschiedener Form 
vorkommen kann. 

(U9) Die dies em Grundsatze entsprechenden Bedingungen werden in jedem 
FaIle gefunden, indem zuerst die beobachteten GrOfsen ausgewa.hlt werden, die zur 
einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten GrOfsen notwendig sind, 
und indem dann fiir jede der iibrigen beobachteten GrOfsen nacheinander festgestellt 
wird, welche unabha.ngige Bedingung durch Hinzutritt derselben zu den bereits 
betrachteten beobachteten GrOfsen entsteht. 

(150) 

(1M) 

Bedin.gungsgleichungen. 

f Fa (I, II, Ill, IV, .... )=Sa' 
. Fb (I, II, III, IV, .... )=Sb' 

l ~'~ .(~: ~I: .II~,. ~~'. ''':'.) .. ~:: 
Die Anzahl q der beobachteten 

GrOfsen ist grOfser als die Anzahl 1.

der Bedingungsgleichungen. 

Fa ( I, 2, 3, 4, .... ) = :8 a' 

(151) 
Fb(I, 2, 3, 4, .... )=:80 , 

(152) 
Fe (I, 2~ 3, 4, ... ·)=:8c ' 

r a, ~ao~" 
oFb 

l"~ :;: 
0 1=8' 
..... ~, 

(l5S) 
f 1=1+(1), 

. II=2+(2), 

l III=3+(3), 
IV=4+(4), 
........... 

oFa oFa 
a2=-02' aa='if3 ' 

oFb 
b2 =02' 

oFb 
b3=-<:)3- , 

cPc oFe 
6 2=02' °3=-'-' 

°3 . . . . . . , ...... , 

f fa = Sa - :8a, 

fb =Sb -:8b , l fe = S c - :8 e , 

........... 

oFa 
a~=-~-, 

°4 
oFb 

b'="F4' 
of. 

°4=---04' ...... , 

.. . 0' 

0" • 0' 

.. . 0' 

RolL 2. Aua. b 
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Umgeformte Bedingungsgleichungen. 

{ 
a, (I) + a2 (2)+ aa (3) + a4 (4) + .. .. fa' 
b 1 (I) + b 2 (2) + b a (3) + b 4 (4) + .... f b , 

C 1 (I ) + c 2 (2) + C a (3) + C 4 (4) + .... fe , 
.......................... ... 

(155) 

(156) 

Endgleichungen. 

[apa] ka+ [~b] kb+ [~c] k.+ .... =fa' 

(157) [apbJ ka+ [b;] kb + [~c] k.+ .... =Ib , 

[ ~C] k a + [~c] k b + [ ~c] k. + ...• = fe , 

a, = [apa], 6 , = [a:], Cl=[~C], • • • OJ f'=-'-!a' 

(15S) 6 2= [b;] , C2 = [~C], · . . 0' f2=-fb, 

ca=[~C], · . . 0' fa=-fc~ 

· . . 0' ....... 

(159) { 
a1 ka+6,kb +c,k.+ .. .. f,=0, 
6,ka+62kb+C2k.+ .... f2=0' 
C, ka+C2 kb+Cakc+'" .f3=0, 
....................... 

Die A uflosung der Endgleichungen erfolgt wie bei den vermittelnden Beob· 
achtungen. 

Rechenproben. 
(160) [pen) (n))=[k[]=-rkf]. 

(161) 

(162) 

=hfl + ~2lY2+ ~alY3+"" 
a, ""2 '"' 3 

=Pl (1)(1)+P2 (2)(2)+Pa (3) (3)+P4 (4) (4)+ .... 

(163) Die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) 'und die Bedingungs· 
gleichungen (150) mUssen durch die Zahlenwerte der Verbesserungen (I), (2), 

(3), (4), .... , und der wahrscheinlichsten Werte I, II, III, IV, .... der beob· 
achteten Grofsen erfallt werden. 
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Mittlere Febler. 

(164:) m=± V[p(n;(n»). 

19 

m1 =±m,IT, m»=±m,IT, ms=±m,IT, m"'=±m'jl, .... 
V~ V~ V~ V Pi 

Bildung der reduzirten Endgteichungen aus reduzirten Bedingungs
und Korrelatengleichungen. 

Die Bedingungsgleichungen 

f (1)+ (2)+ (3)+ (4)+ ... ·={a1 
b I (I ) + b » ( 2 ) + b a ( 3 ) + b '" (4 ) + .... = fb , 

l ~ ~ :1.):~ 2. (.2: ~ ~ a. (.3! ~O."'.(:~ ~':'.' .. :a: 
und die Korrelatengleichungen 

(I)=~ka+ b i kb+~k.+ .... , 
PI PI PI 

(2) =~ka+ b 2 kb+ 02 k.+= ... , 
P2 P2 P2 

1" ba +C8k + (3)=-"'a+- kb - D····' Pa Pa Pa 
) 1 b 4 c"",+ (4 =-ka+-kb+-",. .. .. , 

Pi P4 _ P4 

worin a 1 = a 2 = a a = a '" = .... = + 1 ist, konnen reduzirt werden auf die Be
dingungsgleichungen 

b. ( .»+b, «2»+ b. (3»+ b. (W)+ .... + [il (n+ 1» ~ t. - [fIt .. 
(166) 

'. ( '»+" «2» + '. (3»+ '. (4»+··. -+ LH (n+ 1» ~ t,- filt .. 
und die k a nicht enthaltenden Korrelatengleichungen 

((I») = b1 kb+~ k,+ .... , 
PI - PI 

(2») = b 2 kb+~ko+"" 
P2 P» 

(3») = ba k b+ 08 k .. + .... , 
Pa Pa 

(167) (4») = b", kb+ c'" k.+ .... , 
P'" P'" ...................... , 

h* 
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und: 

{1(9) 

4. Die Formeln (166) bis (169) vereinfachell sich, wenll die Gewichte PI, 

P 2, P 3 , P 4, •••• samtlich gleich 1 sind, wie folgt: 

{ 

[b] 
b 1 (( I ) ) + b 2 (( 2 ) ) + b 3 (( 3 ) ) + b 4 (( 4 ) ) + .... + [ b ] ( ( n + 1 ) ) = fb - n f" , 

(170) c 1 (( I ) ) + c 2 ( (2)) + C 3 (( 3)) + c 4 ( (4)) + .... + [ c] ( (n + 1)) = Ie - L!l la' n 
...................... , .......................... . 0' 

(171) 

'"' l b J k [c] k + 1 (( + 1 '+ 1 (112) ka=-- b-- c-···· -Ia= n )) -Ia' n n n n 

SpezieUe Regeln fiir die Berechnung der Anzahl der zu erfiillenden 
Bedingungen. 

(174) In Polygonnetzen ist die Anzahl r der zu erfullenden Bedingungen, 
wenn 'Up neu zu bestimmende Knotenpunkte durch n. Zlige mit einander 
verbunden sind,: 

r=n.-np+l, 
(175) und wenn das Netz aufserdem durch nit ZUge mit gegebenen Anschlufs· 

punkten verbunden ist, so dafs im ganzen N. = n. + n a Zlige vorhanden sind: 

r=N.-np' 

Die Regeln (174) und (175) konnen in allen Fallen angewendet werden, wo 
GrOf~n aus den beobachteten Unterschieden zwischen denselben zu bestimmen 
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sind, also beispielsweise auch wo Richtungen (= Knotenpunkte) aus den auf einem 
Punkte beobachteten Winkeln (= Zugen) zu bestimmen sind. 

In Dreiecksnetzen, woraus ruckwarts eingeschnittene Punkte und die auf 
diesen beobachteten Winkel oder Richtungen ausgeschieden sind, ist die Gesamt
anzahl r der zu erfUllenden Bedingungen: 

(176) wenn zur gegenseitigen Festlegung von np Punkten nw Winkel vorliegen,: 

r=n w -2np +4, 

(177) wenn zur gegenseitigen Festlegung von np Punkten nr Richtungen auf 
n s t Standpunkten vorliegen,: 

r=n,.-2n p -n st +4, 

(178) wenn das Netz aufserdem noch an n a Dreiecksseiten angeschlossen ist, 
deren Neigung oder Richtung gegeben und unverandert beizubehalten ist, gleich der 
sich nach (176) oder (1n) ergebenden Anzahl plus n a-I, 

(179) und wenn das Netz aufserdem noch an Sa Dreiecksseiten angeschlossen 
ist, deren Lange gegeben ist, gleich der sich nach (176) oder (1n) und (179) 
ergebenden Anzahl plus 8 a-I. 

Bei Abzahlung der beobachteten Winkel oder Richtungen werden Anschlufs
winkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitgezahlt, wenn die betreffenden Anschlufs
seiten nicht dem eigentlichen Dreiecksnetze angehoren. 

(180) 1m einzelnen ist die Anzahll'I der zu erfUllenden Bedingungsgleichungen 
I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, wenn n w Winkel zur Bestimmung von 
n r Richtungen auf nat Standpunkten vorliegen, : 

femer die Anzahl I'IJ der Bedingungen II. Klasse oder der Netzwinkelbedingungen, 
(181) wenn n.,t Standpunkte durch n l Linien verbunden sind, an deren beiden 

Enden die Winkel bestimmt sind, : 

(182) wenn das Netz aufserdem an na Dreiecksseiten angeschlossen ist, deren 
Neigungen gegeben und unverandert beizubehalten sind, : 

endlich die Anzahl 1'III der Bedingungen III. Klasse oder der Seitenbedingungen, 
(18:l) wenn n p Dreieckspunkte durch n s Dreiecksseiten verbunden sind, : 

rIII=ns-2np +3, 

(18J-) wenn aufserdem die Langen fur 8 a Dreiecksseiten des Dreiecksnetzes 
gegeben sind,: 

rIJI=ns-2np+sa+2. 

(185) In Liniennetzen ist die Anzahl r der zu erfullenden Bedingungen, wenn 
zur Bestimmung von n p Punkten n s Strecken gemessen sind und n au von diesen 
Strecken in n u geraden Linien liegen, die gerade bleiben sollen,: 
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Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 
1. Verfahren. 

Umgeformte Fehlergleichungen. 

V 2 = a 2 a~ + b 2 dl) + C 2 d5 + .... + f2, 1
111 = a 1 d~ + b 1 dl) + C 1 d3 + .... + fl, 

(186) ~' ~ --:-.a.a .d: ~ ~ a.d.I).~ ~ 3. d.5.~ ... : .. -:!~: 
Die Anzahl n der Gleichungen 
ist grOfser als die Anzahl q der 

zu bestimmenden GrOfsen. 
'vn= an d~+bn dl) +c"d3+ .... +fn · 

Umgeformte Bedingungsgleichungen. 

{ 
Ald~+A2dl)+A3d5+····-fA=0, 

(18,) Bid ~ + B 2 rl t) + Bad 11 + .... - f B = 0 , 
........................... 

Endgleichungen. 

Die Anzahl q der zu bestim
menden GrOfsen ist grOfser 
als die Anzahl I' der Beding
ungsgleichungen, es ist also 

auch n> q>l'. 

f [p aa] d~+ [p a b] dl)+[p ac] d5+···· -Ai kA -Bl kB-···· + [p afJ =0, 
(188a) '[pab ]d!:+[p b b] dl) +[p bc] d5+···· -A 2k".-B 2 kB -.·· .+[p bfJ=O, 

l :~ ~ ~ ].d.~ ~ f.P. h.c.]~: .~ ~~ c.c? ~~ ~ ..... '.~ ~.3 ~~~. ~ ~ ~B.~: '.': :.[:.c~: .. 0: 

f -Ai dl:. - A2 dl) - A3 d5- ...... · .... ··· .. · .. ·· .. ···· .... +fA =0, 

(188b) 1 ~~:~~ .~ .. . ~2.~1).~ .. . ~~~3.~: ........ : ... : ... : ... : ... : ... : ... : ... : ... ::!~~~: 
(189) 

f X=I:+d~, 
Y=I)+dl), 

l ~ . . 3. -:.d.5 : 
(190) [pvv J=[pffl + [paf]d!: + [p bfJdl) + [pefJd a + .... 

+kAfA+kBfB+···· 

(191) m = ± 1 /-CP'v-;;] . 
Vn-q+r 

2. Verfahren. 

(192) 
f dl:=d!:o+(I), 

dl)=dl)o+(2), 

l ~ ~ .. ~ ~ o. -: .(~): 

Umgeformte Fehlergleichungen. 

I
v 01 = aid 1; 0 + b 1 d I) 0 + c 1 d 3 ° + .... fl , 
V02=U2d!:o+b2dl)o+C2d3o+ .... f2' 

(193) ~ ~ a •• ~ ~ ~: 0. :- .b ~ ~: ~ :.e ~ ~ ~ o. :- : '.' : ~3: 
v on =an d!:o+b"dl)o+c"d5o+ .... f n, 



Formeln, 

Endgleichungen. 

(194) 
f [p aa] d ~o + [p a b] d 1) 0 + [p a e 1 d 30 + ... , [p at] = 0, 

[p a b] d ~ 0 + r p b b 1 d 1) 0 + [p be] d 3 0 + .... [p b f1 = 0, 

l ~ ~ ~ ~ l,d.~,o ,~ [,p, b,c ,] ~: ~ ~, [.p. c. c? ~ ~ ~ :-:: ': ~~ ~ ~], • ~: 

(201) 

(196) 

(204) 

(195) Yo = 1) + d t) 0 , I
XO=!;+d~O, 

zo=3+ d3o, .......... 
[Pllollo] =[pff] -hfl- ~2~2 - ~a~3-" 

a 1 i(J 2 "" a 

= r pft]+ ftd!;o + h dt) 0 + fa d30 + .... 

(197) In 1 = ± 1 I[ p 11 0 11 0] • 
V n-q 

Bedingungsgleichungen. 

{ 
FAex, y, s, .... )=SA. 

(198) F B ex, y, s, .... ) = S B , 

................. 

(202) I X=Xo+(I), 
y=Yo+(2), 
2=20+(3), ......... 

Umgeformte Bedingungsgleichungen. 

{
.AI (I) + .A d 2) + .A a (3) + .... = fa' 

(203) B dI) + B d2) + B a(3) + .... =fb' 
......................... 

[p a a] Q 11 + [p a b] Q 12 + [p a c] Q 13 + .... = 1 , 
[pab] Q11+[pbb1 Q12+[pbc] QI3+ .... =O, 
[pac] Qu+lpbc] Q12+[PCC] QI3+ ...• =O, · .............................. , 
[p a a] Q 21 + r p a b ] Q 22 + [p a c] Q 23 + .... = 0, 
[pab]Q21+[pbb]Q22+[pbc] Q23+ .... =1, 
r pac] Q 21 + [p be] Q 22 + r pee] Q 28 + .... = 0, 
· .............................. , 
[p a a] Q 31 + [p a b] Q 82 + [p a c] Q 33 + .... = 0, 
[p a b] Q 81 + [p b b] Q 82 + [p be] Q 33 + .... = 0, 
[pac] Q31+lpbc] Q32+[PCC] Q33+ .... =1, · .............................. , 

u. s. w. 
Die Auflosung der Gleichungen (204) erfolgt nach Schema (219). 

23 
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Koeffizienten (&), UB), .... 

( 21: 1 ) = + A, Q 11 + A 2 Q 12 + A 8 Q 13 + .... , 
( 21: 2) = + A 1 Q 2' + A 2 Q 22 + A 3 Q 23 + .... , 
(2I: 3)=+A 1 Q8,+A 2 Q32+ A 3Q3S+ ... , 

(205) ( ~ 1 ) = + B 1 Q 11 + B 2 Q 12 + B 3 Q 18 + .... , 
( ~ 2) = + B 1 Q 21 + B 2 Q 22 + B 3 Q 23 + .... , 
(~S)= + B, Q3' +B2 Q32 +Ba Q33 + .... , 

Korrelatengleichungen. 

{
(I) = (21: d kA + (~d k B + .... , 
(2)=(2I: 2 )kA +(~2) kn + .... , 

(206) ) k (3)=(21: 3 A+(~s)kn+"", 
...................... 

oder 

{ 
[ll=+A,kA+B,kn+ .... ' 
l2]=+A2kA+B2kn+ .... ' 
[31 = +A3 kA + Bs kn + .... , 
..................... 

(20~ 

Endgleichungen. 
[ A (21:)] kA + [ A ( ~ )] k n + .... = fa' 

(209) [B (21:) ] k A + [ B ( ~ ) 1 k n + .... = fb , 

{
a 1 = [A (21:)], I b, _ [A ( ~)] = [ B (21:)], I .... , I f 1 _ -fa, 

(210) I b 2 - [ B ( ~ ) ], I • . •• , fg - - fb , 
............. 

(211) 
r atkA +b 1 kn + .. ··fl=O' 

l ~~~A.:.b .. ~~: .... : .. f~~.O: 
(212) [kfJ=-[kf] 

=hfl+~2\Y2+"" 

(215) 

a, ;u 2 

= (I)[J] + (2)[2] + (3)[3] + .... 

(213) m 2 =± v[ k!l. 
(214) [pvv1=[pvovo1+lkfJ 

m=± ,/ lpvv1 =± ,/[pvovo1+[kfl. 
Vn-q+l' V n-q+r 
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Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten 
Werte der zu bestimmenden Grofsen und von Funk

tionen derselben. 

1. Fur vermittelnde Beobachtungen. 
Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte 

der zu bestimmenden GrOfsen. 
Endgleichungen. 

1 [paa] a~+ [pab] dl)+[pac] d5 + .... [pat] =0, 
[p ab J d~+[pb b] dt)+ [p be] do + .... [p bl] =0, 

~~ ~ ~ J. ~~.~ ~~ ~ ~ ].tl.I).~ ~1~ ~ r.] .tl~ ~.:: '.[: ~ ~l. -:-.0: 
(216) 

1 
[p a a ] Q 11 + [p a b ] Q 12 + [ pac] Q t3 + .... = 1 , 

(217 a) [pab] Q11+[pbb] Q12+[pbc] Qt3+ .... =0' 
[pac] Qtt+[pbc] QI2+[prr] QI3+ .... =0' .............................. .. , 

f [p a a] Q 21 + [p a b] Q 22 + [p a c] Q 23 + .... = 0, 
(21'i' b) [pab] Q2t+[p bb l Q22+[pbcJ Q23+ .... =1, 

1 ~~~~J. ~~I.~~~~r.J.~2.2~[.p.r.c: .Q.2~:::':~~; 
{ 

[paa] Q31+[pab] Q32+[pac] Q33+ .... =0' 
(21'i' c) [pab] Q3t+[pbb] QS2+[pbc] Q3S+ .... =0, 

[pac] Q3t+[pbc] Qa2+[PCC] Q3a+ .... =1, 
.............................. . 0' 

Auflosung der Gleichungen (21ia). 

ft=-l, 

....... , 

(218 a) 
Q13= .... -t, 

Qt2=- ~: Qt3- .... -~;, 
Qu =-~ Q12-~ Q13 - .... _h. 

at at at 

=+bfl +~~\Y2+ ~3\Y3+"" (Probe). 
at "-'2 "" 3 

Auflosung der Gleichungen (21'i'b) . 

. . . . . . , 
(218 b) 

1 

Q2a= .... - ~:, 

Q22=- ~: Q23- .... -g~, 
= + ~ 2 \Y 2 + ~ 3 \Y 3' ... (Probe) . 

..., ~ "" 3 
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(218 c) 

Formeln. 

Auf/osung der Gleichungen (21ic). 

Qaa= 

fa=-I, 
63=-1, 
....... , 

lYa 
-~-;; , 

.... , 

... 0' 

_ lYa, - + ~--; lY 3 + .... (Probe). 

u. s. w. 

(219) Schema fur die Auf/osung der Gleichungen (217). 

(220) 1 
p=Q11' 

x 

1 
p= Q22, 

y 

Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein
lichsten Werte der zu bestimmenden GrMsen. 

(223) 

(22!) 

(225) 

(222) L = cp ( x, y, z, .... ) 

ocp ocp 0 
1, =-- 1.=- l-~ 

01;' 01)' 3- 03 ' 

1 P = I, 1, Q 11 + 2 11 12 Q 12 + 2 11 13 Q la + ... . 
L + I 2 I 2 Q 22 + 2 I 2 l 3 Q 2a + ... . 

+ la 1aQ3a+ ... . 

+ ... . 

1 
[paa] Q,+[pab] Q. 2+[pac] Q3+ .. ··=I" 
[pab] Q,+[pbb] Q2+[pbc] Qa+.···=12, 
[pac] Ql+[pbc] Q2+[PCC] Q3+ .... =lg, 
................................ 



(226) 

(227) 
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(229) Schema ffir die Auflosung der Gleichungen (225) und ffir die 
Gewich tsberechnu ng. 

It 12 la ........ I Gewicht P [, . 

h t -.£.!It +~lt 
I 

--It ........ 1+ It Ql 
at at at 1 

I 

+~ - ~222 22 
I 

at =22 
~2 

........ + ~2 22 + 12 Q2 

........ +~ 
~2 

=23 ........ + 282a 
~a 

+ Is Qa 

_.£.! Qa .... .... +~ ........ ... ·····1······· at ~3 

-~Q2 _ ~2 Qa 1 ........ ....... . = PL -at ~2 

=Qt 
1 

=Q2 
1 

=Qa I········ 

2. Fur bedingte Beobachtungen. 

Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein
lichsten Werte der beobachteten GrOfsen. 

(230) L = If (I, II, III, IV, .... ) . 

(231) It=~~, 112=~:' i la=~, Il.=~:, I 

(232) 

I Lt=lt+atra+btrb+ctrc+····, 

L2 = 12 + a2 ra+ b 2 rb +c g rc+ .... , 

(233) La=la+aa1·a+barb+carc+ .... , 

L4 = 14+ a 4ra + b 4 rb +C4 rc+ .... , 

........................ , 
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(2:15) 

F'ormcln. 

C 1 = [ i)r~] , 
CZ= [~C], 

C3=[~~]' 

.... , 

.... , 

... 0' 

(237) Schema fur die Auflosung der Gleichungen (232) und fur die 
Gewi ch tsb ere chn ung. 

=1· c I······· . 

Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte 
der beobachteten GrMsen. 

Fur die Gewichte PI' P II , PIII , PIV ' ••.. der wahrscheinlichsten Werte 
II, III, IV, .... der beobachteten Grofsen wird 

1.=0, 
1.=0, 
l.=O, 
1.= 1, 

.... , 

... 0' f fur I: ',=1, 12 =0, 13 =0, 
" II: 1, =0, 12 =1, 13 =0, 

(23S) 1 " III: 1, = 0, 1 2 = 0, l 3 = 1 , 
" IV: l,=O, 12 =0, 13 =0, 

• • • •• • • ••• , •••• , •••• 1 ••• oJ 
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und femer 

fUr I: Pi]=~ P p,' [;1]=;:. [~i] =~ 
P p,' [~l] =;> .... , 

" 
II: Pi] =1 [~] =a, [~]=~, [~l] = ;22, ... 0' 

P P2' P P2' P P2 
(239) III: [~]=pl~, [~]=~a [~] = ba [~] = Ca , I " P Pa' P Pa' P Pa ..... , 

. ': .l~: [~]=~ [;1]=;:. [~]=b4 [~I]=;l4' .... , 
P Pl' P Pl' 

...... 0' .0' •••• , ....... , ..•..• 0' 
1m Uebrigen finden die Formeln (232) bis (237) unver1indert Anwendung. 

3. Fur bedingte vermittelnde Beobachtungen. 
Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein. 

lichsten Werte der zu bestimmenden GrOfsen. 
1. Verfahren. 

(240) L = rp ( x, y, z, .... ). 

(241) l,_:rp, I 12 = ~rp I I la= :rp, ; 
lJ ~ lJ I} i lJ 3 i 

{ 
[A(2()]rA+[A(~)]rB+····[(2()I]=O, 

(242) ~ ~.( ~ ~ ]. r ~ .~ ~ ~ ~ ~ ~].r ~ ~ ... : '.[ ~ ~ ~ I? .. ~ : 
Auflosung der Gleichungen (2,12) nach Schema (251) mit Weglassung von 

[ I q] in den beiden letzten Spalten. 

f L,=I,+A,rA+B,rB+····, 
(243) L 2 = 12 + A 2 r.d + B 2 j'lI + .... , 

1 ~.a .. 1.3.~~.a~~:.~a.r~~ ... :.: 
Weiter nach den Formeln (224) bis (228) und Schema (229). indem L" L 2, 

L 3, •••• fUr I" t 2, la, .... genommen werden. 

2. Verfahren. 
(240) L = rp ( x, y, Z I .... ) 

(241) l,=orp I I _orp I _orp 
o~ , I 2 - 01} , a - o~ , 

f [paa]q,+[pab]q2+[pac]qa+ .... =I" 
(244) [pab]q,+[pbb]q2+[pbc]qa+ .... =12, 

l ~~~~].q.,.~~~~C.].q.2.~~~C.c.].q.a.~:.:: .. l~: 

(245) 

[

Il,=[paaL i b,=[pab], I c,=[pac], .... , I" 
! b 2 =[pbb], I c2=[pbc], .... , 12, 

Ca=[PCC]' .... , la, 
.... , .... , I b,« b, b, 

~2=b2--b" ""2=C2--C" .... , 22=12---1" 
11, Il, Il, 

C, <&2« 0 I C'l <&2:< <&a=Ca-- C, - ~~ ""2, .... , "'a= a-- ,- -~2' 
11, ~2 11, ~2 

1'0' 0' ............. . 
(246) [ I q ] = + I, q ,+ I 2 q 2 + I a q a + ... . 

=+i!1,+;222 + ;a2a+ .. .. 
11 1 "'2 "" 3 
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(247) Schema fur die Auflosung der Gleichungen (244) und fur die 
Berechnung von [lg]. 

(248) 

1 
l. I 

lil 
--ll 

al 

=22 

22 ........ i + <t; 

la 

-~ll 
a1 

~2 
--~2 

~2 

I •••••••• 1 [l g] • 

, II I ........ +-ll +llgl a1 

., ..... . + 2222 
~2 

+ 2a23 
~a 

-~q8 ........ +:3 I ....... . 
a1 

8 1----1-----'----1 

-::q2
1
-:: q8 1 ........ ( ....•... -[lq]-

=ql I =q2 1 =q8 I ..... · .. 1 

{ 
[A(~)] rA +[A (~)]rB+"" [(~) l]=O, 

(242) ~~ ~ ~~].r:.~ ~~ ~ ~ ~ ].r~~ ... : '.[.(~! ~] .. ~: 

I al=[A(~)], 1 lil=[A(~)], 1 .... , I (1=[(~)I], 

li2=[B(~)], ::::: I ~2 •• • [:~).l~: 

l .... , 
.... , ............ , 

1 
(249) P = [ l 9 ] + (1 r A + ( :I I'JJ + .... , 

L 

[ ] (1 2. = 19 --(I- Cil 2 2 - .... 
at "'2 

(250) ML = ± IU V]: . 
(251) Schema zur Auflosung der Gleichungen (242) und zur 

Gewich ts berechn ung. 

[( ~) I] I 
[( ~) l] i Gewicht PL' I .. •••··• 

, 
! 

[1 i [. i [lq] I [I q] : ........ 
i 

! lil 
-!.!.[1 + ('1 r A --[1 ........ 

i at at 

I I 
=2. _ 2. 2. +(2 1'8 -- ........ 

al ~2 

2. I ........ I ........ -- ........ ' ........ 
~2 I i 

lil 
........ 1 ........ 

1 
--rB -

PI, 
-

al I 
=rA 

I 
=rjJ I····· ... , 



Formeln. 31 

Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden Gr6fsen. 

Fiir die Gewichte P"" Py , Pz ' •••• der wahrscheinlichsten Werte' X, y, z, •••• 
der zu bestimmenden GrOfsen wird 

(252) 

ferner: 

(253) 

und endlich: 

Jfiir x : 
(254) " y: l " z: .... 

r"' 11=1, l2=0, la=O, .... , 
" y: l1=0, 12=1, 13 =0, .... , 
" z: l1=0, l2=0, 13=1, .... , 
.... . .. , 

q1=Qll, q 2 = Q 12, 
q1=Q12' Q2=Q22, 
Ql=Qla, Q2=Q2a, 
.. . . . . . , ...... , 

, •••• J 

[UB)l]=UBd, 
[(~)1]=(~2)' 
[(~)l]=(~a) • 
. . . . . . . . . . , 

qa=Qla, .... , [lq]=Qu, 
Qa=Q2a, .... , [lq]=Q22' 
Qa=Qaa, .... , [lq]= Qa3, 
...... , .... , . ..... .. , 

1m Uebrigen finden die Formeln (242) bis (251) unverandert Anwendung. 
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