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Vorwort. 

Die Elektronentheorie der Metalle ist gegenwartig so weit fort. 
gesehritten, daB sie fast aIle Eigensehaften der Metalle erklart 
und schon auf einigen Gebieten vollstandige quantitative Angaben 
maehen kann. 

Dieses Bueh solI eine Einfiihrung fiir diejenigen sein, die die 
Entwieklung der Theorie nieht im einzelnen verfolgt haben. leh 
habe dabei insbesondere an den Experimentalphysiker gedaeht, 
der sieh mit Metallphysik besehiiftigt, und der sieher aus der Theorie 
manehe Anregung sehopfen kann. leh habe mieh daher bemiiht, 
mit mogliehst einfaehen mathematisehen Hilfsmitteln auszu· 
kommen, und andererseits iiberall, wo es moglieh ist, die Ergebnisse 
der Theorie mit den Experimenten zu vergleiehen. 

Die Herren K. FUCHS und H. LONDON haben mieh beim Lesen 
der Korrekturen freundliehst unterstiitzt. Beiden mochte ich 
aueh an dieser Stelle meinen herzliehen Dank ausspreehen. 

Bristol, im September 1936. 

HERBERT FROHLICH. 
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VI Zahlenwerte. - Energiebezeichnungen. 

Einige Zahlenwerte. 
c = 2,998 . 1010 em/sec 
e = 4,77 . 10-10 abs. elektrostatisehe Einheiten 
h = 6,55 . 10-27 erg. sec. 
h = 1,04' 10-27 erg. sec. 
k = 1,37' 10-16 erg. grad-1 

m = 9,03 . 10-28 g 
N = 6,06 . 1023 = LoscHMIDT-Zahl 

1 eh 
p, = 2 me = 0,916 . 10-20 = 1 BOHRsehes Magneton. 

Energiebezeichnnngen. 
Wir werden die Energie haufig in e-Volt, k-Grad und p,-GauB 

ausdriieken. 1 e-Volt ist dabei die Energie e V, mit V = 1 Volt. 
Entspreehend ist 1 k-Grad die Energie kT mit T = 10 und 1 p,­
GauB die Energie p,H mit H = 1 GauB. 
1 e-Volt = 1,59· 10-12 erg = 23,0 K-Calfg-Atom = 1,16 . 104 k-Grad 

= 1,73 .108 p,-GauB. 
lk-Grad= 1,49 .104p,-GauB = 0,862 .1O-4 e-Volt. 



Bezeichnungen. VII 

Bezeichnnngen. 

Die folgenden Bezeichnungen werden im Text nicht besonder8 
erkliirt: 
c = Lichtgeschwindigkeit 
e = Elektronenladung 
h = PLANCKsches Wirkungsquantum 

k 
h=5 
k :.....- BOLTZMANN -Konstante 

m = Elektronenmasse 
a = Gitterkonstante 
f = reduzierter Ausbreitungsvektor 

m = Vektor mit den ganzzahligen Komponenten mal' mil' mz 
n = Vektor mit den ganzzahligen Komponenten nz, nil' nz 
R = Volumen des Grundgebietes 
t = Ortsvektor 

T = absolute Temperatur 
7: = Zeit 

~I = Komponenten des Ortsvektors 

'JI = Frequenz 
Bei Temperaturangaben bedeutet die Bezeichnung 0, z. B. 100°, 

immer die absolute Temperatur, wahrend ° C Celsiusgrad sind. 



Kurzer Uberblick fiber die Entwicklung der 
Elektronentheorie der Metalle. 

1m Rahmen der modernen Physik hat als erster W. PAULI [28]1 
das Problem der Metallelektronen aufgegriffen. Er behandelte 
den temperaturunabhangigen Paramagnetismus der Alkalimetalle, 
der yom Standpunkt der klassischen Physik aus vollstandig un­
verstandlich ist. 1ndem er die von FERMI [22] und DIRAC [20] 
entwickeIte Quantenstatistik auf die Metallelektronen anwandte, 
konnteereine quantitativ befriedigendeBehandlung destemperatur­
unabhangigen Paramagnetismus geben. Dies veranlaBte A.SOMMER­
FELD [54] zu einer systematischen Untersuchung der Metall­
elektronen, indem er wie in der klassischen Theorie von P. DRUDE 
und H. A. LORENTZ [26] die Metallelektronen als vollkommen frei 
annahm, jedoch nicht die MAXWELL-Statistik, sondern die FERMI­
DIRAC-Statistik auf sie anwandte. SOMMERFELD konnte in seiner 
grundlegenden Arbeit zeigen, daB aIle Schwierigkeiten der klassi­
schen Theorie in der modernen Theorie wegfallen. Damit war 
der Weg fur die weitere Entwicklung gezeigt. Es handelte sich 
in erster Linie darum, die Hypothese der freien Elektronen zu 
begrunden bzw. ihren Gultigkeitsbereich naher zu untersuchen. 
Dies wurde von F. BLOCH [33] durchgefiihrt, der die Grundlagen 
der wellenmechanischen Behandlung der MetaIlelektronen schuf. 
Gleichzeitig gab er auch die Grundlagen zur Berechnung des 
elektrischen Widerstandes. Die wellenmechanische Theorie BLOCHS 
wurde von R. PEIERLS [86] und L. BRILLOUIN [1] erweitert und 
anschlieBend von vielen Autoren auf fast aIle Probleme der Metall­
physik angewandt. 

Zunachst unabhangig von der BLocHschen Theorie und zeitlich 
etwas fruher entwickelte sich die Theorie des Ferromagnetismus. 
Als erster hat J. FRENKEL [36] darauf hingewiesen, daB die Aus­
tauschkrafte fur den Ferromagnetismus verantwortlich sein konnten, 
ohne aber zu einer quantitativen Theorie zu gelangen. Unabhangig 
davon, hat W. HEISENBERG [44] quantitativ gezeigt, daB das 

1 Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literatur­
verzeichnis am Ende des Buches. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 1 



2 Allgemeine Grundlagen. 

WEIsssehe innere Feld [31] durch die Austauschkriiite erklart 
wird 'und damit die Grundlage zur Behandlung des Ferromagnetis­
mus gelegt. 

Einen wesentlichen Fortschritt verdankt man in neuerer Zeit 
W. WIGNER [154], der eine quantitative Berechnung der Kohasions­
krafte gegeben hat. 

Das wichtigste ungelOste Problem ist die Supraleitfahigkeit. 
Zu ihrer Behandlung fehlt gegenwartig noch jede Grundidee. 
Es ist aber zu ho££en, daB auch dieses Problem im Rahmen der 
allgemeinen Grundlagen der Metalltheorie gelOst werden kann. 

I. Allgemeine Grnndlagen. 
§ 1. Einfiihrung. 

Die charakteristischste Eigenschaft der Metalle ist ihre elek­
trische Leitfahigkeit. Um diese zu erklaren, wurde bald nach der 
Entdeckung des Elektrons die Annahme gemacht, daB es in jedem 
Metall eine gewisse Anzahl frei beweglicher Elektronen gibt, die 
im thermischen Gleichgewicht mit den Metallatomen stehen. Die 
Wechselwirkung mit den Atomen war in der Weise gedacht, daB 
die Elektronen (analog wie in der kinetischen Gastheorie) Zu­
sammensroBe mit den Atomen erleiden. Diese sind charakterisiert 
durch Angabe der Wegstrecke, die ein Elektron im Mittel zwischen 
zwei ZusammensroBen zurftcklegt, der mittleren freien Weglange. 
Mit diesen Annahmen gelingt es auf sehr einfache Weise, das 
OHMsche Gesetz und das WIEDEMANN-E'RANzsche Gesetz 1 ab­
zuleiten 2 [26]. 

In der weiteren Entwicklung ergab sieh aber bald eine Reihe 
schwerer Einwande gegen die Theorie. An deren Spitze steht der 
Widersprueh mit der Erfahrung in bezug auf die spezifische Warme. 
Nach der klassisehen statistischen Mechanik ist die mittlere Energie 

eines freien Elektrons pro Freiheitsgrad 3 ~ k T, also der Beitrag 

zur spezifischen Warme : k. Fiir n Elektronen pro cm3 ergibt das 

einen gesamten Beitrag der Elektronen von der GroBe ~ nk. Um 

1 VerhiUtnis von elektrischer Leitfahigkeit zur Warmeleitfahigkeit ist 
unabhangig vom Material. 

2 Vgl. § 12. 
3 Alle Abkiirzungen, die im Text nicht erklart sind, werden auf S. VI 

definiert. 



Einfiihrung. 3 

diesen Betrag miiBte sieh die spezifisehe Warme von Leitern 
gegen diejenige von Niehtleitern erhohen. Nun wird aber gerade 
aueh bei Metallen das DULONG-PETITsehe Gesetz, das besagt, 
daB die spezifisehe Warme fester Korper sieh dureh die Freiheits­
grade der Atome allein erklaren laBt, gut bestatigt. Um mit der 
Erfahrung in Dbereinstimmung zu bleiben, miiBte man annehmen, 
daB die Zahl der freien Elektronen sehr klein gegen die Zahl der 
Atome ist. Das steht aber in Widersprueh mit den Ergebnissen, 
die man fiir die Zahl der "Leitungselektronen" aus den elektrisehen 
und optisehen Effekten erhalt. 

Bei einer konsequenten Weiterentwieklung ergab sieh unter 
anderem aueh eine falsehe Temperaturabhangigkeit der elektrisehen 
Leitfahigkeit, namlieh Proportionalitat mit IIv'T anstatt mit liT 
(fiir nieht zu tiefe Temperaturen). 

Trotz vieler Versuehe zeigte es sieh, daB eine Rettung der 
Theorie auf dem Boden der 'klassisehen Physik unmoglieh war. 

Dureh die Entwieklung der modernen Quantentheorie (Quanten­
meehanik, Wellenmeehanik) wurde eine vollstandig neue Situation 
gesehaffen. Vor aHem miissen wir jetzt nieht wie in der klassisehen 
Physik an die Spitze unserer Elektronentheorie eine Hypothese 
stellen, sondern wir werden begriinden, daB in Metallen die Elek­
tronen fast frei beweglieh sind und so die elektrisehe Leitfahigkeit 
erzeugen. Daneben werden wir aueh aIle anderen Eigensehaften 
der MetaHe (mit Ausnahme der Supraleitfahigkeit) erklaren konnen. 
Einer vollstandig exakten Losung der sieh ergebenden wellen­
meehanisehen Probleme stehen allerdings groBe teehnisehe Sehwie­
rigkeiten entgegen, da wir ja immer Probleme mit sehr vielen 
Elektronen zu behandeIn haben. Deshalb miissen wir uns naeh 
einem geeigneten Naherungsverfahren umsehen. 

Um einen Dberbliek iiber die Art, in der wellenmeehanisehe 
Probleme gelOst werden, zu geben, bespreehen wir kurz das Ein­
korperproblem, auf das wir den groBten Teil unserer Probleme 
zuriiekfiihren werden. Wir verziehten dabei auf eine Begriindung 
und ausfiihrliehere Bespreehung und verweisen hierfiir auf die 
Lehrbiieher. 

Einkorperproblem. Ein Einelektronenproblem ist eindeutig 
definiert, wenn die auBeren elektrodynamisehen Potentiale, in 
denen sieh das Elektron bewegt, bekannt sind. Wir wollen im 
folgenden annehmen, daB nur ein elektrostatisehes Potential 
existiert. V (x, y, z) sei die potentielle Energie des Elektrons. 

1* 



4 Allgemeine Grundlagen. 

AIle physikalischen Eigenschaften werden eindeutig aus einer 
komplexen Raum-Zeitfunktion, der Wellenfunktion lJ', auf deren 
Deutung wir gleich zuriickkommen, abgeleitet. lJ' wird als Losung 
einer partiellen Differentialgleichung, de! SCHRODINGER-Gleichung, 
gewonnen. Diese lautet 1: 

h a h2 

-TTt lJI + 2m LllJl- VlJI = O. (1) 

Die einfachste aus lJ' abzuleitende reelle GroBe 2 e (x, y, Z, t) = lJ'lJ'* 
wird gedeutet als Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich das Elektron 
zur Zeit t an dem Ort r =(x, y, z) befindet. Man kann also e e 
als mittlere Ladungsdichte auffassen. Die Wahrscheinlichkeit, daB 
sich das Elektron zur Zeit t an irgendeinem Ort aufhalt, ist Eins3• 

Infolgedessen muB lJ' der folgenden "Normierungsbedingung" 
geniigen: 

f lJIlJI* d T = 1 . (2) 

Die Integration ist iiber den ganzen Raum auszufiihren. lJ' ist 
aus Gl. (1) nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, der 
aus (2) berechnet werden kann. Dazu ist allerdings notig, daB 
das Integral (2) konvergiert. Diese Konvergenzbedingung bedeutet, 
daB wir aus allen moglichen Losungen von (1) eine gewisse Anzahl 
als zulassige LOsungen herausgreifen miissen. (Z. B. muB lJ' im 
Unendlichen verschwinden.) 

Wir konnen (1) lOs en mit dem Ansatz: 

-.iEt 
lJ1 = 7p (x, y, z) e h • (3) 

Auf die allgemeinste Losung von (1) kommen wir spater zu sprechen. 
Bei dem Ansatz (3) ist E zunachst ein willkiirlicher reeller Para­
meter. Durch Einsetzen von (3) in (1) erhalten wir die zeit­
unabhangige SCHRODINGER-Gleichung: 

h2 
2m Ll7p+(E-V)7p=O. (4) 

Die verschiedenen Losungen von (4) sind durch den Parameter E 
charakterisiert, der die Dimension einer Energie hat und, wie wir 
weiter unten zeigen werden, die Gesamtenergie des Elektrons 

1 h 
h = 2"n' vgl. S. V und VI. 

2 lJF* ist die zu lJF konjugiert komplexe Funktion; sie geniigt auch der 
Gleichung (Gl.) (1) wenn man dort i durch - i ersetzt. 

3 Denn irgendwo mufJ sich das Elektron ja aufhalten. 
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darstellt. Wie wir eben besprochen haben, sind infolge der Kon­
vergenzbedingung (2) nur gewisse ausgewiihlte Losungen von (1) 
brauchbar, also nur Losungen von (4) mit gewissen ausgewahlten 
Werten der Energie E. Diese konnen eine diskrete oder kontinuier­
liche Mannigfaltigkeit bilden. Wir sprechen von einem diskreten 
bzw. von einem kontinuierlichen Spektrum der Energie. Die 
zulassigen Werte der Energie nennen wir Eigenwerte En' die 
entsprechenden Losungen "P Eigenfunktionen "Pn. Befinden wir 
uns im kontinuierlichen Spektrum, so ist es aus physikalischen 
und mathematischen Grunden notig, die Losungen, die zu einem 
kleinen Intervall der Energie (zwischen E und E + Ll E) gehOren, 
zusammenzufassen und fUr diese die Normierung (2) vorzunehmen. 
Geho~en zu einem Eigenwert En mehrere, z. B. Z Eigenfunktionen 
"Pnl (wir unterscheiden sie durch einen Index l), so nennt man 
den Eigenwert Z-fach entartet. 

Zwei verschiedene Eigenfunktionen "Pn und "Pm genugen einer 
einfachen Relation, der Orthogonalitatsbedingung. Sie lautet: 

J "P:"Pm dT = 0, En =1= Em 

oder unter Einbeziehung der Normierungsbedingung: 

J "P:1fJm dT = (jnm 1. (5) 

Zum Beweis multiplizieren wir die Gl. (4) fiir "Pm bzw. "Pn mit 
"P! bzw. "Pm' subtrahieren sie voneinander und integrieren uber 
den ganzen Raum. Wir erhalten dann: 

2h: J("P~Ll"Prn -"PmLl"P:) dT + (Em -En) J "P:"Pm dT= 0. 

Nach dem GREENschen Satz, angewandt auf die Funktionen "P: 
und "Pm ist aber 

J (1fJ: Ll"Pm -"Pm Ll"P:) d T = J ( "P: o~ "Pm -"Pm oOr 1Jl! ) d a , 
o 

wo da Integration uber die Oberfliiche unseres Gebietes und or 

Differentiation senkrecht zu dieser Oberfliiche bedeutet. Lassen 
wir diese ins Unendliche gehen, so sehen wir, daB wegen der Be­
dingung (2) das Integral Null wird. Damit ist die Relation (5) 
bewiesen. 

Zwei sehr wichtige Eigenschaften der G1. (4) sind: 

1. Es gibt unendlich viele Eigenwerte En und Eigenfunktionen "Pn. 

1 0nm=l fiir n=mj onm=O fiir n=l=m. 



6 Allgemeine Grundlagen. 

2. Jede willkiirliehe Funktion "P, dieder Normierungsbedingung 
(2) genugt 1, laBt sieh naeh Eigenfunktionen entwiekeln, d. h. dar­
stellen in der Form 2 

(6) 

wobei die Konstanten an auf Grund der Orthogonalitats- und 
Normierungsbedingungen bereehnet werden. Man multipliziere 
dazu mit "P:;' und integriere uber den ganzen Raum, dann wird 
wegen (5): 

am=J'IjJ"P!dt. (6a) 

Man sieht jetzt leieht ein, daB die allgemeine Losung von (1) 
dargestellt wird dureh 

-~Et 
P=.Ic.n(t)'ljJn e h n, (6b) 

n 

denn fur jede Zeit t laBt sieh naeh Gl. (6) die allgemeinste Losung P 
naeh Eigenfunktionen "Pn entwiekeln. Die Koeffizienten an mussen 
jetzt aber von der Zeit abhangen und wir haben sie in zwei Teile auf-

gespalten (an (t) = cn (t) e-*Ent). Die unbekannten Koeffizienten 
cn (t) mussen dureh Einsetzen in Gl. (1) bereehnet werden. 1st 
insbesondere das Potential V zeitunabhangig, so werden aueh die 
cn zeitunabhangig. Da die "Pn fur sieh normiert sind, wird die 
Normierungsbedingung (2): 

.I [ cn (t) [2 = 1. 
Naehdem wir uns mit den wiehtigsten Eigensehaften der 

Eigenfunktionen vertraut gemaeht haben, mussen wir ihre physi­
kalisehe Deutung vervollstandigen und aueh naehweisen, daB 
E tatsaehlieh die Energie ist. Neben der Ladungsdiehte e (! inter­
essieren wir uns zunaehst fur die Stromdiehte J. 

Wir gehen aus von der zeitabhangigen Gl. (1) fur P und P*: 
h 0 h2 

-TYt P + 2m JP - VP =O 

+ ~ :t p* + 2h: L1 P* - V 1JI* = 0 . 

Wir multiplizieren die erste Gleiehung mit P*, die zweite mit P 
und subtrahieren dann die zweite Gleiehung von der ersten: 

1 Wenn das Gebiet, in dem wir die Wellengleichung (1) liisen, endlich 
ist, muB hinzugefiigt werden: ... und die den gleichen Randbedingungen 
geniigt, wie die Eigenfunktionen, ... 

2 1m kontinuierlichen Spektrum ist die Summe durch ein Integral 
zu ersetzen. 
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~ ~ (lP lP*) = ~ (lP* LllP -lP LllP*) = 
~ at 2m 

h2 
= 2 m div ('1'* grad lJI -lP grad lJI*) • 

Die letzte Umwandlung verifiziert man leieht; z. B. ist fiir die 
X-Komponente: 

~ (lJI* ~ lP -lP ~ lP*) = lP* ~ lP -lP ~ lP* . ax ax ax ox2 ox2 

Wir erinnern jetzt an die Kontinuitatsgleiehung fiir die Elektrizi­
tatsdiehte: 

- :t (ee) = divJ. 

Infolgedessen ist die 8tromdiehte: 

J = 2 hi:n (lP* grad lP -lP grad lP*) . 

Dureh Integration erhalten wir daraus den Gesamtstrom 

e tJ = 2hi:n f (lJI* grad lP -lP grad lP*) d •. 

(7) 

Der Impuls des Elektron ~ = m tJ ist also, wenn wir I'P grad lJ'* d. 
dureh eine partielle Integration umformen zu -JlJ'* grad lJ'd.: 

~ = ~ f lP* grad lJI dr:. (8) 

Wir konnen dieses Ergebnis folgendermaBen formu1ieren: Wir 
erhalten den Impuls ~ des Elektrons, etwa seine X-Komponente 

PZ' dureh eine besondere Art von Mittelung des Operators ~ oOx mit 

Hilfe der Wellenfunktion lJ'. Wir sagen, der Impuls pz wird in 

der Wellenmeehanik "dargesteIlt" dureh den Operator ~ oOx und 

sein Wert ergibt sieh dureh die Mittelung (8). Tatsaehlieh ist 
der so bereehnete Wert des Impulses pz in gewissem 8inne ein 
Mittelwert. Wie namlieh in den Grundlagen der Quantenmeehanik 
gezeigt wird, sind aIle physikalisehen Messungen mit einer prin­
zipiellen Ungenauigkeit behaftet und nur die Mittelwerte iiber 
viele gleiehartige Messungen, man nennt sie Erwartungswerte, 
sind bereehenbar. Diese Bereehnung wird immer in ithnlieher 
Weise durehgefiihrt, wie das in Gl. (8) fiir den Impuls gesehehen 

2 

ist. Der kinetisehen Energie EJdn =: m entsprieht z. B. der Operator 

2~ (~ grad) 2 = -2h: (:;2+ 00;2+ ::2) = -2h: LI 
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und ihr Erwartungswert ist 

Ekin = - 2h:J lJI* LllJl d't. 

Der Erwartungswert der potentiellen Energie ist 

V = J lJI* V lJI d 't' • 

Es ist jetzt leicht zu zeigen, daB der in 01. (4) eingefiihrte 
Parameter E tatsachlich die Oesamtenergie ist. Dazu miissen 
wir nur 01. (4) von links mit "P* multiplizieren. Wir erhalten dann 
unter Beachtung der beiden obenstehenden Gleichungen fiir Ekin 

und V [und mit 01. (2) und (3)] sofort den Energiesatz 
- -

-Ekin +E- V=O. 
Oehen wir noch zur zeitabhangigen 01. (1) iiber, so sehen wir 

sofort, daB die Energie durch den Operator - ~ :t dargestellt wird. 

Diese Darstellungen von 13 und E durch Operatoren bilden, ge­
meinsam mit dem Energiesatz, den eigentlichen Ausgangspunkt 
(oder vielmehr eine von vielen gleichwertigen Ausgangsmoglich­
keiten) der Quantenmechanik. 

Um die Wechselwirkung des Elektrons mit Strahlung zu be­
handeln, ist es notig, diese mit in unser System aufzunehmen. 
Wir teilen hier nur die Ergebnisse mit. Oegeben sei (zur Zeit 
t = 0) ein Elektron im Zustand "Pn. Die Amplitude des elektrischen 
Vektors des auftreffenden Lichtes sei Fz , seine Frequenz 'JI. Dann 
ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Elektron .sich zur Zeit t im Zu­
stand "Pm befindet, gegeben durch 

• 2 {( Em - En ) t} 
( e F z ) 2 (z) 2 sm :n; l' - II, (9)' 

Wnmt= 2mh1' /Pnm/ (E -E)2 , 
:n;2 1'- m n 

II, 

d. h. nur dann wesentlich von Null verschieden, wenn 

Em-En +h'JI, 
d. h. wenn der Energiesatz erfiillt ist. Andernfalls ist Wnm praktisch 
Null. Hier ist 

(z) _ hJ * 8 d Pnm,-7 "Pm8x "Pn 't. (10) 

Naheres dariiber im Anhang 1.1 

1 Dieses Ergebnis ist nur dann exakt giiltig, wenn die WellenIange des 
Lichtes groll gegen Atomdimensionen ist --,- also unter Vernachlassigung 
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Wir konnen jeder physikalischen GroBe, z. B. der Koordinate x 
oder dem Impuls PX' ein zweidimensionales Schema, eine Matrix 
zuordnen, deren Elemente, die Matrixelemente, durch ein Bildungs­
schema von der Art (10), fUr xnm also durch 

Xn m = f "P~ x "Pn dr, 

gegeben sind. . Eine solche Matrix ist die quantenmechanische 
Reprasentation der betreffenden physikalischen GroBe. 

M ehrlcOrperproblem. In gewissem Sinne stellt ein Einkorper­
problem fast immer ein vereinfachtes Mehrkorperproblem dar, 
denn jedes statische Potential wird ja durch Elektronen oder 
Atomkerne erzeugt. Das Naherungsverfahren, das wir zur Losung 
der uns interessierenden Probleme wahlen, besteht nun in folgendem. 

Wir greifen irgendein Elektron heraus. Dieses Elektron bewegt 
sich in dem durch die iibrigen Elektronen und Atomkerne erzeugten 
Potential, das vorlaufig aIlerdings unbekannt ist. Jeder Losung 
entspricht nun eine bestimmte Dichteverteilung e und jede Dichte­
verteilung erzeugt wieder einen bekannten Beitrag zum Potential V 
auf aIle iibrigen Elektronen. Unser Problem wird dann gelOst 
sein, wenn das Potential, das zur Berechnung der Eigenfunktionen 
benutzt wird, identisch ist mit dem Potential, das aus der (mit 
Hilfe der Eigenfunktion bekannten) Dichteverteilung [vgl. § 2, 
Gl. (1)] berechnet wird. Diese Methode ist bekannt unter dem 
Namen HARTREEsche Methode des "self-consistent field" und mit 
sehr groBem Erfolg auf Atome angewandt worden. Die praktische 
Ausfiihrung kann etwa so durchgefiihrt werden, daB man von 
irgendeinem Potential Vo, von dem man annimmt, daB es eine 
gute Naherung darstellt (bei Atomen z. B. ein abgeschirmtes 
CouLoMB-Feld), ausgeht und die zugehorigen Eigenfunktionen "Po 
berechnet - dann mit Hilfe der "Po das durch sie erzeugte Potential 
V; berechnet usw. 

1m FaIle der festen Korper konnen wir aber die empirische 
Tatsache verwerten, daB aIle festen Korper Kristalle sind, daB 
also die Dichteverteilung sicher periodisch im Sinne der KristaIl­
periodizitat ist. Diese Periodizitat ist gerade die charakteristischste 
Eigenschaft aIler Kristalle. AIle allgemeinen, d. h. fiir verschiedene 

der Retardierung. Andernfalls ist p~x~ zu ersetzen durch 

h f i (5\, r) * 0 d T e tp", 0 x tp.. T. 

(~= Ausbreitungsvektor der Lichtwelle.) 
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Kristalle qualitativ gleichen Ergebnisse, miissen sich daraus ab­
leiten lassen. 

Wir stellen uns folgendes Programm: Wir diskutieren zuerst 
moglichst allgemein das Potential (§ 2) und sodann die allgemeine 
Form der Eigenfunktionen in einem Kristall (§ 3). Hieraus be­
rechnen wir die Eigenwerte und die uns sonst interessierenden 
GroBen (z. B. den Impuls des Elektrons). 

Die hier beschriebene Methode liefert sicher, soweit es sich um 
Eigenschaften einzelner Elektronen handelt (z. B. deren optische 
Terme, ihre Geschwindigkeit usw.), gute Ergebnisse, denn in diesem 
Fall ist die Approximation vollstandig korrekt. Daneben inter­
essieren uns aber auch GroBen, die sich nur auf das gesamte System 
beziehen, z. B. die gesamte Energie, der Gesamtimpuls. Wenn 
die Wechselwirkungsenergie der Elektronen sehr groB ist gegen 
ihre Eigenenergie, kann man sogar nur 80lche GroBen korrekt 
definieren1 . Wir werden also sehr vorsichtig sein miissen, wenn 
es um die Berechnung solcher, sich auf den ganzen Kristall be­
ziehenden GroBenhandelt (vgl. z.B.Ferromagnetismus, Kapitel VI). 

Wir berechnen z. B. die Gesamtenergie U. Die Eigenenergie 
des i-ten Elektrons sei Wi, seine Wechselwirkungsenergie mit 
dem k-ten Elektron -r:k' Die Gesamtenergie des i-ten Elektrons 
Ei ist also 

Ei = Wi +.I lik' 
k 

l't. itat natiirlich Null zu setzen, Die Gesamtenergie ist da.gegen: 

u= 2Wi+ !2lik= 2 Ei- !2lik> (11) 
~k ~k 

also nicht gleich der Summe der Gesamtenergien der einzelnen 

Elektronen. (Der Faktor ~ i1.'- der Doppelsumme iiber Vik riihrt 

daher, daB dort jeder Wechselwirkungsterm doppelt gezahlt wird.) 
Eine einigermaBen exakte Berechnung der Gesamtenergie kann 
unter Umstanden groBe Schwierigkeiten machen. 

§ 2. Das Potential. 

Normierung. Unter Potential an einem Punkt versteht man 
die potentielle Energie einer bestimmten Ladungsmenge an diesem 
Punkt. Diese Definition enthalt zwei wiIlkiirliche Konstanten, die 

1 Z. B. wird man nur einen GesamtinIpuls definieren konnen. 
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wir durch N ormierung festlegen: erstens die GroBe dieser Ladung; 
zweitens den Nullpunkt der Energie. Fiir erstere wahlen wir die 
Ladung eines Elektrons, e. Seine potentielle Energie ist dann 
identisch mit dem Potential V und bestimmt sich mit Hilfe der 
POISsoNschen Gleichung aus der Ladungsdichte D 

LI V=-4neD (1 ) 
D ist die Ladungsdichte samtlicher Atomkerne und Elektronen 
mit Ausnahme des einen Elektrons, dessen potentielle Energie 
berechnet wird. Aus G1. (1) wird V nur bis auf eine additive 
Konstante bestimmt. Wir wahlen diese so, daB in genugend 
groBer Entfernung vom Metall V = 0 ist. 

Mittleres Potential [32, 68, 80]. Bei unserer Normierung wird, 
wie wir weiter unten zeigen werden, der Mittelwert des Potentials 

V= ~JVdi (2) 
R 

im Metallinneren negativ, obwohl das Metall als Ganzes elektrisch 
neutral ist l . Dies ist qualitativ leicht zu verstehen und ist eine 
allgemeine Eigenschaft elektrisch neutraler Systeme, die aus 
punktformigen positiven und ausgedehnten negativen Ladungen 
bestehen. Denken wir z. B. an ein Atom mit kugelsymmetrischer 
Elektronenverteilung. Nach einfachen Satzen der PotentiaItheorie 
ist in einer Entfernung ro vom Kern die Kraft auf ein Elektron so 
groB, als ob die gesamte Ladung innerhalb der Kugel mit dem 
Radius ro im Kern vereinigt ware, wahrend die Ladung auBerhalb ro 
keinen Beitrag liefert. Die Gesamtladung (Elektronen und Kern) 
innerhalb ro ist immer positiv und daher ist das Potential bei 
unserer Normierung negativ. 

Zur Berechnung von V integrieren wir G1. (2) je zweimal 
partiell nach x, y und z. Unter Beachtung, daB V und grad V 
auBerhalb des Metalls verschwinden, ist z. B. 

j V d i = ~ j x2 ~2; d i 

und entsprechend fur y und z. Ebenfalls durch partielle Integration 
zeigt man, daB 

j(y2+Z2) ~2; di=O 

und Entsprechendes durch zyklisches Vertauschen von x, y und z. 

1 R ist das V olumen des Metalls. 
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Mit r2 = x2 + y2 + Z2 und unter Beachtung von (1) und (2) wird 

RV= jVdi= !jr2JVdi=- 23'!t ejr2 Ddr. 

Aus Grunden der Kristallsymmetrie gibt die Integration uber jede 
Elementarzelle (Volumen Ro) den gleichen Beitrag. Es sei 

T2 = -1-jRr2dr=~jRr2di 
Eo Eo e E e ' 

R. R 
dann wird 

v = _ ~e2r2 (3) 
3Eo 

Fur Kristalle mit einem Atom pro Elementarzelle konnen wir 
den Nullpunkt in den Atomkern legen. m r2 ist dann das Trag­

heitsmoment der Elektronen, denn '7/1, D ist die Massendichte und 
e 

der Beitrag des Atomkerns zum Integral verschwindet, well des sen 
Dichte mit r2 = 0 multipliziert wird. Urn die GroBenordnung 
von V abzuschatzen, benutzen wir die in § 11 abgeleitete naherungs­
weise giiltige Beziehung fUr die diamagnetische V olumensus­
zeptibilitat 

- e2 T2 
Xdia = 61n c2 Eo 

[ffir freie Atome gilt (4) exakt]. 

(4) 

Aus (3) und (4) ergibt sich ein eigenartiger Zusammenhang 
zwischen mittlerem Potential und diamagnetischer Suszeptibilitat: 

V = 4nmc2 xdia • 

Wird V in e-VoIt ausgedruckt, so lautet (5) 

V ,..., 7 . 106 Xdia e-Volt. 

(5) 

(5a) 

Xd. hat ffir fast alle Metalle die GroBenordnung -10-6 (vgl. § 11). 
IG 

Daher hat V die GroBenordnung -lOe-Volt. 

Wir mussen hier darauf hinweisen, daB das mittlere Potential V 
durchaus nicht identisch ist mit der mittleren potentiellen Energie 
Epot eines Elektrons. Diese berechnet sich ja mit Hilfe der mitt­
leren Aufenthaltswahrscheinlichkeit (! zu 

Epot = J (! V dr. 
R 

Nur wenn (! konstant ( =~) ist, wird Epot = V [vgl. (2)]. Epothangt 
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stark von (], also vom Quantenzustand des betreffenden Elektrons 

ab, wii.hrend V eine Konstante des Metalls ist. 

Periodizitdt. Neben der Tatsaehe, daB das mittlere Potential 
im Inneren eines Metalls negativ ist, ist die einfaehste Eigensehaft 
des Potentials seine Periodizitii.t. Sie folgt unmittelbar aus der 
Kristallsymmetrie. Aus diesem Grunde hat aueh die Ladungs­
diehte D die gleiehe Symmetrie. Wir konnen sowohl Dais 
aueh V in FOURIER - Reihen entwiekeln und die FOURIER­
Koeffizienten Vm von V mit Hilfe von Gl. (1) dureh diejenigen 
von D ausdrueken. Fur ein kubisehes Gitter wird so 

2"i 
D = .IDme-a-(m,t) (6) 

2"i 
V =.I Vm e-a-(m,t) (7) 

Dureh Einsetzen von (6) und (7) in die POIssoNsehe Gleiehung 
(1) erhalten wir: 

e a2 

Vm = nlml2Dm , m =1= (0, 0,0) (7 a) 

wii.hrend Vo 0 0 = V ist (Gl. 3). 
Die Dm bereehnen sieh aus der Ladungsdiehte D naeh der 

Theorie der FOURIER-Reihen zu 
2ni D 1 JD -~(m,t)d m=R eaT, 

o 
Ro 

m =1= (0,0,0) . (6a) 

Die FOURIER-Koeffizienten Dm konnen mit Gl. (6a) rein theoretiseh 
mit genugender Genauigkeit bereehnet werden. Einzelheiten uber 
die Bereehnung der Dm und damit naeh (7 a) der Vm bringen wir 
im Anhang 7. Man erhii.lt z. B. fur die ersten FOURIER-Koeffi­
zienten des Potentials fiir Ag -17 e-Volt und fur Au -21 e-Volt. 

Wir konnen qualitativ den Potentialverlauf aueh diskutieren, 
ohne auf die FouRIER-Darstellung Bezug zu nehmen. Wir gehen 
davon aus, daB nur die ii.uBeren (Valenz-) Elektronen eine andere 
Diehteverteilung haben als in freien Atomen. Wenn wir also als 
Beitrag der einzelnen Atome zum Gesamtpotential die Potentiale 
der freien Atome benutzen, werden wir nur einen kleinen Fehler 
machen, solange wir uns in der Nii.he irgendeines Kernes befinden. 
Langs einer Geraden, die dureh Gitterpunkte (Atomkerne) geht, 
ist der Potentialverlauf etwa so wie in Abb. 1 a dargestellt. Dagegen 
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sind langs einer Geraden, die keine Gitterpunkte beriihrt, die 
Potentialsehwankungen vie! kleiner, etwa wie in Abb. 1 b gezeigt ist. 

Ober/lache. Man kann sieh das Potential V additiv aus 2 Teilen 
entstanden denken. Zunaehst nimmt man an, daB die Ladungs­
diehte dureh das eine Elektron, dessen potentielle Energie bereehnet 
werden solI, nieht verandert wird und bereehnet mit dieser Ladungs­
diehte Do das Potential Yo' Tatsaehlieh aber polarisiert das Elektron 
seine Umgebung, so daB wir zum Potential Vo noeh ein Polari­
sationspotential P addieren miissen. Dieses ist immer negativ, 

nnDnn 
/\/V;:JV\. 

Abb.l a und b. Potentialverlauf mngs einer 
Geraden, a die durch Atomkerne fiihrt, 

b die nicht durch Atomkerne fiihrt. 

x­
V-o----------~x~~rl ----~= 

t 
V 

v- ¥mor.-----­
Abb. 2. -- Verlauf des mittleren 

Potentials an der Oberflliche; 
- - - Bildkraftpotential. 

entspreehend der elektrisehen Anziehung, die dureh die Polari­
sation verursaeht wird. Eine besonders einfaehe Bedeutung be­
kommt das Polarisationspotential in der Nahe der Metalloberflaehe. 
Dort geht es namlieh iiber in das Potential der Bildkraft, d. h. 
in das Potential einer Punktladung e in einer Entfernung x von 
der Metalloberflaehe. Das Bildkraftpotential ist bekanntlieh 
(klassisehe Elektrostatik I). 

e2 

P B = -4X' (8) 

Dieser Ausdruek fiir das Polarisationspotential ist giiltig, solange 
die Metalloberflaehe als Ebene betraehtet werden kann, also fiir 
Entfernungen x, die groBer als der Gitterabstand sind. In dieser 
Entfernung ist das Potential Vo praktiseh Null (bei unserer Nor­
mierung), denn Do ist hier praktiseh Null. Fiir Entfernungen 
x> a ist also V = P B' Ebenso verlauft hier aueh das mittlere 

Potential V, wahrend es fUr x < a sieh dem Wert im Metallinneren, 
Vooo niihert (vgl. Abb.2). 

§ 3. Das Elektron im periodischen Potential [33]. 

Allgemeines. Wir kommen in diesem Absehnitt zur eigentliehen 
Grundlage der Elektronentheorie. 
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Um den Unterschied zwischen der klassischen und der wellen­
mechanischen Behandlung des Problems zu zeigen, iiberlegen wir 
uns, was fiir qualitative Aussagen wir iiber die Geschwindigkeit der 
Elektronen in beiden Theorien machen konnen. Wir beschranken 
uns der Einfachheit halber auf ein eindimensionales Modell, etwa. 
mit einem Potentialverlauf wie in Abb.l a oder lb. In der klassi­
schen Theorie haben wir dann zwei charakteristische FaIle zu 
unterscheiden: 

Falll. Die Energie des Elektrons ist kleiner als das Maximum 
des Potentials; dann wird ein Elektron immer in einer bestimmten 
Potentialmulde bleiben, das Elektron ist gebunden, die mittlere 
Geschwindigkeit ist Null. 

Fall 2. Die Energie des Elektrons ist groBer als in l; dann kann 
es sich ungehindert durch das Metall bewegen ("freies Elektron"). 

Diese Unterscheidung zwischen freien und gebundenen Elek­
tronen ist in der Wellenmechanik unmogIich. Man kann daB 
schon durch ganz grobe Uberlegungen feststellen. 

Fall!. Ein Elektron hat die Moglichkeit, einen Potential­
berg zu durchdringen, auch wenn das im klassischen Fall unmogIich 
ware. Wenn das Elektron zu einer Zeit to in einer bestimmten 
Potentialmulde ist, so ist die WahrscheinIichkeit, daB es sich spater 
in einer anderen befindet, von Null verschieden. Das Elektron 
erzeugt einen Strom, der allerdings fiir Elektronen mit sehr kleiner 
Energie sehr klein wird. 

Fall 2. Von der dem Elektron zugeordneten DE BROGLIE-Welle l 

wird an jedem Gitterpunkt ein Teil reflektiert. Normalerweise 
zerst6ren sich diese reflektierten Wellen dureh Interferenz, d. h. 
die Wahrseheinliehkeit, daB ein Elektron reflektiert wird, ist 
Null - die Elektronen bewegen Bieh wie im klassisehen Fall 2 
ungehindert durchs Metall. 1st aber der Abstand zweier Gitter­
punkte ein Vielfaches einer hal ben Wellenlange, so werden sich 
die reflektierten Wellen durch Interferenz verstarken, so daB 
sehIieBlieh an jeder Stelle des Metalls ebensoviel reflektiert wird, 
wie einfallt. Ein Elektron mit dieser Wellenlange kann sich also 
nieht durehs Metall bewegen - d. h. das Verhalten dieser Elek­
tronen ist vollstandig versehieden yom klassischen Fall. 

Wir wenden uns jetzt zu einer exakten Behandlung unsereB 
Problems. Das Verhalten der Elektronen hangt natiirlieh stark 

1 Die Eigenfunktionen sind hier im wesentlichen ebene Wellen. 
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von der Symmetrie des Gitters abo Wir beschranken uns im 
folgenden immer, falls wir es nicht ausdriicklich vermerken, auf 
einfache Translationsgitter, meistens sogar auf einfache kubische 
Gitter. Ein einfaches Translationsgitter entsteht dadurch, daB 
wir von einem Atom ausgehend drei Vektoren aI' a2, aa, ziehen 
und in die Endpunkte dieser Vektoren je ein Atom legen. Diesen 
Vorgang setzen wir belie big oft fort und erhalten dann das in 
Abb.3a gezeigte Gitter. Das durch die Vektoren aI' a2, aa be­
stimmte Parallelepiped heiBt Elementarzelle des Gitters. J ede 
Elementarzelle enthalt offenbar genau ein Atom, wie man am 
einfachsten sieht, wenn man aIle Atome um einen kleinen Betrag 

-a1 

Abb. 3 a. Aufbau eines Gitters aus der 
Elementarzelle. Aus [8]. 

Abb. 3 b. Flilchenzentriertes kubisches Gitter. 
Aus [8]. 

in der gleichen Richtung verschiebt, SO daB sie nicht mehr an 
einer Ecke, sondern im Inneren der Elementarzellen liegen. 

Die Darstellung eines Gitters als einfaches Translationsgitter 
ist nicht immer die zweckmaBigste. Betrachten wir z. B. ein 
flachenzentriertes kubisches Gitter. Wenn wir hier, wie es an­
schaulich am einfachsten ist, an der kubischen Symmetrie fest­
halten, so besteht die Elementarzelle aus einem Wiirfel, der auBer 
an den Ecken auch in den Schnittpunkten der Diagonalen der 
Wiirfelflachen je ein Atom enthalt. Das Gitter besteht also aus vier 
ineinandergestellten einfachen kubischen Gittern und die kubische 
Elementarzelle enthalt vier Atome. Trotzdem laBt sich das flachen­
zentrierte kubische Gitter als einfaches Translationsgitter auffassen, 
wenn man zu einem anderen Kristallsystem iibergeht, wie man 
am einfachsten an Hand von Abb. 3b feststellt. Ahnlich verhalt 
sich das raumzentrierte kubische Gitter. 

Eigenfunktionen [33, 5]. Die allgemeine Form der Eigen­
funktionen 1p laBt sich schon durch reine Symmetriebetrachtungen 
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festlegen. Nach § 1 [Gl. (4)] genugt 1p der SCHRODINGER-Gleichung 
2m 

Ll1p + V (E - V (r)) 1p = 0, 

wobei das Potential V (r) periodisch im Sinne der Gittersymmetrie 

ist. Da E eine Konstante ist, folgt, daB LJlP ebenfalls eine periodische 
lP 

Funktion mit der gleichen Periode wie V (r) sein muB. Das ist 
immer erfUllt, wenn 1p selbst periodisch ist, doch ist das sicher nicht 

die allgemeinste LOsung der Bedingung: LJlP periodisch. Man 
lP 

sieht das z. B., wenn man als 
einfachstes Beispiel V konstant 
setzt, was dem Spezialfall freier 
Elektronen entspricht. Die 
Losung der SCHRODINGER­
Gleichung ist dann 

1p = ei(f,r), 

wobei f ein beliebiger konstan­
ter Vektor ist, der zum Impuls 

x_ 

des Elektrons proportional ist Abb. 4. Reeller Teil der Eigenfunktionen, ein· 
(vgl. § 4 B). Es laBt sich nun dimensional. --'P, _ -u, ___ eik x. 

leicht zeigen (vgl. Anhang 6.), 
daB die allgemeinste Form von 1p durch eine Kombination der 
hier besprochenen beiden Grenzfalle erhalten wird. Es wird nam. 
lich 

1p = ei(f,t)u(r), 

wobei u periodisch ist, d. h. 

it (r) = u (r + 01 n1 + 02 n2 + ~ na)' 

(1) 

(2) 
fist ein konstanter Vektor,der sog. Ausbreitunysvektor oder 
die Wellenzahl. Die Eigenfunktionen 1p sind somit Produkte aus 
ebenen Wellen mit Funktionen u, die periodisch in der Gitter. 
periode sind (vgl. Abb. 4). 

Die Funktionen u konnen infolge dieser Periodizitat in FOURIER­
Reihen entwickelt werden. 1m Fall eines kubischen Gitters1 

(Gitterabstand a) wird so 
2"i 

~ --(n,r) 
u= ..... cne a (2a) 

1 1m allgemeinen Fall muB man zur Durchfiihrung dieser Entwicklung 
das reziproke Gitter einfiihren. Vgl. Anhang 6. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 2 
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Geben wir uns eine bestimmte Eigenfunktion 
'lfJo = e i (f., r) Uo (3) 

vor, so ist durch (1) der zugehorige f-Wert noch nicht eindeutig 
bestimmt. Fiiliren wir namlich im Fall eines kubischen Kristalls 
einen zweiten Vektor f1 ein, dessen Komponenten 

2n 
(k1)x = (ko)x - -a' (k1)" = (ko)" , (k1)z = (ko)z (4a) 

sind und eine Funktion 
2ni --x 

u1 =uOe a (4b) 

so wird (3) mit (4a) und (4b) 
"Po = ei(f" r) u1 • (3a) 

Ut hat nach (4b) die nach (2a) geforderte Periodizitat, also hat "Po 
in (3a) ebenso wie in (3) die geforderte Form (1). O££ensichtlich 
konnen wir fodurch alle Vektoren f ersetzen, die sich von fo um 

einen Vektor ~ m unterscheiden. Um den Vektor f eindeutig 
a 

zu machen, miissen wir jede seiner Komponenten auf einen Bereich 

von der GroBe 2 n einschranken. Die spezielle Lage dieses Werte­a 
bereichs im f-Raum ist dabei ganz gleichgiiltig. Am praktischsten 
und einfachsten fordern wir 

- ~L.k·L.!!... 
a ~- a ' i = x, y, z (5) 

fiir ein kubisches Gitter. Im allgemeinen Fall (vgl. Anhang 6.) 
wird eine analoge Bedingung gefunden. Der durch die Forderung (5) 
eingeschrankte Vektor f heiBt reduzierter A usbreitungsvektor oder 
reduzierte Wellenzahl. Wir werden uns im folgenden, soweit wir es 
nicht ausdriicklich vermerken, auf kubische Gitter beschranken. 
Fast alle so erhaltenen Resultate lassen sich auf alle einfachen 
Translationsgitter entsprechend iibertragen. Dagegen muB man 
bei Verallgemeinerungen auf komplizierte Gitter sehr vorsichtig 
sein [2lO]. 

Fiir die weitere Durchfiihrung der Rechnungen ist es vorteil­
haft, den ganzen (unendlich groBen) Kristall in sehr groBe kubische 
Gebiete von der Lange L = a G einzuteilen. G sei eine groBe 
Zahl. Wir wahlen fiir unsere Untersuchungen irgendeines dieser 
Gebiete und nennen es unser Grundgebiet. Sein Volumen ist 
R = L3 = (aG)3. 
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(p ist die Zahl der Elementarzellen im Grundgebiet. Da sich 
alle diese groJ3en Gebiete vollstandig gleich verhalten sollen, fordern 
wir fUr die Eigenfunktionen eine Periodizitat mit'der Periodedes 
Grundgebiets, die nicht zu verwechseln ist mit der Gltterperiodizitat. 
Die letztere ist eine wesentliche physikalische Bedingung, wahrend 
erstere nur zur Vereinfachung der Rechnungen eingefiihrt wird 
und in den Resultaten nicht mehr auftritt. Wir fordern also: 

VI(r) =1Ji(t +aGe). 
e ist ein Vektor mit ganzzahligen Komponenten. Wegen (1) folgt 
hieraus, da u die Periode a, also auch die Periode a Ghat: 

oder 
ei (l, f) = ei(f, f + ea G), 

ei(f,eaG) = 1. 

Unter Beriicksichtigung von (5) wird dann 
2n gi 1 1 G 

k'=7G' -2GL.gi~2' i=x,y,z, (6) 

f kann also nur G3 verschiedene Werte annehmen. Aus Gl. (6) 
findet man sofort, daJ3 die Zahl der Eigenwerte im V olumen­
element d 1'f = d kz d kg d kz des f-Raums 

(~~r dTt = (2~)3dTf (6a) 
ist. 

Die Normierung soll im Grundgebiet R durchgefiihrt sein. 
Mit (1) wird (Ro Volumen einer Elementarzelle): 

1 = J VI VI* d l' = J U u* d l' = G3 J U u* d l' . (7) 
R R ~ 

Energiespektrum. Zur Untersuchung der Eigenwerte gehen wir 
von der SCHRODINGER-Gleichung [§ I, Gl. (4)] aus: 

2m 
L1 VI + '"'"""flZ (E - V) VI = 0 . 

Mit dem Ansatz (I)erhalten wir: 

Ll u + 2 i (1, grad) u + 2hr: ( E - 2h: k2 - V) u = O. (8) 

In dieser Gleichung ist f ein Parameter, der die in (6) festgesetzten 
(p-Werte annehmen kann. FUr irgendeinen Wert von f konnen 
wir die (unendlich vielen) Eigenwerte En! und Eigenfunktionen 
Vln f berechnen, die dann beide Funktionen des Parameters I sind 
und im einzelnen durch den naheren Verlauf des Potentials V 
bestimmt werden. Wir gehen jetzt von irgendeiner der Quanten­
zahlen n aus und lassen I variieren. Da I nach (6) G3-Werte 
annehmen kann, von denen zwei aufeinanderfolgende sehr nahe 

2* 
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beisammenliegen (da G sehr groB ist), gibt es zu einer Quanten­
zahl n eine ganze Gruppe von G3 beisammenliegender Eigenwerte 
bzw. Eigenfunktionen. Wird G belie big groB, so wird der Abstand 
von zwei aufeinanderfolgeriden Eigenwerten beIiebig klein. Das 
Energiespektrum besteht also aus einzelnen Energiebiindern (Quanten­
zahl n) mit je G3 Eigenwerten. Innerhalb eines Bandes ist das 
Spektrum praktisch kontinuierlich. Die einzelnen Energiebander 
konnen sich auch teilweise iiberdecken. 

Die Tatsache, daB jedes Energieband genau G3 Eigenwerte 
bzw. Eigenfunktionen enthalt, ist, wie wir spater sehen werden, 
von groBer Bedeutung. Sie gilt nicht nur fiir kubische Gitter, 
sondern auch fiir alle einfachen Translationsgitter (Anhang 6.). 
Da jede Elementarzelle genau ein Atom enthalt, gibt es in einfachen 
Translationsgittern in jedem Energieband einen Eigenwert pro Atom. 

Was fUr Aussagen konnen wir iiber die Abhangigkeit der Energie 
En! von f innerhalb eines Bandes (n) machen? Zunachst sehen 
wir, daB Gl. (8) in die konjugiert komplexe Gleichung iibergeht, 
falls wir f durch - f ersetzen. Da u und u* den gleichen Eigen­
wert haben, ist En, f = En,-l. In kubischen Gittern bleibt, auch wenn 
nur eine Komponente von f, etwa kx' ihr Vorzeichen wechselt, En! 
konstant, denn das ist gleichwertig damit, daB x durch - x ersetzt 
wird, was wegen der Symmetrie des kubischen Gitters offen bar keinen 
EinfluB auf den Eigenwert hat. Es ist also in kubischen Gittern 

En, I = En,-f; En (kx' ky, kz) = En (- kx' ky, kz) usw. (9a) 
Wir wollen jetzt voriibergehend die ki etwas iiber die durch (5) 

festgelegten Grenzen hinaus verfolgen, ohne aber dabei das Energie­
band n zu verlassen. Wie wir oben gezeigt haben [vgl. (3), (3a) 

und (4a)], gehOrt dann zu ki ± 2: die gleiche Eigenfunktion, 

also auch der gleiche Eigenwert, wie zu ki ;" d. h. es ist 

En (kx' ky, kz) = En (kx ± 2: ' ky, kz) usw. (9b) 

Aus (9a) folgt, daB En als Funktion von ki eine gerade Funktion 
ist; aus (9 b) folgt, daB es innerhalb eines Bandes auch eine 
periodische Funktion ist. Daher muB die Ableitung von En nach 
ki sowohl fUr ki = 0 als auch am Rand des durch (5) gegebenen 
Intervalls verschwinden: 

o:!c: = 0 fiir ki = 0 und ki = ± : ' i = x, y, z. (9c) 

1m einfachsten Fall hat °o~; im Wertebereich (5) keine weiteren 
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Nullstellen. Enf hat also z. B. als Funktion von kz allein betrachtet 
fiir kz = 0 ein Minimum (oder ein Maximum) und daher fiir 

kz = ± ~ ein Maximum (oder ein Minimum). Ob E! fiir kz = 0 bzw. 

kz = ± ~ ein Maximum oder Minimum hat, ist physikalisch gleich­

giiltig solange wir uns nur fiir ein bestimmtes Band interessieren, 
denn wir konnten die Lage des Wertebereiches fiir f willkiirlich 
vorschreiben, also z. B. immer erreichen, daB En f am Rande des 
Wertebereiches ein Ma­
ximum hat. Dagegen 
ist es physikalisch be­
deutungsvoll, ob fiir 

K_ K-

zwei aufeinanderfol­
gende Bander beidesmal 
amRandeeinMaximum 
(oder Minimum) ist, 
oder ob in dem einen 
Band ein Maximum ist 
und in dem anderen 
einMinimum. In Abb.5a 

Abb. 5 a und b. Die beiden einfachsten MIIgl\cbkeiten des 
Energieverlaufs zweier aufeinanderfolgender Bander in 

Abbll.ngigkeit von der Wellenzahl (eindimensional). 

und b haben wir diese 
beiden Falle aufgezeichnet. Die Rander des Bandes sind durch 

die Wellenzahlen f = (0, 0, 0) und f = (± ~ , ± ~, ±~) bestimmt. a a a 
Geschwindigkeit. Um diese zu berechnen, gehen wir am einfach­

sten davon aus, daBwir uns innerhalb einesBandes praktisch im kon­
tinuierlichen Spektrum befinden. Um die Geschwindigkeit fiir den 
Zustand (n, fo) zu berechnen, mussen wir also eine Wellengruppe 
bilden (durch Mittelung uber einen kleinen Bereich 8 Llk", Llky Llkz) 

und die Gruppengeschwindigkeit berechnen. Nach § I, Gl. (3) und 
§ 3, Gl. (I) lautet die zeitabhangige Wellenfunktion: 

_ iE t 
lJ' = ei (!, r) Un! e h 

In der Nahe von fo ist: 

f = fo + LI f, En! = E nf• + ((gradfEh., LI f), 
wo gradf der Gradient im l-Raum ist. 

(Ia) 

Die Mittelung ergibt, wenn wir Un! einen geeigneten Mittel­
wert von Un f nennen: 

i 
- --E f t lJ! = ei(f" r) Unl.e h n •• A. 
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Da bei ist die Amplitude A = Ax Ay Az und 
ko i + ..1 ki 

A . = _1_/ i [x-i (~:)k t]<ki-ko)dk. 
• 2 Ll ki e • o. • , i=x,y,z. 

ko.-..1k, 
Die elementare Auswertung ergibt: 

sin giLl ki 1 (OE) 
Ai= g.Llk.' ~i=Xi-h ok. t. 

• • •. &0. 

Ai ist also nur dann groB, wenn ~i = 0 ist. Daher ist die Amplitude 
A der Wellengruppe nur dann groB, wenn 

1 
r - h grad! En! t = 0 

ist. Daraus folgt fUr die Geschwindigkeit b der Wellengruppe: 
dr 1 

b = dt = hgrad!En!, (10) 

oder fiir den Impuls (z. B. x-Komponente): 

(lOa) 

Mit Gl. (9a bis c) (oder anschaulich aus Abb.5) ergibt sich als 
wichtiges Resultat: 1. Am Rande jedes Bandes verschwindet die 
Geschwindigkeit. 2. Ersetzt man ki durch - ki' so wechselt vi sein 
Vorzeichen, d. h. in einem Bande gibt es immer zu einem Quanten­
zustand mit der Geschwindigkeit vi einen zweiten mit gleicher 
Energie und der Geschwindigkeit - Vi • 

Wir haben somit festgestellt, daB sich aIle Elektronen durch 
den Kristall bewegen und daB ihre Geschwindigkeit b gewohnlich 
nur am Rande jedes Energiebandes verschwindet. Wir wollen 
darauf aufmerksam machen, daB dieses Ergebnis ganz allgemeine 
Gultigkeit hat, denn wir haben auBer der Kristallsymmetrie keine 
Voraussetzungen gemacht. Da es zu jedem Zustand mit der Ge­
schwindigkeitb genau einen mit der Geschwindigkeit - b gibt, 
verschwindet der Mittelwert uber ein Band. Dagegen verschwindet 
nicht der Mittelwert von v2 (gemittelt uber aIle Zustande eines 
Bandes). Wir konnen der GroBe v2 durch die Formel 

E m 2 
tr= TV (II) 

eine Energie zuordnen, die wir Translationsenergie nennen. Diese 
Translationsenergie E tr ist fur freie Elektronen natiirlich aquivalent 
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mit der kinetischen Energie. 1m allgemeinen trifft das aber nicht 
zu, denn 0 (f) ist ja die mittlere Geschwindigkeit (quantenmechani­
sches Mittel) eines Elektrons im Zustand f. Bei einem Oszillator 
ist z. B. Etr = 0, nicht aber die kinetische Energie. 

Wir wollen den Unterschied zwischen kinetischer Energie und 
Translationsenergie an einem einfachen Beispiel klarmachen. Ein 
Elektron moge auf einer Geraden zwischen zwei dazu senkrechten 
Ebenen hin und her oszillieren. Seine Eigenfunktion ist dann 
eine stehende Welle und seine Geschwindigkeit 0 ist daher Null. 
Infolgedessen wird auch die Translationsenergie Null, nicht aber 
seine kinetische Energie, die nach den Ausfuhrungen von S.8 
zu berechnen ware. Die Tatsache, daB die Geschwindigkeit, also 
auch die Translationsenergie, am Rande eines Bandes verschwindet, 
bedeutet, daB dort die Eigenfunktionen eine gewisse Ahnlichkeit 
mit stehenden Wellen haben mussen. 

Beschleunigung. Wir durfen nicht erwarten, daB unsere Elek­
tronen durch auBere Krafte in ahnlicher Weise beschleunigt werden, 
wie freie Elektronen. Das geht schon aus einer ganz einfachen 
Dberlegung hervor. Es sei die auBere Kraft gleichgerichtet mit 
der Geschwindigkeit eines Elektrons, so daB seine Energie durch 
die auBere Kraft vergroBert wird. Bei einem freien Elektron 
bedeutet das, daB auch die Geschwindigkeit erhOht wird, daB 
also das Elektron beschleunigt wird. In unserem Fall wird aber 
die Geschwindigkeit am Rande eines Bandes Null. Wenn also ein 
Elektron am unteren Rande eines Energiebandes ist (0 = 0), so 
wird es zunachst beschleunigt. Wird aber seine Energie schlieBlich 
so groB, daB es sich dem oberen Rand des Bandes nahert, so muB 
die Geschwindigkeit wieder auf Null abnehmen. Das Elektron 
wird jetzt also verzogert. 

Die vorstehende Dberlegung laBt sich leicht quantitativ ver­
scharfen. Die auBere Kraft sei sr. In der kurzen Zeit LI t erhOht 
sich die Energie des Elektrons dann um 

LI E = (sr, 0 LI t) . 

Andererseits ist E eine Funktion von f, d. h. es ist 

LI E = (grad! E, LI f), 

falls sich finder Zeit LI t urn LI f andert. Es wird also durch 
Gleichsetzen der beiden Ausdrucke fiir LI E 

(sr, 0 LI t) = (grad! E, LI f), 
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oder, wenn wir Gl. (10) beriicksichtigen, 
(st, bAt) = h (b, A f). 

Durch Division mit At ergibt sich, wenn wir vom Di£ferenzen-

quotienten ~: zum Di£ferentialquotienten iibergehen, 
df st 
de = T" (12) 

Die GroBe h f geniigt also der gleichen Di£ferentialgleichung, wie 
bei einem freien Elektron der Impuls. 

Um die Beschleunigung eines Elektrons zu berechnen, beachten 
wir, daB b eine Funktion von fist, also wird z. B. 

dvz _ aVII: dlez + avz dlell + Bvz dlez 
lit - alez , d"t aley d"t alez dt' 

oder unter Verwendung von Gl. (10) 
. dvz I (fJ2E dlez _. a2 E dlell a2 E dlez ) 

Vz = dt = 11 ak 2 d"t + ak ale d"t + ale ak dt . z z y z z 

Denken wir uns hier noch die entsprechenden Gleichungen fiir 
vy und Vz angeschrieben, so sehen wir, daB man diese Gleichungen 
sehr einfach zusammenfassen kann, wenn man einen Tensor T 
einfiihrt, dessen Komponenten 

sind. Es wird dann 

woraus wir mit (12) 

a2 E 
Tr , = akrak, 

db T 
de = 112 st (13) 

erhalten. Vergleichen wir diese Beschleunigungsgleichung mit der 
entsprechenden fiir ein freies Elektron, 

db st 
de m' 

so finden wir, daB die Masse in unserem Fall durch einen Massen­
h2 

tensor T zu ersetzen ist. 

Wenn wir uns nicht fiir die Abhangigkeit der Beschleunigung 
von ihrem Winkel zu den Kristallachsen interessieren, konnen 
wir (13) noch bedeutend vereinfachen. Wir denken uns zunachst 
den Tensor Tauf Hauptachsen transformiert, d. h. das Koordinaten-

system soIl so gewithlt werden, daB nur die Diagonalglieder ~2:' 
t 
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des Tensors T nicht verschwinden. Sodann bilden wir den Mittel­
wert der Beschleunigung von denjenigen drei Zustanden, die 
durch zyklische Vertauschung der Komponenten des Vektors f 
auseinander hervorgehen. Der erste Zustand hat etwa die Kompo­
nenten kx' ky, kz' dann hat der zweite als x-Komponente ky, als 
y-Komponente kz usw. Wegen der Symmetrie unseres Kristalls 
haben aIle drei Zustande die gleiche Energie1 • Nennen wir noch 
zur Abkiirzung 

I = ~ ~ ( 82 En f + 82 En f + 82 En f ) = 
nf 3 h2 8k 2 8k 2 8k2 

X Y z 

= ~ ~ divrgradfEnf, (14) 

so folgt aus (13) und den obigen 1Jberlegungen: 

.. db se I "I 
t=(ft=m nf=tF nf· (l3a) 

rF ist die Beschleunigung freier Elektronen. Urn die Beschleunigung 
unserer Elektronen zu erhalten, miissen wir also die Beschleunigung 
freier Elektronen mit tnf multiplizieren. Die GroBe tnf ist charak­
teristisch fUr die Beschleunigung, die einem Elektron im Zustand 
(n, f) erteilt werden kann. Wir nennen sie Freiheitszahl. 

Ehe wir mit einer Diskussion der Freiheitszahl beginnen, solI 
festgestellt werden, daB ihre Definition (14) unabhangig vom 
Koordinatensystem ist. Das folgt unmittelbar daraus, daB die 
Summe der Diagonalelemente eines Tensors invariant gegen 
Drehung des Koordinatensystems ist. 

Der Name "Freiheitszahl" fUr Inf solI andeuten, daB gerade 
mit Hilfe von Inf der Vergleich unserer Elektronen mit freien 
Elektronen ermoglicht wird. Insbesondere muB fUr freie Elek­
tronen tnf = 1 sein. Das ist leicht einzusehen. Die Energie freier 

Elektronen ist (vgl. § 4 B) 2h: k~, wobei fn die nichtreduzierte 

Wellenzahl ist. Deren Komponenten konnen sich aber im Bereich 
jedes Bandes2 nach unserer Definition der reduzierten Wellenzahl f 
von dieser nur urn konstante additive Glieder unterscheiden, so 

1 Fiir nicht kubische Kristalle trifft das nicht zu, doch gelten aIle folgenden 
Uberlegungen, wenn man nichteinen Einkristall, sondern ein Gemenge von 
verschieden orientierten Kristallen nimmt. Das entspricht ganz unserer 
oben angefiihrten Beschrankung auf Probleme, die nicht von der Richtung 
der Beschleunigung zu den Kristallachsen abhangen. 

2 Fiir freie Elektronen ist die Einteilung in Bander ganz belanglos und 
rein formal. 
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daB wir bei der zweimaligen Differentiation in (14) offenbar l 
durch In ersetzen dtirfen und die Behauptung Inf = 1 leicht veri­
fizieren konnen. 

Wirkt die Kraft ~ die kurze Zeit Ll t auf ein Elektron, so erhiilt 
es einen Geschwindigkeitszuwachs 

Llo=rLlt, 
also nach (13a) 

sr sr 
Ll 0 = InrLl op = Inr-Ll t =-*-Ll t. 

m mnf 

Ll tJp = ~Ll t 
m 

Bier ist 

der Geschwindigkeitszuwachs eines freien Elektrons. Der Ge­
schwindigkeitszuwachs unseres Elektrons im Zustand (n, I) ist 
also genau so groB wie der eines freien Elektrons mit der Masse 

m: f = 1m . Wir nennen m* die schein bare Elektronenmasse. Der 
nf 

dem Geschwindigkeitszuwachs entsprechende Zusatzimpuls ist 

Ll\:J=mLltJ, 
wo m immer die tatsachliche Elektronenmasse (nicht die schein­
bare m*) ist. Mit (13a) ist also 

Ll\:J=ln!Ll\:Jp. (13b) 
Ll \:Jp ist dabei der Zusatzimpuls eines freien Elektrons. Der Zusatz­
impuls unseres Elektrons ist also genau so groB wie der von In f 

freien Elektronen (In! ist allerdings gewohnlich nich t ganzzahlig). 
Wir zeigen jetzt, daB der Mittelwert der Freiheitszahl iiberein 

ganzes Band immer verschwindet, d. h. daB der durch ein auBeres 
elektrisches Feld erzeugte Zusatzimpuls aller Elektronen eines 
vollbesetzten Bandes Null ist. Nach (13b) und (14) mtissen wir, 
da Ll \:Jp unabhangig von n und I ist, nur zeigen, daB das Integral 
von In! tiber ein ganzes Band verschwindet. Das folgt aber sofort 
daraus, daB 

" a a 

j i32En! dk. = i3En! [- 0 
i3k~ t 13k; - , 

" a " a 

i=x,y,z 

ist. Bei der Ausfiihrung dieses Integrals wurde benutzt, daB 
n 

nach S. 18 ki = ± a den Rand des Bandes eharakterisiert und 
i3E 

daB nach (ge) i3ki dort verschwindet. 
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Da Int iiber das ganze Band integriert verschwindet, muB es 
positive und negative Werte annehmen. In Abb.6 zeigen wir, 
eindimensional, gleichzeitig den Verlauf von EnergieE, Geschwindig-

keit ("" ;~) und Freiheitszahl ("" ~~). Wir sehen an Hand 
i 

dieser Figur oder der entsprechenden Formeln (10) und (14), 
daB Inl positiv ist, solange wachsender Geschwindigkeit auch 
wachsende Gesamtenergie entspricht 
und daB In! negativ mrd, wenn die 
Geschwindigkeit mit wachsender 
Gesamtlmergie fallt. In diesem letz­
teren Fall hat die Beschleunigung 
also die entgegengesetzte Richtung 
wie bei freien Elektronen, genau 
wie wir zu Beginn dieses Abschnittes 
qualitativ festgestellt haben. Wir 
wollen auch hier nochmals feststellen, -f 
daB diese interessanten Ergebnisse 

E 

\ , 
' .... -

ganz allgemein giiltig sind, da wir 
ja keinerlei Voraussetzungen auBer 
der Kristallsymmetrie gemacht 
haben. 

Abb.6. Verlauf von Energie E, Ge­
schwlndigkeit v und Freiheitszahl fk 

inuerhalb eines Bandes 
(eindimensional). 

Ubergangswahrscheinlichkeiten [64]. Nach allgemeinen wellen­
mechanischen Grundlagen sind die optischen Dbergangswahr­
scheinlichkeiten durch die Impulsmatrixelemente t'mn bestimmt, 
falls das Licht nicht zu kurzwellig ist [vg1.§ 1, G1. (9)]. Wie wir 
im Anhang 1. zeigen, lautet die letztere Bedingung fiir uns exakt: 

Wellenzahl des Lichtes < Wellenzahl des Elektrons. 

I 
Letztere hat nach G1. (5) die GroBenordnung ---'. Die Wellenlange a 
des Lichtes muB also groB gegen den Gitterabstand a sein. Dieser 
ist von der GroBenordnung 10-8 cm. Die gegenwartigen Be­
trachtungen gelten also nicht fiir Rontgenstrahlen. 

Wir berechnen die x-Komponente pl;t n l' . 

(x) h J * 0 d Pmf,nf' = T "Pnf'ax"Pmf i. 

Mit G1. (1) wird 

PIX) = ~ J ei(f- f', r) (U~f' ~ U f - ifu~!,· umf)di. 
mf,nt' ~ i3x m 
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Dieses Integral ist nur dann von Null verschieden, wenn 

f = f' (15) 

ist, denn der Klammerausdruck im Integral ist periodisch [vgl. 
G1. (2)]. Er hat also fUr kubische Gitter wegen (2a) die Form 

2ni 
~ -(rn,r) 

,.;;;., arne a 

Andererseits ist nach G1. (6) 

Es ist aber 

2" i (9 - 9' ) 
ei(f-I',r) = ea -G-,r 

aG 

f e2;i(Yi;Yi -mi)Xidxi 

o 
nur dann nicht Null, wenn auBer mi = 0 auch gi = g~ ist, denn es 

ist gi ;;gi < 1, wahrend mi ganzzahlig ist. Unser Resultat ist also 

p(x) - ~Ju* ~u d. p(x) 0 f·· {-Lf/. m, n, f - i n f 8 x m f' m f, n f' = ur -r 

Wir haben somit eine Auswahlregel (15) abgeleitet: 
Es kombinieren optisch nur Zustande mit gleicher reduzierter 

Wellenzahl miteinander. Da jeder reduzierten Wellenzahl genau 
ein Quantenzustand in jedem Bande entspricht, heiBt das also: 
Von einem Zustand (n, f) eines Bandes gibt es nur optische Uber­
gange zu einen einzigen Zustand (m, f) eines anderen Bandes. Alle 
anderen Ubergange, insbesondere solche innerhalb eines Bandes, sind 
verboten. 

Eine Auswahlregelist gewohnlich die Folge des Impulserhaltungs­
satzes. Unsere obige Vernachlassigung der Wellenzahl des Licht­
quantes bedeutet, daB wir seinen Impuls in dem fraglichen Wellen­
langengebiet vernachlassigen konnen. Der Impuls eines Ireien 
Elektrons muBte dann bei einem optischen Dbergang konstant 
bleiben, was gleichbedeutend damit ist, daB optische Dbergange 
uberhaupt unmoglich sind. Unsere Elektronen sind aber nicht 
frei, d. h. sie konnen mit dem Gitter Impuls austauschen. Die 
obige Auswahlregel (15) besagt nun, daB dieser Impulsaustausch 
gerade so groB ist, daB die reduzierte Wellenzahl f konstant bleibt. 
Der Impulserhaltungssatz des ganzen Systems (Elektronen+Gitter) 
ist also gleichbedeutend mit dem Erhaltungssatz der reduzierten 
Ausbreitungsvektoren der Elektronen. Etwas ganz Ahnliches haben 
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wir oben bei der Beschleunigung gefunden. Auch hier gehorcht 
h l dem gleichen Gesetz wie der Impuls bei freien Elektronen 
[vgl. Gl. (12)]. Es ist eine direkte Folge der Gittersymmetrie, 
daB der Impulsaustausch zwischen Elektronen und Gitter gerade 
so geregelt wird, daB fUr l einfache Gesetze gelten. 

Anstatt mit den Matrixelementen oder mit den "Obergangs­
wahrscheinlichkeiten zu operieren, ist es haufig anschaulich, dafiir 
die Oszillatorenstarken einzufiihren. Diese werden definiert durch 

2[ (x) [2 
I(x) Pm,n,f 
m,n,f = m (Em,!-En,f) (16) 

und sind verkniipft durch den Summensatz (den wir im Anhang 2. 
beweisen) 

Mit 

lautet er: 

.I/(i) = 1 n,m, f 
m 

i = x, Y,z. 

I 1 (/(x) I(Y) 1(2») 
n,m,f = 3 n,m,f + n,m,f + n,m,f, 

.I In,m,f = 1. 
m 

(17) 

(17a) 

Die Oszillatorenstarken werden in der quantenmechanischen 
Dispersionstheorie eingefUhrt. Man zeigt dort, daB sie folgende 
anschauliche Bedeutunghaben: Ein Elektron im Zustand (n, f) 
verhalt sich gegen Licht genau so, wie eine Reihe klassischer 
harmonischer Oszillatoren, und zwar wie je Inm! Oszillatoren von 

Emf-En! 
der Frequenz 'Vn m t = --h--' der Ladung e und der Masse m, 

wobei der Index m (nicht mit der Masse zu verwechseln!) aIle 
moglichen Werte annimmt. Die Inm! sind allerdings nicht ganz­
zahlig und man kann deshalb besser sagen, unser Elektron verhalt 
sich wie eine Anzahl Oszillatoren mit den Frequenzen 'Vnml> und 
zwar solI von jeder zulassigen Frequenz je ein Oszillator mit der 

Ladung e und der Masse m; m! = -I m vorhanden sein. Ins-
nmf 

besondere gibt es immer einen Oszillator mit der Frequenz Null, 
d. h. ein freies Elektron mit der Masse m;nf. Nach dieser Defini­
tion und, wie man auch direkt zeigen kann [5], ist Inn! identisch 
mit der friiher [Gl. (14)] definierten Freiheitszahl Inf. 

Die groBe Bedeutung des Summensatzes liegt darin, daB man 
aus der Messung der GroBen einzelner Inm auf die GroBen anderer 
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sehlieBen kann; iri.sbesondere aua den optisehen Ubergangswahr. 
seheinliehkeiten Sehlusse auf die "Freiheit" der Elektronen ziehen 
bnn (vgl. § 8). Die Oszillatorenstarken selbst sind von groBter 
Wiehtigkeit fiir die Ansehauung, weil sie fiir ein Elektron ein 
klassisehes Ersatzsystem von freien und elastiseh gebundenen 
Elektronen (Oszillatoren) definieren. 

§ 4. Spezielle FaIle. 
Die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Ergebnisse bean· 

spruehen volle Allgemeinheit. Sie gelten fiir die Elektronen der 
innersten Sehalen ganz genau so, wie etwa fiir Elektronen, die 
mit groBer Gesehwindigkeit von auBen in den Kristall gesehossen 
werden. Um diese Ergebnisse aber aueh praktiseh verwerten zu 
konnen, mussen wir sie quantitativ vefsehiirfen. 

A. Naherung fur tiefe Energien [33]. Es ist empiriseh be· 
bnnt und theoretiseh leieht verstandlieh, daB die tiefsten Energie. 
niveaus (Rontgenniveaus) sieh in festen Korpern von denen fur 
freie Atome praktiseh nieht unterseheiden. Es liegt also nahe, 
ein Naherungsverfahren zu entwiekeln (natiirlieh im Rahmen 
unseres allgemeinen Naherungsverfahrens des § 1), bei dem man 
von den Verhaltnissen bei freien Atomen ausgeht und die Weehsel· 
wirkung der Atome untereinander als kleine Storung auffaBt. 
Diese Naherung wird Giiltigkeit fiir diejenigen Elektronen haben, 
die sieh vorzugsweise in der Nahe der Atomkerne aufhalten, also 
an denjenigen Stellen des Potentials, die im Kristall ahnlieh wie 
beim entspreehenden freien Atom sind. Das wird dann der Fall 
sein, wenn die (negative) potentielle Energie der Elektronen groB 
ist gegen ihre Translationsenergie. 

Es sei W~) das Potential eines freien Atoms, dessen Kern 
am Punkt tm = am sitzt. Die Eigenfunktion des Atoms zum 
Eigenwert En sei 1fJ~ und En sei nieht entartet1• Es ist also die 
SCHRODINGER.Gleiehung [§ 1, Gl. (4)] .fiir ein Atom: 

h2 
2m L11fJ~ + (En- wm) 1fJ~ = 0 (1) 

!1fJr;:(1fJ:n*d-c = 1. (la) 

Das Potential V des Metalls konnen wir immer in folgender Form 
sehreiben 

V=.l;' wm + U. 
m 

1 D. h. En iet ein a·Term. Die Ladungeverteilung iet in diesem Fall 
kugelsymmetrisch um den Kern, der Drehimpuls ist Null. 
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Hier ist U ebenso wie V und die Summe periodisch. U ware Null, 
wenn die Ladungsverteilung im Metall dieselbe ware, wie beim 
freien Atom. U ist daher gerade an den Stellen klein, an denen 
das Potential sich ahnlich verhalt, wie das Potential wm des 
entsprechenden freien Atoms (man vergleiche § 2, S. 13). Wir 
interessieren uns gegenwadig aber gerade fur Elektronen, die 
sich vorwiegend an diesen Stellen aufhalten. Infolgedessen konnen 
wir U Null setzen, ohne einen groBen Fehler zu begehen. Die 
SCHRODINGER-Gleichung fUr den Kristall lautet somit: 

h2 
2 m LI 'IjJ + (E - V) 'IjJ = 0 (2) 

V=.I Wm • 
m 

Zur Losung machen wir den Ansatz 

'IjJ= .I cm 'IjJ~ 
m 

I Cm 1= C = konstant. 

(2a) 

(3) 

Dieser befriedigt tatsachlich unsere Forderung, daB 'IjJ in der Nahe 
des m· ten Gitterpunktes sich wie 'IjJ~ verhalt, denn aIle anderen 'IjJ~' 
sind an dieser Stelle klein. (Nur fUr solche sollte ja unsere Naherung 
gelten.) Es ist also 

(4) 

Um Cm zu bestimmen, beachten wir, daB nach unserer allgemeinen 
Theorie [§ 3, G1. (1)] 

'ljJn! = ei(f, t)Unf (r) 

ist. Wegen der Periodizitat von un fist insbesondere 

'ljJnf (a m') = ei(l,am' -am) 'ljJn f (a m). 

Nach G1. (4) wird deshalb 

Cm' = eia (I, m' - m) cm 

oder 

und unsere Eigenfunktionen nullter Naherung (3) lauten: 

'ljJnf = co.I eia(f,m) 'IjJ~. 
m 

(5) 

Nach § 3, G1. (6) kann f genau G3 verschiedene Werte annehmen. 
Daher gehoren zu dem einen Eigenwert En des Atoms G3 Eigen­
funktionen 'ljJn f im Kristall. 
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Umdie Energie in erster Niiherung, also unter Berucksichtigung 
der Wechselwirkung der Atome zu berechnen, machen wir den 
Ansatz 

E=En+e. 
Setzen wir dies und (3) in Gl. (2) ein, so erhalten wir 

h2 
-2 .I cmL11p~ + (En + e).I em 1p~ -.I em V1p~ = o. 

m m m m 

Unter Beriicksichtigung von (1) und (2a) ergibt dies: 
e.I cm 1p~ =.I cm (V - wm)1p;:. 

m m 

Wir multiplizieren diese Gleichung mit (en 1p~)* und integrieren 
iiber den ganzen Raum. Dann erhalten wir mit Gl. (Ia) und (5): 

e (1 +.I e-ia(f,n-m) D~-m) = On +.I e-ia(f,n-m) A~~m (6) 
m m 

mit den Abkiirzungen 

D~-m = f (1p~)*1p;:d-r: 
On = I(1p~)*(V - wm)1p~d-r: 

A~-m = f(1p~)* (V - wm)1p;:d-r:. 

(6a) 

(6b) 

Auf der linken Seite von Gl. (6) konnen wir D~ - m gegen 1 ver­
nachlassigen, weil sich nach den Voraussetzungen, die wir fUr unser 
Niiherungsverfahren gemacht haben, die Eigenfunktionen wenig 
uberdecken sollen. Auf der rechten Seite konnen wir aus dem­
selben Grund die A~-m fUr den Fall, daB n und m nicht benach­
barte Gitterpunkte sind gegen den Fall, daB sie benachbart sind, 
vernachlassigen. Dagegen diirfen wir nicht diese letzteren A~ - m 

gegen On vernachlassigen, denn es ist zwar (1p~)* 1p~ groB gegen aIle 
(1p~)* 1p~; dagegen ist aber V - wm gerade an der fraglichen Stelle 
(1: -- a m) klein. In einem einfachen kubischen Gitter hat einAtom (m) 
6 Nachbarn, namlich diejenigen, fUr die n = (mz ± 1, mil' mz) usw. 
ist. Wir bezeichnen die zugehorigen A~ - m mit An. Dann wird also 
die Energie E in erster Naherung [vgl. (6)] 

E = En + e = En + On + 2An (cosakz + cosaky + cos a kz) • (7) 
Ehe wir diese Energieformel diskutieren, mussen wir uns die 

Bedeutung der Integrale On und An iiberlegen. Zunachst On (6a): 
V - wm ist das Potential, das aIle Atome, mit Ausnahme des moten, 
erzeugen. On ist also der mittlere Wert der potentiellen Energie 
des zum Atom m gehorigen Elektrons im Felde der anderen Atome. 
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An [Gl. (6b)] 1st das Austausehintegral. Urn seine Bedeutung 
zu erklaren, betraehten WIT ein besonders einfaehes Problem. 
Wir bereehnen unter der Annahme, daB nur zwei Eigenfunktionen 
1f1 und 1f2 existieren, die potentielle Energie in einem Potential V 
einmal klassiseh und einmal wellenmeehaniseh. In beiden Fallen 
ist die potentielle Energie e J (l V d -r, wo e (l die Ladungsdichte ist. 
Der Eigenfunktion "PI entsprieht eine Dichte (ll = "P: "PI (ent­
spreehend (l2 = "P; "P2)· Klassiseh jst nun die Gesamtdiehte 
&1 = (ll + (l2· Wellenmeehaniseh iiberlagern sieh aber nieht die 
Diehten, sondern die Eigenfunktionen linear; es ist 

"P = CI "PI + C2 "P2 (I cll = I c2 / = 1) 
und daher 

(lw = "Pt "PI + "P; "P2 + ct c2 "Pt "P2 + cI C: "PI "P: = (lkl + (lint· 
Die wellenmeehanisehe Diehte (lw unterseheidet sieh also von der 
klassisehen dureh ein Interferenzglied (lint, genau so, wie sieh etwa 
in der klassischen Optik die Intensitat zweier Liehtwellen unter­
seheidet, wenn man sie einmal inkoharent und einmal koharent 
zusammensetzt. Dem Untersehied zwischen klassiseher und wellen­
meehaniseher Diehteverteilung entsprieht eine Differenz in der 
potentiellen Energie und diese Differenz ist gerade die Austauseh­
energie l . 

Man kann dem Austausehintegral An noch eine zweite Bedeu­
tung zulegen. Es laBt sieh zeigen, daB / An I proportional ist mit 
der Wahrseheinliehkeit, daB ein Elektron im "Zustand" n in 
den "Zustand" m iibergeht und umgekehrt, d. h. daB ein Elektron 
des Atoms n sieh mit einem Elektron des Atoms m austauseht. 

Das Austausehintegral ist urn so groBer, je weiter sieh die 
Eigenfunktionen der Atome iiberdeeken, d. h. je groBer die Energie 
des Atomzustandes En ist, denn auBere Elektronensehalen haben 
groBere Energie (kleinere Bindungsenergie!) als innere. 

Wir hatten zur Ableitung der Formel (7) die Annahme gemaeht, 
daB der Elektronenterm des isolierten Atoms ein s-Term ist, daB 
also zu jedem Eigenwert En genau eine Eigenfunktion gehort. Wenn 
wir diese Annahme fallenlassen, so gehort zur Energie En des Atoms 
nieht eine, sondern mehrere Eigenfunktionen (Entartung !). Denken 
wir z. B. an einen p-Term, so sind es drei. Dureh die Weehsel­
wirkung der versehiedenen Atome wird die Entartung aufgehoben, 

1 Eine ausfiihrlichere Besprechung der Austauschkriifte wird in § 24 
gegeben. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 3 
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d. h. die drei urspriingIich· beisammenIiegenden Niveaus spalten 
auf. Anstatt (7) erhalt man dann fUr die Energie die folgenden 
drei Ausdrucke [110]: 

El = En + On + 2Ancosakx + 2 Bn (cos a kll+ cosakz) I 
E2 = En + On + 2Ancosaky + 2 Bn (cosakz + cosakx) 

Ea = En + On + 2An cosakz + 2 Bn (cosakx + cosaky) 

An und Bn sind Austauschintegrale1• 

(7a) 

Wir beginnen jetzt mit der Diskussion der Energieformeln (7) 
bzw. (7a). Die Energie besteht hiernach aus einem von f un­
abhangigen Teil, der die um den Betrag On verschobene Energie 
des freien Atoms darstellt und einem zweiten, von f abhangigen 
Teil, der in jedem Band 0 3 Werte annehmen kann 2. Dieser zweite 
Teil bewirkt also das Aufspalten des diskreten Energieterms des 
Atoms in ein Energieband im Kristall. 1st der Energieterm des 
Atoms entartet, so entsteht eine -oberlagerung mehrerer Bander. 
1st z. B. der Atomterm ein p-Term, also dreifach entartet, so 
entstehen drei Bander [Gl. (7a)] und jedes Band enthalt immer 
0 3 Zustande. Die Breite eines Bandes ist im nichtentarteten 
Fall (7) (s-Term) 121Anl, im Fall des p-Terms (7a) ist sie fUr alle 
drei Bander gleich, namIich 41Anl + 81 Bnl. Die drei durch (7a) 
beschriebenen Bander uberlagern sich also vollstandig, weil ein 
p-Term in kubischen Kristallen bei Vernachlassigung der Aus­
tauschenergie nicht aufspaltet. Innerhalb der Bander verhalten 
sie sich aber verschieden, d. h. im allgemeinen gibt es zu. einer 
'Yellenzahl f = (kx' ky, kz) drei verschiedene Energien E1, E g, Ea. 
"Ober das Vorzeichen der An und Btl kann man nur in ganz speziellen 
Fallen bestimmte Aussagen machen. 1m allgemeinen sind beide 
Falle der Abb. 5 (a und b) mogIich. Die Breite der Bander ist fUr 
Rontgenterme praktisch verschwindend; fur die auBeren Elektronen 
hat sie die GroBenordnung einige Volt. 

Nahe den Randernjedes Bandes (f=Ound l = (±~, ±~, ±~)) 
ist die Abhangigkeit der Energie von f besonders einfach. So 
erhalt man z. B. in der Nahe von f = 0, durch Entwicklung der 
Cosinusse in (7) 

(7b) 

1 Da man 3 Eigenfunktionen hat, Bollte man das Auftreten von 6 Aus­
tauschintegralen erwarten. Von diesen verschwinden aber 3 und 2 sind 
einander gleich. 

2 Entsprechend den (}3 Werten von f. 
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Fiir ganz freie Elektronen ware dagegen 
h2 

E= 2m K2 

(K ist die nicht reduzierte Wellenzahl). 

35 

Die Abhangigkeit von der Wellenzahl ist formal in beiden 
Fallen gleich, wenn man unseren Elektronen eine scheinbare 

-h2 
Masse von der GroBe m* = 2a2 An zuordnet, deren absoluter Betrag 

I m* I gewohnlich (fiir nicht zu breite Bander) groBer als die Elek­
tronenmasse ist. 

1m Fall (7a) tritt fiir Formel (7b): 

El=Eno-Ana2k~-Bna2(k~+k~) I 
Es = Eno-Ana2k~-Bna2 (k~ + k!) 
Es = Eno-Ana2k:-Bna2 (k! + k~) 

(7 c) 

Auch hier hat der Energieausdruck groBe Almlichkeit mit dem 
fiir freie Elektronen, doch miiBten wir bei diesen jetzt die Masse 
durch einen Massentensor ersetzen, der aber in dem von uns ge­
wahlten Koordinatensystem nur Diagonalglieder hat. Bei El 
wird dann 

* __ h2 * * _ h2 

mz - 2a2An' my = mz = 2a2Bn 

und bei Ee und Ea analog. An bzw. Bn kann sowohl positiv als 
auchnegativ sein 1. Wir bemerken, daB die drei Bander (7 a) durch 
zyklisches Vertauschen der Wellenzahlkomponenten ineinander 
iibergehen. Daher hat die gesamte Energie, die zu den (drei) 
Zustanden einer gegebenen Wellenzahl gehort, natiirlich kubische 
Symmetrie, und zwar wird fiir kleine f 

El + E2 + Ea = 3 En 0 - (An + 2 Bn) k2 , 

also im Mittel 
-3h2 

m* = 2a2 (An+ 2Bn) 

Nach § 3, Gl. (lOa) und Gl. (14) berechnen wir jetzt den Impuls 
und die Frelheitszahl. 

Man erhalt aus (7) 
(i) 2mAna. k Pnf =- h sma i· 

2mAna2 
fnl=- 3h2 (cosakz+cosaky+cosakz)· 

-----
1 Bei s-Termen [G1. (7)] ist immer An < O. 

3* 

(8) 

(9) 
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Energie, Impuls und Freiheitszahl zeigen in ihrer Abhi1ngigkeit 
von der Wellenzahl im eindimensionalen Fall das einfache Bild 
von Abb. 6, S. 27. Interessant is t dabei, daB Energie und Frei­
heitszahl in gleicher Weise von f abhangen. 

Um diese Abhi1ngigkeit im Zweidimensionalen zu veranschau­
lichen, zeichnen wir in Abb. 7 a die Kurven konstanter Energie 

Abb. 7 a. Naherung A: Kurven konstanter 
Energie im f-Raum (zweidimensional, einfaches 
kubisches Gitter, a-Term). Die energetische Mitte 
des Bandes liegt anf dem einbeschriebenen 
Quadrat. Die Figur steUt gleichzeitig die Kurven 
konstanter Freiheitszahl dar. Auf dem einbe­
schrlebenen Quadrat ist die Freiheitszahl Null. 

(bzw. Freiheitszahl) im f­
Raum. Wir begrenzen zuerst 

Abb. 7b. Naherung A: Flache konstanter 
Energie im dreidimensionalen f-Raum 
(energetische Mitte des Bandes, einfaches 
kubisches Gitter, a-Term). Die Figur 
steUt gleichzeitig die FIache mit der 

Freiheitszahl Null dar. 

den Bereich im f-Raum nach Gl. (5), § 3 durch ein Quadrat 

kx = ±~, ky = ± ~ (einfaches kubisches Gitter I). In del' Ni1he des 

Nullpunktes, sowie in del' Ni1he del' Ecken sind die Kurven kon­
stanteI' Energie Kreise um den Nullpunkt bzw. um die Ecken, wie 
man durch Entwickeln der Cosinusse in Gl. (7) bzw. (9) leicht sieht. 
Auch die energetische Mitte des Bandes 

cos a kx + cos a ky = 0 (10) 
ergibt eine einfache Energiekurve, ni1mlich ein Quadrat mit den 
Seiten 

n n 
ky = ±a--kx, ky = ±(i + kx · (lOa) 

Hierdurch wird gleichzeitig auch die Fli1che eines Bandes des 



Spezielle FaIle. 37 

(zweidimensionalen) f-Raumes in zwei gleiche Teile geteilt. Das be­
deutet, daB dieZahl der Eigenwerte in den beidenHalften der Bander 
gleich groBist, waskeineswegs 
selbstverstandlich ist, sondern 
eine Eigenschaft unserer spe­
ziellen Energieformel (7). 

Die Kurven konstanter 
Energie sind auch Kurven 
konstanter Freiheitszahl [vgl. 
(7) und (9)]. Auf der der ener­
getischen Bandmitte entspre­
chenden Kurve ist die Frei­
heitszahl Null [vgl. (10)] und 
in den beiden Halften des 
Bandes hat sie verschiedene 
Vorzeichen. 

1m Dreidimensionalen ent­
spricht dem quadratischen 
Bereich des Zweidimensio­
nalen ein Wurfel mit der 

Abb.7c. 

Kantenlange 2an• Den Kurven 

konstanter Energie entspre­
chen jetzt Flachen. Diese 
Flachen schneiden die Ebe­
nen, die parallel zu einer 

~~----~-----+------~----~~~ Wurfelebene sind, etwa die -f 
Ebene kz = kzo' auf Kurven, 
die genau unserem zweidimen­
sionalen Fall entsprechen. 
Der Wert der Energie auf 
diesen Kurven hangt aber 
von kz abo Er ist der gleiche 
wie im Zweidimensionalen, 

wenn cos a kz = 0, d. h. Abb.7cundd.Naherung A: Kurven konstanter 
I Energie bei einem p·Term (zweidimensionale 

kz = ± "2 ~ ist. Die Flache, Schnitte). 

die der energetischen Mitte des Bandes entspricht 

cos a kx + cos a ky + cos a kz = ° (lOb) 

ist ziemlich kompliziert. Wir haben sie in Abb.7b dargestellt. 
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Wie ersichtlich, schneidet sie die Wiirfelebenen in Kreisen mit 

dem Radius ~ :. Auch sie teilt, dem Zweidimensionalen ent­

sprechend, das Volumen des Wurfels in zwei gleiche Teile. 
Die Freiheitszahl schlieBlich ist auch im Dreidimensionalen 

auf der Energieflache der Bandmitte, die ja durch (lOb) bestimmt 
ist, Null [vgl. (9)] und diese Flache teilt auch gleichzeitig das Band 
in zwei Gebiete mit positiver und negativer Freiheitszahl. 

1m Fall eines p-Terms, d. h. falls die Energie durch (7a) ge­
geben ist, erhalt man naturlich dreiFlachen konstanter Energie, 
eine fUr jede der drei sich uberlagernden Bander. Zeichnen wir 
einen zweidimensionalen Schnitt, z. B. fUr kz = 0, so werden die 
Kurven konstanter Energie fur Ea genau wie im Fall des 8-Terms, 
d. h. wie in Abb. 7 a. El und E2 verhalten sich dagegen anders, 
wie in Abb. 7 c und 7 d dargestellt ist. Fur kleine kx' ky treten 
jetzt Ellipsen an Stelle der Kreise und die ganze Figur wird eine 
Verzerrung von (7 a). 

Geschwindigkeit und Freiheitszahl verhalten sich naturlich 
ganz analog. 

Mit steigender Energie werden die Abstande der Energie­
niveaus des freien Atoms immer kleiner, die Bandbreite dagegen 
wird immer groBer. Das fuhrt schlieBlich immer zu einer "(jber­
deckung der Bander, auch wenn man von nichtentarteten Atom­
niveaus ausgeht. In diesem Fall muBte man bei der Berechnung 
der Energie schon von Anfang der Rechnung an alle diese Energie­
niveaus mitberucksichtigen. 

Fur die Gultigkeit unserer Naherung war vorausgesetzt, daB 
die Storung der Nachbaratome klein sein soIl. Wir konnen dafur 
jetzt auch sagen: Die Breite der Bander solI kleiner sein als die 
lonisierungsenergie der betreffenden Elektronen. Fur die Elektronen 
innerer Schalen ist das sicher immer erfullt. Fur die auBersten 
Elektronen (Valenz-Elektronen) haben beide Energien die gleiche 
GroBenordnung (einige Volt). Hier ist die Gultigkeitsgrenze unserer 
Naherung schon uberschritten. 

B. Niiherung fur hoke Energien [86,32,1]. Wenn die kinetische 
Energie der Elektronen groB gegen die potentielle ist, konnen 
wir das periodische Potential als kleine Storung auffassen. Wir 
nehmen also an, daB in nullter Naherung das Potential konstant 
= Vo sei (mittleres Potential). Die zugehOrigen Eigenfunktionen 
nullter Ordnung genugen der SCHRODINGER-Gleichung 
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h2 

2m Ll'lJ'o + (Eo- Vo)'IJ'o = O. 

Die normierte Losung lautet 
ei (ft, r) 

'lJ'Oft= Rl/2 • 

39 

(II) 

(12) 

Sie stellt ebene Wellen mit dem (nichtreduzierten) Ausbreitungs­
vektor ~ dar. Die Energie ist: 

h2 
Eo = Vo + 2 m K2. (13) 

Die Periodizitatsforderung im Grundgebiet [§ 3, Gl. (6)] ergibt 
fill ~ die Bedingung 

2n 
~ = aG n. (I2a) 

Der Impuls ist nach § 1, Gl. (8): 

p' = ~~Je-i(ft,r)~ei(ft,r}dT = h K· 
~ R ~ OXi ~ 

R 

in Ubereinstimmung mit der Berechnung aus § 3, Gl. (lOa) 
m oE 

Pi=T Oki = hKi . (13a) 

Die Wellenlange ergibt sich zu 

A =~ =~ (I2b) 
K p' 

die Freiheitszahl wird unter Anwendung von Gl. (14), § 3 Eins, 
unabhangig von ~, wie das fUr freie Elektronen sinnvoll ist. 

Wir fiihren jetzt das periodische Potential V als Storung ein. 
Vm sind wie in § 2, Gl. (7) seine FOURIER-Komponenten. Das 
mittlere Potential Vooo= Vo miissen wir hier Null setzen, da wir 
es schon in der ungestorten Gleichung beriicksichtigt haben. 
Daher ist 

2"i 
V = .2' Vm e-a- (m, r) Vm = Vri; I (14) 

m =1= 0, 0, 0 

letzteres, da V reell ist. 
Da das Potential V eine kleine Storung sein solI, setzen wir 

die Energie 

und die Eigenfunktionen 

'lJ'ft = 'lJ'Oft + qJR, 
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wo £.1\ und gJ.I\ klein gegen Eo.l\ bzw. 'Y'O.l\ sind. Die SCHRODINGER-
Gleichung lautet dann . 

h2 • 
2m Lf ('Y'O.l\ + gJ.I\) + (Eo.l\ + £.1\- Vo- V) ('Y'O.l\ + gJ.I\) = O. 

Unter Beriicksichtigung von Gl. (ll) erhalten wir hieraus, wenn 
wir GroBen, die klein von zweiter Ordnung sind, vernachlassigen 

h2 
2 m Lf gJ.I\ + (Eo.l\ - Vo) gJ.I\ = - (£.1\- V) 'Y'O.l\· (15) 

Nach einem Satz der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
ist diese inhomogene Gleichung nur dann losbar, wenn der inhomo­
gene Teil orthogonal zur Losung der homogenen Gl. (ll) ist, 
d. h. wenn 

ist. 

J (£.1\ -V) 'Y'o .1\ 'Y'6.1\ d T = 0 
R 

Daher ist die Energiest6rung £St unter Beriicksichtigung von 
Gl. (12) und (14) 

£.1\ = J 'Y't.l\ V 'Y'o.l\ d T = ~ J V d T = O. 
R 

Zur Berechnung der Eigenfunktionen entwickeln wir die rechte 
Seite von Gl. (15) nach Eigenfunktionen 'Y'O.l\ des ungestorten 
Problems. Nach § 1, Gl. (6) und (6a) ist, da £.1\ = 0 ist: 

V'Y'O.l\ = .I V.I\.I\' 'Y'O.l\' , V.I\.I\' = l'Y't.l\' V 'Y'O.l\ d T. (16) 
.1\' 

Ferner entwickeln wir auch gJ.I\ nach 'Y'O.lt 

gJ.I\ = .I b.l\ .1\' 'Y'o .1\' . 
.1\' 

Einsetzen in Gl. (15) ergibt durch Koeffizientenvergleich: 

b V.I\.I\' ~..L ~' 
5\5\' = E5\-E.I\" ,.. 

b5\ 5\ = O. 
Mit (12), (14) und (16) wird 

V. 1 ""'v. J i(5\'-5\+2"'m,r)d 5\.1\' = R":::;;'; mea T. 

m 

(16a) 

(16b) 

In dieser Summe ist nur dasjenige Integral von Null verschieden, 
fUr welches 

(17) 
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ist, und zwar wird 
VU ' = Vm = V1\,.R 

m = (sr- sr') ~ 
2:'1:' 

Die Losung von Gl. (15) lautet dann mit 
~ Vm 'PO.\\' 

f{J.R = ~ E.R - Ew· 
W+.R 

sr =1= sr' I 
Gl. (16a) 

41 

(16c) 

und (16b) 1: 

Sie muB nach Voraussetzung klein sein gegen die "ungestorte" 
Losung (12). Das trifft nur dann zu, wenn der Nenner der Summe 
in (16b) nicht sehr klein wird. In diesem Fall ist also die Energie 
die gleiche wie bei freien Elektronen gleicher Wellenzahl (da 8.R = 0) 
und das gleiche gilt von Impuls und Freiheitszahl. 

1st hingegen E.R"'" E.\\', d. h. nach Gl. (13) und (17) 

K2,..., K/2 ~ sr = ~ sr' + m (IS) 
- '2:'1: 2:'1: ' 

so miissen wir die Storungsrechnung auf andere Weise durch­
fUhren 2. In diesem Fall ist namlich der Ausgangszustand beinahe 
entartet, d. h. die Eigenfunktionen "Po.R und "PO.R' gehoren beinahe 
zum gleichen Energiewert. Als Losung nullter Ordnung nehmen 
wir jetzt eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen. Znr 
Losung setzen wir also an: fUr die Eigenfunktionen 

"P.R = cl "PO.R + c2 "PO.R' + CfiSt 
und fUr die Energie 

E.R = ; (Eo.R + Eo.R') + 8.R, 

WO 8.R und Cfi.R klein gegen Eo.R bzw. "PO.R sind. 

(19) 

cl und c2 sind zunachst unbekannte Konstanten. In gleicher 
Weise wie bei Gl. (15) erhalten wir aus der SCHRODINGER-Gleichung 
unter Beriicksichtigung der ungestorten Gl. (II) und bei Vernach­
lassigung der GroBen, die klein von zweiter Ordnung sind 

2h~ L1 Cfi.R + [! (Eo.R + Eo.R') - Vo] Cfi.R = 

=- (,,12E + 8.R- V) Cl"PO.R-(- ,,1: + 8.R- V) c2 "PO.R', 

wobei zur Abkiirzung 

gesetzt ist. 

1 sr' kalUl nur die durch (16c) zugelassenen Werte alUlehmen. 
2 Die Bedeutung von Gl. (18) besprechen wir auf S.42ff. 

(19a) 
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Wie bei Gl. (15) ist auch jetzt die Bedingung fur die Los­
barkeit dieser inhomogenen Gleiehung, daB die rechte Seite ortho­
gonal zu den Ltisungen der homogenen Gleichung, 1pO.lt und 1pO.lt', 
ist. Da nach (16c): 

J1p6.1t V1pO.lt d't' = 0, J1p6lV V1pO.lt d't' = V.It.lt' = VA,.It = Vm 
ist, lautet also unsere Losungsbedingung 

- (,12E + C.lt) c1 + Vm c2 = 0 

Vm c1 - (- L1; + C.lt) c2 = O. 

Dieses homogene Gleichungssystem fUr die Koeffizienten c1 und c2 

ist nur dann losbar, wenn die Determinante versehwindet: 

(,12E + C.It)( - L1: + C.lt) - V:n= O. 

Daraus berechnet sieh 

_ ±1/(L1E)2 + V 2 
C.It - V 4 m, 

d. h. naeh (19) und (19a) wird die Energie jetzt: 

E _ E +' L1 E ± 1/ (L1 E)2 + p 
.It - O.lt 2 V 4· m· (20) 

Genugt also die Wellenzahl S1' der Bedingung (18), so spaltet 
die Energie in zwei Terme mit dem Abstand 2 C.It auf. 1st ins­
besondere exakt Eo.lt = Eo.lt" d. h. LlE = 0, so ist die Lage dieser 
beiden Energiewerte: 

E min = Eo.lt - Vm } (20a) 
Emax = Eo.lt + Vm • 

m und S1' sind verknupft dureh die fUr K2 = K'2 versehiirfte 
Bedingung (18) 

K2 = K'2, 2un S1' = 2un S1" + m , 

oder, naeh Elimination von S1", dureh 
a Iml2 

2n (S1', m)--2- = o. (21) 1 

1mmer wenn S1' dieser wiehtigen Bedingung angeniihert genugt, 
treten Abweiehungen vom einfaehen Verhalten der Elektronen 

1 1m Fall eines nichtkubischen Gitters sind in (21) die Vektoren llt 
a 

durch Gittervektoren in reziprokem Gitter zu ersetzen. 
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auf. Man kann leieht sehen, daB jeder der dureh (20) bestimmten 
Energiewerte hoher als Emax oder tiefer als E m1n (20a) liegt. Das 
kontinuierliehe Energiespektrum der freien Elektronen wird somit 
dureh verbotene Gebiete von der Breite 2 V m durehzogen, die 
Energie also in einzelne Bander aufgeteilt. Ihre Lage im sr-Raum 
ist dureh (21) bestimmt. 

Auf die Bereehnung der cI ' c2 konnen wir verziehten, da wir 
alles fUr uns Interessante (+" In!) aus der Energie ableiten konnen. 
Fiir den Grenzfall (20a) wird einfaeh I cll = I c2 1 und die Eigen­
funktionen nullter Ordnung sind stehende Wellen, denen also kein 
Strom entsprieht, in "Obereinstimmung mit unserer allgemeinen 
Theorie [da ja (20a) die Rander der Bander bestimmt]. 

Ehe wir eine eingehende Diskussion beginnen, zeigen wir, daB 
die Bedingung (21), die die Lage der starken Abweiehungen VOID 

Verhalten freier Elektronen angibt, eine sehr einfaehe Bedeutung 
hat. Sie ist namlieh identiseh mit der BRAGGsehen Reflexions­
bedingung. Um das einzusehen, gehen wir von (18) aus, woraus 
wir mit der Bedingung K = K' (21) gewonnen haben. Sind oc.i 
und oc.~ die Winkel von sr bzw. sr' mit der XrAehse, so ist also 

Ki = K eosoc.i' K~ = K' eosoc.i = K eosoc.i i = x, y, z. 
Die DE BROGLIE-Wellenlange der Elektronen ist naeh (12b): 

1_~ 
1\- K' 

Daher wird Gl. (18) in Komponenten gesehrieben: 

a (eosoc.i-eosoc.i) = mil i = x, y, z, 
und das ist tatsaehlieh die BRAGGsehe Bedingung fur selektive 
Reflexion einer Welle der Wellenlange A. an der Netzebene (m"" 
m", mz) eines kubisehen Kristalls m~t dem Gitterabstand a, d. h. 
die Bedingung dafiir, daB sieh die an den einzelnen Netzebenen 
reflektierten Wellen dureh Interferenz verstarken. Elektronen 
mit dieser Wellenlange A. und Riehtung (oc.z' oc.", oc.z) konnen sieh also 
nieht ungehindert dureh den Kristall bewegen. Wir haben somit 
eine anschauliche Deutung fiir das Auftreten der Anomalien 
erhalten. 

Wir beginnen jetzt mit der Diskussion fUr den eindimensionalen 
Fall oder im Dreidimensionalen fiir K" = K z = O. Die Lage der 
Anomalien (21) ist dann: 

(21a) 
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:n; 
Immer wenn die Wellenzahl ein ganzzahliges Vielfaehes von 

a 
ist, tritt eine Aufspaltung der Energie ein. Die Breite des ersten 
Bandes wird also mit (20a) und (13): 

hZ :n;Z 

Bl = -2--z - Ji. m a 

Ji muS, damit unsere Naherung giiltig ist, klein gegen Bl sein. 
Dann wird z. B. fur a = 3.10-8 em B1 "'" 3 e-Volt. 

Um das Verhalten der Energie in der Nahe des mal-ten ver­
botenen Gebietes zu untersuehen [oberer Rand des mal-ten, unterer 
Rand des (ma; + I)-ten Bandes] nehmen wir an, daB (2Ia) nieht 
exakt erfullt ist. Dann ist LJE zwar nieht exakt Null, aber wir 
konnen es klein gegen V mal voraussetzen. Wir konnen dann die 
Wurzel im Energieausdruek entwiekeln und erhalten aus (20): 

E = Eoft + LJ2E ± (Vm:l: + ~LJv~:). (22) 

Wir fiihren eine Wellenzahl K* ein, die die Abweiehung von der 
Erfullung der Bedingung (2Ia) miBt: 

(23) 

Naeh (13) wird dann: 

Eoft = Vo + 2h~ ( m~ :: + 2 m:l: : K* + K*2) 

und da naeh (IS) K~ = K:l:- 2a:n; m:l: ist, wird mit (I9a) und (23) 

-LJ E = 2hZ (K~-K';) = 2hZ ~m:l:K*. m m a 

Daher ist die Energie (22) als Funktion der vom Rand des Bandes 
aus gezahlten Wellenzahl K* 

Bier ist 

und 

m*=± m 
U ' 

±1+2~ 
Vm:l: 

(22a) 

wobei das obere Vorzeiehen zu wahlen ist, wenn in (22a) das 
obere Vorzeiehen gewahlt wird (entspreehend fur das untere). 



Spezieile Faile. 45 

Umx ist die mittlere Energie des mx-ten verbotenen Gebietes, das 
sich von Umx - Vmx bis Umx + Vmx erstreckt. 

Damit unser Naherungsverfahren sinnvoll ist, muB die Storungs­
energie Vmx klein gegen Umx sein. Dann wird 

* Vmx I * I m """'±m2U • m <m. 
mx 

(24) 

Wenn wir die Rander des Bandes als N ullpunkt der Energie fest-
setzen, verhalt sich dort die e 
Energie der Elektronen wie 
bei freien Elektronen mit der 
scheinbaren Masse m*. Ihr 
a bsoluter Betrag 1m * list nach 
(24) kleiner als die wirkliche 
Elektronenmasse mi. 

In Abb. Sa zeigen wir die 
Abhiingigkeit der Energie von 
der Wellenzahl Kx. Um den 
Vergleich mit der allgemeinen 
Theorie § 3 zu ermoglichen, 
fiihren wir die reduzierte 
Wellenzahl kx ein, die also 
.. d B d Tr- b· Tr­ill Je em an von-a IS a 
lauft. Das 1St in dem gegen­
wartig betrach teten eindimen­
sionalen Fall sehr einfach. 
Wir konnen namlich immer 

die Eigenfunktionen ei Ex x in 

\ ' \ ! /' 
" j \ ~ / I 

\/"\.) 
\ / 
, I , / 

_.1lr 
a 

Abb. Sa. Naherung B (eindimensional). 
-- Energie als Funktion der nichtreduzierten 
Wellenzahl. --- Energie freier Elektronen. 
- - ••• Energie als Funktion der reduzierten 

Wellenzahl. 

ik x !::i nx . 
der Form eX. e a schrmben, das ist in der in § 3, Gl. (I) 
geforderten Form, wobei also 

k =K -~n x x a 

ist. Insbesondere sieht man aus (2Ia) und aus der Forderung 

I kx I < : ' daB fUr das mx-te Band gilt: 

!
Kx:r= 2aTr- I ~x I fur gerade mx l 

k - (25) 
x - Kx:r= 2aTr- I mx ~ -1 fur ungerade mx 

--::-~--

1 Man vergleiche die Ergebnisse der Naherung tiefer Energien (S.35), 
wo I m* I > mist. 
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± soll bedeuten: - fur K z > 0 und + fUr K z < O. Daraus ergibt 
sich an Hand von Abb.8a, daB die Abhangigkeit der Energie 
von der reduzierten Wellenzahl im Sinne von Abb. 5a entschieden 

v 

v ~ 
I 

r 
II I 

I 

L, I'\-~ It 
I 

_.f!I. _1!I _.8. 0 ~ If If a a a 
K-

II II 
II II 
II II 

Abb. Sb. Niherung B (eindimensional). 
-- Freiheltszahl tk und Geschwindigkeit V als 

Funktion der nichtreduzierten Wellenzahl. 
- - - Dasselbe fiir freie Elektronen. 

wird, d. h. daB fiir auf­
einal).derfolgende Bander 
bei kz = 0 abwechselnd 
Maxima und Minima auf-
treten. 

Die Geschwindigkeit 
und die Freiheitszahl ver­
laufen im Inneren eines 
Bandes, wie auf S.41 ge­
zeigt wurde, wie bei freien 
Elektronen. Umdiese Gro­
Ben am Rand eines Bandes 
zu berechnen, beachten 
wir, daB nach (23) und (25) 

fJ fJ fJ. t 
fJkz = fJKz = fJK* IS • 

Daher wird nach G1. (22 a) 
mit § 3, G1. (10) und (14): 

hK* 
vz = m* , 

Die Freiheitszahl wird also, 
wie bei freien Elektronen, 
konstant und zwar so groB 
wie bei freien Elektronen 
mit der Masse m*, wie zu 
erwarten war. Da nach (24) 
Im* I <mist, wird IIKI >1, 
also groBer als bei freien 
Elektronen. Elektronen in 
diesen Zustanden werden 

also durch auBere Krafte viel starker beschleunigt als freie Elek­
tronen, was z. B. bei der Deutung der anormal groBen magnetischen 
Effekte bei Wismut von Bedeutung ist (vgl. § 31). Die Geschwin­
digkeit wird am Rand jedes Bandes Null, da dort K* = 0 ist, in 
Ubereinstimmung mit den Forderungen der allgemeinen Theorie (§ 3). 

In Abb.8b bringen wir Geschwindigkeit und Freiheitszahl 
unserer Elektronen im Vergleich mit vollstandig freien Elektronen. 
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Interessant ist es, an Hand dieser Abbildung die Bewegring eines 
Elektrons in einem konstanten auBeren elektrischen Feld zu ver­
folgen. Befindet sich das Elektron zunachst im Inneren eines 
Bandes, so erfolgt die Beschleunigung wie bei freien Elektronen. 
da ja hier die Freiheitszahl Eins ist. SchlieBlich ist die Geschwindig­
keit so stark gewachsen, daB sich das Elektron im Sf-Raum in der 
Nahe eines oberen Randes eines Bandes befindet. Hier wird die 
Freiheitszahl plOtzlich stark negativ, das Elektron wird also plotz­
lich in der entgegengesetzten Richtung beschleunigt. Wenn es auf 
Null abgebremst ist, hat es gerade den oberen Rand des Bandes 
erreicht. Hierauf wechselt die Geschwindigkeit ihr Vorzeichen und 
das Elektron nahert sich im Sf-Raum dem unteren Rand des Bandes. 
In genugender Entfernung vom oberen Rande wird die Freiheits­
zahl positiv, worauf die normale Beschleunigung wieder beginnt. 
Dieser plotzliche V orzeichenwechsel der Beschleunigung kann als 
BRAGGsche Reflexion aufgefaBt werden. Ein Elektron fiihrt also 
periodische Bewegungen in einem konstanten auBeren Feld ausi. 
Die Frequenz dieser Bewegungen berechnet man am einfachsten aus 
Gl. (12), § 3. Aus dieser Gleichung folgt mit Sf = e ~ m = Feldstarke) 

e 
kz = h Fzt + (kz)t=o. 

Immer wenn kz sich um 2a11: andert, ist der Anfangszustand wieder­

hergestellt (S. 18). Die Periode • ist also 211: -Fh ,oder die Frequenz 
a e z 

ist 2.11: = eFhza. 

1m zwei- und dreidimensionalen Fall sind die Verhaltnisse 
in bezug auf Geschwindigkeit und Freiheitszahl ahnlich wie im 
eindimensionalen. Dagegen wird die FeststellUng der Lage der 
Unstetigkeiten der Energie bedeutend komplizierter. Insbesondere 
werden sich die einzelnen Bander gewohnlich uberdecken. Die 
Bedingung (21), die die Lage der Energieanomalien bestimmt, 
stellt im Sf-Raum im Dreidimensionalen eine Schar von Ebenen, 
im Zweidimensionalen eine Schar von Geraden dar. Fur den 
letzteren Fall, der etwa im Dreidimensionalen K z = 0 entspricht, 
geben wir an Hand von Abb. 9 eine Konstruktion der kritischen 
Geraden. Wir wahlen als Koordinaten: 

I Das ist natiirlich nur dann richtig, wenn die Wechselwirkung der 
Elektronen mit den Gitterschwingungen vernachlassigt wird (§ 13). 
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und zeichnen in der durch Qa:' QII bestimmten Ebene die Endpunkte 
aller Vektoren m, d. h. also aIle Punkte mit ganzzahligen Koordi­
naten. Bedingung (21) schreiben wir jetzt in der Form 

Q I m I cos (0, m) = 1m 12 
oder 

Qcos(O, m) = I mi· 
Sie wird von allen denjemgen Vektoren erfiillt, derenProjektionen 
auf irgendeinen der Vektoren m die gleiche Lange hat wie dieser 

/(,. 

Abb.9. NAherung B (zweldlmensional). Konstruktlon der ersten beiden BRILLOUINSChen 
Zonen (einfaches kublsches Gitter). Die Kurven konstanter Energie sind eingetragen. Sie 
weichen nur an den Rlindem der Zonen von konzentrlschen Kreisen. (freie Elektronenl) abo 

Vektor m. Der Ort fiir die Endpunkte aller solcher Vektoren 0 
ist bestimmt durch samtliche Geraden, die senkrecht zu irgendeinem 
der Vektoren m sind up.d durch den Endpupkt von m gehen. Die 
so konstruierten kritischen Geraden begrenzen im O-Raum Gebiete, 
von denen wir diejenigen, die dem gleichen Absolutbetrag von ~, 
d. h. von 0, entsprechen, zu Energiebandern zusa:rnm"enfassen. 
Wir haben in unserer Abb. 9 das erste Band (Quadrat mit den 
Ecken I m 1= 1) und das zweite Band (vier aufgesetzte Dreiecke) 
gezeichnet. Jedes einzelne Band hat (man kann das geometrisch 
beweisen) im O-Raume die gleiche Flache und enthaIt nach G1. (6), 
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§ 3 G2-Werte von 0. bzw. ~. Die h6heren Bander werden aber 
in immer mehr Gebiete aufgeteiltl. 

1m Dreidimensionalen ist alles ganz entsprechend. Dem 
Quadrat entspricht ein Kubus; den Dreiecken Pyramiden usw. 
Jedes Band enthalt G3-Werte von 0. bzw. ~. 

Der Energieverlauf ist, soweit ~ nicht in der Nahe einer kritischen 
Ebene (bzw. Gerade im Zweidimensionalen) liegt wie bei freien 
Elektronen Gl. (13). In der Nahe dieser Ebenen ist er durch 
G1. (20) gegeben. Der anomale Verlauf bezieht sich, wie aus unserer 
ganzen Berechnung und Konstruktion hervorgeht, nur auf die 
Komponenten von ~, die senkrecht zu den kritischen Ebenen 
stehen. Diese Komponenten ~ 1. verhalten sich bezuglich Impuls 
usw. wie wir fiir den linearen Fall G1. (22a), (24), (26) berechnet 
haben. 

Wie wir oben gezeigt haben, steht jede kritische Ebene senk-

recht zu einem Vektor : m und geht durch den Endpunkt dieses 

Vektors. Genau wie in (23) k6nnen wir daher einen Vektor ~1 
einfiihren, der den Abstand von der betreffenden kritischen Ebene 
miBt (~1. hat die gleiche Richtung wie m). 

~i = ~1. -: m. 

Wir fiihren ferner einen Vektor ~II ein, der die Projektion von ~ 
auf die betreffende Ebene ist. Es wird dann 

X2 = X1.2 + Xrl = Xi2 + [ m [2 n: + 2[ m [ Xi ~ + X~I • a a 

Ganz ahnlich wie in (22a) berechnet sich dann die Energie aus 
(22) zu 

E V. U hi X 2 V. hi X*2 = 0 + m + 2 m II ± m + 2 m* 1.' (22b) 

wobei 
h2 n 2 

U m = 2 m a2 [ m [2 

ist. m* ist analog zu (24) positiv, falls in (22b) + Vm, und negativ, 
falls dort - V m steht. Die Energieaufspaltung ist also immer 
> 2 Vm , denn aIle vorkommenden Energien sind entweder > Emax, 

wobei 
hi 

Emax = Vo + Um + 2m Xrl + Vm (fur m* > 0) 
----

1 Fiir nichtkubiache Gitter lallt sich im reziproken Gitter eine ganz 
ii.hnliche Konstruktion angeben. 

Frllhllch, Elektronentheorie der Metalle. 4 
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oder < Emin, wobei 
h2 

Emin = Vo + Um + 2m Kf, - Vm (fur m* < 0) 

ist. Der obige Ausdruck (22b) gilt nur, wenn Sfll nicht selbst in der 
Nahe eines verbotenen Gebietes liegt. LaBt man Sf ll bei fest­
gehaltenem Sfol wachsen, so tritt eine weitere Aufspaltung der 
Energie auf, wenn Sfll eine kritische Ebene durchschreitet (vgl. 
hierzu § 7). 

Aus (22b) folgt ahnlich wie in (26) fiir Geschwindigkeit und 
Freiheitszahl: 

h K* 
vol = m ol' 

wobei wieder vorausgesetzt ist, daB Sfll nicht in der Nahe einer 
kritischen Ebene liegt. 

In der Nahe der Werte Sf=: m werden aIle drei Komponenten 

von Sf anomal. Energetisch befinden sich also die starksten Ano­
malien bei einem einfachen kubischen Gitter in der Nahe der 
Energiewerte 

h2 n 2 

E = Vo + 2 m a2 (m; + m~ + m~) , mi = 0, ± 1, ± 2, ... 
m =!= 0,0,0. } (27) 

Das bedeutet aber nicht, daB diese Energien verboten sind, denn 
es gibt ja viele Vektoren Sf mit gleichem Absolutbetrag, die nicht 
m der Nahe von kritischen Ebenen liegen. 

Die im vorstehenden beschriebene Einteilung des Sf-Raumes 
in Zonen (BRILLOUINsche Zonen) ist durchaus keine Eigenart 
unserer gegenwartigen speziellen Naherung, sondern hat ganz 
allgemeine Bedeutung. Wir erinnern uns an die allgemeine Form 
der Wellenfunktion § 3, (1) 

'fjJ = ei(f,r)u. 

Dort hatten wir den Wertebereich von f auf die Werte zwischen 

- "! und "! fiir jede Komponente eingeschrankt, urn eine eindeutige a a 
Zuordnung zu erreichen. Einem bestimmten Wert von f entspricht 
dann je ein Zustand in jedem Energieband. Ein Energiezustand 
ist also eindeutig bestimmt durch die Angabe des f-Wertes und 
der Quantenzahl n des Energiebandes. Wir konnen aber auch 
eine eindeutige Zuordnung der Energiewerte zu den Werten des 
Ausbreitungsvektors erhalten, wenn wir diesen nicht auf den oben 
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angegebenen Bereich reduzieren, also die Eigenfunktion in der Form 
1p = ei(.!t, r) U 

schreiben, wo der Vektor ~ aIle moglichen Werte annehmen kann. 
Um die Zuordnung von ~ zur Energie eindeutig zu machen, gehen 
wir folgendermaBen vor [5]. Wir geben ~ zunachst einen Wert, 
der in den Bereich von f fallt und nennen ihn fo. Diesem fo konnen 
wir,"Wie wir eben auseinandergesetzt haben, unendlich viel Energie­
werte E nf• zuordnen, die alle in verschiedenen Bandern liegen. 
Andererseits gehort zu diesen Energiewerten, falls wir ~ nicht 
mehr auf den Bereich von f beschranken, nicht nur die Wellenzahl 
~ = fo, sondern aIle Wellenzahlen 

2", 
~=fo+-m, a 

also auch unendlich viele. Um die Zuordnung eindeutig zu machen, 
ordnen wir die Enf der GroBe nach an und beziffern den niedersten 
mit fo und die folge~den, indem wir zu fo der Reihe nach die Vektoren 

20,'" m addieren und die entstehenden ~-Werte ebenfalls der GroBe 

nach ordnen. Da der Wertebereich von fo gerade emem ganzen 
Energieband entspricht, wird .so der ganze Wertebereich von ~ 
verbraucht. Die Zuordnung der ~-Werte zu den Energien kann 
somit eindeutig erfolgen, ohne daB man auf ein bestimmtes 
·Naherungsverfahren zur Berechnung der Energien zuriickgreifen 
muB. Die hier behandelte Zuordnung wird immer dann vorteil­
haft sein, wenn sich die einzelnen Energiebander sehr stark iiber­
decken. 

Fiir die Giiltigkeit der gegenwartigen Naherung hoher Energie­
terme war vorausgesetzt, daB das Potential Verne kleine Storung 
sei, daB also die Energie der Elektronen, falls man das mittlere 
Gitterpotential Vo als Nullpunkt rechnet, groB gegen die FOURIER­
Komponenten Vm sind. Nach § 2 sind die groBten dieser Vtn etwa 
10-20 e-Volt, d. h. ungefahr genau so groB wie Yo. Die Nii.herung 
diirfte also bestenfalls fiir Elektronen, die schon auBerhalb des 
Metalls eine Geschwindigkeit von der GroBenordnung 10 e-Volt 
haben, giiltig sein. Wenn wir das erste Band betrachten, ist das 
Versagen der Naherung besonders drastisch, denn ihr entspricht 
die K-Schale des Atoms (bei Ag z. B. 10 e-Volt gegen 25000 e-Volt). 
Aber auch die Elektronen der ii.uBeren Schalen werden nochnicht 
im Giiltigkeitsbereich unserer Nii.herung liegen, denn wir bekommen 
mit ihr keine Energiewerte, die kleiner als Vo sind~ 

4* 
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Wenn das n-te Band das erste Band ist, fiir das wir unser 
Naherungsverfahr<)ll anwenden konnen, so diirfen wir nicht dieses 
Band so behandeln, wie wir das erste Band in unserer Naherung 
behandelt haben, denn nach unserer Zuordnung entspricht es auch 
jetzt dem n-ten Band. Man kann das auch anschaulich so verstehen, 
daB man sich das Gitterpotential sehr stark erniedrigt denkt [5]. 
Dann wird schon das erste Band durch unsere Naherung richtig 
dargestellt. VergroBern wir jetzt allmahlich das Gitterpotential 
bis zu seinem tatsachlichen Wert, so bleiben die Verhaltnisse fiir 
groBe Energien, fiir welche die Naherung giiItig bleibt, im wesent­
lichen unverandert. 

O. Mittlere Energien [154, 175]. Das groBte Interesse be­
anspruchen fiir uns die Energiebander der Valenzelektroneri, denn 
diese Elektronen sind fiir die meisten typisch metallischen Effekte, 
wie z. B. die elektrische Leitfahigkeit, verantwortlich. AuBerdem 
erhalt man aus ihrer Energiedifferenz gegen die entsprechenden 
Zustande im freien Atom alles, was man im Zusammenhang mit 
der metallischen Bindung wissen muB. Wir haben oben gesehen, 
daB sowohl die Naherung A, als auch die Naherung B fiir eine 
exakte Beschreibung der Valenzelektronen nicht in Frage kommen 
und miissen daher eine neue Methode suchen. Diese ist bis zu 
einem gewissen Grade eine Kombination der Methoden A und B. 

Wir teilen das Potential, in dem sich ein Elektron bewegt, 
in zwei Teile: 1. In aIle Teile, nahe den Atomkernen, d. h. inner-' 
halb der Atomriimpfe und 2. aIle Teile auBerhalb der Atomriimpfe. 
Wenn sich das Elektron vorwiegend in den Gebieten 1 aufhaIt, 
gilt die Methode A; wenn es sich vorwiegend in den Gebieten 2 
aufhalt, die Methode B. Wenn wir nun z. B. die Breite des Energie­
bandes berechnen, so liefern die Teile, die nach A behandelt werden, 
einen viel kleineren Beitrag als diejenigen, die nach B behandelt 
werden, d. h. die Breite des Energiebandes bestimmt sich nach B. 
Fiir die Lage des Energiebandes sind aber die Teile nahe dem Atom­
kern sehr wesentlich. 

Zur Berechnung der Eigenfunktionen gehen wir folgendermaBen 
vor: Wir teilen zunachst den ganzen Kristall in einzelne gleich 
groBe Zellen, in deren Mittelpunkt je ein Atom sitzt. Diese Zellen 
werden so konstruiert, daB man ein Atom mit seinen nachsten 
Nachbarn (bei kubisch raumzentriertem Gitter auch mit den iiber­
nachsten Nachbarn) durch Gerade verbindet und senkrecht durch 
den Mittelpunkt dieser Geraden je eine Ebene legt. Diese Ebenen 
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sind die Grenzfliichen unserer Zellen. Bei allen praktisch in Frage 
kommenden Gittertypen (z. B. kubisch-raumzentriert bei Alkali­
metallen, kubisch-flii.chenzentriert bei Edelmetallen) konnen diese 
Zellen mit sehr guter Annaherung als Kugeln betrachtet werden. 
Die zu berechnenden Eigenfunktionen mussen die Form § 3 (I) 

"p = ei(f,r)u 

haben. Wir wollen hier festseizen, daB fUr den Zustand mit der 
tiefsten Energie l = 0 sein soIl, was nach den Ausfiihrungen uber l 
in § 3 immer zulii.ssig ist. FUr f = 0 

ist " 
"P=u, [=0, 

d. h. "p ist eine Funktion mit der 
Gitterperiode. In jeder unserer Zellen 
(Kugeln) hat also "p die gleiche Form 
und aus Symmetriegriinden muB da- Ol+---+------~l' 

her am Rand jeder Kugel 

(~) = (~) =0 f= 0 or r=r, or r=r, ' 
Abb.10. Die Eigenfunktion l = 0 des 

sein (wobei r der Abstand vom Atom- 3 - s-Bandes von Na. Nach [179]. 

kern und r1 der Kugelradius ist) , 
denn das ist die Bedingung dafur, daB sich die einzelnen Funk­
tionen stetig aneinander anschlieBen. Der Radius r1 ist so zu 
wahlen, daB das Volumen der Kugel gleich dem Atomvolumen 
ist. Die Funktion u kann man ii.hnlich berechnen wie die Eigen­
funktionen fur ein freies Atom, d. h. man lOst die SmIRODINGER­
Gleichung fUr das Potential, das durch das Ion erzeugt wird. Der 
einzige Unterschied ist der, daB wir jetzt die Randbedingung 

:;' = 0 am Rand der Kugel erfullen mussen, wahrend sich die 

Eigenfunktionen bei einem freien Atom bis ins Unendliche er­
strecken. Die Ausfiihrung der Rechnung zeigt, daB die Eigenfunk­
tion innerhalb des Atomrumpfes fast genau wie beim freien Atom 
ist. AuBerhalb dagegen falIt sie beim freien Atom exponentiell ab, 
wahrend sie in unserem Fall angenahert konstant bleibt. Hier 
verhii.lt sie sich also wie bei freien Elektronen, denn es ist ja 

ei(f,r) = I fUr f = O. 

Abb.lO zeigt die so berechnete Eigenfunktion fur Na. Die Energie 
des betreffenden Zustandes ist niedriger als beim freien Atom, 
denn das Elektron befindet sich jetzt immer innerhalb der Kugel 
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mit dem Radius rv wo das negative Potential groBer ist als auBer­
halb. Man erhalt beiNa alsEnergie des Grundzustandes '"'-'-8e-Volt 
gegen - 5 e-Volt beim freien Atom 1. 

Wir gehen jetzt zu 1-Werten uber, die von Null verschieden sind 
und machen fiir die Eigenfunktibn den Ansatz 

"P = Uo ei (f, r) , (28) 

wobei Uo die nach der obigen Methode fUr 1 = 0 berechnete Funk­
tion u ist. Diese Funktion "P verhalt sich auBerhalb des Atom­
rumpfes, wo Uo beinahe konstant ist, wie 

"P '"""' ei (f, r) , (28a) 

d. h. wie bei freien Elektronen. Innerhalb des Rumpfes ist hin­
gegen r ungefahr gleich dem Radiusvektor des Atomkerns, d. h. 
fUr kubische Kristalle 

r'"""'rm = am. 
AuBerdem verhalt sich Uo hier praktisch wie die Eigenfunktion 
"Pr;: des freien Atoms. Infolgedessen wird hier nach (28) 

"P '"""' "Pr;: ei a (f, m) (28b) 

d. h. genau wie bei Naherung A (4) und (5). Unser Ansatz (28) 
entspricht also genau dem, was wir anfangs fUr unsere gegen­
wartige Methode gefordert haben. 

Zur Berechnung der zum Ansatz (28) gehorigenEnergie bemerken 
wir zunachst, daB sich zeigen laBt, daB uo immer reell gewahlt 
werden kann. Durch Einsetzen von (28) in die SOHRODINGER­

Gleichung erhalten wir G1. (8), § 3 mit u = uo' Zu dieser Gleichung 
addieren wir die konjugiert komplexe. Da wir eben gesagt haben, 
daB Uo = u; ist, verschwindet das Glied 2 i (1, grad) Uo und wir 
erhalten 

Fur 1 = 0 ist 
2m 

Lluo+t)2(E1 - V)uo=O, 

wo El die Energie fur f = 0, d. h. des unteren Randes des Bandes 
ist. Durch Vergleich beider Gleichungen findet man 

h2 

E=E1 + 2m k2, (29) 

1 Wir werden in § 23 ausfiihrlicher auf die Berechnung der Eigenfunktionen 
und der Energie zu sprechen kommen. 
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d. h. die Energie innerhalb des Bandes verlauft genau wie bei 
freien Elektronen, solange der Ansatz u = U o zulassig ist. Aus der 
eben durchgefUhrten Rechnung geht auch hervor, daB die An­
nahme, daB u reell ist, gleichbedeutend damit ist, daB u unabhangig 
von f wird und daB die Energie durch (29) gegeben ist. 

Um die oben gemachte Annahme iiber 1p, die zu dem Energie­
ausdruck (29) fiihrte, zu priifen, gehen wir nochmal auf Gl. (8), 
§ 3 zuriick. 

Llu+2i(f,grad)u+ 2h': (E- 2
h:k2 -V)u=O. 

Solange hier f klein ist, konnen wir das fragliche Glied (l, grad u) 
als Storung auffassen und erhalten dann in erster Naherung fiir 
die Energie den Ausdruck (29). Da hier faber quadratisch eingeht, 
miissen wir konsequenterweise auch in unserer Storungsrechnung 
bis zur zweiten Naherung gehen, wodurch wir ein zusatzliches 
Glied in (29) erhalten, das aber auch proportional zu k2 ist, so daB 
wir immer schreiben konnen 

h2 

E = El + 2m* k2 , (29 a) 

wo m* die scheinbare Masse ist, welche durch die Relation 

t = r: m 

die Freiheitszahl f bestimmt. Ob f wesentlich von Eins verschieden 
ist, laBt sich durch Berechnung der Breite des Bandes abschatzen, 
denn wenn diese die gleiche GroBenordnung hat wie in der Naherung 
fUr freie Elektronen das erste Band, so ist sicher auch f '" 1. 

Wir miissen somit die Energie des oberen Randes des Energie­
bandes berechnen, der bei einem einfachen kubischen Gitter die 

Wellenzahl f = (~,.!!.,.!!.) hat. Wir beachten, daB der Faktor ei(f, r) 
a a a 

in 1p dann beim Fortschreiten um die Strecke a (z. B. in der 
X-Richtung) sein Vorzeichen wechselt. Es ist ja 

Wegen der Periodizitat von u ist somit am Rand j eder Zelle 

1p=-1p, d.h. 1p=O, 
damit 1p stetig ist. (Die vorstehenden Uberlegungen gelten ent­
sprechend fiir andere Gittertypen.) Wir miissen somit die gleiche 
SCHRODINGER-Gleichung IOsen, wie bei der Berechnung der Energie 
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des unteren Randes, nur haben wir jetzt die Randbedingung 
"p = 0 zu erfullen. 

Die Durchfiihrung der Rechnung, die wir in § 23 vornehmen 
werden, zeigt, daB die Breite des Bandes immer die gleiche GroBen­
ordnung hat, wie die Breite des ersten Bandes in der Naherung 
fur freie Elektronen. 

Verteilung und Dickte der Eigenwerte. Wir sind jetzt in der 
Lage, genauere AnglLben uber das Energiespektrum zu machen. 
Wir beginnen mit den kleinsten Energien. Hier haben wir sehr 
schmale Energiebander, praktisch scharfe Linien, die im gleichen 
Abstand wie die Energieniveaus der entsprechenden freien Atome 
liegen. Jedes Band enthalt 0 3 Eigenwerte, und die Dichte der 
Eigenwerte ist fUr sehr schmale Bander demnach sehr groB. Fiir 
groBere Energien nimmt die Bandbreite zu, die Eigenwertdichte 
innerhalb eines Bandes ab und auBerdem verschiebt sich die 
mittlere Energie des Bandes gegen das zugeordnete Atomniveau. 
Bei den Energiebandern, die den Niveaus der Valenzelektronen 
entsprechen, haben die Bander eine Breite von einigen Volt erreicht 
und beginnen sich teilweise zu uberdecken. Da dies "Oberdecken 
in immer starkerem MaBe erfolgt, beginnt die Eigenwertdichte 
zu steigen, obwohl sie in den einzelnen Bandern infolge der 
wachsenden Breite abnimmt. SchIieBIich ist sie so groB wie bei 
freien Elektronen, abgesehen von einzelnen Werten der Energie 
[Gl. (27)], wo sie etwas kleiner wird. Die Abweichung an diesen 
Stellen vom VerIauf wie bei freien Elektronen ist urn so kleiner, 
je groBer die Energie wird. 

Wir wollen jetzt die Eigenwertdichte D (E) fUr eine beIiebige 
Energiefunktion ableiten. Wir verstehen unter D (E) die Zahl 
der Eigenwerte in der Energieeinheit. Nach § 3, Gl. (6a) ist die 
Zahl der Eigenwerte in einem Volumenelement dif des f-Raumes 

R 
(2n)3 dif' 

Die Eigenwertdichte D (E) ist also 
E+.dE 

I R J D (E) = LJ E (2 n)3 d if· (30) 

E 

D· L1 E ist die Zabl der Eigenwerte im Energieintervall L1 E. Wir 
fiihren jetzt auf der Flache E (f) = const. orthogonale Koordi­
naten ein, deren Flachenelement dO" sei. Die dritte Koordinate 
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k.,. wahlen wir senkrecht zur Flache E = const. Dann ist 

dk = dE 
11 I gradlE I' 

wobei grad! E der Gradient im f-Raum ist. Damit wird 

D (E) - _R_J dtl (30 ) 
- (2 n)3 I grad! E I • a 

E = const 

Die Integration erstreckt sich uber die Flache E = const. 
1m Spezialfall freier Elektronen ist nach Gl. (13) 

h2 
E = Vo + 2 m K2. (13) 

Die Flachen konstanter Energien sind hierdie Kugeln K = const. 
Also ist 

h2 

I gradlEI =m K 

unabhangig von den Koordinaten auf der Kugeloberflache und 

jda=4nK2. 

Daher ist nach (30a) 

D (E) = (2 !)3 4n K2 h":K ' 

oder mit (13) 

D (E) - ~ ( 2 m )3/2 (E _ V. )1/2 
- 4 n 2 h2 0 • (31) 

An den Randern jedes Bandes verlauft die Energie, also auch 
die Eigenwertdichte, wie bei freien Elektronen, deren Energie so 
normiert ist, daB sie am Rand des Bandes verschwindet und die 
eine scheinbare Masse m* haben, die positiv am unteren und 
negativ am oberen Rand des Bandes ist. 1st El bzw. E2 die 
Energie des unteren bzw. oberen Bandrandes, so 1st also dort 
die Eigenwertdichte proportional (E-El?/2 bzw. mit (E2-E)1!2. 

In Abb. II a-c zeigen wir den Verlauf der Eigenwertdichte; 
a) fur sehr tiefe Energien, z. B. K- und L-Schale von schweren 
Elementen; b) fur mittlere Energien, wo sich die Bander zu uber­
lagern beginnen; c) fur groBe Energien, wo die Annaherung an den 
Verlauf fUr freie Elektronen beginnt. In a) und b) ist es immer 
sinnvoll einem Energieniveau des Atoms ein Energieband des 
Metalls zuzuordnen. 

Uber den Absolutwert der Eigenwertdichte kann man noch 
folgende interessante Aussage mach en: Es sei E' eine Energie, 
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von der an die Eigenwertdiehte n praktiseh gleieh der bei freien 
Elektronen ist. Die Gesamtzahl der Eigenwerte fUr Energien 
E ~ E' ist dann genau so groB wie bei freien Elektronen, d. h. es ist 

E' E' 

I n (E) dE = ~ ( 2 m )312J(E _ V. )112 dE = ~ ( 2 m )312 (E' _ V. )312 
4:n;2 h 2 0 6 :n;2 h2 0 • 

-00 ~ 

Denkt man sieh namlieh die Sehwankungen des Gitterpotentials 
alImahlieh erniedrigt, so werden die Eigenwerte, deren Energie 

a b 

f 
Abb. lla-c. Eigenwertdichte D (E), a fiir sehr tiefe Energien, b mittlere Energien (Valenz­
elektronen). Es wird die -Uberiagerung zweier Bander gezeigt. -- Eigenwertdichte, 
- - - Eigenwertdichte eines einzelnen Bandes, _. -. - Grenzenergie unter. der Annahme 

von zwei Valenzelektronen (vgl. § 5), c fiir hohe Energien. -- Eigenwertdichte, 
- - - Eigenwertdichte fiir freie Elektronen. 

E > E' ist, im wesentliehen unverandert bleiben. Die Eigenwerte 
E < E' werden dagegen versehoben und gehen sehlieBlieh, wenn 
die Potentialsehwankungen gentigend klein sind, in die Eigenwerte 
fUr freie Elektronen tiber. Da bei diesem ProzeB keine neuen 
Eigenwerte entstehen kannen, ist die obige Behauptung bewiesen. 

§ 5. Die Gesamtheit alIer Elektronen. 

Naehdem wir in den beiden letzten Paragraphen die magliehen 
Zustande ftir Elektronen eines KristalIs bereehnet haben, mtissen 
wir feststelIen, wie diese bei einer bestimmten Temperatur besetzt 
sind und was fUr Werte wir ftir die wiehtigsten Eigensehaften (wie 
z. B. Impuls und Freiheitszahl) erhalten, wenn wir tiber aIle be­
setzten Zustande summieren. 

PAuLI-Prinzip [27]. Dieses lautet: Jeder vollstandig de/inierte 
Quantenzustand kann hOchstens von einem einzigen Elektron besetzt 
sein. Ein Quantenzustand ist eindeutig definiert dureh Angabe der 
Quantenzahlen (n, f) und der Spinquantenzahl. Letztere kann 
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bekanntlich zwei Werle (± 1/2) annehmen. Erne Eigenfunktion als 
Losung der SCHRODINGER-Gleichung ist durch drei Quantenzahlen 
bestimmt (drei raumliche Freiheitsgrade). Bei unserer Bezifferung 
brauchen wir zwar vier (n, k lZ , ky, kz); die f haben aber nur einen 
beschrankten Wertebereich. DaB wir nur drei Zahlen brauchen, 
sehen wir am einfachsten durch Ubergang zum nichtreduzierten 
Ausbreitungsvektor ~. Ein Quantenzustand ist also unter Hin­
zunahme der Spinquantenzahl durch vier Quantenzahlen eindeu­
tig definierl. 

Das PAULI-Prinzip kann im Rahmen der Wellenmechanik nicht 
bewiesen werden. Dagegen laBt sich sehr leicht beweisen, daB es, 
wenn es einmal giiltig ist, auch immer giiltig bleibt. Ohne PAULI­
Prinzip waren aIle Elektronen eines Atoms in der K-Schale ver­
einigt. Unter Beriicksichtigung dieses Prinzips aber werden die 
Zustii.nde sukzessive besetzt. 

Beim absoluten Nullpunkt srnd in einem System von N Elek­
tronen die N tiefsten Energieniveaus besetzt. Es solI das oberste 
Band nicht gerade voll besetzt sein. Die Energie des hochsten 
besetzten Niveaus nennen wir dann Grenzenergie Co 1. Bei steigender 
Temperatur werden einzelne Elektronen Energien haben, die 
groBer als Co sind. Es ist aber leicht einzusehen, daB eine wesent­
liche Anderung der Besetzungszahlen der Niveaus nur in einem 
Bereich von der GroBenordnung k T um die Grenzener~ie stattfindet. 

Um das zu zeigen, kann man z. B. folgendermaBen vorgehen: 
Nach den Grundsatzen der Thermodynamik muB unser Elektronen­
system bei der Temperatur T im Gleichgewicht mit schwarzer 
Strahlung von der gleichen Temperatur sein. Die Strahlung ruft 
Ubergange zwischen einzelnen Elektronenniveaus hervor, und zwar 
hauptsachlich solche mit einer ~nergiedifferenz h vrnax' WO 'l'rnax die 
Frequenz mit der groBten Strahlungsintensitat ist. Nach dem 
PLANcKschen Strahlungsgesetz ist h 'l'rnax ,..., 3 k T. Da ein Elektron 
wegen des PAULI-Prinzips nur dann in hohere Energiezustande 
iibergehen kann, wenn diese unbesetzt sind, ist unsere Behaup­
tung plausibel. 

FERMI-Statistik [22, 20, 54]. Die Aufgabe der Statistik ist die 
Berechnung der Zahl der Elektronen, die bei einer bestimmten 
Temperatur T eine Energie E haben, wenn Gesamtteilchenzahl N 
und Gesamtenergie des Systems vorgegeben sind. 

1 Diese muB kleiner als Null sein, damit die Elektronen an das Metall 
gebunden sind. 
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Die Gesamtenergie des Systems setzt sich, wie wir in § 1, G1. (11) 
zeigten, zusammen aus der Summe der Energieterme En f der ein­
zelnen Elektronen, etwa wie wir sie in den Paragraphen 3 und 4 
berechnet haben, vermindert um die gesamte Wechselwirkungs­
energie (denn in .E En! werden aIle Wechselwirkungen doppelt 
gerechnet). Wir machen jetzt die Annahme, daB wir die Wechsel­
wirkungsenergie fUr unsere ganzen statistischen Dberlegungen als 
konstant betrachten konnen. Das bedeutet, daB, wenn ein Elektron 
yom Zustand En! in den Zustand En'!' iibergeht, sich die gesamte 
Energie auch um En'f'-Enf andert. Nun wissen wir aus unseren 
vorstehenden qualitativen Dberlegungen, daB nur die Elektronen 
in einem Bereich k T um die Grenzenergie temperaturabhangig 
sind, d. h. nur Elektronen in dem obersten besetzten Band (1 Volt 
entspricht einer Temperatur von etwa lO4 a C). Diese Elektronen 
haben (§ 4) nur einen kleinen EinfluB auf die Lage der Energieterme 
der Elektronen tiefer Bander. Unsere Annahme ist daher gIeich­
bedeutend damit, daB die Wechselwirkung der Elektronen des 
obersten Bandes 1 unabhangig von der Temperatur ist, eine An­
nahme, die bei weitem nicht so weitgehend ist wie eine vollstandige 
Vernachlassigung der Wechselwirkung dieser Elektronen 2. Wir 
verstehen im folgenden unter U die Summe der Eigenenergien der 
Elektronen. U unterscheidet sich von der Gesamtenergie nach 
unserer vorstehenden Annahme fiir aIle Temperaturen um einen 
konstanten Betrag. Bei entsprechender Normierung diirfen wir 
unter U also auch die Gesamtenergie verstehen. Die auBeren 
Bedingungen, die wir unserem System auferlegen, sind: konstante 
Teilchenzahl, konstante Gesamtenergie und konstantes V olumen 
(d. h. Vernachlassigung der thermischen Ausdehnung). 

Die Grundfragestellung der Statistik lautet dann: Wie groB 
ist bei gegebenen auBeren Bedingungen im Mittel die Zahl der 
Elektronen mit einer Energie zwischen E und E + dE. 

Um diese Fragestellung analytisch zu formulieren, teilen wir 
die Energie in kIeine Intervalle von der GroBe L1 E ein. Die mittlere 
Energie im i-ten Intervall sei Ei , die Zahl der Elektronen in diesem 

Intervall sei Ni , die Zahl der Eigenfunktionen (n, f) sei ! Zi. 

Unter Beriicksichtigung des Spins entsprechen jeder Eigenfunktion 

1 Oder der obersten Bander, falls sich die Bander uberdecken. 
2 Kiinnten wir diese Vernachlassigung nicht machen, so waren die 

Energieniveaus selbst temperaturabhangig. 
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zwei Quantenzustande (n, f, ± 1/2). Die Zahl der Quantenzustande 
im i-ten Intervall ist also Zi. Fallt das i-te Intervall in ein erlaubtes 
Energiegebiet, so ist Zi eine sehr groBe Zahl, namlich nach § 3 
proportional mit der ZaW der Elementarzellen des Grundgebietes. 

Die Bedingungen, die wir dem System auferlegen, lauten jetzt: 
N 

N=2:Ni (I), U=2:Ni Ei (2), n=li. (3) 

N, U, n sind konstant (R ist das Volumen des Grundgebietes). 
Gesucht sind die mittleren Werte der Besetzungszahlen N i . 

Zur Lasung unseres Problems miissen wit zuerst einiges zum 
wellenmechanischen Mehrkarperproblem mitteilen. Nach dem 
PAuLI-Prinzip kann ein Quantenzustand (n, f, ± 1/2) hachstens von 
einem einzigen Elektron besetzt werden. Der Zustand des Gesamt­
systems ist dadurch eindeutig bestimmt, daB man angibt, welche 
Quantenzustande besetzt sind. Dabei wird aber nicht angegeben, 
daB etwa das Elektron a den Zustand A, das Elektron b den Zu­
stand B besetzt usw., denn es besteht prinzipiell nicht die Mag­
lichkeit, irgendein Elektron, a, von einem anderen, b, zu unter­
scheiden. Die Tatsache, daB ein Quantenzustand besetzt ist, 
kann nicht dadurch naher bestimmt werden, daB man angibt, 
daB er durch ein bestimmtes Elektron besetzt ist!. 

Wir nennen einen Zustand des Gesamtsystems einen Mikro­
zustand, wenn wir genau angeben kannen, welche Quanten­
zustande (n, f, ± 1/2) besetzt sind. Einer bestimmten Zahlenfolge 
der Besetzungszahlen Ni (Nl' N 2 , ••• ) entsprechen im allgemeinen 
eine groBe Zahl von Mikrozustanden, denn es gibt ja in jedem 
Energieintervall L1 E, das in ein erlaubtes Energiegebiet fallt, 
sehr viele (Zi) Quantenzustande. Andererseits gibt es meist sehr 
viele Zahlenfolgen N i , die den Bedingungen (I), (2), (3) geniigen. 

Aus den Grundprinzipien der Quantenmechanik folgt, daB 
jeder eindeutig definierte Quantenzustand a priori mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit von einem Elektron besetzt werden kann. 
Wir sagen: jeder nicht entartete Quantenzustand hat gleiches 
statistisches Gewicht. Infolgedessen wird diejenige Zahlenfolge Ni 
die wahrscheinlichste sein, die durch die graBte Anzahl von Mikro­
zustanden erzeugt werden kann. 

1 In der klassischen Physik dagegen bezeichnet man zwei Zustande 
des Gesamtsystems als verschieden, die durch Vertauschung zweier Elek­
tronen, die in verschiedenen Zustanden sitzen, hervorgehen. 
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Um die Zahl der Mikrozustande von Ni Elektronen, die slch 
im i-ten Intervall befinden, zu berechnen, denken wir uns alle 
Quantenzustande dieses Intervalls nacheinander angeschrieben 
und von Ibis Zi numeriert. Das ist auf Zi !-fache Weise moglich. 
Ein Mikrozustand ist dadurch definiert, daB man angibt, welche 
Ni von den ZrQuantenzustanden besetzt sind (wegen des PAULI­
Prinzips ist Ni ~Zi)' Bei N i ! von den Zi! Anordnungsmoglichkeiten 
werden nur besetzte, bei (Zi - N i ) !-Anordnungen nur die un­
besetzten Quantenzustande miteinander vertauscht. 1m ganzen 
gibt es also 

Ni! (Zi-Ni)l' 
Mikrozustande im i-ten Energieintervall. Einer bestimmtenZahlen­
folge Ni entsprechen somit 

W ='II Zi! (4) Ni! (Zi-Ni)! 
i 

Mikrozustande. Das mathematische Problem, das wir zu losen 
haben, besteht darin, diejenige Zahlenfolge Ni zu bestimmen, 
die W unter Beriicksichtigung von (I), (2) und (3) zu einemMaxi­
mum macht. Anstatt W konnen wir auch 

log W =.I [logZi!-logNi!-log (Zi-Ni)!] (4a) 
i 

zu einem Maximum machen. 
Zuerst beachten wir, daB Zi = 0 ist (also auch Ni = 0), falls 

das i-te Intervall in ein verbotenes Energiegebiet falIt. Da O! = I 
ist, konnen wir diese IntervalIe fur die Berechnung von log W 
auBer acht lassen. AIle anderen Zi und Ni sind aber groBe Zahlen. 
Deshalb konnen wir die STIRLINGsche Formel anwenden: 

log Zi! = Zi log Zi -'-- Zi 
und erhalten aus (4a): 

log W =.I [Zi 10gZi-Ni log N i - (Zi-Ni) log (Zi-Ni)] . (4b) 
i 

Unser Variationsproblem wird dadurch gelost, daB wir c5 (log W) = 0 
setzen, wobei aIle Ni zU variieren sind. Die Zi sind dagegen Kon­
stante. Die Nebenbedingungen (I), (2), (3) berucksichtigen wir 
nach dem LAGRANGESchen Verfahren, d. h. wir addieren sie mit 
zunachst willkiirlichen Faktoren (den LAGRANGESchen FaktorenJ 
multipliziert zu log W und bilden die Variationen der Gesamt­
funktion. Da die Bedingung (3) nicht von N" abhangt, konnen 
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wir sie vorlaufig unberueksiehtigt lassen. Sind -IX und - {J die 
LAGRANGESehen Faktoren, so fordern wir also: 

b (log W -IX~ Ni-{J ~ EiNi) = 0, (5) 
oder, da alle Niunabhangig voneinander zu variieren sind: 

8 
8Ni (log W -IX~ Ni-{J ~ EiNi) = O. 

Mit (4 b) erhalten wir naeh Ausfuhrung der Differentiation: 

-log Ni + log (Zi-Ni) = IX + {J Ei 
oder 

N.= Zi 
t rt.+f3E. 

e t + 1 
(6) 

Wir lassen jetzt die GroBe unserer Intervalle L1 E beIiebig klein 
werden. Fur die Zahlenfolge Ni erhalten wir dann eine Funktion 

von E, N (E), die dadureh bestimmt ist., daB lim :~ = N (E) ist. 
dEo+O 

Entspreehend ergibt sieh die Eigenwertdiehte D (E) =! lim LJZ~. 
dE ..... O 

( !, da wir wegen des Spins in Zi jeden Eigenwert (n, f) doppelt 

gezahlt haben.) Somit wird (6): 

N (E) = 2D (E) 
ert.+f3 E + 1 . 

Wir nennen die GroBe 

(6a) 

1 
t = ert. + f3 E + 1 (7) 

die FERMlsehe Verteilungsfunktion 1. Da 2 t D dE die mittlere 
Zahl der Elektronen im Energiegebiet E, E + dE ist, stellt t (E) 
die WahrscheinIiehkeit dafur dar, daB ein Quantenzustand (n, 
f, ± 1/2) besetzt ist. Da naeh § 3 (6a) im Volumenelement des 

f-Raumes (2~)3 dTf Eigenwerte sind, und da jeder doppelt besetzt 

werden kann, ist die Zahl der Elektronen in d Tf 
2R 

(2 n)3 t dkx dky dkz . (6b) 

Gesamtelektronenzahl (I) und Gesamtenergie (2) werden jetzt: 

N=2jt(E)DdE, (la) 

U = 2 j t (E) D . E dE. (2a) 

1 Diese allgemeine Form der Verteilungsfunktion fist vollstandig un­
abhangig davon, welches spezielle Elektronenproblem betrachtet wird. 
Dieses ist durch die Eigenwertdichte D charakterisiert. 
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Die Bedeutung von ex und fJ bestimmen wir durch AnschluB 
an die Thermodynamik. Diesen stellen wir mit Hilfe der BOLTZ­
MANNschen Beziehung zwischen Entropie S und thermodynamischer 
Wahrscheinlichkeit W her: 

S = klog W. (8) 
Unsere Forderung, daB log W ein Maximum sein solI, ist gleich­
bedeutend mit der thermodynamischen Forderung der maximalen 
Entropie. Gl. (5) heiBt jetzt mit (1), (2) und (8) 

c5( ~-exN-fJU) =0, 
und damit wird 1 

I (oS) 
ex =7C oN u (9) , (9a) 

wobei wir auch noch die Bedingung (3), konstantes Volumen, be­
achten mussen. Der zweite Hauptsatz, der den Zusammenhang 
zwischen S und U herstellt, lautet (fur konstante Teilchenzahl N) 

TdS=dU +pdR. 

Nach (3) ist dR = 0 und fJ wird mit (9a) 
I 

fJ=kT· (10) 

Zur thermodynamischen Deutung von ex (9) fiihren wir die freie 
Energie Fein. Sie ist definiert durch 

F= U-TS, 
und daher ist (Definition von C) 

T (::)u = - (~~)u = - c, 
also nach (9) 

(lOa) 

C ist identisch mit dem GIBBsschen thermodynamischen 
Potential. Die GroBe - dF stellt bekanntlich die bei einem iso­
thermen reversiblen ProzeB am System geleistete Arbeit dar. 
Um diesen Betrag erhoht sich dann die "gebundene Energie" 
U -F = T S, da die Gesamtenergie konstant bleiben solI. 

Die FERMI-Verteilung (7) lautet mit (lO) und (lOa) 

. f = E- ~ (7a) 

e~+l 
1 Die Indizes U und N bedeuten Ausfiihrung der Differentiation bei 

konstantem U bzw. N. 
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Die GroBe C kann unter Benutzung von (1 a), S.63, fur das jeweilige 
Problem als Funktion der Teilchenzahl und der Temperatur be­
rechnet werden. 

Am absoluten Nullpunkt, T = 0, hat f die einfache Form, 
die wir zu Anfang dieses Paragraphen schon qualitativ abgeleitet 
haben. fist namlich Eins fUr E < Co (Co = C fur T = 0) und Null 
fur E > Co. Der Wert von C am absoluten Nullpunkt ist also aqui­
valent mit der von uns auf S. 59 eingefuhrten Grenzenergie Co. 

Mit steigender Temperatur werden die Ecken der Rechtecks­
kurve von f fur T = 0 abgerundet (vgl. Abb. 12). Es ist aber 
immer noch f ~ 1 fUr E < C - k T und f ~ 0 fur E > C + k T. 
1m letzteren Fall wird genauer 

E' 
f ~ e - kT mit E' = E - C, also 
aquivalentmit der MAXwELLschen 
Verteilungsfunktion. Wir wollen 
fragen, bei welchen Temperaturen 
sich alle Elektronen des 0 bersten 
besetzten Bandes nach der MAx­
WELLschen Verteilungsfunktion 
verhalten. Dazu ist nach dem 

Abb. 12. FERMIsche Verteilungsfunktion f. 
-- fUr T ~ 0, --- fUr T > O. 

Obigen offensichtlich notig, daB k T'>Co-Bo wird, wobei Bo die 
Energie des unteren Bandrandes ist. Die durch 

k Te =Co-Bo 
definierte Temperatur Te nennen wir Entartungstemperatur. 
Falls T'> Te ist, verhalten sich die Elektronen praktisch nach 
der MAXWELLschen Verteilungsfunktion. Elektronen, deren Tem­
peratur T <: ~ ist, nennt man entartet. Ihre Verteilungsfunktion 
hat den typischen VerIauf von Abb. 12. Co- Bo hat die GroBen­
ordnung der Bandbreite, d. h. einige e-Volt. Da 5 e-Volt einer 
Temperatur von etwa 5· 104 °0 entspricht, alle Schmelzpunkte 
aber hochstens 1-2· 103 °0 sind, ist es nur im Fall auBergewohnlich 
schmaler Bander moglich, daB die Entartungstemperatur erreich­
bar ist. 

Wir werden im folgenden gelegentlich den Wert irgend einer 
GroBe P dadurch berechnen mussen, daB wir die Beitrage aller 
Elektronen zu P summieren. Der Beitrag eines Elektrons mit 
der Energie E sei Q (E). Dann ist 

P= 2 f Qf DdE. 
-<X> 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 5 
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Wie wir im Anhang 3. zeigen, laBt sich dieses Integral in eine, 
fiir T <: Te rasch konvergierende Reihe nach der Temperatur ent­
wickeln, und zwar ist [54, 104] 

~ J n2 d 
P=2 QDdE+2 T dE (DQ)E=C (kT)2+ ... = 

- <Xl (II) 

- <Xl 

Zur Berechnung der Grenzenenergie Co verwenden wir Gl. (la). 
Mit I fiir T = 0 ergibt sich 

Co 

N=2JDdE. 
- <Xl 

Durch Auswerten dieses Integrals laBt sich Co fiir den jeweiligen 
Fall als Funktion von N berechnen, falls Co nicht gerade in ein 
verbotenes Energiegebiet fallt. Fur aIle in Frage kommenden 
Temperaturen wird (Anhang 3.) 

n a d C = CO- 6 dE (log D)E=Co (k T)2 +... (12) 

Wie aus den Gl. (II) und (12) zu sehen ist, kann die Temperatur­
abhangigkeit aller physikalischen GroBen aus ihrem Verhalten bei 
der Energie Co und aus der Eigenwertdichte bei dieser Energie, 
D(Co), berechnet werden. Wir muBten zur Ableitung von (II) 
und (12) allerdings voraussetzen, daB fiir T = 0 nicht gerade ein 
Band vollbesetzt ist, weil dann Co in ein verbotenes Gebiet fallt. 
Wie man in diesem ausgeschlossenen Fall z. B. C berechnet, zeigen 
wir auf S. 80. 

StofJansatz [l20a]. Elektronen konnen, z.B. durch Zusammen­
stoB mit anderen Teilchen, von einem Zustand in einen anderen 
iibergehen. Die WahrscheinIichkeit fur einen solchen Dbergang ist 
proportional zu der mittleren Zahl von Elektronen im Ausgangs­
zustand. Nach dem PAULI-Prinzip kann ein solcher Dbergang 
aber nur dann stattfinden, wenn der Endzustand unbesetzt ist. 
Die DbergangswahrscheinIichkeit ist also auch proportional zu 
der mittleren .Zahl der freien Platze des Endzustandes, d. h. mit 
I-Ie' wenn Ie die mittlere Besetzungszahl des Endzustandes ist. 

Wir konnen diesen StoBansatz dazu benutzen, die FERMI­
Verteilung auf sehr einfache Weise abzuleiten. Wir betrachten 
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zwei Quantenzustande (1) und (2) unserer Gesamtheit. Elektronen 
in diesen Zustanden sollen durch ihre Wechselwirkung (StoB) 
in zwei andere Quantenzustande (I') und (2') ubergehen. Um­
gekehrt werden auch Elektronen aus (I'), (2') in (1), (2) ubergehen. 
Damit Gleichgewicht herrscht, muB die Zahl der tJbergange in 
beiden Richtungen gleich groB sein. Nennen wir sie w~'t bzw. 
W~,;" so ist also zu fordern 

1'2' 12 W12 = Wl '2'· 

Es sei Ei die Energie und f (Ei) die mittlere Besetzungszahl 
des i-ten Zustandes. fPf22' sei die quantenmechanische tJbergangs­
wahrscheinlichkeit von (1), (2) nach (I'), (2') und fP~,22' entsprechend 
in der umgekehrten Richtung. wft ist dann auBer zu fPrt nach 
unseren obigen Ausfiihrungen proportional zu den Besetzungs­
zahlen der Ausgangszustande f (El ) bzw. f (E2) und zu der Zahl 
der freien Platze der Endzustande 1- f (Ed bzw. 1- f (E2,). 

Entsprechendes gilt fur die tJbergange in der entgegengesetzten 
Richtung. Unsere Gleichgewichtsbedingung lautet dann: 

fPrt f (El ) (1- f (E1,)) f (E2) (1- f (E2,)) = 
= fP~,22' f (El ,) (1- f (El )) f (E2,) (1- f (E2)) . 

Nach allgemeinen Satzen der Quantenmechanik ist fP~'t = fP~,22'. 
Damit folgt dann, wenn wir die gestrichenen GroBen auf die ~ille 
und die ungestrichenen auf die andere Seite bringen 

f (EI ) f (Es) f (EI • l f (Es• l (a) 
1 :....- f (Ell 1 - f (Esl . = 1 - f (EI • l 1 - f (Es.) 

Nach dem Energiesatz muB noch die Gesamtenergie beim StoB 
konstant bleiben: 

El + E2 = E l , + E2,· 

Setzen wir zur Abkiirzung 
f(Ei) 

F (Ei) = 1 - f(Eil ' i = 1,2, 1',2', 

(b) 

so sehen wir sofort ein, daB F (Ei) eine Exponentialfunktion sein 
muB, denn das ist die einzige Funktion, fiir welche die beiden 
Gleichungen (a) und (b) erfiillbar sind. Somit ist 

F (E) = A e- {J E , 

und daraus folgt fUr f(E) die FERMI-Verteilung 

f (E) = 1 1 
_efJ E + 1 
A 

5* 
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Die hier gezeigte Methode setzt voraus, daB man von einem Zu­
sammenstoB von Elektronen sprechen kann. Sie leiteii die FERMI­
Verteilung deshalb uniier viel spezielleren Voraussetzungen ab als 
unsere ursprungliche Methode. 

Fall Ireier Elektronen [54]. Das einfachste spezielle Beispiel 
in der Statistik bezieht sich immer auf den Fall, daB die Teilchen 
vollstandig frei sind, d. h. daB sich unsere Elektronen in einem 
konstanten Potential bewegen. Wie wir auf S. 77 zeigen werden, 
verhalten sich die Elektronen eines Bandes, solange dieses nicht 
vollbesetzt ist, in einer gewissen Naherung immer wie freie Elek­
tronen. Dem im folgenden zu behandelnden Beispiel freier Elek­
tronen kommt also immer eine, wenigstens angenaherte physi­
kalische Bedeutung zu, auch wenn fUr die Berechnung der Eigen­
werte unsere Naherung freier Elektronen (§ 4 B) nicht zulassig 
ist. Die Anzahl der freien Elektronen ist, wie wir auf S. 77 zeigen, 
von der GroBenordnung der Zahl der Atome, und zwar meist etwas 
kleiner als diese. 

Wir wollen vorubergehend, solange wir mit freien Elektronen 
rechnen, den Nullpunkt der Energie mit dem Nullpunkt der 
kinetischen Energie, d. h. mit dem unteren Rand des Bandes 
zusammenfallen lassen. 

Wir werden jetzt zunachst die GroBen, die wir anschlieBend 
diskutieren werden, berechnen. Nach § 4, Gl. (31) ist die Eigenwert­
dichte bei unserer jetzigen Energienormierung: 

D (E) = ~ ( 2 m )3/2 El/2 (13) 
43/:2 , h2 • 

Die Zahl der Elektronen pro Energieintervall ist naeh Gl. (6a) 
und (7) 

N (E) dE = 2D IdE = 2~2 (2h~ t2 I El!2dE, (14) 

und die Gesamtzahl der Elektronen 

N = IN (E)dE. 
o 

Da N von der Temperatur unabhangig ist, konnen wir in N (E) 
[Gl. (14)] die Verteilungsfunktion beim absoluten Nullpunkt ein­
setzen, d. h. es ist 1= 1 fur E < Co und 1= 0 fUr E > Co. Dann wird 

Co 

N = ~ (2m )3/2fEl/2dE = ~ (2m )3/2 ~!2 (14a) 
2 3/:2 h2 3 3/:2 h2 o· 

o 
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Hieraus berechnen wir die Grenzenergie beim absoluten Null­
punkt, Co, als Funktion der Zahl der Elektronen pro Volumen-

'nh 't N eI el, n = If' 
h2 

Co= 2m (3n2n)2:3. 

Fur endliche Temperaturen wird die Grenzenergie 
unter Verwendung von (13) und (15): 

C = Co ( 1- ~; ( k~~ ) 2 + ... ) . 
Die Gesamtenergie U ist: 

ex> 

U=2J EfDdE, 
o 

nach Gl. (II) also 
17,2 

U = Uo + 3 D (Co) (k T)2 + ... 

(15) 

C nach (12) 

(15a) 

Dabei ist Uo die Gesamtenergie fur T = 0, die Nullpunktsenergie. 
Mit (13), (14a) und (15) wird sie: 

Co 

Uo = 2J DEdE = ! NCo = l~~ N (3n2n)23, 
o 

und hiermit ist also 

( 517,2 (k T)2 ) U = Uo I + 12 C;;- + . .. . 

(16) 

(16a) 

Die Anwendung der Gl. (II) und (12) zur Berechnung von C 
und U [(15a) und (16a)] ist nur korrekt, wenn die Temperatur l' 
klein gegen die Entartungstemperatur 1 fe, oder, was dasselbe ist, 
wenn k T < Co ist. Wir zeigen weiter unten, daB das immer zutrifft. 

Wir werden jetzt einige Zahlenwerte berechnen. Zunachst 
rechnen wir, wie wir oben begrundet haben, die Zahl der Elektronen 

pro Volumeneinheit, n = ~ , gleich der Zahl der Atome, d. h. 

Dichte 
n = At . ht . LOSCHMIDT-Zahl. omgewlc 

Fur Na ist z. B. 

n = 0,97 .606.1023 = 2 56 .1022 
23' , 

und fur andere Metalle ist die GroBenordnung naturlich die gleiche. 
Nach (15) wird dann die Grenzenergie Co ungefahr 3,2 e-Volt. 
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Sie hat also die gleiche GroBenordnung wie die Bandbreite, was 
naturlich neben anderem zu fordern ist, damit unseren gegen­
wartigen Dberlegungen ein physikalischer Sinn zukommt. Die 

Entartungstemperatur ~ = ~o (vgl. S. 65, Bo ist bei unserer 

jetzigen Normierung Null!) ist fUr Na 3,6' 104 0, fur andere Metalle 
von der gleichen GroBenordnung, so daB tatsachlich praktisch 
immer T <:: 'l'e ist. 

Hier wollen wir eine kurze Bemerkung iiber die Bedeutung der 
Entartungstemperatur einschalten [139]. Da die MAXWELLsche 
Statistik, die fiir T> 'l'e herrscht, gleichbedeutend mit klassischer 
Physik ist, konnen sich nur fUr Temperaturen T <:: 'l'e typische 
Quanteneffekte bemerkbar machen. Die anschauliche Grundlage 
der Quantenmechanik kann bekanntlich durch die Ungenauigkeits­
relation dargestellt werden. Diese sagt aus, daB bei gleichzeitiger 
Messung von Impuls und Ortskoordinaten beide nur bis auf Un­
genauigkeiten L1 p und L1 q meBbar sind, die durch die Relation 

L1pL1q~h 

miteinander verknupft sind. Auch im Rahmen der klassischen 
Physik miissen wir gewisse Forderungen an die GroBe der MeB­
genauigkeiten L1 p, L1 q stellen. Der mittlere Raum eines Teilchens 

ist !-. Damit die Messung der Ortskoordinaten dieses Teilchens 
n 

sinnvoll (rein im klassischen Sinn) ist, muB die Ungenauigkeit 

L1 q<:: n~!3 sein. Entsprechend muB, wenn p der mittlere Impuls 

ist, L1 p <:: p sein. Nun ist in der klassischen Statistik p = (2 m k T)1/2, 
und daher ist die rein klassische Forderung an die MeBgenauigkeit 

A A < (2mk T)1/2 
LJ pLJ q~ nl/3 • 

Die rechte Seite dieses Ausdruckes wird mit abnehmender Tem­
peratur immer kleiner. Sie darf aber nicht kleiner als h werden, 
weil sonst die Ungenauigkeitsrelation verletzt wurde. Fur Tem­
peraturen, fur die das eintrafe, muB also die klassische Statistik 
ungultig werden. Ihr Gultigkeitsbereich beschrankt sich somit 
auf Temperaturen, die der Bedingung 

oder 

(2mkT)IJ2~ 

nl13 >' h 

k T>'~n213 = k T' 
2m e 
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genugen. Die so definierte Temperatur T; ist bis auf Faktoren von 
der GroBenordnung Eins identisch mit der oben berechneten Ent­
artungstemperatur Te [vgl. (15)J. 

Nach dieser Bemerkung uber die Entartungstemperatur wenden 
wir uns wieder zur Diskussion der Grenzenergie r Sie ist, wie aus 
Gl. (15a) zu ersehen ist, nur sehr schwach temperaturabhangig. 
Die Anderung zwischen 0 und 10000 ist z. B. bei N a ungefahr 1%0. 

Auch die Gesamtenergie (16a) ist nur sehr schwach temperatur­
abhangig und demnach ist die spezifische Warme Cv sehr klein. 
Sie ist (auf die Volumeneinheit bezogen) definiert durch 

I dU 
Cv = R dT 

und wird nach (16) und (16a) 
11:2 k2 Tn 

CV=2~C-· 

Sie verschwindet fur T = 0, in Dbereinstimmung mit den For­
derungen des 3. Hauptsatzes der Thermodynamik. In der klassi­
schen Statistik ist bekanntlich (vgl. Einleitung § 1) die spezifische 

Warme { k n. Das Verhaltnis unseres Wertes zum klassischen 

ist also 
11:2 k T T 
TTo""" Te· 

Fur T = 3000 und fUr Na, 1'. = 3,6 . 104 (vgl. oben) ist dieses 
Verhaltnis ungefahr 1/100. Damit sind die Schwierigkeiten der 
klassischen Theorie, von denen wir in der Einleitung sprachen, 
beseitigt, denn auch bei einer exakteren Berechnung, also nicht 
nur bei freien Elektronen, ist die- GroBenordnung von Cv die gleiche. 
Das Ergebnis ist im iibrigen leicht verstandlich, da ja die Ver­
teilungsfunktion nur fUr Energien, die groBer als Co - k T sind, 
temperaturabhangig ist (vgl. hierzu S.65). 

Zahl der freien Elektronen [183]. Der Begriff eines freien Elek­
trons ist, wie wir zu Anfang des § 3 gezeigt haben, ein rein klassi­
scher Begriff. Wir wollen jetzt fUr unsere Elektronen folgende 
Fragen beantworten: Wie viele freie Elektronen erhalten durch ein 
konstantes auBeres elektrisches Feld ~ den gleichen Gesamt­
impuls wie unsere Elektronen? Diese Zahl nennen wir NF , die 
Zahl der freien Elektronen. 

Die Beantwortung unserer Frage haben wir in § 3 bei Be­
handlung der Freiheitszahl vorbereitet. Wie wir dort [Gl. (13b)J 
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gezeigt haben, erhiiIt ein Elektronen in der kurzen Zeit J t den 
Zusatzimpuls 

wobei J.jJp der Zusatzimpuls eines freien Elektrons und In f die 
durch Gl. (14), § 3 definierte Freiheitszahl ist. Infolgedessen ist 
durch Summierung ii ber aile Elektronen 

~ J.jJ =J.jJp ~ In! =L1.jJpNp . 
Die Zahl der freien Elektronen ist also 

Np=~/nf. 

Die Summe erstreckt sich iiber aIle besetzten Zustande. Wie wir 
auf S. 26 gezeigt haben, verschwinden dabei aile Beitrage von 
vollbesetzten Bandern, d. h. die Zahl der Ireien Elektronen in einem 
vollbesetzten Band ist Null. Beitrage zur Leitfahigkeit konnen also 
nur die Elektronen in nicht voilbesetzten Bandern liefern. Wir 
wollen den obigen Ausdruck fiir Np noch umformen. Zunachst 
ist nach § 3, Gl. (14) 

In! = ~ ~ divf grad! En f> 

wobei der Index f bedeuten soIl, daB sich div und grad auf den 
f-Raum beziehen. Sodann fiihren wir die Summe in ein Integral 
iiber! unter Beachtung, daB die Zahl der Eigenwerte pro Volumen-

element des f-Raumes (2 ~)3 d if ist [vgl. § 3, (u a)]. Die Temperatur­

abhangigkeit der Besetzungszahlen diirfen wir - unseren Ergeb­
nissen iiber FERMI-Statistik entsprechend - vernachlassigen. Somit 
wird also 

NF = 2 (2~)3 3~2 f divfgradfEdi!. 

d if ist das Volumenelement des f-Raums. Die Integration er­
streckt sich iiber das Volumen, das durch die Oberflache E = z: 
begrenzt ist. Der Faktor 2 riihrt von der doppelten Besetzung 
der Zustande (Spin!) her. Wir wandem das Volumenintegral 
nach dem GAussschen Satz in ein Oberflachenintegral iiber die 
begrenzende Oberflache urn und erhalten 

NF =T2Rw ~Jlgrad!Elda. (17) 
E~I; 

Die Integrationsflache ist durch die Bedingung E = z: gegeben. 

1 Da das Eigenwertspektrum innerhalb eines Bandes praktisch konti­
nuierlich ist und da volle Bander keinen Beitrag zu N F liefern, ist diese 
Uberfiihrung in ein Integral korrekt. 
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Wir konnen den Ausdruck (17) fUr die Zahl der freien Elektronen 
mit Hilfe der Translationsenergie E tr § 3, (11) in einer sehr einfachen 
Form schreiben. Da nach § 3, Gl. (10) die Geschwindigkeit 

1 
b = hgrad!E 

ist, wird nach § 3, (11) 

E -!.'!.... 2_~1 d EI2 tr - 2 v - 2 h2 I gra! . 

Die mittlere Translationsenergie E tr (~) fUr Elektronen mit der 
Grenzenergie ~ erhalten wir hieraus, wenn wir uber aIle Zustande 
mit der Energie E = C im f-Raum mitteln. Das ergibt 

~+LlE 

2~2 JI grad! E 12 d Tf 

Etr (C) = __ E_~-;:c''--:'' +-Ll'E;;_----

JdT! 
E~C 

Das Integral im Zahler wandeln wir um, indem wir auf der Flache 
E = C orthogonale Koordinaten einfuhren, deren Flachenelement 
da ist. Die dritte Koordinate wahlen wir wieder senkrecht dazu, 
so daB ihr Differential 

dE 
1 gradfE 1 

ist. Damit wird dann 
~+LlE C+LlE 

J I gradlE 12 dif = J I gradfE I dadE = L1 E J I gradfE: do. 
C C E~C 

Andererseits ist das Integral im Nenner nach § 4, Gl. (30) 
C+LlE J d i! = (2 ~)3 L1 ED (C) . , 

Somit wird unser Ausdruck fur die mittlere Translationsenergie: 

E tr (C) = (2!)3 2~2 D~I;)JlgradfElda. 
E~C 

Durch Vergleich mit (17) ergiht sich die Zahl der freien Elektronen, 
NF , zu 

(18) 

Wir werden diesen Ausdruck auf S. 77 eingehend diskutieren. 



74 Allgemeine Grundlagen. 

Fiir freie Elektronen ist (18) trivial, wie man leieht mit Hilfe von 
Gl. (13) und (14a) feststellt 1. 

Gesamto8zillatorenstiirke. Wenn wir uns nieht nur fiir konstante, 
sondern aueh fiir zeitabhangige auBere Felder (Liehtwellen) inter­
essieren, wird die Besehreibung unserer Elektronen dureh N F freie 
klassisehe Elektronen natiirlieh unvollstandig. Aber aueh dann 
konnen wir mit Hilfe der in § 3, (16) eingefiihrten Oszillatoren­
starken das Verhalten unserer Elektronen ansehaulieh besehreiben 
dureh ein System von klassisehen harmonisehen Oszillatoren. 

Die Elektronen eines Bandes, etwa des n-ten, verhalten sieh, 
entspreehend unseren Ausfiihrungen auf S.29, wie 

Fnm =.I /nm! 
! 

Oszillatoren mit einer mittleren Frequenz 

Em-En 
Vnm = h 

Dabei nimmt m aIle mogliehen Werte an. Ei ist ein Mittelwert 
der Energie des i-ten Bandes. Es gibt insbesondere aueh Oszil­
latoren mit der Frequenz Null, d. h. freie Elektronen. Ihre Zahl 
haben wir oben bestimmt. 

Die Zahl der Elektronen des n-ten Bandes sei Nn . Fn sei die 
Zahl der freien Elektronen dieses Bandes, d. h. Fn ist Null fUr 
alle vollbesetzten Bander und .I Fn = NF . Aus dem Summensatz 

n 
(§3, (17a)] ergibt sieh dann dureh Summieren iiber alle Elektronen 
des n-ten Bandes 

Nn = Fn + .I Fn m· 
m+n 

Das bedeutet, daB die Nn Elektronen des n-ten Bandes ansehaulieh 
ersetzt werden konnen dureh eine Anzahl von freien Elektronen 
und Oszillatoren, deren Gesamtzahl wieder Nn ist. Dabei ist aber 
zu beaehten, daB die Fnm aueh negativ sein konnen, namlieh, wenn 
Em < En ist. Ansehaulieh heiBt das, daB sieh diese Oszillatoren 
so verhalten, als ob ihre Ladung - e ware 2. 

Die Fnm heiBen Gesamtoszillatorenstarken. Es ist oft praktiseh, 
dafiir von mittleren Oszillatorenstarken 

1 Wenn wir lins fur die Ahhangigkeit der Beschleunigung von ihrem 
Winkel zu den Kristallachsen interessieren, kiinnen wir nicht mit der Frei­
heitszahl operieren, sondern mussen den entsprechenden Tensor wahlen 
(vgl. S.24). In diesem FaIle wird auch NF ein Tensor. 

2 + e = Elektronenladung! 
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,- , Fnm 
nm!= nm= N n (19) 

zu spreehen, insbesondere dann, wenn man versehiedene Metalle 
miteinander vergleiehen will. 

Leiter, Nichtleiter. Wie wir oben gezeigt haben, ist die Erzeugung 
eines Elektronenstromes dureh ein elektrisehes Feld nur dann 
moglieh, wenn der Kristall Energiebander enthalt, die nieht voll­
besetzt sind. Der Untersehied zwischen Metallen und Nieht­
metallen besteht also darin, daB letz.tere nur vollbesetzte Energie­
bander haben, wahrend bei ersteren mindestens ein Band nur teil­
weise besetzt ist. 

Naeh § 3 sind in jedem Band eines einfaehen Translations­
gitters 2 G3 (2 wegen des Spins) Platze, d. h. zwei pro Atom. Die 
abgesehlossenen Elektronensehalen enthalten immer eine gerade 
Zahl von Elektronen. Diese fiillen also eine gewisse Anzahl von 
Bandern gerade vollstandig. Atome mit einem Valenzelektron 
(d. h. mit einem Elektron in einer nieht abgesehlossenen Sehale) 
bilden somit immer Metalle (Alkalimetalle, Cu, Ag, Au). Damit 
Atome mit zwei Valenzelektronen Metalle hilden, ist es notig, daB 
sieh das Energieband dieser Elektronen mit einem hoheren Band 
teilweise iiberdeekt, weil es sonst gerade vollbesetzt wiirde. All­
gemein laBt sieh sagen, daB Atome mit einer geraden Zahl von 
Valenzelektronen nur dann Metalle bilden, wenn sieh die zu­
gehorigen Energiebander teilweise iiberdeeken. Dadureh entsteht 
ein eharakteristiseher Verlauf der Eigenwertdiehten (vgl. Abb. 11 b, 
S.58), der aueh experimentell priifbar ist (vgl. § 10, S. 139). 

Nehmen wir den Fall von zwei Energiebandern, die sieh teil­
weise iiberdeeken! Bei einem zweiwertigen Metall miissen wir 
diese mit 2 G3 Elektronen auffiillen. Wir fragen naeh der Lage der 
Grenzenergie und naeh der Form der Flaehe E = C im f-Raum. 
Wenn sieh die beiden Bander nieht iiberdeeken wiirden, ware das 
untere Band genau vollbesetzt. Nun lassen wir den Abstand 
zwischen den Bandern immer kleiner werden, bis sie sieh iiber­
deeken. Dann gibt es in dem Energiegebiet, das jetzt beiden 
Bandern gemeinsam ist, mehr Zustande als vor der Dberdeekung, 
d. h. mehr Zustande als Elektronen zur Verfiigung sind. Infolge­
dessen wird die Grenzenergie C immer in dem Gebiet liegen, das 
beiden Bandern gemeinsam ist. In jedem Band gibt es eine Flaehe 
konstanter Energie im f-Raum, welehe die Energie E = Chat. 
Wenn man beide Bander gemeinsam behandeln will, ist es 
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manehmal vorteilhaft, nieht in beiden mit de.r reduzierten Wellen­
zahl zu reehnen, sondern nur im unteren Band, wie bisher, mit f. 
1m naehsten Band dagegen wird man die Zahlung der Wellenzahl so 
fortsetzen, als ob man mit der niehtreduzierten Wellenzahl reehnen 
wiirde, d. h. als ob das untere Band das erste, das naehste Band 
das zweite Band der Naherung § 4B ware. Wenn man das in den 
naehsten Bandern weiter fortsetzen wiirde, kame man bei hohen 

AU 
Si 

-1jI 
Abb. 18. Kurve der Grenzenergie eines zweiwertigen Metalls (einfaches Jrubisches Gitter). 

Energien zu ganz falsehen Zuordnungen, d. h. wenn wir mit I' 
diese Wellenzahl bezeiehnen, ware 

~k'2+~K2=E 
2m 2m ' 

wo sr die riehtig gezahlte niehtreduzierte Wellehzahl ist. Innerhalb 
von nur zwei Bandern kann dagegen die hier erwahnte Wellenzahl I' 
von Vorteil sein. In dieser Darstellung hat die Energieflaehe 
E = C den in Abb. 13 fiir einen zweidimensionalen Fall gezeigten 
Verlauf. 

Falls sieh die Bander nieht stark iiberdeeken, d. h. falls C sowohl 
nahe am oberen Rand des unteren Bandes als aueh am unteren 
Rand des oberen Bandes liegt, laSt -sieh die Energie dort in jedem 
Band als quadratisehe Funktion der Wellenzahl darstellen. 1m 
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oberen Band wird also, da hier die Freiheitszahl positiv ist [unterer 
Rand des Bandes vgl. Gl. (29a), § 4] 

(20) 

10 ist die Freiheitszahl des oberen Bandes. E2 ist die Energie des 
unteren Randes dieses Bandes 1. Am oberen Rand jedes Bandes ist 
die Freiheitszahl negativ. Nach den Ergebnissen von §§ 3 und 4 

wird hier [vgl.z.B. §4, (22a), (22b) oder §4, (7), beiEntwicklung 

der Kosinusse urn l = (:' :' :)] 

E - E h2 1 k*2 u - 1 + 2m It , lu < O. (20a) 

E1 ist die Energie des oberen Randes. f* ist dabei nicht die 
reduzierte Wellenzahl, sondern ahnlich wie in § 4, (23) 

f* = f- fo, 
wobei fo die Wellenzahl des oberen Randes ist. Wir konnen natiir­
lich durch die Freiheitszahlen auch schein bare Massen definieren. 

* m 0 * m m mo = -y;; >, mu = -Tt;J = lu < O. 

Die Eigenwertdichte Do im oberen Band wird nach § 4, (30a) 
bei Einfiihrung des Energieausdrucks (20a), § 5, entsprechend 
wie (31), § 4 

D = ~ (2m )3/2 (E - E2)1I2 
o 4 n 2 , h2 103 /2 ' 

(21) 

Ahnlich erhalten wir fur das untere Band 

D = ~ ( 2 m )3/2 _(El - E)1/2 (21a) 
u 4 n2 h2 Ilu 1312 • 

Wir wollen jetzt die Zahl der freien Elektronen NF in einem 
einwertigen und in einem zweiwertigen Metall berechnen, unter 
Zugrundelegung einfacher Energieausdrucke. Fur ein einwertiges 
Metall haben wir in § 4 C schon auseinandergesetzt, daB E durch 
(29a), § 4, d. h. durch die obige Formel (20) gut approximiert wird. 
Daher ist die Freiheitszahl 10 konstant und die Zahl der freien 
Elektronen wird definitionsgemaB 

NF=foN, 
1 Allgemeiner ware der Ansatz 

Eo = E2 + axk~ + ayk~ + azk;. 

Er gibt aber nur dann wesentlich Verschiedenes von unserem Ansatz, werm es 
uns auf die Richtung der Geschwindigkeitinnerhalb einesEinkristalls ankommt. 
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wo N die Zahl der Elektronen ist. ~ = ;: = 10 ist also hier immer 

von der GroBenordnung ein freies Elektron pro Atom 1, da naeh 
§ 4 C 10 "'" 1 ist. Bei zweiwertigen Metallen erhiilt man aber dureh­
aus nieht zwei Ireie Elektronen pro Atom, sondern viel weniger, 
obwohl pro Atom zwei Valenzelektronen vorhanden sind. np hangt 
hier stark davon ab, wie weit sieh unsere beiden Bander uber­
deeken. Falls sie sieh gar nieht uberdeeken, ist offensiehtlieh 
N F = O. Wir wollen annehmen, daB sie sieh so weit uberdeeken, 
daB im oberen Band z Elektronen sind. Diese tragen dann zu N F 

No = loz 
freie Elektronen bei, entspreehend wie oben. Andererseits hat im 
unteren Band die Energie in der Nahe von E = C, d. h. am oberen 
Rande des Bandes im wesentliehen das gleiehe Aussehen wie beim 
oberen Band [vg1. (20) und (20a)]. Naeh(IS) hangt NF aber nur 
vom Verhalten der Eigenwerte bei E = Cab. Daher ist der Beitrag 
des unteren Bandes zu NF 

Nu = lu I z. 
Der absolute Betrag von lu muB hier stehen, weil er im Aus~ 

druek fur D steht und hierdureh in G1. (IS) eingeht. Der andere 
Faktor in (IS), E tr wird, wie man mit § 3, (10) und (11) leieht naeh­
reehnet, proportional zu I!, enthalt also aueh nur I lui. Die Zahl 
der freien Elektronen wird also 

NF=z(/o+l/ul). (22) 
z laBt sieh mit Hilfe der Eigenwertdiehte bereehnen. Mit (21) wird 

C 

z = 2 J DodE = 3~2 (2h":t2 (C foEzt2. 
E, 

Da andererseits die Zahl z der Elektronen des oberen Bandes im 
unteren Band gerade fehlt, wird auoh [mit (21a)] 

E, 

= 2.JD dE = ~ (2 m)3/2 (El - C)3/2 
Z It 3 n2 h2 I fu I . , 

Dureh Kombination beider Gleiehungen folgt 

z = ~3~2 (~~yI2 (10 ~ flu I t 2
, 

wobei 
Ll E = EI-E2 

das beiden Bandern gemeinsame Energiegebiet ist. 

1 nF und n beziehen sich auf die Volumeneinheit. 

(22a) 
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Wir nehmen an, daB wir im ganzen N Atome, also 2 N Elek­
tronen haben. Wenn wir annehmen, daB diese 2 N Elektronen 
sich genau wie freie Elektronen verhalten, wird nach (14a) 

R ('2 m)3i2 3/2 
2 N = 3 n2 1i2 w;. 

we ist dabei die Grenzenergie der freien Elektronen bei der in 
(14a) gebrauchten Energienormierung, d. h. falls E = 0 ist, wenn 
die kinetische Energie Null ist. Somit erhalten wir 

2 N (L1 E)3/2 
z = (to + I tu 1)312 w; 

und hieraus mit (22) 

nF NF 2 (L1 E)3/2 
n=N= (fo+ltul)1/2 we . (22b) 

An dieser Formel fallt zunachst das paradoxe Resultat auf, daB nF 

groBer wird, wenn 10 + I/u I kleiner wird, anstatt umgekehrt. Das 
klart sich dadurch auf, daB in diesem Fall nach (22a) z proportional 
mit (fa + I/u j}-3/2 geht. Lassen wir aber z konstant [also LI E "-' 
(fa + I/ul)3/2], so ist natiirIich (22) nF "-' (fa + I/ul) wie es sein muB. 
We hat die gleiche GroBenordnung wie die Breite der Bander. 

A E B too Ii h . kl . . W"hl . L1 E 1 LI mu na ur c Immer emer smn. a en Wlr - = -2-' we 
so daB sich die beiden Bander etwa zur Halite iiberdecken, was 
in dem fragIichen Energiegebiet sehr viel ist, so erhalten wir trotz-

dem nur ; = ! ' falls wir 10 und I lu I Eins setzen. Wir haben 

also weniger Ireie Elektronen als in einem einwertigen Metall, 
obwohl wir doppelt soviel Elektronen haben. 

Fur hoherwertige Metalle lassen sich ganz ahnliche Schlusse 
ziehen. Da nach (18) die Zahl der freien Elektronen nur von dem 
Verhalten der Elektronen mit der Energie E = C abhangt, wird 
sicher, in Analogie zu unseren obigen Betrachtungen, die Zahl der 
freien Elektronen pro Atom nie groBer als Eins sein, auch wenn 
die Zahl der Valenzelektronen groBer ist. Wir durfen sogar ver-

muten, daB nF fur einwertige Metalle am groBten ist. 
n 

Halbleiter [llO]. Ein Halbleiter ist dadurch definiert, daB bei 
ihm die Zahl der freien Elektronen mit der Temperatur wachst, 
im Gegensatz zu den Metallen. 

Hat ein Kristall beim absoluten Nullpunkt nur vollbesetzte 
Bander, ist aber der Abstand zum ersten unbesetzten Band sehr 
klein, so werden mit wachsender Temperatur eine merkliche Anzahl 
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von Elektronen in das urspriinglich unbesetzte Band kommen, 
d. h. wir haben einen Halbleiter. 

Wir hatten urspriinglich bei der Berechnung der Grenzenergie 
(S.66) den Fall vollbesetzter Bander ausgeschlossen und wollen 
das hier nachholen. 

Damals konnten wir sofort sehen, daB fiir T = 0 die Grenz­
energie Co mit der Energie der hochsten besetzten Elektronen­
zustande zusammenfallt. J etzt dagegen konnen wir nur sagen, 
daB Co in dem verbotenen Energiegebiet nach dem obersten be­
setzten Band liegt, denn dann ist dieses Band fiir T = 0 voll­
besetzt. Um C gleich fiir beliebige Temperaturen zu berechnen, 
gehen wir davon aus, daB die Zahl der freien Platze des n-ten 
Bandes genau so groB sein muB, wie die Zahl der Elektronen des 
(n + I)-ten Bandes, falls das note Band fiir T = 0 gerade voll­
besetzt, das (n + I)-te aber leer ist. Es muB also sein [vgl. (6a) 
und (7a)J: 

2 f (I-/)DdE = 2 f I DdE. (23) 
notes Band (n + l)·tes Band 

Es sei El die obere Grenze des n-ten, E2 die untere Grenze des 
(n + I)-ten Bandes. Dann ist sicher El~C ~E2 und 

E-C 

E'-_-~:C--- <""oJ e -""""kT" fiir E > Ea 1= 
e""""kT" + 1 

1 
I-I = -~(E=--~C) 

e-kT+l 

E-C 
~e kT 

(23 a) 

Da diese beiden Ausdriicke nur in der Nahe von E2 bzw. EI 
groB sind, konnen wir die Integration bis co bzw. - co erstrecken. 
SchlieBlich beniitzen wir noch, daB in der Niihe eines Bandrandes 
die Eigenwertdichte D durch (21) und (2la) gegeben ist. 

Unsere obige Bedingung (23) lautet dann, wenn wir (23 a) 
beachten: 

oder, wenn wir El - E = ~ und E - Ea = 'Yj setzen: 
00 m El-Cj ~ C-E'j '1 

ilui-3/2ekT e-kT~1/2d~=lo3/2ekT e-kTr/12d'Yj. 
o 0 
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Die beiden Integrale uber ; und 'YJ sind genau gleich, kurzen sich 
also weg. C berechnet sich dann zu: 

C = E1 t!!.~ + k t log 1 j: 1
312• (24) 

Fur T = 0 liegt also die Grenzenergie Co genau in der Mitte des 
verbotenen Gebietes. Falls sich 10 und I I" I nicht sehr stark unter­
scheiden, ist die Temperaturabhangigkeit von C sehr gering und 
es ist: 

r~r _ E1 +Ez_ 
<"=<"0- 2 . (24a) 

Wir berechnen mit Hilfe dieses Wertes von C die Zahl der 
Elektronen NH in dem fUr T = 0 leeren (n + I)-ten Band. Mit 
(23a) und (21) wird: 

00 00 J f· E-C 

NH = 2 D IdE =, 2~2 (2h':t2 I:'Z. e- kT (E-E2)1/2dE. (23b) 
E, E, 

Wir nennen Ll B die Breite des verbotenen Gebietes 

Ll B = E2 -E1 • 

Mit E - E2 = 'YJ und (24) wird dann, weil 
00 

Ie -k ~ rJ1/2 drJ = if (k T)3/2 

o 
ist, 

LlB 

N - R ( m k T )312 - 2 k T 
H - 21'6 h2 (/01/,,1)112 e. (25) 

Die Zahl der Elektronen im (n + I)-ten Band steigt also rasch 
mit der Temperatur an. Bei T = 3000 und Ll B = 0,3 e-Volt ist 
die Zahl der Elektronen NH pro Volumeneinheit ungefahr 1017, 

bei 10000 dagegen 5.1019• 

Es gibt noch eine zweite Art von Halbleitern. Bei Ihnen ist 
zwar die Breite Ll B gro.B. Der Kristall ist aber durch Fremd­
atome verunreinigt. Deren hochstes besetztes Energieniveau kann 
nun nahe, etwa im Abstand Ll B' vom unteren Rand E2 des 
(n + I)-ten Bandes liegen. Die Storatome dienen dann als Elek­
tronenquelle fUr das bei T = 0 leere Band (n + I). Die Zahl der 
Storatome sei N A' ihre Energie E~, so daB also 

LlB' = E2=E~ 
ist. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 6 
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Die Berechnung der Anzahl der Elektronen N~ im (n + I)-ten 
Band geht natiirlich genau so vor sich wie im ersten Fall, denn C 
muB auch jetzt aus den gleichen Griinden zwischen E~ und E2 
liegen. Wir durfen aber jetzt bei der Berechnung, die zu (25) 
fuhrt, C nicht aus (24) einsetzen, sondern mussen es vorlaufig 
unbekannt lassen. Dann wird 

C-E • 
... rt _ R ( m Ie T )3/2 kT (26) 
.J..'H - 2nh2 fo e • 

Um jetzt C zu berechnen, fordern WIT wieder, daB N~ gleich ist 
mit der Zahl der freien Platze in den Ausgangszustanden E; 
der Storatome. Nehmen wir ein Elektron mit der Energie E; 
pro Storatom an, so ist die Zahl der freien Platze 

E:- C 
N..4,. (I -I (E')) ,..., N..4,. e + kT 

Letzteres, weil, wie oben bemerkt, C ~ Ei ist. 
Unsere Forderung zur Berechnung von C. heiBt also 

E;-C 

N'a =N..4,.ekT 
und daraus folgt 

C = E~ + k T log ;~ . (27) 

Setzen WIT dies in (26) ein, so erhalten wir fUr die Zahl der 
Elektronen im (n + I)-ten Band: 

N.' = R ( m Ie T )3/2 N..4,. E~ -;,E. 
H 2nh2fo N'a e , 

oder, wenn wir die Zahl der Storatome pro Volumeneinheit na = ~/I 
nennen: 

Ll B' 

N' = R ( m Ie T )3/4 112 - 2 k T 
H 2nh2 fo na e . (28) 

Die Temperaturabhangigkeit von N'a ist im wesentlichen die 
gleiche wie im ersten Fall fUr NH (25), da ja der ausschlaggebende 
Faktor die Exponentialfunktion ist. Interessant ist hier aber, daB 
NH, nicht proportional zu na' sondern zu n;'2 ist. Durch Ein­
setzen von (28) in (27) erhalten wir auch fiir C einen ahnlichen 
Ausdruck wie (24): 

,. = E~ + Ez + k T [1 112 __ 1 (m Ie T )3/4] 
~ 2 ogna og 2nh2fo • (29) 
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II. Einfache Pro bleme. 

§ 6. Emissionsprozesse. 

Allgemeines. Wir hatten (§ 2) die Energie eines Elektrons so 
normiert, daB aIle Elektronen mit einer Energie E < ° ans MetJtll 
gebunden sind. Da die Grenzenergie C immer kleiner als Null ist, 
konnen die Elektronen im Grundzustand, d. h. fUr T = 0, das 
Metall nicht verlassen. Ubertragen wir auf einen Teil der Elektronen, 
etwa durch StoB mit anderen Partikeln oder durch Erhohung der 
Temperatur, Energie, so daB E > ° wird, so kann ein Teil dieser 
Elektronen das Metall verlassen. Die Bedingung dafur, daB ein 
Elektron emittiert werden kann, hangt allerdings nicht nur von 
der Energie ab, sondern auch yom Verlauf des Potentials an der 
Oberflache. Die einfachste Annahme, die wir dabeimachen konnen, 
1st, daB wir uns die Metalloberflache als vollkommen eben vor­
stellen, etwa als die Ebene x=O, und daB das Potential in der Nahe 
dieser Ebene auf den Wert Null ansteigt, wie das in Abb. 2 gezeigt 
wurde. Dabei haben wir vernachlassigt, daB die Metalloberflache 
immer eine atomare Rauhigkeit hat. Diese Behandlung der Ober­
flache als Ebene bedeutet eine Mittelung uber Gebiete, deren 
Lineardimensionen groBer als die Gitterkonstante sind. Wenn wir 
die Annahme einer vollstandig glatten Oberflache machen, so 
konnen wir in der gleichen Naherung auch die Elektronendichte 
bei x = ° konstant, d. h. unabhangig von y und z voraussetzen. 
Fur die Eigenfunktionen der Elektronen, 

"p = U (x, y, z) ei (f, r), 

[vgl. § 3, Gl. (I)] bedeutet das, daB u (0, y, z) = u (0) konstant ist. 
Die Eigenfunktionen auBerhalb des Metalles, d. h. fUr x > 0, sind 
ebene Wellen, 

'IjJ = cei(q,r), 

und die Energie ist 
h2 

E -_q2 
- 2m . 

Bei x = 0 mussen sich die Eigenfunktionen im Metall (x < 0) und 
im Vakuum (x> 0) stetig aneinander anschlieBen. D. h. 

u (0) ei(kyy+kzz) =cei(qyy+qzz). 

Daraus folgt unter anderem 

ky=qy, kz=qz· 
6* 
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Ein Elektron mit der Wellenzahll = (kz' k ll , kz) hat also, damit 
es austreten kann, eine Energie 

E = 2h: (q; + q~ + t/z) > 2h~ (k~ + ~)( 2:: 0). (1) 

Da die Gesamtenergie beim Austritt unverandert bleibt, geniigt 
es ·nieht, zu verlangen, dall das Elektron eine Energie E > 0 hat, 
sondern es mull die Bedingung (1) erfiillt sein. Ansehaulieh heillt 
das Folgendes: Da an der Oberflaehe die Funktion u (x, y, z) nieht 
von y und z abMngt, ist die kinetisehe Energie in der y - z-Ebene 
genau so groll wie bei einem freien Elektron mit der gleiehen 
Wellenzahl. Genau wie bei freien Elektronen wird aueh die y-z­
Komponente der kinetisehen Energie beim Austritt nieht ver­
andert, so dall die x-Komponente der kinetisehen Energie groller 
sein mull, als die Differenz der potentiellen Energie des Elektrons 
im Metall und im Vakuum. 

Die kleinste Energie, die notig ist, um bei T = 0 ein Elektron 
aus dem Metall zu entfernen, nennt man Austrittsarbeit w. Bei 
unserer Energienormierung ist 

w =-C. (2) 

RICHARDSON-Etfekt (Gliihelektronenemission) [54,40,47,49,60]. 
N aeh § 5 G1. (6 b) ist die Zahl der Elektronen pro Volumenelement des 
I-Raums, wenn wir das Volumen des Grundgebietes R = 1 setzen: 

2 dkzdklldkz 
(2:n;)3 E-, 

e kT + 1 

Die Zahl der Elektronen, die pro Sekunde auf die Oberflaehe auf­
trifft, erhalten wir hieraus dureh Multiplikation mit der Gesehwm­
digkeit senkreeht zur Oberflaehe, d. h. naeh § 3, GI. (10) mit 

1 oE 
Vz = h okz • 

Von den Elektronen, die auf die Oberflaehe auftreffen, werden alle, 
die der Bedingung (1) geniigen, ins Vakuum emittiert1. Die Zahl 
der Elektronen, die pro Sekunde 1 em2 verlassen, ist also: 

h (2 :'1;)3 !.=l okz dkz dkll dkz • 
1 2 f . 1 oE 

e kT + 1 
h' 

E? 2 m (k; + k!) 

.1 Es ware zunachst zu beriicksichtigen, daB ein Teil der Elektronen 
an der Oberflache reHektiert werden kann. Es laBt sich aber zeigen, daB der 
ReHexionskoeHizient sehr klein ist. 
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In diesem Integral ersetzen wir zunachst nach (2) - C durch 
die positive GroBe w. Da immer E > 0 ist, ist auch 

1 E+w 
-=-:--- ~ e - kT 
E+w 

ekT- + 1 

Die Integrationsgrenzen sind nur durch die Bedingung (I) 
beschrankt, ftihren also tiber den ganzen Wertebereich von k und 

y 
kz. Die Integration tiber kx transformieren wir in eine Integration 
tiber E. Wir erhalten so aus dem obenstehenden Integral 

'" '" '" 

-} (2~)3 J dky J dkz Je - E/TW dE. (3) 
- 00 h2 :.1 2 

2 m (kg + k z ) 

Die Ausdehnung der Integrationsgrenzen bis ± OJ kann dadurch 
gerechtfertigt werden, daB man bei dem Bande der Valenzelektronen 
beginnend die Wellenzahl nicht mehr reduziert, sondern in die 
nachsten Bander geeignet fortsetzt, wie es schon in § 5 auf S.76 
erklart wurde. 

Die Integration tiber E laBt sich elementar ausfiihren, ebenso 
die darauffolgende tiber ky und kz' wenn man k~ + k; als neue 
Variable einfiihrt. Durch Multiplikation mit e erhalten wir schlieB­
lich die Stromdichte J: 

emk2 

A = 2;71;2 h3 = 120 Ampjcm2 • grad2 • (4) 

Diese Formel ftir die Gliihelektronenemission wird in bezug 
auf die Temperaturabhangigkeit von der Erfahrung sehr gut be­
statigt. Dabei ist beachtenswert, daB die Exponentiaifunktion in 
dem meBbaren Temperaturbereich sich so rasch mit T andert 
(w hat die GroBenordnung einige Volt), daB der Faktor T2 sehr 
schwer prtifbar ist. Interessant ist, daB der Ausdruck (3) in keiner 
Weise spezielle Annahmen tiber das Metallmodell entMlt und daB 
das jeweilige Modell nur durch die Austrittsarbeit w charakterisiert 
ist \ wahrend der Faktor A eine universelle Konstante ist. Es ist 
experimentell sehr schwierig, den Wert der Konstanten A genau 
zu messen. Aber selbst wenn man das berticksichtigt, kann 
man A schwerlich als eine Konstante betrachten, wie Tabelle I 
zeigt. 

1 Vgl. Tabelle 5, S. 120. 
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Die meisten Metalle zeigen zwar die riehtige GroBenordnung. 
Pt fallt aber vollstitndig heraus. Eine Mogliehkeit, die versehie­
denenA-Werte zu erklaren, besteht in der Annahme, daBw sehwaeh 
temperaturabhangig 1st. Alles in allem ist aber das Problem der 
GroBe A noeh ungeklitrt. 

Die Gesehwindigkeitsverteilung der Elektronen ist eine MAx­
WELL- Verteilung, wie aus (3) sofort zu sehen ist. Experimen-

~ tell wird das gut be-
v-o----------------~~~~~ 

~t ...... -... ...... ......... 

-~---.., 

Abb. 14. - - - VerIauf des mittleren Potentials an 
der OberflAche unter dem EinfluJ.l elnes iLuJ.leren 
elektrischen Feldes, -- ohne iLuJ.leres Feld. LI w 
ist die Erniedrigung der Austrittsarbeit durch das Feld. 

statigt. 
Emission in aufJeren 

elektrischen Feldern . 
a) SchwacheFelder[29]. 

Ein auBeres elektrisehes 
Feld bewirkt eine Emied­
rigung der Austrittsarbeit 
w. Wir nennen die auBere 
Feldstarke - F, also das 

Potential - e F x. 1st V das mittlere Potential des Metalls (vgl. 
§ 2, Abb.2), so ist das Gesamtpotential Vl = V -eFx. In Ent­
fernungen von der Metalloberflaehe, die groBer als der Gitter­
abstand sind, ist der PotentialverIauf naeh § 2, Gl. (8) allein dureh 
das Bildkraftpotential gegeben, d. h. unser Gesamtpotentialist hier 

e2 
~=-4X-eFx. 

In Abb.14 zeigen wir den VerIauf von Ji. Das maximale 
Potential ist nieht mehr Null, sondern kleiner. Um seinen Wert 
zu bereehnen, bestimmen wir zuerst die Koordinate des Maximums, 

xm. Aus 00:1 = 0 ergibt sieh 

Xm=! V; 
und daraus das Maximum des Potentials zu 

L1 w = - ql eF. (5) 
Um diesen Betrag emiedrigt sieh die Austrittsarbeit w. Bei einem 
Feld von 1000 Volt/em wird xm ,...., 10-0 em und L1 w :::: 10-2 e-Volt. 
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Diese durch (5) gegebene Erniedrigung der Austrittsarbeit wird 
experimentell gut bestatigt (SCHOTTKy-Effekt). 

b) Starke Felder [41, 49, 55, 69]. Die oben behandelte Ernied­
rigung der Austrittsarbeit ist ein rein klassisehes Phanomen. 
Bei sehr starken Feldern tritt aber ein weiterer rein wellenmeehani­
seher Effekt auf. Bekanntlieh haben Elektronen die Moglichkeit 
einen Potentialberg zu durchdringen, auch wenn ihre Energie 
kleiner als das Maximum des Potentials ist. Die Durchtritts­
wahrscheinlichkeit ist allerdings nur fur schmale Potentialberge, 
d. h. fur starke Felder, groB. Dadurch erhalt man bei starken Feldern 
eine Elektronenemission, die praktisch temperaturunabhangig ist. 
Urn sie zu berechnen, vereinfachen wir den PotentialverJauf so, 
daB er den in Abb. 15 gezeigten 
Verlauf hat, d. h. im wesentlichcn, 
daB wir die Bildkraft vernach­
Jassigen. Die Energie der Elek­
tronen wahlen wir nach § 4, (29) 

h2 

E =-Eo + 2m k 2 , 

d. h. wie bei freien Elektronen, die 
sich in einem konstanten Poten­

Abb.l5. Verlauf des mittleren Potentials 
an der Oberfliiche unter dem Einflull 
einesiiuBeren Feldes bei Vernachliissigung 

der Bildkraft. 

tial - Eo bewegen. (- Eo ist der untere Rand des Bandes und 
natiirlich verschieden yom mittleren Potential Vooo .) Dieser 
Energieansatz ist nach § 4 C in einer fur uns gegenwartig genugenden 
Genauigkeit erfullt. Bei dem in Abb. 15 angegebenen Potential, 
d. h. Potential - Eo fur x < 0, - e F x fur x> 0, findet man fur 
die Durchtrittswahrscheinlichkeit D (f) eines Elektrons mit der 
Wellenzahl f 

(k' k"" D (f) = e - P 0 - x) === D (kx ) 

2 h2 

P,=3meF' (6) 

Die Zahl der pro Sekunde und pro em 2 emittierten Elektronen 
erhalten wir, wenn wir die pro Sekunde auf die Oberflaehe auf­
treffenden Elektronen mit D multiplizieren. 1m Gegensatz zum 
RICHARDSoN-Effekt geht die Integration jetzt uber aIle Elektronen, 
da jajedes Elektron mit der Wahrseheinliehkeit D austreten kann. 
Die geringe Temperaturabhangigkeit der Elektronenverteilung spielt 
deshalb gar keine Rolle und wir konnen letztere wie bei T = 0 
annehmen, so daB also aIle Zustande mit Energien kleiner als 
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c = -w besetzt sind, und zwar [§ 5, Gl. (6b)J pro Volumenelement 
des f-Raumes mit 

2 
(2n)3 /dkxdkydkz, 

/=1 fiir E<C=-w 
/=0 fiir E>C 

Elektronen. Genau wie beim RICHARDsoN-Effekt erhalten WIT 

hieraus durch Multiplikation mit 
h kx 

v x = ----:m;-

die Anzahl der pro Sekunde an die Oberflache auftreffenden 
Elektronen. Die Stromdichte wird also 

J = _2_ ~JJJ -1'(k&-k;,)'12 k dk dk dk 
(2 n)3 m e x x y z . 

E< -w 

Wir setzen (Definition von kw) 

_ h2 k2 E _ h2 (k2 k2) -w - 2m w- 0 - 2m w- 0 • 

(7) 

(8) 

Die Integration iiber k" und kz' die wir zuerst ausfiihren, erstreckt 
sich dann von k! + k; = 0 bis k! + k: = k; - k; und ergibt 

f dky dkz = n (k!- k;). 

Die Integration iiber kx geht von 0 bis kw. Wir fiihren eine neue 
Variable ein: 

~=k;-k!, 2kx dkx =M. 

Der Bereich von ~ erstreckt sich von - k; bis O. 1m Exponenten 
entwickeln wir (k3-k;)312 nach Potenzen von ;: 

(k~- k;)312 = (k~-k!- ;)312 = (k~ - k;)3J2_ ; (k~- k!)lJ2 ~ + ... 
Unser Integral (7) wird dann: 

o 
J = _2_ ~ ~ -I'- (k~ - k~rJ i I' (k~ - k:")'I2; I: d I: 

(2 n)3 m 2 e e S" <,;. 

k ' - w 

Die Integration laBt sich elementar ausfiihren. Ohne den Wert 
des Integrals wesentlich zu verandern, kann die untere Grenze 
bis - co ausgedehnt werden. Wir erhalten dann mit (6) und (8): 

(9) 
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oder J in Amp/em2, Fund 10 in Volt: 
w'1' 

F2 -6,8·10'-
J = 1,6.10-6 - e F Amp/em2. 

w 

89 

Die Stromstarke verlauft also in Abhangigkeit von der auBeren 
Feldstarke genau so, wie beim RICHARDsoN-Effekt in Abhangigkeit 
von der Temperatur [vgl. (4)]. Naeh (9) ist 

f1 log J = log B F2 - -1'- . 

Dieses Gesetz wird von der Erfahrung sehr gut bestatigt. 
Eine merkliehe Emission des Stromes soUte bei Feldstarken von 
etwa 107 Volt/em einsetzen. Tatsaehlieh beobaehtet man schon 
bei 106 Volt/em eine Emission. Das riihrt daher, daB die Feld­
starke an der Metalloberflaehe an einzelnen Stellen dureh Un­
ebenheiten erhoht wird 1. Dadureh kennt man die effektive Feld­
starke an der MetaHoberflaehe nieht und kann daher die Kon­
stanten B und f3 nieht genau priifen. Ihre GroBenordnung ist aber 
sieher riehtig, da die effektive Feldstarke an einzelnen Stellen 
leieht um eine Zehnerpotenz groBer sein kann, als in groBerer 
Entfernung, wo das Feld homogen ist. Es wird tatsaehlieh aueh 
gefunden, daB die Emission vorzugsweise von einzelnen SteHen 
der Oberflaehe ausgeht. 

Es ist sehlieBlieh noeh zu zeigen, daB der in a) behandelte 
Effekt, d. h. die Erniedrigung der Austrittsarbeit (5) aHein nieht 
fiir die Emission verantwortlieh sein kann. Zwar wird dadureh, 
wie aus (9) zu sehen ist, der Emissionsstrom erhoht. Um aber ohne 
unseren Durehtrittsmeehanismus, d. h. nur dureh den RICHARDSON­
Effekt einen merkliehen Strom bei tiefen Temperaturen zu be­
kommen, miiBte die Austrittsarbeit praktiseh versehwinden. Da 
sie von der GroBenordnung 5 Volt ist, miiBte naeh (5) F groBer 
als 108 Volt/em sein. AuBerdem ware die Emission stark tem­
peraturabhangig, was beides im Widersprueh zu den Experi­
menten steht. 

Kontaktpotentialdifferenz [34, 36]. Wenn man die Oberflaehen 
zweier Metalle A und B zusammenbringt, werden sowohl von A 
naeh B als aueh von B naeh A Elektronen stromen, im allgemeinen 
jedoeh nieht gleieh viele in beiden Riehtungen. Es soIl z. B. ein "Ober­
sehuB in der Riehtung A --+ B bestehen. Dadureh erhOht sieh das 

1 Diese Unebenheiten haben nichts mit der atomaren Rauhigkeit zu tun, 
sondern sind durch die Vorbehandlung der Oberflache bedingt. 
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mittlere Potential in B etwa urn L1 V. Das bedeutet, daB die Elek­
tronen, die ursprunglich die Energie E hatten, jetzt die Energie 
E' = E +L1 V haben. Die Folge davon ist, daB der Elektronen­
strom in der Richtung A -+ B erniedrigt wird. Dadurch wird sich 
schlieBlich bei einer bestimmten Potentialdifferenz VAB ein Gleich­
gewicht einstellen. Die Spannung VA B heiBt Kontaktpotential­
differenz der Metalle A und B. 

Beim absoluten Nullpunkt laBt sich VAB leicht berechnen. In 
jedem Metall sind ja aIle Zustande, deren Energie kleiner als die 
Grenzenergie CA bzw. CB ist, besetzt, wahrend aIle Zustande mit 
groBerer Energie leer sind. Der Wert der Grenzenergie CA bzw. CB 

(_-L--+--+--'-_ 
A B 

Abb.16. KontaktpotentiaJ· 
differenz VAB. WA,WB, Aus· 
trittsarbeit aus den Metallen 

A,B. 

hangt natfulich yom Potential an der Ober­
flache des Metalls abo Ein Elektronenstrom 
kann dann nicht auftreten, wenn 

CA =CB (10) 
ist, weil die Elektronen dann nur in schon 
besetzte . Zustande flieBen konnten, was 
wegen des PAuLI-Prinzips offenbar unmog­
lich ist. Wenn zwei Metalle (oder auch 
Halbleiter oder ein Metall und ein Halb-

leiter) bei T = 0 im Gleichgewicht sind, hat somit bei beiden 
die Grenzenergie C den gleichen Wert. Die Grenzenergie steht 
in einem einfachen Zusammenhang mit der Austrittsarbeit W. 

Diese ist ja die Energiedifferenz zwischen der Energie eines Elek­
trons, das das Metall gerade verlassen kann und C. Erstere ist 
gleich dem Potential an der Metalloberflache 1, das wir bei unserer 
Normierung (§ 2) Null gesetzt haben, so daB C = -w war [G1. (2)]. 
Da unsere beiden Metalle aber verschiedene Potentiale an der 
Oberflache haben, ist das nicht mehr zulassig. 1st VA das Potential 
an der Oberflache des Metalls A, so ist nach Definition 

wA = VA-CA , 
und Entsprechendes gilt fUr B. Aus (10) folgt dann 

WA-VA=WB-VB' 
oder, da VAB = VA - VB ist: 

VAB=wA-WB' 
Die Kontaktpotentialdifferenz ist also gleich der Differenz der 

Austrittsarbeiten (Abb. 16). 
1 Unter Potential verstehen wir ja nach § 2 die potentielle Energie 

eines Elektrons. 
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Bei Erhohung der Temperatur wird an diesem Gesetz wenig 
geandert, da sich die Elektronenverteilung nur in einem Energie­
bereich k T, also zwischen C - k T und C + k T, verandert, bei 300° 
also in einem Energiebereich von 1/30 e-Volt. Die Spannung VAB 

hat dagegen die GroBenordnung 1 Volt, so daB keine wesentliche 
Anderung der Kontaktpotentialdifferenz bei Temperaturerhohung 
zu erwarten ist. 

Sekundarelektronenemission [123]. Bei den bisher behandelten 
Effekten war die Elek~ronenemission im wesentlichen durch die 
Ahnlichkeit unserer Elektronen mit freien Elektronen bedingt. 
Bei dem jetzt zu behandelnden Effekt ist aber, wie wir sehen 
werden, gerade der Unterschied unserer Elektronen gegen freie 
Elektronen ausschlaggebend. 

Der physikalische V organg ist folgender: Es werden Primar­
elektronen auf die Metalloberflache x = ° geschossen. Der Ein­
fallswinkel sei 0° (senkrechter Einfall). Man beobachtet die Emis­
sion von Sekundarelektronen aus der Metalloberflache, falls die 
Energie der Primarelektronen eine untere Grenze iiberschreitet, 
die von der GroBenordnung 10 e-V olt ist. Die mittlere Energie der 
Sekundarelektronen betragt einige e-Volt, nahezu unabhangig von 
der Primarenergie. 

Wir zeigen zuerst, daB bei freien Elektronen keine Emission 
stattfinden kann. Das ist eine einfache Folgerung aus Energie­
und Impulserhaltungssatz. Der Impuls des Primarelektrons vor 
dem StoB sei - ~, der des Metallelektrons lJ. Die entsprechenden 
GroBen nach dem StoB seien - ~', lJ'. Die Koordinate senkrecht 
zur Metalloberflache sei wie immer x. Sie ist positiv auBerhalb des 
Metalls und negativ im Metall. Die x-Komponente des Impulssatzes 
lautet dann: 

-p+ Px =-p~+ p~. 
Dabei ist I ~ 1= P= Px > 0, wei! das Primarelektron senkrecht 
zur Metalloberflache und von positiven zu negativen x-Werten 
einfallt. Px kann positiv und negativ sein. Damit das Metall­
elektron nach dem StoB das Metall verlassen kann, muB p~ einen, 
durch die Austrittsarbeit gegebenen, positiven Wert iiberschreiten, 
d. h. es ist dann sicher p~ > Px. Aus dem Impulssatz folgt dann 
- P; < - P, d. h. P; > P. Andererseits solI nun das Primar­
elektron Energie abgeben. Da die Energie proportional mit p2 ist, 
miiBte also P; < P sein. (Wenn nach dem StoB auch noch P~­
und P; -Komponenten vorhanden sind, nehmen diese auch einen 
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Teil der Primarenergie auf, so daB erst recht p~ < P sein muB.) 
Es ist also unmogIich, Energie- und Impulssatz gleichzeitig zu 
erfiillen, so daB eine Emission aus dem Metall nicht erfolgen kann. 
Dagegen ist eine Beschleunigung in die entgegengesetzte Richtung, 
d. h. ins Metall hinein, sehr wohl mogIich. 

Beriicksichtigen wir nun das exakte Verhalten unserer Elek­
tronen, d. h. ihre Modifikation durch das periodische Potential, so 
braucht fUr die beiden Elektronen allein der Impulssatz nicht 
erfUllt sein, da ja auch das Metallgitter Impuls aufnehmen kann. 
Dadurch wird die Elektronenemission ermogIicht. Wir wollen uns 
von diesem V organg eine anschauIiche Vorstellung machen. Wie 
wir auf S. 47 gezeigt haben, wird ein Elektron in einem auBeren 
Feld so lange beschleunigt, bis es in der Nahe einer kritischen Zone 
im f-Raum, d. h. in ein Gebiet mit negativer Freiheitszahl kommt. 
Hier wechselt die Beschleunigung ihr Vorzeichen. In der Nahe­
rung hoher Energien kann man sagen, daB das Elektrori reflek­
tiert wird. 

Wir konnen uns die Wechselwirkung zwischen Primar- und 
Sekundarelektron ahnlich vorstellen. Der Austausch von Energie 
und Impuls wird immer eine gewisse Zeit beanspruchen. In dieser 
Zeit durchlauft das Metallelektron kontinuierIich eine Reihe von 
Zustanden, bis der Endzustand erreicht ist. Es solI am Anfang 
in Gebieten mit positiver Freiheitszahl sein. Dann wird es zunachst 
sich ahnIich wie ein freies Elektron verhalten, d. h. es wird ins Metall 
hineinbeschleunigt. Im Lauf dieser Beschleunigung erreicht seine 
Wellenzahl ein kritisches Gebiet, so daB es reflektiert wird (fUr 
hohe Energien: BRAGGsche Reflexion an einer Netzebene) und das 
Metall verlassen kann. Bei dieser Reflexion bleibt das Elektron 
im gleichen Energieband, in dem es zu Anfang war. Seine 
Geschwindigkeit auBerhalb des Metalls ist daher sehr klein (einige 
Volt), da die obere Grenze dieses Bandes gewohnlich nicht vie! 
groBer als Null ist. 

Diese anschauliche Vorstellung kann natiirIich keinen Anspruch 
auf Exaktheit erheben. Um eine genauere Behandlung des Pro­
blems zu geben, miissen wir die WahrscheinIichkeit dafUr berechnen, 
daB ein Metallelektron durch StoB eines Primarelektrons vom 
Zustand (n, f) in einen anderen Zustand (n', f') iibergeht. Da das 
Primarteilchen verhiiJtnismaBig groBe Energie hat, konnen wir 
seine Wellenfunktion als ebene Welle mit der Wellenzahl sr 
ansetzen. 
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Wir haben in § 3 gesehen, daB der Impulserhaltungssatz des 
Gesamtsystems Elektronen + Metallgitter immer durch den Er­
haltungssatz der Wellenzahlen der Elektronen zu ersetzen ist, 
d. h. daB das Gitter immer soviel Impuls aufnimmt oder abgibt, 
daB die Summe der reduzierten Wellenzahlen konstant bleibt. 
Wenn wir die einfallenden Elektronen durch eine nichtreduzierte 
Wellenzahl beschreiben, so haben wir zu beachten, daB sich deren 
Komponenten von den Komponenten der reduzierten Wellenzahl 

um ganzzahlige Vielfache von 2a'" (bei einem kubischen Gitter) 

unterscheiden. 
Es seien f' und ~' die Wellenzahlen nach dem StoB, dann konnen 

nur solche tibergange stattfinden, bei denen 

~-~' + f- f' =!.:: n (ll) a 

ist. Die tibergangswahrscheinlichkeiten selbst sind nur dann von 
Null verschieden, wenn auBer (ll) auch noch der Energieerhaltungs­
satz erfullt ist, also wenn 

E (~)-E (~') + En (f)-En' (f') = 0 
ist. Es ist leicht zu sehen, daB diese beiden Satze immer erfullt 
werden konnen, auch wenn die Elektronen im Endzustand (n', f') 
die notige Energie und die richtige Impulsrichtung haben, um das 
Metall zu verIassen l . Zwar ist fur das einfallende Teilchen ~ pro­
portional zum Impuls, so daB hier kein Unterschied gegen freie 
Elektronen vorliegt. Da das Teilchen Energie an das Metallelek­
tron abgibt, wird auch immer I~' I < I ~ I sein. Der Unterschied 
gegen den Impulssatz besteht aber jetzt darin, daB auf der rechten 

Seite von (ll) nicht Null steht, sondern !.:: n. Dieses Glied enthalt a 
gerade den soeben besprochenen EinfluB der Reflexionen an Netz-
ebenen. 

Durch eine genauere Berechnung der tibergangswahrscheinlich­
keiten kann gezeigt werden, daB hauptsachlich nur tibergange in 
das Band, des betreffenden Metallelektrons oder in benachbarte 
Bander erfolgen und daB die Ausbeute in Abhangigkeit von der 
Primarenergie sowohl den allgemeinen VerIauf als auch die GroBen­
ordnung in tibereinstimmung mit den Experimenten wiedergibt. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB die Sekundaremission erst bei 
einer bestimmten minimalen Primarenergie einsetzt. Dies hat nicht, 

1 Mit Ausnahme sehr kleiner Primarenergien, vgl. S. 94. 
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wie man glauben konnte, seine Ursache darin, daB den Elektronen 
mindestens die Austrittsarbeit w zuge£iihrt werden muB, denn 
die Primarelektronen gewinnen, wenn sie ins Metall eintreten, 
diese Energie. Das Au£treten einer unteren Grenze der Primar­
energie hat vielmehr seinen wesentlichen Grund darin, daB der 
Wellenzahlensatz (ll) gleiehzeitig mit dem Energiesatz erfiillt sein 
muB. Gl. (ll) kann immer erfiillt werden, wenn die Komponenten 

des Vektors S'r - S'r' alle Werte zwischen - ~ und ~ annehmen a a 
konnen [vgl. § 3, (5)]. Andererseits muB jedes Metallelektron eine 
bestimmte Mindestenergie LI E + w vom Primarelektron au£nehmen, 
um das Metall zu verlassen (- LI E ist sein energetischer Abstand 
von der Grenzenergie ~l Es ist also 

2h: (K2- K'2) ~ W + LI E. (12) 

Hieraus £olgt I S'r' I < I S'r lund 

1 S'r- S'r/ l ~ I S'r' 1 + 1 S'r 1 ~ 21 S'r I· (13) 

Sobald also (bei einem kubischen Kristall) 

21S'r1 < 2aJl V3 
wird, konnen Energie- und Wellenzahlensatz im allgemeinen nicht 
mehr gleichzeitig erfiillt werden. Die Emission beginnt also bei 
Primarenergien von der GroBenordnung 

h2 3 Jl2 
-2- --2-""" lOe-Volt. m a 

Die Energieverteilung der Sekundarelektronen ist in groBen 
Ziigen durch die Lage der Energiebander bestimmt. Nehmen 
wir z. B. an, die -obergangswahrscheinlichkeit eines Metallelektrons 
in einen Zustand der Energie E sei cP (E), so ist die Zahl der 
Sekundarelektronen mit der Energie E 

</J (E) D (E) , 

wo D (E) die Eigenwertdichte ist (vgl. Abb. lIe). Die Energie­
verteilung der Sekundarelektronen zeigt tatsachlich eine ahnliche 
Form wie D (E) in Abb. II c, S. 58, allerdings nUl", wenn die Metall­
o berflache sehr rein ist [185 a J. 

§ 7. Elektronenbeugung [32, 85]. 

Elementare Theorie. Das Auftreten von Beugungserscheinungen 
bei der Reflexion von Elektronen an Einkristallen oder bei ihrem 
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Durchtritt durch dunne Metallfolien ist eine unmittelbare Folge 
ihrer Wellennatur. Die Wellenlange der Elektronen ist bekanntlich 
[vgl. §4B, Gl. (12b)] 

h 
1=-. mv 

Bei einer kinetischen Energie von 100 e-Volt sind das '" 10-8 cm, 
bei 10000 e-Volt ,......, 10-9 cm. Die Wellenlange ist von der gleichen 
GroBenordnung wie bei Rontgenstrahlen, und daher ist bei einer 
elementaren, d. h. rein geometrischen Theorie genau das gleiche 
zu erwarten, wie bei Rontgenstrahlen von der gleichen Wellenlange. 
Fur selektive Reflexion n-ter Ordnung erhiiJt man also das BRAGG­
sche Reflexionsgesetz 

nA=2acost?, (1) 

das den Zusammenhang zwischen EinfallswinkeF {} und Wellen­
lange A angibt. Das BRAGGsche Gesetz folgt unmittelbar, rein 
geometrisch, aus der Bedingung, daB sich die an parallelen Netz­
ebenen reflektierten Wellen durch Interferenz verstarken sollen. 
Die Weiterftihrung dieser elementaren Theorie hat im Rahmen 
dieses Buches kein Interesse, obwohl sie nattirlich von groBer Be­
deutung bei der Untersuchung von Kristallstrukturen ist. Da­
gegen werden wir uns fUr die Abweichungen von der Beziehung (1) 
interessieren, denn diese sind nicht durch dill rein geometrische 
Kristallstruktur bedingt, sondern durch die Wechselwirkung der 
Elektronen mit dem Gitter. 

Reflexion an Einkristallen. Die Metalloberflache sei, wie immer, 
die Ebene x = o. Die Energie normieren wir wie in § 2 so, daB 
sie gleich der kinetischen Energie im Vakuum ist. 1st sr der Aus­
breitungsvektor der Elektronen im Vakuum, sri im Metall, so 
ist nach § 4 B, Gl. (13) 

E h2 K2 K2 K2 
=. 2 m ( x + II + z)· (2) 

Die Eigenfunktion einer einfallenden Welle lautet: 

-A i(Kxx+Kyll+Kzz) 0 K 0 1Jle - e , x <, x > . 
x < 0 sei Vakuum, x> 0 Metall. A ist ein Normierungsfaktor. 1m 
Metallinneren konnen wir mit der Naherung fUr groBe Energien 
(§ 4 B) rechnen, da E> 10 e-Volt ist. Nehmen wir an, daB Ky 
und K z nicht in der Nahe eines kritischen Wertes liegen [vgl. Gl. (21), 

1 f} = 0 ffir senkrechten Einfall. 
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§ 4], so lauten die Eigenfunktionen im Metall nach § 4 B 

t (x) i(K~y+K;z) >0 "PSt.' = K~ e , x . (3) 

IK;(x) ist eine forlschreitende Welle ("'eiK~X), wenn K~ nicht in 
der Nahe eines kritischen Werles liegt. 1st dagegen [vgl. § 4, (21 a)] 

K ' ...... n x=-n, a n=±I,±2, •.. , (4) 

so wird t (x) eine, nach innen rasch gegen Null abfallende Funktion. 
Wir setzen als allgemeinsten Ansatz im Vakuum eine ein­

fallende Welle mit dem Ausbreitungsvektor sr und eine Schar 
reflektierler Wellen mit Ausbreitungsvektoren sr" an. Die Eigen­
funktion im Vakuum lautet also 

"Pv = A ei(K",x+Kyy+K.z) +.I B (sr") ei(-K~:X+K;;y+K;'Z), K",>O, K~>O. 
St." 

1m Metallinneren ist der allgemeinste Ansatz eine "Oberlagerung 
von Eigenfunktionen "PSt.' (3), also lautet hier die Eigenfunktion 

"Pm = .I 0 (sr') /K' (x) ei(K; y + K;z) • 
St.' ~ 

An der Metalloberflache X = 0 muB die Eigenfunktion stetig sein, 
d. h. wir fordern 

"Pm = "Pv I 
alpm = alp" fiir x = O. 
ax ax 

(5) 

Diese Bedingungen miissen fiir beliebige Werle von y und z 
erfiillt sein. Aus der ersten folgt sofort, daB in "Pv und "Pm nur 
diejenigen Glieder von Null verschieden sind, bei denen 

Ky=K~=K~ 
K z =K; =K;' 

ist. Die Koeffizienten B und 0, bei denen dies nicht erfiillt ist, 
sind also samtliche Null. Da die Energie auBerdem durch (2) 
festgelegt ist, sind auch K~ und K~ bestimmt, und zwar ist 

K~=K"" 
wahrend K~ aus dem Energieansatz im Metallinneren zu ent­
nehmen ist. 

Es wird also 

"Pv - e . e -A i(Kxx+Kyy+K'Z)+B i(-Kxx+Kyy+K.z) I 
(6) 

"Pm = 0 /K~ (x) eiKlI y + K.z) 
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Das Verhaltnis der Koeffizienten A, B, C kann aus den Stetig­
keitsbedingungen (5) berechnet werden. Wir wollen jetzt annehmen, 
daB die Welle unter einem solchen Azimut einfallt, daB K z = 0 
ist 1. Nach (2) wird dann die Energie 

h2 K2 K2 
E = 2m ( '" + 1/)' (7) 

Da der Einfallswinkel {} ist, wird 
h2 

E cos2 {} = - K2 (8a) 
2m '" 
h2 

Esin2{}=2mK;. (8b) 

Es sind jetzt zwei FaIle zu unterscheiden. 
1. K~ liegt nicht in der Nahe eines kritischen Wertes (4). Dann 

ist die Energie im MetalIinneren nach § 4, Gl. (13) 

E = :: (K~2 + K;) + Vo = 2h: (K~2 + K;)-I Vol, (7a) 

da Vo negativ ist (§ 2). Durch Vergleich mit (7) folgt: 

, (22m I 1)1/2 K", = K", + t12 Vo . 

Ferner ist in diesem Fall nach § 4 B 
iK' x 

fK~ (x) = ex, 

so daB die Bedingungen (5) unter Benutzung von Gl. (6) und dem 
V orst!;lhenden lauten: 

C=A+B 
K~ C = K", (A - B) . 

Daraus folgt fur den Reflexionskoeffizienten 

IBI2 (K",-K~)2 
R = IAI2 = K",+K~ . 

Er ist fur K{); = 0 Eins, nimmt aber mit wachsendem K{); sehr rasch 
ab, d. h. die Welle dringt ins Metall ein. 

2. K~ liegt in der Nahe eines kritischen Wertes (4). Jetzt 
tritt eine Abweichung von dem einfachen Energieverlauf (7a) 
ein, und zwar entsteht nach § 4 B ein verbotenes Energiegebiet. 
Da wir Reflexionen an Netzebenen, die parallel zu x = 0 sind, 
betrachten, mussen wir die Wellenzahlkomponenten ~l. und ~Ii 

1 Das ist offensichtlich keine wesentliche Beschrankung der .All­
gemeinheit. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 7 



98 Einfache Probleme. 

(vgl. S. 49) mit K~ und Ky identifizieren. Die Energie ist dann 
nach § 4, (22b), S. 49 1• 

h2 h2 

E = 8ma2 n 2 + Cx + 2m K;-lVol ± Vnoo , (9) 
wobei 

h2 K*2 K* K n 
cX=±2Im*1 x' ",= x-an 

ist. Die Bedeutung von m* ist in § 4 erklart. Diese Energieformel 
ist nur gultig, wenn KlI nicht in der Nahe eines kritischen Wertes 
liegt. Lassen wir KlI bei festgehaltenem Kx wachsen, so treten 
Abweichungen vom Energieverlauf (9) dann auf, wenn auch Ky 

Abb.17. Verlanf der Energiekorrektion "I. 

in der Nahe eines kriti­
schen Wertes (§ 4 B) 

(10) 

liegt, und zwar entsteht 
ein verbotenes Energie­
gebiet von der Breite 

2 Vonyo (vgl. § 4 B). Wir konnen die Abweichung vom Ener­
gieverlauf dadurch ausdrucken, daB wir in (9) ein Korrektur­
glied 1] zufugen, das eine Funktion von Ky ist. Immer, wenn (10) 
erfiillt ist, wird 1] unstetig (ganz im Gegensatz zu cx) und springt 
um den Wert 2 Vonyo' Die Energie als Funktion von Ky verlauft 
also genau so wie im eindimensionalen Fall § 4 B, Abb. Sa gezeigt 
wurde, mit dem Unterschied, daB fur Ky = 0 die Energie nicht Null 
wird. 1m ubrigen ist fur kleine Ky die Naherung § 4 B nicht mehr 
sehr gut. Das hat auf die Korrektur 1] den EinfluB, daB sie auch 
in groBerer Entfernung von kritischen Werten (10) von Null ver­
schieden ist. In Abb. 17 zeigen wir den Verlauf von 1]. Unter 
Berucksichtigung von 1] wird die Energie (9): 

h2 h2 2 
E= 8ma2 n 2 + 2m Ky-l/J± Vnoo , (II) 

wobei 
(12) 

ist. 
Die Energie eines Elektrons im Vakuum (7) muB identisch 

mit der Energie im Metall (II) sein. Durch Vergleich von (7) 
mit (II) erhalten wir unter Berucksichtung von (Sa) 

E 2 {} - h2 2 l/J V. cos - 8ma2 n - ± nOO' 

1 Die Indizes von V no 0 sind deshalb n, 0, 0, wei! die betreffende kritische 
Ebene senkrecht zu K~ steht. 
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1m Metallinneren sind aIle Energien verboten, bei denen E cos2 {} 

zwischen 

und 
h2 

-S 2 n2 - (fJ + \Vn 001 ma 

liegt. Elektronen, bei denen E cos2 {} zwischen diesen beiden 
Werten liegt, konnen daher nicht ins Metall eindringen und werden 
selektiv reflektiert. Die mittlere Lage der n-ten selektiven Reflexion 
ist somit bestimmt durch 

E cos2 {} = ~ n2 - (fJ (13) Sma2 , 

oder unter Einfuhrung der Vakuumwellenlange A [§ 4, (12b)] 
h 

A= -y2mE 
durch 

n' A = 2 a cos {} , (13a) 
wobei 

,_ (2 Sma2 m)1/2 
n - n-~'V 

ist. Das ist genau die BRAGGsche Bedingung (1), wenn man dort 
n durch n' ersetzt. Fur hohe Ordnungen (groBe n, groBe Energien) 
sind praktisch n und n' gleich, fur niedere Ordnungen treten da­
gegen merkliche Abweichungen auf. 

Brechunysindex. Die Abweichung von der gewohnlichen BRAGG­
schen Bedingung (1) im Sinne von (13a) bedeutet, daB der Kristall 
einen Brechungsindex von der GroBe 

.B = V 1 + ~ (14) 

hat. Das sieht man durch Ableitung der BRAGGschen Bedingung 
fur Kristalle mit Brechungsindex (vgl. Lehrbucher). Es ist zu 
beach ten, daB f/> nach (12) verschieden vom mittleren Gitter­
potential 1 Vo 1 ist. Nur fur groBe Energien, wo fa; und'rJ klein sind, 
wird f/> '" lVo I. Andererseits ist aber fur groBe Energien der Bre­
chungsindex sehr wenig von Eins verschieden. Eine Bestimmung 
des mittleren Gitterpotentials aus dem Brechungsindex durfte also 
erhebliche Schwierigkeiten machen. Auf keinen Fall darf man aber, 
wie das verschiedentlich geschehen ist, aus dem bei kleinen Energien 
gemessenen Brechungsindex I Vo 1 berechnen. Dadurch erhalt man 
gunstigstenfalls die GroBenordnung von 1 VO I· 

7* 
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Anomale Dispersion. Wie wir oben festgestellt haben, ist 'fJ 
und daher auch l/J (12) keine stetige Funktion. Nach G1. (14) 
gilt das also auch fur den Brechungsindex. In Analogie zur gewohn­
lichen Optik nennt man diese Erscheinung anomale Dispersion. 
Wir wollen die Lage der Unstetigkeiten als Funktion von Energie 
und Einfallswinkel berechnen. Setzen wir G1. (10), die die Lage 
der Anomalien bestimmt, in (8 b) ein, so erhalten wir: 

E . 2-" _ h2 2 
SIn 'U' - 8 m a2 ny . (13b) 

'fJ, das ja die Aufspaltung der Energie (GroBe des verbotenen 
Gebietes) bestimmt, wird hier (vg1. oben) ± Vonyo. Mit (13), (13b) 
und (12) erhalten wir dann anomale Dispersion zwischen den 
Energien E;; und E:, wo 

E; = 8!2a2 (n2 + n~) -[ Vo [ + ex ± Vonyo (15) 

ist, wahrend die Einfallswinkel {}; bestimmt sind durch 

± [ 8 m a2 ] - 1/2 tg {}a = ny n 2 + ~ (-[ Vo [ + ex ± VOnyo) (15a) 

(± bei Ea und {}a bezieht sich auf das Vorzeichen von Vo ny 0). 
An allen diesen Stellen springt der Brechungsindex fJ (14) von 

fJ- = [I + I Vol-e~- Vonyo r'2 
bis 

fJ+-[ IVol-ex+Vonyo]I/2 - 1+ E . 

In Abb. 18 ist der Verlauf des Brechungsindex als Funktion 
von El/2 gezeigt, fUr den Einfallswinkel {} = 45°, d. h. tg {} = l. 
In diesem Fall sind nach (15) und (15a) die Energien, bei denen 
der Brechungsindex unstetig ist, bestimmt durch 

E 2 h2 2 {} -_ 45°. 
a = 8ma2 ny, 

SchlieBlich zeigen wir noch in Abb. 19 die Abhangigkeit der 
Wellenlange, bei welcher selektive Reflexion einer bestimmten 
Ordnung n auf tritt, vom Einfallswinkel [G1. (13)]. Wir finden hier 
die entsprechenden Anomalien, wie beim Brechungsindex. 

In dem Winkelbereiche zwischen {}- und {}+, d. h. nach (15a) 
zwischen 

[ 8m a2 1- 1/2 
tg{}-=ny n 2 + ~(-lVol+ex-Vonyo) 
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und 
t {}+ - [2 I 8ma2 (lfTI V. ]-1/2 
g -ny n T~ - 0 +Sx+ onyO) 

tritt eine Aufspaltung der Energie, d. h. der selektiv reflektierten 
Wellenlangen, in zwei Werte ein. Hier gibt es also zu einem be­
stimmten Winkel fUr zwei verschiedene Wellenlangen selektive 
Reflexionen der gleichen Ordnung. Wenn man experimentell so 
vorgeht, daB man bei festgehaltenem Einfallswinkel die Wellen­
lange variiert und die erste selektive Reflexion als erste Ordnung, 

\ 

2 
\ 
~ 

~ 
1 

o 2 
fi­

Abb.18. 

cosl?­
Abb.19. 

1 

Abb. 18. -- Brechungsindex fJ als Funktion von E"', - - - unter Vernachlassigung 
der Potentialschwankungen im Metall (Ersetzen des Potentials durch das mittlere Potential) 

Einfallswinkel {j = 45°. 
Abb. 19. Abhangigkeit der Wellenlange selektiver Reflexion von cos {j fiir Reflexionen 
ciner bestimmten Ordnung. Bei VernachHissigung der Potentialschwankungen im Metall 

erhalt man eine Gerade. 

die zweite als zweite Ordnung usw. bezeichnet, wie das nach der 
elementaren Theorie zu fordern ist [G1. (1)], so kommt man zu 
ganz falschen Zuordnungen, falls {} zwischen {}+ und {}- liegt, 
denn hier gibt es ja zwei Reflexionen, die beide zur gleichen Ordnung 
gehoren. 

Die hier beschriebenen Anomalien werden auch experimentell 
gefunden. Man erhalt bei entsprechenden Experimenten ahnliche 
Kurven, wie in Abb. 19 gezeigt [59a]. 

§ 8. Optik [64, 102, 124, 147, 156, 171, 207]. 

(AuBer Rontgenstrahlen.) 

Aus den Spektren der Atome und Molekiile kann man sehr 
weitgehende Schliisse auf die Lage der Energieniveaus und auf 
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die GroBe der fibergangswahrscheinlichkeiten, d. h. der Oszilla­
torenstarken, ziehen. Die Metalle absorbieren, im Gegensatz zu 
den Atomen und MolekUlen, nicht einzelne diskrete Frequenzen, 
sondern kontinuierlich das ganze Frequenzgebiet von den 
kleinsten Frequenzen bis ins kurzwelligste Ultraviolett. Dadurch 
wird natiirlich die Deutung erschwert. Trotzdem ist es aber im 
Prinzip moglich, wie wir in diesem Paragraphen zeigen werden, 
aus der zu messenden Frequenzabhangigkeit der optischen Kon­
stanten sowohl die Lage der Energieniveaus als auch die GroBe 
der Oszillatorenstarken zu bestimmen. Das gegenwartig vor­
Iiegende experimentelle Material ist allerdings noch zu wenig 
umfangreich, um die MogIichkeiten, die theoretisch vorhanden 
sind, voll auszuniitzen. 

Die optischen Konstanten. In der Elektrodynamik wird ein 
Korper durch Angabe von drei GroBen bestimmt: Durch die Leit­
fahigkeit a, die Dielektrizitatskonstante e und die magnetische 
Permeabilitat fl. Bei Wechselwirkung mit Licht sind diese drei 
GroBen nicht als Konstante zu behandeln, sondern sie hangen von 
der Frequenz 'I' des Lichtes abo Man darf deshalb z. B. unter a 
nicht die gewohnIiche elektrische Leitfahigkeit verstehen. Nur 
fiir sehr kleine Frequenzen geht sie in diese iiber und ist natiirlich 
fiir 'I' = 0, d. h. fUr konstantes elektrisches Feld, identisch mit ihr. 
Wir werden im folgenden immer fl = 1 setzen, d. h. wir vernach­
lassigen eventuelle magnetische Einfliisse. Die Ausbreitung einer 
Lichtwelle in irgendeinem Medium (a, e) ist durch die Wellen­
gleichung bestimmt. Diese lautet, z. B. fiir die elektrische Feld­
starke \J: 

LI lJ _ ~ 82~ _ 4n a 8~ - 0 
c2 8 t2 c2 8 t - • 

Sie wird durch gedampfte ebene Wellen gelOst. 1st x = 0 die Ober­
flache des Metalls, so laBt sich auf Grund der Grenzbedingungen 
bei x = 0 zeigen, daB die Losung bei senkrechtem Einfall folgende 
Form hat (y = Polarisationsrichtung): 

_2"",,$ ( 2nv ) 
lJ=\Jy=Foe C sin 2n'l't--c-nx+y. 

Die Phase y ware aus den Grenzbedingungen zu berechnen. 

Durch diese Form der Lichtwelle sind die optischen Konstanten, 
der Brechungsindex n und der Absorptionskoeffizient " definiert. 
Ihren Zusammenhang mit a und e findet man durch Einsetzen 
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des obigen Ausdruckes fur ~ in die Wellengleichung. Man erhalt 
nW/l=(J (la), n2-~2=8. (lb) 

Die physikalische Bedeutung v~:m (J und 8 ist folgende. Es sei A 
die pro Sekunde und pro V olumeneinheit a bsor bierte Energie; 
~ sei die elektrische Polarisation, d. h. das elektrische Moment 
pro Volumeneinheit; dann ist (vgl. Lehrbucher der Elektrodynamik) 

e-1 
A =(J~2, ~=4n~=a.:~. 

a.: = e 4: 1 heiBt Polarisierbarkeit. ~2 ist das Zeitmittel von ~2. 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Einsetzen in (1 a) und (1 b) 

n~v= A =(J (2a), n2-~2=1+4n~=1+4na.:. (2b) 
~2 ~ 

Diese beiden Ausdrucke enthalten noch keinerlei spezielle V oraus­
setzungen uber das Metall. Unsere Aufgabe wird es sein, mit Hilfe 
des im 1. Kapitel behandelten Metallmodells die Absorption A 
und die Polarisation ~ zu berechnen. 

Wir hatten auf S. 74 gezeigt, daB die Elektronen in einem 
Metall sich bei der Wechselwirkung mit Licht verhalten wie eine 
bestimmte Anzahl klassischer freier Elektronen und klassischer 
harmonischer Oszillatoren. Wir werden also zunachst das Ver­
halten klassischer freier Elektronen berechnen. 

Freie Elektronen. Wir beschranken uns raumlich auf ein Gebiet, 
dessen Ausdehnung klein gegen die Wellenlange des Lichts ist. 
Da wir dann die elektrische Feldstarke als raumlich konstant 
annehmen konnen, lautet die klassische Bewegungsgleichung fUr 
die Elektronen 

.. e e . 
t = - ~ = -Fos1ll2nvt. m m 

Daraus erhalten wir durch Integration die Verschiebung des 
Elektronenortes durch das Feld: 

-e 
t-1:0 =4 2 2 ~. 

)7;'JIm 

Der Beitrag eines Elektrons zum elektrischen Moment ist 
_ e2 

e (1: - 1:0 ) = 4 2 2 ~. 
)7;'JIm 

Bei np freien Elektronen pro Volumeneinheit ist also die gesamte 
Polarisation 
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Die absorbierte Energie A verschwindet im Zeitmittel. Sie be­
rechnet sich aus dem Produki Feldstarke X Stromdichte. Letztere 
ist proportional zu t, also zu cos2nvt, erstere dagegen geht mit 
sin 2 n v t, so daB also im Zeitmittel 

A=O 
ist 1. Durch Einsetzen dieser beiden Ausdriicke fiir A und ~ in 
(2a) und (2b) erhalten wir 

x = 0 (3a), n2 = 1- e2nF 
:n;mv2 

e2nF] -,,2=1--- . 
:n;mv2 [oder n = 0, 

Wir werden hier eine charakteristische Frequenz 

(3b) 

VI definieren: 

Vi = (~:;Y'2. (4) 

FUr Frequenzen V > VI ist der Brechungsindex kleiner als Eins, 
d. h. freie Elektronen sind dalUl bis"Zu einem gewissen Einfalls­
winkel durchsichtig fiir Licht, jenseits dieses Einfallswinkels tritt 
Totalreflexion auf, wie das aus der elementaren Optik bekalUlt ist. 
1st dagegen V < VI' so wird der Brechungsindex n imaginar. Das 
bedeutet, daB fur diese Frequenzen das Licht bei jedem Einfalls­
winkel total reflektiert wird. 

Fiir sehr kleine Frequenzen mussen wir aber einen Umstand 
betrachten, den wir bis jetzt vernachlassigt haben, das sind die 
ZusammenstoBe der Elektronen mit dem Metallgitter. Solange die 

Schwingungsdauer ~ kleiner als die Zeit zwischen zwei Zusammen-. v 
stoBen ist, konnen wir diese vernachlassigen. Dagegen ist das fUr 
lange Schwingungsdauer, d. h. genugend kleine Frequenz, nicht mehr 
erlaubt. In diesem Fall werden wir die ZusammenstoBe in Form 
einer Dampfung der Bewegung, die proportional zur Geschwindig­
keit ides Elektrons ist, beriicksichtigen. Es kann gezeigt werden, 
daB das auch quantenmechanisch eine exakte Behandlung ist. 
Unsere Bewegungsgleichung lautet jetzt also: 

" • e e 
t +rt=-\J=-Fosin2nvt. m m 

Den Proportionalitatsfaktor r bestimmen wir weiter unten. Fiihren 
wir die Geschwindigkeit tJ = t ein, so erhalten wir aus obiger 
Differentialgleichung 

1 Die Tatsache, daB freie Elektronen nicht absorbieren konnen, wird 
auch in § 9 auf Grund von Energie- und Impuls-Erhaltungssatz nachgewiesen. 
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y e. 2nv e o - Do = -2-+-4-22 - Fo sm 2:n v t - 2 + 4 2 2 Fo COS 2:n v t y nvm y nvm 

als Anderung der Geschwindigkeit eines Elektrons unter EinfluB 
des elektrischen Feldes. Wir finden hieraus die Gesamtstrom­
dichte J unter EinfluB des Feldes, wenn wir die Beitrage aller 
Elektronen pro Volumeneinheit sumrnieren und mit der Elek­
tronenladung e rnultiplizieren. Dabei beachten wir, daB 

8l} 
\y = Fo sin 2 :n v t, at = 2:n v Fo cos 2 :n v t 

ist. Es wird dann 

J - e2 nF ( y \y _ 1 ~) 
- m y2 + 4 n 2 v2 y2 + 4 n2 v2 8 t , ' 

wenn wir den Gesamtstrom ohne auBeres Feld Null setzen. Urn 
hieraus a und e zu bestimmen, schreiben wir die allgemeine Form 
eines Stromes unter EinfluB eines elektrischen Feldes \Y an. Nach 
den Grundlagen der Elektrodynamik setzt er sich aus einern 
Leitungs- und einem Polarisationsstrorn in folgender Weise zu­
sarnmen: 

8\)3 8l} 
J = a \Y + 8t = a \Y + oc7ft. 

Durch Vergleich erhalten wir: 
~~ y ~~ 1 

a=----my2+4n2v2 (5a), OC=-----m y2+4n2v2. (5b) 

Urn die Konstante y zu bestirnrnen, gehen wir zur Frequenz v = 0 
tiber. Dann wird a identisch mit der gewohnlichen elektrischen 
Leitfahigkeit 0'0 bei konstanten auBeren Feldern. Es ergibt sich 
ftir v= 0 I 

e2 np 
y = mao' 

Es ist praktisch hier eine Frequenz Vo einzufiihren, die bestimrnt 
ist durch die Bedingung 

e2 nF 
2.nvo=y (6), d.h. vo= m2nO'o' (6a) 

Sie steht in einer einfachen Beziehung zur Frequenz VI' Wie man 
durch Vergleich mit Gl. (4) sieht, ist 

vi 
Vo = 2 ao • (7) 

Aus den Gl. (2a) und (2b) erhalten wir mit (5a) und (5b) die 

1 Nach § 12, G1. (5) ist l/y identisch mit der Relaxationszeit. 
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optischen Konstanten. Berucksichtigen wir dabei noch (6) und (4), 
so wird 

1 ~~ 2 2_ ~ 
nx'lI = -2-~+ 2 (8a), n -X -1-~+ 2. (8b) 

~ p ~ p 

Auf die Diskussion dieser Formeln kommen wir auf S. III zuruck. 
Zuerst wollen wir die vollstandigen Werte der optischen Konstanten 
berechnen. 

Dispersion. Wir hatten gezeigt (S. 74), daB sich die Elektronen 
durch eine gewisse Anzahl freier Elektronen und harmonischer 
Oszillatoren darstellen lassen. Wir wollen jetzt die Beitrage der 
Oszillatoren zur Polarisation berechnen. Die Bewegungsgleichung 
eines klassischen harmonischen Oszillators mit der Frequenz 'lin m' 

der sich in einem elektrischen Feld ~ = Fo sin 2 n 'v t befindet, 
lautet: 

.. 422 eq: eF..2 t+ n 'lInm t=-U=- osm n'llt. m m 

Daraus berechnet sich die Verschiebung unter EinfluB des Feldes zu 
e ~ 

t - to = 4:n;2 m p2 _ p2 , 
nm 

und der Beitrag zur Polarisation ist also 
e2 ~ 

e (t - to) = 4:n;2 m p2 _ p2 
nm 

Nach § 3, S.29 konnen wir ein Elektron im Zustand (n, I) durch 
In! freie Elektronen und durch tnm! Oszillatoren mit der Frequenz 
'lInm f darstellen, wobei m aIle Werte durchlauft und [vgl. (17 a), § 3] 

tn! + .I tnmf = 1 
m(+n) 

ist. Der gesamte Beitrag der einem Elektron im Zustand (n, I) 
zugeordneten Oszillatoren zur Polarisation ist also 

e2~~' fnmf 

4:n;2m ~ P~mf - p2 , 
m 

wobei der Strich am Summationszeichen andeuten soIl, daB m = n' 
auszuschlieBen ist. Der entsprechende Beitrag aller Elektronen 
ergibt sich durch Summieren uber aIle besetzten Zustande (n, f) zu 

e2~ ~~' fnm! 
4 :n;2 m ~.::;;.; p2 _ p2 • 

n,! m nmf , 

Die Gesamtpolarisation ~ setzt sich additiv zusammen, aus diesem 
Beitrag und dem oben berechneten Beitrag der freien Elektronen. 
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Wir gehen mit Hilfe von (2 b) gleich zu den optischen Konstanten 
liber und erhalten dann mit dem obenstehenden Ausdruck und mit 
Gl. (8b) 

., 2 :2:2' f n 2 _ x2 _ 1 _ __ Vl_ _6 _ n m! 
- V2 +V2 + nm v2 -v2 ' o nmf 

(9) 
nt rn 

In der Doppelsumme denken wir uns zuerst die Summe liber l, 
d. h. liber die Elektronen eines Bandes n ausgefUhrt. Wir setzen 
zur Abklirzung 

t:pnm (v) = L: v2 fnm.:.... v2 • 

! nmf 

Die Vnmf entsprechen den 
Frequenzen aller zulassigen 
Ubergange vom n-ten in 
das m- te Band. Flir diese 
hatten wir auf S. 28, § 3 
[Gl. (15)] eine Auswahl­
regel abgeleitet, nach der 
nur Ubergange, bei denen 

a 

die reduzierte Wellenzahl A-~---:-I __ --:;/ 
konstant bleibt, erlaubt --a 0 

K_ K-
sind. Deshalb haben wir " 

Abb. 20a uud b. Erlaubte optische u bergiinge. 
ja bei den Frequenzen und 
den Oszillatorenstarken nur 

Va untere, Vb obere Grenze des Absorptionsbandes. 

einen Index lund nicht etwa je einen fUr das n-te und m-te Band. 
In Abb. 20a, b sind erlaubte Ubergange durch Pfeile einge­
zeichnet. Es gibt fUr die Frequenzen Vnmf eine untere Grenze 
Va' die aber, wie aus Abb.20a, b zu ersehen ist, unter Umstanden 
groBer sein kann als die, der kleinsten Energiedifferenz zwischen 
den beiden Bandern entsprechende Frequenz. Die obere Grenze 
der Frequenzen Vnmf nennen wir Vb' 

Wir wollen jetzt im obigen Ausdruck fur qJn m die Summe in 
ein Integral verwandeln, was zulassig ist, weil die Energie innerhalb 
eines Bandes praktisch kontinuierlich verlauft. Wir flihren eine 
Dichtefunktion On (v) ein, die dadurch definiert ist, daB On (v) L1 v 
die Zahl der Elektronen des n-ten Bandes pro Volumeneinheit ist, 
deren zulassige Ubergangsfrequenzen Vnmf zwischen v und v + L1 v 
liegen. Dann ist 

Vb 

f On (V) d v = nn , (10) 
va 
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wo nn die Zahl der Elektronen im n-ten Band pro Volumeneinheit 
ist. Mit dieser Dichtefunktion ~n (v) wird 

() ~ Inmf 
q;'n m " = ~ Vi _ v2 

f nmf ' 

J~--------------~---------------, Um dieses Integral aus­
zuwerten, miiBten wir 
fnmf'~ kennen. Da aber 
der N enner im Integral 
viel starker verii,nderlich 
ist als der Zahler, werden 
wir, um die Form von 
CPnm (v) angeniihert zu be­
stimmen,letzterendurch 

einen Mittelwert f n m ~n 
ersetzen. Nur an den 
Randern des Integrals, 
fiir v = Va und v = Vb ist 
das nicht zulassig, well 

hier ~n verschwinden 

o 
IG:­

f muB. Da wir nur eine 
ganz grobe Abschatzung 
der Frequenzabhangig­
keit von CPnm geben, 
konnen wir im Nenner 

Abb. 20c. ErJaubte optische lJbergange, zweidimensio­
naI. Elektronen mit f-Werten, die auf der voU aus· 
gezogenen Kurve liegen, konnen bei einer bestimmten 
Frequenz ~ lJbergange machen. - - - Kurven kon­
stauter Energie im unteren Band, - - - - - - dasselbe 
flir das obere Band. Die Schnlttpunkte mit gleicher 
Energiedifferenz h. sind in einem Viertel der Abbildung 

v~ m - v2 durch 

durch Pfeile markiert. [! (Va + Vb) + V] (vnm-V) 

ersetzen. Dann wird schlieBlich 

( ) 2 Tnm In I I Vb - V ! v '" n --CPn m - va + vb + 2 V Va - V I ' 
(11) 

und aus (9) erhalten wir 

v2 e2 ~' n2-x2 = 1- -2 +1 2 + -- CPnm (V). 
Vo V :n;m 

(12) 
n,m 

Den Verlauf von CPnm (v) zeigen wir in Abb.21. 
Absorption. Den Dbergangen vom n-ten in das mote Band ent­

spricht ein Absorptionsband, das zwischen den Frequenzen va und 
Vb liegt. Um die Starke der Absorption zu berechnen, gehen wir 
von den Dbergangswahrscheinlichkeiten aus. Nach der auf S.28 
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abgeleiteten AuswahlregelmuB f bei jedem "Obergang konstant 
bleiben. Fiir solehe "Obergange wird, falls der Ausgangszustand 
(n, f) besetzt, der Endzustand (m, f) unbesetzt ist, die "Obergangs­
wahrseheinliehkeit naeh § 1, (9) 

W. = ('~)21 12 ain2 [:n; (v - Vnmf) t] 
nmf 2mhv Pnmf :n;2(V-Vnmr)2t' 

Dieser Ausdruek ist nur dann groB, wenn 

h'/l"-'h'/lnmf = Emr-Enf (13) 

ist, wenn also der Energiesatz erfiillt ist. Zu einer bestimmten 
AbsQrptionsfrequenz '/I ('/Ia < '/I < '/Ib) gibt es aber infolge der Aus­
wahlregel nur wenige Zustande (n, f), 
die (13) erfiillen. 1m eindimensionalen 
Fall, fiir den Abb. 20a, b zwei Beispiele 
gibt, sind das hoehstens zwei Zustande 
(mit gleiehem I f I). 1m Zweidimensionalen 
kann man sieh in folgender Weise ein 
Bild von der Lage und der Anzahl der 
Zustande, die eine bestimmte Frequenz '/I 

Abb. 21. VerIanf der Fnnktion 
'Pn m innerhalb eines 
Absorptlonsbandes. 

absorbieren konnen, maehen. Man denkt sieh im f-Raum sowohl 
fUr das note als aueh fiir das mote Band die Kurven konstanter 
Energie aufgetragen. Diese Kurvenseharen werden sieh gegenseitig 
sehneiden. lmmer wenn sieh die Energien der sieh sehneidenden 
Kurven um h'/l unterseheiden, ist (13) erfiillt und gleiehzeitig aueh 
die Auswahlregel, weil im Sehnittpunkt f fiir beide Kurven gleieh ist. 
Die Gesamtheit aller dieser Sehnittpunkte bildet wieder eine Kurve 
oder aueh mehrere Kurven im f-Raum. Wenn die Kurven kon­
stanter Energie in beiden Bandern gleieh sind, also z. B. in beiden 
Bandern naeh Naherung A, § 4 verlaufen [Abb. 7a bzw. Gl. (7), § 4], 
so iiberlagern sieh die beiden Kurvenscharen vollstandig, d. h. zu 
jeder Kurve in Abb. 7 a, S. 36 gehOrt gleiehzeitig ein Energie­
wert aus dem n-ten und ein anderer aus dem m-ten Band. Wenn 
sieh beide um h'/l unterseheiden, ist sowohl (13) als aueh die Aus­
wahlregel erfiiIlt. In diesem Fall ist also die oben erwahnte Sehnitt­
kurve selbst eine Kurve konstanter Energie und das heiSt, daB die 
Ausgangszustande der Elektronen, welehe die Frequenz '/I absorbieren, 
aIle die gleiehe Energie haben. 1m allgemeinen werden die Kurven 
konstanter Energie der beiden Bander nieht die gleiehe Form haben. 
Die Sehnittkurve im f-Raum ist dann keine Kurve konstanter 
Energie und die Ausgangszustande der Elektronen liegen in einem 
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gewissen Energieintervall. Dieses diirfte aber gewohnlich be­
deutend kleiner als die Bandbreite sein. Abb. 20c zeigt eine solche 
Schnittkurve unter der Annahme, daB das Band n nach Naherung A, 
das Band m aber nach Naherung B zu behandeln ist, und daB 
Band m breiter als Band n ist. Dann sind die Kurven konstanter 
Energie in n durch Abb. 7 a gegeben, wahrend sie fUr m Kreise 
sind und auBerdem dichter liegen. 

1m Dreidimensionalen wird alles entsprechend, d. h. die Kurven 
sind durch Flachen zu ersetzen. 

Die Anzahl der Elektronen pro cm3, die Frequenzen zwischen v 
und v + L1 v absorbieren konnen, nannten wir auf S. 107 <5n (v) L1 v. 
Den Mittelwert der Quadrate der Matrixelemente IPnmfl2 iiber 
diese Elektronen nennen wir 1 Pnm (v) 12• Dann ist die Summe iiber 
aile Wnmf (vgl. oben) der fraglichen Elektronen, Wnm (v), gegeben 
durch 1 

W ( eFo )21 12 A sin2[n(v-'Vnmf)t] 
nm(v)= -2 h Pnm(v) <5n (v)LJV 2( )2t· m 'V n 'V-'Vnm! 

Von hier gehen wir durch Multiplikation mit der bei einem Ab­
sorptionsakt absorbierten Energie h v zur gesamten absorbierten 
Energie A (v) iiber. AuBerdem miissen wir noch iiber die Frequenz 

Vnmf zwischen v- ~'V und v + ~'V mitteln. Da 
Llv v+ 2 

~JSin2[n('V-'Vnm!)t]dv __ I_ 
Ll'll n2('V-'Vnmf)2t nm!- LI'V 

Llv 
v--

2 

ist 2, erhalten wir also 

A(v)=hvWnm(v)= (~~r IPnm(~~2t5n('V). 

SchlieBlich fiihren wir noch, unter Verwendung von (13), nach § 3, 
Gl. (16) die Oszillatorenstarken ein: 

I (v) = 21Pnm ('1')12 
nm mh'V 

Dann ist 
e2 \}2 

A (v) = 4 m <5n (v) Inm (v), (14) 

1 Uberstreichen bedeutet hier Mittelung liber 'lin m I. 
2 Die Integrationsgrenzen kiinnen bei Ausflihrung des Integrals von - (J:) 

bis (J:) ausgedehnt werden, da der Integrand nur in der Umgebung von 
'Vnm ! ~ 'v groB ist. 
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denn es ist 
- ---- F2 
\52 = F~ sin2 211:'1' t = -f . 

Zu der hier besprochenen Absorption durch -obergange der Elek­
tronen in hohere Energieniveaus addiert sich die Absorption infolge 
der ZusammenstoBe der Elektronen mit dem Gitter, die wir auf 
S. 105 berechnet haben. Gehen wir mit Hilfe von Gl. (2a) zu 
den optischen Konstanten uber, so erhalten wir aus (14) und (Sa) 

1 vi vo e2 

n"'Y=-2 -~+ 2 +4-bn(y)tnm(Y). (15) 
Vo 11 m 

Diskussion. Wir haben in den Gl. (12) und (15) die vollstandigen 
Formeln fur die optischen Konstanten abgeleitet. Wir wollen sie 
jetzt fUr die verschiedenen Frequenzgebiete genauer untersuchen 
und zeigen, wie man aus den experimentellen Daten Aussagen uber 
die Oszillatorenstarken, die Zahl der freien Elektronen und die 
Energiebander machen kann. 

Wir beschranken uns vorlaufig auf Frequenzgebiete '1'::> Yo' 

Da Ao =~, wie wir spater zeigen werden, groBer als 10 fl ist, 
Vo 

beschaftigen wir uns also zunachst mit den optischen Konstanten 
im ultravioletten, sichtbaren und nahen ultraroten Gebiet, bis 
zu Wellenlangen von einigen fl. Nach (12) und (15) erhalten 
wir dann 

(16a) 
n,m 

n",=O 
e2 + 4- bn ('I') Inm ('I') 
m1l 

(16 b) 

Hier ist zunachst bemerkenswert, daB bei n2 - ",2 der Term, der 

von den "freien" Elektronen herruhrt (-~), nicht verschwindet 

und sogar meist sehr groB ist. Bei n '" erhalten wir dagegen fUr 

freie Elektronen einen Term, der proportional zu ~ wird und daher 
11 

wegen unserer Bedingung Yo <: 'I' verschwindet. Die Form des 
Absorptionsspektrums n '" ist also vollstandig durch die Oszillatoren­
starken Inm ('I') und die zugehOrige Dichtefunktion bn ('I') bestimmt. 
Inm ('I') bezieht sich auf alle -obergange yom n·ten Band in das 
mote. Diesen entspricht im Absorptionsspektrum ein Absorptions­
band. Wie wir oben gezeigt haben (vgl. Abb. 20a, b), gibt es fur 
diese Absorption eine kleinste Frequenz ya . In Abb. 20a, b haben 
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wir das nur flir den selbstverstandlichen Fall gezeigt, in dem sich 
die beiden Energiebander nicht liberdecken. Aber auch, wenn sie 
sich liberdecken, gibt es eine Grenzfrequenz va. Ware namlich 

a E 

e 
,...-_-.-_+K. .... 1I-, __ -, Ya = h -0, so mliBte 
b 

Kx 

es zunachst in beiden 
Bandern zwei Zu­
stande gleicher Wel­
lenzahl geben, deren 
Energien sich nur urn 

-4 o 
den kleinen Betrag B 

unterscheiden. Von 
diesen mliBte der Aus­
gangszustand besetzt 
sein, der Endzustand 
wegen des PAULI -Prin-

Abb. 22 a uud b. Energieaufspaitung falls sich zwei Ener· 
giekurven schneid en, a eindimensionai, b Kurven kon­
stanter Energie, zweidimensional. - - - Energieveriauf 

unter Vernachliissigung der Wechseiwirkung. 

zips aber unbesetzt, 
d. h. der Ausgangszustand mliBte mit der Grenzenergie C der 
FERMI-Verteilung zusammenfallen, was gewohnlich nicht zutrifft. 

t Ag 
;.:1 
~ 

Aber selbst wenn dieser auBer­
gewohnliche Fall erflillt ware, gibt 
es flir die Energie B noch eine untere 

70 90 

1Z 
;.: 

110 

Grenze, denn beim Uberschneiden 
zweier Energiebander spalten diese, 

1JO·,0'k;-1 bei Berlicksichtigung der Wechsel­

~1~-~--+----t---~ 

wirkung, wieder in zwei Bander 
auf. Diese Aufspaltung bewirkt, 
daB gerade die Zustande gleicher 
Energie und gleicher Wellenzahl 
auseinander rlicken, wie es in 
Abb. 22a, b ein- und zweidimen­
sional gezeigt ist. b 

70 90 110 
"11---

Abb. 23 a und b. Absorptionsbiinder 
a fiir Ag, b fiir Au [16]. 

In Abb. 23a und b haben wir 
die experimentellen Werte von 
n x als Funktion von Y fUr Ag 
und Au aufgetragen. Die untere 

Absorptionsgrenze Ya ist deutlich sichtbar. Sie ist z. B. bei 
Ag - 90.1013 sec-I, was einer Wellenlange Aa""" 3300 A entspricht. 
Leider sind aber die experimentellen Daten noch nicht soweit 
bekannt, daB das Absorptionsband vollstandig ist. Wir konnen 
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natiirlich die obere Grenze Vb des Absorptionsbandes aus der ex­
perimentellen Kurve ungefahr abschatzen und erhalten damit 
Vb ~ 160 . 1013 sec-I. Diese Extrapolation kann allerdings in keiner 
Weise gerechtfertigt werden, wir beniitzen .sie nur, um im fol­
genden ein praktisches Beispiel zu geben. 

Um aus den Werten von va und Vb weitere Schliisse auf die Lage 
der Energiebander zu ziehen, miissen wir wissen, wie die Zustande 
der beiden Energiebander n, m kombinieren. Wir haben dabei zwi­
schen den beiden Fallen, die wir in Abb. 20a und b gezeigt haben, zu 
entscheiden. Zunachst diirfen wir sicher annehmen, daB das obere 
Energieband breiter als das Ausgangsband ist. Den Dbergangen der 
Elektronen mit der Grenzenergie C entspricht dann im Fall (20a) 
die untere Grenze va des Absorptionsbandes, im Fall (20b) dagegen 
die obere Grenze vb. Bei Silber laBt sich zeigen, daB der Fall (20a) 
realisiert ist. Das folgt aus der Temperaturabhangigkeit von nl(. Da 
die FERMI-Verteilung nur in der Nahe der Energie C temperaturab­
hangig ist, muB n I( ebenfalls iiberall temperaturunabhangig sein -
mit Ausnahme der Frequenzen, die gerade den Dbergangen von Elek­
tronen mit der Energie E ~ C entsprechen. Bei Silber ist aber die 
einzige temperaturabhangige Stelle des ganzen Spektrums (fiir v>vo) 
die Gegend um V ~ va' was dem Fall (20a) entspricht. Wir werden 
spater auch noch an Hand des Photoeffekts einen weiteren Nach­
weis dafiir geben, daB der Fall (20a) erfiillt ist. 

Es sei Bn bzw. Bm die Breite des n-ten bzw. m-ten Energie­
bandes und Bn _ m die Breite des zwischen den beiden Bandern 
liegenden Gebiets. Nach Abb. 20a ist dann 

(17) 
was bei unserem oben approximiertenWert von Vb etwa 61/ 2 e-Volt 
ergibt. Das bedeutet, daB die Energiedifferenz zwischen unterem 
Rand des n-ten und oberem Rand des m-ten Bandes nur 61/ 2 e-Volt 
ist. Da wir Vb in Wirklichkeit nicht kennen, kommt diesem Wert 
allerdings keine groBe Genauigkeit zu. Ferner gilt offensichtlich fiir 
die Bteite des verbotenen Gebietes 

Bn-m<hva~ 3e-Volt. (17a) 
Aus der Starke der Absorption k6nnen wir die mittlere Oszil­

latorenstarke fnm berechnen. Sie ist der Mittelwert aller fnm (v), 
d. h. wegen (10): 

Vb 

fnm = ~ffnm (v)!5n (v)dv. nn 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 8 
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Den lntegranden konnen wir aus (16b) entnehmen. Das ergibt: 
~b 

1 4mJ tnm=--2 nuvdv. nn e 
~a 

Hier werden wir n u dureh einen Mittelwert n u ersetzen, dann wird 

t - 1 2m_ ( 2 2) 
nm - --2 nu Vb-Va· nn e . 

(18) 

In dieser Formel sind sowohl n u als aueh va und Vb aus Experimenten 
zu entnehmen. Mit n u ~ 1,3 (vgl. Abb. 23a) erhalten wir 

tnm~ ! fur Ag, 

denn nn ist ja gleieh der Zahl der Atome, d. h. es bereehnet sieh 
wie n auf S. 69, also fur Ag 

n = 10,5 .6.1023 = 6.1022 
n 108 . 

Da fUr freie Elektronen tnm = 0 fur n =l= mist, folgt, daB das Ver­
halten der Elektronen bei Ag betraehtlieh yom Verhalten freier 
Elektronen abweieht. Leider ist es aus Mangel an experimentellem 
Material gegenwartig nieht moglieh, genauere und umfangreiehere 
Angaben zu maehen. 1m Prinzip ist es aber an Hand der Formeln 
(17), (17 a) und (18) moglieh, ein ziemlieh gutes Bild uber Lage 
und Breite der Bander und uber die GroBe der Oszillatorenstarken 
zu erhalten. Ganz allgemein besteht das Absorptionsspektrum 
immer aus einer Dberlagerung einzelner Absorptionsbander. 

Bei Silber und Gold liegt die untere Grenze va des ersten Ab­
sorptionsbandes bei ziemlieh groBen Frequenzen. n u wird fUr 
V < va zwar klein, es versehwindet aber nieht. Es gibt also Dber­
gange unter Verletzung der Auswahlregel. Sie sind zwar seltener 
als diejenigen, fUr welehe die Auswahlregel gilt, aber sie kommen 
vor. Das ist leieht verstandlieh, denn die Voraussetzung bei der 
Ableitung der Auswahlregel war ein ideales Gitter, wahrend es 
in Wirkliehkeit, aueh bei einem Einkristall, immer Abweiehungen 
von einem idealen Gitter gibt. 

Wir gehen jetzt zur Bespreehung von Gl. (16a) uber. Diese 
Gleiehung ist gerade in dem Gebiet interessant, in dem wir uns fur 
(16b) nicht interessiert haben, namlich auBerhalb von Absorptions­
bandern. Dort sind namlieh die Cfinm> wie aus Gl. (11) hervorgeht, 
klein. Wir werden sie vernaehlassigen und erhalten dann aus (16a) 

(19) 
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AuBerhalb eines Absorptionsbandes muB also diese GroBe unter 
Verwendung der experimentellen Werte von n und '" konstant 
(= Vi) sein. Abweichungen vom konstanten Wert deuten auf den 
EinfluB von naheliegenden Absorptionsbiindern hin. In Abb.24 
zeigen wir fur einige Metalle den Verlauf von V (1- n2 + ",2)1/2 

nach (19). Aus der so erhaltenen GroBe von VI konnen wir nach 
Gl. (4) die Zahl der freien Elektronen pro Volumeneinheit, nF , 

berechnen. Das Verhaltnis zur Zahl der Atome, d. h. die Zahl der 
freien Elektronen pro Atom wird: 

:rr; mvl 
7n' (19a) 

Wir zeigen das Erge bnis dieser wich tigen 
GroBe in der nachfolgenden Tabelle: 

12 

\\ 
\\ Ag 

10 

00 3 
·10 \'\ 13 

",Au. 
\ \ 
~ 

"-'00 - '" '" / - - - -a 

o 

2 

\ 

\ "'\ 
~ .)<~ 

// 
\ 

"-f- eU. II.; 

\ ---
70 90 \ / 110 130'1013 

v-..:! 
10 20 30 

p­
Abb.24. 

Abb.24. Verlauf von " fiir Cu, Ag und Au. 

Abb.25. 

Abb.25. Dispersion von Ag. - - - - experimentelle Rurve, -- Verlauf fUr freie 
Elektronen (theoretisch), - - - - - Differenz, d. h. EiuflufJ der Bindung der Elektronen in 

der Nahe des ersten starken Absorptionsbandes. 

Tabelle 2 

Metall Na I K I Rb Cs l CUI Ag Au 

V1 • 10-13 sec-1 134 90 

I 
82 80 

I 
180 200 190 

nF 0,9 0,8 0,8 0,9 0,5 0,8 0,7 -
n I 

n: ist also durchwegs kleiner als Eins, hat aber immer die 

GroBenordnung Eins, wie wir aus unseren theoretischen "Ober­
legungen von § 5 zu erwarten haben. 

Wir wollen nun zeigen, daB auch der experimentelle Wert der 
GroBen f{!nm unseren Erwartungen entspricht. Dazu tragen wir 
in Abb.25 die experimentellen Werte von n2 -",2_1 fUr Silber 

1 Aufgerundet! 
8* 
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auf. Hierzu addieren wir nach (16a) "'! , d. h. den Beitrag der freien 
'" Elektronen. VI entnehmen wir aus Tabelle 2. Die so entstehende 

GroBe ist im wesentlichen das erste Glied der Summe 

e2 
""'" ' nm~ Tnm 
n,m 

[vgl. (16a)], da wir uns im Gebiet des ersten Absorptionsbandes 
befinden. Durch Vergleich mit Abb. 21 ist zu sehen, daB Tn m 

tatsachlich den zu erwartenden Verlauf hat. 
Einen interessanten Verlauf zeigen die optischen Konstanten 

der Alkalimetalle; bei Ihnen ist im ganzen bekannten Frequenz­
gebiet die Absorption sehr klein (n,,< I). Infolgedessen sind die 
Oszillatorenstarken der Frequenzen, die in dieses Gebiet fallen, 
sehr klein (- 10-2). Daher kann man fur Alkalimetalle die ein­
fachen Formeln fur freie Elektronen (3a), (3b) anwenden. Das 
bedeutet, wie wir auf S. 104 auseinandergesetzt haben, daB die 
Alkalimetalle fur Frequenzen v> VI fast vollkommen durchsichtig, 
fur V < VI aber beinahe total reflektierend sind. Das wird tat­
sachlich gefunden und wir konnen aus den Experimenten direkt VI 

entnehmen [155]. Wie aus Tabelle 3 zu sehen ist, stimmen diese 
Werte ziemlich gut mit den v1-Werten, die wir mit (19) aus 

Metal1 

"'I • 10-13 sec-1 

nF 
n 

Tabelle 3. 

I Li Na I K 

150 140 95 

0,7 1 0,9 

Rb I Cs 

83 70 

0,8 0,7 

Messungen bei ganz an­
deren Frequenzen be­
rechnet haben, uberein 
(Tabelle 2). Der AbfaH 
des Reflexionskoeffizien­
ten bei V = VI yom Wert 
Eins (V < VI) auf Null 
(v > VI) ist natiirlich nur 

dann ein richtiger Sprung, wenn die Absorption n" genau Null 
ist. Mit wachsendem n" erfolgt der AbfaH immer langsamer, 
ganz in Analogie zu den Verhaltnissen bei der Totalreflexion. 

Da wir n und " immer reell annehmen wollen, mussen wir (3 a) 
und (3 b) in folgender Weise verstehen: 

n = ( I - :! Y'2, ,,= 0 fur V > VI 

n = 0 , ,,= ( :! - 1 Y'2 fur V < VI • 

Der Absorptionskoeffizient " hat also bei der Frequenz Null den 
Wert lund sinkt dann, urn bei VI den Wert Null zu erreichen. 
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Nun wollen wir annehmen, daB die untere Grenze des ersten 
starkenAbsorptionsbandes, Ya, kleiner als 'Ill ist, wie es mit Aus­
nahme der AlkaIimetalle immer zutrifft. Dann wird sich der 
Abfall des Absorptionskoeffizienten nur dann bemerkbar machen, 
wenn Ya geniigend nahe bei 'Ill liegt. Aus Tabelle 2 ist zu sehen, 
daB 'Ill immer im illtravioletten liegt. Daher kann der Abfall des 
Absorptionskoeffizienten nur bei solchen Metallen sehr gut bemerk­
bar sein, bei denen auchYa im Ultravioletten liegt. Ein besonders 
giinstiger Fall ist Silber, bei dem 2,0'.--....,-.....----,---,-----, 
Ya = 90.1013 sec-l ist. Die Verhalt­
nisse sind am besten an Hand von 
Abb.26 zu iiberblicken. Der Abfall ~5t----+---\--+----1f------l 

von" wird von dem Absorptionsband 
erst unterbrochen, wenn" schon auf t 1,IJt-----j----'H----,H,----I 

etwa 0,2 gefallen ist. Als Folge davon " 
sind diinne Silberschichten fUr Licht 
mit einer Frequenz 'II '"'" ya , d. h. mit 
einer Wellenlange von etwa 3300 A 
beinahe durchsichtig und konnen 
z. B. als Filter dienen, um ultra­
violettes Licht von sichtbarem zu 
trennen. Dies Durchlassigkeitsmini­
mum bedeutet natiirlich kein Ab­
sorptionsminimum, denn die Absorp­
tion ist ja durch n" (Abb. 23a) 
gegeben. 

50 110 

v-
! I ! 

Gf}(J(} 500tJ 'IOOtJ JOOO 
-;. 

Abb.26. Der Absorptionskoeffizient l< 

von Silber. - - - - - Verlauf von l< 

unter Vernachlii.ssigung des Absorp· 
tionsbandes. - - - Beitrag des 

Absorptionsbandes. 

Auch andere Metalle als Silber (und die Alkalimetalle) zeigen 
dieses Minimum von ", insbesondere Kupfer und Gold. Bei ilIllen 
liegt aber Ya viel weiter im Sichtbaren als bei Silber (weiter ent­
fernt von 'Ill!) und daher wird " nicht so klein wie bei Ag. 

Die Lage des Minimums von" bestimmt die Farbe des Metalls. 
Wird z. B. von dem Metall Licht mit einer (sichtbaren) Wellen­
lange Aa durchgelassen, so wird im reflektierten Licht diese Wellen­
lange fehlen und die Metallfarbe ist die zu Aa komplementiire Farbe. 
In der Durchsicht (bei einer dunnen Schicht) sieht man dagegen 
die Farbe Aa' Bei Gold z. B. ist Aa griin - in der Aufsicht ist 
Gold daher rot. Bei Silber ist Aa im illtravioletten - in der Auf­
sicht ist es also weiB (in der Durchsicht natiirlich blau-violett). 

Wir wenden uns jetzt dem Fall 'II <: Yo zu, d. h. dem fernen 
ultraroten Gebiet. Zunachst konnen wir Yo aus (7) berechnen. 
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Unter Zugrundelegung der Werte VI aus Tabelle 2 ergeben sich die 
in Tabelle 4 angegebenen Werte, wenn wir fiir 0'0 die gewohnliche 
elektrische Leitfahigkeit bei Zimmertemperatur einsetzen. 1m all­
gemeinen 1st '110 um so kleiner, je besser das betreffende Metallieitet. 

Tabelle 4. 

Metall Na K I Rb Cs Cu .Ag .Au 

'110 ' 10-11 • 4,2 2,8 4,4 6,4 2,8 3,3 4,1 

Ao in I' 70 110 70 50 110 90 80 

Wegen dieser kleinen Werle fUr '110 diirfen wir annehmen, daB 
immer '110 < va ist, denn fiir Va gibt es ja, wie wir oben gezeigt haben, 
eine untere Grenze. Wir konnen deshalb in den Gl. (12) und (15) 
fiir die optischen Konstanten diejenigen Glieder, die von den Ab­
sorptionsbandern heriiihren (d. h. die Glieder mit fPnm bzw. Inm) 

weglassen. Da auBerdem noch '11<'110 sein solI, werden wir '112 

gegen V~ vernachlassigen und erhalten 
1 v2 n" = -2 -' . (20b) 

vov 

Beriicksichtigen wir noch (6a) und (7), so finden wir 

n2 _ ,,2 = 1 _ 2 Go = eo, n" = ~ , 
vo v 

wobei 0'0 und eo unabhangig von der Frequenz sind. Insbesondere 
ist 0'0 die gewohnliche elektrische Leitfahigkeit, wahrend eo groBe 
negative Werle annimmt (z. B. - 6· 10 4 fiir Silber). Da wir 
vorausgesetzt haben, daB '11<'110 1st, wird trotzdem 

In2 -,,21 <n", 
d.h. 

...... _ ( Go )1/2 (21) n=" - v . 

Hieraus folgt insbesondere, daB die optischen Konstanten bei sehr 
langen Wellen von der Temperatur T abhangen miissen, da ja 
O'o"-J T-l ist (vgl. § 14). Zur Priifung dieser Temperaturabhangig­
keit wird man eine GroBe wahlen, die einfacher zu messen ist als 
n und ", namlich das Reflexionsvermogen R, das mit n und " 
durch die Formel 

(n-l)2 + ,,2 
R=---­

(n + 1)2 + ",2 
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verknupft ist. Durch Einsetzen von (21) ergibt sich mit v <: 0"0 

R = 1-2 (;yI2. 
Wenn man 0"0 als vorgegebene Materialkonstante auffaBt, enthalt 
diese Formel keinerlei GroBen mehr, die sich auf die Elektronen­
theorie beziehen, denn sie enthalt ja weder Ladung e, noch Masse m 
des Elektrons. Sie kann demnach direkt aus den phanomenologi­
schen MAXWELLschen Gleichungen abgeleitet werden. 1m lang­
welligen Ultrarot wird sie gut bestatigt, sowohl in der Temperatur­
abhangigkeit als auch im Absolutbetrag des Reflexionsvermogens. 

Wenn man zu Wellenlangen .1.<.1.0 ubergeht, wird man auf 
Grund der Gl. (12) und (15) geneigt sein, (20a), (20b) durch 

(22a) , 1 v~ Vo 
nu=~----

2 v3+v2 v (22b) 

zu ersetzen, so lange noch v < va ist. Fur n2 - u2 ist das sicher 
eine sehr gute Approximation - nicht aber fur n u. Der Grund 
dafiir ist die auf S. 114 erwahnte Restabsorption unter Verletzung 
der Auswahlregel, die auch fur v < va vorhanden ist. Diese Rest-

2 

absorption ist zwar immer verhaltnismaBig klein. Da aber 2 +Vl 2' Vo 
Vo v v 

sehr rasch mit wachsendem v kleiner wird, ist sie in n u doch 
bedeutend. Infolgedessen kann man Vo nicht aus den optischen 
Konstanten in diesem Gebiet bestimmen. 

§ 9. Photoeffekt. 

Fallt Licht mit einer Frequenz v, die groBer als eine bestimmte, 
fur jedes Metall charakteristische Frequenz Vg ist, auf eine Metall­
oberflache, so werden von dieser Elektronen emittiert. Die Fre­
quenz Vg heiBt Grenzfrequenz. Die ihr entsprechende Energie hV(J 

ist, wie man leicht einsieht, identisch mit der Austrittsarbeit w, 
denn diese ist die geringste Energie, die man den Metallelektronen 
zufuhren muB, damit sie das Metall verlassen konnen1. Die Aus­
trittsarbeit kann also durch den RICHARDSON-Effekt und durch 
den Photoeffekt auf ganz verschiedene Weisen gemessen werden. 
Die so erhaltenen experimentellen Werte zeigen gute Dberein­
stimmung, wie aus der nachfolgenden Tabelle zu ersehen ist. 

1 Dabei haben wir die geringe Temperaturabhangigkeit der Elektronen 
vernachiassigt. Zu einer exakten Messung von v(J muB diese aber in Betracht 
gezogen werden, wie wir auf S. 130 ausfiihren werden. 
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Tabelle 5. Aus [12]. 

Metall I Ta Mo I Pd I Pt I Fe I Ni 

Photo 

I 
4,12 4,15 4,99 6,27 4,77 5,03 

wine-Volt 
Thermo 4,11 4,15 4,97 6,30 4,77 5,01 

Die Auslosung der Photoelektronen kann auf zwei verschiedene 
Weisen erfolgen. Die erste besteht darin, daB die, bei der gewohn­
lichen Lichtabsorption (§ 8) in hohere ZustiLnde geworfenen Elek. 
tronen, emittiert werden konnen, wenn die Energie dieser Zustande 
groBer als Null ist. Neben diesem Volumenphotoellekt gibt es 
auch noch einen Oberllachenettekt, bei dem die Elektronen durch 
einen spater zu erlauternden Mechanismus nur an der Oberllache 
ausgelOst werden. 

Volumenellekt [107]. Durch Licht, dessen Frequenz 'II in ein 
Absorptionsband fallt, werden Elektronen aus Zustanden mit einer 
Energie En in solche mit der Energie En + h'll geworlen. Wie wir 
in § 8 gesehen haben, konnen infolge der Auswahlregel bei jeder 
Frequenz nur Elektronen aus ganz bestimmte~ Zustanden En ('II) 
absorbieren. Die Energie der Endzustande wachst daher mit der 
Frequenz, aber nicht linear (vgl. Abschnitt tiber Geschwindigkeits­
verteilung). Bei derjenigen Frequenz, bei der die Energie des 
Endzustandes groBer als Null wird, setzt die Elektronenemission 
ins Vakuum ein. Diese Grenzfrequenz 'IIv des Volumenphotoeffektes 
ist gewohnlich nicht identisch mit der aus der Austrittsarbeit be-

rechneten Grenzfrequenz 'IIg = ~, sondern meist groBer. Sie ist 

es nur, wenn es Zustande mit der Grenzenergie C gibt, welche die 
gleiche Wellenzahl wie Zustande mitder Energie Null haben, 
so daB nach der Auswahlregel optische Vbergange moglich sind. 

Konnten alle Elektronen, deren Energie nach Absorption eines 
Lichtquantes groBer als Null ist, das Metall verlassen, so ware die 
Anzahl der emittierten Elektronen gleich der Anzahl der absor­
bierten Lichtquanten. Tatsachlich konnen aber, wie wir aus 
§ 6, (1) wissen, Elektronen nur dann das Metall verlassen, wenn 
die x-Komponente ihrer Energie groBer als Null ist. AuBerdem 
werden die Elektronen auf ihrem Weg zur Oberllache teils elastisch 
tells unelastisch gestreut. 

Die mittlere Wegstrecke, die ein angeregtes Elektron zwischen 
zwei ZusammenstoBen durchlauft, ist sehr klein, namlich von der 
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Gr6Benordnung 10-7 cm 1. Infolgedessen werden maximal ebenso 
viele Elektronen emittiert, als Lichtquanten in einer Schicht von 
etwa 10-7 cm absorbiert werden. Das ist etwa 1% der Gesamtab­
sorption. 1m einzelnen ist aber die genaue Abhangigkeit der Elek­
tronenausbeute von der Lichtfrequenz schwer zu uberblicken, weil 
die Streuung der Elektronen in dem fraglichen Geschwindigkeits­
bereich theoretisch nicht gut bekannt ist. Unter anderem ist die 
Ausbeute aber sicher auch proportional zu dem Absorptions­
koeffizienten " des Lichtes, denn das Verhaltnis der in einer kleinen 
Schichtdicke absorbierten Lichtenergie zur gesamten Absorption 
ist proportional zu " (oder zu n ", wenn man nicht auf die absor­
bierte, sondern auf die einfallende Lichtintensitat bezieht). 

Obertldchenettekt [82, 168]. Neben der Lichtabsorption, die 
wir in § 8 behandelt haben, und die den Volumenphotoeffekt 
hervorruft, gibt es noch eine Art von Absorption, die nur an der 
Oberflache erfolgt. Sie ist, wie wir sehen werden, klein gegen die 
Volumenabsorption. Da aber beim Volumenphotoeffekt nur die 
Elektronen einer dunnen Oberflachenschicht tatsachlich das Metall 
verlassen k6nnen, darf diese Oberflachenabsorption durchaus nicht 
vernachlassigt werden. 1m Gegenteil in manchen Fallen ist gerade 
der Oberflachenphotoeffekt der einzig wesentliche. 

Wir gehen aus von der Wechselwirkung vollstandig freier 
Elektronen mit Licht. Wie man leicht sieht, ist es nicht moglich, 
daB ein Elektron ein Lichtquant absorbiert, ohne daB der Impuls. 
erhaltungssatz verletzt wird. Sei z. B. E die Energie eines Elektrons 
vor der Absorption, so ist sie nachher E + h v. Die entsprechenden 
Impulse seien tJ bzw. tJl> so daB also 

ItJl = (2 m E)1/2, ItJ11 = (2 m (E + h V))1/2 (I) 

ist. Nun ist andererseits ~ der Impuls des Lichtquantes und c 
nach dem Impulssatz muB 

I tJ11 ~ i tJ I + h: = (2 m E)1/2 + h: (2) 

sein. Nach (I) und (2) ware zu fordern 

(2 m (E + h V))1/2 L (2 m E)1/2 + ~ . - c 

1 Sie ist bedeutend kleiner als die mittlere freie Weglange bei der elek­
trischen Leitfahigkeit (§ 14), weil dort die ZusammenstoJ3e mit anderen 
Elektronen bedeutungslos sind. 
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Durch eine elementare Umformung folgt hieraus 

2'::C2 + (!! t2> 1, 

was bei den in Betracht kommenden Energien h 'V <: m c2 , E <: m c2 , 

fur die der obige nichtrelativistische Impulsansatz auch nur gultig 
ist, unmoglich erfullt werden kann. 

Die Tatsache, daB Licht von freien Elektronen nicht absorbiert 
werden kann, folgt ~aturlich auch aus der Berechnung der "Ober­
gangswahrscheinlichkeiten. 1st die Lichtwelle etwa in der xi" 

Richtung polarisiert, so ist nach § 1, Gl. (9) die "Obergangswahr­
scheinlichkeit ~ m proportional mit dem Quadrat des Integrals 

f1jJ~-o~i1jJmd1'. (3) 

Die Eigenfunktionen freier Elektronen sind ebene Wellen 1jJJt = ei (Jt, t). 

Daraus folgt 

o 'K ox' 1jJJt = ~ i 1jJJt, • 
und daher wegen der Orthogonalitatsrelation § 1, Gl. (5) 

f 1jJ'§..' O~i 1jJJt d l' = i Ki f 1jJ'§..' 1jJJt do = 0, falls sr + sr'. 
Die "Obergangswahrscheinlichkeiten sind bei freien Elektronen 
also immer Null. 

Wir denken uns jetzt die Elektronen durch zwei Flachen 
x = lund x = 0 begrenzt, an denen sie elastisch reflektiert werden 
sollen. In der y-z-Richtung sind die Elektronen dann immer 
noch frei beweglich, nicht mehr aber in der x-Richtung. Die 
elastische Reflexion bedeutet, daB die Elektronendichte und daher 
die Eigenfunktionen an der Oberflache verschwinden mussen. 
Unter dieser Bedingung muB die x-Komponente der Eigenfunktion 
nicht mehr ei Kx '" lauten, sondern sin K", x. Die vollstandige Losung 
der SCHRODINGER-Gleichung [§ 1, (4)J bei konstantem Potential 
und mit den oben erwahnten Randbedingungen lautet also: 

1jJJt = A sinK", xei(KyY+ Kzz). (4) 

Damit die Randbedingung 1jJ = 0 fUr x = l, 0 erfullt ist, muB 

K = nn (4a) 
'" l 

sein. In der y-z-Richtung fordern wir, ahnlich wie in § 3 zur Ver­
einfachung der Rechnung Periodizitat mit der Periode L, wo L 
sehr groB ist. ~ Die Normierung fuhren wir in diesem Gebiet durch, 
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J ?p*?pdr = A2J dx J J dydzsin2Kx x = 1, 
o 0 0 

2 
A2 = lL2 

123 

(4 b) 

Zur Berechnung der fur die Dbergangswahrscheinlichkeiten 
wichtigen Integrale (3) unterscheiden wir zwei FaIle. 1. Der elek­
trische Vektor der Lichtwelle ist parallel zur Oberflache, d. h. er 
liegt in der y-z-Ebene. Dann ist immer noch, wie bei freien 
Elektronen 

o 'K 0 'K 
8ii?PSt = ~ y ?pSt, 8Z?PSt = ~ z ?pSt 

und das Integral (3) ist also auch hier Null, d. h. es wird kein Licht 
absorbiert. 

2. Der elektrische Vektor ist senkrecht zur Oberflache. Dann 
ist nach (4), (4a) und (4b), falls Ky=K~, Kz=K~ und n+n' 
ungerade ist: 
ILL I 

I dx I I dydz?p1\ oOx ?pSI.' = A2 pI sinKx X· K~cosK~ xdx = 
o 0 0 0 (5) 

8 KxK~ 8 nn' 
=--,: K2 _K'2 =--,: n2_n'2 

x x 

In allen anderen Fallen ist das Integral Null. Das bedeutet, daB 
jetzt Licht absorbiert werden kann, wobei sich aber nur die x­
Komponente der Wellenzahl, d. h. des Impulses des Elektrons 
andert. Das ist ganz in Dbereinstimmung mit unseren anfanglichen 
Dberlegungen uber die Erhaltung des Impulses. Die Oberflache 
andert bei einem ZusammenstoB die x-Komponente des Elektronen­
impulses. Infolgedessen ist es jetzt moglich, den Impulssatz bei 
Lichtabsorption zu befriedigen, denn die Oberflache sorgt fur die 
richtige Impulsbilanz, ohne die Energiebilanz zu storen. Dabei 
darf allerdings nur die x-Komponente des Impulses des Elektrons 
verandert werden, wahrend y- und z-Komponenten konstant 
bleiben mussen. 

Wir zeigen noch, daB die Gesamtabsorption unabhangig von 
der Dicke, also tatsachlich ein Oberflacheneffekt ist. Nach § 1 
[G1. (9)] ist die Dbergangswahrscheinlichkeit in einen bestimmten 
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Zustand ~' proportional zum Quadrat unseres Integrals (5), d. h. 

zu l~. Um daraus die Wahrscheinlichkeit, daB das Elektron yom 

Zustand ~ in irgendeinen Endzustand iibergeht, zu berechnen, 
miissen wir noch iiber aIle zulassigen Endzustande summieren1 . 

Diese unterscheiden sich nur in den K~ Komponenten, da Ky 
und K z sich ja nicht andern. Nach (4a) ist die Zahl der Zustande 
in einem Intervall L1 Kx proportional zu l,so daB also die Wahr~ 
scheinlichkeit, daB ein Elektron im Zustand ~ Licht absorbiert, 

proportional zu l~ ·l = + ist. Die Gesamtabsorption erhalt man 

hieraus durch Summieren iiber aIle Elektronen. Ihre Anzahl ist 
proportional zum V olumen l . L2, so daB die Absorption proportional 

1 
zu T·l L2 = L2 ist, also unabhangig von der Dicke, aber pro-

portional zur Oberflache. 
Von den hier gegebenen Beispielen ist der Dbergang zu den 

wirklichen Verhaltnissen bei einem Metall einfach. Da wir uns fUr 
einen Oberflacheneffekt interessieren, konnen wir die Potential­
schwankungen im Metallinneren vernachlassigen. Das Potential 
ist dann 1m Metall konstant, etwa - Eo und springt an der Ober­
flache um Eo. Um in Dbereinstimmung mit den Energieniveaus 
des Metalls zu kommen, wahlen wir Eo nicht gleich dem mittleren 
Potential, sondern gleich dem unteren Rand des obersten be­
setzten Bandes (§ 40). Dieses Metallmodell geht in unser obiges 
Beispiel iiber, wenn wir den Potentialsprung unendlich hoch machen. 

Die Eigenfunktionen konnen dann immer, wie in unserem 
Beispiel, in der Form 

1p=AIf(x)ei (Ky y+Kz z) (6) 

geschrieben werden. If (x) ist aber jetzt nicht mehr so einfach 
wie in G1. (4). Wir wollen ohne ausfiihrliche Rechnung gleich das 
Resultat mitteilen. Solange die Energie E des Elektrons zwischen 
- Eo und 0 ist, kann dieses das Metall nicht verlassen; die x­
Komponenten der Eigenfunktionen If (x) sind im Metallinneren 
stehende Wellen, ahnlich wie in (4), auBerhalb des Metalls faUt 
If (x) exponentiell abo Fiir E > 0 ist das Elektron nicht mehr ans 
Metall gebunden. If (x) wird in diesem Fall sowohl innerhalb als 
auch auBerhalb des Metalls durch ebene Wellen dargestellt. Die 
Dbergangswahrscheinlichkeiten verhalten sich qualitativ genau wie 

1 Wegen des Faktors mit sin2 werden wir nur solche Endzustande be­
riicksichtigen, fiir die der Energiesatz angenahert erfiillt ist. 
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in unserem Beispiel. 1st also der elektrische V ektor ~ parallel 
zur Oberflache, liegt er z. B. in der y-Richtung, so sind die tTber­
gangswahrscheinlichkeiten Null, denn es ist wie oben [vgl. (3)] 

8tp .K 
ay=~ y1p. 

1st dagegen ~ senkrecht zurOberflache, so ist Absorption moglich, 

denn ~: ist nicht proportional zu fP. Wie die genauere Rechnung 

zeigt und wie auch schon aus Gl. (9), § 1 zu sehen ist, sind die tTber­
gangswahrscheinlichkeiten um so kleiner, je groBer die Frequenz '/I 

i.st. Durch Summation iiber alle Elektronen erhalt man den ge­
samten Emissionsstrom. Einen Beitrag konnen aber nur die­
jenigen Elektronen liefern, deren Endzustande Energien, die groBer 
als Null sind, haben. Fiir die Emission kommen daher nur Elek­
tronen mit einer Energie E ~ - h '/I in Betracht. Solange also 
h'/l < Eo ist (und natiirlich '/I> '/Ig), wachst die Zahl dieser Elektronen. 
1nsgesamt ergibt sich so in der Nahe der Grenzfrequenz '/If! ein 

Steigen der Emission, fUr '/I > ~o = '/I' dagegen sicher ein Fallen, 

so daB zwischen '/Ig und '/I' ein Maximum des Photostromes liegt. 
Die Formel fiir den Emissionsstrom, die man bei einer vollstandigen 
Durchrechnung des Problems erhalt, 1st nicht sehr iibersichtlich. 
Wir werden deshalb die Abhangigkeit des Stromes von der Frequenz 
in Abb. 27 zeigen. Die wichtigsten Ergebnisse, die man erhalt, sind: 

1. Nur die Komponente des elektrischen Vektors des Lichts 
senkrecht zur Oberflache erzeugt einen Photostrom. 

2. Die Frequenz seines Maximums ist gewohnlich etwas kleiner 
als 2 '/10. 

3. Die Ausbeute ist von der GroBenordnung 10-4 Elektronen 
pro auffallendes Lichtquant. 

4. Da im Gegensatz zum Volumeneffekt jeder Zustand Licht 
von beliebiger Frequenz absorbieren kann, ist die Grenzfrequenz 
durch die Austrittsarbeit w bestimmt. 

h'/lg=w=-C. 

Bei Ableitung von 1. ist wesentlich, daB die atomare Rauhigkeit 
der Oberflache vernachlassigt ist. 

Gesamtemission. Diese setzt sich additiv zusammen aus den 
Beitragen von Volumen- und Oberflacheneffekt. Wie wir oben 
gezeigt haben, 1st die Grenzfrequenz '/Iv des Volumeneffektes groBer 
als diejenige des Oberflacheneffektes '/Ig. 1nfolgedessen kann man 
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in der Nahe von Vg den Oberflacheneffekt allein beobachten. Bei 
den Alkalimetallen sind die Verhaltnisse besonders giinstig, denn 
wir wissen aus § 8, daB bei ihnen die Absorption und damit der 
Volumeneffekt sehr klein ist. Tatsachlich wird bei ihnen die Theorie 
des Oberflacheneffektes sehr gut bestatigt. In Abb. 27 ist fiir 
Kalium die experirnentelle und die theoretische Kurve gezeigt. 
In Anbetracht des groben theoretischen Modells, das wir zur 
Berechnung dieses Effektes verwendet haben, ist die "Obereinstim­
mung als sehr gut zu bezeichnen, insbesondere, was die absolute 
Ausbeute anbelangt. Dabei solI ausdriicklich darauf aufmerksam 
gemachtwerden, daB es sich hier um Schichtdicken handelt, die 

4/1 D,8 

!;!--

so groB sind, daB man auch wirk­
lich von einem Metallgitter sprechen 
kann l . Auch die Tatsache, daB nur 
die Komponente des elektrischen Vek­
tors senkrecht zur Oberflache 011.) 
fiir den Oberflacheneffekt verantwort-
lich ist, wird sehr gut bestatigt. Das 

f6 gemessene Verhaltnis der Ausbeuten 
J 011.) : J 0111) 0111 = elektrischer Vek­
tor parallel zur Oberflache) ist von 
der GroBenordnung 1 :20. Das be-

Abb. 27. Ausbeute beim Oberillichen' 
photoeffekt belm Kalium. 

- - - experimentell, 
-- theoretisch nach [168]. deutet, daB bei Alkalimetallen die 

Annahme einer glatten ·Oberflache 
erlaubt ist. Bei anderen Metallen ist dagegen die Abhangigkeit 
von der Polarisation des Lichts nicht zu finden. Auch fallen hier 
die beiden Grenzfrequenzen 'JIv und 'JIg viel naher zusammen als 
bei den Alkalimetallen, so daB eine Separation des Oberflachen­
effektes nicht mehr moglich ist. 

Wir wollen die Ausbeuten von Oberflacheneffekt und Volumen­
effekt miteinander vergleichen. Beim Oberflacheneffekt ist sie 
nach S. 125 maximal 10-4 Elektronen pro auffallendes Lichtquant, 
Wir miissen zum Vergleich die Ausbeute beirn Volumeneffekt auch 
auf einfallende Lichtintensitat beziehen (nicht wie auf S. 120 auf 
absorbierte Intensitat I). Da beim Volumeneffekt nur Elektronen 
aus einer Schichtdicke d emittiert werden konnen (vgl. oben), 
haben wir die Zahl der in dieser Schichtdicke absorbierten Licht­
quanten, bezogen auf die Zahl der einfallenden, zu bestimmen. 

1 Schichten von nur wenigen Atomlagen verhalten sich ganz anders, 
vgl. S.121. 
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Diese ist angenahert 
d 

n"T' 
Dabei ist A die Vakuum-Wellenlange des Lichts, n und " Brechungs­
index und Absorptionskoeffizient. Bei den meisten Metallen ist n" 
etwas groBer als Eins (vgL Abb. 23). d/A ist 10-2-10-3, so daB 
der Volumeneffekt den Oberflacheneffekt uberwiegt - naturlich nur 
bei Frequenzen l' > 1'". N ahe der Grenzfrequenz l' (J durfte dagegen 
immer der Oberflacheneffekt ausschlaggebend sein. Eine Aus­
nahme bilden die AlkalimetaIle, bei denen n" 10- bis 100mal 
kleiner als bei anderen Metallen ist. Infolgedessen uberwiegt hier, 
wie wir oben schon mitgeteilt haben, immer der Oberflacheneffekt. 

Wir haben schon verschiedentlich darauf hingewiesen, daB sich 
die Valenzelektronen der Alkalimetalle sehr weitgehend wie freie 
Elektronen verhalten. Das bestatigt sich jetzt auch beim Photo­
effekt, denn fur freie Elektronen ist (§ 8, S. 104) n" = 0, und daher 
gibt es in diesem Fall nur den Oberflachenphotoeffekt. 

Diinne Schichten-Selektiver Photoeffekt [13]. Wenn man von 
dunnen Schichten redet, muB man von vornherein zwei Arten 
unterscheiden. Bei der einen Art sind aIle wesentlichen Eigen­
schaften ahnlich wie beim massiven Metall. Eine solche Schicht 
besteht aus Mikrokristallen mit etwa 105 Atomen, welche die gleiche 
Gitterkonstante haben, wie das massive Metall, das ja meist aus 
einem Gemenge solcher Mikrokristalle besteht. Bei der Herstellung 
dunner Schichten bilden sich meistens nicht Schichten gleichmiiBiger 
Dicke, sondern die Atome schlie Ben sich zu einzelnen Mikro­
kristallen zusammen. Ausnahmen davon bilden die Alkalimetalle, 
wenn man sie in ganz feiner Verteilung auf gewisse Nichtleiter 
(unter Umstanden aber direkt auf Metalle) niederschlagt. Es 
bildet sich dann zuerst eine Zwischenschicht, die im Fall der 
Nichtleiter aus einer chemischen Verbindung mit dem Alkali­
metalle, etwa einem Oxyd oder Hydrid besteht und die licht­
elektrisch und optisch verhaltnismaBig unempfindlich ist. Auf 
dieser Zwischenschicht kann sich eine ganz dunne Alkalischicht 
von einer oder wenigen Atomlagen ausbilden (Adsorption). Diese 
konnen wir uns als zweidimensionales Gitter vorstellen. Sie ist in 
einem engen Spektralbereich (vgl. Abb. 28) photoelektrisch auGer­
ordentlich empfindlich, falls der elektrische Vektor des Lichts 
senkrecht zur Oberflache steht, und absorbiert im Maximum unter 
Umstanden mehr als 10% des einfallenden Lichts. (Die Maxima 
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liegen im Sichtbaren, ihre genaue Lage ist aber von der Unter­
lage abhangig.) Der elektrische Vektor parallel zur Oberfl8.che 
wirddagegen praktisch gar nicht absorbiert und erzeugt auch keinen 
Photoeffekt. Die Ahnlichkeit dieses selektiven Photoeffektes (selek­
tiv sowohl in der Ausbeute als auch in der AbhiLngigkeit von der 
Polarisation) mit dem Oberflachenphotoeffekt an dicken Metall­
schichten (S. 121) ist sehr groB, doch ware es falsch, diese beiden 
Effekte zu identifizieren, denn wir haben ja jetzt mit einer so 
diinnen Schicht zu tun, daB man kaum mehr von einem reinen 
Metall sprechen kann. Mit der oben angedeuteten Vorstellung 
dieser Schicht als zweidimensionalem Gitter werden alle Eigenarten 
des selektiven Photoeffektes im Prinzip verstandlich. Dieses zwei­
dimensionale Gitter wird sich fiir Elektronenbewegung parallel 
zur Oberflache ahnlich wie ein Metall, senkrecht dazu aber ahnlich 
wie isolierte Atome verhalten. Wir wollen nun annehmen, daB 
sich die Eigenfunktionen als ein Produkt einer Funktion von x 
(senkrecht zur Oberflache) und einer Funktion von y lind z dar­
stellen lassen, was naherungsweise sicher zulassig ist. 

tp = Pl. (x) PI! (y, z). 
PI! wird dann, da es ja die metallahnliche Komponente bedeutet 
(parallel zur Oberfli1che !) angenahert durch 'ebene Wellen dargestellt. 

PI! = e i (Ky II + K. z) • 

Die Eigenfunktionen haben somit genau die gleiche Form wie 
beirn Oberflacheneffekt [vgl. Gl. (6)], nur daB Pl. (x) eine ganz 
andere Funktion wie dort ist. Die Abhangigkeit des selektiven 
Photoeffektes von der Polarisation des Lichts ist daher ebenso 
wie beirn Oberflacheneffekt, denn fiir die Absorption von ~I! ist 
ja nur die Komponente PI!' fiir diejenige von ~l. die Komponente Pl. 

verantwortlich (vgl. S. 124). Die Starke der Absorption ~l. ist 
jetzt aber ganz anders, wegen der Verschiedenheit von Pl. (x) 
vom Fall des Oberflacheneffektes am massiven Metall. Wir haben 
die absorbierte Energie pro cm3, A (v) in § 8, (14) ganz allgemein 

berechnet. Die auf die Einheit der einfallenden Intensitat J = -r: 
bezogene Absorption erhalten wir daraus, wenn wir mit J dividieren 
und mit der Dicke d multiplizieren. 1m Mittel iiber das ganze 
Absorptionsband (Breite LI v) ergibt sich dann als relative Ab­
sorption (bzw. Ausbeute beirn Photoeffekt) 

A d _ :II: e2 N d I(x) 
J - me LI II nm' 
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Hier ist f~"'~ die mit Hilfe der fPl. (x) berechnete Komponente der 
Oszillatorenstarke; N d ist die Zahl der Atome iiber einem cm2 

der Oberflache und bei unseren Dicken von nur wenigen Atom­
schichten von der GroBenordnung 1015. L1 v ergibt sich aus den 
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Abb. 2S. Dickenabhilngigkeit des selektiven Photoeffektes an Kalium. Bei geniigend dicken 
Schichten geht der selektive Photoeffekt in den Oberflachenphotoeffekt iiber. Wachsende 

Schichtdicke von I-V. Nach [13]. 

Experimenten zu etwa 0,2.1015 sec-I. Damit erhalten wir 

~- d"""O 1 /(x) J =, nm 

als mittlere Ausbeute. Die GroBe der Oszillatorenstarke hangt 
natiirlich in erster Linie vom betreffenden Alkaliatom, daneben 
aber auch von der Unterlage abo Da sich der obige Ausdruck auf 
die mittlere Absorption bezieht, ist bei plausiblen Werten fur die 
Oszillatorenstarke im Maximum eine Absorption von 10% und 
mehr verstandlich. 

Mit wachsender Scruchtdicke wird die Ausbeute zunachst an­
steigen. Dagegen wird fPl. (x) sich allmahlich der entsprechenden 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 9 
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Funktion des metallischen Zustands (OberfHicheneffekt!) nahern, 
so daB die Ausbeute wieder fMlt, und schlieBlich wird der selektive 
Effekt in den Oberflacheneffekt mit einer Ausbeute von etwa 
10-4 iibergehen (vgl. Abb. 28). 

Bei der Untersuchung von diinnen Schichten, die auf einem 
anderen Metall niedergeschlagen sind (entweder direkt oder durch 
eine Zwischenschicht getrennt), ist immer darauf zu achten, daB 
die Ausbeute des Photoeffektes proportional mit der Lichtintensi­
tat in der empfindlichen Schicht ist. Bei sehr diinnen Schichten wird 
diese wesentlich durch das Reflexionsvermogen des Unterlagen­
metalls mitbestimmt. 

1st die Zahl der Alkaliatome so gering, daB sie die Oberflache 
des Tragermetalls nur unzusammenhangend bedeckt, so ist ihr 
Beitrag zum Photoeffekt sehr klein. Ihre Wirkung besteht dann 
einfach in einer Erniedrigung der Austrittsarbeit des Tragermetalls 
(Abb.28, Kurve I). 

Temperaturahhiingigkeit [96]. Wir wissen aus § 5, daB die 
Elektronenverteilung in einem Metall nur in einem Bereich von 
der GroBenordnung k T um die Grenzenergie temperaturabhangig 
ist. In der Nahe der Grenzfrequenz 'JIg werden aber gerade Elek­
tronen, die in diesem Teil der Verteilungsfunktion sitzen, emittiert. 
Wir konnen daher nur beim absoluten Nullpunkt eine wirklich 
scharfe Grenzfrequenz 'JIg erwarten. Bei hoheren Temperaturen 
wird die Emission schon bei kleineren Frequenzen einsetzen. Wir 
wollen die Temperaturabhangigkeit des Photoeffektes in der Nahe 
von 'JIg niItersuchen. Da die Grenzfrequenz des Volumeneffektes 
groBer als 'JIg ist, brauchen wir nur den Oberflacheneffekt zu be­
riicksichtigen. Es sei ([J die "'Obergangswahrscheinlichkeit eines 
Elektrons in einen Energiezustand E > O. Da wir uns gegenwartig 
nur fiir Frequenzen in der Niihe von 'JIg interessieren, konnen wir die 
Frequenzabhangigkeit von ([J vernachlassigen. Andererseits konnen 
dann auch nur Elektronen aus einem kleinen Energieintervall (in der 
Nahe von C) emittiert werden, so daB wir auch die Abhiingigkeit von 
der Elektronenenergie vernachlassigen diirfen und daher ([J als Kon­
stante betrachten werden. Aus unserer Behandlung des Oberflachen­
effektes wissen wir, daB nur die x-Komponente der kinetischen Ener­
gie (senkrecht zur Oberflache) die Energie eines Lichtquants erhalten 
kRnn. 1st die Energie eines Elektrons vor der Absorption 

E=-Eo+ :: (K!+K;+K~), 
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so ist sie nachher 

E - - E ~ (K'2 K2 ..L K2) - O+2m x+ yl Z' 

wo 
h2 K'2 h2 K2 h 

-2 m x = 2 m x + l' 

ist. DAmit ein Elektron emittiert wird, muB unter Annahme einer 
glatterl Oberflache [vgl. § 6, (I)] 

h2 

-Eo+ 2m K;+hv>O 

sein. bie Gesamtzahl der emittierten Elektronen berechnet sich 
entspr(Jchend wie in § 6 : 

'" '" 
Z = (2 ~)3 (/) J dKx J dKy dKz f (K), 

Eo -00 

wo Ko bestimmt ist durch 
h2 2 

- Eo + 2m Ko =-hv. 

Das Integral tiber Ky und K z kann elementar ausgewertet werden. 
Es wird mit Gl. (7 a), § 5, S.64 und Gl. (2), § 6, wenn wir aIle 
von v und T unabhangigen Gr6Ben zu const zusammenfassen, 

= const x ----:lc--;----.h" ----''------''----c;-Z JdK J dKy dKz 

e k T [- Eo + 2 m (K~ + K;' + K;) + w 1 + 1 

'" J ( -~ [-E +~K' +w]) 
= const k T log I + e k T 0 2 m x d K x • 

Ko 

Wir fiihren fUr Kx eine neue Variable ~ ein: 

~= k~ (-Eo + 2h~ K;+h1') 

dKx = constk T [~k T + Eo-hvrl/2d~. 
Da nur die Werte fUr kleine ~ einen wesentlichen Beitrag zum 
Integralliefern (fUr v '" vg ), k6nnen wir in der eckigen Klammer ~ 
vernachlassigen. Ferner kann Eo - h v als Konstante betrachtet 
werden, da wir uns nur fUr v-Werte, die in einem kleinen Intervall 
urn v(} liegen, interessieren. Mit der Abkurzung 

hv -- w h (v--Vg) 
ft= kT kT 

wird dann 
Z = const (k T)2 F (ft), (7) 

9* 
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wo a:> 

F (J-l) = flog (1 + eJl - 0) d~ 
o 

eine Funktion von J-l allein ist. Das bedeutet, daB der durch T2 
dividierte Photostrom als Funktion von ,u aufgetragen, fur ver­
schiedene Temperaturen auf einer glatten Kurve liegen muB. 

k 

Ag 4ft 
8 7 

7 6' 

7 • 5 

5 'I J 

t 'I J Z 

"R 
~ J Z 1 

Z 1 Il 

1 1l-1 

Il -1 -z 

-1 -Z -3 

-z 
-11l 

I 

/ 
r/lu 

Ag_ 

>fV V 
,/ 

/ LV ,/ 
Via 

I { / 
V 

I J V 
f r / 
I II I 

II I 
{ oZgG°f( 

Au .733 

~ 011113 I-

, fz.9G 

1 
Ag .G73 l-

0873 

lii {oZg3 

a 1113 
I-

o III til 30 '10 50 .0 7fJ 

ff-
Abb.29. Temperaturabhilngigkeit des Photoefiektes. -- theoretische Kurven. Nach [96]. 

Experimentell wird das ausgezeichnet bestatigt, wie aus Abb.29 

zu sehen ist, wo log ;2 fur verschiedene Temperaturen als Funk-

tion von ~~ aufgetragen ist. (J-l geht durch Verschiebung des Nul1-

punktes in i; uber.) Auch der genaue Verlauf der Kurve ent­

spricht, wie Abb.29 zeigt, dem theoretischen. Zur Konstruktion 
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der theoretischen Kurve muB F (ft) berechnet werden. Wir unter­
scheiden dabei zwei FaIle: 

1. ft < 0 (v < Vg)' Wir entwickeln den Logarithmus (el' -; < 1) 

und erhalten 
e2 I' e31' 

F(ft) = el'-22 + 32-+···· 
2. ft > 0 (v > Vg)' Wir zerlegen den Integrationsbereich in zwei 

Teile, die durch ~ = ,u getrennt sind. Fur ~ < ft wird 
log (1 + el'-;) = (ft-~) + log (1 + e;-I'), 

wo e; - I' < 1 ist, so daB wir den Logarithmus der rechten Seite 
entwickeln konnen, wahrend wir fur ~ > ft den Logarithmus wie 
in Fall 1 entwickeln. Durch Integration ergibt sich dann 

p,2 (e-1'0-2 e- 2 1'_2 e- 31'_2 ) 
F(ft) =-2-- 12 ---2-2-+ --3-2 --+ .... 

Da 

ist, wird 

p,2 7/:2 (e-I' e- 2 1' e- 31' ) 
F (ft) = 2 + (; - ---p- - ------w- + ---w- - + .... 

Fur T = 0 wird der Emissionsstrom nach (7) 

Z = 0 fur v < vg , 

Z = const (V-Vg )2 fur v> Vg 

wobei aber naturlich V-Vg sehr klein sein muB. 
Die beim Vergleich mit dem Experiment in Abb.29 aufgetragene 

Funktion 
Z 

log 1'2 = const + log F (ft) 

enthalt zwei unbekannte Konstante (Vg und "const"), die aber nicht 
die Form der Funktion log F (ft) beeinflussen, sondern die Lage 
des Nullpunktes von Abszisse und Ordinate bestimmen, so daB 
ein Vergleich der experimentellen mit der theoretischen Kurve v g 

ergibt. 
Damit haben wir eine exakte Methode zur Bestimmung von Vg 

gefunden. Durch Messung der Ausbeute in Abhangigkeit von v 
in der Nahe der Grenzfrequenz kann Vg nicht exakt erhalten werden, 
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da ja die Photoelektronenemission bei Vg nur fUr T = 0 scharf 
einsetzt. Die in Tabelle 5 benutzten Werte sind nach der eben 
besprochenen Methode gewonnen. 

Energieverteilung. Die Bestimmung der maximalen Energie der 
Photoelektronen in Abhangigkeit von der Frequenz war eines der 
Grundexperimente in der Entwicklung der Quantentheorie. Die 
maximale Energie Em ist mit der Frequenz durch das EINSTEINsche 
Gesetz 

Em = h (v-vg ) 

verknupft. Sie entspricht der Energie, die ein Elektron mit der 
Grenzenergie 1; = - h Vg nach Absorption eines Lichtquants h v 
besitzt. Infolge der Auswahlregel fur Lichtabsorption ist die in 
Frage kommende Absorption gewohnIich nur durch Oberflachen­
effekt moglich. 

Wir wollen jetzt die Energieverteilung fUr Oberflacheneffekt 
und Volumeneffekt besprechen. Beim Oberflacheneffekt ist die 
Energieverteilung im wesentlichen ein Abbild der Energiever­
teilung der Elektronen im Metallinneren, modifiziert durch die 
DbergangswahrscheinIichkeiten. Es seien Ki die Wellenzahl­
komponenten im Metallinneren vor der Absorption, P; nach der 
Absorption im Vakuum. Nach unseren fruheren Ergebnissen uber 
den Oberflacheneffekt andern sich bei der Absorption nur die x-Kom­
ponenten (senkrecht zur Oberflache), und zwar ist offensichtIich 

h2 h2 

2m P~ = 2m K; + hv-Eo, Py = K y, Pz = K z (8) 

Die Zahl der Elektronen im Emissionsstrom mit Wellenzahlkom­
ponenten zwischen ~ und ~ + dP; ist proportional zur Zahl der 
Elektronen im Ausgangszustand (fdKXdKydKz)' multipliziert mit 
der Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron pro Sekunde von Kx 
nach Px ubergeht. Es laBt sich zeigen, daB diese angenahert pro­
portional zu Kx Px ist. Die Verteilung g (E) der Elektronen im 
Emissionsstrom ist also bestimmt durch 

g (E) dPx dPy dPz '" f (E- hv) Kx Px dKx dKy dKz. (9) 

E ist hier die kinetische Energie im Vakuum, so daB bei Mitte­
lung uber die Winkel 

El/2 dE", dPx dPy dPz, P; dPx dPy dPz '" E3/2 dE 

ist. Nach (8) ist 

KxdKx = PxdPx, dKy = dPy, dKz = dPz· 
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Also wird, wenn wir diese Ausdriicke in (9) einfiihren, die Energie­
verteilung h (E), d. h. die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron mit 
einer kinetischen Energie zwischen E und E + dE emittiert wird, 

h(E)dE,,-,g (E) El/2dE", t(E~hv)E3/2dE. h/f) 

Diese Funktion steigt, wie in Abb. 30 ge­
zeigt ist, unabhangig von v bis nahe zur 
EnergieE=1;+hv=h(v-vg ) wie E3/2 
und fallt dann wie E3!2 tin einem Gebiet, 
dessen Breite von del' Temperatur ab­
hangt, auf Null. Wie in Abb. 30 zu sehen 
ist, sind die experimentell gefundenen 
Kurven in sehr guter Ubereinstimmung 
damit. Es zeigt sich abel' auch, daB die 
Energieverteilung unabhangig von del' 
Dicke des Metalls ist, wie es fiir einen reinen 
Oberflacheneffekt zu fordernist. Diesesan 

/\ 
~ I 

~ I 
l I 

7 I 
7 I 

/ I 
/' I 

v I 
I 

f 
Abb.30. Energieverteilung h( E) 
der Photoelektronen bei Kalium. 
-- tbcoretisch, - - - ex­
perimentell, nach [158]. Die 
Verteilnngsfunktion ist unab­
hangig von der Dicke der Schicht, 
wie es dem OberfIacheneffekt 

entspricht. 

Kalium erhaltene experimentelle Ergebnis ist also ein direkter Be­
weis dafiir, daB hier tatsachlich ein reiner Oberflacheneffekt vorliegt. 

t 
f 

K---

b 

~~~~--------+----'rO 

o 
K---

Abb. 31a und b. Zur Energieverteilung der Photoelektroncn beim Volumeneffekt. Vg Grenz­
frequenz, v,. Grenzfrequenz des Volumeneffektes. v eingestrahlte Frequenz, Em maximale 
Energie der Photoelektronen (durch Oberflacheneffekt), Eh Mufigste Energie der Photo­
elektronen (durch Volumeneffekt), Ll E energetischer Abstand des absorbiercnden Energie-

niveaus von der Grenzenergie ,. 

Beim V olumeneftekt liegen die Verhaltnisse ganz andel'S. Riel' 
muB, und das wird auch tatsachlich gefunden, ein starker EinfluB 
del' Schichtdicke auf die Energieverteilung vorhanden sein, weil 
die Elektronen, die im Inneren ausgelost werden, auf dem Weg 
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zur Oberflache einen Teil ihrer Energie verlieren. Wenn wir nun 
annehmen, daB die Schicht so dunn sei, daB Energieverluste bzw. 
Streuung zu vernachlassigen sind, so erhalten wir trotzdem ein vom 
Oberflacheneffekt verschiedenes Resultat. Wahrend namlich beim 
Oberflacheneffekt Elektronen in allen Zustanden absorbiert werden 
konnen, falls das nur energetisch zulassig ist, konnen beim Volumen­
effekt infolge del' hier bestehenden Auswahlregel (vgl. § 8) nul' 
Elektronen aus einem engen Energiebereich, des sen Lage von del' 
Frequenz abhangt, absorbiert werden (vgl. Abb. 20c, S. 108). Man 
kann sich die Verhaltnisse am einfachsten an Abb. 31 a, b, c, 
klarmachen. Die kinetische Energie im Vakuum kann immer in 
del' Form h v - h v' geschrieben werden. h v' ist eine Austritts­
arbeit, die abel' selbst von del' Frequenz abhangt, und zwar in 
unserem Fall mit wachsender Frequenz wachst. Sie ist naturlich 
immer groBer als die eigentliche Austrittsarbeit h vy. Die Differenz 
diesel' Austrittsarbeiten 

iJE=hvg-hv' (10) 

bestimmt, wie an del' Figur zu sehen ist, den energetischen Abstand 
del' Energie del' Elektronen, die bei del' Frequenz v absorbiert 
werden, von del' Grenzenergie f;. Eine Energieverteilung besteht 
beim Volumeneffekt, bei Vernachlassigung del' Absorption uber­
haupt nicht. Aile Elektronen haben die gleiche kinetische Energie 
h (v-v'). 

Bei den tatsachlich vorliegenden Verhaltnissen kann man 
wedel' die Absorption vollstandig ausschalten, noch hat man reinen 
Volumeneffekt. Es wird abel', wie wir auf S.127 abgeschatzt 
haben, auch bei dunnen Schichten in Gebieten starker Absorption 
del' Volumeneffekt den Oberflacheneffekt uberwiegen, wenn man 
sich in Frequenzgebieten mit einigermaBen starkem Volumeneffekt 
befindet. 

Man hat dann eine En{jrgieverteilung, bei del' die haufigste 
Energie Eh angenahert durch die dem Volumeneffekt entsprechende 
Energie Eh = h v - h v' gegeben ist, wahrend die maximale Energie 
Em durch Oberflacheneffekt erzeugt wird. Die Differenz diesel' 
Energien ergibt direkt den oben (10) besprochenen energetischen 
Abstand 

iJ E = hvg-hv' = Em-E". 

Die GroBe iJ E muB im Fall von Abb. 31 a mit wachsender 
Frequenz zunehmen, im Fall del' Abb. 31 b dagegen abnehmen. 
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Dadurch haben wir experimentell die Moglichkeit, zwischen 
diesen beiden Fallen zu unterscheiden. Bei Silber ist, wie 
Tabelle 6 zeigt, der Fall a erflillt, was wir bei der Auswertung 
der optischen Konstanten (S. 113) schon verwendet haben. 

Flir Al liegen umfangrei­
chere Messungen vor, deren 

Tabelle 6. 

Resultate in Abb. 31 c zusam- v. 10-13 sec-I. 

mengestellt sind [204]. Dort L1 E in e-Volt 
ist die maximale Energie der 

.1 113 

. 0,14 

119 125 

0,26 I 0,37 

Elektronen Em' die haufigste Energie Eh Jr---.,----,-----, 

und A E = Em - Eh als Funktion von v e­

aufgetragen. Das Ergebnis ist genau, wie 
es nach Abb. 31 a zu erwarten ist. ZI-----j---t---?'---"'i 

N ennen wir die Energien, die bei der 
Frequenz v miteinander korrespondieren 
El (v) und E2 (v), so ist nach dem Oben­
stehenden unter Beachtung der Energie-
normierung 

E2 (v) = Eh (v) 
70 §o 110 IJO'10~ec -1 

C - El (v) = Em (v) - Eh (v). Abb.31c. -- Verlauf von 
Em und Eh nach Messungen 

Die MeBergebnisse zeigen dann, daB in an Aluminium. Nach [204]. 
dE dE --- theoretische 

d b B d I h Fortsetzung. em 0 eren an dV a so auc dk 
groBer ist als in dem unteren, was gleichbedeutend damit ist, daB 
es breiter ist als dieses. 

Vollstandigen AufschluB liber den Energieverlauf der beiden 
Energiebander kann man nur erwarten, wenn man ein Absorptions­
band vollstandig durchmiBt. 

§ to. Rontgenstrahlen. 

Emission [99, 162, 159]. Die Emission von Rontgenstrahlen 
geht bekanntlich so vor sich, daB aus einer inneren Elektronen­
schale ein Elektron entfernt wird, worauf ein auBeres Elektron, 
z. B. ein Valenzelektron, unter Emission von Strahlung auf das 
freie innere Niveau fallt. Da nach unserer allgemeinen Theorie 
die Energieniveaus der Valenzelektronen in festen Korpern eine 
Breite von einigen Volt haben, werden die zugehorigen Rontgen­
emissionslinien eine entsprechende Breite haben (vgl. Abb. 32). 
Durch Messung dieser Breite erhalten wir direkt die GroBe des 



138 Einfache Probleme. 

von den Valenzelektronen eingenommenen Energiegebietes. Nach 
§ 5, Gl. (6a) ist 

N (E) dE = 2 t (E) D (E) dE 

die Zahl der Elektronen mit einer Energie zwischen E und E + dE. 

Abb. 32. Breite eines 
Rontgenemissions· 

bandes, Ao ~ e/vo ~ 
langwellige Grenze. 
Das schraffierte Ge­
biet ist von Elek-

tronen besetzt. 

Sei Eo die Energie des unteren Randes des von 
Valenzelektronen besetzten Bandes, Vo die Fre­
quenz der zugehorigen Emissionslinie (der lang­
welligsten), so sind die Emissionsfrequenzen v 
gegeben durch 

1 
v = Vo + h (E - Eo) , E ~ , . 

1st ferner (P (E) die Ubergangswahrscheinlichkeit 
eines Elektrons mit der Energie E in das be­
treffende untere Niveau, so ist die Intensitat 
der Emissionslinie in Abhangigkeit von der Fre­
quenz 

J (v) = J (vo + E ~ Eo ) = (P (E) N (E). 

Die Form von N (E) ist nun in charakteristischer Weise ver­
schieden fUr Nichtleiter, einwertige Metalle und mehrwertige 

N(i') a N(E) b N(E) c 

Abb. 33 a-c. Zahl der Elektronen N(E) mit der Energie E, nach [162]. a Bei einem Nicht­
leiter oder Halbleiter, b bei einem einwertigen Metall, c bei einem zweiwertigen Metall. 

Die gestrichelte Kurve zeigt den Verlauf der Eigenwertdichte im unbesetzten Gebiet. 

Metalle. Wie wir in § 5, S.75 gezeigt haben, sind bei Nichtleitern 
die Bander der Valenzelektronen vollbesetzt. Ebenso ist das 
praktisch auch bei Halbleitern, weil nach S. 80 hier nur ein sehr 
kleiner Teil der Elektronen in nicht besetzten Bandern ist. In 
diesen beiden Fallen ist N (E) eine zur Mitte des Bandes ange­
nahert symmetrische Funktion (vgl. S. 58, Abb. 11 b). Anders ist 
das bei Metallen. Nach § 5 liegt bei einwertigen Metallen die 
Grenzenergie , im Inneren eines Bandes, meist nahe der Mitte des 
Bandes. In diesem Gebiet ist die Eigenwertdichte D (E) und 
damit auch N (E) ahnlich wie bei freien Elektronen (vgl. § 5, S. 68), 
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d.h. N (E) ist proportional zu (E-Eo)lf2 
und fallt bei E = C in einem Bereich 
von der GroBenordnung k T auf Null 
(§§ 4,5). Bei Metallen mit zwei Valenz­
elektronen mussen sich zwei Bander 
uberdecken. Die Grenzenergie C und 
damit der rasche Abfall von N (E) liegt 
in dem beiden Bandern gemeinsamen 
Gebiet (vgl. § 5 und Abb. 11 b). Wir 
zeigen in Abb. 33 die eben besprochenen 
Moglichkeiten. Abb.34 zeigt die ent­
sprechenden Experimente (Photometer­
kurven der Rontgenemissionslinien). 
Da (jJ (E) eine stetige, nicht sehr rasch 
veranderliche Funktion von E ist, muB 
J (1') nahe der Grenzenergie im wesent­
lichen wie N (E) verlaufen. Das wird 
sehr gut bestatigt. Wir sehen in Abb. 34 
Li als einwertiges Metall, Mg als zwei­
wertiges Metall, 8i als Halbleiter. Ba 
entspricht dem Nichtleiter, weil die be­
treffende Linie nicht durch Ubergange 
von Elektronen aus dem auBeren Band 
entsteht, sondern aus einem inneren, 
vollbesetzten Band. Besonders gut ist 
bei Mg das Uberlagern zweier Bander 
zu sehen. Durch diese Experimente 
wird unsere Them'ie der Leiter und 
Nichtleiter (§ 5) sehr schon bestatigt. 

In der Tabelle 7 geben wir eine Zu­
sammenstellung der experimentell er­
mittelten GroBe des von Valenzelek­
tronen besetzten Gebietes W. Bei zwei­
wertigen Metallen ist dieses etwa so 
groB wie die Bandbreite, bei einwertigen 
etwa halb so groB. 

Tabelle7. Aus [159]. 

Metall I Li I Na I Be I Mg I Al I C I Si 

W in e-Voit 14,213,5113,519,0116,0 15 119,2 
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Bei den einwertigen Metallen Li, Na ist die Breite genau 
so groB, wie sie sich unter Annahme freier Elektronen berechnet 
(4,6 und 3,2 e-VoIt). Das war zu erwarten, weil die aus optischen 
Messungen bestimmte Zahl der freien Elektronen beinahe so groB 
ist wie die Zahl der Valenzelektronen. Auch bei mehrwertigen 
Metallen und Halbleitern ist die so berechnete Breite von der 
gleichen GroBenordnung wie die gemessene. Daraus darf man 
natiirlich nicht auf die Zahl der freien Elektronen schlieBen, die 
bei Halbleitern ja sehr klein ist. Man kann aber daraus folgern, 
daB die Freiheitszahl In!' die ja das VerhaIten der Elektronen 
im Vergleich mit freien bestimmt, in einem groBen Teil des Bandes 
ungefahr Eins ist, so daB in diesem Teil des Bandes die Eigenwert­
dichte etwa so groB ist wie bei freien Elektronen, \venn man deren 
Wellenzabl ~ mit der reduzierten Wellenzahl f identifiziert. 1m 
Mittel iiber ein ganzes Band ist In! aber natiirlicher immer Null (§ 3). 

Wir bemerken schlieBlich noch, daB bei Si gerade zwei Bander 
vollbesetzt sind (4 Valenzelektronen). Tatsachlich scheint die 
Photometerkurve (Abb.34) aus zwei sich iiberlagernden Bandern 
zu bestehen. 

Absorption [101, 129]. Bei der Absorption von Rontgenstrahlen 
muB ein Elektron aus einer inneren Schale entfernt werden. Das 
ist wegen des PAuLI-Prinzipes nur moglich, wenn die Endenergie 
des Elektrons groBer als die Grenzenergie ist. Von kleinen Fre­
quenzen kommend steigt also hier der Absorptionskoeffizient bei 
einer Frequenz Vo sehr p16tzlich an. Die Breite des Anstieges ist 
von der GroBenordnung k T, weil der Ubergang der FERMI­
Verteilung von I = 1 zu I = 0 in einem Energiegebiet von dieser 
GroBenordnung erfolgt. Fiir noch groBere Frequenzen v > Vo ist 
eine Absorption aber nur dann moglich, wenn der Endzustand des 
Elektrons in ein erlaubtes Energiegebiet fallt. Bei einem ein­
dimensionalen Modell, wo sich die einzelnen Bander nicht iiber­
decken, wiirde der Absorptionskoeffizient an einzelnen Stellen des 
Spektrums auf Null sinken. Da die Endenergie der Elektronen 
verhaltnismaBig groB ist, konnen wir die Lage dieser Stellen ver­
schwindender Absorption aus unserer Naherung B (§ 4) bestimmen. 
Danach ist im eindimensionalen Fall die Lage des n-ten verbotenen 
Energiegebietes durch [Gl. (22a), § 4, S.44] 

h2 

Vo + 8ma2 n2 

gegeben. Seine Breite ist Vn , d. h. gleich dem n-ten FOURIER-
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Koeffizienten des Potentials. Sind z. B. die ersten fiinf Bander mit 
Elektronen besetzt, so ist die erste Anomalie des Absorptions­
koeffizienten dureh n = 6 bestimmt. Der Verlauf des Absorptions­
koeffizienten fiir diesen eindimensionalen Fall ist in Abb.35a 
gezeigt. 

1m dreidimensionalen Fall iiberdeeken sieh bei dem in Betraeht 
kommenden Energiebereieh (Naherung B, § 4) einzelne Bander. 
Nehmen wir ein polykristallines Material an, so hat die Gesehwindig­
keit der Elektronen im Endzustand aIle mogliehen Riehtungen zu 

p. p. 

Po v P 
Abb.35a. Abb.35b. 

Abb.35a. Theoretischer Verlanf des Rontgenabsorptionskoeffizienten I' fiir ein 
eindimensionales Modell. 

Abb. 35 b. Dasselbe fiir ein dreidimensionales Modell. 

den Kristallaehsen. Da die Dbergangswahrseheinliehkeiten langsam 
veranderliehe GroBen sind, konnen wir den Absorptionskoeffizienten 
proportional zur Eigenwertdiehte bei der betreffenden Energie 
setzen. Diese hat bei einem einfaehen kubisehen Gitter starke 
Anomalien bei den Energiewerten [vgl. § 4 B, (27)] 

h2 

Em=VO+~8 21m12. (1) ma 

Sie versehwindet hier zwar nieht vollstandig wie im eindimensio­
nalen Fall, weil es in diesem Energiegebiet immer erlaubte Energien 
von dieser GroBe gibt (vgl. Abb. 11 e). Eine genauere Bereehnung 
zeigt, daB das Verhaltnis der Eigenwertdiehte zur Eigenwertdiehte 
bei Vernaehlassigung der Anomalie von der GroBenordnung 
(Em - Vm)/Em ist. Die Breite der Anomalie ist Vm. Die GroBen­
ordnung von Vm ist 5 Volt, diejenige von Em 100 Volt. Die 
Schwankung des Absorptionskoeffizienten miiBte also einige Prozent 
betragen. Da aber meist viele Anomalien zusammenfallen (alle mit 
gleiehem 1 m I), konnen sehr groBe Sehwankungen des Absorptions­
koeffizienten entstehen. Abb.35b zeigt den Verlauf des Absorptions­
koeffizienten. Beim Vergleieh mit dem Experiment ist darauf zu 
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acht~n, daB die Energieanomalien (verbotene Gebiete) von den 
tiefsten Energieniveaus (K-Schale) an zu zahlen sind, denn nur so 

kommt man, wie wir in 
§ 4B gezeigt haben, zu 

r- einer richtigen Zuord­
nung bei hohen Ener­
gien.lnAbb.36azeigen 
wir fUr Cu die experi­
mentelle Photometer­
kurve der Rontgen­
absorptionskante und 
in Abb. 36 b die Lage 
der Anomalien in Ab­
hiingigkeit von 1m 12 (in 
der Abbildung mit S be­
zeichnet). Die Rohe der 

t tf 

~II 
~ 
I I I II 

(l f ./J C!l1I 

Abb.36a. 

aufgetragenen Recht­
ecke gibt an, wie viele 
Anomalien an der be­
treffendenSteIle von 1m 1 

zusammenfaIlen. Da Cu 
flachenzentriertes ku­
bisches Gitter hat, dur­
fen nur solche I m 1 ge­
nommen werden, deren 
Komponenten mi ent­
weder aIle gerade oder 
aIle ungerade sind (vgl. 

l Eo 0)' C'jlB 

~. ~. i, jll~_ ~- ;.1., J 
s~ $ @ W ~ $ w ~ ~ 

Abb.3G b. 

I 
KJ 

I 
Q 

Abb. 36 a und b. Rontgenabsorptionskoeffizient von Cu. a Photometerkurve nach [94], 
b theoretisch nach [129]. genauere Erklarung im Text. 

Anhang 7.). Die "Obereinstimmung zwischen Theorie und Ex­
periment ist sehr gut. Es kann auch gezeigt werden, daB der 
berechnete Abstand der Anomalien von der Absorptionskante 
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gut mit den Messungen ubereinstimmt. Nach Abb. 35b gehOrt 
zu jeder Schwankung des Absorptionskoeffizienten ein Maxi­
mum und ein Minimum. Diese sind in Abb. 36 mit A, B, C . .. 
bzw. ct., {J, y... bezeichnet. Wie wir oben auseinandergesetzt 
haben, liegen immer mehrere Anomalien nahe beisammen. Diese 
werden durch die experimentcllen Photometerkurven nicht ge­
trennt und sind in Abb. 36 b entsprechend zusammengefaBt. 

Aus Gl. (1) folgt, daB die Lage der Anomalien des Absorptions­
koeffizientcn durch die Gitterkonstante a und die Indizes mi allein 
bestimmt sind. Daraus ergeben sich folgende Schlusse: 

f f Hi 
II III 

I I I II I I I II E 0 eBA 
£ /J C BA 

f o C BA 

II. b c 
Abb.37a-c. Riintgenabsorptionskoeffizient nach [198]. a IX-Messing, CuK-Kante, 

b IX-Messing, ZnK-Kante, c reines Cu, K-Kante. 

Die Struktur der Absorptionskante ist dieselbe: 
1. Fur verschiedene Absorptionslinien des gleichen Kristalls. 
2. Fur verschiedene Metalle gleicher Gitterstruktur, wenn man 

auf gleiche Gitterkonstante reduziert. Nach Gl. (1) muB man dazu 
die Energiedifferenzen Em - Em' der Anomalien eines jeden Metalls 
mit dem Quadrat des Gitterabstands dieses Metalls multiplizieren. 

3. In Legierungen ist die Struktur der Absorptionskanten ver­
schiedener Atome gleich. 

Samtliche drei Punkte werden ausgezeichnet bestatigt [198]. 
In Abb. 37 bringen wir ein Beispiel fUr ct.-Messing (Zn-Cu-Legierung) 
und fur reines Kupfer. Beide bilden flachenzentrierte kubische 
Gitter. In Tabelle 8 zeigen-wir die zugehOrigen Abstande (in Volt) 
der Absorptionsanomalien von der Kante. Fiir Kupfer sind diese 
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entsprechend 2. reduziert auf den Gitterabstand von Messing. 

A 
IX 

B 
fJ 
c 
y 
D 
~ 
E 
I> 

Tabelle 8. Aua [198]. 

IX-Messing 

Ou Zn 

15 13 
27 00 
37 35 
52 57 
81 84 

108 108 
139 143 
168 170 
218 214 
250 248 

\ 
Reines Ou 
(reduziert) 

16 
25 
39 
55 
80 

106 
141 
167 
216 
246 

Die "Obereinstimmung ist sehr 
gut. 

SchlieBlich laBt sich auch zei­
gen, daB die Temperaturabhangig­
keit der Gitterkonstanten in der 
Lage der Anomalien Em richtig 
wiedergegeben wird. Mit wach­
sender Temperatur (wachsendes a) 
rucken nach (1) demnach die 
Anomalien naher an die Kante. 
Gleichzeitig werden sie auch in­
folge der Warmeschwingungen ver­
waschener. 

§ 11. Para- und Diamagnetismns. 
Allgemeines. Ein auBeres Magnetfeld induziert in einem Metall 

ein magnetisches Moment M, das bei schwachen Feldei'll im all­
gemeinen propor~ional zu H ist: 

M=XH. (1) 
Der Proportionalitatsfaktor X heiBt magnetische Suszeptibilitat 
und kann z. B. pro V olumeneinheit, pro Masseneinheit, pro Atom 
usw. angegeben werden. rst X> 0, so ist das Metall paramagnetisch, 
im anderen Fall X < 0 ist es diamagnetisch. Daneben gibt es noch 
einen dritten Fall, den Ferromagnetismus, bei dem auch fiir H = 0 
ein sehr starkes Moment M bestehen kann (vgl. § 25). 

Die Suszeptibilitat X laBt sich auch energetisch definieren. 
Man kann zeigen, daB die Energieerhohung Ll U des Metalls im 
Magnetfeld 

LlU- _~XH2 - 2 (2) 

ist. Paramagnetische Substanzen erniedrigen ihre Energie im 
Magnetfeld, diamagnetische erhohen sie. 

Eine Erniedrigung der Energie der Elektronen im Magnetfeld 
ist nur dadurch. moglich, daB sie ihre magnetischen Momente 
parallel zum Feld stellen. Bei den Valenzelektronen der Metalle 
ist das magnetische Moment f-l eines Elektrons durch seinen Spin 
gegeben, wobei 
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ist_ Bei freien Atomen kommt hierzu noch das Bahnmoment der 
Elektronen_ Bei den Valenzelektronen der Metalle ist dieses aber 
Null, well die Eigenfunktionen angenahert ebene Wellen sind. Der 
Paramagnetismus ist daher der Magnetismus der Elektronenspins. 
Andererseits ist der Diamagnetismus bedingt durch den EinfluB 
des Magnetfeldes auf die Elektronenbahn. 

Paramagnetismus [28, 36]. Legt man an ein Metall ein auBeres 
magnetisches Feld H, so werden sich die Elektronenspins entweder 
parallel oder antiparallel zum Feld einstellen. 1st E die Energie 
eines Elektrons ohne Feld, so ist seine Energie im Feld E - I-' H 
bei parallelem, E + I-' H bei antiparallelem Spin. Es tritt also 
eine Umnumerierung der Energien ein. Die Eigenwertdichte D (E) 
bleibt dagegen die urspriingliche, well wir annehmen diirfen, daB 
die Elektroneneigenfunktionen nicht beeinfluBt werden, solange 
wir uns nur fiir den EinfluB des Magnetfeldes auf den Spin 
interessieren. Ohne Feld ist die Zahl der Elektronen mit einer 
Energie zwischen E und E + dE [vgl. § 5, (6a)] 

2 D (E) t (E) dE. 

Mit Feld dagegen ist die Zahl dieser Elektronen mit parallelem 
Spin, d. h. mit der Gesamtenergie E - I-' H 

D (E) t (E-I-' H) dE 

und mit antiparallelem Spin, d. h. mit der Gesamtenergie E + I-' H 

D (E)t (E +I-'H) dE. 

Beim absoluten Nullpunkt sind aIle Zustande mit einer Gesamt­
energie E' < Co besetzt, wahrend aIle Zustande E' > Co leer sind. 
Nun ist fiir Elektronen mit parallelem Spin (Definition von Eo 
und E 1) CO = Eo - I-' H, mit antiparallelem Spin Co = El + I-' H. 
Die ersteren Elektronen besetzen also aIle Zustande bis zur Energie 
(nichtmagnetische Energie) Eo = Co + I-'H, die letzteren bis zur 
Energie El = Co - I-' H. Es gibt daher mehr Elektronen mit par­
allelem Spin. 1hr "OberschuB Z ist 

C,+fJH 

Z = J D (E) dE -- 21-'H D (Co), (3) 
C,-fJH 

Sie erzeugen ein magnetisches Moment von der GroBe 

M = I-' ·21-' D (Co) H. 

Aus (1) folgt daher die paramagnetische Suszeptibilitat 

Xpara = 21-'2 D (Co) - (4) 
Frllhlich, Elektronenthoerie der Metalle. 10 
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Aus der Messung der paramagnetischen Suszeptibilitat ergabe sich 
also eine Methode zur direkten Bestimmungder Eigenwertdichte. 
Leider. ist aber noch keine experimentelle Methode gefunden, die 
es gestattet, den Paramagnetismus der Metalle vom Diamagnetis­
mus zu trennen. Bei anderen K6rpern ist dies m6glich, weil dort 
der Paramagnetismus temperaturabhangig ist (CUluEsches Gesetz I), 
der Diamagnetismus aber nicht. Bei Metallen dagegen ist der 
Paramagnetismus der Valenzelektronen beinahe unabhangig von 
der Temperatur. Das folgt sofort aus der geringen Temperatur­
abhangigkeit der FERMI-VerteiIung. Zum analytischen Nachweis 
haben wir Z fUr beliebige Temperaturen zu bestimmen. Aus den 
obigen Werten fiir die Anzahl der parallelen bzw. antiparallelen 
Spins erhaltenwir fUr deren Differenz 

00 

Z= JD(E) [f(E-f-lH)-f(E+f-lH)]dE. 
-00 

Nun ist aber [§ 5, (7a)] 

f (E ±f-l H) = --=E--'-±-P~;c-_---,c'---
e kT +1 

Nach Anhang 3, G1. (3) ist 
00 Co 'F pH 

j f (E ±f-lH) D (E) dE = j D (E) dE + ~2 (k T)2 (-~~ )CoHH' 
-0) -co 

also wird 
Co+pH Co-pH 

Z= jD(E)dE- jD(E)dE+ ~2 (kT)2((~~)'0+PH-
-co -co 

(3a) 

wobei Zo der Wert von Z fUr T = 0 (3) ist. Der zweite, temperatur­
abhangige Term in der Klammer ist sehr klein gegen Eins. Setzen 
wir, wie fiir freie Elektronen, die Eigenwertdichte D,......, (E - Eo)1/2, 
so wird 

n2 (k T)2 (d2D) n2 ( k T )2 
(\ D(Co) dE2 Co = - 24 Co-Eo . 

Fur Co- Eo""" 3 e-Volt und Zimmertemperatur ist das etwa 10-4 • 
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Die Suszeptibilitat kann auch, wie wir oben mitgeteilt haben, 
durch die Anderung der Gesamtenergie aller Elektronen durch das 
Magnetfeld definiert werden. 1st U H die Gesamtenergie im Magnet­
feld, Uo ohne Magnetfeld, so ist nach (2) 

UH=Uo--~-XH2 (2a) 

eine Definition von X, die gleichbedeutend mit unserer obigen 
1 

durch das· magnetische Moment ist. Die Energieanderung 2 X H2 

setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 
1. Die rein magnetische Energie von Z Elektronen mit dem 

magnetischen Moment parallel zum Feld ist [vgl. (3)] 

-ZflH =-fl H ' 2flH D (Co), 
z 

2. 2 Elektronen gehen in hohere Quantenzustande iiber. Wie 

wir gesehen haben, besteht der EinfluB des Magnetfeldes ja darin, 
daB die Gesamtenergie eines Elektrons mit parallelem Spin um 
-fl H, mit antiparallelem Spin um + flH erhoht wird. Daher 
gehen die Elektronen mit antiparallelem Spin, die ohne Feld in 
Quantenzustanden zwischen Co-fl H und Co sind, im Feld in 
Quantenzustande zwischen Co und Co + fl H iiber unter gleich­
zeitigem Umklappen des Spins. In den urspriinglichen Zustanden 
ist letzteres wegen des PAuLI-Prinzips nicht moglich. Da im ganzen 

Z Elektronen mit parallelem Spin vorhanden sind, haben ; Elek­

tronen ihren Spin umgeklappt, wobei jedes dieser Elektronen in 
einen um fl H hoheren Quantenzustand iibergeht. Insgesamt 
wird dadurch [vgl. (3)] die Energie 

Z 
2ft H = (fl H)2 D (Co) 

aufgewandt. Mit dem obigen Ausdruck ist die Gesamtanderung der 
Energie also 

Z 
L1 U = -ZflH + 2 flH = - (fl H)2D (Co), 

I . 
die nach (2) - 2 X H2 gesetzt werden muB, wodurch fiir X wieder 

(4) erhalten wird. 
Neben dem hier besprochenen temperaturunabhangigen Para­

magnetismus (Diskussion auf S. 154) gibt es bei einigen Metallen 
auch einen temperaturabhangigen. Dieser Fall tritt dann ein, 
wenn das Atom eine unabgeschlossene innere Schale hat. Beispiele 

10* 
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dafiir sind die seltenen Erden, bei .denen die N-Schale nicht voll­
besetzt ist, wahrend die Valenzelektronen in der P-Schale sitzen. 
Ein anderes Beispiel ist z. B. Chrom, bei dem die M-Schale nicht 
vollbesetzt ist. Die Elektronen der inneren Schalen sind im 
Mittel viel naher beim Atomkern als die Valenzelektronen. Nach 
§ 4A ist das ihnen zugehorige Energieband also bedeutend schmaler 
als das Band der Valenzelektronen, und wie wir oben gezeigt haben 
(3a), bedeutet das sowohl eine Erhohung des Wertes der Suszepti­
bilitat als auch eine vergroBerte Temperaturabhangigkeit. Wir 
werden in § 27 naher auf diese Verhaltnisse eingehen. 

Diamagnetismus freier Elektronen [S4, lOS]. Die diamagnetische 
Suszeptibilitat wird man am einfachsten aus G1. (2) bestimmen, 
d. h. aus der Anderung der Gesamtenergie im Magnetfeld ohne 
Beriicksichtigung des Spins. Die Bewegung freier Elektronen wird 
bekanntlich durch ein Magnetfeld stark verandert - aus einer 
geradlinigen Bewegung wird eine spiralenformige. Das bedeutet 
aber durchaus nicht, daB freie Elektronen eine groBe magnetische 
Suszeptibilitat haben. 1m Gegenteil, im rein klassischen Fall ist 
diese Null, weil das Magnetfeld die Energie der Elektronen nicht 
verandert. Es kriimmt nur die Bahn, laBt aber den absoluten 
Betrag der Geschwindigkeit unverandert, und daher auch die 

Energie, die ja im Magnetfeld ; v2 wie ohne Feld ist. Anders ist 

das im quantentheoretischen Fall. Durch die Kriimmung der 
Bahn wird ja die Bewegung in der Projektion auf die Ebene senk­
recht zum Magnetfeld (Projektion der Spirale auf die Ebene senk­
recht zur Achse) kreisfOrmig, d. h. periodisch. Wie bei jeder periodi­
schen Bewegung ist dann nur eine gewisse Auswahl der klassisch 
moglichen Energien zulassig. Diese Quantelung der Energie­
komponente senkrecht zum Magnetfeld bewirkt, daB gewohnlich ein 
Elektron seine Energie andern muB, wenn das Magnetfeld ein­
geschaltet wird. Daher resultiert in der Quantenmechanik ein 
Diamagnetismus £reier Elektronen. Die Energie laBt sich leicht 
berechnen. Wir nehmen an, daB das Magnetfeld in der z-Rich­
tung liegt (Hz = H) und beschreiben es durch ein Vektorpoten­
tial ~ mit den Komponenten 

Ax=-Hy, Ay=Az=O. 

Dann ist nach den Grundlagen der Elektrodynamik 

4>=rot~, d.h. Hx=Hy=O, Hz=H. 
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Der Impuls lJ eines Elektrons in einem Vektorpotential ~ ist mit 
der Geschwindigkeit tJ durch die Relation 

tJ=2~(lJ- :~) 
verkniipft. ~ ~ heiBt potentieller Impuls. Die Energie wird nun e 

m 2 1 ( e or)2 1 (( e H)2 2 2) E=2 V =2m lJ- c u =2m PX+ c Y +Py+Pz • (5) 

Mit den Abkiirzungen 

Px e 2 n v = e H = 2 [! H 
Yo = - He' me h (6) 

konnen wir diesem Ausdruck die Form 
p2 p2 m 

E - 2:n = El = 2 ~ + 2 (2 n V)2 (y - Yo)2 (5a) 

geben. El ist formal identisch mit der Energie eines harmonischen 
Oszillators mit der Frequenz v (LARMoR-Frequenz), der um den 
Punkt Yo schwingt. Dieser kann bekanntlich in der Quanten­
mechanik nur die Energien [vgl. (6)] 

El = (n + !) hv = 2fj H (n + !) 
annehmen. Daher sind die zuHissigen Werte der Energie 

p~ (1 ) E=2m+ 2fjH n+ 2 · 

Wir miissen dieses Resultat so deuten, daB die z-Komponente 
der Energie 

E = P2 
z 2m 

beliebige Werte annehmen kann, wahrend die Komponente senk­
recht zu z nur die diskreten Werte El haben kann. Jeder Eigen­
wert El ist natiirlich entartet, d_ h. es gibt viele Zustande, die den 
gleichen Eigenwert haben. Aus einer naheren Untersuchung 

findet man, daB zur Energie 2 fj H ( n + !) genau so viele Zustande 

gehoren, wie ohne Magnetfeld im Energieintervall zwischen 
2 fj H n und 2 fj H (n + I) liegen. Der energetische EinfluB des 
Magnetfeldes besteht also darin, daB alle Eigenwerte des Intervalls 
zwischen 2 fj H n und 2 fj H (n + I) in den dazwischenliegenden 

Wert 2 fj H ( n + !) hineinrucken. 

Die Berechnung der Erhohung der Elektronenenergie im Ma­
gnetfeld ergibt fur fj H < k T 
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L1 U = ('" :)2 D (,). 

Mit (2) erhalt man hieraus, als diamagnetisehe Suszeptibilitat 
2",2 .. 

ldla = --3- D (c,), (7) 

falls 
(7 a) 

Das ist baeh (4) genau -1/3 der paramagnetisehen Suszeptibilitat. 
EinllufJ des Gitterpotentials [151]. Wir haben in §§ 3 und 4 

gefunden, daB sieh die Energie eines Elektrons im Metallgitter in 
vielen Fallen dureh die Energie eines freien Elektrons mit einer 
seheinbaren Masse m* darstellen laBt, die mit der tatsaehliehen 
Masse vermittels der Freiheitszahllk [§ 3, (14)] dureh die Beziehung 

m~/k =m 
verkniipft ist. Der Index k bedeutet, daB m; und Ik von der Wellen­
zahl abhangen. Ik hat sieh dureh Mittelung uber aIle Riehtuilgen 
ergeben, und zwar war naeh § 3, (14) 

1 
Ik = 3 (Ix + Iy + Iz)' m 82 E 

Ii = 112 8k~ . 
• 

Urspriinglich erhielten wir in § 3 anstatt Ik einen Tensor mit dem 
Komponenten 

m 82 E 
h2 8kT dks ' r, 8 = X, y, z. 

Entsprechend ist dann die scheinbare Masse durch einen Massen­
tensor zu ersetzen. Dieser Tensor sei auf Hauptachsen transformiert, 
die in einem kubischen Kristall senkreeht zueinander stehen. Wir 
wollen annehmen, daB unser Koordinatensystem x, y, z mit den 
Hauptachsen des Tensors zusammenfalle. Das bedeutet, daB die 
seheinbare Masse, in der x-, y- und z-Richtung gegeben ist durch 

mt Ii = m, i = x, y, z. 
Die Energie eines Elektrons ohne Magnetfeld Wird also 
einen konstanten Term) 

pi ·pt p~ 
E=-2 * +-2 .+-2 *. mx my mz 

Mit Magnetfeld erhalten wir analog zu (5) 

E __ 1_ ( ~H)2 p~. pi - 2 mt Px + c Y + 2 m~ + 2 mt 

oder entspreehend zu (5a) 
2 2 m* 

E - ~ = ---'!!JL.. + -'L (2 'Tt V')2 (y _ Y )2. 
2m! 2m: 2 0 

(8) 
(bis auf 
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Die Frequenz v' ist verschieden von v in (6), und zwar, wie man durch 
Vergleich der obigen beiden Ausdriicke fiir E findet, wird [vgl. (8)] 

2:rrv' - __ e!l __ - eH (I 1)1/2 
- (m~mt)112e- me x y 

oder mit (6) 

2:rrv'=2nv(fxfy)1/2= 2~H (fxly)1/2. 

Wir erhalten daher jetzt fiir die Suszeptibilitat den gleichen Aus­
druck wie fiir freie Elektronen, wenn wir dort # durch # (fxIV)1i2 
ersetzen. Die Ii hangen gewohnlich noch vom Zustand der Elek­
tronen abo Bei der Integration iiber aIIe Elektronen stellt sich aber 
heraus, daB nur die Elektronen mit der Energie E = 1; von Be­
deutung sind. Daher tritt an Stelle von I xl y der Mittelwert dieser 
GroBe iiber aIle Elektronen mit der Grenzenergie 1; (durch tJber­
streichen gekennzeichnet). Aus (7) erhalten wir also X durch die 
oben mitgeteilte Substitution: 

, 2p,2 --
Xdia = - -3- D (1;) (fxly) . (9) 

Bei der Ahleitung dieses Ausdruckes hatten wir einen kubischen 
Kristall vorausgesetzt und die Annahme gemacht, daB das Magnet­
feld parallel zu einer Hauptachse liegt. Solange wir uns fiir poly­
kristallines Material interessieren, sind beide Voraussetzungen 
offenbar unwesentlich und (9) gilt dann allgemein, wenn wir noch 
eine Mittelung von Ix Iy iiber aIle moglichen Lagen der Ebene x-y 
in bezug auf die Kristallachsen ausfiihren, wobei wir allerdings 
beachten miissen, daB die Ii Komponenten eines Tensors sind. 
Der Ausdruck I xl y geht also in einen etwas komplizierteren Aus­
druck iiber, wenn z nicht mehr in eine Hauptachse faIIt. Man kann 
diesen neuen Ausdruck leicht mit Hille der Transformationsformel 
fiir Tensoren ableiten. Auf Hauptachsen gebracht hat der Tensor, 
welcher der Freiheitszahl zugeordnet ist, die Form 

Ix 0 0 

I Ikl = 0 Iv 0 
o 0 Iz' 

wahrend in einem aIIgemeinen Koordinatensystem x', y', z' 

I x' lx' y' lx' z' 
I/kl = Iv'x' Iy' Iv'z' 

Iz' x' Iz'v" Iz' 
ist, wobei nach § 3, S. 24 
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m o2E 
Irs = 1sT = h2 ok, oks 

ist. Der Ausdruek Ixly ist die Unterdeterminante zu tz in der 
Determinante, die dem Tensor zugeordnet ist. Daher erhalten wir 
allgemein anstatt I xl y 

und fiir (9) 

(9a) 

Eine Voraussetzung fiir die Giiltigkeit von (7) ist die Bedingung 
(7 a). Die entspreehende Bedingung fiir die Giiltigkeit von (9) 
bzw. (9a) ist, wie aus unserer Ableitung der Formel (9) aus (7) 
hervorgeht 

(10) 

Solange txt y ~ list, wird (10) aueh bei den hoehsten erreiehbaren 
Feldstarken (GroBenordnung 105 GauB) noeh bei sehr tiefen 
Temperaturen erfiillt, denn 10 entsprieht einer Feldstarke von 
etwa 104 GauB. Es gibt aber Ausnahmefalle (vgl. § 31), bei denen 

Ix/y> I wird. Dann ist, je naeh der GroBe von (ix/y)' (10) haufig 
nieht mehr erfiillt. Unter diesen Umstanden wird die Bereehnung 
von Xdia sehr kompliziert, so daB wir hier darauf verziehten. 

Diamagneti8mus gebundener Elektronen. Wir haben in (7) den 
Diamagnetismus vollstandig freier Elektronen bereehnet. Gl. (9) 
erhielten wir daraus unter der Annahme, daB sieh die Elektronen 
im Metallgitter wie freie Elektronen mit einer seheinbaren Masse m* 
verhalten. Dies ist fiir die Valenzelektronen, wie wir aus § 4 wissen, 
aueh meist zutreffend. Wir wollen jetzt hier noeh den Beitrag 
stark gebundener Elektronen bereehnen. Bei freien Elektronen 
war der EinfluB des Magnetfeldes auf die Eigenfunktionen sehr 
groB, obwohl die Energieanderung nur klein war. Die Ursaehe 
dafiir ist, daB die Bahn freier Elektronen, d. h. ihre Eigenfunktion, 
stark verandert werden kann, ohne daB sieh dabei die Energie 
andert. Bei gebundenen Elektronen trifft das nieht mehr zu. 
Wir konnen dann das Magnetfeld als kleine Storung behandeln, 
was die Bereehnung der Energieanderung natiirlieh stark ver­
einfaeht. 

Da wir uns jetzt fiir stark gebundene Elektronen interessieren, 
diirfen wir annehmen, daB sieh die Elektronen wie beim freien 
Atom verhalten. Die Zusatzenergie eines Elektrons in einem 
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Magnetfeld, das in der z-Richtung liegt, ist 

eH e2 HZ 
e = 2mc (PxY-Py x) + Smc2 (x2 + y2). 

Da wir jetzt das Magnetfeld als kleine Starung betrachten konnen, 
ist die Eigenfunktion "P des Elektrons angenahert die gleiche wie 
ohne Feld. Die EnergieerhOhung des Elektrons im Magnetfeld 
ist dann 

L1 E = J "P* e "P dr, 
h 0 

wobei wir in e nach § 1, S. 7 Pi durch T ox' zu ersetzen haben. 
t 

Der erste Term liefert den paramagnetischen Beitrag des Bahn-
moments (Px y- Py x ist ja der Drehimpuls), von dem wir voraus­
setzen, daB er verschwindet (abgeschlossene Schalen). Dann ist 

e2H2 j L1 E = S m c2 (X2 + y2) "P* "P dr. 

Die Ladungsverteilung "P*"P ist bei abgeschlossenen Schalen kugel­
symmetrisch. Aus Symmetriegriinden ist dann 

Daher wird 

j(X2+y2)"P*"Pdr= :jr2 "P*"P dr =:;:2. 

e2 H2;:2 
L1 E = 12mc2 ' 

Es sei N die Anzahl der Atome in dem von uns betrachteten Gebiet. 
Dann ist nach (2) 

e2r2N 
Xdia = - Tm"""(i2 . (Il) 

Bei der Berechnung der gesamten Suszeptibilitat des Metalls 
haben wir die para- und diamagnetischen Beitrage aller Elektronen 
zu summieren. AIle Elektronen mit Ausnahme der Valenzelek­
tronen verhalten sich wie beim freien Atom, d. h. ihr Beitrag ist 
durch (ll) gegeben, wozu, falls nichtabgeschlossene innere Schalen 
vorhanden sind, noch ein paramagnetischer Anteil kommt. Die 
Beitrage der Valenzelektronen andererseits haben wir in (4) und 
(9a) angegeben. Der diamagnetische Anteil der inneren Elektronen 
an der Suszeptibilititt ist gleich der diamagnetischen Suszepti­
bilitat des betreffenden Ions, die wir Xion nennen wollen. Dann 
ist also 

X=Xion+(4)+(9a)=Xion+2,u2D(,)(1-i), oc= (fxfy-j~Y)J (12) 
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falls das Ion nicht paramagnetisch ist. Hat das Ion hingegen 
nichtabgeschlossene innere Schalen, so kommt zu (12) noch ein 
paramagnetischer Anteil, der meist alle anderen Beitrage zu X weit 
iibertrifft und unter Umstanden zu Ferromagnetism,us fiihrt. In 
allen diesen]'iillen ist die Einteilung der Elektronen in innere 
(Ion) undauBere (Valenzelektronen) nicht .mehr so einfach durch­
fiihrbar, wie wir hier geschildert haben. Wir werden diese Falle 
beim Ferromagnetismus bzw. in § 27 behandeln und beschranken 
uns hier bei der Diskussion auf die einfachen Falle, fiir die (12) 
giiltig ist. 

Diskussion (vg1. aueh § 27). Da die Suszeptibilitat Xion des 
Ions direkt gemessen werden kann, erhalten wir mit Hilfe von 
(12) experimentelle Werte der GroBe 

21-'2 D (C) ( 1- ; ) = X- Xion' (12a) 

Wir wollen die linke Seite von (12a) unter vereinfachten Annahmen 
weiterentwickeln, um einen Vergleich mit dem .. Experiment zu 
erleichtern. Wir setzen voraus: 

l. Die Energie C hangt als Funktion der Wellenzahl nur von 
I flab, d. h. Ix = I" = Iz· 

2. Die Eigenwertdichte D (C) sei die gleiche wie bei freien 

Elektronen mit einer scheinbarenMasse 1 m*= ~. 
Aus 1. folgt zunachst, daB in jedem Koordinatensystem 

Ixy= Iyz = Izx = 0 ist. Infolgedessen wird 
rJ. = n. (13) 

Aus 2. ergibt sich mit G1. (31), § 4, wenn wir D auf die Volumen­
einheit beziehen [vg1. auch § 5, (21) und (21a)] 

(14) 

Eo ist dabei entweder der untere oder der obere Rand des 
Bandes, je nachdem, ob Ic positiv oder negativ ist. Bei einwertigen 
Metallen ist immer das erstere der Fall. Wenn wir noch die zu­
satzliche Annahme machen, daB Ik fiir alle Energien zwischen 
Eo und C konstant ist, so laBt sich C - Eo aus der Anzahl n 
der Atome pro cm3 berechnen. Es wird dann nach § 5, (15) unter 
Beachtung der dortigen Energienormierung (Eo = 0), wenn wir 
m durch m(lc = m* ersetzen 

1 Ie ist der Mittelwert der Freiheitszahl der Elektronen mit der Energie C. 
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h2 h2 
,- Eo = 2 m* (3n2 n)2/3 = 2 m fd3 n2 n)2/3 . (l4a) 

Hiermit erhalten wir aus (12a) unter Beachtung von (I3) und (14) 
(X pro Volumeneinheit) 

- . =2 2.2m (3n2n)1/3 (2.._ Ie) = 1 
X XlOn ft h2 4 n 2 Ie 3 

(15) 
= e2 (3:71:2 n)1/3 (2.. _ k) = 2 1.10-14 nI/3 (2.. _ Ie) 

4n2 mc2 k 3' h 3 

Diese einfache Formel fUr einwertige Metalle gestattet uns eine 
Bestimmung der Freiheitszahl h, da aIle anderen GroBen bekannt 
sind. Es. ist aber zu beachten, daB die Voraussetzungen (13) und 
(14) sicher nur naherungsweise giiltig sind. Daher kommt den 
sich ergebenden fe-Werten keine groBe Genauigkeit zu (vgl. auch 
§ 27). Die Tatsache, daB sie aIle die GroBenordnung Eins haben, 
bestatigt uns a ber, daB unsere V orstellungen iiber das magnetische 
Verhalten der Metalle richtig sind. Nachfolgende Tabelle 9 gibt 
die experimentellen Daten und die mit Hilfe von (15) berechneten 
fc-Werte fiir die einwertigen Metalle. 

Tabelle9 1. 

Metall Li I Na I K I Rb I Cs I Cu Ag Au 

X·106 • I O.~ 0,63 0,48 0,13 1-0,19 -0,8 -1,5 -3,1 
Xion· 106 • -0,05 -0,25 ':"'0,29 -0,50 1-0,54 -2,9 -3,2 -4,7 

h 1,2 0,65, 0,60 0,651 0,90 0,40 0,50 0,55 

Um bei zweiwertigen Metallen eine ahnliche Berechnung 
durchfiihren zu konnen, miiBte der Abstand der Grenzenergie , 
von den Randern der beiden sich iiberlagernden Bander bekannt 
sein (vgl. § 5, S.77). Da wir in diesem Fall eine ahnliche Ab­
schatzung wie in (14a) nicht vornehmen diirfen, konnen wir auch 
keine weiteren Schliisse ziehen. Wir k6nnten natiirlich umge­
kehrt versuchen I' - Eo I aus den MeBwerten zu bestimmen. In 
diesem Fall miiBten wir aber wieder Annahmen iiber h machen. 
Da die GroBenordnung von X bei fast allen in Frage kommenden 
Metallen dieselbe ist, ergibt sich unter der Annahme Ie = I natiir­
lich immer die GroBenordnung einige Volt fiir' - Eo. Mehr als 
die GroBenordnung kann aber ohne die Kenntnis von Ie nicht er­
halten werden, so daB wir auf nahere Angaben verzichten. 

1 Xion nach [5]. 
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Die Temperaturabhangigkeit von X ist bei allen Metallen der 
ersten Gruppen des periodischen Systems verschwindend klein, 
wie das nach unserer Theorie zu fordern ist. Fur Metalle mit nicht 
abgeschlossenen inneren Schalen trifft das nicht mehr zu. 

Eine abnorm hohe diamagnetische Suszeptibilitat hat Wismut, 
namlich X ~-1O .10-6 (pro Volumeneinheit). Dieser hohe Wert 
ist fast vollstandig dem Beitrag der Valenzelektronen zuzuschreiben. 
Das folgt daraus, daB bei flussigem Wismut X auf etwa ein Zehntel 
des Wertes fiir festes Wismut (pro Atom!) zuruckgeht. Infolge-

dessen muB [vgl. (12a)] : > I sein, damit der Beitrag der Valenz­

elektronen negativ wird. Das ist nur moglich, wenn die Freiheits­
zahl tk groBer als Eins ist (13). Um den hohen Wert von X zu er­
klaren, muB tk sogar bedeutend groBer als Eins sein. Theoretisch 
tritt dieser Fall nach unserer Naherung § 4B fur Zustande, die 
sehr nahe am Rande eines Bandes liegen, ein. Wir mussen also 
folgern, daB bei Wismut die Grenzenergie sehr nahe am Rande 
eines Energiebandes verlauft. Diese Vorstellung werden wir spater 
noch durch weiteres Material stutzen und theoretisch begrunden 
(vgl. § 31). 

III. Leitfahigkeit. 

§ 12. Elementare Theorie. 

Uberblick. Das einfachste und wichtigste Gesetz, das sich auf 
die elektrische Leitfahigkeit bezieht, ist das OHMsche Gesetz 

J = aF. (I) 

J = Stromdichte, F = elektrische Feldstarke, a = spezifische Leit­
fahigkeit. 

Der reziproke Wert von a 
1 
(i=e 

ist der spezifische Widerstand. e hiingt fiir aile Metalle in iihnllcher 
Weise von der Temperatur ab, und zwar ist fUr Zimmertemperatur 
e ,'-' T, wahrend fur sehr tiefe Temperaturen emit einer hoheren 
Potenz von T, wahrscheinlich mit T5, geht. Abb.38a zeigt fur 
einige Metalle e als Funktion von T fUr hohe Temperaturen. Diese 
Temperaturabhangigkeit gilt aber nur fur reine Metalle. Fiir 
Legierungen setzt sich der Widerstand additiv aus einem 
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temperaturabhangigen und einem temperaturunabhangigen Term 
zusammen (MATTHIESsENsche Regel). 

(l = (lo + (l1 (T) . 

Der temperaturunabhangige Teil (lo heiBt Restwiderstand; (l1 hat 
die gleiche Temperaturabhangigkeit wie bei reinen Metallen 
(Abb.38b). 

Neben dem OHMschen Gesetz ist das JOULEsche Gesetz von 
grundlegender Bedeutung fiir die elektrische Leitfahigkeit. Es 
besagt, daB die pro Sekunde 
und pro Volumeneinheit 
durch den elektrischen Strom 
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Abb. 3Sa und b. a AbMngigkeit des elektrischen Widerstandes von der Temperatur fiir hohe 
Temperaturen. Aus [SaJ. b Elektrischer Widerstand von Au fiir tiefe Temperaturen bei 

verschiedenen Reinheitsgraden. d. h. verschiedenem Restwiderstand. Aua [14J. 

entwickelte Warmemenge W durch den Ausdruck 
W = J F = (J F2 = (l J2 (2) 

bestimmt wird. Das JOuLEsche Gesetz ist eine Folge des OHMschen 
Gesetzes und des Energieerhaltungsgesetzes. 

Auf Grund unseres in Kapitel I entwickelten Metallmodells 
wird die elektrische Leitfahigkeit unendlich groB. Nach § 3 werden 
ja die Elektronen durch ein auBeres Feld beschleunigt, so daB ihre 
Geschwindigkeit immer weiter wachst. Der Grund fiir eine endliche 
Leitfahigkeit besteht in der Wechselwirkung der Elektronen mit 
dem Metallgitter. Unser Metallmodell hatte als wesentliche Voraus­
setzung, daB das Gitter streng periodisch ist. Nur dann ist es 
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moglich, daB sieh ein Elektron ungehindert durch das Kristall­
gitter bewegt. Tatsachlich fiihrt jedes Atom des Gitters aber 
Schwingungen urn seine mittlere Lage aus. Diese Schwingungen 
bedeuten Abweichungen von der strengen Periodizitat des Gitters 
und sind die Ursachen fUr den Widerstand. Da die Amplitude der 
Gitterschwingungen mit der Temperatur wachst, gilt dasselbe auch 
vom Widerstand e. Wir stellen uns die Einstellung eines statio­
naren Stromes so vor, daB ein Elektron durch das auBere Feld 
beschleunigt wird und nach Durchlaufen einer gewissen Strecke lo 
von den Gitterschwingungen gestreut wird. 10 heiBt freie Weglange 
des Elektrons. Natiirlich wird ein Elektron von den Gitter­
schwingungen auch gestreut, wenn kein auBeres Feld angelegt ist. 
Da aber dann die Elektronen im thermischen Gleichgewicht mit 
den Gitterschwingungen stehen, wird die Verteilungsfullktion der 
Elektronen durch die ZusammenstOBe nicht verandert. 

Die Elektronen machen aueh untereinander ZusammenstoBe. 
Da aber bei jedem ZusammenstoB der Impulssatz befriedigt werden 
muB, kann sich durch solche Prozesse der Gesamtimpuls der 
Elektronen, also aueh der Strom, nicht andern. Sie sind daher 
belanglos und brauchen nicht weiter beachtet zu werden. 

E1ektrische Leitfahigkeit. Es sei ein auBeres Feld Finder 
x-Richtung an ein Metall gelegt. Dieses beschleunigt jedes Elektron 
so lange, bis es einen ZusammenstoB mit den Gitterschwingungen 
macht. Wil' nennen den Mittelwel't dieser Zeit 'TI . Da die Be-

schleunigung eines freien Elektrons ~ Fist, hat das Elektron nach m 
Ablauf von 'TI Sekunden in der x-Richtung die Geschwindigkeit 

e 
L1 v = -F'TI m 

gewonnen. 1m Mittel ist daher der Geschwindigkeitszuwachs jedes 
Elektrons 

- 1 e 
L1v=--L1v=-F'T 2 m' (3) 

Die Zeit 'T heiBt Relaxationszeit. Wie wir in § 14 sehen werden, 
ist 'T die Zeit, nach der, nach Abschalten des auBeren Feldes, die 
St6rung del' Elektronen-Verteilungsfunktion auf den e-ten Teil 
zuriickgegangen ist. Als mittlere freie Weglange definieren wir die 
GroBe ·Z = 'T v, wo v die mittlere Elektl'onengeschwindigkeit ist. 

Aus L1 v erhalten wir die StromdichteJ durch Multiplikation mit 
del' Elektronenladung e und mit der Zahl n der Elektronen pro cm3 : 
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- e2 TnF 
J=en.1v=---. 

m 
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(4) 

Hiermit haben wir schon das OHMsche Gesetz (1) gewonnen, nach 
dem die Stromdichte proportional zur Feldstarke ist. Der Pro­
portionalitatsfaktor ist die spezifische Leitfiihigkeit 

(5) 

Wir wollen die von den Elektronen pro Sekunde und pro cm3 

aufgenommene Energie berechnen. Jedes Elektron wird, wie wir 
oben mitgeteilt haben, im Mittel 'il Sekunden lang beschleunigt 
und nach Ablauf dieser Zeit ist die x-Komponente seiner Ge­
schwindigkeit von Vx auf Vx + .1 Vx gewachsen. Dabei hat es also 
die Energie 

.1E=; (vx +.1 V)2- ~ v!=mvx.1v+; (.1v)2 

aufgenommen. Pro Sekunde erhoht somit jedes Elektron im Mittel 
seine Energie um .1 Ef'il . Die gesamte Energieaufnahme erhalten 
wir durch Summieren tiber aIle Elektronen: 

1 
W=-.2'.1E. 

T1 

Da es gleich viele Elektronen mit positiver und negativer Ge­
schwindigkeit Vx gibt 1, verschwindet der erste Term von .1 E bei 
der Summierung und es wird 

W = 2~1 L; (.1 V)2, 

oder mit (3), (4) und (5) 
2 F2 

W=eTn =JF=aF2. 
m 

Hiermit ist auch das JOULEsche Gesetz abgeleitet. Es ist be­
achtenswert, daB J "'Ll v, wahrend W'" (.1 V)2 ist, so daB derStrom 
ein Effekt erster Ordnung, die JOuLEsche Warme aber ein Effekt 
zweiter Ordnung ist. Wie aus der Ableitung hervorgeht, rtihrt 
dies daher, daB ein Elektron durch ein auBeres Feld immer in 
der gleichen Richtung beschleunigt wird, daB es aber dadurch 
entweder Energie aufnimmt oder Energie abgibt, je nach der 
Richtung seiner Geschwindigkeit. 

Ein Elektron gibt bei einem StreuprozeB im Mittel nur sehr 
wenig Energie ab (vgl. § 14). Trotzdem wird die aus dem Feld 

1 Vx ist ja die Geschwindigkeit ohne Feld. 
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aufgenommene Energie von den Elektronen nicht akkumuliert, 
sondern ans Gitter abgegeben. Der Grund dafiir liegt in der eben 
besprochenen Tatsache, daB auch die Energieaufnahme der Elek­
tronen ein Effekt zweiter Ordnung ist. 

Bei der elementaren Theorie, die wir in diesem Paragraphen 
entwickeln, haben wir in keiner Weise Riicksicht auf eine Ver­
teilungsfunktion der Elektronen genommen, sondern nur mit 
mittleren Werten gerechnet. Unser Ergebnis [G1. (4)] wird aber 
auch durch eine exakte Behandhing (§ 14) bestatigt. 

Der in (4) berechnete Ausdruck fiir die Stromdichte stellt, 
wie wir kurz zeigen wollen, den einfachsten dimensionsmaBigen 
Zusammenhang der in Frage kommenden GroBen dar [199]. Wir 
fiihren folgende Abkiirzungen fiir die Dimensionen ein: ([Masse] 
bedeutet "Dimension Masse"): 

[Lange] = [l], [Zeit] = [t], [Masse] = [g], [Ladung] = [e]. 

Die Stromdichte geniigt der Dimensionsgleichung 
[e] 

[J] = [t] [l]2 • 

Auf der anderen Seite stehen uns e, m, n, F, r zur Verfiigung, 
welche die Dimensionsgleichungen 

. [g][l] 1 
[e] = [e], [eF] = [Kraft] = ---yt]2' [m] = [g], [n] = [l]3' [r] =;: [t] 

erfiillen. Zur einfachsten Darstellung von J durch diese GroBen 
nehmen wir e und eF in den Zahler. Um dann die richtige Dimen­
sion fUr J zu erhalten, gibt es nur eine einzige Anordnungsmoglich­
keit fiir die restlichen GroBen. Wir erhalten also 

[J] = [e] [eF] [1/.] [I'] 
[m] 

als einfachste Dimensionsgleichung, womit unsere Behauptung 
nachgewiesen ist. 

Warmeleitfahigkeit. Besteht in einem Metall ein Temperatur­
gefalle, so entsteht ein Warmestrom Q, der von den Elektronen 
getragen wird. Die Warmeleitfahigkeit " wird dadurch definiert, 
daB, falls das Temperaturgefalle in der x-Richtung liegt 

Q=,,~~ (6) 

ist. Q ist die Energie, die pro Sekunde durch die Flacheneinheit 
stromt. Wir berechnen sie etwa an der Flache x = Xo' Die Energie e, 
die ein Elektron im Mittel besitzt, ist durch die spezifische Wiirme cl1 
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gegeben. Es ist 
oe c" 
oT=n· 

Die Temperatur T ist eine Funktion von x. In der Entfernung 
LI x von Xo ist 

oe A CIJ aT A 
8 = 80 + " LJ X = 80 + - --,,--- LJ x, 

uX 11, uX 

wenn 80 die Energie bei Xo ist. Die Gesamtzahl aller Elektronen, 
die pro Sekunde dureh 1 em2 der Fliiehe x = Xo mit einer Ge­
sehwindigkeit Vx 1 stromen, erhiilt man iihnlieh wie beim RICHARD­
sON-Effekt (S. 84), nur daB jetzt Vx positiv und negativ sein kann, 
wei! von beiden Seiten Elektronen dureh die Fliiehe stromen. 
Jedes Elektron transportiert dureh Xo diejenige Energie, die es am 
Ort seines letzten ZusammenstoBes gehabt hat. Der gesamte 
Wiirmestrom Q ist also 

Q= ~(80+ ~ ~~Llx)vx. 
Dabei ist LI x der senkreehte Abstand des Ortes des letzten Zu­
sammenstoBes von der Ebene Xo. Die Summe geht iiber aIle 
Elektronen der Volumeneinheit. Wir konnen dafiir aueh sehreiben 

- c" aT --
Q=80nv,; +---,,---n Llxvx , 

11, uX 
(7) 

wo die Striehe Mittelung iiber aile Elektronen bedeuten. Hier ist 

v",=O, 

wei! positive und negative Gesehwindigkeiten gleieh hiiufig sein 
miissen, damit kein elektriseher Strom flieBt. Um den zweiten 
Term zu bereehnen, fiihren wir den Winkel f) der Gesehwindigkeits­
riehtung mit der x-Riehtung ein, so daB 

Vx = veosf) 

ist. Der gesamte von einem Elektron bis zur Erreiehung der 
Ebene x = Xo zuriiekzulegende Weg sei r. Da das betreffende 
Elektron bis zur Erreiehung von Xo keine ZusammenstoBe erleidet, 
ist 

LI x = reosf). 

Daher wird 

LI xv,; = rv eos2 f), 

1 x-Komponente der Geschwindigkeit! 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. II 
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wobei 

'" I ,. cos'l.f} = J cos'l.f} sin f} df} f sin f} df} = ! 
o 0 

und 1 

ist. 
Aus G1. (7) foIgt dann fur den Warmestrom 

aT lv 
Q=e"ax T' 

oder mit (6) fiir die Warmeleitfiihigkeit 
ev lv ,,= -3-. (8) 

Fiir freie Elektronen haben wir die spezifische Warme in § 5, S. 71 
berechnet zu 

Da fiir freie Elektronen 2 

ist, erhalten wir aus (8) 
:n;2 

"=3 

:n;2 Jr,2Tn 

e"=2~· 

(8 a) 

WIEDEMANN-FRANz8Mes Gesetz. Da sowohl die elektrische Leit­
fahigkeit a als auch die thermische Leitfiihigkeit " durch die Elek­
tronen erzeugt wird, darf man erwarten, daB man eine Kombina­
tion von" und a finden kann, die von den GroBen, die ein bestimmtes 
Metall charakterisieren (n, or) unabhangig ist. Tatsachlich findet 
man auch mit (5) und (8a) 

uUT = ~2 (~r 
(WIEDEMANN-FRANzsches Gesetz). 

Driicken wir den elektrischen Widerstand in Ohm (a entsprechend) 

d · Watt . d un "ill aus, so WIT em see grad 

UUT = 2,43 . 10-8 . 

1 Vgl. FuBnote 2. 
2 Dies mOge alB Definition von v dienen. DaB sie identisch ist mit der, 

in den Beziehungen v T = l und r v = l v enthaltenen Definition, kann aua 
den "Oberlegungen dieses Paragraphen nieht entnommen werden (s. § 15). 
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In § 15 werden wir sehen, daB dieses Gesetz nur fur hohe Tempera­
turen erfullt ist. Was unter "hohen" Temperaturen zu verstehen 
ist, werden wir in § 13 und § 14 naher auseinandersetzen. Rier 
moge die Mitteilung genugen, daB die Zimmertemperatur als hohe 
Temperatur betrachtet werden kann. In der folgenden Tabelle 10 
bringen wir fur zwei Temperaturen die experimentellen Werte von 

iT' die, abgesehen von Fe, aIle in guter Ubereinstimmung mit dem 

theoretischen Wert 2,43.10-8 sind. 

Tabelle 10. 

Metall I Ou I Ag I Au I Zn I Cd Pb I Fe 

291" 2,28 2,36 2,43 2,31 2,42 2,45 2,88 
~.108 
aT 3730 2,32 2,37 2,45 2,33 2,43 I 2,51 3,00 

~um SchluB wollen wir noch die GroBe der Relaxationszeit 
bzw. der mittleren freien Weglange aus den experimentellen 
Werten von a entnehmen. Dazu setzen wir fiir n die Zahl der 
Atome pro cm3 ein, was, wie wir aus § 5 wissen, die richtige GroBen­
ordnung fiir die Zahl der freien Elektronen ist. Man erhalt dann 
fur die meisten Metalle T zwischen 10-13 und 10-14 Sekunden. Da 

die mittlere Gesehwindigkeit '"'- 108 em ist, wird die mittlere freie see 
Weglange etwa 10-5-10-6 em. Ein Elektron durehlauft also 
etwa 100 Atomabstande, bis es einen ZusammenstoB maeht. 

§ 13. Die Gitterschwingungen und ihre Wechselwirkung mit den 
Elektronen [19, 18, 33]. 

Wir haben im I. Kapitel angenommen, daB das Potential im 
Metallinneren periodisch ist, daB also aueh die Atomkerne in der 
Gitterperiode angeordnet sind. Unter dieser V oraussetzung ha ben 
wir gezeigt, daB sieh die Elektronen dureh das Gitter bewegen 
konnen. Nun haben die Atomkerne in Wirklichkeitnieht dauernd 
die oben angegebene ideale Lage, sondern sie fuhren Sehwin­
gungen urn diese Lage aus. Die Amplitude dieser Schwingungen 
wachst mit der Temperatur. Das Potential, das auf die Elektronen 
wirkt, zeigt also kleine Abweichungen vom periodischen Verlauf. 
Dadurch wird, wie wir im vorigen Paragraphen schon mitteilten, 
die freie Beweglichkeit der Elektronen gestort und diese Storung 

11* 
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waehst naturlieh, ebenso wie die Abweiehung des Potentials vom 
periodisehen Verlauf, mit der Temperatur. 

Urn die Sehwingungen eines Atoms zu bereehnen, gehen wir 
aus von den makroskopiseheu elastisehen Sehwingungen des ganzen 
Kristalls, d. h. von den Sehallwellen, die den Kristall durehziehen. 
J eder Kristall kann, wie aus der Theorie der festen Korper be­
kannt ist, eine Folge von Sehwingungen, die Eigensehwingungen, 
ausfiihren. Denken wir z. B. einen eindimensionalen Fall, bei dem 
die Enden des Korpers (Lange L) eingespannt sind, also nieht 
sehwingen konnen. Die Amplituden der Sehwingungen bilden eine 
Welle. Die mit den Randbedingungen (Amplitude Null am Rand) 
vertragliehen Wellenlangen sind 

, = 2L 1 2 
An n' n=, . .. 

Ganz Entspreehendes erhalt man, wenn man nieht stehende, 
sondern fortschreitende Wellen betraehtet. Ein Kristall fuhrt 
natiirlieh nieht nur eine einzelne Eigensehwingung aus. Sein 
Sehwingungszustand ist vielmehr sehr kompliziert und abhangig 
von der Temperatur. Das Entseheidende in unseren gegenwartigen 
Dberlegungen ist aber, daB sieh jeder Sehwingungszustand eines 
Korpers dureh geeignete Dberlagerung der Eigensehwingungen 
darstellen laBt. In dem obigen eindimensionalen Fall bedeutet 
das einfaeh die Entwieklung einer Funktion in eine FOURIER-Reihe. 
Wir haben hier also folgendes festgestellt: Dureh die Sehwingungen 
der einzelnen Atome eines Kristalls entsteht ein gewisser kom­
plizierter Sehwingungszustand des Kristalls. Dieser laBt sieh 
immer dureh eine geeignete -oberlagernng der Eigensehwingungen, 
d. h. der Sehallwellen, darstellen. 

Bei den Eigensehwingungen (Sehallwellen) im Dreidimensionalen 
mussen wir longitudinale und transversale Sehwingungen unter­
Beheiden. Beide Arten haben im allgemeinen verBehiedene Fort­
pflanzungsgeBehwindigkeiten cl und Ct. Die Frequenzen der Sehwin­
gungen werden also 

und (1) 

Die Gesamtzahl der Eigensehwingungen muB noeh einge­
sehrankt werden. Ein aUB N-Atomen bestehender Kristall kann 
ja nieht unendlieh viele, sondern nur 3 N versehiedene Eigen­
Behwingungen ausfiihren. Es ist naheliegend, dazu die 3 N 
niedrigsten Frequenzen zu nehmen. Physikaliseh bedeutet diese 
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Einschrankung, daB Wellenlangen, die kleiner als der Atomabstand 
sind, weggelassen werden. Diese konnen aber auch physikalisch 
nicht mehr sinnvoll sein. Die maximale auftretende Frequenz 
nennen wir 'I'm' Um sie zu bereehnen, benotigen wir die Zahl der 
Eigensehwingungen mit einer Frequenz zwischen 'I' und 'I' + d Y. 

Diese bereehnet sieh, wie wit nunmehr zeigen werden, zu 
3 

Z dy = 4 n R 03 '1'2 d 'I' (2) 

312 
cif = c3 + c3 ' 

I t 

Es laBt sieh zeigen, daB Z unabhangig von der Form des Kristalles 
ist. Wir wollen (2) dadureh ableiten, daB wir den (unendlieh 
groBen) Kristall in einzelne Wurfel mit der Seitenlange L, Volumen 
R = L3, einteilen und dann Periodizitat in den einzelnen Gebieten 
fordern. Das ist genau dasselbe, was wir bei der Bereehnung der 
Elektroneneigenfunktionen in § 3 (S. 18) gemacht haben. Die 
Eigensehwingungen sind in unserm jetzigen Fall ebene Wellen 
(Sehallwellen !). Ihre Wellenzahl sei ill, die Wellenlange ist also 

A=~. (3) 
w 

Dann folgt fUr unsern kubisehen Kristall aus der Periodizitats­
bedingung, genau wie im § 3 : 

2n 
ill = Ln, 

wo n ein Vektor mit ganzzahligen Komponenten ist. Die Zahl 
der Eigensehwingungen im ill-Raum ist pro Volumenelement 
dTw = dwx dWydwZ [vgl. § 3, (6a)] 

R 
(2 n)3 d Tw· 

Wir integrieren jetzt uber aIle Wellenzahlen mit gleichem I ill I 
und erhalten 

Zw dw = (2~)3 4nw2 dw. 

Durch Einfiihrung der Frequenz naeh Gl. (3) und (1) ergibt sieh 
fUr longitudinale Wellen 

2n1' 
W=-­

Cl 

und fUr die Zahl der Eigensehwingungen im Frequenzintervall '1', 

'I' + dy unter der Annahme, daB c nieht von A abhangt, 

4n R 2d 
-3 'I' Y. 

Cz 
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Fur transversale Wellen erhalten wir dasselbe mit ct fur cl . Wegen 
der Polarisation haben wir hier noch mit 2 zu multiplizieren. 
Durch Addition erhalten wir dann Gl. (2). 

Die maximale Frequenz vm berechnet sich jetzt aus der Be­
dingung, daB die Gesamtzahl oer Eigenschwingungen 3 N sein 
solI. Mit (2) folgt: 

"m Vm 

3N = J Zdv = 4nR:a J v2 dv. 
o 0 

Daraus finden wir 1 : 

Vm = C (!: t 3 
, n = ~ . (4) 

Die Verteilung der Energie bei einer bestimmten Temperatur 
auf die verschiedenen Frequenzen finden wir durch Vergleich mit 
der Theorie der Strahlung. (PLANcKsches Strahlungsgesetz!) Genau 
wie dort kann die Energie bei einer bestimmten Frequenz v nur ein 
ganzzahliges Vielfaches von h v sein. Den Lichtquanten der Strah­
lungstheorie entsprechen in unserer Theorie die Schallquanten. 
Die mittlere Zahl der Quanten, die eine Eigenschwingung der 
Frequenz v bei der Temperatur T enthii,lt, ist dem PLANcKschen 
Strahlungsgesetz entsprechend 2 

1 
Nv = -h-.--· (5) 

i CP _l 

Die mittlere Energie ist also 
hll 

S. = -h-.-- . (6) 

ekP -1 

Die gesamte Warmeenergie des Gitters wird dann mit (2) 

U = 4 R~j' h1l3 dll (7) n (:3 h. . 

ekT -1 
o 

Bei der Auswertung dieses Integrals werden wir zum erstenmal 
dazu veranlaBt in einem Metall "hohe" und "tiefe" Temperaturen 
zu unterscheiden. Wir definieren dazu eine Temperatur e, die 

1 Eigentlich sollten wir je eine maximale Frequenz fiir longitudinale 
und transversale Schwingungen einfiihren. 

2 Vgl. Anhang 4. 
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DEBYE-Temperatur, durch 
k8 = hvm . (8) 

Hohe Temperaturen sind dann solche, fiir welche T '> 8, tiefe, 
fiir welche T < 8 ist. 8 liWt sich nach (4) und (8) aus der Schall­
geschwindigkeit berechnen. Man bestimmt meistens 8 entweder 
direkt aus der Schallgeschwindigkeit oder aus dem Zusammenhang 
zwischen Schallgeschwindigkeit und elastischen Eigenschaften oder 
aus der Temperaturabhangigkeit der spezifischen Warme. Es ist 
ja der Beitrag des Gitters zur spezifischen Warme 

1 dU 
Cv = R dT-' 

d. h. nach (7), wenn wir die Differentiation nach T vor Ausfiihrung 
der Integration vornehmen und dann 

hv 
~=kT 

als neue Variable einfiihren: 

oder mit (4) und (8) 
elT 

( T \3 J ;4e<d; 
Cv = 3 n k e) 3 (8< _ 1)2 

o 
Fiir hohe Temperaturen T '> 8 ist ~ < 1. Dann wird 

e< 1 
(8< _1)2 '" ;2' 

also 
Cv = 3nk, T,>e 

Wle III der klassischen Theorie (DULONG-PETITsches Gesetz). In 
diesem Fall sind auch die Ausdriicke (5), (6) fiir mittlere Be­
setzungszahl und mittlere Energie pro Eigenschwingung einfach 

kT 
N."'!iv (5 a) 

(6a) 

Fiir tiefe Temperaturen T < 8 wird die obere Grenze des 
Integrals 8fT, d. h. praktisch unendlich. Dann ist 
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eme Konstante, die fUr jedes MetaIl den gleichen Wert hat. In 
diesem Fall wird die spezifische Warme 

Cv = n k ( ~ r D , T < e. 
Der Beitrag der Elektronen zur spezifischen Warme ist nach § 5 
proportional zu T. Es laBt sich leicht zeigen, daB er klein gegen den 
Beitrag des Gitters ist, falls T nicht sehr nahe am absoluten NuIl­
punkt liegt (vgl. hierzu S. 331). Das obige Gesetz fur T < e wird 
durch die Erfahrung sehr gut bestatigt. Die aus den Messungen 
bestimmte DEBYE-Temperatur e liegt bei den meisten MetaIlen 
zwischen 100 und 3000 (vgl. Tabelle 38, S.374). 

Lineares Modell. Die oben entwickelte Theorie ist sehr einfach 
und fur WeIlenlangen, die groB gegen den Gitterabstand sind, 
sicher exakt richtig. Fur kleine Wellen darf man dagegen nicht 
von vornherein erwarten, daB die auf Grund einer Kontinuums­
theorie erhaltenen Ergebnisse exakt richtig sind. In diesem Fall 
mussen wir von den Schwingungen der einzelnen Atome ausgehen 
und nicht von den Schwingungen des ganzen Kristalls. Die Durch­
fuhrung der Rechnung ist dann nicht so einfach wie im oben 
behandelten Faile, die Ergebnisse decken sich aber in erster 
Naherung. Natiirlich laBt sich aus der atomaren Methode be­
deutend mehr entnehmen als aus der obigen, kontinuierlichen. 
Wir bringen hier die Theorie eines einfachen, eindimensionalen 
Modelles, das aber schon alle charakteristischen Zuge der all­
gemeinsten Theorie aufweist. Naturlich konnen wir bei einer 
Dimension nur von longitudinalen Schwingungen reden. 

Es sei, wie immer, a der Gitterabstand, a n die mittlere Lage 
des n-ten Atoms (n-ter Gitterpunkt). xn sei die Amplitude seiner 
Schwingung. Wir durfen uns vorstellen, daB jedes Atom (oder 
besser gesagt jeder Atomrumpf, da ja die Valenzelektronen weit­
gehend frei sind) durch elastische Kriifte an seine mittlere Lage an 
gebunden ist. Diese Krafte konnen nur vom Abstand der ver­
schiedenen Atome voneinander abhangen. Wir konnen deshalb 
etwa die Kraft auf das n-te Atom in eine Potenzreihe nach den 
Abstanden aller andern Atome vom n-ten entwicke}n. In dieser 
Entwicklung konnen nur ungerade Potenzen der Abstande vor­
kommen, denn die Kraft, die vom m-ten auf das n-te Atom aus­
geubt wird, andert ihr Vorzeichen, wenn der Abstand sein Vor­
zeichen andert. Wir machen jetzt die vereinfachende Annahme, 



Gitterschwingungen und Wechselwirkung mit den Elektronen. 169 

daB ein Atom (n) nur in Wechselwirkung mit seinen beiden Nach­
barn (n + 1, n-1) sei. Die Abstande sind 

a + Xn+l-Xn 
und 

-a+ Xn-1-Xn' 

Da die Kraft Null sein muB, wenn sich aIle Atome in ihren mitt­
leren Lagen befinden, k6nnen wir die Entwicklung der Kraft 
mit der ersten Potenz abbrechen, da die Amplituden der Schwin­
gungen klein gegen den Abstand der Atome sein sollen. Die Kraft 
auf das n-te Atom ist dann 

A2 (a + Xn+l-- Xn - a+ Xn-l- xn) = A2 (Xn+ 1 + Xn-1- 2 Xn). 

Dabei ist A eine Konstante, die von der speziellen Art der Wechsel­
wirkung abhangt. Die Bewegungsgleichungen lauten, wenn M die 
Masse des Atoms ist 

Mxn =A2(xn+l+Xn_1-2xn), n=1,2, ... N. (9) 

Die auf das Atom wirkende Kraft liiBt sich von einem Potential V 
ableiten, das dadurch bestimmt ist, daB die Bewegungsgleichungen 
(9) lauten 

Daraus findet man 

(10) 

n 

wie man durch Differenzieren leicht verifiziert. Man beachte dabei, 
daB in der Summe jeder Term xn + 1 Xn und xn -1 Xn zweimal vor­
kommt. 

Die Bewegungsgleichungen (9) werden ge16st mit dem Wellen­
ansatz 

(11) 

Durch Einsetzen in (9) ergibt sich 

-4n2v;'M =A2 (eiwa + e- iwa _2) =-4A2 sin2 w2a. (12) 

Die Konstanten bw sind also vollstandig willkiirlich. Die Fre­
quenzen Vw miissen nach (12) der Bedingung 1 

Vw = n~ sin W2(1, (12a) 

1 Wir lassen auch negative Werte fiir v zu. 
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genugen. Die Wellenzahl kann auf das Intervall 
:n; :n; 

--<W<-a a (13) 

eingeschrankt werden, denn wenn wir in der Losung (ll) w durch 

w + 2:n; ersetzen, erhalten wir keine neue Losung. Wie oben schon 
a 

angedeutet, greifen wir aus dem unendlich langen linearen Metall­
modell ein Stuck mit der Lange L = aN, das also N Atome ent­
halt, heraus. Wie auf S. 19 verlangen wir Periodizitat der 
Losungen mit der Periode L. Aus (ll) und (13) folgt dann, daB w 
die N verschiedenen Werte 

2:n; g N N 
Wg=aN' -2Lg~2 (I3a) 

annehmen kann. Wir haben also im ganzen N verschiedene 
Losungssysteme. Durch Vergleich von Gl. (I2a) mit (1) und (3) 
sehen wir, daB unsere jetzige Methode nur fur kleine Frequenzen, 
d. h. groBe Wellenlangen, das gleiche Resultat liefert wie die erste 
Methode, wenn wir die Schallgeschwindigkeit als konstant be­
trachten. In diesem Fall folgt aus (I2a) namlich 

=~~ Iwla/ 1 
'V :n;M 2' 2" 

oder durch Vergleich mit (1) und (3) 
- aA 
c=-y. 

1m Fall kurzer Wellen mussen wir dagegen annehmen, daB die 
Schallgeschwindigkeit von der Frequenz abhangt. 

Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen (9) erhalten 
wir durch Dberlagerung der N verschiedenen Losungssysteme (ll); 
vgl. (I3a). Dieser Vorgang entspricht genau der Dberlagerung der 
Schallwellen in unserer ersten Methode, nur, daB wir dort den 
Schwingungszustand des kontinuierlich gedachten KristaIls be­
trachtet haben, wahrend wir hier die Amplitude xn jedes einzelnen 
Atoms berechnen. Wir erhalten also aus (ll) 

Xn =.I xnw =.I bweiwan-2ni'wt. (14) 
w w 

Die Summe uber wist durch die Bedingungen (13) und (I3a) 
bestimmt. 

Wir werden jetzt die Gesamtenergie berechnen. Dazu fiihren 
wir Normalkoordinaten Bw ein, das sind Koordinaten, in denen 
sich die Energie als Summe von Quadraten ausdruckt. Wir wahlen 

Bw=bwe-2ni'wt. (15) 



Gitterschwingungen und Wechselwirkung mit den Elektronen. 171 

Unsere L6sung (14) lautet dann: 

Xn = ~ Bweiwan. 
w 

Damit xn reell ist, muE 

(14a) 

Bw = B~ w (15a) 

sein. Die Normalkoordinaten sind zeitabhangig, und zwar ist 
nach (15) 

Bw = -2:n;iyw Bw' B~ = 2:n;iyw B~. (16) 

Die kinetische Energie wird nach (14 a) und (16) 

E. - M "" X 2 - _ M "" "" 4:n;2 Y Y' B B, ei (w + w') a n kin- 2~ n- 2 ~~ w ww w . 
n W,W' 

Wir ftihren zuerst die Summe tiber n aus. Diese ist nur dann von 
Null verschieden, wenn w = - w' ist. In diesem Fall wird 
ei (w + w') a n = 1 und die Ausftihrung der Summe bedeutet Multi­
plikation mit der Zahl der Glieder N. Da nach (12 a) Y - w = - Y w 

ist, folgt mit (15a): 

E kin = M2 N ~ (2:n; Yw)2 Bw B~ . 
w 

Die potentielle Energie ist nach (10) mit (14a) 

V = - ~22 2 Bw Bw,ei(w+w')an (eiwa + e-- iwa _2). 
n w,w' 

Daraus ergibt sich unter Verwendung von (12) und (15a), wenn 
wir wie oben wieder zuerst tiber n summieren, was wieder w = -w' 
und Multiplikation mit N bedeutet: 

V = ~N "2 (2:n;Yw)2 Bw B~. 
w 

Die Gesamtenergie ist also 

E = Ekin + V = M N ~ (2:n;Yw)2 Bw B~. 
w 

Urn den Koordinaten Bw eine anschauliche Bedeutung zu geben, 
trennen wir sie in reellen und imaginaren Teil, und zwar setzen wir 

Y-2 Bw = ~w + i'f/w 

V2 B! = ~w-i'f/w' 
Hieraus folgt mit Gl. (16) 

~w = 2:n;yw'f/w' (16a) 
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Die Gesamtenergie wird 

E= Mt ~(2nvw)2(~!+'I'J!)' 
w 

Hier konnen wir formal ~w als Koordinate und N M iw = Pw als 
Impuls auffassen. Nach (16a) ist dann 

Pw = M N2nvw'I'Jw 
und die Energie wird damit 

E=.IEw' 
w 

wo 

E - N M 2 I: 2 pi" 
w - 2- ( n Vw '>w) + 2 N M 

ist. Formal ist Ew die Energie eines harmonischen Oszillators 
mit der Masse N M und der Frequenz vw' Bei der quantenmecha­
nischen Behandlung des Oszillators wird gezeigt, daB seine Energie 

nur die Werte (N. + ~) hvw ' N. = 1, 2, ... annehmen kann. 

Der Mittelwert von N. bei einer Temperatur T ist durch (5) be­
stimmt. Damit haben wir den AnschluB an unsere an£angIiche 
Theorie, die auf Schallquanten mit der Energie h Vw fiihrte, erreicht. 

Der Term ~ h Vw ist bei allen Anwendungen, die wir von der 

Theorie machen werden, ohne Belang. 

Wechselwirkung mit den Elektronen. Wir haben im vorstehenden 
gezeigt, daB die Gittorschwingungen durch Schallquanten, die mit 
der Schallgeschwindigkeit cl bzw. ct durch das Metall fliegen, 
dargestellt werden konnen. Sie werden durch ihre Wechselwirkung 
mit den Elektronen von diesen absorbiert oder emittiert. Wir 
wollen die Wahrscheinlichkeit eines solchen Prozesses berechnen 
und interessieren uns dabei hauptsachlich fUr die Anderung des 
Elektronenzustands. 

Es sei wl' die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron pro Sekunde 
aus dem Zustand f unter Absorption eines Schallquants der Fre­
quenz v in den Zustand l' iibergeht. Diese Wahrscheinlichkeit ist 
proportional zur Zahl der Schallquanten N., ferner zur Zahl der 
Elektronen t (t) im Zustand f und wegen des PAuLI-Prinzips zur 
Zahl der freien Platze 1-t (t') im Endzustand l'. 

Wr = N.t (f) [1- t (f')] 4>f. (17) 

4>1' hangt von den Eigenschaften der Zustande fund f' abo Die 
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entsprechende Ubergangswahrscheinlichkeit w~, vom Zustand f' 
nach I unter Emission eines Schallquants ist proportional zu N. + 1 
in Analogie zu den entsprechenden Verhaltnissen bei Lichtquanten. 
Das bedeutet, daB, selbst wenn keine Schallquanten vorhanden 
sind (N. = 0), eine spontane Ubergangswahrscheinlichkeit I' --+ I 
unter Emission eines Quants existiert. Nach allgemeinen quanten­
mechanischen Gmnd!agen ist 

I' 1 CPf = CPl" 
so daB 

wI, = (1 + N.) f (f') [1- f (I)] cpr (18) 

ist. cpr ist naturlich nur dann von Null verschieden, wenn Energie­
und Impulssatz erfullt sind. Fur den letzteren tritt, wenn die 
Elektronen nicht als vollstandig frei angesehen werden, der Er­
haltungssatz der Ausbreitungsvektoren, genau wie bei andern 
StoBprozessen (§ 6) odeI' bei der Lichtabsorption (§ 3, S. 28 und 
§ 8). 1m letzteren Fall hatten wir den Ausbreitungsvektor des 
Lichtes Null gesetzt, weil er (mit Ausnahme des Rontgengebietes) 
klein gegen den Ausbreitungsvektor der Elektronen ist. Bei 
Schallwellen ist er aber nach (13) genau von der gleichen GroBen­
ordnung wie bei den Elektronen [§ 3, Gl. (5)]. Somit lautet also 
der Energiesatz 

E1, = Ef + hv 
und der Erhaltungssatz der Ausbreitungsvektoren 

f'=I+ltJ. 

(19) 

(20) 

Durch (19) und (20) ist f' vollstandig bestimmt, wenn fund III 
gegeben sind (bzw. I, wenn f' und III gegeben sind). Zur Berechnung 
mussen wir aber die Energie als Funktion von f kennen. Wir 
nehmen an, daB sie ahnlich wie bei freien Elektronen [vgl. § 4C, 
Gl. (29a)] 

h2 

E! = 2m* p (21) 

sei, wobei m* die scheinbare Masse ist (vgl. §§ 3 und 4). Aus (20) 
erhalten wir durch Quadrieren 

k2 + k'2 - 2 k k' cos {} = w2, (22) 

wo {} der Winkel zwischen fund f' ist. Aus (19) und (21) folgt, 
da die Energie eines SchaIlquants [vgl. (1) und (3)] 

ist, 
hv = h we 

2m*cw 
k'2 = k2 + h (23) 
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Da die Energie eines Schallquants klein gegen die Elektronen­
energie ist, wird 

m*cw k'=k+ hk + ... (23a) 

Aus (22) erhalten wir mit (23) und (23a) nach einfacher Umformung 

( k2 + m*cW)1/2 . {} _ w 
--h- sm 2 - -2-' 

oder, da wir die Klammer wegen 2 ~* k2 :.> h· C w wieder entwickeln 

diirfen, 
. {} w m* cw2 

sm 2 = 2lC - 4hk3 

zur Bestimmung des Streuwinkels {} eines Elektrons im Zustand f 
bei Absorption eines Schallquants. Der entsprechende Winkel bei 
Emission ergibt sich hieraus, wenn wir nach (23a) k durch k' er­
setzen und wieder wie oben entwickeln. Dann ist 

. {} w m*cw2 
sm 2 = 2lC + 4 h k3 ' 

wo jetzt {} der Streuwinkel eines Elektrons im Zustand f bei Emission 
einesSchallquants ist. (Wir haben f fiir f' geschrieben, also auf 
den Zustand f bezogen.) Das erste Glied ist in beiden Formeln groB 
gegen das zweite. Da w und k gleiche GroBenordnung haben, ist 
der Streuwinkel nicht klein. Damit er aber 1800 wird, miiBte 

/2wk/=1 
sein, was fiir die meisten Elektronen nicht erfiillt werden kann, 
da meist 2 k > wist. FUr langsame Elektronen, d. h. fiir kleine k, 
kann es jedoch vorkommen, daB 2 k < wist. In diesem Fall ware 

sin : > 1, was sinnlos ist. Die Elektronen konnen daher nur mit 

denjenigen Schallquanten in Wechselwirkung treten, fiir die 
2 k.::: wist. Bei Metallen ist diese Bedingung fast immer fiir alle 
in Frage kommenden Elektronen erfiillt. Bei Halbleitern dagegen 
wird sie von groBer Bedeutung (Kapitel IV). 

Wir berechnen nun noch den Winkel oc zwischen tv und f. 
Aus (20) folgt 

k'2 = k2 + w2 + 2 k w cos oc , 

und hieraus wird mit (23) 
w m*c 

cosoc = -2lC + hT (24) 
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im Fall der Absorption eines Schallquants durch ein Elektron 
im Zustand f. Den entsprechenden Winkel fiir Emission eines 
Schallquants durch ein Elektron im Zustand l' erhalten wir durch 
Ersetzen von k durch k' nach (23a) und Entwicklung des Aus­
drucks. Wir schreiben im Resultat wieder k fiir k', d. h. wir beziehen 
auf den Elektronenzustand I: 

w m*/5 
cos oc = -2JC - ~. (24a) 

Wenn die Elektronenverteilung durch auBere Felder nicht 
beeinfluBt wird, herrscht natiirlich thermisches Gleichgewicht, wenn 
wir fiir f (I) die FERMI-Verteilung (§ 5) 

f (I) = Ef _\ 

ekT +1 
und fiir N~ die PLANcKsche Verteilung (5) einsetzen. Es muB dann 
die Zahl der Elektronen, die von I nach f' iibergehen, genau so 
groB sein wie fiir die umgekehrte Richtung, d. h. 

TITf' f 
rrf = Wf" 

Man verifiziert das leicht durch Einsetzen der entsprec:Q.enden Aus­
driicke in (17) und (18). Es ist ja nach (5) 

ferner 

oder mit (19) 

h~ 
kT h. 

1 + N. - e - kTN. • - -h-.-' - e v, 

1-f (f) = 

ekT_l 

Ef-C 

ekT" 
Ef C 

ekT" + 1 

Ef-C 

= e ----,cp f (f) , 

Ef -c h~ 

(25) 

(26) 

f (I') [1- f (I)] = e TT f (f) f (I') = e - k T f (I) [1- f (f')] . (27) 

Wir wollen jetzt die Gesamtanderung der Teilchenzahl im 
Zustand f berechnen. 1m Fall des thermischen Gleichgewichts muB 
diese natiirlich Null sein. Wir teilen die Elektroneniibergange in 
zwei Teile: 

1. in solche in und von Zustanden, deren Energien groBer als E f 

sind (WI)' 
2. in solche in und von Zustanden, deren Energien kleiner als E f 

sind (W2 ). 
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Den ersten Fall haben wir bisher behandelt. Es ist 
WI' Wf 

f - I' 

die Differenz zwischen der Zahl der nbergange I -+ l' und f' -+ f. 
Die Gesamtzahl der nbergange 1. ergibt sich hieraus durch Sum­
mierung iiber aIle Endzustande f' oder nach (20) iiber aIle tv: 

WI = .I (W~ + tD - W~ + tD) • (28) 
tD 

Die Zustande, mit denen der Zustand I im zweiten Fall korre­
spondiert, nennen wir I", die nbergangswahrscheinlichkeit f -+ I" 
sei Vr und diejenige in del' umgekehrten Richtung V:". Die Ver­
haltnisse liegen dann genau wie im ersten Fall, nur, daB Absorption 
und Emission vertauscht werden. Demnach ist [vgl. (17) und (18)] 

VI" _ W!"Nv+ 1 
f -- I N. 

VI Wf N. 
f"= f"N.+l 

und entsprechend zu (19) und (20) 

Er=Ef" +hv 
I = I" + tv. 

Daher wird entsprechend wie bei l'f;: 

TIT = ~(Vf" _ VI) = ~(W!_tDN.+ 1_ Wi ~)' 
r'2 "'-' f I""::;" f N. 1- tD N. + 1 . 

t" ttl 

(29) 
(30) 

(31) 

Die Gesamtiinderung der Elektronenzahl im Zustand f durch 
StoBe mit Schallquanten tv ist pro Sekunde 

( 0 f (t) ) = _ (W, + W.). (32) ot 8toJ3 1 2 

Das Vorzeichen ist so gewahlt, daB in den Zustand f em­
stromende Elektronen positiv gezahlt werden. 

Ehe wir diesen Ausdruck ausfiihrlich anschreiben, miissen wir 
noch eine Aussage iiber die GroBe der nbergangswahrscheinlichkeit 
q>f bzw. q>r machen. Diese ist nach (20) und (30) eine Funktion 
v~n f und ± tv und auBerdem nur dann von Null verschieden, wenn 
der Winkel ex zwischen fund ±tv nach (24) bzw. (24a) gegeben 
ist (Wellenzahlen-Erhaltungssatz) und wenn der Energiesatz (19), 
(29) erfiillt ist. Sind diese Bedingungen erfiillt, so kann q> aus 
Symmetriegriinden nur noch von I f I und I tv I abhiingen. Eine 
genaue Berechnung von q>f ist ziemlich umstandlich. Das Resultat 
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ist bei Mittelung tiber alle Winkel (wir nennen die so gemittelte 
Funktion (/>1.: 1) 

a 
(/>1.: = N M c k . (33) 

Es wird nun der Ausdruck (32) mit (28), (31), (17), (18) und (33): 

(:~)Stoll = Nick ~ {(I + N,.) t (f + IVa) [1- t (f)]-
m 

- N,. t (f) [1- t (f + IVa)] + N,. t (f + IVe) [1- t (f)] -
(34) 

- (1 + N,.) t (f) [1- t (f + IVe)]} 

In diesem Ausdruck ist schon [vgl. Definition von (33)] tiber aIle 
Winkel, die f und ± IV miteinander bilden konnen, summiert: IVa 
bzw. IVe steht fiir die Gesamtheit der Vektoren IV bzw. -IV, die 
mit f den fiir Absorption bzw. Emission berechneten Winkel (24) 

bzw. (24a) bilden 2• (:{)StOll verschwindet natiirlich, wenn wie auf 

S. 175 fiir t (f) die FERMI-Verteilung und fUr Nv die PLANcKsche 
Verteilung eingesetzt wird. Bei Anwesenheit eines auBeren Feldes 
ist aber t(f) nicht mehr exakt die FERMI-Verteilung. In diesem 
Fall werden wir (34) zur Berechnung des Stromes bzw. der freien 
Weglange beniitzen. 

Der Ausdruck (34) fiir (:DStoB vereinfacht sich fur hohe Tem­

peraturen ganz bedeutend. In diesem Fall, T,»e, ist fiir aIle 
Frequenzen v 

hv 
kT <1. 

Aus diesem Grunde finden wir mit (25) 
h. 

I+Nv =ekT N,......,N,.. 
Daher wird 

(~DStoB = N i c k"2 N,.{t (f + IVa) - t (f) + t (f+IVe)- t (f)). (34a) 
m 

Es fallen hiemach gerade diejenigen Glieder heraus, die durch das 

1 a ist eine Metallkonstante, die von der Wechselwirkung des Atom­
rumpfes mit dem betreffenden Elektron abhangt, also eine langsam ver­
anderliche Funktion der Kernladungszahl (und evtl. des Atomvolumen) ist. 

2 Demnach geht also ein Elektron im Zu~tand f bei Absorption in einen 
Zustand I + tua fiber. Hingegen geht ein Elektron im Zustand f + tua bei 
Emission in den Zustand f fiber. Entsprechend ist der "Obergang I ~ f + tue 
mit Emission, f + roe ~ f mit Absorption verknfipft. 

Frilhlich, Elektronentheorie der Metalle. 12 
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PAuLI-Prinzip bedingt waren. Das bedeutet, daB bei hoher Tem­
peratur das PAULI-Prinzip fUr die Berechnung der Anderung der 
Verteilungsfunktion durch StoBe unwesentlich ist. 

Wir wollen uns zum SchluB dieses Abschnittes noch tiber die 
mittlere Impulsanderung eines Elektrons durch StoBe mit Schall­
quanten einer bestimmten Frequenz (gleiches I it> I) orientieren. 
Wir berechnen z. B. die Anderung der x-Komponente der Wellen­
zahl ('"'-' Impuls). Es sei {3 der Winkel zwischen W und der x-Achse, 
dann ist 

h Wx = h W cos {3 (35) 
die x-Komponente der Impulsaufnahme bzw. Abgabe pro StoB. 
Da w und k vorgegeben sind, ist der Winkel IX zwischen it> und f 
nach (24) bzw. (24a) bestimmt, und zwar entspricht Gl. (24) der 
Absorption eines SchaIlquants, wobei die resultierende Wellenzahl 

f~ = f + it>a 
und die resultierende Energie 

Ea = Er + hv 

ist, wiihrend Gl. (24a) derEmission eines Schallquants entspricht 
mit der resultierenden Wellenzahl 

f; = f + it>e 
und der resultierenden Energie 

Ee = Er - hv. 

Da nun die Winkel IX zwischen fund it> festgelegt sind, gilt fUr die 
x-Komponente 

k~,x = kx + wax = kx + W cos{3a (36) 
k;,x=kx+wex=kJ;+wcos{3e. (36a) 

Urn tiber alle StoBe bei gegebenem lit> I zu mitteln, mtissen wir 
noch tiber aIle raumlichen Winkel bei konstantem IX mitteln, d. h. 
tiber das Azimut f{J mit f als Achse. Wir wahlen f{J = 0, wenn it> 
in der von fund der x-Achse gebildeten Ebene liegt. Sei ferner e 
der Winkel zwischen fund der x-Achse, so daB 

kx = kcose (37) 

ist. Nach einfachen Gesetzen der spharischen Trigonometrie ist 
dann 

cos {3 = cosecos IX + sine sin IX cos f{J. 

Die mittlere Anderung der x-Komponente der Wellenzahl wird 
also mit (35) 
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2,. 

Wx = 2~ f W cosfJ dcp = w cosB cos IX, 

o 

2,. 

J coscpdcp = ° 
o 

ist. Mit (37), (24) und (24a) folgt 

_ (W2 m*ew) 
Wx = - kx -2-k2- =f. h k2 . ' (38) 

wobei in der Klammer + im Fall der Absorption, - im Fall der 
Emission eines Schallquants steht. Auch hier ist das zweite Glied 
in der Klammer klein gegen das erste, denn ihr VerhaItnis ist 

w m* e w m* v e w k e 
T:-h-=T:-h-v=T: v· 

k und w haben die gleiche GroBenordnung. Das obige Verhiiltnis 
ist also "-' v : c, d. h. Elektronengeschwindigkeit: Schallgeschwindig­
keit (lOs: 105). Aus (38) folgt, daB tvx immer entgegengesetztes 
Vorzeichen wie k;c hat. Wenn wir den zweiten kleinen Term ver­
nachliissigen, erhalten wir den gleichen Ausdruck fiir Absorption 
oder Emission, niimlich 

(38a) 

Dies ist also die mittlere Anderung der x-Komponente der Wellen­
zahl des Elektrons (kx ) pro StoB, gemittelt iiber aIle SchaIlquanten 
mit gleichem Ito I. Der Absolutbetrag von kx wird durch StoBe immer 
verkleinert, weil tvx entgegengesetztes Vorzeichen hat wie kx. Die 
gesamte Impulsiinderung aller Elektronen wird natiirlich Null, falls 
Elektronen mit positivem und negativem kx gleich hiiufig sind. 
Wenn wir z. B. (38a) iiber aIle Elektronen mit gleicher Energie 
(gleiches k) mitteln, wird der Mittelwert von wx' den wir tvx nennen, 

(38 b) 

kx ist dann der Mittelwert der k~, gemittelt iiber aIle Elektronen 

mit gleichem k. FlieBt kein Strom, so ist ka; = 0, also auch tvx = 0. 
FlieBt dagegen ein Strom in der positiven x-Richtung, so wird 

ka; > 0, also tva; < 0, d. h. in diesem Fall wird von den Elektronen 
Impuls an die Schallquanten abgegeben. 

12* 
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§ 14. Elektrische Lcitfiihigkcit. 

Allgemeines [33]. Die Stromdiehte J in der x-Riehtung eines 
Metalls ist definiert dureh die Ladung, welehe pro Sekunde dureh 
eine Einheitsflache senkreeht zur x-Riehtung stromt. 1st 1 (1) die 
Verteilungsfunktion der Elektronen, so ist nach § 5 

2 
(2n)sl (f) dTt 

die Zahl der Elektronen im Volumenelement dTt des f-Raumes 
pro V olumeneinheit des Metalls. 

2 
va:' (2n)31 (f) dTf 

ist also die Zahl der Elektronen pro d Tf> die pro Sekunde dureh 
eine Einheitsflaehe senkreeht zur x-Aehse flieBt. Da jedes Elektron 
die Ladung emit sieh ffthrt, ist die Stromdichte 

J= (::)3jVa:/(f)dTr. (I) 

Dieses Integral versehwindet, wenn wir fUr 1 (f) die FERMI-Ver­
teilung einsetzen, weil dann aus Symmetriegriinden von beiden 
Seiten gleieh viele Elektronen dureh eine Flaehe flieBen. Unsere 
Aufgabe ist die Berechnung der Verteilungsfunktion bei An­
wesenheit eines auBeren elektrisehen Feldes F, das in der x-Riehtung 
liegen moge. 

Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion stehen uns zwei Be­
dingungen zur Verfiigung. Erstens solI der Zustand stationar sein, 
d.h. 

dt 
dt=O. (2) 

Zweitens wollen wir annehmen, daB die Anderung der VerteiIungs­
funktion durch das Feld sehr klein sein solI, so daB wir 1 in der Form 

j (f) = 10 (f) + g (f) (3) 

ansetzen konnen, wo 10 die ungestorte FERMI-Verteilung ist und 

g(f)</o(f) (3a) 
sein soll. Die Anderung der Verteilungsfunktion setzt sieh aus zwei 
Teilen zusammen, aus einer Anderung dureh das auBere Feld und 
einer Anderung dureh ZusammenstoI3e, 

!}L = (~) + (~) - 0 (28,) 
dt at Feld at StoB - , 

die sieh im stationaren Zustand kompensieren miissen. Der Ein-
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fluB desFeldes auf die Verteilungsfunktion besteht in einerAnderung 
der Wellenzahl eines jeden Elektrons, die nach § 3, (12) durch 

dk", e F dk~ = 0 dkz = 0 
dt h' dt ' dt 

bestimmt ist. 1m I-Raum wird also die Verteilungsfunktion in der 

Zeit Ll t in der k",-Richtung urn eFIiLl t verschoben. Somit ist 

'eFLlt ) I (k"" kif' kz' t) = I (k", + -h-' ky, kz' t + Ll t 
oder 

I (k"" ky, kz' t+,dt)=/(k",- eFhLlt, kif' kz' t). 

Hieraus folgt durch Differenzieren 

( ~) = lim f (f, t + Ll t) - f (f, t) = _ eF ~ = _ eF ~ oE 
ot Feld Llt-+o Ll t h okx h oE ok", 

oder mit § 3, (10) 

(:~ )Feld = - eF v", :~ . (4) 

Den zweiten Term der Stationaritatsgleichung (2a) haben wir in 
§ 13, Gl. (34) bestimmt. Setzen wir diese Gleichung, sowie (4) in 
(2a) ein, so erhalten wir 

- (:nFeld = eFv",:~ = (:DStoB = N ~Ck~ 1 
((I + N.) f (f + toa) [1- I (f)]-N.f (f) [I_ttll (f + toa)] + 

+ N v I (I + toe) [1- I (f)] - (I + N.) f (I) [1- f (f + toe)] I 

(5) 

Hier machen wir fUr f den Ansatz (3) und beriicksichtigen (3a). 
Dann ist 

of 0/0 
oE ~ oE' 

so daB wir (~ft) durch (Olto) ersetzen diirfen und es wird 
U Feld , U Feld 

unter Beachtung von § 13, (21) und § 3, (10) 

-(~) =eFv ofo=eFhk",f)fo=(~) (5a) 
ot Feld '" 8E m* oE ot StoB' 

Die Lasung dieser Gleichung ist im Fall hoher Temperaturen 
(T>e) einfach. 

Hoke Temperaturen T>e. Nach § 13, (34a) wird fUr hohe 
Temperaturen 

( ~~ ) stoLl = N ~ c- k ~ N.( f (f + toa) + f (f + toe) - 2 f (f) ) . 
ttl 
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Fiir 1 machen wir wieder den Ansatz (3). Wie wir auf S. 175 aus­
einandergesetzt haben, wird 

( 8/0 ) = 0 
8f StoB ' 

denn 10 ist ja die Verteilungsfunktion im thermischen Gleichgewicht. 
Daher ist 

(~~ )StoB = (~nStoB = N ~ck~ N. (g (l+tva) + g (I + tve)-2g (I)l· (6) 

Aus (5a) ersehen wir, daB kx in ( ~/t ) die einzige GroBe ist, die 
Feld 

nicht kugelsymmetrisch im f-Raum ist. Ftir g (l) wird daher der 
Ansatz 

g (f) = kxX (E) (7) 
nahegelegt. X (E) ist dabei eine Funktion, die kugelsymmetrisch 
im f-Raum ist, d. h. wegen § 13, (21) nur von E, nicht aber z. B. 
von kx allein abhangt. Dann ist unter Beachtung von§ 13, (36) 
und (36a) 

g (I + tva) = (kx + wcospa) X (E + hv) (7a) 
g (I + tve) = (kx + w cospe) X (E - hv). (7b) 

Da hohe Temperaturen dadurch definiert werden, daB h v <: k T 
ist, konnen wir h v immer gegen E vernachlassigen, d. h. 

X (E + hv) =X (E-hv)""" X (E) (7c) 
setzen. Somit erhalten wir mit dem Ansatz (7) aus (6) unter 
Beachtung von (7a), (7b), (7c) und § 13, (5a), S.167 1 

(~~ )StoB = (~nStoB = N ~ Ck~ ~~ w (cospa + cospe) X (E). (6a) 
m 

Die Summe tiber tv verwandeln wir in ein Integral. Dieses zerfallt 
in ein Integral tiber die Winkel und in eines tiber [tv [. Bei Aus­
fiihrung des Winkelintegrals beachten wir, daB der Winkel zwischen 
tv und f durch die Winkel Pa und Pe gegeben ist, so daB nur noch 
das Integral tiber das Azimut cp (mit I als Achse) verbleibt. Dieses 
haben wir in § 13 bei Berechnung der Anderung von kx durch 
StoBe mit Quanten mit gleichem I tv I schon ausgefiihrt. Nach 
§ 13, (35) und (38a) wird 

2", 2" 

W fcosPa dcp""" w J cosPedcp = 2nwx = -2n kx 2W;2 . 
o 0 

----
1 Wir schreiben gelegentlich k fiir die BOLTZMANN-Konstante, urn Ver­

wechslungen mit der Wellenzahl k zu vermeiden. 
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Es ist also nach (6 a) 

( 8t ) = (~) = _ ~~~ k T (E) ""'~. (8) at StoLl at StoLl N Me k3 X ~ h'P 

Bei del' Umwandlung der Summe in ein Integral beachten 
wir, daB nach § 13, (2) die Zahl der Eigenschwingungen in einem 
Frequenzintervall '1', 'I' + d'l' 

12~!'I'2d'l' 
(J 

ist. Aus (3), § 13 folgt ferner 
2n'P 

W=-~-. 
C 

Es ist dann 
v'" 

~ w2 _ 48n3RJ 3 _ 12n3R 4 
~ "hV-1It5 'l'd'l'- he. 'I'm' (Sa) 

w 0 

Da wir den genauen Wert der Konstanten 0 nicht angegeben hahen, 
werden wir alle Zahlenwerte und universellen Konstanten, die in 

( :~) stoa auftreten, zu einer neuen Konstanten 01 zusammen­

fussen. Wir beriicksichtigen dann noch, daB nach § 13, (4) 
'P~ 3n 3N 
153 = 4n = 4nR 

ist und ferner nach § 13 (8) 

ke = h'l'm. 

Dann wird schlieBlich [vgl. (8), (7)] 

(~~ )StoB = (~~)StoB = - ~lk~ ~2 kxX (E) = - Jclk~ ~2 g (f). (9) 

Relaxationszeit. Die Relaxationszeit ist durch Definition die 
Zeit, die notig ist, damit eine Storung der Verteilungsfunktion 
auf den e-ten Teil abklingt. Die Storung der Verteilungsfunktion 
ist in unserem Fall die Funktion g (f), und es ist definitionsgemaB 

( 8g ) I 
8t StoLl = - T g, 

denn hieraus folgt (nach Abschalten des elektrischen Feldes) 
t 

g (t) = g (to) e .... 

Durch Vergleich von (10) mit (9) find en wir 
k3M@2 

T = const --:;;:;r- , 

(10) 

(ll) 
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oder, da bei unserem Energieansatz k '" v ist 
VB M €iJ2 

7:"''1'-11,-' 

Entsprechend wird die freie Weglange 
v' M €iJ2 

1 = 7:V"''1'-n-' (Ua) 

Es ist sehr wesentlich und keineswegs selbstverstandlich, daB 

in (9) ( :~ ) stoa = ( :~ ) stoa proportional zu gist (bei tiefen Tempe­
raturen ist das nicht mehr der Fall), denn nur dadurch ist es 
nach (10) moglich, in verniinftiger Weise eine Relaxationszeit 
zu definieren. 

Die Relaxationszeit steht in engem Zusammenhang mit dem von 
den Elektronen abgegebenen Impuls. Um das zu zeigen, ver-

gleichen wir zunachst (10) mit (6a), woraus wir mit (7) (~~ = N", 

vgl. oben) 

1 a ~ 
-T = N M ckkz ~ N"w (cosfJa + cosfJe) 

tI) 

erhalten. Nach § 13, (35) ist wcosfJ die Anderung der Wellenzahl 
der Elektronen pro StoB mit einem Schallquant tv, die wir LI kz 
nennen wollen. Daher wird 

.I N"w (cos fJa + cos fJe) = N LI kz , 

wobei N die gesamte Anzahl der Quanten ist und LI kz ein Mittel­
wert aller LI kz . Ferner ist nach (33), § 13 

a 
([>k = N Mck 

die Dbergangswahrschein1ichkeit. N fPk ist dann (bei hohen Tem­
peraturen) die Wahrschein1ichkeit W; daB ein StoBprozeB pro 
Elektron stattfindet. Somit wird 

1_ WLJkz 
T-- k;-

LI kz ist nach § 13, (38a) immer negativ falls der Strom, d. h. kz , 

positiv ist. Da k proportional zum Impuls p ist, wird also 

_ LJ kz = ILJ kz 1= ILJ fizl 
kz k z pz 

die mittlere relative Abnahme der x-Komponente des Impulses 
pro StoB. 
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1 
W = to 

war die Zeit zwischen zwei StoBen. Somit ist 

~ = I~Pxl. (12) 
T Px 

1st insbesondere ILl Px I = I Px I, d. h. gibt ein Elektron pro StoB 
seinen ganzen Impuls ab, so ist to = T, d. h. es wird dann die 
Relaxationszeit gleich der Zeit zwischen zwei ZusammenstoBen. 
1m allgemeinen ist aber T nicht gleich der Zeit zwischen zwei StoBen, 
sondern unterscheidet sich davon in charakteristischer Weise 

gemitI3 G1. (12). Der Faktor A Px ist ziemlich selbstverstandlich, 
Px 

denn wenn sich der Impuls bei einem StoB nicht andert (Ll Px = 0), 
muB T unendlich groB werden. 

Die Relaxationszeit setzt sich nach (11) aus drei Faktoren 
zusammen: einem Temperaturfaktor (liT), einem Faktor, der von 
der Geschwindigkeit der Elektronen abhangt (v3) und einem Faktor, 

der den EinfluB des Gitters kennzeichnet ( Mnf?J2 ). AIle drei 

Faktoren sind einfach zu verstehen. 

Die Abhangigkeit von der Geschwindigkeit der Elektronen 
erklart sich in folgender Weise: Die Wahrscheinlichkeit eines 

ZusammenstoBes ist nach § 13, (33) '" !. Die relative Impuls-

.. d A kx wx. § 1 N h an erung pro StoB, k;; = kx ,1st nach (38), 13 '" k2 • ac (12) 

ist also T'" k3 ", v3 • Urn die Abhangigkeit von den Gitterschwin­
gungen zu verstehen, machen wir die einfachste Annahme, die 
wir iiber die Streuwahrscheinlichkeit machen konnen, wir setzten 
sie namlich proportional zur Zahl der Atome pro cm3, n und 

zum mittleren Amplitudenquadrat x2 der Schwingung eines Atoms 
urn seine Ruhelage [30]. Unter der Annahme harmonischer 
Schwingungen mit der Frequenz 'Pm ist die mittlere kinetische 

Energie 2 n 2 'P~ M x 2 und aus thermodynamischen Griinden ist 

sie bei hohen Temperaturen ~ k T. Da h 'Pm = k e ist, folgt 

n x2 ", ;. ~2. Die Relaxationszeit T ist umgekehrt proportional zur 

Streuwahrscheinlichkeit, d. h. T '" "'! ~2. Damit haben wir auBer 

der Abhangigkeit von dem Gitter auch die Temperaturabhangigkeit 
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abgeleitet, ohne auf die Vorstellung der Sehallquanten Bezug 
zu nehmen. 

Die Temperaturabhiingigkeit folgt aueh einfaeh daraus, daB 
die Zahl der Sehallquanten N., also aueh die Zahl der Zusammen­
stoBe, proportional zu T ist. 

Berechnung des Stromes. Zur Bereehnung des Stromes brauehen 
wir noeh die Funktion X (E). Aus (9) folgt mit (10) und (7) 

( 01) 1 1 
at StoJ3 = - T g = - T kx X (E) . 

Dureh Einsetzen in (5a) erhalten wir 

eFh ~jo-=-~X(E) 
m* oE • ' 

oder mit (7) 
eFh. 010 

g = kxX (E) =-~kx oE • (13) 

Aus (1) finden wir mit (3) unter Bertieksiehtigung, daB, wie auf 
S. 180 gezeigt wurde, die Integration tiber 10 versehwindet: 

_ 2 e2 Fhj 010 
J - - (2n)3 ~ ivxkx oE-ait. 

Bei unserem Energieansatz (21), § 13 ist 
hkx 
m* = Vx ' 

2 

1m Integral konnen wir aus Symmetriegriinden v! dureh ~ ersetzen. 

Dann ist [vgl. § 3, (11)] 

2 2 e2 Fj 010 
J = - (2n)3 3m- i Etr oE dil' 

Hier fiihren wir die Integration tiber die Winkel im f-Raum sofort 
aus, da aIle GroBen davon unabhiingig sind. Naeh § 4, (30) ist 
(pro em3) 

1 J D(E) 
(2n)3 dTf = -R- aE , 

Winkel 
d.h. 

J=_-.!e2 Fj E ~D(E) dE 
3 m T tr oE R . 

Da :~ nur in der unmittelbaren Umgebung von E = C wesentlieh 

von Null versehieden ist (Abb.67, Anhang S.357), dtirfen wir 

den Faktor von : ~ mit seinem Wert bei der Energie C vor das 
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Integral setzen. Mit der Beziehung (18), § 5, 
4 
'3 (Etr D)c = N F = nF R, 

sowie mit 

j !JOd,E=-1 
BE 

erhalten wir schlieBlich die Leitfiihigkeit: 

187 

J e2 Yr;nF e2 lr;nF 
(1= F =-m-=~' T';>8 (14) 

in formaler trbereinstimmung mit der elementaren Theorie § 12, (5). 
Unsere gegenwartige Theorie liefert aber '11 
iiber die elementare Theorie hinaus Einzel­
heiten der Relaxationszeit Te' insbesondere 
die Temperaturabhangigkeit, die in guter 
V"bereinstimmung mit der Erfahrung ist. 
Bei einer exakten Berechnung der in l' auf­
tretenden Konstanten erhalt man auch noch 
die richtige GroBenordnung der Leitfahig­
keit [33, 104]. 

Nach (14) ist die mittlere Relaxations­
zeit identisch mit der Relaxationszeit der 
Elektronen mit der Grenzenergie C und 

Abb. 39. Die Verschlebung 
der Elektronenverteilung im 
elektrlschen Feld. - Be­
grenzung der Verteilungs-

funktion ohne Feld, 
- - - mit Feld. 

entsprechend ist die "mittlere" Geschwindigkeit die Geschwindig­
keit dieser Elektronen. In der Leitfahigkeitstheorie bedeutete also 
Mittelung einer GroBe nicht Mittelung iiber die ungestorte Ver-

teilung to, sondern iiber :~. Der Grund dafiir ist leicht verstandlich. 

Durch das Feld wird ja, unserer elementaren Theorie § 12 ent­
sprechend, die x-Komponente der Geschwindigkeit aller Elek­
tronen um einen gewissen Betrag LI v erhoht. Das ist gleich­
bedeutend damit, daB die Verteilungs£unktion im Impulsraum 

um den Betrag m LI v in der Richtung des Stromes verschoben 
wird (vgl. Abb.39). Dadurch wird aber die Vel'teilungs£unktion 

nur an den Stellen wesentlich geandert, an welchen ~~ groB ist, 

d. h. am Rand C der FERMI-Verteilung. Um LI v zu berechnen, 
bemerken wir, daB nach (3) und (13) die gestorte Verteilungs­
funktion 

(13a) 
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lautet. Andererseits bedeutet eine Erhohung von vx um Ll v, daB 
die Verteilungsfunktion gleich der ungestorten Verteilungsfunktion 

ist, falls wir dort Vx durch Vx + Ll v ersetzen. Demnach ist 

"- 010-1 (vx) = 10 (vx-Ll v) = lo--~ -Ll v. ()vx 

Bei unserem Energieansatz § 13, (21) ist 

h kx und 010 _ 010 0 E _ 010 h k 
Vx = m* avx - aE avx - aE x' 

d.h. 
01 -f = 10-8; h kxLl v. 

Durch Vergleich mit (13a) folgt 
- eFT 
Llv=~, (14a) 

genau wie in der elementaren Theorie § 12, (3). 
Lassen wir den einfachen Energieansatz § 13, (21) fallen, so ist 

eine einfache Durchfiihrung der Rechnungen nicht mehr moglich. 

'T wird aber in jedem Fall den Faktor ~ ~2 enthalten, wahrend k3 

durch eine kompliziertere Funktion der Wellenzahl fund der Ge­
schwindigkeit tJ "-' gradf E zu ersetzen sein wird. Nennen wir diesen 
Faktor T, so ist (aIle Konstanten sind in T aufgenommen) 

oder mit (14) 

M192 
T=nT- T , 

(15) 

In diesem Ausdruck enthalt CfJc die Konstante 0 aus § 13, (33). 
CfJc solI also eine GroBe sein, die (angenahert) monoton von der Kern­
ladungszahl abhangt, vorausgesetzt, daB CfJ als Funktion von f nicht 
rasch veranderlich ist. Das ist aber nicht zu vermuten, denn sogar 
bei Halbleitern, bei denen k eine ganz andere GroBenordnung als 
bei Metallen hat, ist die freie Weglange von der gleichen GroBen­
ordnung. In (15) ist beachtenswert, daB (] nicht proportional 

zu np allein, sondern zu n:, d. h. zur Zahl der freien Elektronen 
M192 

pro Atom ist. Da ~ bekannt ist, kann aus den MeBwerten von (] 

die GroBe np m entnommen werden. Andererseits kennen wir np 
n T "n 

fur eine Reihe von Metallen aus optischen Messungen (Tabelle 2, 
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s. ll5). Damit konnen wir zunachst nachweisen, daB qJ tatsachlich 
eine monotone Funktion der Kernladungszahl ist. Wir tragen dazu 
in Tabelle II alle zur Berechnung von qJ notigen GraBen fUr die· 

jenigen Metalle, fur welche wir r:: kennen, auf. Da die Genauig. 

keit von np hachstens 10-20% ist, geben wir die andern GraBen n 
auch nur mit einer entsprechenden Genauigkeit an. 

In Tabelle II bedeutet Z die Kernladungszahl, A das Atom· 
gewicht. (J ist in elektrostatischen C·G·S·Einheiten fUr T = 273° 
angegeben. 

Tabelle 11. 

Metali Na K Cu Rb Ag Cs Au 

Z 11 19 29 37 47 55 79 
1J·1O-16 21,5 14,3 58 7,8 60 5,1 44 

A 0 2 .10-5 5,8 6,2 63 6,1 50 6,2 60 
np 0,9 0,8 0,5 0,8 0,8 0,9 0,7 
n 

rp·l0-29 2,7 1,8 1,2 1,0 0,9 0,6 0,7 
35 
Z·IO-29 3,2 1,8 1,2 1,0 0,7 0,6 0,4 

Wir sehen aus dieser Tabelle, daB qJ tatsachlich monoton in Z 
ist, insbesondere, daB die Alkalimetalle und Cu, Ag, Au sich 
gut aneinander anschlieBen. Wir kannen qJ, wie die Tabelle zeigt, 
durch 

35 
qJ = -Z- . 1029 (16) 

recht gut darstellen. Damit gewinnen wir eine halbempirisehe 
Darstellung fUr die Leitfahigkeit. Wenn wir (J in cm-1 Q-l 
(1 Q = 1 Ohm) ausdrucken, wird aus (15) und (16): 

_ 1650 A 0 2 np -1 {J-1 
(J - ZT n em . (17) 

Diese halbempirisehe Formel gestattet uns die Bestimmung 

von ? aus (J. Den erhaltenen Werten liegt die Hypothese zugrunde, 

daB qJ dureh (16) richtig dargestellt wird. 
FUr Metalle mit niehtabgeschlossenen inneren Sehalen, z. B. 

Cr, Ni, mussen die hier angegebenen Formeln, wie wir in § 30 
zeigen werden, etwas modifiziert werden [212]. (15) und (17) sind 
daher fur diese Metalle nicht gultig. Fur die ubrigen Metalle geben 
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wir die mit Hilfe von (17) berechnete Zahl del' freien Elektronen 

pro Atom, nF , in TabelIe 12 (a in cm-1 Q-l fiir T = 273°). 
n 

Tabelle 12. 

Metall Li NalK Rb Cs Cu AglAul Be IMglCal Sr Ba 

(J. lO-4 12 24 16 8,6 5,6165 '67 49 18 25 24 3,3 1,7 
A (>92·lO-5 9 5,8 6,2 6,1 6,2 63 50 60 90 20 21 17 18 

Z 3 11 19 37 55 29 47 79 4 12 20 38 56 
nF (0,07) 0,81°,8 0,8\0,9 0,5 1 1 (0,01) 0,3 0,4 0,1\ 0,1 
n 

Metall Zn I Cd I Hg I AI In I Tl I Sn Pb Bi 

(J·10-4 18 15 4,4 1 40 12 7,1 lO 1 5,2 0,9 
A (>92·lO--6 36 32 20 41 45 55 80 17 25 

Z 30 48 80 13 49 81 I 50 82 83 
nF 

\ 

0,3 0,4 0,3 0,2 0,2 0,2 0,1 0,4 
\ 

0,05 
n 

Die hier berechneten n: -Werte sind zwar nicht sehr genau, 

sie geben abel' sichel' ein einigermaBen richtiges Bild von den 
tatsachIichen Werten. Nur die beiden leichten MetalIe Li und Be 
liefern sichel' falsche Werte. e wurde teils aus del' spezifischen 
Wi.i.rme, teils aus den elastischen Konstanten entnommen. 

Das Resultat fiir nF entspricht ganz unseren Erwartungen des n 
§ 5. So haben z. B. die zweiwertigen MetalIe durchwegs kleinere 

nF als die einwertigen, was nach § 5 daher riihrt, daB nF sogar n n 
NulIwiire, wenn fiir die beiden Valenzelektronen nul' ein Energie­
band zur Verfiigung stande. Es miissen sich also zwei Bander 

teilweise iiberdecken, wodurch nF zwar von Null verschieden wird, n 
aber verhiiltnismaBig klein bleibt (vgl. § 5, S.79). 

Charakteristisch fUr Wismut ist die extrem kleine Zahl der 
freien Elektronen, die nach § 5 dadurch zu erklaren ist, daB die 
Grenzenergie 1; sehr nahe am Rand eines Energiebandes Iiegt. 

Wiirde 1; mit dem Rand zusammenfallen, so ware nF = o. Dasselbe n 
muBten wir schon in § 11 aus dem groBen Diamagnetismus von 
Bi folgern (vgl. § 31). 
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Wir kehren nochmal zur Diskussion der halbempirischen 
Formel (17) zuruck. Sie zeigt uns, von welchen Faktoren die Leit­
fahigkeit eines Metalles abhangt. Zuerst wollen wir aber noch 
eine Vereinfachung vornehmen. Das Verhaltnis AjZ ist fiir aIle 
Atome etwa 2. Es ist ziemlich genau 2 bis zum Element 20 
(Ca) und steigt dann langsam. Bei den schweren Elementen 
ist es etwa 2,5. Die beiden einzigen Faktoren in (17), die ein Metall 

charakterisieren, sind daher (92 und nF. (92 entspricht dem EinfluB 
n 

des Gitters auf die Leitfahigkeit, ;: demjenigen der Elektronen. 

Innerhalb einer Vertikalgruppe des periodischen Systems hat 

n: fUr aIle Metalle angenahert gleiche Werte (vgl. Tabelle 12). 

Der Unterschied der Leitfahigkeit solcher Metalle ist dann allein 
auf den Unterschied der DEBYE-Temperaturen zuruckzufUhren. 
Diese Unterschiede konnen sehr betrachtlich sein, wie ein Vergleich 
der Alkalimetalle mit Cu, Ag und Au zeigtl. 

Tiefe Temperaturen, T <: (9 [58]. Bei tiefen Temperaturen 
gestaltet sich die Berechnung der Leitfahigkeit unvergleichlich 
komplizierter als bei hohen. Der Grund dafiir ist, daB die 
Approximationen, die bei hohen Temperaturen gemacht werden 
durfen, nicht mehr zulassig sind, weil jetzt 

hv 
kT > 1 

ist. Bei der Durchfuhrung der Rechnung macht man fiir die 
Storung g wieder den Ansatz (7). Es ist aber jetzt [vgl. (7 c)] 

X (E + h v) + X (E - h v) + X (E) . 

Als Folge davon kann man in (5) im Ausdruck fUr (~~) StoB die 

Summe uber in (die wir in ein Integral verwandelt hatten) nicht 
mehr wie in (8), (8a) auswerten, weil sie durch die Faktoren 
X (E ± h v) eine unbekannte Funktion von v, d. h. von w, enthalt. 
Infolgedessen ist auch 

( Of ) - (~) =F '" g at StoB - at StoB • 

Daher ist es nicht mehr moglich, wie in (10) eine Relaxationszeit 

zu definieren, denn dazu muBte ja ( ~n StoB '" g sein. Natiirlich 

1 Auch die Druckabhangigkeit der Leitfahigkeit ist in erster Linie auf 
eine Druckabhangigkeit von e zuriickzufiihren [170]. 
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lii.Bt sich immer eine Zeit l' definieren, welche die Eigenschaft 
hat, daB die Leitfahigkeit durch den Ausdruck (14) 

e2 -r:nF 
G=--­

m 

gegeben ist. l' hat aber jetzt nicht mehr die Eigenschaft, daB eine 
t 

Storung des thermischen Gleichgewichtes wie e r abklingt. Da­
gegen lii.Bt sich zeigen, daB l' immer noch durch (12) definiert 
werden kann. Dann ist also 

l' = to 11;J . (12) 

Wir wollen hier nicht die ganze komplizierte Losung von (5) 
wiedergeben, sondern nur aus dem obigen Ausdruck fur l' die 
Temperaturabhangigkeit berechnen. Nach § 13, (38a) ist die 
mittlere Anderung der x-Komponente der Wellenzahl durch 
StoBe mit Schallquanten gleicher Frequenz 'II 

w2 

LI kx = - kx 2 k2 . 

1m Mittel uber aile w wird also 

I L1k:x I = I L1p~x I = 2W;2 ' 

wo w2 der Mittelwert von w2 ist. Da w ""' 'II ist, wird also 

I L1p:x I '" ~ . 
Andererseits ist die Zeit to zwischen zwei ZusammenstoBen um­
gekehrt proportional zur Zahl der Schallquanten N. Somit wird 
nach (12) 

(1 '" l' = to I !x I'" _1_ . (18) 
LJpx Nv2 

Die Gesamtzahl der Schallquanten ist nach § 13, (5) und (2) 

f f v2dv 
N", N" '112 d'JI = !!.!:..... 

e kT -1 
o 0 

FUr hohe Temperaturen ist, wie wir bereits wissen, wegen ;; <: I 
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FUr tiefe Temperaturen fiihren wir die Variable ~ = ;; ein und 

finden 
~m - (kT)3J ;2d,: 

N", II, e;-I' 
o 

Da k T <: II, 'I'm ist, wird ~m -+ CO und das 
von T unabhangigen Wert an. Dann ist 

Integral nimmt einen 

N", T3, T<:e. 

Wir benotigen jetzt noch den Mittelwert '1'2, d. h. den Wert 
. "", "'4 

V2 = ~ (V2N v2dv= ~J v'dv 
N • N ~ 

• e kT _l 
o 0 

Wie oben wird fiir hohe Temperaturen 
I'm 

'1'2 '" -=- - '1'4 d V '" -= - 1 JkT T 
N hv N' 

o 
und fiir tiefe Temperaturen 

~m 

V2 '" ~J ;' d; '" ~ 
N e<~ 1 N 

u 
Nach (18) ist also mit (19) und (19a) 

1 1 
(J '" -- '" -

NVS T' 
1 1 

(J '" N ;;2 '" To ' 

(19) 

(19a) 

Diese Temperaturabhangigkeit (J '" T-5 ist vermutlich in guter 
nbereinstimmung mit der Erfahrung. Mit Sicherheit ist das T-5. 
Gesetz jedoch noch nicht nachgewiesen (vgl. S. 196). 

Die groBe Verscmedenheit fiir hohe und fUr tiefe Temperaturen 
erklart sich also dadurch, daB fiir hohe Temperaturen N", T, 

fur tiefe aber '" T3 ist, wahrend '1'2 fiir hohe Temperaturen tempe­
raturunabhangig, fiir tiefe aber '" T2 ist. Dies letztere ist dadurch 
bedingt, daB fiir tiefe Temperaturen die Frequenz '1'0 des Maximums 
der PLANcKschen Verteilung kleiner als 'I'm ist. Man kann dann 
v durch '1'0 ersetzen. Nach dem WIENschen Verschiebungsgesetz 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 13 
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ist '110"-' T, also '112 "-'T2. Bei tiefen Temperaturen wird also nicht 
nur die Zahl der ZusammenstoBe kleiner ("-' T3), sondern auch 
der pro StoB abgegebene Impuls ("-' T2). 

Umklapp-Proze88e [86,87]. Vom elektrischen Fcld wird den 
Elektronen dauernd ,lmpuls in der x-Richtung zugefiihrt. Dieser 
wird an die Schallquanten abgegeben, so daB sich deren Gesamt­
impuls dauernd erhOh£ und das thermische Gleichgewicht gestort 
wird. Wir haben bisher immer so gerechnet, als ob die Schall­
quanten im thermischen Gleichgewicht waren. Um das zu recht­
fertigen, muB gezeigt werden, daB die Abweichungen vom Gleich­
gewicht sehr klein sind. Eine ausfiihrlich~ Untersuchung, die wir 
bier nicht wiedergeben, zeigt, daB bei hohen Temperaturen die 
Wechselwirkung der Gitterwellen untereinander hinreichend groB 
ist, urn das Gleichgewicht wiederherzustellen. Bei tiefen Tempe­
raturen trifft das aber nicht mehr zu. Zur Herstellung des Gleich­
gewichts ist hier eine neue. Art von ZusammenstoBen mit den 
Schallquanten notig, die sog. Umklapp-Prozesse. Diese bestehen 
darin, daB sich die Wellenzahl eines Elektrons beim StoB auBer 

um tv noch um 2: n andern kann, d. h. daB 

If = f + tv + ~ n a 

ist~ Solche Prozesse haben wir schon haufig betrachtet. Mit 
tv = 0 sind sie gleichbedeutend mit den Prozessen bei Elektronen­
beugung, d. h. mit der elastischen Reflexion von Elektronen an 
Netzebenen. Der Unterschied gegen dort besteht nur darin, daB 
jetzt nicht f, sondern f + \t) den Bedingungen fiir selektive Reflexion 
geniigen muB. Da \t) viele Werte annehmen kann, bestehen fiir 
ein Elektron im Zustand f viel mehr Moglichkeiten fiir solche 
Reflexionen. Bei diesen Prozessen ist der Gesamtimpuls Elektron + 
Quant nicht mehr konstant, so daB die Moglichkeit besteht, den 
Impuls des Feldes zu vernichten, ohne daB er von den Schall­
quanten aufgenommen wird. Er wird vielmehr zum Teil, wie 
Z. B. bei der selektiven Reflexion von Elektronen an einem Metall, 
vom gesamten· Gitter direkt aufgenommen. 1m iibrigen besteht 
aber fiir die Berechnung der Leitfahigkeit kein wesentlicher Unter­
schied zwischen den Umklapp-Prozessen und den gewohnlichen 
Streuprozessen, denn der Ausbreitungsvektor ist ohnehin nur bis 

auf Vektoren 2a'" n definiert. Falls wir mit dem reduzierten Aus-
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breitungsvektor rechnen, mussen wir immer einen Vektor 2:11; n a 
addieren, der so bestimmt ist, daB die Komponenten des Aus­
breitungsvektors immer, d. h. vor und nach dem StoB, zwischen 

- .~ und ~ liegen. Unsere Berechnung der Temperaturabhangigkeit a a . 
der Leitfahigkeit bleibt also unbeeinfluBt, well hiernach in (38), 
§ 13 der Faktor w2 nicht zu andern ist. 

Legierungen, Verunreinigungen [104]. Nach unseren Vor­
stellungen uber die Bewegung von Elektronen in Metallen entsteht 
der elektrische Widerstand dadurch, daB im Metallgitter Ab­
weichungen von der strengen Periodizitat vorhanden sind, die 
eine Streuung der Elektronen verursachen. Bei reinen Metallen 
und perfekten Einkristallen entstehen solche Abweichungen nur 
durch die thermischen Schwingungen des Gitters. Anders ist das 
aber bei Legierungen. Wenn wir, von einem Metall a ausgehend, 
einige Atome des Metalls b in das Gitter einbauen, so wird an diesen 
Stellen eine Abweichung von der Periodizitat des Gitterpotentials 
auftreten. Die Folge davon ist eine zusatzliche Streuung und 
daher ein zusatzlicher Widerstand. 

Wir wollen hier nur solche Legierungen betrachten, bei welchen 
die Gitterstrukturen der beiden Metalle a und b gleich sind. 
Wir nehmen an, daB durch den Einbau von b-Atomen keine 
wesentliche Verzerrung des a-Gitters entsteht. Die Elektronen 
konnen dann, wie oben erklart wurde, durch zwei verschiedene 
Prozesse gestreut werden: 1. Streuung durch die Gitterschwin­
gungen, 2. Streuung infolge des Potentialunters.chiedes zwischen 
den beiden Atomen a und b. Entsprechend setzt sich [vgl. (5a), (6)] 

(:nStoB = (:nStoB 
additiv aus zwei Tellen zusammen: 

(~) - (~) + (~) at StoB - at T at L' 

Der Index T bedeutet Streuung durch die thermischen Schwin­
gungen, L bedeutet Streuung durch die Fremdatome (Legierung). 
Dieser letztere Term 1st also unabhangig von der Temperatur. 
Nach der Definition von 't' (10) ist also auch. 

1 1 (a g ) 1 (a g ) 1 (a g ) 1 1 .-:r = - 9 at StoB = - 9 at T - 9 at L = 7:T + 7:L' 

Dies gilt nicht nur fiir hohe, sondern auch fiir tiefe Temperaturen, 
13* 
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wie man an Hand der allgemein gultigen Relation (12) leicht 
zeigen kann. Es war ja to die Zeit zwischen zwei ZusammenstoBen, 
d.h. 

1 
t = W, 

o 
wo W die Wahrscheinlichkeit da£ur ist, daB pro Sekunde ein StoB 
erfolgt. Da wir jetzt zweierlei StOBe haben, von denen wir an­
nehmen, daB sie sich gegenseitig nicht beeinflussen, setzt sich W 
additiv aus den beiden Teilen 

W = WT + WL 

zusammen, d. h. nach (12) 

~=~+~ 
T TT TL' 

wie oben. 
Da die Leit£ahigkeit (J '" 'i ist, wird der elektrische Widerstand 

e '" i-I, 
d. h. bei einer Legierung 

e = eT + eL· (20) 
e setzt sieh somit additiv aus einem temperaturabhangigen Teil eT 
und einem temperaturunabhangigen Teil eL' dem Restwiderstand, 
zusammen. Das ist die MATTHIESsENsche Regel, die wir schon in 
§ 12 mitgeteilt haben und die sich somit zwanglos aus unseren 
Grundanschauungen ergiht. 

Wir wollen besonders darau£ hinweisen, daB in diesem ein£achen 
Gesetz tatsachlich unsere Grundanschauungen bestatigt werden. 
Wurde man z. B. annehmen, me, es in der klassischen Theorie 
geschah, daB sich ein Elektron nicht £rei durch ein ideales Gitter 
bewegen kann, sondern durch die Gitterpunkte (nicht Gitter­
schwingungen) gestreut wird, so ware durchaus nicht einzusehen, 
daB Fremdatome eine so verschiedenartige Streuung hervorru£en. 

Der Restwiderstand eL ist bei sehr tie£en Temperaturen natiir­
lich der ausschlaggebende Teil in e (20), da ja eT '" T5 verschwindet 
(vgl. Abb. 38b, S. 157). Dies erschwert die experimentelle Pru£ung 
des T5-Gesetzes sehr wesentlich, da ja kleine Verunreinigungen 
bei tie£en Temperaturen schon groBe Veranderungen des Wider­
standes hervorrufen. 

Da die Anderung des Potentials durch Fremdatome um so 
groBer ist, je starker sich die Kernladungszahlen Z unterscheiden, 
muB auch (h um so groBer sein, je groBer die Dif£erenz der 
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Kernladungszahlen, LIZ, ist. Das solI natiirlieh nieht heiBen, daB 
(h eine Funktion von LI Z allein ist und nieht aueh von Z abhangt. 
In Tabelle 13 zeigen wir fiir au als Grundmetall, daB unsere Be­
hauptung reeht gut erfiillt ist. Die Werte von (1£ sind in Q em an­
gegeben und beziehen sieh auf 1 Atomprozent Beimisehung. 

Besonders interessant 
ist es aueh, den Rest­
widerstand einesMetalls b 
im Metall a mit dem um­
gekehrten Fall, a in b, zu 
vergleiehen [170]. In bei­
den Fallen ist die Abwei­
chung vom periodisehen 
Potential gleich groB, so 

Tabelle 13. 

Metall b in Cu LIZ 

Mg -17 
AI -16 
Cu ° Zn +1 
Ag +18 

I Au +50 

(!L in 10--6 Q em 

0,8 
0,8 

° 0,2-0,3 
0,22 
0,6-0,64 

daB aueh T L in beiden Fallen gleieh groB ist. Der Widerstand (h 
hangt aber aueh noch von der Zahl der freien Elektronen pro Atom, 
np b d . n' a , un zwar 1st 

1 
(h "" --nF . 

TL ' n 
n: ist dureh das Ausgangsmetall gegeben, falls die Konzentration 

des Fremdmetalls klein ist. Wir konnen n: aus Tabelle 12 ent­

nehmen. Die GroBe (h':: muB dann fiir beide FaIle, a in b, 

oder b in a, gleich sein, vorausgesetzt, daB unsere :: -Werte riehtig 

sind. 

Tabelle 14. 

Metall (!L in np np 
Metall (!L in ::1 nF 

1Q--6Qem 11. n(!E 1Q--6Qcm n(!L 

MginAg 0,s-1,311 I 0,8-1,3 Agin Mg 3-3,5 0,3 0,9-1,1 
Mg " Cd 0,4---0,45 0,4 O,16---O,lS Cd " Mg 0,5---0,6 0,3 0,15---O,lS 
Cu "Ag 0,4---0,5 1 0,4---0,5 Ag" Cu 0,22 0,5 0,11 
Ag " Au 0,36 1 0,36 Au" Ag 0,3 1 0,3 
Cd " Au 0,64 1 0,64 Au" Cd 1,7-1,9 0,4 0,68---0,76 

In Tabelle 14 ist [!L wieder fUr 1 Atomprozent Beimischung des 
Fremdmetalls angegeben. Bei der Beurteilung dieser Tabelle miissen 
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wir beaehten, daB sowohl unsere r: -Werte, als aueh die MeBwerte 

von (h reiehlieh ungenau sind. In Anbetraeht dessen ist die "Ober­
einstimmung so gut, wie wir erwarten konnen. Der einzige Wert, 
der nieht stimmt, ist Ag, Cu. Wahrseheinlieh ist hier der experi­
mentelle Wert 0,22 fiir Ag in Cu zu niedrig, eine Vermutung, die 
aueh dureh Tabelle 13 nahegelegt wird. 

Wir wollen sehlieBlieh aueh die Abhii.ngigkeit des Restwider­
standes (h von der Konzentration bereehnen. Es sei Ya die Konzen­
tration des Metalls a, Yb diejenige von b, so daB 

Ya= l-Yb· 
(h muB proportional sein zur Zahl der Storstellen. Wir konnen 
immer die Atome a als Fremdatome in b und umgekehrt die Atome b 
als Fremdatome im Metall a betraehten. Dann ist also 

(21) 

(1£ ist daher als Funktion von Ya oder Yb eine Parabel mit dem 

Maximum bei Ya = Yb = -~- und natiirlieh (h = 0, falls entweder 

Ya oder Yb Null ist. Dieses Gesetz fiir (h ist in sehr guter "Ober­
einstimmung mit der Erfahrung, wie Tabelle 15 fUr Ag-Au zeigtl. 
Die theoretisehen Daten geben uns keine absoluten Werte und sind 
mit den experimentellen fUr Ya = 0,01 in "Obereinstimmung gebraeht. 

Tabelle 15. Nach [104]. 

Ya 0,01 0,025 o,3161

1 

0,629 

theor. 1 0,35 0,88 7,6 8,2 
f!L expo 0,35 0,86 7,3 8,2 

Ya bedeutet Atomprozent 
Silber. 

In den "Oberlegungen, die 
zu (21) fUhrten, war die Vor­
aussetzung enthalten, daB die 
heiden Metalle keine Verbin-

dung bilden. Trifft das aber nieht mehr zu, sondern bilden sie z. B. 
eine Verbindung im Verhiiltnis 1: 2, so muB (h fiir Ya: Yb = 1: 2, 

d.h. Ya = !, versehwinden, weil das Gitter dann wieder periodiseh 

ist. Aueh das wird gefunden und Abb. 40 gibt als Beispiel die 
experimentellen Daten fiir die Legierung Cu-Au. 

Aueh von den hier abgeleiteten Gesetzmii.Bigkeiten miissen wir 
wieder die Metalle mit nieht abgesehlossenen inneren Sehalen aus­
nehmen (vgl. § 29). 

1 In (21) ist vernachlassigt, daB die Metalle a, b im allgemeinen ver­

schiedene nF .Werte haben. Bei Ag und Au sind diese jedoch gleich. n . 
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Suprale' lahigkeit. Bei vielen Metallen verschwindet der Wider­
stand bei (iner tiefen Temperatur 1'. plotzlich sprungartig und 
bleibt Null f ir T < Ts' Ts hat die GroBenordnung 1°. Der Sprung 
des Wide: "tandes ist mit einem Sprung der spezifischen Warme 
der Elcktronen (die bei so tiefen Temperaturen gemessen werden 
kann) und einer A.nderung des magnetischen Verhaltens eng ver­
knupft. Es ist bisher noch nicht Qem 

gelungen, diese Erscheinungen theo- 18,.---,---,---,---,--, 

retisch zu deuten. '7~: 
Der Grund hierfur scheint darin 

12 
zu liegen, daB man bisher immer 
versucht hat, die Supraleitung als to 
Grenzfall der Leitfahigkeit zu ver- t 8 

stehen. Es konnte aber kurzlich {! 

gezeigt werden [210a], daB man 
die Suprastrome so beschreiben 
kann, daB sie immer in bestimmter 
Weise mit den sie begleitenden 
Magnetfeldern verknupft sind, ahn­

2 

o 
C'u 

20 80 
lIu_ 

80Ilt-%ffJIJ 
Au 

lich wie bei einem diamagnetischen 
Abb. 40. Der Widerstand der eu-Au-

Atom. Der Unterschied gegenuber Legierung. Aug [14]. 

dem Diamagnetismus besteht nur 
darin, daB sich hiernach der ganze Supraleiter wie ein einziges 
groBes diamagnetisches Atom verhalt, wobei jedoch die diamagne­
tischen Strome nicht notwendigerweise im Supraleiter geschlossen 
sein mussen, sondern auch von auBen zugefiihrt sein konnen. 
Es durfte sich also bei der Supraleitung eher um ein Problem des 
Diamagnetismus als um ein solches der Leitfahigkeit handeln. 

§ 15. Warmeleitfahigkeit. 

Die Stationaritatsgleichung [54]. Wir haben bei Behandlung der 
e1ektrischen Leitfahigkeit die Stationaritatsbedingung nur fiir den 
Fall eines auBeren elektrischen Feldes aufgestellt. Wir wollen jetzt 
den allgemeinen Fall behandeln. Es moge also die Verteilungs­
funktion f eine Funktion der Raum- und Impu1skoordinaten sein. 
Fiir die 1etzteren fuhren wir zweckmaBig die Koordinaten des 
Ausbreitungsvektors f ein. Es ist dann: 

f = f (x, y, z, kx' ky, kz) . 
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Die GroBe ~~ bedeutet in unserem sechsdimensionalen t, f-Raum 

die Anderung der Dichtefunktion pro Sekunde ganz in Analogie 
zu hydrodynamischen Stromungsproblemen. Das Vorzeichen ist so 

zu wahlen, daB ~~ > 0, wenn die Ausstromung aus dem Volumen­

element d 'l'r f die Einstromung iiberwiegt. Durch Ausfiihrung der 
Differentiation finden wir 

df = ~ + ~ dx + ~ dy + ~ dz + ~ dkx + ~ dkll + 1 
dt at ax dt oy dt oz dt okx dt aky dt 

of dkz Of . . + okz de = at + (grad I, r) + (gradd, f) 
(1) 

Im stationaren Zustand ist 

(2) 

d. h. alles, was aus dem Volumenelement d'l'r! ausstromt, muB durch 

StoBe wieder hineingeworfen werden. ~~ bedeutet die ErhOhung 

von I pro Sekunde bei festgehaltenen t und f. Diese ist durch die 
StoBe allein gegeben. Unter Beachtung des Vorzeichens (vgl. 
S.176) wird 

~~ = - (~nStoB' 
Ferner ist nach § 3, (10) 

i: = ~ gradfE. 

Damit erhalten wir aus (1) und (2) 

1 . (Of) h (grad I, gradfE) + (grad, I, f) = at StoB' (3) 

Die weitere Entwicklung dieser Gleichung hangt wesentlich von 

dem Wert von f ab, d. h. von der durch auBere Felder bedingten 
zeitlichen Anderung der Wellenzahl eines Elektrons. Wir wollen 
nicht den allgemeinsten Fall behandeln, bei dem gleichzeitig elek­
trische, magnetische und thermische Felder vorhanden sind. Dieser 
Fall ist zwar ohne allzu groBe Schwierigkeiten losbar, doch sind die 
allgemeinen Resultate sehr uniibersichtlich. Wir werden hier viel­
mehr den Fall von gleichzeitigem elektrischen und thermischen 
Feld, in § 17 denjenigen von gleichzeitigem elektrischenund 
magnetischen Feld behandeln. In einem auBeren elektrischen Feld 
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ist nach § 3, (12) 
. eg: 
f = -h-. 

Das Feld solI in der x-Richtung liegen, ~z = F. Es ist dann 
• eF .• 
kz = -h-' k,,= kz = O. (4) 

Wir machen, wie in § 14, wieder den Ansatz 

1=/o+g, g<./o, (5) 

wobei 10 die ungestorte FERMI-Verteilung ist. 
1 

10 = E-C 

e kT + I 
Da 1 = 10 dem thermischen Gleichgewicht entspricht, ist wie in 
§ 14 

( 010 ) -0 ot Stoll - • 

Wir £lihren nach (10), § 14 die Relaxationszeit T ein: 

1 (Og) 
- T g = at StoB· (6) 

Auf der linken Seite von (3) konnen wir g gegen 10 vernachlassigen. 
Nach (4) wird mit dem Ansatz (5): 

• 010· 010 aE eF 
(gradd, f) = a-k kz = aE 8k -h- . (7) 

z z 

Wir nehmen an, daB das Temperaturgefalle, wie das elektrische 
Feld, in der x-Richtung liege. Dann sind C und T Funktionen von 
x und es ist 

810 aE 
(grad/, gradrE) = ex akz ' (8) 

wobei 

010 = 010 kT~(E-C)=!b.kT~(E-C) aT = 1 
ax aE ax k T oE aT k T ox 

_ !A [_ E + ~ _ ~] a T J (8a) 
- aE T T oT ax 

ist. Wir erhalten aus (3) und (6) mit (5) bis (8a): 

_.1 aE 010 {[_ E + ~ _~] aT + F} = _ ~ (9) 
h akz aE T T aT ax e T g. 

Also wird die gesuchte Funktion g: 

(10) 
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wo 

A=[f_~]aT+eF=rOT _oe +eF=_T~(r)OT+eF (11) 
T oT ox T ox ox oT T ox 

ist. 
Die einzige unbekannte GroBe in (10) ist die Relaxationszeit T. 

Fiir hohe Temperaturen haben wir T in § 14 berechnet. Wir konnen 
rein formal (6) auch als Definition von T fiir tiefe Temperaturen 
einfiihren. Da aber dann nach S.191 

(Ofl) =F 
at StoB '" g 

ist, hebt sich die Funktion gin der Definitionsgleichung fUr T nicht 
mehr heraus, so daB T ganz von der speziellen Art der Storung abhangt 
und fiir Warmeleitfahigkeit anders als fiir elektrische Leitfahigkeit 
ist. Der Grund da£iir ist eben (nach S. 192), daB jetzt die Starung g 

t 

nicht mehr wie e - -;- abklingt. Wir finden also nach § 14, (11) fUr 
hohe Temperaturen 

r", T-l, T >0 . (12) 

Fiir tiefe Temperaturen dagegen wird, wie wir weiter unten be­
sprechen, T"-' T-3, im Gegensatz zur elektrischen Leitfahigkeit 
{T "-' T-5). 

Warmeleitfahigkeit. Nach dieser Bemerkung iiber die Relaxations­
zeit wenden wir uns wieder an die Berechnung der Warmeleitfahigkeit. 
Durch die in (10) berechnete Funktion gist sowohl der elektrische 
als auch der Warmestrom bestirnrnt. Nach § 14, (1) ist die elek­
trische Strorndichte 

2 J e 2 JOE J=e(2n)3 v,tgdTI=h(2n)3 ckx gdTI. (13) 

Der Ausdruck fiir den Warrnestrom Q lautet ganz entsprechend. 
Anstatt des Transports von Ladung e berechnen wir beirn Warme-
1ltrom den Transport von Energie E. Dann ist 

2 J 1 2 J oE Q=(2n)3 Evx gdTf=h(2n)3 E akx gdTI. (14) 

J3ei der Ableitung von (13) und (14) ist Gleichung (5) beniitzt und 
die Tatsache, daB der ungeswrten FERMI-Verteilung weder ein 
elektrischer, noch ein Warrnestrorn entspricht. Wir setzen (10) in 
(13) und (14) ein und erhalten 

J = - :2 (2!)3 Jr (;~ rIA - ~ ~~} ;~ dTt. (13a) 

Q= - h\ (2!)3Jr(;~rE{A-~ ~~} ~~ drf· (14a) 
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Die einzige von der Richtung im f-Raum abhiingige GroBe ist in 

beiden Integralen (:~r. Bei Mittelung tiber al1e Winkel dtirfen 

wir sie ersetzen durch + (gradr E)2, oder bei der Einftihrung der 

Translationsenergie E tr [§ 3, (11)]: 
, oE)2 1 2 _ 2 h2 

( 0 kx -+ 3 (gradr E) - 3 m Etr · 

Da jetzt in den Integralen keine winkelabhiingigen GroBen mehr 
vorkommen, konnen wir die Integration tiber die Winkel bei kon­
stanter Energie ausfiihren und erhalten nach § 4, Gl. (30). 

(2~)3 j d-rr=D(E)dE, 
Winkel 

wobei die Eigenwertdichte D jetzt auf die Volumeneinheit des 
Metal1s zu beziehen ist. Damit wird (13a) und (14a) 

J=4~(AL -~~L) 3 mOT ox l' 

Q = -! ~ (A L _ !- ~ T L )' . 
3 mIT ox 2 

(15) 

(16) 

Die verschiedenen Integrale haben wir durch die GraBen Ln abge­
kiirzt, wobei 

Ln =-j-rEtr EnD ~~ dE 

bedeutet. Diese Integrale haben die Form 
'" 

- jF(E)D(E) ~~ dE. 

Wir zeigen im Anhang 3., Gl. (3), daB der Wert dieses Integrals 

F (C) D (C) + ~2 ( d~2 F (E) D (E) ) E = C (k T)2 + ... 
ist. Es wird also, wenn wir als Abkiirzung 

G(E) = -rEtrD 
einfiihren 1 

(17) 

(18) 

-Ln=G(C)Cn+ ~2 (d~2 GEn)~(kT)2+ ... (19) 

Wir berechnen jetzt den Warmestrom unter der V oraussetzung, 
daB der elektrische Strom verschwindet. Letzteres gibt uns die 

1 Index t; bedeutet, daB der Wert der betreffenden GroBe fUr E = C 
zu wahlen ist. 
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Bedingung [vgl. (15)] 

(20) 

Damit wird 

Q = ~~~~ L~-LoL2 (20 a) 
3 m T ox Lo 

Setzen wir hier Ln aus (19) und (18) ein, so erhalten wir erst in 
zweiter Naherung ein von Null verschiedenes Ergebnis: 

Q = ~_l_ ~ 2n2 G (r) (kT)2 = n 2 ~ (DE) 'rc k2T aT. 
3 m T ox 6" 3 3 tr c m ox 

Nach § 5, Gl. (18) ist 1 

4 
nF = 3" (Etr D)c 

die Zahl der freien Elektronen pro Volumeneinheit. Somit wird 
.t lc 

ID1 'iC = VC 
Q = n2 'rck2TnF ~ = n2 lC k2TnF ~ 

3 m ox 3 mvC ox 

oder nach § 12 (6) die Warmeleitfahigkeit 

n2 Tck2TnF n 2 hk2TnF (21) 
x=3 m =3 mvc 

in formaler tJbereinstimmung mit der elementaren Theorie § 12, (8a). 
DaB x in erster Naherung verschwindet, ist kl~r, da in dieser Naherung 
mit einer Verteilungsfunktion to beim absoluten Nullpunkt gerechnet 
wird, die natiirlich keine thermischen Effekte aufweisen kann. 
Bemerkenswert ist, daB aus der Bedingung (20) folgt, daB das elek­
trische Feld nicht verschwindet, obwohl der elektrische Strom 
Null ist. Das ist verstiindlich, denn die Elektronen, die die Wiirme­
energie transportieren, fiihren gleichzeitig auch elektrische Ladungen 
mit sich. Urn den so entstehenden elektrischen Strom auszugleichen, 
ist ein elektrisches Feld notig, das einen Gegenstrom erzeugt. Dieses 
Feld ist wichtig bei der Berechnungder Thermokraft (§ 16). 

Wir kommen zur Berechnung der Temperaturabhiingigkeit. Fur 
hohe Temperaturen ist nach (12) 'ic '" lc '" T-l, d. h. die Warme­
leitfahigkeit (21) ist fiir hohe Temperaturen temperaturunabhiingig. 

Das Ergebnis ist in guter tJbereinstimmung mit der Erfahrung, 
was natiirlich schon daraus folgt, daB das WIEDEMANN-FRANzsche 
Gesetz (S. 163, § 12) fiir hohe Temperaturen erfiillt wird. 

1 Hier steht nF, wei! D auf die Volumeneinheit bezogen ist. 
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FUr tiefe Temperaturen muB l' gesondert berechnet werden. 
Dabei findet man l' '" T-3, gegen l' '" T-,5 bei der elektrischen 
Leitfahigkeit. Der Grund daffir ist folgender. Bei der Berechnung 
des elektrischen Widerstandes hatten wir auf S. 193, § 14 gezeigt, 
daB sich das T5-Gesetz aus zwei Faktoren zusammensetzt. Einem 
Faktor, der proportional zur Zahl der ZusammenstoBe ('" T3) und 
einem zweiten, der proportional zum abgegebenen Impuls ist und mit 
T2 geht. Bei der Warmeleitfahigkeit wird, da der elektrische 
Strom Null ist, gar kein Impuls auf die Elektronen ubertragen, 
was dazu fiihrt, daB in erster Naherung die Verteilungsfunktion 
uberhaupt nicht geandert wird (vgl. S. 204). Fur die Wieder­
herstellung des Gleichgewichts spielt also die Impulsabgabe ( ...... T2) 
gar keine Rolle, so daB Ill' proportional zur Zahl der StoBe, d. h. 

l'''' T-a, T<8 (22) 

ist. Durch Einsetzen von (22) in (21) finden wir die Warmeleitfiihig­
keit ffir tiefe Temperaturen '" T-2, was experimentell bestiitigt wird. 
Das WIEDEMANN-FRANzsche Gesetz ist hiernach ffir tiefe Tempe­
raturen ungiiltig. 

EinllufJ von Verunreinigungen. Wie wir in § 14 bei der Behand­
lung der Legierungen gezeigt haben, setzt siehl', falls Fremdatome 
ins Gitter eingebaut sind, aus zwei Teilen zusammen, und zwar 
wird 

1 1 1 
T = Tp + TL' 

wobeil'p die gewohnliche temperaturabhangige Relaxationszeit ist, 
wiihrend l'L nicht von der Temperatur abhangt. Nach (21) ist 
" '" Tl', also 

1 1 1 
,,'" TTp + TTL' 

Der EinfluB von Verunreinigungen ist demnach um so starker, je 
kleiner T ist. Ffir tiefe Temperaturen, l'p'" T-a, wird 

~'" T2 + _1_. 
" TTL 

Ffir sehr tiefe Temperaturen wird das erste Glied Null, das zweite 
hingegen unendlich. Wahrend fur den elektrischen Widerstand 
Verunreinigungen bewirken, daB er bei kleinen Temperaturen 
nicht gegen Null, sondern gegen einen konstanten Wert fh konver-

1 
giert, verursachen sie, daB der Warmewiderstand - anstatt Null 

" unendlich wird. 
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Zum SchluB sei noch bemerkt, daB auch das Gitter einen Beitrag 
zur Warmeleitfahigkeit liefert, der aber klein gegen den Beitrag 
der Elektronen ist, denn elektrische 1solatoren haben eine sehr 
kleine Warmeleitfahigkeit [66]. 

§ 16. Thermoelektrische Effekte. 

Therrrwdynamischer Zusammenhang. Wenn in einem Metall ein 
Warmestrom flieBt, so wird, wie wir in § 15 schon angedeutet haben, 
im Metall ein elektrisches Feld F erzeugt, das wir Thermofeld nennen. 
Dieses Feld ist in der Lage, in einem geschlossenen Stromkreis, der 
aus mindestens zwei verschiedenen Metallen besteht, einen elek­
trischen Strom zu erzeugen. Die beiden Metalle nennen wir a und b 

a (vgl. Abb. 41). Ihre beiden Lotstellen 
TrLlT~T mogen die Temperaturen T und T + L1 T 
~ haben. T sei die niedrigste, T + L1 T 

b die hochste Temperatur des Kreises. 
Abb. 41. Thermokreis. --+ Richtung Dann flieBt von T + L1 T sowohl durch des Warmestromes. 

a als auch durch b ein Warmestrom. 
Beide erzeugen in a bzw. b ein Thermofeld. Falls a und b ver­
schiedene Metalle sind, entsteht dadurch eine Potentialdifferenz 
zwischen den beiden Lotstellen. Sind dagegen a und b gleiche 
Metalle, so heben sich die Wirkungen der beiden Thermofelder 
gerade auf, weil der Warmestrom in a und b ja verschiedene Rich­
tung hat. Schneiden wir eines der beiden Metalle a oder b auf, so 
konnen wir an den beiden Enden eine Potentialdifferenz messen. 
Man versteht dann unter Thermokraft gJab die Potentialdifferenz, 
falls L1 T = 10 ist. Es sei also Va b die gemessene Spannung, dann 
ist die Thermokraft 

(I) 

1m Zusammenhang mit dem eben besprochenen Effekt steht der 
PELTIER-Effekt. Er sagt aus, daB an den beiden Lotstellen zweier 
Metalle eine Temperaturdifferenz erzeugt wird, falls in dem Kreis 
ein elektrischer Strom flieBt. Die Temperaturdifferenz hangt natiir­
Hch von den auBeren Bedingungen abo Wir definieren deshalb den 
PELTIER-Koeffizient Pab durch die an der LOtstelle auBer der JOULE­
schen Warme erzeugten Warmemenge (genaue Definition weiter 
unten). 

Wie wir in § 15 gesehen haben, besteht das Thermofeld Fth in 
einem Metall immer, wenn ein Warmestrom flieBt. Wenn gleich-
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zeitig nun auch ein elektrischer Strom durch das Metall flieBt, wird 
die entwickelte Warmemenge von der J oULEschen Warme etwas 
verschieden sein, da ja das Thermofeld jetzt auch Warme erzeugen 
kann. Das Vorzeichen von Fth hangt natiirlich von der Richtung 
des Warmestromes abo Die vom Thermofeld erzeugte Warme, die 
THOMSON -Warme, wechselt also ihr Vorzeichen, wenn der Warme­
strom (oder der elektrische Strom) sein Vorzeichen wechselt, d. h. in 
einem Fall wird Warme erzeugt, im anderen verbraucht. Der eben 
beschriebene Effekt heiBt THoMsoN-Effekt. 

Zwischen den drei GroBen Thermokraft, PELTIER-Warme und 
THoMsoN-Warme bestehen einfache thermodynamische Zusammen­
hange. Gegeben sei ein Stromkreis, bestehend, wie oben (Abb. 41) 
beschrieben, aus den Metallen a und b mit den Temperaturen T 
und T + ..1 T an den beiden Lotstellen. Eines dieser Metalle 
schneiden wir, wie oben, auf, so daB an den Endpunkten die 
Spannung Va b liegt. Mit diesem Thermoelement konnen wir 
Arbeit leisten. Dazu verbinden wir die Endpunkte durch einen 
sehr hohen Widerstand, so daB der (sehr kleine) Strom I durch 
den Kreis flieBt. Durch den Strom wird im Thermoelement Warme 
erzeugt: JOULEsche Warme, PELTIER-Warme und THOMSON­
Warme. Wir definieren den PELTIER-Koeffizienten dadurch, daB 

~b1 ~) 
die pro Sekunde an der Lotstelle a, b erzeugte Warmemenge ist. 
Den THoMsoN-Koeffizienten Pa eines Metalls a definieren wir ent­
sprechend dadurch, daB 

~1L1T ~ 
die pro Sekunde erzeugte Warmemenge ist. An der Lotstelle (a, b) 
moge die Temperatur T +..1 T, an (b, a) die Temperatur T herrschen. 
Offensichtlich ist 

Pab (T) =-Pba (T). 

Die PELTIER-Warme des ganzen Kreises ist daher nach (2) 

(Pab(T+L1 T)-Pab (T))I= d:;bL1 T1. (~a.) 
Aus (3) folgt, daB die THoMSoN-Warme im Metall b 

-Pb1L1 T 
ist, denn hier hat I das gleiche, ..1 Taber das entgegengesetzte Vor­
zeichen wie im Metall a. Die gesamte THOMSON -Warme ist also 

(Pa-Pb)IL1T. (30.) 
Die JOULEsche Warme ist vemachlassigbar klein, da sie "" 12 ist. 
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Naoh dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik (Energie­
erhaltungssatz) muB die im Thermoelement erzeugte Warmemenge 
gleich der an ihm geleisteten Arbeit 

-IVab=-I ~V;E..L1T (4) 

sein. Mit (4), (2a) und (3a) folgt dann 

- I d[;E.. L1 T = I d:;b L1 T + I (fla- flb) L1 T, 

oder 
dVab dPab ( ) 

- dT = (iT"" + fla-flb . (5) 

Eine weitere Relation gewinnen wir mit Hille des zweiten Haupt­
satzes. Da PELTIER- und THOMSoN-Effekt reversibel sind, muB 
die Entropie konstant bleiben1• Es ist dann, wenn T eine mittlere 

Temperatur (T L T L T + L1 T) ist [vgl. (2) und (3)] 

0=+ Pab(T+LlT) 1- Pab(T) I+~IL1T-~IL1T. 
T+LlT T T T 

Hieraus folgt fiir L1 T ~ 0 

~ (Pab) + f'a-f'b = 0 
dT T T 

als zweite Relation. Durch Kombination mit (5) ergeben sioh die 
heiden folgenden Beziehungen [vgl. (I)] 

dVab Pab (6) 
fPab = dT- = - 'i' ' 

(7) 

Wegen dieser heiden Beziehungen geniigt es den THOMSON­
Koeffizient fl zu bereohnen, denn wir konnen aus ihm dann in ein­
facher Weise Vab und ~b ableiten. 

THoMsoN-Etfekt [54, 65]. Wir betraohten jetzt ein homogenes 
Metall a, in dem ein elektrisoher Strom J (Stromdiohte) und ein 
Warmestrom Q flieBt. Die Stromriohtung sei die x-Riohtung. Wir 
wollen die in der Volumeneinheit pro Sekunde entwiokelte Warme­
menge W bereohnen. Diese setzt sioh aus zwei TeiIen zusammen. 
Der erste TeiI ist von der Feldstarke F abhangig, namlioh JF. 
Der zweite TeiI ist der "OberschuB der in die Volumeneinheit ein­
stromenden Warmemenge iiber die ausstromende. Da durch die 

1 Dabei wird die Annahme gemacht, daB die ErhOhung der Entropie 
infolge des Wii.rmestromes vernachlii.ssigbar ist. 
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Flacheneinheit bei x = Xo der Warmestrom Q (xo) einflieBt, wahrend 
Q (xo + J x) bei x = Xo + J x ausflieBt, verbleibt in der Volumen· 
einheit pro Sekunde die Warmemenge 

Q(xo)-Q(xo+Llx) oQ 
LI x ox . 

Somit ist 

(8) 

Zur Berechnung dieses Ausdruckes setzen wir J und Q aus § 15, 
(15) und (16) ein. Wir nehmen zuerst eine kleine Umformung vor. 
Berechnet man A in § 15, (15) und setzt es in § 15, (16) ein, so wird 

Q=4 ~(3mJ Ll +~~i'l __ ~~L) 
3 m 4 e Lo T 0 x Lo T 0 x 2, 

oder, da nach (20a), § 15 die Warmeleitfahigkeit 
4 Li-L2Lo 

X=~~----

3mT Lo 
ist, wird 

Q=~~+x~. (9) 
e Lo ox 

Aus § 15, (15) folgt mit § 15, (11) 

J = 34~ (eF Lo- T OOT (%) ~~ Lo - ~ ~~ L1). 

Hier ist [vgl. § 15, (19); § 5, (18), § 14, (14)] 
4e2 4e2 e2rcnF 
-3 - Lo = -3-7'c (EtrD)c = --- = a, m m m 

so daB 

F=~+~~(T~(~)+~~) (10) a e ox oT T T Lo 
wird. Einsetzen von (9) und (10) in (8) ergibt 

W= J2 _~T_O_(~~_.r)~_~(x~) 
a ox oT Lo T T e ox ox 

oder 

(11) 

mit 

(12) 

In (11) bedeutet das erste Glied die gewohnliche JOULEsche Warme 
('-' J2), das letzte Glied die durch die Warmeleitung erzeugte 
Warme, wahrend das mittlere, zu J proportionale Glied definitions­
gemiW [vgl. (3)] die THOMSON -Warme ist. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 14 
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Aus (18) und (19), § 15 foIgt 1 

L l . G(C) C + ~2 (GE)t (kT)2 n2 2 [G" G' G" ] 
- = =C+--(kT) -E +2~--E 
Lo G(C) + ~2 Gff) (kT)2 6 G G G , 

= C + n 2 (k T)2 .(or EtrD)~ . 
·3 (orEtrDk 

Da nach § 3, (II), Et~"" v2 und da die freie WegHtnge l = VT ist, 
wird mit (12) 

wo 

ist. 

. k2T n 2 

p, = -e,-a c5, 

c5= ~+~+-[l' V' D'] 
l v D c 

Die Thermokraft wird nach (7) 
k2T n 2 

CfJab = -e,-a (c5a - c5b), 

d. h. die Spannung 
k2 n 2 

Vab = e6 (6a - 6b) «T + A T)2 - T2). 

(13) 

(l3a) 

(14) 

Der PELTIER-Koeffizient Pa b folgt aus (6) 
k 2 T2 n 2 

Pab = - -e, -3 (c5a - c5b)· (15) 

Di8k'lJ,88ion. Die hier abgeleiteten Formeln (13) bis (15) haben 
natiirlich nur fiir hohe Temperaturen T > e Giiltigkeit, falls wir 
die fiir die elektrische Leitfahigkeit berechnete Relaxationszeit bzw. 
freie Wegmnge verwenden (vgl. S. 202). Auf eine spezielle Diskussion 
fiir tiefe Temperaturen verzichten wir hier. Die GroBe c5a ist dann 
eine fiir jedes Metall charakteristische Konstante. Die von uns abge­
leitete Temperaturabhangigkeit von p, wird fiir hohe Temperaturen 
im allgemeinen gut bestatigt. In Abb.42 geben wir einige experi­
mentelle Kurven. Entsprechend ist auch die direkt gemessene 
Temperaturabhangigkeit von CfJab und Pab im allgemeinen mit 
unseren Ergebnissen in Vbereinstimmling. Zur Diskussion des 
Absolutwertes von p, bzw. CfJab wollen wir zunachst fur l, v und D 
die Werte fiir freie Elektronen einsetzen. FUr diese ist nach § 5, 
(13) und § 14, (lIa) 

v", El/2, D "" El/2, l '" E2. 
1 Die Striche bedeuten Ableitung nach E. 
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Daher ist 

(16) 

Wir zeigen zunachst an Hand der Thermokraft, daB die GroBen­
ordnung in (14) richtig ist. Die beobachtete Thermokraft ist 

bei Zimmertemperatur von der GroBenordnung 1O-5-1O-6 l:!. 
Aus (14) folgt mit (16) 

eVab=elPabL1T=n2kT(L - ~J.kL1T. (17) 

kT ist fiir Zimmertemperatur 1/30 e-Volt, 10-. 
3 k L1 T fiir L1 T = list ungefahr 10-4 e-Volt, 

wahrend C etwa 5 e-Volt ist. Damit er- 11/6'"" 
halt man also tatsachlich die richtige 
GroBenordnung. Fiir Alkalimetalle sollten 

1 

g 

1 

0 

1 

Cu 

~ 
/' 

/ 
/ 

/ V 

die nach (17) berechneten Thermospan­
nungen auch im einzelnen mit den gemes­
senen Werten iibereinstimmen, weilfiir Al­
kalimetalledasModelifreier Elektronen die 
Wirklichkeit gut wiedergibt. Es stellt sich 
heraus, daB dies besonders gut im fliissigen 
Zustand erfiillt ist [176]. Wir haben bis­

Ag £~ 

her noch nichts iiber die fliissigen Metalle 
mitgeteilt und werden dies auch erst in 
§ 32 tun. Hier sei nur darauf hingewiesen, 
daB gerade fiir fliissige Metalle eine be­
sonders gute Dbereinstimmung zu er­
warten ist. Tabelle 16 zeigt die Ergeb­
nisse fUr den THOMSON -Koeffizienten. 

0 
V'" 

/ 
1 

/ Au 
o 100,?(J(J 300 '100 

IIbs: kmperoiul' 

Abb.42. THOMsoN-Koeffizient f' 
fUr Cu, Ag, Au. Abhangigkeit 
von der Temperatur. Nach [17]. 

Tabelle 16. Nach [176]. 

Metall Li Na K Rb Os 

~ in Mikrovolt 
expo +0,03 -0,048 -0,043 I -0,085 -0,076 

theor. -0,016 -0,023 -0,036 i -0,041 -0,048 

Bei einer groBen Anzahl von Metallen hat !5 negative Werte. 

Betrachten wir zunachst nur die GroBen ~ und ~ in!5 (13a). Beide 

sind nach §3 am unteren Rand eines Energiebandes positiv, am 
oberen Rand aber negativ, denn sowohl v als auch D ist Null an 

14* 
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beiden Riindern. Anders verhiilt sich aber die GroBe ~. Wir haben 

im § 14, (Ua) l'" v4 gefunden, unter der Annahme, daB die Energie 
wie bei freien Elektronen mit einer scheinbarenMasse m* beschrieben 
werden kann. Aber selbst dann steckt noch eine Voraussetzung 
uber die GroBe der Wellenzahl in der Ableitung, wie wir schon in 
§ 13 bei Berechnung des Streuwinkels angedeutet haben. Da 
niimlich bei einem StoB mit einem Schallquant praktisch keine 
Energie ubertragen wird und da fiir die Wellenzahlen ein Erhaltungs­
satz gilt, muB 

f'=f+w, k'=k 
sein, wo f die Wellenzahl des Elektrons vor dem StoB, I' nach dem 
StoB und W die Wellenzahl des Schallquants ist. Daraus folgt 
sofort 

2k'=::w. (IS) 

1st wmax > 2 k, so konnen hiernach nicht alle Schallquanten, sondern 
nur der Teil, fur den (IS) erfullt ist, in Wechselwirkung mit den 
Elektronen treten. Wie wir in Kap. IV bei der Behandlung der 
Halbleiter sehen werden, hat dies zur Folge, daB 1 fiir kleine k 

konstant wird. Da nach § 13, (13) wmax = : ist, sind nach (IS) Ab­

weichungen yom 1 '" v4-Gesetz auch bei verhiiltnismiiBig groBen 
Energien zu erwarten. Nach diesen Bemerkungen ist es verstiind­
lich, daB schon eine kleine Anderung der Energiefunktion eine groBe 
.. l' 
Anderung von J hervorrufen kann, so daB auch bei Metallen, bei 

welchen : und ~ noch iihnliche Werte wie bei freien Elektronen 

haben, { schon giinzlich verschieden sein kann. Das ist z. B. der 

Fall bei Cu, Ag und Au, wo wir, insbesondere aus Messungen des 

lIALL-Effekts (§ 17), schlieBen mussen, daB v' und daher wahr-
v 

scheinlich auch ~ positiv ist, wiihrend aus den thermoelektrischen 

Effekten folgt, daB b (I3a) negativ ist. Aus den experimentellen 
Werten fur", (vgl. Abb. 42) findet man bCo -- -I, wo Co die Grenz­
frequenz unter der Annahme freier Elektronen ist. 

§ 17. Galvano-magnetische Effekte. 

Elemeniare Behandlung des HALL-Effekts. An einer Metallplatte 
(x-y-Ebene) liege in der x-Richtung ein elektrisches Feld F:c und 
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in der z-Richtung ein Magnetfeld H. Man beobachtet dann in der 
y-Richtung ein elektrisches Feld Fy ' das wir berechnen werden. 
Das Auftreten dieses Effekts ist einfach zu verstehen. Die Elek­
tronen, die sich unter EinfluB des elektrischen Feldes in der x-Rich­
tung bewegen, werden durch das magnetische Feld senkrecht zu 
beiden Feldern, d. h. in die y-Richtung abgelenkt. Um den dadurch 
in dieser Richtung entstehenden Strom zu kompensieren, ist ein 
elektrisches Feld Fy notig. Wir werden sehen, daB wir aus dem 
HALL-Effekt sehr wichtige Schliisse auf das Verhalten der Elektronen 
ziehen konnen. 

Wir haben die Beschleunigung eines Elektrons in einem auBeren 
Feld in §3, (13a), (14) berechnet. Die Beschleunigung eines Elektrons 
ist demnach genau so groB wie diejenige eines freien Elektrons, 
multipliziert mit der Freiheitszahl ff. Das ist gleichbedeutend 
damit, daB man die Masse des Elektrons durch eine scheinbare 

Masse ; ersetzt, die dann auch negativ sein kann (vgl. § 3). 

Die Bewegungsgleichungen lauten somit fUr unseren Fall 

Vx = ( ~ Fx + ~c H Vy ) h, Vy = ( ~ Fy - ~c H vx ) h, v =0. (1) 

Der mittlere Geschwindigkeitszuwachs in der Zeit 2" ="1 ist 
[vgl. § 12, (3)] 

Ll Vx = ( ~ Fx + r:c H vy) f(T: 

Ll Vy = ( ~ Fy - ~c H Vx ) hi. 

(2 a) 

(2b) 

Der Strom wird durch Summierung von e Ll v x 
tronen pro cm3 erhalten. 

iiber aIle Elek-

~ e2 -,;nF 
Jx = ~ eLlvx = -----;m:-Fx. 

Dabei ist beniitzt, daB nach § 5, S. 72 

.Ift=nF 

(3) 

(4) 

ist. Der Strom in der y-Richtung solI verschwinden. Es muB also 
.I Llvy = 0 sein. Das bedeutet nach (2b) 

Fy~if= ~~vxft. 
v x setzt sich additiv zusammen aus v~, dem Wert ohne Feld und Ll v x. 

Es ist .I v~ ff = 0, wei! ohne Feld aIle Geschwindigkeitsrichtungen 
gleich haufig sind. Mit (4) und (3) erhalten wir dann 

Fy nF =!i ~ Vx h = !i If ~ Ll Vx = H If Jx . 
c~· c ~ c e 
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If solI ein geeigneter Mittelwert von It sein. Er ist naturgemaB tiber 
diejenigen Zustande zu bilden, deren Besetzungszahlen durch das 
auBere Feld beeinfluBt werden, das sind die Zustande in der Niihe 
der Grenzenergie 1;. Wir schreiben deshalb h fiir h (Ableitung 
auf S.218). 

Die RALL-Konstante R ist definiert als Feldstarke FlI fiir H = 1, 
Jx = 1. Es ist also 

R=~=~ (H in GauB). (5) 
HJx ecnF 

FUr freie Elektronen ist h = 1. Sonst kann h aber positiv und 
negativ sein. Die Diskussion wollen wir auf S. 220 nach der exakten 
Behandlung durchfiihren. 

Exakte Berechnung des HALL-Etfekt8 [54]. Wir gehen aus von der 
ailgemeinen Gleichung § 15, (3). Wir setzen voraus, daB die Tem­
peratur im ganzen Metall konstant, und zwar > e ist und daB auch 
aile auBeren Felder konstant sind. Dann ist grad 1 = 0 und wir 
erhalten 

. (0/) (gradd, f) = at Stoll· (6) 

Nach § 3, (12) wird I, wenn wir ein elektrisches Feld in der x- und 
y-Richtung, iY = (Fx' FlI , 0) und ein magnetisches Feld in der 
z-Richtung SJ = (0, 0, H) voraussetzen: 

kx=-~(eFx+: Hvll ) , ky = ~ (eFy-: Hvx) , kz=O, 

da. ja die Kraft st' = e iY + ~ [0, SJ] ist. Durch Einsetzen in (6) c 
entsteht 

~ [Fx :L + FlI :£y + ~ (Vy :L - Vx :£J] = (:nSt<lll· (680) 

Wir machen wieder den Ansatz 

1=/o+g, 
wo 10 die FERMI-Verteilung ist und beachten, daB [vgl. § 15, (6)] 

(0/) (Og) 1 
at Stoll = at Stoll = --:r g 

ist. Wiirden wir auf der linken Seite von '(680) wie bisher g ver­
nachlassigen, so fielen die Glieder mit H ganz weg, denn es ist 
[§ 3, (1O)!] 

010 % % (OE oE ') _ % h ( ) - ° Vy okx - Vx oky = oE Vy okx - Vx oky - oE vyvx- VXVy - • 
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In diesen Gliedern mussen wir daher g beibehalten. Wir erhalten 
dann aus (6a) mit § 3, (10), da 

ist: 

8/0 8/0 8E 
8k; = 8E 8ki 

(7) 

Diese Differentialgleichung fur die Funktion g laBt sich unter 
gewissen Bedingungen exakt lOsen, namlich immer dann, wenn die 
Energie E fUr E = C sich ahnlich wie bei freien Elektronen (mit 
einer scheinbaren Masse m*) verhalt, deren Wellenzahl im Fall 
m* > 0 identisch mit der reduzierten Wellenzahl ist, wahrend fiir 
m*<O die Wellenzahl vom oberen Rand des Energiebandes aus 
zu zahlen ist [vgl. z. B. § 4, S. 35 oder § 5, S. 77]. In beiden Fallen 
ist die Energieflache E = C im f-Raum durch Kugelflachen dar­
stellbar. 1m Fall m* > 0 ist sie eine Kugel mit f = 0 als Mittel­
punkt; fUr m*<O wird sie bei einem einfachen kubischen Kristall 

durch Kugeln, welche die 8 Wiirfelecken f = (±::, ±::, ±::) als 
a a a 

Mittelpunkte haben, dargestellt (vgl. § 4). 

Bei den meisten Problemen, die wir bisher behandelt haben, 
waren die Abweichungen der Energieflachen von Kugelflachen 
unwesentlich und wir haben sie meist durch Kugelflachen er­
setzen k6nnen. Bei der magnetischen Widerstandsanderung, die 
wir in diesem Paragraphen zu besprechen haben, stellt sich aber 
heraus, daB der ganze Effekt gerade von der Abweichung der 
Energieflachen von Kugelflachen, also von ihrer Anisotropie ab­
hangt. Fur freie Elektronen wird sie also Null. 

Ein einfaches Beispiel fUr eine anisotrope Energieflache haben 
wir in § 4 A bei der Behandlung stark gebundener p-Elektronen 
kennengelernt. Fiir Energien nahe am unteren Rand des Energie­
bandes sind die Energieflachen bei einem kubischen Kristall Ellip­
soide (vgl. Abb. 7 c, 7 d). Zu einer Energie gehOren immer drei 
gleiche aufeinander senkrecht stehende Ellipsoide, so daB die kubische 
Symmetrie trotz der Anisotropie gewahrt ist. Eine unmittelbare 
Folge der Anisotropie der Energieflache ist die· Anisotropie der 
Geschwindigkeit 

v = ~ IgradyEi, 

d. h. v hangt nicht nur von der Energie E, sondern auch von der 
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Richtung abo Da die Relaxationszeit T eine Funktion der Ge­
schwindigkeit ist, wird auch T eine anisotrope Funktion, d. h. auch 
T hangt auBer von der Energie noch von der Bewegungsrichtung 
des Elektrons abo 

Wir wollen nun (7) zunachst fUr den Fall verschwindender 
Anisotropie losen. Dann wird man auf Grund der Symmetrie des 
Problems den Ansatz 

g = va; CPl + Vy CP2 
versuchen, bei dem CPl und CP2 nur von E abhangen. 

(8) 

Nach §3, (10) ist 
OVa; 1 02E OVa; 1 (j2E 
oka; h ok~ , oky = h oka;oky usw. 

Wegen der vorausgesetzten Isotropie ist ferner unter Einfiihrung 
der Freiheitszahl § 3, (14) 

(j2E 02E (j2E h2 (j2E 
-ok~ = ok~ = ok~ = m tk, oka;otc;; = o. (9) 

Wir erhaIten dann durch Einsetzen von (8) in (7) 

o~ eH 1 
e BE- (Va; Fa; + vyFy) + me tk (VyCPl - Va;C(2) + T (V",CPl + Vy C(2) = o. 
In dieser Gleichung sind v", und vy unabhangig voneinander. Daher 
miissen die Faktoren von va; und Vy einzeln verschwinden. Mit 
den Abkiirzungen 

a _ TeHIk 
1- me ' 

010 a2 = Te aJjf 

erhalt man die beiden Gleichungen 

CPl - a1 CP2 = -a2F" 

CP2 + a1 CPl = -a2 Fy • 

Die Losungen dieser Gleichungen lauten 

- a2 F", + a l a2 Fy l 
CPl - - 1 + ai 

a2 Fy - a l a2 Fa; 
CP2 = - 1 + ai 

(10) 

(II) 

(12) 

Die elektrische Stromstarke wird entsprechend § 15, (13) mit (8) 

Ja; = (2:)3 e !(V!CPl + Vx Vy C(2) dTf, 

Jy = (2:)3 e!(V;CP2 + v",vyCPl)dT/. 

In diesen Integralen sind Vx und Vy die einzigen von den Winkeln 
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im f-Raum abhangigen Gro13en. Die Integration fiber die Winkel 
kann deshalb sofort ausgefiihrt werden. Wegen der Isotropie sind 

v; und v: durch ~2 zu ersetzen, wiihrend die Integrale fiber Vz vll 

verschwinden. Benfitzen wir noch die Definition der Eigenwert­
dichte D (pro Volumeneinheit) nach § 4, (30), 

(2~)3 f d'Z'r = D (E)dE 
Winkel 

und der Translationsenergie E tr nach § 3, (11) 

so erhalten wir 

m 2 E TV = tr, 

Jer, = 34~ f Etr fIJI D dE I 
Jy = 34~ J EtrfIJ2D dE 

(13) 

Setzen wir hier ffir fIJI und flJ2 die Werte aus (12) ein, so wird unter 
Beachtung von (10) und (11) 

4 e2 1 J{1; = 3m [KIFz + K2Fy] I 
4e2 (13a) 

JII = 3m [KIFy - K 2Fz ] 

Dabei ist 

J T Bf I KI = - 1 + at EtrD BE dE 

f al T D Bt 
K2 = - l+aI Etr BE dE 

(14) 

Beide Integrale lassen sich wie die Integrale Ln in § 15 (17) auswerten. 
Sie Hefem 

Kl = ( n aI ), (Etr D), I 
X 2 = (1 ~TaI)C (EtrD), 

Der Strom in der y-Richtung soll verschwinden. 
daher 

und ~ wird 
4e2 

( K~) 
J{1; = 3m Fz Xl + KI ' 

oder die Leitfiihigkeit 
J{1; 4e2 ( K~) 

a = Fz = 3 m Xl + KI . 

(14a) 

Nach (13a) ist 

(15) 

(16) 
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Unter Verwendung von (14a) erhalten wir mit (10) 
Kl me 

K; eHr,h' 
(15a) 

KI + ~~ = (r EtrD)c· 
1 

Entnehmen wir (Etr D)C aus § 5, (18), so wird nach (16) die Leit­
fahigkeit 

e2rCnF 
0=---

m ' 
wahrend die HALL-Konstante nach (5), mit (15), (15a) 

R_ Fy _ Fy _ h 
- H Jx - H Fx (J - e c nF 

(16a) 

und (16) 

(5) 

ist. Fur die HALL-Konstante erhalten wir daher das gleiche Ergebnis 
wie in der elementaren Theorie. 

Die LeiWihigkeit (J (16a) hat genau den gleichen Wert wie 
ohne Magnetfeld [§ 14, (14)]. Die Widerstandsanderung ist daher 
bei Vernachlassigung der Anisotropie Null. 

Berueksichtigung der Anisotropie [65, 91, lO5]. Das Verschwinden 
der magnetischen Widerstandsanderung laBt sich bei freien Elek­
tronen leicht verstehen. Bekanntlich lauten die Bewegungs­
gleichungen 

. e F e H . e F e H 
Vx = m x + me v y , Vy = m y - me vx ' 

Entsprechend den Ausfuhrungen von § 12 sollen die vx' Vy ge­
eignete Mittelwerte tiber aIle Elektronen darstellen. Der Strom in 
der y-Richtung soIl verschwinden, d. h. vy = O. Ferner ist dann 
auch Vy = O. Es wird dann 

-"- e 
Vx =r;Fx' 

so daB der EinfluB des Magnetfeldes auf va: und damit auf den 
Strom vollstandig wegfallt. 

Bei Berucksichtigung der Anistropie ist eine allgemeine Be­
handlung des Problems nicht mehr durchfUhrbar. Wir werden 
deshalb die Annahme machen, daB die Stationaritatsgleichung 
immer noch durch (8) und (12) gelost wird, vorausgesetzt, daB man 
fur r und Ik jetzt die richtigen, anisotropen Werte einsetzt. Man 
wird dann wieder zur Gl. (13) gefiihrt, hat dabei aber bei der 
Integration tiber die Winkel die beiden GroBen r und Ik durch 
entsprechende Mittelwerte uber alle Richtungen zu ersetzen. Diese 
Mittelwertbildung wollen wir durch Uberstreichen kennzeichnen. 
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Man erhalt dann wieder (13a), wobei die Integrale analog zu (14a) 
jetzt 

Kl = (1 ~ ai)c (Etr D): 

K2 = (1 ~:1 )c (Etr D); 

lauten. G1. (16) bleibt bestehen, aber es ist jetzt 
---c----: 

Kl + ~: = (Etr D), [( 1; ai) + (1 ~ :1 r (1 : ai r 1 (17) 

und daher wird analog zu (16a) 

a (H) = e2~F [l, (18) 

wo die eckige Klammer den in (17) angegebenen Wert hat. Der 
wesentliche Unterschied gegen fruher ist, daB z. B. aT =l= a -T ist, 
so daB sich jetzt [] nicht auf T reduziert. Urn (18) naher aus­
werten zu k6nnen, unterscheiden wir starke und schwache Magnet­
felder. Fur schwache Felder sei 

d. h. nach (10) 
a1 <1, 

eH­
-T!k<1. me 

Wir definieren eine Feldstarke Ho durch 
eH -
__ 0 rfk = 1. 
me 

(19) 

Fur H <: Ho kann man [] nach H entwickeln und erhalt, wenn 
man Glieder bis H2 bei behalt [vg1. (10)] 

- a7/ . ( € H)2 (- - - ip/ ] [] = 17 - ai 17 + + = T - me. f~ T - ----:r . 
Nach (18) wird also die Leitfahigkeit (0'0 = Leitfahigkeit ohne Ma-
gnetfeld) __ _2 

0H = 00 ( 1 _ ( ::! ) 2 [fk ;3 _ \:2 ] . 
Hieraus berechnet sich die relative Widerstandserh6hung zu 

__ 2 

/ 2 3 ~ / 2 

..:!R._ = eH_-::..l£o = ao--=!!.. = (eH)2 k T 'T; kT_ > O. (20) 
eo eo a me T 

LI e ist immer positiv, da nach der SCHWARzschen Ungleichung 
eo 

-- --2 
fz 173 • -:r ~ fk 172 

ist. 
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Entsprechend berechnet man fUr starke Felder [vgl. (10)] H> Ho 
--2---1 

[] = (:1) (:;) = (f~-i)2 ((7: nFi) -1. 
Wir wollen die Abkurzung 

[] = T [r, ikh 
einfiihren. [T, Ik]l ist eine dimensionslose GroBe. Mit (18) finden wir 

e2 rnp 
(J = -- [7:,lk]l = ao [7:,h]l' H>Ho. (20a) m 

Es liiBt sich an Hand der SCHW ARzschen Ungleichung leicht be­
weisen, daB [7:, Ik ] > 1 ist. 

Diskussion des HALL-Elfekts. Fur die HALL-Konstante R haben 
wir sowohl in der elementaren als auch in der exakten Behandlung 
den Wert 

R=_fc_ 
ecnp 

(5) 

erhalten. Nach § 3 kann die Freiheitszahl Ie sowohl positive als 
auch negative Werte annehmen (vgl. Abb. 6, S. 27). Am unteren 
Rand eines Bandes ist Ie immer positiv, am oberen immer negativ. 
Die gemessenen R-Werte liefem uns daher direkt Aussagen uber 
die Besetzung der Energiebander. 

Wir wollen, bevor wir die Experimente diskutieren, zeigen, daB 
R a eine sehr einfache, anschauliche Bedeutung hat. Mit (5) und 
§ 14, (14) wird 

eRa = BTek . 
m 

Nach § 14, (14a) ist eRa nichts anderes als die mittlere Geschwindig­
keitserhOhung eines Elektrons im Feld F = 1, d. h. die Beweglichkeit 
des Elektrons. Aus den MeBwerten fur R und a folgt fur Rca z. B. 

2 

bei Ag ~ 50, bei Na ~ 40, bei Pb ""' -5 und bei Bi ~ 5000 V c1mt . o sec 
Der hohe Wert fUr Bi ist (vgl. unten Tabelle 17) auf den hohen 
Wert der Freiheitszahl Ie zuruckzufuhren. Der negative Wert fur 
Blei bedeutet, daB hier Ie < 0 ist. 

Durch Multiplikation mit der Zahl der Atome pro cm3, n, erhalt 
man aus (5) 

~=Reen. 
np/n 

(21) 

Wenn wir np aus anderen Messungen, z. B. aus Tabelle 2 oder 
n 

Tabelle 12 entnehmen, erhalten wir direkt die Freiheitszahl Ie der 
Elektronen mit der Grenzenergie ,. FUr freie Elektronen ist R e e n = 1. 
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Aber nicht nur fiir freie Elektronen gilt dies, sondern immer, wenn 
die Energie aller Zustiinde zwischen dem unteren (oder dem oberen) 
Rand des Energiebandes und der Energie E = C durch die oft 
gebrauchte Formel [vgl. .§ 5, (20), (20a)] 

h2 h2 

E - Eo = 2 m* k2 = 2 m Ik k2 (22) 

mit konstantem I k dargestellt werden kann. In diesem Fall ist ja 
nach § 5, S. 72 

np = nl/kl. 
Dabei ist Eo im Fall positiver I der untere und im Fall negativer I 
der obere Rand des Energiebandes. Die Abweichung des Ausdrucks 

lh/l vonEins ist daher einMaB dafiir, wie stark die Abweichung vom npn 
Energieausdruck (22) mit konstamer effektiver Masse ist. In 
Tabelle 17 bringen wir die gemessenen Werle von R, die mit 

Hilfe von (21) berechnete GroBe h, und schlieBlich h, wobei wir . npn 

fiir np die Mittelwerte aus den Tabellen 2, S. 115, und 3, S. 116, 
n 

bzw. die Werle aus Tabelle 12, S. 190, wahlen 1. Wir driicken, wie 
hiiufig ublich, R in elektromagnetischen C-G-S-Einheiten aus. An 
Stelle von (21) tritt dann 

Ie Ben 
np/n =-c-

(e in elektrostatischen C-G-S-Einheiten). 

Tabelle 17. 

Metall Li Na K Cs Cu Ag AulMg Zn Cd AI Pb Bi 

-B·l()4 17 21 42 78 6,1 9,4 7,4 9,4 -10 -6 3,4 -0,9 5.104 

h 1,3 0,85 0,9 1,0 0,82 0,89 0,70 0,64 -1 -0,4 0,3 -0,05 2300 
np/n 
np 

0,7 0,95 0,85 0,8\ 0,5 0,8 0,7 0,3 0,3 0,4 0,2 0,4 0,05 
n 
Ie 0,9 0,8 0,8 0,80,4 0,7 0,5 0,2 -0,3 -0,2 0,06 -0,02 120 

Wir finden fiir die AlkalimetalIe fiir I, und h/ durchwegs Werle npn 
von der GroBenordnung Eins, wie zu erwarten ist. Bei Cu, Ag 
und Au sind mit Ausnahme von Ag die Abweichungen schon groBer, 
besonders bei Cu, das auch eine· verhiiltnismiiBig kleine Anzahl 

1 Letzteres nur fiir Metalle, die in Tabelle 2 oder 3 nicht vertreten sind. 
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von freien Elektronen hat (vgl. § 29). Bei den mehrwertigen Metallen 
ist Ilcl durchwegs bedeutend kleiner als Eins. Das ist leicht ver­
standlich, da ja hier immer die Grenzenergie C in mehreren Energie­
biindern zugleich liegt, wie wir in § 5, S.76 fur zweiwertige Metalle 
besprochen haben. Bei letzteren hat h positive Werte ffir das 
obere und negative fur das untere Energieband. Ihr Mittelwert 
ist daher klein und es sind resultierende positive und negative 
h-Werte gleich wahrscheinlich. 

Bei Bi ist beachtenswert, daB If;:> 1 ist. Das gleiche Resultat 
erhielten wir quaJitativ schon in § II bei Behandlung des Dia­
magnetismus. Wie wir dort schon festgestellt haben, ist dies nach 
unserer Naherung § 4 B verstandlich, wenn , nahe am Rand eines 
Energiebandes verlauft (vgl. Abb.8b, S.46). Dann muB aber 
gleichzeitig auch die Anzahl der freien Elektronen sehr klein sein, 

was nach Tabelle 12, S. 190 auch tatsachlich der Fall ist (:: = 0,05). 

Die theoretische Begriindung ffir dieses Verhalten des Wismuts 
wird in § 31 gegeben werden 1. 

DiskU/1sion der Widerstandsanderung. 

a) Schwache Felder, H < Ho. Wir wollen zuerst die Bedeutung 
der durch (19) eingefiihrten kritischen Feldstarke Ho untersuchen. 
Man wird vermuten, daB starke und schwache Felder sich dadurch 
unterscheiden, daB der Krummungsradius des Elektrons im eineh 
Fall klein, im anderen Fall groB gegen die freie Wegliinge ist. Tat­
sachlich ist der Kriimmungsradius e eines Elektrons mit der Masse 

m* = ~ im Magnetf~ld Ho bekanntlich 

d.h. 

mve 
e = leBo' 

eBo I~ =1. 
me v 

Ein Vergleich mit (19) ergibt e = v 7:, d. h. e ist gleich der freien 
Weglange, falls H = Ho ist. Die GroBenordnung von Ho ist bei 
Zimmertemperatur 105-106 GauB, falls I nicht abnormale Werte 
annimmt (wie z. B. bei Bi). 

1 In zweiter' Niiherung erMlt man einen temperaturabhangigen Antell 
der 1IALL-Konetanten, der in groBenordnungsmaBiger Vbereinstimmung mit 
den Experimenten iet, ausgenommen Bi [113]. 



Galvano-magnetische Effekte. 223 

Zur Diskussion von Gl. (20) wollen wir erst eine kleine Um­
formung vornehmen. Wir schreiben: 

!t-fl''i-!k T22 _ 2/2 [ I] 
_2 -"/:1: 1: "/:, k 2 • 
T 

["/:, Ik ]2 ist dann ahnlich wie ["/:, Ik ]l eine dimensionslose GroBe. 
Hiermit lautet (20) 

~ = (eH 7:d1:)2 ["/:, Ik]2 eo me 
oder 

~ = B(T)H2, H<,Ho. 
eo (23) 

Dabei ist unter Beachtung von § 14, (14) 

B (T) = ( Golc )2["/:, Ik]2' 
enFe 

Benutzen wir noch die Formel (5) fiir die IiALL-Konstante, so 
erhalten wir 

(24) 

Die quadratische Abhiingigkeit von der Feldstiirke H wird fiir 
genugend kleine Feldstiirken durchwegs bestatigt. Ebenso ist auch 
die Temperaturabhiingigkeit, B (T) '" O'~ fiir nicht zu tiefe Tem­
peraturen in ziemlich guter trbereinstimmung mit der Erfah­
rung. Die absolute GroBe der Widerstandsanderung ist naturlich 
durch den Wert der dimensionslosen GroBe ["/:, Ik ]2 mitbestimmt. 
Diese GroBe hangt von der Anisotropie der Energieflache E = 1; 
abo Sie sollte fiir die einwertigen Metalle, fur welche die Anisotropie 
nicht groB ist, ungefahr Eins sein. FUr mehrwertige Metalle dagegen 
kann dieser Wert uberschritten werden. Denken wir Z. B. an ein 
zweiwertiges Metall, so liegt t; gleichzeitig auf zwei verschiedenen 
Energiebiindern. Die Kriimmung der Energieflache hat in beiden 
verschiedene Vorzeichen, denn das eine Band ist nahezu gefiillt, 
das andere nahezu leer (vgl. Z. B. Abb. 13, S. 76). Die Anisotropie 
einer solchen Flache ist natiirlich sehr groB. Wir bringen zum 
Vergleich mit den Experimenten in Tabelle 18 die aus den gemessenen 
Werten von B, 0'0 und R berechnete GroBe 

Metall I Li eu 

1,7 

B1I2 

["/:, Ikn/2 = Go IRI . 
Tabelle 18. 

1 I 1,8 I 7 I 4 13 I 3 I 1,3 



224 Halbleiter. 

Wir finden tatsachlich etw8 Eins fiir die einwertigen Metalle 
und bedeutend hOhere Werte fur die mehrwertigen. Wismut hat 

'I 

'I 

II 

If 
J 

v 
V 

I 
~ 

) 

IY -~ I-~ 
50 

J 
v 

II 
J 

V' 

-I--
I--

h 

I---f 

bekanntlich eine sehr groBe 
Konstante B. Diese ist aber 
im wesentlichen dem groBen 
Wert von R zuzuschreiben (24), 
so daB die GroBe [r,lk ]2 sich 
durchaus normal verhalt. 

b) Starke Felder, B :> Bo. 
Felder von dieser Starke (> 106 

GauB) sind bisher noch nicht 
erreicht worden, so daB nicht 
entschieden werden kann, ob 

sich LI (! einem konstanten 
(!o 

Wert nahert (20a). Die experi-
mentellenKurven (vgl.Abb.43) 
verlaufen, wie oben schon be­
merkt, zunachst quadratisch, 
woran sich dann ein ange­
nahertlinearesStuck anschlieBt. 
In manchen Fallen ist eine An­I-f deutung einer Sii.ttigung 

3tJ(J/(//olJO'u8 zu bemerken [63, 2]. 

Abb. 43. Magnetlsche WlderstandsAndernng in 
AbhlLnglgkeit von der FeldstArke fiir Mg. 

1. Zimmertemperatur, 2. 195°, S. 78°. Nach [63]. 

Eine quantitative Be­

rechnung von LI (! fUr Feld­
(!o 

starken, bei welchen das quadratische Gesetz nicht mehr gultig 
ist, wurde bis jetzt noch nicht durchgefiihrt. 

IV. Halbleiter 1• 

§ 18. Allgemeines. 

Termschema [110, 137]. Ein Halbleiter ist dadurch charakteri­
siert, daB die Zahl seiner freien Elektronen· von der Temperatur 

1 Es solI vorausgeschickt werden, daB die experimentellen Ergebnisse 
verschiedener Forscher noch nicht in allen Gebieten der Physik der Halb­
leiter iibereinstimmen [13 a]. Andererseits sind die Voraussetzungen bei 
der theoretischen Behandlung (insbesondere periodisches Potential) bei 
einem groBen Teil der Halbleiter wahrscheinlich nicht mit der notigen 
Exaktheit erfiillt. 
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abhangt. Sie ist Null beim absoluten Nullpunkt und steigt mit 
der Temperatur nach einem Gesetz, dessen wesentlicher Faktor die 
Form e- blT hat. Wir haben schon in § 5 die einfachsten·Grundlagen 
der Theorie der Halbleiter gegeben. Danach hat ein Halbleiter 
beim absoluten Nullpunkt nur vollbesetzte Energiebander. Bei 
hoheren Temperaturen wird das, auf das oberste besetzte Band 
folgende Band, infolge der Temperaturabhangigkeit der Elektronen­
verteilungsfunktion, teilweise besetzt. Dabei hatten wir zwei Falle 
unterschieden. Entweder stammten die Elektronen in dem fiir 
T= 0 leeren Band 2 aus dem vorhergehenden-fiir T= 0 vollbesetzten 
Band 1. Die Zahl der Elektronen pro V olumeneinheit im Band 2 
ist dann nach § 5, (25) 

_ NH _ (~kT)3/2 - 2jk~ (I) 
nH - R - 2 n h2 e . 

Dabei ist m1 die scheinbare Masse im Band 1 und m2 diejenige 
im Band 2. 

Damit nH bei normalen Temperaturen nicht sehr klein ist, darf 
die Breite des verbotenen Gebietes, Ll B, nicht zu groB sein, etwa 
< 1 e-Volt. 

Nach der zweiten Moglichkeit stammen die Elektronen des 
Bandes 2 aus Fremdatomen, deren hochstes besetztes Energie­
niveau E~ den kleinen Abstand Ll B' yom unteren Rand des 
Bandes 2 hat. In diesem Fall ist dieZahl der Elektronen in 2 
nach § 5, (28) 

N ' kT I jff 
,_ ---.!!... _ (!f1'~2_)3'4 112 - 2kT (2) nH - R - 2 n h2 na e . 

Die Grenzenergie ist sehr schwach temperaturabhangig und liegt 
nach § 5, (24) und (29) in heiden Fallen in der Mitte des verbotenen 

Energiegebietes, also im Abstand tJ 2B bzw. tJ :' unterhalb E2 

(= unterer Rand des Bandes 2). 
Diese beiden FaIle sind nicht die einzigen moglichen. Es kann 

z .. B. vorkommen, daB nahe tiber dem oberen Rand des Bandes 1, 
Ev ein Energieniveau E~ der Fremdatome liegt, das aber bei T = 0 
unbesetzt ist. Bei hoheren Temperaturen wird dieses Niveau 
Elektronen aus dem Band 1 aufnehmen, das dann nicht mehr voll­
besetzt ist und entsprechend der Zahl der freien Platze einen Beitrag 
zur Zahl der freien Elektronen liefert. 

Die Grenzenergie C liegt hier sicher zwischen El und E~ und 
daher ist, entsprechend unserer Ableitung in § 5 

Frohlich, Elektronentheorie dcr Metalle. 15 
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E-C 

l-f(E)-e7CT , E<El' 
E-C 

f(E) -e-7CT E~E~. 

Da bei jeder Temperatur die Zahl der freien Platze im Band 1 gleich 
der Zahl der Elektronen in dem anfangs unbesetzten Niveau der 
Fremdatome ist, wird, wenn rtiI die Zahl der freien Platze pro 
cmS und na die Zahl der Fremdatome pro cm3 ist, entsprechend 
wie (26), § 5: 

E1-C E:-C 
,,_ (ImllkT )312 lCT _ -liT 

nH - 2:11; h2 e - na e . 

Hieraus foIgt mit 

fiir die Grenzenergie C 
1- _ El + E; + k T I (Imll k T )S12 
.. - 2 2 og 2 :II; h2 n~8 (3) 

und fiir die Zahl der freien Platze im Band 1, das, wie wir sehen 
werden, fiir die Leitfiihigkeit verantwortlich ist 

AB" 
" _ ( I mil k T )' S/4 112 - 2 k T (4) nH - 2 :II; hi na e . 

Die Formeln (I), (2) und (4) zeigen aile im wesentlichen die gleiche 
.dB 

Temperaturabhangigkeit e - 2k T, die man auch nach klassischen 
Betrachtungen erwarten wiirde, wenn eine gewisse Energie notig 
ist, um die Elektronen i,n Zustii.nde liberzufiihren, in denen sie an 
der Elektrizitatsleitung teilnehmen konnen. Das Charakteristische 

fiir die FERMI.Verteilung ist aber das Auftreten von .t12B anstatt 

von LI B, wie es im klassischen Fail zu erwarten ist. 
Die meisten Halbleiter sind "Verunreinigungshalbleiter", d. h. 

die Leitungselektronen werden durch Fremdatome geliefert [(2) 
bzw. (4)]. In reinemZustand sind sie bei nicht zu hohen Tempera. 
raturen nur sehr schlecht leitende Halbleiter. Es ist also LI B' <Ll.B 
[vgl. (I) und (2)] und die Zahl der Elektronen im Band 2 [im Fall 
Gl. (2)] ist durch Gl. (2) gegeben (vgl..Abb. 44a, b); die Elektronen 
werden von den Storatomen geliefert. Andererseits muB fUr ge­
niigend hohe Temperaturen die Zahl der vom unteren Band 1 
gelieferten Elektronen die von den Storatomen herriihrende liber. 
wiegen, denn die letztere ist natiirlich immer < na , wii.hrend erstere 
viel groBer sein bnn, da die Zahl der Elektronen in dem fiir 
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T=O vollbesetzten Band immer >na ist. Die Gesamtzahl der 
Elektronen im oberen Band 2, n'ii, kann in diesem allgemeinen 
Fall, wo die Elektronen sowohl von Fremdatomen als auch von 
dem urspriinglich vollen Band 1 stammen, nicht einfach durch 
Addition von Gl. (1) und (2), d. h. der Elektronenzahlen, wenn 
nur der eine oder der andere Fall realisiert ist, gewonnen werden. 

Der Grund dafiir ist, daB die Grenzenergie 1; im einen Fall ,..., El t E. , 

im zweiten ,...,E: tEa sein solI [§ 5, (24a), (29)]. Sie kann aber natiir­

licH nur einen einzigen Wert haben. Dieser IaBt sich durch eine 

f\nrt b 

f f 

I . 
I 
I 

4 ,t 
Abb. H a und b. Terinschema, VerteUUDgBfuDktlon f und Zahl der !relen Elektronen nF. 

a bei einem gewohnlichen Halblelter, b bei elnem Verunreinigungshalbleiter. 

einfache Erweiterung unseres Ansatzes zur Berechnung von , 
(vgl. § 5) erhalten. Man muB nur verlangen, daB die Zahl der 
Elektronen im oberen Band 2 gleich der Summe der freien PIatze 
im unteren Band 1 und in dem Energieniveau E~ der Fremdatome 
ist. Dabei kann man aber die FERMI-Verteilung im Niveau E~ nicht 
mehr durch einen Naherungswert ersetzen und erhaIt infolgedessen 
n'ii, wie eine nahere Rechnung zeigt, als Losung einer kubischen 
Gleichung. Der so erhaltene Ausdruck fiir n'ii ist ziemlich kompli­
ziert, so daB wir ihn hier nicht wiedergeben. Fiir gewisse Grenzfalle 
vereinfacht er sich aber sehr. Wie man sofort direkt einsehen kann, 
muB, wenn [vgl. (1) und (2)] nH>ng ist, n'ii-nH sein, und wenn 
nH -< nH ist, n'ii"'" nH sein. Die beiden FaIle sind durch eine kritische 
Temperatur Tc getrennt, die aus der Bedingung nH = na zu be­
rechnen ist. Nach (1) und (2) wird dann: 

fnt c _ n11Be 2k T (I Ik T )3/' AB-AB' 

2:n;hll - a e (5) 

Fiir Temperaturen T -< 1:, wird die Zahl der Elektronen im oberen 

15* 
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Band 2 also durch nH [Gt (2)], fur T> Tc durch nH [Gl. (I)] dar­

gestellt. Der Gesamtverlauf als Furiktion von ~ ist im logarith­

mischen MaBstab in Abb.45 aufgetragen. Wie aus (5) folgt, liegt 
die Temperatur Tc um so hoher, je groBer die Zahl der Fremdatome 
na ist. Ein experimentelles Beispiel fiir die hier besprochenen Ver­
haltnisse werden wir spater kennenlernen (S.243). 

Wir haben bisher stillschweigend angenommen, daBLI B' eine 
Konstante ist, d. h. sowohl von der Temperatur als auch von der 
Konzentration na unabhangig ist. Um diese beiden Hypothesen 

t: theoretisch zu untersuchen, muB man so-
~ wohl das Termschema des Halbleiters als 

auch die Art, in der die Fremdatome ein­
gebaut werden, genau kennen. Beides ist 
gegenwartig nicht genau bekannt. Solange 
keine Strukturanderung erfolgt, wird man 
aber annehmen dUrfen, daB eine Tempera­
turanderung von LI B' hochstens in einem 

+ Bereich von der GroBenordnung k T er­
folgt. Dies wurde unsere allgemeine Ge-

Abb. 45. Logaritbmus der Zahl 
der freien Elektronen eines 
Verunreinigungshalbleiters als 
Funktion der Temperatur bei 
verschiedener Konzentration 
derFremdatome (na>n:r>n'). 

setzmaBigkeit ( nH '" e - : :;) nur ganz 
unwesentlich beeinflussen. Dagegen ist 
eine Abhangigkeit von der Konzentratiort 
der Fremdatome, na , denkbar, die einfluB­

reicher ist. Nehmen wir z. B. an, daB die Fremdatome eine Ten­
denz ~eigen, sich zusammenzuschlieBen, so wird LI B' zweifellos von 
der GroBe dieser "Inseln" abhangen. Da wir nH '" n!J2 gefunden 
haben [vgl. (2), (4)] bedeutet eine geringe Anderung der im Expo­
nenten stehenden GroBe LI B' (in Abhangigkeit von na) schon eine 
bedeutende Anderung des n!J2-Gesetzes. 

Zahl der freien Elektronen. Die fUr Leitfahigkeitsprobleme inter­
essante GroBe ist nicht die Zahl der Elektronen in einem Band, 
sondern die Zahl der freien Elektronen, wie wir sie in § 5 definiert 
haben. Die dort abgeleitete Formel (IS) kann fUr Halbleiter aber 
nicht benutzt werden, denn es war dort vorausgesetzt, daB die 
Eigenwertdichte D(E) bei der Grenzenergie C von Null verschieden 
ist. Bei Halbleitern liegt Caber immer in einem verbotenen Gebiet, 
fiir das D = 0 ist. Trotzdem ist es auch hier moglich, einfache Aus­
drucke zu erhalten, wenn wir die in § 4 abgeleitete und bei der 
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Berechnung von nH benutzte Tatsache verwerten, daB die Eigen­
wertdichte in der Nahe der Rander jedes Bandes groBe AhnIichkeit 
mit der fiir freie Elektronen hat [vgl. § 5, (21), (21 a)]. Wir wollen 
aIle hierher gehorenden Dinge noch einmal kurz zusammenstellen. 
Dabei bezieht sich der Index I auf das untere Band 1, das fiir 
T = 0 vollbesetzt ist; der Index 2 entsprechend auf das obere Band 2, 
das fiir T = 0 leer ist; l' auf das Storniveau E~, das fiir T = 0 be­
setzt ist; 2' auf ein Storniveau, das fiir T = 0 leer ist. EI ist der 
obere Rand von Band (1), E2 der untere Rand von Band (2). Die 
Verteilungsfunktionen lauten [vgl. § 5, (23a)]. 

(6) 

Die meisten Elektronen des Bandes (2) bzw. freien Platze des 
Bandes (1) befinden sich in einem Abstand von der GroBenordnung 
k T yom Rand. Da k T klein gegen die Breite eines Bandes ist, 
wird hier die Freiheitszahl konstant. Um Verwechslungen mit 
der Verteilungsfunktion· zu vermeiden, bezeichnen wir sie mit Pi. 
Nach §§ 3 und 4 kann man den Elektronen in der Nahe des Randes 
eine scheinbare· Masse zuschreiben, die definitionsgemaB mit der 
Freiheitszahl verkniipft ist durch die Beziehung 

m m 
FI = - < 0, F2 = - > O. (7) ml mB 

DaB die Elektronep in den Storniveaus unbeweglich sind, kann man 
formal ausdriicken durch 

(7a) 

Die Energie ist nach § 4 eine quadratische Funktion der yom Rand 
des Bandes aus gezahlten WeIlenzahP 

E E hB k*2 
= 1-21mll 1 

hB 2 
E=E2 + -2- k2 mB 

in 1, l 
in 2 

Hier ist bei einem kubischen Gitter wie in § 4, S.44 

k~x = ~ - klX usw. fiir y und z. a 
Die Geschwindigkeit in 1 ist nach § 3, (10) 

1 BE h * 
. vlX = 11 oklX = Imll k1x , 

I Der allgemeine Ansatz ware 

E = EI - (ax k~ + all k~ + az k~), ai = konstant. 

(8) 
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und in 2 

Halbleiter. 

h 
v2x =-k2x • 

m2 

Daher wird die Translationsenergie § 3, 

in (1); 
(II) 

Etr = ; v2 = 1 :::11 (El - E) = I FII (EI - E) = - FI (EI - E) , 

in (2): (9) 

Etr=O 
SchlieBlich ist die Eigenwertdichte pro Volumeneinheit, D (E), nach 
§ 5, (21) und (21 a) 

Um die Zahl der freien Elektronen nF zu berechnen, mtissen 
wir nach § 5 (S. 72) die Freiheitszahlen aller Elektronen summieren. 
Da F2 in allen besetzten Zustanden von Band 2 eine Konstante ist, 
folgt sofort 

(ll) 
oder 

." nF • = F2 n'n., (II a) 
je nachdem, ob die Zahl der Elektronen in Band 2 aus G1. (1) oder 
G1. (2) zu bestimmen ist. Im unteren Band muB FI tiber das ganze 
Band integriert werden. Ware dieses vollbesetzt, wie bei T = 0, 
so ware dieses Integral Null (§ 3, S. 26). 1st das Band nicht vollbe­
setzt, so ist also immer: 

Integration tiber alle besetzten Zustande = 
= - Integration tiber alle freien Platze. 

Bei der letzteren Integration kann aber, wie oben festgestellt wurde,' 
FI konstant gesetzt werden. Daher ist, je nachdem die Zahl der 
freien Platze 'aus G1. (1) oder G1. (4) zu bestimmen ist, wegenFI <0: 

nF, = IFllnH (12) 
bzw. 

(12a) 

Die Zahl der freien Elektronen in den Zustanden der SWratome ist 
wegen (7a) natiirlich immer Null. Die gesamte Anzahl der freien 
Elektronen ist im Fall der G1. (1) nach (II) und (12) 

nF = n H (IFII + F2)· (13) 
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Im Fall der Gl. (2) und (4) (8toratome) ist dagegen 

nF=n'n F2 bzw. n~=nilIFII. 
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Locher. Wir haben oben gesehen, daB die Zahl der freien Elek­
tronen des beinahe vollbesetzten Bandes proportional zu der Zahl 
der freien Platze in diesem Band ist. Zur Berechnung der Eigen­
schaften der Elektronen eines solchen fast vollen Bandes ist es 
einfacher, anstatt von den einzelnen Elektronen, von den einzelnen 
freien Platzen, den Lochern, auszugehen. Wir nehmen an, daB 
das ganze Band, mit Ausnahme des Zustandes fo, vollbesetzt sei 
und berechnen Impuls und Beschleunigung der Gesamtheit aller 
Elektronen des Bandes. Dieses sind dann gleichzeitig Impuls und 
Beschleunigung des Loches, da diese beiden GroBen fiir ein voll­
besetztes Band verschwinden. Wir konnen daher ein Loch im Zu­
stand fo in mancher Hinsicht als selbstandiges Teilchen auffassen. 

Wir beginnen mit dem Impuls. Da der Gesamtimpuls eines voll­
besetzten BandesNull ist, muB der Impuls eines Loches im Zustand fo 
sich mit dem Impuls eines Elektrons im Zustand fo zuNull erganzen, 
so daB also I 

(14) 

ist. Nun muB aber die Geschwindigkeit des Loches genau so groB 
sein, wie die des Elektrons im gleichen Zustand. Es miissen sich 
namlich die Dichten des Elektrons und des Loches im gleichen Zu­
stand fo dauernd und iiberall zu einem konstanten Wert, dem Wert 
bei vollbesetztem Band, erganzen. Das ist aber unmoglich, wenn 
die Geschwindigkeiten von Loch und Elektron verschieden sind. 

Somit ist 
(15) 

oder nach (14) 
mL=-m. 

Ein Loch hat also eine negative Masse. Seine Beschleunigung in 
einem auBeren Feld ist aber wegen (15) genau So groB, wie die 
Beschleunigung eines Elektrons im Zustand fo. Nehmen wir ins­
besondere an, daB der Zustand fo nahe an der oberen Grenze des 
Bandes liegt, d. h. eine negative Freiheitszahl (FI < 0) hat, so ist 
die Beschleunigungin einem elektrischen Feld ~ nach §3, (13a), 8.25. 

ilL (fo) = ti (fo) = ~ FI ~ =- ~ IFII ~ = ~ IFII~· m m mL 

1 Der Index L bedeutet, daB sich die betreffende GroBe auf ein Loch 
bezieht. 
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Die Beschleunigung eines Loches ist also genau so groB wie die 
Beschleunigung eines freien positiven Elektrons mit der Masse 

m* = I ~ I oder eines freien negativen Elektrons mit der negativen 

Masse I;~I =-I~I· Eine negative Masse ist natiirlich fiir die An­

schauung sehr ungeeignet. Man wird deshalb, solange es sich um 
die Frage der Beschleunigung eines Loches handelt, der ersten 
Darstellung den Vorzug geben, nach der sich also ein Loch nahe 
dem oberen Rand eines Bandes genau so verhii.lt wie ein freies, 
positives Elektron mit einer scheinbaren Masse m* > O. Fiir Leit­
fahigkeitsfragen ist das Vorzeichen der Elektronenladungen natiir­
lich nur bei solchen Effekten von Bedeutung, die proportional zu 
einer ungeraden Potenz von e sind, wie z. B. beim HALL-Effekt. 
Dieser hat fiir angenahert volle Bander, wie wir schon in § 17 bei 
den Metallen gezeigt haben, das umgekehrte Vorzeichen wie bei 
freien. Elektronen, wie es auch nach unserer Lochervorstellung zu 
erwarten ist. 

SchlufJbemerkung. Wie wir im Laufe dieses Paragraphen gesehen 
haben, hangt das Verhalten eines Halbleiters in viel starkerem MaBe 
von seinem Termschema ab, als das Verhalten eines Metalls. Daher 
trifft man haufig sehr uniibersichtliche Verhaltnisse an. Eine weitere 
Komplikation kann dadurch auftreten, daB eine starke Wechsel­
wirkung zwischen den Storatomen und den von ihnen gelieferten 
Elektronen existiert. In diesem Fall bedeutet ja das Storatom eine 
groBe Anderung des Potentials (Abweichung von der Periodizitat!), 
indem sich die Elektronen bewegen und daher eine stark veranderte 
Eigenfunktion. Wir werden im folgenden immer mit einem stark 
dealisierten Halbleiter mit periodischem Potential rechnen. Das muB 
bei allen Anwendungen der abzuleitenden Formeln beachtet werden. 

§ 19. Leitfiihigkeitsprobleme [llO, 117, 137, 143]. 

Grundlagen.Die allgemeinen Ansatze fiir Leitfahigkeitsprobleme 
konnen wir bei Halbleitem genau so wahlen wie bei Metallen, 
denn der einzige Unterschied zwischen den Elektronenverteilungs­
funktionen ist die verschiedene Eigenwertdichte D, die bei Halb­
leitem dadurch charakterisiert ist, daB sie in der Nahe der Grenz­
energie verschwindet. Wir gehen also wie bei den Metallen von 
§ 15 (3), aus: 

~ (grad /, gradr E) + (gradd, f) = (: D Stoll • (I) 
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Ehe wir die weitere Behandlung dieser Gleichung beginnen, miissen 
wir die Unterschiede gegeniiber den Metallen niiher besprechen. 

1. Die Eigenwertdichte D (E) verschwindet bei E = C, d. h. an 
der Stelle, die bei der Theorie der Metalle gerade' ausschlaggebend 
fiir aIle Leitfiihigkeitsprobleme war. Formal diirfen wir hiernach 
die bei den Metallen abgeleiteten Ausdriicke solange beniitzen, wie 
von der genauerenForm von D (E) kein Gebrauch gemacht wird, 
d. h. bis G1. (15) und (16) in § 15 und G1. (15) und (16) in§ 17. 
Die Integrale (17), § 15 und (14), § 17 haben aber jetzt andere Werte 
als dort. 

2. Die freie Wegliinge der Elektronen fiir die ZusammenstoBe 
mit den Schallquanten hat zwar bei hohen Temperaturen, wie wir 
zeigen werden, die gleiche GroBenordnung wie bei Metallen, ihre 
Abhiingigkeit von der Geschwindigkeit ist aber eine andere. Die 
Temperaturabhiingigkeit bei tiefen Temperaturen ist, im Gegensatz 

zu den Metallen, wie bei hohen Temperaturen, d. h.Z'"'-' ~. Zum 

Nachweis dieser Behauptungen werden wir den Ausdruck (8), § 14 

fiir (~DstoJl fUr unseren Fall niiher untersuchen. Der Zusammen­

stoB eines Elektrons mit einem Schallquant geht natiirlich in gleicher 
Weise wie bei Metallen vor sich, d. h. ein Elektron absorbiert oder 
emittiert ein Schallquant, wobei der Gesamtimpuls erhalten bleibt. 
Bei den Metallen war die Translationsenergie eines Elektrons (mit 
der Gesamtenergie C) immer groB gegen die Energie eines Schall­
quants, so daB wir die Energieiibertragung vernachliissigen konnten. 
Hier miissen wir diese Frage niiher untersuchen, denn die Trans­
lationsenergie eines Elektrons (oder eines Loches) ist jetzt wie bei 
MAXWELL-Statistik von der GroBenordnung k T. Bei dieser Be­
trachtung miissen wir aber beachten, daB ein Elektron jetzt einen 
im Vergleich mit den Metallelektronen kleinen Impuls hat. Anderer­
seits ist der maximale Impuls (Wellenzahl) der Schallquanten von 
der gleichen GroBenordnung wie bei den Metallelektronen [vg1. 
§ 13, (13)]. Da ein Elektron bei einem ZusammenstoB immer den 
gesamten Impuls eines Schallquants aufnehmen bzw. abgeben soIl, 
werden wir erwarten, daB eine Wechselwirkung mit den Schall­
quanten mit groBem Impuls unter Wahrung des Energiesatzes 
unmoglich ist. Am einfachsten gehen wir bei der quantitativen 
Untersuchung dieser Frage von G1. (24), § 13 aus, die ohne Ver­
nachliissigungen aus Energie- und Impulssatz abgeleitet wurde. 
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Der dort berechnete Winkel zwischen den Ausbreitungsvektoren 
von Elektron und Schallquant muB immer der Bedingung 

I cos (XI < 1 
geniigen. Damit'fo1gt sofort aus (24), § 13 (mit m*=m) 

W <k + me 
2 - h' 

Nun ist die mittlere Translationsenergie eines Elektrons oder Loches1 

(Wellenzahl ko) 

also 

ko = ( 3 ~ k T Y'2 . 
FUr T = 1 ° ist ko -- 3 . 105• Andererseits ist die Schallgeschwindig­
keit 15 von der GroBenordnung 105-106, Von der gleichen GroBen-

ordnung ist ~ 15, da ~ --1 ist 2. Daher lautet die obige Bedin­

gung fiir w hinab bis zu Temperaturen von etwa 1° naherungsweise 
w <2k. (2) 

FUr die Energie eines Schallquants, das in Wechselwirkung mit 
einem Elektron (ko) stehen kann finden wir 

11,,, = hcw< 2 h cko = 2 (3mc2 k T)l/2< k T, T>Io. (3) 

Die letzte Beziehung ergibt sich aus der obigen Abschatzung von ~ e. 
Bei Metallen ist hingegen 11,,, L k e. 

Aus (3) fo1gt zunachst, daB "hohe" Temperaturen bei Halb­
leitern nicht durch T> e bestimmt sind, sondern durch T> 1°, 
d. h., daB praktisch alle Temperaturen so wie "hohe" Temperaturen 
bei den Metallen zu behandeln sind. 

Unter Beriicksichtigung von (2) ist jedoch die obere Grenze 
des Integrals (Sa), § 14 bei Halbleitern nicht "m' sondern "0' "0 ist 
durch Wo = 2k bestimmt, d. h. mit § 13, (1) und (3) durch 

e 
"o=-k. :n; 

Daher ist nach § 14, (Sa) 

"'" w2 12 :n;3 R '" 
~ --,;;= kc5 "0' 

1 Bei den L6chem ist iiberal! ki durch ~ - ki zu ersetzen, denn k2 a 
soIl ja. proportional zurTra.nsla.tionsenergie sein. 

a Alles in O-G-S-Einheiten. 
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und der Ausdruck § 14, (9) fiir (:DStoB ist mit :L zumultipfuieren, 

um (:~) StoB fiir unseren Fall zu erhalten. 

Da 

ist, wird 

oder [vgl. § 14, (9)] 

(~) _ (~) . 2'k' __ 2'C1 nTk (f) _ (!JL) 
at StaB - at StoB, Metall wtn - M(32wtn g - at StaB' 

Hieraus finden wir die Relaxationszeit nach § 14, (lO)(k '" v) 
1 

T"'TiJ (4) 

und die freie Weglange 
1 

l=vT"'p' 

Die freie Weglange ist daher unabhangig von der Geschwindigkeit, 
im Gegensatz zu den Metallen, wo wir bei den gleichen Voraus­
setzungen iiber die Elektronen l '" v4 fanden. Die GroBenordnung 

von l wird nach dem obigen Wert von (:~)StoB 
l l k'Metall 
Halblelter""" Metall, T > e . w~ 

Daher hat die freie Weglange in Halbleitern die gleiche GroBen­
ordnung wie in Metallen, denn es ist ja kMetall""" wm . 1m Gegensatz zu 

den Metallen ist aber auch fiir tiefe Temperaturen (T < e) l '" ~. 
In Abhangigkeit von der Geschwindigkeit v ist l also zunachst 

fUr kleine v konstant, steigt dann langsam und wird schlieBlich 
'" v4, wenn k"""wm ist. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Elektronen 
wie freie Elektronen mit einer scheinbaren Masse m* behandelt 
werden konnen. 

3. Bei den Metallen konnten wir immer annehmen, daB bei 
einer 8tOrung des GleichgewichtB der urspriingliche Zustand immer 
durch ZusammenstoBe mit den Schallquanten wiederhergestellt 
wird. Bei Halbleitern ist das aber nur dann moglich, wenn die Zahl 
der Elektronen im oberen Band, d. h. die Zahl der LOcher im Band 1 
(bzw. 1') durch die Storung nicht verandert wird. 1st diese Vor­
aussetzung aber nicht erfiillt, so miissen noch andere Prozesse 



236 Halbleiter. 

hinzutreten, um den ursprunglichen Zustand wiederherzustellen, 
etwa unelastische ZusammenstOBe der Elektronen untereinander 
oder Emission bzw. AbsorptiQIl von Strahlung. Insolchen Fallen ist 
die oben (4) berechnete Relaxationszeit nur ein Teil der tatsach­
lichen Relaxationszeit und eine gesonderte Untersuchung wird 
notig. In manchen Fallen kann man diese umgehen, weil bei Ab­
schaltung der Storung die Zeit zur Herstellung der "richtigen" 
Elektronen- bzw. Locherzahl meist sehr groB ist. Infolgedessen 
kann man manchmal die Herstellung des Gleichgewichtes in zwei 
Etappen aufteilen. Zuerst wird verhaltnismaBig rasch bei kon­
stanter Locherzahl das Gleichgewicht mit den Schallquanten her­
gestellt und dann geht diese Verteilung durch die oben erwahnten 
Prozesse in die ursprungliche uber. 

Die hier unter 3. mitgeteilten Unterschiede der Halbleiter von 
den Metallen sind im wesentlichen bei Prozessen von Bedeutung, 
die sich bei Anwesenheit von Strahlung (lichtelektrische Leitfahig­
keit) abspielen oder in sehr starken Feldern, wo die Elektronen 
solche Energien bekommen, daB sie durch StoB Elektronen aus 
dem unteren Band in das obere werfen (Abweichungen vom OHM­

schen Gesetz). 

Elektrische Leitfahigkeit. Bei nicht zu starken Feldern kommt bei 
allen Leitfahigkeitsfragen der Punkt 3 der obigen Betrachtungen 
nicht zur Anwendung. Infolgedessen durfen wir von Gl. (15), § 15 

ausgehen, wobei wir die Temperatur konstant setzen, so daB ~~ =0 

und A =eF [(II), § 15] wird und der Strom durch 

4 e2 

J = 3m FLo, 
ex> 

Lo = - ! . E tr D ;~ dE 
(5) 

gegeben ist. 
Wir werden im folgenden immer nur mit zwei Bandern, die 

durch die Indizes 1 und 2 charakterisiert sind, rechnen. Der Fall, 
daB eines dieser Bander durch ein Niveau von Fremdatomen zu 
ersetzen ist (Verunreinigungshalbleiter), wird dann immer dadurch 
erhalten, daB man eine der beiden Freiheitszahlen Fl oder F2 null 
setzt. 

Das Integral Lo zerfallt in zwei Teile uber das obere und uber 
das untere Band: 
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LO=LOl+L02 I 
E, 

L" ~.~ f:,E.,D, ~~' dE I 
L02 = - fT2 Etr D2 ~F/ dE 

E, 

(6) 

Hier steht 101 bzw. 102 fiir 11 bzw. 12 in § 18, (6). Wir fiihren jetzt 
Mittelwerte der Relaxationszeit ein, die wir durch 

E, 

riM - f nE D 0/01 dE Tl 1 - - Tl tr 1 aE 

definieren, wobei 

co 

riM J nE D 0/02 dE T2 2 = - T2 tr 2 aE 
E, 

E, 

Ml = - f Etr DI ~~1 dE 

co 

M2 = - f Etr D2 ~~2 dE 
E 2 

ist. Unter Beriicksichtigung von § 18, (9) findet man 
E, 

Ml = -IFIi f (EI-E) Dl al~l dE 

co 

M2 = - F2 f(E -E2)D2 al~2 dE. 
E, 

(7) 

Durch partielle Integration folgt mit § 18, (10), (11) und § 5, (23b), 
S. 81 sofort 

3 3 
Ml =Ti Fli nH= Tnp, 

3 3 
M 2 = T F2 nH = Tnp, 

(8) 

Mit (5) bis (8) wird nun die Leitfahigkeit 

(j = ~ = : nH (Tl !Fli + T2 F 2 ) = : (TI np, + T2 np,). (9) 

Bei einem Verunreinigungshalbleiter ist entweder Fl =0, wenn die 
Fremdatome als Elektronenquelle fUr Band:2 oder es ist F2 = 0, 
wenn die Storniveaus als Elektronenempfanger von Band 1 dienen. 
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Dann ist also eZ 
a=m nF• i2 (9a) 

oder eZ 
a=mnF,i1· (9b) 

1m letzteren Fall kann man von "LOcherleitung", im ersteren von 
Elektronenleitung reden. Die Temperaturabhangigkeit ist im 
wesentlichen durch den Faktor nH (bzw. np , nF ) gegeben. Da 

A B I • 

Faktoren Tn gegen e - 210 T als konstant betrachtet werden konnen, 

wird nach § 18, (I), (2) und (4) A B l 
a"-Je- 21oT , 

LIB 
log a = const - TIT 

(9c) 

SchlieBlich beachtenwir noch, daB T eine andere Temperatur­
abhiingigkeit hat als 'i. Nach (4) ist 

1 1 
'i"-' Tv "-' TEt~2 . 

Durch Einsetzen in (7) findet man durch Einfiihrung der dimen­

sionslosen Integrationsvariablen ~ = k~ , daB 
- 1 

ist. 
i "-' TS/I (10) 

HA.r...r.-Elfekt. Wir schlieBen uns formal wieder an die Behandlung 
des HA.r...r.-Effektes bei den Metallen an (§ 17). Nach den dortigen 
Ergebniss~n erwarten wir, daB die Elektronen von Band 2 und die 
Locher von Band 1 Beitrage mit entgegengesetzten Vorzeichen 
liefern. Infolgedessen gestattet der HALL-Effekt zu entscheiden, ob 
die Leitung vorwiegend durch LOcher oder durch Elektronen erfolgt. 
Nacb § 17, (5), (15) und (16) ist die HALL-Konstante 

R FII FII 3m Ka 
= HJa; = HFa;rJ = 4ezH K~+K~ , (II) 

wohei Xl und X2 die in § 17, (14) angegehenen Integrale sind. 
In unserem Fall spalten wir die Integration wieder in zwei Teile 
iiber die heiden Bander auf und erhalten 

H, 00 

X f T1 E D 0/01 dE / Ta E D 0/01 dE 
1 = - 1 + all tr 1 oE - 1 + a12 tr 2 oE ' 

-00 E. 
& 00 

(12) 

X - - f au T1 E D 0/01 dE -/ auTI E D 0/01 dE 
2- l+a~l tr 10E 1+a12 tr 2 oE 

-00 E. 
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Dabei ist all bzw. ~2 die GroBe ~ aus § 17 (10) mit ihrem Wert 
fiir das erste (all) bzw. zweite Band (a12). Wir besehranken uns 
auf sehwaehe Felder (all < 1, a12 < 1). 

Dann wird 

1 1 2 1 2 H/H 
1 + a? 1 = - all , 1 + a? 2 = 1-at 2 , "0 , 

und wir erhalten, da naeh § 17, (10) 
eH eH 

~1=-1:1Fl' a12 =--1:2 F2 me me 

Aus (11) folgt hiermit in erster Naherung 

R __ 1_ -~IFllz+T;2F~ 
- eenH (,r1IF11+'lzFa)2 • 

Naeh (7) und (8) ergibt sieh dureh Bereehnung der Integrale, da 

1: '" E~T2- ist, mit § 18, (9) 
tr 

i\ _ ( F2 )l/Z 'lIZ Fa 
'fz - IFll ' 'lz2 IFll 

und 
-2 _2 

8 'l, 'l2 (13) 
'l12 'l Z 3n 2 

Damit erhalten wir 

R=~_l_ Fa-IFll (14) 
8 eefl,H (IF1 1"2 + F~i2)2 

oder unter Einfiihrung der Zahl der freien Elektronen naeh § 18, 
(11) und (12) 

R - ~_l_ . Fa-IFll (14 ) 
- 8 ee (n1l2+nll2)2· a 

F, p. 

Fiir p.ie beiden Fane eines Verunreinigungshalbleiters wird Fl = 0 
oder F2 = 0, d. h. 

R=~~=~_l_ 
8 eenp, 8 eenH 

(15a) 

oder 
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Das Produkt Ra ist, wie in § 17 gezeigt wurde, proportional mit der 
mittleren Beweglichkeit der Elektronen. Aus (9) und (14) finden 
wir 

8 R e TlfFlf + T2F2 (F. IF. I) 
an c G= m (fFlfl/2+Fr2)2 2- 1· 

Fur Verunreinigungshalbleiter vereinfacht sich dieser Ausdruck zu 

-a8 cRo=~F?7:2 bzw. -a8 cRo=-~IFll7:1. (16) n m n m 

In allen Fallen ist aber wegen (10) 

(17) 

und zwar solI diese Temperaturabhangigkeit bis zu tiefen Tempe­
raturen giiltig sein. 

Magnetische Widerstandsiinderung. Bei den Metallen war die 
magnetische Widerstandsanderung in erster Naherung Null, falls 
wir die Energieflachen im f-Raum als Kugelflachen (wie bei freien 
Elektronen) annehmen. Eine Widerstandserhohung erhielten wir 
erst dadurch, daB wir die Anisotropie der Energie der Elektronen 
in Betracht zogen. Dadurch ergaben sich Relationen, wie z. B. 
'l'2 9= 7:2 und ahnliches. Bei Halbleitern gilt dies aber auch [vgl. 
z. B. (13)] bei Vernachlassigung der Anisotropie, weil hier die 
Elektronen schon in erster Naherung auf verschiedene Energien 
verteilt sind, wahrend bei Metallen alle Mittelwerte sich in erster 
Naherung auf die Werte der betreffenden GroBen bei der Energie 
E = C reduzieren. Wir durfen also jetzt die Anisotropie vernach­
lassigen und erhalten dann nach (16) § 17 

4 e2 ( K2) 
°H = 3 m Kl + K: . (18) 

Um einfachere Ausdrucke zu bekommen, beschriLnken wir uns 
auf einen Verunreinigungshalbleiter und setzen .Ii;. = o. Da in (18) 
nur K~ (nicht K~) auf tritt, folgt aus (12a), daB das Vorzeichen der 
Freiheitszahl bedeutungslos wird. Der Fall F2 = 0 ergibt sich dann 
aus den nachfolgenden Formeln, wenn man Fl und F2 vertauscht. 

Fur 8chwache Felder wird aus (18) mit (12a) 

0H = ~ 7:2 F2 nH [1- ( ~Hm~2 7:2 r ( ~: _ T~:)]. (19) 

Ohne Magnetfeld ist [vgl. (9a)] 
e2 _ e2 _ 

00 = m 7:2 nF, = m 7:2 F2 nH • (20) 
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Daher ist die WiderstandserhOhung mit (19) und (20) 

Go - GH = (1H - ~ = (~)' = B (T) H2 H <: H (21) 
Go (1H (1 H ' 0' 

wobei 
- -2 

B (T) = (eF'/,1:S )2(~3 _ ~2) 
me T23 T8' 

ist. B(T) ist immer positiv. Aus (7) berechnet man iihnlich wie 
bei (13) 

so daB mit (18) und (13) 

B (T) = 4:: 3f C s3f r ( e ~ eT; r 
wird .. 

Wegen (10) ist 
1 

B(T) '" T3 I 

und aus (16) findet man, daB sich B durch die HALL-Konstante und 
die Leitfahigkeit ausdriicken lii.Bt: 

B (T)· = 4 -::It (R ( 0)2 = 0,27 (R ( 0)2", ~3 • (22) 

Fiir 8tarke Felder, ~1:> 1, ~2:> 1 wird nach (12a) mit (7) und 
(8) unter Beachtung des oben angegebenen Wertes fiir. lit? (mit 
~=O) 

oder mit (20) 
Go - Goo _ (100 - (10 _ LI (100 _ 1 1 

Go -~--~- - TI - 1 1:1 ' 

Aus (7) und (8) berechnet man 
-=1- 32 
1'2 1'2=~1 

so daB 

~(100 = 0,117, H:>Ho 
(100 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 16 
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oder 
,1 Q", _ ,1 Q'" ~ _ 0 117 ----=1- - 0132 - _., T2 T2 - , 

eo em eo 
(23) 

wird. Das Bemerkenswerte an diesem Resultat ist, daB der Satti-

gungswert von ,1 em unabhangig vom Material und von der Tempe­e 
ratur ist. 

Bei mittleren Feldstarken laBt sich kein einfacher Ausdruck fiir 
,1 n 
_e_ angeben, denn die Mittelwerte von (~F. r' die bei der 
e 1+ ~ 

me 
allgemeinen Losung auftreten, konnen nicht elementar ausgewertet 
werden. Dagegen laBt sich leicht zeigen, daB die allgemeine Losung 
die Form 

,1/ = <P (~: ) 
hat, d. h. die Widerstandsanderungen fUr verschiedene Feldstarken 

und Temperaturen sind gleich, wenn ;: den gleichen Wert hat 

[150]. 
Diskussion. Die Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit (9) 

. 1 
bis (9c) wird gut bestatigt. Tragt man log a als Funktion von T 
auf, so erhalt man nach (90) die Breite des betreffenden verbotenen 

Gebietes J B aus der Steigung der entstehenden Geraden ( - :k ~ ). 
Die Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit ist im wesentlichen 
durch die Temperaturabhangigkeit der Zahl der freien Elektronen 
bestimmt, ganz im Gegensatz zu den Metallen, wo die Relaxations­
zeit die einzige temperaturabhangige GroBe ist. Um bei Halbleitern 
die Temperaturabhangigkeit der mittleren Relaxationszeit (lO) zu 
priifen, konnen wir Gl. (17) verwenden, die fUr aIle Temperaturen 
bis nahe an den absoluten Nullpunkt hin giiltig ist. Beim Vergleich 
mit dem Experiment miissen wir aber darauf achten, daB ins­
besondere bei tie£en Temperaturen, die Messungen infolge der 
geringen Stromstarken mit groBen Fehlern beha£tet sein konnen. 
Wenn wir das beriicksichtigen, konnen wir (lO) als bestatigt ansehen 
[l3a]. 

Das Vorzeichen des HALL-Effektes richtet sich nach (14) danach, 
welche der beiden Freiheitszahlen F2 oder j Fl j groBer ist. Uber­
wiegt F2, so ist das V orzeichen von R das gleiche wie bei £reien 
Elektronen (normaler HALL.E££ekt). Uberwiegt I F,. j, so nennt man den 
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HALL.Effekt anormal, das Vorzeichen ist so, als ob die Elektronen 
positiv geladen waren, was leicht verstandlich ist, weil in diesem 
Fall die Locher ausschlaggebend sind. Bei Verunreinigungshalbleitern 
kann man am V orzeichen des HALL·Effektes feststellen, ob die Fremd· 
atome als Elektronenquelle [normaler Effekt (15a)] oder als Elek· 
tronenempfanger [anormaler Effekt (15b)] dienen. 

Die magnetische Widerstandsanderung ist fUr ausgesprochene 
Halbleiter wie z. B. Cu20 in einem groBen Feldstarken· und Tempe. 
raturgebiet noch nicht untersucht, so daB wir die Ergebnisse dieser 
Theorie gegenwartig nicht priifen konnen. Das interessanteste 

Resultat, das wir erhielten, war, daB der Sattigungswert von LIe e 
fUr starke Felder unabhangig vom Material ist (23). Der Begriff 
"starke Magnetfelder" ist genau wie bei den Metallen durch die 
Bedingung H'> Ho gegeben, wobei Ho aus § 17, (19) zu entnehmen 
ist, d. h. 

H -~ T3'2 0- "-' '. eTzF 2 

Bei Zimmertemperatur ist Ho - 500000 GauB, bei lOoo ist Ho­
lOOOOO GauB (unter der Annahme F2 = 1). 

Der am besten untersuchte Halbleiter ist Kupferoxydul, Cu20 
[13aJ. In vollstandig reinem Zustand ist er ein ziemlich schlechter 
Halbleiter, d. h. L1 B ist ziemlich groB (- 1,5 e.Volt). Enthalt 
CU20 aber iiberschiissigen Sauerstoff, so wirken die Sauerstoffatome 
im Sinn von § 18 als Fremdatome und die Leitfahigkeit steigt. 
Aus dem Vorzeichen desHALL·Effektes ergibt sich, daB die Sauerstoff· 
atome als Elektronenempfanger dienen, so daB die Leitung von 
den Lochern des unteren Bandes 1 besorgt wird. Der energetische 
Abstand L1 B" hangt sowohl von der Konzentration als auch von 
der Vorbehandlung ab und nimmt Werte an, die meist zwischen 0,1 
und 0,6 e·Volt liegen. Die Abhangigkeit der Leitfahigkeit von der 
Konzentration ist sicher nicht wie in § 18, (4) angegeben "-' n!/2. 
Die Leitfahigkeit steigt vielmehr viel rascher mit der Konzentration 
an, doch wurde bis jetzt keine allgemeine GesetzmaBigkeit gefunden. 
Wie wir in § 18 gezeigt haben, muB bei geniigend hohen Tempera. 
turen die Leitfahigkeit des reinen Cu20 (mit dem groBen L1 B·Wert) 

iiberwiegen, so daB log (J als Funktion von ~ ahnlich wie log nH 

in Abb.45, S.228 verlauft. Ein solches Verhalten Wlirde auch experi. 
mentell gefunden [127J, doch ist gegenwartig das experimentelle 
Material noch zu uneinheitlich, um genauere Angaben machen zu 

16* 
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konnen. Wenn man annimmt, daB das obere Band 2 eine groBere 
Freiheitszahl als das untere hat (F2 > iFll), wie es theoretisch zu 
erwarten ist, bedeutet das Dberwiegen der Leitung durch Elektronen 
im oberen Band iiber die durch die Fremdatome bewirkte Locher­
leitung einen Wechsel des Vorzeichens der lIALL-Konstanten, wobei 
die kritische Temperatur ~, bei der die HALL-Konstante gerade Null 
ist, durch § 18 (5) gegeben ist. Dieser Vorzeichenwechsel wird 
tatsachlich gefunden und Tc ergibt sich zu etwa 5000 C [13a, 186]. 

Bei tiefen Temperaturen kann man nach (16) aus der Messung 
von R (J die GroBe Fl 7:1 bestimmen. Wenn wir dafiir die mittlere 
freie Weglange 

11 = Tl VI 
einfiihren, erhalten wir wegen [vgl. § 18, (9)] 

VI = (2!tr Y'2 = -V~1F111!2 (EI-E)1/2 = V~1F111/2 (; kTyr2 

aus dem Experiment die GroBe II IF;. 11/2, die fUr Zimmertemperatur 
ungefahr 10-7 cm wird. Da I die gleiche GroBenordnung wie bei 
Metallen hat (1O-5-1O--j\ cm) muB Fl ""'-10-1 sein. Ein so 
kleiner Wert fiir IF;. I ist verstandlich, da das untere Band 1 wahr­
scheinlich bedeutend schmaler ist alB die Energiebander der Metalle. 

Thermoe//ekte [117, 143]. 1m AnschluB an die Behandlung bei 
den Metallen in § 16 berechnen wir den THOMsoN-Koeffizienten ft, 
aus dem man mit Hilfe der Beziehungen (6), (7), § 16 die Thermo­
kraft und die PELTIER-Warme ableiten kann. Nach GI. (12), § 16 ist 

ft - ~_8_ (~~ -~) (24) 
- e 8T T Lo T· 

~1 bestimmt sich nach G1. (17), § 15. Wenn wir unter l' Eden 
o _ 

Mittelwert von l' E iiber die in (7) bei der Bildung von 1'n beniitzten 
Funktionen verstehen, so wird unter Beriicksichtigung von (8) und (6) 

Ll ~ IFII + ET;.F2 
Lo IFII Tl + F2 T2 

1m Ausdruck 

~-, 
Lo 

konnen wir ETI bzw. ET2 durch EI7:1 bzw. E27:2 ersetzen, denn 
--- ---
E1-E bzw. E-E2 sind von der GroBenordnung kT, also klein 
gegen ,-El bzw. E2 - ,. Daher wird 

Ll _,= (EI-C)TIIFII+(E2-C)T2F2 
Lo TIIFll + T2F2 
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Nach § 5, (24a) ist 

El + E2 ,....,2C, 

und daher Ll C _ LI B - ;z\ IFll + T2 F2 
Lo- - - -2--T1IF1I + T2F-;-' 

Nach (24) wird also 
. LI B - Tl I Fli + T2 F2 P, = -- -- . _.-

2eT T1IF1I+l'2F2 
Fur Verunreinigungshalbleiter ist 

LIB 
p, = =t= 2eT' 

245 

(25) 

wobei - fUr Elektronenleitung (normaler Effekt) und + fUr Locher­
leitung (anormaler Effekt) gilt. 

Beim Vergleich mit den Metallen faUt vor aUem auf, daB der 
THOMsoN-Koeffizient der Halbleiter bedeutend groBer ist. Aus (25) 
und § 16, (13) und (16) findet man 

/lHalbleiter LI B . 'MetaU 
/lMetalI ,...., --(k-T)2 

Bei Zimmertemperatur ist dieses Verhaltnis ungefahr lOO-lOOO. 
MiBt man die Thermokraft eines Halbleiters gegen ein Metall, so 
kann man daher den Beitrag des Metalls vernachlassigen. Aus 
§ 16, (7) folgt dann mit P,MetaII = 0 

ddrp;b = 1j, , 
und demnach wird die Thermokraft vgl. (25) 

dVab LIB -T1IF1I+T2F2 
<jJab=d'1'= 2eT T1 IF1 I+T2F2 . 

Bei Zimmertemperatur erhalt man mit L1 B = 0,5 e-Volt Werte 
Volt . 

von der GroBenordnung lO-3 Grad' Thermospannungen von dieser 

GroBe werden bei Halbleitern auch beobachtet. Die geforderte 

Temperaturabhangigkeit "-' ~ bestatigt sich aber nur bei hohen 

Temperaturen. Bei tieferen Temperaturen erhalt man mit fallender 
Temperatur keinen Anstieg, sondern meist wieder einen Abfall. Die 
Ursache fUr das Versagen der theoretischen Formel ist wahrschein­
lich darin zu suchen, daB bei tiefen Temperaturen das Naherungs­
verfahren, das zur AufsteUung von (24) fiihrte, nicht mehr konvergiert1. 

1 Am absoluten Nullpunkt muB die Thermokraft nach dem dritten 
(NERNsTschen) Hauptsatz der Thermodynamik verschwinden, so daB auch 

hieraus folgt, daB das ~-Gesetz fiir tiefe Temperaturen ungiiltig sein muE. 
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Gleichrichtung [121, 131]. Der Kontakt zwischen einem Metall 
und einem Halbleiter wirkt als Detektor, d. h. der Widerstand 
hangt von der Richtung der elektrischen Feldstarke ab, und zwar 
in der Weise, daB die Elektronen leichter vom Metall in den Halb­
leiter stromen als vom Halbleiter in das Metall. Damit in einem 
geschlossenen Stromkreis, der Metalle und Halbleiter enthalt, die 
Stromstarke wesentlich von der Richtung der angelegten Spannung 
abhangt, ist es notig, daB wenigstens in einer Richtung der Haupt­
teil der Spannung an einem Kontakt liegt. Das ist gleichbedeutend 

a 

Abb. 46a -c. Gleichrichtung. Termschema (M Metall, H Halbleiter) und Verteilungsiunktion f. 
a ohne auBeres Feld, b auBeres Feld so, daB die Elektronen von M nach H stromen, 
c iiuBeres Feld in der umgekehrten Richtung. - - - Grenzenergie C. Der ausgefiillte Teil 
der Verteilungsfunktion zeigt, wle viele Elektronen In beiden Fallen iiberstromen. In b 1st t 

die Verteilungsfunktlon des Metalls, In c diejenige des Halblelters. 

damit, daB der Widerstand eines solchen Kontaktes groB ist. Dies 
ist aber nur dann moglich, wenn zwischen Metall und Halbleiter 
eine diinne Schich,t mit hohem Widerstand liegt, die sog. Sperr­
schicht. V'ber die Natur dieser Schicht brauchen wir fiir die folgende 
Theorie keine nii.heren Angaben. Sie kann aus irgendeinem schlecht 
leitenden Material bestehen. 

Im Halbleiter sollen die Elektronen des oberen Bandes 2 die 
wesentlichen Trager der Leitfahigkeit sein. Die Sperrschicht charak­
terisieren wir durch einen Potentialberg, der eine gewisse Durch­
lassigkeit fUr Elektronen hat. Die Gleichrichtung kommt dann da­
durch zustande, daB die Zahl der freien Elektronen im Metall groB 
gegen diejenige im Halbleiter ist. Liegt also die Spannung in der Rich­
tung, in welcher die Elektronen vom Halbleiter zum Metall flieBen, 
so wird wegen der geringen Zahl der verfugbaren Elektronen bald 
ein Sattigungsstrom erreicht, d.h. mit steigender Spannung bleibt 
die Stromstarke konstant. In der umgekehrten Richtung sind 
hingegen immer genugend viele Elektronen verfugbar. In Abb. 46 
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zeigen wir den Potentialverlauf und die Lage der Elektronen­
verteilungsfunktiona) ohne auBeresFeld, b) wenn die Elektronen 
vom Metall zum Halbleiter und c) wenn sie in der entgegengesetzten 
Richtung flieBen. 

Es seien 'M und '0 die Grenzenergien von Metall und Halb­
leiter. Ohne auBeres Feld ist, damit Gleichgewicht herrscht, immer 'M = '0 =, (§ 6). W(f) sei die Durchlassigkeit der Sperrschicht, 
d. h. die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron, das auf die Sperr­
schicht auftrifft, von ihr durchgelassen wird 1. JM und Ja seien die 
Stromdichten der Strome vom Metall in den Halbleiter bzw. vom 
Halbleiter in das Metall. Dann ist im Gleichgewicht "M = '0 = ') 

JM (C) = Ja "), (26) 
wobei 

Ja ,,) = (22:)3 jVa;f(C) W(f)d7:! (26a) 

ist. f ") ist hier die FERMI-Verteilung, (2 ~)3 va; f(') d 7:r also die Zahl 

der Elektronen pro Volumenelement des f-Raumes, die pro Sekunde 
auf die Oberflacheneinheit auf.trifft. Da W(f) fiir das untere Band 
praktisch Null ist, geht das Integral (26a) nur iiber das obere Band. 
Mit § 18, (6) erhalten wir 

;-E 
Ja (0 = (::)3 j Va; (f) e liT W (f) d 7:1. (26 b) 

Liegt eine Potentialdifferenz P zwischen Metall und Halbleiter, so 
ist die Differenz der potentiellen Energien 

eP = V = 'M-Ca . (27) 
Der resultierende Strom J vom Metall zum Halbleiter ist 

oder mit (26) 
J = JM ('M)-Ja (Co), 

J = Ja"M)-Ja"a). 

(28) 

Nehmen wir an, daB W (f) von V unabhangig ist, so ergibt sich 
mit (26 b) und (27) 

;M-;H v 
Ja "M) = Ja (Co) e~ = Ja (Co) ekT , 

oder nach (28) 

1 W(f) ist unabhangig davon, ob das Elektron vom Metall zum Halb­
leiter oder umgekehrt fliegt. 
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Als Gleichrichtungskoeffizient konnen wir das Verhaltnis 
J (V): - J ( - V) bei gleichem I V I bezeichnen, das 

v 
"kT-l v e -

---~vOO-- ,.., ek T 

l_e- kT 

ist, falls V::> k T. Bei V = 0,5 Volt und Zimmertemperatur ist 
das e15, bei 6000 nur noch 1 e7• 

Wird die Spannung groBer als die Breite der verbotenen Zone 
des Halbleiters, so stehen auch die Elektronen des unteren Energie­
bandes fiir den Elektronenstrom vom Halbleiter zum Metall zur 
Verfiigung. Von diesen Spannungen ab muB also der Gleichrichtungs­
koeffizient wieder kleiner werden. 

§ 20. Optische Probleme. 

Lichtelektrische Leitfahigkeit. Das Absorptionsspektrum eines 
Halbleiters ist ganz entsprechend wie das eines Metalls, wenn man 
die Absorption, die den freien Elektronen zukommt (infolge der 
ZusammenstoBe mit dem Gitter), weglaBt. Es gibt demnach eine 
Grenzfrequenz Yg , bei der die Absorption einsetzt und die durch 
die Breite L1 B des verbotenen Gebietes gegeben ist durch 

kYg = L1 B. 
Unter dem EinfluB von Licht einer Absorptionsfrequenz Y > Yq 

wird die Elektronenverteilung verandert, und zwar wird die Zahl 
der Elektronen im oberen Band 2, also auch die Leitfahigkeit, 
erhOht. Wenn J die Intensitat des einfallenden Lichts ist, so ist 
die Zahl der Elektronen, die pro Sekunde in das obere Band 2 
geworfen werden, c1 J (c1 = konstant). Andererseits ist die Zahl 
der Elektronen, die spontan von Band 2 nach Band 1 zuriickgehen, 
proportional zur Zahl der Elektronen in Band 2, die wir n nennen 
und zur Zahl der freien Platze in Band 1, die ebenfalls n ist. Wahlen 
wir die Temperatur so tief, daB die Zahl der Elektronen, die 
ohne Beleuchtung in l?and 2 sind (Dunkelelektronen), vernach­
lassigbar klein ist, so lautet die Gleichgewichtsbedingung 

c1 J = c2 n 2 (c2 = konstant) 

1 Es soIl hier nochmal damuf aufmerksam gemacht werden, daB V die 
Spannung an der Sperrschicht ist. Ihr Verhaltnis zur Spannung VI> die am 
ganzen Stromkreis liegt, hangt von dem Vorzeichen von V ab, und zwar 
in der Weise, daB die Gleichrichtung, bezogen auf Vl' kleiner wird. 
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oder 
n"->Jl/2. (1) 

n kann bei der Temperatur der fliissigen Luft etwa das Tausend­
fache der Zahl der Dunkelektronen betragen. Der Hauptgrund 
fiir diese groBen Werte liegt darin, daB die relative Zahl der freien 
Platze in Band 1 sehr klein ist, so daB ein Elektron sehr lange in 
Band 2 bleibt, ehe es rekombiniert (d. h. nach Band 1 zuriickfallt). 
Daher stellt sich auch beim Abschalten des Lichts die Dunkel­
leitfahigkeit erst nach einer verhaltnismaBig langen Zeit ein. 

Die oben berechnete Proportionalitat von n mit Jl/2 enthiiJt 
zwei wichtige Voraussetzungen: 1. sollen nur zwei 
Niveaus an dem ProzeB beteiligt sein; 2. sollen 
die Elektronen und die Locher raumlich gleich­
maBig verteilt sein. Besprechen wir zunachst die 
letztere V ora ussetzung! Sie trifft fiir V erunreini-
gungshalbleiter wohl nur in Grenzfallen zu. All-

~~~~~~n 

-+---'!L-r---,n' 

gemein werden wir aber annehmen miissen, daB 
ein Elektron mit groBerer Wahrscheinlichkeit in ~~ ~~~~~ 
der Nahe eines ionisierten Fremdatoms ist als in Abb. 47. ZurRekom-, 

bination in Verunrei-
der Nahe eines neutralen, denn bei ersterem ist 
das Potential tiefer. Nun hat ein Ion immer 

nigungshalbleitern. 

einen freien Platz, so daB im Grenzfall, in dem die Elektronen 
vorwiegend in der Nahe der lonen sind, die Rekombinationswahr­
scheinlichkeit (falls die Photoelektronen von den Fremdatomen 
stammen) proportional zu n wird, woraus 

cIJ=c~n, n"->J 
folgt, im Gegensatz zu (1). 

SchlieBlich wollen wir annehmen, daB mehr als zwei Energie­
niveaus am RekombinationsprozeB beteiligt sind [145, 146]. Wir 
setzen einen Verunreinigungshalbleiter voraus, bei dem aber die 
Absorption nicht aus dem Niveau der Fremdatome, sondern aus 
dem unteren Band 1 erfolgt. Die Elektronen werden dann durch 
die Absorption in das obere Band 2 geworfen und sollen bei der 
Rekombination zuerst auf das Niveau der Storatome iibergehen 
und von hier zuriick zu Band 1 (Abb. 47). Die Zahl der StCiratome 
sei na , die Zahl der Elektronen im Energieniveau der Storatome n'. 
Wir miissen jetzt die heiden FaIle fiir Verunreinigungshalbleiter 
unterscheiden. 

1. Das Storniveau ist fiir T = 0 und ohne Beleuchtung voll 
besetzt, d. h. es dient fUr T > 0 als Elektronenquelle. Die Absorption 
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erfolgt abel' aus Band 1. Die Zahl del' freien Platze ist dann offen­
sichtlich in Band 1 n-(na - n'), imStorniveau na- n'. DieZahl del' 
"Obergange aus Band 2 in das Storniveau ist daher '" n'(na - n') 
und yom Storniveau nach Band 1 ist sie'" n'(n- (na- n')) (vgl. 
Abb.47). Die Gleichgewichtsbedingung lautet dann 

c1 J = c2 n (na-n') fiir Band 2. 
c1 J = Ca n' (n- (na - n')) fiir Band 1. 

ct ' C2, ca sind Konstante. Da die Absorption nicht aus dem Stor­
niveau erfolgen soIl, durfen wir fur genugend tiefe Temperaturen 
immer annehmen, daB es stark besetzt ist, d. h. na - n' <: na oder 
n' '" na. Aus den obigen Gleichungen folgt dann zunachst 

, C3 n'n 
na - n = c n + c n' 

2 3 

1st hier ca na <: c2 n, so folgt 

n"'"'J. 
1st hingegen C2 n <: ca na, so wird wie in (1) 

n '" Jl!2. 

2. Die Storatome dienen als Elektronenempfanger, sind also 
fUr T = 0 und ohne Beleuchtung unbesetzt. Die Zahl der freien 
Platze in Band 1 ist dann n' + n und die Gleichgewichtsbedingungen 
lauten jetzt 

C1 J = c2 n (na-n') fur Band 2, 
c1 J = can' (n + n') fur Band 1. 

In unserem jetzigen Fall wird fur tiefe Temperaturen immer 
na>- n' sein, d. h. 

n",J. 

Nehmen wir hier noch an, daB n' >- n ist, so folgt 
n' '" Jl/2. 

Die hier gegebenen Beispiele erschopfen durchaus nicht alle 
moglichen FaIle. Sie sollen nur zeigen, daB theoretisch fiir die 
Abhangigkeit der Zahl der Lichtelektronen von der Lichtintensitat 
keine allgemeine GesetzmaBigkeit zu erwarten ist. 

Verteilunys/unktion [208]. Das Verhalten des belichteten 
Kristalls ist natiirlich im wesentlichen durch die Verteilungsfunktion 
der Elektronen bestimmt. Wenn die Lichtelektronen aus dem 
unteren Band 1 stammen und von da in Band 2 geworfen werden, 
wird sowohl die Verteilung der Locher in Band 1 als auch die 
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Verteilung der Elektronen in Band 2 verschieden von der Ver­
teilungsfunktion ohne Beleuchtung sein. Stammen die Elektronen 
hingegen aus einem Stomiveau, so wird nur die Elektronen­
verteilung in Band 2 wesentlich verandert. Diese Verteilungs­
funktion hangt auBer von der Lichtintensitat vom Verhaltnis 
zweier Zeiten abo Von der Zeit TR , die sich ein Elektron im Mittel 
im Band 2 aufhalt, bis es wieder in sein ursprungliches Niveau 
zuruckfallt (Rekombinationszeit) und von der Zeit TG die notig 
ist, damit ein Elektron seine Energie innerhalb von Band 2 (an 
die Gitterschwingungen) verliert, d. h. bis seine Energie etwa 
E2 + k T ist, WO E2 der untere Rand des oberen Bandes 2 ist. 
Das Verhaltnis 

Ta 
y = TR (2) 

ist meist unabhangig von der Temperatur. Von TR ist das selbst­
verstandlich, wenn man annimmt, daB die Rekombination nicht 
durch die Gitterschwingungen beeinfluBt wird, was meist richtig ist. 
Zur Abschatzung von Ta ersetzen wir zunachst das ganze Spektrum 
der Gitterschwingungen durch die groBte Frequenz Yo, mit der das 
Elektron in Wechselwirkung ist, was naherungsweise zulassig ist, 
weil ja nach § 13, (2) die Zahl der Gitterschwingungen mit einer 

Frequenz v proportional zu v2 ist. Nach S. 234 ist Vo = ck, was 
n 

unter der Annahme freier Elektronen (h k = m v, v = Elektronen­
geschwindigkeit) 

hVo=2mvc (3) 
ergibt. Nach § 13, (5) ist die Wahrscheinlichkeit, daB eine Gitter­
schwingung mit der Frequenz Vo angeregt ist 

No = 1 .-,kT>l fur kT>hvo. (4) 
h·o - hvo 

ekT -1 

Sei E die Energie des Elektrons sofort nach der Absorption, 
so ist 

jjj E_m 2· - 2-2 V • 

Nach (3) bedeutet dann kT > h Yo: 

T 2mvc 
>-k-' 

was mit einer Schallgeschwindigkeit c = 5 . 105 cm/sec 

T>lOOVE-E2 

(5) 
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bedeutet, falls E-E2 in e-Volt ausgedruckt wird. (4) ist daher ge­

wohnlich bei Temperaturen bis herab zu etwa 100° erfiillt, da E-E2 
die GroBenordnung 1 e-Volt hat. Nach § 13 ist die Wahrschein­
lichkeit, daB ein Elektron pro StoB die Energie h Yo aufnimmt, 
proportional zu No, und daB es die Energie h Yo abgibt, proportional 
zu 1 + No. Urn im Mittel die Energie h Yo abzugeben, sind also 
[vgl. (4)] 

StOBe notig, denn dann wird die Energie h Yo gerade No-mal auf­

genommen und 1 + No-mal abgegeben. Urn die Energie E-E2 

abzugeben, muB die Energie h Yo im ganzen !h- E2 -mal abgegeben 
Vo 

werden 1, so daB [vgl. (3) und (5)] 

kT E-E2 kT 
2 (hVO)2 = 4mc2 

StOBe notig sind, damit ein Elektron den groBten Teil seiner 
kinetischen Energie verliert. Bei Zimmertemperatur sind das 
(mit c '""""' 105 em/sec) etwa 103 StOBe. Die Zeit zwischen zwei 
StoBen ist bei unseren vereinfachten Annahmen gleich der Relaxa­
tionszeit T, so daB also 

-r:kT 
TG'""""' 4mc2 

wird. Da T"" T-l ist, wird TG unabhangig von der Temperatur. 

Die Verteilungsfunktion der Elektronen ist im wesentlichen, 
wie wir oben schon mitgeteilt haben, durch die GroBe von y (2) 
bestimmt. Fur y -+ co, d. h. beim vollstandigen Fehlen einer 
Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen, behalten alle Elek-

tronen ihre Energie E. Fur y -+ 0, d. h. sehr starker Wechselwir­
kung mit den Gitterschwingungen, geht die Verteilung in eine 
FERMIsche, d. h. praktisch in eine MAXWELLsche uber [denn die 
Dichte der Lichtelektronen ist immer so klein, daB das Elektronen­
gas nicht entartet ist (vgl. § 5)]. Wahrscheinlich ist immer y < l. 
Uber den genauen Wert von y kann man gegenwartig keine sicheren 
Angaben machen. 

1st n die Zahl der Photoelektronen, die naturlich von der Licht­
intensitat abhangt, t die Verteilungsfunktion der Elektronen, 

1 Wir vernachlassigen, daB h Vo von der kinetischen Energie des Elektrons 
abhangt. 
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D die Eigenwertdichte, so liiBt sich zeigen, daB fUr y < 1 

2 el/2 - _e_ e l/2 j / e~' fur 8 < B 
f D =rn n (kT)3/2(1- y)e kT+nYe3/2 _e-e 

e kT fUr 8>8. 

(6) 

Dabei ist 
8= E-E2 

die vom unteren Rand E2 des Bandes aus geziihlte Energie und 

B= E-E2 f 
die Energie der Elektronen sofort 
nach der Absorption 1. Abb. 48 
zeigt den Verlauf der Verteilungs­
funktion (6). Diese besteht aus 
zwei Termen. Der erste ist eine 
gewohnliche MAXWELL-Verteilung, 
wiihrend der zweite von 8 = 0 
gegen die Energie 8 = B hin ansteigt 
und dann rasch abfiiIlt. Es ist be­
merkenswert, daB der zweite Term 
in seinem wesentlichen Gebiet 8 < B 
nicht von der Temperatur ab-

\ 
\ 

\ 

\ 
" "'-

------------'"'::-.... ~--------..... "" ------E C 
Abb. 48. Die Verteilungsfunktion im 
o beren Band eines belichteten Halbleiters. 
- - - - - temperaturunabMngiger Anteil. 

- - - MAXWELLscher Anteil. 

hiingt und daher um so bedeutungsvoller wird, je tiefer die Tem­
peratur ist. 

Leitfiihigkeit. AIle Probleme, die mit der Leitfiihigkeit eines 
belichteten Halbleiters zusammenhiingen, sind im Prinzip genau so 
zu losen, wie beim unbelichteten, wenn man aIle Mittelwertbildungen 
mit Hilfe unserer Verteilungsfunktion (6) ausfuhrt. Bei der Leit­
fiihigkeit (] [§ 19, (9) bis (9c)] ist das einfluBreichste Glied die Zahl 
der Elektronen, hinter das die verschiedenartige Mittelwertbildung 
von T zurucktritt. Daher hat· (] beim belichteten Kristall den 
gleichen Wert wie beim unbelichteten, bei einer Temperatur, die 
zur gleichen Zahl von Elektronen fiihrt. Nicht so trivial ist es mit 
dem HALL-Effekt und der Thermokraft. Nehmen wir z. B. einen 
Verunreinigungshalbleiter mit vorwiegender Locherleitung. Durch 
Belichtung mogen die Elektronen vom unteren Band 1 in das obere 
Band 2 geworfen werden. Dann ist das Verhiiltnis ~ Zahl der 
Elektronen : Zahl der Locher - bedeutend groBer als beim dunklen 

1 Zu dieser Verteilungsfunktion fist noch die Verteilungsfunktion der 
Elektronen des unbelichteten Halbleiters zu addieren. 
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Kristall, wo es praktisch Null war. Daher werden der HALL-Effekt 
und die Thermokraft (die beim unbelichteten Kristall anormales 
Vorzeichen haben) kleiner sein als bei einem unbelichteten Kristall, 
der die gleiche Leitfiihigkeit, also die gleiche Gesamtzahl Elek­
tronen + Locher hat. Das fQIgt sofort aus § 19, (9), (14) und (25), 
wonach Elektronen und Locher ihre Beitrage zur Leitfahigkeit 
addieren, zum HALL-Effekt R und zur Thermokraft fPab aber 
subtrahieren. Auch die Temperaturabhangigkeit der GroBe R (f 
(,...., Beweglichkeit) wird durch die veranderte Verteilungsfunktion (6) 
beeinfluBt. Nach § 19, (16) ist 

8 R tF,-
~c a=m 21'S, 

wobei entsprechend zu § 19, (7), (8) 
CD 

FsTsf eD :~ de =Fsf 7:s eD :~ de, 
o ' 

mit f aus (6), ist (Eu = F2 e). 

Durch Ausfiihrung der Integration findet man, daB R(f die 
Summe von zwei Gliedern ist, von denen das erste ,...., T- 3/2, das 
zweite ,...., T-l ist. Der Unterschied der Temperaturabhangigkeit ist 
zwar nicht sehr betrachtlich, sollte aber in einem geniigend groBen 
Temperaturintervall trotzdem merklich sein. 

DEMBER-Effekt. Unter Beriicksichtigung der Lichtabsorption im 
Halbleiter nimmt die Konzentration der Photoelektronen senkrecht 
zur Oberflache abo Dadurch entsteht, ahnlich wie bei der Thermo­
kraft, ein elektrisches Feld, das dafiir sorgt, daB der elektrische 
Strom verschwindet, was natiirlich zu fordern ist, falls der Halb­
leiter isoliert ist. Die Richtung des Feldes muB im allgemeinen 
nicht dieselbe wie beim Thermofeld des unbelichteten Kristalls 
sein, falls man als positive Richtung bIt -+ heiB und unbelichtet-+ 
belichtet einfiihrt. Sie wird Z. B. dann verschieden sein, wenn die 
Leitung beim unbelichteten Halbleiter hauptsachlich durch Locher, 
beim belichteten aber durch Elektronen erfolgt. 

Die GroBe der Potentialdifferenz Vab zweier Stellen a, b ergibt 
sich mit Hilfe von (6) zu 

eVab = k T (I + v: y (lc~ Y'2) In :: ' 

wobei (fa und (fb die Leitfiihigkeiten an a und b sind, deren Ver 
haltnis natiirlich um so groBer ist, je groBer das Verhaltnis der 
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Lichtintensitaten in a und b ist. Bei tiefen Temperaturen, wo das 

Glied k "iT groB wird, sollte es hiernach moglich sein, die wichtige 

Konstante y zu bestimmen. Die obige Formel gibt das Beob­
achtungsmaterial in groBen Zugen richtig wieder. Eine genauere 
Prufung ist nach den vorliegenden Messungen nicht moglich. 

Grenzlrequenz. Bei einem reinen Halbleiter (ohne Fremdatome) 
kann die aus der Grenzfrequenz 'Pg des inneren Photoeffekts be­
stimmte Energie h 'Pg identisch mit der aus der Temperaturabhangig­
keit der Leitfahigkeit bestimmten Breite L1 B 

leicht moglich, daB h 'Pg =f= L1 B ist, wenn wir unbesefzf 
des verbotenen Gebietes sein. Es ist aber sehr ~ ~0: " 

eine Eigenwertverteilung der beiden Energie- _ ~ _ ~_-; 
bander nach Abb. 20b annehmen und die zu- ~""l ";:l besefzf 
gehorige Auswahlregel beachten. In diesem 
Fall wird 

h'Pg=L1B+Bl' 
E, 

wo Bl die Breite von Band 1 ist, das im all- 0: 

gemeinen schmaler als bei Metallen sein diirfte. Abb. 49. Zum Term­
schema von Verunreini-

Die Auswahlregel kann durch Storungen im gungshalbleitern. 

Gitterbau und durch die Temperaturbewegung 
der Atome durchbrochen werden. Dann setzt der innere Photo­
effekt nicht plotzlich bei der Frequenz 'Pg ein, sondern schon bei 

'P = L1h,B und steigt dann langsam an. Wegen dieses langsamen 

Anstiegs dUrfte es sehr schwierig sein, den Wert von 'P genau zu 
bestimmen. 

Bei den Verunreinigungshalbleitern wird im allgemeinen L1 B' 
(aus der Leitfahigkeit gemessen) von h 'Pg verschieden sein, selbst 
wenn man auf spezielle Annahmen uber das Eigenwertspektrum 
verzichtet. Das riihrt zum Teil daher, daB die Fremdatome mehrere 
Energieniveaus, die in das verbotene Gebiet des reinen Halbleiters 
fallen, haben konnen. Nehmen wir z. B. ein Termschema nach 
Abb.49, bei dem die Fremdatome als Elektronenquelle dienen. 
1.tber dem hochsten besetzten Niveau der Fremdatome moge im 
Abstand L1 Bl ein fur T = 0 leeres Niveau der Fremdatome liegen 
und im Abstand L1 B' > L1 Bl die untere Grenze des oberen Bandes 2. 
Ferner sei L1B=E2-E1 die Breite des verbotenen Gebietes beim 
reinen Halbleiter. Bei genugend tiefen Temperaturen liegt C 
immer in der Mitte zwischen dem hochsten besetzten und dem 
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(fiir T = 0) tiefsten unbesetzten Niveau. Nach § 18 ist die Zahl 
del' Leitfahigkeitselektronen 

E.-C 
- ----ycr 

nH,",-,e 
da ja nul' die Elektronen im oberen Band 2 zur Leitfahigkeit bei­
tragen. Aus del' Temperaturabhangigkeit del' Leitfahigkeit miBt 

b 

man also (vgl. Abb. 49) unter Annahme einer Formel (f "'"' e - k T 

b = E2 - C = LI B' _ Ll :1 . 
Aus dem lichtelektrischen Effekt erhalt man dagegen entweder 
LI B' odeI'Ll B, je nachdem, ob die Elektronen aus den Storniveaus 
odeI' aus dem unteren Band absorbiert werden. 

Wir sehen hieraus, daB es durchaus nicht moglich ist, allgemeine 
Beziehungen zwischen elektrischem und optischem Verhalten del' 
Halbleiter aufzustellen (etwa von del' Art LI B = h 'JIg), ohne das 
Termschema genau zu kennen. Dadurch wird ein "Oberblick libel' 
die Halbleiter bedeutend erschwert. Da das Termschema noch 
bei keinem Halbleiter eindeutig bekannt ist, miissen wir hier 
dal'auf vel'zichten, spezielle Beispiele zu geben. 

V. Die metallische Bindnng. 

§ 21. Einfiihrung. 

Die verschiedenen Bindungsarten. Man unterscheidet vier Arten 
von chemischer Bindung: 

1. Ionen- odeI' hetel'opolare Bindung. 
2. Atom- odeI' homoopolare Bindung. 
3. Bindung durch Polarisation (VAN DER WAALsche Bindung). 
4. M-etallische Bindung. 

Die Ionenbindung entsteht durch die elektrische Anziehung 
von Ionen verschiedener Ladung. Ein einfaches Beispiel ist der 
Steinsalzkristall NaCI, del' aus den positiven Na + -Ionen und den 
negativen Cl--Ionen besteht. Das charakteristische Beispiel fiir eine 
homoopolare Bindung ist das Wasserstoffmoleklil. Die beiden 
H-Atome des Molekiils verhalten sich vollstandig gleich, d. h. es 
tritt keine Ionenbildung auf. Die Anziehung ist durch die Aus­
tauschkrafte bedingt [25]. Diese stehen in engem Zusammenhang 
mit del' Spinkonfiguration del' Elektronen, durch welche die che­
mische Valenz bestimmt ist. Die dritte Bindungsart wird, wie 



Einfiihrung. 257 

schon der Name sagt, durch Polarisationskrafte hervorgerufen. 
Die meisten nichtmetallischen Fliissigkeiten und festen Korper, 
die nicht aus ronen, sondern aus neutralen Molekiilen aufgebaut 
sind, bilden Beispiele hierfiir (Molekiilgitter). Es gibt natiirlich 
keine scharfe Grenze zwischen den verschiedenen Bindungsarten. 
Meist spielt aber eine davon eine bevorzugte Rolle am Zustande­
kommen der betreffenden Bindung. 

Wir werden uns hier nur mit der metallischen Bindung naher 
befassen. Was sind die charakteristischen Eigenschaften der 
metallischen Bindung 1 Der 
wesentlichste Punkt ist hier 
die Tatsache, daB im typi­
schen Metallkristall jedes 
Atom gleichwertig ist. Die 
Bausteine eines Metall­
kristalls sind also die Me­
tallatome, diejenigen eines 
Nichtleiters (eines Elements, 
z. B. fester Wasserstoff) da­
gegen, mit wenigen Aus­
nahmen (z. B. Diamant) 

.:p/' 
I 

l:--W,----+--------I 
-l 

x--
Abb.50. Potentialverlauf eines "Atoms", des ein· 

fachen Metallmodells. Eigenfunktionen fiir 
verschiedene Werte von Xl (x~, x~/, x~"). 

Molekiile. Entsprechend bilden die Nichtleiter im gasformigen Zu­
stand Molekiile, wahrend es von den Metallen im allgemeinen nur 
sehr wenig stabile Molekiile gibt 1. Wir werden hiernach vermuten, 
daB ein Element M immer dann ein Metall bildet, wenn seine 
Fahigkeit Molekiile (M2 ) zu bilden, sehr klein ist. Das ist allerdings, 
wie wir sehen werden, nicht ausreichend, denn sonst miiBten ja 
die Edelgase Metalle sein. Wir werden finden, daB die Zahl der 
Elektronen in der auBeren Schale klein sein muB, damit das 
betreffende Atom ein Metall bildet. 

Einfaches Modell. Wir wollen zunachst ein ganz einfaches 
lineares Modell betrachten, um das Wesen der metallischen Bindung 
klarzumachen. Das Metallatom solI dargestellt sein durch eine 
rechteckige Potentialmulde, von der Tiefe Vo und der Lange 21, 
in der sich ein Elektron bewegt (vgl. Abb.50). Auf dieses Atom­
modell wenden wir unsere Naherung §4 0 an. Unser Metall besteht 
aus einer linearen Kette von Atomen. Nach dem Vorgang von 
§ 4 0 umgeben wirjedes Atom mit einer Zelle, auf deren Oberflache 

1 Z. B. ist die Dissoziationsenergie des Wasserstoffmolekiils 4,7 e-Volt, 
diejenige der Alkalimetallmolekiile kleiner als Ie-Volt. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 17 



258 Die memllische Bindung. 

die Ableitung der tiefsten Eigenfunktion, f = 0, verschwinden mu.ll, 

(0'11) -0 f=O, (1) or r=r1 - , 

damit die Eigenfunktionen die richtige Symmetrie haben 1. In 
unserem Fall heiBt das, dall (1) fiir x = ± Xl erfiillt sein mull 
(Koordinate X nach Abb. 50, 2 Xl = Abstand zweier "Atome"). 
Unsere Aufgabe ist die Berechnung der Energie einer Zelle als 
Funktion von Xt. 

Die Eigenfunktionen miissen aus Symmetriegriinden entweder 
gerade oder ungerade Funktionen von X sein. Wir wahlen fiir 
unser Modell eine gerade Funktion. Wir haben also die SCRRO­
DINGER-Gleichung 

hI dltp 
2m dxB +(E-V)"P=O, 

V=O fUr Ixl>l, 
V=-Vofiir Ixl<l 

zu losen, mit der Randbedingung 

dtp 0 fUr· ""(IX = X= Xl· 

(2) 

(3) 

Da die Funktion gerade sein solI, brauchen wir nur positive X zu 
betrachten, da ja 

"P (x) = "P (- x) 
sein solI. Aus Stetigkeitsgriinden mull dann 

dtp 0 f·· 0 ""(IX = ur x. = (380) 

sein. Die Losungen von (2), die dieser Bedingung geniigen, lauten, 
fUr Energien E<O (gebundene Elektronen!) 

"P = acoskx fiir x< l} (4) 
"P = bl e- cxz+ ba eCXZ fiir x> l 

a, b1, b2 sind Konstante. Durch Einsetzen in (2) ergibt sich fiir 
k und (X 

hI 
2m kB-Vo=E, 

Mit der Abkiirzung 

wird ·also 

hi _q2_V. 
2m - 0' 

q2>k2 wegen E<O 

1 Dies gilt nur fUr geme. Funktionen. 

(5) 

(580) 
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Die Randbedingung (3a) ist durch unsere Wahl von 1p schon erfiillt. 
Zur Bestimmung der Verhii.ltnisse der Konstanten a, bl , b2, haben 
wir noch 3 homogene Bedingungen zur Verfiigung. Erstens miissen 

1p und :~ in x = 1 stetig sein, was 2 Bedingungen 

acoskl= ble-IXI+b2elXl} 

-aksin kl = -(X (bl e- IXI _ b2eIXl) 
(6) 

ergibt. Ais dritte Bedingung kommt noch (3) hinzu. Aus (6) 
finden wir zunachst durch Di- tgKl 
vision der zweiten durch die E!L 

K 
erste Gleichung 

b -IXI b IXI 
t k 1 = ~ 1 e - 2 e . (6a) 
g k b e-IXI+b eIXI 

1 2 

Das ist eine Bedingung fiir k, 
welche uns die Eigenwerte 
liefert. Wir eliminieren bl und 
b2 mit Hilfe von (3). Durch 
Einsetzen von (4) in (3) wird if KZ 

bl e- a x, = b2 eax, fiir Xl> 1. (7) 

Den Fall Xl < 1 diskutieren wir 
weiter unten. Einsetzen von (7) 
in (6) ergibt 

Abb. 51. Bestimmung des Eigenwertes. tg kl 
und 0 q/k als Funktion von k I. Von den drei 
Kurven fiir c q/k bezieht sich -- auf den 
Fall x, = co (c = 1), - - - - auf den unteren 
Rand (0 < 1), - - - auf den oberen Rand 

des Bandes (0 > 1). 

(8) 

als Bedingung zur Bestimmung von k als Funktion von Xl. Wir 
wollen noch annehmen, daB k2 «( q2 ist, so daB nach (5a) (X""" q ist. 
Wir beginnen die Diskussion von (8) mit dem Wert Xl = CO, 

d. h. mit dem freien Atom. Hierfiir wird (mit « = q) 

tgkl=!. (8a) 

Die Losungen dieser Gleichung finden wir graphisch mit Hilfe 

von Abb. 51. Dort sind tg k 1 und k als Funktion von k 1 auf­

getragen. Die Schnittpunkte ergeben die zulassigen k-Werte. 
Wir wahlen fiir unser Modell den zweiten Schnittpunkt I, der 

1 AIle anderen Eigenwerte verhalten sich ahnlich wie dieser, mit Aus­
nahme des tiefsten Eigenwertes. Wir interessieren uns aber immer nur fiir 
den zweiten Eigenwert. 

17* 
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nach Abb.51 zwischen k I = n und k 1= 32n; liegt. Sein Wert 

sei k2• 

Wir lassen jetzt Xl' von Unendlich kommend, allmahlich ab­
nehmen. Dann wird die rechte Seite in (8a) nach (8) mit einem 
Faktor, der kleiner als Eins ist, multipliziert, denn es ist ja 

ea.(21,-I) -e- a.(21,-/) 

I) I) < 1 xI>l. ea.(21,- +e-a.(21,- , 

In Abb.51 ist jetzt Z fur ein bestimmtes ~ < 00 durch eine 

Kurve G· Z, G < 1 zu ersetzen, wodurch k zu kleineren Werten 

riickt. Wird schlieBlich ~ = I, so wird der Faktor G = 0, d. h. es ist 
tgk~=tgkl=O, xl=l 

oder 
kl=nn, n=O,l,2, .. 

FUr unseren speziellen Eigenwert wird 

kl=n<k2l, ~=l. 

rst Xl nicht exakt gleich I, aber nur sehr wenig groBer, so findet 
man durch Entwicklung aus (8) 

q2 l 
kl=n+-(xl-l), xl>l, (xI-l)q<l. (9) 

n; 

Wird schlieBlich ~ < I, so liefert die Bedingung (3) mit (4) an 
Stelle von (7) einfach 

d.h. 
k~ = nn, 

in unserem speziellen Fall 
k Xl = n. (9a) 

Mit Hille von (5a) konnen wir jetzt die Energie berechnen. 
Sie ist (vgl. Abb. 52) fiir Xl = 00 

~ 3n 
E= 2m (~-t), x1 = 00, T>k2l>n, (lO) 

fallt dann mit abnehmendem Xl' bis sie in der Nahe von Xl = I in 
den Ausdruck 

E = ~ (nB + 2 2 Xl -l _ 2) 
2m 12 q l q, (lOa) 

ubergeht. Fiir Xl = I hat E ein Minimum 

Eo = 2h~ (;: - q2), Xl = I, 
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und fiir. Xl < l steigt die Energie wieder I : 

E = 2h~ (:; - q2), Xl <l. (lOb) 

Die Energie des tiefsten Zustandes unseres Energiebandes wird 
also mit abnehmendem Xl zunachst kleiner als beim freien Atom, 
erreicht bei Xl = l ein Minimum und steigt dann wieder an. Urn 
das Zustandekommen des Minimums zu verstehen, spalten wir 
die Gesamtenergie in kinetische und potentielle Energie auf. Solange 

~>l ist, setzt sich die kinetische Energie ('" - J 1jJ* ~2;) aus 

einem positiven Term im Innern der f 
Potentialmulde und einem negativen 
Term, der von den Teilen der Wellen­
funktion fiir I xl > l herriihrt, zu­
sammen (vgl. Abb. 50). Der positive 
Term uberwiegt natiirlich immer den 
negativen. Bei abnehmendem Xl wird 
die Wellenlange zunachst langsam 
groBer, der Beitrag des "inneren" 
Terms zur kinetischen Energie also 
kleiner. Gleichzeitig wird aber auch 

Abb. 52. Energie der beiden BAnder 
des Bandes als Funktion von :Il,. 

der absolute Betrag des "auBeren" Terms kleiner, denn :2:z 
nahert sich fur I X I > l bei abnehmendem Xl rascher dem Werte N uTI. 
Die kinetische Energie wird als Differenz zweier gleichzeitig ab­
nehmender Terme also nur unbedeutend verandert. Hingegen 
wird die potentielle Energie erniedrigt, weil die Wahrscheinlichkeit, 
daB sich das Elektron in dem Gebiet mit negativem Potential 
(I X 1< l) aufhaIt, mit abnehmendem Xl wachst. Die Gesamtenergie 
fallt daher mit abnehmendem ~, solange Xl> list. rst hingegen 
~ < l, so ist das Elektron standig in dem Gebiet mit negativem 
Potential und daher bleibt jetzt die potentielle Energie konstant. 
Dagegen wachst die kinetische Energie und daher auch die Ge­
samtenergie sehr rasch mit abnehmendem Xl' weil die Wellen­
lange proportional zu Xl abnimmt. 

Wir haben bisher nur die tiefste Eigenfunktion (f=O)unseres 
Energiebandes, in das ein Zustand des isolierten Atoms aufspal­
tet, betrachtet. Urn alle Zustande zu erhalten, haben wir die 

1 Fiir Xl = l hat E eine Unstetigkeit (Abb. 52), die durch die Unstetig­
keit des Potentialverlaufs an dieser Stelle bedingt ist. 
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Bedingung (8) durch eine allgemeinere zu ersetzen (vgl. § 4 C), 
die aussagt, daB sich jede Eigenfunktion wie 

eikxu 

verhalten muB, wo u eine periodische Funktion mit der Periode 
2 Xl ist. Wir wollen hier aber nur die obere Grenze des Energie­
bandes berechnen, bei der nach § 40 die Randbedingung 

1jJ = 0 fiir X = Xl (ll) 
zu erfiillen ist. Das fiihrt anstatt zu (7) nach (4) zu 

bl e- ot x, = - b2 eot x,, xl > I , 
und daher wird (8) jetzt ersetzt durch 

0( eot (x, - I) + e- ot (x, -I) 
tg k I = - ----c---,,---'------,---

k eot(x,-l)_/l-ot(x,-l) 

Fiir Xl = ex> ergibt das natiirlich den gleichen Wert k2 fiir k wie 
mit (8). Fiir abnehmendes Xl wachst aber jetzt die rechte Seite und 
damit nach Abb. 51 auch k. Fiir Xl = I wird 

tgkl=ex>, xl=l, 
d.h. 

kl= (n+ ;)n, 
oder fiir unseren speziellen Eigenwert 

3n 
kl=T>k21, xI=l. 

FUr xl>l, aber (xI-l)q<::l, erhalt man ahnlich wie oben (9) 
3n 

kXl=T' xl>l, (xI-l)q<::l. (12) 

Fiir Xl < I lautet (ll) nach (4) 

coskxl=O, xl<l 
d.h. 

oder fUr unseren Fall 
kXl=(n+ ~)n, 

3n 
kXl=T' (12a) 

Die Energie, die wir wieder aus Gl. (5a) entnehmen, hat fiir 
Xl = ex> den gleichen Wert (10) wie fiir den unteren Rand des 
Bandes. Fiir abnehmendes Xl wachst aber jetzt die Energie dauernd, 
und zwar sowohl fiir Xl < I als a uch fUr Xl > I [und q (Xl-I) <:: I] , 
wie 

E = _~(~~~ _ q2) 
2m 4 xi (13) 

da (12) mit (12a) identisch ist. 
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Die Differenz der Energien des oberen und unteren Randes 
liefert die Breite B des Energiebandes als Funktion von Xl' Mit 
(lOa), (lOb) und (13) wird sie 

B '" 2h~ [: :; - 2 (Xli-I) (if + ~:) + ... ], Xl> 1, (xl-l)<,l 

h2 '5:n2 

B=--- xl<l. 
2m 4 xi' 

1m FaIle Xl < 1 sind die Eigenfunktionen und Eigenwerte natiir. 
lich genau wie bei freien Elektronen, die sich in einer Potential­
mulde von der Tiefe Vo und der Lange des Metalls bewegen, 
denn die Potentialmulden der einzelnen "Atome" schlieBen sich 
in diesem Fall aneinander an, ohne daB dazwischen ein Anstieg 
des Potentials erfolgt. Fur Xl < 1 ist daher die Breite des Bandes 

genau wie im Grenzfall freier Elektronen ( '" :i) , fur Xl> 1 wird 

das Band aber wegen des Terms mit (xl-I) langsam schmaler als 
fur freie Elektronen. 

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Gesamtenergie. Jede 
der Zellen (von der Lange 2 Xl) enthalt bei einem einwertigen Metall 
im Mittel genau ein Elektron, ist also elektrisch neutral. Infolge. 
dessen liefert die Wechselwirkung der einzelnen Zellen keinen 
Beitrag zur Energie. Die Gesamtenergie entsteht dann einfach 
durch Summierung der Eigenenergien der einzelnen Elektronen. 
Infolge des PAULI.Prinzips sitzen die Elektronen nicht alle im 
tiefsten Zustand Eo des Bandes, sondern besetzen entsprechend 
der FERMI. Verteilung auch die hoheren Zustande. Die Energie 
irgendeines Zustandes En kann immer in der Form 

En = Eo + (En-Eo) 

geschrieben werden, wobei also Eo die Energie des tiefsten Zu· 
standes des Bandes, En - Eo den Abstand vom tiefsten Zustand 

bedeutet. Die mittlere Energie U pro Elektron (= ~. Gesamt-

energie) hat daher die Form 

U=Eo+F. 

F nennen wir FERMI-Energie. Sie ist die Energie, welche die Elek­
tronen besitzen, weil sie infolge der FERMI-Verteilung nic,h.t aIle im 
tiefsten Zustande sind. Sie hat natiirlich immer die GroBenordnung 
der Breite des Bandes, da dieses nach § 3 immer zur Halfte besetzt 
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ist, falls jedes Atom ein Valenzelektron hat. Eo hat bei 1 ein Mini­

mum, F steigt dagegen dauernd ",4 [vgl. § 5, (16)]. U wird daher 
Xl 

bei xI-Werten, die etwas groBer als 1 sind, ein Minimum besitzen. 
Die Koordinate dieses Minimums bestimmt den Gitterabstand, 
seine Tiefe die Sublimationswarme und seine Kriimmung die 
Kompressibilitat des Metalls. 

Die quantitative Berechnung der mittleren Energie werden wir 
in § 23 ganz analog ,zu den hier entwickelten Ideen durchfiihren. 
Wir sehen, daB von einer GroBe, die der chemischen Valenz ent­
spricht, bei metallischer Bindung nicht die Rede ist. Trotzdem 
ist aber die Zahl der "auBeren" Elektronen, d. h. der Elektronen 
in der auBersten, nicht abgeschlossenen Schale von Bedeutung. 
Dadurch, daB das Volumen, das einem Elektron im Mittel zur Ver­
fiigung steht, mit abnehmendem rl kleiner wird, wachst natiirlich 
die Wechselwirkung der Elektronen einer Zelle untereinander. 
Hierdurch kommt ein weiterer Term zur Gesamtenergie, der niit 
abnehmendem r l wachst. Solange r l groBer als der Radius der 
nachsten inneren Schale ist, wird dieser Term hauptsachlich durch 
die Weehselwirkung der auBeren Elektronen bedingt.Er ist dann 
um so groBer, je groBer die Zahl dieser Elektronen ist und wird 
So bewirken, daB bei geniigend vielen AuBenelektronen iibethaupt 
kein oder nur ein sehr £laches Energieminimum zustande kommt. 

Gitterahstand, Sublimationswarme, Kompressibilitat. 1m Drei­
dimensionalen sei rl der Radius einer Kugel, deren Volumen gleich 
dem Atomvolumen ist. 1m Gleiehgewichtszustand sei r l = (! und 
es wird 

4 1J 3 1 Atomgewieht 
T(! =-;-= Diehte 

1 
(14) 6,06.1083 • 

n = Zahl der Atome pro em3• 

Aus r l laBt sich der Gitterabstand rein geometrisch aus der 
jeweiligen Kristallstruktur berechnen. 

,Das Ergebnis unserer Energieberechnung ist immer die mittlere 
Energie U als Funktion von rl' Am absoluten Nullpunkt hat r l 

denjenigen Wert (b fiir welchen die Energie ein Minimum hat, 
der sich also aus 

(15) 

bestimmt. 
Die Sublimationswarme S ist die Differenz zwischen der Energie 

eines isolierten Atoms und eines Atoms im Metall. Fiir T = 0 ist 
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also 
s = U (00) - U (e) = - J -U (e) = I U (e) [- J, (16) 

wobei J die Ionisierungsenergie der auBeren Elektronen ist. 
Die Kompressibilitat " ist im wesentlichen durch die zweite 

Ableitung von U bestimmt. "ist definiert durch 
1 A v 

" = Vo A p , 

wo Vo das Volumen des MetaIls ist, Lf v seine Abnahme bei einer 
Erhohung des auBeren Druckes um Lf p. Die hiermit verkniipfte 
Energieanderung pro Atomvolumen (vo) ist 

Llv Llv 

1 J 1 J (LlV)2 LfU=- Lfpdv=-2- Lfvdv=-22 . 
Vo vo" vo" 

(17) 
o 0 

Andererseits konnen wir U (r1) in der Umgebung der Gleichgewichts­
lage nach Lfr=e-r1 entwickeln und erhalten wegen (15) 

(02 U) (Ar)2 
U = U(e) + or~ e-2- + ... 

Die Energieanderung ist daher mit (14) 

Lf U = (02 U) 1.1 r)2 __ 3_ ( 02 U) (A r)2 (17 a) 
or; e 2 - 4 n (,13 or; e 2 . 

Nach (14) ist 

also 

_ 4n 3 
VO-Te, 

Lf v = 4:7t!.J2Lf r. 

(17b) 

Durch Vergleich von (17) und (17a) folgt dann 
1 1 (02U) ,,= 12 n (,I or; e' (18) 

Wir konnen somit aus dem Verlauf der Energiekurve U(r1) 

aIle uns interessierenden GroBen entnehmen. Zu beachten ist 
aber, daB sie sich aIle auf den absoluten NuIlpunkt beziehen. 

Austrittsarbeit. Die Austrittsarbeit wist die kleinste Energie, 
die ein Elektron aufnehmen muB, damit es das MetaIl verlassen 
kann. Sie entspricht also der Ionisierungsenergie. Man konnte 
zunachst versucht sein -w gleich der Energie des hochsten besetzten 
Elektronenzustandes zu setzen. Das ware aber nur dann richtig, 
wenn sich die Wechselwirkungsenergie der Elektronen nicht andern 
wiirde, wenn man ihre Anzahl vermindert, ohne die Zahl der Ionen 
zu andern. Bei unserer obigen Berechnung der Gesamtenergie 
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nahmenwir an, daB die Wechselwirkungsenergie der Elektronen 
durch diejenige der lonen gerade kompensiert wird, da wir ja 
jede Zelle als elektrisch neutral vorausgesetzt haben. Das ist 
nicht mehr moglich, wenn (bei einweryigen Metallen) die Zahl 
der Elektronen verschieden von der Zahl der lonen ist. Wir haben 
also die Gesamtenergie W als Funktion der Zahl der lonen Ni 
und der Elektronen Ne zu berechnen: 

W (Ne, Ni) = Ne· U (]fe, Ni). (19) 
U ist wie oben die mittlere Energie pro Elektron. Die Austritt­
arbeit wird dann die Anderung der Energie des Metalls, wenn die 
Zahl der Elektronen um Eins abnimmt, d. h. 

oW W= W(Ne- 1,Ni)- W (]fe, Ni)= - oNe. (20) 

§ 22. Das Metallmodell der freien Elektronen. 

Ehe wir mit einer exakten Berechnung der Elektronenenergie 
beginnen, wollen wir die metallische Bindung vom Standpunkt 
der freien Elektronen behandeln. Wir haben schon in § 4C gezeigt, 
daB die Valenzelektronen sich in guter Naherung wie freie Elek­
tronen verhalten, die sich in einem konstanten Potential Eo be­
wegen, wobei Eo die Energie des unteren Randes des Energie­
bandes ist. Unsere exakte Behandlung in § 23 wird daher im 
wesentlichen eine Berechnung von Eo sein. Hier stellen wir uns 
auf den Standpunkt, daB Eo gegeben ist. Die Elektronen verhalten 
sich dann, wie wir in § 5, S. 68 berechnet haben. Ihre FERMI­

Energie Fist identisch mit ihrer kinetischen Energie, d. h. nach 
§ 5, (16) ist pro Elektron 

3 h2 3 
F = 5 2 m (3 n 2 n)2/3 = 5 C . (1) 

1m iibrigen werden wir die Elektronen wie klassische Elektronen 
behandeln. 

Sublimationswarme [37]. Ein wesentliches Hilfsmittel zur Be­
rechnung der Gesamtenergie ist der CLAuSIUssche Virialsatz, der 
besagt, daB im Gleichgewicht die negative kinetische Energie der 
Elektronen gleich der Gesamtenergie ist. Auf ein Elektron bezogen 
lautet er 

U =-Ek1n , (2) 
wo U die mittlere Energie, Ekin die mittlere kinetische Energie ist. 
Wir beweisen den Virialsatz fiir klassische Elektronen im Anhang 5. 
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Die Verteilungsfunktion der Elektronen spielt dabei keine Rolle, 
so daB der Virialsatz auch im Fall der FERMI-Statistik gultig 
ist. Aus (2) folgtnaturlich, daB die Erniedrigung der. Gesamt­
energie, -LJ U, gleich der ErhOhung der kinetischen Energie ist, 
wenn wir von freien Atomen zu Atomen im Metall ubergehen. 
Diese Erhohung der kinetischen Energie ist im wesentlichen 
identisch mit der FERMI-Energie. Nach (2) ist dann 

LJU=-F. 
-LJ U ist nach § 21, (16) die Sublimationswarme S. Mit (1) ist 
also 

3 h2 3 
S=F=[; 2m (3n2n)2/3=[;C. (3) 

Dieses Gesetz wird, wie Tabelle 19 zeigt, fiir die einwertigen 
Metalle, fur welche die Voraussetzung freier Elektronen am ehesten 
zutrifft, recht gut erfullt. (S ist in K-Cal pro g-Atom angegeben.) 

Metall 

Scxp .• 

Stheor. • 

Li 

46 
66 

Na 

30 
44 

Tabelle 19. 

Au 

83 
73 

Bei den meisten Metallen ist der theoretische Wert zu groB, was 
darauf hinweist, daB die FERMI-Energie kleiner ist als in (1). 
Dieses Verhalten ist zu erwarten und bedeutet, daB die schein­
bare Masse der Elektronen groBer als die wirkliche ist. 

A ustrittsarbeit [153, 182]. Die Austrittsarbeit laBt sich auf 
ganz ahnliche Weise wie die Sublimationswarme berechnen. Die 
Gesamtenergie W des Metalls ist nach dem Virialsatz, da unter 
der Annahme freier Elektronen die FERMI-Energie gleich der 
kinetischen Energie ist [vgl. (1)] 

3 h2 3 
W=-NF = -[; 2m (3n2n)2/SN=[;C N, 

wobei N die gesamte Elektronenzahl ist (= nR). Nach § 21, (20) 
wird also die Austrittsarbeit 

oW 5 3 h2 

W=- oN =3· [; 2m (3n2n)2/3=C. (4) 

Tabelle 20 zeigt fur die einwertigen Metalle den Vergleich mit den 
Experimenten (w in e-Volt). 
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Auch hier bewahrt sich also das Modell freier Elektronen in 
den Grenzen, die wir erwarten diirfen. Beide Tabellen (19 und 20) 
zeigen, daB unsere FEmn-Energie besonders fiir Cu, Ag und Au 
und fiir die leichten Alkalimetalle Li und Na zu groB ist. Dieser 
Fehler wird teilweise kompensiert, wenn wir w aus der Sublima­
tionswarme berechnen. Aus (3) und (4) folgt ja 

5 
W=T S , ~ 

Diese Formel tragt der Moglichkeit einer scheinbaren Masse m* 
der Elektronen (§ 4), die von der wirklichenverschieden ist, Rech­
nung, weil die Elektronenmasse ja eliminiert ist. 1m iibrigen beruht 
sie aber auf den gleichen Voraussetzungen wie (3) und (4). Aus 
Tabelle 20 istzu sehen, daB (5) recht gut bestatigt wird. 

Tabelle 20. 

Metall Li Na K I Rb I Os I Ou I Ag I Au 

Wexp .• 2,9 2,5 2,2 2,1 1,9 4,4 4,7 4,9 
(4) 4,7 3,2 2,0 1,8 1,5 6,8 5,3 5,3 

Wtheor. (5) 3,3 2,2 1,9 1,8 1,7 5,5 4,7 6,0 

Kompre8sibilitat " [184]. Zur Berechnung der Kompressibilitat 
diirfen wir den Virialsatz nicht in der oben (2) angegebenen Form 
beniitzen, denn diese bezieht sich auf den Fall, daB der auBere 
Druck verschwindet. Um" zu berechnen, miiBten wir auch die 
potentielle Energie als Funktion von r1 kennen. Wir wollen die 
Annahme machen, daB die potentielle Energie keinen wesentlichen 
Beitrag zur Kompressibilitat liefert. Nach § 21, (18) wird dann, 
da F der von r1 abhangige Teil der kinetischen Energie ist, 

1 1 (aBF) 
-; = 12ne arf e' 

Fist durch (I) gegeben. Unter Beachtung, daB [vgl. § 21, (I7b)] 
1 3 

n=- =--
Vo 4 nes 

ist, erhalten wir 
. 28 2m 5 (6) ,,=,'h2l?' 

Auch dieses Gesetz wird fiir die Alkalimetalle verhaltnismaBig 
gut erfiillt, wahrend Cu, Ag und Au sehr betrachtliche Abwei­
chungen aufweisen. 
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Ta belle 21. Nach [184]. 

Metall Li I Na K I Rb Os I Ou I Ag Au 

"thear. 

"exp. 
0,9 

I 
1,6 1,9 

I 
1,4 1,6 

I 
3,7 

I 
7,0 8,2 

Tabelle 21 zeigt das Verhaltnis der berechneten zur beobachteten 
Kompressibilitat. Die Reduktion der letzteren auf den absoluten 
Nullpunkt der Temperatur ist etwas wi1lkurlich, weil fur die 
meisten Metalle nur wenige MeBpunkte vorliegen. Fur Rb, Cs und 
Au konnte sie gar nicht durchgefiihrt werden. Fiir diese Metalle 
bezieht sich "exp. auf Zimmertemperatur. Die GroBe der Tempera­
tur-Korrektur bei den anderen Metallen betragt bis zu 25%. 

Gitterabstand. Zur Berechnung des Gitterabstandes ist natur­
lich eine genaue Kenntnis der potentiellen Energie notig. Wir 
konnen diese hier nicht wie bei der Berechnung der Kompressi­
bilitat vernachlassigen, denn sonst bekommen wir uberhaupt kein 
Energieminimum. Wir werden, um die GroBenordnung des Gitter­
abstandes zu bestimmen, annehmen, daB die Ladung des Metallions 
im Atomkern vereinigt ist, wahrend die Ladung der Elektronen, 
entsprechend unserer V orstellung freier Elektronen, gleichmaBig 
verteilt ist. Nach den in § 21 auseinandergesetzten Ideen mussen 
wir also die potentielle Energie einer Kugel yom Radius r1 be­
rechnen, in deren Mittelpunkt die Ladung + I e I sitzt (Ion), wahrend 
die Ladung -I e I (Elektron) gleichmaBig verteilt ist. Die Dichte 
der negativen Ladung ist 

31 e l 
(! = - 4:n;rZ 

und die potentielle Energie daher 1 

~ ~ 

E = lelf~dT = -~f 4:n;r2 dr 3 e2 

o r 4:n;rf r -2rl ·• 

o 0 

Damit wird die Gesamtenergie [vgl. (1) mit n = 4! rf ] 
U=E +F=_~~+~(~)2/3~. 

o 2 rl 10 m 4 r~ 

Das Minimum der Energie, welches den Gleichgewichtsradius 
bestimmt [§ 21, (15)] berechnet sich aus 

o-(~) _~~_2~(~)2/3 
- orl , e - 2 Ii 10 m e3 4 . (7) 

1 Die Wechselwirkung der konstanten negativen Ladung mit sich 
selbst darf natiirlich nicht mitgerechnet werden. 
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Aus dieser Gleichung foIgt so£ort wieder der Virialsatz, denn sie 
lautet ja: 

0= -lJJO-2F= - U -F. 
Der Radius der Kugel ergibt sich aus (7) zu 

2 .(' '9 n )2/3 h2 
e = 5 -4 mel -0,8A, 

wahrend die beobachteten Werte von e bei den Alkalimetallen 
zwischen 1,6 und 3 A liegen. Wir diirfen natiirlich aus unseren 
groben "Oberlegungen nicht mehr als die richtige GroBenordnung 
erwarten. Wir werden in § 23 zeigen, daB man die e-Werte durch 
einfache Rechnungen auf einige Prozent genau bestimmen kann. 

DEBYE-Temperatur. Nach §13, (8) ist die DEBYE-TemperaturB 
mit der raschesten Eigenschwingung des Kristalls, 'I'm' durch die 
Beziehung 

hvm=kB 
verkniipft. Zur Berechnung von 'I'm miissen wir nach § 13, (4) die 
Schallgeschwindigkeit bestimmen. 

Wir wollen uns die Berechnung von B vereinfachen, indem wir 
annehmen, daB die einzelnen Atome des Kristalls unabhangig 
voneinander schwingen. Das bedeutet, daB wir das ganze Schwin­
gungsspektrum des Kristalls durch eine einzige Frequenz "'0 er­
setzen. Zu ihrer Berechnung nehmen wir an, daB aIle Atome 
des Kristalls in ihren Gleichgewichtslagen sind mit Ausnahme 
eines einzigen, das um die Strecke a verschoben sei. Die potentielle 
Energie dieses Atoms ist groBer als in der Gleichgewichtslage. 
Die Energiedifferenz sei e. Wenn das fragliche Atom in seiner 
verschobenen Lage nicht festgehalten wird, fiihrt es Schwingungen 
um seine Ruhelage aus. 1st a geniigend klein, so sind die Schwin­
gungen harmonisch, d. h. der Abstand x des Atoms von seiner 
Ruhelage ist mit der Frequenz '1'0 durch die Beziehung 

x = asin2~vot 
verkniipft. 1mmer, wenn das Atom durch seine Ruhelage schwingt 
(x = 0), ist seine kinetische Energie 

M ( dx )2 _ M 4 2 2 2 
T <it t=o-T ~ ."oa. 

(M = Masse des Atoms.) 
FUr x = a ist diese kinetische Energie vollkommen in poten­

tielle Energie umgewandelt. Daher foIgt 

e- M 4n2.,,2a2 - 2 0 
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oder 
1 1/26 

'110= 2n V Ma2' (8) 

Um '110 mit '11m und e zu verkniipfen, fordern wir, daB unser 
Modell (mit einer einzigen Frequenz '110) bei hohen Temperaturen 
die gleiche spezifische Wiirme Cu liefert, wie bei Beriicksichtigung 
des ganzen Spektrums der Eigenschwingungen. Es liiBt sich zeigen, 
daB in diesem letzteren FaIle 

Cv = 3 n k ( 1- 2~ ( ~ ) 2 + : .. ) 
ist, wiihrend man im Fall einer einzigen Frequenz Va 

Cv = 3 n k (1- l~ (~ ~ ) 2 + ... ) 
erhiilt. Durch Vergleich folgt 

e = 1f20 hvo 
V 12 k ' 

oder unter Verwendung von (8) 
h 1 /'~2~O ~2-e 

e = k V 12 Ma2 ' 
(9) 

Zur Berechnung von e nehmen wir wie im vorigen Abschnitt 
an, daB die Ladung I e I des Metallions im Atomkern vereinigt ist. 
e ist dann die Energie, die notig ist,um die Ladung I e I in einer 
Kugel (Radius r1) mit der konstanten Ladungsdichte 

e=--~~ 
4:n:rr 

yom Mittelpunkt um die Strecke a zu verschieben. Aus den ein­
fachsten Gesetzen der klassischen Elektrostatik folgt 

Mit (9) wird also 

e2 a2 

e = 2rr . 

he, j---W­
e=T V 12Mrr' 

Es sei A das Atomgewicht, d die Dichte und L die LOSCHMIDT­
Zahl. Dann ist die Atommasse 

M_A 
-7: 

und das Atomvolumen 
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Daher erhalten wir schlieBlich fur die DEBYE-Temperatur 

1.\_ heL rP /2 ,/20.4n '""-'55.103 d1l2 0 b 
17 - k A V 12.3 = , A a s. 

Die nachfolgenden Zahlenwerte zeigen, daB diese Beziehung so 
gut erfullt ist, wie wir bei unserem einfachen Modell erwarten 
durfen 1. 

Li Na I K Rb Cs Cu Ag Au 

6J theor. 590 235 

I 
130 78 57 270 170 120 

expo 430 160 120 85 70 315 215 175 

Zusammenfassend zeigen die Ergebnisse dieses Paragraphen, 
daB das einfache "freie Elektronenmodell" fur die einwertigen 
Metalle zu recht befriedigenden Ergebnissen fiihrt. Fur mehr­
wertige Metalle erhalt man hingegen viel schlechtere Resultate, 
denn hier sind die Abweichungen vom Verhalten freier Elektronen 
betrachtlich. 

§ 23. Quantitatives [208 a]. 

Methode [154]. In den vorgehenden §§ 21 und 22 haben wir 
gesehen, daB die wichtigste Aufgabe bei der Berechnung der Gesamt­
energie die Bestimmung der Energie Eo des unteren Randes des 
Energiebandes ist. Dazu umgeben wir nach § 4 C jedes Atom 
mit einer Kugel vom Radius rv deren Volumen gleich dem Atom­
volumen ist. Die einzelnen Kugeln sind dann im Mittel elektrisch 
neutral, so daB das Potential, in dem sich das Elektron bewegt, 
durch das Potential des Ions der betreffenden Kugel gegeben ist, 
wahrend sich die Beitrage der anderen Ionen und Elektronen in 
dieser Naherung gerade kompensieren. Wir haben dann genau 
dieselbe SCHRODINGER-Gleichung zu li:isen wie beim freien Atom, 
Zum Unterschied gegen dieses muB die Randbedingung § 21, (1) 

(~) = 0 (1) 
dr T=T, 

erfiillt werden. Fur r1 -+ co erhalten wir naturlich die Eigenfunktion 
fUr das freie Atom. Wir beschranken uns auf 8-Terme, fUr die 

1 Bei Beriicksichtigung der Storung der gleichmil.Bigen Elektronen­
verteilung durch die Atomschwingung wird e und damit 6J erniedrigt [208 a]. 
Hierzu kommt bei Beriicksichtigung der IonenabstoBung noch ein weiterer 
Term, der 6J erhoht und insbesondere bei Cu, Ag und Au von Bedeutung 
ist [209]. 
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'1fJ kugelsymmetrisch ist. Die Energie des freien Atoms (rl = <X) 

sei E ( <X)}. Die Form der Eigenfunktion ist in Abb. 53 fiir einen 
3-B-Term gezeigt. Wir ersehen daraus, daB die Randbedingung (1) 
beim freien Atom nicht nur fiir rl = <X) , sondern noch fiir jeden 
Radius, an welchem '1fJ ein Maximum oder Minimum hat, erfiillt 
wird. Wit interessieren uns (auBer fiir r l = <X) nur fUr das Maxi­
mum mit dem groBten Radius 1. Lassen wir r1 nun, von Unendlich 
kommend, abnehmen, so nimmt auch EO(r1) ab, in der Art, wie 
es in § 21 fiir ein einfaches Modell gezeigt wurde. Gleichzeitig 
gibt es aber immer, wie bei r1 = <X) , einen zweiten Radius, der 
die Randbedingung (1) fiir Ji' . 

die gleiche Energie erfiillt. 't' it' f j ------.. -~-------------
Es liiBt sich zeigen, daB I ..... , I ","" 
dieser Radius mit abneh- " I l ;,/ """"',,_J_--" 
mender Energie wiichst (vgl. ol+-:./------....L..::::====~ 
Abb. 53). Bei einer bestimm- r 
ten Energie Eo (ro) werden 
die beiden Radien zusam­
menfallen. An dieser Stelle 
r1 = ro hat die Energie Eo als 
Funktion des Kugelradius 
r1 ihr Minimum. Gleichzeitig 

Abb.53. Eigenfunktion fiir verschiedene Werte 
des Radius'l (r~, r~/, r~" =ro' ";;"'). r/ und r~'" 
gehiiren zur gleichen Eigenfunktion. Die Unter­
schiede zwischen den Eigenfunktionen sind 

iibertrieben. 

muB hier auch, wie aus Abb. 53 zu sehen ist, die zweite Ableitung 
von '1fJ verschwinden: 

( d21J')' =0 (dEo(r1)) =0 
,dr2 r, =ro' dr1 "='0 • 

(2) 

Wir sehen, daB bei der Energie Eo (ru) die Eigenfunktion in der 
Niihe von r=ro durch die beiden Bedingungen (1) und (2) schon 
weitgehend festgelegt ist. Wir werden zur Berechnung von Eo (r1) 

von dem Energieminimum Eo(ro) ausgehen. Das Minimum der 
Gesamtenergie liegt nicht weit entfernt von r 0' so daB wir ein 
Storungsverfahren anwenden konnen. 

Eigenfunktion filr Eo(ro). Die Bedingungen (1) und (2) liefern 
uns sofort einen Zusammenhang zwischen ro und E (ru). Die 
SCHRODINGER-Gleichung lautet ja, wenn wir den LAPLAcEschen 
LI-Operator in Polarkoordinaten schreiben und beachten, daB '1fJ 

kugelsymmetrisch ist: 
h2 (d21J' 2 d IJ' ) ( ) 2m dr2 + rdr + Eo (ro) - V(r) '1fJ = O. (3) 

---c-:::---:--
1 Die inneren Maxima und Minima haben keine Bedeutung, weil die 

Wellenfunktion dann nicht die notige Anzahl von Knoten hat. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 18 
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Diese Gleichung muB fur aIle Werle von r, insbesondere also auch 
fUr r=ro, erfiillt sein. Bier verschwinden nach (I) und (2) die 
heiden ersten Ableitungen von "P, so daB aus (3) soforl 

Eo (ro) = V (ro) 
folgt. ro ist fUr die Alkali- und ErdalkalimetalIe immer groBer als 
der Ionenradius, so daB fUr die Alkalimetalle hier 

e2 

V(r) =-r' r>ri (4) 

ist (r, = Ionenradius). Auf Cu, Ag, Au und die zweiwerligen 
Metalle kommen wir weiter unten zu sprechen. Somit ist also 

e2 
Eo (ro) ='--, (5) 

ro 
d. h. die Bestimmung von Eo (ro) reduziert sich auf eine Berechnung 
des fur jedes Atom charakteristischen Radius ro. 

Zur weiteren Durchfiihrung der Rechnungen vereinfachen wir 
zunachst die SCHRODINGER-Gleichung, indem wir vom O-G-S­
System zu einem, den atomaren Prozessen mehr angepaBten MaB­
system ubergehen. Wir wahlen als Langeneinheit den BOHRschen 
Radius 

h2 
a = --2 = O,528A, me (6) 

als Energieeinheit die Ionisierungsenergie des Wasserstoffatoms 
(I Rydberg) 

e2 
R = 2 = 13,53e-Volt. a , (7) 

Dann lautet (3) mit (4) 

d2 tp 2 d tp ( 2 ) 
drl +-;dr+ Eo (r1) +-; "P=O, (8) 

FUr r = ro wird dies mit (5), falls "Po die zu Eo (ro) gehOrige Eigen­
funktion ist, 

dBtpo + ~ dtpo + (~_~) _ 0 r >r,. (8a) 
drS r dr r ro "Po - , • 

In der Nahe von ro ist "Po wegen der beiden Bedingungen (I) und (2) 
angenahert konstant. Wir setzen daher 

"Po = 1 + rp, rp< I, rp (ro) = 0 (8b) 
und erhalten durch Einsetzen in (8a) 

dIp 2 dp 2 2 
, drl + -; err = To - -; , 

wobei wir GruBen, die klein von zweiter Ordnung sind [ ( ~ - ~) rp] 
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vernachlassigt haben. Diese Gleichung laBt sich leicht exakt 
losen. Nach einfacher Rechnung ergibt sich unter Beachtung von 
(I), (2) und (8b) 

_ I + (r -ro)3 
"Po - 3rr' o 

(9) 

abgesehen von einem Normierungsfaktor. 
Die NaherungslOsung (9) ist solange eine gute Approximation, 

solange I "Po - II « I ist (und auBerdem natiirlich r> ri ). Diese 
Bedingung ist fUr alle Werte von r, fiir die wir "P brauchen werden, 
immer sehr gut erfiillt. 1m ganzen Gebiet, in dem die Naherung (9) 
giiltig ist 1, wird "Po also angenahert konstant. 

Berechnung von Eo (r1 ). Die Tatsache, daB "Po beinahe konstant 
ist, ermoglicht es uns, auf einfache Weise den Verlauf der Energie 
Eo (r1 ) in dem Gebiet zu berechnen, in dem (9) giiltig ist. Wir 
setzen die Eigenfunktion in der Form 

"P (r) = "Po (r) t (r) 
und die Energie in der Form 

Eo (r1) = Eo (ro) + e (r1) 

(10) 

(II) 

an. Einsetzen von (10) und (II) in die SCHRODINGER-Gleichung (8) 
liefert uns dann unter Beachtung von (8a) 

~-+ (~+ ~ dtpo)!!L + e (r ) t = O. (12) dr2 r tpo dr dr 1 

Da "Po in dem ganzen Gebiet, das uns interessiert, beinahe konstant 
ist, wird d tp __ °.....,0 

dr = . 

Beachten wir dies, so laBt sich (12) exakt lOsen 2: 

t (r) = sin IX r 
IXr 

mit 
(1.2 = s. 

Daher ist nach (10) und (9) 

= (I + (r-ro)3) sinlXr . 
"P 3rro IXr 

1st auBerdem noch 
(1.2 r2 = e r2 < I , 

(13) 

1 Das ist meist fast die ganze Kugel, z. B. bei der Eigenfuuktion fUr Na 
(Abb. 10, S.53) etwa90% des Volumens der Kugel. 

2 Eigentlich miiBten wir eine Linearkombination der beiden Partikular­
losungen nehmen. Es litBt sich aber zeigen, daB der Koeffizient der zweiten 
verschwinden muB. 

18* 
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so liiBt sich der Sinus entwickein und (13) wird bei Vernachlassigung 
von GroBen, die klein von zweiter Ordnung sind, 

1 + (r-ro)3 r2 
1p= 3 8-6 . 

rro 
Durch Einsetzen dieses Wertes von 1p in Bedingung (1) erhalten 
wir 

d.h. 

8 (r1) = (r1 :- ro)2 (2 + ~) . (13s) 
r1 ro r1 

Nach (11) ist also die Energie, da in unserem MaBsystem [vgl. (5) 

und (7)] Eo (ro) = - ~ wird, 
ro 

Eo (r1) = - ~ + (Tl ~ ro)2 (2 +~) = _ ~_ r~-T~. (14) 
ro r1 ro r 1 r 1 11 

Somit haben wir Eo (r1) als Funktion von ro und r1 bestimmt 
und es verbleibt noch die Berechnung von roo Diese liiBt sich unter 
Verwertung der Ionisierungsenergie J = - E ( ex» des freien Atoms 
durchfiihren. In diesem Fall ist ja E ( ex» bekannt und (8) kann 
dann direkt gelost werden. 

Mit 
y2=J, 

erhalt man aus (8) fiir I' r > 1 

1 
m=-

I' 
(15) 

1p=rm-le-l'T(I_m~;,I) + ... ). (16) 

Diese Losung muB mit (13) an derjenigen Stelle identisch sein, 
an welcher die NaherungslOsung (13) am besten giiltig ist, d. h. ffir 

r=ro. Bier sollen die GroBen 1p und ~~ der beiden Losungen 

(13) 1 und (16) gleich sein: Nach einfacher Umrechnung erhalt 
man hieraus die Gleichung 

II 1 + I' (1- 1')2 (To 1 - I' ) II II - 0 
rO-27ro + 21'5 + -';--27 procotgpro- , 

pro= v2ro-y2r~ 
zur Bestimmung von ro als Funktion der Ionisierungsenergie 
[vgl. (15)] J =1'2. Abb.54 zeigt ro als Funktion von J. Tabelle 22 
gibt die genauen Werte fiir die Alkalimetalle. J und ro sind in den 
Einheiten (7) bzw. (6) angegeben. 

1 Gl. (13) enthiUt noch nicht die Voraussetzung e r2 < 1. 
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Gesamtenergie. Nach Tabelle 22. 
§ 21, S.263 entsteht die 
Gesamtenergie U durch 
Addition der FERMI­

Energie zur Energie des 

Metall 

J exp .. 

"otheor. 

unteren Randes des Bandes Eo(r1 ) 

Li 

0,397 
2,97 

U = Eo (r1) + F. 

Na I K 

0,3781 0,319 
3,24 4,15 

Rb Os 

0,308 0,287 
4,36 4,80 

(17) 

Bei Metallen mit einem Valenzelektron ist die FERMI-Energie an­

G 

\ 
\ 

5 

2 

1 

1\ 

\ 
~ 

""-.. 
~ 

geniihert so groB wie bei freien 
Elektronen. Der Grund dafur 

°42 43 4'1 45 46 47 
1- T'_ 

Abb.54. Abb.55. 
Abb. 54. r, als Funktion der Ionislerungsspannung I in atomaren Einheiten. 

Abb. 55. Bindungsenergie von Kalium als Funktlon des Radius r,. Die untere Kurve 1 ist 
die Energle des tiefsten Zustandes, die obere (2) 1st die Gesamtenergie. list die 

Ionisierungsenergie des freien Atoms und daher S die SublimationswArme. 

ist, wie wir schon in § 4 C auseinandergesetzt haben, daB die Eigen­
funktion des tiefsten Zustandes des Bandes, die wir soeben berechnet 
haben, angeniihert konstant ist, wie es fiir freie Elektronen zu 
erwarten ist. Daher ist F durch § 22, (I) gegeben. Auf unsere 
atomare Energieeinheit (7) umgerechnetwird 

F = 2,21 (17.a) 1"r . 
Die Gesamtenergie ist daher nach (17) und (14) 

U=-~+ (1"1-;1"0)2 (2+..!:!.)+2~=_~_1"i s1"~+2,:, (18) 
1"0 1"11"0 1"1 1"1 1"1 1"1 "I 

wobei ro fur das jeweilige Metall durch die Ionisierungsenergie des 
freien Atoms bestimmt ist und aus Abb. 54 oder Tabelle 22 ent­
nommen werden kann. In Abb. 55 zeigen wir den Verlauf von 
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U fUr Kalium. (18) hat nur Gultigkeit, solange das zweite Glied 
klein gegen das erste ist. 

Alkalimetalle. Aus (18) erhalten wir den Radius (! des Gleich­
gewichtszustandes nach § 21, (15) aus 

(~) -0 or1 ~ - • 

Das fUhrt zu der folgenden quadratischen Gleichung fUr (!: 

(!2 _ r~ - 1,46(! = 0, 
deren Losung 

(! = 0,72 + (r~ + 0,52)1/2 (19) 

ist. Die Verdampfungswarme S wird nach § 21, (16) mit (18) und 
der obigen Gleichung fUr (! 

S= ~_ (e- ro)2 (2+ ro) -~-J=~- 0,73_ J 
r 0 e2 roe e2 e e2 

und die Kompressihilitat ~ ergiht sich mit (18) und (19) aus § 21, 
(18) zu 

I 0,159 0,1l6 
-;=7-~' 

Tabelle 22 zeigt den Vergleich zwischen berechneten und gemessenen 

GroBen. (! wird in A, S in K-cal/Mol und ~ in kg-~:iCht an­

gegeben. Es ist dann 
(! in A = (! ·0,528 
S in K-Cal/Mol = S· 310 

,,·1~ 
~ in cm2/kg ~. 

Den experimentellen Wert von ~ haben wir fur Zimmertemperatur 
. (a) und fUr T = ° bei Tabelle 23. 

Metall Li Na 

e theor .. 1,99 2,13 
exp ... 1,69 2,10 

S theor .. 24,5 22 
exp ... 46 30 

theor. 11 14 
106 • " a 9 16 

exp'b 7 10 

K I Rb 

2,60 2,72 
2,61 2,82 

17 16 
26,5 25 
30 35 
40 52 
20 

Cs 

2,94 
3,01 

15 
24 
53 
70 

linearer Extrapolation 
(b) angegeben. Derwirk­
liche Wert fUr T = ° 
liegt dazwischen 1. 

Die Dbereinstim-
mung zwischen Theorie 
undExperiment ist sehr 
gut. Bei (! betragt der 
Unterschied, ahgesehen 

1 Auch die anderen elastischen Konstanten [209], sowie die Temperatur­
und Druckabhangigkeit der Kompressibilitat lassen sich mit befriedigender 
tJbereinstimmung mit den Experimenten berechnen. 
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von Li, nur wenige Prozente. Bei der Verdampfungswarme ist zu be­
riicksichtigen, daB sie als Differenz zweier GroBen IVI-J gewonnen 
wird 1 . Bezogen auf S betragt der Fehler ,....,50%, bezogen auf U 
aber weniger als 10%. Auch die Kompressibilitat liegt, abgesehen 
von Li, durchwegs zwischen den experimentellen Grenzwerten. 
Die groBeren Abweichungen bei Li riihren daher, daB hier die 
Abweichungen der Eigenfunktion 1fJo von einer Konstanten groBer 
sind als bei den anderen Metallen. Dadurch wird die FERMI­
Energie F kleiner als bei freien Elektronen [196], was bewirkt, 
daB der Gitterabstand kleiner und die Verdampfungswarme 
groBer wird. 

Thermische Ausdehnung. Es laBt sich zeigen, daB der thermische 
Ausdehnungskoeffizient f-l in einem einfachen Zusammenhang mit 
der spezifischen Warme cv ' der Kompressibitat " und dem Atom­
volumen v steht. Es ist namlich [8b]: 

r "Ct' 
f-l= -v-' 

Unter der Annahme, daB die Dispersion der elastischen Wellen 
(vgl. § 13) vernachlassigt werden kann, wird 

r = _ dIn e e = DEBYE-Temperatur. 
dInv ' 

Die einzige unbekannte GroBe im obigen Ausdruck fiir f-l ist r. 
r kann ohne Schwierigkeit berechnet werden. Unter Verwendung 
von (14) und (19) findet man 

r = 1 48 e - 1,46 , e - 2,16 . 

Wie Tabelle 23a zeigt, ist diese Formel in befriedigender tJber­
einstimmung mit den experimentellen Werten. 

ErdalkaUme1a1le. Die 
oben fiir einwertige Me­
talle gegebene Berech­
nung der Energie des 
tiefsten Elektronenzu­
standes laBt sich durch 

r theor. 
expo 

1 

\ 

Tabelle 23a. 

Li Na K Rb Os 

2,1 2,0 1,8 1,8 1,8 
1,2 1,3 1,3 1,5 1,3 

eine einfache Transformation auf Metalle mit zwei Valenzelek­
tronen iibertragen. Wir wollen jedem Alkalimetall das im peri­
odischen System ihm folgende Erdalkalimetall zuordnen, also Be 
zu Li, Mg zu Na usw. Bei diesem tJbergang erhOht sich die 

< < 

1 Auch sind die experimentellen Werle [67] nicht sem genau, und zwar 
eher zil groB gewahlt. 
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Kernladungszahl urn Eins, die inneren Schalen sind in gleicher 
Weise besetzt und die Zahl der Valenzelektronen wachst von Eins 
auf Zwei. Beide Valenzelektronen sind im gleichen Quantenzustand. 
1st JI die erste und J2 die zweite Ionisierungsenergie des Erd-

alkalimetalls, so ist - Jl~J2 die Energie jedes Elektrons. Jedes 

der beiden Elektronen bewegt sich in einem Potential von ganz 
ahnIicher Form wie beim zugehorigen Alkalimetall, weil die inneren 
Schalen ja in beiden Fallen gleich gebaut sind. Die Potential­
anderung infolge der Erhohung der Kernladungszahl urn Eins 
wird durch das hinzukommende auBere Elektron aber nur teil­
weise kompensiert. Wir werden annehmen, daB das Potential 

auBerhalb des Ions urn - c ~ hoher als beim vorhergehenden 
r 

Alkalimetall ist, wobei die Konstante c< 1 ist. Das Potential 

auBerhalb des Ions ist dann - (1 + c) ~ gegen -~~ (4) fur das 

Alkalimetall. Gleichung (8) gilt daher auch fur zweiwertige Me­
tal1e, wenn wir die Einheiten (6) und (7) so· umandern, daB wir 
dort e2 durch (1 + c) e2 ersetzen. Mit 1 + c =Z sind also jetzt 

, a 2 
a =-Z (0) 

R' = RZ2 (21) 

die Ejnheiten fur Liinge und Energie. Auf Grund unserer An­
nahmen uber das Potential findet man aus G1. (21) 

Z2 = J 1 + J2 
2J ' 

wobei J die Ionisierungsenergie des zugeordneten Alkalimetalls ist 1. 

Z2 
Z 

Be 

2,55 
1,60 

Tabelle 24. 

Mg I Ca I Sr I Ba 

2,20 12,1912,00 11,90 
1,48 1,48 1,41 1,38 

Man findet so die in 
Tabelle 24 angegebenen 
Werte fUr Z2 und Z. 

Die Werte von r 0 

und Eo (rI ) sind fur 
die Erdalkalimetalle die 

gleichen wie fUr die Alkalimetalle, mit dem Unterschied, daB die 
Einheiten jetzt durch (20) und (21) gegeben sind 2. 

1 Wir nehmen also an: 1. daB die Wechselwirkung der Valenzelektronen 
und die Erhohung der Kernla.dungszahl um Eins dadurch ersetzt werden 
kiinnen, daB das Ion nicht die Ladung 2 e, sondern Ze hat; 2. daB Z fiir alle 
"1 den Wert fiir "1 = <0 (freies Atom) hat. 

1 
2 In gleichen Einheiten ist also z. B. (rO)Erdalkali = Z ("o)AlkaU· 
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Bei der Berechnung der Gesamtenergie iindert sieh nur der 
Ausdruek fiir die FERMI-Energie wesentlieh. Unter der Annahme, 
daB sie wieder wie bei freien Elektronen ist, muB man (17a) dureh 

F = 2,2.22/3 = ~ 
r~ r~ 

ersetzen, da ja jetzt zwei Elektronen pro Atom vorhanden sind 1. 

Dieser Ausdruek ist invariant gegen die Anderungen (20), (21) der 
Einheiten, denn er enthiilt ja nieht die Elektronenladung [vg1. § 22, 
(1)]. Der obige Ausdruek fur die FERMI-Energie ist sieher zu groB, 
da bei zweiwertigen Metallen die seheinbare Masse m* groBer 
als bei einwertigen ist. Eine Absehiitzung von m* kann aus der 
Bereehnung der Breite des Bandes erhalten werden. Naeh § 4 C 
ist der obere Rand des Bandes dureh die Randbedingung 

1Jl (r1) = 0 
gegeben. Naeh (13) bedeutet dies 

oder 
cxr1 =:n; 

n 2 
CX2 =e =-

1 r~' 

wo el der e-Wert des oberen Randes des Bandes ist. 
des Bandes ist also 

n 2 
el-e (r1) = r2 -e(r1), 

1 

Die Breite 

wobei e(r1 ) dureh (13a) gegeben ist. Fiir r1 =rO ist e(ro)=0 und 
die Breite des ~andes ist die gleiehe wie bei freien Elektronen, 
was natiirlieh daraus folgt, daB wir 1Jlo in G1. (12) konstant, wie 
bei freien Elektronen, gesetzt haben. Um der seheinbaren Masse 
der Elektronen Reehnung zu tragen, werden wir daher die FERMI­
Energie mit dem Faktor 

, ~ = n2/r~ - e (r1) = 1- rt e (r1) (22) 
m* - n2/r~ n 2 

multiplizieren. Dabei ist angenommen, daB m* fiir aIle Zustiinde 
des Bandes den gleiehen Wert hat, und daB m* = mist, falls 
r1 = roo Es ist dann 

F = 3,: -0,35e (r1). 
r 1 

Die Gesamtenergie in Einheiten (21) fiir ein Metall mit zwei Valenz­
elektronen wird also mit (14) pro Elektron 

U = _~ + 0,65 (r1 :- ro)2 (2 +~) + 3,: . (23) 
ro rlrO r1 r1 

1 Fist pro Elektron gerechnet, nicht pro Atom. 
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Daraus berechnen sich Gitterabstand, Sublimationswarme und 
Kompressibilitat in gleicher Weise wie bei den Alkalimetallen. 
Bei der Sublimationswarme S ist zu beachten, daB jetzt jedes 
Atom zwei Elektronen besitzt, so daB wir einen Faktor 2 hinzufiigen 

miissen. Dasselbe gilt von ~. Wenn wir von den Einheiten (20) 
" und (21) wieder zu den urspriinglichen Einheiten (6), (7) zuriick-

gehen, finden wir aus (23) mit § 21, (15), (16) und 18). 

e = ~ [1,80 + (Z2 r~ + 3,21 )112] 

S = 2Z [~-o 65 (e - ro)2 (2 + --'i) --~] - (.I +.I) (24) 
r 0 ' e2 roe Z e2 1 2 

1 0,2 Z 0,38 
" =--r-7 
Zro hat dabei, wie oben bemerkt, den gleichen Wert, wie ro fiir 
das zugeordnete Alkalimetall. Die Ergebnisse und die experi­
mentellen Werte sind in Tabelle 25 in gleichen Einheiten wie bei 

den Alkalimetallen (Tabelle 23) wiedergegeben (e in A, S in 

theor. 
e exp .. 
S theor. 

expo . 
theor. 

106 • " a expo b 

Tabelle 25. . K C ljM 1 Cm2) -a o,uin kg . 
Be Mg I Ca Sr Ba 

1,74 1,96 2,25 
1,26 1,77 2,18 

70 51 35 
41 39 39 

3,3 6,3 11 
- 3 5,9 
- 2,7 5,8 

2,44 
2,36 

32 
39 
15 
8,2 
7,9 

2,64 
2,45 

27 
39 
20 
10,6 
9 

Die Ergebnisse sind, 
abgesehen von Be, von 
dem das fUr Li Gesagte 
gilt, in bezug auf e und 
S gut. Bei S zeigen aber 
die theoretischen Werte 
einen viel starkeren 
Gang mit der Ordnungs­

zahl als die experimentellen, was darauf hinweist, daB wir einen 
kleinen Term bei der Berechnung der Energie nicht beriicksichtigt 
haben. Dieser Term muB aber eine sehr groBe zweite Ableitung 
haben, denn die Kompressibilitat ist durchwegs um einen Faktor 2 
zu groB. 

Der fehlende Energieterm riihrt daher, daB wir die Anderung 
der Wechselwirkung der beiden AuBenelektronen (in Abhiingig­
keit von r1 ) nicht mit beriicksichtigt haben. Diese Anderung der 
Wechselwirkung bewirkt eine sehr kleine Erhohung der Energie, 
verglichen mit der Gesamtenergie. Sie wachst aber mit abneh­
mendem r1 rasch an und kann daher die Kompressibilitat sehr 
betrachtlich erniedrigen, ohne die Energie wesentlich zu erhohen. 
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Durch eine Erhohung der Energie wird S verkleinert, so daB 
hierdurch die lJbereinstimmung mit der Erfahrung etwas ver­
schlechtert wird. Der Unterschied zwischen theoretischen und 
experimentellen Werten ruhrt wahrscheinlich daher, daB wir die 
FERMI-Energie immer noch zu groB angesetzt haben. Die aus (22) 

berechneten Werte von'; sind im Mittel etwa 0,7 (fUr die Alkali­

meta lIe erhiiJt man 0,95); sie haben sicher die richtige GroBen­
ordnung. Eine weitere Erniedrigung der FERMI-Energie kommt 
aber dadurch zustande, daB sich nach § 5 zwei Energiebander 
teilweise uberlagern. Dies erhOht die Eigenwertdichte und bewirkt 
demnach, daB die Grenzenergie (und damit auch die FERMI-Energie) 
kleiner wird. 

Beziehung zwischen Alkali- und Erdalkalimetallen. Der Radius ee 
eines Erdalkalimetalls steht in einer einfachen Beziehung zum 
Radius ea des zugeordneten Alkalimetalls. In (19) und (24) kann 
ja ro fur die zugeordneten Metalle eliminiert werden 1. Man findet 
dann 

ee = ~ [1,80 + (e~-1,46ea + 3,21)112]. (25) 

Wenn wir in dieser Formel fur den Radius ea des Alkalimetalls 
den experimentellen Wert einsetzen und Z aus Tabelle 24 ent­
nehmen, konnen wir den Radius ee des Erdalkalimetalls berechnen, 
ohne daB wir ro kennen mussen. Wir geben in Tabelle 26 das Ver­
haltnis des auf diese Weise berechneten theoretischen Wertes zum 
experimentellen. Zuvor wollen wir in (25) die Radien e in ANG­
sTRoM-Einheiten ausdrucken. Dann ist 

eo = 0~3 [1,80 + (3,6e~-2,78ea + 3,21)1/2], e in A. 
Die Beziehung (25) 

sagt naturlich viel weni­
ger aus als (19) und (24), 
weil sie ja nicht die Ab- theor. 
solutwerte von e liefert. ee expo 
Dafur hat sie aber den 

Tabelle 26. 

Ba 

1,09 

Vorteil, daB ro in ihr nicht auf tritt, so daB sie uns an Hand von 
Tabelle 26 zeigt, daB die bestehenden kleinen Differenzen zwischen 
experimentellen und theoretischen Resultaten hochstens zu einem 
kleinen Teil auf einer falschen Bestimmung von ro beruhen. 

1 Vgl. FuBnote 2 auf S.280. 
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Cu, Ag, Au. Wenn wir die fiir die Alkalimetalle abgeleiteten 
Formeln auf Cu, Ag und Au anwenden, erhalten wir e-Werte, 
die immer noch ziemlich gut mit den experimentellen Werten 
iibereillstimmen, aber bei weitem nicht so gut wie bei den AI­
kalimetallen. Ahnliches gilt;fU'r die Sublimationswarmen, wahrend 
die Kompressibilitaten viel zu groB sind. Der Grund hierfiir liegt 
in dem EinfluB der inneren Elektronenschalen auf die metallische 
Bindung, den wir bisher vollstandig vernachlassigt haben. Das 
war natiirlich berechtigt, wei! der Radius ro groBer ais der lonen­
radius war. Cu, Ag und Au haben aber bedeute;nd groBere loni­
sierungsenergien als die Alkalimetalle und daher nach Abb.54 
kleinere ro-Werte. Daher gewinnt hier der EinfluB der inneren 
Schalen an Bedeutung. Es ist leicht verstandlich, daB die Kom­
pressibilitat, d. h. die Kriimmung der Energiekurve, am starksten 
beeinfluBt wird. Denken wir uns namlich ais Grenzfall das Ion 
als starre Kugel yom Radius ri , so wird die' Energie bei r1 = ri 
plotzlich unendlich groB. Falls ri nur wenig groBer als (19) ist, 
werden dadurch der Gitterabstand und die Sublimationswarme 
nur wenig verandert. Die Kompressibilitat wird dagegen Null. 

Eine Berechnung fUr Kupfer, die hauptsachlich mit numerischen 
Methoden durchgefiihrtwurde, gab gute Obereinstimmung zwischen 
berechneter und gemessener Kompressibilitat [184]. 

M etalle mit mehr als zwei Valenzelektronen. Fiir diese Metalle, 
z. B. AI, Pb, konnen die Rechnungen im Prinzip ganz ahnlich 
ausgefiihrt werden wie fiir die ein- und zweiwertigen .. Dabei ist 
aber zu beachten, daB jetzt nicht mehr aIle Elektronen in 8-Termen 
sind, sondern gerade die auBeren Elektronen in hoheren Termen. 
Die Verhaltnisse werden hierdurch und infoige des groBeren 
Einflusses der Wechselwirkung der Elektronen untereinander 
komplizierter ais in den oben behandelten Fallen. Es ist aber 
kaum daran zu zweifeln, daB eine Durchfiihrung der Rechnungen 
auch hier gute Resultate Iiefern wird. 

8chlufJbemerkung. Wir wollen noch einmal kurz die wesent­
lichen Ziige der metallischen Bindung zusammenstellen. Die 
Bindung ist das Resultat von Anziehungs- und AbstoBungskraften, 
die sich das Gleichgewicht halten. Die Anziehungskrafte entstehen 
dadurch, daB sich die auBeren Elektronen im Mittel Ianger in Ge­
bieten mit groBem negativen Potential befinden als beim freien 
Atom. Von einer chemischen Valenz ist dabei nirgends die Rede. 
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Es gibt also auch keinen Begriff wie Absattigung einer Valenz 
und daher kann ein Atom belie big viele Nachbarn haben. (Die 
meisten Metalle kristallisieren in einer dichtesten Kugelpackung.) 
Die abstoBenden Krafte sind zweierlei Art. Die ersteArt entsteht 
durch die Erh6hung del' kinetischen Energie (wovon die FERMI­
Energie ein wesentlicher Teil ist). Die zweite Art ist durch die 
Wechselwirkung del' Elektronen untereinander veranlaBt. Diese 
ist bei den Alkalimetallen verschwindend klein, wachst abel' mit 
del' Zahl del' Valenzelektronen. Auch die AbstoBung del' lonen 
(vgl. oben Cu, Ag, Au) ist hierzu zu rechnen. 

VI. Ferromagnetismns 
(und Paramagnetismus II). 

§ 24. Austauschkrafte und Wechselwirkung freier Elektronen. 

Ein ferromagnetischer K6rper ist durch die Existenz einer 
spontanen Magnetisierung charakterisiert 1. Das bedeutet, daB del' 
Zustand, in dem aIle Elektronenspins parallel gerichtet sind, del' 
energetisch tiefste ist. Dies muB durch die Wechselwirkung del' 
Elektronen untereinander, die wir bisher immer vernachlassigt 
haben, verursacht werden. Es ist eine besondere Art von Wechsel­
wirkung, die Austauschwechselwirkung, welche fUr die Gleich­
richtung del' Spins verantwortlich ist. Wir wollen in diesem Para­
graphen die Austauschkrafte besprechen, ohne abel' dabei schon 
auf die speziellen Verhaltnisse beim Ferromagnetismus einzugehen 
(§ 25 !). 

Austauschkrafte. Wir werden weiter unten und in § 25 zeigen, 
daB nicht die Valenzelektronen fUr den Ferromagnetismus ver­
antwortlich sind, sondern die Elektronen innerer Schalen. Wie 
wir aus § 4 A wissen, sind die Eigenfunktionen diesel' Elektronen 
beinahe dieselben wie bei freien Atomen. Wir werden deshalb 
auch hier von den Eigenfunktionen del' freien Atome ausgehen. 
Wir besprechen einen ganz einfachen Fall, mit nur zwei Elektronen 
und zwei Kernen (Wasserstoffmolekiil), del' uns alles Wesentliche 
zeigt [25]. 

Es seien (Xl' Yl' Zl) die Koordinaten des ersten Elektrons, die 
wir mit (1) abkiirzen und entsprechend fUr das zweite Elektron 

1 Diese kann dadurch verdeckt sein, daB der betreffende Korper viele 
kleine Gebiete mit verschiedener Magnetisierungsrichtung enthiHt, deren 
Beitrage sich dann kompensieren (vgl. § 26). 
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(X2' Y2' Z2) = (2). Die Eigenfunktionen der isolierten Atome seien 
1Jll und 1Jl2' Beide Elektronen sollen beim isolierten Atom im gleichen 
Quantenzustand sein. 1Jll und 1Jl2 unterscheiden sich dann nur 
dadurch, daB die beiden Atomkerne an verschiedenen Orten sind. 
1st das erste Elektron am ersten Kern, so ist seine Eigenfunktion 
1Jll (1), wahrend die des zweiten Elektrons 1Jl2 (2) ist, falls es am zweiten 
Kern sitzt. Da wir jetzt, im Gegensatz zu all unseren bisherigen 
Rechnungen, ein Mehrkorperproblem behandeln, miissen wir eine 
Eigenfunktion des Gesamtsystems auffinden. Eine solche ist 

(1) 

Ihre Bedeutung ist ganz analog wie beim Einkorperproblem. Es 
ware also 

e12 (1, 2) = 1Jll (1) 1Jlt (1) 1Jl2 (2) 1Jl: (2) 

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das erste Elektron am Ort (1) 
und gleichzeitig das zweite Elektron am Ort (2) ist. Wir haben 
aber schon in § 5 darauf hingewiesen, daB zwei Elektronen nicht 
unterscheidbar sind, daB also die Wahrscheinlichkeit, daB das 
ersie Elektron am Ort (1) ist, genau so groB sein muB wie die 
Wahrscheinlichkeit, daB das zweite Elektron am Ort (1) ist. Dies 
ist wegen der Verschiedenheit von 1Jll und 1Jl2 bei unserem Ansatz 
noch nicht erfiillt. Offensichtlich lauten die Eigenfunktionen, 
falls das zweite Elektron beim ersten Kern ist und das erste Elektron 
beim zweiten Kern 1Jl2 (1) bzw. 1Jll (2). Daher ist neben (1) auch 

1Jl2 (1) 1Jll (2) (la) 

eine Eigenfunktion des Gesamtproblems. Die allgemeinste Eigen­
funktion entsteht durch eine lineare "Oberlagerung von (1) und (la) 

1Jl = Cl 1Jll (1) 1Jll (2) + C21Jl2 (1) 1Jll (2). (2) 
Daraus ergibt sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit e: 
e (1,2) = 1Jl 1Jl* = Icl I211Jld1) 1211Jl2 (2) 12 + 1 c21211Jl2 (1) 1211Jld2) 12 + 

+ C1 C:1Jll (1)1Jl2 (2)1Jl: (l)1Jlt (2) + crc21Jlt (1)1Jl: (2)1Jl2 (l)1Jll (2). 

Nach unserer obigen F01:derung der Nichtunterscheidbarkeit der 
Elektronen muB 

e (1,2) = e (2, 1) 
sein. Daraus folgt 

Icl l2 = Ic212 und c1 c: = c2 ci, 
also 

(2a) 
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Wir konnen die Normierung der Eigenfunktionen immer so wahlen, 
daB Icil = Ic21 = 1 ist. Nach (2) und (2a) haben wir dann zwei 
Eigenfunktionen 

"Pa (1,2) = "PI (1) "P2 (2) + "P2 (1) "PI (2) (3a) 
"Pb (1,2) = "PI (1) "P2 (2) -"P2 (1) "PI (2). (3b) 

Hieraus folgen die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten: 

wobei 

'la = 'lkl + 'lint 

'lb='lld-'lint, 

'lid = j"Pl (l)j2j"P2 (2)12 + ["P2 (1)[2 ["PI(2)i2 

(4a) 
(4b) 

der klassischen "Oberlagerung der mittleren Elektronendichten der 
beiden Elektronen entspricht, wahrend 

'lint = "Pl (1) "P2 (2) "P: (1) "P~ (2) + "P~ (1) "P; (2) "P2 (1) "PI (2) 
von den Interferenzen der Elektronenwellen herriihrt. Den zwei 
verschiedenen Fallen (3a) und (3b) entspricht eine "Oberlagerung 
mit verschiedener Phase. 

Wir werden mit den Dichteverteilungen (4a) und (4b) die 
potentielle Energie der Elektronen in der nachsten Naherung, 
also bei Berucksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen 
untereinander und mit den Nachbarkernen berechnen. Wir werden 
dann in den beiden Fallen wegen des verschiedenen Vorzeichens 
von 'lint verschiedene Werte erhalten. Das Wesentliche an unseren 
ganzen Betrachtungen ist nun die Einfuhrung des PAULI-Prinzips. 
Wir werden zeigen, daB die beiden Falle (3a) und (3b) [oder (4a) 
und (4b)] nur dann mit dem PAULI-Prinzip vertraglich sind, wenn 
die Elektronenspins in (3 a) antiparallel, in (3 b) parallel sind. 

Nach dem PAuLI-Prinzip kann jeder eindeutig definierte 
Quantenzustand nur von einem einzigen Elektron besetzt werden. 
Durch eine Eigenfunktion "PI oder "P2 ist ein Quantenzustand noch 
nicht eindeutig definiert. Wir mussen dazu noch die Spinrichtung 
angeben, die zwei Werte annehmen kann. Die Spins der beiden 
Elektronen konnen parallel oder antiparallel sein. Nehmen wir 
zuerst an, daB die Spins parallel sind. Wenn wir dann als speziellen 
Fall die beiden Eigenfunktionen einander gleichsetzen 1, "PI = "P2' 
so haben beide Elektronen den gleichen Quantenzustand, was 
nach dem P.AULI-Prinzip unmoglich ist. Die Eigenfunktion des 

1 Wir nehmen dazu an, dall sich die Kerne langsam nahern. Wenn sie 
am gleichen Ort sind, ist 1Jil = 1Jia. Durch die Annaherung wird die Sym­
metrie der Eigenfunktion (3a) oder (3b) nicht verandert. 
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Gesamtsystems tpa bzw. tpb muB also identisch, d. h. unabhangig 
von den Koordinaten der Elektronen, verschwinden. Das ist aber 
nur bei tpb (3b) erfiillt. 1m Fall paralleler Elektronenspins ist also 
nUJ." die Eigenfunktion tpb mit dem PAULI-Prinzip ~ertraglich. Sind 
die Spins hingegen antiparallel, so sind fiir "1'1 = "1'2 die Qu!tnten­
zustande der Elektronen verschieden, wei!- die Spins verschieden 
sind. In diesem Fall darf die Eigenfunktion des Gesamtsystems 
nicht identisch verschwinden, was nur durch tpa (3a) gewiihr­
leistet wird. Durch das PAULI-Prinzip wird also den beiden Eigen­
funktionen des Gesamtsystems, "1'" und tpb' ein bestimmtes Ver­
halten der Elektronenspins zugeordnet, das wir in der folgenden 
Weise darstellen konnen. 

tpa: Spins antiparallel, magnetisches Moment 0, (5a) 
tpb: Spins parallel, magnetisches Moment 2 p . (5 b) 

Die beiden Eigenfunktionen tpa' tpb sind durch ihre Symmetrie 
charakterisiert. Es ist ja 

"1'" (1, 2) = tpa (2,1) 
"Pb (1, 2) = -tpb (2, 1), 

d. h. tpa ist symmetrisch und tpb antisymmetrisch in den Lage­
koordinaten der Elektronen 1. 

Wir berechnen jetzt die Energie fiir die beiden FaDe. In nuDter 
Naherung ist sie einfach die Summe der Energien der einzelnen 
Elektronen; in erster Naherung kommt noch die potentielle 
Energie infolge der Wechselwirkung der Elektronen untereinander 
und mit dem Nachbarkern hinzu. Sei r12 der Abstand der beiden 
Elektronen, Rl II bzw. Ra I der Abstand des ersten bzw. zweiten 
Elektrons vom'zweiten bz~. ersten Kern. Die zusatzliche Energie 
infolge der Wechselwirkung ist dann 

2( 1 1 1 ) 
e = e r12 - RIll - R21 . 

Diesen Ausdruck miissen wir noch iiber die Dichteverteilung der 
Elektronen (4a), (4b) mitteln. Sei Eo die Energie eines Elek­
trons, wenn es nur mit einem (seinem) Kern in Wechselwirkung 
steht (nuDte Naherung), dann wird die Gesamtenergie beider Elek-
tronen 

E=2Eo+e, 
wobei e das iiber die Elektronendichte gemittelte e ist. Nach (4a) 

1 Zu 'Ph gibt es drei mogIiche Richtungen des Gesam:tspins. 
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und (4b) ist dann 

E=2Eo+C+A (6a) 
bzw. 

E=2Eo+C-A, (6b) 
wobei 

C-e2 ------- dT dT J( 1 1 1 ) 
- ,r12 RIll R21 I!kl I 2 

und 

(7) 

ist. Danach gehoren zu den beiden verschiedenen Spinstellungen 
(5a) und (5b) verschiedene Energien (6a) und (6b), die sich um 2 A 
unterscheiden. A heiBt Austauschintegral. Der Name riihrt daher, 
daB A proportional zur Wahrscheinlichkeit ist, daB ein Elektron 
vom Zustand 1fJI in den Zustand 1fJ2 iibergeht und umgekehrt, ein 
Vorgang, der damit zu vergleichen ist, daB bei zwei gekoppelten 
Pendeill, von denen das eine in Schwingung ist, die Energie all­
miihlich auf das zweite iibertragen wird und umgekehrt. Der Fall 
paralleler Spins entspricht offen bar dem magnetischen Zustand, 
wiihrend im Fall antiparalleler Spins das resultierende magnetische 
Moment Null ist. Somit ist die Bedingung dafiir, daB die Energie 
des magnetischen Zustands kleiner als die des unmagnetischen ist, 
nach (5a), (5b), (6a), (6b) 

A>O. (8) 

Wenn WIT von unserem einfachen Problem zur Behandlung 
eines Kristalls mit einer sehr groBen Anzah! von Atomen iibergehen, 
wird die allgemeine Losung sehr viel komplizierter sein. Nach 
unseren einfachen Uberlegungen ist es aber plausibel, daB der 
Zustand mit maximalem magnetischen Moment immer dann der 
tiefste ist, wenn die Bedingung (8) erfiillt ist [89]. 

Wechselwirkung freier Elektronen. Wenn WIT rein klassisch die 
Wechselwirkung freier Elektronen berechnen, haben WIT einfach 
die potentielle Energie einer gleichmiiBig verteilten elektrischen 
Ladung zu bestimmen. 1st n die Anzahl der Elektronen pro em3, 

en also die Ladungsdichte, so wird 

W; = e2 ~-I~J d'l d'2 
kJ 2 I r1 - r21 ' dTi=dxidYidzi, } 

ti = (xi' Yi, zi) 
(9) 

die fragliche Wechselwirkungsenergie der Elektronen. Das be­
deutet natiirlich nicht, daB sich in diesem klassischen Modell die 

Frohlich, EJektronentheorie der Metalle. 19 



290 Ferromagnetismus. 

Gesamtenergie um Wid erh6ht, wenn wir die Elektronenwechsel· 
wirkung mit in Betracht ziehen, denn wir miissen dann konse. 
quenterweise auch die Wechselwirkung der Ionen untereinander 
und diejenige zwischen allen Ionen und allen Elektronen mit 
beriicksichtigen. Wenn wir z. B. die positive Ladung auch gleich. 
maBig verteilt denken, so verschwindet der Gesamtbeitrag aller 
Wechselwirkungsglieder, weil ja die Ladungsdichte iiberall Null ist, 
falls das Metall elektrisch neutral ist. 

1m wellenmechanischen Fall erwarten wir neben dem klassischen 
Wechselwirkungsglied (9) noch ein Zusatzglied, das vom Elektronen· 
austausch herriihrt und vonder Spinkonfiguration abhangt. Wir 
behandeln zunachst als einfachsten Fall ein Zweielektronenproblem, 
bei dem beide Elektronen die gleiche Wellenzahl sr haben. Wegen 
des PAULI.Prinzips miissen die Spins daher antiparallel stehen. 
Die Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen sind ei (ft, r,) und 
ei (ft, r,) und die Eigenfunktion des Gesamtsystems ist (unter Be· 
achtung der Normierung) 

m - ~ ei(ft, t,)+i(ft,t,) 
T - R . 

Diese Eigenfunktion hat schon die richtige Symmetrie (symmetrisch, 
Spins antiparallel). Sie entspricht der Funktion 1 'ljJa (3a). Die 
mittlere Dichte ist 

1 e (rl' r2) = 'IjJ'IjJ* = R2 . 

e (rl , r2 ) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das eine Elektron 
die Koordinate rl und das andere die Koordinate r2 hat. e hat 

den gleichen Wert wie im klassischen Fall, denn dT~~T2 ist ja bei 

freien Elektronen (gleichmaBige Verteilung) die Wahrscheinlich· 
keit dafiir, jedes Elektron in einem bestimmten Volumenelement 
d ii zu finden. In dem hier besprochenen Fall iiberlagern sich die 
Elektronen genau wie im klassischen Fall, d. h. es treten keine 
Interferenzeffekte auf. 

Bei der Behandlung des Mehrk6rperproblems kann man die 
Elektronen in zwei Gruppen einteilen, die so gewahlt sind, daB 
innerhalb jeder Gruppe die Spins der Elektronen parallel sind. 
Wenn wir als ausgezeichnete Richtung etwa die z-Achse wahlen, 

1 Die Analogie ist nicht vollstandig. Auf S. 287 unterschieden wir zwei 
verschiedene Eigenfunktionen durch die verschiedenen Koordinaten der 
Kerne, hier jedoch durch verschiedene Sf-Werte. Ferner sind die Eigen­
funktionen von S. 287 nicht orthogonal. 
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so ist die Spinrichtung der Elektronen der ersten Gruppe die 
positive z-Achse, diejenige der zweiten Gruppe die negative z-Achse. 
Es laBt sich nun zeigen, daB man die beiden Gruppen bei Vernach­
lassigung der Wechselwirkung so behandeln kann, als wiirden sie 
aus verschiedenartigen Partikeln bestehen 1. Das bedeutet, daB 
zwischen zwei Elektronen aus verschiedenen Gruppen, d. h. zwischen 
zwei Elektronen mit antiparallelem Spin keine statistischen Be­
ziehungen herrschen. Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron inner­
halb eines vorgegebenen kleinen Volumenelementes zu finden, ist 
unabhangig davon, ob schon ein Elektron mit antiparallelem Spin 
in diesem V olumenelement ist. 

Zwischen Elektronen mit parallelem Spin bestehen jedoch schon 
bei Vernachlassigung der Wechselwirkung statistische Beziehungen. 
Wir betrachten z. B. den Fall zweier Elektronen, die natiirlich, im 
Gegensatz zum oben genannten Beispiel mit antiparallelem Spin, 
jetzt verschiedene Wellenzahlen haben miissen (PAuLI-Prinzip). 
Nach (3b) ist die Wellenfunktion antisymmetrisch, d. h. 

1p (rI' r2) = -1p (r2' rI) . 
Wahlen wir insbesondere die Koordinaten beider Elektronen gleich, 
rl = r2, so ist 

1p (rI' rI) = -1p (rI, rI) = O. 

Daraus folgt: Die Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen mit 
gleichem Spin am gleichen Ort zu finden, ist immer Null. 

Sind srI und sr2 die Wellenzahlen der beiden Zustande, so wird 
die Wellenfunktion des Gesamtzustandes (parallele Spins, anti­
symmetrisches 1p) unter Beachtung der Normierung 

1p = 2 ~2 (ei(ft" t,) + i (ft,. t,) _ e i (ft" t,) + i (ft" t,». 

Hieraus ergibt sich ahnlich wie in (4 b) 

(l = 1p 1p* = (lkl - (lint, 
wobei 

und 
COS (Sf1- Sf2' tl - r2) 

(lint = R2 

ist. Der erste Term (lkl ist genau so groB wie im Fall antiparalleler 

1 Dabei ist vorausgesetzt, daB die Quantenzustande zum Teil paarweise 
von Elektronen mit antiparallelem Spin, zum andern Teil aber von Elek­
tronen, die aIle die gleiche Spinrichtung haben, besetzt sind [68a]. 

19* 
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Spins oder wie im klassischen Fall. Der zweite Term eint ruhrt von 
den Interferenzen der Elektronenwellen her und fUhrt bei der 
Energieberechnung zum Austauschintegral. 

Wenn man zum Vielelektronenproblem ubergeht, gilt der Satz, 
daB zwei Elektronen mit parallelem Spin uie am gleichen Ort 
sind, natUrlich unveri.i.ndert. Man berechnet dann eine Wahr­
scheinlichkeit ([>(r), die proportional zur Wahrscheinlichkeit ist, 
in einer bestimmten Richtung im Abstand r von einem Elektron 
ein anderes zu finden [154]. Fur ([>(r) erhi.i.lt man 

([> (r) = 1 _ 9 (Sin x -; x cos x r (10) 

wobei 

x-r ~~-( 1 )1/3 
- 6n2np 

ist, falls np die Zahl der Elektronen pro cm3 ist. Dabei ist ange­
nommen, daB alle Elektronen parallelen Spin haben. Fur x< 1 
Ii.i.Bt sich der obige Ausdruck entwickeln und ergibt 

x2 

([>=5' 

Fur r = 0 (x = 0) ist also ([> Nun, fUr wachsendes r steigt es ,.... x 2 

an und wird fUr groBe r schlieBlich Eins, also konstant, wie im 
klassischen Fall!. 

Da die Wechselwirkungsenergie zweier Elektronen um so 
groBer ist, je ni.i.her sich die beiden Elektronen sind, wird im Mittel 
die Wechselwirkungsenergie zweier Elektronen mit parallelem Spin 
kleiner sein als diejeuige zweier Elektronen mit antiparallelem 
Spin. Die letztere ist genau die klassische Wechselwirkung (9), 
die erstere hingegen ist kleiner, weil ja Elektronen mit parallelem 
Spin sich nie so nahe kommen wie Elektronen mit antiparallelem 
Spin. Die Differenz der Wechselwirkungsenergien in beiden Fallen 
ist gerade die Austauschenergie. 

Die Gesamtenergie eines Elektronengases setzt sich somit aus 
drei Termen zusammen. 1. Aus der Eigenenergie der Elektronen F, 
2. aus der Wechselwirkungsenergie Wkl nach der klassischen Be­
rechnung und 3. aus der Austauschenergie A der Elektronen mit 
parallelem Spin: 

U=F+Wk1-A. (11) 
Wir interessieren uns hier fUr die Abhangigkeit der Energie von 

1 Der absolute Betrag fur die fragliche Wahrscheinlichkeit kann leicht 
aus der Normierungsbedingung 4 n . f <P r 2 d r = np -1 gefunden werden. 
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der Spinstellung. Da die klassische Wechselwirkungsenergie unab­
hangig von der Spinstellung ist, k6nnen wir den Term Wid als 
belanglos weglassen. Fist bei entsprechender Energienormierung 
die FERMI-Energie. Wir nennen N+ die Zahl der Elektronen mit 
der einen Spinrichtung und N- die Zahl der Elektronen mit der 
dazu antiparallelen Spinrichtung, ferner n+ und n- die entsprechen­
den Elektronendichten. Dann ist 

N=N++N-, n=n++n-, (12) 
wobei N die Gesamtzahl der Elektronen und n die Gesamtzahl 
pro cm3 ist. 

Die FERMI-Energie setzt sich additiv aus den Beitragen der 
beiden Elektronengruppen zusammen. Sie ist nach § 5, (16) 

F=: (N+C++N-C-). 

C+ und C- sind die Grenzenergien der beiden Gruppen. Die beiden 
Grenzenergien C+ und C- sind verschieden, falls n+ + n- ist und 
werden nach § 5, (15) berechnet. Dabei haben wir aber zu be­
achten, daB dort n die Anzahl der Elektronen pro cm3 bedeutet, 
falls jeder Zustand doppelt besetzt ist. Wir mussen daher hier n 
durch 2n+ bzw. 2n- ersetzen, weil in jeder unserer beiden Gruppen 
jeder Zustand nur einfach besetzt ist, denn jede Gruppe enthalt 
ja Elektronen mit nur einer Spinrichtung. Damit ist 

3 h2 
F ="5 2m [N+ (6-n2n+)2/3 + N- (6n2n-)2/3]. (13) 

Die Austauschenergie A erniedrigt immer die Gesamtenergie 
(A >0), wie wir oben qualitativ festgestellt haben. Zur Berechnung 
von A kann man zuerst das Austauschintegral fur zwei Elektronen 
berechnen und dann uber aIle Elektronenpaare summieren. Man 
kann aber auch von der oben (lO) mitgeteiIten Dichteverteilung 
W(r) ausgehen und hieraus die Wechselwirkungsenergie ausrechnen. 
Durch Subtrahieren von der klassischen Wechselwirkungsenergie 
ergibt sich dann die Austauschwechselwirkung. Wir wollen hier 
auf die Einzelheiten der Rechnung, die aus einfachen Integrationen 
besteht, nicht eingehen 1. 

Man findet die Austauschenergie [59] 

A = ; e2 [N+ ( 34n: t a + N- (34:- Y'l (14) 

1 Mathematisch bedeuten die beiden Methoden eine verschiedene Reihen­
folge der Integrationen iiber den t- und den f-Raum. 
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Somit wird die Gesamtenergie U (11) pro Volumeneinheit (N+ -+ n+) 
bei Unterdriickung von Wkl (vgl. oben) mit (13), (14) und (12) 

U = 5 2m [(6n2n+)2/3 n + + (6n2 (n-n+))2/3 (n~n+)]-
3 ~ I 
3 [( 3 n+ )1/3 ( 3 (n - n+) )1/3 ] (15) -2e2 ~ n+ + 4n (n-n+) 

Wir wollen hier kurz feststellen, daB auch zwischen Elektronen 
mit antiparallelem Spin Beziehungen bestehen, falls man die 
Wechselwirkung der Elektronen schon von vornherein in Betraeht 
zieht [178]. Da die AbstoBung zweier Elektronen groB wird, wenn 
sie sieh sehr nahe kommen, wird also aueh fUr Elektronen mit 
antiparallelem Spin die Wahrseheinliehkeit eines sehr kleinen 
Abstandes kleiner sein als bei gleiehmiiBiger Diehteverteilung. 
Dies gibt eine weitere Erniedrigung der Energie, proportional zu 
einer Potenz von n+ n-. Dieser Term ist aber immer kleiner als 
die Austausehenergie. Wir werden ihn deshalb vernaehlassigen, 
insbesondere, da er zu sehr komplizierten Ausdriieken fiihrt. 

Wir wollen die Gesamtenergie (15) fiir zwei einfache Spezial­
falle angeben: Fiir den Fall, daB aIle Elektronen parallele Spins 
haben und fUr den Fall, daB es gleieh viele Elektronen mit beiden 
Spinriehtungen gibt. 1m ersten Fall ist n=n+, d. h .. 

U - ~~. (6 2 )2/3 _~ 2(~)I/S n = n+. 
1- 5 2m n n n 2 e 4n n, 

1m zweiten Fall ist n+ = n-, d. h. n+ = ;. (15) wird dann 

U - ~~ (3 2 )2/3 _~ 2(~)1/3 n+ = n-. 
2- 5 2m n n n. 2 e 8n n, 

Ein Gas von freien Elektronen ist dann ferromagnetiseh [59], 
wenn U1 <U2, d.h. Ut-U2<0 ist, denn dann hat der Zustand, 
in dem aIle Elektronen parallelen Spin haben, die kleinste Energie. 
Nun ist 

~ (Ut -U2) = :o~ (3n2n)2/3(22/3-1)-; e2(::rS(21i3_I). 
Die Bedingung U1-U2<0 lautet also 

~5_ (~)1/3 me2 22/3_1 _ 1/3 
4 n2 3 n h2 > 21/3 _ 1 - 2 + I 

oder 
~ ( me2 ~5_ 1 )3 _ 0 9 . 1022 -3 n< 3 h2 4n2 2113 +1 -, em. 

Bei allen Metallen ist n groBer als dieser Wert, z. B. n =2,6 .1022 

fiir Na, n = 8,5.1022 fiir Cu, so daB die Valenzelektronen der 
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Metalle, die ja beinahe wie freie Elektronen behandelt werden 
konnen, nie Ferromagnetismus erzeugen. Hatten wir, wie oben 
angedeutet, auch die Energiebeitrage, die von Beziehungen zwischen 
Elektronen mit antiparallelem Spin herriihren, mitberiicksichtigt, 
so ware der Grenzwert fiir n noch niedriger ausgefallen. 

Wenn hiernach die Valenzelektronen auch nicht ferromagne­
tisch sind, so zeigen sie doch eine viel groBere Tendenz, ihre Spins 
parallel zu stellen, als bei Vernachlassigung der Austauschwechsel­
wirkung. Dies ist natiirlich fiir den Paramagnetismus der Elektronen 
von Bedeutung, wie wir in § 27 naher ausfiihren werden. 

§ 25. Der ferromagnetische Zustand [44]. 

Die Bedingungen fUT Ferromagnetismus. Wir haben am Ende 
von § 24 festgestellt, daB die Valenzelektronen sicher nicht fiir 
den Ferromagnetismus verantwortlich sind. Daher mussen wir die 
Elektronen innerer Schalen betrachten. Sind die Zustande einer 
inneren Schale alle besetzt, so gibt es gleich viele Elektronen mit 
beiden Spinrichtungen. Ein "OberschuB von Spins in einer Rich­
tung ist daher nur moglich, wenn eine innere Schale des betref­
fenden Atoms nicht abgeschlossen ist. 

Wenn die Atome eines Metalls nicht abgeschlossene innere 
Schalen haben, braucht das betreffende Metall natiirlich noch nicht 
ferromagnetisch zu sein. Dazu ist noch notig, daB der Zustand, in 
dem die Spins der nicht abgeschlossenen Schale parallel sind, die 
tiefste Energie besitzt. Nach § 24, (8) ist das dann erfullt, wenn das 
Austauschintegral A positiv ist. A >0 ist allerdings nur eine not­
wendige, nicht eine hinreichende Bedingung, wie das in § 24 be­
handelte Beispiel freier Elektronen zeigtl. Das Metall wird aber 
um so wahrscheinlicher ferromagnetisch sein, je groBer A ist. 

Nach § 24, (7) ist 

A =e2jeint dT1 dT2 -e2jeint(-Rl + Rl )dT1 dT2 • 
TlI 111 21 

Hier bezieht sich der erste Term auf die Wechselwirkung der EIek­
tronen untereinander (Abstand Tn), der zweite Term auf die Wechsel­
wirkung der Elektronen mit den Kernen der Nachbaratome. 
Damit A > 0 ist, muB der erste Term groB, der zweite klein sein. 

1 Dieses Beispiel kann jedoch nicht als Spezia1fa11 unserer gegenwartigen 
Betrachtungen aufgefaBt werden, denn hier gehen wir ja von den Zustanden 
der freien Atome aus, dort jedoch von den Zustanden im Metall. 



296 Ferromagnetismus. 

Das ist am ehesten dadurch zu erfiillen, daB eint in dem Gebiet 
zwischen den Atomkemen groB wird, denn dann ist das erste 
Integral groB, weil eint dort groB ist, WO T12 klein ist, nii.mlich 
zwischen den Kernen. Hingegen ist eint nahe den Kernen klein. 
so daB das zweite Integral klein wird. eint entsteht nach S.287 
durch Vberlagerung der Eigenfunktionen der beiden benachbarten 
Atome. eint ist daher zwischen den Kernen um so groBer, je groBer 
die Ladungsdichten der fragIichen Atome im Gebiet zwischen den 
Kernen und je kleiner sie in der Nii.he der Keme ist. Dazu muB 
zunachst die azimutale Quantenzahl der Elektronen mogIichst groB 
sein, denn je groBer diese ist, desto groBer ist der Drehimpuls der 
Elektronen und um so weiter entfemen sie sich daher vom Kern. 
Damit ein Elektron dem Nachbarkem aber nicht zu nahe kommt, 
muB der Radius der Schale moglichst klein gegen den Abstand 
der Keme sein. Diese beiden Bedingungen sind natiirIich nur 
quaIitativ, wir zeigen jedoch an Hand von Tabelle 27, daB sie am 
besten fiir die ferromagnetischen Metalle erfiillt sind. Wir bringen 
dort die Elemente mit den Ordnungszahlen 22-28 (Ti-Ni), bei 
denen die 3-a Schale aufgefiillt wird. (Ti hat ein Elektron, 
Ni acht Elektronen in der 3-a-Schale, die maximal zehn Elek­
tronen enthalten kann.) FUr diese Elemente steigt das Verhiiltnis 
'V = Gitterabstand: Radius der inneren Schale mit wachsender 
Auffiillung und erreicht bei den ferromagnetischen Metallen Fe, 
Co, Ni ihre hOchsten Werte. Zum Vergleich bringen wir auch die 
Elemente Ru, Rh, Pd, welche die EndgIieder bei der Auffiillung 
der 4-a-Schalen sind und entsprechend Os, Ir, Pt (5-d-Schale). 
Bei allen diesen ist 'V kleiner als bei Fe, Co, Ni. 

Tabelle 27. Nach [88 a]. 

MetaIl Ti V Cr Mn I Fe Co I Ni Ru I Rh Pd lOs Ir I Pt 

v 1,1 1,2 1,3 1,5 11,6 1,812,0 1,1 11,3 1,411,0 1,1 11,2 

Vber die GroBe des Austauschintegrals A lii.Bt sich noch eine 
weitere qualitative Aussage machen. Wie wir oben gezeigt haben, 
wachst A mit wachsendem v. Wenn v aber sehr groB wird, muB 
A wieder abnehmen, denn bei Atomen, die sehr weit voneinander 
entfemt sind, iiberdecken sich die Eigenfunktionen iiberhaupt 
nicht. Daher wird A zuniichst mit wachsendem v wachsen, nach 
"Vberschreiten cines maximalen Wertes aber wieder abnehmen. 



Der ferromagnetische Zustand. 297 

Ein MaB fiir die GroBe von A ist die CURIE-Temperatur T", das 
ist die Temperatur, bei welcher das Metall vom ferromagnetischen 
in den paramagnetischen Zustand iibergeht. Wir werden die 
Temperaturabhangigkeit des Ferromagnetismus weiter unten aus­
fiihrlich behandeln. Rein qualitativ laBt sich aber immer sagen, daB 

kTc,....,A 

sein muB, denn dann ist die Warmeenergie des Metalls so groB, 
daB sie die ferromagnetische "Bindung" zerstoren kann. Die 
meisten CURIE-Temperaturen liegen zwischen 1000 C und 10000 C 
(Fe 7700 C, Co 10750 C, Ni 3600 C), d. h. A muB zwischen 1/100 
und 1/10 e· Volt liegen. Das ist gerade die GroBenordnung, 
die wir fUr die Wechselwirkung der Elektronen der hochsten 
inneren Schale erwarten diirfen, da ja die Wechselwirkungsenergie 
der Valenzelektronen von der GroBenordnung 1 e-Volt ist. Mehr 
als qualitative theoretische Angaben sind aber gegenwartig nicht 
moglich. 

Neben den in Tabelle 27 aufgefiihrten Metallen haben noch 
die Metalle der seltenen Erden besonders groBe v-Werte, von denen 
fast aIle noch groBer als die v-Werte von Fe, Co und Ni sind. Hier 
werden wir annehmen, daB v so groB ist, daB A mit wachsendem 
v schon abnimmt. Daher miissen die seltenen Erden, falls sie 
iiberhaupt ferromagnetisch sind, sehr tiefe CURIE-Punkte haben 
(vermutlich nahe am absoluten Nullpunkt). Ein verhaltnismaBig 
hoher CURIE·Punkt, namlich Tc""" 20° C, wurde bei Gadolinium 
gefunden [203]. 

Die Metalle Cr und Mn, die im periodischen System vor Fe 
stehen, sind zwar nicht ferromagnetisch, aber dafiir stark para­
magnetisch (§ 27). Es gibt jedoch sehr viele Legierungen dieser 
Metalle, die ferromagnetisch sind. Das bekannteste Beispiel sind 
die HEUSLERschen Legierungen (Mn, Cu mit einem dritten Metall). 
In diesem Fall ist allerdings noch unklar, ob der Ferromagnetismus 
nur dem Mn oder auch dem Cu zuzuschreiben ist. Cu hat eine auf­
gefiillte 3 - d-Schale (es steht nach Ni im periodischen System) und 
ein 4 - s-Elektron. Mn hat im atomaren Zustand hingegen fiinf 
3 - d-Elektronen (also fiinf freie Platze in der 3 - d-Schale) und ein 
4-s-Elektron. 1m metallischen Zustand ist das Energieband der 
4 - s-Elektronen sicher breit gegen das Band der 3 - d· Elektronen. 
AuBerdem miissen sich beide Bander stark iiberdecken, so daB die 
Grenzenergie im gemeinsamen Gebiet liegt, weil sonst alle Elek­
tronen im 3- d-Band waren (vgl. § 30 und Abb.60, S. 332). Auch 
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bei Cu iiberdecken sich 3- d- und 4- s-Band, jedoch nicht so stark 
wie bei Mn, so daB hier'die Grenzenergie nnr im 4- s-Band liegt 
und die 3-d-Schale abgeschlossen ist. Bringen wir jetzt Cu zu 
Mn, so werden die 4-s-Elektronen und ein Teil der 3-d-Elektronen 
des Kupfers in das 3-d-Band des Mn gehen und versuchen, dieses 
aufzufiillen. Dadurch wird die 3-d-Schale von Ou zum Teil abge­
baut, so daB auch bei Cu die erste Bedingung fUr Ferromagnetismus, 
nicht abgeschlossene innere Schale, erfiillt ist. Andererseits ist 
der Radius der 3-d-Schale bei Ou kleiner als bei Mn, so daB das 
Verhaltnis v fiir die ins Mn-Gitter eingebauten Cu-Atome groBer 
(giinstiger) als fiir die Mn-Atome ist. 

Gesamtenergie. Wir interessieren uns hier fiir denjenigen Teil 
der Gesamtenergie des Metalls, der mit den ferromagnetischen 
Eigenschaften verkniipft ist. Bei einem ferromagnetischen Metall 
hat der energetisch tiefste Zustand ein magnetisches Moment. 
In diesem tiefsten Zustand ist das Metall natiirlich nur am abso­
luten Nullpunkt. Mit wachsender Temperatur werden energetisch 
hohere Zustande angeregt und das magnetische Moment wird 
kleiner. Wir wollen zunachst den Zusammenhang zwischen Energie 
und Moment herstellen und dann die Temperaturabhangigkeit der 
Momente berechnen. 

Die Austauschenergie ist derjenige Teil der Gesamtenergie, 
der im Zusammenhang mit dem magnetischen Moment steht. 
Wir haben schon oben mitgeteilt, daB ihre exakte Berechnung 
mit sehr groBen Schwierigkeiten verkniipft ist. Wir machen daher 
folgende vereinfachende Annahme. Ein Atom solI nur mit seinen 
nachsten Nachbarn in Wechselwirkung stehen, deren Anzahl Z 
sei. Diese Annahme ist sicher gut erfiillt, weil die Austauschkrafte 
in groSerer Entfernung exponentiell abnehmen. Sodann nehmen 
wir an, daB die Wechselwirkung zweier Nachbaratome in gleicher 
Weise vor sich gehe, wie bei dem in § 24, (6a), (6b) behandelten 
Zweikorperproblem, d. h., daB zwei Elektronen mit parallelem 
Spin den Beitrag A, mit antiparallelem Spin den Beitrag -A zur 
Energie liefern 1. Diese Annahme ist sicher nicht so gut erfiillt 

1 Bei dem auf S. 291 beniitzten Modell Iiefern Elektronen mit anti­
parallelem Spin iiberhaupt keinen Beitrag zur Austauschenergie. Der 
Unterschied riihrt daher, daB im gegenwartigen Fall Elektronen mit anti­
parallelem Spin in verschiedenen, einfach besetzten Quantenzustanden 
sitzen. Dies widerspricht den Voraussetzungen, die wir auf S.291, FuB­
note 1, bei dem dort beniitzten Modell gemacht haben. 
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wie die erste Annahme, denn ahnlich wie es bei der Berechnung 
der Energieaufspaltung eines Elektronenterms (§ 4 A) bei einem 
N-Korperproblem im ganzen N Energiewerte zwischen -A und A 
gab [vgl. Gl. (7), § 4], wird es auch hier Werte zwischen -A und 
A geben. Trotzdem wird unsere Annahme am allgemeinen Ver­
halten der Energie in Abhangigkeit von der Magnetisierung nicht 
viel andern, sondern wahrscheinlich im wesentlichen nur bewirken, 
daB A durch einen etwas anderen Zahlenwert zu ersetzen ist. 

Die Spins der einzelnen Elektronen konnen sich bekanntlich 
nur parallel oder antiparallel zu einem auBeren Magnetfeld ein­
stellen. Sei N+ die Zahl der Elektronen mit parallelem und N­
die Zahl mit antiparallelem Spin. (Wir werden die. Spinstellungen 
mit + bzw. - bezeichnen.) Dann ist 

N=N++N- (1) 
die Gesamtzahl der Elektronen und 

(2) 
ihr resultierendes magnetisches Moment. Ferner hat ein Atom 

mit Z Nachbarn im Mittel z;+ Nachbarn mit +-Spin und z;­
Nachbarn mit --Spin. Ein Elektron mit +-Spin hat mit jedem 
Nachbarelektron mit + - Spin die Wechselwirkungsenergie - A 
und mit jedem Nachbarn mit --Spin die Wechselwirkungsenergie 
+ A. Insgesamt ergibt das den Beitrag 

Z 
-A N (N+-N-). (3) 

Da es im ganzen N+ -Elektronen mit +-Spin gibt, ist der Gesamt­
beitrag dieser Elektronen das N+ -fache von (3). Dabei 'wird aber 
jedes Elektron Z-fach gezahlt, so daB wir noch mit Z dividieren 
miissen und als Gesamtbeitrag der N+ -Elektronen zur Energie 

N+ 
-AN(N+-N-) 

erhalten. Entsprechend wird der Beitrag der N- -Elektronen 
N-

-A N (N--N+). 

Die gesamte, vom magnetischen Moment abhangige Energie Em 
ergibt sich durch Addition dieser beiden Ausdriicke. Unter Ver­
wendung von (2) erhalten wir 

A AM2 
Em =--W(N+-N-)2 =-N-' (4) 

Die Austauschenergie ist somit proportional zum Quadrat des 
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magnetischen Moments. Bei Anwesenheit eines auBeren Magnet­
feldes H kommt hierzu noch die magnetische Energie -flH M, so 
daB die Gesamtenergie daIDl 

AM2 
E(M) =--N-flHM (4a) 

ist. Bei der Berechnung <fer Temperaturabhangigkeit brauchen 
wir auBer der Gesamtenergie auch noch das statistische Gewicht 
g(M) eines Zustandes mit bestimmtem magnetischem Moment flM. 
Das statistische Gewicht ist gleich der Zahl der Maglichkeiten mit 
der man die N-Elektronenspins so in zwei Teile teilen kann, daB 
N+-Elektronen +-Spin haben [also nach (1) N--Elektronen 

--Spin). Bekanntlich ist dies auf (:+) verschiedene Weisen mag­

Hch. Das statistische Gewicht des Zustandes mit dem magnetischen 
Moment flM wird also, weil nach (I) und (2) 2N+ = N + Mist, 

g(M)= (N!M)' (5) 

Temperaturabhiingigkeit. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das 
Metall die Gesamtenergie E (M) hat, ist proportional zu 

E(M) 

g(M)e-~ (6) 

Das mittlere, magnetische Moment bei einer bestimmten Tem­
peratur erhalt man durch Mittelung iiber aIle maglichen Zu­
stande (6). Anstatt dessen kannen wir unter der Annahme, daB 
(6) . ein ausgepragtes Maximum bei einem bestimmten M =Mo 

hat, das mittlere Moment flM mit dem wahrscheinlichsten flMo 
identifizieren. Die Bedingung, daB (6) ein Maximum hat, lautet 
unter Beachtung, daB die Zahl M =N+-N- sich jeweils urn 2 
andert: E(M.) 

g(Mo)e--~ =g(Mo+2)e 
E(M.+2) 

kT 

Unter Verwendung von (4a) und (5) wird dies 

(
"tV) _AM:_pM.H (N ) _:!(M.+2)'_p(M-,,~!l 
" e NkT kT = e NkT kT 

N +!fo N + Mo + 1 
2 2 

Unter Beachtung, daB (mit N>I, MoyI) 
N+Mo 

( 
N )!( N )_-2-+1~~Vj-Mo 

N~!1j) I N~1lfO+I - N_N~Mo N-Mo 
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ist, erhalt man 

wobei 
eX _ e- X 

Xgx=~--
. eX + e- X 

ist. Die Magnetisierung J = f-tMo ist dann 

i = Xg (iT (H + H' ) ) , J o = f-t N (7) 

mit 
H' - 2 A J _ J 2 A oder J f-l H' (7 a) 

- N ",2 - Jo ---,;-, Jo 2A· 

Eine Formel von genau dieser Art mit H' = 0 wird fiir paramagne­
tische Gase erhalten. In unserem Fall ist die Magnetisierung genau 
so groB wie bei einem paramagnetischem Gas, wenn auBer dem 
auBeren Feld H noch ein "inneres Feld" H', das zur Magnetisie­
rung J proportional ist, auftritt [31]. Jo ist die Sattigungsmagneti­
sierung fiir T = O. 

Das Metall ist bei denjenigen Temperaturen im ferromagne­
tischen Zustand, bei welchen ohne auBeres Feld eine yon Null 
verschiedene Magnetisierung J herrscht. Fiir diese Temperaturen 
miissen also mit H = 0 die G1. (7) und (7 a) bei reellem J befrie­
digt werden konnen. Urn die Bedingungen hierfiir naher zu unter­
suchen, schreiben wir zur Abkiirzung 

f-lH' 
x=~. 

Wir miissen dann die Gleichung [vgl. (7) und (7 a)] 
kT 

Xgx= 2A x 

fiir reelle Werte von x 16sen. Da fiir aIle reellen x-Werte I x I > I tg h x I 
ist und auBerdem 0 < I tg h x I < 1, muB k T < 2 A sein. Der CURIE­
Punkt ist daher durch 

(8) 

gegeben, wie wir schon anfangs vermutet hatten. Fiir Tempe­
raturen iiber dem CURIE-Punkt, T > ~, wird das Argument des 
tg h in (7) kleiner als Eins. Wegen tg h x,..., x fiir x< 1 wird dann 
aus (7) und mit (8): 

(9) 
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Wir miissen hier ausdriicklich darauf hinweisen, daB (9) nur giiltig 
ist, wenn ein Atom hochstens ein BOHRsches Magneton zur Magneti­
sierung beitragt (vgl. § 27, S.317). 

Tiefe Temperaturen [73]. Bei tiefen Temperaturen sind beinahe 
alle Spins zueinander parallel. In diesem Fall kann .man die Ge­
samtenergie und die Temperaturabhangigkeit in einer besseren 
Niiherung als oben (7) berechnen. Es sei 80 die Gesamtenergie 
des Metalls, wenn aHe Spins parallel, etwa in der +-Richtung, 
sind. Wenn wir jetzt einen Spin in die --Richtung umklappen, 
so wird die Energie erhoht, und zwar bei dem in § 24 behandelten 
Zweikorperproblem um 2 A. Von hier aus hatten wir oben bei 
Z Nachbarn auf eine Z-fache ErhOhung der Energie approximiert, 
dabei aber darauf hingewiesen, daB dies eigentlich der Maximal­
wert der EnergieerhOhung sein soll. Bei einem Kristall von 
N-Atomen sollte es im ganzen N verschiedene Energiewerte geben. 
Das Problem hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der Berechnung 
der Energiezustande eines Elektrons in einem Kristall von 
N Atomen. Wenn wir diese nach § 4 A berechnen, so ergeben 
sich im FaIle eines Zweikorperproblems zwei Energiestufen, die 
sich um die Energie 2 A unterscheiden, genau wie bei unserem 
Spinproblem. Eine Berechnung, die wir hier nicht wiedergeben, 
zeigt nun, daB die Energieerhohung 8 genau in der gleichen Form 
geschrieben werden kann, wie die Energieaufspaltung eines Elek­
tronenniveaus in einem Metall [§ 4, (7)]. Unter Einfiihrung einer 
Spinwellenzahl wird dann die Energiedifferenz e vom Grundzu­
stand, bei einem einfachen kubischen Gitter mit der Gitterkon­
stante a, durch die Formel 

8 = 2A (3 + cos kza + cos k ll a + cos kza) (10) 
dargestellt. Die Wellenzahl kann wie in § 3, (6) N verschiedene 
Werte annehmen. Der maximale Wert von 8 ist nach (10) 2 A. 6 = 
12 A, in tJbereinstimmung damit, daB jedes Atom in einem 
kubischen Krista1I6 Nachbarn hat. Formel (10) ist vollkommen 
exakt giiltig. Wenn nicht ein Spin, sondern r Spins in die --Rich­
tung umgeklappt sind, werden sich die Beitrage der Energie­
erhohungen der einzelnen Spins so lange linear iiberlagern, so lange 
sich die umgeklappten Spins nicht beeinflussen. Das ist dann 
der Fall, wenn die Zahl r so klein ist, daB die Spins der Nachbar­
atome eines Atoms mit umgeklapptem Spin nicht umgeklappt sind. 
So lange dies erliillt ist, bleibt unsere gegenwiirtige Niiherung 
streng giiltig. 
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Wir konnen die weiteren tJberlegungen mit einer Methode 
behandeln, die durch die formale tJbereinstimmung der Energie­
erhOhung durch Umklappen eines +-Spins (das heiBt durch die 
Erzeugung eines --Spins) mit der Energie eines Elektrons ver­
anlaBt wird. Anstatt von der EnergieerhOhung durch Umklappen 
eines Spins zu sprechen, werden wir einfach von der Energie eines 
--Spins sprechen, genau wie von der Energie eines Elektrons. 
Die Gesamtenergie aller - -Spins ist bis auf eine additive Kon­
stante identisch mit der Gesamtenergie des Metalls. Eine additive 
Konstante ist fUr uns aber belanglos. Wir haben jetzt die Gesamt­
zahl aller--Spins zu untersuchen, ahnlich wie wir in § 5 die Ge­
samtheit aller Elektronen studiert haben. Ein --Spin wird ahnlich 
wie ein Elektron mit einer bestimmten Geschwindigkeit durch den 
Kristall wandern. Ebenso wie von Elektronenwellen konnen wir 
daher von Spinwellen reden. Die Energie einer Spinwelle ist durch 
(10) bestimmt. Bei tiefen Temperaturen haben die Spinwellen 
kleine Energien, so daB wir die Cosinusse in Gl. (10) entwickeln 
konnen. Wir erhalten dann 

e = A a2 (k~ + k; + k;) = A a2 k2 • (ll) 
Zwischen Spinwellen und Elektronenwellen gibt es zwei wesent­
liche Unterschiede: 

1. Die Zahl der Spinwellen (--Spins) ist nicht konstant. 
2. Die Spinwellen geniigen nicht dem PAULI-Prinzip, d. h. he­

liebig viele Spinwellen konnen die gleiche Wellenzahl haben. 
Aus diesen heiden Punkten ergibt sich, daB die Spinwellen 

(Spins) statistisch genau so wie Lichtquanten zu behandeln sind, 
denn diese erfiillen ebenfalls die oben stehenden beiden Punkte. 
Somit ist die Wahrscheinlichkeit,· daB bei der Temperatur T eine 
Spinwelle mit der Energie e angeregt ist, gegeben durch 1 

1 

• 
ekT -1 

Die Anzahl der Zustande .im Volumenelement d l"f des f-Raums 
ist nach § 3, (6a) 

Dabei ist 
R=a3 N 

1 Ableitung im Anhang 4. kist die BOLTZMANN·Konstante, im Gegen. 
satz zur Wellenzahl k. 
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das Volumen des Kristalls. Die Anzahl der Spin wellen im Volumen· 
element d Tr bei der Temperatur T ist somit 

N(~)S dTr 
2n 6 

ekT -1 

Die Gesamtzahl N- der Spinwellen ergibt sich hieraus durch 
Integration 

N- =N(2Gn Yj ;Tr . 
ekT -1 

(12) 

Die Integrationsgrenzen konnen wir von k = 0 bis k = 00 

erstrecken, da fUr tiefe Temperaturen der Beitrag groBer Energien, 
d. h. groBer k·Werte, infolge des exponentiellen Verhaltens des 
Nenners verschwindend klein wird. Wir setzen (ll) in (12) ein 
und erhalten nach Integration iiber die Winkel, die dTr in 4:d2dk 
ii berfiihrt : 

'" '" 
N- = 41tN (~)SJ k2 dk = ~(kT)S!2J x2 dx 

2n Ak'a' 2n2 A e:l)'-I' 
e kT -1 

o 0 

Der Wert des Integrals iiber x ist - 1,3, so daB 

N- = 1,3 N (~)S!2 (1280) 
2n2 A 

wird. Aus der Gesamtzahl der Spinwellen, d. h. der -.Spins, 
erhalten wir sofort das gesamte magnetische Moment, das nach 
(I) und (2) 

p.M =p. (N -2N-) 
ist, also nach (12a) 

J =p.M =p.N (1- (~"I t2), (13) 

oder 

.(13a.) 

wobei 

kT,,= (~~2 tSA -4A 

ist. Wenn wir das Gesetz (13) bis zu hohen Temperaturen extra· 
polieren, ist T" der CuRIE·Punkt. 

Diskussion der Temperaturahhiingigkeit. Wir beginnen mit 
tiefen Temperaturen, d. h. mit Formel (13a). Diese Formel gibt 
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das Verhaltnis der Sattigungsmagnetisierung J bei einer Tempe­
ratur T zur Sattigungsmagnetisierung Jo fUr T = O. (13a) ist 
ffir tiefe Temperaturen kein Naherungsgesetz, sondern ein exaktes 
Gesetz, weil unsere Voraussetzungen, die zu (13a) fiihrten, bei 
tiefen Temperaturen exakte 
Giiltigkeit haben. Eine Prfi­
fung an Eisen in einem Tem­
peraturintervall zwischen 
200 abs. 2900 abs. ergab erne t 
ausgezeichnete Bestatigung I 
des 1'3/2-Gesetzes (13a). Ab­
bildung 56 zeigt die MeBer­
gebnisse [177]. Dabei ist J 
als Funktion von 1'3/2 auf­
getragen. Aile MeBpunkte 

~~Lo 

r"" i'... 
It%> 

o to 20 

I 

x, . 

0; 
" 'moo x, 

"', 
so·tot 6'0 

liegen innerhalb der MeBge- Abb. 56. Die Sattlgungsm8gnetisiernng I als 
Funktion von T'I' nach [177]. 

nauigkeit auf einer Geraden. 
Wir kommen jetzt zur Besprechung unseres Gesetzes (7), das 

im Gegensatz zu (13a) Gfiltigkeit im ganzen Temperaturintervall 
bis zum CURIE-Punkt hat, daffir 
aber nur ein Naherungsgesetz ist. 
Aus (7) und (7 a) folgt sofort, 
daB der Zusammenhang zwischen 

den beiden GroBen ~o und ~c un­
abhangig vom betreffenden Metall t 4511 
sein muB. Das wird, wie wir an i 
Hand von Abb. 57 zeigen, sehr 

'5 

gut bestatigt. Dort ist ~ fUr 
o 

Fe, Co und Ni als Funktion von 

-~---...... 
.\ 

\ 
xre 

~ oCo 
·Nt 

\ 
T 0 425 4511 475 
Tc aufgetragen. Die MeBpunkte -;_ 

der verschiedenen Metalle Hegen Abb.57. III. als Funktion von TITe• 

auf einer vollstandig glatten -- theoretlsch [109]. 

Kurve. Diese ist auBerdem in 
guter fibereinstimmung mit der aus (7) und (7a) folgenden theo­
retischen Kurve. Die Abweichungen bei tiefen Temperaturen, 
wo das Gesetz (13a) gfiltig istl, Hegen auBerhalb der Gena~ig­
keit der Figur. 

1 G1. (7) geht fiir tiefe Temperaturen nicht in (13a) iiber. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 20 
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FUr Temperaturen T> T" gilt das OURIE-WEIsssche Gesetz (9). 
Danach ist die Magnetisierung Null fUr H =0, d. h. das Metall 
ist jetzt paramagnetisch. Die Temperaturabhiingigkeit (9) wird 
sehr gut bestatigt. 

Sattigungsmagnetisierung. Die Sa ttigungsmagnetisierung .fo fiir 
T = ° ist nach (7) Jo = {IN, falls jedes Atom ein BOHRsches Ma­
gneton zur Gesamtmagnetisierung beitragt. Allgemeiner ist daher 

Jo=S{lN, 

falls S die Zahl der BOHRschen Magnetonen pro Atom ist. 1m 
atomaren Zustand fehlen in der 3-d-Schale bei Fe vier, bei 00 
drei und bei Ni zwei Elektronen. Bei einer elementaren "Ober­
legung wiirde man daher als Sattigungsmagnetisierung 4 (Fe), 
3 (Co) und 2 (Ni) BOHRsche Magnetonen pro Atom erwarten. 
Tatsachlich aber findet man 2,2 (Fe), 1,8 (00) und 0,6 (Ni) BOHR­
sche Magnetonen, also nicht eine ganze Zahl pro Atom. Man ist 
daher zur Annahme gezwungen, daB nicht aIle Atome den gleichen 
Beitrag zu .fo liefem, daB also nicht aIle Atome im gleichen Zustand 
sind [111]. Diese Auffassung wird ganz selbstverstandlich, wenn 
wir nicht von der Naherung von seiten freier Atome ausgehen, 
die wir nur in diesem Paragraphen gewiihlt haben, weil sie eine 
besonders einfache Behandlung der Elektront)llwechselwirkung 
gestattet. In unserer ublichen Behandlungsweise mussen wir die 
Verteilung derElektronen auf das 4-s-Band und auf das3-d-Band 
betrachten. Da das 3-d-Band nicht abgeschlossen ist, muB es sich 
so stark mit dem 4-s-Band uberdecken, daB die Grenzenergie in 
dem beiden Bandem gemeinsamen Gebiet liegt. In diesem FaIlliegt 
aber gar keine Veranlassung dazu vor, anzunehmen, daB die Zahl 
der freien Platze im d-Band ganzzahlig pro Atom sein muB. Bei 
Ni bedeutet dies in der Naherung dieses Paragraphen, daB das 
Metall aus einem Gemisch von Atomen mit abgeschlossenen und 
nichtabgeschlossenen d-Schalen besteht (vgl. § 27, S.317). 

§ 26. Die Magnetisierungskurve. 

Uberblick. In § 25 zeigten wir, wie die Austauschkrii.fte bewirken 
konnen, daB der magnetische Zustand eine kleinere Energie hat 
als der unmagnetische. Die Energiedifferenz beider Zustande hat 

1 1 
pro Elektron die GroBe kTe '" 100 bislO e-Volt. Wir werden diese 

Energie fiir unsere Zwecke durch die magnetische Energie eines 
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Elektrons in einem Felde He ausdriicken: 

k Te = f-lHe, 
woraus 

307 

(1) 

folgt. Von dieser Starke miissen auBere Felder sein, wenn die 
fiir irgendeine bestimmte Temperatur berechnete Sattigungs­
magnetisierung J iiberschritten werden soil. 

Nun gibt es aber bei allen ferromagnetischen Metallen bei 
schwachen Feldern eine Reihe von Erscheinungen, die durch unsere 
bisherige Theorie noch nicht erklart werden. Hierher gehoren aIle 
Fragen, die mit dem Verlauf der Magnetisierungskurve zusammen­
hangen. N ach unserem Modell sollten aIle ferromagnetischen Metalle 
ohne auBeres Feld schon bis zur Sattigung inagnetisiert sein. Tat­
sachlich ist dazu aber ein auBeres Feld von der GroBenordnung 
1000 GauB notig. Die Energie, die diesem Feld entspricht, ist 
ungefahr 1000mal kleiner als die Austauschenergie. Wir diirfen 
daher erwarten, daB nur kleine Zusatzkrafte notig sind, urn den 
Verlauf der Magnetisierungskurve zu erklaren. Es scheint zunachst 
sehr eigenartig, daB durch so kleine Krafte so auffallige E£fekte 
hervorgerufen werden konnen. Das riihrt, wie wir zeigen werden, 
daher, daB zwei Zustande, die sich magnetisch ganz verschieden 
verhalten, eine sehr geringe Energiedi£ferenz haben konnen. Wir 
denken uns z. B. einen stabformigen Kristall, dessen Spins aIle 
parallel sind. Diesen Kristall wollen wir in der Mitte zerschneiden, 
so daB beide Teile das gleiche magnetische Moment haben und 
dann so zusammensetzen, daB die Momente entgegengesetzte Rich­
tung haben. Es sind dann z. B. im ersten Teil aIle Spins nach links 
gerichtet und im zweiten nach rechts. Das resultierende Moment 
ist jetzt Null. Die Austauschenergie hat sich aber nur sehr wenig 
geandert. Nur auf der Schnittflache andert sich die Energie pro 
Elektron urn 2 A. Die Energie aller anderen Elektronen bleibt 
unverandert. 

Urn uns iiber die Natur der Zusatzkrafte zu orientieren, iiber­
legen wir uns zunachst wieder die Verhaltnisse bei einem Zwei­
elektronenproblem. Wir denken z. B. an das HeIiumspektrum. 
Infolge der Austauschkrafte spaltet, wie wir gezeigt haben, jedes 
Energieniveau in zwei auf, deren Energiedifferenz 2 A ist. Beim 
einen stehen die Spins parallel, beim anderen antiparallel. Das 
erstere besteht aus drei verschiedenen Zustanden, die dadurch 

20* 
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charakterisiert sind, daB die Projektion der Gesamtspins 1 auf 
eine bestimmte Richtung 1,0 oder-"--1 sein kann. Diese drei Terme 
fallen in unserer gegenwiirtigen Niiherung zusammen. Beriick­
sichtigen wir aber noch die magnetische·Wechselwirkung der Spins 
untereinander undzwischen Spin und Bahn, so spaltet das frag~ 
liche Energieniveau in drei Terme auf, wodurch die Feinstruktur 
'im Spektrum erzeugt wird. Almlich werden wir auch die im Zu­
sammenhang mit der Magnetisierungskurve stehenden Erschei­
nungen als eine Art Feinstruktur zu deuten haben. 

Folgende Tatsachen haben wir zu kliiren: 
1. Die Magnetisierung eines Einkristalls ist ohne iiuBeres Feld 

immer Null. Zur Siittigungsmagnetisierung sind Felder von der 
GroBenordnung 103-104 GauB notig. 

2. Die Magnetisierungsenergie in einem Einkristall hiingt von 
der Richtung des Feldes zu den kristallographischen Achsen abo 
Unter Magnetisierungsenergie versteht man dabei 

Js 

U = f HaJ, (2) 
o 

wobei Js die Siittigungsmagnetisierung ist, die von der Tempera­
tur abhiingt, nicht aber von der Richtung im Kristall. 

Daneben sind auch noch Remanenz und Koerzitivkraft zu 
deuten. Beide verschwinden aber fUr Einkristalle, sie konnen 
also nur Eigenschaften der unvollkommenen Kristalle sein. 

Die Deutung von 1. und 2.' gelingt durch zwei einfache Hypo­
thesen, die wir im folgenden auch theoretisch stiitzen werden. 

1. Der Kristall zerfiillt in einzelne kleine Gebiete, die immer 
bis zur Siittigung (fiir die jeweilige Temperatur) magnetisiert sind. 
Ohne iiuBeres Feld sind diese Elementargebiete so angeordnet, daB 
das makroskopische Moment verschwindet. 

II. Zu der in § 25 berechneten Energie des Kristalls ist noch 
eine Anisotropieenergie zu addieren, die aber ungefiihr 1OBma.1 
kleiner ist als die Austauschenergie. 

Die Anisotropieenergie [93]. Analog wie in unseren obigen 
Betrachtungen iiber die Feinstruktur miissen wir jetzt neben den 
elektrischen Kriiften auch noch die magnetischen einfiihren. . Es 
handelt sich dabei um die Wechselwirkung der Spins untereinander 
und der Spinmomente mit den Bahnmomenten. Die Symmetrie 
der Eigenfunktionen (Bahnmomente) ist wesentlich durch die 

1 Jedes Elektron hat den Spin ~, der Gesamtspin ist also 1. 
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Kristallsymmetrie bestimmt. Daraus folgt sofort, daB die magne­
tische Energie ebenfalls durch die Kristallsymmetrie bestimmt ist. 
Wir mussen noch zeigen, daB die Energien die richtige GroBen­
ordnung haben. Die Wechselwirkungsenergie zwischen Spin und 
Bahn hat die gleiche GraBenordnung wie die Feinstrukturauf­
spaltung der Terme eines freien Atoms, namlich - ± 10-14 erg 
(- 100 cm-1 Aufspaltung). Wenn man die Beitrage aller Elektronen 
eines Elementargebietes summiert, erhalt man aber Null, denn die 
Spins sind aIle gleichgerichtet, wahrend die Bahnmomente auf­
einanderfolgender Atome antiparallel stehen 1. Man muB daher 
zur zweiten Naherung ubergehen, in der die Feinstrukturaufspaltung 
quadratisch auf tritt, so daB sich die absoluten Beitrage aller Atome 
addieren. Aus der quantenmechanischen Storungsrechnung ergibt 
sich fur die Wechselwirkungsenergie in zweiter Naherung 

U2 
U-NLJi· 

N = Zahl der Elektronen, Uo = Feinstrukturaufspaltung - ± 10-14 

erg, J E = Abstand des nachsten Terms - 10-12 erg. Damit wird 
U ....., N . 10-16 erg, 

oder, in GauB ausgedru.ckt, 

U - 104 GauB, 
wie es der, mit Hilfe von (2) aus den MeBdaten erhaltenen GraBen­
ordnung entspricht. Neben der Spin-Bahn-Wechselwirkungkommt 
auch noch die Spin-Spin-Wechselwirkung in Betracht. In GauB 
ausgedruckt entspricht sie dein Feld eines Magnetons am Ort 
eines benachbarten, also im Gitterabstand a: 

fta ....., 103 GauB. a -

Diese Wechselwirkung ist somit etwas kleiner als die oben be­
sprochene und daher nicht so wesentlich. 

Wir haben nun die Ursa chen der Anisotropieenergie geklart. 
Ihre allgemeine Form in Abhangigkeit von den Winkeln zu den 
Kristallachsen ist durch die Kristallsymmetrie vorgeschrieben [90, 
125]. Bei einem hexagonalen Kristall (Co), der e~ne ausgezeich­
nete Achse hat, wird 

U = 0 sin2 1} + 0' sin4 1} + ... , (3) 

1 Das folgt aus dem gyromagnetischen Effekt, der zeigt, daB nur die 
Spinmomente, nicht aber die Bahnmomente fUr den Ferromagnetismus 
verantwortlich sind. 
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{} ist der Winkel zwischen der Magnetisierung und der Kristallachse. 
Ungerade Potenzen von sin {} konnen nicht auftreten, weil dies 
der Kristallsymmetrie widerspricht, nach der +{} mit -{} gleich­
berechtigt ist. Man wird annehmen, daB 101:> 10' I ist, was auch in 
Dbereinstimmung mit der Erfahrung ist. 

Bei kubischen Metallen, wo drei gleichberechtigte Achsen vor­
handen sind, ist das quadratische Glied unabhangig von der 
Richtung, denn es ist 

1X~+IX~+IX:=I, 
wo lXi die Richtungskosinuse der Magnetisierungsrichtung sind. 
Daher liefert dieses Glied keinen Beitrag zur Anisotropieenergie 
und es wird 

u = C (IXt + IX~ + IX~) + C' IX~ IX~ IX~ + . . . (4) 
Das Verschwinden der quadratischen Glieder hat zur Folge, daB bei 
unserer obigen Abschatzung von U auch die zweite Naherung keinen 
Beitrag liefert.Bei kubischen Kristallen muB U also kleiner sein, 
als z. B. bei hexagonalen. Tatsachlich findet man das auch. So 
ist fUr Eisen (kubisch) U = 600 GauB, fiir Kobalt (hexagonal) 
aber U = 104 GauB: 

Die Elementargebiete [1l4]. Nach dem Obenstehenden ist die 
Energie jedes Elementargebietes ein Minimum, wenn seine Magne­
tisierung in eine ausgezeichnete Kristallrichtung zeigt. Wenn der 
Makrozustand des Kristalls unmagnetisch ist, werden die Elementar­
gebiete daher in diesen Richtungen liegen. An der Grenze zwischen 
zwei Elementargebieten springt die Magnetisierungsrichtung von 
einer ausgezeichneten Richtung in eine andere. Wir wollen die 
Struktur der Grenzschicht untersuchen. Der Einfachheit halber 
betrachten wir einen Kristall mit nur einer ausgezeichneten Achse, 
so daB die Magnetisierungsrichtungen der beiden Elementar­
gebiete antiparallel zueinander sind. Inder Grenzschicht dreht 
sich der Magnetisierungsvektor um 180°. Nach (3) ist in diesem 
Gebiet die Energie hoher als im Innern der Elementargebiete. 
Die Energieerhohung durch die Anisotropieenergie istl 

-- 1 
L1 El = Osin2{}·N = 2 ON. 

o ist hier auf ein Elektron bezogen und hat die GroBenordnung 
104 GauB. N ist die Zahl der Elektronen der Grenzschicht. Sei 

1 tlberstreichen bedeutet Mitteln iiber aile Richtungen der Magneti. 
sierung. 
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F die Oberflache eines Elementargebietes und d die Dicke der Grenz .. 
Fd 

schicht, so ist N = (i,3' also 
GFd 

L1 E1-aa-' (5) 

Fiir beliebig kleine Dicke d wird L1 El beliebig klein. 
Es gibt noch eine zweite Randenergie, die im Gegensatz zu (5) 

fUr sehr groBe Dicke d klein wird, das ist die Austauschenergie. 
Bestande eine scharfe Grenze zwischen den beiden Gebieten, so 
wiirde an der Oberflache jeder +-Spin an einen --Spin grenzen. 
Die EnergieerhOhung pro Atom der Oberflache ware 2 A, und da 

die Oberflache ~ Atome enthalt, wiirde die gesamte Energie der 
a 

Grenzschicht F 
L1E2=2A 2 · a 

Tatsachlich hat die Grenzschicht die Dicke d> a und wir konnen 
die Austauschenergie nach § 25, (4) berechnen. Es sei f-l m das 
magnetische Moment einer einatomaren Schicht (mit der Ober. 
flache F) innerhalb eines Elementargebietes. Die Richtung von m 
dreht sich in der Grenzschicht um 180°. Unter f-l m' verstehen 
wir die Mittel der magnetischen Momente dreier aufeinander­
folgender einatomarer Schichten. Da bei der Berechnung der 
gesamten Austauschenergie nach § 25 nur die Wechselwirkung 
benachbarter Atome beriicksichtigt wird, ist die Energie der 
mittleren Schicht - AM'2jN, wobei M' < Mist. M'- M kann 
als Zahl der Spins aufgefaBt werden, die beirn Fortschreiten um 
die Strecke a umklappen. Die Energie der Grenzschicht, d. h. 
die Energiedifferenz zwischen Grenzschicht und einer gleich groBen 
Schicht innerhalb eines Elementargebietes ist also 

L1E2 = ~ ~ (M2_M'2) , 

wo die Summe iiber die ganze Grenzschicht geht. Da in der ganzen 
Grenzschicht gerade so viel Spins gedreht werden sollen, wie die 

F~ache F Atome enthalt, namlich ! (dann hat sich ja die Magne­

tisierungsrichtung um 1800 gedreht), ist 

~ (M2_M'2) - (~-r. 
Mit N - Fd wird - a3 

(6) 
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Die Energie der Grenzschicht, L1 El + L1 E 2 , ist in Abhangigkeit von 
der Dicke d dann ein Minimum, wenn [vgl. (5) und (6)] 

d~a-V~ 
ist. Nach (1) ist A ~ 106-107 GauB, wahrend die Anisotropie­
energie C, ~ie wir oben festgestellt haben, ,.., 104 GauB betragt. 
Die Dicke der Grenzschicht wird daher etwa 30 Atomabstande 
betragen. 

Die Energie der Grenzschicht wird nun, wenn wir den obigen 
Wert fiir d in (5) und (6) einsetzen: 

L1 El + L1 E2 ~ 2 ~ VA C. 

Sie ist proportional zur Oberflache F, aber unabhangig von 
der Form der Oberflache. Diese ist dadurch bestimmt, daB die 
magnetische Energie der Elementargebiete moglichst klein sein 
solI. An der Grenzflache zwischen zwei Gebieten entsteht ein 
entmagnetisierendes Feld, das die Energie erhoht. Nach der 
makroskopischen Theorie des Magnetismus ist dieses sehr klein 
fUr langgestreckte Magnete. Die Elementargebiete sind somit 
langgestreckte Gebiete, die in der Richtung einer ausgezeichneten 
Achse magnetisiert sind. 

Die Magnetisierung von Einkristallen [90, 112, 125]. Legt man 
an einen Einkristall in Richtung einer ausgezeichneten Achse ein 
Magnetfeld, so werden sich aIle Elementargebiete parallel zum Feld 
einstellen. Diesen Vorgang darf man sich nicht so vorstellen, daB 
die Elementargebiete als Ganzes in die betreffende Richtung um­
klappen, denn dazu miiBten sie die ganze Anisotropieenergie iiber­
winden. Die Ummagnetisierung kann vielmehr unter verschwindend 
kleinem Energieaufwand dadurch erfolgen, daB sich die Grenz­
flachen der Elementargebiete verschieben, und zwar in der Weise, 
daB diejenigen Elementargebiete, die parallel zum auBeren Feld 
sind, sich auf Kosten der anderen vergroBern. Bei diesem V organg 
wird die Gesamtenergie nur ganz unwesentlich geandert. Wir 
wollen die ausgezeichneten Kristallachsen auch Achsen leichtester 
Magnetisierung nennen. Wenn ein Einkristall in Richtung einer 
solchen Achse magnetisiert wird, erreicht er schon bei ganz kleinen 
Feldern seine SattigungsmagnetisierungJs . 

Erfolgt die Magnetisierung in einer anderen Richtung, so wird 
die Anisotropieenergie von Bedeutung. Der Magnetisierungs­
vorgang geht dann so vor sich, daB sich die Elementargebiete 
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zunachst, wie oben besehrieben, in den Riehtungen leiehtester 
Magnetisierung zueinander parallel stellen. Bei starkeren Feldern 
werden sie aus diesen Riehtungen herausgedreht. Bei diesem 
DrehprozeB mussen die Anisotropiekrafte uberwunden werden. 
Nach unserer obigen Absehatzung sind bei Feldern von 10 3 

bis 104 GauB alle Elementargebiete parallel zum auBeren Feld 
magnetisiert. Bei diesen Feldern wird also die Sattigungsmagneti­
sierung Js erreieht. Aus den Ausdrueken (3) oder (4) kann der Verlauf 
der Magnetisierungskurve 1800 

genau bereehnet werden, 
wenn man die Konstanten 
aus anderen Messungen 
entnimmt. In Abb. 58 ist 
das Ergebnis fur einen 
Eiseneinkristall (kubiseh) 
aufgetragen (fur 1 0 0 - , 
110- und III-Riehtung), 
das ausgezeiehnet mit den 
Messungen ubereinstimmt. 

Die (100) -Riehtung 
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!f-
ist eine Kristallaehse, in Abb.58. Die Magnetisierungskurve eines Fe-Ein-
der, wie oben ausgefiihrt kristalles nach [125]. 0 X experimentell, 

-- theoretisch. 
wurde, die Sattigung bei 
sehwaehen Feldern erreieht wird. Bei Magnetisierung in der 
Flaehendiagonale (110) stellen sieh die Elementargebiete bei 
sehwaehen Feldern in die Riehtungen leiehtester Magnetisierung, 
wodureh der -y2-te Teil der Sattigung Js erreieht wird; bei star­
keren Feldern setzen dann die Drehprozesse ein. In der Raum-

diagonale (1 1 1) beginnen die Drehprozesse bei :a Js· 

Remanenz, Koerzitivkrajt [70, 112, 114]. Bei Einkristallen gibt 
es keinerlei irreversiblen V organge, welehe Remanenz und Koerzitiv­
kraft bewirken. Diese miissen daher eine Folge der Aufteilung 
des Metalls in kleine Kristallite sein. Wir hatten oben gesehen, 
daB die Ummagnetisierung der Elementargebiete ohne Energie­
aufwand erfolgt, wenn sieh deren Grenzflaehe allmiihlieh ver­
sehiebt. Diese Verschiebung kann aber dureh die Oberfliiehe eines 
Kristallits sieher nieht mehr ohne Energieaufwand erfolgen. Nehmen 
wir noeh an, daB ein Kristallit kleiner als ein Elementargebiet ist, 
so bildet jeder Kristallit selbst ein Elementargebiet. In diesem 
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Fall kann yon einem Verschieben der Grenzschicht des Elementar­
gebietes ohne Energieaufwand keine Rede sein. Vielmehr wird 
bei einer bestimmten Feldstarke der ganze Kristallit in eine andere 
Magnetisierungsrichtung umspringen (BARKHAUsEN-Spriinge). Bei 
hOheren Feldstarken setzen dann wie beim Einkristall die Dreh­
prozesse ein. Die Remanenz erklart sich nun daraus, daB die fUr 
die Magnetisierung gleichberechtigten Richtungen des Kristallits 
auch energetisch gleichberechtigt sind. Um aber die Magnetisierung 
von einer solchen Richtung in eine andere zu drehen, muB ein 
Potentialberg iibersprungen werden, weil eine allmahliche Ver­
schiebung der Grenzflache eines Elementargebietes nicht mehr 
moglich ist. Wenn wir also nach erfolgter Magnetisierung das Feld 
auf Null abnehmen lassen, so werden die Kristallite in derjenigen 
Richtung leichtester Magnetisierung bleiben, die mit dem Feld 
den kleinsten Winkel bildet. Wird das magnetische Feld nun 
negativ, so klappen wieder einzelne Kristallite in andere Richtungen 
leichtester Magnetisierung urn. Die Koerzitivkraft ist durch die­
jenige Feldstarke bestimmt, bei welcher die Magnetisierung gerade 
Null ist. Da hiernach Remanenz und Koerzitivkraft stark von 
der Form, GroBe und Richtung der Kristallite abhangen, ist es 
klar, daB die Vorbehandlung des Metalls von groBtem EinfluB auf 
diese Effekte ist. 

§ 27. Paramagnetismus II. 

Temperaturunabhiingiger Paramagnetismus. Wir haben in § 11 
den Paramagnetismus der Valenzelektronen berechnet und nur 
eine minimale Temperaturabhangigkeit gefunden .. Bei Beriick­
sichtigung der in § 24 besprochenen Wechselwirkung freier Elek­
tronen wird das Ergebnis von § 11 in bezug auf die Temperatur­
abhangigkeit nicht beeinfluBt. Dagegen wird der absolute Betrag 
der Suszeptibilitat unter Beachtung der Wechselwirkung, die ja 
das Parallelstellen der Spins begiinstigt, groBer werden. 

Nach § II, (2) kann die paramagnetischeSuszeptibilitat X durch 
die Energieerniedrigung - Ll U m im Feld definiert werden: 

!XH2=-LlUm • (1) 

Sei Z die Zahl der iiberschiissigen Spins, sagen wir in der +-Rich­
tung, so ist Ll Um eine Funktion von Z. Da X praktisch tempe­
raturunabhangig ist, geniigt es Ll Um fiir T=O zu berechnen. 1st 



Paramagnetismus II. 315 

-,1 U die Energieerniedrigung fur irgendeinen Wert Z, der keinem 
Gleichgewicht entsprechen muB, so ist ,1 Um durch die Bedingung 

a 
az,1 U = 0 (2) 

bestimmt. ,1 U laBt sich leicht aus§ 24, (15) entnehmen. Die Zahl 

der +-Spins ist ja im unmagnetischen Zustand ~. Bei Magneti­

sierung ist 
Z=N+-N-, 

d. h. mit § 24, (12) 
Z N 
2=N+- 2 =,1N, 

wobei ,1 N die Anzahl der Elektronen ist, die ihren Quantenzustand 
im Feld verandert haben. § 24, (15) lautet hiermit nach einfacher 
Umformung (,1 n = ,1 N pro cm3): 

U = 130 ~ (3 n2 n)2/3 ; [( 1 + 2! n t3 + (1 _ 2! n t3] _ 
_ : e2 ( ~ : r3 

; [( 1 + 2 ~ n t 3 + ( 1 _ 2 ~ n tl 
Da immer,1 n< n ist, k6nnen wir die Klammerausdriicke entwickeln 
und erhalten, wenn wir Uo, die Energie U ohne Feld, d. h. fur 
,1n = 0, abziehen: 

U -u =~(3 n2 n)2!3~~( 2L1n)2_~e2 (~)1/3 ~~(2An)2. 
o 10 m 2 9 \ n 2 8 n 2 9 n 

Mit der Abkurzung 
_ 3 2 (3 n )1/3 e- 2 e S""n 

und mit l; aus § 5, (15) wird dieser Ausdruck 

U -- Uo = ( : l; -- ! e) n ( LInn r . 
Da die magnetische Energie unserer Elektronen 

-ZpH =-2,1 npH 

ist, wird die gesamte Energieerniedrigung - ,1 U: 

~,1 U = 2,1 npH - (:., - ~ e) n ( Llnn)2. 

(3) 

Hieraus erhalten wir mit der Bedingung (2) und mit Z = 2,1 n 

( 4 8 )Lln 
0= 2pH -2 -a' --- 9- e ----n-' 
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oder als Zahl der iiberschiissigen +-Spins (pro cm3) 

Z=2An= 2flHn 
4 8 
3 C--9- e 

Nach (I) wird also die Suszeptibilitat pro cm3 : 

2 L1 U m fl Z 2 fl2 n 
X = ~ ------w- = ---u- = 4 8 

f C-g e 

Da nach § 5, (13) und (15) zwischen Eigenwertdichte D und Grenz. 
energie C die Beziehung 

gilt, wird 
1 

X = 2/12 D (C) 2 e 
1-3T 

(4) 

Fiir e = ° geht dieser Ausdruck in den in § II, (4) abgeleiteten uber. 
Durch Berucksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen 

untereinander wird somit X um den Faktor 12 e erhoht. e ist 
1- 3 ,-

das Austauschintegral. Umgeben wir jedes Elektron mit einer 
Kugel mit dem Radius e, deren Volumen gleich dem Atomvolumen 
1 . . d h n 1St, so w1r , nac (3) 

3 e2 (' 9 ) 1/3 e2 

e = 2(1- 32n2 . = O,46 -e' 
Die Werte von ~ ~ wachsen mit steigendem Atomvolumen, da 

C"""" (11z ist. Bei den Alkalimetallen ist ~ ~ etwa 0,5 fur Li, wahrend 

es fur Os 0,9 ist. Nun wirkt aber die Wechselwirkung zwischen 
Elektronen mit antiparallelem Spin, die wir vernachlassigt haben 
(vgl. S. 294), im entgegengesetzten Sinn wie die hier betrachtete 
Wechselwirkung der Elektronen mit parallelem Spin. Dadurch 
wird die Erhohung von X abgeschwacht. Alles in allem mussen wir 
schlieBen, daB X zwar groBer als nach § II, (4) ist, aber kleiner 
als oben angegeben. Dadurch wird verstandlich, daB die in Tabelle 9 
(S. 155) berechneten Werte der Freiheitszahl Ie aIle zu klein sind 
(man vergleiche Ie aus dem HALL-Effekt, Tabelle 17, S.221). 

TemperaturabMingiger Paramagnetismus. Einen Spezialfall von 
temperaturabhangigem Paramagnetismus haben wir in § 25, (9) 
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kennengelernt, wonach die ferromagnetischen Metalle fiir Tempe­
raturen T> 1!: paramagnetisch sind. Gl. (9), § 25 bezog sjch auf 
den Spezialfall, daB jedes Atom gerade ein BOHRsches Magneton 
beitragt. 1m Fall, daB es S Magnetonen besitzt, die nur- von Spins 
herriihren (nicht vom Bahnmoment!) wird die Suszeptibilitiit eines 
ferromagnetischen Metalls fUr T > 1!: 

_ 0 C _ 8 (8 + 2) 1'2 n (5) 
X - T-Tc' - 3k 

wahrend die Sattigungsmagnetisierung im ferromagnetischen Zu­
stand (fiir T=O) 

Jo= Sf-tn 

ist. Fiir S = I geht (5) natiirlich in § 25, (9) iiber. Nach § 25, S.306 
miissen wir annehmen, daB nicht alle Atome im gleichen Zustand 
sind, daB also nicht aIle den gleichen S-Wert haben. Dann wird 
[Ill] 

(5a) 

und 

Jo=f-tn 2 S1' ~ =f-t ~S1'n1'. 
r 

Der Index r solI dabei die verschiedenen Zustiinde unterscheiden. 
Nach § 25 kommen fiir den Ferromagnetismus nur die Elektronen 
von inneren nicht abgeschlossenen Schalen in Frage, und dasselbe 
gilt natiirlich auch fiir den temperaturabhangigen Paramagnetismus. 
Der Beitrag der auBeren Elektronen ist dagegen so klein, daB 
er hier vernachlassigt werden kann. 

Aus den gemessenen Werten von C und Jo erhalt man die 
beiden GroBen 

und 

Zp = (~Sr(S1' + 2) ~ Y'2. 
Zj heiBt ferromagnetische, Zp paramagnetische Magnetonen­
zahl. Man kann meist fiir die n,. und S, geeignete Werte finden, so 
daB die damit berechneten Magnetonenzahlen in guter "Ober­
einstimmung mit den experimenteIlen Werten sind. Nimmt man 
z. B. fiir Ni 0,3 n Atome mit S = 2.und 0,7 n Atome mit S=O 
an, so wird Zj = 0,6 und Zp' = 1,55,wiihrend die experimenteIlen 
Werte 0,6 und 1,6 sind. Ahnlich findet man fiir Co mit einem 
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Verhii.ltnis 0,6: 0,4 fiir 8 = 3 und 8 = ° theoretisch Z, = 1,8 
und Zp = 3 in guter "Obereinstimmung mit den experimentellen 
Werten Z, = 1,8 und Zp = 3". Die Bestimmungen. der Werte von 
n,. und 81' sind aber durchaus nicht eindeutig und daher nicht 
ganz befriedigend. Eine reintheoretische Berechnung ist gegen­
wartig noch nicht durchgefiihrt (vgl. auch § 30, S.337). 

Nehmen wir im Gegensatz zu § 25 an, daB das Austauschinte­
gral A negativ wird, so konnen wir die Ableitung, die zu § 25 (9), 
fiihrte, in formal gleicher Weise durchfiihren. Da aber A<O ist, 
hat das CURIE-WEIsssche Gesetz jetzt die Form 

o 
x = k(T+ e) , (6) 

Die Konstante 0 ist wieder durch (5a) gegeben. Diesem Gesetz 
liegen, abgesehen von A<O, die gleichen Voraussetzungen zu­
grunde, wie den "Oberlegungen von § 25. Diese sind: 1. nicht ab­
geschlossene innere Schale, 2. so kleine Wechselwirkung der Elek­
tronen, daB es zulii.ssig ist, von den Zustii.nden der freien Atome 
auszugehen. 

Die letztere Voraussetzung ist gleicl;tbedeutend damit, daB das 
Energieband der Elektronen der betreffenden nicht abgeschlossenen 
Schale sehr schmal sein soIl. 1st diese Bedingung nicht gut erfiillt, so 
wird fur X ein Gesetz gelten, das zwischen (6) und dem X-Gesetz fur 
temperaturunabhangigen Paramagnetismus, (4) oder § II, (4), liegt. 

Neben der verschiedenen Temperaturabhangigkeit besteht 
noch einen weiteren groBen Unterschied zwischen diesen heiden 
Gesetzen, der sich auf den absoluten Betrag von X bezieht. Falls 
wir annehmen, daB jedes Atom ein BOHRsches Magneton zur 
Sattigungsmagnetisierung beitragt, ist 8" = 1, n,. = n und (6) 
lautet: 

Xl = k(T+e) 

Dagegen wird (4) mit D (C) = : ~ 
3 p.2n 1 

XS=2"-C- 2 e 
I-aT 

Bei Vemachlassigung des Austauschgliedes (8 = 0, e = 0) wird 
das Verhaltnis der Suszeptibilitaten 

Xl 2 C 
XI =a kT' 

bei Zimmertemperaturen also 1 : 100. 
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Wir erwarten bei Metallen mit nicht abgeschlossenen inneren 
Schalen, soweit sie nicht ferromagnetisch sind, einen Wert von X, 
der zwischen Xl und X2 liegt. Das ist allerdings keine sehr weit­
gehende theoretische Aussage. Exaktere Angaben diirften aber 
ziemlich komplizierte theoretische Untersuchungen erfordern. 

Experimentell findet man bei Metallen mit abgeschlossenen 
Schalen, wie wir aus § 11 wissen, das temperaturunabhangige X2-Ge­
setz gut bestatigt. Auch bei Metallen mit nicht abgeschlossenen 
inneren Schalen findet man "Ubereinstimmung mit unseren quali­
tativen Aussagen: Der absolute Betrag der ~uszeptibilitat ist be­
deutend groBer als bei den Metallen mit abgeschlossenen inneren 

Schalen, und zwar wachst das V erhaltnis ~ im allgemeinen mit 
X2 

wachsender Annaherung an das XI-Gesetz. 

VII. Systematiscbe Disknssion der Metalle. 
§ 28. Vberblick. 

Die metallischen Eigenschaften. Als charakteristischste Eigen­
schaft der Metalle kann man wohl ihre groBe elektrische Leitfahig­
keit bezeichnen. Dies ist allerdings nur eine qualitative Aussage 
und es ware unsinnig, ein Metall dadurch zu definieren, daB seine 
Leitfahigkeit bei einer bestimmten Temperatur einen gewissen 
minimalen Wert haben muG. Ein besseres Charakteristikum als 
der Betrag ist die Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit. 
Bei Metallen muG die Leitfahigkeit mit abnehmender Temperatur 
steigen. Elemente, die einen entgegengesetzten Temperaturkoeffi­
zienten haben, sind eher zu den Halbleitern als zu den Metallen 
zu rechnen. Es gibt allerdings einige Elemente, die in mehreren 
Modifikationen auftreten, z. B. ist C als Diamant ein Nichtleiter, 
als Graphit dagegen ein Leiter. Ferner verhalten sich manche 
Elemente, die hiernach zu den Halbleitern zu rechnen sind, vom 
Standpunkt der Halbleiter aus (Kapitel IV) schon sehr metall­
ahnlich (z. B. Ti). Es ist natiirlich ganz belanglos, wie man solche 
"Ubergangselemente klassifizieren will. 

Neben der elektrischen Leitfahigkeit gibt es noch eine ganze 
Reihe "metallischer" Eigenschaften. Hier ist vor aHem die Warme­
leitfahigkeit zu nennen, die durch das WIEDEMANN-F'RANzsche 
Gesetz (§ 12) direkt mit der elektrischen Leitfahigkeit verkniipft 
ist. Ferner gehOren hierher das optische Verhalten (MetaHglanz), 
die magnetischen Eigenschaften, die elastischen Eigenschaften. 
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Elektroneneigenschaften. Ein Teil der Aufgabe der Elektronen­
theorie der Metalle besteht darin, die Eigenschaften der Metalle, 
'wie z. B. Leitfiihigkeit (f, optische Konstanten n, x usw. auf Eigen­
schaften der Elektronen, wie z. B. Zahl der freien Elektronen np , 

Termschema, Oszillatorenstarken usw. zuriickzufiihren. Dadurch 
erhii.lt man eine Reihe von Gesetzen (z. B. (f,..., T, T > (1), ohne 
daB man z. B. bei der Leitfii.higkeit die GroBe von np kennen muB. 
Eine weitere Aufgabe der Theorie besteht nun darin, quantitative 
Aussagen iiberdie Elektroneneigenschaften, z. B. iiber np , zu machen. 
Dies konnten wir allerdings nur in beschrii.nktem MaBe tun. Die 
einzigen wirklich exakten quantitativen Angaben haben wir in 
Kapitel V, bei der Behandlung der metallischen Bindung gemacht. 
Es ist daher angebracht, die Werte der GroBen, die sich direkt 
auf die Elektronen beziehen (Elektroneneigenschaften), mit Hilfe 
unserer allgemeinen Gesetze aus den MeBwerten zu bestimmen. 
Wir haben dies, verstreut iiber die einzelnen Kapitel, tum Teil 
schon getan. Hier wollen wir nicht eine Einteilung nach ver­
schiedenen Effekten (Leitfii.higkeit, optisches Verhalten usw.) vor­
nehmen, sondern die einzelnen Metalle systematisch besprechen. 

Verteilung der M etalle im periodischen System. Die meisten 
Elemente gehoren zu den Metallen. Es ist daher einfacher, die 
Verteilung der N ichtleiter auf das periodische System zu betrachten, 
die, wie Tabelle 28 zeigt, sehr systematisch ist. In dieser Tabelle 
haben die eingeklammertenElemente auch metallische oder halb­
leitende Modifikationen. Die Elemente zwischen den stark aus­
gezogenen Linien bilden den tJbergang von den Metallen zu den 
Nichtleitern. As, Se, Te konnen allerdings aIle mit gleichem 
Recht entweder zu den "eingeklammerten" Nichtleitern oder zu 

Tabelle 28. 

I II Ill/IVI V VI VII I vm 
i I 

1 H / 
I He 

------
2 B (0) N 0 F' Ne 

3 Si (P) S Cl Ar 
----

4 As (Se) Bl" Kr 
-------

-I 5 Te J X 
------

6 * Em 
1-- -~-----~ --I 
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der Ubergangsgruppe gezahlt werden. Die Ubergangsgruppe 
wiederum konnte auch noch Ge und Sb enthalten. Wir haben 
dies in unseJ18r Tabelle nicht angedeutet und wollen damit nur 
bemerken, daB der "Obergang von den Nichtleitern zu den Me­
tallen sich liber mehrere Elemente erstrecken kann. 

Wie ist rUIll diese Verteilung yom Standpunkt unserer Theorie 
der metallischen Bindung (Kapitel V) zu verstehen? Bei der 
typisch metallischen Bindung wird jedes Atom (nach Kapitel V) 
in gleicherWeise ins Gitter eingebaut, ohne daB von einer chemischen 
Valenz die Rede ist. Die entgegengesetzte Bindungsmoglichkeit 
besteht darin, daB das betreffende Element Molekiile bildet (Valenz !). 
Diese Moleklile sind dann die Bestandteile des Kristalls und werden 
durch Polarisationskrafte zusammengehalten. Man spricht im 
ersten Fall von einem Atomgitter, ill zweiten von einem Molekiil­
gitter. Neben den Ubergangen zwischen beiden Bedingungsarten1 

gibt es unter ausgewahlten Bedingungen eine dritte Moglichkeit 
(Diamant), auf die wir we iter unten zu sprechen kommen 2 [126]. 
1m Prinzip sind fUr jedes Element beide Bindungsmoglichkeiten 
vorhanden. Es wird aber immer nur diejenige verwirklicht, die 
thermodynamisch am glinstigsten ist. Wenn sich also die Bin­
dungsenergien 3 der beiden Modifikationen sehr stark unterschei­
den, wird immer nur die Modifikation mit der groBeren Bindungs­
energie verwirklicht. Unterscheiden sie sich aber wenig, so konnen 
beide Modifikationen auftreten. In diesem Fall ist aber meist die 
Trennung der beiden Bindungsarten nicht scharf durchzufiihren. 

Wir wollen jetzt von einem Element mit einer abgeschlossenen 
inneren Schale und eintm Valenzelektron ausgehen und dann 
die Zahl der Valenzelektronen (und die Kernladungszahl) schritt­
weise um Eins erhohen. Wir gehen also im periodischen System 
(Tabelle 29) durch eine horizontale Reihe. Dabei beschranken wir 
uns vorlaufig auf die drei ersten Reihen, weil in den nachfolgenden 
innere Schalen aufgefUllt werden. Durch die ErhOhung der Zahl 
der Valenzelektronen wird die Bindung (pro Elektron) im metal­
lischen Zustand immer schwacher. Das ist auf die vergroBerte 
FERMI-Energie und insbesondere auf die groBere Wechselwirkung 

1 Z. B. Schichtenbildung (Graphit) oder Bi-Struktur. 
2 Ionenbindung kommt natjirlich nur in Frage, wenn der betreffende 

Kristall aus mindestens zweierlei Atomen besteht. 
3 Bei Molekillgitter verstehen wir darunter die Energie urn ein einzelnes 

Atom (nicht etwa ein Molekiil) vom Gitter loszureiBen. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 21 
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der Elektronen unter­
einander zUriickzufiih­
ren (AbstoBungsterme). 
Demgegeniiber wachst 
der negative Energie­
term.(Anziehungsterm), 
der durch die poten­
tieIle Energie aer Elek­
tronen im Feld des Ions 
gegeben ist, viel lang­
samer. Die metallische 
Bindung wird also um 
so schwacher, je naher 
man dem Ende des 
periodischen Systems 
kommt. TabeIle30zeigt 
das fiir die MetaIle der 
zweiten und dritten 

Horizontalreihe des 
periodischen Systems. 
Dabei ist das Verhalt­
nis der Sublimations­
warme zur Summe der 
Ionisierungsspannun-

. gen der Valenzelektro­
nen (8/1) angegeben. 
Diese GroBe ist ein ver­
niinftiges MaB fiir die 
Starke der Bindung, 
wennmanannimmt, daB 
aile Valenzelektronen 
am Zustandekommen 
der metallischen Bin­
dung beteiligt sind. 

Das Anwachsen der 
abstoBenden Krii.£te be­
wirkt eineAbnahme der 
Kompressibilitat x, die 
wir ebenfalls in Tab. 30 
angegebenhaben . 
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Auf der anderen Seite ist am Ende des periodischen Systems 
die Bindungsenergie der Molekiile groB. Sie ist z. B. fiir 012 

57 K-Oal, fiir Na2 aber nur 10 K-Oal. Somit wird verstandlich, 
daB die Nichtleiter am 
Ende des periodischen 
Systemsliegen, weilhier 
die energetischen Ver­
haltnisse fiirmetallische 
Birtdung am ungiin­
stigsten sind. 

8/1 ... 

(Cm2) I 106 " kg 

Li 

0,4 

8,8 

Tabelle 30. 

Be B 

0,02 

0,8 0,3 

Na ! Mg AI 

0,25 0,09 0,05 

15 2,8 1,4 

Fiir die Horizontalreihen des periodischen Systems, in denen 
innere Schalen aufgefiillt werden, gilt alles ganz entsprechend. 
Der einzige Unterschied ist der, daB die Auffiillung der auBersten 
Schale in einem gewissen Intervall unterbrochen wird. Die Elemente 
dieses Intervalls, in dem die innere Schale aufgefiillt wird, sind 
immer Metalle, weil die inneren Elektronenschalen eine unter­
geordnete Rolle in der Bindung spielen und in der auBeren Schale 
nur wenige Elektronen sind. Einige von ihnen, wie z. B. Ti, zeigen 
allerdings Ahnlichkeit mit Halbleitem. Als Beispiel bringen wir in 
Tabelle 31 die vierte Horizontalreihe, in der die auBerste Schale 
die Hauptquantenzahl 4 hat, wahrend zwischen Sc und Ni die 
3-d-Schale aufgefiillt wird. In der Tabelle wird die Anzahl der 
Elektronen in dem betreffenden Term angegeben. 

Tabelle 31. 

Element K Ca Se Ti V Cr Mn Fe Co NilCu Zn Ga GeIAs SelBr Kr 

Ordnungszahl 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 2!l 30 31 32 33 34 35 

3-d - - 1,2 3 5 5 6 7 8 10 10 10 10 10 10 10 
4-8 l~ 2 

-=-I-=-
2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 

4-p - - - I 2 3 4 5 

Zum Verstandnis der Tatsache, daB der Dbergang yom metal­
lischen zum nichtmetallischen Zustand sich von Reihe zu Reihe 
immer mehr nach rechts verschiebt (vgl. Tabelle 28), wollen wir 
zunachst in Tabelle 32 die Dissoziationsenergien D der Molekiile 
der ersten und der vor- Tabelle 32. 

letzten V~rtikalreihe a~- Molekiill H21 Li2 Na21 K2 CI2 1 Br2 J2 
geben (D III K-Oal). Wte 
wir sehen, nimmt D D 100 1 26 119 113 157 I 45 I 35 

21* 

36 

10 
2 
6 
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innerhalb einer Vertikalreihe mit wachsender Ordnungszahl abo 
Dasselbe gilt nach § 23 aber auch fiir den negativen Term der 
metallischen Bindungsenergie, was bewirkt, daB das Atdmvolumen 
in einer Vertikalreihe von oben nach unten wachst. Andererseits 
sind die positiven Terme, FERMI-Energie und Wechselwirkung der 
Elektronen untereinander um so kleiner, je groBer das Atom­
volumen ist, so daB die Schwachung der metallischen Bindung 
innerhalb einer Horizontalreihe um so langsamer fortschreitet, 
je tiefer diese Reihe liegt. 

Unsere ganzen tJberlegungen iiber die Verteilung der Metalle 
im periodischen System waren rein qualitativ. Bei einer quanti­
tativen Untersuchung miiBten wir die Bindungsenergie im metalli­
schen Zustand berechnen und sie mit der Dissoziationsenergie 
der Molekiile vergleichen. Man kann dann z. B. verstehen, warum 
Wasserstoff ein Nichtleiter ist (Molekiilgitter), wahrend die Alkali­
metalle Leiter sind. Man berechnet namlich als Sublimationswarme 
fiir das metallische Wasserstoffgitter 10 K-Cal [206], wahrend 
nach Tabelle 32 die Dissoziationsenergie 100 K-Cal betragt. 

Wir haben in diesem Paragraphen bisher ein Atomgitter (ein 
Atom pro Elementarzelle) immer mit einem Metall identifiziert. 
Nach § 5 sind aber auch bei Nichtleitern Atomgitter moglich, nam­
lich wenn gerade aIle Energiebander vollkommen besetzt sind 1. 

Da jedes Energieband pro Elementarzelle, bei Atomgittern also 
pro Atom, zwei Quantenzustande enthalt, sind vollbesetzte Energie­
bander in der zweiten, vierten, sechsten und achten Vertikalreihe 
des periodischen Systems moglich (vgl. Tabelle 29, II, IV, VI, 
VIII). Damit in diesen Fallen tatsachlich ein Nichtleiter entsteht, 
darf keine tJberlagerung der Energiebander stattfiuden (vgl. § 5). 
Wegen der groBen Breite der Energiebander ist es aber von vorn­
herein sehr wahrscheinlich, daD sie sich iiberdecken. Das ist z. B. 
bei den Erdalkalimetallen der Fall, wo wir fiir Mg aus dem Rontgen­
emissionsspektrum einen direkten Beweis dafiirerhalten haben 
(§ 10, Abb. 34 b, S. 139). 

1 Molekiilgitter haben immer vollbesetzte Energiebii.nder, denn ein 
Molekiil hat immer eine gerade .Anzahl von auBel"/ln Elektronen, also auch 
eine gerade Anzahl von Elektronen pro Elementarzelle. Infolge der schwachen 
Bindung zwischen den Molekiilen (Polarisationsbindung) sind die Energie­
bii.nder nur sehr schmal, iiberdecken sich also sicher nicht. Nach § 5 haben 
wir in diesem Falleinen Nichtleiter. Dasselbe gilt fiir die Edelgase, die wegen 
ihrer abgeschlossenen Schalen nur Polarisationsbindung eingehen konnen. 
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Die vierte (IV.) Vertikalreihe (C, Si, Ge, Sn, Pb) edordert eine 
gesonderte Betrachtung [126]. Die Elemente dieser Reihe kristalli­
sieren mit Ausnahme von Pb und weiBem Sn in einem Gittertyp, 
bei dem jedes Element 4 Nachbarn hat (Diamantgitter). Da diese 
Elemente vierwertig sind, ist ein Atomgitter moglich, bei dem die 
Atome unter Betatigung der Valenz eingebaut werden. Nun ist 
aber in diesem Fall eine schade Trennung zwischen dieser Bindung 
und der metallischen Bindung nicht moglich. Unter der Annahme, 
daB die Bindung vorwiegend eine Valenzbindung ist, werden die 
Energiebander sehr schmal und wir haben einen Nichtleiter. 
Uberwiegt hingegen der metallische Charakter der Bindung, so 
werden die Bander breiter und wir finden zunachst einen Halbleiter 
und schlieBlich ein Metall. Dieses Breiterwerden der Bander muB 
naturlich relativ zum Abstand der Energieniveaus des freien Atoms 
verstanden werden. Wir finden in der vierten Vertikalreihe zunachst 
Diamant (C) als ausgepragten Nichtleiter, sodann Si als Halb­
leiter und weitergehende Annaherung an den metallischen Zustand 
bei Ge und grauem Sn. Bei Pb schlieBlich uberwiegt der metaIli­
sche Charakter so stark, daB es in einem anderen Gittertypus 
(flachenzentriert kubisch) kristaIlisiert, welcher der metallischen 
Bindung wegen der groBeren Anzahl der Nachbarn (12) besser 
. angepaBt ist. 

EineAusnahmestellung haben schlieBlich noch Bi und Sb, 
die insbesondere auch durch ihr eigenartiges magnetisches Ver­
halten ausgezeichnet sind. Wir werden diese Metalle in § 31 be­
sprechen. Dabei wird sich zeigen, daB sich aIle ihre auBergewohn­
lichen Eigenschaften zwangslos erklaren lassen. 

§ 29. Elemente mit abgeschlossenen inneren Schalen. 

Alkalimetalle. Die Alkalimetalle sind yom theoretischen Stand­
punkt die einfachsten Metalle und daher die typischen Vertreter 
des Metallmodells der freien Elektronen. Der wesentliche Grund 
fur das einfache Verhalten der Alkalimetalle ist die kleine Ioni­
sierungsspannung der Valenzelektronen im freien Atom (klein ver­
glichen mit der zweiten Ionisierungsspannung). Das bedeutet, daB 
sich das Valenzelektron (s-Term) im Atom verhaltnismaBig weit 
yom Ion entfernt. Bei der KristaIlbildung entsteht ein verhaltnis­
maBig groBer Gitterabstand, den wir in § 23 mit groBer Genauig­
keit berechnen konnten. Das Wesentliche dabei ist, daB der Gitter­
abstand groBer als der Ionenradius ist, so daB die Ionen keinen 
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unmittelbaren EinfluB auf die Bindung haben. In diesem Fall 
ist aber aus den Dberlegungen des § 23 zu erwarten, daB sich die 
Elektronen beinahe wie freie Elektronen verhalten. Ein Mall 
fur das Abweichen yom VerhaIten freier Elektronen ist das Ver­
haItnis der berechneten Breite des Energiebandes zu seiner Breite 
bei vollstandig freien Elektronen. Dieses Verhaltnis ergibt sich 
aus (22), § 23 zu 0,95 fur aIle Alkalimetalle. Bei Li ist die in § 23 
verwendete Approximation nicht mehr sehr gut. Eine genauere 
Berechnung ergibt hier etwa 0,7 [196J. 

Genauere Vorstellungen uber die Abweichung yom Verhalten 
freier Elektronen erhalt man hauptsachlich aus den folgenden 
drei GroBen: 

1. Zahl der freien Elektronen pro Atom, n,:_. 
2. Freiheitszahl Ie der Elektronen mit der Grenzenenergie C. 
3. VerhaItnis 2. : l. 

Die genauen Definitionen dieser GroBen sind in § 5 und § 3 
gegeben. Wir wollen sie hier kurz wiederholen (nF ist N F pro 

Volumeneinheit). nF ist die Zahl der, im Sinn der klassischen 
n 

Physik, freien Elektronen, die sich unter dem EinfluB konstanter 
auBerer Felder genau so verhaIt wie die Metallelektronen. I" ist das 
VerhaItnis der .Beschleunigung eines Elektrons mit der Energie 1; 

zur Beschleunigung eines freien Elektrons. nF ist im Grenzfall 
n 

freier Elektronen Eins, sonst meist kleiner, aber immer positiv. 
Ie ist bei freien Elektronen auch Eins, kann sonst aber sowohl 
positive wie negative Werte annehmen. Den freien Elektronen am 
ahnlichsten ist der Fall, in dem alle Elektronen sich wie freie 
Elektronen mit der gleichen scheinbaren Masse m* verhaIten. In 

diesem Fall ist namlich j,. = nF = ~. Das V erhaltnis ~/e kann , n m nFn 
also sehr wohl Eins sein, obwohl die Elektronen sich nicht genau 
wie freie verhalten. 1st dieses Verhaltnis nicht Eins, so bedeutet 
das schon eine weitergehende Abweichung yom VerhaIten freier 
Elektronen. Diese Abweichung kommt, wie wir eben gesehen 
haben, dadurch zustande, daB die effektive Masse fUr Elektronen 

verschiedener Energie verschieden ist. Nun laBt sich aber nF , das 
n 

im Gegensatz zu Ie das Verhalten von Elektronen mit allen Energien 
enthalt, nach § 5, (18) durch GroBen, die sich auf die Grenzenergie 1; 
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allein beziehen, darstellen. Daher laBt sieh aus ~!c neben j, noeh 
nF n ' 

der Wert einer weiteren GroBe an der FERMI-Oberflaehe C be-
stimmen. Wir werden hierfur die Grenzenergie C selbst, oder 
vielmehr ihren Abstand vom unteren Rand des Bandes wahlen 1. 

1m folgenden sei die Energie immer so normiert, daB dieser 
untere Rand die EnergieNull hat. In einem kleinenEnergieintervaIl, 
etwa in der Nahe der Grenzenergie, ist bei den Alkalimetallen sieher 
immer eine Darstellung der Energie mit konstanter seheinbarer 
Masse m* zulassig, die dann dureh 

m 
m* = Ie (1) 

gegeben ist. Naeh § 5, (18) ist 
4 

nF = 3·(Etr D)c· 

Da die Energie 
h2 h2 

E = 2 m* k2;= 2 m Ie k2 

ist, wird mit § 3, (10) und (11) 

(Etr)C = ; v~ = 2~2 ( ~! ); = h· C· 
AuBerdem ist [§ 5, (13)] 

also 

n~ '" 1;3/2. (2) 
n 

Verstehen wir unter C' die Grenzenergie, die man unter Annahme 
einer fUr alle Energien konstanten scheinbaren Masse erhalt, und 

unter np die damit berechnete GroBe nF , so ist, wie oben bemerkt n n . 
wurde, 

und daher mit (2) 

l- (£)3/2 
nF!n - C • 

Nun ist andererseits naeh § 5, (15) die Grenzenergie bei freien 

1 Es solI bier darauf aufmerksam gemacht werden, daB wir tiber aIle 
Richtungen innerhalb eines Kristalls gemittelt haben und daher keinerlei 
Anisotropieeffekte berUcksichtigen. rst die Anisotropie sehr groB, so ist 
das oben angegebene Verfahren zur Bestimmung von C nicht mehr korrekt. 
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Elektronen proportional !. Daher ist 

" "'~. m 

Verstehen wir unter CF die Grenzenergie, die unter der Annahme 
freier Elektronen berechnet wird, so ist also mit (1) 

C' m 
CF = m* = h, 

und daher wird 
~ = (CF )312 flJ2 
nF/n C ' 

oder 

(3) 

In Tabelle 33 bringen wir nF als Mittelwert der optischen Bestim­
n 

mungen aus den Tabellen 2 und 3, f c aus dem HALL-Effekt. (Tabelle 17) 

und schIieBIich fF' das mit Hilfe von (3) berechnet wurde. 

Metall Li 

nF 
0,7 -

n 

Ie 0,9 
C 0,75 
~ 

Tabelle 33. 

Na K 

0,95 0,85 

0,8 0,8 

0,9 0,85 

Rb 

0,8 

Cs 

0,8 

0,9 

0,8 

Die hier angegebe­
nen Werte haben hoch­
stens eine Genauigkeit 
von 10 % . Daher sind 
Schlusse, die sich etwa 
auf das Verhaltnis der 
in Tabelle 33 angegebe­
nen Werte fur verschie­

dene Metalle beziehen, nicht zulassig. Wir sehen aber aus der 
TabeIle, daB aIle Zahlenwerle nahezu Eins sind, daB also die 
AlkaIimetaIle tatsachlich gute Reprasentanten des "freien Elek­
tronenmodells" sind. 

Edelmetal,le (Ou, Ag, Au)1. Auch die Edelmetalle sind vom 
theoretischen Standpunkt verhaltnismaBig einfach zu behandeln, 
weil sie, wie die AlkaIimetalle nur ein auBeres Elektron haben. 
Trotzdem gibt es aber einen sehr wesentIichen Unterschied. Die 
erste Ionisierungsspannung und auch das VerhiHtnis von erster 
zu zweiter Ionisierungsspannung ist groBer als bei den AlkaIi­
metallen. Wir zeigen dies in Tabelle 34, wo II und 12 erste bzw. 
zweite Ionisierungsspannung bedeuten (11,2 in Volt). 

1 Unter "Edelmetallen" verstehen wir im folgenden immer die drei 
Metalle Cu, Ag und Au. 



Elemente mit abgeschlossenen inneren Schalen. 329 

Tabelle 34. 

Metall I Li I Na I K I Rb I Os Ou I Ag I Au ! 

! I I 

11 ' 5,37 5,12 4,32 4,16 3,88 7,69 7,54 9,19 
12 75,3 47 31,7 27,3 23,4 20,2 21,9 21 
11 

I 0,07 0,11 0,14 0,15 0,17 0,38 0,35 0,44 I; I i 

Aus der groBen ersten und kleinen zweiten Ionisierungsspannung 
der Edelmetalle folgt, daB das auBere Elektron im Mittel viel 
naher beim Ion ist als bei den Alkalimetallen. Daher hat der 
Gitterabstand die gleiche GroBenordnung wie der Ionenradius und 
die AbstoBung benachbarter Ionen wird wichtig bei der Berechnung 
der Bindung. Dies auBert sich insbesondere in der viel geringeren 
Kompressibilitat x der Edelmetalle, verglichen mit den Alkali­
metallen. Bei den ersteren sind nach § 23 die abstoBenden Krafte 
im wesentlichen durch die FERMI-Energie gegeben. Bei den Edel­
metallen kommt noch die IonenabstoBung hinzu [184], die zwar 
nur einen kleinen Beitrag zur Energie, aber ¥inen sehr groBen zu 

ihrer zweiten Ableitung ( ~ ~) liefert. 

Der erhohte EinfluB der obersten besetzten Elektronenschale 
ist der charakteristische Unterschied der Edelmetalle von den Alkali­
metallen. 1m Energiespektrum auBert sich dies dadurch, daB das 
innere Band schon etwas aufgespalten ist und sich wahrscheinlich 
mit dem Band der Valenzelektronen teilweise iiberdeckt. Da die 
Valenzelektronen in s-Termen, die Elektronen der obersten inneren 
Schale in d-Termen sind, werden wir yom s-Band und d-Band 
sprechen. Das UberIagern der Bander wird dadurch wahrschein­
lich, daB die Edelmetalle im periodischen System auf Metalle mit 
nicht abgeschlossenen Schalen folgen. Bei letzteren ist die Dber­
lagerung zwischen s-Band und d-Band so stark, daB die Grenz­
energie im gemeinsamen Gebiet liegt (vgl. § 30). Bei den darauf­
folgenden Edelmetallen ist zwar das d-Band vollbesetzt. Es ist 
jedoch sehr unwahrscheinlich, daB sich die Energieniveaus bei 
einem Schritt so weit verandern, daB sich die beiden Bander iiber­
haupt nicht iiberdecken. 

Bei eu kann man aus dem optischen Spektrum schlieBen, daB 
die DberIagerung der Bander ziemlich stark sein muB. Dazu ver­
gleichen wir das Absorptionsspektrum von eu (Abb.59) mit dem­
jenigen von Ag und Au (Abb. 23, S. 112). In Abb. 59 sind die 
n x-Werte (vgl. § 8) fiir eu aus zwei verschiedenen Messungen 
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aufgetragen. Wie wir sehen, schlieBen sich die beiden Messungen 
nicht gerade gut aneinander an. Das, worauf es ankommt, ist 
aber zu sehen, namlich, daB bei Cu schon bei 'V = 50.1013 sec-I 
(it = 6000 A) ein starkes Absorptionsband beginnt und ein weiteres 
wahrscheinlich bei 'V"" 90 . 1013 sec-I. Bei Ag hingegen beginnt 
das erste Absorptionsband bei etwa 90· 1013 sec-I (it = 3300 A). 
Das erste Absorptionsband bei Cu riihrt wahrscheinlich von "Ober-

3,---,--.---,--, gangen vom d-Band in das 8-
Band her 1. Dabei muB der 
Endzustand des Elektrons in 
ein unbesetztes Energieniveau 
fallen. Aus der Grenzfrequenz 
'V = 50 .1018 folgt dann, daB der 
Abstand des oberen Randes des 
d-Bandes von der Grenzenergie C 

o¥O·~----;i;;o;----;;80;;---:'OO;;t;---:t.~'20"0~ec-1 etwa 2 e-Volt ist. 
v-

Abb. 59. Die optische Absttrption n" von 
Cu [16]. 

Aus dem optischen Verhalten 
mussen wir schlieBen, daB bei Ou 
das d-Band viel weiter ins 8-

Bandhinl'eicht als beiAg undAu. Damit hangt wahrscheinlich zusam­

men, daB die Zahl der freien Elektronen ~ und die Freiheitszahllr; 

bei Cu kleiner als bei Ag und Au sind. In Tabelle 35 zeigen wir 

n: ' Ir; und C~, die entsprechend wie in Tabelle 33 erhalten sind. 

Metall 

np 
n 
Ie 
C 

Tabelle 35. Aile Werte sind kleiner als bei 

I eu Ag 

0,5 0,8 

0,4 0,7 

0,5 0,8 

Au 

0,7 

0,5 

0,6 

den Alkalimetallen, aber. immer 
noch nahe an Eins. Die starksten 
Abweichungen vom Verhalten freier 
Elektronen zeigt Cu. Wenn der 

Wert von J- richtig ist, hat das 
I,p 7ii von Elektronen besetzte Gebiet des 

8-Bandes bei Cu nur eine Breite von ,.., 2,7 e-Volt: Es ist aber 
moglich, daB die Energieflachen im f-Raum schon so stark von 
Kugel£1achen abweichen, daB die Naherung, die zu (3) fiihrte, 
nicht mehr zulassig ist 2. 

1 Die Auswahlregeln ffir freie Atome (8 -+ d-tibergang verboten) haben 
im Metall keine Giiltigkeit rnehr, falls die Bander nicht sehr schmal sind. 

2 Moglicherweise sind auch die optischen Messungen, aus denen ~ n 
entnommen wird, durch Oxydation der Oberflache verfalscht. 
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Spezifi8che Warme. Wir haben in § 5, S. 71 die spezifische 
Warme freier Elektronen berechnet und gefunden, daB 

Cv = Y T, 
2 _ :n k2 n 

1'-2 T (4) 

ist. Wir haben schon in § 5 gezeigt, daB die spezifische Warme 
der Elektronen bei hohen Temperaturen sehr klein gegen die spezi­
fische Warme des Gitters ist. Da letztere aber bei tiefen Tempe­
raturen '" T3 ist, muB sie bei geniigend tiefen Temperaturen ("-'5°) 
kleiner als die spezifische Warme der Elektronen sein. Messungen 
an Ag haben dies bestatigt [190]. Dabei wurde das Gesetz (4) 
gefunden und der experimentelle Faktor y hat genau den theore­
tischen Wert fUr den Fall freier Elektronen (m = m*). Dabei ist 
zu beachten, daB die MeBgenauigkeit nicht ausreichend ist, urn 
die geringe Abweichung der Elektronen yom Verhalten freier 
Elektronen zu bestimmen (vgl. Tabelle 35). 

Ubrige M etalle (aufJer Bi, Sb). Charakteristisch fUr die mehr­
wertigen Metalle mit abgeschlossenen inneren Schalen ist, daB die 
Zahl der freien Elektronen durchwegs kleiner als bei den ein­
wertigen ist. Aus den Abschatzungen der Tabelle 12 erhielten wir 

fUr die meisten dieser Metalle n: '" 0,3, was auch nach den theore­

tischen Vorstellungen (§ 5) zu erwarten ist. 1m iibrigen stehen 
aber nur wenig experimentelle Werte zur Verfiigung, so daB z. B. 

eine optische Bestimmung von np nirgends durchfUhrbar ist. 
n 

Bei Metallen mit einer geraden Anzahl von Elektronen miissen 
sich Energiebander iiberlagern und die Grenzenergie muB im 
gemeinsamen Gebiet der Bander liegen (vgl. § 5). Ie ist daher 
jetzt ein Mittelwert aus den negativen Beitragen des unteren und 
den positiven Beitragen des oberen Bandes (§ 5, § 17) und kann 
daher sowohl positiv als auch negativ sein (anomaler HALL-Effekt). 
fiber das Verhalten der Elektronen eines einzelnen Bandes sagt 
Ie aber nur sehr wenig aus. Man kann aus seinem Vorzeichen 
nur schlieBen, ob die Zustande des unteren oder des oberen Bandes 
eine groBere Freiheitszahl haben, ni6ht aber wie groB ihr absoluter 

Betrag ist. Da die np -Werte der Tabelle 12 nur aus einer halb-
n 

empirischen Formel gewonnen wurden, konnen wir bei diesen 

Metallen vorlaufig keine quantitativen Angaben iiber n: und Ie 
machen. 
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§ 30. Elemente mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen 

(Ubergangselemente) [194, 212]. 

Die Metalle mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen sind 
durch eine hohe paramagn!3tische Suszeptibilitat (die im Grenz­
fall in Ferromagnetismus iibergeht, § 25) und eine verhaltnis­
maBig geringe elektrische Leitfiihigkeit ausgezeichnet. Abgesehen 
von den seltenen Erden haben sie alle eine unvollstandige innere 
d-Schale und im atomaren Zustand entweder ein oder zwei auBere 
s-Elektronen. 1m periodischen System liegen sie in der 3., 4. und 

a b 

Abb. 60 au. b. Die "Oberlagerung des (n-l) d­
Bandes mit dem n s-Band. - - - Grenz­
energie C. a fiir ein Edelmetall, z. B. eu (n =4), 
b fiir ein "Obergangsmetall, z. B. Ni (n = 4), 

schraffiertes Gebiet ist besetzt. 

5. Horizontalreihe, und zwar 
sind es die Elemente 21-28 
(Sc-Ni), 39-46 (Y-Pd) und 
57-78 (La-Pt) (vgl.Tabellen31 
und29). Wirwerden unshaupt­
sachlich auf die Besprechung 
der Endglieder Ni, Pd und Pt 
beschranken. Auf diese drei 
Elemente folgen im periodi­
schen System die drei Edel­
metalle Cu, Ag und Au. Da 

das Potential der Ionen aufeinanderfolgender Elemente beinahe 
dasselbe ist, mussen die Unterschiede der Elemente Ni, Pd, Pt 
von Cu, Ag, Au in erster Linie den nichtabgeschlossenen Schalen 
zugeschrieben werden. 

Termschema. Da die d-Schale der Dbergangselemente auch im 
metallischen Zustand nicht abgeschlossen ist, muB sich das d-Band 
mit dem s-Band (Bezeichnung wie in § 29, S. 329) so weit uber­
decken, daB die Grenzenergie in dem beiden Bandern gemeinsamen 
Energiegebiet liegt. Da auBerdem das d-Band einer inneren Schale 
angeh6rt, ist es viel schmaler als das s-Band. In Abb. 60 zeigen 
wir diese Dberlagerung der Bander fur ein Dbergangselement 
(Ni, Pd oder Pt) und das darauffolgende Edelmetall (Cu, Ag 
oder Au). Fur Ni und Cu z. B. sind die Bander ein 3-d- und ein 
4-s-Band. Es liegt keine Veranlassung vor, anzunehmen, daB bei 
einem Dbergangselement die Anzahl der Elektronen im s-Band 
(ns) genau so groB sein muB wie im atomaren Zustand. Diese 
ist vielmehr im wesentlichen durch die Art der Uberlagerung der 
beiden Bander bestimmt. Daher wird auch ns gew6hnlich nicht 
ganzzahlig pro Atom sein. Man findet vielmehr fur die meisten 
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"Obergangselemente etwa 0,5 8-Elektronen pro Atom. Da fUr die 
metallische Bindung die 8-Elektronen am wichtigsten sind (das 
d-Band spaltet ja nur sehr wenig auf), steht die Zahl der 8-Elek­
tronen in einem engen Zusammenhang mit der Bindungsenergie. 
Rein theoretische Berechnungen sind bisher noch nicht durch­
gefiihrt. Er laBt sich aber qualitativ sehr leicht zeigen, daB das 
Energieminimum bei einem Wert von ns liegt, der gewohnlich 
kleiner als Eins ist. Wir nehmen dazu an, daB uns der Gitter­
abstand vorgegeben ist und berechnen die Bindungsenergie als 
Funktion von ns. Diese setzt sich aus drei Termen zusammen. 
Die beiden ersten sind die gleichen, die wir in Kapitel V schon 
behandelt haben, namlich [vgl. § 21, (16) und § 23, (17)] 1. die 
Energieerniedrigung des tiefsten Elektronenniveaus « 0) und 
2. die FERMI-Energie (> 0) 1. Hierzu kommt bei den "Obergangs­
elementen noch ein weiterer positiver Term, namlich die Energie, 
die notig ist, um z-ns Elektronen vom 8-Band in das d-Band 
zu bringen. z ist dabei die Zahl der Elektronen, die beirn freien 
Atom im 8-Term sind. Mit wenigen Ausnahmen ist z = 2. Es sei 
-"I die Energieerniedrigung des tiefsten Elektronenniveaus, d. h. "I 
ist die Differenz zwischen der lonisierungsenergie beim freien 
Atom und der Energie des tiefsten 8-Elektronenniveaus im Metall. 
"2 sei die Energie, die notig ist, um ein Elektron vom 8-Term des 
freien Elektrons in das d-Band zu bringen. Die FERMI-Energie F 
ist nach § 5, (16) pro Atom 

F -_ F.o ( nns )5/3, F. h2 I 0= 0,3 - (3n2 n)2.S. 
m 

1st n die Anzahl der Atome, so ist also die Bindungsenergie pro Atom 
(= Sublimationswarme S) 

S (ns) = - "I - + "2 -- + Fo - . ns z - ns ( ns )5/3 
n n n 

Die Bindungsenergie S hat als Funktion von ns ein Minimum, 
das aus 

o = dS = _ ~ _ ~ + .! Fu ( nS)2/S 
dns n n 3 n n 

zu bestirnmen ist und bei 

ns _ (3 81 + 82 )8/2 (1) 
n-5~ 

liegt. ~ Fo ist der Abstand der Grenzenergie C vom unter~n Rand 

des Bandes unter der Annahme 'ns = 1. Diese GroBe ist im . n 

1 Die IonenabstoBung wollen wir vernachlii.ssigen. 
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Grenzfall, den wir in § 22 behandelt haben, gleich 81, bei fast allen 
realen Fallen aber groBer. 82 ist immer klein gegen 81, so daB aus 

(l) tatsachIich n,: < 1 folgt. 

Die SubIimationswarme ist somit groBer als im Fall ns = 1. 
n 

Daher sollten z. B. Ni und Pt groBere SubIimationswarmen haben 
als die darauffolgenden Edelmetalle Cu und Au, was nach 

Tabelle 36. 

Metall I Ni I eu I Pt I Au 

s 1 101 I· 76 I 122 I 83 

Tabelle 36 tatsachlich der Fall 
ist (8 in K-Cal pro g-Atom). 

Halbempirische Methoden 
zur Bestimmung von ns werden 
wir weiter unten kennenlernen. 

Elektrische Leitfahigkeit (vgl. § 14). Die Leitfahigkeit von Ni, 
Pd und Pt ist um einen Faktor 4-6 kleiner als bei den darauf­
folgenden Edelmetallen. Da das d-Band sehr schmal ist, wird 
die Zahl seiner freien Elektronen sehr klein und dasselbe gilt dann 
von dem Beitrag der d-Elektronen zur Leitfahigkeit. Bei den 
s-Elektronen diirfen wir annehmen, daB die Freiheitszahl der "Vber­
gangselemente ungefiihr so groB ist wie bei den darauffolgenden 
Edelmetallen. Die Zahl der freien Elektronen ~st dann bei den "Vber-

gangsmetallen ungefahr das n: -fache der folgenden Edelmetalle. 

Da n,: "-' -} ist, muB also die Relaxationszeit 't' bei den "Vbergangs­

elementen um einen Faktor 2-3 groBer sein als bei den Edel­
metallen. Dieser Unterschied kann nicht durch die verschiedenen 
DE:8YE-Temperaturen e erklart werden. Die Ursache ist vielmehr 
in einem EinfluB des d-Bandes auf die StreuwahrscheinIichkeit 
der s-Elektronen zuriickzufiihren. Die Streuwahrscheinlichkeit 
eines Elektrons ist ja unter anderem proportional zur Dichte der 
Zustande im Endzustand. Nun kommen aIs Endzustande bei der 
Streuung eines s-Elektrons sowohl Zustiinde im s-Band als auch 
im d-Band in Frage. Bei den letzteren ist die Dichte der Zustande 
wegen der geringeren Breite des Bandes bedeutend groBer als beim 
s-Band. Daher ist die StreuwahrscheinIichkeit und damit der Wider­
stand groBer als beiaquivalentenMetallenmitvollbesetztemd-Band. 

Dieser EinfluB des d-Bandes auf die Streuwahrscheinlichkeit 
macht sich in sehr deutlicher Weise bei Legierungen von Metallen 
mit abgeschlossenen inneren Schalen, etwa Edelmetallen, mit "Vber­
~angselementen, bemerkbar. Wir habel'lauf S.196 gesehen, daB bei 
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Legierungen der Widerstand e von Metallen mit abgeschlossenen 
inneren Schalen untereinander nicht eine lineare "Oberlagerung der 
Komponenten ist, sondern noch um einen temperaturunabhangigen 
Restwiderstand (h erhoht wird. Es ist nach § 14, (20) 

e=(!p+(!L' 

Bei dem temperaturabhangigen Teil (!p des Widerstands macht 
sich nun der EinfluB des d-Bandes deutlich geltend. Wir gehen 
z. B. in der Legierung Pd-Au von 
Pd aus (Abb. 61 zeigt die experi­
mentellen Werte von (!p). Bringen 
wir nun einige Au-Atome in den 
KristaU, so wird nicht etwa jedes 
Au-Atom ein 8-Elektron behalten, 
da ja die Energie kleiner ist, wenn t 
nur nS 8-Elektronen pro Atom f!r 

n 
vorhanden sind. Ein Teil der 8-
Elektronen des Au wird daher in 
die unabgeschlossene d-Schale des 
Pd gehen, die dadurch allmahlich 
aufgefiillt wird. Wie wir oben 
auseinandergesetzt haben, istdie 

Streuwahrscheinlichkeit eines 
Elektrons und damit der Wider-

o 
Pri 

25 5Olf; 75 
}'Au-

100% 
Au 

Abb.61. Widerstand Pr derPd-Au-Legie­
rung (temperaturabMngiger Anteil). 

Nach [194]. 

stand proportional zur Dichte der Zustande D (E) von d-Band 
+ 8 -Band. Da die Streuung nach § 13 ohne Energieverlust 
vor sich geht, ist immer der Wert D (E) fur die maximale Elek­
tronenenergie C maBgebend. Da D (E) am Rand eines Bandes 
ziemlich rasch auf Null falIt (vgl. Abb.l1 b, S.58), muB der Wider­
stand in Abhangigkeit von der Konzentration der Au-Atome rasch 
abnehmen, bis die Konzentration y einen kritischen Wert Yo er­
reicht, bei dem das d-Band vollstandig gefiillt ist. Von hier an fallt 
die Streuung der s-Elektronen ins d-,Band weg, weil dieses voll­
besetzt ist. Ein weiterer Zusatz von Gold erniedrigt den Wider­
stand also viel langsamer, so daB bei y = Yo ein Knick der ep· 

Kurve auftreten mull, der in Abb. 61 deutlich sichtbar ist. Dabei 
wird Yo"" 0,55 (d. h. 55% Au-Atome) gefunden. Hieraus laBt sich 

n: ' die Zahl der 8-Elektronen pro Atom bei reinem Pd, berechnen, 

wenn wir annehmen, daB n,: bis- zur Au-Konzentration Yo konstant 
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bleibt. Da Pd gerade 10 Elektronen im s-Band und d-Band zu­
sammen hat und da letzteres allein maximal 10 Elektronen enthaltl, 

ist .~ii.. auch die Zahl der freienPlatze im d-Band. Da jedes Au-Atom 

n:, s-Elektronen (fUr y < Yo) haben soli, stehen bei der KOllzen­

tration Yo gerade Yo (1 -- n:,) Elektronen zur Auffullung des 

d-Bandes von Pd zur Verfugung. Da die Pd-Konzentration I-yo 
ist, muB also 

sein, d. h. 
ns 

Yo=n· 

Daraus findet man fur Pd ns ~ 0,55. 
n 

(2) 

Widerstand der ferromagnetischen Metalle. Die Temperatur­
abhangigkeit des Widerstands der ferromagnetischen Metalle ist 
unterhalb des CURIE-Punktes verschieden von der anderer Metalle. 
Wahrend namlich bei gewohnlichen Metallen der Widerstand 

(! = cT (T >(9), c = konstant 
ist (§ 14), findet man fur ferromagnetische Metalle 

(! = c T - L1 (! (T) . 

Dabei ist ~ proportional zum Quadrat der spontanen Magneti­
(} 

sierung, also auch temperaturabhangig. Die Widerstandserniedri-
gung L1 (! laBt sich qualitativ in der folgenden Weise erklaren. 

Wir gehen von Temperaturen aus, die weit unterhalb des CURIE­
Punkts liegen. Nach § 25 sind hier die Spins der Locher des d-Bandes 
beinahe aIle parallel. Die s-Elektronen (Leitungselektronen), die 
durch ,streuung in das d-Band geworfen werden, finden daher 
nur Zustande einer Spinrichtung vor. Da der Elektronenspin bei 
der Streuung nicht umklappt, konnen also nur die Halfte der 
Elektronen Streuprozesse, deren Endzustand im d-Band liegt, aus­
fiihren. Dies fiihrt zu einer Erniedrigung des Widerstands. Mit 
steigender Temperatur wird die spontane Magnetisierung kleiner, 
d. h. es gibt jetzt Locher im d-Band mit beiden Spinrichtungen 
und entsprechend wachst die Zahl der Streuprozesse. Beim CURIE­
Punkt schlieBlich sind beide Spinrichtungen gleich haufig und der 
Widerstand verlauft daher von hier ab wie bei normalen Metallen. 

1 Ein d-Term ist fiinffach entartet. 
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Zur Berechnung von ~ ilehmen wir an, daB die Eigenwert-e 
dichte D nahe am oberen Rand Eo des Bandes _(Eo-E)112 ist 
(vgl. § 4, S. 57). Es seien C+ und r- die Grenzenergien der Elek­
tronen mit + - bzw. -- Spin, N+ bzw. N- die Zahl der LOcher mit 
beiden Spinrichtungen. J o sei die spontane Magnetisierung fUr 
T = ° und J entsprechend fur eine beliebige Temperatur. Dann 
wird 

oder 

e"-' T (D (C+) + D (t")) ""' T (N+113 + N-113) 
"-' T [(Jo + J)113 + (Jo-J)1/3], 

~ __ ~ (~)2 
e= 9 Jo ' 

Experimentell findet man 0,5 als Faktor von (~o) statt ! . Die 

tl"bereinstimmung ist nicht sehr gut, was wohl auf unsere zu 
groBen Vereinfachungen zuruckzufUhren ist. 

Bestimmung von n: aus dem magnetischen Verhalten. Bei den 

ferromagnetischen Metallen kann man n: aus der Sattigungs­

magnetisierung bestimmen. Da aber das d-Band in zwei Bander 
aufspaltet, ist diese Bestimmung nicht immer eindeutig. Wir 
wollen zunachst von dieser Aufspaltung absehen. 1st lO-z die 
Gesamtzahl der Elektronen im s-Band und d-Band zusammen 
und ist m die Anzahl der BOHRschen Magnetonen pro Atom, so 
wird offenbar 

ns -=m-z 
n ' 

(3) 

denn im d-Band mussen m freie Platze scin. Da das d-Band 
maximal 10 Elektronen enthalt, sind also (lO-z)-(lO-m) = 

m - z Elektronen im s-Band. Da m aus der Sattigungsmagneti-

sierung zu entnehmen ist, kann man aus (3) ns berechnen. Man n 
findet dann 0,2 fUr Fe (m = 2,2, z = 2), 0,8 fur Co (m = 1,8, 
z = 1) und 0,6 fur Ni (m = 0,6, z = 0). 

Nun wollen wir die Aufspaltung des d-Bandes in zwei Bander 
beriicksichtigen. Von diesen enthalt das eine, das wir d1-Band 
nennen, maximal 6 Elektronen und das zweite, dasd2-Band, maximal 
4 Elektronen. Solange m < 2 ist, muB jedes der beiden Bander mehr 
als halbvoll sein. In diesem Fall ist m immer durch die Anzahl 
der freien Platze, d. h. direkt durch (3) gegeben. Fur Co und Ni 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 22 
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sind daher die oben angegebenen Werte fur n: sieher riehtig. Bei 

Fe ist hingegen m> 2. In diesem Fall ist es moglieh, daB das 
d2-Band weniger als 2 Elektronen enthalt, so daB (3) nichtmehr 

giiltig ist. Eine Bestimmung von n: ware dann nur durch eine 

quantitative Berechnung der Gesamtenergie moglich. 
Bei den paramagnetischen "Obergangsmetallen, z. B. Pd, erhalt 

man n8 aus dem magnetischen Verhalten der Legierungen mit n 

~\ 

\' , , 
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Metallen mit abgeschlossenen inne­
ren Sehalen. Die Verhaltnisse liegen 
dann ganz ahnlich, wie oben bei der 
Leitfahigkeit besprochen wurde. Ab­
bildung 62 zeigt die paramagnetische 
Suszeptibilitat der Legierung von Pd 
mit Au in Abhangigkeit von der 
Konzentration y der Au-Atome. Wie 
oben besprochen wurde, wird zu­
nachst mit wachsendem y die nieht­
a bgeschlossene d- Sehale von Pd all­
mahlich aufgefUllt. Da diese nach 
§ 27 in erster Linie fUr den Para­
magnetismus verantwortlich ist, sinkt 

75 A/um-% 100 
Au die Suszeptibilitat mit wachsender 

Abb.62. Suszeptibilitat X der Pd-Au- AuffUllung, d. h. mit wachsendem y. 
Legierung. - - - Pd-H. Nach [136). Bei y = Yo ist die d- Schale vollstandig 

gefullt. Die Legierung ist dann, wie 
reines Au, diagmagnetisch, weil der Diamagnetismus des Ions den 
Paramagnetismus der s-Elektronen uberwiegt. Von hier an (y > Yo) 
andert sich die Suszeptibilitat nur mehr langsam, da ja die Beitrage 
der s-Elektronen und der Ionen zur Suszeptibilitat klein sind 
gegen den Beitrag der nichtabgeschlossenen Schale. Yo ist wieder 
durch (2) bestimmt und ergibt sich aus Abb. 62 zu Yo = 0,55 
wie in Abb. 61. Daneben bringen wir in Abb. 62 auch die Suszepti­
bilitat VOn Pd-H. Es ist hier allerdings nicht moglich, die Werte 
tiber 40% H hinaus zu verfolgen, weil hier Pd mit H gesattigt ist. 

Optisches Verhalten (vgl. § 8). Das nicht vollbesetzte d-Band 
der "Obergangselemente hat einen entscheidenden EinfluB auf das 
optisehe Verhalten, insbesondere bei kleinen Frequenzen (Sicht­
bares und Ultrarot). Schon bei Cu muBten wir annehmen, daB die 
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"Obergange vom d-Band in das 8-Band ein Absorptionsband im 
Sichtbaren hervorrufen. Bei den "Obergangselementen ist nun 
1. die "Oberlagerung von d-Band und 8-Band starker als beim Ou 
und 2. ist das d-Band nicht vollbesetzt. Durch 1. wird die lang­
wellige Grenze der "Obergange d-+-8 weiter ins langwellige Gebiet 
verschoben. Viel entscheidender ist aber der EinfluB von 2. 
Zunachst gibt es wegen der freien Platze im d-Band auch "Ober­
gange vom 8-Band in das d-Band, die ein weiteres Absorptions­
band hervorrufen, wahrscheinlich im gleichen Frequenzgebiet, 
wie die "Obergange d -+- 8 1 . Sodann miissen wir beachten, daB ein 
d-Niveau fiinffach entartet ist. Wir wollen, um die Sache nicht zu 
sehr zu komplizieren, vernachlassigen, daB das d-Band in zwei 
Bander aufspaltet. Dann besteht das d-Band aus fiinf Bandern, 
die sich genau iiberlagern. Innerhalb eines jeden Bandes ist die 
Energie eine andere Funktion def Wellenzahl, ahnlich wie wir es 
in § 4, S. 34 fiir das p-Band (drei Bander, die sich iiberlagern) 
gefunden haben (vgl. Abb. 7 c, 7 d). Dies bedeutet, daB es optische 
"Obergange zwischen den einzelnen d-Bandern gibt, da ja zu einer 
Wellenzahl f [vgl. die Auswahlregel (15), § 3] fiinf verschiedene 
Energien gehoren. Wegen der geringen Breite des d-Bandes liegen 
diese Energien nahe zusammen, und es ist deshalb anzunehmen, 
daB die langwellige Grenze fiir die Absorption, Aa, ziemlich weit 
im Ultrarot liegt. Dadurch ist uns die Moglichkeit genommen, 
die Zahl der freien Elektronen, wie z. B. bei den einwertigen Metalle 
(vgl. Abb. 24, S. 115) aus optischen Messungen in einem bequem 
zuganglichen optischen Gebiet zu entnehmen, da ja fiir solche 
Messungen nach § 8 A. > A.a sein muB. Wir erwarten also fiir die 
"Obergangsmetalle ein sehr starkes Absorptionsband im ultraroten 
und sichtbaren Gebiet, das aus einer "Oberlagerung der d-+-d-, 
d-+-8-, 8-+-d-Absorp~ionsbander besteht. Daran schlieBt sich dann 
im kurzwelligen sichtbaren oder nahen ultravioletten Gebiet das 
Absorptionsband, das den "Obergangen vom 8-Band in das nachst­
hohere Band entspricht. Dieses letztere Absorptionsband entspricht 
dem ersten Absorptionsband bei Ag (Abb. 23, S. 112). 

In Abb.63a, b haben wir die experimentellen Absorptions­
kurven (nx) fiir Or, Mn und Ni aufgetragen. Wir finden vor allem, 
wie wir zu erwarten haben, im Sichtbaren eine unvergleichlich 
starkete Absorption als bei den Edelmetallen, die nach Obigem 
den d-+ d-, d-+ 8 und 8-+d-"Obergangen zuzuschreiben ist. Bei Ni 

1 Vgl. Fu13note.l, S. 330. 

22* 
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und Or finden wir auch das kurzwellige Absorptionsband, etwa bei 
der gleichen Frequenz wie beim Ag und auch etwa von d~r 

gleichen Starke. Bei MIl haben wir dieses Absorptionsband noch 
nicht erreicht. 

Die starke Absorption der Obergangsmetalle macht sich auch 
im Reflexionsvermogen R bemerkbar. Nach § 8 ist dieses, bei 
Vernachlassigung der Absorption, 1 fiir '1'< VI' wo VI durch (4), § 8 
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Abb. 63 a und b. Optlsche Absorption n". a von Or und Mn. b von NI. Die tJ"beriagerung der 
beiden Asborptionsbllnder 1st angedeutet (- - -). 

gegeben ist und im Ultravioletten liegt. Unter Beriicksichtigung 
der Absorption ist aber Rauch fiir '1'<'1'1 kleiner als 1. In Abb. 64 
zeigen wir R fiir Ni und Ag. Wir sehen deutlich, daB bei Ag der 
AbsorptionseinfluB erst etwa bei A. = 3300 A einsetzt, bei Ni jedoch 
schon bei viel groBeren Wellenlangen. 

Zahl der jreien Elektronen. Wie aus den Oberlegungen dieses 
Paragraphen hervorgeht, haben wir gegenwartig keine Aussicht nF 

bei den Obergangselementen zu bestimmen, weder aus den opti­
schen Konstanten, noch aus der Leitfahigkeit. Es ist aber sehr 
wahrscheinlich, daB sich die 8-Elektronen eines Obergangsmetalls 
ahnlich verhalten wie beim darauffolgenden Edelmetall. 1st nF 

die Zahl der freien Elektronen des EdeImetalls (etwa Cu), so ist 

also nF n,: die entsprechende GroBe fUr das Obergangsmetall (etwa 
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Ni), falls wir den Beitrag der d-Elektronen wegen der geringen 
Breite des d-Bandes (kleine Freiheitszahl) vemachlassigen. Das 
ist allerdings nicht immer korrekt, denn soweit aus den vorliegen­
den Messungen der HALLKonstanten ersehen werden kann, haben 
nur die letzten tibergangsmetalle (Ni, Pd, Pt) normalen HALL­
Effekt, wiihrend fiir alle anderen (bisher wurden gemessen Fe, Co, 
Ir, W, Ta, Mo) der HALL-Effekt anormal ist. Dies ist (vgl. § 17) 
nur durch den Einflu13 des nichtabgeschlossenen d-Bandes moglich, 
da die Elektronen des 100 

8-Bandes einen Bei­
trag mit normalem 

Vorzeichen liefem. 
Wahrscheinlich wird 

% 
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die kleine Freiheits- R '10 

zahl pro Zustand im 
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d-Band durch die 
gro13e Dichte der Zu­
stande iiberkompen­
siert. Bei Ni, Pd und 
Pt ist das d-Band 

o 42 qJ 4'145 475 ~o ~5. 2 J ¥ 5 (j 78.9p 
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Abb. 64. Der Reflexionskoeffizient R von Ni und Ag. 
Ans [16]. 

schon nahezu besetzt, 
infolgedessen ist hier die Dichte der Zustande mit der Grenz­
energie C schon geringer und die 8-Elektronen iiberwiegen.l 

Speziti8che Warme. Wir haben auf S.331 gesehen, da13 die 
spezifische Warme der Elektronen bei tiefen Temperaturen me13bar 
wird. Bei den Metallen mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen 
wird der Beitrag dieser Schalen zur spezifischen Warme von Be­
deutung. Man findet namlich mit § 5, (II), da13 die spezifische 
Warme der Elektronen 

c,,=y'T, 

y'=y D(C) 
Do (Co) 

ist. Y T ist die spezifische Warme freier Elektronen [z. B. § 29, (4)], 
D (C) ist die Eigenwertdichte bei der Grenzenergie, Do (E) die 
Eigenwertdichte fiir freie Elektronen und Co die Grenzenergie unter 
der Annahme freier Elektronen. Da das Band einer inneren Schale 
sehr schmal ist, wird D (C) und damit y sehr gro13, falls C nicht sehr 
nahe am Rand des Bandes liegt. Messungen an Ni bestatigen das 

y'T-Gesetz und ergeben ~ -- 15. Danach sollte der absolute 
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Betrag der Freiheitszahl ungefahr 1/15 sein, was bei der geringen 
Breite des d-Bandes von Ni eine verniinftige GroBenordnung istl. 

Bei ferromagnetischen Metallen hat die spezifische Warme 
beim CURIE-Punkt 1;, einen Sprung, da ja die ferromagnetische 
Energie U ",J2 (J = Sattigungsmagnetisierung) ist und da J bei 
T = Tc einen Knick hat (vgl. Abb.57, S.305). 

§ 31. Wismut 2 [161]. 

Termschema. Wismut unterscheidet sich von den anderen 
Metallen durch seine groBen magnetischen Effekte. So ist z. B. 
die diamagnetische Suszeptibilitat etwa IOmal, der HALL-Effekt 
etwa 103mai so groB wie bei den meisten anderen Metallen (§ 11 
und § 17). Auch die magnetische Widerstandsanderung ist bei Bi 
anormal groB. Wir haben aber in § 17 (vgl. Tabelle 18) gezeigt, daB 
dies durch den anormal groBen HALL-Effekt vollstandig erklart 
wird [vgl. § 17, (24)]. 

Neben der anormalen GroBe der Effekte fallt beim Bi auch 
eine Temperatur- und Feldstarkenabhangigkeit auf, die meist anders 
als bei den ubrigen Metallen ist. 

Wir werden im folgenden zeigen, daB die anormale GroBe der 
Effekte ohne besondere Hypothesen aus unserer Theorie folgt. 
Dabei werden wir auch finden, daB die Temperaturabhangigkeit, 
die wir flir die anderen Metalle abgeleitet haben, fur Bi nur eine 
sehr schlechte Naherung darstellt. 

Die Kristallstruktur des Bi unterscheidet sich von derjenigen 
der meisten anderen Metalle insbesondere dadurch, daB Bi zwei 
Atome in der Elementarzelle hat. Auf Grund unserer Vorstellungen 
iiber den Aufbau der Metalle ist also Bi sicher nicht zu den typischen 
Metallen zu rechnen. Wir werden we iter unten sehen, daB Bi 
tatsachlich in mancher Hinsicht schon groBe Ahnlichkeit mit einem 
Halbleiter hat. Da nach § 3 ein Energieband maximal ZWeI 

Elektronen pro Elementarzelle enthalt, trifft auf jedes Atom ein 
Elektron pro Band. Daher ware Bi ein Nichtleiter oder Halbleiter, 

1 Dies ist natiirlich keine exakte Abschatzung, da unter anderem nicht 
beriicksichtigt ist, daB die Zahl der Locher im d-Band pro Atom nur 0,6 ist. 
AuBerdem ist aber noch nicht untersucht, ob sich das y T-Gesetz fur die 
spezifische Warme mit dem TS/2-Gesetz fur die Sattigungsmagnetisierung 
(S.304) vertragt. 

2 Antimon verMlt sich ganz ahnlich wie Wismut, wir behandeln daher 
nur das wichtigere Wismut. 
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wenn sich die Energiebander der Valenzelektronen nicht mit den 
darauffolgenden uberdecken wiirden. Ware aber diese Uber­
lagerung LI E der Energiebander betrachtlich, so wiirde sich Bi 
ahnlich wie ein zweiwertiges Metall verhalten. Die besondere 
Eigenart des Bi ist, daB LI E sehr klein ist. 

Wir konnen bei Kristallen, bei welchen die Zahl der Elek­
tronen genau so groB ist wie die Zahl der Zustande in einer 
ganzen Anzahl von Bandern, vier typische Falle unterscheiden. 
Wir zeigen diese vier Falle in Abb.65a-c, mussen aber bemer­
ken, daB es naturlich fibergange zwischen den einzelnen Fallen 
gibt. Wir gehen von 
einem Nichtleiter aus. 
1st LI B die Breite des 
verbotenen Gebietes, 
das auf das oberste be­
setzte Band folgt, so 
muB LI B groB sein 
(einige Volt), damit der 
Kristall ein Nichtleiter 
ist. Wird LI B kleiner, 
so erhalten wir allmah­
lich den zweiten Fall, 
einen Halbleiter, der 

a 
Abb. 65 a-d. Die gegenseitige Lage der Energiebilnder. 
If////, besetztes Gebiet, ~ erlaubtes, aber unbesetztes 
Gebiet, - - - Grenzenergie. a Nichtleiter, b Halb-

leiter, c Bi-FalJ, d zweivalenziges Metall. 

sich naturlich nur qualitativ vom ersten Fall unterscheidet. Wird 
LI B nun noch kleiner, so werden sich die beiden Bander schlieBlich 
uberdecken, d.h. LI B ist negativ. Hier haben wir zunachst den Bi­
Fall, bei dem -L1 B wieder klein ist und endlich den Fall, daB -L1 B 
groB ist, der etwa den zweiwertigen Metallen entspricht. Die beiden 
letzten Falle unterscheiden sich wieder nur qualitativ. Beim Bi-Fall 
ist wesentlich, daB der Rand eines Bandes im f-Raum keine Flache 
konstanter Energie ist (BRILLOuINsche Zone, Abb.9, S.48). Daher 
ist es leicht moglich, daB die Grenzenergie C an einzelnen Stellen 
nahe am Rand des Bandes liegt, an anderen aber weiter davon 
entfernt ist. Wenn die Zahl der Zustande, bei denen C nahe am 
Rand des Bandes liegt, uberwiegt, haben wir immer noch den 
Bi-Fall, obwohl -L1 B dann groB sein kann. In Abb. 65c und d 
wollen wir also unter -L1 B einen geeigneten Mittelwert verstehen 
und nicht die maximale Entfernung der beiden Rander. 

Wie wir eben besprochen haben, ist LI B bei Bi < 0, d. h. die Grenz­
energie C liegt gleichzeitig in zwei Bandern (Abb.65c). 1m f-Raum 
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verlauft sie ganz ahnlich, wie wir in Abb.13, S. 76 fur einen kubischen 
Kristall gezeigt haben. Der Unterschied gegen Abb. 13 ist, daB wir 
es jetzt mit einer komplizierten Kristallstruktur zu tun: haben, 
bei der es eine ausgezeichnete Achse gibt, die bewirkt, daB bei 
Einkristallen die Werte irgendeiner GroBe, z. B. der Suszeptibilitat X, 
davon abhangen, ob das Magnetfeld parallel oder senkrecht zu 
dieser Achse steht. Wir wollen hierauf nicht naher eingehen, 
d. h. wir betrachten polykristallines Material. Da C sehr na.he 
an den Randern der Energiebander liegt, ist die Energie Ein 
beiden Bandern eine quadratische Funktion von f. Bei Vernach­
lassigung der Anisotropie haben wir genau den Fall vor uns, den 
wir in § 5, S. 77 behandelt haben. Wir wollen zuerst die GroBen­
ordnung der Freiheitszahl t abschatzen. Nach § 4 C ist es innerhalb 
gewisser Grenzen erlaubt, die Valenzelektronen nach der Naherung 
der freien Elektronen, § 4 B, zu behandeln; Bi hat fiinf Valenz­
elektronen pro Atom, also zehn pro Elementarzelle. Diese besetzen 
die ersten vier Bander vollstandig, wahrend das funfte beinahe 
voll und das sechste, das sich mit dem fiinften. teilweise uberdeckt, 
beinahe leer (vgl. Abb. 65 c) ist. Nach § 4 C diirfen wir das erste 
Band der Valenzelektronen wie das erste Band in der Naherung 
freier Elektronen § 4 B behandeln. Wir diirfen aber diese Art 
der Behandlung nicht beliebig weit fortsetzen, weil wir sonst 
schlieBlich zu falschen Energiezuordnungen kommen. Wenn wir 
also das zweite Band der Valenzelektronen wie das zweite Band 
in der Naherung § 4 B behandeln, so machen wir damit schon einen 
groBeren Fehler als beim ersten Band usw. Wenn wir schlieBlich die 
Freiheitszahl des fiinften und sechsten Bandes nach dieser Naherung 
berechnen, diirfen wir nur mehr ein groBenordnungsmaBig richtiges 
Resultat erwarten. Nach § 4 B, (24), S.45 ist die Freiheitszahl 
in der Nahe des Randes eines Bandes (eindimensional) 

t = ~- ± 2 Un (I) 
m* - Vn ' 

Dabei ist U die mittlere Energie zwischen oberem Rand des n-ten 
und unterem Rand des (n + I)-ten Bandes. Die Energie ist so 
normiert, daB der untere Rand des ersten Bandes die Energie 
Null hat. Vn ist die note FOURIER-Komponente des Gitterpotentials. 
U wachst mit wachsendem n, V nimmt dagegen mit wachsendem 
nab. Infolgedessen wachst / t / ziemlich rasch mit wachsendem n, 
wie es z. B. in Abb.8b, S.46 gezeigt wurde./f/ ist bei ~i also 
aus zwei Grunden groB. Erstens liegt C sehr nahe am Rand eines 
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Bandes, wo III durch Gl. (1) gegeben ist und > 1 ist. Zweitens 
wachst III mit wachsendem n. In (1) hat U die GroBenordnung 
10 e-Volt. Wir werden weiter unten finden, daB I die GroBen­
ordnung 100 hat, woraus fiir Vn etwa 1/5 e-Volt, also eine 
durchaus verniinftige GroBenordnung folgt. Eine genaue theore­
tische Berechnung von III diirfte sehr schwierig sein. Es ist aber 
sehr wesentlich, daB die ungewohnte GroBenordnung von I, wie 
wir eben gezeigt haben, sehr leicht und ohne irgendwelche be­
sonderen Hypothesen verstanden werden kann. 

GrOf3enordnung von R, X und (1. Wir wollen jetzt die GroBen­
ordnung der HALL-Konstanten R, der Suszeptibilitat X und der 
Leitfahigkeit (1 abschatzen. Wir schlieBen uns zunachst an § 5, 
S. 77 an. Wir nennen das fiinfte Band das untere und das sechste 
Band das obere Band und entsprechend wie in § 5 die Freiheits­
zahlen lu «0) und 10 (>0). Wir setzen zur Abkiirzung 

Ilul +10=2/>0. (2) 
1st z die Zahl der Elektronen im oberen Band, so ist z auch die 
Anzahl der freien Platze im unteren Band. Nach § 5, (22a) wird 
z dann mit (2) (pro Volumeneinheit) 

= _1 (~~)3/2 ( LJ E )3/2 
Z 3 n2 h2 21' (3) 

wobei L1 E das beiden Bandern gemeinsame Energiegebiet ist 1. 

Die Eigenwertdichte bei der Grenzenergie 1; ist nach § 5 (21) und 
(21a) (pro Volumeneinheit) 

= _1_ (2m )3/2 ((~ -EZ)1I2 (E1 - ~)li2 ) 

D 4n2 h2. 103/2 + I/ul3/2 . 

E1 und E2 sind die Energien der Rander der beiden Bander 
(vgl. § 5) und 

L1 E = E1-E2. 

Aus den beiden Gleichungen, die in § 5 zu (22a) fiihren, folgt: 

,_ E1/0+Ezllul 
- 10+llul • 

Damit wird 
= _1_ ( 2 m )3/2 LJ El12 ( 1 1) 

D 4n2 h2 {/0+1/,,1)1/2 10+lTuT' 

Naherungsweise wird diaser Ausdruck [mit (2)] 
= _1_ ( 2 m )3/2 (2 LJ E)1/2 

D 4n2 h2 j3/2 ' 

1 LJ E ist der maximale Abstand der beiden Rii.nder. 
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Wir konnen nach (3) L1 E durch z ausdrUcken: 
hi 

L1E= 2m (3'TC2 z)2/32/· 

Damit wird dann D 

(4) 

2 m (3 n2 z)113 
D = ----ri2 ~2-f- . (5) 

SchIie.l31ich benotigen wir noch die Zahl der freien Elektronen, die 
nach § 5, (22) (pro Volumeneinheit) 

nF = 2z1 (6) 
ist. 

Wir beginnen mit der Suszeptibilitat. Da I:> 1 ist, uberwiegt 
der Diamagnetismus der Leitungselektronen nach § 11, (12) sowohl 
den diamagnetischen Beitrag des Ions als auch den paramagne­
tischen Beitrag der Leitungselektronen. Daher wird die Volumen­
suszeptibilitat nach § 11, (12) und (13) 

Mit (5) und 

erhalten wir 

2 
X = - 3 p,2 D 12 . 

eh 
p, = 2mc 

e2 (3 n 2 z)lIS f 
X= - 6n2mc2 

Wir beziehen jetzt z auf ein Atom (~). Unter Einfuhrung der 

Zahlenfaktoren wird dann, da n = 2,8 . 1022 ist, 

X =-4.10-7 (~ Y'3 /. 
Diese Formel ist noch nicht volistandig, denn bei der von uns 
angewandten Naherung sind alie Zustande des oberen Bandes 
dreifach. Man sieht dies am einfachsten an Hand von Abb. 13, 
S. 76, wo einer bestimmten Energie im zweidimensionalen f-Raum 
nicht ein, sondem zwei Kreise des oberell Bandes entsprechen. 
Dreidimensional hat man analog nicht eine, sondem drei Kugeln. 
Wenn wir annehmen, da.13 das obere Band den groBeren Beitrag 
zu X liefert, was bei hohen Temperaturen durch das Vorzeichen der 
HALL-Konstantennahegelegt wird, so haben wir den obigenAusdruck 
fur X noch mit 3 zu multiplizieren. Gleichzeitig mussen wir z 

durch ; ersetzen. 1m ganzen mussen wir also mit 3~13 = 2,1 

multiplizieren und erhalten 

x~-1O-6 (: Y'3 /. (7) 
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Die gemessene Volumensuszeptibilitat ist ungefahr _10-5• 

Aus (7) folgt daher 

( : Y'3 I '" 10. 

Die HALL-Konstante R ist nach § 17, (21) 

R=_I_.-lL 
. ten nF/n' 

(7 a) 

oder, wenn wir R in elektromagnetischen C-G-S-Einheiten aus­
driicken (vgl. S.221) 

Ben h 
e = nF/n· 

h ist der Mittelwert der Freiheitszahl iiber alle Zustande mit der 
Energie t;. In unserem Fall ist also 

h=lo-l/ul· 
Mit (6) und (2) wird daher 

Ben __ 1_ la-Ifill", ± _I_ 
e - z/n 10 + 1/11 I ~ z/n . (8) 

Dabei gilt das positive Vorzeichen, wenn 10 iiberwiegt und das 
negative, wenn I/ul iiberwiegt. Die gemessenen Werte hangen 
stark von der Temperatur und der Feldstarke abo Dabei bleibt 
aber die GroBenordnung von IRI stets die gleiche, so daB wir auch 
die GroBenordnung von z aus (8) und den MeBwerten finden. 
In Tabelle 17, S. 221 wurde als Mittelwert R '" - 5 angegeben. 
Daher wird nach (8) 

(9) 

Wir zeigen weiter unten, daB diese GroBenordnung fiir : auch aus 

anderen Betrachtungen folgt. Aus (7 a) ergibt sich dann die Frei­
heitszahl zu 

1"'100. (10) 

Diese Werte von z und I sind natiirlich nur der GroBenordnung nach 
zuverlassig. 

Nach (6), (9) und (10) wird die Zahl der freien Elektronen 

~:-~0,1. 

Dieser Wert ist in geniigend guter Obereinstimmung mit dem aus 
der Leitfahigkeit mit Hille einer halbempirischen Formel ge­
wonnenen Wert 0,05 (vgl. Tabellen 12, 17). 



348 Systematische Diskussion der Metalle. 

Wir haben jetzt gezeigt, daB die GroBenordnungen von X, R, 
(J miteinander vertraglich sind, falls z und I durch (9) bzw. (10) 
gegeben sind. Wir haben auch gefunden, daB der hohe I-Wert 
durchaus im Einklang mit der Theorie steht. Der kleine Wert 
von z bestatigt sich beim Verhalten der Legierungen mit Bi. So 
wird z. B. durch Sn in einer Konzentration von 0,1 % verursacht, 
daB der Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
negativ (wie bei Halbleitern!) wird. Da Sn nur vier Elektronen, 
Bi aber funf Elektronen pro Atom bringt, ist die Zahl der Elektronen 
pro A1!om bei der Legierung kleiner als beim reinen Bi. Hierdurch 
wird die Grenzenergie 1; erniedrigt, so daB weniger Elektronen im 
oberen Band sind als beim reinen Bi. 1st diese Zahl sehr klein 
gegen die Zahl der freien Platze im unteren Band, so wird durch 
Temperaturerhohung die Zahl der Elektronen im oberen Band, 
ahnlich wie bei Halbleitern, vergroBert. Dadurch wird der negative 
Temperaturkoeffizient des Widerstandes verstandlich. z muB hier­
nach von der G:oBenordnung 10-3 sein, in Dbereinstimmung mit (9). 

Diese qualitative Betrachtung der Temperaturabhangigkeit der 
Leitfahigkeit zeigt uns schon, daB eine Dbertragung der Formeln 
fur normale Metalle auf Bi nicht korrekt ist. Daher durfen unsere 
ganzen obigen Angaben nur als GroBenordnungsbetrachtungen 
aufgefaBt werden. AIle Mittelungen uber die Verteilungsfunktion 
der Elektronen (Temperaturabhangigkeit!) werden aber zu anderen 
Resultaten fiihren als bei gewohnlichen Metallen, denn die Zahl 
der Elektronen im oberen und der Locher im unteren Band ist so 
klein, daB das Elektronengas nicht vollstandig entartet ist (vgl. § 5, 
S. 65). Eine befriedigende Behandlung der hierher gehorigen 
Fragen wird aber ziemlich umstandlich sein, weil die Dichte der 
Elektronen auch nicht so gering ist, daB die FERMI-Verteilung wie 
bei den Halbleitern durch eine MAXWELLsche ersetzt werden kann. 

§ 32. Fliissige Metalle. 

Struktur. Unsere ganzen Dberlegungen uber die Bewegung 
der Elektronen in Kristallen beruhen im wesentlichen auf der 
periodischen Struktur der Kristalle. In Flussigkeiten sind die 
Atome nicht mit der gleichen RegelmaBigkeit angeordnet wie in 
Metallen. Sie sind andererseits aber auch nicht gauz regellos 
verteilt. Greift man namlich ein kleines Flussigkeitsvolumen, das 
aus nur wenigen Atomen besteht, heraus, so haben die Atome 
dieses Volumens eine ziemlich regelmaBige Anordnung (etwa 
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eine dichteste Kugelpackung). Diese Tatsache allein ist noch 
nicht sehr bedeutungsvoll und eigentlich selbstverstandlich, da sich 
das spezifische Volumen der fliiss,igen Metalle von demjenigen der 
festen Metalle nur unwesentlich unterscheidet. Wesentlich ist aber 
die Tatsache, daB sich ein Zustand der Fliissigkeit, bei dem jedes 
Atom, wie in einem Kristall, eine bestimmte mittlere Ortskoordinate 
hat, nur langsam verandert. Unter "langsam" wollen wir dabei 
verstehen, daB das Atom viele Schwingungen um seine mittlere 
Lage ausfiihrt, bis es diese verandert. Der direkteste Beweis dafiir 
ist die Messung der Selbstdiffusion in fliissigen Metallen. Solche 

w 
a 

2 

t 
w 

1 

b 

T'---

Abb. 66 a und b. Wahrscheinllchkeit W, im Abstand r von einem Atom bel vorgegebener 
Richtung ein anderes Atom zu finden; a fiir feste Korper, b fiir Fliissigkeiten 

(aus Rontgenaufnahmen an Hg nach [130]). 

Messungen wurden in Pb ausgefiihrt, wobei ein radioaktives 
Pb-Isotop als Indikator benutzt wurde [22a]. Dabei ergab sich, 
daB ein Atom etwa 100 Schwingungen ausfiihrt, bis es seine mittlere 
Lage urn einen Atomabstand verandert. Ein weiterer Beweis 
fiir die AhnIichkeit des fliissigen mit dem festen Zustand ist die 
geringe Anderung der spezifischen Warme am Schmelzpunkt. 

Der wesentliche Unterschied zwischen der Struktur del" festen 
und der fliissigen Metalle besteht darin, daB ein fester Einkristall 
makroskopische Dimensionen hat, walY:end die regelmaBige An­
ordnung in der Fliissigkeit sich nur iiber einige Atomabstande 
erstreckt. Bestimmt man die Wahrscheinlichkeit W dafiir, in 
einem bestimmten Abstand r von einem Atom, bei vorgegebener 
Richtung, ein anderes zu finden, so erhalt man im festen Korper 
immer ein steiles Maximum fiir W, wenn rein ganzzahliges Viel­
faches des Abstandes zweier benachbarter Atome (in der betreffen­
den Richtung) ist (Abb. 66a). r kann dabei beliebig groB werden. 
Bei Fliissigkeiten hingegen verhalt sich W nur fiir sehr kleine r so, 
wahrend es fiir groBe r konstant wird. In Abb. 66 b zeigen wir die 
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Wahrscheinlichkeitsfunktion W, die aus Rontgenmessungen an Hg 
gewonnen wurde. 

Energieschema. Wie wir in § 4 C gefunden haben, verhalten 
sich beim festen Metall die Valenzelektronen unter gewissen Ein­
schrankungen ahnlich wie freie Elektronen, und wir durfen auch 
im flussigen Zustand ein ahnliches Verhalten del' Valenzelektronen 
erwarten. Del' typische Unterschied zwischen fest em und flussigem 
Zustand wird demnach gerade in den Abweichungen vom Ver­
halten freier Elektronen bemerkbar. 1m festen Zustand bestehen 
diese Abweichungen in dem Auftreten gewisser verbotener Energie­
gebiete. In del' Naherung § 4 B sind diese durch die selektive 
Reflexion del' Elektronenwellen an den Netzebenen bestimmt. Die 
Bedingung fur das Auftreten einer selektiven Reflexion, d. h. fur 
die Reflexion einer ganz bestimmten Wellenzahl sr, ist ein streng 
periodisches Gitterpotential. Jede Abweichung von del' Periodizitiit 
hat eine Verminderung del' Selektivitat del' Reflexion zur Folge. 
In einer Flussigkeit ist das Gitterpotential nicht periodisch, d. h. 
wir konnen es nicht in eine FOURIER-Reihe entwickeln. Dagegen 
konnen wir es immer durch ein FOURIER-Integral darstellen: 

V = J a(~, 'Yj, C) e2"i«x + "IY + CZ)d~ d'YjdC. 

Nun haben wir abel' oben festgestellt, daB das Potential in einem 
sehr kleinen Bereich mit groBer Anniiherung periodisch ist. Dies 
bedeutet, daB a (~, 'Yj, C) fur gewisse Werte von ~, 'Yj, C groB ist. 
Daraus folgt, daB wir zwar keine selektive Reflexion bei ganz 
bestimmten sr-Werten erwarten durfen, daB abel' die Reflexion 
auch keine monotone Funktion von sr ist, sondern in del' Nahe 
einzelner sr-Werte maximal wird. Fiir die Energie del' Elektronen 
bedeutet dies, daB wir jetzt keine verbotenen Gebiete mehr er­
halten, daB also die Eigenwertdichte D nicht Null fiir bestimmte 
Werte von sr wird. Dafiir wird es aber Werte von sr geben, in deren 
Nahe D unter den Wert fUr freie Elektronen sinkt. 

Die obigen qualitativen Dberlegungen haben zur Folge, daB die 
Abweichungen des Verhaltens der Elektronen des fliissigen Metalls 
vom Verhalten freier Elektronen geringer sind als beim festen Metall. 
Dies gilt allerdings nur im Hinblick auf solche Zustiinde des festen 
Metalls, die in del' unmittelbaren Nahe von verbotenen Energie­
gebieten liegen. Von Zustiinden, die weiter von solchen kritischcn 
Gebieten entfernt sind, gilt eher das Umgekehrte. Wir werden 
daher unser Ergebnis am besten in folgender Weise ausdriicken: 
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Das Verhalten der Elektronen zeigt im festen M ef.all systematische, 
im fliissigen hingegen unsystematische Abweichungen vom Verhalten 
freier Elektronen. Daraus folgt, daB vor allem solche Metalle wesent­
liche Anderungen der Elektroneneigenschaften am Schmelzpunkt 
zeigen, bei denen die Grenzenergie in der Nahe einer "systema­
tischen Abweichung", d. h. in der Nahe eines verbotenen Energie­
gebietes liegt. Das beste Beispiel hierfiir ist Bi, bei dem z. B. die 
Suszeptibilitat X beim Schmelzen auf 1/10 sinkt. Da bei festem 
Bi der anormal hohe Wert von X nach § 31 dadurch zustande 
kommt, daB die Grenzenergie nahe am Rand eines Energiebandes 
liegt, bedeutet das Verhalten von X beim Schmelzen eine Annaherung 
an den x-Wert fiir freie Elektronen. 

Elektrische Leitfahigkeit [169]. Bei den einwertigen Metallen 
lassen sich die Valenzelektronen schon beim festen Metall mit 
guter Annaherung wie freie Elektronen behandeln. Die Zahl der 
freien Elektronen pro Atom ist nahezu 1 und wird sich daher beim 
Schmelzen nicht wesentlich verandern. Nach § 14, (15) ist dann die 
DEBYE-Temperatur 8 die einzige GroBe in dem Ausdruck fiir die 
elektrische Leitfahigkeit G, die sich am Schmelzpunkt verandern 
kann. Das Verhaltnis der Leitfahigkeit des festen Metalls zu der­
jenigen des fliissigen ist daher, da nach § 14, (15) G", 8 2 ist: 

ak = ( ek)2. 
at et 

(1) 

Dabei bedeutet der Index k, daB sich die betreffende GroBe auf 
den festen Zustand (Kristall), der Index f, daB sie sich auf den 
fliissigen Zustand bezieht. 

Das Verhaltnis ~k laBt sich aus der Schmelzwarme be-
<':>1 

rechnen. Es sei Ts der Schmelzpunkt des Metalls. Dieser ist 
thermodynamisch dadurch bestimmt, daB die freie Energie der 
festen Phase gleich der. freien Energie der fliissigen Phase ist 1. 

In der statistischen Mechanik wird gezeigt, daB die freie Energie 
F pro Atom 

F=-kTlogZ+P 
ist. Dabei ist Z die Zustandssumme, auf die wir gleich naher zu 
sprechen kommen, wahrend P die Energie des Atoms ist, wenn es 
sich in Ruhe an seiner Gleichgewichtslage befindet. Offensichtlich 
ist 

1 Die durch die VolUllleniindennig beim Schmelzen geleistete Arbeit 
kann vernachlassigt werden. 
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wobei U die Schmelzwarme pro Atom ist. Am Schmelzpunkt ist 
somit 

also 

(2) 

Wir berechnen die Zustandssumme unter der Annahme, daB aIle 
Atome Schwingungen mit der DEBYE-Frequenz v (§ 13) ausfiihren. 
Diese hangt mit der DEBYE-Temperatur durch die Beziehung (8), 
§ 13 zusammen. Es ist dann also 

. hVk = kek , hVt = keto (3) 
Die Zustandssumme eines linearen harmonischen Oszillators ist 
definitionsgemaB 

nh. 1 
Z = ~ e - ----;cT = ---ho-.- . 

l_e-k¥ n 

Fiir hohe Temperaturen (kT> hv) wird 

Z - kT 
- hv· 

1m dreidimensionalen Fall ist entsprechend 

Z = (~~r. 
Die Beziehung (2) lautet daher 

u ( :; r = e k Ts. 

Mit (1) und (3) finden wir somit als Verhaltnis del' Leitfahigkeiten 
2 U 

.!!!£ = e3 kTs . (4) 
at 

Tabelle 37 zeigt, daB dieses Ergebnis fiir einwertige Metalle ziemlich 
gut bestatigt wird. 

Tabelle 37. Nach [169]. 

Metall Li Na K I Rb I Os Ou Ag Au At I Pb Zn I Bi 

ak expo 1,7 1,5 1,61 1,6 1,7 2,1 1,9 2,3 1,6 2,1 2,1 I 0,4 

at theor. 1,8 1,8 1,8 1,8 1,8 2,0 I 2,0 2,2 2,0 1,9 2,315,0 

Wir haben in Tabelle 37 auch einige mehrwertige Metalle ange­
fiihrt. Fiir AI, Pb und Zn ist die Dbereinstimmung zwischen 
theoretischem und experimentellem Wert recht gut. Theoretisch 
sollte man hier eigentlich groBere Unterschiede erwarten. Bei Bi 
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ist hingegen das VerhaItnis zwischen theoretischem und experimen­
tellem Wert ungefahr 1 : 12. Zur Deutung dieses Verhaltnisses 
muB man annehmen, daB die Zahl der freien Elektronen im flussigen 
Bi etwa zwolfmal so groB ist wie im festen. Das ist in qualitativer 
Ubereinstimmung damit, wasmannach S.347 fur Bi erwarten darf. 

Auf die gute Ubereinstimmung der Thermokraft der flussigen 
Alkalimetalle mit den Formeln fur freie Elektronen haben wir 
schon in § 16 hingewiesen. 

Die HALL-Konstante sollte bei Metallen mit anomalem Effekt 
(z. B. Pb) im flussigen Zustand entweder kleiner sein als im festen 
Zustand oder sogar das V orzeichen wechseln. Messungen an solchen 
Metallen im flussigen und festen Zustand liegen aber gegenwartig 
nicht vor [100]. 

Optisches Verhalten. Auch beim optischen Verhalten del' 
flussigen Metalle muB sich eine Annaherung an das optische Ver­
halten freier Elektronen zeigen. Hier sind nach § 8 zwei GroBen 
a usschlagge bend: 

1. die Zahl del' freien Elektronen, np; 

2. die Oszillatorenstarken Inm' 
Die Zahl der freien Elektronen ist bei festen Metallen nach § 5 

immer kleiner als Eins. Bei flussigen Metallen durfen wir hingegen 
immer angenahert so viele freie Elektronen erwarten, wie das 
Metall Valenzelektronen hat. Bei Berechnung der Oszillatoren­
starken Inm war VOl' allem die Auswahlregel fUr optische Uber­
gange von Bedeutung. Diese Auswahlregel [§ 3, (15)] war unter 
der Voraussetzung eines streng periodischen Gitters abgeleitet. 
Sie ist also fUr flussige Metalle nicht giiltig. Die bemerkenswerteste 
Folge der Auswahlregel war die Entstehung von Absorptions­
bandern. Da die Auswahlregel im flussigen Zustand nicht mehr 
gultig ist, werden die Absorptionsbander stark verbreitert. Dies 
hat zur Folge, daB sie auch stark erniedrigt werden. Fiir eine 
bestimmte Frequenz, etwa im Sichtbaren, sind also die Oszillatoren­
starken kleiner als beim festen Metall. 

Tatsachlich wird auch gefunden, daB die Formeln fur freie 
Elektronen § 8, (8a), (8b) fur flussige Metalle noch bis ins ultra­
violette Gebiet gultig sind [171]. Sie wurden Z. B. fur Hg zwischen 
3200 A und 6200 A bestatigt. Dabei ergab sich als Zahl del' freien 
Elektronen pro Atom 2,1, wahrend del' Widerstand, del' durch 
Formel (7), § 8 in die optischen Konstanten eingeht, nul' um 5% 
von dem elektrisch gemessenen abweicht. 

Frohlich, Elektronentheorie der Metalle. 23 
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Anhang. 
1. SCHRODlNGER-GIeichong mit Vektorpotential. 

WeUeng~ickung. Nach der klassischen Elektrodynamik ist die 
Energie eines Elektrons, das sich in einem elektromagnetischen 
;Feld, mit dem Vektorpotential.2( und dem skalaren Potential V 
befindet: 

E= 2~ (p-: 2(r + V. 

Wenn wir hier wieder, wie in § 1, P durch ~. grad und E durch 

- ~ :t eisetzen, erhalten wir die zeitabhangige'Weilengleichung 

h 8'1' h2 L1 ieh e2 

T8T= 2m lP-VlP- me (2(,gradlP)- 2me2 A 2 lP. (1) 

Weckselwirkung mit Licht. Das Vektorpotential einer ebenen 
LichtwelIe, die sich in der y-Richtung fortpflanzt und in der 
x-Richtung polarisiert ist, lautet: 

2(", = Aosin (K y-21'&vt) = :~ (e i (K"-2n.t)_e- i (K,,-2,.,,t»), 1 
2(" = 2lz = 0 ' 1 (2) 

K-~~ A=~. - ;. , 11 

Die elektrische Feldstarke ist durch die Beziehung 

~=_~ 821 
e at 

mit dem Vektorpotential verkniipft. Es ist also 

F. , 2:11;11 I ~",=Focos(Ky-21'&vt), o=-e- Ao ' (3) 

~" ' ~z , 0 
Die Lichtweile faile zur Zeit t = 0 auf das Elektron. Fiir t <:: 0 
ist 2(=0 und die Losungen von (1) seien dann: 

i 
>71 _ -"Ent 
rn -1jJn e (4) 

Fiir t> to konnen wir immer die ailgemeinste Losung von (1) in 
der Form 

(5) 

schreiben [vgl. § 1, (6b)]. In (1) werden wir das Glied mit A2 
vemachlassigen, da es klein gegen das lineare Glied ist. Wir 
setzen (5) in (1) ein und erhalten mit (2) unter Beriicksichtigung, 
daB lJ'm eine Losung von (1) mit 2( = 0 ist 
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~_ ~dem1J' =_ ihe ~C (~ olJ'm). 
~..::::.. dt m me ~ m x' ox 

Wir multiplizieren mit Pr* und integrieren. Unter Beachtung der 
Orthogonalitatsrelation § 1, (5) finden wir 

der _ ~ (m+ m-) d:t - ~ cm W'mr - W'mr , 

wobei [vgl. (4)J m 

m+ _ ieAo -f(Em-Er+hP)tj * 'X o1J'm d 
W'mr- - 2me e "Pr e~ Y---ex- 1:, 

m- _ ieAo --hi (Em-Er-hV)t! * -'X o1J'm d 
W' - - -- e ill e ~ y -- 1: mr 2me Tr ox 

ist. 1m Fall der Metallelektronen sind die "Pm raumlich periodische 

Funktionen mit der Periode ~~ in der y-Richtung. Immer wenn 

K<:ky 
ist, konnen in den obenstehenden Integralen die Exponential­
funktionen e± iX y durch 1 ersetzt werden. In diesem Fall wird 

de, = ~~ ~ ( - f (Em-E,.+hv)t _ - f (Em-Er-hv>t) (6) 
dt 2meh ~ Pmr e e cm' 

m 

wobei pmrdie Impulsmatrixelemente § 1, (10) sind. FUr t<O sei 
das Elektron im Zustand lJ'n. Dann ist fur t = 0 

cn = 1 , cm = 0, m =!= n. 
Wir erhalten eine NaherungslOsung, wenn wir auf der rechten 
Seite von (6) diese Werte von Cn bzw_ Cm einsetzen. Durch Inte­
gration ergibt sich dann sofort 

( 
-i(En-E,.+hV)t -i(En-Er-hv>t) 

eAo e -1 e -1 
cr (t) = -2 -h Pn r' -. , me ~ $ 

-h(En-Er+hv) -h(En-Er-hv) 

n=!=r. 

Von den beiden Gliedern der Klammer ist (fUr Er>En) nur das 
erste groB, falls 

Er=En +hv 
ist. Wir konnen das zweite Glied daher vernachlassigen. I Cr (t) [2 
ist die Wahrscheinlichkeit, daB zur Zeit t das Elektron im Zustand 
P r ist. Wir finden nach einfacher Umformung unter Verwen-

dung von (3): E -E ) } 
2 _ eFo 2 2 sin2 { n (v - r h n t 

iCr(t)i - (2mhv) iPnri (E -E r . n2 v- r n 
h , 

23 ~ 
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2. Beweis des Summensatzes. 

Es seien P und q Matrizen mit den Elementen Pnm und qnm: 

Pnm = ~ IIJ'!a:i 91nd-r = P:'n, qnm = J91~xi91nd-r = q:'n' (1) 

Die 9111. sind die zeitabhangigen Wellenfunktionen. Da entsprechend 
wie in der klassischen Physik 

dq 
p=mTt 

• •• - ~ (E" - Em}t •..• 
1st, wlrd hler, da e h der zeltabhanglge Faktor von qnm 
und Pnm ist, 

(2) 

Die Matrizen P und q sind nach d.en Grundlagen der QuanteI1-
mechanik durch die Vertauschungsrelation miteinander verkniipft: 

h 
pq-qp = --.1. 

~ 

1 ist hier die Einheitsmatrix, deren Elemente <5nm sind. FUr die 
Diagonalelemente lautet die Vertauschungsrelation 

h 
(pq-qP)nn = (pq)nn - (qP)nn = T' (3) 

Nach den Multiplikationsregeln fiir Matrizen ist unter Verwendung 
von (1) 

(p q)nn = .I Pn~ qrn = .I Pnr q:r, 
~ r 

(qP)nn =.I qnrPrn = .I p:,qn,' 
r r 

Eliminieren wir hieraus qnr mit Hilfe von (2) und setzen wir die 
so erhaltenen Ausdriicke in (3) ein, so finden wir 

~ h P#r . ~ * ( h ) Pnr _ h 
~ PnrT m(En-E,) - ~ Pnr - T m(En-E,) - T' 

r , 

Unter Verwendung des Ausdruckes fiir die Oszillatorenstarke § 3, 
(16) ergibt sich der Summensatz 

.I Inr = l. 

3. Integrale zur FERMI-Statistik [54, 104]. 

Wir berechnen Integrale von der Form 

(1) 
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wobei F (E) eine beliebige stetige /'-----1, 0 " 
Funktion und 

I 
/ = E-C 

ekT + I \ Iflf \ lux 
die FERMI -Verteilungsfunktion ist. ~ 

Wir wahlen als Variable 

357 

Abb.67. Die FERMI-VerteUung t als 
E - C Funktion von x = E/kT. 

X = ----y;rj! , at 
--- ox' 

dann wird (1) 
<Xl 

J = J F (C + k T x) :~ d x. (la) 
-<Xl 

Die allgemeine Auswertung dieses Integrals ist dadurch ermog­

licht, daB I:~ I bei x=O ein sehr steilesMaximum hat (vgl. Abb.67). 

Wir entwickeln deshalb F in der Umgebung von x=O: 

F (C + k T x) = F (C) + O~~C) x k T + O~~C) (x ~ T)2 + ... 
In (la) eingesetzt ergibt dies 

J = F (C) Ko + 0~~C) k T KI + O~~C) (k i)2 K2 + ... 
Dabei ist: <Xl 

J 0/ 
Ko= 7fX dx =/(oo)-/(-oo)=-l, 

<Xl 

KI=Jx :~ dx=O, 
-<Xl 

denn :! ist (Abb. 67) eine symmetrische, x :~ also eine antisymme­

trische Funktion. 
Ferner ist 

-0> -<Xl -<Xl 

0> 
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Somit wird 

-J =F (C) + _~2 (kT)2 (:~ )E=C + ... (2) 

Ein Integral von der Form [§ 5, (11)] 
CD 

P = 2 r Q (E) t (E) D (E) dE 
-CD 

liiBt sich durch partielie Integration auf (1) zuruckfuhren, wenn wir 
E 

F (E) = - 2 j Q (E) D (E) dE 

setzen. Es ist dann nach (2) 

C 

P = 2 J Q (E) D (E) dE + 2 ~2 (k T)2 8~ (Q D)c + . . . (3) 

Zur Berechnung der Teilchenzahl N ist Q = 1 zu setzen [vgl. § 5, 
Gl. (1 a), S. 63]. Es wird dann aus (3) 

c 
N = 2 J D (E) dE + 2 ~2 (k T)2 ( ~~ ) C + ... (4) 

-CD 

N ist unabhiingig von der Temperatur. Beim absoluten Nullpunkt 
ist 

und daher 

t = 1 fUr E < Co 

t = 0 fur E > Co , 

Co 

N = 2jD(E)dE. 
-co 

(4a) 

Da C nur sehr schwach von der Temperatur a bhiingt , wird (4) 
c, C 

N = 2/ D(E)dE + 2/ D(E)dE ~ 2~: (kT)2 (:~)c. (4b) 
-co c, 

Hier ist 
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Der Ausdruck P (3) laBt sich hiermit noch umformen: 
c ~ 

p= 2 J QDdE + ~~(kT)2 8~ (QD)c=2 J QDdE + 2 (QD)co (C-Co) 
-OJ 

c 
-l- n 2 (kT)2(Q~D +D~) =2JQDdE-l- n 2 (kT)2(D~) 
. 3 8E 8E Co ' 3 8E C; 

4. BOSE- EINSTEIN· Statistik. 

Hierunter versteht man die quantenmechanische Statistik fur 
Teilchen, die dem PAuLI-Prinzip nicht unterworfen sind. Zur 
Ableitung der Verteilungsfunktion gehen wir wie in § 5 bei der 
Berechnung der FERMI-Verteilung vor, beachten aber, daB ein Zu­
stand jetzt von belie big vielen Teilchen besetzt werden kann. 
Nach der in § 5 eingefuhrten Bezeichnungsweise nennen wir wieder 
Zi die Zahl der Quantenzustande des i-ten Intervalls. N ir sei 
die Zahl der r-fach besetzten Zustande des i-ten·Jntervalls. Die 
Zahl der Mikrozustande des i-ten Intervalls ist dann 

Zi! 
Ni~TNi~(N;;2! . 

Offensichtlich ist 

die Zahl der Teilchen im i-ten Intervall, wahrend 
~ Nir=Zi 
r 

(1) 

(Ia) 

ist. Lassen wir fur r nur die Werte r = 0 und r = 1 zu, so erhalten 
wir die entsprechenden Ausdriicke fur die FERMI-Statistik. 

Die Gesamtzahl der Mikrozustande bei einer bestimmten Zahlen­
folge Ni ist, ahnlich wie in § 5, (4) 

II z·, 
W= II;;~r!' 

r 

Mit Hilfe der STIRLINGschen Formel (§ 5) erhalten wir hieraus 
unter Beachtung von (Ia) [vgl. § 5, (4b)] 

log W =.I Zi1ogZi-.I ~rlog Nir . (2) 
·i i, r 

Die Gesamtenergie ist [vgl. (1)] 
U =.I NiEi =.I r NirEi , (3) 

i i, r 

die gesamte Teilchenzahl 
N=.I ~= .Ir~r' (4) 

i i, r 
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Wir konnten jetzt '\vie in § 5 vorgehen und (2) unter Beachtung 
der Nebenbedingungen zu einem Maximum machen. Wir wollen 
aber hier einen etwas anderen.Weg einschlagen. Nach dem zweiten 
Hauptsatz besteht bei konstantem Volumen folgende Beziehung 
zwischen Energie U und Entropie S 

~u 
(J S = p' (5) 

Mit Hilfe der BOLTZMANNschen Beziehung 
S=klogW 

erhalten wir aus (2), unter Beachtung, daB die Zi Konstanten sind, 

~: = (J log W = - (J 2 ~r log ~r = - 2(1 + log ~r) (J ~r' 
i,f' i, l' 

Aus (3) folgt 
(J U = .I r Ei (J Nir . 

i,r 
Mit (5) erhalten wir dann 

'~{ rEi} ~ 1 + log ~r + k T (J ~r = O. (6) 
i,r 

Falls die Gesamtteilchenzahl N nicht vorgeschrieben ist (Licht. 
und Schallquanten, Spinwellen), besteht zwischen den einzelnen 
Nir nur die Beziehung (Ia). 

Da Zi konstant ist, wird 

o = (J Zi = .I (J ~r = .I (J ~r' 
;- i,r 

Wir addieren diese Nebenbedingungen, mit einem LAGRANGESchen 
Faktor,-log c-I multipliziert, zu (6) und erhalten 

2{log~r + ~~ -logc}(J~r = O. 
i,r 

Da die ~r jetzt unabhangjg voneinander variiert werden konnen, 
muB I } = 0 sein, d. h. 

rE; 

N -"e-I:P ir- V • 

(7) 

1st hingegen N konstant, so haben wir als zweite Nebenbedingung 
[vgJ. (4)] 

0= (IN = .Ir(J~r' 
i,r 

Wir multiplizieren sie mit einem LAGRANGESchen Faktor IX, addieren 
zu (6) und erhalten in gleicher Weise wie oben: 

- rEI -en (7 ) 
'~r= ce kP a 
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Die beiden Ausdrucke (7) und (7a) gelten noch in gleicher Weise 
fur FERMI- und fiir BOSE-Statistik. FUr erstere ist r auf die Werle 0 
und 1 beschrankt. Nir ist bis auf einen konstanten Faktor die 
Wahrscheinlichkeit, daB ein Quantenzustand mit der Energie Ei 
mit r Elektronen besetzt ist. Aus (la) finden wir fUr c: 

(7b) 

wobei im Fall (7) 

und im Fall (7a) 

(8a) 

ist!. Nach (1) und (7) bzw. (7a) wird die mittlere Teilchenzahl 
mit einer Energie Ei : 

rEi 

Ni = .IrNi, = c.Ire - W 
r r 

bzw. 
-r -+<x ( rEi ) 

Ni=c.Ire leT • 
r 

Mit (7b) und (8) bzw. (8a) ergibt das 
1 011 .' 0 

Ni=-Zi kT F.. oE. =-Zi kT "E·InF;,. .. " . (9) 

Dieser Ausdruck ist noch gleich fiir beide Statistiken. Der Unter­
schied tritt erst bei der Bestimmung von F;, auf. Bei BOSE-Statistik 
nimmt r aIle Werte zwischen 0 und Unendlich an. (8) bzw. (8a) 
wird dann eine unendliche geometrische Reihe, deren Wert 

bzw. 

1 
F •. = ----.,.­

Ei 
l-e- W 

1 F •. = ----c;;;--­
Ei 

l-e- kP- 1X 

ist. Aus (9) erhalten wir dann 
1 

1 Fi heiSt Zustandssumme. 
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1 
Ei w+ OC 

e -1 

In der gleichen Weise findet man die FERMI·Statistik, wenn man 
Fi nach (8a) berechnet, wobei r nur die Werte 0 und 1 annimmt: 

Ei 

F;= 1 + e- ff - oc . 

Aus (9) ergibt sich dann 
Ni 
Zi Ei +oc--

ekT + 1 

5. Virialsatz. 

Gegeblm sei ein System von elektrischen geladenen Teilchen, 
die der klassischen Mechanik gehorchen. Die Masse des i·ten 
Teilchens sei mi' seine Ladung ei' seine Ortskoordinate rio 

Die gesamte kinetische Energie des Systems ist 

"'" mi (dri)2 Ekin=~2 de ' 
i 

(1) 

und seine potentielle Energie, wenn es als Ganzes elektrisch neutral 
ist, 

wobei 

Epot = -~-~ Vik , 

i, k 

(2) 

Tt _ e; ek • ..L k TT 0 (3) 
ftk- Tik ' ~-r, fii= 

das Wechselwirkungspotential zwischen demi·ten und dem k-ten 
Teilchen ist. 

Die Bewegungsgleichung des i-ten Teilchens lautet 

mi :t22 ri = grad,'L) Pik = 2 gradi Pik' 
k k 

rad·- (~ ~ ~) g ,.- OXi' 0Yi' OZi' 

Wir bilden das skalare Produkt mit ! r;: 
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Wir summieren jetzt iiber aIle Teilchen und erhalten dann mit (1) 

(4) 
i.k 

Rier ist I mir~ = e das Tragheitsmoment unseres Systems. 1m 
stationaren Zustand ist e konstant, seine zeitliche Ableitung ist 
daher Null. Somit verschwindet der erste Term in (4) und wir 
erhalten 

. -Ekin = {-~ (gradi Vik' til· 
i,k 

(4a) 

Zur Berechnung der rechten Seite greifen wir zunachst die beiden 
Glieder mit i=p" k=v und i=v, k=p, heraus. Es ist 

gradl' Vl'v=-grad. v,,1'=-grad. VI" , 
denn nach (3) ist VI" = v" I'" Daher wird 

(grad,. V,.., tl') + (grad. v",., t.) = (grad,. V,.., t,.-t.). 
Unter Verwendung von (3) findet man nach einfacher Umrechnung 

(gradl' V,.., t,.-t.) = V,. •. 
Wenn wir die Glieder der Summe der rechten Seite von (4a) in 
der hier gezeigten Weise paarweise zusammenfassen, erhalten wir 
fiir je zwei Glieder mit i=p" k=v und i=v, k=p, das eine Glied 
VI'" Es ist daher 

"2 (gradi Vik' ti) = ~ 2 Vii" 
i.k 

Setzen wir dies in (4a) ein, so erhalten wir schlieBlich mit (2) 
1 

-Ekin = 2 Epot· 

Unter Einfiihrung der Gesamtenergie 

E = E kin + Epot 
wird dies 

-Ekin=E. 

6. Elektronen in nichtkubischen Kristallen [1, 5, 210]. 

Es seien wie auf S. 16 aI' a2 und as die drei Vektoren, welche 
die Elementarzelle bestimmen. Aus der Gitterperiodizitat folgt 
dann fiir das Potential V (t): 

V (t) = V (t + a1) = V (t + a2) = V (t + as) 
oder 
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Um V (t) in eine FOURIER-Reihe entwickeIn zu konnen, mussen 
wir das reziproke Gitter einfuhren. Von den Achsen des reziproken 
Gitters, VI' V2, Va' steht jede auf zwei Achsen des gewohnlichen 
Gitters senkrecht. Ihre Lange wird so gewahlt, daB ihr Vektor­
produkt mit der jeweiligen dritten Achse des gewohnlichert Gitters I 
ist. Es ist also 

(ai' Vk) = bik 1. (I) 
Hiermit wird die FOURIER-Entwicklung von V: 

V = .I Vm e2ni (m, Il, + m, Il, + m. b" r). (2) 

Die Eigenfunktionen werden aus der SCHRODINGER-Gleichung 
bestimmt. Wegen der Formel (2) fiir V wird fur 1p der Ansatz 

1p=ei (f,r)u(t), (3) 
u (t) =.I am e2ni (m,b, +m,b,+m.b"r) (3 a) 

nahegelegt. Durch Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung findet 
man, wenn man.die Faktoren vone2ni (m,b, +m,'b.+m.b .. r) einzeInNull 
setzt, unendlich viele homogene Gleichungen fiir die unendlich 
vielen Unbekannten~. Diese konnen fur bestimmte Werte von E 
(Eigenwerte) gelost werden. Man kann auch zeigen, daB man auf 
diese Weise aIle Losungen erhiiJt. 

Schreiben wir 1p in der Form (3), (3a), so ist der Wert der 
Wellenzahl f noch nicht eindeutig festgelegt. Ganz entsprechend, 
wie in (4a) und (4b), § 3, kann f durch einen der Vektoren 

f + 2 n (m1 01 + m2 v2 + mava) (4) 
ersetzt werden, ohne daB sich dabei die Form der Eigenfunktion (3), 
(3a) andert. Wir werden daher analog zu § 3, (5) den reduzierten 
Ausbreitungsvektor durch die Forderung 

-n< (ai' fi) <n 
definieren. 

Die Rander eines Bandes sind somit durch 

(ai' fi) = ± n 
bestimmt. Durch Vergleich mit (I) folgt, daB das reziproke Gitter 
im f-Raum die Rander der Energiebander bestimmt. 

Die Symmetrieeigenschaften der Energie ergeben sich natur­
lich ganz analog zu § 3, (9b), d. h. es ist 

E (f) = E (f + 2n (ml b1 + m2 O2 + ma Oa», 
Daneben ist, wie in § 3, (9a) 

E (f) = E (- f) . 
1 Bei einem kubischen Gitter ist also das reziproke Gitter ebenfalls ein 

kubisches Gitter. 
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7. Gitterpotential [5]. 

Wir wollen ·hier zeigen, wie man die FOURIER.Komponenten 
des Gitterpotentials berechnet, und zwar an Hand eines kubischen, 
flii.chenzentrierten Gitters (vgl Abb 3b, S. 16), in dem z. B. die 
Edelmetalle kristallisieren. Dieses Gitter 
ist zwar ein einfaches Translationsgitter, 
als kubisches Gitter aufgefaBt enthalt es 
aber vier Atome pro Elementarzelle. Am 
anschaulichsten ist die Vorstellung des ku· 
bisch flachenzentrierten Gitters als vier 

ineinandergestellte einfache kubische 
Gitter. Legen wir den Ursprung des Ko· 
ordinatensystems in ein Atom, so erhalten 
wir folgende Koordination tp fiir die vier 
Atome. (Siehe Tabelle.) 

r1 

rz 

ra 

r, 
I 

x· I y. I z· 
Komponente 

0 0 0 
a a 
"2 "2 0 

a a 
"2 0 -

2 

0 I 
a a 

- -
2 2 

Das Gitterpotential V eines kubischen Gitters laBt sich immer 
durch eine FOURIER·Reihe von der Form 

2",i 
V = .I Vm e-a- (m. r) 

darstellen Dabei ist 
2;ri 

V. - ...!...fV - -a-(m. r) d 
m - a3 e 7:. 

R. 

Das Integral erstreckt sich iiber die kubische Elementarzelle. 
V setzt sich additiv aus den Beitragen der vier Atome zusammen~ 
Daraus folgt, ahnlich wie wir auf S. 371 fiir einen zweidimensionalen 
Fall zeigen werden, daB Vm die Form 

hat, wobei 

2",i 
V. - A ~ -a-(rp • m) 
m- m ... e 

p 

2",i 
A -~fv. -a(m.r)d 
m-a30e 7: 

R. 
ist. Vo ist der Beitrag eines einzelnen Atoms zum Potential. 

(1) 

Aus (1) folgt, daB Vm nur dann von Null verschieden ist, wenn 
die drei Komponenten von m (ma;, mil' mz) entweder alle gerade 
oder alle ungerade sind. 

Die FOURIER.Komponenten Vm lassen sich nach § 2, (7 a) durch 
die FOURIER.Komponenten Dm der Ladungsdichte ausdriicken. 
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Dasselbe gilt fiir die Am. Diese konnen durch die FOURIER-Kompo­
nenten Bm der Ladungsdichte Deines einzelnen Atoms aus­
gedriickt werden, wobei nach § 2, (6a) 

und nach (1) 

2"i B =~JD --a-(m,r)d 
m a3 e i , 

R. 

2"i 
D - B ~ -a- (rp, m) 
m- m_ e 

p 
(la) 

ist. D setzt sich aus dem Beitrag des Kernes und dem Beitrag der 
Elektronen, e e, zusammen. Da die Kernladung punktformig ist, 
wird ihr Beitrag zum Integral -Ze=Zjel, wobei Z die Kern­
ladungszahl ist. Dann wird 

(2) 

wobei 

J - 2"i (m r) 
Fm= ee a 'd. 

identisch mit dem Atomformfaktor ist, der in der Theorie der 
Streuung von Rontgenstrahlen eine wesentliche Rolle spielt. Bei 
der Auswertung des Integrals konnen wir in guter Naherung die 
Dichteverteilung e der Elektronen des betreffenden freien Atoms 
wahlen, wie wir in § 2 auseinandergesetzt haben. (! ist dann kugel­
symmetrisch, infolgedessen kann die Integration iiber den Winkel 
ausgefiihrt werden. 1st {) der Winkel zwischen m und r, so ergibt 
sich 

00 .n: 2ni J J -Imlrcosll 
Fm =F(lm[)=2n dr sin{)d{)e(r)r2 e a = 

o 0 
co 

_ 4 J () sin 2 )'t 1m [ ria 2 d 
- n e r 2)'t [ m [ ria r r. 

o 
Die Elektronendichte e (r) kann theoretisch mit ziemlicher 

Genauigkeit berechnet werden. Sie laJ3t sich allerdings nicht 
durch bekannte Funktionen ausdriicken, sondern muJ3 numerisch 
angegeben werden. Bei der Berechnung von emit der THOMAS­
FERMIschen Methode, auf die wir hier nicht nii.her eingehen 
konnen, kann man aus einer einzigen tabellierten Funktion durch 
einfache algebraische Operationen die Dichteverteilung e fiir 
beliebige Atome erhalten. Dadurch wird es ermoglicht, mit Hilfe 
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einer einzigen FunktioIil. F (I m j), die durch numerische Integration 
bei allen moglichen Werten 1 m 1 erhalten wird, alle heliehigen 
Atomformfaktoren ahzuleiten. 

Als Resultat erhalt man 
F(lml) =ZG(x), (3) 

wohei 

x = ! 1:1 Z-1/3 (4) 

ist (Z = Kernladungszahl). Die Funktion G(x), die durch nume­
rische Integrationen erhalten wird, 
ist in Ahh. 68 dargestellt. Die For­
meIn (2), (3), (4) gemeinsam mit Ah­
hildung 68 geniigen, um Dm hei he- t 4 
liehigem Gitterahstand a und belie- G 
higer Kernladungszahl Z zu herech­
nen. Daraus erhaIt man dann mit 

z_ (Ia) und § 2, . (7a) die FOURIER-
Koeffizienten des Potentials Abb. 68. Zur Berechnung des Gitter-

potentials. Aus [5]. 

2,.i 
V. - ea2 B· ~ -a-(tP,m) 

m - n 1 m 12 m ~ e . (5) 
p 

Als Beispiel wahlen wir Ag. Nach dem ohen Gesagten miissen fiir 
Ag, da es ein flachenzentriert kuhisches Gitter hat, die mill' mil' mz 
entweder alle gerade oder alle ungerade sein. Wir berechnen Vm 
fiirm = I, I, I und m = 0, 0, 2. 

Fiir Ag ist 
a = 4,1 . 10-8 cm, Z = 47. 

Nach (4) wird 

x = ! ·1 = 1 Z-1I3 = 3,4 . 106 1 m I cm-1 • 

FUr m = 1,1, I ist 1 ml = Va, 
fiir m = 0, 0, 2 ist 1 m 1 = 2. 
Damit ist 

5,9.108 -1 
x = 6,8 . 1()8 cm 

AusAhh.68 folgt fUr diese heiden Werte von x 

Nach (2) und (3) ist 

G - 0,76 
-0,73' 

e 
Bm=-aZ(I-G). a 
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Mit (5) folgt schlieBlich 
ea2 4e 

Vm =--1-12 -3 Z(I-G), n m a 

da die Summe in (5) immer 4 ist. 

Um V m in Volt auszudriicken, miissen wir mit 300/e multiplizieren. 
Dann ergibt sich 

4e·3QO I-G 
Vm =- nlml2a Z (I-G) e-Volt= 21 Jiiil2e-Volt. 

Mit den obigen Werten fiir G ergibt dies 

¥"U = -17 e-Volt, V002 = V020 = V200 = -I4e-Volt. 

8. Legierungen mit y·Struktur [161]. 

Die y-Phase. Bei den Legierungen von Cu mit Zn muB man je 
nach dem Zn-Gehalt verschiedene Phasen unterscheiden. Reines 
Cu hat ein flachenzentrisches kubisches Gitter. Zunachst werden 
die Zn-Atome einfach in dieses Gitter eingebaut, d. h. ein Zn-Atom 
tritt an die Stelle eines Cu-Atoms (<x-Phase). An diese <x-Phase 
schlieBt sich mit wachsendem Zn-Gehalt die p-Phase mit einem 
raumzentrierten kubischen Gitter. Rieran schlieBt sich die y-Phase 
mit einer komplizierten kubischen Struktur. Die Elementarzelle 
enthalt 52 Atome. Die Zusammensetzung der Legierung (y-Messing) 
kann angenahert durch die Formel CUsZns beschrieben werden. Das 
darf aber nicht so aufgefaBt werden, daB y-Messing aus CusZns-
Molekiilen besteht. Auch verhaIten sich die beiden Atomarten 
nicht exakt wie 5 : 8, da die y-Phase sich iiber ein gewisses Inter­
vall erstreckt. Auf die y-Phase folgt die e-Phase mit einer hexa­
gonalen dichtesten Kugelpackung. Die Zusammensetzung ist 
hier ungefahr durch CuZna darstellbar. Auf die e-Phase folgt 
schlieBlich noch die fJ-Phase, die bis zum reinen Zn reicht. 

Ahnlich wie das System Cu-Zn verhalten sich eine ganze Reihe 
anderer Legierungen der Elemente Cu, Ag und Au 1. Dabei zeigt 
sich, daB die jeweiligen Phasen immer durch ein ganz bestimmtes 
Verhaltnis der Anzahl der Valenzelektronen zur Zahl der Atome 
charakterisiert sind. Als Zahl der Valenzelektronen gilt die Zahl 
der Elektronen in einer nichtabgeschlossenen Schale, also fiir Cu, 
Ag, Au je 1, Zn, Cd, ... je 2, Al 3, Sn 4 Elektronen. FUr die 
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y-Phase ist das oben erwahnte Verhaltnis 21: 13 1 (HUME-ROTHERY­
sche Regel). Wir werden zeigen, daB dieses eigenartige Verhaltnis 
eine einfache theoretische Deutung findet. Dazu mussen wir 
aber zunachst unsere RegeIn fur die Auffiillung der Energiebander 
(§ 3) auf den Fall erweitern, in dem die Elementarzelle nicht genau 
ein Atom enthalt. 

Aufliillung der BRILLOUIN8Chen Zonen. Nach § 3 enthalt jedes 
Energieband bei einem einfachen Translationsgitter zwei Zustande 
pro Atom. Als speziellen Fall wollen wir ein zweidimensionales 
einfaches kubisches Gitter be-
trachten. Fur diesen Fall 
hatten wir in Abb. 9, S.48 die 
beiden ersten Zonen im f­
Raumkonstruiert. Wirwollen 
jetzt in die Elementarzelle 

unseres zweidimensionalen 
Gitters ein weiteres Atom ein-
bauen und untersuchen, wie 

o 

o 

a b 
Abb. 69a und b. Erkliiruug im Text. 

groB die Zahl der Elektronen pro Zone ist. Wir bringen zunachst 
in Abb. 69a das einfache Gitter, wobei die Kreise die Gitterpunkte 
bedeuten. In Abb. 69b sind die Rander der beiden ersten Zonen 
im f-Raum dargestellt. Wir gehen jetzt zum flachenzentrierten 
Gitter uber, indem wir pro Elementarzelle je ein Atom einbauen, 

das die Koordinaten x = ;, y = ; hat, falls wir dem urspriing­

lichen Atom die Koordinaten x = 0, y = 0 geben. Die eingebauten 
Atome sind in Abb. 69a durch Kreuze bezeichnet. Dieses flachen­
zentrierte kubische Gitter kann wieder als einfaches kubisches 
Translationsgitter aufgefaBt werden, wie man leicht an Hand von 
Abb. 69 a sieht. Der Gitterabstand a' dieses Gitters ist 

a'=~. 
112 

Die erste Zone im f-Raum enthalt dann wieder zwei Zustande 
pro Atom. 

Wir haben jetzt zwei Moglichkeiten das Gitter zu betrachten. 
a) Wir betrachten es als flachenzentriertes Gitter. Die Elemen­

tarzelle enthalt dann zwei Atome. In der ersten Zone im f-Raum 
sind zwei Zustande pro Elementarzelle, also nur ein Zustand pro 

1 Beispiele: Cu4ZnS : (5 xl + 8 x2): (5 + 8) = 21: 13. 
CuAl4 : (9xl+4x3):(9+4) = 21:13. 

Frohlich, Elektrouentheorie der Metalle. 24 
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Atom. In den beiden ersten Zonen zusammen sind hingegen zwei 
Zustande pro Atom. 

b) Wir betrachten das Gitter als einfaches Gitter. Die erste 
Zone im f-Raum enthalt dann zwei Zustande pro Atom. Man sieht 
leicht, daB sie identisch mit den beiden ersten Zonen des Falles a) 

ist, denn sie wird durch ein Quadrat mit der Seitenlange .2 ~ 
a 

begrenzt, genau wie die zweite Zone des Falles a) (vgl. Abb. 69b). 
Da die beiden Betrachtungsweisen a) und b) identisch sein 

mussen, folgt, daB am Rand der ersten Zone des Falles a) keiner­
lei Unstetigkeiten der Energie auftreten durfen. 

Wir wollen dies noch einmal fur den Fall unserer Naherung 
§ 4 B beweisen. Hiernach werden die Zonen des f-Raumes im Zwei­
dimensionalen durch diejenigen Geraden begrenzt, die senkrecht 

zu den Vektoren :l: m stehen und durch den Endpunkt dieser Vek-
a 

toren gehen. Die erste Zone ist also durch die m-Werte (0, ± 1), 
(± 1, 0) bestimmt usw. An einer kritischen Geraden, die wir 
durch den jeweiligen Wert von m charakterisieren konnen, hat die 
Energie eine Unstetigkeit. Nach § 4, (22b), S.49 ist der Energie­
sprung 2 Vm, wobei Vm der m-te FouRIER-Koeffizient des Potentials 
ist. Wir haben also zu zeigen, daB bei unserem flachenzentrierten 
Gitter (Fall a) die Koeffizienten V ± 1,0 und Vo, ± 1, verschwinden. 
1st V das Gitterpotential, so wird 

2:rr:i 
V - "5' V. -a- (m, r) 

- ....... me ) 
wobei 2,ni 

V. =~JVe -,,(m,r) di 
m a2 (1) 

R. 
ist. Die Integration erstreckt sich uber eine Elementarzelle. Das 
Potential V setzt sich additiv aus den Beitragen der beiden Atome 
der Elementarzelle zusammen. Da beide Atome gleich sind, ist 

V (t) = li (t) + li (t + to) . (2) 

VI ist hier der Beitrag eines Atoms und to ist der Vektor vom einen 
Atom der Elementarzelle zum zweiten. Nach Abb. 69 a ist 

a 
(to)x =2- , 

Setzen wir (2) in (1) ein, so wird 
2ni 2ni 

1 J ---(m,r) 1 J --a-(m,r) 
Vm=az lie a di+az. T;.(t+to)e di. 

(3) 
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Auf Grund der Kristallsymmetrie folgt 

f - 2"i (m. r) J 2"i (m. r.-r) 
~ (t + to) e a d T = VI (r) e a d t. 

Daher ist 

Vm = (1 + e 2:i (m. r.) ) Am 1 
1 f -2"i (m r) 

Am =aa f;. (t)e a . d'l' 
(4) 

Unter Verwendung von (3) erhalten wir also 
Vm = (1 + e"i (mx+my») Am-. 

Dieser Ausdruck verschwindet immer, wenn e"i(mx+my) = ~ 1, 
also insbesondere fiir die erste 
Zone, fiir die mz + mil = ± 1 ist. 0 

Wir haben diesen etwas um-
standlicheren Beweis als Vor- ..;< 

",t1 
bereitung fiir die nachfolgen-
den Betrachtungen gebracht. 

x 
Wir wollen namlich jetzt in das 0 

o 

x 
o 

x 

a b urspriingliche einfache Gitter 
(Gitterkonstante a) wieder ein 
Atom pro Elementarzelle ein­

Abb. 70a und b. ErkiArnng 1m Text. 

bauen. Der Vektor zwischen den heiden Atomen der Elementar-
zelle solI aber jetzt nicht to sein, sondem t I , wobei 

(tI)z = ; , (tI)1I = ya, I 
y < 1, irrational . 

(5) 

ist. Dabei solI y eine irr~tiona.le Zahl, die kleiner als 1 ist, sein. 
Abb. 70a zeigt dieses Gitter. Entsprechend wie in (4) wird 

( '2~i') 
Vm = 1 + e-",-(m. t,) Am, 

woraus mit (5) 
Vm = (1 + e"imx+2"iymy ) Am 

folgt. Auch jetzt verschwindetVm fiir gewisse m, aber fiir weniger 
Werte alB im oben besprochenen Fall. Da y irrational sein solI, 
ist ymll nie ganz oder halbzahlig, auJler fiir mv = O. Daher wird 
jetzt Vm = 0, falls mv = 0 und gleichzeitig mll1 ungerade ist. In 
der ersten Zone verschwinden daher jetzt Vm nur langs der heiden 
Geraden parallel zur kll-Achse. 

24* 
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Wir wollen jetzt unter den Zonen im f-Ra.um rim' diejenigen 
hetrachten, auf deren Rander tatsii.chlich Energieunstetigkeiten 
herrschen, denn nur diese haben eine physikalische Bedeutung. 
Die erste solche Zone fiir unser Gitter ist in Abb .. 70b stark ein­
gerahmt. Die Zahl der Zustande in einer Zone ist proportional zu 
ihrer Flii.che im f-Raum. Da die erste Zone des urspriinglichen, 
einfachen Gitters zwei Zustande pro Elementarzelle enthii.lt, sind in 
der ersten Zone unseres Gitters nach Abb. 70 b drei Zustande pro 
Elementarzelle, also 1,5 pro Atom. 1m flachenzentrierten Gitter 
hingegen sind vier Zustande pro Elementarzelle (Gitterabstand a), 
also zwei pro Atom, wie bei einem einfachen Gitter. 

Wir bauen schlieBlich das zweite Atom so in die Elementar­
zelle ein, daB der Vektor zwischen den heiden Atomen r2 ist, wobei 

(r2)1I: = iJ1I: a, (r2)" = iJ" a 
ist und iJ1I: und iJ" beide irrational und kleiner als 1 sind. In, diesem 
Fall verschwindet Vm offenbar fiir gar kein m. Wir haben dann, 
wie beim einfachen Translationsgitter, zwei Zustande pro Elemen­
tarzelle und damit einen pro Atom. 

Wir haben damit drei verschiedene FaIle besprochen, hei 
denen die Zahl der Zustande pro Atom 1, 1,5 und 2 war. Wir wollen 
damit zeigen, daB die Zahl der Zustande einer Zone d~chaus 
nicht ganzzahlig pro Atom sein muB, falls die Elementarzelle mehr 
als ein Atom enthalt. Offenbar muB sie aber immer zwischen 1 
und 2 liegen; Unsere ganzen Vberlegungen konnen auf den drei­
dimensionalen Fall und auf den Fall nichtkubischer Gitter aus­
gedehnt werden [210]. 

Die erste Zone der y-Pkase. Wir werden jetzt zeigen, daB das 
eigenartige Verhaltnis zwischen der Zahl der Valenzelektronen und 
der Zahl der Atome (21 : 13) hei der y-Phase beinahe gleichbedeutend 
mit der Zahl der Zustande pro Atom in der ersten Zone des f-Raumes 
ist. Zweifellos hat die Energie des Metalls ein Minimum, falls die 
Gitterstruktur so gewahlt wird, daB eine Zone angeniihert voll­
besetzt ist, denn am Rand einer Zone wird ja die Energie um den 
Betrag Vm gesenkt. Dieses Energieminimum muB aber durchaus 
nicht das tiefste Energieminimum sein. Bei einem einwertig~n 
MetaU z. B. ist die erste Zone immer nur halb besetzt. Um sie 
voll zu besetzen, miiBten wir zwei Atome in die Elementarzelle 
bringen, d. h. wir miiBten ein Molekiilgitter bilden. Dieses hat 
jedoch eine viel hOhere Energie als das typische Metallgitter und 
wird deshalb nicht realisiert. . 
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Bei einer Gitterstruktur, die zu angenahert vollbesetzten Zonen 
fiihrt, hat nach dem Obenstehenden dieFERMI-Energie einMinimum. 
Eine theoretische Untersuchung tiber die Frage, wann eine solche 
Gitterstruktur und wann eine andere angenommen wird, wiirde 
auf einen Vergleich der FERMI-Energie mit den anderen Energie­
termen hinauslaufen. Da wir diesen nicht bringen, sind unsere 
nachfolgenden theoretischen Betrachtungen zwar unvollstandig, 
sie machen es aber plausibel, daB at Zn- Zn 
gerade 21/13 Valenzelektronen pro 0 25 50 75 100% 

Atom vorhanden sind. 
Zur Bestimmung der ersten 

Zone der y-Struktur miissen wir 
wissen, welches die ersten von Null 
verschiedenen FOURIER -Kompo­
nenten Vm sind. Nun wird in 
der Theorie der Reflexion von 
Rontgenstrahlen an Kristallen ge­
zeigt, daB ein enger Zusammen­
hang zwischen Vm und der Inten­
sitat der Reflexion m-ter Ordnung 
besteht. Auf diese Weise findet 
man, daB die ersten von Null 
verschiedenen FOURIER -KO:(1lpo­
nenten Vm die Indizes m1 = (4,1,1) 

r-- 1. 
~ 

yPhOSl' 
J -1. '5 "-

1\ ( 
'0 t -3 

X \ 

'0 

V 

'S -J. 
Abb. 71. Suszeptibilitat der Cu-Zn­
Legierung (pro g-Atom). Nach [21]. 

und m2 = (3, 3, 0) haben. Die hiermit gebildete Zone im f-Raum 
ist nahezu kugelformig, denn es ist ja Im112 = I m212. Aus dem 
Volumen der Zone erhalt man die Zahl der Zustande pro Elementar­
zelle, und zwar findet man durch einfache geometrische Betrach­
tungen 90 Zustande. Die einbeschriebene Kugel enthalt hingegen 
etwa 80 Zustande. Da der Energiesprung am Rand der Zone 
wahrscheinlich ziemlich klein ist, wird die Flache' konstanter 
Energie fiir die Grenzenergie im Fall von 90 Elektronen schon 
zum Teil in der zweiten Zone liegen. Damit die FERMI-Energie 
ein Minimum hat, sollte also die Zahl der Elektronen zwischen 
80 und 90 liegen. Tatsachlich findet man 84, da die Elementar­
zelle 52 Atome mit je 21/13 Elektronen enthalt (52·21/13 = 84). 

SU8zeptibilitdt und H.A.LL-Effekt. Da die erste Zone der y-Phase 
90 Zustande enthalt, wahrend sie von 84 Elektronen besetzt ist 
und da sie auBerdem nahezu kugelformig ist, wird die Grenzenergie C 
iiberall sehr nahe am inneren Rand der Zone verlaufen. 
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Genau wie bei unseren ttberlegungen iiber den Diamagnetis­
mus von Bi (§ 31) miissen wir erwarten, daB die diamagnetische 
Suszeptibilitiit in der y-Phase sehr groB ist. Dies ist in ttberein­
stimmung mit dem experimentellen Befund, wie an Hand von 
Abb. 71 fiir die Cu-Zn-Legierung zu sehen ist. 

Auch der HALL-Effekt soIl hiernach in der y-Phase besonders groB 
und positiv (anormal) sein. Es geniigt aber eine geringfiigige 
Anderung der Zusammensetzung der Legierung, um die Zahl der 
Elektronen pro Elementarzelle so groB zu machen, daB die Grenz­
energie auBerhalb der ersten Zone liegt und daB der HALL-Effekt 
also negativ (normal) wird. Auch diese Folgerung ist in ttber­
einstimmung mit den Experimenten. 

Tabelle 38 1• 

Z Ordnungszahl, A Atomgewieht, d Diehte, n Zahl der Atome pro eml , 

J 1 erete Ionisierungespannung in Volt, e DEBYE-Temperatur in 0 abs. 

Z A I d I 
n J1 e 10-22 

Li 3 6,94 0,53 4,63 5,37 430 
Na 11 23,0 0,97 2,56 5,12 159 
K 19 39,1 0,86 1,33 4,32 126 
Rb 37 85,5 1,52 1,08 4,16 85 
Cs 55 133 1,87 0,87 3,88 68 

Cu 29 63,6 8,93 8,50 7,69 315 
Ag 47 108 10,5 5,90 7,54 215 
Au 7t. 197 19,3 5,93 9,19 175 

Be 4 9,02 1,86 12,5 9,28 100 
Mg 12 24,3 1,74 4,34 7,61 290 
Ca. 20 40,1 1,54 2,33 6,09 ·230 
Sr. 38 87,6 2;6 1,80 5,67 140 
Ba. 56 137 3,6 1,59 5,19 115 

Zn 30 65,4 7,12 6,60 9,36 235 
Cd 48 112. 8,64 4,66 8,96 168 
Hg 80 201 14,6 4,42 10,4 97 

AI 13 27,0 2,69 6,06 5,96 I 390 
Gao 

I 
31 

I 
69,7 5,9 

I 
5,13 5,97 

I 
In 49 1]1). 7,30 3,86 5,7.6 198 
Tl 81 204 11,9 3,52 6,08 164 

1 GrliBtenteils nach [16]. 
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Ta belle 38. (Fortsetzung.) 

z A d I 10':22 

Ge 32 72,6 I 5,40 4,51 8,09 
Sn 50 119 7,28 3,74 7,30 260 
Pb 82 207 11,34 3,32 7,38 88 

Sb 51 122 6,69 3,33 8,35 240 
Bi 83 209 9,80 2,84 7,25 110 

Ti 22 47,9 4,5 5,7 6,81 
V 23 50,9 5,8 6,9 6,76 
Cr 24 52,0 7,1 8,3 6,74 485 
Mn 25 54,9 7,3 8,1 7,39 
Fe 26 55,8 7,86 8,56 7,83 420 
Co 27 58,9 8,8 9,1 8,5 385 
Ni 28 58,7 8,8 9,1 7,64 375 

Y. 39 88,9 4,57 3,12 6,5 
Zr 40 91,2 6,53 4,33 6,92 
Nb 41 93,5 12,7 8,3 
Mo 42 96,0 10,2 6,45 7,06 380 
Ru 44 102 12,3 7,34 7,7 
Rh 45 103 12,4 7,31 7,7 
Pd 46 107 11,9 6,78 8,3 

La 57 139 6,15 2,67 5,59 
ill 72 179 13,3 4,50 
Ta 73 182 16,6 5,52 245 
W 74 184 19,1 6,29 8,1 310 
Re 75 189 20,5 6,57 
Os 76 191 22,5 7,12 8,7 
Ir. 77 193 22,5 7,05 285 

Pt 78 195 214 632 89 225 
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